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Introduction

La plupart des langages de programmation modernes définissent une notion de typage : l’asso-
ciation d’un type à chaque donnée manipulée par le programme permet de vérifier si une opération
est bien définie sur les données auxquelles elle est appliquée. On évite ainsi toute une classe d’er-
reurs de programmation, comme par exemple l’addition d’une chaîne de caractères à un entier, ou
bien la concaténation deux entiers. Ces opérations incorrectes peuventcompromettre des propriétés
essentielles attendues du programme : correction, portabilité, stabilité ou sécurité. Le typage contribue
donc à améliorer la qualité du logiciel.

Le typage est dit statique quand il est réalisé avant même l’exécution du programme, lors de
la compilation, de l’édition de lien ou bien lors de l’activation du programme. Quand le typage est
statique, les erreurs peuvent être détectées indépendamment du chemin d’exécution effectivement em-
prunté par le programme, ce qui offre un niveau de sûreté supérieur au typage dynamique. Cela permet
aussi de réaliser des gains de performance en temps et en espace par rapport au typage dynamique où
l’exécution de chaque opération doit vérifier le type des arguments et où lareprésentation en mémoire
de chaque objet manipulé doit transporter une information de type.

En contrepartie de ces avantages, le typage statique est généralement complexe à mettre en œuvre :
il faut en effet procéder à une analyse abstraite du programme suivant un ensemble de règles logiques
appelé système de types qui aboutit à accepter ou rejeter un programme. L’une des propriétés essen-
tielles d’un système de types est sa correction : aucun programme ne doit être accepté s’il peut mener à
une opération invalide, c’est-à-dire non définie. Cependant, les contraintes d’implémentation (décida-
bilité, performances) amènent souvent à rejeter des programmes en fait corrects, mais trop complexes
pour être analysés comme tel. Cette limitation conduit à rechercher des système de types toujours plus
expressifs, c’est-à-dire qui rejettent de moins en moins de programmes qu’on juge utile de pouvoir
exprimer.

Dans cette recherche d’expressivité, le polymorphisme paramétrique [Str67, Str00, Hin69, Mil78]
a marqué une étape importante en autorisant l’écriture de fonctions génériques opérant sur des don-
nées de différents types. Une fonction polymorphe peut ainsi manipuler certaines données comme des
boîtes noires seulement susceptibles d’être transférées d’une structure de données à une autre (tuple,
liste, arbre) ou bien d’être passées en argument à d’autres fonctions.On peut alors donner à une telle
fonction un schéma de types incluant des paramètres, chaque paramètrespouvant varier indépendam-
ment dans l’ensemble de tous les types possibles. Par exemple, un algorithme de tri, écrit une fois pour
toute, peut s’appliquer à une liste de n’importe quel type pourvu qu’une fonction de comparaison soit
fournie. Le polymorphisme paramétrique s’adapte ainsi particulièrement bien aux langages où les
fonctions sont des données comme les autres, c’est-à-dire les langagesapplicatifs d’ordre supérieur,
notamment de la famille de ML.
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Il existe cependant d’autres formes de polymorphisme. Le polymorphisme dit « ad hoc» permet
à une même fonction d’être définie sur plusieurs types tout en ayant un comportement différent sur
chaque type. Un exemple typique concerne les opérateurs arithmétiques. Selon la nature des opérandes
(entiers, flottants), l’opérateur d’addition par exemple s’exécute ainsi :si ses deux arguments sont deux
entiers, on calcule l’addition entière ; pour deux flottants, on calcule l’addition flottante ; enfin, si l’un
des argument est entier et l’autre flottant, on doit convertir l’argument entier en flottant puis retourner
la somme flottante avec l’autre argument.

Un autre genre de polymorphisme est présent dans les langages de programmation centrés sur la
notion d’« objet », comme C++ [Str91], Eiffel [Mey92] ou Java [GJSB00]. Dans la tradition impé-
rative de ces langages, on considère qu’un objet est une sorte d’automate, doté d’un état interne (les
« champs ») et de fonctions de transition modifiant cet état (les « méthodes »). Un objet est construit
sur le modèle d’une « classe » spécifiant le nom des champs et le corps desméthodes. L’une des
grandes forces des langages à objets est qu’ils permettent aux classesd’être définies par héritage,
c’est-à-dire en étendant d’autres classes écrites précédemment et enen redéfinissant certaines de leurs
méthodes. On peut ainsi écrire du code générique qui manipule des objetssans connaître leur type
précis, mais en sachant qu’ils dérivent d’une classe donnée et savent répondre aux méthodes de cette
classe. Cette forme de polymorphisme est particulièrement utile dans les systèmes logiciels construits
incrémentalement à partir d’un noyau générique et soumis à des changements fréquents. On pense par
exemple aux interfaces graphiques où les différents objets graphiques (menus, fenêtres, boutons, etc.)
peuvent tous dériver d’une classe de base définissant un petit nombre de méthodes (retourner la taille,
se réafficher sur une portion de l’écran, etc.), ce qui permet de coder une fois pour toute la gestion de
l’affichage tout en autorisant l’ajout ultérieur d’objets graphiques variés. Plus généralement, l’expé-
rience montre que tout gros système logiciel subit nécessairement des changements constants et qu’il
est important de pouvoir s’appuyer sur des classes génériques et réutilisables, ce qui explique que les
objets se sont imposés comme un outil incontournable de génie logiciel.

Pour refléter les polymorphismes ad-hoc et d’héritage, un système de types statique doit disposer
d’une notion de sous-typage. Partout où un objet d’un certain type estattendu, on autorise ainsi la
substitution par un objet d’un sous-type. Comparés au typage des langages comme ML, les systèmes
de types des langages à objets sont généralement assez frustres (pasd’inférence, ordre 1). Parfois, ils
ne sont même pas corrects et supposent que des vérifications dynamiques ont lieu à l’exécution. Mais
ils intègrent tous cette notion de sous-typage.

Combiner à la fois les polymorphismes paramétriques et ad-hoc, le sous-typage, les objets et
les fonctions dans un même système supérieurement expressif a motivé de nombreux travaux de re-
cherche [Mit84, FM88, FM89, AC93, Rém94, Pot98]. La plupart de cestravaux étudient les objets en
les codant sous la forme d’enregistrements extensibles, les méthodes étantcontenues dans ces enre-
gistrements sous la forme de fonction ordinaires prenant en argument l’objet lui-même. Les systèmes
de types résultant présentent souvent une grande complexité technique(types récursifs ou d’ordre
supérieur, contraintes de sous-typage, etc.). De plus, il ne parviennent qu’imparfaitement à traiter un
problème parfois très important : les méthodes binaires [BCC+95].

Le problème des méthodes binaires, ou plus généralement des multi-méthodes,provient d’une
limitation intrinsèque de la vision traditionnelle des objets et par conséquent de lamodélisation par
enregistrements extensibles : quand une méthode est appelée sur un objet,le code effectivement exé-
cuté dépend de la classe de l’objet, ce qui permet la généricité et l’extensivité du programme. Ce
qui est parfois trop restrictif est qu’il dépenduniquementde cette classe, ce qui ne permet pas, par
exemple, d’écrire ses propres opérateurs arithmétiques dont l’exécution dépendsimultanémentdes
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types de tous ses arguments.

Certains langages autorisent le programmeur à écrire de telles « multi-méthodes» sur ses propres
hiérarchies d’objets extensibles, ce qui démultiplie la souplesse et l’extensibilité du langage. Parmi
ces langages, on peut citer CLOS [Ste90, Pae93], Cecil [Ct02, CL95]et Dylan [Sha96]. L’étude des
systèmes de types statiques adaptés aux langages avec objets et multi-méthodes (parfois appelées
« fonctions surchargées ») a donné lieu à moins de travaux que l’approche avec enregistrements ex-
tensibles [WB89, CGL92, BM96, BM97].

L’origine de cette thèse : circuits, nombres et multi-méthodes

Dans cette thèse, nous nous intéressons particulièrement au système ML6 décrit dans [BM96].
Voici quelques caractéristiques de ce système : ML6 est revendiqué comme une extension naturelle de
ML avec objets et multi-méthodes car les déclarations de classes et les définitions de multi-méthodes
sont vues comme une extension des types concrets et du filtrage de ML. Les schémas de types font
apparaître des contraintes de sous-typage sur les paramètres de type etil n’y a pas besoin de types
récursifs.

Notre intérêt pour les multi-méthodes et le système ML6 est issu de l’objectif initial de ce travail
de thèse : la redéfinition du langage 2Z [BVB94]. Ce langage d’expérimentation et d’enseignement est
spécialisé dans la description et la synthèse de circuits synchrones arithmétiques. Ses fonctionnalités
sont similaires à celles de VHDL [VHD93] ou Verilog [Ver01]. Sa particularité est d’intégrer des
types arithmétiques comme les nombres 2-adiques [Vui94]. Le polymorphisme ad-hoc des opérateurs
arithmétiques sur ces types est considéré comme une caractéristique essentielle du langage car il
permet l’écriture de fonctions génériques qui soit provoque la synthèse d’un circuit, soit la vérification
statique de ce circuit, selon le type des arguments passés à la fonction.

Dans sa version initiale, le langage 2Z disposait d’un système de types ad-hoc, mal spécifié et
qui ne permettait pas la définition de types utilisateur. L’un des objectifs principaux de la redéfinition
du langage était d’ajouter les objets et de disposer d’un système de types plus riche et mieux connu.
Étant donnée l’importance du polymorphisme des opérateurs arithmétiques dans ce langage, on s’est
naturellement tourné vers les multi-méthodes et le système ML6 a été développé à cet effet. Le ré-
sultat de ce travail de réimplémentation et d’intégration du nouveau système detypes est le langage
Jazz [FBB+].

À l’occasion de l’implémentation de Jazz, l’intégration de ML6 dans un vrai langage a posé des
problèmes pratiques et théoriques. En effet, le système de types s’est rapidement révélé trop rigide
pour le besoin du langage car les seules contraintes exprimables dans le système sont des inégalités
de sous-typage et leur conjonction, ce qui les force à opérer sur deshiérarchies de classes connexes.
En pratique, il est très vite apparu nécessaire de pouvoir exprimer des fonctions polymorphes sur
des hiérarchies de classes séparées. Par exemple, les opérateurs booléens devait pouvoir s’appliquer
à tout élément d’une « algèbre booléenne », comme les nombres binaires ou les BDDs, alors que les
types de ces deux genres d’algèbres ne sont pas en relation de sous-typage. Il fallait donc étendre les
contraintes exprimables avec des prédicats plus généraux que le sous-typage.

Une autre faiblesse de ML6 est que son modèle d’interprétation des contraintes est trop limité. Il
présente certes une simplicité et des caractéristiques désirables. Par exemple, les types sont des termes
finis, contrairement aux approches des objets par enregistrements extensibles, ce qui se rapproche
beaucoup du modèle initial de ML. Ensuite, la hiérarchie de classes spécifiée par le programmeur
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n’est pas figée : si un programme est bien typé, alors il reste bien typé dans toutes les extensions de
la hiérarchie courante, une propriété essentielle pour capturer l’extensibilité des systèmes à objets. En
pratique cependant, le modèle de ML6 a des rigidités gênantes. Le sous-typage est nécessairement
structurel, c’est-à-dire que deux types ne peuvent être comparés ques’ils ont le même squelette. Par
exemple,List〈int〉 est comparable àList〈float〉 (et en est un sous-type). Mais,List〈int〉 ne peut jamais
avoir un sous-type non paramétré de la formeListInt. Par ailleurs, l’extensibilité du monde introduite
dans ML6 est en fait trop générale. Elle considère que toute hiérarchie de classe qui contient la
hiérarchie au moment du typage en est une extension, alors que le langageJazz ne permet l’extension
que par le bas (définition de sous-classes) et l’héritage simple. Du coup certains programmes sont
rejeté car ils sont incorrects dans une extension du monde qui n’est pasexprimable dans le langage,
ce qui est trop restrictif.

Certains de ces problèmes ont été traités dans Jazz et dans des travaux connexes [Bon02b]. L’in-
tégration dans la présentation initiale de ML6 s’est alors révélée difficile. En particulier, la preuve
de correction donnée dans [BM96] repose sur une présentation non standard de la sémantique opé-
rationnelle, qui est typée et couplée de façon compliquée avec le système de types. C’est gênant car
l’exécutif de Jazz repose sur une machine virtuelle non typée, très similaire àce qu’on peut faire en
ML. Finalement, la complexité intrinsèque du typage des multi-méthodes en monde ouvert et le carac-
tère fermé et rigide de ML6 faisait qu’il était souvent délicat de se convaincre, même informellement,
de la correction de certaines extensions apportées à Jazz.

Objectifs

Pour assurer une base saine au typage de Jazz, il nous apparaît nécessaire de donner une nouvelle
présentation du système de types ML6, ce qui est l’objet de cette thèse.

À cet effet, nous nous fixons les objectifs suivants :

1. donner une présentation standard d’un calcul avec objets et multi-méthodes proche du langage
Jazz afin de faciliter la compréhension du système et la comparaison avec des calculs existants ;

2. donner une formalisation souple et ouverte du système de types capabled’intégrer avec un mi-
nimum d’effort des extensions variées. En particulier, nous voulons que la preuve de correction,
partie la plus critique de la formalisation, puisse être réutilisée facilement.

Contribution de cette thèse

Cette thèse apporte trois contributions principales.

Premièrement, nous définissons une extension de ML avec objets et multi-méthodes et nous lui
donnons une sémantique opérationnelle non typée et par réduction, selonune approche éprouvée.
Dans ce langage, nous approfondissons l’analogie entre multi-méthode etfiltrage : grâce à des motifs
autorisant le filtrage d’objets, les deux notions sont en fait pratiquement unifiées.

Deuxièmement, nous introduisons un système de types générique pour ce langage. Ce système uti-
lise des algèbres de types dont nous donnons une définition axiomatique. Cela nous permet de montrer
la correction du système par une preuve elle-même générique et qui ne dépend que des axiomes posés
sur les algèbres de types. La formalisation du système de types met en œuvreun traitement original
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du polymorphisme, basé sur une approche extensionnelle, les types polymorphes étant de simples
ensembles de types monomorphes. La preuve elle-même utilise cependant destechniques standard
(réduction du sujet).

Troisièmement, nous montrons comment réduire un système de vérification de types à la réso-
lution de problèmes simples (des contraintes) exprimés dans un langage logique du premier ordre.
La syntaxe et l’interprétation de cette syntaxe sont laissées ouvertes et doivent simplement respecter
quelques propriétés de base. Nous utilisons le cadre standard de la théorie des modèles pour réaliser
cette réduction.

Dans cette thèse, nous n’abordons pas la résolution des problèmes élémentaires de typage, étape
indispensable pour obtenir un système en pratique. Nous nous focalisonssimplement sur la correc-
tion du typage et la réduction du typage d’un programme à la résolution de problèmes élémentaires
logiques. Le traitement des contraintes (résolution, implication, simplification) est en effet un thème
déjà largement abordé ailleurs [FM88, FM89, Tiu92, AC93, TS96, Fre97, Pot98, Sim03, KR03] alors
que le typage des multi-méthodes est un sujet moins développé et qui présente des difficultés spéci-
fiques. Nous soutenons qu’une approche algébrique peut permettre de réutiliser les résultats existants
concernant les contraintes.

Finalement, l’approche algébrique du typage des multi-méthodes à la ML6 en présence d’un
monde ouvert suggère également de nouvelles formulations de problèmes de contraintes qui mérite-
raient d’être approfondies.

Plan de l’ouvrage

Le reste de cette thèse est organisée comme suit. Dans le chapitre 1, nous donnons la syntaxe
du langage. Dans le chapitre 2, nous en donnons la sémantique opérationnelle. Dans le chapitre 3,
nous introduisons les algèbres de types et les règles d’un système de types générique avec approche
extensionnelle du polymorphisme. Dans le chapitre 4, nous montrons la correction de ce système de
types algébrique vis-à-vis de la sémantique opérationnelle. Remarquant que ce système algébrique
n’est pas directement utilisable en pratique sans annotation du programmeur, nous introduisons à
cet effet au chapitre 5 une notion très générale de langage de types, cequi nous permet d’écrire les
annotations de type. Nous définissons ensuite un modèle de typage comme uneinterprétation d’un
langage de types dans une algèbre, ce qui nous permet de donner unespécification d’un système
de vérification de types opérant sur des expressions annotées par le programmeur. La correction du
système est prouvée par effacement des annotations et en utilisant le système du chapitre 3. Dans un
dernier développement formel au chapitre 6, nous montrons comment la vérification de types peut être
réduite indépendamment du modèle choisie en un ensemble de problèmes élémentaires (implications
de contraintes, tests de couvertures). Au chapitre 7, nous discutons plus informellement des problèmes
et perspectives soulevés par ce travail. Nous abordons en particulierl’hypothèse d’un monde ouvert
ainsi que l’inférence de type. Dans ce chapitre, nous comparons également cette thèse avec d’autres
travaux apparentés.
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Notations

Voici quelques notations utilisées tout au long du document.

E ‖= E′ signifie que les ensemblesE et E′ sont disjoints, c’est-à-dire queE ∩ E′ = ∅. La notation
E1 ‖= · · · ‖= En signifie que les ensemblesEi sont disjoints deux-à-deux.

Le domaine de définition d’une fonctionf est noté dom( f ).

La notationa 7→ b désigne la fonctionf de domaine{a} telle que f (a) = b.

La restriction d’une fonctionf à un ensembleE est notéef ¹ E.

Pour deux fonctionsf et g, f ⊕ g est la fonction de domaine dom( f ) ∪ dom(g) telle que :

( f ⊕ g)(x) =

{
g(x) si x ∈ dom(g)

f (x) si x 6∈ dom(g) et x ∈ dom( f )

Les autres notations et définitions seront introduites au cours du texte enPETITES CAPITALES. On
en trouvera ci-dessous un index. Pour certains chapitres, constitués d’une présentation progressive des
notions suivie d’un récapitulatif formel des définitions, le renvoi à la définition formelle est marqué
en gras dans l’index.

e Expression non typée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17,25

π Motif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17,25

Vars Ensemble des identificateurs de variables. . . . . . . . . . . . . . . . 17,24

C Symbole de classe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

C {`1 = e1; . . . ; `n = en} Objet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Classes Ensemble de toutes les classes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18,24

v Relation de sous-classement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18,24

Étiquettes Ensemble de toutes les étiquettes (noms des champs). . . . . . . . . . 18,24

ChampsC Ensemble des champs d’une classe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18,24

C ·` Accesseur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

ClassesConcrètes Ensemble des classes concrètes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19,24

Tuplen Classe desn-uples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

〈e1, . . . , en〉 Tuple d’expressions (abréviation). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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a Symbole de constante (valeur primitive). . . . . . . . . . . . . . . . . 21,24

PrimVals Ensemble des valeurs primitives. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21,24

f Symbole d’opérateur primitif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21,24

PrimOps Ensemble des opérateurs primitifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21,24

| f | Arité de l’opérateurf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21,24

meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} Méthode. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

π j ⇒ ej Cas d’une méthode. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

_ Motif universel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,25

$ Motif primitif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,24

C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} Motif de sous-classe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,25

#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} Motif de classe exacte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,25

π as x Motif lieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22,25

PrimOpsn Ensemble des opérateurs primitifsn-aires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

PrimMotifs Ensemble des motifs primitifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

C Structure de classe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

fv(π) Variables libres d’un motif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Motifs Ensemble de tous les motifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Exprs Ensemble de toutes les expressions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

fv(e) Variables libres d’une expression. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

e −→ e′ Sémantique opérationnelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27,40

[x 7→ e2]e1 Substitution simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

filtre(e, π) Relation de filtrage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28,36

V Valeur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28,36

tête(V) Nœud de tête d’une valeur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28,36

6 Ordre de précision sur les motifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30,37

e↓ π Projection d’une expression sur un motif. . . . . . . . . . . . . . . . 31,37

dispatch(e; π1; . . . ; πk) Dispatch dynamique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31,38

[S]e Substitution multiple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32,38

E Contexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32,39

[] Trou d’un contexte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

e −→ erreur Erreur de type opérationnelle immédiate. . . . . . . . . . . . . . . . . 35,40

e −→? erreur Erreur de type opérationnelle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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S Substitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

R Renommage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

R(X1, X2) Générateur de renommage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

A Algèbre de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44,58

t, u, . . . Monotypes algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

G ` e: T Jugement de typage algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44,59

T,U, . . . Polytypes algébriques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

G Environnement de typage algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6 Relation de sous-typage algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47,58

t → u Type fonctionnel algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47,58

#C Abstraction algébrique d’une classe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48,58

C ·` Abstraction algébrique d’un champ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49,58

a Abstraction algébrique d’une constantea . . . . . . . . . . . . . . . . 51,58

A0 Algèbre primitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51,58
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t0 Dénotation d’un type primitift0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51,58
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etest Expression de test. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

G ` π ⇒ e: t → t ′ Jugement de typage algébrique d’un cas. . . . . . . . . . . . . . . . 54,59

t ` π : t ′′; G′ Jugement de typage algébrique d’un motif. . . . . . . . . . . . . . . . 55,60

↑X Clotûre d’un ensemble de monotypes par le haut. . . . . . . . . . . . . . 58

↓X Clotûre d’un ensemble de monotypes par le bas. . . . . . . . . . . . . . . 58

ε Expression annotée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59,80

6] Pré-ordre de sous-typage généralisé. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

G `0 e: T Jugement de typage simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

VarsType Ensemble des variables de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

α, β, . . . Variables de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

L Langage de types . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

c, c′, . . . Symboles de constructeurs de types syntaxiques. . . . . . . . . . . . . . . 76



18 NOTATIONS

p, p′, . . . Symboles de prédicats de types syntaxiques. . . . . . . . . . . . . . . . . 76

|c|, |p| Arité d’un constructeur ou prédicat syntaxique. . . . . . . . . . . . . . . 76

τ, τ ′, . . . Monotypes syntaxiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

κ Contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

V Ensemble fini de variables de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

σ = ∀V : κ . τ Schéma de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

ftv(τ ), ftv(κ), ftv(σ ) Ensemble des variables de types libres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

M Modèle d’un langage de types. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

ρ̂, ρ, . . . Valuations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

ρJ·K
M Interprétations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

LεM Effacement des annotations de type. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

ρ̂; G ` ε : T Jugement de typage semi-algébrique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81,82
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Chapitre 1

Syntaxe

Ce chapitre a pour objectif de présenter la syntaxe du langage étudié et sasémantique opération-
nelle intuitive.

Le langage est formé d’EXPRESSIONSengendrées par la grammaire suivante :

Expressions e ::= x Identificateur

| e e Application

| fun x ⇒ e Fonction

| let x = e in e Définition locale

| fix x ⇒ e Définition récursive

| a Constante

| f Opération primitive

| C {` = e; . . . ; ` = e} Objet

| C ·` Accesseur de champs

| meth {π ⇒ e; . . . ; π ⇒ e} Multi-méthode définie cas par cas

Motifs π ::= _ Motif universel

| $ Motif primitif

| C {` = π; . . . ; ` = π} Motif de sous-classe

| #C {` = π; . . . ; ` = π} Motif de classe exacte

| π as x Motif lieur

1.1 Noyau ML

Dans cette grammaire,x désigne unIDENTIFICATEUR de variable, pris dans un ensembleVars
supposé infini. Les quatre premières productions (identificateur, application,fun etlet) définissent
le noyau ML habituel. La stratégie d’évaluation n’est pas fixée car les résultats de cette thèse en sont
indépendants. Elle peut être en appel par nom ou en appel par valeur.

L’expressionfix x ⇒ e définit récursivement une valeur égale à l’expressione dans laquelle
l’identificateurx est considéré lié à la valeur en train d’être définie. Par exemple, la fonctionfactorielle
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peut s’écrire ainsi :

fix Fact ⇒ fun n ⇒ if (n 6 0) then 1 else (n × (Fact (n − 1)))

Par souci de simplification, nous avons séparé la définition d’une valeur récursive de son utilisa-
tion. La constructionlet rec est donc une simple abréviation :

let rec x = e1 in e2 ≡ let x = (fix x ⇒ e1) in e2

Si la sémantique est en appel par nom, la constructionfix n’est pas limitée à la définition de
fonctions récursives. On peut aussi s’en servir pour construire des structures infinies récursives. Par
exemple, la liste infinie composée du seul élément 1 peut s’écrire comme suit :

fix l ⇒ 1 :: l

De même, la liste infinie des nombres entiers peut se coder ainsi :

(fix seq ⇒ fun i ⇒ i :: seq(i + 1)) 0

1.2 Classes et objets

L’expressionC {`1 = e1; . . . ; `n = en} représente unOBJETconstruit avec la classeC.

L’ensemble desCLASSESdoit être spécifié par le programmeur d’une façon non précisée ici. Nous
supposerons simplement donné l’ensemble des classes, notéClasses. Cet ensemble est organisé en
hiérarchie, c’est-à-dire qu’il est muni d’un ordre partielv de SOUS-CLASSEMENT1. QuandC′ v C,
on dit queC′ est uneSOUS-CLASSEdeC ou bien queC est uneSUPER-CLASSEdeC′.

Chaque classeC contient un ensemble fini éventuellement vide deCHAMPS. Ceux-ci sont identi-
fiés par leur nom, tiré d’un ensemble infini d’étiquettes fixé une fois pour toutes et notéÉtiquettes.
L’ensemble des champs d’une classeC est notéChampsC. Les classes ne comprennent que des
champs, à l’exclusion des méthodes qui sont définies en dehors des classes (voir section 1.4).

Quand on construit un objet, la valeur de tous les champs de cette classe doitêtre donnée. Pour que
l’expressionC {`1 = e1; . . . ; `n = en} soit bien formée, on demande donc que les labels`1, . . . , `n

représentent exactement l’ensembleChampsC et qu’ils soient distincts deux à deux. L’ordre d’ap-
parition des champs dans un objet n’est pas important. On considérera par exemple que les deux
expressions suivantes sont identiques :

Point {x = 1; y = 2} et Point {y = 2; x = 1}

L’accès aux champs d’un objet se fait avec l’expression fonctionnelleC ·` qui prend en argument
un objet construit avec une sous-classe quelconqueC′ de C et qui renvoie la valeur du champ de
cet objet nommé̀ . On voit donc qu’on peut accéder à un objet sans connaître sa classeprécise, à
condition d’en connaître une super-classe. C’est une propriété clé des langages à objets qui permet
l’écriture de fonction générique sur les objets. Pour que cette propriété soit bien fondée, il faut bien sûr

1Tous les résultats de cette thèse restent corrects si la relation de sous-classement est simplement un préordre, c’est-à-dire
n’est pas supposée antisymétrique.
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que les champs soit hérités d’une classe à une sous-classe. Nous posons donc en axiome la propriété
suivante :

C′ v C ⇒ ChampsC ⊆ ChampsC′

Exemple.Voici un exemple de hiérarchie de classes qui illustre l’héritage des champs(ceux-ci sont
représentés à côté des classes) :

ObjetColoré{c} Point{x, y}

PointColoré{x, y, c} Point3D{x, y, z}

Point3DColoré{x, y, z, c}

¥

Remarque.Contrairement à la plupart des formalisations de langages à objets, notons bien que l’accès
à un champ ne peut se faire sans mentionner une super-classe de l’objetattendu. En d’autres termes,
il n’est pas possible d’accéder à un champ simplement en écrivante·`, indépendamment de la classe
dee.

Ce choix, hérité de ML6, se justifie d’abord par des considérations sur la conception d’un langage
de programmation. Imaginons par exemple qu’en plus de la hiérarchie ci-dessus, le programmeur ait
défini la classeCercle contenant les champsc et r, désignant respectivement le centre du cercle (un
Point) et son rayon. Si elle était autorisée, l’expressione·c présenterait alors un polymorphisme trop
général pour ne pas être gênant. En effet, on ne voudra certainementjamais accéder par une expression
unique à des choses aussi différentes que la couleur d’un objet ou le centre d’un cercle. La syntaxe que
nous présentons ici limite délibérément l’expressivité du langage pour éviter ce genre de situations et
force le programmeur à préciser explicitement son intention.

Notons aussi que cette restriction n’est pas définitive. Nous pensons qu’il est souvent possible
de considérer le langage de ce chapitre comme un langage primitif dans lequelon réécrit un langage
source donné disposant de l’accès inconditionnel aux champs. Par exemple, considérons un langage
source où le programmeur ne déclare aucune classe mais repose sur un système d’enregistrements
extensibles. On peut implicitement déclarer une classe pour chaque ensemble possible de champs
les hiérarchiser en suivant l’ordre d’extension des enregistrements (C′ v C ssi C ⊆ C′). L’accès
inconditionnel au champ̀ peut alors s’écrire en utilisant l’accesseur explicite{`}·`. On voit donc
que le langage source peut dans ce cas facilement se coder dans notrelangage. Dans d’autres cas, on
peut également utiliser les méthodes (voir section 1.4) qui fournissent entre autres un moyen de mixer
arbitrairement dans une même fonction des accès à des champs quelconques. ¥

Il est utile d’interdire l’utilisation de certaines classes pour la construction d’objets et de limiter
leur utilisation pour l’accès aux champs. Une telle classe est diteABSTRAITE et une classe effective-
ment autorisée à construire un objet est diteCONCRÈTE. L’ensemble de toutes les classes concrètes
est notéClassesConcrètes ⊆ Classes et sa définition est laissé à l’initiative du programmeur qui
pourra par exemple utiliser le mot cléabstract pour désigner une classe abstraite lors de sa décla-
ration.

Exemple.Pour définir le type concret des listes chaînées, le programmeur peut typiquement introduire
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la hiérarchie suivante, oùList est une classe abstraite etCons etNil sont deux classes concrètes :

List{}

Cons{head, tail} Nil{}

La liste[1; 2; 3] s’écrit alors de la façon suivante :

Cons
{
head= 1; tail = Cons

{
head= 2; tail = Cons {head= 3; tail = Nil {}}

}}

Pour alléger les notations, on se permettra les abréviations classiques suivantes :

e1 :: e2 ≡ Cons {head= e1; tail = e2}

[] ≡ Nil {}

[e1; . . .;en] ≡ e1 :: (e2 :: (. . . :: (en :: []) . . . )) ¥

Pour tout entiern > 0, on suppose qu’il existe une classe concrèteTuplen dont l’ensemble
des champs est{1, . . . , n}. Cette classe permet de manipuler des tuples d’expressions en utilisant
l’abréviation suivante :

〈e1, . . . , en〉 ≡ Tuplen {1 = e1; . . . ; n = en}

Les classes de tuples sont utiles pour pouvoir écrire des définitions multiplesou des fonctions ou
méthodes à plusieurs arguments. Par exemple, voici une façon d’écrire des définitions mutuellement
récursives :

let rec

x1 = e1 and
...

xn = en

in

e





≡





let x =

fix x ⇒

let x1 = (Tuplen ·1x) in
...

let xn = (Tuplen ·n x) in

〈e1, . . . , en〉

in

let x1 = (Tuplen ·1x) in
...

let xn = (Tuplen ·n x) in

e

De même, les fonctions à plusieurs arguments seront notées de préférence :

fun 〈x1, . . . , xn〉 ⇒ e ≡ fun x ⇒




let x1 = (Tuplen ·1x) in
...

let xn = (Tuplen ·n x) in

e






1.3. CONSTANTES ET PRIMITIVES 23

Nous voyons ici quelques codages intéressants qui utilisent les classesde tuple. Ces classes seront
aussi utilisées pour les arguments des primitives et pour les multi-méthodes. Pour assurer la validité de
ces codages, il est important que les classes de tuple soient minimales dans l’ordre de sous-classement,
de sorte que l’accesseurTuplen ·i ne puisse être appliqué qu’à un tuple de taillen et à aucun autre
objet. Nous faisons de cette propriété essentielle un axiome de toute structurede classes2 :

∀C ∈ Classes, C v Tuplen ⇒ C = Tuplen

Remarque.Une limitation importante du langage est l’absence d’effets de bord : il n’y a pas d’opé-
rateur de remplacement d’un champ. La nature équationnelle et en appel par nom du langage Jazz
justifie cette limitation. La présence d’effets de bord seraient toutefois une extension intéressante à
considérer, notamment pour ses conséquences sur le système de types. ¥

1.3 Constantes et primitives

Les constantes, désignées par la lettrea, sont prises dans un ensemblePrimVals de valeurs pri-
mitives fixé à l’avance. Les opérations primitives sont notées avec la lettref et sont prises dans un
ensemblePrimOps de fonctions partielles qui opèrent sur l’ensemble des valeurs primitives.On note
| f | l’arité de l’opérateurf , c’est-à-dire le nombre d’arguments qu’il accepte.

Exemple.Pour fixer les idées, on peut supposer que les valeurs primitives comprennent les entiers
rationnels et les booléens :PrimVals = Q ∪ {true, false}. Les rationnels pourront être représentés
par un couple d’entiers relatifsn/d irréductibles.

Les opérations primitives pourront être l’addition+, la multiplication× et les tests de comparai-
son6 et= toutes d’arité 2 et de domaineQ.

On se permettra d’utiliser une notation infixe pour certaines opérations. Parexemple,e1 + e2 sera
une abréviation pour+〈e1, e2〉. ¥

Contexte.Notons que les opérations primitives ne sont pas currifiées, c’est-à-dire que l’addition de
deux expressione1 et e2 s’écrit +〈e1, e2〉 et non pas(+ e1) e2. Les présentations traditionnelles des
petits langages fonctionnels utilisent généralement la forme currifiée pour toutes les fonctions, ce qui
permet de se passer des constructeurs de tuple ou de fonctionn-aires natives sans perdre en expressi-
vité. En contrepartie, la définition de la sémantique est légèrement plus compliquée : il faut attendre
qu’une opération primitive soit appliquée au bon nombre d’argument pourpouvoir réduire l’applica-
tion et il faut tenir compte du fait qu’une primitive partiellement appliquée est une valeur fonction-
nelle. D’un autre côté, dans la section suivante, nous allons considérerles multi-méthodes comme
des méthodes à un argument qui peuvent utiliser des motifs tuple pour extraire plusieurs expressions
de leur argument. On utilise donc naturellement les tuples pour représenter les multiples arguments
d’une multi-méthode. Par régularité, nous avons donc privilégié les fonctionsn-aires, suivant en cela
l’exemple du langage SML/NJ [MTHM97] plutôt que d’OCAML [LDG+03]. ¥

2En Java, on dirait que la classeTuplen est « finale ».
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1.4 Méthodes

L’expressionmeth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} est uneMÉTHODE. C’est une expression fonction-
nelle qui est définie par une liste deCAS de la formeπ j ⇒ ej . Chaque cas d’une méthode est condi-
tionné par unMOTIF π j qui sert àFILTRER l’argument passé à la méthode et à lier des identificateurs
avec certaines sous-expressions de l’argument de la méthode.

Le MOTIF UNIVERSEL _ accepte toute valeur (wildcard). Un MOTIF PRIMITIF $ filtre les valeurs
primitives. Nous supposons donné une fois pour toutes pour chaque motifprimitif l’ensemble des
constantes acceptées par ce motif.

Le motif C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} accepte les objets construits avec la classeC ou l’une de ses
sous-classes. Les étiquettes{`1, . . . , `n} doivent représenter les champs de la classeC et les motifs
π1, . . . , πn servent à contraindre la valeur des champs de l’objet. Si on ne veut pasposer de contrainte
particulière sur un champ̀i , il suffit d’utiliser _ pour le motifπi . Le motif #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}

accepte uniquement les objets de la classeC et pas de ses sous-classes.

Enfin le motifπ as x permet de lier l’identificateurx avec la valeur filtrée parπ à l’exécution.
On ne considère que des motifsLINÉAIRES, c’est-à-dire où les variables liées n’apparaissent qu’une
fois au plus.

Exemple.Si PrimVals contient les entiers rationnels et les booléens, on peut supposer que lesmotifs
primitifs suivants sont disponibles :

– le motifa qui accepte exactement la valeura ;
– le motifrat qui accepte tous les nombres rationnels (y compris les nombres entiers) ;
– le motifint qui accepte tous les nombres entiers relatifs (sous-ensembleZ deQ) ;
– le motifbool qui accepte les deux booléenstrue etfalse. ¥

L’exécution d’une méthode consiste à choisir le cas le plus précis parmi tousles motifsπ j qui
filtrent l’argument de la méthode (stratégie «best match»). La méthode toute entière est alors équi-
valente à l’expressionej où on remplace les variables liées dansπ j par les sous-expressions corres-
pondantes de l’argument de la méthode. Cette opération est appeléeDISPATCH DYNAMIQUE. Elle
suppose donc qu’on définisse une relation de comparaison de précisionentre motifs. Cette relation est
telle que plus un motif contraint les valeurs filtrées, plus il est précis. Par exemple, le motif universel
qui ne pose aucune contrainte est le moins précis de tous les motifs. Le motif #C {. . .} est plus précis
queC {. . .} car il n’accepte que les objets exactement construits avec la classeC, alors queC {. . .}

accepte aussi les sous-classes.

Exemple. Voici par exemple la méthode qui renvoie le carré de la norme d’un point :

meth {

Point {x = _ as x; y = _ as y} ⇒ x × x + y × y;

Point3D {x = _ as x; y = _ as y; z = _ as z} ⇒ x × x + y × y + z × z}

Pour alléger l’écriture, il est utile d’introduire un peu de sucre syntaxique. Dans un motif filtrant
les objets, on se permettra d’omettre les champs non contraints. Par exemple :

Point {x = int} ≡ Point {x = int; y = _}

Point ≡ Point {x = _; y = _}
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On utilisera aussi les notations suivantes pour les classes de baseTuplen et les classes de liste :

〈π1, . . . , πn〉 ≡ #Tuplen {1 = π1; . . . ; n = πn}

π1 :: π2 ≡ #Cons {head= π1; tail = π2}

[] ≡ #Nil {}

[π1; . . .;πn] ≡ π1 :: (π2 :: (. . . :: (πn :: []) . . . ))

Dans l’exemple de la méthode qui renvoie la norme d’un point, l’implémentation sur laclasse
Point est automatiquement héritée dans toutes les sous-classes dePoint sauf celles où l’implémen-
tation pourPoint3D est plus précise. On obtient donc automatiquement une implémentation correcte
sur les classes commePointColoré. Il arrive que cet héritage de l’implémentation d’une méthode ne
soit pas approprié. Par exemple, si l’on veut définir le prédicat d’égalité sur les points, on veut prendre
en compte tous les champs et on souhaite donc interdire que l’implémentation de la méthode sur les
Points soit héritée par mégarde dans les sous-classes. Dans ce cas, il est plus judicieux d’utiliser les
motifs de la forme #C :

meth {

〈#Point {x = _ as x1; y = _ as y1}

#Point {x = _ as x2; y = _ as y2}〉 ⇒

x1 = x2 and y1 = y2;

〈#Point3D {x = _ as x1; y = _ as y1; z = _ as z1}

#Point3D {x = _ as x2; y = _ as y2; z = _ as z2}〉 ⇒

x1 = x2 and y1 = y2 and z1 = z2;
...;

}

En effet, le code qui teste l’égalité sur la classePoint n’est typiquement pas valide pour les sous-
classes des points colorés commePointColoré car il faudrait aussi prendre en compte l’égalité des
couleurs. En utilisant le motif #Point dans ce cas, on évite qu’une l’implémentation invalide soit
héritée. Ceci est particulièrement intéressant si la méthode est formée enagrégeant des cas écrits dans
différents modules.

Pour terminer, voici quelques autres exemples :

fix append⇒ meth {

〈[], _ as l2〉 ⇒ l2;

〈_ as h :: _ as t, _ as l2〉 ⇒ h :: append〈t, l2〉}

ifthenelse= meth {

〈true, _ as then, _〉 ⇒ then;

〈false, _, _ as else〉 ⇒ else}

¥
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1.5 Récapitulatif

Dans cette section, nous rappelons les définitions introduites dans le chapitre et nous fixons com-
plètement les notations utilisées par la suite

Présupposés

On suppose donnés une fois pour toutes :
– un ensemble infiniVars d’ IDENTIFICATEURS;
– un ensemble infiniÉtiquettes de symboles deLABELS dont on suppose qu’il contient notam-

ment les nombres entiers 1, 2, . . . , n.

Structure primitive

On suppose fixée une fois pour toutes une structure primitiveC0 qui consiste en :
– un ensemblePrimVals deVALEURS PRIMITIVES ;
– pour chaque entiern non-nul, un ensemblePrimOpsn, éventuellement vide, de fonctions par-

tielles f ∈ PrimValsn −7→ PrimVals, appelésOPÉRATEURS PRIMITIFSn-AIRES. La réunion
de tous les ensemblesPrimOpsn est notée simplementPrimOps, ensemble de tous lesOPÉ-
RATEURS PRIMITIFS. L’ ARITÉ | f | d’un opérateurf est l’indicen de l’ensemblePrimOpsn

auquel il appartient ;
– un ensemblePrimMotifs deMOTIFS PRIMITIFS. Chaque motif primitif$ est un sous-ensemble

des valeurs primitives :$ ⊆ PrimVals.

Structure de classes

UneSTRUCTURE DE CLASSEC est la donnée des éléments suivants :
– un ensembleClasses deCLASSES;
– un sous-ensembleClassesConcrètes ⊆ Classes deCLASSES CONCRÈTES;
– pour chaque classeC ∈ Classes, un ensemble fini de labelsChampsC ⊆ Étiquettes, appelés

CHAMPS deC ;
– une relation(v) ∈ Classes × Classes appeléeSOUS-CLASSEMENTet qui doit être une rela-

tion d’ordre partiel.
Les axiomes suivants doivent être respectés par toute structure de classes :

∀C1, C2 ∈ Classes, C1 v C2 ⇒ ChampsC2
⊆ ChampsC1

(HÉRITAGE)

∀n ∈ N,Tuplen ∈ ClassesConcrètes ∧ ChampsTuplen
= {1, . . . , n}(Tuplen)

∀n ∈ N,∀C ∈ Classes, C v Tuplen ⇒ C = Tuplen(Tuplen-MINIMAL )
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Motifs

Les motifs sont les termes engendrés par la grammaire suivante où les conditions syntaxiques de
bonne formation figure sur la droite :

π ::= _

| $ $ ∈ PrimMotifs

| C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} C ∈ Classes, fv(π1) ‖= . . . ‖= fv(πn) (1)

| #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} C ∈ ClassesConcrètes, fv(π1) ‖= . . . ‖= fv(πn) (1)

| π as x x ∈ Vars, x 6∈ fv(π)

Notes :

(1) Dans ces motifs les labels`1, . . . , `n doivent être deux-à-deux distincts, ils doivent représenter
exactement l’ensembleChampsC et leur ordre d’apparition est indifférent.

L’ensemble des variables apparaissant dans un motifπ est notéfv(π).

L’ensemble des motifs est notéMotifs.

Expressions

Les expressions sont les termes engendrés par la grammaire suivante :

e ::= x x ∈ Vars

| e1 e2

| fun x ⇒ e x ∈ Vars

| let x = e1 in e2 x ∈ Vars

| fix x ⇒ e x ∈ Vars

| a a ∈ PrimVals

| f f ∈ PrimOps

| C {`1 = e1; . . . ; `n = en} C ∈ ClassesConcrètes, ChampsC = {`1, . . . , `n} (1)

| C ·` C ∈ Classes, ` ∈ ChampsC

| meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} (2)

Notes :

(1) Les labels doivent être distincts deux à deux et leur ordre d’apparition n’est pas signifiant ;

(2) L’ordre d’apparition des cas n’est pas signifiant.

L’ensemble des expressions est notéExprs.
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Variables libres

L’ensemble (fini) des variables libresfv(e) d’une expressione est défini par induction sure :

fv(x) , {x}

fv(e1 e2) , fv(e1) ∪ fv(e2)

fv(fun x ⇒ e1) , fv(e1) \ {x}

fv(let x = e1 in e2) , fv(e1) ∪ (fv(e2) \ {x})

fv(fix x ⇒ e) , fv(e) \ {x}

fv(C {`1 = e1; . . . ; `n = en}) , fv(e1) ∪ · · · ∪ fv(en)

fv(C ·`) , ∅

fv( f ) , ∅

fv(a) , ∅

fv(π ⇒ e) , fv(e) \ fv(π)

fv(meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) , fv(π1 ⇒ e1) ∪ . . . ∪ fv(πn ⇒ en)

Notations

Si l’on veut expliciter la structure de classesC utilisée, on écrira les différents ensembles définis
ci-dessus de la façon suivante :ClassesC, ClassesConcrètesC, ChampsC

C, vC, MotifsC etExprsC.
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Chapitre 2

Sémantique

Nous allons maintenant donner un sens formel aux expressions du langage. Le style de sémantique
adopté consiste à donner des règles d’évaluation qui permettent de réduire peu à peu une expression
en un résultat (sémantique par réécriture à « petits pas »). L’objectif de cechapitre est donc de définir
un prédicate −→ e′ qu’il faut lire « l’expressione′ peut se déduire à partir dee en faisant un pas de
calcul ».

2.1 Noyau ML

La première règle d’évaluation concerne l’application d’une fonction et correspond à la règle(β)

duλ-calcul (voir par exemple [Bar84]) :

(fun x ⇒ e1) e2 −→ [x 7→ e2]e1(BETA)

Dans cette règle, [x 7→ e2]e1 est obtenue à partir dee1 en substituant les occurrences libres de la
variablex pare2. L’opération de substitution est techniquement délicate à définir car il fautfaire très
attention à éviter les captures de variables. La définition se trouve à la fin de ce chapitre (section 2.7,
page 40).

L’évaluation des expressionslet et fix se définit de façon similaire à celle de l’application à
l’aide des substitutions :

let x = e1 in e2 −→ [x 7→ e1]e2(BETA-LET)

(fix x ⇒ e) −→ [x 7→ (fix x ⇒ e)]e(BETA-FIX )

2.2 Objets

La sémantique de l’accès aux objets est résumée par la règle suivante :

C ·`i (C′ {`1 = e1; . . . ; `i = ei ; . . . ; `n = en}) −→ ei(BETA-OBJ)

Dans cette règle, on ne suppose pas queC′ est une sous-classe deC. C’est en effet l’un des
objectifs du système de types d’assurer cette propriété, de telle sorte que l’interprète n’ait pas besoin
de la vérifier dynamiquement.
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Quand on a effectivementC′ v C, notons què i est forcément dans l’ensemble des champs de
C pour que l’expressionC ·`i soit bien formée. Par l’axiome (HÉRITAGE), il s’en suit qu’il est aussi
forcément un champ deC′, de sorte que la règle de réduction est toujours possible dans ce cas.

2.3 Primitives

L’évaluation d’une opération primitivef suppose qu’elle soit appliquée à un tuple de valeurs
primitives dont le nombre d’arguments correspond à l’arité de l’opération.On réécrit alors simplement
cette application en la valeur calculée par la fonctionf :

f ∈ PrimOpsn a′ = f (a1, . . . , an)

f 〈a1, . . . , an〉 −→ a′
(BETA-PRIM)

Notons que cette règle ne s’applique que si(a1, . . . , an) est bien dans le domaine def .

2.4 Méthodes

2.4.1 Filtrage

La relation de filtrage relie une expression et un motif. Cette relation est compliquée par le fait
que la sémantique du langage peut être en appel par nom. L’expression peut donc n’être pas encore
assez réduite pour que l’on puisse décider si le filtrage est vrai ou faux. C’est pourquoi, nous en ferons
une relation dans une logique à trois valeurs :filtre(e, π) peut valoir :vrai s’il est établi quee est bien
filtrée ou acceptée parπ ; faux s’il est définitivement établi quee est rejetée ; ou bien le symbole⊥ si
e n’est pas assez réduite pour décider si elle est filtrée ou rejetée parπ .

Pour définir la relation de filtrage, nous introduisons maintenant les valeurs. Une VALEUR ou
FORME NORMALE DE TÊTEest une expression close suffisamment réduite pour qu’on puisse décider
sa tête. Les valeurs sont engendrées par la grammaire suivante où on fait figurer le symbole de tête de
la valeur sur la droite :

V ::= a ⇒ a

| C {`1 = e1; . . . ; `n = en} ⇒ C

| f ⇒ fun

| C ·` ⇒ fun

| fun x ⇒ e ⇒ fun

| meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} ⇒ fun

La tête d’une valeurV est notée tête(V). Notons qu’un objet peut être une valeur même si ses champs
ne le sont pas. Cela est particulièrement utile dans une sémantique en appelpar nom. Par exemple, la
liste 1:: (fix l ⇒ 1 :: l ) est une valeur.

Nous pouvons maintenant donner la définition de la relation de filtrage (voir section 2.7, page 38
pour une version complètement formelle). Celle-ci procède par induction sur la structure du motif
filtrant, un motif lieurπ as x étant considéré équivalent pour le filtrage avecπ .
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Tout d’abord, toute expressione, quel que soit son niveau de réduction, est filtrée par le motif
universel _ : on a doncfiltre(e, _) = vrai pour toute, même si ce n’est pas une valeur. Nous supposons
maintenant que le motif filtrant n’est pas le motif universel.

Dans tous les autres cas, le filtrage n’est déterminé que si l’expression filtrée est suffisamment
réduite pour qu’on puisse en déterminer la tête, c’est-à-dire qu’elle doit être une valeur. Sie n’est pas
une valeur, alors le filtrage est indéfini et on notefiltre(e, π) = ⊥. Sieest une valeur, alorsfiltre(e, π)

vautvrai ou faux selon les règles qui suivent.

Le filtrage par un motif primitif$ réussit si et seulement si la valeure est une constante élément
de l’ensemble$ . Il échoue si la valeur n’est pas une constante, par exemple si c’estun objet ou une
fonction, ou bien si c’est bien une constante, mais qu’elle n’est pas dans$ .

Si le motif filtrant π est de la forme #C {`i = πi }, alors le filtrage réussit si et seulement si la
valeure est un objet construit avec la classeC, c’est-à-dire de la formeC {`i = ei }, et le filtrage de
chacun des champsei par le motifπi réussit. Le filtrage dee parπ échoue sie n’est pas un objet ou
bien si c’est un objet construit avec une classe différente deC ou bien si c’est bien un objet construit
avec la classeC, mais si un de ses champsei n’est pas filtré par le motif correspondantπi , c’est-à-dire
si filtre(ei , πi ) = faux pour un certaini . Enfin, le filtrage est indéfini dans tous les autres cas, c’est-
à-dire quande est bien un objet construit avecC, qu’aucun des sous-filtragesfiltre(ei , πi ) n’échoue,
mais qu’un au moins d’entre eux est indéfini. Notons que sie est bien un objet construit avec la
classeC, on peut reformuler la définition de la valeur du filtragefiltre(e, π) comme la conjonction
filtre(e1, π1) ∧ · · · ∧ filtre(en, πn) où l’opération∧ désigne la conjonction la plus « paresseuse » (et
parallèle).

Il reste le cas où le motif filtrantπ est de la formeC {`i = πi }. Dans ce cas, la valeure doit être
un objet de la formeC′ {`1 = e1; . . . ; `n = en; . . . ; `n′ = en′} construit avec une sous-classeC′ deC.
La valeur du filtragefiltre(e, π) vaut alors la conjonctionfiltre(e1, π1) ∧ · · · ∧ filtre(en, πn). Notons
que les champsen+1, . . . , en′ n’interviennent pas dans la définition du filtrage.

Exemple.Considérons l’expressione suivante :

e = [Point {x = 1; y = (fun x ⇒ x + 1) 2};e2]

Voici quelques exemples de filtrage :

π filtre(e, π)

Point {x = 1} :: _ vrai

Point {x = 2} :: _ faux

Point {y = int} :: _ ⊥

¥

2.4.2 L’ordre de précision sur les motifs

Un motif est d’autant plus précis qu’il accepte moins de valeurs. Parmi deux motifs acceptant
exactement les mêmes valeurs, on peut toutefois distinguer un motif plus précis. Par exemple, le motif
#C est considéré comme strictement plus précis queC, même siC n’a pas de sous-classe différente
deC.
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La relation de comparaison de précision est notée6, l’assertionπ 6 π ′ se lisant «π est plus
précis queπ ′ ». C’est une relation de pré-ordre (réflexive et transitive) définie par induction sur la
structure des deux motifsπ etπ ′ :

– le motif universel est moins précis que tout autre motif :π 6 _ ;
– la présence d’un lieur ne change pas la comparaison de précision :π as x est équivalent àπ ;
– un motif primitif est d’autant plus précis qu’il filtre moins de valeurs primitives,c’est à dire que

$1 est plus précis que$2 si et seulement si$1 ⊆ $2 (rappelons que les motifs primitifs sont
définis comme l’ensemble des constantes qu’ils filtrent) ;

– l’ordre de précision se transmet dans les champs :C
{
`i = π ′

i

}
est plus précis queC {`i = πi } si

chacun desπ ′
i est plus précis queπi . De même, #C

{
`i = π ′

i

}
est plus précis que #C {`i = πi }

dans les même conditions.
– à motifs de champs égaux, les motifs qui filtrent les objets sont d’autant plusprécis qu’ils

mentionnent des classes plus précises ; quandC′ v C, on a donc :

C′ {`1 = π1; . . . ; `n = πn; . . . ; `n′ = πn′} 6 C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} ;

– le motif #C {`i = πi } est plus précis queC {`i = πi } ;

Exemple.Voici un extrait de l’ordre de précision pour quelques motifs :

Point {x = _; y = _}

#Point {x = _; y = _} PointColoré {x = _; y = _; c = _}

Point {x = int; y = int} #PointColoré {x = _; y = _; c = _}

#Point {x = int; y = int} PointColoré {x = int; y = int; c = _}

Point {x = 1; y = 2} #PointColoré {x = int; y = int; c = _}

#Point {x = 1; y = 2} PointColoré {x = 1; y = 2; c = _}

#PointColoré {x = 1; y = 2; c = _}

Notons que quandC′ v C, un motif de la forme #C′ {. . .} n’est pas plus précisque #C {. . .}. En
effet, ces deux motifs acceptent des ensembles de valeurs disjoints. ¥

2.4.3 Projection

Quand une expressione est filtrée par le motifπ , on peut extraire dee les sous-expressions cor-
respondant aux lieurs dansπ . Cette opération est appeléePROJECTIONet est notéee↓ π . Son résultat
est une fonction associant une sous-expression dee à toutes les variables libres deπ . La projection se
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définit aisément par induction sur le motif :

e↓ _ , ∅

e↓ $ , ∅

e↓(π as x) , e↓ π ⊕ [x 7→ e]

(C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en; . . .}) ↓(C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , e1 ↓π1 ⊕ · · · ⊕ en ↓ πn

(C {`1 = e1; . . . ; `n = en}) ↓(#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , e1 ↓π1 ⊕ · · · ⊕ en ↓ πn

Exemple.Considérons le motif et l’expression suivants :

π = (Point {x = int as x} as p) :: (_ as tail)

e = [PointColoré {x = 1; y = 2; c = 3};Point {x = 1; y = 2}]

On vérifie qu’on a bienfiltre(e, π) = vrai. La projection dee selonπ est alors la fonction suivante :

e↓ π = [x 7→ 1; p 7→ PointColoré {x = 1; y = 2; c = 3} ; tail 7→ [Point {x = 1; y = 2}]] ¥

Remarque.Notons que le domaine de la fonctionfiltre(e, π) est nécessairement l’ensemble des va-
riables apparaissant dansπ , c’est-à-direfv(π). Par ailleurs, remarquons que la condition syntaxique
de bonne formation d’un motif objet, c’est-à-direfv(π1)‖= · · · ‖= fv(πn), nous permet, dans la définition
de la projection sur un tel motif, de considérer les sous-motifs dans un ordre quelconque. ¥

2.4.4 Dispatch dynamique

Étant donnée une listeπ1, . . . , πk de motifs et une expressione, l’opération deDISPATCH DYNA-
MIQUE consiste à déterminer le motif le plus précis qui filtre l’expressione. Si le dispatch réussit, il
produit un indicej entre 1 etk tel quee est filtrée parπ j et queπ j est plus précis que tout motif
π j ′ qui filtre e. Le dispatch échoue si aucun motif ne filtree (non-exhaustivité) ou bien si plusieurs
motifs conviennent, mais qu’aucun d’eux n’est plus précis que tous les autres (ambiguïté). Enfin, il
faut prévoir le cas où le dispatch est indéterminé parce que l’expressionen’est pas assez réduite. Pour
traiter cette difficulté, on demande que le filtrage deepar chacun des motifπ j soit déterminé avant de
pouvoir décider si le filtrage réussit ou non.

Plus précisément, le dispatch dynamique est donc une fonction notée dispatch(e; π1; . . . ; πk) qui
prend sa valeur dans l’ensemble{⊥, 1, . . . , k, erreur} et qui est définie par les propriété suivante :

– s’il existe un indicej tel quefiltre(e, π j ) = ⊥, alors dispatch(e; π1; . . . ; πk) = ⊥ (dispatch
indéterminé) ;

– sinon, s’il existe un unique indicej tel quefiltre(e, π j ) = vrai et tel quefiltre(e, π j ′) = vrai
impliqueπ j 6 π j ′ , alors dispatch(e; π1; . . . ; πk) = j ;

– sinon, le dispatch échoue et on note dispatch(e; π1; . . . ; πk) = erreur.

Remarque.Notons que nous exigeons que le filtrage de l’argument avectous les motifs soit déter-
miné avant de pouvoir réduire l’application d’une méthode. Ceci est légèrement trop restrictif dans
certains cas. Par exemple, si la méthode ne comporte qu’une unique brancheπ ⇒ e, alors on pourrait
directement utiliser cette branche sans réduire l’argument. Cependant, généraliser cette remarque aux
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cas où il y a plusieurs branches ne paraîte pas facile. De plus, si la méthode est formée en agrégeant
des branches provenant de différents modules, la sémantique de l’application risquerait de changer
quand on rajoute une branche, ce qui pourrait être surprenant pour le programmeur. C’est pourquoi,
nou savons préféré adopter dès le départ une sémantique simple et stable, quitte à restreindre un peu
le niveau de « paresse ». ¥

2.4.5 La règle d’évaluation

L’évaluation de l’application d’une méthode consiste à sélectionner un cas de la méthode par dis-
patch dynamique de l’argument de la méthode sur la liste ses motifs. On extrait ensuite de l’argument
une sous-expression pour chacune des variables apparaissant dans le motif sélectionné. On substitue
enfin dans le corps de la méthode chacune de ces variables par la sous-expressions correspondante.
La règle d’évaluation prend donc la forme suivante :

j = dispatch(e; π1; . . . ; πk)

(meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) e −→ [e↓ π j ]ej

(BETA-METH)

Dans cette règle, la notation [e↓ π j ]ej désigne la substitution simultanée de toutes les variables
libres deej qui sont aussi libres dansπ j par la sous-expression dee déterminée par l’opération de
projection. La définition de la substitution simultanée est donnée à la fin de ce chapitre (section 2.7,
page 40).

2.5 Contextes

La définition de l’évaluation ne serait pas complète si on ne définissait pas les contextes d’évalua-
tion. Ceux-ci indiquent les sites possibles d’application des règles de réduction dans une expression.
Un site de réduction est dénoté par le symbole [] et les contextes sont engendrés par la grammaire
suivante :

E ::= [] e

| e[]

| let x = [] in e

| C {`1 = e1; . . . ; `i = [] ; . . . ; `n = en}

L’application d’un contexte à une expression est notéeE[e] et consiste à placereà la place du symbole
[] dansE. Le résultat est donc une expression. Le fait que [] dénote un site de réduction est exprimée
par la règle d’évaluation suivante :

e −→ e′

E[e] −→ E[e′]
(CONTEXTE)

Remarque.Notons que la prémisse de cette règle peut très bien être déduite par (CONTEXTE) elle-
même. La forme générale d’une réduction est donc la suivante : sie se réduit ene′ par une règle
différente de (CONTEXTE), alors on a aussi, pour toute liste finie de contextes :

E1[E2[. . . En[e]]] −→ E1[E2[. . . En[e′]]] .
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En général, les sémantiques à petits pas des langages à la ML utilisent des contextes eux-même récur-
sifs, c’est-à-dire dont la grammaire est de la formeE ::= [] | E[e] |e[E] | . . . . Dans notre présentation,
les contextes sont de hauteur 1. La relation de réduction qui en résulte est identique mais cette dé-
finition présente un avantage technique car, dans les preuves, on évite une double induction sur les
contextes et les dérivations. ¥

Contexte.La règle (CONTEXTE) est la dernière de notre sémantique. Notons que cette sémantique est
non-déterministe. Une expression donnée peut présenter plusieurs sites de réduction possibles, c’est-
à-dire qu’elle peut être de la formeE1[E2[. . . En[e]]] pour plusieurs listes de contextes possibles. Par
exemple, dans l’expressione1 e2, on peut réduire la partie gauche de l’application ou bien la partie
droite. Par ailleurs, la règle (CONTEXTE) peut parfois être applicable en même temps que d’autres
règles. Par exemple, dans l’expression(fun x ⇒ . . . ) e, on peut ou bien réduire l’argument de la
fonction en utilisant la règle (CONTEXTE) ou bien appliquer la règle (BETA).

Traditionnellement, la présentation de la sémantique à petits pas des langages à laML restreint les
prémisses des règles d’évaluation et la définition des contextes afin d’imposer une stratégie d’évalua-
tion déterministe. Cela permet de modéliser fidèlement le comportement effectivement mis en œuvre
dans une implémentation concrète de l’évaluation. Par exemple, si l’on désiremodéliser une stratégie
en appel par valeur (call-by-value), il convient de restreindre l’application de la règle (BETA) au cas
où l’argument de la fonction appliquée est une valeur. Si l’on veut de plus imposer l’ordre d’évalua-
tion gauche-droite, il suffit de restreindre les contextes de la formee E au cas oùe est une valeur
(fonction ou primitive). Ainsi, l’interprète devra forcément commencer parréduire la partie gauche
d’une application jusqu’à obtenir une fonction puis réduire la partie droite jusqu’à obtenir une valeur
pour enfin appliquer la règle (BETA). En revanche, si on souhaite modéliser une stratégie en appel par
valeur (call-by-name), il suffit d’interdire les contextes de la formee E, de sorte que l’argument d’une
application ne soit jamais évalué.

Nous avons préféré définir une relation d’évaluation non-déterministe pour plusieurs raisons.
D’abord la stratégie d’évaluation n’est pas très importante du point de vuedu système de types. Si
celui-ci nous permet d’affirmer statiquement qu’aucune évaluation d’une expression ne conduit à une
erreur de type, ce résultat est indépendant de la stratégie d’évaluationchoisie, qui consiste simple-
ment à restreindre les évaluations possibles. Un même système de types s’appliquera donc à toutes les
stratégies possibles, en particulier aux stratégies d’appel par valeur etd’appel par nom.

Une deuxième raison est que la présence des méthodes rend la définition d’une stratégie détermi-
niste d’appel par nom non-triviale. En effet, s’il est bien connu que leλ-calcul est essentiellement sé-
quentiel, les multi-méthode introduit un certain degré de parallélisme dans notre sémantique. Concrè-
tement, il ne suffit pas, comme dans leλ-calcul, de réduire systématiquement le redex le plus à gauche
pour obtenir une stratégie complète. L’application d’une méthode nécessite en effet de réduire suffi-
samment son argument pour déterminer le filtrage avec tous les motifs de la méthode, mais il n’existe
pas d’ordre d’évaluation simple des différentes parties de l’argument. Considérons par exemple la mé-
thodemeth

{
〈false, false〉 ⇒ false; _ ⇒ true

}
. Appliquons cette méthode à un argument〈e1, e2〉.

La stratégie qui consiste à évaluere1 et e2 en séquence, de gauche à droite, n’est pas complète, car
elle boucle sur l’argument〈⊥, true〉 où ⊥ désigne une expression qui ne termine pas, par exemple
fix x ⇒ x. Or, la sémantique opérationnelle permettrait dans ce cas de brancher directement dans
le cas _⇒ . . . , parce que le filtrage avec les deux motifs est déjà déterminé. Inversement,si on essaye
d’évaluer les arguments dans l’ordre droite-gauche, cette stratégie échoue sur l’entrée〈true,⊥〉. De
manière générale, cette méthode n’est pas compilable dans le langage sans dispatch, car sa sémantique
(ou parallèle) n’est pas une fonction stable [Ber78].
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Pour évaluer cette méthode, il est nécessaire d’utiliser un évaluateur parallèle. Essentiellement, il
faut lancer deux tâches indépendantes pour évaluer chacun des arguments. Si l’une des tâches termine
en déterminant que l’argument calculé est différent defalse, alors on doit interrompre l’autre tâche
et continuer le calcul dans l’alternative _⇒ true. Si les deux tâches terminent avec le résultatfalse,
alors on peut continuer dans〈false, false〉 ⇒ false. Écrire une stratégie d’évaluation complète et
déterministe revient alors à écrire un séquenceur multi-tâches et à expliciterl’algorithme utilisé pour
le séquencement, celui-ci devant être suffisamment équitable pour que la stratégie soit bien complète.
Cela représente une « infrastructure » lourde, ce qui explique qu’unestratégie complète pour filtrage
parallèle a rarement été envisagée en pratique. On peut toutefois mentionner une étude dans le cadre de
Concurrent Haskell [WM02] et remarquer que le langage Jazz, naturellement multi-tâches, pourrait
se prêter à une telle implémentation complète. Il convient aussi de citer ici les travaux relatifs à la
compilation du filtrage paresseux vers un langage séquentiel (voir par exemple [Mar94]) qui constitue
une forme particulière de stratégie incomplète.

Il apparaît donc clairement que le détail de la stratégie d’évaluation déterministe doit rester au
niveau de l’implémentation. C’est pourquoi nous étudierons le système de types en considérant une
relation de réduction non-déterministe, ce qui permet d’appliquer les résultats obtenus àtoutesles
stratégies possibles, complètes ou non. ¥

2.6 Erreurs de type

L’évaluation d’une expression peut aboutir à une situation manifestement erronée comme l’ap-
plication de l’addition à des booléens ou l’utilisation d’un entier en position de fonction. De telles
expressions sont lesERREURS DE TYPE. Plus précisément, sont considérées comme des erreurs de
type les situations suivantes :

Erreur de type Exemple

application d’une primitive à une valeur non
construite avec la classeTuplen où n est l’arité
de la primitive

+ (fun x ⇒ x) ou+〈1〉

application d’une primitive à un tuple de valeurs
qui ne sont pas toutes des constantes

1 + (fun x ⇒ x)

application d’une primitive à un tuple de
constantes hors du domaine de la primitive

1 + true

application d’une valeur qui n’est n’est pas fonc-
tionnelle, c’est-à-dire ni une fonction, ni une mé-
thode, ni une primitive

1(2)

application d’un accesseur de champs à une va-
leur qui n’est pas un objet

Point·x (fun x ⇒ x)

application d’un accesseur de champs à un objet
qui n’est pas de la bonne classe

PointColoré·c(Point {. . .})
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application d’une méthode à un argument filtré
par aucun motif (non-couverture)

(meth

〈Point, PointColoré〉 ⇒ . . .

〈PointColoré, Point〉 ⇒ . . . )

〈Point {. . .} , Point {. . .}〉
application d’une méthode à un argument filtré
par plusieurs motifs (ambiguïté)

(meth

〈Point, PointColoré〉 ⇒ . . .

〈PointColoré, Point〉 ⇒ . . . )

〈PointColoré {. . .} , PointColoré {. . .}〉

En outre, chaque fois qu’une erreur de type apparaît dans une expression à l’emplacement d’un site
de réduction possible, on considère que l’expression toute entière est aussi une erreur de type. En
d’autres termes, sie est une erreur de type, alorsE[e] est aussi une erreur.

Nous noteronse −→ erreur quand l’expressione est une erreur de type ete −→? erreur quand
e se réduit en un nombre fini d’étapes ene′ qui est une erreur de type. Ce dernier prédicat sépare les
expressions en deux catégories : sie −→? erreur, on dit quee est OPÉRATIONNELLEMENT MAL

TYPÉE, sinon qu’elle estOPÉRATIONNELLEMENT BIEN TYPÉE. L’un des rôles d’un système de types
est d’éliminer statiquement toutes les expressions opérationnellement mal typées sans éliminer trop
d’expressions bien typées.

Remarque.En présence d’un système de types, un interprète peut donc considérer que l’expression
à calculer ne sera jamais une erreur de type, ce qui permet en général d’optimiser l’implémentation.
Le comportement d’un interprète ainsi optimisé peut alors être arbitraire en présence d’une erreur de
type : corruption mémoire, plantage, etc. C’est pourquoi, le système de types est essentiel dès lors que
l’interprète n’est pas défensif.

Notons que dans une sémantique déterministe, la définition des erreurs de type est souvent présen-
tée d’une façon implicite. Les valeurs représentant les résultats irréductibles des calculs et, à chaque
instant, une seule réduction étant possible, les expressions irréductiblesqui ne sont pas des valeurs
dénotent un problème grave d’exécution et sont considérées comme deserreurs de type.

Cette définition présente l’inconvénient de ne pas expliciter exactement les propriétés qu’on peut
utiliser pour optimiser l’interprète. Plus grave, elle ne s’étend pas commodémment à une sémantique
non-déterministe. En effet, il se peut très bien qu’une expression contenant deux sites de réduction
possibles soit réductible sur le premier site et présente une erreur de typefaisant planter l’interprète
sur le second. Dans ce cas, l’expression est réductible mais il est important de considérer que c’est
une erreur de type puisqu’elle provoque un problème dans l’interprète. ¥
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2.7 Récapitulatif

Nous donnons ici la définition formelle du prédicat d’évaluation et de toutesles relations néces-
saires à sa définition.

Valeurs

L’ensemble des valeurs, notéValeurs, est engendré par la grammaire suivante :

V ::= a

| C {`1 = e1; . . . ; `n = en}

| fun x ⇒ e

| meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}

| f

| C ·`

De plus, toute valeurV doit être telle quefv(V) = ∅.

Nœud de tête d’une valeur

tête(a) , a

tête(C {`1 = e1; . . . ; `n = en}) , C

tête(fun x ⇒ e) , fun

tête(meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) , fun

tête( f ) , fun

tête(C ·`) , fun

Filtrage

filtre(e, _) , vrai

filtre(e, π as x) , filtre(e, π)

filtre(e, π) , ⊥ si





e 6∈ Valeurs

π 6= _

π 6= π ′ as x

filtre(a,$) , vrai si a ∈ $

filtre(C {`1 = e1; . . . ; `n = en} ,

#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , filtre(e1, π1) ∧ · · · ∧ filtre(en, πn)
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filtre(C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en; . . .} ,

C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , filtre(e1, π1) ∧ · · · ∧ filtre(en, πn) si C′ v C

filtre(e, π) , faux dans tous les autres cas

Dans ces définitions,∧ désigne la conjonction parallèle qui vautvrai si tous les arguments valent
vrai, faux si l’un des argument vautfaux et⊥ dans les autres cas.

Pré-ordre de précision

Il est défini par les règles d’inférence suivantes.

π 6 π

π 6 π ′ π ′ 6 π ′′

π 6 π ′′ π 6 (π as x) (π as x) 6 π

π 6 _

$1 ⊆ $2

$1 6 $2

C′ v C

C′ {`1 = π1; . . . ; `n = πn; . . . ; `n′ = πn′} 6 C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}

#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} 6 C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}

π ′
1 6 π1 . . . π ′

n 6 πn

C
{
`1 = π ′

1; . . . ; `n = π ′
n

}
6 C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}

π ′
1 6 π1 . . . π ′

n 6 πn

#C
{
`1 = π ′

1; . . . ; `n = π ′
n

}
6 #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}

Projection

e↓ _ , ∅

e↓ $ , ∅

e↓(π as x) , e↓ π ⊕ [x 7→ e]

(C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en; . . .}) ↓(C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , e1 ↓ π1 ⊕ · · · ⊕ en ↓πn (*)

(C {`1 = e1; . . . ; `n = en}) ↓(#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}) , e1 ↓ π1 ⊕ · · · ⊕ en ↓πn

(*) défini uniquement siC′ v C.
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Fonction de dispatch

dispatch(e; π1; . . . ; πk) ,





⊥ ssi∃ j ∈ [1, k], filtre(e, π j ) = ⊥

j ssi





filtre(e, π j ) = vrai
∀l ∈ [1, k],

filtre(e, πl ) 6= ⊥ ∧

filtre(e, πl ) = vrai ⇒ π j 6 πl ∧(
filtre(e, πl ) = vrai ∧ πl 6 π j

)
⇒ l = j

erreur sinon

Substitutions

UneSUBSTITUTION Sest une fonction partielle à domaine fini des variables dans les expressions.
Un RENOMMAGE R est une substitution dont le codomaine est composé uniquement de variables.
Pour tous ensembles finis de variablesX1 et X2 on suppose donné un renommageR(X1, X2) tel que :

– R(X1, X2) est injective ;
– X1 est le domaine deR(X1, X2) ;
– le codomaine deR(X1, X2) est disjoint deX2 ;
– pour toute variablex ∈ X1 \ X2, R(X1, X2)(x) = x.

Cette fonction existe bien car l’ensembleVars est supposé infini.

Une substitution est étendue à l’ensemble des expressions de la façon suivante :

[S]x ,

{
S(x) si x ∈ dom(S)

x sinon

[S](e e′) , ([S]e)
(
[S]e′

)

[S](fun x ⇒ e) , fun [R]x ⇒ [S⊕ R]e (1)

[S](let x = e′ in e) , let [R]x = [S]e′ in [S⊕ R]e (1)

[S](fix x ⇒ e) , fix [R]x ⇒ [S⊕ R]e (1)

[S]C ·` , C ·`

[S]C {`1 = e1; . . . ; `n = en} , C {`1 = [S]e1; . . . ; `n = [S]en}

[S] f , f

[S]a , a

[S](meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) , meth {[S](π1 ⇒ e1); . . . ; [S](πk ⇒ ek)}

où :

[S](π ⇒ e) , [R]π ⇒ [S′]e (2)
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et :

[R]_ , _

[R]$ , $

[R](π as x) , [R]π as [R]x

[R]C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} , C {`1 = [R]π1; . . . ; `n = [R]πn}

[R]#C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} , #C {`1 = [R]π1; . . . ; `n = [R]πn}

Note :

(1) R = R({x}, fv(S ¹ V) ∪ V) où V = fv(e) \ {x} ;

(2) R = R(fv(π), fv(S ¹ V) ∪ V) où V = fv(π ⇒ e) ;

avec, pour toute substitutionS :

fv(S) ,
⋃

x∈dom(S)

fv(S(x))

Remarque.On montre facilement que l’opération de substitution préserve la bonne formation syn-
taxique des expressions.

Exemple.Soite l’expression suivante :

e = meth {〈_ as x, _ as y〉 ⇒ x + y + z + t}

et S la substitution :

S = [x 7→ u, z 7→ x + u, t 7→ u]

L’expression [S]e vaut alors :

meth
{
〈_ as x′, _ as y〉 ⇒ x′ + y + (x + u) + u

}

avecx′ = R({x, y}, {x, u})(x). ¥

Contextes

Grammaire :

E ::= [] e

| e[]

| let x = [] in e

| C {`1 = e1; . . . ; `i = [] ; . . . ; `n = en} C ∈ ClassesConcrètes (1)

Notes :

(1) Les labels̀ 1, . . . , `n doivent être distincts deux à deux, représenter les champs de la classeC
et leur ordre d’apparition n’est pas signifiant ;
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Application d’un contexte à une expression :

([] e)[e0] , e0 e

(e[])[e0] , e e0

(let x = [] in e)[e0] , let x = e0 in e

(C {`1 = e1; . . . ; `i = [] ; . . . ; `n = en})[e0] , C {`1 = e1; . . . ; `i = e0; . . . ; `n = en}

Notons que la contrainte de bonne formation sur les contextes d’objets fontque l’applicationE[e]
est toujours une expression syntaxiquement bien formé dès quee est aussi bien formée.

Règles d’évaluation

e −→ e′

E[e] −→ E[e′]
(CONTEXTE)

(fun x ⇒ e1) e2 −→ [x 7→ e2]e1(BETA)

let x = e1 in e2 −→ [x 7→ e1]e2(BETA-LET)

(fix x ⇒ e) −→ [x 7→ (fix x ⇒ e)]e(BETA-FIX )

C ·`i (C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en}) −→ ei(BETA-OBJ)

f ∈ PrimOpsn a′ = f (a1, . . . , an)

f 〈a1, . . . , an〉 −→ a′
(BETA-PRIM)

j = dispatch(e; π1; . . . ; πk)

(meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) e −→ [e↓ π j ]ej

(BETA-METH)

Erreurs de type

f ∈ PrimOpsn tête(V) 6= Tuplen

f V −→ erreur
(ERREUR-PRIM-1)

Vi 6∈ PrimVals

f 〈V1, . . . , Vn〉 −→ erreur
(ERREUR-PRIM-2)
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(V1, . . . , Vn) 6∈ dom( f )

f 〈V1, . . . , Vn〉 −→ erreur
(ERREUR-PRIM-3)

tête(V) 6= fun

V e−→ erreur
(ERREUR-FUN)

tête(V) 6∈ ClassesConcrètes

C ·` V −→ erreur
(ERREUR-GET-1)

C′ = tête(V) C′ 6v C

C ·` V −→ erreur
(ERREUR-GET-2)

dispatch(e; π1; . . . ; πk) = erreur

(meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) e −→ erreur
(ERREUR-MÉTHODE)

e −→ erreur

E[e] −→ erreur
(ERREUR-CONTEXTE)
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Chapitre 3

Typage algébrique

Nous allons maintenant introduire un système de types pour le langage du chapitre 1. C’est-à-
dire que nous allons séparer les expressions en deux catégories : celles qui sont « bien typées » et
celles qui ne le sont pas. La propriété fondamentale qu’un système de types doit garantir est que
l’évaluation d’une expression bien typée ne provoque aucune des erreurs de types mentionnées en
2.6. En rejetant les expressions mal typées, on peut ainsi attraper avant l’exécution toute une classe
d’erreurs de programmation. C’est l’intérêt majeur d’un système de type.

Dans ce chapitre, nous nous attachons à fournir un système qui soit suffisamment expressif (il
accepte assez de programmes) et correct (il rejette bien les erreurs detype). En revanche, nous ne
nous occupons pas des autres aspects. L’intérêt de ce système de types est de fournir une « boîte à
outils » pour montrer la correction de systèmes plus pratiques qui seront introduits plus loin.

L’objectif étant simplement de montrer la correction, nous ne préciserons pas complètement ce
qu’est un type dans ce système, mais nous nous contenterons d’en axiomatiser les propriétés requises
pour assurer la correction. C’est pourquoi, le système de types présenté dans ce chapitre est qualifié
de « algébrique » et la structure mathématique ainsi axiomatisée sera appelée algèbre de types.

3.1 Principe

Un système de types consiste en une définition d’un prédicat, appeléJUGEMENT DE TYPAGEqui
relie une expression à un type. Comme cette expression peut contenir des variables libres, le jugement
de typage fait aussi intervenir un environnement de typage qui liste les hypothèses qu’on fait sur ces
variables libres. Le jugement de typage s’écrit doncG ` e: T et se lit « dans l’environnementG,
l’expressione possède le typeT ».

S’il existe un typeT tel queG ` e: T , alors l’expressione est diteBIEN TYPÉE dans l’environ-
nementG. Elle estMAL TYPÉE dans le cas contraire.

La correction du système de types provient de deux ingrédients :

1. D’abord, une expression bien typée est opérationnellement bien typée. Ainsi, le système de
types élimine les erreurs de type immédiates ;

2. Ensuite, une expression bien typée reste bien typée quand on la réduitpar un pas de calcul. On
élimine ainsi les erreurs de type qui peuvent survenir plus loin dans le calcul.
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3.2 Types monomorphes

On suppose donné un ensembleA de TYPES MONOMORPHESou MONOTYPES. Les éléments
de cet ensemble sont notés avec les lettrest ou u (éventuellement avec un prime ou un indice). Le
contenu précis de cet ensemble est laissé ouvert car ce qui nous intéresse, ce sont simplement certaines
propriétés sur les opérations définies surA que nous allons axiomatiser dans cette section. L’approche
est donc algébrique et l’ensembleA avec ses opérations est appeléALGÈBRE DE TYPES.

Exemple.La raison pour laquelle nous ne fixons pas l’algèbre de types est que diverses algèbres sont
envisageables. Il est cependant utile d’introduire dès maintenant un exemple concret d’algèbre pour
illustrer ses axiomes et les règles de typage.

Pour fixer les idées, nous considérerons un exemple simple. Les monotypes de cette algèbre sont
les termes finis et clos (sans variables) construits sur l’alphabet constituédes noms de classes, du
symbole→ et des types primitifsint, rat etbool :

t ::= int | rat | bool

| t → t

| ObjetColoré | Point | PointColoré | Point3D | Point3DColoré | . . .

| List〈t〉 | Cons〈t〉 | Nil〈t〉 | . . .

Voici quelques exemples de monotypes dans cette algèbre :

bool Point

Cons〈Point〉 List〈bool〉

Point → int

bool → List〈bool〉 → Cons〈bool〉
...

Ainsi, à chaque classeC est associé un monotype ou un constructeur de types si la classe est consi-
dérée comme paramétrée. Par exemple, les classesPoint ou PointColoré ne sont pas des classes
paramétrées et constituent donc directement des monotypes. En revanche, les classesList, Cons et
Nil sont paramétrées par le type des éléments de la liste et sont donc des constructeurs qui prennent
un type en paramètre. Les types des valeurs primitives (entiers, booléens) sont des constantes non
paramétrées (int, bool, etc.). Enfin, la flêche→ est un opérateur de types qui ne correspond pas à une
classe. ¥

3.3 Types polymorphes

Dans les systèmes de type à la ML, le polymorphisme est traditionnellement expriméà l’aide
de schémas de types, un schéma de types étant une description encompréhensiond’un ensemble de
types monomorphes. Typiquement, un schéma de types en ML est formé d’unterme contenant des
variables libres et décrit l’ensemble des instances que peut prendre ceterme quand les variables sont
substituées par n’importe quel terme clos.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons seulement à la correction du système, sans vouloir ef-
fectivement calculer sur les types. Le polymorphisme peut alors être sanssyntaxe particulière : un
type polymorphe est simplement un ensemble de monotypes donné enextension, sans qu’il soit décrit
par un terme avec variables. L’avantage de cette approche est qu’on sépare bien ce qui est nécessaire
pour assurer la correction du typage de l’aspect calcul sur les schémas de types, qui fera l’objet des
chapitres suivants.

Un TYPE POLYMORPHE, encore appeléPOLYTYPE, est donc défini comme un ensemble quel-
conquenon videde monotypes. On utilisera la lettreT pour désigner les polytypes. Un polytype
singleton de la forme{t} est identifié au monotypet .

Exemple.Voici quelques exemples de polytypes dans l’algèbre fermée simple :

{Point → int, PointColoré → int, Point3D → int, Point3DColoré → int}

{Cons〈t〉 → t | t ∈ A}

...

¥

Cette définition des types polymorphes est étroitement liée aux deux règles detypage concernant
le polymorphisme : l’instantiation et la généralisation :

G ` e: T t ∈ T

G ` e: t
(INST)

∀t ∈ T, G ` e: t

G ` e: T
(GEN)

La définition de la généralisation est extensionnelle : pour pouvoir donnerun type polymorpheT
à une expressione, il suffit qu’on puisse lui donner chacun des éléments monomorphes deT .

Remarquons que le traitement du polymorphisme peut être fait indépendammentde toutes les
autres règles de typage. En ce sens, ce polymorphisme est superficiel :on se contente de plaquer la
généralisation et l’instantiation par-dessus les « vraies » règles qui sontmonomorphes. Cela corres-
pond au fait que les quantificateurs sont en tête des schémas de types.

Remarque.La règle (GEN) pose un problème technique car elle contient un nombre infini de pré-
misses si l’ensembleT est infini. La présentation du système de types et les preuves associées doivent
donc faire appel à une théorie mathématique plus élaborée que celle des arbres finis et des nombres na-
turels. En particulier, on a besoin d’un moyen de raisonner par induction sur les dérivations de typage.
Pour résoudre ce problème de fondements, plusieurs solutions sont possibles. On peut se placer dans le
cadre de la théorie des ensembles et utiliser la récursion transfinie, c’est-à-dire considérer que la taille
d’une dérivation est un nombre ordinal plutôt qu’un nombre entier. On peut aussi se placer dans le
cadre de la théorie des constructions inductives pour profiter de ses schémas d’induction généralisés.
Le résultat de toutes ces théories est de permettre les raisonnement par induction sur les dérivations
de typage exactement comme si elles étaient finies. C’est pourquoi, la théorie choisie importe peu et
nous considèrerons les inductions possibles « comme d’habitude » (cf. section 4.6, page 74 pour plus
de précisions théoriques).
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3.4 Environnements de typage

Un ENVIRONNEMENT DE TYPAGEest une fonction partielle à domaine fini des variables dans les
polytypes. C’est une liste d’assertions de la formex : T qu’on note :

G ::= [x1: T1, . . . , xn: Tn]

L’environnement vide est noté∅. L’extension d’un environnementG par une assertion de la forme
x : T est notéeG[x : T ] et vautG ⊕ x 7→ T .

Pour typer une variable, il suffit d’extraire l’assertion correspondante dans l’environnement. D’où
la règle de typage :

G ` x : G(x)(VAR)

3.5 Typage delet et defix

Le typage des expressionslet est assuré par la règle suivante :

G ` e1 : T1 G[x : T1] ` e2 : T2

G ` let x = e1 in e2 : T2

(LET)

La correction vis-à-vis de la règle d’évaluation découle du fait que la relation ` satisfait aulemme
de substitution(voir démonstration section 4.4, page 69) : sie2 a le typeT2 dans l’environnementG
et sie1 a le typeT1 dans l’environnement étenduG[x : T2], alors la substitution [x 7→ e1]e2 a aussi le
typeT1 dans l’environnementG.

Ce lemme est caractéristique des systèmes de typage compositionnels où, pourtyper une ex-
pression complexe formée de plusieurs sous-expressions, la seule information requise concernant ces
sous-expressions est leur type. Par exemple, pour typere2 dans l’expressionlet x = e1 in e2, il
n’est pas nécessaire de connaître exactemente1, mais seulement son type.

La règle de typage des expressionsfix ressemble beaucoup à celle dulet :

G[x : T ] ` e: T

G ` fix x ⇒ e: T
(FIX )

Remarquons que cette règle autorise la récursion polymorphe.

3.6 Sous-typage

Pour refléter le sous-classement au niveau des types, toute algèbreA doit venir avec une relation
d’ordre qui permet de comparer l’information qu’apportent deux types. Cette relation, notée6, est
appeléeSOUS-TYPAGE.
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AXIOME (SOUS-TYPAGE-ORDRE).
La relation binaire6 est un ordre partiel surA, c’est-à-dire qu’elle est réflexive, transitive et antisy-
métrique1

Quandt 6 t ′, on dit quet est unSOUS-TYPE de t ′, c’est-à-dire quet apporte plus d’information
quet ′. On dit aussi quet ′ est unSUPER-TYPE det ou qu’il est moins précis quet .

La règle de typage suivante, dite de « subsomption », indique qu’on peut toujours accepter de
perdre de l’information sur le typage d’une expression :

G ` e: t t 6 t ′

G ` e: t ′
(SUB)

Exemple.Dans notre exemple simple d’algèbre, la relation de sous-typage entre deuxmonotypes est
définie par comparaison structurelle des deux termes. Les types primitifs sont ordonnés selon les va-
leurs qu’ils contiennent. Par exemple, on aint 6 rat. Pour les classes non-paramétrées, commePoint,
la relation de sous-typage se confond avec celle de sous-classement : on aC 6 C′ chaque fois que
C v C′. Par exemple, on aPointColoré 6 Point. Pour les classes paramétrées, la comparaison de fait
sur le constructeur de type, mais aussi sur les paramètres. Par exemple, on a :Cons〈PointColoré〉 6
List〈PointColoré〉 parce queCons v List. On a aussiList〈PointColoré〉 6 List〈Point〉 parce que
PointColoré 6 Point. On voit donc queList se comporte comme un opérateurcovariant (mono-
tone). D’autres variances sont nécessaires. Par exemple, l’opérateur → qui admet deux paramètres de
type, doit être contravariant relativement au premier paramètre et covariant relativement au deuxième.
Ainsi, on a les relations de sous-typage suivantes :

PointColoré → Point

Point → Point PointColoré → PointColoré

Point → PointColoré

La raison de cette variance de la flèche est plus générale que notre exemple d’algèbre. Cette contrainte
s’applique en fait à toutes les algèbres de types. Elle est nécessaire pour assurer la sûreté du typage de
l’application, comme nous allons maintenant l’expliquer. ¥

3.7 Typage des fonctions et de l’application

Toute structureA doit venir avec un opérateur binaire→ pour construire les types fonctionnels. Le
type d’une fonction acceptant un argument de typet et renvoyant un résultat de typeu est représenté
par l’élémentt → u.

1En fait, tous les résultats de cette thèse sont préservé si la relation de sous-typage n’est qu’un préodre, c’est-à-dire si
elle n’est pas supposée antisymétrique. Il ne nous a cependant pas paru utile d’introduire ce degré de généralité.
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Les règles de typage des fonctions et de l’application de fonction sont lessuivantes :

G[x : t ′] ` e: t

G ` fun x ⇒ e: t ′ → t
(FUN)

G ` e1 : t2 → t G ` e2 : t2

G ` e1 e2 : t
(APP)

L’interprétation de la relation de sous-typage en terme de quantité d’information disponible induit
immédiatement des contraintes sur le sous-typage des types fonctionnels :

– si u 6 u′, alors on connaît plus d’information sur le résultat des fonctions de typet → u que
sur les fonctions de typet → u′. Donct → u est plus précis quet → u′ ;

– si t ′ 6 t , toute fonction de typet → u doit accepter au moins les arguments de typet ′, c’est-à-
dire être de typet ′ → u, donct → u est un sous-type det ′ → u.

Notons que ces deux propriétés ne sont pas absolument nécessaires àla correction du typage. Elles
sont simplement utiles pour être cohérent avec l’interprétation « sous-typage = quantité d’informa-
tion » et elles sont respectées par toutes les algèbres de types connues.

En revanche, les propriétés réciproques sont réellement indispensables pour la correction. Suppo-
sons quet → u 6 t ′ → u′. Par la règle de subsomption, toute fonction de typet → u peut être
considérée comme ayant le typet ′ → u′. On peut donc lui passer un argument de typet ′ et celui-ci
doit pouvoir être traité comme ayant le typet a l’intérieur de la fonction. Pour être sûr que cela ne
pose pas de problème, on demande quet ′ soit un sous-type det . Par ailleurs, le résultat de la fonction
est de typeu, mais il peut être utilisé avec le typeu′, ce qui n’est sûr que siu est un sous-type deu′.

Au final, nous demandons que toute algèbre de types vérifie l’axiome suivant :

AXIOME (FLÈCHE-VARIANCE).

∀t t ′uu′, t → u 6 t ′ → u′ ⇐⇒ t ′ 6 t ∧ u 6 u′

Remarque.Les règles de typage des fonctions et de l’application sontmonomorphes. Grâce à la règle
de généralisation (GEN), une application donnée peut bien être associée à un type polymorphe, mais
pour chacune de ses instances monomorphes, il faut qu’on puisse appliquer la règle monomorphe
(APP). Cela implique qu’une fonction peut bien être polymorphe, c’est-à-dire être appliquée à toutes
sortes d’arguments, mais une fois qu’elle est appliquée, son argument est monomorphe.

Cette restriction est due au traitement superficiel et prédicatif du polymorphisme. Pour avoir des
arguments polymorphes, il faudrait disposer d’un opérateur flèche qui travaille lui-même sur des types
polymorphes. Au niveau des schémas de types, on aurait alors des quantificateurs sous la flèche.

3.8 Typage des objets

3.8.1 L’abstraction d’une classe

Le typage des objets requiert une abstraction des classes dans les types. On supposera que dans
toute algèbre de types, chaque classeC est associée à un ensemble de monotypes noté#C qui est
l’ensemble des types possibles des objets de cette classe. Pour assurer lasûreté du typage, il faut
imposer l’axiome suivant :
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AXIOME (CLASSES COVARIANTES).
SoientC etC′ deux classes. Soientt et t ′ deux monotypes tels quet ∈ #C et t ′ ∈ #C′. Si t ′ 6 t , alors
C′ v C.

Exemple. Dans l’algèbre simple,#C est simplement l’ensemble des termes construits avecC. Par
exemple,#List est l’ensemble des types de la formeList〈t〉, #Point vaut{Point}, etc. ¥

L’axiome (CLASSES-COVARIANTES) est indispensable pour assurer la sûreté du typage. En effet,
si le typet ′ d’un objete construit avec la classeC′ est un sous-type det construit avecC, cela signifie
que, par la règle de subsomption, on peut accéder àe avec un accesseur de la classeC. Pour éviter
l’erreur de type (ERREUR-GET-2), il faut donc imposer queC′ soit une sous-classe deC.

3.8.2 L’abstraction des champs

Pour chaque classeC et chaque champs̀∈ ChampsC, on supposera donnée une abstraction de
l’accès au champs̀ de la classeC. Cette abstraction, notéeC ·`, est une fonction de l’ensemble#C
vers les monotypes.

Pour assurer la sûreté du typage, il est nécessaire de supposer quecette fonction est monotone.
Considérons en effet un objete de classeC′ et de typet ′ ∈ #C′. Supposons également quet ′ soit un
sous-type det élément de#C. Par l’axiome (CLASSES-COVARIANTES), on sait queC′ est une sous-
classe deC. Fixons maintenant un champ`i de la classeC et notonsei le champ correspondant dans
l’objet e. En utilisant l’accesseurC′ ·`i , on donne le typet ′

i = C′ ·`(t ′) à ei . Cependant, on utilisant
l’accesseur de la super-classeC ·`, on trouve aussi le typeti = C ·`(t) pour ce même champ. Donc,
le système de types va permettre d’appliquer àei toute opération qui attend le typeti . Il faut donc que
ei , de typet ′

i accepte toute ces opérations. En conséquence, il faut quet ′
i soit un sous-type deti .

Cette propriété de monotonie est imposée par l’axiome suivant :

AXIOME (CHAMPS-COVARIANTS).
Soit C′ une sous-classe deC et ` un champs deC. Si t ′ est dans l’ensemble#C′ et si t est dans#C,
alorst ′ 6 t impliqueC′ ·`(t ′) 6 C ·`(t).

Exemple.Dans notre algèbre simple, les fonctionsC ·` peuvent être engendrées automatiquement des
déclarations entrées par le programmeur. dans le tableau suivant, on a fait figurer dans la colonne de
gauche ces déclarations dans une syntaxe hypothétique et dans la colonne de droite les abstractions
engendrées :

abstract class ObjetColoré {

c: Couleur;

}

ObjetColoré·c : ObjetColoré 7→ Couleur

class Point {

x: int;

y: int;

}

Point·x : Point 7→ int

Point·y : Point 7→ int
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class PointColoré v Point, ObjetColoré {} PointColoré·x : PointColoré 7→ int

PointColoré·y : PointColoré 7→ int

PointColoré·c : PointColoré 7→ Couleur

class List〈α⊕〉 {}

class Cons〈α⊕〉 v List {

head: α;

tail : List〈α〉;

}

∀t, Cons·head: Cons〈t〉 7→ t

∀t, Cons·tail : Cons〈t〉 7→ List〈t〉

class Nil〈α⊕〉 v List {}

Remarquons que l’abstractionPoint·x n’est pas directement applicable à un type dans#PointColoré :
il faut d’abord convertir le type du point coloré en un point normal avant de pouvoir extraire le champ
x par l’accesseurPoint·x.

Notons également comment l’abstractionCons·headtraite le polymorphisme : cette fonction est
capable d’extraire le type de la tête d’une liste pour tous les typest possibles. Il est intéressant de re-
marquer que l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS) ne permet pas d’écrire n’importe quel type pour les
champs. Par exemple, le constructeurCons étant covariant, on a l’inégalitéCons〈int〉 6 Cons〈rat〉.
Par l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS), on doit donc avoirint 6 rat, ce qui est bien le cas. En re-
vanche, si le type du champheadavait étéα → α, cela aurait conduit à une contradiction. L’axiome
impose donc que les paramètres de type d’une déclaration de classe apparaissent dans les types des
champs avec une variance compatible avec leur variance déclarée et quidétermine l’ordre de sous-
typage.

D’une façon également intéressante, l’axiome permet aussi une redéfinition covariante du type des
champs dans les sous-classes. Par exemple, on peut écrire :

class Segment {

p1, p2 : Point;

}

class SegmentColoré v Segment{

p1, p2 : PointColoré;

}

En revanche, la déclaration suivante est interdite :

class Illégale v Segment{

p1, p2 : bool;

}

¥

Remarque.En présence d’effets de bord (champs modifiables), l’axiome de covariance des champs
engendrerait un système de types incorrect. En effet, un objet de la classeSegmentColoré pourrait
être considéré comme unSegment, de sorte qu’on pourrait en remplacer le champp1 par unPoint,
ce qui est incompatible avec la déclaration de la classeSegmentColoré. Pour préserver la correction,
il convient que les champs modifiables soient invariants, et non pas simplement covariants. ¥
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3.8.3 Règles de typage

Munis des abstractions des classes et des champs, nous pouvons maintenant écrire les règles de
typage des objets et des accesseurs :

t ∈ #C G ` e1 : C ·`1(t) . . . G ` en : C ·`n(t)

G ` C {`1 = e1; . . . ; `n = en} : t
(OBJET)

G ` C ·` : t → C ·`(t)
(GET)

3.9 Typage des primitives

Toute algèbre de types doit définir, pour chaque valeur primitivea une abstraction de cette valeur
qui est un monotypea. Un tel monotype est appeléTYPE PRIMITIF et l’ensemble des types primitifs
est appeléALGÈBRE PRIMITIVE et est notéA0.

La règle de typage des constantes est alors tout naturellement la suivante:

G ` a : a
(CST)

Considérons maintenant une opération primitivef . On peut lui donner le type〈t0
1, . . . , t0

n〉 → t0

si elle acceptetoutesles valeurs primitives de typet0
i ou d’un sous-type et donne un résultat de type

t0 ou d’un sous-type.

Pour exprimer cette règle, il est utile de définir pour tout type type primitift0 l’ensemble des
valeurs primitives qui peuvent prendre le typet0. Cet ensemble est notét0 et on a :

t0 , {a ∈ PrimVals | a 6 t0}

Pour écrire la règle de typage, une dernière difficulté technique surgit car on ne dispose pas du
constructeur des types de tuples dans l’algèbre. Ce constructeur étantconnu indirectement par les
propriétés de ses champs à travers les fonctionsTuplen ·i , cela complique légèrement l’écriture de la
règle :

∀a1 ∈ t0
1, . . . , an ∈ t0

n, f (a1, . . . , an) ∈ t0 ∀i,Tuplen ·i (t) = t0
i

G ` f : t → t0
(PRIM)

Exemple.Voici une abstraction possible des valeurs primitives dans notre exemple simple d’algèbre :

a ∈ Z ⇒ a = int

a ∈ Q \ Z ⇒ a = rat

a ∈ {true, false} ⇒ a = bool
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La règle (PRIM) peut alors donner les types suivants aux opérations primitives : l’addition et la multi-
plication peuvent recevoir l’ensemble des types〈int, int〉 → int, 〈rat, rat〉 → int et 〈rat, rat〉 → rat.
Par la règle (GEN), on peut leur donner le type polymorphe qui contient ces trois monotypes. Ce type
polymorphe est équivalent par rapport à un ordre de sous-typage généralisé au polytype contenant
l’ensemble des monotypes de la forme〈t, t〉 → t pour toutt ∈ {int, rat}.

De même, l’opération de comparaison peut recevoir un polytype équivalent à 〈rat, rat〉 → bool.

Notons que l’opération de division pose un petit problème technique : comme elle n’est pas définie
quand le dénominateur est nul, la règle (PRIM) ne peut lui donneraucuntype correct car tous nos types
arithmétiques contient la valeur 0. Pour traiter ce problème, il y a plusieurs solutions. On peut étendre
l’ensemble des valeurs primitives avec des valeurs supplémentaires (+∞, −∞, +0, −0, NaN) afin
de rendre les opération totales. On peut aussi étendre légèrement la sémantique opérationnelle et la
règle (BETA-PRIM) pour autoriser le calcul a être bloqué sans que cela ne soit une erreurde type. On
peut aussi prévoir un mécanisme d’exceptions pour cela. ¥

3.10 Séparation

Un ingrédient essentiel de la correction du système de types est que les types des fonctions, des
objets et des valeurs primitives soient bien séparés. Par exemple, il ne faut pas qu’un type d’objet soit
un sous-type d’un type de fonction, sinon on pourrait être amené à accepter l’utilisation de l’objet
comme une fonction, ce qui constitue une erreur de type.

Deux ensembles de monotypes sont ditsSÉPARÉSs’ils n’ont pas d’éléments directement compa-
rables :

X 6≷ Y ssi ∀t ∈ X,∀u ∈ Y, t 66 u ∧ u 66 t

AXIOME (SÉPARATION).
On pose les notations suivantes pour désigner respectivement les ensembles de types de fonctions,
d’objets et de valeurs primitives :

fun , {t → t ′ | t, t ′ ∈ A} Types des fonctions

Classes ,
⋃

C∈Classes

#C Types des objets

A
0 ,

⋃

a∈PrimVals

a Types des valeurs primitives

Les ensemblesfun, Classes etA0 sont deux-à-deux séparés.

3.11 Typage des méthodes

Considérons une méthode de la formemeth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}. Le typage de cette mé-
thode doit résoudre trois problèmes potentiels :
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1. D’abord, il faut en interdire toute utilisation en dehors d’un contexte oùune fonction est at-
tendue. Grâce à l’axiome de séparation, il suffit pour cela de donner à laméthode un type
fonctionnel de la formet → t ′ ;

2. Ensuite, il faut qu’aucun argument ne fasse échouer le dispatch dynamique. Naturellement, on
peut restreindre cette exigence au cas où l’application de la méthode est bien typée, c’est-à-
dire quand l’argument a le typet . On dira alors que le typet → t ′ est couvert par les motifs
π1, . . . , πk, ce que l’on noterat → t ′ FG π1; . . . ; πk (voir section 3.11.1) ;

3. Enfin, il faut vérifier qu’on peut donner le typet → t ′ à chaque casπ j ⇒ ej de définition de la
méthode. À cet effet, on définit un jugement de typage auxiliaire notéG ` (π j ⇒ ej ) : t → t ′

(voir section 3.11.2). Ce jugement doit se lire : « pour tout argumente de typet filtré par le
motif π j , l’expression réduite [e↓π j ]ej est de typet ′ ».

En résumé, nous proposons donc d’écrire la règle de typage des méthodes de la façon suivante :

t → t ′ FG π1; . . . ; πk ∀ j, G ` π j ⇒ ej : t → t ′

G ` meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} : t → t ′
(METH)

Remarque.Notons que cette règle de typage peut être utilisée en conjonction avec la règle de gé-
néralisation pour fournir un type polymorphe à une méthode. Par exemple, considérons la méthode
suivante (opération de réflexion de points selon l’axey) en supposant que seules les classesPoint et
PointColoré soient définies :

meth {

#Point {x = _ as x; y = _ as y} ⇒ Point {x = −x; y = y} ;

#PointColoré {x = _ as x; y = _ as y; c = _ as c} ⇒ PointColoré {x = −x; y = y; c = c}}

Par la règle (METH), on peut donner le typePoint → Point à cette méthode. En effet, ce type autorise
l’application de la méthode à des objets de classePoint et PointColoré. Si l’argument est unPoint,
c’est la première branche qui est choisie et le résultat de l’application est alors unPoint. Si l’argument
est unPointColoré, la deuxième branche est exécutée et le résultat est unPointColoré. Dans tous les
cas, le type du résultat est un sous-type dePoint et la méthode est donc bien typée.

Par ailleurs, on peut également donner le typePointColoré → PointColoré à la méthode. Notons
que dans ce cas-là, il n’y a pas d’expression qui soit filtrée par le motif de la première branche et qui
soit un sous-type dePointColoré. C’est pourquoi, la première branche est « morte » et ne peut donc
pas poser de problème de typage. Seule la deuxième branche est possibleet elle produit bien une
expression de typePointColoré.

Grâce à la règle (GEN), il est alors possible d’unir ces deux types pour donner à la méthode le
type polymorphe{Point → Point, PointColoré → PointColoré}.

Notons également que chaque cas de la méthode est typé indépendamment, c’est-à-dire qu’il n’y
a pas de transmission horizontale d’information de type. Un casπ j ⇒ ej est typé en sachant qu’il
reçoit un argument filtré par le motifπ j , mais pas en sachant que c’est le motif le plus précis parmi
π1, . . . , πk ayant cette propriété. Cette restriction est intentionnelle : cela permet d’unepart au système
de types d’être indépendant de la stratégie de dispatch utilisée (best-match, first-match, ...), et d’autre
part, cela autorise le typage séparé de cas écrits dans des modules différents.

Ainsi, le système de types est fondamentalement conçu pour qu’on puisse (et qu’on doive) ty-
per séparément chaque cas d’une méthode. Ce choix de conception a certaines conséquences par-
fois déroutantes. Par exemple, modifions la méthode ci-dessus pour que le premier cas utilise un
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motif de sous-classe de la formePoint {. . .} plutôt que #Point {. . .}. Dans ce cas, il n’est pas pos-
sible de donner le typePointColoré → PointColoré à la méthode. En effet, un objet de classe
PointColoré est maintenant filtré par le motif de la première branche. Si la méthode avait le type
PointColoré → PointColoré, alors il faudrait que la première branche produise un objet de type
PointColoré, ce qui n’est pas le cas, puisqu’elle retourne unPoint. Ce qui est déroutant, c’est que le
PointColoré sera en fait toujours passé à la deuxième branche et donc ne posera jamais de problème
dans la première. Le système de types n’est donc pas aussi précis qu’ilpourrait l’être en théorie, mais
c’est le prix à payer pour qu’on puisse faire le typage de chaque cas séparément. ¥

Le reste de cette section est consacré à la définition du test de couverture(3.11.1) et du typage des
cas (3.11.2).

3.11.1 Test de couverture

Le test de couverture est un prédicat notét → t ′ FG π1; . . . ; πk. S’il est vrai, il doit assurer
qu’aucune valeur passée à une méthode de typet → t ′ ne fait échouer le dispatch avec les motifs
π1, . . . , πk. Notons que le typet ′ n’intervient pas du tout dans cette définition. Il est cependant com-
mode de le faire apparaître dans la notation, notamment quand le test de couverture sera étendu aux
ensembles de monotypes.

Nous allons donner une définition très extensive du test de couverture.Si aucune expression de
typet ne fait échouer le dispatch, alors, on considère que le test de couverture réussit. Cette définition
simple est cependant infondée car elle utilise le système de types qu’on est en train de définir. En
particulier, l’une des expressionse pourrait être la méthode même qu’on est en train de typer. En fait,
ceci n’est pas vraiment un problème : du point de vue du filtrage, toutes les fonctions et toutes les
méthodes sont équivalentes et sont représentées par le symbolefun. C’est pourquoi, il suffit de tester
le dispatch uniquement sur un ensemble plus restreint d’expressions, dites EXPRESSIONS DE TESTS:

etest ::= a

| ⊥fun où⊥fun ≡ fun x ⇒ fix y ⇒ y

| C
{
`1 = etest

1 ; . . . ; `n = etest
n

}

Dans cette grammaire,⊥fun est choisie car elle représente la fonction avec le type le plus général
possible puisqu’elle prend n’importe quel argument et ne retourne jamais.Notons aussi que toutes les
expressions de test sont sans variable libre.

Le typage des expressions de test ne dépend maintenant que des règlesde typage énoncées jusqu’à
présent car aucune expression de test n’est une méthode. On peut donc donner la définition bien fondée
suivante duTEST DE COUVERTURE:

∀etest,
(
∅ ` etest: t

)
⇒ dispatch(etest; π1; . . . ; πk) 6= erreur

t → t ′ FG π1; . . . ; πk

3.11.2 Typage des cas

Dans la règle de typage, le prédicatG ` π ⇒ e: t → t ′ exprime que pour tous les arguments
possibles de typet , l’expressione prend le typet ′ quand on y remplace les variables libres deπ
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par les sous-expressions correspondantes de l’argument. Le typagede l’expressione a lieu dansG
étendu avec un environnementG′ qui décrit le type des variables libres deπ . Pour typere, nous
allons utiliser non seulement l’information que l’argument a le typet , mais aussi le fait qu’il est filtré
dynamiquement parπ .

Par exemple, considérons une méthode de typePoint → Point et un cas de cette méthode utilisant
le motif ObjetColoré. L’information dont on dispose pour typer le corps de ce cas est alors non
seulement que l’argument a le typePoint, mais aussi qu’il est d’une sous-classe deObjetColoré.

Pour ce faire, nous introduisons un jugement auxiliaire de typage des motifs, notét ` π : t ′′; G′.
Le « contrat » intuitif que ce jugement doit satisfaire est le suivant : pour tout argumente de typet tel
quee est filtré par le motifπ , il doit exister un typet ′′ plus précis quet et un environnementG′ tels
quet ` π : t ′′; G′. En outre,e doit alors avoir le typet ′′, ce qui reflète l’information supplémentaire
qu’on a déduit du fait que qu’il est filtré parπ . Enfin, la projection dee sur le motifπ doit avoir le
typeG′.

Supposons que ce jugement intermédiaire soit déjà défini et qu’il remplisse bien ce contrat. On
peut alors l’exploiter pour formuler la règle de typage des cas : pour atteindre l’objectif de typer le
corpse en exploitant au maximum l’information de type statique et dynamique, nous demandons de
typere danstousles environnementsG′ possibles, ce qui s’écrit de la façon suivante :

∀t ′′G′, (t ` π : t ′′; G′) ⇒ (G ⊕ G′ ` e: t ′)

G ` π ⇒ e: t → t ′
(CAS)

Remarque.Notons que cette règle de typage peut avoir une infinité de prémisses, ce qui la fait res-
sembler à la règle de généralisation (GEN). Il peut paraître étrange que le typage fin des cas exige de
typer e dans une infinité d’environnements. En fait, cela peut très bien représenter une exigence de
typage plus faible qu’un environnement unique, car chacun peut donner type précis aux arguments,
alors qu’un environnement unique pourrait représenter une approximation grossière.

Pour illustrer ce phénomène, reprenons notre exemple ci-dessus de la méthode de typePoint →

Point et ayant un cas défini avec le motifπ = ObjetColoré. Il est tout-à-fait correct de poser le juge-
ment intermédiairePoint ` π : Point; ∅ car on vérifie facilement qu’il remplit bien le contrat exprimé
plus haut. Cependant, ce jugement engendrerait un système d’une précision médiocre, puisqu’on ne
pourrait même pas utiliser le fait que l’argument est bien unObjetColoré. C’est pourquoi, on cherche
plutôt à définir le typage des motifs de telle sorte qu’on aitPoint ` π : t ′′; ∅ pour tous les typest ′′

qui sont simultanément sous-types dePoint et deObjetColoré. Cela revient, dans la règle (CAS), à
exiger de typer le corps du cas successivement pour tous les tels typest ′′.

Dans certaines algèbres particulières, l’ensemble des typest ′′ à utiliser pour typer le corps du
cas peut admettre une borne supérieure, par exemplePointColoré dans notre exemple. Notons toute-
fois que dans le cas général, cette borne supérieure n’a aucune raison d’exister, car aucune structure
particulière n’est imposé à l’ordre partiel des monotypes.

Pour finir avec la règle (CAS), remarquons que seul l’environnementG′ est utilisée dans le typage
de e, mais pas le typet ′′. La raison en est quet ′′ ne sert que lors de la définition du jugementt `

π : t ′′; G′ pour traiter les lieurs, comme nous allons maintenant le voir. ¥

Le jugementt ` π : t ′; G est défini à partir de règles d’inférences que nous allons maintenant
présenter une à une.
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Le type de sortiet ′ généré par le jugement de typage d’un motif esta priori un type plus précis
que le type d’entréet . Quand le motif est un lieur pour la variablex, on peut donc ajouter ce type dans
l’environnement généré, d’où la règle suivante :

t ` π : t ′; G

t ` π as x : t ′; G[x : t ′]
(π -LIEUR)

Le motif universel n’ayant pas de variable libre génère un environnement vide. Il accepte n’im-
porte quel type en entrée et produit le même type en sortie puisqu’il ne poseaucune contrainte sur son
argument :

t ` _: t; ∅
(π -UNIVERSEL)

Pour qu’il existe un argument de typet accepté par un motif primitif$ , il suffit quet soit le type
d’une constante acceptée par$ :

a ∈ $

a ` $ : a; ∅
(π -PRIM)

Les types des objets filtrés par les motifs #C {. . .} doivent être dans#C et le type de chacun des
champs doit être compatible avec les motifs des champs :2

t ∈ #C ∀i, C ·`i (t) ` πi : t ′
i ; Gi

t ` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t; G1 ⊕ · · · ⊕ Gn

(π -CLASSE)

Cette dernière règle pose cependant un léger problème : le type des motifs portant sur les champs de
l’objet peut très bien être strictement plus précis que le type du champ obtenuparC ·`i . Par exemple,
si on considère le motif #Cons

{
tail = #Cons

}
, on constate que le motif sur le champtail contraint

celui-ci à être unCons, ce qui est plus précis que le type général du champ, qui est uneList. En
conséquence, il est nécessaire de rajouter la règle de subsomption suivante :

t ` π : t ′; G t 6 u

u ` π : t ′; G
(π -SUB)

Cette règle se comprend intuitivement dela façon suivante : siπ peut accepter un argument de typet ,
alors par la règle (SUB), celui-ci peut aussi être considéré avec typeu.

Remarque.Dans la règle (π -CLASSE), on remarque que le typet ′
i présent dans la prémisse n’est pas

du tout utilisé dans la conclusion de la règle. Concrètement, cela signifie que l’information supplé-
mentaire qu’on a déduit sur le type de chacun des champs de l’objet filtré est perdue.

Par exemple, considérons à nouveau le motif #Cons
{
tail = #Cons

}
et le typet = List〈int〉. Si

une expressione est filtrée par ce motif, on sait quee est un objet construit avec la classeCons et

2Rappelons que les règles de bonnes formations syntaxiques imposent que les domaines desGi soient disjoints deux à
deux.
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on sait aussi que son champtail est également construit avec la classeCons. Cependant, le choix de
notre algèbre de types ne nous donne aucun moyen d’exprimer ces propriétés dans un type unique.
Le mieux qu’on puisse faire est de demander de typer le corps du cas en faisant l’hypothèse que
l’argument de la méthode est de typeCons〈int〉. Le problème, c’est que si on applique l’accesseur
Cons·tail à l’argument, alors le résultat sera de typeList〈int〉, un type moins précis que l’information
dont on dispose.

On peut noter que le programmeur peut toujours utiliser un lieur pour obtenirle typage le plus
précis. Par exemple, au lieu d’utiliser l’accesseurCons·tail, il pourrait commencer par écrire le motif
#Cons

{
tail = #Cons as t

}
. De cette façon, la variablet a bien le type précisCons〈int〉. Ce méca-

nisme peut être utilisé pour l’accès à tous les champs profonds et règle essentiellement le problème.

Si on ne disposait pas des lieurs, il faudrait alors garder trace de toutes les contraintes sur le type
des champs lors d’un filtrage profond. Cela constituerait une extension considérable des environne-
ments de typage dont les conséquences ne sont pas claires. Remarquons finalement que, intrinsèque-
ment, le problème ne vient pas du filtrage, mais du fait que, dans notre exemple, la classeCons n’a
qu’un seul paramètre de type. Comme c’est le programmeur qui déclare lesclasses, on peut considé-
rer que c’un choix délibéré de sa part de perdre de l’information au profit de la lisibilité des types.
En effet, dans une algèbre de types appropriée, contenant notamment des types récursifs, on pourrait
très bien imaginer que la classeCons ait deux paramètres de type (un pour chaque champ), ce qui
permettrait de ne jamais perdre d’information sur le type des champs. Un tel système tend cependant à
produire des types difficile à lire et à manipuler. C’est pourquoi, perdrede l’information dès la décla-
ration de classe est parfois un bon compromis qui se paie par un pouvoir expressif légèrement moins
grand. ¥

Finalement, la dernière règle que nous introduisons concerne les motifs ouverts acceptant des
objets d’une classe ou d’une sous-classe :

t ′ 6 t t ` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t; G

t ′ ` C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t ′; G
(π -SOUS-CLASSE)

3.11.3 Un dernier axiome

La correction du typage des motifs de la formeC {`1 = π1; . . . ; `n = πn} exige un dernier axiome
sur les algèbres de type. En effet, un argument accepté par ce motif est un objet construit avec une
classeC′ sous-classe deC. On lui donne donc un type élément de#C′. Cependant, la règle de typage
du motif implique qu’on vérifie le corps du cas uniquement dans l’hypothèse où l’argument a un
sous-type quelconque d’un élément de#C. Pour assurer la correction, on doit donc supposer que tout
élément de#C′ est toujours approximable par un élément de#C :

AXIOME (APPROXIMATION).
Si C′ v C et sit ′ ∈ #C′, alors il existet ∈ #C tel quet ′ 6 t .
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3.12 Récapitulatif

Cette section reprend succinctement toutes les définitions données dans cechapitre.

Pré-algèbres de types

Une pré-algèbre de types est la donnée des éléments suivants :
– un ensembleA deMONOTYPES;
– une relation binaire6⊂ A × A ;
– un opérateur binaire→∈ A × A → A ;
– pour chaque classeC ∈ Classes, un ensemble#C ⊆ A ;
– pour chaque classeC ∈ Classes et chaque étiquettè∈ ChampsC, une fonction totaleC ·` ∈

#C → A ;
– pour chaque valeur primitivea ∈ PrimVals, un monotypea ∈ A.
Quand on voudra expliciter l’algèbre de types utilisée, on utilisera les notations suivantes pour

chacun des éléments de l’algèbre :6A, →A, #C
A

, C ·`
A

etaA.

Définitions auxiliaires

Les ensembles suivants sont définis :

fun , {t → t ′ | t, t ′ ∈ A}

Classes ,
⋃

C∈Classes

#C

A
0 ,

⋃

a∈PrimVals

a

t0 , {a ∈ PrimVals | a 6 t0} (t0 ∈ A
0)

ainsi que les notations :

X 6≷ Y ssi ∀x ∈ X, y ∈ Y, x 66 y ∧ y 66 x

↑X , {y | ∃x ∈ X, x 6 y}

↓X , {y | ∃x ∈ X, y 6 x}

Les lettresT, T ′ désignent des ensembles non-vides de monotypes. Les lettrest0, u0, . . . des
éléments de l’ensembleA0.

Axiomes

Une algèbre de types est une pré-algèbre qui vérifie les axiomes suivants :
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



∀t ∈ A, t 6 t

∀t t ′t ′′ ∈ A, t 6 t ′ ∧ t ′ 6 t ′′ ⇒ t 6 t ′′

∀t t ′ ∈ A, t 6 t ′ ∧ t ′ 6 t ⇒ t = t ′

(SOUS-TYPAGE-ORDRE)

∀t t ′uu′ ∈ A, t → u 6 t ′ → u′ ⇐⇒ t ′ 6 t ∧ u 6 u′(FLÈCHE-VARIANCE)

∀CC′ ∈ Classes,∀t ∈ #C,∀t ′ ∈ #C′, t ′ 6 t ⇒ C′ v C(CLASSES-COVARIANTES)

∀CC′ ∈ Classes,∀` ∈ ChampsC,∀t ∈ #C, t ′ ∈ #C′, C′ v C ∧ t ′ 6 t ⇒ C′ ·`(t ′) 6 C ·`(t)
(CHAMPS-COVARIANTS)

fun 6≷ Classes ∧ fun 6≷ A
0 ∧ Classes 6≷ A

0(SÉPARATION)

∀CC′ ∈ Classes, C′ v C ⇒ #C′ ⊆
y#C(APPROXIMATION)

Expressions de test

etest ::= a

| ⊥fun où⊥fun ≡ fun x ⇒ fix y ⇒ y

| C
{
`1 = etest

1 ; . . . ; `n = etest
n

}

Règles de typage

G ` x : G(x)(VAR)

G ` e1 : t2 → t G ` e2 : t2

G ` e1 e2 : t
(APP)

G[x : t ] ` e: t ′

G ` fun x ⇒ e: t → t ′
(FUN)

t ∈ #C G ` e1 : C ·`1(t) . . . G ` en : C ·`n(t)

G ` C {`1 = e1; . . . ; `n = en} : t
(OBJET)

t ′ = C ·`(t)

G ` C ·` : t → t ′
(GET)
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G ` a : a
(CST)

∀a1 ∈ t0
1, . . . , an ∈ t0

n, f (a1, . . . , an) ∈ t0 ∀i,Tuplen ·i (t) = t0
i

G ` f : t → t0
(PRIM)

G ` e: T t ∈ T

G ` e: t
(INST)

T 6= ∅ pour toutt ∈ T , G ` e: t

G ` e: T
(GEN)

G ` e: t t 6 t ′

G ` e: t ′
(SUB)

G ` e1 : T1 G[x : T1] ` e2 : T2

G ` let x = e1 in e2 : T2

(LET)

G[x : T ] ` e: T

G ` fix x ⇒ e: T
(FIX )

t → t ′ FG π1; . . . ; πk ∀ j, G ` π j ⇒ ej : t → t ′

G ` meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} : t → t ′
(METH)

∀t ′′G′(t ` π : t ′′; G′) ⇒ G ⊕ G′ ` e: t ′

G ` π ⇒ e: t → t ′
(CAS)

a ∈ $

a ` $ : a; ∅
(π -PRIM)

t ` _: t; ∅
(π -UNIVERSEL)

t ` π : t ′; G

t ` (π as x) : t ′; G[x : t ′]
(π -LIEUR)

t ` π : t ′; G t 6 u

u ` π : t ′; G
(π -SUB)

t ∈ #C ∀i, C ·`i (t) ` πi : t ′
i ; Gi

t ` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t; G1 ⊕ · · · ⊕ Gn

(π -CLASSE)
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t ′ 6 t t ` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t; G

t ′ ` C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t ′; G
(π -SOUS-CLASSE)

et enfin :

∀etest,
(
∅ ` etest: t

)
⇒ dispatch(etest; π1; . . . ; πk) 6= erreur

t → t ′ FG π1; . . . ; πk

(COUVERTURE)
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Chapitre 4

Sûreté du typage algébrique

L’objectif de ce chapitre est de montrer le théorème de correction du typagealgébrique vis-à-vis
de la sémantique opérationnelle.

4.1 Énoncé

THÉORÈME1 (SÛRETÉ DU TYPAGE). S’il existeT tel que∅ ` e: T , alorse 6−→? erreur.

La preuve de ce théorème découle de deux lemmes. Le lemme de progression (lemme 4.7, page 67)
montre qu’une expression bien typée ne provoque pas d’erreur de type à l’exécution. Le lemme de
préservation du typage (lemme 4.12, page 72) montre que le typage est préservé quand on évalue une
expression. Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration de ces deux lemmes.

4.2 Préliminaires

4.2.1 Subsomption généralisée

Soit T et T ′ deux polytypes. La relation binaire6] est définie comme suit :

T 6] T ′ ssi∀t ′ ∈ T ′, ∃t ∈ T, t 6 t ′

Cette relation est un préordre qui étend la relation6 aux polytypes. En particuler, quand on identifie
t et {t}, on a{t} 6] {u} chaque fois quet 6 u. Notons aussi qu’on aT 6] t chaque fois quet ∈ T .

LEMME 4.1 (SUBSOMPTION GÉNÉRALISÉE). La règle suivante deSUBSOMPTION GÉNÉRALISÉE

est admissible :

G ` e: T T 6] T ′

G ` e: T ′
(SUB])

Démonstration. Soit t ′ ∈ T ′. Par définition deT 6] T ′, il existe t ∈ T tel quet 6 t ′. On déduit
G ` e: t par la règle (INST) puis G ` e: t ′ par (SUB). On a donc prouvé ce dernier jugement pour
tout t ∈ T ′. On peut donc appliquer la règle (GEN) pour conclure. ¥
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4.2.2 Simplification des dérivations

Une dérivation de typage est diteSIMPLE si elle ne se termine ni par (SUB), ni par (INST), ni
par (GEN). Quand un jugementG ` e: T admet une dérivation simple, on écritG `0 e: T . L’in-
térêt de cette notion est que la dernière règle d’une dérivation simple est déterminée par la forme de
l’expression, ce qui est très utile pour les preuves par induction sur la structure de l’expression.

LEMME 4.2.Pour toute dérivation deG ` e: T et tout élémentt ∈ T , il existe une dérivation simple
G `0 e: T ′ pour un certainT ′ 6] t .

Démonstration. On procède par induction sur la dérivation deG ` e: T (1) (voir section 4.6, page 74
pour les problèmes de fondements).

Si la dérivation de(1) termine par (SUB), nous savons quet = T et qu’il existet ′ tel quet ′ 6 t (2)
et G ` e: t ′ (3). De l’hypothèse d’induction appliquée à(3), on déduit qu’il existeT ′ tel queT ′ 6]

t ′ (4) et G `0 e: T ′. En appliquant la transitivité de6] à (2) et (4), on conclut queT ′ 6] t .

Si la dérivation de(1) termine par (INST), alorsT est forcément un monotype et on at = T . De
plus, il existeT ′′ tel quet ∈ T ′′ (5) et G ` e: T ′′ (6). En appliquant l’hypothèse d’induction à(5)
et (6), on voit qu’il existeT ′ tel queT ′ 6] t et G `0 e: T ′.

Si la dérivation de(1) termine par (GEN), alors l’une des prémisses de la règle estG ` e: t (7)
(cart ∈ T). En appliquant l’hypothèse d’induction à(7), on trouveT ′ tel queT ′ 6] t et G `0 e: T ′.

Sinon, la dérivation de(1) est déjà simple. On conclut en prenantT ′ = T , car on a bienT 6] t
puisquet ∈ T . ¥

4.2.3 Type des valeurs

LEMME 4.3.Si G ` e1 e2 : t , alors il existet2 tel queG ` e1 : t2 → t et G ` e2 : t2.

Démonstration. Appliquons le lemme 4.2 àG ` e1 e2 : t . Il vient qu’il existe t ′ 6 t (1) et G `0

e1 e2 : t ′ (2). Comme l’expressione1 e2 est une application et que la dérivation(2) est simple, elle ne
peut donc se terminer que par la règle (APP). On a doncG ` e2 : t2 et G ` e1 : t2 → t ′ (3). Par
l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) appliqué à(1), il vient t2 → t ′ 6 t2 → t (4) et, en appliquant (SUB)
à (3) et (4), on conclutG ` e1 : t2 → t . ¥

Un élément de l’ensembleClasses ∪ PrimVals ∪ {fun} est appeléNŒUD et noté avec les lettre
N, N ′, etc. Pour tout nœudN, N est défini comme l’ensemble#C si N vautC, a s’il vaut a etfun
s’il vaut fun.

LEMME 4.4.Soit V une valeur telle queG ` V : t et N = tête(V). Alors, t ∈
xN .

Démonstration. Par le lemme de simplification 4.2, considérons une dérivation simple deG ` V : t .
On a doncT 6] t (1) et G `0 V : T (2). On considère ensuite tous les cas possibles de valeur.

• Si V = a, on a tête(V) = a. La la dérivation(2) se terminant forcément par (CST), T = a et donc
a 6 t .

• Si V = C {. . .}, on a tête(V) = C. La dérivation(2) se terminant nécessairement par (OBJET), on a
T est un monotype dans#C et donct ∈

x#C .
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• Si V = fun x ⇒ . . . ou V = C ·` ou V = f , on a tête(V) = fun. La dérivation de(2) se
terminant nécessairement par (FUN), (GET) ou (PRIM), T est forcément un type fonctionnel élément
defun donc de

xfun .

• Si V = meth {. . .}, on a tête(V) = fun et, la dérivation de(2) se terminant forcément par (METH),
T est un monotype fonctionnel. Donct ∈

xfun . ¥

4.3 Lemme de progression

LEMME 4.5.Si G ` E[e] : t , alors il existet ′ tel queG ` e: t ′.

Démonstration. Par le lemme de simplification 4.2, considérons un typage simple deE[e]. Si E est
de la forme []e′ ou e′ [], alors la dérivation termine forcément par la règle (APP), l’une des prémisses
de cette règle est un typage dee. Si E vaut let x = [] in e′, alors le typage simple termine
par la règle (LET) et fournit un typage dee. En appliquant la règle (INST), on en obtient un typage
monomorphe. Enfin, siE est de la formeC {` = [] ; . . .}, alors la dernière règle appliquée dans le
typage simple est forcément (OBJET) et une des prémisses fournit un typage monomorphe dee. ¥

LEMME 4.6.Soite une expression quelconque. Il existe une expression de testetest telle que :
– pour tout typet et tout environnementG, si G ` e: t , alorsG ` etest: t ;
– pour tout motifπ , filtre(e, π) = filtre(etest, π).

Démonstration. On obtientetest en remplaçant danse toute occurrence d’une expression dont la tête
estfun par⊥fun. Une induction simple sur la dérivation deG ` e: t permet d’obtenir les résultats
espérés. Cette preuve est fastidieuse mais sans difficulté. ¥

LEMME 4.7 (PROGRESSION). Si G ` e: t alorse 6−→ erreur.

Démonstration. Par l’absurde, supposons quee −→ erreur et procédons par induction sur la dériva-
tion de cette assertion. On considère donc la dernière règle appliquéeR dans cette dérivation.

• Si R est (ERREUR-CONTEXTE), alors on ae = E[e′] et e′ −→ erreur. Par le lemme 4.5, on sait
queG ` e′ : t ′ pour un certaint ′. En appliquant l’hypothèse d’induction, on voit quee′ 6−→ erreur,
ce qui est absurde.

Dans tous les autres cas, on constate que dans toutes les règles de déduction d’une erreur,e est
forcément l’application d’une valeur, appelons laV , notonsN = tête(V) et écrivonse = V e′. En
appliquant le lemme 4.3, il vientG ` V : t ′ → t (1) et G ` e′ : t ′ (2). En appliquant le lemme 4.4
à (1), il vient quet ′ → t ∈

xN . Par l’axiome (SÉPARATION), on déduit queN est forcément égal à
fun. R ne peut donc pas être (ERREUR-FUN) et V0 est donc une valeur fonctionnelle, c’est-à-dire une
fonction, une méthode, une primitive ou un accesseur. Examinons maintenant ces différents cas.

• V = f . Dans les différentes règlesR applicables dans ce cas, observons quee′ est toujours une
valeur, notons laV ′ et posonsN ′ = tête(V ′). Considérons maintenant une dérivation simple de(1).
Celle-ci se termine forcément par la règle (PRIM) et on aG `0 f : u′ → u0 (3), u′ → u0 6 t ′ →

t (4) et, pour touti ∈ [1, n], Tuplen ·i (u′) = u′
i (5) et u′

i ∈ A0 (6) et enfinu′
1 × · · · × u′

n ⊆

dom( f ) (7). CommeTuplen ·i a pour domaine#Tuplen, on sait queu′ ∈ #Tuplen (8). Par
l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) appliqué à(4), il vient t ′ 6 u′ (9). En appliquant le lemme 4.4 à la
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dérivation(2) et sachant queV ′ = e′, on peut écriret ′ ∈
xN ′ (10). Par transitivité de6 appliqué à(9)

et (10), on a doncu′ ∈
xN ′ (11). Par l’axiome (SÉPARATION) appliqué à(8) et (11), on en déduit que

le nœudN ′ est une classe. Notons cette classeC′. Par l’axiome (CLASSES-COVARIANTES), on déduit
ensuite queC′ v Tuplen et enfin, par l’axiome (Tuplen-MINIMAL ) queC′ = Tuplen. La règle
R appliquée pour déduire l’erreur de type opérationnelle ne peut donc être (ERREUR-PRIM-1) et V ′

est nécessairement un tuple de la forme〈e′
1, . . . , e′

n〉. Considérons alors une dérivation simple de(2).
Celle-ci se termine forcément par la règle (OBJET) et on aG ` 〈e′

1, . . . , e′
n〉 : v′ (12), v′ 6 t ′ (13) et,

pour touti ∈ [1, n], G ` e′
i : v′

i (14) etTuplen ·i (v′) = v′
i (15). Par transitivité de6 appliquée à(13)

et (9), on a aussiv′ 6 u′ (16). Puis, en appliquant l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS) à cette dernière
inégalité, il vientTuplen ·i (v′) 6 Tuplen ·i (u′), c’est-à-direv′

i 6 u′
i (17). On peut donc appliquer

la règle (SUB) à (14) et (17) et déduireG ` e′
i : u′

i (18).

Supposons maintenant que l’une des expressionse′
i soit une valeurV ′

i . NotonsN ′
i sa tête et suppo-

sons qu’elle ne soit pas une valeur primitive, c’est-à-dire queV ′
i 6∈ PrimVals. Par le lemme 4.4 appli-

qué à(18), on sait queu′
i ∈

xN ′
i . Par ailleurs, par(6), on sait queu′

i ∈ A0. L’axiome (SÉPARATION)

nous permet alors de déduire queN ′
i ∈ PrimVals. L’hypothèseV ′

i 6∈ PrimVals est donc absurde etR
ne peut être (ERREUR-PRIM-2).

Supposons maintenant que toutes les expressionse′
i soient des valeurs. Celles-ci sont donc toutes

des constantes que nous notonsai et on au′
i ∈ ↑ai . Par définition deu′

i , cela signifie que la constante
ai est dans l’ensembleu′

i et par(7) que(a1, . . . , an) ∈ dom( f ). Donc la règle (ERREUR-PRIM-3) est
inapplicable pour déduire quee est une erreur de type.

On a donc montré qu’une application bien typée d’une primitive ne peut jamais être une erreur de
type opérationnelle.

• V = C ·`. Dans les différentes règlesR applicables dans ce cas, observons quee′ est toujours une
valeur, notons laV ′ et posonsN ′ = tête(V ′). Considérons maintenant une dérivation simple deV .
Celle-ci se termine forcément par la règle (GET) et il existe doncu et u′ tels queC ·`(u′) = u (19)
et u′ → u 6 t ′ → t (20). Par la contravariance de la flèche appliquée à cette dernière inégalité, il
vient quet ′ 6 u′. Or u′ étant dans le domaine deC ·`, il est aussi dans#C. Par ailleurs, le lemme 4.4
appliqué à(2) nous donnet ′ ∈

xN ′ . L’axiome de séparation nous impose doncN ′ ∈ Classes et celui
de covariance des classesN ′ v C. En fin de compte, on a donc montré qu’une application bien typée
de l’accesseurC ·` ne peut jamais être une erreur de type opérationnelle.

• V = meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} Nous allons montrer dans ce cas que le dispatch ne peut
échouer. Considérons un typage simple deV , celui-ci se termine nécessairement par la règle (METH)
et il existe doncu et u′ tels queu′ → u 6 t ′ → t (21) et u′ → u FG π1; . . . ; πk. Par la variance
de la flèche appliquée à(21), on sait quet ′ 6 u′ (22) et on a doncG ` e′ : u′ par la règle (SUB)
appliquée à(2) et (22). En appliquant le lemme 4.6 àe′ on peut trouver une expression de testetest

telle queG ` etest: u′. Par définition du test de couverture (règle (COUVERTURE)), on en déduit que
dispatch(etest; π1; . . . ; πk) 6= erreur. Comme, par ailleurs,e′ et etest sont filtrées par exactement les
mêmes motifs, on a donc dispatch(etest; π1; . . . ; πk) = dispatch(e′; π1; . . . ; πk). On conclut qu’on ne
peut déduire quee est une erreur de type opérationnelle par la règle (ERREUR-MÉTHODE).

En fin de compte, on a montré que dans tous les cas, sie est bien typée, alors aucune règle ne per-
met de conclure que c’est une erreur de type opérationnelle. C’est donc quee est opérationnellement
bien typée. ¥
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4.4 Lemme de substitution

LEMME 4.8.Soit R un renommage de variables du programme,G un environment,π un motif ett un
monotype. Le jugementt ` [R]π : t ′; G est équivalent àt ` π : t ′; G ◦ R.

Démonstration. Par induction triviale sur le motifπ . ¥

Par la suite, on utilise la notationG ` S: G′ si dom(S) = dom(G′) et pour toutx ∈ dom(S),
G ` S(x) : G′(x).

LEMME 4.9 (LEMME DE SUBSTITUTION). Si G ⊕ G′ ` e: T et G ` S: G′, alorsG ` [S]e: T .

Démonstration. L’idée de la preuve est très simple : il s’agit de remplacer dans la dérivation deG ⊕

G′ ` e: T toutes les occurrences de la règle (VAR) qui portent sur une variablex dans le domaine
de S par la dérivation deG ` S(x) : G′(x). La démonstration est rendue compliquée car il faut tenir
compte des renommage nécessaires pour éviter les captures lors de substitutions. Du coup, elle est
assez longue et technique, mais ne contient rien de plus que l’idée de base.

Nous allons montrer une propriété plus générale : dans les hypothèses suivante :

dom(G′) = dom(S)(1)

G ⊕ G′ ` e: T(2)

∀x ∈ fv(e), x 6∈ dom(S) ⇒ (G ⊕ G′′)(x) = (G ⊕ G′)(x)(3)

∀x ∈ fv(e), x ∈ dom(S) ⇒ G ⊕ G′′ ` S(x) : G′(x)(4)

on a le résultatG ⊕ G′′ ` [S]e: T (5).

On procède par induction sur la dérivation de(2), en considérant la dernière règleR appliquée.

• Si R est (CST), (PRIM), (GET), le résultat est trivial :en’a pas de variable libre et [S]e = ea le type
T quel que soit l’environnement de typage.

• Si Rest (APP), (OBJET), (GEN), (INST) ou (SUB), le résultat découle immédiatement de l’hypothèse
d’induction appliquée aux prémisses de la règle.

• Si R est (VAR), alorse est une variablex et T = (G ⊕ G′)(x).
– Si x 6∈ dom(S), alors [S]x = x. On a, par l’hypothèse(3) : (G ⊕ G′′)(x) = (G ⊕ G′)(x). Donc

(G ⊕ G′)(x) = T et, en appliquant la règle (VAR), il vient G ⊕ G′′ ` x : T . On conclut en
remarquantx = [S]x ;

– Si x ∈ dom(S), alors [S]x = S(x), x ∈ dom(G′) et donc(G ⊕ G′)(x) = G′(x). On conclut
en écrivant l’hypothèse(4) G ⊕ G′′ ` S(x) : G′(x) et en remarquant queS(x) = [S]x et
G′(x) = T .

• Il reste le cas délicat où la règleR concerne une expressione qui contient un lieur. Considérons le
cas le plus compliqué, c’est-à-dire quandR = (METH). Dans ce cas, nous avonsT = t → t ′ et :

e = meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}

t → t ′ FG π1; . . . ; πk

∀ j, G ⊕ G′ ` π j ⇒ ej : t → t ′(6)

La définition de la substitution sur les cas est alors la suivante : [S](π j ⇒ ej ) = [Rj ]π j ⇒ [S⊕ Rj ]ej

où Rj = R(fv(π j ), fv(S ¹ Vj )∪ Vj ) et Vj = fv(ej )\ fv(π j ). Prenons maintenantG j et t ′′
j quelconques
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tels quet ` [Rj ]π j : t ′′
j ; G j (7). Par le lemme 4.8, on déduit de(7) que t ` π j : t ′′

j ; G j ◦ Rj . Une
des prémisses de(6) nous permet alors d’écrireG ⊕ G′ ⊕ (G j ◦ Rj ) ` ej : t ′ (8) et cette dernière
dérivation est une sous-dérivation de(2), sur laquelle on peut donc appliquer l’hypothèse d’induction.
Posons maintenantG′

j = G′ ⊕ (G j ◦ Rj ), Sj = S⊕ Rj et G′′
j = G′′ ⊕ G j et montrons queej , t ′, G′

j ,
Sj et G′′

j conviennent pour appliquer l’hypothèse d’induction.

On a dom(Sj ) = dom(S) ∪ dom(Rj ) et dom(G′
j ) = dom(G′) ∪ dom(Rj ). On a donc bien

dom(Sj ) = dom(G′
j ) (hypothèse(1)). Le jugement(8) peut s’écrireG ⊕ G′

j ` ej : t ′ (hypothèse(2)).
Considérons maintenantx ∈ fv(ej ) tel quex 6∈ dom(Sj ). On a doncx 6∈ fv(π j ) et x 6∈ dom(S).
Du coup,x ∈ Vj et doncx 6∈ codom(Rj ). On a donc(G ⊕ G′′

j )(x) = (G ⊕ G′′)(x) En appliquant
l’hypothèse(3), il vient (G ⊕ G′′)(x) = (G ⊕ G′)(x) et finalement(G ⊕ G′

i )(x) car x 6∈ fv(π) j .
L’hypothèse(3) est donc satisfaite par les candidats à l’application de l’hypothèse d’induction.

Considérons finalementx ∈ fv(ej ) tel quex ∈ dom(Sj ). Nous avons deux cas selon quex ∈

fv(π j ) ou non :
– si x ∈ fv(π j ), dans ce cas,Sj (x) = Rj (x), G′

j (x) = G j (Rj (x)) et G′′
j (Rj (x)) = G j (Rj (x)).

On peut donc appliquer la règle (VAR) pour déduireG ⊕ G′′
j ` Sj (x) : G′

j (x) ;
– si x 6∈ fv(π j ). On a alors :Sj (x) = S(x) et G′

j (x) = G′(x). En appliquant l’hypothèse(4),
on a doncG ⊕ G′′ ` Sj (x) : G′

j (x). On conclut en remarquant quefv(Sj (x)) ‖= codom(Rj ) =

dom(G j ), ce qui nous permet d’écrire(G ⊕ G′′) ⊕ G j ` Sj (x) : G′
j (x) et l’environnement

(G ⊕ G′′) ⊕ G j est par définition égal àG ⊕ G′′
j .

Dans tous les cas, l’hypothèse(4) est donc respectée.

Nous pouvons donc appliquer l’hypothèse d’induction et il vientG ⊕ G′′
j ` [Sj ]ej : t ′. On a

donc montré que pour toutG j et t ′′
j tels queG j ` [Rj ]π j : t → t ′′

j , on a aussi(G ⊕ G′′) ⊕ G j `

[Sj ]ej : t ′. Donc, toutes les hypothèses sont respectées pour pouvoir réappliquer la règle (CAS) et
déduireG ⊕ G′′ ` [Rj ]π j ⇒ [Sj ]ej : t → t ′. Il suffit alors d’appliquer la règle (METH) pour
conclure.

• Les cas oùR est (FUN), (LET) ou (FIX ) sont similaires. ¥

4.5 Lemme de préservation du typage

On définit la relation binaire¹ sur les expressions par la propriété suivante :

e ¹ e′ ssi ∀G,∀t, (G ` e: t) ⇒
(
G ` e′ : t

)

LEMME 4.10.Pour tout contexteE, si e ¹ e′, alorsE[e] ¹ E[e′].

Démonstration. On examine tous les cas possibles pour le contexteE.

• Si E = [] e0, alors E[e] = e e0. PrenonsG et t quelconques tels que :G ` e e0 : t (1). Par le
lemme 4.3 appliqué à cette dernière dérivation, il existet0 tel queG ` e: t0 → t (2) et G ` e0 : t0 (3).
Par l’hypothèsee ¹ e′ appliquée à(1), on sait queG ` e′ : t0 → t (4). On déduit en appliquant la
règle (APP) à (3) et (4) queG ` e′ e0 : t et on conclut en remarquant quee′ e0 = E[e′].

• Si E = e0 [], la preuve est presque identique au cas []e0.

• Si E = let x = [] in e0, alorsE[e] = let x = e in e0. PrenonsG et t quelconques tels que
G ` let x = e in e0 : t (5). Par le lemme 4.2, on peut trouver une dérivation simple de(5). Celle-ci
termine forcément par la règle (LET) et on aG ` e: T0 (6), G[x : T0] ` e0 : T (7) et T 6] t (8).
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Prenons maintenant un élémentt0 quelconque deT0. Par la règle (INST) appliquée à(6) on aG `

e: t0 (9). On peut appliquer l’hypothèsee ¹ e′ à (9) pour déduireG ` e′ : t0. Comme on a montré ce
dernier jugement pour toutt0 ∈ T0, on peut appliquer la règle (GEN) pour trouverG ` e′ : T0 (10). On
peut alors réappliquer la règle (LET) à (10) et (7), de sorte queG ` let x = e′ in e0 : T , c’est-à-dire
G ` E[e′] : T (11). On conclut en appliquant la règle (SUB]) à (11) et (8).

• Si E = C {`1 = e1; . . . ; `i = [] ; . . . ; `n = en}. PrenonsG et t quelconques tels que :

G ` C {`1 = e1; . . . ; `i = e; . . . ; `n = en}︸ ︷︷ ︸
E[e]

: t(12)

Par le lemme de simplification 4.2, on peut trouver une dérivation simple de ce jugement. Celle-ci se
termine forcément par la règle (OBJET) et il existet0 tel quet0 6 t , t0 ∈ #C, G ` e: C ·`i (t0) (13) et
G ` ej : C ·` j (t0) pour tout j 6= i . En appliquant l’hypothèsee ¹ e′ à (13), il vient G ` e′ : C ·`i (t0).
On peut alors réappliquer les règles (OBJET) puis (SUB) pour conclure :

G ` C
{
`1 = e1; . . . ; `i = e′; . . . ; `n = en

}
︸ ︷︷ ︸

E[e′]

: t

¥

LEMME 4.11 (PROJECTION). Si G ` e: t et filtre(e, π) = vrai, alors il existeG′ et t ′ tels que
t ` π : t ′; G′, t ′ 6 t , G ` e: t ′ et G ` e↓ π : G′

Démonstration. ÉcrivonsG ` e: t (1) et filtre(e, π) = vrai (2) et procédons par induction sur la
structure du motifπ .

• Si π = _, il suffit de prendret ′ = t et G′ = ∅.

• Si π = $ , alors, par définition du filtrage, on ae = a (3) et a ∈ $ (4). Prenonst ′ = a et
G′ = ∅. Par le lemme 4.4, on sait quet ′ 6 t . Par la règle (π -PRIM), on a aussit ′ ` π : t ′; ∅ et par la
règle (π -SUB) t ` π : t ′; ∅. Enfine↓π étant vide, l’environnement vide∅ en est un typage correct.

• π = π0 as x. Par définition du filtrage et de la projection, on afiltre(e, π0) = vrai (5) et e↓ π =

e↓ π0 ⊕ [x 7→ e] (6). Appliquons l’hypothèse d’induction à(5) et (1). On peut donc trouvert ′ et G′
0

tels quet ′ 6 t (7), t ` π0 : t ′; G′
0 (8), G ` e↓π0 : G′

0 (9) et G ` e: t ′. Posons alorsG′ = G′
0[x : t ′].

Par la règle (π -LIEUR) appliquée à(8), on a t ′ ` π : t ′; G′. Par ailleurs, par(6) et (9), on a aussi
G ` e↓ π : G′.

• Si π = #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}, alors, par définition du filtrage,e est forcément un objet de
classeC, c’est-à-dire de la formee = C {`1 = e1; . . . ; `n = en} (10). De plus, pour touti ∈ [1, n],
on afiltre(ei , πi ) = vrai (11). Par le lemme de simplification 4.2, on peut considérer une dérivation
simple de(1). Vu la nature dee, celle-ci se termine forcément par la règle (OBJET) et il existet ′ tel que
t ′ 6 t (12), t ′ ∈ #C (13), G ` e: t ′ (14) et G ` ei : C ·`i (t ′) (15). Appliquons l’hypothèse d’induction
à (11) et (15) pour chaquei ∈ [1, n]. Il existe donct ′

i etG′
i tels quet ′

i 6 C ·`i (t ′) (16), G ` ei : t ′
i (17),

C ·`i (t ′) ` πi : t ′
i ; G′

i (18) etG ` ei ↓πi : G′
i (19). Les équations(13) et (18) constituent les prémisses

de la règle (π -CLASSE), ce qui permet de déduiret ′ ` π : t ′; G′
1 ⊕ · · · ⊕ G′

n. Posons finalement
G′ = G′

1 ⊕ · · · ⊕ G′
n. Il reste à montrer queG ` e↓ π : G′. Prenonsx ∈ fv(π). Comme l’ensemble

des variables libres de chacun des sous-motifsπi sont deux-à-deux disjoints, il existe un uniquei tel
quex ∈ fv(πi ) et on a alors(e↓π)(x) = (ei ↓ πi )(x). On conclut en appliquant(19) et en remarquant
que les autresG′

i ne peuvent masquer la variablex.
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• π = C {`1 = π1; . . . ; `n = πn}. Par définition du filtrage, on a pour une certaine classeC′ v C :
e = C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en; . . . ; `n′ = en′} (20) et pour touti ∈ [1, n], filtre(ei , πi ) = vrai (21).
Par le lemme de simplification 4.2, on peut considérer une dérivation simple de(1). Étant don-
née la forme dee, cette dérivation se termine forcément par la règle (OBJET) et il existet ′ tel que
t ′ 6 t (22), t ′ ∈ #C′ (23), G ` e: t ′ (24) et, pour touti ∈ [1, n], G ` ei : C′ ·`i (t ′) (25).
L’axiome (APPROXIMATION) appliqué à(23) nous dit qu’il existet ′′ ∈ #C tel que t ′ 6 t ′′. En
appliquant l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS) à cette dernière inégalité et sachantC′ v C, il vient
C′ ·`i (t ′) 6 C ·`i (t ′′) (26). Par la règle (SUB) appliquée à(25) et (26), on aG ` ei : C ·`i (t ′′) (27).
Appliquons maintenant l’hypothèse d’induction à(21) et (27) pour chaquei ∈ [1, n]. Il existe donct ′

i

et G′
i tels quet ′

i 6 C ·`i (t ′′) (28), G ` ei : t ′
i (29), C ·`i (t ′′) ` πi : t ′

i ; G′
i (30) et G ` ei ↓πi : G′

i (31).
Le jugement(30) et le fait quet ′′ ∈ #C constituent les prémisses de la règle (π -CLASSE), ce qui
permet de déduire :

t ′′ ` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : t ′′; G′
1 ⊕ · · · ⊕ G′

n(32)

Finalement, cette dernière équation plus l’inégalitét ′ 6 t ′′ sont les prémisses de (π -SOUS-CLASSE)
et on conclutt ′ ` π : t ′; G′

1 ⊕ · · · ⊕ G′
n.

Le typage de la substitutione↓ π est identique au cas précédent. ¥

LEMME 4.12 (PRÉSERVATION DU TYPAGE). Si e −→ e′, alorse ¹ e′.

Démonstration. Par induction sur la dérivation dee −→ e′.

Si la dernière règle appliquée est (CONTEXTE), alors il existeE, e0 et e′
0 tels quee = E[e0],

e′ = E[e′
0] et e0 −→ e′

0 (1). En appliquant l’hypothèse d’induction à(1), il vient e0 ¹ e′
0 (2). On

conclut en appliquant le lemme 4.10 à(2).

• Si la dernière règle appliquée dans la dérivation dee −→ e′ est différente de (CONTEXTE), considé-
rons une dérivation quelconque deG ` e: t . Par le lemme de simplification 4.2, il existe un polytype
T 6] t et une dérivation simple deG `0 e: T . Supposons qu’on puisse en déduire queG ` e′ : T .
Dans ce cas, on sait, par définition de6], qu’il existe un certaint ′ ∈ T tel quet ′ 6 t . Par application
de la règle (INST) suivie de la règle (SUB), il vient queG ` e′ : t .

Pour montrere ¹ e′, il suffit donc de prouver queG `0 e: T (3) impliqueG ` e′ : T . Pour cela,
nous considérons les différents cas possibles pour la règleR utilisée dans la dérivatione −→ e′.

• Si R = (BETA), alorse = (fun x ⇒ e1) e2 et e′ = [x 7→ e2]e1. La dérivation de(3) étant
simple, on aT = t1, G ` e2 : t2 (4) et G ` fun x ⇒ e1 : t2 → t1. Par le lemme de simplifica-
tion 4.2, il existet ′

1 et t ′
2 tels quet ′

2 → t ′
1 6 t2 → t1 (5) et G `0 (fun x ⇒ e1) : t ′

2 → t ′
1 (6).

La dérivation de(6) se terminant nécessairement par (FUN), on a G[x : t ′
2] ` e1 : t ′

1 (7). En ap-
pliquant l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) à (5), il vient t2 6 t ′

2 (8) et t ′
1 6 t1 (9). En appliquant la

règle (SUB) à (4) et (8), on aG ` e2 : t ′
2 (10). Par le lemme de substitution 4.9 appliqué à(7) et (10),

on sait queG ` [x 7→ e2]e1 : t ′
1 (11). Enfin, par la règle (SUB) appliquée à(9) et (11), on conclut

G ` [x 7→ e2]e1 : t1, c’est-à-direG ` e′ : T .

• Si R = (BETA-LET), alors on ae = (let x = e1 in e2) et e′ = [x 7→ e1]e2. La dérivation du
jugement(3) étant simple, elle se termine forcément par (LET) et on aG ` e1 : T1 (12) et G[x : T1] `

e2 : T (13). Par le lemme de substitution 4.9 appliqué à(12) et (13), on conclutG ` [x 7→ e1]e2 : T ,
c’est-à-direG ` e′ : T .
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• Si R = (BETA-FIX ), alors on ae = fix x ⇒ e0 et e′ = [x 7→ e]e0. La dérivation simple
du jugement(3) se terminant forcément par (FIX ), on aG[x : T ] ` e0 : T (14). Par le lemme de
substitution 4.9 appliqué à(3) et (14), on conclutG ` [x 7→ e]e0 : T , c’est-à-direG ` e′ : T .

• Si R = (BETA-OBJ), on a, l’indicei étant fixé,e = C ·`i (C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en}) et e′ = ei . La
dérivation simple de(3) se terminant nécessairement par (APP), on aT = ti , G ` C ·`i : t → ti (15)
et G ` C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en} : t (16). En appliquant le lemme de simplification 4.2 à(15), on
voit qu’il existe t ′′ et t ′′

i tels quet ′′ → t ′′
i 6 t → ti (17) et G `0 C ·`i : t ′′ → t ′′

i (18). Cette
dernière dérivation étant simple, elle termine forcément par la règle (GET) dont une des prémisses
est C ·`i (t ′′) = t ′′

i (19) dont on déduit aussit ′′ ∈ #C (20). Par ailleurs, en appliquant une nou-
velle fois le lemme de simplification 4.2 cette fois à(16), on trouvet ′′′ tel que t ′′′ 6 t (21) et
G `0 C′ {`1 = e1; . . . ; `n = en} : t ′′′ (22). Cette dernière dérivation, étant simple, se termine for-
cément par la règle (OBJET) dont on déduitG ` ei : t ′′′

i (23) et C′ ·`i (t ′′′) = t ′′′
i (24), d’où égale-

ment t ′′′ ∈ #C′ (25). En appliquant l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) à (17), on déduitt 6 t ′′ (26)
et t ′′

i 6 ti (27). Par transitivité de6 appliquée à(21) et (26), on sait donc quet ′′′ 6 t ′′ (28). Par
l’axiome (CLASSES-COVARIANTES) appliqué à(25), (20) et (28), on déduit queC′ v C (29). Puis,
par l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS) appliqué à(29) et (28), on déduitC′ ·`i (t ′′′) 6 C ·`i (t ′′) (30).
En tenant compte des égalités(19) et (24), (30) peut se réécriret ′′′

i 6 t ′′
i (31). En appliquant la tran-

sitivité de6 à (31) et (27), il vient alorst ′′′
i 6 ti (32). Par la règle (SUB) appliquée à(23) et (32), on

conclutG ` ei : ti , c’est-à-direG ` e′ : T .

• Si, R = (BETA-PRIM), on a alorse = f 〈a1, . . . , an〉 (33), a′ = f (a1, . . . , an) (34) et e′ =

a′ (35). La dérivation simple de(3) se terminant nécessairement par (APP), on aT = t ′ (36), G `

f : t → t ′ (37) et G ` 〈a1, . . . , an〉 : t (38). En appliquant le lemme 4.2 à(37), on trouvet0 et t ′
0

tels queG `0 f : t0 → t ′
0 (39) et t0 → t ′

0 6 t → t ′ (40). La dérivation de(39) se terminant
nécessairement par la règle (PRIM), on déduit, l’indicei prenant toutes les valeurs entre 1 etn, t ′

0 ∈

A0 (41), Tuplen ·i (t0) = t0
i (42) et ∀a1 ∈ t0

1, . . . , an ∈ t0
n, f (a1, . . . , an) ∈ t ′

0 (43). Par ailleurs,

ré-appliquons le lemme de simplification 4.2 à(38) : il existe doncu tel queu 6 t (44) et G `0

〈a1, . . . , an〉 : u (45). La dérivation de(45) se terminant forcément par (OBJET), on déduit queG `

ai : ui (46) etTuplen ·i (u) = ui (47) où l’indice i prend toutes les valeurs entre 1 etn. Appliquons
maintenant l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) à(40). On déduitt 6 t0 (48) ett ′

0 6 t ′ (49). Par transitivité
de6 appliquée à(44) et (48), on saitu 6 t0 (50). Par l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS) appliqué
à (50) et à la classeTuplen, il vient Tuplen ·i (u) 6 Tuplen ·i (t0) (51). En tenant compte des
égalités(42) et (47), (51) peut se réécrireui 6 t0

i (52). Par le lemme de typage des valeurs 4.4 appliqué
à (46), on sait queai 6 ui (53). Par transitivité de6 appliquée à(53) et (52), il vient ai 6 t0

i (54). Par
définition det0

i , il vient alorsai ∈ t0
i (55). L’une des prémisse de(43) appliquée à(55) nous permet de

déduire f (a1, . . . , an) ∈ t ′
0, c’est-à-direa′ ∈ t ′

0 (56). Par définition det ′
0, on sait alors quea′ 6 t ′

0 (57).

Par transitivité de6 appliquée à(57) et (49), on aa′ 6 t ′ (58). Par (CST), on saitG ` a′ : a′ (59) et
on conclut enfin par (SUB) appliquée à(59) et (58) queG ` a′ : t ′, c’est-à-direG ` e′ : T .

• Si R = (BETA-METH), alors e est de la formee = (meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek}) e0 (60)
et il existe un indicej tel quefiltre(e0, π j ) = vrai (61) et e′ = [e0 ↓ π j ]ej (62). La dérivation
simple de(3) se terminant nécessairement par (APP), on aT = t1 (63), G ` e0 : t0 (64) et G `

meth {π1 ⇒ e1; . . . ; πk ⇒ ek} : t0 → t1 (65). On peut réappliquer le lemme de simplification 4.2
à ce dernier jugement pour en trouver une dérivation simple. Celle-ci se termine forcément par la
règle METH et il existet ′

0 et t ′
1 tels quet ′

0 → t ′
1 6 t0 → t1 (66) et G ` π j ⇒ ej : t ′

0 → t ′
1 (67).

Par la variance de la flèche appliqué à(66), on sait quet0 6 t ′
0 (68) et t ′

1 6 t1 (69). En appliquant la
règle (SUB) appliquée à(64) et (68), on sait queG ` e0 : t ′

0 (70). Appliquons maintenant le lemme
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de projection 4.11 à ce dernier jugement en sachant quefiltre(e0, π j ) = vrai. On trouve qu’il existe
t ′′
0 et G′ tels quet ′

0 ` π j : t ′′
0 ; G′ (71) et G ` e0 ↓ π j : G′ (72). Or, dans les prémisses de la dérivation

de (67), on a, entre autres
(
t ′
0 ` π j : t ′′

0 ; G′
)

⇒
(
G ⊕ G′ ` ej : t ′

1

)
. On en déduit donc la partie droite

de cette implication, c’est-à-direG⊕G′ ` ej : t ′
1. On peut alors appliquer le lemme de substitution 4.9

à ce jugement et à(72) pour déduireG ` [e0 ↓ π j ]ej : t ′
1 (73). On conclut en appliquant la règle (SUB)

à (73) et (69) queG ` [e0 ↓π j ]ej : t1, c’est-à-dire queG ` e′ : T . ¥

4.6 À propos de l’induction sur les dérivations infinies

Dans toutes les preuves de ce chapitre, nous nous sommes permis de faire des inductions sur des
dérivations potentiellement infinies. Le langage mathématique du discours quenous manipulons in-
formellement a donc potentiellement un problème de fondement qui pourrait remettre en question tous
nos résultats. En réalité, il n’en est rien et pour s’en convaincre complètement, nous allons expliciter
dans le cadre du calcul des constructions inductives [CP90] un petit fragment du système de types et
de la preuve de correction. La modélisation est faite dans l’assistant de preuve CoQ [CDT01].

Le fragment considéré contient en particulier la règle de typage (GEN), qui quantifie sur tous
les éléments d’un ensemble éventuellement infini. On prouve formellement le lemme desimplifica-
tion 4.2 :

( * On suppose donnée une algèbre de types * )
Parameter monotype: Set.
( * Voici sa relation de sous-typage * )
Parameter leq: monotype -> monotype -> Prop.

( * Voici les axiomes nécessaires pour ce fragment * )
Axiom leq_refl: (t: monotype) (leq t t).
Axiom leq_trans: (t,u,v: monotype) (leq t u) -> (leq u v) -> (l eq t v).

( * L’ensemble des expression est laissé ouvert:
on ne s’intéresse ici qu’au polymorphisme * )

Parameter expr: Set.

( * Cette relation contient toutes les règles de typage monomor phes:
(App), (Fun), etc. * )

Parameter well_typed_0: expr -> monotype -> Prop.

( * Un polytype est un ensemble quelconque de monotypes. On ne di t qu’il
est non-vide que dans la règle (Gen) ci-dessous * )

Definition polytype := monotype -> Prop.

( * Cette fonction construit le polytype singleton à partir d’u n
monotype * )

Definition Singleton: monotype -> polytype :=
[t: monotype][u: monotype] t=u.

( * Definition du système de types (sans environnement pour sim plifier) * )
Inductive well_typed: expr -> polytype -> Prop :=

( * Toute les règles "monomorphes" * )
Other: (e: expr; t: monotype)
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(well_typed_0 e t) ->
(well_typed e (Singleton t))

| ( * Règle d’instantiation * )
Inst: (e: expr; T: polytype; t: monotype)

(well_typed e T) ->
(T t) ->
(well_typed e (Singleton t))

| ( * Règle de subsomption * )
Sub: (e: expr; t1, t2: monotype)

(well_typed e (Singleton t2)) ->
(leq t2 t1) ->
(well_typed e (Singleton t1))

| ( * Règle de généralisation * )
Gen: (e: expr; T: polytype)

( * T est non-vide * )
(EX t: monotype | (T t)) ->
((t: monotype) (T t)->(well_typed e (Singleton t))) ->
(well_typed e T)

.

( * Lemme de simplification~\eqref{S.lemma.simple} * )
Lemma Simpl: (e: expr; T: polytype)(well_typed e T) ->

(t: monotype)(T t) ->
(EX t0: monotype | (well_typed_0 e t0) /\ (leq t0 t)).

Proof.
Intros e T Derivation.
NewInduction Derivation.

( * Règle Other * )
Intros. Red in H0; Rewrite <- H0. Split with t.
Split. Trivial. Apply leq_refl.

( * Règle Inst * )
Intros. Red in H0; Rewrite <- H0. Apply IHDerivation. Trivia l.

( * Règle Sub * )
Intros u1 H1. Red in H1. Rewrite <- H1.
Cut (EX t0:monotype | (well_typed_0 e t0) /\ (leq t0 t2)).
Intro. Elim H0. Intros. Split with x. Split. Tauto.
Apply leq_trans with u:=t2. Tauto. Trivial.
Apply IHDerivation. Red; Trivial.

( * Règle Gen * )
Intros. Trivial. Apply (H1 t H2 t). Red. Trivial.
Qed.

La preuve du théorème peut alors être vérifiée dans l’outil CoQ (ici danssa version 7.2) :

Welcome to Coq 7.2 (December 2001)
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Coq < Load preuve.

Coq < Check Simpl.
Simpl

: (e:expr; T:polytype)
(well_typed e T)
->(t:monotype)

(T t)->(EX t0:monotype | (well_typed_0 e t0)/\(leq t0 t))
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Chapitre 5

Annotations et vérification de types

Sauf cas particulier, le système de types présenté au chapitre 3 est indécidable. D’abord à cause
de la récursion (expressionfix) dont la règle de typage est polymorphe. Cela est connu pour être
une source d’indécidabilité dans le typage de ML[KTU93] : en présencede récursion polymorphe, le
typage de ML est équivalent à un problème de semi-unification indécidable plutôt qu’à un problème
simple d’unification. Ensuite parce que le typage des méthodes est probablement aussi difficile. Indé-
pendamment de la décidabilité, il n’est de toute façon pas souhaitable d’inférer le type d’une méthode
si les cas de définition sont écrits dans des modules différents, ce qui est l’un des objectifs des mé-
thodes. Par ailleurs, une méthode est souvent naturellement récursiveet la récursion polymorphe est
intéressante dans certains cas. Par exemple, pour définir une méthode générale d’impression d’objet,
le cas de définition sur les couples donnera naturellement lieu à un appel récursif par composante du
couple, c’est-à-dire deux invocations sur des typesa priori non reliés.

C’est pourquoi, il est nécessaire de demander au programmeur d’annoter le programme pour
guider le typage et exprimer son intention, par exemple concernant le type des méthodes. Dans ce
chapitre, nous définissons le langage utilisé pour écrire les annotations detype et nous donnons la
syntaxe des expressions annotées. Nous introduisons ensuite un système de types pour ces expres-
sion. Ce système fonctionne en restreignant certaines des règles du système algébrique à des types
exprimables dans le langage des annotations. Nous nous limitons au cas de la vérification de types,
c’est-à-dire que le programmeur doit donner le type des méthodes et des définitions récursives, mais
aussi le type complet des fonctions. La raison de cette limitation est que l’inférence de types est stric-
tement plus complexe que la vérification et nous ne ferons que l’aborder dans la conclusion de cette
thèse.

Voici comment est organisé ce chapitre : dans la section 5.1, nous définissons le langage de types
utilisé pour écrire les annotations. Celui-ci est un langage du premier ordrestandard. Dans la sec-
tion 5.2, nous en donnons la sémantique en utilisant un modèle du langage du premier ordre dans l’al-
gèbre de types utilisé pour le typage. Dans la section 5.3, nous introduisonset justifions la syntaxe des
expressions annotées. Nous en donnons une sémantique par effacement des annotations. Section 5.4,
nous donnons les règles de typage des expressions annotées et nousen montrons la correction par
rapport au typage algébrique.
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5.1 Langage de types

On suppose donné une fois pour toutes un ensemble infiniVarsType de VARIABLES DE TYPE.
On utilisera les lettresα, β, etc. pour désigner les variables de types.

Un LANGAGE DE TYPESL est un langage logique du premier ordre, formé donc d’un ensemble
de symboles de constructeurs de termes et d’un ensemble de symboles de prédicats. Les symboles
constructeurs de termes sont aussi appelésCONSTRUCTEURS DE TYPESet sont notés avec les lettres
c, c′, etc. Les symboles de prédicat ouPRÉDICATS DE TYPESsont notés avec les lettresp, p′, etc.
L’ensemble de tous les symboles d’un langage sera supposé dénombrableou fini.

Chaque constructeur de types et chaque prédicat de types vient avecson arité, notée|c| et |p|.
L’arité d’un constructeur de types est le nombre de sous-termes auquelil peut être appliqué pour
former un terme. Cette arité peut être nulle, auquel cas le constructeur estun symbole de constante.
L’arité d’un prédicat de types est le nombre de termes auquel il peut êtreappliqué pour former une
contrainte atomique.

Les termes construits sur l’alphabet des constructeurs de types sont appelésMONOTYPES SYN-
TAXIQUES. On supposera prédéfini le constructeur de types fonctionnels→. L’ensemble des mono-
types syntaxiques est donc engendré par la grammaire suivante :

τ ::= α Variable de types

| τ → τ Type fonctionnel

| c〈τ, . . . , τ︸ ︷︷ ︸
|c| termes

〉 Type construit

Une CONTRAINTE est une conjonction finie de contraintes atomiques formées avec un symbole
de prédicat du langage ou bien le prédicat prédéfini de sous-typage6. La contrainte vide est notée
vrai. On se donne également la possibilité de masquer certaines variables d’unecontrainte en utilisant
le connecteur logique∃. L’ensemble des contraintes est donc engendré par la grammaire suivante :

κ ::= vrai Contrainte vide

| τ 6 τ Contrainte de sous-typage

| p〈τ, . . . , τ︸ ︷︷ ︸
|p| termes

〉 Application d’un prédicat du langage

| κ ∧ κ Conjonction

| ∃V : κ Contrainte existentielle

Dans cette dernière production,V désigne un ensemble fini de variables de type, notation que nous
utiliserons constamment par la suite.

Remarque. Les contraintes de la forme∃V : κ sont très utiles pour gérer les variables fraîches in-
troduites quand on fabrique des contraintes dans un algorithme de typage.Elles peuvent également
se révéler intéressantes pour le programmeur pour exprimer des contraintes incluant des variables
« anonymes », comme par exemple l’existence d’un super-type commun à deuxtypes. ¥

Enfin, unPOLYTYPE SYNTAXIQUE ou SCHÉMA DE TYPEest de la forme suivante :

σ ::= ∀V : κ . τ
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Intuitivement, un schéma de type représente un polytype algébrique contenant toutes les instances de
τ quand les variablesV prennent des valeurs satisfaisant à la contrainteκ. En général, les variables
V apparaissent dans la contrainteκ ou dans le monotypeτ , mais on peut aussi y trouver d’autres
variables, qui sont alors considérées comme libres.

Exemple.Un langage de types possible est dérivé des déclarations de classes entrées par le program-
meur. Pour chaque classeC paramétrée parn types, on peut supposer qu’il correspond un construc-
teur de type également notéC et d’aritén. Par ailleurs, on peut supposer qu’il existe un symbole de
constante (un constructeur d’arité 0) pour chaque type primitif. Dans cesconditions, voici quelques
exemples de monotypes syntaxiques :Cons〈α〉, α → int, int → int, etc. de contraintes :α 6 rat,
Cons〈α〉 6 α, etc. et de schémas de types :∀α : vrai . α → α, ∀α : α 6 rat .Tuple2〈α, α〉 → α, etc.

On se permettra en général d’omettre d’écrire la contrainte d’un schéma sielle est égale àvrai,
comme dans∀α . α → α. On identifiera également un schéma où l’ensemble des variables et la
contrainte sont vides avec son monotype, chaque fois qu’il n’y a pas d’ambiguïté. Par exemple, on
identifiera le schéma∀∅ : vrai . int et le monotypeint.

Un langage de types n’est pas forcément limité à ces constructeurs de types. Par exemple, on peut
imaginer qu’un certain langage définisse un opérateurt sur les types, de sorte qu’on puisse former le
monotypeτ1 t τ2. On peut également trouver dans un langage des prédicats, par exempleun prédicat
Imprimabled’arité 1, avec lequel on puisse former le type∀α : Imprimable〈α〉 . α → string.

Notons que, pour l’instant, nous ne définissons que la syntaxe des types, pas leur sémantique.
C’est pourquoi, l’opérateurt et le prédicatImprimablen’ont pas de signification particulière. ¥

Variables de types libres

L’ensemble des variables de type libres d’un monotypeτ est notéftv(τ ). Cet ensemble est défini
comme suit :

ftv(α) , {α}

ftv(τ1 → τ2) , ftv(τ1) ∪ ftv(τ2)

ftv(c〈τ1, . . . , τn〉) , ftv(τ1) ∪ · · · ∪ ftv(τn)

De même, les variables libres d’une contrainte sont :

ftv(vrai) , ∅

ftv(τ1 6 τ2) , ftv(τ1) ∪ ftv(τ2)

ftv(p〈τ1, . . . , τn〉) , ftv(τ1) ∪ · · · ∪ ftv(τn)

ftv(κ1 ∧ κ2) , ftv(κ1) ∪ ftv(κ2)

ftv(∃V : κ) , ftv(κ) \ V

Et celles d’un schéma de type :

ftv(∀V : κ . τ ) , (ftv(τ ) ∪ ftv(κ)) \ V



80 CHAPITRE 5. ANNOTATIONS ET VÉRIFICATION DE TYPES

5.2 Modèles

Un modèle d’un langage de types fournit une interprétation de chaque élément du langage dans
une algèbre de types, domaine d’interprétation. Formellement, un modèleM d’un langageL est la
donnée des éléments suivants :

– une algèbre de types domaine d’interprétation, notéeJMK ;
– pour chaque symbole de constructeurc d’arité n, une fonctionn-aire totaleJcK opérant dans

JMK, c’est-à-dire un élément deJMKn → JMK ;
– pour chaque symbole de prédicatp d’aritén, un prédicatn-aire JcK opérant dansJMK, c’est-à-

dire un sous-ensemble deJMKn.
Une fois données les interprétations des éléments de base du langage, on peut étendre ces inter-

prétations à tous les autres constructions syntaxiques introduites dans la section précédente. Comme
celles-ci peuvent contenir des variables de types libres, il faut d’abord en donner la valeur. Pour cela,
on appelleVALUATION une fonction partielle à domaine finie des variables de typesVarsType vers
l’algèbreA. On utilise les lettresρ, ρ ′, ρ̂, etc.1 pour désigner les valuations.

L’interprétation d’un monotype syntaxiqueτ dans une valuation̂ρ dont le domaine contient au
moins les variables de type libres deτ est un monotype de l’algèbreJMK notéρ̂JτK.2 Cette interpré-
tation est définie par les équations suivantes :

ρ̂JαK , ρ̂(α) (on a forcémentα ∈ dom(ρ̂))

ρ̂Jτ1 → τ2K , ρ̂Jτ1K → ρ̂Jτ2K

ρ̂Jc〈τ1, . . . , τn〉K , JcK(ρ̂Jτ1K, . . . , ρ̂JτnK)

L’interprétation d’une contrainte est une valeur de vérité définie par les équivalences suivantes :

ρ̂JvraiK est vrai

ρ̂Jτ1 6 τ2K ssi ρ̂Jτ1K 6 ρ̂Jτ2K

ρ̂Jp〈τ1, . . . , τn〉K ssi (ρ̂Jτ1K, . . . , ρ̂JτnK) ∈ JpK

ρ̂Jκ1 ∧ κ2K ssi ρ̂Jκ1K et ρ̂Jκ2K sont vrais

ρ̂J∃V : κK ssi il existeρ tel que dom(ρ) = V et ρ̂⊕ρJκK est vrai

Remarque.Dans cette dernière équation, notons que dom(ρ̂) n’est pas forcément disjoint de dom(ρ),
ce qui signifie que certaines variables deV peuvent masquer celles définies parρ̂. Nous aurions pu
supposer que les variables de type sont systématiquement renommées pouréviter les masquages.
Une telle hypothèse est une simplification commode, mais risque d’introduire un certain manque de
rigueur. Nous avons donc préféré traiter complètement le problème des masquages, sans supposer une
α-conversion implicite. ¥

L’interprétation d’un schéma de types∀V : κ.τ est l’ensemble, éventuellement vide, de monotypes
algébriques que décrit l’interprétation deτ quandV varie dans les solutions deκ :

ρ̂J∀V : κ . τK ,
{

ρ̂⊕ρJτK | dom(ρ) = V et ρ̂⊕ρJκK
}

1La notationρ̂ forme un tout, le chapeau étant utilisé au même titre qu’un prime ou un indice.
2La notation utilisée ici est l’inverse de la notation habituelleJτKρ̂ . Notre notation est légèrement plus pratique car elle

s’associe bien avec l’opérateur de composition◦ sur les valuations. La notation̂ρJτK doit en fait se lire «ρ̂ appliqué àτ ».
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Notons que pour que l’interprétation d’un schéma de types soit non-vide,c’est-à-dire constitue un
polytype valide pour le système de types algébrique, il faut et il suffit quela contrainte∃V : κ soit
vraie dans la valuation̂ρ. Dans ce cas, on dit que le schéma de type estSATISFIABLE.

Notations

Quand le modèleM utilisé pour interpréter un élément syntaxique n’est pas implicitement connu,
on utilisera la notation̂ρJ·KM à la place dêρJ·K. De même, si la valuation̂ρ est de domaine vide, c’est-
à-dire ne définit aucune variable de type, on se permettra d’omettre de l’écrire et on notera simplement
J·K ou bienJ·KM si on veut expliciter le modèle utilisé.

Exemple.Voici un exemple de modèle. Considérons le langage de types dérivé des déclarations du
programmeur et tel qu’à chaque classeC correspond un constructeur de typeC.

Un modèle possible pour ce langage est celui constitué de tous les termes finisconstruits avec
l’alphabet des constructeurs et avec la flêche et ordonné par la relation de sous-typage structurelle
engendrée par les variances déclarées par le programmeur (algèbre structurelle simple). L’algèbre
structurelle simple n’est bien sûr pas le seul modèle possible pour ce langage : on peut aussi considérer
le modèle des types infinis ou bien le plus petit treillis contenant l’ordre structurel. Dans le modèle
treillis, l’opérateur supplémentairet peut être interprété comme l’opérateur de borne supérieure.

Si le langage contenu le prédicatImprimable, celui-ci peut être interprété par le prédicat algébrique
défini comme suit :Imprimable〈t〉 est vrai pour tout les types primitifst . Imprimable〈C〈t〉〉 est vrai si
et seulement siC vautCons, Nil ouList et t est lui-même imprimable.

Nous voyons donc que notre cadre autorise une grande souplesse dans le choix de la syntaxe
des types comme dans celui de son interprétation et tous les résultats de cette thèse (correction du
typage, réduction à des problèmes de contraintes) en sont indépendants, ce qui était l’un des objectifs
recherchés. ¥

5.3 Le langage annoté

Dans cette section, nous introduisons un nouveau langage d’expressions. Il dérive du langage
non-typé présenté au chapitre 1 par le fait qu’il contient des annotationsde types explicites sur les
définitions récursives, les méthodes et l’argument des fonctions. L’introduction de ce nouveau langage
permet au programmeur de guider le typage des expressions récursives polymorphes et d’exprimer son
intention concernant le type des méthodes, ce qui est nécessaire pour aboutir à un système de types
décidables.

5.3.1 Syntaxe des expressions annotées

Les expressions annotées sont notées avec la lettreε et leur grammaire coïncide avec celle des ex-
pressions non-typées sauf sur certaines production. Elles sont engendrées par la grammaire suivante :
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ε ::= x

| ε1 ε2

| fun x : τ ⇒ ε

| let x = ε1 in ε2

| fix x : σ ⇒ ε

| C {`1 = ε1; . . . ; `n = εn}

| C ·`

| a

| f

| meth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ; πk ⇒ εk}

| ∀V : κ . ε (Introduction de variables de types)

Les définitions récursives polymorphes sont annotées avec un schémade types qui représente le
type polymorphe de l’expression attendu ou deviné par le programmeur. Celui-ci peut être correct ou
non, ce que nous devrons vérifier lors du typage.

L’expression∀V : κ . ε introduit les variables de typesV contraintes parκ et qui peuvent être
utilisées par les annotations deε. La raison de cette construction est qu’il est souvent nécessaire
d’écrire des annotations qui contiennent des variables libres. Par exemple, la méthode qui renverse
les éléments d’une liste possède naturellement le type∀α . List〈α〉 → List〈α〉, mais l’implémentation
efficace habituelle en temps linéaire utilise en interne une fonction à deux arguments (un accumulateur
et la liste), donc d’un type devant nécessairement utiliserα.

L’expressionfun x : τ ⇒ ε est une fonction dont le programmeur spécifie que le type de l’ar-
gument est égal àτ . Ce monotype peut contenir des variables de types, de sorte qu’on peutécrire
par exemple l’identité polymorphe comme :∀α : vrai . fun x : α ⇒ x. Notons dans cette dernière
expression que le corps de la fonction doit accepter un argumentx de tout type. L’annotation n’est pas
une simple contrainte posée sur le type de l’argument, mais est une spécification complète du domaine
de la fonction. Par exemple, la fonction∀α : vrai . fun x : α ⇒ x + 1 sera mal typée, car son corps
n’accepte pas un argument booléen, alors qu’on a spécifié que le typebool appartient au domaine de
la fonction. Pour qu’elle soit bien typée, le programmeur devra raffiner les annotations et écrire par
exemple∀α : α 6 rat . fun x : α ⇒ x + 1. C’est en ce sens que nous ne parlerons dans ce chapitre
que de la vérification de types et pas de l’inférence.

L’expressionmeth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ; πk ⇒ εk} est une méthode dont on a spécifié expli-
citement le type. Par simplification, nous restreignons l’annotation de type à être syntaxiquement un
type fonctionnel. De même, nous nous limitons à une annotation monomorphe, étant donné qu’on
peut toujours écrire∀V : κ .meth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ; πk ⇒ εk} pour donner le type polymorphe
∀V : κ . τ → τ ′ à la méthode.

Variables de type libres

L’ensemble des variables de type libres d’une expression annotée est défini comme suit :

ftv(x) , ∅
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ftv(ε1 ε2) , ftv(ε1) ∪ ftv(ε2)

ftv(fun x : τ ⇒ ε) , ftv(τ ) ∪ ftv(ε)

ftv(let x = ε1 in ε2) , ftv(ε1) ∪ ftv(ε2)

ftv(fix x : σ ⇒ ε) , ftv(σ ) ∪ ftv(ε)

ftv(C {`1 = ε1; . . . ; `n = εn}) , ftv(ε1) ∪ · · · ∪ ftv(εn)

ftv(C ·`) , ∅

ftv(a) , ∅

ftv( f ) , ∅

ftv(meth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ;πk ⇒ εk}) , ftv(τ ) ∪ ftv(τ ′) ∪ ftv(ε1) ∪ · · · ∪ ftv(εk)

ftv(∀V : κ . ε) , (ftv(ε) ∪ ftv(κ)) \ V

5.3.2 Sémantique

La sémantique d’une expression annotéeε est celle de l’expression non annotée obtenue en effa-
çant toutes les annotations dansε. Cette expression non-typée est notéeLεM. Cette opération rend bien
compte du fait que les annotations de type ne servent que pour le typage maisne sont pas utilisées à
l’exécution.

5.4 Vérification de types semi-algébrique

Nous introduisons maintenant un système de types semi-algébrique pour les expressions anno-
tées. Le système est essentiellement algébrique, mais il utilise un modèle du langage de types pour
interpréter les annotations et diriger le système de types algébrique du chapitre 3.

Dans cette section, nous supposons donné un modèleM.

Le jugement de typage s’écritρ̂; G ` ε : T et se lit « en utilisant la valuation̂ρ pour interpréter
les annotations de types deε, et dans l’environnement de typageG, ε a pour typeT ». On impose que
le domaine dêρ contienne au moins les variables de types libres deε.

Examinons les règles de ce système. La règle de typage des expressions récursives est similaire
à (FIX ) excepté que le polytype utilisé doit correspondre à l’annotation donnée par le programmeur.
L’interprétation de celle ci doit donc être non-vide et on écrit :

ρ̂Jσ K 6= ∅ ρ̂; G[x : ρ̂Jσ K] ` ε : ρ̂Jσ K

ρ̂; G ` (fix x : σ ⇒ ε) : ρ̂Jσ K
(FIX A)

La règle de typage des fonctions contraint le type de l’argument de la fonction à être celui spécifié par
le programmeur :

ρ̂; G[x : ρ̂JτK] ` ε : t ′

ρ̂; G ` fun x : τ ⇒ ε : ρ̂JτK → t ′
(FUNA)
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De même, celle concernant les méthodes s’écrit naturellement :

ρ̂Jτ → τ ′K FG π1; . . . ; πk ρ̂; G ` πi ⇒ εi : ρ̂Jτ → τ ′K

ρ̂; G ` meth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ; πk ⇒ εk} : ρ̂Jτ → τ ′K
(METHA)

Dans cette règle, le typage des cas se fait exactement comme dans le système algébrique, excepté
qu’on transmet la valuation̂ρ pour le typage des corps des cas.

Examinons finalement la règle pour le typage de l’introduction de variables. Considérons une
expression de la forme∀V : κ . ε. On demande tout d’abord que∃V : κ soit satisfiable danŝρ. Dans
le cas contraire, on considère que l’annotation est tout simplement mal typée. Ensuite, on procède
au typage de l’expressionε, ce qui produit un polytypeTρ , forcément non-vide. On donne alors à
l’expression annotée toute entière le type union de tous lesTρ , ce qui est une forme particulière de
généralisation :

ρ̂J∃V : κK ∀ρ,
(
dom(ρ) = V ∧ ρ̂⊕ρJκK

)
⇒ ρ̂ ⊕ ρ; G ` ε : Tρ

ρ̂; G ` ∀V : κ . ε :
⋃

dom(ρ)=V

ρ̂⊕ρJκK

Tρ

(INTROA)

Remarque.Dans cette règle, il peut très bien y avoir un ensemble infini de solutionsρ et donc un
infinité de polytypesTVal dont il faut prendre l’union. Cette infinité de prémisses ne pose pas plus de
problème que pour la règle algébrique (GEN). ¥

Les autres règles sont formellement identiques à celles du système algébrique. Pour une présenta-
tion complète de toutes les règles, voir en section 5.6, page 84.

5.5 Sûreté du système de vérification semi-algébrique

THÉORÈME2 (SÛRETÉ DU TYPAGE SEMI-ALGÉBRIQUE). Si ρ̂; G ` ε : T , alorsG ` LεM : T .

Démonstration. Chacune des nouvelles règles de typage semi-algébrique est une spécialisation des
règles de typage algébriques, excepté (INTROA) qui est une instance de (GEN) précédée de (INST). ¥

5.6 Récapitulatif

Voici la liste complète des règles du système de vérification de types semi-algébrique opérant sur
les expressions annotées :

ρ̂Jσ K 6= ∅ ρ̂; G[x : ρ̂Jσ K] ` ε : ρ̂Jσ K

ρ̂; G ` fix x : σ ⇒ ε : ρ̂Jσ K
(FIX A)

ρ̂; G[x : ρ̂JτK] ` ε : t ′

ρ̂; G ` fun x : τ ⇒ ε : ρ̂JτK → t ′
(FUNA)



5.6. RÉCAPITULATIF 85

ρ̂Jτ → τ ′K FG π1; . . . ; πk ρ̂; G ` πi ⇒ εi : ρ̂Jτ → τ ′K

ρ̂; G ` meth : τ → τ ′ {π1 ⇒ ε1; . . . ; πk ⇒ εk} : ρ̂Jτ → τ ′K
(METHA)

ρ̂J∃V : κK ∀ρ,
(
dom(ρ) = V ∧ ρ̂⊕ρJκK

)
⇒ ρ̂ ⊕ ρ; G ` ε : Tρ

ρ̂; G ` ∀V : κ . ε :
⋃

dom(ρ)=V

ρ̂⊕ρJκK

Tρ

(INTROA)

ρ̂; G ` x : G(x)(VARA)

ρ̂; G ` ε1 : t2 → t ρ̂; G ` ε2 : t2

ρ̂; G ` e1 e2 : t
(APPA)

t ∈ #C ρ̂; G ` ε1 : C ·`1(t) . . . ρ̂; G ` εn : C ·`n(t)

ρ̂; G ` C {`1 = ε1; . . . ; `n = εn} : t
(OBJETA)

t ′ = C ·`(t)

ρ̂; G ` C ·` : t → t ′
(GETA)

ρ̂; G ` a : a
(CONSTANTEA)

∀a1 ∈ t0
1, . . . , an ∈ t0

n, f (a1, . . . , an) ∈ t0 ∀i,Tuplen ·i (t) = t0
i

ρ̂; G ` f : t → t0
(PRIMITIVE A)

ρ̂; G ` ε : T t ∈ T

ρ̂; G ` ε : t
(INST)

T 6= ∅ pour toutt ∈ T , ρ̂; G ` ε : t

ρ̂; G ` ε : T
(GENA)

ρ̂; G ` ε : t t 6 t ′

ρ̂; G ` ε : t ′
(SUBA)

ρ̂; G ` ε1 : T1 ρ̂; G[x : T1] ` ε2 : T2

ρ̂; G ` let x = ε1 in ε2 : T2

(LETA)

∀t ′′G′(t ` π : t ′′; G′) ⇒ ρ̂; G ⊕ G′ ` ε : t ′

ρ̂; G ` π ⇒ ε : t → t ′
(CASA)
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Chapitre 6

De la vérification de types aux contraintes

Récapitulons notre parcours jusqu’à présent. Nous avons introduit unlangage et sa sémantique non
typée (chapitres 1 et 2). Puis, nous avons donné un système de types travaillant sur des monotypes
pris dans une algèbre et vérifiant un petit nombre d’axiomes (chapitre 3). Nous avons ensuite montré
la correction de ce système de types vis-à-vis de la sémantique opérationnelleà l’aide d’une preuve
générique (chapitre 4). Ce système de types n’est pas directement utilisable en pratique, ne serait-ce
que parce que certaines constructions du langage, comme la récursion polymorphe, ne peuvent être
décidablement typées. En revanche, sa preuve de correction générique en fait un outil pour montrer la
correction d’autres systèmes plus pratiques. Au chapitre 5, nous avonsintroduit un nouveau langage
dont les expressions sont munies d’annotations de types exprimées dansun langage de types et dont
la sémantique opérationnelle est obtenue par effacement des annotations.Nous en avons également
donné un système de types dont nous avons prouvé la correction par réécriture dans le système algé-
brique. Ce système, que nous avons appelé semi-algébrique, est un système de vérification de types
car le programmeur doit spécifier complètement le type des arguments des fonctions. Il se rapproche
du système algébrique car il n’est pas dirigé par la syntaxe, le polymorphisme y est extensionnel et
les dérivations peuvent être infinies. À partir de maintenant, nous allons considérer le système semi-
algébrique comme la spécification d’un jugement de typage et nous allons étudier comment en donner
une implémentation.

Dans ce chapitre, nous réalisons une partie du chemin dans cette voie. Le problème que nous
traitons est de la forme « l’expressionε est-elle bien typée ou non ? ». Nous montrons qu’on peut
le réduire à une série de problèmes plus simples, exprimés uniquement dans lelangage de types et
interprétés dans le modèle. Ces problèmes élémentaires ne font plus du tout référence au langage,
mais sont des problèmes uniquement algébriques. Moyennant quelques hypothèses de représentabi-
lité des éléments de base du langage, cette réduction peut avoir lieu indépendamment du modèle et
de l’algèbre, c’est-à-dire de façon purement syntaxique. En d’autretermes, nous allons donner un al-
gorithme qui parcourt l’expression à traiter et qui accumule des problèmes exprimés dans le langage
de types (contraintes, implications de contraintes, tests de couverture), sans chercher à les résoudre
et donc indépendamment du modèle. Ensuite, nous allons prouver que cetalgorithme génère bien un
ensemble de problèmes dont l’interprétation est équivalente au problème initial de typage.

Le fait d’être indépendant du modèle est particulièrement important pour traiter un monde qui
peut être étendu (monde ouvert). Ce thème sera développé au prochain chapitre.

Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section 6.1, nous décrivons les hypothèses
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de représentabilité nécessaires ; dans la section 6.2, nous introduisons les problèmes de typage algé-
briques élémentaires ; en section 6.3, nous donnons l’énoncé du théorèmeet le reste du chapitre est
consacré à la preuve.

6.1 Représentation et modèle d’une représentation

Un modèle permet de manipuler des monotypes et des polytypes algébriques enutilisant la syntaxe
d’un langage de types. En général, le langage ne permet pas de les représenter tous. En particulier,
un polytype algébrique est un ensemble quelconque de monotypes défini en extension, alors qu’un
schéma de types décrit un ensemble de façon intensionnelle à l’aide d’une contrainte syntaxique. Un
simple argument de cardinalité montre que, sauf cas trivial, de nombreux polytypes algébriques ne
sont pas représentables par un schéma de types, car l’ensemble des schémas de types est toujours
dénombrable alors que celui des polytypes algébriques est au moins continu dès que l’algèbre est
infinie.

Pour pouvoir réduire le typage à des problèmes exprimés dans le langage de types, il est donc
nécessaire de pouvoir y exprimer le type des éléments de base du langage d’expressions. De plus, pour
que la réduction soit indépendante du modèle, il est nécessaire que la représentation des éléments de
base en soit aussi indépendante.

Supposons donnés une structure primitiveC0 et une structure de classesC, c’est-à-dire tout ce
qu’il faut pour écrire des programmes non-typése : noms de classe et de champs et valeurs et opé-
rations primitives. Fixons également un langage de typesL ; nous avons maintenant de quoi écrire
une expression annotéeε. Pour typerε de manière purement syntaxique, il nous manque encore une
représentation syntaxique du type des éléments de base du langage.

On appelleREPRÉSENTATIONdes structuresC0 et C dans le langage de typesL la donnée des
éléments suivants :

– pour chaque constantea, un monotype syntaxiquẽa ;
– pour chaque primitivef , un schéma de types̃f ;
– pour chaque motif primitif$ , un monotype syntaxiquẽ$
– pour chaque classeC, un schéma de types̃#C ;
– enfin, pour chaque classeC et chaque champ̀deC, un schéma de types̃C ·`.
Notons que la notion de représentation est purement syntaxique. Elle établitsimplement un lien

syntaxique entre structures de base du langage d’expression et du langage de types.

Considérons maintenant un modèleM du langageL. On dit queM est unMODÈLE DE LA RE-
PRÉSENTATIONsi l’interprétation des représentations syntaxiques est compatible avec leséléments
algébriques correspondants dans l’algèbre sous-jacente au modèle. Nous allons maintenant définir
plus formellement cette notion.

6.1.1 Type des constantes

Pour toute constantea, l’interprétation du type syntaxiquẽa de la représentation doit être égal au
type algébrique associé à la constante, ce que l’on a notéa :1

1Petits rappel de notation pour décoder cette égalité :J̃aKM désigne l’interprétation du symbolẽa dans le modèleM.
C’est donc un élément de l’algèbreJMK support du modèle. Par ailleurs, la notationaJMK désigne l’abstraction de la
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∀M ∈ Modèles, J̃aKM = aJMK(HYP-̃a)

Exemple.Le plus simple pour représenter le type des constantes est qu’à chaque type primitif cor-
responde dans le langage de types une constante de type, c’est-à-direun constructeur d’arité 0. On
pourra ainsi supposer que le langage de types définit les constantesint, rat, bool, etc. ¥

6.1.2 Type des primitives

Considérons une opération primitivef . Pour exprimer la condition de compatibilité concernant le
type syntaxiquẽf , nous notonsf l’ensemble des types possibles que la règle algébrique (PRIM) peut
donner à la primitivef . Si celle-ci est d’aritén, on a donc :

t → t0 ∈ f ssi ∃t0
1, . . . , t0

N ∈ A
0,

{
∀i,Tuplen ·i (t) = t0

i

∀a1 ∈ t0
1, . . . , an ∈ t0

n, f (a1, . . . , an) ∈ t0(6.1)

Muni de cette définition, nous pouvons formuler la condition que le polytype d’une primitive f
est représentable par un schéma de types, notéf̃ . L’interprétation de ce schéma de types doit être
équivalente au polytypef elle doit être non-vide, c’est-à-dire que la primitive doit être bien typée
dans le modèle considéré :

∀M ∈ Modèles,

xJ f̃ KM =
x f

JMK
6= ∅(HYP- f̃ )

Notons qu’on fait porter l’égalité sur la clôture supérieure des polytypesalgébriques plutôt que sur
les polytypes eux-mêmes. Comme deux polytypes équivalents par cette relationsont interchangeables
par la règle (SUB]), la puissance de l’hypothèse est donc identique, mais cela donne un peuplus de
liberté pour choisir le schémãf .

Exemple.Le schéma de types de l’addition sera par exemple∀α : α 6 rat . 〈α, α〉 → α. Celui de la
comparaison peut être indifféremment∀α : α 6 rat . 〈α, α〉 → bool ou ∀∅ . 〈rat, rat〉 → bool qui
sont équivalents. ¥

6.1.3 Type des motifs primitifs

Pour chaque motif primitif$ , définissons donc l’ensemble des types des constantes acceptées par
$ de la façon suivante :

$A ,
{
aA | a ∈ $

}
(6.2)

Pour queM soit un modèle de la représentation, on exige alors l’égalité suivante :

constantea dans l’algèbreJMK.
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∀M ∈ Modèles, J$̃ KM = $ JMK(HYP-$̃ )

Exemple.Si $ est le motif primitifrat, $̃ peut être choisi égal à∀α : α 6 rat.α. L’interprétation de
ce schéma correspond en effet au type de toutes les constantes acceptées par$ , c’est-à-dire{rat, int}.

¥

6.1.4 Type des classes et des champs

Pour queM soit un modèle de la représentation, nous exigeons la propriété suivante :

∀M ∈ Modèles, J#̃CKM = #C
JMK

6= ∅(HYP-#̃C)

Notons l’emploi de l’égalité ici : le type d’une classe est en effet utilisé à la fois dans des contextes
covariants (construction d’un objet) et contravariants (filtrage).

Finalement, l’interprétation dẽC ·` doit représenter tous les types possibles de l’accesseurC ·`

obtenus par la règle de typage algébrique (GET). On demande donc :

∀M ∈ Modèles, JC̃ ·`KM =
{
t →JMK t ′ | t ′ = C ·`

JMK
(t)

}
(HYP-C̃ ·`)

Notons que l’hypothèse#C 6= ∅ implique queJC̃ ·`K est également non-vide, car#C est supposé
être le domaine deC ·`.

Exemple.Quand l’algèbre est une algèbre de termes engendrés à partir des déclarations de classes
du programmeur, les schémas̃#C et C̃ ·` peuvent être extraits automatiquement des déclarations. Par
exemple :

class Cons〈α⊕〉 {

head: α;

tail : List〈α〉;

}

➪





#̃Cons = ∀α . Cons〈α〉

˜Cons·head= ∀α . Cons〈α〉 → α

˜Cons·tail = ∀α . Cons〈α〉 → List〈α〉

¥

6.2 Problèmes de typage élémentaires

Nous allons considérer deux types de problèmes que nous appeleronsPROBLÈMES DE TYPAGE

ÉLÉMENTAIRES. Il s’agit des problèmes d’implications de contraintes et des problèmes de test de
couverture.

Nous supposons fixé un langage de typesL.
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6.2.1 Implication de contraintes

Soit κ1 et κ2 deux contraintes dont toutes les variables libres sont contenues dans l’ensembleV.
On dit queκ1 IMPLIQUE κ2 dans un certain modèleM si et seulement si, pour toute valuationρ de
domaineV, le fait queρJκ1K soit vrai impliqueρJκ2K. On note alorsM |H ∀V . κ1 ⊃ κ2 ou simplement
∀V . κ1 ⊃ κ2 si le modèle est implicitement connu. On a donc formellement :

M |H ∀V . κ1 ⊃ κ2 ssi ∀ρ ∈
(
V → JMK

)
, ρJκ1K

M ⇒ ρJκ2K
M(6.3)

Notons que rien ne force la contrainte∃V : κ1 à être satisfiable. Si elle ne l’est pas, alors l’impli-
cation∀V . κ1 ⊃ κ2 est vraie indépendamment deκ2.

6.2.2 Test de couverture

Soit π1, . . . , πk une liste de motifs etσ un schéma de type clos (sans variable libre). On dit que
σ est COUVERT par la liste de motifs si et seulement si tout monotype algébrique élément deJσ K
est couvert au sens algébrique par les motifs. On note alorsM |H σ FG π1; . . . ; πk ou simplement
σ FG π1; . . . ; πk si le modèle est implicitement connu. Formellement, on a donc :

M |H σ FG π1; . . . ; πk ssi ∀t ∈ Jσ KM, t FGJMK π1; . . . ; πk(6.4)

Remarque.On force donc tous les éléments deσ à être des types fonctionnels car la définition de
t FGJMK . . . impose quet soit un type fonctionnel. ¥

6.3 Énoncé du théorème

THÉORÈME3. SoientC0 une structure primitive,C une structure de classe, etL un langage de types.
On fixe une représentation des structuresC0 etC dans le langageL.

Pour toute expression annotéeε écrite dans la syntaxe définie parC0, C et L, on peut calculer
une liste de problèmes de typage élémentaires (implications de contrainte et tests de couverture)
P1, . . . , PN et un schéma de typesσ tels que, pour toutM modèle de la représentation considérée,
on ait les propriétés suivantes :

– si pour touti , M |H Pi , alorsM |H ∅; ∅ ` ε : Jσ KM ;
– s’il existeT tel queM |H ∅; ∅ ` ε : T , alors,Jσ KM 6] T et pour touti , M |H Pi .

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration de ce théorème.
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Plan de la preuve

Le principe de la preuve consiste à introduire un nouveau système de types, dirigé par la syntaxe
et opérant sur des types syntaxiques. Les règles de ce système utilisentles problèmes de typage pour
assurer que l’interprétation des types qu’elles manipulent vérifient certaines propriétés algébriques.
On vérifie ensuite que ces propriétés assurent la sûreté du typage en interprétant chaque règle dans
le système semi-algébrique (lemme de correction). Inversement, on montre queles problèmes de
typage engendrés par les règles syntaxiques sont juste suffisants pour assurer cette sûreté (lemme de
complétude). On en conclut que le typage d’une expression annotée parle système algébrique est
équivalent à la résolution des problèmes de typage engendrés par le système syntaxique. On vérifie
enfin qu’on peut bien engendrer ces problèmes mécaniquement et indépendamment du modèle choisi
pour les interpréter.

Voici comme est organisée la suite du chapitre : dans la section 6.4, on introduit des abréviations
et définitions commodes pour exprimer le système de types syntaxique. Les règles du système sont
introduites à la section 6.5. On en montre la correction à la section 6.6 puis la complétude en 6.7. La
complétude ayant été obtenue pour une forme simplifiée des expressions (sans masquage de variables
de type), on montre en section 6.8 comment lever cette hypothèse en renommantconvenablement les
variables de type. Enfin, on conclut en section 6.9.

6.4 Quelques définitions

Cette section regroupe les différentes définitions utiles pour écrire le système de types syntaxique
de la section suivante.

6.4.1 Relations de sous-typage généralisées

Rappelons la définition de6], relation qui opère sur les ensembles quelconques de monotypes :

T 6] U ssi ∀u ∈ U, ∃t ∈ T, t 6 u

On définit de même la relation6[ comme suit :

T 6[ U ssi ∀t ∈ T, ∃u ∈ U, t 6 u

Ces deux relations sont transitives et réflexives et étendent6 si on identifie un monotypet au singleton
{t} : les propositions{t} 6] {u}, {t} 6[ {u} et t 6 u sont équivalentes. Les relations d’équivalence
associées aux préordres6] et6[ sont notées respectivement≈] et≈[ :

T ≈] U ssi T 6] U etU 6] T

T ≈[ U ssi T 6[ U etU 6[ T

Il est commode de définir aussi la relation de compatibilité6∃ :

T 6∃ U ssi ∃t ∈ T, ∃u ∈ U, t 6 u
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Attention : 6∃ n’est pas transitive. Mais, on a la propriété de transitivité avec6] à gauche et6[ à
droite :

T ′ 6] T ∧ T 6∃ U ∧ U 6[ U ′ ⇒ T ′ 6∃ U ′

6.4.2 Abréviations de contraintes

Soientσ1 = ∀V1 : κ1 . τ1 et σ2 = ∀V2 : κ2 . τ2 deux schémas de types (V1 et V2 ne sont pas
forcément disjoints). La contrainteσ1 6∃ σ2 est définie comme l’abréviation suivante où on choisit
α 6∈ ftv(σ1) ∪ V1 ∪ ftv(σ2) ∪ V2 :

σ1 6∃ σ2 ≡ ∃α : (∃V1 : κ1 ∧ τ1 6 α) ∧ (∃V2 : κ2 ∧ α 6 τ2)(6.5)

L’équivalence suivante est réalisée dans tous les modèles du langage et pour toute valuation̂ρ définie
sur au moins les variables libres deσ1 etσ2 :

ρ̂Jσ1 6∃ σ2K ⇐⇒ ρ̂Jσ1K 6∃
ρ̂Jσ2K(6.6)

Démonstration. Supposons quêρJσ1 6∃ σ2K soit vrai. Il existe doncρ de domaine{α}, ρ1 de domaine
V1 et ρ2 de domaineV2 telles queρ̂⊕ρ⊕ρ1Jκ1 ∧ τ1 6 αK et ρ̂⊕ρ⊕ρ2Jκ2 ∧ α 6 τ2K. Posonst = ρ(α) et
t1 = ρ̂⊕ρ⊕ρ1Jτ1K. Observons quêρ ⊕ ρ ⊕ ρ1 coïncide aveĉρ ⊕ ρ1 sur les variables libres deκ1 et τ1

car celles-ci sont ou bien dansV1, domaine deρ1, ou bien dans les variables libres deσ1, c’est-à-dire
différentes deα, domaine deρ. Par ailleurs, remarquons queρ̂ ⊕ ρ ⊕ ρ1(α) = t carα n’est pas dans
V1, domaine deρ1. On a doncρ̂⊕ρ1Jκ1K, ρ̂⊕ρ1Jτ1K = t1 et t1 6 t . Le monotypet1 est donc un élément
de ρ̂Jσ1K. On montre de façon symétrique qu’il existet2 ∈ ρ̂Jσ2K tel quet 6 t2.

Inversement, sîρJσ1K 6∃
ρ̂Jσ2K, il existe ti ∈ ρ̂Jσi K tels quet1 6 t2. Il existe doncρi tel que

ρ̂⊕ρi Jκi K et ti = ρ̂⊕ρi Jτi K. En posantρ = [α 7→ t1], il est clairement possible de remonter le
raisonnement ci-dessus pour conclureρ̂⊕ρ⊕ρ1Jκ1 ∧ τ1 6 αK et ρ̂⊕ρ⊕ρ2Jκ2 ∧ α 6 τ2K, c’est-à-dire
ρ̂Jσ1 6∃ σ2K. ¥

Si τ1 est un monotype etσ2 = ∀V2 : κ2 . τ2 un schéma de type. La contrainteτ1 ∈ σ2 est définie
comme l’abréviation suivante oùα 6∈ ftv(τ1) ∪ ftv(σ2) ∪ V2 :

τ1 ∈ σ2 ≡ ∃α : τ1 6 α ∧ α 6 τ1 ∧ (∃V2 : κ2 ∧ τ2 6 α ∧ α 6 τ2)(6.7)

Par un raisonnement similaire à celui développé ci-dessus et en tenant compte du fait queα est choisie
« fraîche », on a la caractérisation suivante :

ρ̂Jτ1 ∈ σ2K ⇐⇒ ρ̂Jτ1K ∈ ρ̂Jσ2K(6.8)

6.4.3 Contextes

On appelleCONTEXTE la donnée d’un ensemble de variables de type et d’une contrainte :

1 ::= {V : κ}
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L’ensemble des variables libres d’un contexte{V : κ} est égal àftv(κ) \ V. L’interprétation d’un
contexte dans un modèleM et une valuation̂ρ définissant au moins les variables libres du contexte
est l’ensemble des valuationsρ de domaineV qui satisfont la contrainteκ :

ρ̂J{V : κ}KM ,
{
ρ ∈

(
V → JMK

)
| ρ̂⊕ρJκK

}
(6.9)

Le DOMAINE d’un contexte1 = {V : κ} est l’ensemble de variablesV et est noté dom(1).

Si 11 est un contexte clos et12 un contexte dont toutes les variables libres sont dans le domaine
de11, alors lePRODUIT du contexte11 par le contexte12 est défini comme l’abréviation suivante :

{V1 : κ1} ⊗ {V2 : κ2} ≡ {V1,V2 : (∃(V1 ∩ V2) : κ1) ∧ κ2}




conditions :

ftv(κ1) ⊆ V1

ftv(κ2) ⊆ V1 ∪ V2


(6.10)

Le produit de contextes est caractérisé par la propriété suivante :

J11 ⊗ 12K =
{
ρ1 ⊕ ρ2 | ρ1 ∈ J11K ∧ ρ2 ∈ ρ1J12K

}
(6.11)

Démonstration. Posons11 = {V1 : κ1}, 12 = {V2 : κ2} etV′ = V1 ∩ V2.

• (⊆) : soitρ ∈ J11 ⊗12K. On aρJκ2K et ρJ∃V′ : κ1K. Il existe doncρ ′ de domaineV′ tel queρ⊕ρ′Jκ1K
est vrai. Posons alorsρ1 = (ρ ⊕ ρ ′) ¹ V1 etρ2 = ρ ¹ V2. On a bienρ = ρ1 ⊕ ρ2 carρ ′ porte sur des
variables masquées parρ2. Commeρ ⊕ ρ ′ coïncide avecρ1 surV1, ensemble qui contient toutes les
variables libres deκ1, 11 étant clos,ρ⊕ρ1Jκ1K équivaut àρ1Jκ1K. On a donc bienρ1 ∈ J11K.

• (⊇) : soit ρ1 ∈ J11K et ρ2 ∈ ρ1J12K. Posonsρ = ρ1 ⊕ ρ2. On sait déjà queρJκ2K. On montre
ρJ∃V′ : κ1K en vérifiant queρ et ρ1 coïncident sur les variables libres de∃V′ : κ1. En effet, siα ∈

ftv(∃V′ : κ1), alorsα ∈ V1 etα 6∈ V′. ¥

On note1 ⊗ κ le produit1 ⊗ {∅ : κ}. Le produit n’est donc défini que siftv(1) = ∅ et ftv(κ) ⊆

dom(1).

6.4.4 Problèmes sous contexte

Satisfiabilité

Soit 1̂ = {V̂ : κ̂} un contexte clos. Soitκ une contrainte dont toutes les variables libres sont dans
V̂. Le problème de la satisfiabilité deκ dans le contextê1 est le problème d’implication élémentaire
défini par l’abréviation suivante :

1̂ ` κ ≡ ∀V̂ . κ̂ ⊃ κ(6.12)

Le problème de satisfiabilité sous contrainte est caractérisé par la propriétésuivante :

M |H 1̂ ` κ ⇐⇒ ∀ρ̂ ∈ J1̂KM, ρ̂JκKM(6.13)
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Implication de contraintes

Soit 1̂ = {V̂ : κ̂} un contexte clos. SoitV un ensemble de variables de type etκ1 et κ2 deux
contraintes dont les variables libres sont toutes dansV̂ ∪ V. Un problème d’implication de contraintes
sous contexte est défini comme l’abréviation suivante :

1̂ ` ∀V . κ1 ⊃ κ2 ≡ 1̂ ⊗ {V : κ1} ` κ2(6.14)

L’implication de contraintes sous contexte est caractérisée par la propriétésuivante :

M |H 1̂ ` ∀V . κ1 ⊃ κ2 ⇐⇒ ∀ρ̂ ∈ J1̂KJMK,∀ρ ∈
(
V → JMK

)
, ρ̂⊕ρJκ1K

M ⇒ ρ̂⊕ρJκ2K
M(6.15)

Sous-typage

Soit 1̂ = {V̂ : κ̂} un contexte clos. Soientσ1 etσ2 deux schémas de types dont toutes les variables
libres sont danŝV. Le problème de sous-typage de schémas est défini par l’abréviation suivante :

1̂ ` σ1 6] σ2 ≡ 1̂ ` ∀α . σ2 6∃ α ⊃ σ1 6∃ α (on choisitα 6∈ V̂)(6.16)

Le sous-typage sous contexte est caractérisé par la propriété suivante :

M |H 1̂ ` σ1 6] σ2 ⇐⇒ ∀ρ̂ ∈ J1̂KM, ρ̂Jσ1K
M 6]

ρ̂Jσ2K
M(6.17)

6.5 Système de types syntaxique

On définit le jugement̂1; 0 ` ε : σ et les jugements auxiliaireŝ1; 0 ` π ⇒ ε : τ → τ ′ et
` π : τ ; 1̂; 0. Le jugement1̂; 0 ` ε: σ n’est valable que siftv(ε) ⊆ dom(1̂).

dom(1̂) ‖= V ‖= α 1̂ ` ∃V : κ 1̂ ⊗ {V : κ}; 0 ` ε: σ

1̂; 0 ` (∀V : κ . ε): ∀V, α : κ ∧ σ 6∃ α . α
(INTROV )

1̂; 0 ` x: 0(x)
(VARV )

1̂; 0 ` a: ã
(CSTV )

1̂; 0 ` f : f̃
(PRIMV )
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1̂; 0 ` ε1: σ1 1̂; 0 ` ε2: σ2

σ = ∀αβ : σ1 6∃ α → β ∧ σ2 6∃ α . β α ‖= β ‖= dom(1̂)

1̂ ` σ

1̂; 0 ` ε1 ε2: σ
(APPV )

1̂; 0[x : τ ] ` ε: σ α ‖= dom(1̂)

1̂; 0 ` fun x : τ ⇒ ε: ∀α : σ 6∃ α . τ → α
(FUNV )

1̂; 0 ` C · :̀ C̃ ·`
(ACCÈSV )

1̂; 0 ` ε1: σ1 . . . 1̂; 0 ` εn: σn

σ = ∀α : α ∈ #̃C ∧
∧n

i=1 ∃β : (σi 6∃ β ∧ α → β 6∃ C̃ ·`) . α α ‖= β ‖= dom(1̂)

1̂ ` σ

1̂; 0 ` C {`1 = ε1; . . . ; `n = εn}: σ
(OBJETV )

1̂; 0 ` ε1: σ1 1̂; 0[x : σ1] ` ε2: σ2

1̂; 0 ` let x = ε1 in ε2: σ2

(LETV )

1̂ ` σ 1̂; 0[x : σ ] ` ε: σ ′ 1̂ ` σ ′ 6] σ

1̂; 0 ` (fix x : σ ⇒ ε): σ
(FIX V )

1̂ ` τ → τ ′ FG π1; . . . ; πk

pour tout j , 1̂; 0 ` π j ⇒ ε j : τ → τ ′

1̂; 0 `
(
meth : τ → τ ′

{
π j ⇒ ε j ; . . . ; π j ⇒ ε j

})
: τ → τ ′

(METHV )

dom(1̂) ‖= dom(1 j ) ` π j : τ j ; 1 j ; 0 j

1̂ ⊗ 1 j ⊗ τ j 6 τ ; 0 ⊕ 0 j ` ε j : σ j

1̂ ⊗ 1 j ⊗ τ j 6 τ ` σ j 6] τ ′

1̂; 0 ` π j ⇒ ε j : τ → τ ′
(CASV )

` _: α; {α : vrai}; []
(π -UNIVERSELV )

` $ : α; {α : α ∈ $̃ }; []
(π -PRIMV )
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` π : τ ; 1; 0

` π as x : τ ; 1; 0[x : τ ]
(π -LIEURV )

dom(11) ‖= . . . dom(1n) ‖= α

` π1 : τ1; 11; 01 . . . ` πn : τn; 1n; 0n

` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : α; 11 ⊗ · · · ∧ 1n ⊗ {α : α ∈ #̃C ∧
∧n

i=1 α → τi 6∃ C̃ ·`i }; 01 ⊕ · · · ⊕ 0n

(π -CLASSEV )

` #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : τ ; 1; 0 α‖= ∈ dom(1)

` C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} : α; 1 ⊗ {α : α 6 τ }; 0
(π -SOUS-CLASSEV )

6.6 Correction

Pour tous environnements de typage algébriquesG etG′, on écritG 6] G′ si dom(G) = dom(G′)

et G(x) 6] G′(x) pour toutx ∈ dom(G).

Pour tout environnement de typage syntaxique0, on écrit1̂ ` 0 quand1̂ ` 0(x) pour tout
x ∈ dom(0). Pour toutρ̂ ∈ J1̂K, on note alorŝρJ0K l’environnement de typage algébrique de même
domaine que0 qui envoie la variablex sur le polytype algébriquêρJ0(x)K. Ce dernier ensemble est
bien non-vide quand̂1 ` 0 est vrai.

LEMME 6.1.Si ρ̂; G ` ε : T et siG′ 6] G, alorsρ̂; G′ ` ε : T

Démonstration. Il suffit d’insérer une instance de la règle (SUBA) après chaque occurrence de (VARA)
dans la dérivation dêρ; G ` ε : T . ¥

LEMME 6.2.Si ` π : τ ; 1; 0 (1) et si t ` π : t ′; G (2), alors il existeρ ∈ J1K tel queG 6]
ρJ0K (3)

et t ′ 6 ρJτK 6 t (4).

Démonstration. Par induction sur la dérivation de(2). On considère la dernière règleR appliquée.

• Si R = (π -UNIVERSEL), π est le motif universel _.1 est alors un contexte de la forme{α : vrai},
0 est l’environnement vide etτ vaut α. Du côté algébrique,G est l’environnement vide,t est un
monotype quelconque ett ′ = t . Il suffit donc de prendreρ = [α 7→ t ]. Cette valuation est bien dans
l’interprétation de1 et on at = ρJτK.

• Si R = (π -PRIM), π est un motif primitif$ , alors le contexte1 est de la forme{α : α ∈ $̃ },
l’environnement0 est vide etτ est égal àα. Par ailleursG est vide ett est un monotype de la forme
a pour une certaine constantea ∈ $ et t ′ = t . On sait donc quet ∈ $ et par l’hypothèse (HYP-$̃ )
quet ∈ J$̃ K. En prenantρ = [α 7→ t ], on voit queρJα ∈ $̃ K donc queρ ∈ J1K.

• Si R = (π -SUB), on a alorst ′′ ` π : t ′; G (5) pour un certaint ′′ 6 t . On peut appliquer l’hypothèse
d’induction à(5) pour déduire qu’il existeρ ∈ J1K telle queG 6]

ρJ0K et t ′ 6 ρJτK 6 t ′′. On conclut
par transitivité de6.

• Si R = (π -LIEUR), π est alors de la formeπ ′ as x. On aG = G′[x : t ′] et t ` π ′ : t ′; G′ (6).
Du côté syntaxique, on à π ′ : τ ; 1′; 0′ et0 = 0′[x : τ ]. On peut appliquer l’hypothèse d’induction
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à (6) pour déduire qu’il existeρ ∈ J1K telle queG′ 6]
ρJ0

′K et t ′ 6 ρJτK 6 t ′′. On conclut par la
transitivité de6 quet ′ 6 ρJτK 6 t . D’autre part, on at ′ 6 ρJτK doncG 6]

ρJ0K.

• Si R = (π -CLASSE), π est alors de la forme #C {`1 = π1; . . . ; `n = πn} et on at = t ′ ∈ #C,
C ·`i (t) ` πi : t ′

i ; Gi (7) et G = G1 ⊕ · · · ⊕ Gn. Du côté syntaxique, on a pour chaquei , `

πi : τi ; 1i ; 0i (8) avec dom(11) ‖= . . . dom(1n) ‖= α et 1 = 11 ⊗ · · · ⊗ 1n ⊗ {α : κ} avecκ = α ∈

#̃C ∧
∧n

i=1 α → τi 6∃ C̃ ·`i . Appliquons l’hypothèse d’induction sur les jugements(7) et (8) pour
chaquei entre 1 etn. Il existe doncρi ∈ J1i K telle queGi 6]

ρi J0i K (9) et t ′
i 6 ρi Jτi K 6 C ·`i (t) (10).

Posonsρ = ρ1⊕· · ·⊕ρn ⊕ [α 7→ t ]. Comme les contextes1i sont supposés porter sur des ensembles
de variables de type disjoints, et queα est encore une variable différente,ρ coïncide avec chacune
desρi et avec [α 7→ t ] sur leur domaine respectif. Les équations(9) et (10) restent donc valables
quand on remplaceρi parρ. On a donc :Gi 6]

ρJ0K et doncG 6]
ρJ0K. Montrons maintenant que

ρ est dans l’interprétation de1. On a bient ∈ #C, donc, par l’hypothèse (HYP-#̃C) ρJα ∈ #̃CK est
vrai. Pour chaquei , on sait, par la variance de la flèche appliquée à(10) queρJτi K 6 C ·`i (t) et donc
t → ρi Jτi K 6 t → C ·`i (t). Par l’hypothèse (HYP-C̃ ·`), le membre de droit de cette dernière inégalité
est un élément deJC̃ ·`K et on a doncρJα → τi 6∃ C̃ ·`K. On a donc montré queρ ∈ J1K. On conclut
en notant quet = t ′ = ρJτK.

• Si R = (π -SOUS-CLASSE), alorsπ est de la formeC {`1 = π1; . . . ; `n = πn}, t ′ = t et il existet1 tel
quet 6 t1 et t1 ` #π : t1; G. Du côté syntaxique, on a :̀ #π : τ ′; 1′; 0, τ = α, 1 = 1′ ⊗ {α : α 6
τ ′} et α ‖= dom(1′). En appliquant l’hypothèse d’induction, on trouve qu’il existeρ ′ ∈ J1′K telle
que G 6]

ρ′J0K et t1 6 ρJτ
′K 6 τ1, c’est-à-diret1 = ρJτ

′K. Posons alorsρ = ρ ′ ⊕ [α 7→ t ].
Commeα ‖= dom(1′), ρ etρ ′ coïncident sur dom(ρ ′). DoncG 6]

ρJ0K et ρJτ
′K = ρ′Jτ ′K. On a aussi

t = ρJαK 6 t1 6 ρJτ
′K. Doncρ ∈ J1K et on conclut en observant quet = t ′ = ρJτK. ¥

LEMME 6.3 (CORRECTION). Si 1̂; 0 ` ε: σ et si1̂ ` 0 alors, pour toutρ̂ ∈ J1̂K, on aρ̂; ρ̂J0K `

ε : ρ̂Jσ K.

Démonstration. Par induction sur la structure de l’expressionε. Considérons une dérivation du juge-
ment1̂; 0 ` ε : σ (1). Celle-ci se termine forcément par la règle unique qui correspond àε car le
système de typage syntaxique est dirigé par la syntaxe.

• Si ε est une variable, le résultat est trivial.

• Si ε est une constantea, il découle de l’hypothèse (HYP-̃a) : J̃aK = a.

• Si ε est une primitivef , soitn l’arité de f . Fixons une valuation quelconqueρ̂ ∈ J1̂K. Considérons
un élément quelconquet ′ ∈ J f̃ K. Par l’hypothèse (HYP- f̃ ), il existet, t0, t0

1, . . . , t0
n tels quet → t0 6

t ′ (2), pour touti , Tuplen ·i (t) = t0
i (3) et pour tousa1 ∈ t0

1, . . . , an ∈ t0
n , f (a1, . . . , an) ∈ t0 (4). Les

équations(4) et (3) constituent les prémisses de la règle (PRIMITIVE A), dont on déduit le jugement
ρ̂; ρ̂J0K ` f : t → t0 (5). On peut appliquer la règle (SUBA) à (5) et (2) et déduireρ̂; ρ̂J0K ` f : t ′.
On a montré ce dernier jugement pour toutt ′ ∈ J f̃ K. Comme l’hypothèse (HYP- f̃ ) nous impose que
J f̃ K soit non-vide, on peut appliquer la règle (GENA) pour conclure.

• Si ε est un accesseurC ·`, alors le jugement(1) est nécessairement de la forme1̂; 0 ` ε : C̃ ·`.
Le schémaσ = C̃ ·` est supposé clos et par l’hypothèse (HYP-#̃C), on a Jσ K 6= ∅. Ensuite, l’hy-
pothèse (HYP-C̃ ·`) nous permet d’écrireJσ K =

{
t → C ·`(t)

}
. Fixons une valuation quelconque

ρ̂ ∈ J1̂K et considérons un élémentt → C ·`(t) ∈ Jσ K. Par la règle (GETA), on aρ̂; ρ̂J0K ` ε :
t → C ·`(t). On a montré ce dernier jugement pour tout élément de l’ensemble non-videJσ K. On
peut donc appliquer la règle (GENA) pour conclureρ̂; ρ̂J0K ` ε : Jσ K. On conclut en remarquant que
σ étant clos,Jσ K = ρ̂Jσ K.
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• Si ε est un objet de la formeC {`i = εi }, alors la règle appliquée pour déduire le jugement(1) est
forcément (OBJETV ). Les prémisses de cette règle nous assurent que pour touti , 1̂; 0 ` εi : σi (6),
qu’il existe deux variablesα ‖= β ‖= dom(1̂) telles queσ puisse s’ecrire :

σ = ∀α : α ∈ #̃C ∧

n∧

i=1

∃β : (σi 6∃ β ∧ α → β 6∃ C̃ ·`i ) . α(7)

et que1̂ ` σ (8). Fixons ρ̂ ∈ J1̂K. Par définition de(8), on sait queρ̂Jσ K 6= ∅. Par ailleurs, on
peut appliquer l’hypothèse d’induction à chacune des sous-expressionsεi sachant(6). On déduit que
ρ̂; ρ̂J0K ` εi : ρ̂Jσi K (9). Considérons maintenant un élément quelconquet ∈ ρ̂Jσ K. D’après la
définition deσ et le choix des variablesα et β, on sait quet ∈ J#̃CK (10) et que pour touti , il existe
ti tel que ρ̂Jσi K 6∃ ti (11) et t → ti 6∃ JC̃ ·`i K (12). Appliquons la règle (SUB]) à (9) et (11). Il
vient ρ̂; ρ̂J0K ` εi : ti (13). Par(12), on sait par ailleurs qu’il existe un élément deJC̃ ·`i K surtype
de t → ti . Par l’hypothèse (HYP-C̃ ·`), on sait qu’il est nécessairement de la formeui → C ·`i (ui ),
de sorte qu’on at → ti 6 ui → C ·`i (ui ) (14). L’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) appliqué à(14)
nous permet de déduire queti 6 C ·`i (ui ) (15) et ui 6 t (16). Par l’hypothèse (HYP-#̃C) et en
considérant(10), on sait quet ∈ #C (17). t est donc dans le domaine deC ·`i . Sachant(16) et par
l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS), on déduit queC ·`i (ui ) 6 C ·`i (t) (18). Par deux applications
de la règle (SUBA) à (13) et (15), puis à(18), on déduit queρ̂; ρ̂J0K ` εi : C ·`i (t) (19). On peut
maintenant appliquer la règle (OBJETA) à (17) et (19). Il vient doncρ̂; ρ̂J0K ` ε : t . On a montré
ce dernier jugement pour toutt ∈ ρ̂Jσ K, ensemble non-vide. On peut donc appliquer la règle (GENA)
pour conclure.

• Si ε est une application de la formeε1 ε2, la règle appliquée pour typerε est (APPV ). Voici ses
prémisses : pour chaquei = 1, 2, on a1̂; 0 ` εi : σi (20), le schémaσ vaut∀αβ : σ1 6∃ α → β ∧

σ2 6∃ α .β (21) avecα ‖=β ‖=dom(1̂) et1̂ ` σ (22). Fixons-nous une valuation quelconqueρ̂ ∈ J1̂K.
En appliquant l’hypothèse d’induction àεi et sachant(20), il vient ρ̂; ρ̂J0K ` εi : ρ̂Jσi K (23). Par
définition de(22), on sait par ailleurs quêρJσ K 6= ∅. Considérons alors un élément quelconque
t ′ ∈ ρ̂Jσ K. La définition deσ et le choix des variablesα etβ nous assurent qu’il existet , interprétation
de α, tel queρ̂Jσ1K 6∃ t → t ′ (24) et ρ̂Jσ2K 6∃ t (25). En appliquant la règle (SUB]) à (23) pour
i = 1 et (24), il vient ρ̂; ρ̂J0K ` ε1 : t → t ′ (26). De même sur(23) pour i = 2 et (25), on a
ρ̂; ρ̂J0K ` ε2 : t (27). On peut donc appliquer (APP) à (26) et (27) et déduireρ̂; ρ̂J0K ` ε1 ε2 : t ′.
On a montré ce dernier jugement pour tout monotypet ∈ ρ̂Jσ K, ensemble non-vide. On peut donc
appliquer la règle (GENA) pour conclure.

• Si ε est une fonction de la formefun x : τ ⇒ ε′, la règle appliquée pour déduire(1) est forcé-
ment (FUNV ) et on a1̂; 0[x : τ ] ` ε′: σ ′ (28) etσ = ∀α : σ ′ 6∃ α . τ → α avecα ‖= dom(1̂). Consi-
dérons une valuation̂ρ ∈ J1̂K. Comme0[x : τ ] est toujours satisfiable danŝ1, on peut appliquer
l’hypothèse d’induction surε′ et (28). On sait donc quêρ; ρ̂J0K[x : ρ̂JτK] ` ε′ : ρ̂Jσ

′K (29). Considé-
rons maintenant un élément quelconquet ∈ ρ̂Jσ K. Commeα est convenablement choisie pour éviter
les captures, il existe donct ′ (la valeur deα) tel queρ̂Jσ

′K 6∃ t ′ (30) et t = ρ̂Jτ → αK, c’est-à-dire
t = ρ̂JτK → t ′ (31). En appliquant la règle (SUB]) à (29) et (30), il vient ρ̂; ρ̂J0K[x : ρ̂JτK] ` ε′ : t ′.
On peut alors appliquer la règle (FUNA) à ce dernier jugement et déduireρ̂; ρ̂J0K ` ε : ρ̂JτK → t ′,
c’est-à-dire, en utilisant l’égalité(31), ρ̂; ρ̂J0K ` ε : t (32). Par définition du système semi-algébrique,
le jugement(29) ne peut être valable que siρ̂Jσ

′K 6= ∅. La définition deσ implique clairement que
ρ̂Jσ K 6= ∅. Comme on a montré le jugement(32) pour tout élémentt de ρ̂Jσ K, ensemble non-vide, on
peut appliquer la règle (GENA) pour conclure.

• Si ε est de la formelet x = ε1 in ε2, la règle appliquée pour déduire le jugement(1) est
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forcément (LETV ) et on a1̂; 0 ` ε1 : σ1 (33) et 1̂; 0[x : σ1] ` ε2 : σ (34). On peut appliquer
l’hypothèse d’induction àε1 sachant(33). On en déduit que pour toute valuationρ̂ ∈ J1̂K, on a
ρ̂J0K; ε1 ` ρ̂JT t1K : (35). Ce jugement implique nécessairement queρ̂Jσ1K est non-vide, ce qu’on
a montré pour tout̂ρ ∈ J1̂K. Par définition, on a donĉ1 ` σ1 et donc1̂ ` 0[x : σ1] (36). Fixons
maintenant une valuation̂ρ ∈ J1̂K. On peut appliquer l’hypothèse d’induction àε2 sachant(34)
et (36). On en déduit quêρ; ρ̂J0[x : σ1]K ` ε2 : ρ̂Jσ K, c’est-à-direρ̂; ρ̂J0K[x : ρ̂Jσ1K] ` ε2 : ρ̂Jσ K. On
conclut, en appliquant la règle (LETA), queρ̂; ρ̂J0K ` ε : ρ̂Jσ K.

• Si ε est de la formefix x : σ ⇒ ε′, la règle appliquée pour déduire le jugement(1) est forcé-
ment (FIX V ) et on a :1̂ ` σ (37), 1̂; 0[x : σ ] ` ε′ : σ ′ (38) et 1̂ ` σ ′ 6] σ (39). Par (37) et
comme on a déjà̂1 ` 0, on peut écrire1̂ ` 0[x : σ ]. On peut donc appliquer l’hypothèse d’induc-
tion surε′. Pour toute valuation̂ρ ∈ J1̂K, on déduit queρ̂; ρ̂J0[x : σ ]K ` ε′ : ρ̂Jσ

′K, c’est-à-dire
ρ̂; ρ̂J0K[x : ρ̂Jσ K] ` ε′ : ρ̂Jσ

′K (40). Par définition de(39), on sait quêρJσ ′K 6]
ρ̂Jσ K (41). On peut

alors appliquer la règle (SUB]) à (40) et (41) pour déduireρ̂; ρ̂J0K[x : ρ̂Jσ K] ` ε′ : ρ̂Jσ K. On conclut
en appliquant (FIX A).

• Si ε est de la forme∀V : κ.ε′, alors la règle appliquée pour déduire(1) est nécessairement (INTROV ).
Les prémisses de cette règle sont1̂ ` ∃V : κ (42), 1̂ ⊗ {V : κ}; 0 ` ε′ : σ ′ (43), V̂ ‖= V et σ =

∀V, α : κ ∧ σ ′ 6∃ α . α (44) avecα ‖= dom(1̂)∪V. Fixons nous une valuation̂ρ ∈ J1̂K et considérons
un élément quelconquet ρ̂Jσ K. Par la propriété(44) et compte-tenu du choix de la variableα, on sait
qu’il existeρ ∈ ρ̂J{V : κ}K telle queρ̂⊕ρJσ

′K 6∃ t (45). Par la caractérisation du produit des contextes
1̂ et {V : κ}, on a d’autre part̂ρ ⊕ ρ ∈ J1̂ ⊗ {V : κ}K. Par ailleurs,̂ρ⊕ρJ0K = ρ̂J0K car V̂ ‖= V. On
a donc toujourŝ1 ⊗ {V : κ} ` 0. On peut donc appliquer l’hypothèse d’induction àε′ sachant(43).
Il vient ρ̂ ⊕ ρ; ρ̂J0K ` ε′ : ρ̂⊕ρJσ

′K (46). En appliquant la règle (SUB]) à (46) et (45), on sait que
ρ̂ ⊕ ρ; ρ̂J0K ` ε′ : t (47). Par définition de(42), on sait d’autre part quêρJ∃V : κK est vrai. On peut
alors appliquer la règle (INTROA) à (46) et tous les jugements(47) pour déduireρ̂; ρ̂J0K ` ε : t .
On a montré ce dernier jugement pour toutt ∈ ρ̂Jσ K. Enfin, la condition(42) assurant quêρJσ K est
non-vide, on peut appliquer la règle (GENA) pour conclure.

• Si ε est une méthodemeth : τ → τ ′
{
π j ⇒ ε j

}
, c’est la règle (METHV ) qui a été appliquée pour

déduire le jugement(1). Ses prémisses sont1̂ ` τ → τ ′ FG π1; . . . ; πk (48) et, pour toutj ∈ [1, k],
1̂; 0 ` π j ⇒ ε j : τ → τ ′ (49). Ce dernier jugement est nécessairement obtenu par la règle (CASV )
et on a les prémisses suivantes :` π j : τ j ; 1 j ; 0 j , dom(1̂) ‖= dom(1 j ), 1̂ j = 1̂ ⊗ 1 j ⊗ τ j 6 τ ,
1̂ j ; 0 ⊕ 0 j ` ε j : σ j (50) et 1̂ j ` σ j 6] τ ′ (51). Fixons nous une valuation̂ρ ∈ J1̂K et considérons
un jugement quelconque deρ̂JτK ` π j : t ′′; G j (52). Par le lemme 6.2, on sait qu’il existeρ j ∈ J1 j K
telle queG j 6]

ρ j J0 j K (53) et t ′′ 6 ρ j Jτ j K 6 ρ̂JτK. Posons maintenant̂ρ j = ρ̂ ⊕ ρ j . Comme

dom(1̂) ‖= dom(1 j ), ρ̂ j coïncide avecρ̂ sur V̂ et avecρ j sur V j . On a doncρ̂ j Jτ j K 6 ρ̂ j JτK et

commeρ̂ ∈ J1̂K et ρ j ∈ J1 j K, on a finalementρ̂ j ∈ J1̂ j K. Par le même argument,ρ̂ j J0K =

ρ̂J0K, ce qui est en fait valable pour toutêρ j ∈ J1̂ j K, ce qui signifie que1̂ j ` 0. Comme par
ailleurs,0 j est uniquement composé de monotype, on a aussi1̂ j ` 0 ⊕ 0 j (54). On peut maintenant
appliquer l’hypothèse d’induction àε j sachant(50) et (54). Il vient ρ̂ j ; ρ̂ j J0 ⊕ 0 j K ` ε j : ρ̂ j Jσ j K (55).
L’environnement de typagêρ j J0 ⊕ 0 j K vaut ρ̂ j J0K ⊕ ρ̂ j J0 j K. Compte-tenu du choix des variables, il
vaut aussîρJ0K⊕ρ j J0 j K. De(53), on déduit alorŝρJ0K⊕G j 6]

ρ̂J0K⊕ρ j J0 j K (56). Par le lemme 6.1
(subsomption sur les environnements de typage) appliqué à(55) et (56), on saitρ̂ j ; ρ̂J0K ⊕ G j `

ε j : ρ̂ j Jσ j K (57). D’après la définition de(51), on sait queρ̂ j Jσ j K 6]
ρ̂ j Jτ

′K (58). On peut alors
appliquer (SUB]) à (57) et (58) pour déduireρ̂ j ; ρ̂J0K ⊕ G j ` ε j : ρ̂ j Jτ

′K (59). Pour être valable,

le jugement(1) nécessite queftv(ε) ⊆ dom(1̂). Donc τ ′ ne peut contenir que des variables de1̂

et commeρ̂ j coïncide avecρ̂ sur V̂, on a ρ̂ j Jτ
′K = ρ̂Jτ

′K. Par ailleurs,ftv(ε j ) ⊆ ftv(ε), donc le



6.7. COMPLÉTUDE 101

jugement(59) est aussi valable dans la valuationρ̂. On a finalement̂ρ; ρ̂J0K ⊕ G j ` ε j : ρ̂Jτ
′K. On

a montré ce dernier jugement pour toute instance du jugement(52), ce qui nous permet d’appliquer
la règle (CASA) et déduireρ̂; ρ̂J0K ` π j ⇒ ε j : ρ̂JτK → ρ̂Jτ

′K (60). Par ailleurs, la définition
de(48) implique ρ̂JτK → ρ̂Jτ

′K FG π1; . . . ; πk (61). Les jugements(60) et la propriété(61) permettent
finalement de conclurêρ; ρ̂J0K ` ε : ρ̂Jτ → τ ′K. ¥

6.7 Complétude

LEMME 6.4.Pour tout motifπ et tout ensemble de variablesV̂, on peut calculer un monotypeτ , un
contexte1 et un environnement0 tels què π : τ ; 1; 0 et V̂ ‖= dom(1)

Démonstration. Aucun test algébrique n’intervient dans les règles de typage syntaxiquedes motifs. Il
suffit donc de parcourir mécaniquement la structure du motifπ , en choisissant toujours les variables
de type « fraîches », c’est-à-dire hors deV̂ et du domaine de tous les contextes1 engendrés jusqu’au
moment où on choisit la variable. ¥

LEMME 6.5.Si ` π : τ ; 1; 0, alors, pour toutρ ∈ J1K, ρJτK ` π : ρJτK; ρJ0K.

Démonstration. Par induction sur la dérivation dè π : τ ; 1; 0. Considérons la dernière règleR
appliquée :

• Si R = (π -UNIVERSELV ), alorsπ est le motif universel _ et0 = ∅. On peut appliquer directement
la règle (π -UNIVERSEL) pour déduire directementρJτK ` π : ρJτK; ∅.

• Si R = (π -PRIMV ), alorsπ est un motif primitif$ , on a1 = {α : α ∈ $̃ }, τ = α et0 = ∅. Toute
valuationρ ∈ J1K est donc de la forme [α 7→ t ] avect ∈ J$̃ K. Par l’hypothèse (HYP-$̃ ), on sait
donc quet ∈ $ . Par définition de ce dernier ensemble, il existe donc une constantea ∈ $ (1) telle
quet = a. En appliquant la règle (π -PRIM) à (1), on obtienta ` $ : a; ∅, c’est-à-diret ` $ : t; ∅.
Par ailleurs, commeτ = α, on remarque quet = ρJτK et on a donc bienρJτK ` $ : ρJτK; ∅.

• Si R = (π -LIEURV ), alorsπ est de la formeπ ′ as x et on a0 = 0′[x : τ ] avec` π ′ : τ ; 1; 0′.
Considérons alors une valuation quelconqueρ ∈ J1K. Par l’hypothèse d’induction, on aρJτK `

π ′ : ρJτK; ρJ0
′K. En appliquant la règle (π -LIEUR) à ce dernier jugement, on en déduit queρJτK `

π : ρJτK; ρJ0
′K[x : ρJτK]. On conclut en remarquant queρJ0

′K[x : ρJτK] = ρJ0K.

• Si R = (π -CLASSEV ), alorsπ est de la forme #C {`i = πi }. Pour touti , on a` πi : τi ; 1i ; 0i (2),
le monotypeτ est une variableα, le contexte1 vaut 1 = 11 ⊗ · · · ⊗ 1n ⊗ {α : κ} (3) avec
κ = α ∈ #̃C ∧

∧n
i=1 α → τi 6∃ C̃ ·`i et on a finalement la condition dom(11) ‖= . . . dom(1n) ‖=α (4).

Considérons une valuation quelconqueρ ∈ J1K. La définition(3) et la caractérisation des produits
de contextes impose que cette valuation soit de la formeρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρn ⊕ [α 7→ t ] avec cha-
cune desρi dansJ1i K et t satisfaisant la contrainteκ, c’est-à-direρJκK (5). Appliquons mainte-
nant l’hypothèse d’induction à chacune des dérivations(2) et des valuationsρi . Pour chaquei , on
obtient : ρi Jτi K ` πi : ρi Jτi K; ρi J0i K. Grâce à la condition(4), on constate que la valuationρ coïn-
cide avec chaqueρi sur le domaine de celle-ci. On a donc aussiρJτi K ` πi : ρi Jτi K; ρJ0i K (6). Par
ailleurs, le fait queκ est vraie (interprétation(5)) signifie quet ∈ ρJ#̃CK (7) et que pour chaquei ,
t → ρi Jτi K 6∃ JC̃ ·`i K (8). L’hypothèse (HYP-#̃C) appliquée à(7) nous dit quet ∈ #C (9). Par ailleurs,
l’hypothèse (HYP-C̃ ·`) appliqué à(8) nous dit que pour chaquei , il existe un monotype algébrique
ui tel quet → ρi Jτi K 6 ui → C ·`i (ui ) (10). En appliquant l’axiome (FLÈCHE-VARIANCE) à (10),
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il vient ρi Jti K 6 C ·`i (ui ) (11) et ui 6 t (12). D’autre part, par(9), on sait quet est dans#C, qui est
le domaine deC ·`i . DoncC ·`i (t) est bien défini. En appliquant l’axiome (CHAMPS-COVARIANTS)
à (12), il vient alorsC ·`i (ui ) 6 C ·`i (t) (13). Par transitivité de la relation de sous-typage appliquée
à (11) et (13), on obtientρi Jti K 6 C ·`i (t) (14). On peut alors appliquer la règle (π -SUB) à (6) et (14)
pour déduireC ·`i (t) ` πi : ρi Jτi K; ρJ0i K (15). Enfin, en appliquant (π -CLASSE) à (9) et à chacun des
jugements(15), on déduitt ` π : t; ρJ01K ⊕ · · · ⊕ ρJ0nK. On conclut en remarquant quet vautρJτK
et queρJ01K ⊕ · · · ⊕ ρJ0nK = ρJ0K.

• Si R = (π -SOUS-CLASSEV ), alorsπ est de la forme #π ′ où π ′ est un motif de la formeC {. . .}.
Les prémisses de la règle nous disent que le monotypeτ est une variableα, qu’il existe un contexte
1′ tel queα ‖= dom(1′), ` π ′ : τ ; 1′; 0 (16) et 1 = 1′ ⊗ {α : α 6 τ }. Considérons une valuation
ρ ∈ J1K. Par caractérisation du produit des contextes,ρ est nécessairement de la formeρ ′ ⊕ [α 7→ t ]
où ρ ′ ∈ J1′K et t 6 ρ′JτK (17). Appliquons l’hypothèse d’induction à(16) et à la valuationρ ′. Il
vient ρ′JτK ` π ′ : ρ′JτK; ρ′J0K. Commeρ et ρ ′ coïncident sur le domaine deρ ′, on a aussiρJτK `

π ′ : ρJτK; ρJ0K (18). Appliquons alors la règle (π -SOUS-CLASSE) à (17) et (18) pour déduiret `

π ′ : t; ρJ0K. On conclut en remarquant quet = ρJτK. ¥

On dit queε estV̂-NORMALE si quandε est une expression de la forme∀V : κ . ε′, on aV̂‖=V etε′

estV̂ ∪ V-normale et dans les autres cas toutes les sous-expressions deε sont également̂V-normale.
Intuitivement, une expressionε estV̂-normale s’il n’y a pas de masquage de variables de types dansε

et si toutes les variables introduites sont en dehors deV̂.

LEMME 6.6 (COMPLÉTUDE). Soit 1̂ = {V̂ : κ̂} un contexte etε une expression̂V-normale. Si pour
tout ρ̂ ∈ J1̂K, il existe un polytype algébriqueTρ̂ tel queρ̂; ρ̂J0K ` ε : Tρ̂ (1), alors il existe un
schéma de typeσ tel que1̂; 0 ` ε: σ et pour toutρ̂, ρ̂Jσ K 6] Tρ̂ .

Démonstration. Notons que l’ensembleJ1̂K peut très bien être vide. On procède par induction sur la
structure deε. Remarquons d’abord qu’on peut se limiter au cas où chacun jugement(1) admet une
dérivation simple. Si ce n’est pas le cas, on peut en effet appliquer le lemme de simplification 4.2 et
trouver, pour chaquêρ, une dérivation simple dêρ; ρ̂J0K `0 ε : T ′

ρ̂
telle queT ′

ρ̂
6] Tρ̂ . En supposant

qu’on puisse en déduire qu’il existeσ tel que1̂; 0 ` ε: σ et ρ̂Jσ K 6] T ′
ρ̂
, alors on a aussiρ̂Jσ K 6] Tρ̂ ,

par transitivité de6].

Supposons donc que tous les jugements(1) admettent une dérivation simple notéeρ̂; ρ̂J0K `0 ε :
Tρ̂ (2). La dernière règle appliquée dans ces dérivations est alors déterminéepar la nature de l’expres-
sionε et est donc identique pour toutes les valuationsρ̂. On examine alors tous les cas possibles pour
ε.

• Si ε est de la forme∀V : κ . ε′, l’hypothèse queε est V̂-normale signifie quêV ‖= V et queε′

estV̂ ∪ V-normale. Les dérivations simples(2) terminent forcément toutes par la règle (INTROA) et
donc, pour toutρ̂ ∈ J1̂K, on a ρ̂J{V : κ}K 6= ∅ (3). Pour toutρ ∈ ρ̂J{V : κ}K, il existe de plus un
polytype algébriqueT ′

ρ̂,ρ
tel queρ̂ ⊕ ρ; ρ̂J0K ` ε′ : T ′

ρ̂,ρ
(4) et l’ensemble de tous lesT ′

ρ̂,ρ
est tel que

Tρ̂ =
⋃

ρ∈ρ̂J{V: κ}K T ′
ρ̂,ρ

(5). Considérons maintenant le contexte1̂′ = 1̂⊗{V : κ}. Par la caractérisation

des produits de contextes, tout élémentρ̂ ′ ∈ J1̂′K est de la formêρ⊕ρ avecρ̂ ∈ J1̂K etρ ∈ ρ̂J{V : κ}K.
Commeρ̂ et ρ̂ ′ coïncident sur̂V, on a d’autre part̂ρJ0K = ρ̂′J0K. On peut donc réécrire le jugement(4)
sous la formêρ ′; ρ̂′J0K ` ε : T ′

ρ̂,ρ
. Ce dernier jugement a été montré quel que soitρ̂ ′ ∈ J1̂′K. On peut

donc appliquer l’hypothèse d’induction àε′ et déduire qu’il existe un schéma de typeσ ′ tel que
1̂′; 0 ` ε′ : σ ′ (6) et tel que, pour toutêρ ⊕ ρ ∈ J1̂′K, on ait ρ̂⊕ρJσ

′K 6] Tρ̂,ρ (7). D’autre part, la
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propriété(3) signifie, par définition,1̂ ` ∃V : κ (8). Appliquons maintenant la règle (INTROV ) à (8)
et (6). On déduit1̂; 0 ` ε: σ avecσ = ∀V, α : κ ∧ σ ′ 6∃ α . α oùα est choisie telle queα 6∈ V̂ ∪ V.
Considérons maintenant un élément quelconquet ∈ Tρ̂ . Par définition deTρ̂ (équation(5)), on sait
qu’il existe ρ ∈ ρ̂J{V : κ}K telle quet ∈ T ′

ρ̂,ρ
. Par(7), il s’en suit qu’il existet ′ ∈ ρ̂⊕ρJσ

′K tel que
t ′ 6 t , c’est-à-dire quêρ⊕ρJσ

′K 6∃ t (9). Posons maintenantρ ′′ = ρ ⊕ [α 7→ t ]. On at = ρ̂⊕ρ′′JαK,
l’inégalité (9) signifie queρ̂⊕ρ′′Jσ ′ 6∃ αK est vrai et enfin,̂ρ⊕ρ′′JκK est vrai carρ ∈ ρ̂J{V : κ}K. En fin
de compte, on a donct ∈ ρ̂Jσ K. On a donc prouvé queTρ̂ ⊆ ρ̂Jσ K, ce qui impliqueρ̂Jσ K 6] Tρ̂ , ce
qu’il fallait démontrer.

• Si ε est une application de la formeε1 ε2, alors toutes les dérivations simples de(2) terminent
forcément par la règle (APPA). Le polytypeTρ̂ est alors un monotypeTρ̂ = t ′

ρ̂
(10) et on a les jugements

ρ̂; ρ̂J0K ` ε1 : tρ̂ → t ′
ρ̂

(11) et ρ̂; ρ̂J0K ` ε2 : tρ̂ (12). Ces deux derniers jugements étant valables quel

que soitρ̂ ∈ J1̂K, on peut appliquer l’hypothèse d’induction àε1 et ε2. D’une part, il existe donc un
schéma de typeσ1 tel que1̂; 0 ` ε1: σ1 (13) et pour toutρ̂ ∈ J1̂K, ρ̂Jσ1K 6] tρ̂ → t ′

ρ̂
(14). D’autre

part, il existeσ2 tel que1̂; 0 ` ε2: σ2 (15) et pour toutρ̂, ρ̂Jσ2K 6] tρ̂ (16). Choisissons maintenant
deux variables de typeα etβ fraîches , c’est-à-dire telles queα‖=β‖=V̂. Posonsρ = [α 7→ tρ̂; β 7→ t ′

ρ̂
].

Les inéquations(14) et (16) montrent que l’interprétation̂ρ⊕ρJσ1 6∃ α → β∧σ2 6∃ αK (17) est vraie.
Posonsσ = ∀αβ : σ1 6∃ α → β∧σ2 6∃ α.β. D’après(17), on sait quet ′

ρ̂
∈ ρ̂Jσ K, ce qu’on peut aussi

écrireρ̂Jσ K 6] t ′
ρ̂

(18). L’interprétation du schémaσ dansρ̂ est donc non-vide(19). En appliquant la

règle (APPV ) à (13), (15) et (19), on conclut1̂; 0 ` ε1 ε2: σ .

• Si ε est une fonction de la formefun x : τ ⇒ ε′, alors la dernière règle appliquée dans toutes
les dérivation de(2) est forcément (FUNA). Pour touteρ̂ ∈ J1̂K, le polytypeTρ̂ est donc de la forme
ρ̂JτK → tρ̂ (20) et on aρ̂; G[x : ρ̂JτK] ` ε′ : tρ̂ (21). On peut appliquer l’hypothèse d’induction àε′

et à(21) et déduire qu’il existe un schéma de typeσ ′ tel que1̂; 0[x : τ ] ` ε′: σ ′ (22) et tel que pour
touteρ̂ ∈ J1̂K, on ait ρ̂Jσ

′K 6] tρ̂ (23). Choisissons une variable de typeα fraîche, c’est-à-dire telle
queα ‖= V̂. En appliquant la règle (FUNV ) à (22) et en posantσ = ∀α : σ ′ 6∃ α . τ → α, il vient
1̂; 0 ` ε : σ (24). Prenons maintenant une valuation quelconqueρ̂ ∈ J1̂K. (23) peut aussi s’écrire
ρ̂Jσ

′K 6∃ tρ̂ (25). En utilisant la valuationρ = [α 7→ tρ̂ ], on constate quetρ̂ ∈ ρ̂Jσ K, c’est-à-dire que
ρ̂Jσ K 6] Tρ̂ .

• Si ε est une variable, le résultat est trivial.

• Si ε est un accesseur de la formeC ·`, alors on a toujours la dérivation syntaxique1̂; 0 ` C · :̀ C̃ ·`.
Par ailleurs, la dernière règle appliquée dans toutes les dérivations(2) étant forcément (GETA), on a
Tρ̂ = t → C ·`(t) pour un certain monotypet . Par l’hypothèse (HYP-C̃ ·`), on a alorsTρ̂ ∈ Jσ K et
doncρ̂Jσ K 6] Tρ̂ .

• Si ε est de la formelet x = ε1 in ε2, alors les dérivations simples de(2) terminent forcément
par (LETA). Pour toute valuation̂ρ ∈ J1̂K, il existe doncT1

ρ̂
tel que ρ̂; ρ̂J0K ` ε1 : T1

ρ̂
(26) et

ρ̂; ρ̂J0K[x : T1
ρ̂

] ` ε2 : Tρ̂ . Appliquons l’hypothèse d’induction àε1 et à(26). On peut donc trouver un

schémaσ1 tel que1̂; 0 ` ε1: σ1 (27) et ρ̂Jσ1K 6] T1
ρ̂

(28). De cette dernière inégalité, on déduit que

ρ̂J0[x : σ1]K 6]
ρ̂J0K[x : T1

ρ̂
] (29). On peut alors appliquer le lemme 6.1 à(27) et (29), ce qui nous

donneρ̂; ρ̂J0[x : σ1]K ` ε2 : Tρ̂ (30). Appliquons maintenant l’hypothèse d’induction àε2 et (30).
On peut donc trouver un schémaσ2 tel que1̂; 0[x : σ1] ` ε2: σ2 (31) et tel que pour toutêρ, on ait
ρ̂Jσ2K 6] Tρ̂ . On conclut finalement en appliquant la règle (LETV ) à (27) et (31).

• Si ε est une expression récursive de la formefix x : σ ⇒ ε′, alors toutes les dérivations(2) se
terminent forcément par la règle (FIX A). On a doncρ̂; ρ̂J0[x : σ ]K ` ε′ : ρ̂Jσ K (32). Appliquons
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l’hypothèse d’induction àε′ et à(32). Il existe donc un schémaσ ′ tel que1̂; 0[x : σ ] ` ε′: σ ′ (33)
et ρ̂Jσ

′K 6]
ρ̂Jσ K (34). Du jugement(32), on déduit queρ̂Jσ K n’est jamais vide. On a donĉ1 `

σ (35). D’autre part, la conjonction de toutes les inéquations(34) est par définition équivalente à
1̂ ` σ ′ 6] σ (36). On peut finalement appliquer la règle (FIX V ) à (33), (35) et (36) pour conclure
1̂; 0[x : σ ] ` ε: σ .

• Si ε est un objet de la formeC {`i = εi }, alors toutes les dérivations simples(2) se terminent forcé-
ment par la règle (OBJETA). Pour toute valuation̂ρ ∈ J1̂K, le polytypeTρ̂ est un monotypetρ̂ ∈ #C
et pour touti , on aρ̂; ρ̂J0K ` εi : C ·`i (tρ̂) (37). Appliquons l’hypothèse d’induction à chacune des
sous-expressionsεi et à(37). Il existe donc pour chaquei un schémaσi tel que1̂; 0 ` εi : σi (38)
et ρ̂Jσi K 6] C ·`i (tρ̂). Choisissons deux variablesα et β fraîches, c’est-à-dire telles queα ‖= β ‖= V̂ et
considérons le schéma suivant :

σ = ∀α : α ∈ #̃C ∧

n∧

i=1

∃β : (σi 6∃ β ∧ α → β 6∃ C̃ ·`) . α(39)

En posantρ = [α 7→ tρ̂ ], on a clairement̂ρ⊕ρJα ∈ #̃CK et, pour chaquei , tρ̂ → C ·`i (tρ̂) est
par l’hypothèse (HYP-C̃ ·`) dansJC̃ ·`i K. La valuationρ ′ = [β 7→ C ·`i (tρ̂)] nous montre donc que
l’interprétationρ̂Jσ1 6∃ β ∧ α → β 6∃ C̃ ·`i K est vraie. En fin de compte, on a donc montré que
tρ̂ ∈ ρ̂Jσ K et donc quêρJσ K 6] tρ̂ (40). Cela prouve queσ est bien non-vide dans toute valuationρ̂,
c’est-à-dire quê1 ` σ (41). En appliquant la règle (OBJETV ) à (38) et (41), on conclut1̂; 0 ` ε: σ .

• Si ε est une constantea, les dérivations simples de(2) terminent forcément par (CONSTANTEA)
et on aTρ̂ = a. Par ailleurs, on a toujourŝ1; 0 ` ε : ã, par la règle (CSTV ). On peut conclure en
remarquant que, par l’hypothèse (HYP-̃a), J̃aK = a.

• Si ε est une primitivef , les dérivations simples de(2) terminent forcément par (PRIMITIVE A). Tρ̂

est donc un monotype élément def . Par ailleurs on a toujourŝ1; 0 ` ε: f̃ , par la règle (PRIMV ). Par
l’hypothèse (HYP- f̃ ), on conclut queJ f̃ K 6] Tρ̂ .

• Il reste le cas oùε est une méthode de la formemeth : τ → τ ′
{
π j ⇒ ε j ; . . .

}
. Les dérivations

simples de(2) se terminent forcément par la règle (METHA). Pour touteρ̂ ∈ J1̂K, le polytypeTρ̂ est
donc égal au monotypêρJτK → ρ̂Jτ

′K (42), on a le test de couvertureρ̂Jτ → τ ′K FG π1; . . . ; πk (43)
et pour toutj , on aρ̂; ρ̂J0K ` (π j ⇒ ε j ) : ρ̂JτK → ρ̂Jτ

′K (44) Fixons maintenant un indicej . Par la
règle (CASA), le jugement(44) est vrai si et seulement si :

∀t ′
j , G j , (ρ̂JτK ` π j : t ′

j ; G j ) ⇒ (ρ̂; ρ̂J0K ⊕ G j ` ε j : ρ̂Jτ
′K)(45)

Par le lemme 6.4, on sait qu’il existeτ j , 1 j et0 j tels que1 j ‖=1̂ (46) et` π j : τ j ; 1 j ; 0 j (47). Posons
1̂ j = 1̂⊗1 j ⊗ τ j 6 τ et considérons une valuation̂ρ j quelconque dansJ1̂ j K. Par la caractérisation
des produits,ρ̂ j est nécessairement de la formeρ̂ ⊕ ρ j avec ρ̂ ∈ J1̂K, ρ j ∈ J1 j K et ρ j Jτ j K 6

ρ̂JτK (48). Appliquons maintenant le lemme 6.5 à la valuationρ j ∈ J1 j K et au jugement(47). On
obtient ρ j Jτ j K ` π j : ρ j Jτ j K; ρ j J0 j K (49). En appliquant la règle (π -SUB) à (48) et à (49), il vient
ρ̂JτK ` π j : ρ j Jτ j K; ρ j J0 j K (50). L’implication (45) appliquée à(50) nous permet alors de déduire
ρ̂; ρ̂J0K⊕ρ j J0 j K ` ε j : ρ̂Jτ

′K (51) Commeρ̂‖=ρ j , l’environnement dans ce dernier jugement est égal à
ρ̂ j J0⊕0 j K. Par ailleurs, le jugement(51) est également valide dans la valuationρ̂ j car celle-ci coïncide
avecρ̂ sur le domaine dêρ. Finalement, on peut donc écrirêρ j ; ρ̂ j J0 ⊕ 0 j K ` ε j : ρ̂ j Jτ

′K (52). Le

jugement(52) a été montré pour toute valuationρ̂ j ∈ J1̂ j K. On peut appliquer l’hypothèse d’induction
à ε j et à(52). Il existe donc un schéma de typeσ j tel que1̂ j ; 0 ⊕ 0 j ` ε j : σ j (53) et tel que pour
toute valuationρ̂ j ∈ J1̂ j K, on ait ρ̂ j Jσ j K 6]

ρ̂ j Jτ
′K (54). Les inégalités(54) étant valables pour
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toute valuationρ̂ j , on a par définitionρ̂ j ` σ j 6] τ ′ (55). On peut maintenant appliquer la règle
syntaxique (CASV ) à (46), (47), (53) et (55) pour déduire1̂; 0 ` π j ⇒ ε j : τ → τ ′ (56). Par ailleurs,
le test de couverture(43) étant valable pour toute les valuationsρ̂ ∈ J1̂K, on a donc par définition
1̂ ` τ → τ ′ FG π1; . . . ; πk (57). En appliquant la règle (METHV ) à (57) et à tous les jugements(56),
on conclut1̂; 0 ` ε: σ . ¥

6.8 Traitement des masquages

Dans le lemme de complétude 6.5, on a supposé que l’expressionε est V̂-normale, ce qui per-
met de traiter commodémment l’introduction de variables de type. Nous allons maintenant montrer
comment toute expression peut être normalisée sans que cela change son typage dans le système semi-
algébrique. L’idée de la preuve consiste simplement à parcourir l’expression en renommant toutes les
variables introduites de façon à ce qu’un même nom de variable ne soit jamais utilisé pour référencer
deux variables différentes. Un compilateur effectuerait naturellement cette opération dans une pre-
mière passe d’analyse syntaxique, quand il remplace les identificateurs dans la syntaxe concrète par
des références vers des structures internes différentes pour chaque variable dans la syntaxe abstraite.
Il convient simplement de vérifier que cette opération ne change rien au typage, ce qui est fastidieux,
mais sans aucune difficulté.

Dans cette section, on appeleraÉLÉMENT SYNTAXIQUE DE TYPAGE, qu’on noteraθ , un mono-
type syntaxique, une contrainte, un schéma de types ou une expression annotée. Il est commode de
définir l’interprétation d’une expression annotéeε relativement à une certaine valuationρ̂ comme
l’ensemble des couples(G, T) tels queε ait le typeσ dans l’environnementG et la valuationρ̂ :

ρ̂JεK =
{
(G, T) | ρ̂; G ` ε : T

}
(6.18)

On appelleRENOMMAGE DE VARIABLES DE TYPESune fonction partielle injective à domaine
finie deVarsType versVarsType. Si V1 est le domaine d’un renommageR et V2 son codomaine,
alors R−1 est un renommage de domaineV2 et de codomaineV1. Si V1 et V2 sont deux ensembles
finis de variables de types, alors il existe un renommage de domaineV1 et de codomaine disjoint de
V2, carVarsType est supposé infini. On peut de plus imposer que ce renommage laisse inchangées
les variables qui sont dansV1 \ V2. Un de ces renommage est choisi arbitrairement et notéR(V1,V2).
On a donc :

dom(R(V1,V2)) = V1

codom(R(V1,V2)) ‖= V2

R(V1,V2)(α) = α si α ∈ V1 etα 6∈ V2

Un renommage s’applique à tout élément de typage. Pour simplifier, on supposera quand on ap-
plique le renommageR à l’élémentθ qu’on a toujoursftv(θ) ⊆ dom(R). L’application du renommage
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R à l’élémentθ est notée [R]θ et est définie par les équations suivantes :

[ R̂]α , R̂(α)

[ R̂](τ → τ ′) , [ R̂]τ → [ R̂]τ ′

[ R̂](c〈τ1, . . . , τn〉) , c〈[ R̂]τ1, . . . , [ R̂]τn〉

[ R̂]vrai , vrai

[ R̂](τ 6 τ ′) , [ R̂]τ 6 [ R̂]τ ′

[ R̂](p〈τ1, . . . , τn〉) , p〈[ R̂]τ1, . . . , [ R̂]τn〉

[ R̂](κ ∧ κ ′) , [ R̂]κ ∧ [ R̂]κ ′

[ R̂](∃V : κ) , ∃R(V) : [ R̂ ⊕ R]κ où R = R(V, codom(R̂))

[ R̂](∀V : κ . τ ) , ∀R(V) : [ R̂ ⊕ R]κ . [ R̂ ⊕ R]τ où R = R(V, codom(R̂))

[ R̂]x , x

[ R̂](ε1 ε2) , [R]ε1 [ R̂]ε2

[ R̂](fun x : τ ⇒ ε) , fun x : [ R̂]τ ⇒ [ R̂]ε

[ R̂](let x = ε1 in ε2) , let x = [ R̂]ε1 in [ R̂]ε2

[ R̂](fix x : σ ⇒ ε) , fix x : [ R̂]σ ⇒ [ R̂]ε

[ R̂](C {`i = εi }) , C
{
`i = [ R̂]εi

}

[ R̂]C ·` , C ·`

[ R̂]a , a

[ R̂] f , f

[ R̂](meth : τ → τ ′
{
π j ⇒ ε j

}
) , meth : [ R̂]τ → [ R̂]τ ′

{
π j ⇒ [ R̂]ε j

}

[ R̂](∀V : κ . ε) , ∀R(V) : [ R̂ ⊕ R]κ . [ R̂ ⊕ R]ε où R = R(V, codom(R̂))

Les lemme suivant expriment la propriété d’invariance attendue de l’application d’un renommage :

LEMME 6.7.Pour tout élément de typageθ , tout renommageR tel queftv(θ) ⊆ dom(R), et toute
valuationρ telle quecodom(R) ⊆ dom(ρ), alorsρ◦RJθK et ρJ[R]θK sont tous les deux bien définis et
égaux.

Démonstration. Si θ est un monotype, la preuve se fait par induction sur sa structure. Dans lecas où
c’est une variableα, on vérifie simplement que, d’après les hypothèses,ρ(R(α)) est bien défini et est
égal aux deux interprétations qu’on veut comparer. Les autres cas sont triviaux.

Si θ est une contrainte, on procède de même par induction sur sa structure. Leseul cas non-trivial
est celui où la contrainte vaut∃V : κ. Notons alorsR̂ = R(V, codom(R)). Prenons une valuation
quelconqueρ̂ de domaineV̂ = R̂(V). On vérifie facilement queftv(κ) ⊆ dom(R ⊕ R̂) et que
codom(R ⊕ R̂) ⊆ dom(ρ ⊕ ρ̂). Par l’hypothèse d’induction,ρ⊕ρ̂J[R ⊕ R̂]κK est donc équivalent
à (ρ⊕ρ̂)◦(R⊕R̂)JκK. Montrons maintenant que la valuationρ1 = (ρ ⊕ ρ̂) ◦ (R ⊕ R̂) coïncide avec
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ρ2 = (ρ ◦ R) ⊕ (ρ̂ ◦ R̂) sur toutes les variablesα ∈ ftv(κ). En effet, siα ∈ V, alorsα est dans le do-
maine deR̂, R̂(α) dans celui dêρ etρ1 etρ2 envoient toutes deuxα surρ̂(R̂(α)). Si en revancheα 6 V,
alorsα n’est pas dans le domaine deR̂, maisα ∈ ftv(∃V : κ). Par hypothèse, on a doncα ∈ dom(R) et
R(α) ∈ dom(ρ). ρ2(α) vaut doncρ(R̂(α)). Par ailleursR(α) ne peut être dans dom(ρ̂) car ce dernier
ensemble est aussi le codomaine deR̂ et celui-ci est supposé disjoint de codom(R). Doncρ1(α) vaut
égalementρ(R̂(α)). Les valuationsρ1 etρ2 coïncidant sur les variables libres deκ, on sait queρ1JκK

est équivalent àρ2JκK. On a donc montré que pour toute valuationρ̂ de domainêV, la valeur de vérité
deρ⊕ρ̂J[R ⊕ R̂]κK (1) est équivalente à celle de(ρ◦R)⊕(ρ̂◦R̂)JκK (2). Maintenant, siρJ[R](∃V : κ)K est

vrai, alors il existeρ̂ qui vérifie(1), donc qui vérifie aussi(2). Alors, ρ̂ ◦ R̂ est une solution qui montre
queρ◦RJ∃V : κK est vrai. Réciproquement, siρ◦RJ∃V : κK est vrai, il existeρ ′ de domaineV tel que
(ρ◦R)⊕ρ′JκK est vrai. En posant̂ρ = ρ ′ ◦ R̂−1, on obtient(2), donc(1) et doncρJ[R](∃V : κ)K est vrai.

Si θ est un schéma de types, on utilise le même argument que pour les contraintes dela forme
∃V : κ.

Si θ est une expression annotée, il s’agit de montrer que pour toutG et T , le jugementρ; G `

[R]ε : T est équivalent au jugementρ ◦ R; G ` ε : T . Montrons d’abord qu’on peut se contenter
de vérifier l’équivalence pour les dérivations simples de ces jugements. En effet, si on considère une
dérivation quelconque du premier jugement, alors il existe une dérivation simple de la formeρ; G `

[R]ε : T ′ avecT ′ 6] T . En supposant que cela nous permette de déduireρ ◦ R; G ` ε : T ′, il s’en
suit alors le jugementρ ◦ R; G ` ε : T . La réciproque est clairement vraie également. On procède
ensuite par induction sur la structure de l’expressionε et on montre l’équivalence des deux jugements
pour pour toute valuationρ et tout(G, T). Quandε ne contient pas d’annotation de type, la récursion
est triviale. Quandε contient une annotation de type, on peut utiliser les résultats prouvés plus haut
pour conclure. Le seul cas non-évident qui reste est donc quand l’expression est de la forme∀V : κ . ε.
Posons alorŝR = R(V, codom(R)) et V̂ = R̂(V). Par un argument identique à celui utilisé pour le
traitement de la contrainte∃V : κ, les deux jugements suivants sont toujours équivalents siρ̂ est une
valuation de domainêV :

ρ ⊕ ρ̂; G ` [R ⊕ R̂]ε : Tρ̂ ⇐⇒ (ρ ◦ R) ⊕ (ρ̂ ◦ R̂); G ` ε : Tρ̂(3)

De même, pour toute telle valuation̂ρ, on a aussi :

ρ̂ ∈ ρJ{V̂ : [R ⊕ R̂]κ}K ⇐⇒ ρ̂ ◦ R̂ ∈ ρ◦RJ{V : κ}K(4)

Supposons maintenant que le jugementρ; G ` [R](∀V : κ . ε) : T soit vrai et qu’il admette une
dérivation simple. Cette dérivation termine forcément par la règle (INTROA) et on a :

ρJ{V̂ : [R ⊕ R̂]κ}K 6= ∅(5)

∀ρ̂ ∈ ρJ{V̂ : [R ⊕ R̂]κ}K, ρ ⊕ ρ̂; G ` [R ⊕ R̂]ε : Tρ̂(6)

T =
⋃

Tρ̂(7)

Par (4), on sait que l’ensembleρ◦RJ{V : κ}K n’est pas vide car il contient̂ρ ◦ R̂. Par ailleurs, tout
élémentρ ′′ ∈ ρ◦RJ{V : κ}K peut s’écrire sous la formêρ ◦ R̂ en posant̂ρ = ρ ′′ ◦ R̂−1. Donc, pour toute
telle ρ ′′, on a, d’après(6) et (3), (ρ ◦ R) ⊕ ρ ′′; G ` ε : Tρ′′◦R̂−1. En appliquant la règle (INTROA), il
vient queρ◦; G ` ∀V : κ . ε : T . La réciproque se traite de la même façon. ¥

Comme son nom l’indique, un renommage a pour effet de renommer les variables libres d’un
élément syntaxique, mais, appliqué à une expression annotée, il peut également servir à normaliser
l’expression :
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LEMME 6.8.Si R̂ est un renommage de domaineV̂ et ftv(ε) ⊆ V̂, alors [R]ε est une expression
codom(R̂)-normale.

Démonstration. Découle de la définition de l’application dêR à une expression de la forme∀V : κ . ε.
Celle-ci est transformée en∀R(V) : [ R̂ ⊕ R]κ . [ R̂ ⊕ R]ε et le codomaineR(V) est supposé disjoint
de codom(R̂). Pour une preuve complète, il suffit de procéder par induction sur la structure deε. ¥

6.9 Conclusion

Démonstration du théorème 3. Nous composons maintenant l’ensemble des lemmes pour prouver le
théorème et décrire l’algorithme de réduction.

Étant donnée une expressionε close (sans variable ni variable de type libre), on commence par
calculer l’expressionε0 = []ε (l’application du renommage vide àε). Les définitions du renommage
montrent que cette opération est bien calculable et le lemme 6.8 queε0 est∅-normale.

On peut ensuite parcourir la structure deε0 et collecter des problèmes de typage en consultant pour
chaque nœud deε0 la règle du système de types syntaxique correspondante. Par exemple, siε0 est de la
formeε1 ε2, on ajoute1̂ ` ∀αβ : σ1 6∃ α → β ∧ σ2 6∃ α . β dans la liste des problèmes à résoudre.
Durant cette phase, on maintient un environnement formé d’un contexte1̂ et d’un environnement
syntaxique0. On se contente de maintenir cette environnement et de générer les problèmes méca-
niquement sans chercher à les interpréter et indépendamment d’un modèle. Dans la règle (INTROV ),
l’exigence dom(1̂) ‖= V est toujours réalisée carε0 est normale. Quand on doit traiter un motif, on
utilise le lemme 6.4 pour assurer que les variables de type choisies comme domaine du contexte1 j

ne posent pas de problèmes, par exemple en demandant qu’elles soient en dehors de l’ensemble de
toutes les variables (libres ou liées) deε0. Finalement, on se convainc donc aisément qu’il est possible
de calculer à partir deε0 de façon complètement mécanique et syntaxique une liste de problèmes de
typageP1, . . . , PN et un schéma de typeσ tels que pour toutM, modèle de la représentation, la sa-
tisfiabilité de tous ces problèmes est équivalente au jugementM |H ∅; ∅ ` ε0: σ . Notons que cette
opération est peut être exponentielle par rapport à la profondeur d’imbrication deslet.

On montre ensuite l’équivalence sémantique attendue : si dans un certain modèle M, tous les
problèmesPI sont satisfaits, c’est-à-dire queM |H PI pour tout I , alors on aM |H ∅; ∅ ` ε0: σ ,
comme expliqué ci-dessus. On peut donc appliquer le lemme de correction 6.3 et déduire que∅; ∅ `

ε0 : Jσ K. Puis, par le lemme 6.7 on trouve que∅; ∅ ` ε : Jσ K. Inversement, si dans le modèleM, il
existeT tel que∅; ∅ ` ε : σ , alors par ce même lemme 6.7, on sait que∅; ∅ ` ε0 : σ . L’expression
ε0 étant normale, on peut appliquer le lemme de complétude 6.6 pour déduire que∅; ∅ ` ε0: σ et
Jσ K 6] T . Dans l’application de ce lemme, on prend soin de procéder aux mêmes choix de variables
que lors de la phase de génération des problèmes, ce qui assure que le schéma de types produit par le
lemme est bienσ et que tous les problèmesPI sont bien satisfaits dansM. ¥
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Chapitre 7

Discussion

Dans les chapitres précédents, nous avons développé une formalisationdu typage polymorphe
d’un langage avec multi-méthodes. Successivement, nous avons défini lelangage (chapitre 1), sa sé-
mantique (chapitre 2), un système de types purement algébrique (chapitre 3) et la preuve de correction
associée (chapitre 4), un langage d’annotation de types et la spécification du typage des expressions
annotées (chapitre 5) et enfin, nous avons montré que le typage des expressions annotées est réductible
à des problèmes de contraintes (chapitre 6).

Pour utiliser cette formalisation dans un vrai langage de programmation, de nombreux aspects du
typage devraient encore être traités. Il faudrait fixer une algèbre particulière, étudier la résolution des
problèmes de contraintes, en fournir des implémentations efficaces, s’occuper de la simplification des
types et de l’affichage compréhensible des erreurs de typage, etc. Cela dépasserait largement le cadre
de cette thèse et des objectifs plus modestes que nous lui avons fixés.

Dans ce chapitre, nous allons discuter d’une manière plus informelle quelques uns des problèmes
posés par la mise en œuvre pratique du typage. Nous montrerons égalementcomment la présentation
de certains aspects essentiels du typage d’un langage à objets profite avantageusement de l’approche
algébrique adoptée dans cette thèse. Nous nous intéresserons particulièrement au typage en « monde
ouvert », c’est-à-dire quand un module est typée indépendamment de l’algèbre de types dans laquelle
l’exécution finit par avoir lieu.

Ce chapitre sera organisé comme suit : à la section 7.1, nous montrerons comment la formalisation
peut être mise en œuvre concrètement dans un langage de programmation spécifique. En section 7.2,
nous aborderons le problème du monde ouvert. En section 7.3, nous dirons quelques mots de l’infé-
rence de types et des difficultés supplémentaires qu’elle pose par rapport à la simple vérification de
types envisagée jusqu’à présent.

Ce chapitre se terminera par la comparaison de cette thèse avec des travauxapparentés (sec-
tion 7.4).

7.1 Mise en œuvre de la formalisation

Dans chacun des chapitres précédents, nous avons introduit des structures laissées ouvertes et qui
sont autant de paramètres de la formalisation. Le tableau suivant récapitule ces différents paramètres :



110 CHAPITRE 7. DISCUSSION

Aspect ou système Paramètres

Syntaxe des expressions
– Symboles des constantes, opérations et motifs pri-

mitifs
– Symboles des classes et ensemble des champs

d’une classe

Sémantique opérationnelle
– Valeurs des opérations primitives et motifs primi-

tifs
– Relation de sous-classement

Système de types algébrique Algèbre de types

Syntaxe des expressions annotées Langage de types

Typage des expressions annotées (sys-
tème semi-algébrique)

Modèle du langage de types dans l’algèbre de types

Réduction du typage à des problèmes
de contraintes

Représentation syntaxique des éléments de base du
typage

L’intérêt de ces multiples paramétrages est de mettre en évidence, à chaqueétape de la formalisa-
tion, ce qui est strictement nécessaire. En pratique, dans un vrai langage de programmation, la défini-
tion du langage lui-même ne fixe typiquement que les paramètres primitifs (types debase, opérations
primitives, etc.). Le reste des paramètres est dérivé des déclarations duprogrammeur. La puissance
d’expression de ces déclarations ainsi que la façon dont on en dérive les paramètres de typage dé-
pendent entièrement du langage de programmation considéré et relèventuniquement de la conception
de langage. Nous allons maintenant en donner un exemple simple qui montre déjà la grande variété
de conceptions possibles et la façon dont notre approche peut les modéliser. En reprenant la syntaxe
illustrative déjà utilisée dans les chapitres précédents, voici quelques exemples de déclarations de
classes :

abstract class Couleur {

r, g, b: int;

}

abstract class ObjetColoré {

c: Couleur;

}

class Point {

x, y: int;

}

class PointColoré v Point, ObjetColoré {}

class List〈α⊕〉 {}

class Cons〈α⊕〉 v List {

head: α;

tail : List〈α〉;

}

class Nil〈α⊕〉 v List {}

class Prédicat〈αª〉 {

test: α → bool;

}

L’ensemble des informations contenues dans les déclarations de classes d’un programme sera
collectivement appeléHIÉRARCHIE DE CLASSES.

À partir d’une hiérarchieH, on peut dériver de façon évidente une structure de classesC, c’est-à-
dire un ensemble de symboles de classes, une relation de sous-classementet un ensemble de champs
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pour chaque classe. On peut également dériver naturellement un langage de typesL : chaque symbole
de classeC joue le rôle d’un constructeur de type d’arité égale au nombre de variablesde types
qui paramètrent la classe. Par exempleList est un constructeur d’arité 1 car cette classe accepte une
variable de typeα.

Il y a beaucoup plus de choix pour dériver l’algèbre de types utiliséeA. Comme mentionné au
chapitre 3, on peut choisir de travailler avec des termes finis ordonnés structurellement, avec des
termes infinis, ou bien rationnels. On peut saturer l’ordre partiel obtenu pour en faire un treillis, ou un
demi-treillis, ou bien garder l’ordre partiel arbitraire, etc.

Après avoir choisir l’algèbre de types à utiliser, il convient de vérifier qu’elle permet bien de
construire un modèle deL et des représentations syntaxiques des éléments de base. En pratique ce
n’est pas un problème car toutes ces algèbres sont des algèbres de termes.

Le choix de l’algèbre de types est donc l’élément crucial. Il est importantde comprendre que
chacune de ces algèbres aboutit à un système de typesa priori différent, c’est-à-dire qu’il va rejeter
plus ou moins de programmes. Par exemple, dans l’algèbre des termes finis structurels, la contrainte
∃α : α 6 α → α n’est pas satisfiable. En revanche, elle est satisfiable dans l’algèbre structurelle avec
termes infinis ou récursifs. Elle est aussi satisfiable si l’algèbre est un treillis (prendreα = ⊥). Par
ailleurs, les systèmes de type issus d’algèbres différentes auront également une complexitéa priori
différente. Par exemple, considérons simplement le problème de satisfiabilité d’une contrainte∃α : κ.
Dans une algèbre treillis, ce problème est typiquement traitable en temps polynomial O(n3) [Pal95].
En revanche, dans l’algèbre des termes finis ordonnés structurellement,le problème estPSPACE-
complet [Tiu92, Fre97].

Au final, on se rend compte que l’un des avantages de notre approche algébrique est qu’elle permet
de bien séparer trois aspects du systèmes de type : la correction, l’implémentation et la conception du
langage. En particulier, il est possible de faire varier l’algèbre de typeset de prouver très facilement
la correction du système qui en résulte. Cela permet de se concentrer surla conception du langage
(quelles déclarations offrir ? quelles programmes rejeter ?) et sur l’implémentation du typage (quelles
algorithmes pour résoudre les contraintes ?).

7.2 Monde ouvert

Jusqu’à présent, nous avons fait comme si le langage était un tout fermé :une fois fixé un ensemble
de déclarations de classes, on peut écrire, typer et exécuter une expression. En réalité, un langage à
objets réaliste est ouvert, c’est-à-dire qu’il permet d’écrire des modules réutilisables. En pratique, cela
signifie qu’un module peut être typé et compilé dans une certaine hiérarchiede classes, mais qu’il est
finalement exécuté dans une autre hiérarchie.

Prenons l’exemple d’un moduleM spécialisé dans le traitement des points. Il est typiquement
compilé dans une hiérarchieH1 définissant les classesPoint et Point3D. Cependant, au moment
où le module est exécuté, le programmeur a pu ajouter les classesObjetColoré, PointColoré et
Point3DColoré pour former la hiérarchieH2 qui est de ce fait uneEXTENSION deH1.

Notons que les expressions dans le moduleM , les définitions de méthodes par exemple, sont
syntaxiquement bien formées dans la structure de classes dérivée de la hiérarchieH2 car celle-ci
se contente de rajouter des classes àH1 et ne modifie pas les champs des classes existantes. Si ces
expressions sont annotées, remarquons de même que les annotations restent syntaxiquement bien
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formées quand on passe deH1 àH2 car on a simplement de nouveaux constructeurs de type et on ne
touche pas à l’arité des constructeurs existants.

Du point de vue de l’exécution, on remarque que la sémantique opérationnellede ces expressions
est plus générale dansH2 que dansH1 car elles peuvent traiter des objets construits avec des classes
inconnues deH1, ce qui est bien le but recherché du « polymorphisme à objets ».

Qu’en est-il du typage ? SiM est bien typé dansH1, il est en général faux qu’il soit également
bien typé dansH2. Par exemple, plaçons-nous dans l’algèbre des termes finis structurels et supposons
que le typage deM selon l’algorithme du chapitre 6 produise entre autres le problème d’implication
suivant :

∀α . α 6 Point3D ⊃ Point3D 6 α

Dans le modèleM1 dérivé deH1, cette implication de contrainte est vraie, parce quePoint3D n’a
pas de sous-type strict et donc la seule solution de la contrainte de gauche est α 7→ Point3D. En
revanche, dans le modèleM2 dérivé deH2, l’implication n’est plus vraie carα peut prendre la valeur
Point3DColoré qui est bien un sous-type dePoint3D mais n’en est pas un super-type.

Il semble donc qu’il ne soit pas possible de typer le moduleM sans savoir dans quelle hiérarchie il
va être exécuté. Cela va à l’encontre d’un principe de la programmation modulaire et de la compilation
séparée qui voudrait qu’on puisse toujours typer un module indépendamment de son utilisation.

Pour traiter ce « typage ouvert » ou typage en « monde ouvert », remarquons d’abord que notre
approche algébrique fournit un moyen très simple pour exprimer le résultatattendu. Pour typer un
moduleM écrit dans une hiérarchieH1, on commence par extraire une liste de problèmes de typage
P1, . . . , PN selon l’algorithme du chapitre 6. Il suffit alors de résoudre les problèmesPi simultanément
dans toutes les extensions deH1.

Précisons maintenant ce qu’on entend exactement par extension. Pour que H2 étendeH1, un
certain nombre de conditions sont nécessaires :H2 peut ajouter des classes, mais ne doit pas modifier
le caractère concret ou abstrait d’une classe existant. Elle ne doit pas non plus modifier les relations
de sous-classement existantes. Elle ne peut ajouter des champs à des classes existantes, ni modifier
leur type.

En pratique, ces conditions sont nécessaires mais elles sont souvent trop générales pour modéliser
les extensions qui sont effectivementexprimablesdans un langage de programmation donné. Les
extensions exprimables peuvent être limitées par la forme syntaxique des déclarations de classes. Par
exemple, dans la syntaxe suggérée ci-dessus, on peut rajouter des classes uniquementpar le bas.
C’est-à-dire qu’une nouvelle classe ne peut être rajoutée comme super-classe d’une classe existante.
Dans d’autres syntaxes et donc dans d’autres langages, l’extensionpar le haut peut être autorisée. Par
exemple, si on introduit la classe abstraiteCopiable des objets copiables, c’est-à-dire qui peuvent
être passés à une méthodecopy, alors on peut vouloir autoriseraprès coupla classePoint à être une
sous-classe deCopiable.1

De la même façon que le choix de l’algèbre de types conditionne le système de typage fermé
obtenu, on peut remarquer que le choix de la notion d’extension de hiérarchie détermine également la
puissance du système ouvert qu’on peut en dériver. Par exemple, considérons le problème d’implica-

1Un langage qui autoriserait cette possibilité devrait probablement prévoir de la restreindre aux classes commeCopiable
qui n’ont pas de champs.



7.3. INFÉRENCE DE TYPES 113

tion suivant :

∀α . Point 6 α ⊃ α 6 Point

Ce problème est faux quand la relation d’extension de hiérarchie n’est pas limitée. En effet, il suffit de
considérer une hiérarchieH2 qui ajoute une super-classe àPoint, par exemple la classeObjet. Dans
H2, il est bien clair quePoint n’est plus une classe maximale de sorte que que l’implication n’est
pas vrai dans toutes les hiérarchies qui étendentH1. Le système de typage ouvert va donc rejeter un
module qui génèrerait cette implication. Cependant, si le langage de programmation restreint la forme
des déclarations de classe et n’autorise que les extensions par le bas, alorsH2 n’est pas une extension
deH1. De plus, il est clair qu’une extension par le bas va toujours préserverla maximalité dePoint,
de sorte que, dans un tel langage, l’implication est en fait vraie dans toutesles extensions. Ainsi, il
convient d’accepter un programme qui génère cette implication.

Au final, l’approche algébrique fournit donc un outil pour la formalisationfine du monde ouvert
mais n’impose rien quant au choix précis de la relation d’extension, de la même façon que l’algèbre
de types n’est pas imposée. Encore une fois, ces choix relèvent de la conception du langage de pro-
grammation et de l’équilibre entre la puissance du système de typage et son caractère pratique.

7.3 Inférence de types

Dans cette thèse, nous avons seulement abordé le typage du point de vuede la vérification de
types («type-checking»), c’est-à-dire quand le programmeur doit indiquer au compilateur le type des
variables et des paramètres des fonctions.

Dans les langages fonctionnels comme ML, certaines de ces déclarations peuvent être omises par
le programmeur et le système se charger d’inférer le type des variables («type inference»). Notons
toutefois que certaines déclarations de type doivent toujours être entrées par le programmeur comme
par exemple le type des éléments publics d’un module (sa « signature ») ou bienle contenu des
alternatives d’un type concret.

Dans un langage avec sous-typage et ordre supérieur, les types desvariables peuvent devenir par-
ticulièrement compliqués à exprimer. Il semble donc indispensable de fournirune forme d’inférence,
au moins pour les variables locales. Voyons comment l’inférence pourraitêtre intégrée à notre forma-
lisation et les problèmes que cela pose.

Conformément à notre démarche, nous allons séparer la spécification de l’inférence de types de
son implémentation avec des contraintes. Nous proposons d’ajouter la production suivante dans la
grammaire des expressions annotées :

ε ::= . . .

| ∃V : κ . ε (Introduction de variables inférées)

Dans cette expression,V représente un ensemble de variables dont le système de types doit trouver
une valeur compatible avec la contrainteκ et avec l’expressionε. La règle de typage associée est
simplement :

dom(ρ) = V ρ̂⊕ρJκK ρ̂ ⊕ ρ; G ` ε : T

ρ̂; G ` (∃V : κ . ε) : T
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Par exemple, la fonction∃α : vrai . (fun x : α ⇒ x + 1) est bien typée car on peut prendre
α = float ou α = int. Par contraste, notons que∀α : vrai . (fun x : α ⇒ x + 1) n’est pas bien
typée car il n’est pas vrai quefun x : α ⇒ x + 1 soit bien typée pour toutα (contrexemple :
α = Point). Le programmeur donc est forcé d’expliciter les valeurs possibles deα par exemple en
écrivant∀α : α 6 float . (fun x : α ⇒ x + 1).

La spécification de l’inférence ne pose donc pas de problème particulier et s’intègre bien dans
notre formalisation. En revanche, la réduction de l’inférence aux contraintes est problématique. La
difficulté provient de la présence d’une alternance entre des quantificateurs universels (annotations
polymorphes sur les définitions récursives et sur les méthodes) et existentiels (inférence de type des
paramètres de fonction). Dans le cas général, nous allons maintenant montrer qu’il est nécessaire
d’avoir un langage de contraintes plus riche, autorisant des quantificateurs universels. Les problèmes
de contraintes obtenus sont alors plus complexes (formules(∀∃)∗ plutôt que∀∃).

Pour faire comprendre la nécessité de contraintes riches, examinons un exemple d’inférence où le
type principal d’une expression ne peut pas être exprimé avec les contraintes simples. Plaçons-nous
par exemple dans une structure contenant les classesA etB et considérons l’expression suivante :

ε = ∃α : vrai(fun x : α ⇒ (fix y : σ ⇒ x)) oùσ = ∀β : A 6 β ∧ B 6 β . β

La définition récursive a ici pour effet d’imposer une contrainte polymorphe sur la variable à inférer
α. Dans le cas général, ceci n’est pas exprimable par une contrainte simple. Considérons en effet une
algèbre structurelle atomique construite sur un ordre partiel de base oùA et B possède deux super-
types communs incomparablesc etd :

c d

A B

Notons bien quec etd sont des monotypes algébriques qui ne sont pas directement représentables par
un monotype syntaxique. Cette situation peut typiquement survenir quand onse place dans un monde
ouvert et sic etd sont des classes définies dans une extension de la hiérarchie courante.

Dans cette algèbre, remarquons d’abord que l’expressionε est bien typée. Le polytypeσ dénote
en effet l’ensemble des super-types communs àA etB, c’est-à-dire l’ensemble{c, d}. Les monotypes
qui sont des sous-types deσ sont donc uniquementA et B. On vérifie alors que [α 7→ A] et [α 7→ B]
sont bien les solutions possibles pour le typage deε et les types deε en résultant sont donc l’ensemble
dest → u où t vautA ou B et u vautc ou d. Nous allons maintenant montrer qu’il n’existe pas de
schéma de types décrivant exactement cet ensemble.

Démonstration. Supposons qu’il existe un schéma tel que :

J∀V : κ . τK = {t → u | t ∈ {A, B}, u ∈ {c, d}}

Considérons alors le contexte1 = {V, α, β : κ ∧τ = α → β}. On constate que l’ensemble des mono-
typesρ(α) quandρ parcourt l’interprétationJ1K est exactement égal à{A, B}. Montrons maintenant
que cela est impossible quel que soit le contexte1.

Considérons donc un contexte quelconque1 = {α1, . . . , αn : κ}. Sans perte de généralité, nous
supposons queκ ne contient pas de quantificateur existentiel, ce qui est toujours possible en faissant
passer les variables en tête. Enfin, nous supposons queκ ne contient que des contraintes entre termes
atomiques, c’est-à-dire entre une variableαi et les deux constantesA et B. Comme nous travaillons
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dans une algèbre structurelle atomique, cela est toujours possible en décomposant les contraintes entre
termes.

Considérons maintenant l’opérateur binaire∨ défini sur l’algèbre comme suit :

A ∨ A = A

B ∨ B = B

t ∨ u = c dans tous les autres cas

Notons que l’opérateur∨ satisfait à la propriété suivante :

t 6 u ∧ t ′ 6 u′ ⇒ t ∨ t ′ 6 u ∨ u′

Par induction sur la structure deκ, on en déduit que pour toute paire de solutionsρ, ρ ′ ∈ J1K, on a
aussiρ ∨ ρ ′ ∈ J1K.

S’il existe une solution deρ telle queρ(αi ) = A et une autre telle queρ ′(αi ) = B, alorsρ ∨ ρ ′

est aussi une solution dansJ1K. Mais, commeρ ∨ ρ ′(αi ) = A ∨ B = c. il est donc impossible que
ρ(αi ) parcoure exactement l’ensemble{A, B}. ¥

Les contraintes du chapitre 5 sont donc trop faibles pour traiter l’inférence de type et exprimer le
type principal d’une expression. Pour traiter l’inférence dans toute sagénéralité, il faudrait essentiel-
lement pouvoir exprimer des inégalités entre schémas dans les contraintes. Le type principal inféré
pourε serait alors de la forme :

∀α, β : {α 6 (∀β : A 6 β ∧ B 6 β . β) ∧ A 6 β ∧ B 6 β} . α → β

Nous pensons qu’en utilisant ce genre de contraintes étendues, il doit être possible de transposer
assez facilement la preuve du chapitre 6 pour réduire l’inférence de types, et non plus seulement la
vérification, aux contraintes.

Toutefois, la résolution des contraintes étendues esta priori plus difficile que celle des contraintes
simples. Notons cependant que les contraintes les plus générales ne sontnécessaires que si on auto-
rise une définition récursive polymorphe ou une méthode à figurer sous un fun. Pour simplifier le
problème, on peut donc également envisager de n’autoriser ces expressions polymorphes qu’au ni-
veau le plus haut du programme. On est alors ramené à des problèmes d’implications de contraintes
simples. Enfin, si on interdit complètement les définitions récursives polymorphes et les méthodes, on
peut alors vérifier que les problèmes qu’on obtient sont uniquement desproblèmes de satisfiabilité.
Cette situation correspond au langage ML de base (core-ML) avec sous-typage et on retrouve alors
le résultat bien connu que le typage de ce langage est simplement équivalent à la satisfiabilité d’une
contrainte de sous-typage.

Pour terminer, le tableau suivant résume la complexité logique des problèmes de typage obtenus
pour les différents sous-langages envisagés :

Langage Typage Problèmes à résoudre Complexité logique

core-ML inférence satisfiabilité ∃

méthodes etfix à toplevel inférence implications ∀∃

méthodes etfix profonds vérification implications ∀∃

méthodes etfix profonds inférence formules quelconques(∀∃)∗
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7.4 Travaux apparentés

Ce travail de thèse simplifie et généralise le système ML6 [BM96, BM97]. La simplification porte
d’abord sur la sémantique opérationnelle qui est typée et très non-standard dans [BM96], alors qu’elle
est non-typée et par réduction chez nous. Nous introduisons également le filtrage profond à la ML et
non pas seulement le dispatch superficiel. Notre présentation du typage est systématique, modulaire
et conçue pour être extensible alors que celle de [BM96] s’est révéléefigée et ses preuves difficiles
à lire et à étendre. L’implication de contrainte dans [BM96] est basée sur une desription de nature
algorithmique (axiomatisation complète), alors que notre approche algébrique permet de bien séparer
la correction du typage de la résolution des contraintes. En revanche, notre travail n’aborde pas du tout
la question de la résolution des problèmes de typage pour lesquels [BM96] fournit des algorithmes.

Bonniot [Bon02a] a également utilisé une approche algébrique et modulaire pour typer ML6,
ce qui lui permet de séparer la preuve de correction et son instantiation sur une algèbre concrète.
Le langage utilisé est moins riche : le filtrage profond, les méthodes imbriquéesou les éléments
primitifs ne sont pas traités. Par ailleurs, la notion d’algèbre dans [Bon02a] est très proche du langage
source. Une algèbre doit notamment définir une opération de substitution qui est une abstraction de la
substitution opérationnelle et qui fait intervenir les variables du programme.La preuve de correction
du typage s’en trouve simplifiée mais, en plaçant le niveau d’abstraction aussi haut, une grande partie
du typage doit être traité au coup par coup dans les algèbres spécifiques. Notre formalisation est un
peu moins générale, mais a l’avantage de traiter de façon générique une plus grande partie du typage,
les contraintes par exemple. La forme #C des motifs a été introduite dans [Bon02a].

Dans un autre article, Bonniot [Bon02b] a également décrit une extension de ML6 avec des
« kinds » qui permettent d’écrire des contraintes particulièrement expressivespour traiter des mé-
thodes partiellement polymorphes. Nous pensons que cette extension devrait s’intégrer parfaitement
dans le cadre de cette thèse. En particulier, les kinds pourraient être codées en utilisant les prédicats
du langage de types. De manière générale, toutes les extensions du typagede ML basées sur des types
contraints avec des prédicats (par exemple lestype classes[WB89]) devraient pouvoir utiliser notre
présentation très facilement.

Le système HM(X) introduit par Sulzmannet al. [SOW96, Sul00] est actuellement le « stan-
dard » en matière de typage modulaire. La présntation du typage y est paramétrée par un système de
contraintes X, qui correspondgrosso mododans notre formalisation à la donnée d’un langage de type
et d’un modèle. Moyennant quelques hypothèses sur X, la preuve de correction de typage peut être
rendue générique. Notre travail se distingue de HM(X) par plusieurs aspects. D’abord, nous traitons
un langage considérablement plus riche, avec des multi-méthodes, des définitions récursives poly-
morphes ainsi que des éléments primitifs. Ensuite, la présentation de HM(X) reste très syntaxique :
les règles de typage correspondent essentiellement à l’algorithme utilisé au chapitre 6. Notre présenta-
tion a l’avantage de permettre l’écriture d’une spécification du typage qui n’utilise pas les contraintes.
Les règles de typage algébriques (chapitre 3) ou semi-algébrique dans lecas où les expressions sont
annotées (chapitre 5) sont alors bien plus simples à lire et la preuve de correction s’en trouve facili-
tée. Les contraintes ne sont introduites que lors de l’implémentation de la spécification et le système
qui en résulte (chapitre 6) n’apparaît que comme un intermédiaire de preuve. Les règles de ce sys-
tème ne sont pas choisies arbitrairement mais construites pour que le système syntaxique corresponde
exactement à la spécification.

L’utilisation d’un système purement algébrique pour prouver la correctiond’un système syn-
taxique à base de contraintes a été esquissée par Pottier [Pot01] dans un travail qui s’inspire d’une
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version préliminaire de cette thèse. Cependant, ce passage n’est utilisé que comme une technique
facilitant la preuve de correction du système syntaxique HM(X) en le réécrivant dans un système
purement algébrique. Dans notre thèse, cette technique est considérablement étendue de sorte que le
système algébrique (plus précisément semi-algébrique) forme une spécification du typage et que le
système syntaxique en constitue une implémentation correcte et complète et pas seulement correcte.
Ainsi, l’approche algébrique peut permettre de guider la construction du système syntaxique.

Pottier et Simonet [SP03] ont étudié le filtrage profond dans un langage à laML avec sous-typage
et ont remarqué que les contraintes simples sont insuffisantes. Leurs contraintes « gardées » sont
similaires aux contraintes étendues que nous avons décrites à la section 7.3.

Castagna, Ghelli et Longo [CGL92, Cas97] ont étudié une extension duλ-calcul simplement
typé avec des multi-méthodes où les méthodes sont des fonctions de première classe composables
avec un opérateur &. Ce travail a inauguré une approche nouvelle des objets qui se démarquait de
la vision « objets=enregistrements extensibles ». Plus récemment, le langage CDuce [BCF03] s’est
inspiré de ceλ&-calcul pour autoriser les fonctions surchargées. Le typage de celles-ci demandent au
programmeur de complètement spécifier le type de la fonction sous la forme d’un ensemble explicite
de types fonctionnels syntaxiques, c’est-à-dire en extension. Un avantage de ML6, et donc aussi du
système que nous présentons dans cette thèse, est qu’on peut donnerle type d’une fonction surchargée
en compréhension, c’est-à-dire sous la forme d’une schéma de types contraint, ce qui permet de passer
plus commodément à un monde ouvert.

Le langage Cecil [Ct02, CL95] est un langage de recherche avec multi-méthodes suffisamment
stable pour permettre d’écrire son propre compilateur. Cecil fournit un système de vérification de type
monomorphe décidable [CL95] et un autre système polymorphe avec inférence [Lit98] basé sur le
système F et dont la décidabilité est inconnue. Dans l’ensemble, ces systèmes de type s’éloignent du
typage à la Hindley-Milner auquel nous nous référons dans cette thèse.

Finalement, on ne peut pas ne pas mentionner le langage OCAML [LDG+03], seule extension de
ML avec objets actuellement réellement déployée. L’inférence des types yest très efficace car elle
est basée sur de l’unification et les variables de rangée. Certaines coercions de sous-typage doivent
alors être exprimées explicitement par le programmeur. En pratique, ce compromis donne de très
bons résultats. Cependant, OCAML souffre des inconvénients du modèleà enregistrements (méthodes
binaires notamment). Par ailleurs, le langage OCAML ne fournit pas de sous-typage primitif, comme
int 6 float, ce qui oblige d’avoir deux jeux d’opérateurs mathématiques et limite le polymorphisme
des fonctions arithmétiques. Il serait intéressant d’étudier l’intégration d’un système avec sous-typage
utilisant les techniques de cette thèse avec le système à objets de OCAML.
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Conclusions

Ce travail est issu de l’implémentation dans le langage Jazz du système de typesML6. Celui-ci
présentait des limitations gênantes : absence d’inférence, langage de contraintes rigide, présentation
non-standard et peu extensible. Lors de la phase de conception de Jazz et plus encore lorsque le lan-
gage commença à être utilisé, de nombreuses idées d’extension surgirent, mais il manquait clairement
un outil théorique permettant de les valider rapidement.

Dans cette thèse, nous avons présenté une formalisation générique du typage. À la manière de
HM(X), le système de types y est paramétré par une algèbre de types, et, moyennant des hypothèses
minimales sur cette algèbre, la correction du typage peut être prouvée une fois pour toutes. Cette
généralité n’est pas gratuite : notre expérience de Jazz nous a convaincu qu’une telle approche géné-
rique est indispensable pour un langage en développement, particulièrement quand le typage est riche
(polymorphisme, sous-typage) et le langage complexe (multi-méthodes, objets).

Un aspect original de la formalisation est le traitement extensionnel du polymorphisme : dans
la spécificationdu typage, un type polymorphe est simplement un ensemble quelconque de types
monomorphes. Les schémas de type et les contraintes ne sont introduits quelors de l’implémentation,
celle-ci consistant en une réduction du typage à des problèmes de contraintes. La correction globale
du typage découle alors de deux preuves indépendantes : 1) correction de la spécification par rapport
à la sémantique opérationnelle et 2) correction de l’implémentation par rapportà la spécification.

Cette séparation est d’autant plus utile que l’implémentation est également prouvéecomplètepar
rapport à la spécification. On peut donc considérer que seule la spécification définit vraiment le sys-
tème de types. Contrairement aux présentations habituelles des systèmes de type avec contraintes, les
règles syntaxiques ne constituent pas la définition du système, mais sont un simple intermédiaire dans
son implémentation. Or ces règles sont bien plus compliquées que la spécification car elles travaillent
exclusivement au niveau de la syntaxe sur les contraintes, variables detypes et schémas et doivent
donc prendre en compte de nombreux détails syntaxiques. Notre approche contribue donc à simplifier
considérablement la preuve de correction du typage et assure que les règles syntaxiques ne sont pas
par mégarde arbitrairement restrictives, ce qui représente une « sécurité théorique » appréciable pour
un langage aussi riche et complexe.

Dans cette thèse, nous n’avons pas du tout abordé la résolution concrète des problèmes de con-
traintes obtenus. Celle-ci dépend en effet du domaine d’interprétation etde la forme des contraintes,
deux paramètres spécifiques qui définissent le système de types. De plus, il existe aujourd’hui une
vaste littérature sur la résolution des contraintes de typage.

Cependant, nous avons esquissé une modélisation originale du monde ouvert selon laquelle pour
typer un programme dans un monde ouvert, il suffit d’extraire les problèmes de contraintes associés
et de les résoudresimultanément dans toutes les extensions futures du monde présent. Au même titre
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que l’algèbre de types, la notion d’extension est ici elle-même un paramètre du système de types qui
dépend du langage de programmation concret considéré.

En soi, cette modélisation du monde ouvert ne permet naturellement pas de progresser dans la
résolution du typage mais elle fournit une formulation simple et claire du problème. Alors que de très
nombreux travaux ont été consacrés aux contraintes de typage, on s’aperçoit que, sauf exception, il
s’agit toujours de la résolution de certaines formes de contraintes dans une structure d’interprétation
fixée. Il serait donc intéressant de reconsidérer ce corpus de résultats quand on doit traiter un problème
de contraintes simultanément dans tous les modèles d’interprétation issus d’une relation d’extension
donnée.
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Résumé

Les langages à objets offrent une forme particulière de polymorphisme en permettant l’écriture de
« méthodes » dont l’exécution dépend du type dynamique des arguments. Ce« dispatch dynamique »
ne prend généralement en compte qu’un argument unique. Certains langages permettent le dispatch
simultané sur tous les arguments et on parle alors de « multi-méthodes ».

Cette thèse s’intéresse à la définition et au typage d’un langage dérivantde ML avec multi-
méthodes. Celles-ci sont introduites comme un cas particulier de filtrage sur les objets.

La présentation du système de types utilise une approche algébrique. Plutôtque de figer l’en-
semble des types, on en axiomatise les propriétés nécessaires pour la correction du système. Cela
permet d’écrire des preuves génériques qui ne dépendent pas du choix de l’algèbre. On montre ainsi
comment réduire la vérification automatique du typage à la résolution de problèmes simples du pre-
mier ordre (contraintes). La résolution des problèmes de contraintes peutalors réutiliser le corpus de
résultats disponibles dans la littérature.

L’avantage de cette approche algébrique est qu’elle permet de traiter d’un coup toute une classe
de langages possibles se distinguant par la nature de l’algèbre de types,du langage d’expression des
contraintes et du modèle d’interprétation de ces contraintes. Elle offre également un outil intéressant
pour étudier le typage dans un contexte où le monde d’interprétation est ouvert, c’est-à-dire quand on
souhaite que le typage d’un module apporte une garantie pour toutes les utilisations possibles de ce
module.

Mots-clés

Système de types, multi-méthodes, sous-typage, objets, ML, contraintes, algèbre, monde ouvert.

Abstract

Object-oriented langages enjoy a particular form of polymorphism by providing "methods" whose
execution depends on the dynamic type of its arguments. Generally, this "dynamic dispatch" only
takes into account a single argument. However, some langages feature a simultaneous dispatch on
every arguments ("multi-methods").

This thesis is about the definition and the typing of a langage derived from ML with multi-
methods. Multi-methods are introduced as a particular form of pattern matchingon objects.The pre-
sentation of the type system uses an algebraic approach. The set of types is not predetermined but the
properties necessary for the soundness of the system are axiomatised.This approach allows generic
proofs independent of the choice of the algebra. It is shown how automatic type verification can be
reduced to the resolution of simple first-order problems (constraints). Theresolution of the constraint
problems can then reuse all the results available in the litterature.

The advantage of this algebraic approach is that it can handle a large class of langages at once,
where the type algebra, the constraint langage, and the interpretation model of these constraints vary.
This approach also provides an interesting way to study typing in a context where the interpretation
world is open, i.e., when typing a module should provide a guarantee for all possible use of this
module.

Keywords

Type system, multi-methods, subtyping, objects, ML, constraints, algebra, open world.
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