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Introduction

La plupart des langages de programmation modernes définissent une aetigpage : I'asso-
ciation d'un type a chaque donnée manipulée par le programme permetifiler @éune opération
est bien définie sur les données auxquelles elle est appliquée. On ésitéoate une classe d'er-
reurs de programmation, comme par exemple I'addition d’'une chaine dderesaé un entier, ou
bien la concaténation deux entiers. Ces opérations incorrectes peovgpitomettre des propriétés
essentielles attendues du programme : correction, portabilité, stabilité gitésdaitypage contribue
donc a améliorer la qualité du logiciel.

Le typage est dit statique quand il est réalisé avant méme I'exécution duapime, lors de
la compilation, de I'édition de lien ou bien lors de l'activation du programme. QuUautypage est
statique, les erreurs peuvent étre détectées indépendamment du che@eution effectivement em-
prunté par le programme, ce qui offre un niveau de slreté supéueéypage dynamique. Cela permet
aussi de réaliser des gains de performance en temps et en espaqpparau typage dynamique ou
I'exécution de chaque opération doit vérifier le type des arguments etreprisentation en mémoire
de chaque objet manipulé doit transporter une information de type.

En contrepartie de ces avantages, le typage statique est généralemgleixech mettre en ceuvre :
il faut en effet procéder a une analyse abstraite du programme suiv@msemble de régles logiques
appelé systeme de types qui aboutit a accepter ou rejeter un programme dEs propriétés essen-
tielles d'un systéme de types est sa correction : aucun programme ne @aité&pté s'il peut mener a
une opération invalide, c'est-a-dire non définie. Cependant, les aumesa’'implémentation (décida-
bilité, performances) aménent souvent a rejeter des programmes enifedts, mais trop complexes
pour étre analysés comme tel. Cette limitation conduit a rechercher des systémesitoujours plus
expressifs, c'est-a-dire qui rejettent de moins en moins de programr@@sjgge utile de pouvoir
exprimer.

Dans cette recherche d'expressivité, le polymorphisme paramétrig6& [Str00, Hin69, Mil78]
a marqué une étape importante en autorisant I'écriture de fonctions gésdpérant sur des don-
nées de différents types. Une fonction polymorphe peut ainsi maniprairees données comme des
boites noires seulement susceptibles d’'étre transférées d’'une sirdetdonnées a une autre (tuple,
liste, arbre) ou bien d'étre passées en argument a d’autres fonc@ioqeut alors donner a une telle
fonction un schéma de types incluant des parametres, chaque pargwatrast varier indépendam-
ment dans I'ensemble de tous les types possibles. Par exemple, un algosttriméatit une fois pour
toute, peut s’appliquer a une liste de n’importe quel type pourvu quometibn de comparaison soit
fournie. Le polymorphisme paramétrique s'adapte ainsi particulierementabie langages ou les
fonctions sont des données comme les autres, c’est-a-dire les laraggudieatifs d’ordre supérieur,
notamment de la famille de ML.
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Il existe cependant d’autres formes de polymorphisme. Le polymorphigmead hoc» permet
a une méme fonction d'étre définie sur plusieurs types tout en ayant un dempat différent sur
chaque type. Un exemple typique concerne les opérateurs arithmétigloasleshature des opérandes
(entiers, flottants), 'opérateur d’addition par exemple s’exécute asnses deux arguments sont deux
entiers, on calcule I'addition entiére ; pour deux flottants, on calcule I'addiidtante ; enfin, si I'un
des argument est entier et I'autre flottant, on doit convertir I'argumeigresn flottant puis retourner
la somme flottante avec I'autre argument.

Un autre genre de polymorphisme est présent dans les langages cenpragion centrés sur la
notion d'« objet », comme C++ [Str91], Eiffel [Mey92] ou Java [GJSB@Aans la tradition impé-
rative de ces langages, on considére qu’un objet est une sorterdaie, doté d’'un état interne (les
« champs ») et de fonctions de transition modifiant cet état (les « méthadds ebjet est construit
sur le modéle d’'une « classe » spécifiant le nom des champs et le corpgttesles. L'une des
grandes forces des langages a objets est qu'ils permettent aux ad&tsegléfinies par héritage,
c'est-a-dire en étendant d'autres classes écrites précédemmeenateeiefinissant certaines de leurs
méthodes. On peut ainsi écrire du code générique qui manipule des sdojsteonnaitre leur type
précis, mais en sachant qu'ils dérivent d’'une classe donnée ettsapendre aux méthodes de cette
classe. Cette forme de polymorphisme est particulierement utile dans les sykigioiels construits
incrémentalement a partir d’'un noyau générigue et soumis a des changérguents. On pense par
exemple aux interfaces graphiques ou les différents objets graphigeesg, fenétres, boutons, etc.)
peuvent tous dériver d’une classe de base définissant un petit@dabnéthodes (retourner la taille,
se réafficher sur une portion de I'écran, etc.), ce qui permet de coedefois pour toute la gestion de
I'affichage tout en autorisant I'ajout ultérieur d’objets graphiqueggaiPlus généralement, I'expé-
rience montre que tout gros systéme logiciel subit nécessairement degofents constants et gu'il
est important de pouvoir s’appuyer sur des classes génériquesiksables, ce qui explique que les
objets se sont imposés comme un outil incontournable de génie logiciel.

Pour refléter les polymorphismes ad-hoc et d’héritage, un systéme destabigue doit disposer
d’'une notion de sous-typage. Partout ol un objet d’'un certain typattestdu, on autorise ainsi la
substitution par un objet d'un sous-type. Comparés au typage des éangamme ML, les systémes
de types des langages a objets sont généralement assez frustids{peence, ordre 1). Parfois, ils
ne sont méme pas corrects et supposent que des vérifications dynaonidjlieu a I'exécution. Mais
ils intégrent tous cette notion de sous-typage.

Combiner a la fois les polymorphismes paramétriques et ad-hoc, le sogefypa objets et
les fonctions dans un méme systéme supérieurement expressif a motivénldieenw travaux de re-
cherche [Mit84, FM88, FM89, AC93, Rém94, Pot98]. La plupart deticasux étudient les objets en
les codant sous la forme d’enregistrements extensibles, les méthodesofiiznmiies dans ces enre-
gistrements sous la forme de fonction ordinaires prenant en argumejet labméme. Les systémes
de types résultant présentent souvent une grande complexité tecliyiges récursifs ou d’'ordre
supérieur, contraintes de sous-typage, etc.). De plus, il ne parvieguémparfaitement a traiter un
probléme parfois trés important : les méthodes binaires [BZSC

Le probléme des méthodes binaires, ou plus généralement des multi-métmadéest d’'une
limitation intrinséque de la vision traditionnelle des objets et par conséquentnaed@lisation par
enregistrements extensibles : quand une méthode est appelée sur ule cojge, effectivement exé-
cuté dépend de la classe de 'objet, ce qui permet la généricité et I'asitérdii programme. Ce
qui est parfois trop restrictif est qu’il dépenthiiquemente cette classe, ce qui ne permet pas, par
exemple, d’écrire ses propres opérateurs arithmétiques dont I'exédémendsimultanémentles
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types de tous ses arguments.

Certains langages autorisent le programmeur a écrire de telles « multi-méthateses propres
hiérarchies d'objets extensibles, ce qui démultiplie la souplesse et I'éiteésdu langage. Parmi
ces langages, on peut citer CLOS [Ste90, Pae93], Cecil [Ct02, GitIBYlan [Sha96]. L'étude des
systemes de types statiques adaptés aux langages avec objets et multi-engihddes appelées
« fonctions surchargées ») a donné lieu a moins de travaux que I'dgpavec enregistrements ex-
tensibles [WB89, CGL92, BM96, BM97].

L'origine de cette these : circuits, nombres et multi-méthodes

Dans cette thése, nous nous intéressons particulierement au systemeéetit dans [BM96].
Voici quelques caractéristiques de ce systeme Mkt revendiqué comme une extension naturelle de
ML avec objets et multi-méthodes car les déclarations de classes et les dé&fidiionulti-méthodes
sont vues comme une extension des types concrets et du filtrage de Mkclhémas de types font
apparaitre des contraintes de sous-typage sur les paramétres deitypg @tpas besoin de types
récursifs.

Notre intérét pour les multi-méthodes et le systemed\ist issu de I'objectif initial de ce travail
de thése : la redéfinition du langage 2Z [BVB94]. Ce langage d’expétatien et d’enseignement est
spécialisé dans la description et la synthése de circuits synchrones &dtieséSes fonctionnalités
sont similaires a celles de VHDL [VHD93] ou Verilog [Ver01]. Sa particitaest d'intégrer des
types arithmétiques comme les nombres 2-adiques [Vui94]. Le polymorphisimecates opérateurs
arithmétiques sur ces types est considéré comme une caractéristiquickbssdun langage car il
permet I'écriture de fonctions génériques qui soit provoque la syatias circuit, soit la vérification
statique de ce circuit, selon le type des arguments passés a la fonction.

Dans sa version initiale, le langage 2Z disposait d'un systéme de typescadibl spécifié et
qui ne permettait pas la définition de types utilisateur. L'un des objectifsipgaax de la redéfinition
du langage était d'ajouter les objets et de disposer d'un systéme de typache et mieux connu.
Etant donnée I'importance du polymorphisme des opérateurs arithméticnesallangage, on s’est
naturellement tourné vers les multi-méthodes et le systemg MEté développé a cet effet. Le re-
sultat de ce travail de réimplémentation et d’intégration du nouveau systétyipedeest le langage
Jazz [FBB].

A I'occasion de I'implémentation de Jazz, l'intégration de Mdans un vrai langage a posé des
problémes pratiques et théoriques. En effet, le systeme de types gietmant révélé trop rigide
pour le besoin du langage car les seules contraintes exprimables das&haesgont des inégalités
de sous-typage et leur conjonction, ce qui les force a opérer stni@aschies de classes connexes.
En pratique, il est trés vite apparu nécessaire de pouvoir exprimewodesoihs polymorphes sur
des hiérarchies de classes séparées. Par exemple, les opératééeadevait pouvoir s'appliquer
a tout élément d’'une « algébre booléenne », comme les nhombres binairssBidDs, alors que les
types de ces deux genres d'algebres ne sont pas en relation dypages- |l fallait donc étendre les
contraintes exprimables avec des prédicats plus généraux que le pags-ty

Une autre faiblesse de MLest que son modele d’interprétation des contraintes est trop limité. Il
présente certes une simplicité et des caractéristiques désirables.Rplegtes types sont des termes
finis, contrairement aux approches des objets par enregistrementsilebegnce qui se rapproche
beaucoup du modeéle initial de ML. Ensuite, la hiérarchie de classes spguifide programmeur
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n'est pas figée : si un programme est bien typé, alors il reste bien tys&talates les extensions de
la hiérarchie courante, une propriété essentielle pour capturer I'éiteésles systémes a objets. En
pratique cependant, le modele de M des rigidités génantes. Le sous-typage est nécessairement
structurel, c’est-a-dire que deux types ne peuvent étre comparésilgumt le méme squelette. Par
exemplelist(int) est comparable kist(float) (et en est un sous-type). Malsst(int) ne peut jamais
avoir un sous-type non parameétré de la folostint. Par ailleurs, I'extensibilité du monde introduite
dans ML¢ est en fait trop générale. Elle considere que toute hiérarchie de classerdgient la
hiérarchie au moment du typage en est une extension, alors que le ldragages permet I'extension
que par le bas (définition de sous-classes) et I'héritage simple. Du estgins programmes sont
rejeté car ils sont incorrects dans une extension du monde qui n’eskpasiable dans le langage,
ce qui est trop restrictif.

Certains de ces problémes ont été traités dans Jazz et dans des tmvaeres [Bon02b]. Lin-
tégration dans la présentation initiale de ME’est alors revélée difficile. En particulier, la preuve
de correction donnée dans [BM96] repose sur une présentatiortantiasd de la sémantique opé-
rationnelle, qui est typée et couplée de facon compliquée avec le systetyyeed. C'est génant car
I'exécutif de Jazz repose sur une machine virtuelle non typée, trés similedrgj@on peut faire en
ML. Finalement, la complexité intrinseque du typage des multi-méthodes en movett eile carac-
tere ferme et rigide de MLk faisait qu'il était souvent délicat de se convaincre, méme informellement,
de la correction de certaines extensions apportées a Jazz.

Objectifs

Pour assurer une base saine au typage de Jazz, il nous appara#airécde donner une nouvelle
présentation du systeme de types Mice qui est I'objet de cette these.

A cet effet, nous nous fixons les objectifs suivants :

1. donner une présentation standard d’un calcul avec objets et multi-gieéthbooche du langage
Jazz afin de faciliter la compréhension du systéme et la comparaison aveslclds existants ;

2. donner une formalisation souple et ouverte du systeme de types cdjpatdigrer avec un mi-
nimum d’'effort des extensions variées. En particulier, nous vouloasagoreuve de correction,
partie la plus critique de la formalisation, puisse étre réutilisée facilement.

Contribution de cette these

Cette these apporte trois contributions principales.

Premiérement, nous définissons une extension de ML avec objets et multides#tonous lui
donnons une sémantique opérationnelle non typée et par réduction,usgl@pproche éprouvée.
Dans ce langage, nous approfondissons I'analogie entre multi-méthfitiagé : grace a des motifs
autorisant le filtrage d’objets, les deux notions sont en fait pratiquenméides.

Deuxiémement, nous introduisons un systéme de types générique pougagdabe systéme uti-
lise des algébres de types dont nous donnons une définition axiomateja&.dds permet de montrer
la correction du systéme par une preuve elle-méme générique et quiereddfe des axiomes posés
sur les algebres de types. La formalisation du systeme de types met enwetraikement original
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du polymorphisme, basé sur une approche extensionnelle, les types pah@scetant de simples
ensembles de types monomorphes. La preuve elle-méme utilise cependtethtégues standard
(réduction du sujet).

Troisiemement, nous montrons comment réduire un systéme de vérificationesdeatya réso-
lution de problémes simples (des contraintes) exprimés dans un langagesldgiquemier ordre.
La syntaxe et l'interprétation de cette syntaxe sont laissées ouvertes@tdsimplement respecter
quelques propriétés de base. Nous utilisons le cadre standard de la tteéomodeles pour réaliser
cette réduction.

Dans cette thése, nous n'abordons pas la résolution des problemestéléesate typage, étape
indispensable pour obtenir un systéme en pratique. Nous nous focaisguiement sur la correc-
tion du typage et la réduction du typage d’'un programme a la résolution d&pres élémentaires
logiques. Le traitement des contraintes (résolution, implication, simplificatiorgnesffet un théme
déja largement abordé ailleurs [FM88, FM89, Tiu92, AC93, TS96, Fret98, Sim03, KR0O3] alors
que le typage des multi-méthodes est un sujet moins développé et quitprédserifficultés spéci-
fiques. Nous soutenons qu’une approche algébrique peut permeetéatdiser les résultats existants
concernant les contraintes.

Finalement, I'approche algebrique du typage des multi-méthodes a la étlLprésence d'un
monde ouvert suggere également de nouvelles formulations de probleérceatdaintes qui mérite-
raient d’'étre approfondies.

Plan de I'ouvrage

Le reste de cette thése est organisée comme suit. Dans le chapitre 1, nooaga syntaxe
du langage. Dans le chapitre 2, nous en donnons la sémantique opé&iitioDans le chapitre 3,
nous introduisons les algébres de types et les régles d'un systéme slgéy@Egique avec approche
extensionnelle du polymorphisme. Dans le chapitre 4, nous montrons lattmrde ce systeme de
types algébrique vis-a-vis de la sémantique opérationnelle. Remarquane@gystéme algébrique
n'est pas directement utilisable en pratique sans annotation du prograjmoasrintroduisons a
cet effet au chapitre 5 une notion trés générale de langage de typs, maus permet d'écrire les
annotations de type. Nous définissons ensuite un modéle de typage comimésgprétation d’'un
langage de types dans une algébre, ce qui nous permet de donngpamification d’'un systéme
de vérification de types opérant sur des expressions annotées pagiarpmeur. La correction du
systeme est prouvée par effacement des annotations et en utilisartelaeyk chapitre 3. Dans un
dernier développement formel au chapitre 6, nous montrons commenifieaté&m de types peut étre
réduite indépendamment du modéle choisie en un ensemble de problémes étéméntplications
de contraintes, tests de couvertures). Au chapitre 7, nous discutsriafoltmellement des problemes
et perspectives soulevés par ce travail. Nous abordons en partithyjgsthése d’'un monde ouvert
ainsi que l'inférence de type. Dans ce chapitre, nous comparonsyéagleette thése avec d’autres
travaux apparentés.
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Notations

Voici quelques notations utilisées tout au long du document.

E 4 E’ signifie que les ensembl&set E’ sont disjoints, c’est-a-dire gqueN E’ = @. La notation
Ei 4 - - -# E, signifie que les ensemblé&s sont disjoints deux-a-deux.

Le domaine de définition d’'une fonctiohest noté doraf).

La notationa — b désigne la fonctiorf de domainga} telle quef (a) = b.

La restriction d’'une fonctiorf a un ensembl& est notéef | E.

Pour deux fonctiond etg, f & g est la fonction de domaine dagrh) U dom(g) telle que :

(o g = {90 Stxedomy
f(x) six ¢ dom(g) etx € dom(f)
Les autres notations et définitions seront introduites au cours du teRt&ETe€res CAPITALES On
en trouvera ci-dessous un index. Pour certains chapitres, constitnéspgésentation progressive des
notions suivie d’'un récapitulatif formel des définitions, le renvoi a la démformelle est marqué
en gras dans l'index.

e Expressionnontypée. . . . . . .. ... ... . 1725
v Motif . . . . . 1725
Vars Ensemble des identificateurs de variables . . . . . . ... ... .. 1724
C Symboledeclasse . . . .. . ... ... 18
C{ty=e;...;8h=mey) Objet. . . . .. . . . . . e 18
Classes Ensemble de touteslesclasses . . . . .. ... ... ... ..... 1824
C Relation de sous-classement . . . . . .. ... ... ........ 1824
Etiquettes Ensemble de toutes les étiquettes (noms des champs) . . . . . .. 1824
Champsc Ensemble des champs d'uneclasse. . . . ... ... ... ..... 1824
C-¢ ACCESSEUN. . . . . . . e 18
ClassesConcretes Ensemble des classesconcretes. . . . . .. ... .. ... .... 1924
Tupl e, Classedem-uples. . . . . . .. . . . . .. ... .. .. 20

(er,...,6) Tuple d'expressions (abréviation) . . . . . . ... ... ... ...... 20
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S Substitution . . . . .. 38
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Chapitre 1

Syntaxe

Ce chapitre a pour objectif de présenter la syntaxe du langage étudiééhaatique opération-

nelle intuitive.

19

Le langage est formé BXPRESSIONSNngendrées par la grammaire suivante :

Expressions e:=X
|ee
[funx = e
|l et x=eine
[fixx =>e
| a
| f
|IC{t=¢€...;¢L=¢}
| C-¢
Imeth{r=e...;7 =€}

Motifs T =
| @
| C{=m;...; ¢ =m}
|#C{l =m;...; L = 7}
| T as X
1.1 Noyau ML

Identificateur
Application

Fonction

Définition locale
Définition récursive
Constante

Opération primitive
Objet

Accesseur de champs
Multi-méthode définie cas par cas
Motif universel

Motif primitif

Motif de sous-classe
Motif de classe exacte
Motif lieur

Dans cette grammaire, désigne UNDENTIFICATEUR de variable, pris dans un ensemblars
supposé infini. Les quatre premiéres productions (identificateur, appticlun etl et ) définissent
le noyau ML habituel. La stratégie d'évaluation n’est pas fixée car ledta¢s de cette thése en sont
indépendants. Elle peut étre en appel par nom ou en appel par valeur.

L'expressionf i x x = e définit récursivement une valeur égale a I'expresgaans laquelle
I'identificateurx est considéré lié a la valeur en train d'étre définie. Par exemple, la foriatitmrielle
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peut s’écrire ainsi :

fixFact=>funn=if (n<0)thenlelse (nx (Fact(n—1)))

Par souci de simplification, nous avons séparé la définition d’'une vaeursive de son utilisa-
tion. La constructiot et r ec est donc une simple abréviation :

letrecx=eine = letx=>Ffixx=e)ineg

Si la sémantique est en appel par nom, la construdtion n’est pas limitée a la définition de
fonctions récursives. On peut aussi s’en servir pour constresestfuctures infinies récursives. Par
exemple, la liste infinie composée du seul élément 1 peut s’écrire comme sulit :

fixl =1::1
De méme, la liste infinie des nombres entiers peut se coder ainsi :

fixseq=funi =i:: seqi+1)0

1.2 Classes et objets

L'expressionC {¢; = ey; ... ; £, = €,} représente UDBJET construit avec la clas<e.

L'ensemble desLASSESdoit étre spécifié par le programmeur d’'une fagon non précisée ici. Nous
supposerons simplement donné I'ensemble des classelagtes. Cet ensemble est organisé en
hiérarchie, c’est-a-dire qu’il est muni d’un ordre partiebde SOUS CLASSEMENT. QuandC’ C C,
on dit queC’ est unesous-CLASSEdeC ou bien queC est uneSUPERCLASSEdeC'.

Chaque class€ contient un ensemble fini éventuellement videcsampPs. Ceux-ci sont identi-
fiés par leur nom, tiré d’un ensemble infini d’étiquettes fixé une fois pouesoet noté&tiquettes.
L'ensemble des champs d'une clasSeest notéChamps.. Les classes ne comprennent que des
champs, a I'exclusion des méthodes qui sont définies en dehors dessdfesir section 1.4).

Quand on construit un objet, la valeur de tous les champs de cette classeedddnnée. Pour que
I'expressionC {¢; = &; ...; £y = €,} soit bien formée, on demande donc que les labgls. ., ¢,
représentent exactement 'ensem@leamps: et qu'ils soient distincts deux a deux. L'ordre d’ap-
parition des champs dans un objet n’est pas important. On considéreexgraple que les deux
expressions suivantes sont identiques :

Point{x =1,y =2} et Point{y=2;x =1}

L'acces aux champs d’'un objet se fait avec I'expression fonction@elequi prend en argument
un objet construit avec une sous-classe quelcor@ude C et qui renvoie la valeur du champ de
cet objet nommé. On voit donc qu’on peut accéder a un objet sans connaitre sa giassse, a
condition d’en connaitre une super-classe. C'est une propriété sliadgages a objets qui permet
I'écriture de fonction générique sur les objets. Pour que cette propoiétiien fondée, il faut bien sOr

ITous les résultats de cette thése restent corrects si la relation de ssaesvat est simplement un préordre, c'est-a-dire
n'est pas supposée antisymétrique.
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que les champs soit hérités d’'une classe a une sous-classe. Nons goso en axiome la propriété
suivante :

C' C C = Champs. € Champs.,

Exemple.Voici un exemple de hiérarchie de classes qui illustre I'héritage des ch@ss-ci sont
représentés a coté des classes) :

ObjetColoré{c} Point{x, y}

PointColoré{x, y, ¢} Point3D{x, y, Z}

\ /

Point3DColoré{x, y, z, ¢}
[ |

Remarque.Contrairement a la plupart des formalisations de langages a objets, nisoiggsib I'accés

a un champ ne peut se faire sans mentionner une super-classe dedfttarjdt. En d’autres termes,
il n’est pas possible d’accéder a un champ simplement en écevgrindépendamment de la classe
dee.

Ce choix, hérite de Mk, se justifie d’abord par des considérations sur la conception d’undanga
de programmation. Imaginons par exemple qu’en plus de la hiérarchiestisjés programmeur ait
défini la classeCercle contenant les champmsetr, désignant respectivement le centre du cercle (un
Point) et son rayon. Si elle était autorisée, I'expressonprésenterait alors un polymorphisme trop
général pour ne pas étre génant. En effet, on ne voudra certainameig accéder par une expression
unique a des choses aussi différentes que la couleur d’un objet entte d’'un cercle. La syntaxe que
nous présentons ici limite délibérément I'expressivité du langage pour égitgenre de situations et
force le programmeur & préciser explicitement son intention.

Notons aussi que cette restriction n’est pas définitive. Nous pensoiheg} souvent possible
de considérer le langage de ce chapitre comme un langage primitif dansdeqgé€icrit un langage
source donné disposant de I'accés inconditionnel aux champs. &apkx considérons un langage
source ou le programmeur ne déclare aucune classe mais repose ystamnesd enregistrements
extensibles. On peut implicitement déclarer une classe pour chaque émgmabible de champs
les hiérarchiser en suivant I'ordre d’extension des enregistreménts (C ssiC C C’). L'acces
inconditionnel au champ peut alors s’écrire en utilisant I'accesseur expli¢itg-£. On voit donc
gue le langage source peut dans ce cas facilement se coder darlamgage. Dans d’autres cas, on
peut également utiliser les méthodes (voir section 1.4) qui fournissertarttes un moyen de mixer
arbitrairement dans une méme fonction des acces a des champs quedconque |

Il est utile d’interdire I'utilisation de certaines classes pour la constructiobjets et de limiter
leur utilisation pour I'acceés aux champs. Une telle classe eshdisaRAITE et une classe effective-
ment autorisée a construire un objet est diGNCRETE L'ensemble de toutes les classes concrétes
est notéClassesConcretes C Classes et sa définition est laissé a l'initiative du programmeur qui
pourra par exemple utiliser le mot cdbst r act pour désigner une classe abstraite lors de sa décla-
ration.

Exemple.Pour définir le type concret des listes chainées, le programmeur peutdaypeéqt introduire
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la hiérarchie suivante, dList est une classe abstraite@ins et Nil sont deux classes concréetes :

List{}

N\

Cons{head tail} Nil{}
Laliste[1; 2; 3] s'écritalors de la fagon suivante :

Cons {head= 1; tail = Cons {head= 2; tail = Cons {head= 3; tail = Nil{}}}}

Pour alléger les notations, on se permettra les abréviations classiqueageasiiv

€ .. & = Cons{head= g;tail = &}
[ = Nil{}
[e; ...;e] = e::(€&:: ((..::@::[])...) [ |

Pour tout entiem > 0, on suppose qu’il existe une classe concriaipl e, dont I'ensemble
des champs edtl, ..., n}. Cette classe permet de manipuler des tuples d’expressions en utilisant
I'abréviation suivante :

(€r1,....&) = Tuplesf{l=e;...;n=¢6y}

Les classes de tuples sont utiles pour pouvoir écrire des définitions mubipldes fonctions ou
méthodes a plusieurs arguments. Par exemple, voici une facon d'éesidééinitions mutuellement
récursives :

let x=
fixx =
l et X, = (Tupl ey-1x)in
| et rec
X1 = e and )
] I et X, = (Tupl e,-nx)in
=) (€1, ..., €n)
*n = € in
'n | et X; = (Tupl e,-1X)in
e
l et X, = (Tupl es-nx)in
e

De méme, les fonctions a plusieurs arguments seront notées de préférenc
l et X3 = (Tupl ep-1x)in
fun (X, ..., X)) =2e = funx =

| et X, = (Tupl ex-nx)in
e
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Nous voyons ici quelques codages intéressants qui utilisent les otkestgse. Ces classes seront
aussi utilisées pour les arguments des primitives et pour les multi-méthodessBarer la validité de
ces codages, il estimportant que les classes de tuple soient minimaleoddmesde sous-classement,
de sorte que I'accesseliupl e, i ne puisse étre appliqué qu’a un tuple de taillet & aucun autre
objet. Nous faisons de cette propriété essentielle un axiome de toute stdetiasses:

VC € Classes, C C Tupl e, = C = Tupl e,

Remarque.Une limitation importante du langage est I'absence d’effets de bord : il ngsadfppé-
rateur de remplacement d’'un champ. La nature équationnelle et en a@spabm du langage Jazz
justifie cette limitation. La présence d’effets de bord seraient toutefois xteaston intéressante a
considérer, notamment pour ses conséquences sur le systéme de types. |

1.3 Constantes et primitives

Les constantes, désignées par la ledtresont prises dans un ensemBlemVals de valeurs pri-
mitives fixé & I'avance. Les opérations primitives sont notées avec la letttesont prises dans un
ensembléPrimOps de fonctions partielles qui opérent sur I'ensemble des valeurs primi@reaote
| f| I'arité de I'opérateurf, c’est-a-dire le nombre d’arguments qu'il accepte.

Exemple. Pour fixer les idées, on peut supposer que les valeurs primitives congniteles entiers
rationnels et les booléendgrimVals = Q U {true, false}. Les rationnels pourront étre représentés
par un couple d'entiers relatifs/d irréductibles.

Les opérations primitives pourront étre I'additign la multiplication x et les tests de comparai-
son< et=toutes d'arité 2 et de domairig.

On se permettra d'utiliser une notation infixe pour certaines opérationexampleg; + & sera
une abréviation pout (ey, &). |

Contexte.Notons que les opérations primitives ne sont pas currifiées, c’eseaya I'addition de
deux expressiom; ete, s'écrit + (e1, &) et non pag+ €;) &. Les présentations traditionnelles des
petits langages fonctionnels utilisent généralement la forme currifiée paesties fonctions, ce qui
permet de se passer des constructeurs de tuple ou de fonddioss natives sans perdre en expressi-
vité. En contrepartie, la définition de la sémantique est Iégerement plus coéw®liddaut attendre
gu’une opération primitive soit appliguée au bon nombre d’argument gauwoir réduire I'applica-
tion et il faut tenir compte du fait qu’'une primitive partiellement appliquée astvaleur fonction-
nelle. D'un autre c6té, dans la section suivante, nous allons considérerulti-méthodes comme
des méthodes a un argument qui peuvent utiliser des motifs tuple pourexiEieurs expressions
de leur argument. On utilise donc naturellement les tuples pour représeniauligples arguments
d’'une multi-méthode. Par régularité, nous avons donc privilégié les forstiaires, suivant en cela
I'exemple du langage SML/NJ [MTHM97] plutét que d’'OCAML [LD@®3]. |

2En Java, on dirait que la clas$apl e est « finale ».
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1.4 Méthodes

L'expressionnet h {m; = e;...; 7x = &} est uneMETHODE. C’est une expression fonction-
nelle qui est définie par une liste das de la former; = e;. Chaque cas d’une méthode est condi-
tionné par urMOTIF 7; qui sert aFILTRER I'argument passé a la méthode et a lier des identificateurs
avec certaines sous-expressions de I'argument de la méthode.

Le MOTIF UNIVERSEL _ accepte toute valewv{ldcard). Un MOTIF PRIMITIF o filtre les valeurs
primitives. Nous supposons donné une fois pour toutes pour chaque prioiifif 'ensemble des
constantes acceptées par ce motif.

Le motif C {¢; = my; .. .; £y = 7} accepte les objets construits avec la cladsmi 'une de ses
sous-classes. Les étiquettds, ..., £,} doivent représenter les champs de la cla3sst les motifs
71, ..., Ty S€rvent a contraindre la valeur des champs de I'objet. Si on ne vepbpasde contrainte
particuliére sur un chamgy, il suffit d’'utiliser _ pour le motifr;. Le motif #C {£; = m1; ... ; €n = 7}
accepte uniqguement les objets de la cld3sd pas de ses sous-classes.

Enfin le motifr as x permet de lier l'identificateux avec la valeur filtrée par a I'exécution.
On ne considére que des motifislEAIRES, c'est-a-dire ou les variables liées n'apparaissent qu'une
fois au plus.

Exemple.Si PrimVals contient les entiers rationnels et les booléens, on peut supposer quetitss
primitifs suivants sont disponibles :

— le motifa qui accepte exactement la valeur

— le motifr at qui accepte tous les nombres rationnels (y compris les nombres entiers) ;

— le motifi nt qui accepte tous les nombres entiers relatifs (sous-enségé)) ;

— le motifbool qui accepte les deux booléensue etf al se. |
L'exécution d’'une méthode consiste a choisir le cas le plus précis parmigsusotifs; qui
filtrent 'argument de la méthode (stratégidest match»). La méthode toute entiére est alors équi-
valente a I'expressios; ou on remplace les variables liees danar les sous-expressions corres-

pondantes de I'argument de la méthode. Cette opération est agpek¥eCH DYNAMIQUE. Elle
suppose donc qu’on définisse une relation de comparaison de préaisiermotifs. Cette relation est
telle que plus un motif contraint les valeurs filtrées, plus il est précis. Range, le motif universel
qui ne pose aucune contrainte est le moins précis de tous les motifs. Le @¢tif #est plus précis
queC{...} car il n"accepte que les objets exactement construits avec la dasders queC{.. .}
accepte aussi les sous-classes.

Exemple. Voici par exemple la méthode qui renvoie le carré de la norme d’un point :
met h {

Point{x=_as x;y=_as y}=XxX+Yyxy;
Point3D{x=_as x;y=_asy;z=_as zZ} => XxX+yxXy+zxz

Pour alléger I'écriture, il est utile d’'introduire un peu de sucre syntaxifaas un motif filtrant
les objets, on se permettra d’omettre les champs non contraints. Par exemple :

Point{x=int} = Point{x=int;y=_}
Point = Point{x=_;y=_}
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On utilisera aussi les notations suivantes pour les classes d&nalse, et les classes de liste :

(1, ...,mn) = #Hlupley{l=my;...;Nn=my}
m.: mp, = #Cons{head= my; tail = 75}
[] = #Nil{}
[, ..;mn] = moi: (i (oo @i [1)..0)

Dans I'exemple de la méthode qui renvoie la norme d'un point, I'implémentation stiadae
Point est automatiquement héritée dans toutes les sous-clasfesndisauf celles ou I'implémen-
tation pourPoint3D est plus précise. On obtient donc automatiquement une implémentation correcte
sur les classes comnimintColoré. Il arrive que cet héritage de I'implémentation d’'une méthode ne
Soit pas approprié. Par exemple, si I'on veut définir le prédicat dtégaur les points, on veut prendre
en compte tous les champs et on souhaite donc interdire que I'implémentation déndeensur les
Points soit héritée par mégarde dans les sous-classes. Dans ce casluib @stligieux d’utiliser les
motifs de la forme £ :

met h {
(#Point{x = _as X;; y=_as yi}
#PoiNt{Xx = _as X;;y=_as y}) =
X1 =Xz and y; = yy;
(#Point3D{x = _as x;;y=_as y1;z=_as z;}
#Point3D{x = _as Xp;y=_as y,;z=_as z}) =
X1 = Xo and Yi=YVY2 and z; = zo;

}

En effet, le code qui teste I'égalité sur la clas¥@nt n’est typiquement pas valide pour les sous-
classes des points colorés comPR@ntColoré car il faudrait aussi prendre en compte I'égalité des
couleurs. En utilisant le motif Roint dans ce cas, on évite qu'une I'implémentation invalide soit
héritée. Ceci est particulierement intéressant si la méthode est forrageégreant des cas écrits dans
différents modules.

Pour terminer, voici quelques autres exemples :

fi x append= et h {
([1,_aslz) =l
(_ash:: _ast,_asly)=h:: appendt,l,)}

ifthenelse= et h {
(true, _as then ) = then
(false, , as else = elsg
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1.5 Récapitulatif

Dans cette section, nous rappelons les définitions introduites dans le etepitus fixons com-
plétement les notations utilisées par la suite

Présupposés

On suppose donnés une fois pour toutes :

— un ensemble infiflWars d’'IDENTIFICATEURS;

— un ensemble infinttiquettes de symboles deABELS dont on suppose qu'il contient notam-
ment les nombres entiers?, ..., n.

Structure primitive

On suppose fixée une fois pour toutes une structure prinéfhai consiste en :

— un ensembl®rimVals de VALEURS PRIMITIVES;

— pour chaque entier non-nul, un ensemblBrimOps,,, éventuellement vide, de fonctions par-
tielles f € PrimVals" — PrimVals, appeléOPERATEURS PRIMITIFN-AIRES. La réunion
de tous les ensembl€&3imOps,, est notée simplememrimOps, ensemble de tous lesPE
RATEURS PRIMITIFS L'ARITE | f| d’'un opérateurf est I'indicen de 'ensemblePrimOps,
auquel il appartient;;

— un ensembl@rimMotifs deMOTIFS PRIMITIFS Chaque motif primitifo est un sous-ensemble
des valeurs primitivesar C PrimVals.

Structure de classes

UneSTRUCTURE DE CLASSEC est la donnée des éléments suivants :

un ensembl€lasses deCLASSES;

un sous-ensembfelassesConcrétes C Classes de CLASSES CONCRETES

pour chaque clas€ e Classes, un ensemble fini de labe@hamps. C Etiquettes, appelés
CHAMPSdeC;

une relation) € Classes x Classes appeléesous CLASSEMENTet qui doit étre une rela-
tion d’ordre partiel.

Les axiomes suivants doivent étre respectés par toute structure siesclas

(HERITAGE) VC1,Co e Classes,C1 C Cr = ChampsC2 C Champsc1
(Tupl ey) vn € N, Tupl e, € ClassesConcretes A Champsy, o, = {1, ..., n}
(Tupl ep-MINIMAL ) vn e N, VC € Classes, C C Tupl e, = C = Tupl e,
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Motifs

Les motifs sont les termes engendrés par la grammaire suivante ou les econsititaxiques de
bonne formation figure sur la droite :

=
| @ w € PrimMotifs
| C{l1=m1;...58n = 7n} C e Classes, fv(my) # . . . 3 fv(my) D
| #C (€1 =m1; ... ; €y = 7Tn} C € ClassesConcrétes, fv(my) # . . . % fv(mn) Q)
| T as x x € Vars, x & fv(rr)
Notes :
(1) Dans ces motifs les labels, . . ., £, doivent étre deux-a-deux distincts, ils doivent représenter

exactement 'ensembléhamps et leur ordre d’apparition est indifférent.

L'ensemble des variables apparaissant dans un mast notév(r).

L’ensemble des motifs est nokéotifs.

Expressions

Les expressions sont les termes engendrés par la grammaire suivante :

e=X X € Vars
| ere
[funx = e X € Vars
[let x=eine X € Vars
[fixx =>e X € Vars
| a a € PrimVals
| f f € PrimOps
|C{l1==¢€...;lh =€} C € ClassesConcrétes, Champse = {¢1, ..., ¢4} (1)
| C-¢ C € Classes, ¢ € Champs;

|meth {m = e;...imc= et (2)

Notes :
(1) Les labels doivent étre distincts deux a deux et leur ordre d’@jgpan’est pas signifiant ;
(2) Lordre d’apparition des cas n’est pas signifiant.

L'ensemble des expressions est nexrs.
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Variables libres
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L'ensemble (fini) des variables librége) d’une expressioe est défini par induction sue:

fv(x)

fv(er &)

fvfun x = &)

fvlet x=eine)
fvfix x = e
fV(C{tr=er...;th=6n})
fv(C-¢)

fv(f)

fv(a)

fvir = e)

fvimeth {m1 = ey;...; 1k = &})

Notations

Si I'on veut expliciter la structure de classesitilisée, on écrira les différents ensembles définis

1 1 | o | | 1S |2

[

{x}

fv(ep) U fv(e)

fv(ep) \ {x}

fv(er) U (fv(e) \ {x})
fv(e) \ {x}

fv(e) U - - Ufv(en)
(%)

%)

%)

fv(e) \ fv(rr)
fvmi=e)U... UV, = &)

ci-dessus de la fagon suivant€lasses®, ClassesConcrétes®, Champsg, =€, Motifs® et Exprs®.
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Chapitre 2

Sémantique

Nous allons maintenant donner un sens formel aux expressions dgéahgsstyle de sémantique
adopté consiste a donner des regles d’évaluation qui permettent die néelw a peu une expression
en un résultat (sémantique par réécriture a « petits pas »). L'objectifcieapitre est donc de définir
un prédicae — € gu'il faut lire « I'expressiong’ peut se déduire a partir deen faisant un pas de
calcul ».

2.1 Noyau ML

La premiére régle d’évaluation concerne I'application d’une fonctiometspond a la régles)
du A-calcul (voir par exemple [Bar84]) :

(BETA) funx =>e)e — [X+— e]e

Dans cette reglex[— e;]e; est obtenue & partir dig en substituant les occurrences libres de la
variablex pare,. L'opération de substitution est techniqguement délicate a définir car ifdaettrés
attention a éviter les captures de variables. La définition se trouve a la fenalepitre (section 2.7,
page 40).

L'évaluation des expressionset etfi x se définit de fagon similaire a celle de I'application a
I'aide des substitutions :

(BETA-LET) let Xx=gine— [X— gle
(BETA-FIX) fixx =26 — [x— fixx = ele
2.2 Objets

La sémantique de I'accés aux objets est résumée par la régle suivante :
(BETA-OBJ) Cti(C'lt1=e;...:4=86;...;¢=86)) — &
Dans cette régle, on ne suppose pas Guest une sous-classe @ C'est en effet 'un des

objectifs du systéme de types d’'assurer cette propriété, de telle sorténgepiéte n’ait pas besoin
de la vérifier dynamiguement.
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Quand on a effectiveme@’ = C, notons que; est forcément dans I'ensemble des champs de
C pour que I'expressiof -¢; soit bien formée. Par 'axiomedERITAGE), il s’en suit qu'il est aussi
forcément un champ d&’, de sorte que la régle de réduction est toujours possible dans ce cas.

2.3 Primitives

L'évaluation d’'une opération primitivd suppose qu’elle soit appliquée a un tuple de valeurs
primitives dont le nombre d’arguments correspond a I'arité de I'opéraflanéécrit alors simplement
cette application en la valeur calculée par la fonctfon

f € PrimOps a = f(a,...,an
(BETA-PRIM) B !

f(ag,...,an) — @

Notons que cette régle ne s'applique quéssi . . ., a,) est bien dans le domaine de

2.4 Méthodes

2.4.1 Filtrage

La relation de filtrage relie une expression et un motif. Cette relation est caréplioar le fait
gue la sémantique du langage peut étre en appel par nom. L'expressibdgnc n’étre pas encore
assez réduite pour que I'on puisse décider si le filtrage est vrai au@agsst pourquoi, nous en ferons
une relation dans une logique a trois valeutlire(e, ) peut valoir :vrai s'il est établi quee est bien
filtrée ou acceptée par; faux s'il est définitivement établi queest rejetée ; ou bien le symbalesi
e n'est pas assez réduite pour décider si elle est filtrée ou rejetée par

Pour définir la relation de filtrage, nous introduisons maintenant les valduesvALEUR ou
FORME NORMALE DE TETEesSt une expression close suffisamment réduite pour qu’on puissedécid
sa téte. Les valeurs sont engendrées par la grammaire suivante atfiguifer le symbole de téte de
la valeur sur la droite :

Vi.=a = a
|[C{t1=¢ey...; =6} = C
| f = fun
|C-¢ = fun
[funx = e = fun
lmeth {my=e;...;mk=6) = fun

La téte d’'une valeu¥ est notée té1®/). Notons qu’un objet peut étre une valeur méme si ses champs
ne le sont pas. Cela est particulierement utile dans une sémantique epappahn. Par exemple, la
listel:: (fix| = 1:: 1)estunevaleur.

Nous pouvons maintenant donner la définition de la relation de filtrage @«iios 2.7, page 38
pour une version complétement formelle). Celle-ci procéde par induatiota sstructure du motif
filtrant, un motif lieurr as x étant considéré équivalent pour le filtrage axec
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Tout d’abord, toute expressia quel que soit son niveau de réduction, est filtrée par le motif
universel _:on a donfiltre(e, ) = vrai pour toute, méme si ce n’est pas une valeur. Nous supposons
maintenant que le motif filtrant n’est pas le motif universel.

Dans tous les autres cas, le filtrage n'est déterminé que si I'expredsiéa ést suffisamment
réduite pour qu’on puisse en déterminer la téte, c’est-a-dire qu’'elle eitide valeur. Sé n’est pas
une valeur, alors le filtrage est indéfini et on nfiltee(e, 7) = 1. Sie est une valeur, alofdtre(e, )
vautvrai ou faux selon les régles qui suivent.

Le filtrage par un motif primitifo réussit si et seulement si la valeaest une constante élément
de I'ensemblew . Il échoue si la valeur n’est pas une constante, par exemple sutiegijet ou une
fonction, ou bien si c’est bien une constante, mais qu’elle n’est pasaan

Si le motif filtrant = est de la forme & {¢; = =;}, alors le filtrage réussit si et seulement si la
valeure est un objet construit avec la clagsec’est-a-dire de la form€ {¢; = ¢}, et le filtrage de
chacun des chamgs par le motifz; réussit. Le filtrage de parz échoue se n’est pas un objet ou
bien si c’est un objet construit avec une classe différent@ de bien si c’est bien un objet construit
avec la class€, mais si un de ses cham@a'est pas filtré par le motif correspondant c’est-a-dire
sifiltre(eg, 7)) = faux pour un certain. Enfin, le filtrage est indéfini dans tous les autres cas, c’est-
a-dire quanck est bien un objet construit av€t; qu’aucun des sous-filtragétre(g , ;) n'échoue,
mais qu’un au moins d’entre eux est indéfini. Notons que &gt bien un objet construit avec la
classeC, on peut reformuler la définition de la valeur du filtraj&e (e, ) comme la conjonction
filtre(ey, m1) A - - - Afiltre(e,, mn) ou I'opérationA désigne la conjonction la plus « paresseuset» (
paralléle).

Il reste le cas ou le motif filtrant est de la formeC {¢; = =;}. Dans ce cas, la valeerdoit étre
un objetde laform€’ {¢; =ey;...; €nh = €,; ...; £y = €y} CONStruit avec une sous-classedeC.
La valeur du filtragdiltre(e, =) vaut alors la conjonctiofiltre(e, r1) A - - - A filtre(e,, 7). Notons
que les champs,.4, ..., & n'interviennent pas dans la définition du filtrage.

Exemple.Considérons I'expressiamsuivante :
e=[Point{ix=Ly=(Ffunx = x+12}; &

Voici quelgues exemples de filtrage :

T ‘ filtre(e, )

Point{x=1} :: _ | vrai
Point{x=2} :: _ | faux
Point{y =int} :: | L

2.4.2 Lordre de précision sur les motifs

Un motif est d’autant plus précis qu'il accepte moins de valeurs. Parnx ohatifs acceptant
exactement les mémes valeurs, on peut toutefois distinguer un motif plus pr&oexemple, le motif
#C est considéré comme strictement plus précis@uaméme siC n'a pas de sous-classe différente
deC.
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La relation de comparaison de précision est nate€assertiont < 7’ se lisant «r est plus
précis quer’ ». C’'est une relation de pré-ordre (réflexive et transitive) défiaieipduction sur la
structure des deux motifs etn’ :

— le motif universel est moins précis que tout autre motif _;

— la présence d'un lieur ne change pas la comparaison de précisiaa x est équivalent & ;

— un motif primitif est d’autant plus précis qu'il filtre moins de valeurs primitivesst a dire que
w1 est plus précis que; si et seulement sy C w» (rappelons que les motifs primitifs sont
définis comme I'ensemble des constantes qu'ils filtrent) ;

— l'ordre de précision se transmet dans les charﬁbﬁe; = ni’} est plus précis quU€ {¢; = m;} si
chacun des est plus précis que;. De méme, € {Ei = n{} est plus précis queGHY{; = ;)
dans les méme conditions.

— a motifs de champs égaux, les motifs qui filtrent les objets sont d’autanippdess qu'ils
mentionnent des classes plus précises ; q@&ind C, on a donc :

Clla=my..5ln=mn...; 0y =1} <K C{ly =m1;...5 €y = mn};

— le motif #C {¢; = m;} est plus précis qUE {¢; = 7} ;
Exemple.Voici un extrait de I'ordre de précision pour quelques motifs :

Point{x=_;y=_}

#Point{x=_;y=_} PointColoré {x= _;y= ;c=_}
Point {x = int; y = int} #PointColoré {x= _;y= _;c=_}

\
/

#Point {x = int; y = int} PointColoré {x = int;y =int;c = _}

\

Point{x=1;y= 2} #PointColoré {x =int;y=int;c = _}

/

#Point{x=1y=2} PointColoré {x=1,y=2;c= _}

\

#PointColoré {x=1y=2c=_}

Notons que quan@’ C C, un motif de la forme €’ {...} n’est pas plus précigue # {...}. En
effet, ces deux motifs acceptent des ensembles de valeurs disjoints. |

2.4.3 Projection

Quand une expressianest filtrée par le motifr, on peut extraire de les sous-expressions cor-
respondant aux lieurs dans Cette opération est appeleROJECTIONet est notée | 7. Son résultat
est une fonction associant une sous-expressi@edeutes les variables libres de La projection se
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définit aisement par induction sur le motif :

el £ o
%

lI>

elw

[|>

el(r as x)
C'{lr=¢ey...;lh=¢6n.. DICy=m1...; 0y =mn})
Clty=e;...;th =6} {#HC {1

elm X+ €
elmd- - - denlm
elm e ---delm

(1>

[I>

715 .5 € = Tn})

Exemple.Considérons le motif et 'expression suivants :

7 = (Point{x=intas x} as p):: (_as tail)
e=[ PointColoré {x=1;y=2;c= 3}, Point{x = 1,y = 2}]

On vérifie gu’on a biefiltre(e, 7) = vrai. La projection dee selons est alors la fonction suivante :

elm =[X+ 1, p+ PointColoré{x=1,y=2,c=3}; tail > [ Point{x=1y=2}]] A

Remarque.Notons que le domaine de la fonctiéilire(e, 7) est nécessairement I'ensemble des va-
riables apparaissant dans c’est-a-direfv(r). Par ailleurs, remarquons que la condition syntaxique
de bonne formation d’un motif objet, c'est-a-dfwémr, )4 - - -# fv(rr,), nous permet, dans la définition
de la projection sur un tel motif, de considérer les sous-motifs dans ua gueétconque. [

2.4.4 Dispatch dynamique

Etant donnée une listey, . .., 7 de motifs et une expressi@nl'opération deDISPATCH DYNA-
MIQUE consiste a déterminer le motif le plus précis qui filtre I'expres&iafi le dispatch réussit, il
produit un indicej entre 1 etk tel quee est filtrée parr; et quer; est plus précis que tout motif
mj qui filtre e. Le dispatch échoue si aucun motif ne file¢non-exhaustivité) ou bien si plusieurs
motifs conviennent, mais qu’aucun d’eux n’est plus précis que tous lessa@ambiguité). Enfin, il
faut prévoir le cas ou le dispatch est indéterminé parce que I'expressiest pas assez réduite. Pour
traiter cette difficulté, on demande que le filtrageegar chacun des motif; soit déterminé avant de
pouvoir décider si le filtrage réussit ou non.

Plus précisément, le dispatch dynamique est donc une fonction notée kispaic. . . ; 7x) qui
prend sa valeur dans I'ensemlle, 1, .. ., k, erreur} et qui est définie par les propriété suivante :
— s'il existe un indicej tel quefiltre(e, ;) = L, alors dispatcte; mr; ...; m) = L (dispatch
indéterminé) ;
— sinon, s'il existe un unique indicetel quefiltre(e, ;) = vrai et tel quefiltre(e, /) = vrai
impliquer; < &y, alors dispatcte; w1; ...;m) = | ;
— sinon, le dispatch échoue et on note disp@tchy; . . . ; 7x) = erreur.
Remarque. Notons que nous exigeons que le filtrage de I'argument tesles motifs soit déter-
miné avant de pouvoir réduire I'application d’'une méthode. Ceci estdéggnt trop restrictif dans
certains cas. Par exemple, si la méthode ne comporte qu’une uniqubditasas e, alors on pourrait
directement utiliser cette branche sans réduire 'argument. Cependaditaliger cette remarque aux
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cas ou il y a plusieurs branches ne paraite pas facile. De plus, si la raé&hbfibrmée en agrégeant
des branches provenant de différents modules, la sémantique de Bdipplidsquerait de changer
gquand on rajoute une branche, ce qui pourrait étre surprenantgpprogrammeur. C’est pourquoi,
nou savons préféré adopter dés le départ une sémantique simple etcidteen restreindre un peu
le niveau de « paresse ». |

2.4.5 Laregle d’évaluation

L'évaluation de I'application d’'une méthode consiste a sélectionner uneclasméthode par dis-
patch dynamique de I'argument de la méthode sur la liste ses motifs. On exstateate I'argument
une sous-expression pour chacune des variables apparaissafe daotif sélectionné. On substitue
enfin dans le corps de la méthode chacune de ces variables par lapaessions correspondante.
La regle d’évaluation prend donc la forme suivante :

j = dispatche; 7q;...; 7
(BETA-METH) : patclte: 1 9

(meth {my = e ...;mc= &))e— [el mjlg

Dans cette regle, la notatior | rj]e; désigne la substitution simultanée de toutes les variables
libres dee; qui sont aussi libres dans; par la sous-expression @edéterminée par I'opération de
projection. La définition de la substitution simultanée est donnée a la fin deapéreh(section 2.7,
page 40).

2.5 Contextes

La définition de I'évaluation ne serait pas compléte si on ne définissaitpasritextes d’évalua-
tion. Ceux-ci indiquent les sites possibles d'application des régles detiéd dans une expression.
Un site de réduction est dénoté par le symbole [] et les contextes somdeagear la grammaire
suivante :

E:=[e
| efl
|let x=[ine
|C{tr=ep;...;86=[;...;¢n =6}
L'application d’'un contexte a une expression est n@fes} et consiste a placera la place du symbole

[] dansE. Le résultat est donc une expression. Le fait que [] dénote un sidddetion est exprimée
par la régle d'évaluation suivante :

e— €

Ele] — E[€]

(CONTEXTE)

Remarque. Notons que la prémisse de cette régle peut trés bien étre déduitear€&TE) elle-
méme. La forme générale d’'une réduction est donc la suivante seiréduit erg’ par une régle
différente de (ONTEXTE), alors on a aussi, pour toute liste finie de contextes :

E1[Ea[. .. En[€]]l — Ea[E2|... Eq[€T]].
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En général, les sémantiques a petits pas des langages a la ML utilisent detestug-méme récur-
sifs, c’est-a-dire dont la grammaire est de la forltne=[] | E[€] | [E] |. ... Dans notre présentation,
les contextes sont de hauteur 1. La relation de réduction qui en résuiteesque mais cette deé-
finition présente un avantage technique car, dans les preuves, on @itluble induction sur les
contextes et les dérivations. |

Contexte.La régle (®NTEXTE) est la derniére de notre sémantigue. Notons que cette sémantique est
non-déterministe. Une expression donnée peut présenter plusiesrdesiteduction possibles, c’est-
a-dire qu’elle peut étre de la formig [ E;[. . . En[€]]] pour plusieurs listes de contextes possibles. Par
exemple, dans I'expressian e;, on peut réduire la partie gauche de 'application ou bien la partie
droite. Par ailleurs, la réegle @NTEXTE) peut parfois étre applicable en méme temps que d'autres
regles. Par exemple, dans I'expressipnin x = ...)e, on peut ou bien réduire I'argument de la
fonction en utilisant la régle (GNTEXTE) ou bien appliquer larégle @rA).

Traditionnellement, la présentation de la sémantique a petits pas des langalgisrasereint les
prémisses des régles d’évaluation et la définition des contextes afin démyees stratégie d’évalua-
tion déterministe. Cela permet de modéliser fidélement le comportement effieetivenis en ceuvre
dans une implémentation concréte de I'évaluation. Par exemple, si I'on désil@iser une stratégie
en appel par valeucéll-by-valug, il convient de restreindre I'application de la régleg(®\) au cas
ou I'argument de la fonction appliquée est une valeur. Si I'on veut deipiposer I'ordre d’évalua-
tion gauche-droite, il suffit de restreindre les contextes de la faifieau cas ote est une valeur
(fonction ou primitive). Ainsi, l'interprete devra forcément commencerrgduire la partie gauche
d’une application jusqu’a obtenir une fonction puis réduire la partie droé@uid obtenir une valeur
pour enfin appliquer la régle g&rA). En revanche, si on souhaite modéliser une stratégie en appel par
valeur gall-by-namg, il suffit d'interdire les contextes de la forneeE, de sorte que I'argument d’'une
application ne soit jamais évalué.

Nous avons préféré définir une relation d’évaluation non-déterminisie jplasieurs raisons.
D’abord la stratégie d’évaluation n’'est pas trés importante du point delwsysteme de types. Si
celui-ci nous permet d’affirmer statiguement qu’aucune évaluatioredpression ne conduit a une
erreur de type, ce résultat est indépendant de la stratégie d’évalohti@ie, qui consiste simple-
ment a restreindre les évaluations possibles. Un méme systeéme de typéqempplonc a toutes les
stratégies possibles, en particulier aux stratégies d’appel par val¥appel par nom.

Une deuxiéme raison est que la présence des méthodes rend la définitiersttatégie détermi-
niste d’appel par nom non-triviale. En effet, s’il est bien connu quedalcul est essentiellement sé-
quentiel, les multi-méthode introduit un certain degré de parallélisme dans éotamtque. Concre-
tement, il ne suffit pas, comme dansi.kealcul, de réduire systématiquement le redex le plus a gauche
pour obtenir une stratégie compléte. L'application d’une méthode nécessféeede réduire suffi-
samment son argument pour déterminer le filtrage avec tous les motifs de la eéttaislil n'existe
pas d’ordre d’'évaluation simple des différentes parties de 'argumensi@&rons par exemple la mé-
thodenet h {(false, false) = false; = true}. Appliquons cette méthode a un arguméat e,).

La stratégie qui consiste a évalugret e, en séquence, de gauche a droite, n'est pas compléte, car
elle boucle sur I'argumentl, true) ou L désigne une expression qui ne termine pas, par exemple
fix x = x. Or, la sémantique opérationnelle permettrait dans ce cas de brancléerdizat dans
lecas _= ..., parce que le filtrage avec les deux motifs est déja déterminé. Inversesirmmessaye
d’évaluer les arguments dans I'ordre droite-gauche, cette stratégiaeéshr I'entrédtrue, ). De
maniére générale, cette méthode n’est pas compilable dans le langagisgatthdcar sa sémantique
(ou parallélg n’est pas une fonction stable [Ber78].
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Pour évaluer cette méthode, il est nécessaire d'utiliser un évaluatellefgarEssentiellement, il
faut lancer deux taches indépendantes pour évaluer chacun deseaitg. Si l'une des taches termine
en déterminant que I'argument calculé est différenfadse, alors on doit interrompre I'autre tache
et continuer le calcul dans l'alternative= true. Si les deux taches terminent avec le résuébse,
alors on peut continuer darfalse, false) = false. Ecrire une stratégie d’évaluation compléte et
déterministe revient alors a écrire un séquenceur multi-taches et a expldgerithme utilisé pour
le séquencement, celui-ci devant étre suffisamment équitable pour dretdgie soit bien compléte.
Cela représente une « infrastructure » lourde, ce qui explique gstuaiégie compléte pour filtrage
paralléle ararement été envisagée en pratique. On peut toutefois mentinartude dans le cadre de
Concurrent Haskell [WMO02] et remarquer que le langage Jazz,eilgionent multi-taches, pourrait
se préter a une telle implémentation compléte. Il convient aussi de citer ici Vesitreelatifs a la
compilation du filtrage paresseux vers un langage séquentiel (voir @aapdx [Mar94]) qui constitue
une forme particuliere de stratégie incompléte.

Il apparait donc clairement que le détail de la stratégie d'évaluation détstendoit rester au
niveau de I'implémentation. C’est pourquoi nous étudierons le systemepds én considérant une
relation de réduction non-déterministe, ce qui permet d’appliquer leftatssobtenus doutesles
stratégies possibles, compléetes ou non. |

2.6 Erreurs de type

L'évaluation d'une expression peut aboutir a une situation manifestermemée comme I'ap-
plication de I'addition & des booléens ou I'utilisation d’'un entier en position detilon. De telles
expressions sont IeESRREURS DE TYPE Plus précisément, sont considérées comme des erreurs de
type les situations suivantes :

Erreur de type Exemple

application d’'une primitive a une valeur nor4 (f un X = x) ou+ (1)
construite avec la clas3aupl e, oun est l'arité
de la primitive

application d'une primitive a un tuple de valey 1+ (f un x = x)
gui ne sont pas toutes des constantes
application d'une primitive a un tuple del+true
constantes hors du domaine de la primitive
application d’'une valeur qui n’est n'est pas for 1(2)
tionnelle, c’est-a-dire ni une fonction, ni une m
thode, ni une primitive

application d'un accesseur de champs a une|v@eint-x (f un x = x)
leur qui n'est pas un objet
application d’'un accesseur de champs a un o| PointColoré-c (Point{...})
qui n’est pas de la bonne classe
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application d’une méthode a un argument fil
par aucun motif (non-couverture)

application d’'une méthode a un argument fil
par plusieurs motifs (ambiguité)

37

trénet h
{Point, PointColoré) = ...
(PointColoré, Point) = ...)
(Point{...}, Point{...})
(met h
(Point, PointColoré) = ...
(PointColoré, Point) = ...)

(PointColoré{. ..}, PointColoré {. . .})

En outre, chaque fois qu’une erreur de type apparait dans unessiqm a I'emplacement d’'un site
de réduction possible, on considére que I'expression toute entieresstume erreur de type. En
d’autres termes, & est une erreur de type, aldefe] est aussi une erreur.

Nous noterong —> erreur quand I'expressioe est une erreur de type et—* erreur quand
e se réduit en un nombre fini d’étapes&mjui est une erreur de type. Ce dernier prédicat sépare les
expressions en deux catégories esi—* erreur, on dit quee estOPERATIONNELLEMENT MAL
TYPEE, sinon qu’elle esOPERATIONNELLEMENT BIEN TYPEE L'un des réles d’'un systéme de types
est d’éliminer statiquement toutes les expressions opérationnellement mes ggugs éliminer trop
d’expressions hien typées.

Remarque.En présence d'un systéme de types, un interpréte peut donc consjdérgexpression
a calculer ne sera jamais une erreur de type, ce qui permet en géogtahiser I'implémentation.
Le comportement d’un interpréete ainsi optimisé peut alors étre arbitraire2eenre d’'une erreur de
type : corruption mémoire, plantage, etc. C'est pourquoi, le systéme dedgpessentiel des lors que
l'interpréte n'est pas défensif.

Notons que dans une sémantique déterministe, la définition des erreurs @sttgpuvent présen-
tée d’'une fagon implicite. Les valeurs représentant les résultats irrélésaties calculs et, a chaque
instant, une seule réduction étant possible, les expressions irréduqiibles sont pas des valeurs
dénotent un probléme grave d'exécution et sont considérées comrageias de type.

Cette définition présente I'inconvénient de ne pas expliciter exactemenblasgbés qu'on peut
utiliser pour optimiser l'interprete. Plus grave, elle ne s’étend pas commodéramer sémantique
non-déterministe. En effet, il se peut trés bien qu’'une expressionranitdeux sites de réduction
possibles soit réductible sur le premier site et présente une erreur diaiggret planter l'interpréte
sur le second. Dans ce cas, I'expression est réductible mais il est impdetaonsidérer que c’'est
une erreur de type puisqu’elle provoque un probléme dans l'interpréte. |
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2.7 Reécapitulatif

Nous donnons ici la définition formelle du prédicat d’évaluation et de tdaterelations néces-
saires a sa définition.

Valeurs

L'ensemble des valeurs, no#aleurs, est engendré par la grammaire suivante :

Vi=a
|C{la=¢e1...; ¢ =6n}
[funx = e
|meth {m = e ... 1 = &t
| f
| C-¢

De plus, toute valeuy doit étre telle quév(V) = @.

Noceud de téte d’'une valeur

tétgla) = a
teteC{l1=€1;...;lh=6)) = C
tétefunx =€) = fun
teteneth {m = e;...;mc=a)) 2 fun
téte(f) £ fun
tétgC-¢) = fun
Filtrage
filtree, ) £ vrai
filtre(e,m as x) = filtre(e, )
e ¢ Valeurs
filtre(e,m) £ L siym#_
7w #7' as X
filtre(@,w) £ wvrai siacw

fitre(C{t1=¢ey;...; 40 =64},
HC ({1 =115 .. .5 by = n})

(1>

filtre(ey, m) A - - - Afiltre(e,, )
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filtre(C' {1 =e;...;ln=0¢6n; ...},
Cl1=my...;lh=mn)) = filtre(e, ) A --- Afiltre(ey, m,) siC' & C

A

filtre(e, ) faux dans tous les autres cas

Dans ces définitionsy désigne la conjonction paralléle qui vawai si tous les arguments valent
vrai, faux si 'un des argument vadidux et L dans les autres cas.

Pré-ordre de précision

Il est défini par les régles d’inférence suivantes.

T < <"
T<m T <a’ 7 < (7 as Xx) (mras xX) <7
TS _
w1 C @2
w1 < 2
ccc
Clts=my;..5bn=mn;...;lw=mp} K C{ly =m1;...; €y =7}

HC Uy =my;...ibn=mn} K C{ly =m1; ... €y =70}

m <y 7 < 7y

C{El=7ri;...;€n=n’,’]}<C{Zl=n1;...;ﬁn=nn}
m <y 7, < Ty

#C{ti=mn .. th=m)) <HC{l=m1; ... €n = 70}

Projection

el £ o

[I>

elo 1)

(1>

el(r as x)
C'{ti=en...;lh=¢6n.. DIC{Uy=m1...; 4y =m0}
Clla=en...;bh=e}) |HC{ly =m1;...;ln=mn})

elm®[X— €
elm®---®elm (¥
elm@---deylmn

(1>

[I>

(*) défini uniquement sC’ = C.
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Fonction de dispatch

1 ssidj e [1, K], filtre(e, ;) = L
filtre(e, rj) = vrai
vl € [1,K],
dispatctie; mq; .. .; 1) = j ssi filtre(e, m) # L A
filtre(e, m) = vrai = 7; < m A
(filtre(e, m) = vrai Am < 7j) = | = |
erreur sinon
Substitutions

UnesSuBSTITUTION Sest une fonction partielle a domaine fini des variables dans les expr&ssion
Un RENOMMAGE R est une substitution dont le codomaine est composé uniquement de variables
Pour tous ensembles finis de variab¥aset X, on suppose donné un renommagexy, X,) tel que :

— R(X3, Xy) estinjective;

— X, estle domaine d& (X1, X5);

— le codomaine d&(Xy, Xy) est disjoint deXs ;

— pour toute variable € X1\ Xz, R(X1, X2)(X) = X.
Cette fonction existe bien car I'ensembars est supposé infini.

Une substitution est étendue a I'ensemble des expressions de la fagomtesui

S(x) six € dom(S)
X sinon
(Sle ([Sle)
fun[R]x = [S® Rle (1)
let [RIx=[Y€in[S® Rle (1
fix[R]x = [S® Rle (1)

lI>

[SIx

lI>

[Sl(e€)

[SJfunx =€)
[SjJlet x=€ine)
[SIfixXx = e

> 1>

lI>

[SIC-¢ £ C-¢
[SIC{ti=e;...;th=e} = C{t1=[Sey...;t =[en}
[SIf £ f
[Sa & a

lI>

[Sl(meth {m1 = e;...; 1= ad) met h {[S](71 = e1); ...; [T = &)}

[I>

[Sl(r = e [Rlr = [Sle (2



2.7. RECAPITULATIF 41

et:
[RL = _
[Rle £ o
[Rl(x as x) = [R]x as [R]x
[RIC{y=m1;...;8n=m) 2 C{1=[R]m;...; 4 =[R]m)
[RFC {€y = m1;...: €y = 7} = #C (€1 = [R]my; ...; €n = [R]mn})
Note :

1D R=R{x},v(STV)UV)ouV = fv(e) \ {x};
20 R=R{v(r),M(STV)UV)ouV =fv(r = e);
avec, pour toute substitutidh:

e & |J msw)

xedom(S)

Remarque.On montre facilement que I'opération de substitution préserve la bonne tfomsyn-
taxique des expressions.

Exemple.Soite I'expression suivante :
e=meth{(_asx,_asy)=>x+y+z+t}
et Sla substitution :
S=[Xr> Uz xX+Uut— U
L'expression F]e vaut alors :

nmeth {(_as x,_asy)=x'+y+(x+u)+uj

avecx’ = R({X, y}, {X, up)(x). .
Contextes
Grammaire :
E:=[e
lell
[let x=[ine
|Clly=ey...50=[];...;€n=€n} C e ClassesConcréetes (1)
Notes :
(1) Les labele,, ..., £, doivent étre distincts deux a deux, représenter les champs de la Classe

et leur ordre d’apparition n’est pas signifiant;
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Application d’un contexte a une expression :

(1 e)[eo]

(e[Ded]

(let x=[1ine]le)]
Clla=e;...;6=[;...; = e}le]

> e (>

lI>
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ee

€&

let x=gine

Clli=e;...;l =€ ...;¢h =€}

Notons que la contrainte de bonne formation sur les contextes d’objetgufefiapplicationE[ €]
est toujours une expression syntaxiqguement bien formé dés egteaussi bien formée.

Regles d’évaluation

e— ¢
(CONTEXTE)
E[e] — E[€]
(BETA) funx =>e)e — [X— e]e
(BETA-LET) let Xx=gine— [X— gle
(BETA-FIX) fixx =>e — [x— (fixx = ele
(BETA-OBJ) C4(Cl1=ey;...;¢0,=6)) — §
f € PrimOps a=f(,...,a)
(BETA-PRIM) PSn !
fag,...,an) — @&
j = dispatchie; 7r1; ...;
(BETA-METH) : patclte; o
(meth {my = e;...;mk=> &})e— [e¢nj]ej

Erreurs de type

f € PrimOps,

tétaV) # Tupl e,

(ERREUR-PRIM-1)

f V — erreur

Vi ¢ PrimVals

(ERREUR-PRIM-2)

f(Vi,...

, V) — erreur
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(ERREUR-PRIM-3)

(ERREUR-FUN)

(ERREUR-GET-1)

(ERREUR-GET-2)

(ERREUR-METHODE)

(ERREUR-CONTEXTE)

(V1,..., Vh) ¢ dom(f)
f(Vq,..., V) — erreur

tétgV) # fun

V e — erreur

tétgV) ¢ ClassesConcretes

C-¢V — erreur

C' =tétqV) C'zZC

C.¢V — erreur

dispatchie; ;... ; mx) = erreur
(meth {m = ey ...;m = &}) e — erreur
e —> erreur

E[e] — erreur

43
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Chapitre 3
Typage algébrique

Nous allons maintenant introduire un systéme de types pour le langage pitreetia C’est-a-
dire que nous allons séparer les expressions en deux catégories :relsont « bien typées » et
celles qui ne le sont pas. La propriété fondamentale qu'un systéme de dgfiegarantir est que
I'évaluation d’'une expression bien typée ne provoque aucune dasreme types mentionnées en
2.6. En rejetant les expressions mal typées, on peut ainsi attrapen’axénution toute une classe
d’erreurs de programmation. C'est I'intérét majeur d'un systéme de type.

Dans ce chapitre, nous nous attachons a fournir un systeme qui diasumhent expressif (il
accepte assez de programmes) et correct (il rejette bien les erretyisedleEn revanche, nous ne
nous occupons pas des autres aspects. Lintérét de ce systeme glediyde fournir une « boite a
outils » pour montrer la correction de systemes plus pratiques qui serartuite plus loin.

L'objectif étant simplement de montrer la correction, nous ne précise@msg@mplétement ce
gu’est un type dans ce systéme, mais nous nous contenterons d’entiséotea propriétés requises
pour assurer la correction. C’est pourquoi, le systéme de typespéédans ce chapitre est qualifié
de « algébrique » et la structure mathématique ainsi axiomatisée sera appelée de types.

3.1 Principe

Un systeme de types consiste en une définition d’'un prédicat, appeEMENT DE TYPAGEQUI
relie une expression a un type. Comme cette expression peut conterdridédes libres, le jugement
de typage fait aussi intervenir un environnement de typage qui liste Eah8ses qu’on fait sur ces
variables libres. Le jugement de typage s'écrit d@¢- e: T et se lit « dans I'environnemeng,
I'expressione possede le typ& ».

S'il existe un typeT tel queG + e: T, alors I'expressior est diteBlIEN TYPEE dans I'environ-
nementG. Elle estMAL TYPEE dans le cas contraire.

La correction du systéme de types provient de deux ingrédients :

1. D’abord, une expression bien typée est opérationnellement biee. tigsi, le systéme de
types élimine les erreurs de type immédiates;

2. Ensuite, une expression bien typée reste bien typée quand on lapeduiit pas de calcul. On
élimine ainsi les erreurs de type qui peuvent survenir plus loin dans lel calc
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3.2 Types monomorphes

On suppose donné un ensembilede TYPES MONOMORPHESOU MONOTYPES Les éléments
de cet ensemble sont notés avec les lettres u (éventuellement avec un prime ou un indice). Le
contenu précis de cet ensemble est laissé ouvert car ce qui noussetére sont simplement certaines
propriétés sur les opérations définies.4uque nous allons axiomatiser dans cette section. L'approche
est donc algébrigue et 'ensembleavec ses opérations est appeléSEBRE DE TYPES

Exemple.La raison pour laquelle nous ne fixons pas l'algébre de types estprses algebres sont
envisageables. Il est cependant utile d'introduire dés maintenantampéx concret d’'algébre pour
illustrer ses axiomes et les regles de typage.

Pour fixer les idées, nous considérerons un exemple simple. Les mondeygette algébre sont
les termes finis et clos (sans variables) construits sur I'alphabet condéitudoms de classes, du
symbole— et des types primitifint, rat etbool :

t ::=int | rat | bool
[t —>t
| ObjetColoré | Point | PointColoré | Point3D | Point3DColoré | ...
| List(t) | Cons(t) | Nil(t) | ...

Voici quelgues exemples de monotypes dans cette algébre :

bool Point
Cons(Point) List(bool)
Point — int
bool — List(bool) — Cons(bool)

Ainsi, a chaque clasgg est associé un monotype ou un constructeur de types si la classe st con
dérée comme paramétrée. Par exemple, les cld&sas ou PointColoré ne sont pas des classes
paramétrées et constituent donc directement des monotypes. En evimsctlassekist, Cons et

Nil sont paramétrées par le type des éléments de la liste et sont donc degatenstrqui prennent

un type en paramétre. Les types des valeurs primitives (entiers, bootésmisles constantes non
paramétréedrgt, bool, etc.). Enfin, la fléche> est un opérateur de types qui ne correspond pas a une
classe. |

3.3 Types polymorphes

Dans les systemes de type a la ML, le polymorphisme est traditionnellement exptiaide
de schémas de types, un schéma de types étant une descriptiompréhension’un ensemble de
types monomorphes. Typiqguement, un schéma de types en ML est formédiua contenant des
variables libres et décrit 'ensemble des instances que peut prentinereequand les variables sont
substituées par n'importe quel terme clos.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons seulement a la correctiostéimeysans vouloir ef-
fectivement calculer sur les types. Le polymorphisme peut alors étresgatesxe particuliére : un
type polymorphe est simplement un ensemble de monotypes domxémsionsans qu'il soit décrit
par un terme avec variables. L'avantage de cette approche est @aresien ce qui est nécessaire
pour assurer la correction du typage de I'aspect calcul sur les sstdarnsipes, qui fera I'objet des
chapitres suivants.

Un TYPE POLYMORPHE encore appel®oLYTYPE, est donc défini comme un ensemble quel-
conquenon videde monotypes. On utilisera la lettiie pour désigner les polytypes. Un polytype
singleton de la formét} est identifié au monotypte

Exemple.Voici quelques exemples de polytypes dans 'algébre fermée simple :

{Point — int, PointColoré — int, Point3D — int, Point3DColoré — int}
{Cons{t) >t |t e A}

Cette définition des types polymorphes est étroitement liée aux deux rédigsade concernant
le polymorphisme : I'instantiation et la généralisation :

Gle:'T teT

(INsST)
Ghe:t
(GEN) VieT,GFe:t
EN
Gre:'T

La définition de la généralisation est extensionnelle : pour pouvoir danmigtpe polymorphd
a une expressioe, il suffit gu’'on puisse lui donner chacun des éléments monomorphés de

Remarquons que le traitement du polymorphisme peut étre fait indépendamenenites les
autres regles de typage. En ce sens, ce polymorphisme est supeditisd :contente de plaquer la
généralisation et I'instantiation par-dessus les « vraies » régles qumsmutmorphes. Cela corres-
pond au fait que les quantificateurs sont en téte des schémas de types.

Remarque.La regle (G&N) pose un probléeme technique car elle contient un nombre infini de pré-
misses si I'ensembl€ est infini. La présentation du systéme de types et les preuves assaiiéed d
donc faire appel & une théorie mathématique plus élaborée que celle @=iaib et des nombres na-
turels. En particulier, on a besoin d’un moyen de raisonner par induatidasdérivations de typage.
Pour résoudre ce probleme de fondements, plusieurs solutions seitl@e0n peut se placer dans le
cadre de la théorie des ensembles et utiliser la récursion transfinieaad@st-considérer que la taille
d’une dérivation est un nombre ordinal plutdét gu’'un nombre entier. €ri pussi se placer dans le
cadre de la théorie des constructions inductives pour profiter dels&mas d’induction généralisés.
Le résultat de toutes ces théories est de permettre les raisonnementuyssiomdur les dérivations
de typage exactement comme si elles étaient finies. C’est pourquoi, lgetbBoisie importe peu et
nous considérerons les inductions possibles « comme d’habitude »ctidns4.6, page 74 pour plus
de précisions théoriques).
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3.4 Environnements de typage

Un ENVIRONNEMENT DE TYPAGEest une fonction partielle & domaine fini des variables dans les
polytypes. C’est une liste d’assertions de la fonel qu’on note :

G i=[xTi,. ., % Tl

L'environnement vide est noté. L'extension d'un environnemer@ par une assertion de la forme
X : T estnotée5[x: T]etvautG® x — T.

Pour typer une variable, il suffit d’extraire I'assertion correspomeldans I'environnement. D’ou
la regle de typage :

(VAR) Gk x:GX)

3.5 Typagedd et etdefi x

Le typage des expressiohst est assuré par la régle suivante :

Gre: Ty G[x: Tl Fe: Ts
(LET)

GHlet x=gine: T,

La correction vis-a-vis de la régle d’évaluation découle du fait que ltioeala satisfait ademme
de substitutior{voir démonstration section 4.4, page 69) esa le typeT, dans I'environnement
et sie; a le typeT; dans I'environnement étends[x: T,], alors la substitution§ — e;]e, a aussi le
type T, dans I'environnemern®.

Ce lemme est caractéristique des systémes de typage compositionnels otyppoume ex-
pression complexe formée de plusieurs sous-expressions, la seutedtifm requise concernant ces
sous-expressions est leur type. Par exemple, pour ggpeans I'expressiohet X = e; i n e, il
n'est pas nécessaire de connaitre exactesjentais seulement son type.

La régle de typage des expressidinx ressemble beaucoup a celleldet :

G[x: T]Fe: T
GHfixx=eT

(Fix)

Remarquons que cette régle autorise la récursion polymorphe.

3.6 Sous-typage

Pour refléter le sous-classement au niveau des types, toute algéloievenir avec une relation
d’ordre qui permet de comparer I'information qu’apportent deux tyfesdte relation, notée, est
appeléesoUuS TYPAGE.
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AXIOME (SOUS-TYPAGE-ORDRE).
La relation binaire< est un ordre partiel sut, c'est-a-dire qu’elle est réflexive, transitive et antisy-
métriqué

Quandt < t’, on dit quet est unsousTYPE det’, c'est-a-dire que apporte plus d’information
quet’. On dit aussi qu¢’ est uUNSUPERTYPE det ou qu’il est moins précis quie

La regle de typage suivante, dite de « subsomption », indique qu’'on pgatite accepter de
perdre de I'information sur le typage d’'une expression :

Ghe:t t <<t

(SuB)
Gre:t

Exemple.Dans notre exemple simple d’algébre, la relation de sous-typage entrendeatypes est
définie par comparaison structurelle des deux termes. Les types primitifersomnés selon les va-
leurs gu'’ils contiennent. Par exemple, oima< rat. Pour les classes hon-paramétrées, coraiet,

la relation de sous-typage se confond avec celle de sous-classemeaC. & C’ chaque fois que
C C C'. Par exemple, onRBointColoré < Point. Pour les classes paramétrées, la comparaison de fait
sur le constructeur de type, mais aussi sur les parameétres. Par exemgpte;ans(PointColoré) <
List(PointColoré) parce queCons C List. On a aussList(PointColoré) < List(Point) parce que
PointColoré < Point. On voit donc quelist se comporte comme un opérataavariant (mono-
tone). D’autres variances sont nécessaires. Par exemple, I'apératgui admet deux parametres de
type, doit étre contravariant relativement au premier paramétre et@oveglativement au deuxieme.
Ainsi, on a les relations de sous-typage suivantes :

PointColoré — Point

/ \

Point — Point PointColoré — PointColoré

\/

Point — PointColoré

La raison de cette variance de la fleche est plus générale que notrdexkaigebre. Cette contrainte
s'applique en fait a toutes les algebres de types. Elle est nécessaiasporer la slreté du typage de
I'application, comme nous allons maintenant I'expliquer. [

3.7 Typage des fonctions et de I'application

Toute structured doit venir avec un opérateur binaire pour construire les types fonctionnels. Le
type d’'une fonction acceptant un argument de tiypérenvoyant un résultat de typesst représenté
par I'élément — u.

1En fait, tous les résultats de cette thése sont préservé si la relation diysage n’est qu’un préodre, c'est-a-dire si
elle n'est pas supposée antisymétrique. Il ne nous a cependardrpagite d'introduire ce degré de généralité.
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Les régles de typage des fonctions et de I'application de fonction sosuikemntes :

(FUN) G[x:tlke:t
GHfunx = et/ >t
(APP Ghe:th—>t Gke:t

Grege:t

L'interprétation de la relation de sous-typage en terme de quantité d’informdisponible induit
immédiatement des contraintes sur le sous-typage des types fonctionnels :
— siu < U, alors on connait plus d’information sur le résultat des fonctions dettypeu que
sur les fonctions de type— u’. Donct — u est plus précis que— U’ ;
— sit’ < t, toute fonction de typé — u doit accepter au moins les arguments de type'est-a-
dire étre de typ#’ — u, donct — u est un sous-type dé — u.
Notons que ces deux propriétés ne sont pas absolument nécesdaioesraction du typage. Elles
sont simplement utiles pour étre cohérent avec l'interprétation « sougeypguantité d'informa-
tion » et elles sont respectées par toutes les algébres de types connues.

En revanche, les propriétés réciproques sont réellement indispesigalr la correction. Suppo-
sons quéd — u < t’ — U'. Par la régle de subsomption, toute fonction de tiype u peut étre
considérée comme ayant le type— u’. On peut donc lui passer un argument de ti/pet celui-ci
doit pouvoir étre traité comme ayant le typa l'intérieur de la fonction. Pour étre slr que cela ne
pose pas de probléme, on demandetgseit un sous-type de Par ailleurs, le résultat de la fonction
est de typeu, mais il peut étre utilisé avec le typg, ce qui n'est sr que si est un sous-type de.

Au final, nous demandons que toute algébre de types vérifie 'axiomensuiva
AXIOME (FLECHE-VARIANCE).

vVit'uu,t u<t - U << t'/<tAau<gU

Remarqueles regles de typage des fonctions et de I'application smmomorphesGrace a la régle
de généralisation (EN), une application donnée peut bien étre associée a un type polymorghke, ma
pour chacune de ses instances monomorphes, il faut qu’on puiskguappa régle monomorphe
(ApPP). Cela implique gu’une fonction peut bien étre polymorphe, c’est-a-dieeadppliquée a toutes
sortes d’arguments, mais une fois qu’elle est appliquée, son argumemeamorphe.

Cette restriction est due au traitement superficiel et prédicatif du polyrsonphPour avoir des

arguments polymorphes, il faudrait disposer d'un opérateur fledtieagaille lui-méme sur des types
polymorphes. Au niveau des schémas de types, on aurait alors degigageurs sous la fleche.

3.8 Typage des objets

3.8.1 L'abstraction d'une classe

Le typage des objets requiert une abstraction des classes dans leOyEpposera que dans
toute algébre de types, chaque claSsest associée a un ensemble de monotypes #®@tqui est
I'ensemble des types possibles des objets de cette classe. Pour assiretdadu typage, il faut
imposer I'axiome suivant :



3.8. TYPAGE DES OBJETS 51

AXIOME (CLASSES COVARIANTES.
SoientC etC' deux classes. Soienett’ deux monotypes tels qiies #C ett’ € #C'. Sit’ < t, alors
C'CC.

Exemple. Dans l'algébre simple#C est simplement 'ensemble des termes construits &ear
exemple#List est 'ensemble des types de la foriast(t), #Point vaut{Point}, etc. |

L'axiome (CLASSES COVARIANTES) est indispensable pour assurer la sireté du typage. En effet,
si le typet’ d’'un objete construit avec la clasge’ est un sous-type deconstruit avecC, cela signifie
que, par la regle de subsomption, on peut accédeavdec un accesseur de la clagsePour éviter
I'erreur de type (RREUR-GET-2), il faut donc imposer quE’ soit une sous-classe @&

3.8.2 Labstraction des champs

Pour chaque clas€e et chaque champse Champs., on supposera donnée une abstraction de
I'accés au champé de la class€. Cette abstraction, notde. ¢, est une fonction de I'ensemb#€
vers les monotypes.

Pour assurer la sdreté du typage, il est nécessaire de supposmtiguonction est monotone.
Considérons en effet un objetle classe&C’ et de type’ e #C'. Supposons également giesoit un
sous-type dé élément de#C. Par 'axiome (ZASSES COVARIANTES), on sait queC’ est une sous-
classe de&C. Fixons maintenant un champde la class€ et notonsg le champ correspondant dans
I'objet e. En utilisant 'accesseut’-¢;, on donne le typ&' = C’-£(t’) ae. Cependant, on utilisant
'accesseur de la super-clagsel, on trouve aussi le typg = C-£(t) pour ce méme champ. Donc,
le systéme de types va permettre d’appliquertdute opération qui attend le typell faut donc que
e, de typet/ accepte toute ces opérations. En conséquence, il fauf goi un sous-type de.

Cette propriété de monotonie est imposée par I'axiome suivant :

AXIOME (CHAMPS-COVARIANTS). o
SoitC’ une sous-classe @2 et{ un champs d€. Sit’ est dans I'ensembléC’ et sit est dansfC,
alorst’ <t impliqueC’-£(t") < C-£(t).

Exemple.Dans notre algébre simple, les fonctidhsl peuvent étre engendrées automatiquement des
déclarations entrées par le programmeur. dans le tableau suivant, ibfigufar dans la colonne de
gauche ces déclarations dans une syntaxe hypothétique et dans lsectodroite les abstractions
engendrées :

abstract cl ass ObjetColoré { ObjetColoré-c : ObjetColoré — Couleur
c: Couleur,;

}

cl ass Point { Point-x : Point — int
X: int; Point-y : Point — int

y: int;
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cl ass PointColoré C Point, ObjetColoré {}  PointColoré-x : PointColoré > int
PointColoré-y : PointColoré > int
PointColoré-c : PointColoré — Couleur

cl ass List{ag) {}

cl ass Cons(ag) C List { Vt, Cons-head: Cons(t) — t
head «o; vt, Cons-tail : Cons(t) — List(t)
tail : List{a);

}

cl ass Nil{ag) C List {}

Remarquons que I'abstracti®oint-x n’est pas directement applicable a un type déPaintColoré :
il faut d’abord convertir le type du point coloré en un point normal &dgnpouvoir extraire le champ
X par I'accesseuroint-x.

Notons également comment I'abstractioans-headtraite le polymorphisme : cette fonction est
capable d'extraire le type de la téte d’'une liste pour tous les tiypessibles. Il est intéressant de re-
marquer que I'axiome (EAMPS-COVARIANTS) ne permet pas d'écrire n’importe quel type pour les
champs. Par exemple, le construct@ans étant covariant, on a I'inégalit€ons(int) < Cons(rat).
Par I'axiome (G1AMPS-COVARIANTS), on doit donc avoiint < rat, ce qui est bien le cas. En re-
vanche, si le type du chanfipadavait étéx — «, cela aurait conduit & une contradiction. L'axiome
impose donc que les paramétres de type d'une déclaration de classaisggdrdans les types des
champs avec une variance compatible avec leur variance déclaréedétepumine I'ordre de sous-
typage.

D’une facon également intéressante, I'axiome permet aussi une igdéfoovariante du type des
champs dans les sous-classes. Par exemple, on peut écrire :

cl ass Segment { cl ass SegmentColoré C Segment
p1, p2: Point; p1, p2: PointColoré;
} }

En revanche, la déclaration suivante est interdite :

cl ass lllégale C Segment
p1, p2: bool;

Remarque.En présence d'effets de bord (champs modifiables), 'axiome de cacar@des champs
engendrerait un systeme de types incorrect. En effet, un objet de $& S8kagmentColoré pourrait
étre considéré comme Begment, de sorte qu’'on pourrait en remplacer le champar unPoint,
ce qui est incompatible avec la déclaration de la cl&&ggnentColoré. Pour préserver la correction,
il convient que les champs modifiables soient invariants, et non pas simleavaniants. |
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3.8.3 Reégles de typage

Munis des abstractions des classes et des champs, nous pouvons andiéteine les régles de
typage des objets et des accesseurs :

te#C GF e Clq(t) Gl e, C-ly(t)
GFC{l1=¢eq...;8h=¢6}: t

(OBJET)

(GET) —
GHEC-L:t— C-L(t)

3.9 Typage des primitives

Toute algébre de types doit définir, pour chaque valeur primétivae abstraction de cette valeur
qui est un monotypa. Un tel monotype est appei& PE PRIMITIF et I'ensemble des types primitifs
est appel@LGEBRE PRIMITIVE et est noté4°.

La régle de typage des constantes est alors tout naturellement la suivante

(CsT) _—
Glra:a

Considérons maintenant une opération primitiveOn peut lui donner le typ&?, ..., t%) — t°
si elle acceptéoutesles valeurs primitives de typ@ ou d’un sous-type et donne un résultat de type
t° ou d'un sous-type.

Pour exprimer cette régle, il est utile de définir pour tout type type prinfitfensemble des
valeurs primitives qui peuvent prendre le tyg3eCet ensemble est not€et on a :

t° £ {aePrimvals|a<t?®

Pour écrire la régle de typage, une derniere difficulté technique swagiore ne dispose pas du
constructeur des types de tuples dans I'algébre. Ce constructeuicétamt indirectement par les
propriétés de ses champs a travers les fonciiams e, i, cela complique |égérement I'écriture de la
regle :

Vagetd .. .,a,etd f(a,...,a) €t® Vi, Tupleq,i(t) =t°
G f:t—1t°

(PRrIM)

Exemple.Voici une abstraction possible des valeurs primitives dans notre exemplie sifalgebre :

aeZ=a=int
acQ\Z=a=rat
a € {true, false} = a = bool
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La régle (RRim) peut alors donner les types suivants aux opérations primitives : I'additita multi-
plication peuvent recevoir I'ensemble des typies, int) — int, (rat, rat) — int et (rat, rat) — rat.
Par la regle (&N), on peut leur donner le type polymorphe qui contient ces trois monat@estype
polymorphe est équivalent par rapport a un ordre de sous-typageralisé au polytype contenant
I'ensemble des monotypes de la forftet) — t pour toutt € {int, rat}.

De méme, I'opération de comparaison peut recevoir un polytype équive{eat, rat) — bool.

Notons que I'opération de division pose un petit probléme technique : cottenmeesst pas définie
quand le dénominateur est nul, la regl&(i?) ne peut lui donneaucuntype correct car tous nos types
arithmétiques contient la valeur 0. Pour traiter ce probleme, il y a plusielutiss. On peut étendre
I'ensemble des valeurs primitives avec des valeurs supplémentaites { oo, +0, —0, NaN) afin
de rendre les opération totales. On peut aussi étendre lIégerement [#igémapérationnelle et la
regle (BETA-PRIM) pour autoriser le calcul a étre bloqué sans que cela ne soit une éergype. On
peut aussi prévoir un mécanisme d’exceptions pour cela. |

3.10 Séparation

Un ingrédient essentiel de la correction du systéme de types est quedesigpfonctions, des
objets et des valeurs primitives soient bien séparés. Par exemple, iitrmafagu’un type d'objet soit
un sous-type d’'un type de fonction, sinon on pourrait étre amené ptacdeitilisation de I'objet
comme une fonction, ce qui constitue une erreur de type.

Deux ensembles de monotypes sont d#®ARESS'ils n'ont pas d’éléments directement compa-
rables :

XZY ssi Vte X,VueY,tLuAnugt

AXIOME (SEPARATION).
On pose les notations suivantes pour désigner respectivement leshéesele types de fonctions,
d’objets et de valeurs primitives :

fun £ {t—>t|t,t' eA) Types des fonctions
Classes £ U #C Types des objets
CeClasses
A0 2 U a Types des valeurs primitives
aePrimVals

Les ensemblelun, Classes et A° sont deux-a-deux séparés.

3.11 Typage des méthodes

Considérons une méthode de la formet h {7, = e;...; 7x = &J. Le typage de cette mé-
thode doit résoudre trois problémes potentiels :
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1. D’abord, il faut en interdire toute utilisation en dehors d'un contexteimme fonction est at-
tendue. Grace a lI'axiome de séparation, il suffit pour cela de donneméétlaode un type
fonctionnel de la formé — t’;

2. Ensuite, il faut qu'aucun argument ne fasse échouer le dispatandgue. Naturellement, on
peut restreindre cette exigence au cas ou I'application de la méthode rsyée, c'est-a-
dire quand I'argument a le type On dira alors que le type — t’ est couvert par les motifs
T, ..., Tk, CE que I'on noterd — t’ o< my; ... ; g (voir section 3.11.1);

3. Enfin, il faut vérifier qu'on peut donner le type- t" a chaque cas; = e; de définition de la
méthode. A cet effet, on définit un jugement de typage auxiliaire Gdté(r; = €j): t — t’
(voir section 3.11.2). Ce jugement doit se lire : « pour tout argureeatd typet filtré par le
motif , 'expression réduited| j]e; est de typea’ ».

En résumé, nous proposons donc d’écrire la régle de typage des e&ttwth facon suivante :

t—>teamy;...;me V), Ghaj=egit>t
(METH)

Gkmeth{m=e;...;mk=>g}:t >t

Remarque. Notons que cette régle de typage peut étre utilisée en conjonction aveddalecgé-
néralisation pour fournir un type polymorphe a une méthode. Par exenopieidérons la méthode
suivante (opération de réflexion de points selon I'gken supposant que seules les clasxsat et
PointColoré soient définies :

met h {
#Point{x = _as x;y=_as y} = Point{x = —x; y = y};
#PointColoré{x = _as x;y=_as y;c=_as ¢} = PointColoré {x = —x; y = y; c = c}}

Par la regle (MTH), on peut donner le typleoint — Point a cette méthode. En effet, ce type autorise
I'application de la méthode a des objets de clddsiat et PointColoré. Si I'argument est ufPoint,
c'est la premiére branche qui est choisie et |le résultat de I'applicati@ogs unPoint. Si 'argument
est unPointColoré, la deuxieme branche est exécutée et le résultat é2vumColoré. Dans tous les
cas, le type du résultat est un sous-typdédimt et la méthode est donc bien typée.

Par ailleurs, on peut également donner le tiypatColoré — PointColoré a la méthode. Notons
gque dans ce cas-13, il n'y a pas d’expression qui soit filtrée par le nmetd gremiere branche et qui
soit un sous-type deointColoré. C’est pourquoi, la premiére branche est « morte » et ne peut donc
pas poser de probleme de typage. Seule la deuxieme branche est peissildeproduit bien une
expression de typBointColoré.

Grace a la régle (&N), il est alors possible d'unir ces deux types pour donner a la méthode le
type polymorphgPoint — Point, PointColoré — PointColoré}.

Notons également que chaque cas de la méthode est typé indépendamesedtdire qu'il n'y
a pas de transmission horizontale d’'information de type. Umgas> e; est typé en sachant qu'il
recoit un argument filtré par le motif;, mais pas en sachant que c’est le motif le plus précis parmi
71, ..., Tk ayant cette propriété. Cette restriction est intentionnelle : cela permetphunau systéme
de types d’étre indépendant de la stratégie de dispatch utibeée hatchfirst-match ...), et d'autre
part, cela autorise le typage séparé de cas écrits dans des modulesgiffér

Ainsi, le systeme de types est fondamentalement congu pour qu’on patsge’¢n doive) ty-
per séparément chaque cas d’'une méthode. Ce choix de conceptitaiaeseconséquences par-
fois déroutantes. Par exemple, maodifions la méthode ci-dessus pour gremempcas utilise un
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motif de sous-classe de la fornReint{. ..} plutdt que #oint{...}. Dans ce cas, il n'est pas pos-
sible de donner le typ@ointColoré — PointColoré a la méthode. En effet, un objet de classe
PointColoré est maintenant filtré par le motif de la premiére branche. Si la méthode avaitde typ
PointColoré — PointColoré, alors il faudrait que la premiére branche produise un objet de type
PointColoré, ce qui n’est pas le cas, puisqu’elle retourndPaint. Ce qui est déroutant, c'est que le
PointColoré sera en fait toujours passé a la deuxiéme branche et donc ne posdsadarmeobleme
dans la premiére. Le systéme de types n’est donc pas aussi précigogurait I'étre en théorie, mais
c’est le prix & payer pour qu'on puisse faire le typage de chaqueépasément. |

Le reste de cette section est consacré a la définition du test de couy@riird) et du typage des
cas (3.11.2).

3.11.1 Testde couverture

Le test de couverture est un prédicat nbté> t’ o< mq;...; m¢. S'il est vrai, il doit assurer
gu’'aucune valeur passée a une meéethode dettype t’ ne fait échouer le dispatch avec les motifs
71, ..., k. Notons que le typ€ n'intervient pas du tout dans cette définition. Il est cependant com-
mode de le faire apparaitre dans la notation, notamment quand le test detw@usera étendu aux
ensembles de monotypes.

Nous allons donner une définition trés extensive du test de couveBiuaacune expression de
typet ne fait échouer le dispatch, alors, on considere que le test de caeventigsit. Cette définition
simple est cependant infondée car elle utilise le systéeme de types qu’on &atnede définir. En
particulier, I'une des expressioaourrait étre la méthode méme qu’on est en train de typer. En fait,
ceci n'est pas vraiment un probléme : du point de vue du filtrage, tougderetions et toutes les
méthodes sont équivalentes et sont représentées par le syfmiool€’est pourquoi, il suffit de tester
le dispatch uniquement sur un ensemble plus restreint d’expressiosE XIRESSIONS DE TESTS

e*ti=a
| Lfun oUlipn=funx =fixy =y
|Cler=€F% ...ty =€

Dans cette grammaire.,s 4, est choisie car elle représente la fonction avec le type le plus général
possible puisqu’elle prend n'importe quel argument et ne retourne jaNt@isns aussi que toutes les
expressions de test sont sans variable libre.

Le typage des expressions de test ne dépend maintenant que dedeédgpegje énoncées jusqu’a
présent car aucune expression de test n'est une méthode. Ompeutxhner la définition bien fondée
suivante dUrEST DE COUVERTURE

ve'es (o - e'st t) = dispatchie®s ny; . . . ; my) # erreur

t >t ... i

3.11.2 Typage des cas

Dans la régle de typage, le prédicat- = = e: t — t’ exprime que pour tous les arguments
possibles de typg, I'expressione prend le typet’ quand on y remplace les variables libressde
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par les sous-expressions correspondantes de I'argument. Le typd@xpressiore a lieu dansG
étendu avec un environneme@t qui décrit le type des variables libres de Pour typere, nous
allons utiliser non seulement 'information que I'argument a le ttypaais aussi le fait qu'il est filtré
dynamiquement par.

Par exemple, considérons une méthode deBgiet — Point et un cas de cette méthode utilisant
le motif ObjetColoré. L'information dont on dispose pour typer le corps de ce cas est awrs n
seulement que I'argument a le tyPeint, mais aussi qu’il est d'une sous-classeQigetColoré.

Pour ce faire, nous introduisons un jugement auxiliaire de typage des maotiét ~ 7 : t”; G'.
Le « contrat » intuitif que ce jugement doit satisfaire est le suivant : patiaigument de typet tel
quee est filtré par le motifz, il doit exister un type” plus précis qué et un environnemer®’ tels
quet - 7 : t”; G'. En outre e doit alors avoir le type”, ce qui reflete I'information supplémentaire
gu’on a déduit du fait que qu'il est filtré par. Enfin, la projection de sur le motifz doit avoir le
typeG'.

Supposons que ce jugement intermédiaire soit déja défini et qu'il rempliesed contrat. On
peut alors I'exploiter pour formuler la régle de typage des cas : pour ditéeliobjectif de typer le
corpse en exploitant au maximum l'information de type statique et dynamique, nous demsuwe
typere danstousles environnement&’ possibles, ce qui s’écrit de la fagon suivante :

WG, tFn:t;G)= (GG Fe:t)
(Cas)

GhFa=et—>t

Remarque. Notons que cette regle de typage peut avoir une infinité de prémisses, ladajtires-
sembler a la régle de généralisatioref@. Il peut paraitre étrange que le typage fin des cas exige de
typer e dans une infinité d’environnements. En fait, cela peut trés bien repeésere exigence de
typage plus faible qu’un environnement unigue, car chacun peuteddype précis aux arguments,
alors gu’un environnement unigue pourrait représenter une apmat®n grossiere.

Pour illustrer ce phénomene, reprenons notre exemple ci-dessus de talendéhtypePoint —
Point et ayant un cas défini avec le matif= ObjetColoré. Il est tout-a-fait correct de poser le juge-
ment intermédiair®oint - 7 : Point; @ car on vérifie facilement qu’il remplit bien le contrat exprimé
plus haut. Cependant, ce jugement engendrerait un systeme d’'uigqurécédiocre, puisqu’on ne
pourrait méme pas utiliser le fait que I'argument est bie®bietColoré. C’'est pourquoi, on cherche
plutét a définir le typage des motifs de telle sorte qu’orPaiint - x : t”; @ pour tous les typet’
qui sont simultanément sous-typesPigEnt et deObjetColoré. Cela revient, dans la régle £8), a
exiger de typer le corps du cas successivement pour tous les telg'types

Dans certaines algébres particuliéres, I'ensemble des typ&sutiliser pour typer le corps du
cas peut admettre une borne supérieure, par exepgatColoré dans notre exemple. Notons toute-
fois que dans le cas général, cette borne supérieure n’a aucune dasister, car aucune structure
particuliere n'est imposé a I'ordre partiel des monotypes.

Pour finir avec la régle (£s), remarquons gue seul I'environnem@itest utilisée dans le typage
de e, mais pas le type”. La raison en est qu& ne sert que lors de la définition du jugemerit
. t”; G’ pour traiter les lieurs, comme nous allons maintenant le voir. [ |

Le jugement ~ 7:t’; G est défini a partir de régles d'inférences que nous allons maintenant
présenter une a une.
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Le type de sorti¢’ généré par le jugement de typage d’un motifastiori un type plus précis
que le type d’entrée Quand le motif est un lieur pour la variableon peut donc ajouter ce type dans
I'environnement généré, d'ou la régle suivante :

tEa:t;G

(7-LIEUR)
tmas x:t; G[x: t']

Le motif universel n'ayant pas de variable libre génére un environnewiee. Il accepte n'im-
porte quel type en entrée et produit le méme type en sortie puisqu’il neaposee contrainte sur son
argument :

(7r-UNIVERSEL) _
tH_ 1,0

Pour qu'il existe un argument de typ@ccepté par un motif primitif, il suffit quet soit le type
d’une constante acceptée par:

acw
(r-PRIM) e
atw.a, g

Les types des objets filtrés par les motifs §. .} doivent étre dangC et le type de chacun des

champs doit étre compatible avec les motifs des chafmps :

te# Vi,CLM)Fm:t;G
tE#C by =7 ... =1} (1, G610 --- @ Gy

(r-CLASSE)

Cette derniére régle pose cependant un Iéger probléme : le type des rodafs gur les champs de
I'objet peut trés bien étre strictement plus précis que le type du champ qiseBul; . Par exemple,
si on considére le motif@ons {tail = #Cons}, on constate que le motif sur le charail contraint
celui-ci a étre unCons, ce qui est plus précis que le type général du champ, qui esLigheEn
conséquence, il est nécessaire de rajouter la regle de subsompiamteui

tkr:t; G t<u
ukr:t; G

(r-suB)

Cette regle se comprend intuitivement dela fagon suivante p&ut accepter un argument de tytpe
alors par la régle ($8), celui-ci peut aussi étre considéré avec type

Remarque.Dans la regles-CLASSE), on remarque que le tygéprésent dans la prémisse n’est pas
du tout utilisé dans la conclusion de la régle. Concrétement, cela signifieigioerfiation supplé-
mentaire qu’on a déduit sur le type de chacun des champs de I'objet filpéresie.

Par exemple, considérons & nouveau le mdafib#s {tail = #Cons} et le typet = List(int). Si
une expressioe est filtrée par ce motif, on sait queest un objet construit avec la clagsens et

2Rappelons que les régles de bonnes formations syntaxiques impasdesagiomaines de3; soient disjoints deux a
deux.
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on sait aussi que son chartgil est également construit avec la cla€sms. Cependant, le choix de
notre algébre de types ne nous donne aucun moyen d’exprimer ceg@f@splans un type unigue.
Le mieux gu’on puisse faire est de demander de typer le corps du cassantfI’hypothése que
'argument de la méthode est de ty@ens(int). Le probléme, c’est que si on applique lI'accesseur
Cons-tail a 'argument, alors le résultat sera de tyj&t(int), un type moins précis que I'information
dont on dispose.

On peut noter que le programmeur peut toujours utiliser un lieur pour olietyipage le plus
précis. Par exemple, au lieu d'utiliser I'access€ons:-tail, il pourrait commencer par écrire le motif
#Cons {tail = #Cons as t}. De cette facon, la variablea bien le type préci€ons(int). Ce méca-
nisme peut étre utilisé pour I'acces a tous les champs profonds et regiaiesment le probleme.

Si on ne disposait pas des lieurs, il faudrait alors garder trace destesteontraintes sur le type
des champs lors d'un filtrage profond. Cela constituerait une extensiwidgrable des environne-
ments de typage dont les conséquences ne sont pas claires. Remadiggiement que, intrinséque-
ment, le probléme ne vient pas du filtrage, mais du fait que, dans notre exdangllesseCons n'a
gu’un seul parametre de type. Comme c’est le programmeur qui déclaladsses, on peut considé-
rer que c'un choix délibéré de sa part de perdre de I'information afit ol la lisibilité des types.
En effet, dans une algébre de types appropriée, contenant notamesegpds récursifs, on pourrait
trés bien imaginer que la clas€®ns ait deux paramétres de type (un pour chaque champ), ce qui
permettrait de ne jamais perdre d’'information sur le type des champs. Ustéisytend cependant a
produire des types difficile a lire et a manipuler. C’est pourquoi, petdiénformation des la décla-
ration de classe est parfois un bon compromis qui se paie par un poxpo@ssif IéEgérement moins
grand. |

Finalement, la derniére régle que nous introduisons concerne les motdstoaecceptant des
objets d’'une classe ou d’'une sous-classe :

<t tHF#C {1 =mq; ... h=mn} 1, G
tV-Clli=m; ... 8h=mn}: ;G

(7-SOUSCLASSE)

3.11.3 Un dernier axiome

La correction du typage des motifs de la for@él; = my; .. .; £n = mn} €xige un dernier axiome
sur les algébres de type. En effet, un argument accepté par ce motif ebjai construit avec une
classeC’ sous-classe dé. On lui donne donc un type élément#e’. Cependant, la régle de typage
du motif implique qu’on vérifie le corps du cas uniquement dans I'hypothaskamument a un
sous-type quelconque d’'un élément#2 Pour assurer la correction, on doit donc supposer que tout
élément de#C’ est toujours approximable par un élémentie:

AXIOME (APPROXIMATION). o
SiC' C C etsit’ € #C/, alors il existe € #C tel quet’ < t.
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3.12 Récapitulatif

Cette section reprend succinctement toutes les définitions données déiapitee.

Pré-algébres de types

Une pré-algebre de types est la donnée des éléments suivants :

un ensemblel deMONOTYPES;

une relation binairec A x A ;

un opérateur binairere A x A — A;

pour chaque class@ e Classes, un ensembléC C A ;

pour chaque class@ e Classes et chaque étiquettec Champs,, une fonction total€ -¢ €
#C — A

— pour chaque valeur primitive € PrimVals, un monotype € A.

Quand on voudra expliciter I'algebre de types utilisée, on utilisera les nasagigimantes pour

chacun des éléments de l'algébre#, —4, %A, c-" etat

Définitions auxiliaires

Les ensembles suivants sont définis :

fun £ {t—>t'|t,t' e A}
Classes 2 U #C
CeClasses
A0 2 U a
acPrimVals
t° £ (acPrimvals|a<t9 t° € A%

ainsi que les notations :

XZY ssi ¥ xeX,yeY,XLYyAy«LX
tX £ {ylIxe X, x<y}
WX £ {ylIxe X y<x}

Les lettresT, T’ désignent des ensembles non-vides de monotypes. Les Ettés. .. des
éléments de I'ensemblé®.

Axiomes

Une algébre de types est une pré-algébre qui vérifie les axiomesisuiva
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Vie A, t <t
(Sous-TYPAGE-ORDRE) Vitt" e A, t <t At <t" =t <t
Vit e A,t <t/At <t =t =t

(FLECHE-VARIANCE) Vitud e A, t U<t > U < t'<tAau<gU

(CLASSES-COVARIANTES) VCC' e Classes, Vt e #C,Vt' e #C/,t' <t =C'C C

(CHAMPS-COVARIANTS)
VCC' € Classes, V¢ € Champsc,Vt e #C,t' e #C/,C’' C C At/ <t = C-L(t)) < C-L(1)

(SEPARATION) fun 2 Classes Afun 2 A° A Classes 2 A°

(APPROXIMATION) VCC' € Classes,C'C C = #C' C [#C

Expressions de test

e*li=a
| Ltun oulipn=funx =fixy =y
|Cler=€F% ...ty =€

Regles de typage
(VAR) GEx: GX)
Ghe:thb >t GFe:ty
(APP
Gree:t
G[x:tJrFe: t/
(FuN)
Grfunx = e:t—>t
te#C Gre:C-lit) ... GhrFe:C-ly)
(OBJET)
GFC{1=¢;...;8h=86}:t
t'=C-L(t)
(GET)

GFECl:t—> 1t
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(CsT) _
Gra:a
Vagetd ... a,etd f(a,...,a) €t® Vi, Tupleq,i(t) =t°
(PRrIM) = =
GFf:t—>1t0
Gre:'T teT
(INST)
Ghre:t
T#2 pourtoutt e T,GFHe:t
(GEN)
Gre:T
GFre:t t <t
(SuB)
Gre:t
Ghe: Ty Gx:Ti]Fe: T,
(LET)
GHlet x=gine: T
Gx: T]Fe: T
(Fix)
GrHfixx=eT
t>toam;...;me V,GFay=eit =t
(METH)
GkFmeth{m=e;...;mk=>&}:t >t
WG tFn:t;G)=GCapG et
(Cas)
Grtrn=et—>t
acw
(m-PRIM) _—
arFw.a, g
(T -UNIVERSEL) _
tH_ ;0
tba:t;G
(m-LIEUR)
tE (ras x):t;G[x: t']
tkx:t);G t<u
(r-suB)
ukr:t; G
te#C Vi,C-lLit) it G
(r-CLASSE)

tl—#C{Elzﬂl;..

shln=m} G188 Gy
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V<t tHE#C{1=my; ... 8h=m}: ;G
tVFC{ly=my...;ln=m}:t;G

(r-SOUSCLASSE)

et enfin :

Ve (o ket t) = dispatchie®st xy; . . . ; my) # erreur
(COUVERTURE)

t—>tbamy ..k

63
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Chapitre 4

Sdreté du typage algébrique

L'objectif de ce chapitre est de montrer le théoréme de correction du tyglgélerique vis-a-vis
de la sémantique opérationnelle.

4.1 Enoncé

THEOREMEL1 (SORETE DU TYPAGH). S'il existeT tel quea + e: T, alorse /—* erreur.

La preuve de ce théoréme découle de deux lemmes. Le lemme de progriessior @.7, page 67)
montre qu’une expression bien typée ne provoque pas d’erreur datypxécution. Le lemme de
préservation du typage (lemme 4.12, page 72) montre que le typage estprésand on évalue une
expression. Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstratEsdiug lemmes.

4.2 Préliminaires

4.2.1 Subsomption généralisée

Soit T et T’ deux polytypes. La relation binairg* est définie comme suit :
T< T ssivt eT 3teT, t <t

Cette relation est un préordre qui étend la relatoaux polytypes. En particuler, quand on identifie
t et{t}, on a{t} <* {u} chaque fois qué < u. Notons aussi qu'on & <"t chaque foisquée T.
LEMME 4.1 (SUBSOMPTION GENERALISEB. La régle suivante dsUBSOMPTION GENERALISEE
est admissible :

Gre:T T<T

Ghre: T

(Sus?)

Démonstration Soitt’ € T'. Par définition deT <* T’, il existet € T tel quet < t’. On déduit
G F e: t par larégle (NST) puisG F e: t’ par (SuB). On a donc prouvé ce dernier jugement pour
toutt € T'. On peut donc appliquer la regle €8) pour conclure. [



66 CHAPITRE 4. SURETE DU TYPAGE ALGEBRIQUE

4.2.2 Simplification des dérivations

Une dérivation de typage est di@MPLE si elle ne se termine ni par (8), ni par (INST), ni
par (GEN). Quand un jugemer® + e: T admet une dérivation simple, on édBt+-° e: T. Lin-
térét de cette notion est que la derniére régle d’'une dérivation simplétestinée par la forme de
I'expression, ce qui est trés utile pour les preuves par induction strultgre de I'expression.

LEMME 4.2. Pour toute dérivation dé + e: T et tout élément € T, il existe une dérivation simple
G FC%e: T’ pour un certairl’ < t.

Démonstration On procede par induction sur la dérivation@e- e: T (1) (voir section 4.6, page 74
pour les problémes de fondements).

Si la dérivation d€1) termine par (8B), nous savons que= T et qu'il existet’ tel quet’ <t (2)
etG I e: t' (3). De I'hnypothése d’'induction appliquée(d), on déduit qu'il existeT’ tel queT’ <*
t’ (4) etG FO e: T'. En appliquant la transitivité de® a(2) et (4), on conclut quelr’ <* t.

Si la dérivation d€1) termine par (NST), alorsT est forcément un monotype et ot & T. De
plus, il existeT” tel quet € T” (5) etG + e: T” (6). En appliquant I'hypothése d’induction(&)
et(6), on voit qu'il existeT’ tel queT’ <*tetGHe: T'.

Si la dérivation d€1) termine par (&N), alors I'une des prémisses de la regle@st e: t (7)
(cart € T). En appliquant I'nypothése d’induction(?), on trouveT’ tel queT’ <*tetGHle: T'.

Sinon, la dérivation dél) est déja simple. On conclut en prendit= T, car on a bierl <" t
puisquet € T. |

4.2.3 Type des valeurs

LEMME 4.3.SiG e e: t, alors il existd, tel queG e, : t; >t etG F e to.

Démonstration Appliquons le lemme 4.2 & + e; e : t. Il vient qu'il existet’ < t (1) et G FO°
e 6: t’' (2). Comme l'expressior; e, est une application et que la dérivati() est simple, elle ne
peut donc se terminer que par la régler@\ On a doncG + e t, etG + e: t; — t/ (3). Par
I'axiome (FLECHE-VARIANCE) appliqué &1), il vientt, — t' < t, — t (4) et, en appliquant ($8)
a(3)et(d),onconclutG e : t, — t. |

Un élément de I'ensembl@lasses U PrimVals U {f un} est appel&@&uD et noté avec les lettre
N, N’, etc. Pour tout nceull, N est défini comme I'ensemb#C si N vautC, a s'il vaut a etf un
s'il vautf un.

LEMME 4.4. SoitV une valeur telle qu& -V : t etN = tétgV). Alors,t e TW.

Démonstration Par le lemme de simplification 4.2, considérons une dérivation simp&tde/ : t.
OnadoncT <t (1) etGF°V: T (2). On considére ensuite tous les cas possibles de valeur.

e SiV = a, on atét€V) = a. La la dérivation(2) se terminant forcément par §€), T = a et donc
axgt.

e SiV =C/{...},on atéteV) = C. La dérivation(2) se terminant nécessairement pas(@Tt), on a
T est un monotype darC et donct € T#C.
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eSiV=funx = ...ouV =C-£ouV = f,on atét¢V) = fun. La dérivation dg?2) se
terminant nécessairement paiuB, (GET) ou (PrIM), T est forcément un type fonctionnel élément
def un donc deff un.

eSiV =neth {...},onatét€¢V) = f un et, la dérivation d€2) se terminant forcément par @H),
T est un monotype fonctionnel. Dohe& Tf un. |

4.3 Lemme de progression
LEMME 4.5.SiG F E[€]: t, alors il exista’ tel queG + e: t'.

Démonstration Par le lemme de simplification 4.2, considérons un typage simpk[ele Si E est

de la forme [}¢ ou€ [], alors la dérivation termine forcément par la réglee@ I'une des prémisses
de cette régle est un typage deSi E vautl et x =[] i n €, alors le typage simple termine
par la regle (IET) et fournit un typage de. En appliquant la regle isT), on en obtient un typage
monomorphe. Enfin, sk est de la formeC {¢ = []; ...}, alors la derniere regle appliquée dans le
typage simple est forcément BOET) et une des prémisses fournit un typage monomorptee delll

LEMME 4.6. Soite une expression quelconque. Il existe une expression deé¥éstlle que :
— pour tout type et tout environnemer, siG  e: t, alorsG - et t ;
— pour tout motifr, filtre(e, =) = filtre(e's, 7).

Démonstration On obtiente™sten remplacant darestoute occurrence d’une expression dont la téte
estf un par L yn. Une induction simple sur la dérivation @&+ e: t permet d’obtenir les résultats
espérés. Cette preuve est fastidieuse mais sans difficulté. |

LEMME 4.7 (PROGRESSION. SiG I e: t alorse /— erreur.

Démonstration Par I'absurde, supposons geie—> erreur et procédons par induction sur la dériva-
tion de cette assertion. On considére donc la derniére régle appkjdées cette dérivation.

e Si R est ((RREUR-CONTEXTE), alors on & = E[€] et€ — erreur. Par le lemme 4.5, on sait
queG €t/ pour un certairt’. En appliqguant I'hypothése d’induction, on voit gele/— erreur,
ce qui est absurde.

Dans tous les autres cas, on constate que dans toutes les régles dimnétiuce erreurg est
forcément I'application d’'une valeur, appelonsManotonsN = tétgV) et écrivonse = V €. En
appliquant le lemme 4.3, ilvierG - V:t' — t (1) etG F €': t’ (2). En appliquant le lemme 4.4
a(1), il vientquet’ —>t e TN. Par 'axiome (&PARATION), on déduit queN est forcément égal &

f un. R ne peut donc pas étre RREUR-FUN) etV est donc une valeur fonctionnelle, c’est-a-dire une
fonction, une méthode, une primitive ou un accesseur. Examinons maintesatifférents cas.

e V = f. Dans les différentes régld? applicables dans ce cas, observons gugst toujours une
valeur, notons 1&/’ et posondN’ = tétgV’'). Considérons maintenant une dérivation simpléide
Celle-ci se termine forcément par la régl®(R) etonaG F° f:u — u0@Q3), v - W <t/ -

t (4) et, pour touti € [1,n], Tupl e,-i(u) = U (5) etu] € A° (6) et enfinuj x --- x u, <
dom(f) (7). CommeTupl e,-i a pour domaingfTupl e,, on sait queu’ € #Tupl e, (8). Par
I'axiome (FLECHE-VARIANCE) appliqué &4), il vientt’” < U’ (9). En appliquant le lemme 4.4 a la
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dérivation(2) et sachant qu¥’ = €, on peut écrird’ € TW (10). Par transitivité de< appliqué 9)
et(10), onadonal e TW (11). Par I'axiome (&PARATION) appliqué &8) et(11), on en déduit que
le nceudN’ est une classe. Notons cette cla8&ePar I'axiome (ZASSES COVARIANTES), on déduit
ensuite queC’ = Tupl e, et enfin, par I'axiomeTupl e,-MINIMAL ) queC’ = Tupl e,. La régle
R appliquée pour déduire I'erreur de type opérationnelle ne peut dea¢ERREUR-PRIM-1) etV’
est nécessairement un tuple de la forf@g.. . ., €,). Considérons alors une dérivation simple(@e
Celle-ci se termine forcément par la regleBd87) et on aG F (€], ..., €,): v/ (12), v < t' (13) et,
pour touti € [1,n], G I € : vj (14) etTupl e,-i1(v') = v{ (15). Par transitivité de< appliquée 13)
et(9), on a aussi’ < U (16). Puis, en appliquant 'axiome (@MpPs-COVARIANTS) a cette derniére
inégalité, il vientTupl e, i (v') < Tupl en-i(U), c’est-a-direv] < uf (17). On peut donc appliquer
la regle (YB) a(14) et(17) et déduireG + € : u; (18).

Supposons maintenant que I'une des expressioswit une valeul;'. NotonsN, sa téte et suppo-
sons gu’elle ne soit pas une valeur primitive, c'est-a-dire\ug PrimVals. Par le lemme 4.4 appli-
qué a(18), on sait quey; € TW{ Par ailleurs, paf6), on sait quas, € A°. L'axiome (SEPARATION)

nous permet alors de déduire ghge PrimVals. L'hypothéseV,” ¢ PrimVals est donc absurde &
ne peut étre (RREUR-PRIM-2).

Supposons maintenant que toutes les expressj@wsent des valeurs. Celles-ci sont donc toutes
des constantes que nous notanst on au; € 13 . Par définition deu], cela signifie que la constante
g est dans I'ensemblg et par(7) que(ay, ..., a,) € dom(f). Donc la régle (RREUR-PRIM-3) est
inapplicable pour déduire queest une erreur de type.

On a donc montré qu’une application bien typée d’une primitive ne peut jartnaisrée erreur de
type opérationnelle.

e V = C.£. Dans les différentes réglés applicables dans ce cas, observons gest toujours une
valeur, notons la/’ et posondN’ = tétgV’'). Considérons maintenant une dérivation simple/de
Celle-ci se termine forcément par la régles( et il existe donau et u’ tels queC-£(u’) = u (19)

ety — u < t' — t (20). Par la contravariance de la fleche appliqguée a cette derniére inégalité, il
vient quet’ < u’. Oru’ étant dans le domaine @ ¢, il est aussi dangC. Par ailleurs, le lemme 4.4
appliqué &2) nous donne’ € TW. L'axiome de séparation nous impose ddiice Classes et celui

de covariance des class$C C. En fin de compte, on a donc montré qu’une application bien typée
de l'accesseut - £ ne peut jamais étre une erreur de type opérationnelle.

eV = neth {m; = e;...; 7« = &/} Nous allons montrer dans ce cas que le dispatch ne peut
échouer. Considérons un typage simplé/deelui-ci se termine nécessairement par la regleth)

et il existe dona etu’ tels quet’ — u <t — t (21) et — u < mq;...; k. Par la variance

de la fleche appliquée @1), on sait quet’ < U’ (22) et on a dondG + €': U’ par la régle (88B)
appliquée &2) et (22). En appliquant le lemme 4.6 €& on peut trouver une expression de te8tt

telle queG F €*s: u'. Par définition du test de couverture (régleo(@/ERTURE)), on en déduit que
dispatchie’®st ;.. .; mx) # erreur. Comme, par ailleurss’ et €®stsont filtrées par exactement les
mémes motifs, on a donc dispatelist 71; . ..; mx) = dispatche’; 71; .. .; mx). On conclut qu'on ne
peut déduire que est une erreur de type opérationnelle par la reghkR{EJR-METHODE).

En fin de compte, on a montré que dans tous les cagsibien typée, alors aucune régle ne per-
met de conclure que c’est une erreur de type opérationnelle. C'estoiee est opérationnellement
bien typée. |
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4.4 Lemme de substitution

LEMME 4.8. Soit R un renommage de variables du program@esn environmentg un motif ett un
monotype. Le jugement- [R]x: t'; G est équivalent a7 :t'; Go R.

Démonstration Par induction triviale sur le motif . [ |

Par la suite, on utilise la notatid® ~ S: G’ si dom(S) = dom(G’) et pour toutx € dom(S),
GF SX): G'(x).
LEMME 4.9 (LEMME DE SUBSTITUTION). SiG@ G' +e: T etGF S: G, alorsG+ [Sle: T.

Démonstration L'idée de la preuve est trés simple : il s’agit de remplacer dans la dérvdtG @

G’  e: T toutes les occurrences de la regleQY qui portent sur une variabbe dans le domaine
de S par la dérivation d& F S(x): G'(x). La démonstration est rendue compliquée car il faut tenir
compte des renommage nécessaires pour éviter les captures lors detsuisstiu coup, elle est
assez longue et technique, mais ne contient rien de plus que 'idée de base

Nous allons montrer une propriété plus générale : dans les hypothésedeu

(1) dom(G’) = dom(S)

) GeGtreT

(3) VX € fv(e), x ¢ dom(S) = (G G")(x) = (G & G')(x)
4) Vx € fv(e), x e dom(S) = G d G" + S(x): G'(x)

onalerésultaG & G’ [Sle: T (5).
On procéde par induction sur la dérivation(@g en considérant la derniére rédgRaappliquée.

e Si Rest (Gs7), (PRrRIM), (GET), le résultat est trivial e n'a pas de variable libre egle = ea le type
T quel que soit I'environnement de typage.

e Si Rest (APP), (OBJET), (GEN), (INST) ou (SUB), le résultat découle immédiatement de I'hypothese
d’induction appliquée aux prémisses de la régle.

e Si Rest (MAR), alorse est une variable et T = (G @& G)(X).

— Six € dom(S), alors [S]x = x. On a, par I'hypothése) : (G ® G”)(X) = (G & G')(x). Donc
(G @ G)H(x) =T et, en appliquant la regle AR), il vient G @ G” + x: T. On conclut en
remarquank = [S]x;

— Six € dom(S), alors [S]x = S(x), X € dom(G’) et donc(G & G')(x) = G'(x). On conclut
en écrivant 'hypothés¢) G @ G” F S(xX): G'(X) et en remarquant quB(x) = [J]x et
GXx)=T.

o |l reste le cas délicat ou la régRR concerne une expressiemui contient un lieur. Considérons le
cas le plus compliqué, c’est-a-dire quaRd= (METH). Dans ce cas, nous avofis=t — t’ et :

e=neth{m=e;...;7«= &l
t >t am ...k
(6) Vi.G®eG Frmj=e:t—>1t

La définition de la substitution sur les cas est alors la suivaisigr| = €)) = [Rj]r; = [S® Rj]e;
ouRj = R(fv(rrj), W(S | Vj)UV)) etV = fv(g)) \ fv(rj). Prenons maintenaf; ettJf’ guelconques
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tels quet = [Rj]x;: tf'; Gj (7). Par le lemme 4.8, on déduit ¢&) quet - x;: t; Gj o R;. Une
des prémisses d@) nous permet alors d’écrire & G’ @ (G; o Rj) I ej: t’' (8) et cette derniere
dérivation est une sous-dérivation@g sur laquelle on peut donc appliguer I'hypothése d’induction.
Posons maintena@} = G' @ (G o R)), § = S@ R; etGj = G" & G; et montrons que;, t', Gj,

Sj etG/ conviennent pour appliquer I'hypothése d’induction.

On a dontS;) = dom(S) U dom(R;) et don(G’j) = dom(G’) U dom(R;). On a donc bien
dom(Sj) = dom(G/) (hypothesgl)). Le jugement8) peut s’écrireG & G I g;: t’ (hypothesg2)).
Considérons maintenamt € fv(ej) tel quex ¢ dom(Sj). On a doncx ¢ fv(rrj) etx ¢ dom(S).
Du coup,x € V;j et doncx ¢ codon(R;). On a donaG & G’j/)(x) = (G ® G")(x) En appliquant
I'hypothése(3), il vient (G & G”)(x) = (G @ G')(x) et finalement(G & G{)(x) carx & fv(x);.
L'hypothése(3) est donc satisfaite par les candidats a I'application de I'hypothése dtioduc

Considérons finalement € fv(g)) tel quex € dom(S;). Nous avons deux cas selon gxies

fv(r;) ou non:

— six € fv(;), dans ce cas5; (x) = R;j(x), G/j x) = Gj(Rj(x)) etG’Jf(R,- (X)) = Gj(Rj(x)).
On peut donc appliquer la regle A¥) pour déduirez @ G = §;(x): Gj(X);

— Six ¢ fv(rj). On a alors :Sj(x) = S(x) et G/j (X) = G'(x). En appliquant I'hypothésg&),
onadondG @ G” - §(x): G’j (x). On conclut en remarquant qb&S; (x)) # codomR;) =
dom(G;), ce qui nous permet d’écrirgcs & G") ® Gj - S§;(X): G’j (X) et I'environnement
(G @& G") & Gj est par définition égal & © Gj.

Dans tous les cas, I'hypothégh est donc respectée.

Nous pouvons donc appliquer I'hypothese d'induction et il vien® G| F [S]ej: t’. On a
donc montré que pour to@; ett; tels queG; + [Rj]zj: t — tf, on a aussiG & G”) & G;
[Si]e;: t'. Donc, toutes les hypotheses sont respectées pour pouvoir reappdiqegle (Q\s) et
déduireG @ G” + [Rj]l7; = [S]ej: t — t'. Il suffit alors d’appliquer la régle (MTH) pour
conclure.

e Les cas o(R est (FUN), (LET) ou (Fx) sont similaires. |

4.5 Lemme de préservation du typage

On définit la relation binaires sur les expressions par la propriété suivante :
e<€ ssi VG, Vt,(Gheit)= (GFe:t)

LEMME 4.10. Pour tout context&, sie < €, alorsg[e] < E[€].

Démonstration On examine tous les cas possibles pour le contExte

e Si E = [] e, alorsE[e] = e@q. PrenonsG ett quelconques tels queG + eq:t (1). Par le
lemme 4.3 appliqué a cette derniére dérivation, il existel queG - e: to — t (2) etG F eg: 15 (3).
Par I'hypothesee < € appliquée 1), on sait queG + €': tp — t (4). On déduit en appliquant la
regle (ApPP) a(3) et(4) queG F € g: t et on conclut en remarquant qeey = E[€].

e Si E = &[], la preuve est presque identique au cas[]

eSiE=1let x=[iney,alorsE[e] =1et x =ein . Prenons ett quelconques tels que
Gklet x=-eine:t(5).Parlelemme 4.2, on peut trouver une dérivation simplg&yeCelle-ci
termine forcément par la régle €ir) et on aG  e: Tp (6), G[x: To] F &: T (7) et T <* t (8).
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Prenons maintenant un élémegiguelconque ddy. Par la régle (isT) appliquée &6) on aG +
e: 1 (9). On peut appliquer I'hypothése=< € a(9) pour déduireG - €': to. Comme on a montré ce
dernier jugement pour totg € To, on peut appliquer la regle @) pour trouverG + €' : Ty (10). On
peut alors réappliquer la régle&lr) &(10) et(7), de sortequ& + 1 et x =€ i n g: T, c'est-a-dire
G - E[€]: T (11). On conclut en appliquant la régle§) a(11) et(8).

eSIE=C{t1=me;...;4 =1]];...; €n = &}. Prenonss ett quelconques tels que :

(12) GHFCl1=¢6;...;¢ =86 ...;¢n=¢6}:t
E[€]

Par le lemme de simplification 4.2, on peut trouver une dérivation simple de aa¢umgeCelle-ci se
termine forcément par la régle g3ET) et il existety tel quety < t, tg € #C, G - e: C-£; (tp) (13) et
G I~ gj: C-¢;(to) pour toutj # i. En appliquant I'hypothése < € a(13), il vient G - €: C-¢; (to).
On peut alors réappliquer les regless(®T) puis (SuB) pour conclure :

GI—C{£1=e1;...;€i =e/;...;£n=en}:t

Ele]

LEMME 4.11 (RROJECTION. Si G F e: t etfiltre(e, 7) = vrai, alors il existeG' ett’ tels que
tka:t, G,/ <t,Gre:t'etGreln: G

Démonstration EcrivonsG + e: t (1) etfiltre(e, 7) = vrai (2) et procédons par induction sur la
structure du motifz.

e Sim = _, il suffitde prendré’ =t etG' = .

e Sit = w, alors, par définition du filtrage, on@ = a (3) eta € @ (4). Prenons’ = 3 et
G’ = @. Par le lemme 4.4, on sait qtle< t. Par la regles-PRIM), on aaussi’ - : t'; @ et par la
regle t-suB) t -z : t'; @. Enfine | = étant vide, I'environnement vide en est un typage correct.
e 7 = 7o as X. Par définition du filtrage et de la projection, ofilae(e, 7o) = vrai (5) ete| 7 =
el mo @ [X — €] (6). Appliquons I'hypothese d’induction &) et (1). On peut donc trouver et G,
tels quet’ <t (7),t Fmo: t'; G, (8), G+ el m: Gy (9) etG F e: t'. Posons alor&” = Gg[x: t'].
Par la regle £-LIEUR) appliquée &8), on at’ - x: t’; G'. Par ailleurs, pa(6) et (9), on a aussi
Greln: G.

o Sim = #C {{y =my;...; Ly = 7y}, alors, par définition du filtrages est forcément un objet de
classeC, c’est-a-dire de la forme = C {£1 = ey; ...; £, = €} (10). De plus, pour tout € [1, n],
on diltre(g, ;) = vrai (11). Par le lemme de simplification 4.2, on peut considérer une dérivation
simple dg1). Vu la nature de, celle-ci se termine forcément par la régles@@7) et il existet’ tel que

t' <t(12),t' e #C (13), G e: t' (14) etG - g : C-¢; (t") (15). Appliquons I'hypothése d'induction
a(11) et(15) pour chaque € [1, n]. Il existe dond; et G tels quet/ < C-£i(t) (16), G - g : t/ (17),
CtithFm:t; G (18)etG - & | 7 : G/ (19). Les équation§l3) et(18) constituent les prémisses
de la regle f-CLASSE), ce qui permet de déduité - 7:t';G); @ --- @ G;,. Posons finalement
G =G|® - ®G;. llreste a montrer qué + e 7 : G'. Prenonx € fv(r). Comme I'ensemble
des variables libres de chacun des sous-mafitsont deux-a-deux disjoints, il existe un uniqueel
quex € fv(mrj) etonaalorge | 7)(X) = (g | 7;)(X). On conclut en appliquarit9) et en remarquant
que les autre&; ne peuvent masquer la variable
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e = C{ly=m;...; Ly = my}. Par définition du filtrage, on a pour une certaine cladse C :

e=C{y=e;...;8n=¢6...; ¢y =€y} (20) et pour touti € [1, n], filtre(g, 7;) = vrai (21).

Par le lemme de simplification 4.2, on peut considérer une dérivation simp{e).dEtant don-
née la forme de, cette dérivation se termine forcément par la réglsJE€X) et il existet’ tel que
tV <t@2),t € #C' (23), G F e: t’ (24) et, pour touti € [1,n], G + g: C'-¢ (") (25).

L'axiome (APPROXIMATION) appliqué a(23) nous dit qu'il existet” € #C tel quet’ < t”. En
appliguant I'axiome (BAMPS-COVARIANTS) a cette derniére inégalité et sachantC C, il vient
C'-¢;(t") < C-¢;(t") (26). Par la régle (88) appliquée 425) et (26), on aG + g: C-¢£; (t") (27).

Appliquons maintenant I'hypothese d'inductiori2d) et(27) pour chaque < [1, n]. Il existe donct/

etG/ tels quet’ < C-4(t") (28), GFe:t (29),C-&4 (") F mi: t/; G| (30) etG e | mi: G/ (31).

Le jugement(30) et le fait quet” e #C constituent les prémisses de la régte (LASSE), ce qui
permet de déduire :

(32) t"F#C (b= ..l =mn} i U, G D B G,

Finalement, cette derniére équation plus I'inégalit& t” sont les prémisses de {SOUS-CLASSE)
etonconclut' -m7:t; G| @ --- @ G,

Le typage de la substitutio| = est identique au cas précédent. |

LEMME 4.12 (FRESERVATION DU TYPAGH. Sie —> €, alorse < €.

Démonstration Par induction sur la dérivation de— €.

Si la derniere regle appliquée estdSTEXTE), alors il existeE, ey et €] tels quee = E[ey],
€ = E[g)] etey — € (1). En appliquant I'hypothése d’induction(d), il vient ey < €, (2). On
conclut en appliquant le lemme 4.1Q2.

e Sila derniére regle appliquée dans la dérivatioe de-> € est différente de (BNTEXTE), consideé-
rons une dérivation quelconque @& e: t. Par le lemme de simplification 4.2, il existe un polytype
T <* t et une dérivation simple d& F° e: T. Supposons qu’on puisse en déduire Gue- €: T.
Dans ce cas, on sait, par définition & gu’il existe un certaint’ € T tel quet’ < t. Par application
de la regle (NsT) suivie de la régle (8B), il vient queG - €: t.

Pour montree < €, il suffit donc de prouver qué ° e: T (3) impliqueG - €: T. Pour cela,
nous considérons les différents cas possibles pour la Regtdisée dans la dérivatioa — €.

e Si R = (BETA), alorse = (fun X = e)e et€ = [X — e]e. La dérivation dg3) étant
simple,onal =t;,GFe:t,(4)etGF fun x = e: t, — t;. Par le lemme de simplifica-
tion 4.2, il existet; ett, tels quet, — t; <t > t, 5) etG F° (fun x = e):t, > t; (6).
La dérivation de(6) se terminant nécessairement pauy, on aG[x: tj)] + e;: t; (7). En ap-
pliquant 'axiome (EECHE-VARIANCE) a (5), il vientt, < t; (8) ett; < t1 (9). En appliquant la
regle (UB) a(4) et(8), on aG F e: t; (10). Par le lemme de substitution 4.9 appliqué pet (10),
on sait queG F [x — e&]er: t; (11). Enfin, par la régle (88) appliquée &9) et (11), on conclut
Gk [X+— &]er: t, C'est-a-direG - €': T.

e Si R = (BETA-LET), alorsonae = (let X =€ i n &) et€ = [X — e]&. La dérivation du
jugement3) étant simple, elle se termine forcément paetleton aG + e;: T; (12) et G[x: T1] +
&: T (13). Par le lemme de substitution 4.9 appliqu@?) et (13), on conclutG + [X > e]e: T,
c'est-a-direG - ¢€: T.
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e Si R = (BETA-FIX), alorsonae = fix X = e ete€ = [x — €]g. La dérivation simple
du jugement3) se terminant forcément par 166, on aG[x: T] F e: T (14). Par le lemme de
substitution 4.9 appliqué @) et(14), on conclutG  [x — €]ey: T, c’est-a-direG - €: T.

e Si R = (BETA-OBJ), 0on a, I'indicei étant fixée=C.¢; (C'{1=e;...;¢n=€,}) et€ = ¢g. La
dérivation simple d€3) se terminant nécessairement pap@honaT =t,GF C-¢i: t — t (15)
etGF C'{t1=mey...;¢, =6}t (16). En appliquant le lemme de simplification 4.21%), on
voit qu'il existet” ett” tels quet” — t/ <t — t (17) etG 0 C-¢: t” — t” (18). Cette
derniére dérivation étant simple, elle termine forcément par la réegig)(@ont une des prémisses
estC-¢i(t”) = t” (19) dont on déduit aussi” € #C (20). Par ailleurs, en appliquant une nou-
velle fois le lemme de simplification 4.2 cette fois(86), on trouvet” tel quet” < t (21) et
GO C{ty=ey...; 0, =8} t"” (22). Cette derniére dérivation, étant simple, se termine for-
cément par la regle (@ET) dont on déduitG F e : t” (23) et C"-¢;(t”") = t” (24), d'ou égale-
mentt” e #C’ (25). En appliquant 'axiome (FECHE-VARIANCE) & (17), on déduitt < t” (26)
ett’ < t (27). Par transitivité de< appliquée &21) et (26), on sait donc que” < t” (28). Par
'axiome (CLASSES COVARIANTES) appliqué a25), (20) et (28), on déduit queC’ = C (29). Puis,
par I'axiome (GHAMPS-COVARIANTS) appliqué &29) et (28), on déduitC’-¢; (t”") < C-¢; (t”) (30).
En tenant compte des égalitd9) et (24), (30) peut se réécrir§” < t (31). En appliquant la tran-
sitivité de< a(31) et(27), il vient alorst” < t; (32). Par la regle (8B) appliquée §23) et (32), on
conclutG - g : tj, c’est-a-direGH¢€: T.

e Si, R = (BETA-PRIM), on a alorse = f (a,...,a,) (33),a = f(a,...,a,) (34) ete =
a’ (35). La dérivation simple d¢3) se terminant nécessairement par@) on aT = t’ (36), G +
f:t -t/ 37)etG F (ag,...,a,): t (38). En appliquant le lemme 4.2@7), on trouvety et t;
tels queG F° f:ty — t; (39) etty — t;, < t — t’' (40). La dérivation de(39) se terminant
nécessairement par la regler(®), on déduit, I'indicei prenant toutes les valeurs entre Inet)
AP (41), Tupl eq-i(to) = t° (42) etVay € t0,...,ay € t0, f(ay,...,an) € t) (43). Par ailleurs,
ré-appliquons le lemme de simplification 4.238) : il existe doncu tel queu < t (44) et G O
(ay,...,an): U (45). La dérivation dg45) se terminant forcément par 80eT), on déduit ques +

a : U (46) etTupl ey-i(u) = u; (47) ou l'indicei prend toutes les valeurs entre InetAppliquons
maintenant I'axiome (EECHE-VARIANCE) a(40). On déduit < tg (48) ett) < t’ (49). Par transitivité
de < appliquée §44) et (48), on saitu < ty (50). Par 'axiome (GiAMPS-COVARIANTS) appliqué
a (50) et a la class@upl e,, il vient Tupl e,-i(u) < Tupl eq-i(tp) (51). En tenant compte des
égalitég42) et(47), (51) peut se réécrirg; < t° (52). Par le lemme de typage des valeurs 4.4 appliqué
a(46), on sait quey < u; (53). Par transitivité de< appliquée 53) et(52), il vient & < t° (54). Par
définition det?, il vient alorsa; € t° (55). L'une des prémisse dé@3) appliquée &55) nous permet de
déduiref (ay, ..., an) € t}, c’est-a-direa’ € t; (56). Par définition de;, on sait alors que’ < t} (57).
Par transitivité de< appliquée §57) et (49), on aa’ < t’ (58). Par (&T), on saitG + a’: a’ (59) et
on conclut enfin par ($8) appliquée &59) et(58) queG + a’: t/, c'est-a-direG H €': T.

e Si R = (BETA-METH), alorse est de la formee = (et h {71 = €1;...; 7k = &}) & (60)

et il existe un indicej tel quefiltre(ey, ;) = vrai (61) et€ = [e | mj]e; (62). La dérivation
simple de(3) se terminant nécessairement par@ on aT = t; (63), G F e: tp (64) et G +
meth {m = e ...; 7= &} to — t1 (65). On peut réappliquer le lemme de simplification 4.2
a ce dernier jugement pour en trouver une dérivation simple. Celle-crménteforcément par la
regle METH et il existet; ett; tels quet; — t; < tg — t1 (66) etG F m; = €: t) — t; (67).
Par la variance de la fleche appliqués8), on sait quey < t) (68) ett; < t; (69). En appliquant la
regle (SuB) appliquée g64) et (68), on sait qUeG + ey: t) (70). Appliguons maintenant le lemme
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de projection 4.11 a ce dernier jugement en sachanfitixegey, 7;) = vrai. On trouve qu'il existe

t; etG’ tels quety - 7j: tg; G’ (71) et G - g | 7 : G’ (72). Or, dans les prémisses de la dérivation
de(67), on a, entre autre) - 7 : t§; G’) = (G & G’ I g;: t;). On en déduit donc la partie droite
de cette implication, c’est-a-di@@ G’ - g; : t;. On peut alors appliquer le lemme de substitution 4.9
ace jugement et@2) pour déduires + [ep | 7j]e; @ t; (73). On conclut en appliquant la regles)
a(73) et(69) queG - [e | mjlej: ty, C'est-a-dire qu&s - €' T. |

4.6 A propos de l'induction sur les dérivations infinies

Dans toutes les preuves de ce chapitre, nous nous sommes permis dedanduttions sur des
dérivations potentiellement infinies. Le langage mathématique du discoursogaenanipulons in-
formellement a donc potentiellement un probléme de fondement qui po@matire en question tous
nos résultats. En réalité, il n’en est rien et pour s’en convaincre coanpédt, nous allons expliciter
dans le cadre du calcul des constructions inductives [CP90] un eginfnt du systéme de types et
de la preuve de correction. La modélisation est faite dans I'assistanédespCoQ [CDTO1].

Le fragment considéré contient en particulier la régle de typagaN)&ui quantifie sur tous

les éléments d’'un ensemble éventuellement infini. On prouve formellement le lemsirapliica-
tion 4.2 :

(* On suppose donnée une algébre de types *)
Parameter monotype: Set.
(* Voici sa relation de sous-typage *)

Parameter leq: monotype -> monotype -> Prop.

(* Voici les axiomes nécessaires pour ce fragment *)
Axiom leq_refl: (t: monotype) (leq t t).
Axiom leq_trans: (t,u,v: monotype) (leq t u) -> (leq u v) -> (I eq t v).

(* L'ensemble des expression est laissé ouvert:
on ne s'intéresse ici qu'au polymorphisme *)
Parameter expr: Set.

(* Cette relation contient toutes les regles de typage monomor phes:
(App), (Fun), etc. *)

Parameter well _typed 0: expr -> monotype -> Prop.

(* Un polytype est un ensemble quelconque de monotypes. On ne di t quiil
est non-vide que dans la regle (Gen) ci-dessous *)

Definition polytype := monotype -> Prop.

(* Cette fonction construit le polytype singleton a partir d'u n
monotype *)

Definition Singleton: monotype -> polytype :=
[t: monotype][u: monotype] t=u.

(* Definition du systéme de types (sans environnement pour sim plifier) *)
Inductive well_typed: expr -> polytype -> Prop :=

(* Toute les regles "monomorphes" *)

Other: (e: expr; t: monotype)



4.6. A PROPOS DE L'INDUCTION SUR LES DERIVATIONS INFINIES

(well_typed 0 e t) ->
(well_typed e (Singleton t))

| ( *» Régle d'instantiation *)
Inst: (e: expr; T: polytype; t: monotype)
(well_typed e T) ->
(Tt >
(well_typed e (Singleton t))

| ( » Régle de subsomption *)
Sub: (e: expr; t1, t2: monotype)
(well_typed e (Singleton t2)) ->
(leqg t2 t1) ->
(well_typed e (Singleton t1))

| ( *» Régle de généralisation *)
Gen: (e: expr; T: polytype)
(* T est non-vide *)
(EX t: monotype | (T t)) ->
((t: monotype) (T t)->(well_typed e (Singleton t))) ->
(well_typed e T)

(* Lemme de simplification~\egref{S.lemma.simple} *)
Lemma Simpl: (e: expr; T: polytype)(well_typed e T) ->

(t: monotype)(T t) ->

(EX t0: monotype | (well_typed 0 e t0) N (leq tO t)).
Proof.
Intros e T Derivation.
Newlnduction Derivation.

(* Régle Other *)
Intros. Red in HO; Rewrite <- HO. Split with t.
Split. Trivial. Apply leq_refl.

(* Régle Inst =)
Intros. Red in HO; Rewrite <- HO. Apply IHDerivation. Trivia

(*» Reégle Sub *)

Intros ul H1. Red in H1. Rewrite <- H1.

Cut (EX tO:monotype | (well_typed 0 e t0) A (leq tO t2)).
Intro. Elim HO. Intros. Split with x. Split. Tauto.

Apply leq_trans with u:=t2. Tauto. Trivial.

Apply IHDerivation. Red; Trivial.

(* Régle Gen )
Intros. Trivial. Apply (H1 t H2 t). Red. Trivial.
Qed.

La preuve du théoréme peut alors étre vérifiee dans I'outil CoQ (ici senersion 7.2) :

Welcome to Coq 7.2 (December 2001)
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Coq < Load preuve.

Coqg < Check Simpl.
Simpl
. (e:expr; T:polytype)
(well_typed e T)
->(t:monotype)
(T t)->(EX tO:monotype | (well_typed_0 e tO)\(leq tO t))
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Chapitre 5

Annotations et verification de types

Sauf cas particulier, le systéme de types présenté au chapitre 3 estatdigcidfabord a cause
de la récursion (expressidn x) dont la regle de typage est polymorphe. Cela est connu pour étre
une source d’'indécidabilité dans le typage de MLIKTU93] : en présdagécursion polymorphe, le
typage de ML est équivalent & un probleme de semi-unification indécidalée qu’'a un probleme
simple d’unification. Ensuite parce que le typage des méthodes est proleablkeussi difficile. Indé-
pendamment de la décidabilité, il n’est de toute fagon pas souhaitablerdtitédype d’'une méthode
si les cas de définition sont écrits dans des modules différents, cetduiredes objectifs des mé-
thodes. Par ailleurs, une méthode est souvent naturellement réatriveecursion polymorphe est
intéressante dans certains cas. Par exemple, pour définir une méthédalgé’'impression d'objet,
le cas de définition sur les couples donnera naturellement lieu a un appelif@ar composante du
couple, c'est-a-dire deux invocations sur des tygpesiori non reliés.

C’est pourguoi, il est nécessaire de demander au programmaanaterle programme pour
guider le typage et exprimer son intention, par exemple concernant le ggométhodes. Dans ce
chapitre, nous définissons le langage utilisé pour écrire les annotatidgpedet nous donnons la
syntaxe des expressions annotées. Nous introduisons ensuite unesystéypes pour ces expres-
sion. Ce systéme fonctionne en restreignant certaines des reglestéimesydgébrique a des types
exprimables dans le langage des annotations. Nous nous limitons au castdéidation de types,
c’est-a-dire que le programmeur doit donner le type des méthodes eéfildti@hs récursives, mais
aussi le type complet des fonctions. La raison de cette limitation est queditdéde types est stric-
tement plus complexe que la vérification et nous ne ferons que I'aboaderld conclusion de cette
thése.

Voici comment est organisé ce chapitre : dans la section 5.1, nous d#fimiesangage de types
utilisé pour écrire les annotations. Celui-ci est un langage du premier stadard. Dans la sec-
tion 5.2, nous en donnons la sémantique en utilisant un modéle du langagadanordre dans I'al-
gebre de types utilisé pour le typage. Dans la section 5.3, nous introdetjostfions la syntaxe des
expressions annotées. Nous en donnons une sémantique par effademannotations. Section 5.4,
nous donnons les régles de typage des expressions annotées ehmoastrons la correction par
rapport au typage algébrique.
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5.1 Langage de types

On suppose donné une fois pour toutes un ensemble WdinsiType de VARIABLES DE TYPE.
On utilisera les lettres, 8, etc. pour désigner les variables de types.

Un LANGAGE DE TYPESL est un langage logique du premier ordre, formé donc d’'un ensemble
de symboles de constructeurs de termes et d’'un ensemble de symbolé&slidatpr Les symboles
constructeurs de termes sont aussi appet®$STRUCTEURS DE TYPE®t sont notés avec les lettres
c, €, etc. Les symboles de prédicat BREDICATS DE TYPESsSoONt notés avec les lettrgs p’, etc.
L'ensemble de tous les symboles d’'un langage sera supposé dénontlréihie

Chaque constructeur de types et chaque prédicat de types viens@vexité, notééc| et |p|.
L'arité d'un constructeur de types est le nombre de sous-termes ailigueeit étre appliqué pour
former un terme. Cette arité peut étre nulle, auquel cas le constructaur sginbole de constante.
L'arité d'un prédicat de types est le nombre de termes auquel il peuagpleué pour former une
contrainte atomique.

Les termes construits sur I'alphabet des constructeurs de types setdsyppNOTYPES SYN
TAXIQUES. On supposera prédéfini le constructeur de types fonctionselsensemble des mono-
types syntaxigues est donc engendré par la grammaire suivante :

Ti=a« Variable de types
|t —>1 Type fonctionnel
| clz,..., 1) Type construit

e —
|c| termes

Une CONTRAINTE est une conjonction finie de contraintes atomiques formées avec un symbole
de prédicat du langage ou bien le prédicat prédéfini de sous-typalja contrainte vide est notée
vrai. On se donne également la possibilité de masquer certaines variablesalrsnte en utilisant
le connecteur logigu@. L'ensemble des contraintes est donc engendré par la grammairetsuivan

K = vrai Contrainte vide
lt <t Contrainte de sous-typage
| p(t,..., T) Application d’un prédicat du langage
e —
| p| termes
| K Ak Conjonction
|3V « Contrainte existentielle

Dans cette derniére productioi,désigne un ensemble fini de variables de type, notation que nous
utiliserons constamment par la suite.

Remarque. Les contraintes de la form#&V: « sont trés utiles pour gérer les variables fraiches in-
troduites quand on fabrique des contraintes dans un algorithme de t¥fiEgepeuvent également
se révéler intéressantes pour le programmeur pour exprimer des cagraicluant des variables
« anonymes », comme par exemple I'existence d’'un super-type commun &ygeax |

Enfin, unPOLYTYPE SYNTAXIQUE OU SCHEMA DE TYPEest de la forme suivante :

o =VVik.1
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Intuitivement, un schéma de type représente un polytype algébrique anhtentes les instances de
T quand les variable¥ prennent des valeurs satisfaisant a la contrainteén général, les variables
V apparaissent dans la contrairteou dans le monotype, mais on peut aussi y trouver d’autres
variables, qui sont alors considérées comme libres.

Exemple.Un langage de types possible est dérivé des déclarations de classes ear le program-
meur. Pour chaque clas€eparamétrée panr types, on peut supposer qu'’il correspond un construc-
teur de type également noet d'aritén. Par ailleurs, on peut supposer qu’il existe un symbole de
constante (un constructeur d'arité 0) pour chaque type primitif. Dansar&ditions, voici quelques
exemples de monotypes syntaxiquesons{a), @ — int, int — int, etc. de contraintesa < rat,
Cons{a) < «, etc. et de schémas de typé&y: vrai.a — o, Va: o < rat. Tupl es{(o, a) — «, etc.

On se permettra en général d’'omettre d’écrire la contrainte d’un schéelia sist égale arai,
comme dan%/a . « — «. On identifiera également un schéma ou I'ensemble des variables et la
contrainte sont vides avec son monotype, chaque fois qu'il n'y a mashdguité. Par exemple, on
identifiera le schém¥a : vrai . int et le monotypént.

Un langage de types n’est pas forcément limité a ces constructeurs deRPgp@xemple, on peut
imaginer qu’un certain langage définisse un opératesur les types, de sorte qu’on puisse former le
monotyper; LI 7,. On peut également trouver dans un langage des prédicats, par exenppélicat
Imprimabled’arité 1, avec lequel on puisse former le tyfae: Imprimablda) . « — string.

Notons que, pour l'instant, nous ne définissons que la syntaxe des pasefeur sémantique.
C’est pourquoi, 'opérateun et le prédicatmprimablen’ont pas de signification particuliere. B
Variables de types libres

L'ensemble des variables de type libres d’un monotymsst notétv(zr). Cet ensemble est défini
comme suit :

ftvie) = {a}
ftv(ty > ) £ ftv(ny) U ftv(to)
ftv(c(ti, ..., ) = ftv(ty) U--- Uftv(zy)

De méme, les variables libres d’'une contrainte sont :

(1>

%]

ftv(zy) U ftv(zo)
ftv(ty) U - - - U ftv(ty)
ftv(kq) U ftv(ko)
ftv(k) \ 'V

ftv(vrai)

ftv(ry < 2)
ftv(p(t, ..., )
ftv(kcr A ko)
ftv(3V: «)

> 1> >

>

Et celles d’un schéma de type :

ftv(VV:ik.1) £ (ftv(r) Uftv(k)) \ V
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5.2 Modeles

Un modeéle d’'un langage de types fournit une interprétation de chaquerdléméangage dans
une algébre de types, domaine d’interprétation. Formellement, un mdtelen langagel est la
donnée des éléments suivants :

— une algébre de types domaine d’interprétation, nfitég;

— pour chaque symbole de constructewfarité n, une fonctionn-aire totale[c] opérant dans

[M], c’est-a-dire un élément dev(]" — [M] ;

— pour chaque symbole de prédigati’arité n, un prédican-aire [c] opérant dan§M], c’est-a-

dire un sous-ensemble @&(]".

Une fois données les interprétations des éléments de base du langaget étepdre ces inter-
prétations a tous les autres constructions syntaxiques introduites dansda peécédente. Comme
celles-ci peuvent contenir des variables de types libres, il faut ddadro donner la valeur. Pour cela,
on appellevALUATION une fonction partielle a domaine finie des variables de tyfa@sType vers
I'algébreA. On utilise les lettrep, p’, p, etct pour désigner les valuations.

Linterprétation d’'un monotype syntaxiquedans une valuatiop dont le domaine contient au
moins les variables de type libres dest un monotype de I'algébf@(] noté ;[].2 Cette interpré-
tation est définie par les équations suivantes :

sl o) (on a forcémen& € dom(p))
sl — 7 plral — slz]

sle(mn, .. )] £ [elGlral, - -, sl=l)

(1>

(1>

L'interprétation d’'une contrainte est une valeur de vérité définie paigesalences suivantes :

s[vrai] estvrai
sl <t ssi j[n] <]
slp(ta, ... )] ssi lml. .- .. slw]) € [P]
slka A ko] ssi pfka] et k2] sont vrais
;[3V:k] ssi il existep tel que donp) =V et ;q,[«] est vrai

Remarque.Dans cette derniere équation, notons que giom’est pas forcément disjoint de dgp),

ce qui signifie que certaines variables¥g@euvent masquer celles définies pamNous aurions pu
supposer que les variables de type sont systématiquement renommeéevipguies masquages.
Une telle hypothese est une simplification commode, mais risque d’introduirertaincmanque de
rigueur. Nous avons donc préféré traiter complétement le probléme dgsagas, sans supposer une
a-conversion implicite. |

Linterprétation d’'un schéma de type¥: «.t estI’'ensemble, éventuellement vide, de monotypes
algébriques que décrit I'interprétation dejuandV varie dans les solutions de:

sVl & {seplr] I domip) =V et e, [k}

1L a notationp forme un tout, le chapeau étant utilisé au méme titre qu’un prime ou un indice.
2L a notation utilisée ici est I'inverse de la notation habitu@H@ﬁ. Notre notation est [égérement plus pratique car elle
s’associe bien avec I'opérateur de compositicgur les valuations. La notatigﬂ[r]] doit en fait se lire « appliqué ar ».
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Notons que pour que l'interprétation d’un schéma de types soit nonvies:a-dire constitue un
polytype valide pour le systéme de types algébrique, il faut et il suffitlgu®ntrainte3V: « soit
vraie dans la valuatiop. Dans ce cas, on dit que le schéma de types aBISFIABLE.

Notations

Quand le model@1 utilisé pour interpréter un élément syntaxique n’est pas implicitement connu,
on utilisera la notatiop[-] & la place dg[-]. De méme, si la valuatiop est de domaine vide, c’est-
a-dire ne définit aucune variable de type, on se permettra d’omettre desl'@&pon notera simplement
[-] ou bien[-]* si on veut expliciter le modéle utilisé.

Exemple. Voici un exemple de modeéle. Considérons le langage de types dérivédesations du
programmeur et tel qu'a chaque classeorrespond un constructeur de type

Un modéle possible pour ce langage est celui constitué de tous les termewfisigiits avec
I'alphabet des constructeurs et avec la fleche et ordonné par la metitisous-typage structurelle
engendrée par les variances déclarées par le programmeur (algeitarslle simple). L'algebre
structurelle simple n’est bien s(r pas le seul modéle possible pour ce eangageut aussi considérer
le modeéle des types infinis ou bien le plus petit treillis contenant I'ordre stelctDans le modeéle
treillis, 'opérateur supplémentairepeut étre interprété comme l'opérateur de borne supérieure.

Sile langage contenu le prédid¢atprimable celui-ci peut étre interprété par le prédicat algébrique
défini comme suit Imprimablgt) est vrai pour tout les types primititsImprimablgC(t)) est vrai si
et seulement <€ vautCons, Nil ouList ett est lui-méme imprimable.

Nous voyons donc que notre cadre autorise une grande souplesséedzhoix de la syntaxe
des types comme dans celui de son interprétation et tous les résultats deéasstéctrrection du
typage, réduction a des problémes de contraintes) en sont indépedagusétait I'un des objectifs
recherchés. |

5.3 Lelangage annoté

Dans cette section, nous introduisons un nouveau langage d'expessidérive du langage
non-typé présenté au chapitre 1 par le fait qu'il contient des annotad®mgpes explicites sur les
définitions récursives, les méthodes et I'argument des fonctions.dduagtion de ce nouveau langage
permet au programmeur de guider le typage des expressions résyaiymorphes et d’exprimer son
intention concernant le type des méthodes, ce qui est nécessairebpatir a un systeme de types
décidables.

5.3.1 Syntaxe des expressions annotées

Les expressions annotées sont notées avec ladattrieur grammaire coincide avec celle des ex-
pressions non-typées sauf sur certaines production. Elles somtdeaige par la grammaire suivante :
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g=X
| €162
[funx:t = ¢
[let Xx=¢g11nNné&
[fixX:0o =¢
|C{l1=2¢1;...;8n =¢n}
|C-£
| a
| f
lmeth: 1t — v/ {m1 = e1;...; 1k = &}
[VV:k.e (Introduction de variables de types)

Les définitions récursives polymorphes sont annotées avec un scleétypes qui représente le
type polymorphe de I'expression attendu ou deviné par le programmeui-cCpeut étre correct ou
non, ce que nous devrons vérifier lors du typage.

L'expressionvyV: « . ¢ introduit les variables de typeé® contraintes pak et qui peuvent étre
utilisées par les annotations de La raison de cette construction est qu'il est souvent nécessaire
d’écrire des annotations qui contiennent des variables libres. Pampéxela méthode qui renverse
les éléments d’une liste possede naturellement leXypéd.ist(a) — List{«), mais I'implémentation
efficace habituelle en temps linéaire utilise en interne une fonction a deurengsi(un accumulateur
et la liste), donc d’un type devant nécessairement utiiser

L'expressionf un x: T = & est une fonction dont le programmeur spécifie que le type de I'ar-
gument est égal a. Ce monotype peut contenir des variables de types, de sorte qu’'orgraet
par exemple l'identité polymorphe comm&a: vrai . f un x: « = X. Notons dans cette derniére
expression que le corps de la fonction doit accepter un arguxatout type. L'annotation n’est pas
une simple contrainte posée sur le type de I'argument, mais est une spéciforatiplete du domaine
de la fonction. Par exemple, la foncti® : vrai. f un x: « = x 4+ 1 sera mal typée, car son corps
n'accepte pas un argument booléen, alors qu’on a spécifié que lbagpappartient au domaine de
la fonction. Pour qu’elle soit bien typée, le programmeur devra raffireeabmotations et écrire par
exemplevVa: o < rat.fun x: o« = x + 1. C’est en ce sens que nous ne parlerons dans ce chapitre
gue de la vérification de types et pas de l'inférence.

L'expressionnet h: t — t/{m1 = ¢€1;...; 7k = &} est une méthode dont on a spécifié expli-
citement le type. Par simplification, nous restreignons I'annotation de type ayétrtaxiquement un
type fonctionnel. De méme, nous nous limitons & une annotation monomorphied@tseé qu’on
peut toujours écrirgV: k.meth: © — v/ {m = e1;...; 1k = &k} pour donner le type polymorphe
VV: k.t — t’ alaméthode.

Variables de type libres

L'ensemble des variables de type libres d’'une expression annotééfiescomme suit :

ftyx) 2 o
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ftv(eq €2) ftv(eq) U ftv(e)

ftv(z) U ftv(e)

ftv(eq) U ftv(e)

ftv(o) U ftv(e)

ftv(er) U - - - U ftv(en)

[I>

ftvfun x: t = ¢)

ftv(l et X =¢1in &)

[I>

ftv(fi X X: 0 = ¢)
ftv(C {€y =e1;...;€n = &n})

(1>

ftv(C-¢) = o
ftv@ =2 o
ftv(f) £ o
ftv(meth: t —» /' {m1 = e1; ..ok = &) = ftv(r) Uftv(e)) Uftv(er) U - - - U ftv(ek)
fiv(vV:k.e) £ (ftv(e) Uftv(k)) \ V

5.3.2 Seémantique

La sémantique d’'une expression annatésst celle de I'expression non annotée obtenue en effa-
cant toutes les annotations dan€ette expression non-typée est ndjée Cette opération rend bien
compte du fait que les annotations de type ne servent que pour le typageensaist pas utilisées a
I'exécution.

5.4 Vérification de types semi-algébrique

Nous introduisons maintenant un systéme de types semi-algébrique pouptessgons anno-
tées. Le systéme est essentiellement algébrique, mais il utilise un modéle dyelaleglypes pour
interpréter les annotations et diriger le systéme de types algébrique dtreBap

Dans cette section, nous supposons donné un modele

Le jugement de typage s'éciit G ¢ : T et se lit « en utilisant la valuatioh pour interpréter
les annotations de types dget dans I'environnement de typaGe ¢ a pour typel ». On impose que
le domaine dé contienne au moins les variables de types libres.de

Examinons les régles de ce systeme. La régle de typage des expreésiosg/es est similaire
a (FAx) excepté que le polytype utilisé doit correspondre a I'annotation doraréle programmeur.
L'interprétation de celle ci doit donc étre non-vide et on écrit :

plol #2  p:GIx: jlo]l e slo]
p;GEfixx:0 =e¢): o]

(F1x a)

La régle de typage des fonctions contraint le type de I'argument de ltdaricétre celui spécifié par
le programmeur :

p; Gx: [t Fe:t
p;GHEfunx:t = ¢ t] =t

(FUNA)
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De méme, celle concernant les méthodes s’écrit naturellement :

st = t]<my; .. pGEm =6t — 7]

(METHA)
p;GEMeth:t - t'{m=e...5m= &) i plt = 7]

Dans cette regle, le typage des cas se fait exactement comme dans le sygérigue, excepté
gu’on transmet la valuatiof pour le typage des corps des cas.

Examinons finalement la régle pour le typage de l'introduction de variablessi@rons une
expression de la formeéV: « . ¢. On demande tout d’abord q@#’: « soit satisfiable dang. Dans
le cas contraire, on considére gue I'annotation est tout simplement mal fgpseite, on procede
au typage de I'expressio ce qui produit un polytypd,, forcément non-vide. On donne alors a
I'expression annotée toute entiére le type union de tou3 Jese qui est une forme particuliére de
généralisation :

s[3V:ik]  Vp, (dom(p) =V/\,3@p[[/c]]) >p®p;GHe:T,
p;GHEYVik. g U T,

dom(p)=V
L) [«]

(INTROA)

Remarque. Dans cette regle, il peut trés bien y avoir un ensemble infini de solutiaztsdonc un
infinité de polytypeslyal dont il faut prendre I'union. Cette infinité de prémisses ne pose pas elus d
probléme que pour la regle algébriques(@. |

Les autres regles sont formellement identiques a celles du systéme algéBagu une présenta-
tion compléte de toutes les régles, voir en section 5.6, page 84.

5.5 Sdreté du systeme de vérification semi-algébrique

THEOREME2 (SURETE DU TYPAGE SEMFALGEBRIQUE). Sip; G ¢ : T, alorsG+ (¢): T.

Démonstration Chacune des nouvelles régles de typage semi-algébrique est undisptémades
regles de typage algébriques, except& H0,) qui est une instance de ER) précédée de (Is7). B

5.6 Reécapitulatif

Voici la liste complete des regles du systeme de vérification de types semiigiggbpérant sur
les expressions annotées :

,5[[0']] *+ O ﬁ;G[XZ 5[[0']]] e ,3[[0’]]
p;GHETixXx:o = ¢ [o]
p; GIx: st Fe:t

(FIX a)

(FUNA)

p;GHfunx:t = ¢ 4c] >t
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(METH,) plt > Ulwm . s ;G m =6t — 7]
p;GEMeth:t —» t'{m=e1...;mc= e [t — 7]
(INTROR) s[3V:ik] Vo, (dom(p) =V A seplk]) = D p;GHe: T,
piGEWik.e: | T,
dom(p)=V
panlc]
(VARA) p; G F x:G(X)
(APP) P:Ghelito>t p;Glerity
p:Gree:t
(OBIET) te#C p;Gler:Cly(t) 5 G F éen: Cln(t)
0:GHFC{1=¢1;...;80h=26pn}:t
(GETa) v=Cin
0;GFECL:t >t
(CONSTANTER) -
0;GrRa:a
(PRIMITIVE 1) Vaget,....an ety f(an...,a) et® Vi, Tupleqsi®) =t
p;GHE fit—>1t°
(INST) 0;GFe: T teT
0;GFet
(GENR) T#@ pourtoutt e T,p;GrHe:t
0;GFe: T
(SUB.) p;GReit t<t
0;GRe:t/
(LETA) P:Ghei:Ti  pGX:TkFe: T
p;GHlet x=¢e1ineg: T,
(CAS,) VWGE'(tkEn:tG)=pGoCG Fe:t
0;GFr=eit >t
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Chapitre 6

De la vérification de types aux contraintes

Récapitulons notre parcours jusqu’a présent. Nous avons introdaitgage et sa sémantique non
typée (chapitres 1 et 2). Puis, nous avons donné un systeme de ty@éitatiasur des monotypes
pris dans une algébre et vérifiant un petit nombre d’axiomes (chapitio8p avons ensuite montré
la correction de ce systéme de types vis-a-vis de la sémantique opératienbaitle d’'une preuve
générique (chapitre 4). Ce systéme de types n’est pas directement lgtibsaratique, ne serait-ce
que parce que certaines constructions du langage, comme la récurlsiorogahe, ne peuvent étre
décidablement typées. En revanche, sa preuve de correction genénidait un outil pour montrer la
correction d’'autres systémes plus pratiques. Au chapitre 5, nous Exotuit un nouveau langage
dont les expressions sont munies d’annotations de types expriméesrdamgage de types et dont
la sémantique opérationnelle est obtenue par effacement des annofdtiaasen avons également
donné un systéme de types dont nous avons prouveé la correctiorépeture dans le systeme algé-
brique. Ce systéme, que nous avons appelé semi-algébrique, estamesye vérification de types
car le programmeur doit spécifier complétement le type des arguments déerienll se rapproche
du systéme algébrique car il n’est pas dirigé par la syntaxe, le polymorphisest extensionnel et
les dérivations peuvent étre infinies. A partir de maintenant, nous allorssiéoer le systéme semi-
algébrique comme la spécification d’un jugement de typage et nous alloier&oihment en donner
une implémentation.

Dans ce chapitre, nous réalisons une partie du chemin dans cette voistlénpe que nous
traitons est de la forme « I'expressierest-elle bien typée ou non? ». Nous montrons qu’on peut
le réduire a une série de problemes plus simples, exprimés uniquement damgalge de types et
interprétés dans le modéle. Ces problémes élémentaires ne font plus déféoeihce au langage,
mais sont des problémes uniquement algébriques. Moyennant queiquathédses de représentabi-
lité des éléments de base du langage, cette réduction peut avoir lieu indépeadt du modéle et
de l'algeébre, c’est-a-dire de fagon purement syntaxique. En d'&tmees, nous allons donner un al-
gorithme qui parcourt I'expression a traiter et qui accumule des prokléxpimés dans le langage
de types (contraintes, implications de contraintes, tests de couverturg);learcher a les résoudre
et donc indépendamment du modéle. Ensuite, nous allons prouver calga@hme génére bien un
ensemble de problémes dont l'interprétation est équivalente au problémiedi@itigpage.

Le fait d’étre indépendant du modéle est particulierement important paitgrtun monde qui
peut étre étendu (monde ouvert). Ce théme sera développé au prduduaiinec

Le reste du chapitre est organisé comme suit : dans la section 6.1, nonsmketes hypothéses
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de représentabilité nécessaires ; dans la section 6.2, nous introduspnsEmes de typage algé-
briques élémentaires; en section 6.3, nous donnons I'énoncé du théeréaneste du chapitre est
consacré a la preuve.

6.1 Représentation et modele d’une représentation

Un modéle permet de manipuler des monotypes et des polytypes algébrigitiéisamt la syntaxe
d'un langage de types. En général, le langage ne permet pas de &sergpr tous. En particulier,
un polytype algébrique est un ensemble quelconque de monotypes @éériemsion, alors qu’un
schéma de types décrit un ensemble de facon intensionnelle & I'aide dinineiote syntaxique. Un
simple argument de cardinalité montre que, sauf cas trivial, de hombreutygedyalgébriques ne
sont pas représentables par un schéma de types, car 'ensembldéiemsale types est toujours
dénombrable alors que celui des polytypes algébriques est au moinsucdasirque l'algébre est
infinie.

Pour pouvoir réduire le typage a des problémes exprimés dans le langdgeed, il est donc
nécessaire de pouvoir y exprimer le type des éléments de base du lafegagessions. De plus, pour
gue la réduction soit indépendante du modeéle, il est nécessaire quedsergation des éléments de
base en soit aussi indépendante.

Supposons donnés une structure primitdfeet une structure de class@s c'est-a-dire tout ce
qgu'il faut pour écrire des programmes non-tygésnoms de classe et de champs et valeurs et opé-
rations primitives. Fixons également un langage de typesous avons maintenant de quoi écrire
une expression annotéePour typers de maniére purement syntaxique, il nous manque encore une
représentation syntaxique du type des éléments de base du langage.

On appelleREPRESENTATIONdes structure€® et € dans le langage de typésla donnée des
éléments suivants :

— pour chague constandée un monotype syntaxique;
pour chaque primitivef , un schéma de typek;
pour chaque motif primitit, un monotype syntaxique
pour chaque clas$g, un schéma de typéﬁ‘i ;

— enfin, pour chaque clas€eet chaque champdeC, un schéma de typ@.

Notons que la notion de représentation est purement syntaxique. Elle étaipliement un lien
syntaxique entre structures de base du langage d’expression egdgdate types.

Considérons maintenant un mod@ledu langagel. On dit queM est UnMODELE DE LA RE-
PRESENTATIONSI l'interprétation des représentations syntaxiques est compatible avéléhesnts
algébriques correspondants dans l'algébre sous-jacente au modéake albns maintenant définir
plus formellement cette notion.

6.1.1 Type des constantes

Pour toute constantg I'interprétation du type syntaxiquide la représentation doit étre égal au
type algébrique associé a la constante, ce que I'on aadté

Lpetits rappel de notation pour décoder cette éga[[@m désigne linterprétation du symbaotedans le modeléq.
C’est donc un élément de I'algebf@(] support du modele. Par ailleurs, la notatiah"l désigne l'abstraction de la
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(HYP-3) VM € Modeles, [a]™ = al™l

Exemple. Le plus simple pour représenter le type des constantes est qu'a chaguerityitif cor-
responde dans le langage de types une constante de type, c'estia-doastructeur d'arité 0. On
pourra ainsi supposer que le langage de types définit les condtantas bool, etc. |

6.1.2 Type des primitives

Considérons une opération primitife Pour exprimer la condition de compatibilité concernant le
type syntaxiquef , nous notond I'ensemble des types possibles que la regle algébrigraev)Reut
donner a la primitivef . Si celle-ci est d’arité, on a donc :

Vi, Tupl ep-i(t) =t°

6.1 t—>t9ecf ssi 3t ... t0eA°
6.1) 1 N va etd, ... a, et f(a,...,a)) et®

Muni de cette définition, nous pouvons formuler la condition que le polytypeedprimitive f
est représentable par un schéma de types, fiotéinterprétation de ce schéma de types doit étre

équivalente au polytypé elle doit étre non-vide, c'est-a-dire que la primitive doit étre bien typée
dans le modéle considéré :

(Hyp-) V)M € Modeles, T[] =TT 2 o

Notons qu’on fait porter I'égalité sur la cléture supérieure des polytgfiEsbriques plutdt que sur
les polytypes eux-mémes. Comme deux polytypes équivalents par cette retattomterchangeables
par la régle (88), la puissance de I'hypothése est donc identique, mais cela donne ynugele
liberté pour choisir le schémf.

Exemple.Le schéma de types de I'addition sera par exerplex < rat. (o, o) — «. Celui de la
comparaison peut étre indifféremment: o < rat. (@, «) — bool ou V@ . (rat, rat) — bool qui
sont équivalents. |

6.1.3 Type des motifs primitifs

Pour chaque motif primitito, définissons donc I'ensemble des types des constantes acceptées par
o de la facon suivante :

(6.2) ZA 2 {afwaew}

Pour queM soit un modéle de la représentation, on exige alors I'égalité suivante :

constante dans 'algébrgM].
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(Hyp-&) VM € Modeéles, [&]™ = =M

Exemple.Siw estle motif primitifr at , @ peut étre choisi égalw : o < rat.«. Linterprétation de
ce schéma correspond en effet au type de toutes les constantesexpapté, c'est-a-dirg{rat, int}.
[

6.1.4 Type des classes et des champs

Pour queM soit un modele de la représentation, nous exigeons la propriété suivante :

(Hyp-#C) VM € Modeles, [ = #1c™ £ o

Notons I'emploi de 'égalité ici : le type d’'une classe est en effet utilisé ditadans des contextes
covariants (construction d’un objet) et contravariants (filtrage).

Finalement, l'interprétation d€-¢ doit représenter tous les types possibles de I'accessdur
obtenus par la régle de typage algébrique}5On demande donc :

(Hyp-C0) VM € Modgles, [C7]" = [t »PT v v =™

Notons que I'hypothéskC # @ implique que[C-¢] est également non-vide, &€ est supposé
étre le domaine d€-£.

Exemple. Quand I'algebre est une algébre de termes engendrés a partir dastilgitéade classes
du programmeur, les schémés et C-¢ peuvent étre extraits automatiquement des déclarations. Par
exemple :

cl ass Cons(ag) { #Cons = Vo . Cons{w)

head «: |:| c e Vo C
tail: List(a): ons-head= Vo . Cons(a) — «

] Cons-tail = VYo . Cons{a) — List{a)

6.2 Problémes de typage élémentaires

Nous allons considérer deux types de problémes que nous appedYORSEMES DE TYPAGE
ELEMENTAIRES. Il s’agit des problemes d’implications de contraintes et des problémestddde
couverture.

Nous supposons fixé un langage de types
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6.2.1 Implication de contraintes

Soit k1 et k, deux contraintes dont toutes les variables libres sont contenues dasentieleV.
On dit quek; IMPLIQUE k» dans un certain modelel si et seulement si, pour toute valuatiprde
domainé€V, le fait que, [«1] soit vrai implique,[«2]. On note alors\l = VV. k1 D «, ou simplement
VvV . k1 D k2 Sile modele est implicitement connu. On a donc formellement :

(6.3) MEVWV.k1Dkp ssi Vpe (V- [M]), S ] = Jiea]™

Notons que rien ne force la contrairit¥ : «; a étre satisfiable. Si elle ne I'est pas, alors I'impli-
cationvV . k1 D k» est vraie indépendamment dg

6.2.2 Test de couverture

Soitmq, ..., mx une liste de motifs et un schéma de type clos (sans variable libre). On dit que
o estCOUVERT par la liste de motifs si et seulement si tout monotype algébrique élémefat]de
est couvert au sens algébrique par les motifs. On note Moks o < 71;...; Tk OU Simplement
o <71 ... ; 7k Si le modéle est implicitement connu. Formellement, on a donc :

(6.4) MEowbamy,...;tx SSI Vte [[G]]M,tNHMH T ... T

Remarque. On force donc tous les éléments @& étre des types fonctionnels car la définition de
t =™ ... impose que soit un type fonctionnel. [

6.3 Enoncé du théoréme

THEOREME3. SoientC® une structure primitive une structure de classe fetin langage de type
On fixe une représentation des structi@®etC dans le langage.

Pour toute expression annotéécrite dans la syntaxe définie 2}, C et L, on peut calcule
une liste de problemes de typage élémentaires (implications de contrainte etetesisvdrture
Pi, ..., Py et un schéma de typestels que, pour toudl modéle de la représentation considéyée,
on ait les propriétés suivantes :

— sipour tout, M = P, alorsM = @; @ F ¢ : [o]™;

— s’il existeT telqueM = @; O e T, alors,[[o]}M <* T etpourtout, M = P,.

2

=

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration de ce théoréme.
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Plan de la preuve

Le principe de la preuve consiste a introduire un nouveau systeme de dinigs par la syntaxe
et opérant sur des types syntaxiques. Les régles de ce systéme Ugksemtblémes de typage pour
assurer que linterprétation des types qu’elles manipulent vérifientimestaropriétés algébriques.
On vérifie ensuite que ces propriétés assurent la slreté du typagerenétatet chaque régle dans
le systéme semi-algébrique (lemme de correction). Inversement, on monttesgpblémes de
typage engendrés par les régles syntaxiques sont juste suffisantsspater cette slreté (lemme de
complétude). On en conclut que le typage d'une expression annotée ggstéme algébrique est
équivalent a la résolution des problémes de typage engendrés patdmeys/ntaxique. On vérifie
enfin gu’on peut bien engendrer ces problémes mécaniquement e¢imtddpment du modéle choisi
pour les interpréter.

Voici comme est organisée la suite du chapitre : dans la section 6.4, on ihttedwabréviations
et définitions commodes pour exprimer le systeme de types syntaxique.dles d& systéme sont
introduites a la section 6.5. On en montre la correction a la section 6.6 puis la todepéh 6.7. La
complétude ayant été obtenue pour une forme simplifiée des expressingsn@squage de variables
de type), on montre en section 6.8 comment lever cette hypothése en renacomaamablement les
variables de type. Enfin, on conclut en section 6.9.

6.4 Quelques définitions

Cette section regroupe les différentes définitions utiles pour écrire lavsysté types syntaxique
de la section suivante.
6.4.1 Relations de sous-typage généralisées
Rappelons la définition de*, relation qui opére sur les ensembles quelcongues de monotypes :
T<*U ssi YueU,3teT,t<u
On définit de méme la relatiod” comme suit :
T<"U ssi VteT,JueU,t<u

Ces deux relations sont transitives et réflexives et éterdentn identifie un monotypeau singleton
{t} : les propositiongt} <* {u}, {t} <" {u} ett < u sont équivalentes. Les relations d’équivalence
associées aux préordres et <* sont notées respectivement et~" :

T~A*U ssi T<PUetU T
TARU ssi T<UetULT

Il est commode de définir aussi la relation de compatibifité

T<PU ssi 3teT,ueU,t<u
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Attention : <? n’est pas transitive. Mais, on a la propriété de transitivité ave@a gauche e’ a
droite :

T<ETATSUAUL U T LU

6.4.2 Abréviations de contraintes

Soiento; = VVi: k1. 11 etop, = VV5:! k2 . T2 deux schémas de type¥,(et V, ne sont pas
forcément disjoints). La contrainte <? o, est définie comme I'abréviation suivante ol on choisit
o ftV(O’l) uUviu ftV(O’z) Uuv,:

(6.5) o1<Por = Ja:@AViikATn <A@V ko Ao < 1)

L'équivalence suivante est réalisée dans tous les modeéles du larigame oute valuatiop définie
sur au moins les variables libres deetos :

(6.6) ﬁ[[ol §3 02]] <= ﬁ[[O’l]] <EI ﬁ[[az]]

Démonstration Supposons qugjo; <2 o] soit vrai. Il existe dong de domainda}, p; de domaine
V1 et p, de domainé?; telles quesg e, [k1 A T1 < o] et japap,[k2 A @ < 12]. Posond = p(«) et
t1 = jepep [T1]. Observons qug @ p @ p; coincide ave® @ p, sur les variables libres dg et 7;
car celles-ci sont ou bien dafits, domaine dep;, ou bien dans les variables libres @g c’est-a-dire
différentes dex, domaine dep. Par ailleurs, remarquons gped p @ p1(ax) =t cara n'est pas dans
V1, domaine degp1. On a donGg,, [k1], sep, [T1] = t1 etty < t. Le monotypd; est donc un élément
de;[o1]. On montre de fagon symétrique qu'il existes ;[o2] tel quet < t,.

Inversement, spfo1] <7 ;[o2], il existeti € ;[oi] tels quet; < to. Il existe doncp; tel que

soplki] etti = sanlu]. En posante = [« — ti], il est clairement possible de remonter le
raisonnement ci-dessus pour conClygge,, [k1 A 11 < o] et jgpeplc2 A a < 1], C'est-a-dire
ﬁ[[al <3 0'2]]. [ |

Si r1 est un monotype et, = VV,: k2 . 7, un schéma de type. La contraintee o, est définie
comme l'abréviation suivante au ¢ ftv(ty) U ftv(on) UV, :

(67) T1 €02 = 30[:‘L’lg(x/\a<T1A(3V2:K2/\‘C2<O[/\O[<‘E2)

Par un raisonnement similaire a celui développé ci-dessus et en tengteatu fait quer est choisie
« fraiche », on a la caractérisation suivante :

(6.8) plrn € oo <= s[u] € slo2]

6.4.3 Contextes
On appellecONTEXTE la donnée d’'un ensemble de variables de type et d’une contrainte :

A ={V:«k}
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L'ensemble des variables libres d’'un contete: «} est égal aftv(x) \ V. Linterprétation d’'un
contexte dans un modeld et une valuatiorp définissant au moins les variables libres du contexte
est 'ensemble des valuatiopsde domainé’ qui satisfont la contrainte :

(6.9) V™ 2 {p e (Vo M) | pep k] }

Le DOMAINE d’'un contexteA = {V: k} est I'ensemble de variabl@set est noté doim).

Si A1 est un contexte clos &t, un contexte dont toutes les variables libres sont dans le domaine
de A4, alors lePRODUIT du contexteA; par le contexte\, est défini comme I'abréviation suivante :

conditions :
(610) Viik} @ {(Vo: k) = {V1,Vo: A(V1NV2): k1) A K3} ftV(K]_) c Vi
ftV(Kz) - V]_ U Vz

Le produit de contextes est caractérisé par la propriété suivante :

(6.11) [A1® A2] = {p1® p2| p1 € [A1] A p2 € 5, [A2]}

Démonstration PosonsA| = {V1: k1}, As = (Vo ko) etV =V N Vs,

e (C):soitp € [A1® Az].Ona,[«z] et,[3V': k1]. Il existe dongy’ de domainé”’ tel que, g, [k1]
est vrai. Posons alogg = (o ® o) | Vi etpo = p [ Vo. On a bienp = p; & p, carp’ porte sur des
variables masquées pag. Commep @ p’ coincide ave; surV;, ensemble qui contient toutes les
variables libres de1, A1 étant clos g, [1] €quivaut §,, [«1]. On a donc biep; € [A4].

e (D) :soitp; € [A1] etps € ,,[A2]. Posonso = p1 @ p2. On sait déja qug[xz]. On montre
o[3V': k1] en vérifiant quep et p; coincident sur les variables libres 8¥': k1. En effet, sia €
ftv(@V': k1), alorsa € Vi eta € V. |

On noteA ® « le produitA ® {&: «}. Le produit n'est donc défini que &i/(A) = @ etftv(k) C
dom(A).
6.4.4 Problemes sous contexte
Satisfiabilité

SoitA = {\A7: K} un contexte clos. Soit une contrainte dont toutes les variables libres sont dans

V. Le probléme de la satisfiabilité dedans le contexté est le probléme d’implication élémentaire
défini par I'abréviation suivante :

(6.12) Ark = VYW.@>o«
Le probleme de satisfiabilité sous contrainte est caractérisé par la preyuriééte :

(6.13) MEAFK < ¥pe [A]P 5[]
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Implication de contraintes

Soit A = {V: &} un contexte clos. Soi¥ un ensemble de variables de typexetet ko deux
contraintes dont les variables libres sont toutes dang’. Un probléme d’implication de contraintes
sous contexte est défini comme I'abréviation suivante :
(6.14) AFYY.k1Dky = A@{V:xl}l—xz

L'implication de contraintes sous contexte est caractérisée par la proguigaite :

(6.15) MEAFYV.k1Dky = Vpe [A]M, vp e (V— [M]), paplka]™ = sopli2]™

Sous-typage

SoitA = {\A7A: K} un contexte clos. Soient eto, deux schémas de types dont toutes les variables
libres sont dan¥. Le probléme de sous-typage de schémas est défini par I'abréviatiantsu:

(6.16) Ator<fo, = AFVa.oo<ladoy<’a  (onchoisitx ¢ V)
Le sous-typage sous contexte est caractérisé par la propriététsuivan
(6.17) MEAFo <oy & Ve [AP s[on]™ <F o)™
6.5 Systeme de types syntaxique
On définit le jugemeniA; ' + ¢: o et les jugements auxiliaire&; T - 7 = ¢: 7 — 7’ et

i 7; A;T. Le jugementA; T I & o n'est valable que dtv(e) € dom(A).

domA)#V#a AFIVik A@{(VikhThkeo

(INTROy) ~
ATEFMW:k.e):VW,a:kho <Pa.«a
(VARy) -
AT X T(X)
(Csty) -
A;THaa
(PRIMy) -
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(APRY)

(FuNy)

(AccEs))

(OBJETY)

(LETY)

(Fixy)

(METHy)

(Casy)

(7r-UNIVERSELy)

(-PRIMy)
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A;FI_SJ_:O']_ A;Fl—&“z:O'z

oc=VaB o1 <Pa— BAroy<Pa.B o pH#domA)

AFo

A; 'Fere0. 0

A;F[X:r]l—s:o a4 dom(A)

ATHfunx:t = &aVaio <la.71—«a

A;THC.t: Ce
A;Fl—gl:al A;Fl—en:on
o=Va:a cHC AN IB: (01 CBAa—B<ECHl).a apidomA)
Aro
A;FI—C{h:el;...;Zn:sn}:a
A;Fl—é‘li o1 A; F[X: 0'1] &5 02
A;THlet Xx==g1in &y oy
Ao AT[xiolkeo Aro <o
ATHFEixXx:0 =e)o
Al—‘r—>r’l><17rl;...;rtk
pour toutj, A;T - 7j = eji 7 — 7/
ATH(meth:t— o ny= e m =)t >

dom(A)#dom(A;) byt AT
A@AJ—@MJ— <T; @l Fegjloj
A®Aj®1:j <thoj <t

A;Fl—njisj:ret/

F o {a: vrail; ]

Fo:a{a:aeadl);[]
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FriT; AT
(-LIEURY)

Fmas x:t; A;T[X: 7]

(m-CLASSE)

dom(A) 4 ...domA) # o
Foot A Ty Fn th; An; Th

I—#C{ﬁlznl;...;ﬂnznn}:a;A1®---/\An®{a:ae#ﬂ\é/\/\in:loz—>ri <3€-Zi};r1@---@rn

FH#C {(ly=m1; .. s 8n=mn} i T; AT o € dom(A)
FClli=my;...5ln=mmn} o AQ{a:a <t} T

(m-SOUSCLASSEy)

6.6 Correction

Pour tous environnements de typage algébrigtiesG’, on écritG <* G’ sidomG) = dom(G’)
etG(x) <* G/(x) pour toutx € dom(G).

Pour tout environnement de typage syntaxidyeon écritA + I' quandA + I'(x) pour tout
x € dom(I"). Pour tout € [A], on note alorg[I'] 'environnement de typage algébrique de méme
domaine qud™ qui envoie la variable sur le polytype algébrique[I'(x)]. Ce dernier ensemble est
bien non-vide quand + T est vrai.

LEMME 6.1.Sip; G e : T etsiG <* G,alorsp;G' +e: T

Démonstration Il suffit d'insérer une instance de la régleUi$a) aprés chaque occurrence deR4)
dans la dérivationdg; G ¢ : T. [ |

LEMME 6.2.Si-7: 7; A; T (1) et sit - t'; G (2), alors il existeo € [A] tel queG <* ,[I'] (3)
ett’ < ,[t] <t ().

Démonstration Par induction sur la dérivation d2). On considére la derniére regReappliquée.

e Si R = (7-UNIVERSEL), 7 est le motif universel _A est alors un contexte de la forne: vrai},

I est I'environnement vide et vaut«. Du c6té algébriqueG est I'environnement vide, est un
monotype quelconque &t= t. Il suffit donc de prendre = [« — t]. Cette valuation est bien dans
I'interprétation deA eton at = ,[r].

e Si R = (w-PRIM), = est un motif primitifeo, alors le contexteA est de la formfa: o € @},
I'environnement” est vide etr est égal ax. Par ailleursG est vide et est un monotype de la forme
a pour une certaine constardes @ ett’ = t. On sait donc qué € @ et par I'hypothése (Mp-a@r)
quet € [ ]. En prenanp = [« > t], on voit que,Ja € @] donc quep € [A].

e SiR = (-suB), onaalord” =z : t’; G (5) pour un certaint” < t. On peut appliquer I'hypothése
d’induction &(5) pour déduire qu'il existe € [A] telle queG <* ,[I'] ett’ < ,[r] < t”. Onconclut
par transitivité de<.

e Si R = (7-LIEUR),  est alors de la form&’ as x. On aG = G'[x: t'] ett - #": t'; G’ (6).
Du c6té syntaxique, ontan’: t; A’; T etI' = I'’[x: 7]. On peut appliquer I'hypothése d’induction
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a (6) pour déduire qu'il existe € [A] telle queG’ <* ,[I] ett’ < p[[r]] t”. On conclut par la
transitivité de< quet’ < ,[r] < t. D'autre part, on & < ,[r] doncG <* ,[I'].

e Si R = (w-CLASSB), r est alors de la formeGH¢, = 71; ...; ¢y =7y} eton at = t' € #C,
Ctit) F m:t;Gi (7)etG = G; @ --- ® Gn. Du coté syntaxique, on a pour chaque—
it A T (8) avec donQAl)# dom A aetA=A1Q0 - QAR {a: k}aveck = «a €
#C A ANlja— 1 < Cu. Appliquons 'hypothése d’ mductlon sur les jugeme(wset (8) pour
chaqué entre 1 en. Il existe dongo; € [A;] telle queG; <* , [Ii] (9) ett’ < , [ni] < C-£i (1) (20).
Posongp = p1®- - -® pn @[ — t]. Comme les contextes; sont supposés porter sur des ensembles
de variables de type disjoints, et queest encore une variable différene coincide avec chacune
desp; et avec § — t] sur leur domaine respectif. Les équatidas et (10) restent donc valables
quand on remplacg, parp. On adonc G; <* ,[I'] et doncG <* ,[I']. Montrons maintenant que
p est dans l'interprétation da. On a bient € #C, donc, par I'hypothése (¥p-#C) [[a € #AC]] est
vrai. Pour chaque, on sait, par la variance de la fleche appliquéetdque, 7] < C ¢; (1) etdonc
t — ,[n] <t — C-£(t). ParI'hypothése (MpP-C- E) le membre de droit de cette derniére inégalité
est un élément diC-¢] et on a dong o — 7 <? C-¢]. On a donc montré que € [A]. On conclut
ennotantque =t = ,[r].

e SiR = (7-SOUSCLASSE), alorsr estde laform& {£, = 7q; ...; £y = mp}, t' = t etil existet; tel
quet <ty etty - #r: t;; G. Du cbté syntaxique,on &= #r: t; AT, 1 =a, A= AN Q{a: a <
7'} et # dom(A’). En appliquant I'hypothese d’induction, on trouve qu’il exigtee [A’] telle
queG <* ,[I'] etty < ,[r'] € m, cest-a-diret; = ,[7']. Posons alorp = p’ & [a + t].
Commea # dom(A’), p et p’ coincident sur doi@p’). DoncG <* ,[I'] et,[t'] = ,[t']. On a aussi
t=,Ja] <t1 <,[]. Doncp € [A] et on conclut en observant qtie=t' = ,[z]. [ |

LEMME 6.3 (CORRECTION). SiA; T + ¢: o et siA T alors, pour toup € [A], on ap; ;[I'] +

815[[0]].

Démonstration Par induction sur la structure de I'expressiorConsidérons une dérivation du juge-
mentA; T + ¢: o (1). Celle-ci se termine forcément par la régle unique qui correspandai le
systeme de typage syntaxique est dirigé par la syntaxe.

e Si¢ est une variable, le résultat est trivial.
e Si¢ est une constantg il découle de I'hypothése (¥-3) : [a] = a.

e Si¢ est une primitivef , soitn 'arité de f. Fixons une valuation quelconqyes [[A]]. Considérons
un élément quelconquéc [ f]. Par 'hypothése (Mp- f), il existet, t%,t, . .., t9 tels quet — t° <

t’ (2), pour touti, Tupl e,-i(t) = t° (3) et pourtousy € t9, ..., a, € t?, f(ay,...,a,) €t°(4). Les
équationg4) et (3) constituent les prémisses de la régle(® TIVE ), dont on déduit le jugement
0; 5[] F f 1t — t°(5). On peut appliquer la regle (B,) a(5) et(2) et deduirep; S0 F ot
On a montré ce dernier jugement pour tout [[f]] Comme I'hypothése (ip- f) nous impose que
[[f]] soit non-vide, on peut appliquer la réglegf) pour conclure.

e Si ¢ est un accesseW@-¢, alors le jugementl) est nécessairement de la formerl + ¢: C-.
Le schémar = C-¢ est supposé clos et par 'hypothéser@H#C), on ao] # @. Ensuite, I'hy-
pothése (HP-C-£) nous permet d’écrirdo] = {t — C-£(t)}. Fixons une valuation quelconque
p € [A] et considérons un élément— C-£(t) € [o]. Par la régle (GTa), on ap; 5[] F & :

t — C-£(t). On a montré ce dernier jugement pour tout élément de I'ensemble norfevidén
peut donc appliquer la régle @Bia) pour conclures; ;[I'] F & : [o]. On conclut en remarquant que
o étantclos]o] = s[o].
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e Si¢ est un objet de la form€ {¢; = ¢;}, alors la régle appliquée pour déduire le jugeme@hest
forcément (BJETy). Les prémisses de cette régle nous assurent que podr, taul”  ¢;: ai (6),
gu’il existe deux variables # 84 dom(A) telles ques puisse s’ecrire :

n
@) a:Va:ae#ﬁé/\/\Elﬂ:(ai<3,8/\a—>,3<367i).01

i=1

et queA + o (8). Fixonsp € [[A]]. Par définition deg8), on sait que;[o] # @. Par ailleurs, on
peut appliquer I'hypothese d’induction a chacune des sous-exmpness sachant6). On déduit que
p;5IC] + & : sloi] (9). Considérons maintenant un élément quelcongue ;[o]. D’'apres la
définition deo et le choix des variablas et 8, on sait qué < [[#AC]] (10) et que pour toult, il existe
t tel queyfoi] <7 & (11) ett — t <? [C-4] (12). Appliquons la régle (88%) a(9) et(11). Il
vientp; ;[I'] F & : t (13). Par(12), on sait par ailleurs qu'il existe un élément Efé A ]] surtype
det — t;. Par I'hypothése (MP-C-¢), on sait qu'il est nécessairement de la forme—> C-¢; (uj),
de sorte quond — t; < Ui — C-¢(uj) (14). Laxiome (FLECHE-VARIANCE) appllque a(14)
nous permet de déduire qiie < C-¢;(u;) (15) etu; < t (16). Par I'nypothése (Mp- #C) et en
considéran{10), on sait quet € #C (17). t est donc dans le domaine @¢;. Sachan{16) et par
I'axiome (CHAMPS-COVARIANTS), on déduit queC-¢; (u;) < C-¢;(t) (18). Par deux applications
de la régle (8Ba) a(13) et (15), puis a(18), on déduit quep; ;[I'] F & : C-£i(t) (19). On peut
maintenant appliquer la regle B3eTa) a(17) et (19). Il vient doncp; 4[] + ¢ : t. On a montré
ce dernier jugement pour tout ;[o], ensemble non-vide. On peut donc appliquer la régieNg
pour conclure.

e Si ¢ est une application de la formag ¢,, la régle appliquée pour typerest (APR,). Voici ses
prémisses : pour chaquie= 1, 2, on aA:T F & o (20), le schémar vautVapB: or <o — B A

o2 <3 . B (21) avecod: B4 dom(A) et A + o (22). Fixons-nous une valuation quelcongiie [A].

En appliquant I'hypothése d'inductions et sachan{20), il vient p; ;[I'] + & : s[oi] (23). Par
définition de(22), on sait par ailleurs qugfo] # @. Considérons alors un élément quelconque
" e ;[o]. La définition des et le choix des variableset 8 nous assurent qu'il existeinterprétation
dea, tel que;foi] <t — t' (24) et ;[02] <? t (25). En appliquant la régle (&) a (23) pour

i = 1et(24), il vient p; 4[T] F &1 : t — t’ (26). De méme su(23) pouri = 2 et(25), on a
0; 5[] F &2 : t (27). On peut donc appliquer @) a (26) et (27) et déduirep; ;[I'] F e1e2 : t'.
On a montré ce dernier jugement pour tout monotyge ;[ ], ensemble non-vide. On peut donc
appliquer la régle (ENa) pour conclure.

e Si ¢ est une fonction de la formieun x: t = ¢, la regle appliquée pour dédui(g) est forcé-
ment (FUNy) eton aA; I[x: 7] - ¢ o’ (28) eto = Va: 0’ <3 . T — « aveca # dom(A). Consi-
dérons une valuatiop € [[A]]. Commel[x: 7] est toujours satisfiable dars, on peut appliquer
I'hypothése d'induction sus’ et (28). On sait donc que; ;[][x: ;[z]] F ¢ : ;[o'] (29). Considé-
rons maintenant un élément quelcongque ;o ]. Commew est convenablement choisie pour éviter
les captures, il existe dori¢ (la valeur dex) tel que;[o’] <7t (30) ett = ;[r — «], c’est-a-dire

t = ;[r] — t’ (31). En appliquant la régle (8F) a(29) et (30), il vient p; ;[C][x: ;[z]] + & : t.
On peut alors appliquer la regle N ) a ce dernier jugement et déduje,;[I'] - ¢ : 5[] — t/,
c’'est-a-dire, en utilisant 'égalitg1), p; 5[] - ¢ : t (32). Par définition du systeme semi-algébrique,
le jugemeni(29) ne peut étre valable que gjo’] # @. La définition deo implique clairement que
;lo] # @. Comme on a montré le jugemegBR) pour tout élément de ;[o ], ensemble non-vide, on
peut appliguer la régle (&) pour conclure.

e Sic estde laformdet x = &1 in &, larégle appliquée pour déduire le jugemént est
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forcément (IETy) et on aA; T + e1: o1 (33) et A;T[x: 01] F &2: o (34). On peut appliquer
I'hypothése d’induction &; sachant33). On en déduit que pour toute valuatigne [A}], on a
;0] e F 5[Tta] : (35). Ce jugement implique nécessairement gig | est non-vide, ce qu'on
a montré pour toup € [A]. Par définition, on a dona + o3 et doncA F I'[x: o1] (36). Fixons
maintenant une valuatiop € [[A}]. On peut appliquer I'hypothése d’inductions@a sachant(34)
et(36). On en déduit que; ;[[x: o1]] F &2 : s[o], c'est-a-direp; 5[T][x: s[o1]] F &2 : s[o]. On
conclut, en appliquant la régle €lr4), quep; 5[] F ¢ : s[o].

eSicestdelaformdix x: o = &, larégle appllquee pour déduire le jugeméntest forcé-
ment (Axy) et on a :A + o (37), A; F[x ol F ¢ o (38) etA o' < o (39). Par(37) et
comme on a déja + T, on peut écrireA + I'[x: o]. On peut donc appliquer I'hypothése d’induc-
tion sure’. Pour toute valuatiorp € [A], on déduit quep; ;[T[x: o]] F ¢ : ;[o’], c’est-a-dire
05 5[C1Ix: sloll F & : s[o’] (40). Par définition de39), on sait que;[o’] <* ;[o] (41). On peut
alors appliquer la regle (87) a(40) et (41) pour déduirep; ;[T][x: ;[e]] F & : ;[o]. On conclut
en appliquant (K a).

e Sicestdelaform&V: k.¢’, alors larégle appllquee pour dédufteest necessalrement\ﬂRo\/)
Les premlsses de cette régle sant+ 3IV: k (42), A Q@ {(V: k}:T F &' o' (43), \7# Veto =
YV, a: k Ao’ < a. o (44) aveca 4 dom(A) U V. Fixons nous une valuathane [[A]] et considérons
un élément quelconque[o]. Par la propriét¢44) et compte-tenu du choix de la variableon sait
qu'il existep € ;[{V: «}] telle quesg,[o’] <7 t (45). Par la caractérisation du produit des contextes
A et{V: k}, on a dautre parp @& p € [A ® {V: «}]. Par ailleurs s, [I'] = ;[] carV4 V. On
a donc toujoursA ® {V: «} - I". On peut donc appliquer I'hypothése d'induction’ dachan(43).
Il vient p @ p; ;[T] F & : sepl0’] (46). En appliquant la régle (&%) a (46) et (45), on sait que
p® p;;[T] F € @t (47). Par définition d€42), on sait d’autre part qug[3V: «] est vrai. On peut
alors appliquer la régle {ITROA) & (46) et tous les jugementg?) pour déduirep; ;[T F ¢ : t
On a montré ce dernier jugement pour tout ;[o]. Enfin, la condition42) assurant qugfo] est
non-vide, on peut appliquer la régle €8,) pour conclure.

e Si¢ est une méthodeet h: 7 — 1’ {n,— = &j } c’est la régle (MTHy) qui a été appliquée pour
déduire le jugementtl). Ses prémisses soft - v — 1/ > 71; .. . ; 7k (48) et, pour toutj € [1, k],
AT Fmp = gjr T — 1’ (49). Ce dernier jugement est necessalrement obtenu par la régie JC
et on a les prémisses suivantes m;: tj; AJ, T, domA)# domA), A = A®A; ®1 <1,
Aj;T®T e o (50) etAj - o; < 7/ (51). Fixons nous une valuatioh € [A] et conS|derons
un jugement quelconque g@r]] ki t”; Gj (52). Par le lemme 6.2, on sait qu'il existg € [Aj]
telle queG; <* , [I'j] (83) ett” < ,[7;] < p[r]. Posons maintenamt = 4 @ p;. Comme
dom(A) # dom(Aj), p; coincide aveg surV et avecpj surV;j. On a dongy [r;] < 4[] et
commep € [A] etp; € [A], on a finalemenp; € [A;]. Par le méme argumeng, [I'] =
+IT], ce qui est en fait valable pour toufg € [[Aj}], ce qui signifie que&j F T'. Comme par
ailleurs,I'j est uniguement composé de monotype, on a aiu,ssi I ® I'; (54). On peut maintenant
appliquer I'nypothese d’'inductionsy sachant50) et(54). Il vient pj; 5, [T @ Tj] F & : 5, [o;] (55).
L'environnement de typagg [I" @ T'j] vaut,, [I'] @ 4 [I';]. Compte-tenu du choix des variables, il
vaut aussj[I'] @, [I'j]. De(53), on déduit alorg [ @ G; <* ;[ &, [I';] (56). Par le lemme 6.1
(subsomption sur les environnements de typage) appliqé)aet (56), on saitp;; ;['] & Gj +
gj : p;loj] (57). D'apres la définition dg51), on sait que;, [o;] <* 4 [z'] (58). On peut alors
appliquer (%/87) a (57) et (58) pour déduires;: ;[I'] ® G F ¢j : 5 [r'] (59). Pour étre valable,
le jugement(1) nécessite quév(s) € dom(A). Donct’ ne peut contenir que des variables Ale
et commep; coincide aveg surV, on as [t'] = 5[z']. Par ailleursftv(ej) < ftv(e), donc le



6.7. COMPLETUDE 101

jugement(59) est aussi valable dans la valuatipnOn a finalemenp; ;[I'] @ Gj F ¢j : ;[z']. On

a montré ce dernier jugement pour toute instance du juge(d2ntce qui nous permet d’appliquer
la regle (xsp) et déduirep; ;[T - 7 = ¢ : ;[t] — ;['] (60). Par ailleurs, la définition
de(48) implique;[t] — ;[t'] < m1; . ..; mk (61). Les jugement$s0) et la propriét§61) permettent
finalement de conclurg; 4[] F & : [t — 7']. [

6.7 Complétude

LEMME 6.4. Pour tout motifr et tout ensemble de variabl®s on peut calculer un monotype un
contexteA et un environnement tels que- r: 7; A; T etV dom(A)

Démonstration Aucun test algébrique n’intervient dans les régles de typage syntadégumotifs. ||
suffit donc de parcourir mécaniguement la structure du mqtén choisissant toujours les variables
de type « fraiches », c'est-a-dire hors\et du domaine de tous les contextegngendreés jusqu’au
moment ou on choisit la variable. |

LEMME 6.5.Sit 7 : t; A; T, alors, pour toup € [A], ,[c] F = ,[z]; ,[T]-

Démonstration Par induction sur la dérivation de = : t; A; I'. Considérons la derniere réegke
appliquée :

e Si R = (7-UNIVERSELy), alorsz est le motif universel _ df = &. On peut appliquer directement
la regle -UNIVERSEL) pour déduire directemepfz] - 7 : ,[z]; 2.

e Si R = (7-PRIMy), alorsz est un motif primitifo, onaA = {a: o« € @}, v = a etI' = @. Toute
valuationp € [A] est donc de la formex|+— t] avect € [@]. Par I'hypothése (MP-z), on sait
donc que € z. Par définition de ce dernier ensemble, il existe donc une constanter (1) telle
quet = a. En appliquant la régler(-PRIM) & (1), on obtiena - @ : a@; @, C'est-a-dird - o : t; 2.
Par ailleurs, comme = «, on remarque que= ,[t] eton adonc biep[c] - = : ,[7]; @.

e Si R = (7-LIEURy), alorsw est de la former’ as x eton al’ = I''[x: t] aveck n': t; A; T,
Considérons alors une valuation quelcongues [A]. Par I'hypothése d’induction, on gz] +
7't ,[z]; »[I']. En appliquant la réglex(-LIEUR) a ce dernier jugement, on en deéduit gyje] +
7 p[t]s JIT']IX: ,[z]]- On conclut en remarquant qu@l[[x: ,[c]] = ,[T].

e Si R = (7-CLASSEy), alorsz est de la forme @ {¢; = x;}. Pour touti, on a- =i : 75 Aj; I (2),

le monotyper est une variabler, le contexteA vautA = A1 ® --- ® An ® {a: «} (3) avec
Kk =ac#C AN a— 1 <? C4 eton afinalement la condition damy)# . .. dom(A,)# « (4).
Considérons une valuation quelconques [A]. La définition(3) et la caractérisation des produits
de contextes impose que cette valuation soit de la fgymse p1 & - ® pn D [a +— t] avec cha-
cune desp; dans[A;] ett satisfaisant la contrainte, c’est-a-dire,[«] (5). Appliquons mainte-
nant I'hypothése d’'induction a chacune des dérivati@<t des valuationg;. Pour chaque, on
obtient : , [n] + mi: ,[%]; ,[Ti]- Grace a la conditioii4), on constate que la valuatigncoin-
cide avec chaqug; sur le domaine de celle-ci. On a donc augsi] + mi: ,[w]; ,[Ti] (6). Par
ailleurs, le fait quec est vraie (interprétatiofb)) signifie quet € p[[#ﬁé]} (7) et que pour chaque

t - ,[n] < [C-t] (8). Lhypothése (Hp-#C) appliquée &7) nous dit que € #C (9). Par ailleurs,
I'hypothése (H(P—é\-/ﬁ) appliqué &8) nous dit que pour chaqueil existe un monotype algébrique
u; tel quet — , @] < ui — C-£(u) (10). En appliquant I'axiome (FECHE-VARIANCE) a(10),
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il vient , [ti] < C-€i(uj) (11) etyu; <t (12). D’autre part, paf9), on sait que est danstC, qui est

le domaine deC-¢;. DoncC-¢; (t) est bien défini. En appliquant 'axiome §@MPS-COVARIANTS)
a(12), il vient alorsC-¢; (u;) < C-¢;(t) (13). Par transitivité de la relation de sous-typage appliquée
a(11) et(13), on obtient,, [t;] < C-£i(t) (14). On peut alors appliquer la régle {suB) a(6) et (14)
pour déduireC-¢; (t) - i1 , [@]; ,[Ti] (5). Enfin, en appliquant{-CLASSE) &(9) et a chacun des
jugementg15), on déduitt - 7 : t; ,[T1] & - -- & ,[I'n]]. On conclut en remarquant queaut ,[7]
etque,[Ia] & --- & ,[I'n] = ,[I].

e Si R = (71-SOUSCLASSE/), alorsz est de la forme # ou ” est un motif de la form€ {. . .}.
Les prémisses de la régle nous disent que le monatygst une variable, qu'il existe un contexte
A’ tel queadf dom(A"), - 7': 7; A’; T (16) et A = A’ ® {a: a < t}. Considérons une valuation
p € [A]. Par caractérisation du produit des contexpesst nécessairement de la forpied [« — t]
oup e [A] ett < ,[r] (17). Appliquons I'hypothése d'induction @.6) et a la valuatiorp’. |l
vient ,[z] + =": ,[t]; »[T']. Commep et p’ coincident sur le domaine g€, on a aussj[t] -
7' ,[]; »IT] (18). Appliquons alors la réglen(-sous-CLASSE) a (17) et (18) pour déduiret +
n': t; ,[I']. On conclut en remarquant que= ,[z]. [ ]

On dit ques estV-NORMALE Si guance est une expression de la form&: « . &', on aV#Vete’
estV U V-normale et dans les autres cas toutes les sous-expressiermdtaégalemen‘?-normale.
Intuitivement, une expressimest\?-normale s'il n’y a pas de masquage de variables de typessdans
et si toutes les variables introduites sont en dehofg.de

LEMME 6.6 (COMPLETUDE). Soit A = {\A7 K} un contexte et une expressioﬁ—normale. Si pour
tout p € [A], il existe un polytype algébriqu€; tel quep, ;0] + e @ T; (1), alors il existe un
schéma de type tel queA; T  &: o et pour tout, slo] <F T,

Démonstration Notons que I’ensembI@A]] peut trés bien étre vide. On procéde par induction sur la
structure des. Remarquons d’'abord qu’on peut se limiter au cas ol chacun jugémertmet une
dérivation simple. Si ce n’est pas le cas, on peut en effet appliquemiadéede simplification 4.2 et
trouver, pour chaqug, une dérivation simple dg; ;[T'] F° ¢ : T’ telle queT’ <! T;.En supposant
gu’on puisse en déduire qu'il existetel queA; T' F & o et ;o] < T’ alorsonaaussijo] <* T,

par transitivité de<®.

Supposons donc que tous les jugeméhtadmettent une dérivation simple notge;[I'] F° ¢
T; (2). La derniére regle appliqguée dans ces dérivations est alors déteain@enature de I'expres-
sione et est donc identique pour toutes les valuation®n examine alors tous les cas possibles pour
E.

e Si ¢ est de la formevV: « . ¢/, 'hypothése que est V-normale signifie qué?# V et quee’
estV U V-normale. Les dérivations simplé®) terminent forcément toutes par la regleitRo,) et
donc, pour toup € [A}], on a;[{V: «}] # @ (3). Pour toutp € ;[{V: «}], il existe de plus un
polytype algébriqug/ tel quep @ p; 4[] F & = T] , (4) et 'ensemble de tous Ie'Bf est tel que
T, = Upe,,[[{v al p p (5) Considérons maintenant Ie contedte= A®{V: «}. Parla caracterlsatlon

des produits de contextes, tout élément [[A ] estde laforméap avecp € [[A]] etp € 5[{V: «}].
Commep et ' coincident sui, on a d’autre part[I'] = »[I']. On peut donc réécrire le jugemeay
sous laforme’; [I'] ¢ : T; . Ce dernier jugement a été montre quel que Aoé [A’]. On peut
donc appllquer I'hypothése d inductionsa et déduire qu'il existe un schéma de typétel que
AT F &1 o (6) et tel que, pour toutd @ p € [[A I, onaite,[0'] <* T;, (7). D'autre part, la
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propriété(3) S|gn|f|e par définitionA + 3V: « (8). Appllquons maintenant la regIeI\(TRoV) a(s8)
et(6). On déduitA; I' F &: o aveco = VV, o k Ao’ <? « .« Ol est choisie telle que ¢ VUV,

Considérons maintenant un élément quelcoriqeeT,. Par définition deT; (équation(5)), on sait
qu'il existe p € ;[{V: «}] telle quet € T, ,- Par(?), il s’en suit qu'il existet’ € seplo’] tel que
t’ < t, c'est-a-dire queg,[o’] <7 t (9). Posons maintenapt’ = p & [« > t]. On at = s, [c],
linégalité (9) signifie quese,~[o’ <? «] est vrai et enfinyg,~[«] est vrai carp € ;[{V: «}]. En fin
de compte, on a dortce ;[o]. On a donc prouvé quE; < ;[o], ce qui implique;[o] <* T;, ce
qu'il fallait démontrer.

e Si ¢ est une application de la formg ¢, alors toutes les dérivations simples @& terminent
forcement par larégle (APa). Le polytypeT; est alors un monotypg; = t/g (10) eton ales jugements
;s Fer:ty > t’ (11) etp; ;[I'] F &2 : t; (12). Ces deux derniers jugements étant valables quel
que soitp € [[A]] on peut appllquer I'hypothése d’ mductlon;ﬁetez D’une part, il existe donc un
schéma de type; tel queA; T + &1 o1 (13) et pour toutp € [[A]] sloa] <Pty — t’ (14). D’autre

part, il existeo, tel queA, ' - &30 02 (15) et pour toutp, s[o2] <* t; (16). Ch0|3|ssons maintenant
deux variables de typeet g fraiches, c’est-a-dire telles quﬁ:ﬂ#f?. Posong =[a > t;; B > t/g].
Les inéquationgl4) et(16) montrent que l'interprétatiogs, [o1 < @ — B Aoz <7 o] (17) est vraie.
Posong = VapB: o1 < a — BAoy <F a.p. D'aprés(17), on saitque), € ;[o], ce qu'on peut aussi
écrire; o] <* t/g (18). L'interprétation du schéma dansp est donc non-vidél19). En appliquant la
régle (APRy) &(13), (15) et(19), on conclutA; I' &1 62 0.

e Si ¢ est une fonction de la formeun x: t = ¢, alors la derniére regle appliquée dans toutes
les dérivation dg2) est forcément (BNa). Pour toutes € ﬂA}], le polytypeT; est donc de la forme
51t = t; (20) et on ap; G[x: z[c]] F & : t; (21). On peut appliquer I'nypothése d'inductiorza

et 4(21) et déduire qu'il existe un schéma de typetel queA; T'[x: 7] - &": o’ (22) et tel que pour
toutep € [[A]], on ait;[o’] <* t; (23). Choisissons une variable de typdraiche, c’est-a-dire telle
quew # V. En appliquant la regle ((fNy) a (22) et en posant = VYa: o’ <? a .1 — «, il vient
A;T + &: o (24). Prenons maintenant une valuation guelcongue [[A]]. (23) peut aussi s'écrire
;10T <? t; (25). En utilisant la valuatiom = [« + t;], on constate que; € ;[o], c’est-a-dire que
slo] <F Ty

e Si¢ est une variable, le résultat est trivial.

e Si¢ est un accesseur de la for@e¢, alors on a toujours la dérivation syntaxigiel” - C-¢: C-.
Par ailleurs, la derniere regle appliquée dans toutes les dérivgzpaant forcément (€T,), on a
T,=t—>Ct E(t) pour un certain monotype Par I'hypothése (Mp-C- E) on a alorsT; € [o] et
donc;fo] <* T,

e Si¢ est de Ia formd et X = g1 i n &y, alors les dérivations simples @@ terminent forcément
par (LET,). Pour toute valuatiop € [A], il existe doncT? tel ques; 5[] + &1 : T3 (26) et
p; 5[C]Ix: Tﬁl] F 2 : T;. Appliquons I'hypothése d’'induction& et a(26). On peut donc trouver un
schémao; tel queA; T F &1: 01 (27) et;[o1] <* Tﬁl (28). De cette derniére inégalité, on déduit que
SICIx: o1]] <F 4[C]Ix: Tﬁl] (29). On peut alors appliquer le lemme 6.123) et (29), ce qui nous
donnep; ;[T'[x: o1]] F €2 : T; (30). Appliquons maintenant I'hypothese d’inductioreaet (30).
On peut donc trouver un schéraatel queA; I'[x: 03] - &2 0% (31) et tel que pour toutd, on ait
slo2] < T;. On conclut finalement en appliquant la regletl,) a(27) et(31).

e Si ¢ est une expression récursive de la forffmex x: o = ¢, alors toutes les dérivatiorg) se
terminent forcément par la reglei¢F). On a doncp; 4['[x: o]] + ¢ : s[o] (32). Appliquons
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I'hypothése d'induction &’ et &(32). Il existe donc un schéma tel queA; I'[x: o] F ¢": ¢’ (33)
et;[o'] <* ;[o] (34). Du jugement(32), on déduit que;[o] n’est jamais vide. On a don&

o (35). D’autre part, la conjonction de toutes les inéquati(8¥ est par définition équivalente a
A + o’ <! o (36). On peut finalement appliquer la régleixk) & (33), (35) et(36) pour conclure
A;T[x:o]F e 0.

e Si¢ est un objet de la form€ {¢; = ¢;}, alors toutes les dérivations simpl@$ se terminent forcé-
ment par la régle (BJETA). Pour toute valuatiop € [[A]}, le polytypeT; est un monotypé; € #C
et pour touti, on ap; ;[I'] & : C-£i(t;) (37). Appliquons I'hypothése d’induction & chacune des
sous-expressions et a(37). Il existe donc pour chaqueun schéma; tel queA; ' - & oj (38)
et [oi] <* C-¢i(t;). Choisissons deux variableset g fraiches, c’est-a-dire telles quel 8 # V et
considérons le schéma suivant :

n
(39) o=Vaiae#C A N\I: (o <Cpra—p<ICD .«
i=1

En posanto = [a +— t] on a clalremen;@p[[a € #C]] et, pour chaqué, t; — C-¢i(t;) est
par I'hnypothése (MP- C E) dans[[C ¢i]. La a valuationo” = [B C-¢i(t3)] nous montre donc que
linterprétation;Jo; < B Ao — B <3 Cii ] est vraie. En fin de compte, on a donc montré que
t; € ;[o] etdonc que o] <* t; (40). Cela prouve que est bien non-vide dans toute valuation
c'est-a-dire QUA + o (41). En appllquant la régle (EYETy) &(38) et(41), on conclutA; T & o.

e Si ¢ est une constanta, les dérivations simples d@) terminent forcément par (@NSTANTER)
et on aT; = a. Par ailleurs, on a toujoura; I'  ¢: &, par la regle (8Ty). On peut conclure en
remarquant que, par I'hypotheseYkta), [a] = a.

e Si ¢ est une primitivef, les dérivations simples de) terminent forcément par @MITIVE 4). T;
est donc un monotype élément fePar ailleurs on a toujours; T' - ¢: f, par larégle (Rimy). Par
I'hypothése (HP-f), on conclut qud f] <* T;.

o Il reste le cas oix est une méthode de la fornet h: © — ¢/ {7j = ¢;...}. Les dérivations
simples dg2) se terminent forcément par la régle £vH,). Pour toutes € [[A]], le polytypeT; est
donc egal au monotypgfr] — ;[7'] (42), on a le test de couvertugdr — '] < 7q; ... ; 7k (43)
et pour toutj, on ap; ;[I'] F (rj = ¢j) : s[r] — 5[] (44) Fixons maintenant un indicg Par la
regle (QAs,), le jugement44) est vrai si et seulement si :

(45) VtJ{,Gj, (,5[[1']]|—JTthJ{;Gj)=>(/3;;3[[F]]EBGj|—8j kb

Par le lemme 6.4, on sait qu'il existg, Aj etl"; tels queA A (46) et T T Aj;T'j (47). Posons
A =A®A;®71; < T etconsidérons une valuanqm guelconque dan@A ]. Parla caracterlsatlon
des prodwts,o, est nécessairement de la formed p; avecp € [A], p; € [A|] et pilTi] <
;1] (48). Appliquons maintenant le lemme 6.5 a la valuatigne [A;] et au jugemeng47). On
obtient, [7;] = 7, [7il; 5, [T;] (49). En appliquant la reglex(-suB) a (48) et a(49), il vient
plel F mi [Tl 5[] (80). Limplication (45) appliquée &50) nous permet alors de déduire
05 5[T]1 @, [T] = &j : 5[] (51) CommepHf pj, I'environnement dans ce dernier jugement est égal a
5 [T @T;]. Parailleurs, le jugemelt1) est également valide dans la valuatfgrear celle-ci coincide
avecp sur le domaine dg. Finalement, on peut donc écrifg; 5 [’ @ I'j] = ¢ : 5[] (52). Le
jugemeni52) a été montre pour toute valuatipn e [[Aj]]. On peut appliquer I'hypothése d’induction
aej et a(52). Il existe donc un schéma de typgtel queA;; T @ T - ¢;: oj (53) et tel que pour
toute valuationp; € [[A,-]], on ait 5, [o;] < 5 [7'] (54). Les inégalitég54) étant valables pour
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toute valuationp;, on a par définitiorp; + oj <* 7’ (55). On peut maintenant appliquer la regle
syntaxique (@sy) & (46), (47), (53) et (55) pour déduireA; I" wj = ¢j. T — 1/ (56). Par ailleurs,
le test de couverturgt3) étant valable pour toute les valuatiofise [[A]], on a donc par définition
AFt— t/sam; ... 7 (57). En appliquant la régle (EITHy) & (57) et & tous les jugemen(ss),
onconclutA: T + ¢ o. ]

6.8 Traitement des masquages

Dans le lemme de complétude 6.5, on a supposé que I'expressa’s’ri\%normale, ce qui per-
met de traiter commodémment 'introduction de variables de type. Nous allons namiht@ontrer
comment toute expression peut étre normalisée sans que cela changegeigns le systeme semi-
algébrique. L'idée de la preuve consiste simplement a parcourir I'esipreen renommant toutes les
variables introduites de fagcon a ce qu’'un méme nom de variable ne soit jaitiséspour référencer
deux variables différentes. Un compilateur effectuerait naturellemétst gpération dans une pre-
miére passe d’analyse syntaxique, quand il remplace les identificatergr$adsyntaxe concréte par
des références vers des structures internes différentes pourectaigble dans la syntaxe abstraite.
Il convient simplement de vérifier que cette opération ne change rien agdype qui est fastidieux,
mais sans aucune difficulté.

Dans cette section, on appel&neEMENT SYNTAXIQUE DE TYPAGE, qu’on noterad, un mono-
type syntaxique, une contrainte, un schéma de types ou une expressagea Il est commode de
définir I'interprétation d’'une expression annotéeelativement a une certaine valuatipncomme
'ensemble des coupless, T) tels ques ait le typeo dans I'environnemerfs et la valuationg :

(6.18) sle]l ={G. T p;GFe:T}

On appelleRENOMMAGE DE VARIABLES DE TYPESune fonction partielle injective a domaine
finie de VarsType versVarsType. Si V; est le domaine d'un renommagdreet V, son codomaine,
alorsR~! est un renommage de domailig et de codomain®,. Si V; et V, sont deux ensembles
finis de variables de types, alors il existe un renommage de dofaiaede codomaine disjoint de
V,, carVarsType est supposé infini. On peut de plus imposer que ce renommage laissegéeban
les variables qui sont dang \ V,. Un de ces renommage est choisi arbitrairement etRoig, V,).
Onadonc:

dom(R(Vy, V2)) = V1
codomR(V1, V2)) 4 V2
RV, Vo)) =« Sia € V, eta & Vs

Un renommage s’'applique a tout élément de typage. Pour simplifier, onssnapguand on ap-
plique le renommag® a I'élémen® qu’on a toujourdtv(9) < dom(R). L'application du renommage
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RalI'élémenty est notée R]6 et est définie par les équations suivantes :

[Rle 2 R@)

[li](t—)r’) £ [IQ]t—>[FA2]r/
[RIC(rs..... 1) 2 c([Rlzy, ... [Rlm)
[Rlvrai £ vrai

(1>

[RlT < [R]7'

p(Rlz. ... [Rlz)

[Rl« A [R]«’

IRV): [R® Rlk  ouR=R(V, codomR))

VR(V): [R®Rl«.[R® Rt  oluR=R(V, codom(R))

[RI(r < 7)
[RI(P(T1. . ... o))
[RI(x A k")
[RI@AV: k)
[RI(VV: k. 1)

> > >

[I>

(>

[RIx
[Rl(e1£2)
[RIfun x: t = ¢)

X
[Rle1 [Rlez
fun x: [Rlr = [R]e
let x =[R]eri n [R]ez
[RIfi X X:0 = é) fixx:[Rlo = [R]e
[RIC{ti =&} =2 C{EiZ[FAQ]Si}
[RIC-¢ £ C-¢
[Rla
[R]f

> >

lI>

[Rl( et X =¢1in &)

lI>

(1>

a
f

met h: [R]t — [Fi]r’{zr,- = [FA%]sj}

[I>

(1>

[RlI(neth: t — T {r; =)
[RIVV:k.e) £ VRV):[R®Rk.[R®R]e ouR=7R(,codomR))

Les lemme suivant expriment la propriété d’'invariance attendue de I'apiphaiiun renommage :

LEMME 6.7. Pour tout élément de typage tout renommagd tel queftv(9) € dom(R), et toute
valuationp telle gquecodom(R) € dom(p), alors,.r[0] et,[[R]0] sont tous les deux bien définis et
égaux.

Démonstration Si 6 est un monotype, la preuve se fait par induction sur sa structure. Daas @&l
c’est une variabler, on vérifie simplement que, d’apres les hypothégséR(«)) est bien défini et est
égal aux deux interprétations qu’on veut comparer. Les autres oagis@ux.

Si 0 est une contrainte, on procéde de méme par induction sur sa structseulloas non-trivial
est celui ol la contrainte vadV: «. Notons alorsR = R(V, codomR)). Prenons une valuation
quelconques de domaineV = R(V). On vérifie facilement qudtv(x) € domR & R) et que
codomR @& R) < dom(p @ p). Par I'hypothése d’induction,g;[[R & Ii]/c]] est donc équivalent
a (p@ﬁ)o(%ﬁ)[{x]]. Montrons maintenant que la valuatigh = (0 @ p) o (R @ R) coincide avec
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=(po R) @ (po R) sur toutes les variables e ftv(x). En effet, six € V, alorsa est dans le do-
mame deR, R(x) dans celui deé etpyetp; envoient toutes deux sur,o(R(oe)) Sienrevanche Y,
alorsa n’est pas dans le domaine Bemaisa € ftv(IV: «). Par hypothése, on a doacs dom(R) et
R(a) € dom(p). po2(a) vaut donc,o(lﬁ(oz)). Par ailleursR(«) ne peut étre dans dai) car ce dernier
ensemble est aussi le codomaineRlet celui-ci est supposé disjoint de codd®y. Donc p1 () vaut
égalemenb(ﬁ(a)). Les valuationg; et p, coincidant sur les variables libres deon sait que,, [« ]
est équivalent ,[«]. On a donc montré que pour toute valuatipde domainé’, la valeur de vérité
de o [[R @ R]«] (1) est équivalente a celle de ryepor [«] (2). Maintenant, s,[[RI(FV: «)] est

vrai, alors il existed qui vérifie(1), donc qui vérifie ausgR). Alors, p o R est une solution qui montre
que ,.r[3V: «] est vrai. Réciproquement, sir[3V: «] est vrai, il existeo’ de domainéV tel que
(oRy@p [K] €stvrai. En posant = p’ o R™%, on obtient(2), donc(1) et donc, [[R](3V: «)] est vrai.

Si 6 est un schéma de types, on utilise le méme argument que pour les contraifddsrdee
V: k.

Si 0 est une expression annotée, il s'agit de montrer que pourGattT, le jugemento; G
[R]e : T est équivalent au jugemepto R; G + ¢ : T. Montrons d’abord qu’on peut se contenter
de vérifier I'équivalence pour les dérivations simples de ces jugemantsfféi, si on considére une
dérivation quelconque du premier jugement, alors il existe une dérivatipiesde la formeo; G
[R]e : T' avecT’ <* T. En supposant que cela nous permette de déguir®; G - ¢ : T', il s’en
suit alors le jugement o R; G ¢ : T. La réciproque est clairement vraie également. On procéede
ensuite par induction sur la structure de I'expressiebhon montre I'équivalence des deux jugements
pour pour toute valuatiop et tout(G, T). Quands ne contient pas d’annotation de type, la récursion
est triviale. Quand contient une annotation de type, on peut utiliser les résultats prouvésaltis h
pour conclure. Le seul cas non-évident qui reste est donc quexptd'ssion est de la fornv®: « . ¢.
Posons alorfk = R(V, codon(R)) etV = R(V). Par un argument identique a celui utilisé pour le
traitement de la contrain®V : «, les deux jugements suivants sont toujours équivalemisest une
valuation de domain® :

A3) p®p;GHIRORle: T, &= (poR®PoR);GFe:T,
De méme, pour toute telle valuatignon a aussi :
(@) pe liV:[RORI) <= poRe r[(V:«l]

Supposons maintenant que le jugemenG F [R](VV: k. ¢) : T soit vrai et qu'il admette une
dérivation simple. Cette dérivation termine forcément par la regieRb,) eton a :

(5) SV [Re Rlx})] # 2
(6) Ve, [{(V:[RORIk)].o®p:GH[R®R]e: T,
@) T=T

Par(4), on sait que I'ensemblg,r[{V: x}] n'est pas vide car il contient o R Par ailleurs, tout
élémento” € ,.r[{V: «}] peut s’écrire sous la formgo Ren posanp = p” o R~1. Donc, pour toute
telle p”, on a, d'apreg6) et(3), (p o R) & p"; G ¢ : T, p-1. En appliquant la regle ITRO,), |l
vient quepo; G+ VV: k. ¢ : T. Laréciproque se traite de la méme fagon. |

Comme son nom l'indique, un renommage a pour effet de renommer les varlddokes d’'un
élément syntaxique, mais, appliqué a une expression annotée, il p&armégaservir a normaliser
I'expression :
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LEMME 6.8.Si R est un renommage de domaifeet ftv(s) < V, alors[R]e est une expression
codom R)-normale.

Démonstration Découle de la définition de I'application dea une expression de la form®: « . .

Celle-ci est transformée &fR(V): [R® R« . [R® R]e et le codomaindR(V) est supposé disjoint
de codoniR). Pour une preuve compléte, il suffit de procéder par induction surdetste des. B

6.9 Conclusion

Démonstration du théoréme B3lous composons maintenant I'ensemble des lemmes pour prouver le
théoréme et décrire I'algorithme de réduction.

Etant donnée une expressiortlose (sans variable ni variable de type libre), on commence par
calculer I'expressiomg = []¢ ('application du renommage vides). Les définitions du renommage
montrent que cette opération est bien calculable et le lemme 6.8 @stz-normale.

On peut ensuite parcourir la structuresget collecter des problémes de typage en consultant pour
chaque nceud dg la régle du systéme de types syntaxique correspondante. Par exempéstsle la
formeey &2, on ajouteA + VaB: o1 < o — B Ao <7 . B dans la liste des problémes a résoudre.
Durant cette phase, on maintient un environnement formé d’un confexted’un environnement
syntaxiquel'. On se contente de maintenir cette environnement et de générer les pronhéTe-
niguement sans chercher a les interpréter et indépendamment d'un nidaédela regle @TrROy),
I'exigence dontA) 4 V est toujours réalisée cap est normale. Quand on doit traiter un motif, on
utilise le lemme 6.4 pour assurer que les variables de type choisies comme domaoreekteA
ne posent pas de problémes, par exemple en demandant qu’elles soihtoes de I'ensemble de
toutes les variables (libres ou liées)ddeFinalement, on se convainc donc aisément qu'’il est possible
de calculer a partir dey de fagcon complétement mécanique et syntaxique une liste de problémes de
typageP, ..., Py et un schéma de type tels que pour touM, modéle de la représentation, la sa-
tisfiabilité de tous ces problémes est équivalente au jugeMept &; & - o: o. Notons que cette
opération est peut étre exponentielle par rapport a la profondeurritiation ded et .

On montre ensuite I'équivalence sémantique attendue : si dans un certagterodtous les
problémesP, sont satisfaits, c'est-a-dire qUd = P, pour toutl, alors on aM = @; @ F &q: o,
comme expliqué ci-dessus. On peut donc appliquer le lemme de correctidrdéduée quez; @
go : [o]. Puis, par le lemme 6.7 on trouve gage @ + ¢ : [o]. Inversement, si dans le modéig, il
existeT tel qued; O F ¢ : o, alors par ce méme lemme 6.7, on sait quez + ¢ : 0. L'expression
go étant normale, on peut appliquer le lemme de complétude 6.6 pour déduir; qué- ¢o: o et
[o] <* T. Dans I'application de ce lemme, on prend soin de procéder aux mémes ehaxiables
gue lors de la phase de génération des problémes, ce qui assure chéna sle types produit par le
lemme est biew et que tous les problémé&% sont bien satisfaits dafg. |
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Chapitre 7

Discussion

Dans les chapitres précédents, nous avons développé une formalthatigpage polymorphe
d'un langage avec multi-méthodes. Successivement, nous avons déimjdge (chapitre 1), sa sé-
mantique (chapitre 2), un systéme de types purement algébrique (chpitta Breuve de correction
associée (chapitre 4), un langage d’annotation de types et la spéaifidatiypage des expressions
annotées (chapitre 5) et enfin, nous avons montré que le typage desstaps annotées est réductible
a des problémes de contraintes (chapitre 6).

Pour utiliser cette formalisation dans un vrai langage de programmationnuare@ox aspects du
typage devraient encore étre traités. |l faudrait fixer une algébtiegare, étudier la résolution des
problemes de contraintes, en fournir des implémentations efficaces)s@ate la simplification des
types et de 'affichage compréhensible des erreurs de typage, Eadé&passerait largement le cadre
de cette thése et des objectifs plus modestes que nous lui avons fixés.

Dans ce chapitre, nous allons discuter d’'une maniére plus informelle gsalps des problemes
posés par la mise en ceuvre pratique du typage. Nous montrerons égalemenent la présentation
de certains aspects essentiels du typage d'un langage a objets proftegausement de I'approche
algébrique adoptée dans cette thése. Nous nous intéresserons pegtieiigau typage en « monde
ouvert », c’est-a-dire quand un module est typée indépendammentgibla de types dans laquelle
I'exécution finit par avoir lieu.

Ce chapitre sera organisé comme suit : a la section 7.1, nous montreronsrddanfoemalisation
peut étre mise en ceuvre concrétement dans un langage de programmetitigusn En section 7.2,
nous aborderons le probléme du monde ouvert. En section 7.3, nous duelyues mots de I'infé-
rence de types et des difficultés supplémentaires qu’elle pose partragpsimple vérification de
types envisagée jusqu’a présent.

Ce chapitre se terminera par la comparaison de cette thése avec des apparentés (sec-
tion 7.4).
7.1 Mise en ceuvre de la formalisation

Dans chacun des chapitres précédents, nous avons introduit desrssuaissées ouvertes et qui
sont autant de paramétres de la formalisation. Le tableau suivant réeap#idifférents parametres :



110

Aspect ou systéme

CHAPITRE 7. DISCUSSION

Parameétres

Syntaxe des expressions

Sémantique opérationnelle

Systéme de types algébrique
Syntaxe des expressions annotées
Typage des expressions annotées (9
téme semi-algébrique)

Réduction du typage a des probléem

— Symboles des constantes, opérations et motifs pri-
mitifs

— Symboles des classes et ensemble des champs
d’'une classe

— Valeurs des opérations primitives et motifs primi-
tifs
— Relation de sous-classement

Algébre de types
Langage de types
sviglodele du langage de types dans I'algébre de types

eReprésentation syntaxique des éléments de base du

de contraintes

typage

L'intérét de ces multiples paramétrages est de mettre en évidence, a éapeiee la formalisa-
tion, ce qui est strictement nécessaire. En pratique, dans un vragk&dgagrogrammation, la défini-
tion du langage lui-méme ne fixe typiquement que les paramétres primitifs (tybpeseeopérations
primitives, etc.). Le reste des paramétres est dérivé des déclaratigmegitammeur. La puissance
d’expression de ces déclarations ainsi que la fagon dont on eredésiparamétres de typage dé-
pendent entierement du langage de programmation considéré et relgiggrément de la conception

de langage. Nous allons maintenant en

donner un exemple simple qui mgatte géande variété

de conceptions possibles et la facon dont notre approche peut leisandén reprenant la syntaxe
illustrative déja utilisée dans les chapitres précédents, voici quelqueskesede déclarations de

classes:

abstract cl ass Couleur {
r,g,b:int;
}

cl ass List{ag) {}
cl ass Cons{ag) C List {
head «;

abstract cl ass ObjetColoré {

c: Couleur;

}
cl ass Point {
X,y int;

}

tail : List{x);
}
cl ass Nil{ag) C List {}
cl ass Prédicat{ag) {
test a — bool;

cl ass PointColoré C Point, ObjetColoré {}

L'ensemble des informations conten

ues dans les déclarations de clagsegafjramme sera

collectivement appeldIERARCHIE DE CLASSES

A partir d’'une hiérarchié<, on peut dériver de fagcon évidente une structure de classesst-a-
dire un ensemble de symboles de classes, une relation de sous-classtaimezrisemble de champs
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pour chaque classe. On peut également dériver naturellement ugdeahgtype< : chaque symbole

de classeC joue le réle d'un constructeur de type d'arité égale au nombre de varidbléges

qui paramétrent la classe. Par exenlgh est un constructeur d’arité 1 car cette classe accepte une
variable de typer.

Il y a beaucoup plus de choix pour dériver I'algébre de types utilisé€Eomme mentionné au
chapitre 3, on peut choisir de travailler avec des termes finis ordonn&suséllement, avec des
termes infinis, ou bien rationnels. On peut saturer I'ordre partiel obteaugn faire un treillis, ou un
demi-treillis, ou bien garder I'ordre partiel arbitraire, etc.

Aprés avoir choisir I'algebre de types a utiliser, il convient de vérifieekp permet bien de
construire un modeéle d& et des représentations syntaxiques des éléments de base. En pratique ce
n'est pas un probleme car toutes ces algébres sont des algebrasneie ter

Le choix de I'algébre de types est donc I'élément crucial. Il est impodantomprendre que
chacune de ces algébres aboutit a un systéme de aypesri différent, c’est-a-dire qu'il va rejeter
plus ou moins de programmes. Par exemple, dans 'algébre des termes dictigrets, la contrainte
Jdo: o < o — «a n'est pas satisfiable. En revanche, elle est satisfiable dans I'algéitieelle avec
termes infinis ou récursifs. Elle est aussi satisfiable si I'algébre eseiliist(prendreo = _1). Par
ailleurs, les systémes de type issus d'algebres différentes aurontnégalene complexité priori
différente. Par exemple, considérons simplement le probléeme de satisfidbitigéabntraintele : «.
Dans une algébre treillis, ce probléme est typiquement traitable en temps madya(n®) [Pal9s5].
En revanche, dans l'algébre des termes finis ordonnés structurelldmenbbléme esPSPACE
complet [Tiu92, Fre97].

Au final, on se rend compte que I'un des avantages de notre approéhei@ige est qu’elle permet
de bien séparer trois aspects du systemes de type : la correction, I'impléoreatda conception du
langage. En patrticulier, il est possible de faire varier I'algébre de tgpde prouver trés facilement
la correction du systéme qui en résulte. Cela permet de se concenttarcaunception du langage
(quelles déclarations offrir ? quelles programmes rejeter ?) et sur I'imptétiendu typage (quelles
algorithmes pour résoudre les contraintes ?).

7.2 Monde ouvert

Jusqu’a présent, nous avons fait comme si le langage était un tout fenaéais fixé un ensemble
de déclarations de classes, on peut écrire, typer et exécuter usssrp. En réalité, un langage a
objets réaliste est ouvert, c’est-a-dire qu’il permet d’écrire des medaéidilisables. En pratique, cela
signifie qu’'un module peut étre typé et compilé dans une certaine hiéraeckblasses, mais qu'il est
finalement exécuté dans une autre hiérarchie.

Prenons I'exemple d’'un modull! spécialisé dans le traitement des points. Il est typiquement
compilé dans une hiérarchig; définissant les classé®int et Point3D. Cependant, au moment
ou le module est exécuté, le programmeur a pu ajouter les cledgetColoré, PointColoré et
Point3DColoré pour former la hiérarchié{, qui est de ce fait unexTENSIONde H;.

Notons que les expressions dans le modulgles définitions de méthodes par exemple, sont
syntaxiquement bien formées dans la structure de classes dérivée idealatie}(, car celle-ci
se contente de rajouter des classéds$,aet ne modifie pas les champs des classes existantes. Si ces
expressions sont annotées, remarquons de méme que les annotatemssyedaxiquement bien
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formées quand on passe #g aH, car on a simplement de nouveaux constructeurs de type et on ne
touche pas a l'arité des constructeurs existants.

Du point de vue de I'exécution, on remargue que la sémantique opératiodaeks expressions
est plus générale dafi§, que dangH; car elles peuvent traiter des objets construits avec des classes
inconnues dé{1, ce qui est bien le but recherché du « polymorphisme a objets ».

Qu’en est-il du typage ? I est bien typé dan$(,, il est en général faux qu'il soit également
bien typé dan§{(,. Par exemple, plagons-nous dans I'algebre des termes finis structigefpesons
que le typage d&/ selon I'algorithme du chapitre 6 produise entre autres le probléme d’'implication
suivant :

Vo .o < Point3D D Point3D < o

Dans le modélév; dérivé deJ1, cette implication de contrainte est vraie, parce Boat3D n'a
pas de sous-type strict et donc la seule solution de la contrainte de gaiche-e Point3D. En
revanche, dans le modélé, dérivé defH,, I'implication n’est plus vraie ca# peut prendre la valeur
Point3DColoré qui est bien un sous-type oint3D mais n’en est pas un super-type.

Il semble donc qu'il ne soit pas possible de typer le modiilsans savoir dans quelle hiérarchie il
va étre exécuté. Cela va a l'encontre d’'un principe de la programmationlaiedet de la compilation
séparée qui voudrait gu’'on puisse toujours typer un module indépandat de son utilisation.

Pour traiter ce « typage ouvert » ou typage en « monde ouvert », reomsrgiabord que notre
approche algébrique fournit un moyen trés simple pour exprimer le résttésdu. Pour typer un
moduleM écrit dans une hiérarchik;, on commence par extraire une liste de problémes de typage
P1, ..., Py selon I'algorithme du chapitre 6. Il suffit alors de résoudre les probldnsisnultanément
dans toutes les extensionsHe.

Précisons maintenant ce qu’on entend exactement par extension. lRoiif, getended;, un
certain nombre de conditions sont nécessaifiés peut ajouter des classes, mais ne doit pas modifier
le caractere concret ou abstrait d’'une classe existant. Elle ne doibpgdus modifier les relations
de sous-classement existantes. Elle ne peut ajouter des champs a sles ekistantes, ni modifier
leur type.

En pratigue, ces conditions sont nécessaires mais elles sont soupegérnérales pour modéliser
les extensions qui sont effectivemeamtprimablesdans un langage de programmation donné. Les
extensions exprimables peuvent étre limitées par la forme syntaxique dasatiéns de classes. Par
exemple, dans la syntaxe suggérée ci-dessus, on peut rajouter stEsal@iquemergar le bas
C’est-a-dire qu’une nouvelle classe ne peut étre rajoutée commedapse-d’'une classe existante.
Dans d’autres syntaxes et donc dans d’autres langages, I'extgrasitehaut peut étre autorisée. Par
exemple, si on introduit la classe abstrditepiable des objets copiables, c’est-a-dire qui peuvent
étre passés a une métham®y, alors on peut vouloir autorisaeprés couga classePoint a étre une
sous-classe déopiable.t

De la méme fagon que le choix de I'algébre de types conditionne le systemeatye tigymé
obtenu, on peut remarquer que le choix de la notion d’extension dedtiéggalétermine également la
puissance du systéme ouvert qu'on peut en dériver. Par exemplidémns le probleme d’'implica-

1Un langage qui autoriserait cette possibilité devrait probablementipdiasta restreindre aux classes com@mpiable
qui n’ont pas de champs.
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tion suivant :
Va . Point < o D o < Point

Ce probléme est faux quand la relation d’extension de hiérarchie resipitée. En effet, il suffit de
considérer une hiérarchig, qui ajoute une super-classéaint, par exemple la clasgebjet. Dans

Ho, il est bien clair quePoint n'est plus une classe maximale de sorte que que I'implication n’est
pas vrai dans toutes les hiérarchies qui étenfiént_e systeme de typage ouvert va donc rejeter un
module qui générerait cette implication. Cependant, si le langage de pnogitéon restreint la forme
des déclarations de classe et n'autorise que les extensions par Ibts=®,a’est pas une extension
de ;. De plus, il est clair qu’une extension par le bas va toujours préskrveaximalité dePoint,

de sorte que, dans un tel langage, I'implication est en fait vraie dans lestegtensions. Ainsi, il
convient d’accepter un programme qui génére cette implication.

Au final, I'approche algébrique fournit donc un outil pour la formalisafioe du monde ouvert
mais n'impose rien quant au choix précis de la relation d’extension, de la nz&oe fue I'algébre
de types n’est pas imposée. Encore une fois, ces choix relevent dedeption du langage de pro-
grammation et de I'équilibre entre la puissance du systéme de typage eractempratique.

7.3 Inférence de types

Dans cette thése, nous avons seulement abordé le typage du point de laueérification de
types («type-checking), c’est-a-dire quand le programmeur doit indiquer au compilateur le type d
variables et des paramétres des fonctions.

Dans les langages fonctionnels comme ML, certaines de ces déclaratimenipétre omises par
le programmeur et le systéeme se charganféier le type des variables (kpe inference>). Notons
toutefois que certaines déclarations de type doivent toujours étre epaéke programmeur comme
par exemple le type des éléments publics d’'un module (sa « signature ») ole lWentenu des
alternatives d’un type concret.

Dans un langage avec sous-typage et ordre supérieur, les typemiddses peuvent devenir par-
ticulierement compliqués a exprimer. Il semble donc indispensable de foumiiorme d’inférence,
au moins pour les variables locales. Voyons comment I'inférence poétraiintégrée a notre forma-
lisation et les problémes que cela pose.

Conformément a notre démarche, nous allons séparer la spécificationféefice de types de
son implémentation avec des contraintes. Nous proposons d’'ajouter lacpordsuivante dans la
grammaire des expressions annotées :
gl= ...
|3V k.¢ (Introduction de variables inférées)
Dans cette expressiof, représente un ensemble de variables dont le systeme de types doit trouver

une valeur compatible avec la contrainteet avec I'expression. La régle de typage associée est
simplement :

dom(p) =V  je,lk] P®p;GHe:T
0:;GH@EV:ik.e): T
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Par exemple, la fonctioBe: vrai . (fun x: @ = x + 1) est bien typée car on peut prendre
a = float oua = int. Par contraste, notons qite:: vrai . (f un x: @« = x + 1) n'est pas bien
typée car il n'est pas vrai queun X: « = X + 1 soit bien typée pour tout (contrexemple :
a = Point). Le programmeur donc est forcé d’expliciter les valeurs possibles gk exemple en
écrivantvVo: o < float. fun x: o = x+1).

La spécification de I'inférence ne pose donc pas de probleme particuk&ntgre bien dans
notre formalisation. En revanche, la réduction de l'inférence aux daotgsaest problématique. La
difficulté provient de la présence d'une alternance entre des quateifisauniversels (annotations
polymorphes sur les définitions récursives et sur les méthodes) etintieistéinférence de type des
parametres de fonction). Dans le cas général, nous allons maintenant mopritrest nécessaire
d’avoir un langage de contraintes plus riche, autorisant des quantifisateiversels. Les problémes
de contraintes obtenus sont alors plus complexes (forngdis plutdt quev3).

Pour faire comprendre la nécessité de contraintes riches, examinoxsrople d’'inférence ou le
type principal d'une expression ne peut pas étre exprimé avec leaicwes simples. Plagons-nous
par exemple dans une structure contenant les cl@seéeB et considérons I'expression suivante :

e=3a:vraifunx:a = fixy:o =Xx))ouoc =VB: A< BABLB.8

La définition récursive a ici pour effet d'imposer une contrainte polyrhersur la variable a inférer
a. Dans le cas général, ceci n'est pas exprimable par une contrainte sopk&dérons en effet une
algébre structurelle atomique construite sur un ordre partiel de ba8esbB possede deux super-
types communs incomparablestd :

c d
I I
A><B

Notons bien que etd sont des monotypes algébriques qui ne sont pas directement rephésepar
un monotype syntaxique. Cette situation peut typiquement survenir quasedmace dans un monde
ouvert et sic etd sont des classes définies dans une extension de la hiérarchie courante

Dans cette algébre, remarquons d'abord que I'expressast bien typée. Le polytype dénote
en effet 'ensemble des super-types commuAs=hB, c’est-a-dire I'ensembléc, d}. Les monotypes
qui sont des sous-types desont donc uniquemerdt et B. On vérifie alors qued — A] et [a — B]
sont bien les solutions possibles pour le typage eeles types de en résultant sont donc I'ensemble
dest — u out vautA ouB etu vautc oud. Nous allons maintenant montrer qu'’il n’existe pas de
schéma de types décrivant exactement cet ensemble.

Démonstration Supposons gu'il existe un schéma tel que :
[VV:ik.t] ={t > u|te{A B},ue{cd}}

Considérons alors le contexte= {V, «, 8: k AT = a — B}. On constate que I'ensemble des mono-
typesp (o) quandp parcourt I'interprétatiof A] est exactement égal{a, B}. Montrons maintenant
que cela est impossible quel que soit le contexte

Considérons donc un contexte quelcondue= {a, ..., an: «}. Sans perte de généralité, nous
supposons que ne contient pas de quantificateur existentiel, ce qui est toujours possifdessant
passer les variables en téte. Enfin, nous supposons gaeontient que des contraintes entre termes
atomiques, c’est-a-dire entre une variatest les deux constantéset B. Comme nous travaillons
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dans une algébre structurelle atomique, cela est toujours possible emmiézmt les contraintes entre
termes.

Considérons maintenant I'opérateur binaireéfini sur I'algébre comme suit :

AVA=A
BvB=B
t vu=c danstous les autres cas

Notons que 'opératew satisfait a la propriété suivante :
t<uat' <u=tvt <uvu

Par induction sur la structure @e on en déduit que pour toute paire de solutipng’ € [A], on a
aussip v p’ € [A].

S'il existe une solution de telle quep (o) = A et une autre telle que’(«;) = B, alorsp Vv p’
est aussi une solution dafa]. Mais, commep Vv p’'(¢j) = A v B = c. il est donc impossible que
o (o) parcoure exactement I'ensemljle, B}. [ |

Les contraintes du chapitre 5 sont donc trop faibles pour traiter I'inférdadype et exprimer le
type principal d’'une expression. Pour traiter I'inférence dans toutgeséralité, il faudrait essentiel-
lement pouvoir exprimer des inégalités entre schémas dans les contramtypelprincipal inféré
poure serait alors de la forme :

Vo, B: la < (VBEASBABSB.BHINASBABSB}.a— B

Nous pensons qu’en utilisant ce genre de contraintes étendues, ilt@ofidissible de transposer
assez facilement la preuve du chapitre 6 pour réduire I'inférence @s,tgp non plus seulement la
vérification, aux contraintes.

Toutefois, la résolution des contraintes étenduea psibri plus difficile que celle des contraintes
simples. Notons cependant que les contraintes les plus générales nécesgaires que si on auto-
rise une définition récursive polymorphe ou une méthode a figurer soimmu Pour simplifier le
probléme, on peut donc également envisager de n'autoriser cessixmse polymorphes qu’au ni-
veau le plus haut du programme. On est alors ramené a des problémes diiopsicle contraintes
simples. Enfin, si on interdit completement les définitions récursives poptmsret les méthodes, on
peut alors vérifier que les problémes qu’on obtient sont uniqguemergrdbemes de satisfiabilité.
Cette situation correspond au langage ML de base (core-ML) aveetgmage et on retrouve alors
le résultat bien connu que le typage de ce langage est simplement équiviesatisfiabilité d’'une
contrainte de sous-typage.

Pour terminer, le tableau suivant résume la complexité logique des problémgsadie obtenus
pour les différents sous-langages envisagés :

Langage Typage Problémes a résoudre  Complexité logique
core-ML inférence satisfiabilité 3

méthodes eti x atoplevel inférence implications V3

méthodes eti x profonds  vérification implications V3

méthodes eti x profonds inférence formules quelconquegv3)*
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7.4 Travaux apparentés

Ce travail de these simplifie et généralise le systeme BM96, BM97]. La simplification porte
d’abord sur la sémantique opérationnelle qui est typée et trés norastatahs [BM96], alors qu’elle
est non-typée et par réduction chez nous. Nous introduisons égalienfitrage profond a la ML et
non pas seulement le dispatch superficiel. Notre présentation du typgagyssnatique, modulaire
et congue pour étre extensible alors que celle de [BM96] s'est réfigim et ses preuves difficiles
a lire et a étendre. L'implication de contrainte dans [BM96] est baséermuidasription de nature
algorithmique (axiomatisation compléte), alors que notre approche algébgguetde bien séparer
la correction du typage de la résolution des contraintes. En revandhetnawail n’aborde pas du tout
la question de la résolution des problémes de typage pour lesquels [BMA6jtfdes algorithmes.

Bonniot [Bon02a] a également utilisé une approche algébrique et maslplainm typer Mlg,
ce qui lui permet de séparer la preuve de correction et son instantiatiaame algébre concrete.
Le langage utilisé est moins riche : le filtrage profond, les méthodes imbriquééss éléments
primitifs ne sont pas traités. Par ailleurs, la notion d’algébre dans [B$e8Raés proche du langage
source. Une algebre doit notamment définir une opération de substitutiestqune abstraction de la
substitution opérationnelle et qui fait intervenir les variables du prograrhanpreuve de correction
du typage s’en trouve simplifiée mais, en placant le niveau d’abstractisnt@aut, une grande partie
du typage doit étre traité au coup par coup dans les algebres spécifigpies formalisation est un
peu moins générale, mais a I'avantage de traiter de fagon générique srggaide partie du typage,
les contraintes par exemple. La formg #éles motifs a été introduite dans [Bon02a].

Dans un autre article, Bonniot [Bon02b] a également décrit une extenlgioML¢ avec des
« kinds» qui permettent d’'écrire des contraintes particulierement expregsiugstraiter des mé-
thodes partiellement polymorphes. Nous pensons que cette extensiait dévtégrer parfaitement
dans le cadre de cette thése. En particulier, les kinds pourraient é&esced utilisant les prédicats
du langage de types. De maniére générale, toutes les extensions dudgpddasées sur des types
contraints avec des prédicats (par exemplaype classe$VB89]) devraient pouvoir utiliser notre
présentation trés facilement.

Le systeme HM(X) introduit par Sulzmaret al. [SOW96, Sul00] est actuellement le « stan-
dard » en matiére de typage modulaire. La présntation du typage y est péapear un systéme de
contraintes X, qui corresporgfosso modalans notre formalisation a la donnée d’un langage de type
et d’'un modele. Moyennant quelques hypothéses sur X, la preuverdeetion de typage peut étre
rendue générique. Notre travail se distingue de HM(X) par plusiepexcts D’'abord, nous traitons
un langage considérablement plus riche, avec des multi-méthodes, desodéfirécursives poly-
morphes ainsi que des éléments primitifs. Ensuite, la présentation de HM{¥)trés syntaxique :
les regles de typage correspondent essentiellement a I'algorithme utilibégitre 6. Notre présenta-
tion a I'avantage de permettre I'écriture d’une spécification du typage'atilise pas les contraintes.
Les regles de typage algébriques (chapitre 3) ou semi-algébrique dzasd@ les expressions sont
annotées (chapitre 5) sont alors bien plus simples a lire et la preuve réetmor s’en trouve facili-
tée. Les contraintes ne sont introduites que lors de I'implémentation de la cpieifiet le systéme
qui en résulte (chapitre 6) n'apparait que comme un intermédiaire deeprees régles de ce sys-
téme ne sont pas choisies arbitrairement mais construites pour que le sygttemelsie corresponde
exactement a la spécification.

L'utilisation d'un systéme purement algébrique pour prouver la correation systéme syn-
taxique a base de contraintes a été esquissée par Pottier [Pot01] daagailrgtr s'inspire d’'une
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version préliminaire de cette thése. Cependant, ce passage n’est utdisdmme une technique
facilitant la preuve de correction du systéeme syntaxique HM(X) en le ivddtrdans un systéme
purement algébrique. Dans notre thése, cette technique est conlsdémbétendue de sorte que le
systeme algébrique (plus précisément semi-algébrique) forme une stémifidu typage et que le
systéme syntaxique en constitue une implémentation correcte et compléte etileasent correcte.
Ainsi, 'approche algébrique peut permettre de guider la constructiogstarae syntaxique.

Pottier et Simonet [SP03] ont étudié le filtrage profond dans un langagdladaec sous-typage
et ont remarqué que les contraintes simples sont insuffisantes. Leuraigtes « gardées » sont
similaires aux contraintes étendues que nous avons décrites a la section 7.3.

Castagna, Ghelli et Longo [CGL92, Cas97] ont étudié une extensian-ahicul simplement
typé avec des multi-méthodes ou les méthodes sont des fonctions de prdassszcomposables
avec un opérateur &. Ce travail a inauguré une approche nouvellebjits qui se démarquait de
la vision « objets=enregistrements extensibles ». Plus récemment, le langage [HTF03] s’est
inspiré de ce.&-calcul pour autoriser les fonctions surchargées. Le typage de-@@lksnandent au
programmeur de complétement spécifier le type de la fonction sous la formesemble explicite
de types fonctionnels syntaxiques, c’est-a-dire en extension. Utie@éade Mlc, et donc aussi du
systéme que nous présentons dans cette thése, est qu’on peutiddyyed’une fonction surchargée
en compréhension, c’est-a-dire sous la forme d’'une schéma de typesicg ce qui permet de passer
plus commodément & un monde ouvert.

Le langage Cecil [Ct02, CL95] est un langage de recherche avec mulisdes suffisamment
stable pour permettre d’écrire son propre compilateur. Cecil fourniystée de vérification de type
monomorphe décidable [CL95] et un autre systéme polymorphe avecrin&fkit98] basé sur le
systeme F et dont la décidabilité est inconnue. Dans I'ensemble, ces systérnype s’éloignent du
typage a la Hindley-Milner auquel nous nous référons dans cette thése.

Finalement, on ne peut pas ne pas mentionner le langage OCAML {DBJGseule extension de
ML avec objets actuellement réellement déployée. L'inférence des typsstyes efficace car elle
est basée sur de I'unification et les variables de rangée. Certainesoosade sous-typage doivent
alors étre exprimées explicitement par le programmeur. En pratique, ce @oipionne de trés
bons résultats. Cependant, OCAML souffre des inconvénients du méndalegistrements (méthodes
binaires notamment). Par ailleurs, le langage OCAML ne fournit pas detgpage primitif, comme
int < float, ce qui oblige d’avoir deux jeux d'opérateurs mathématiques et limite le pophsime
des fonctions arithmétiques. Il serait intéressant d’étudier l'intégrationgysteme avec sous-typage
utilisant les techniques de cette thése avec le systéme a objets de OCAML.
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Conclusions

Ce travail est issu de 'implémentation dans le langage Jazz du systeme déltype€elui-Ci
présentait des limitations génantes : absence d'inférence, langagatdairtes rigide, présentation
non-standard et peu extensible. Lors de la phase de conceptionzdet pédizs encore lorsque le lan-
gage commenca a étre utilisé, de nombreuses idées d’extension surgiistitpmaaquait clairement
un outil théorique permettant de les valider rapidement.

Dans cette thése, nous avons présenté une formalisation génériqueade. thpla maniére de
HM(X), le systéme de types y est paramétré par une algébre de typesyetimaat des hypothéses
minimales sur cette algebre, la correction du typage peut étre prouvéaisrmofir toutes. Cette
généralité n’est pas gratuite : notre expérience de Jazz nous a cangainne telle approche géné-
rique est indispensable pour un langage en développement, particuli¢cumead le typage est riche
(polymorphisme, sous-typage) et le langage complexe (multi-méthodes,)objets

Un aspect original de la formalisation est le traitement extensionnel du pghamsme : dans
la spécificationdu typage, un type polymorphe est simplement un ensemble quelconqueede typ
monomorphes. Les schémas de type et les contraintes ne sont introdudssgielimplémentation
celle-ci consistant en une réduction du typage a des problemes deimstraa correction globale
du typage découle alors de deux preuves indépendantes : 1) cormdetia spécification par rapport
a la sémantique opérationnelle et 2) correction de I'implémentation par raplaospécification.

Cette séparation est d’autant plus utile que I'implémentation est égalemewépommplétepar
rapport a la spécification. On peut donc considérer que seule la spéoifi définit vraiment le sys-
teme de types. Contrairement aux présentations habituelles des systenmsalestycontraintes, les
regles syntaxiques ne constituent pas la définition du systéme, mais simplmiatermédiaire dans
son implémentation. Or ces regles sont bien plus compliquées que la spédifazatilles travaillent
exclusivement au niveau de la syntaxe sur les contraintes, variabtgpateet schémas et doivent
donc prendre en compte de nombreux détails syntaxiques. Notre apmamtibue donc a simplifier
considérablement la preuve de correction du typage et assure qéglies syntaxiques ne sont pas
par mégarde arbitrairement restrictives, ce qui représente uneri&dieéorique » appréciable pour
un langage aussi riche et complexe.

Dans cette theése, nous n'avons pas du tout abordé la résolution teodeseproblémes de con-
traintes obtenus. Celle-ci dépend en effet du domaine d’interprétatabanlatforme des contraintes,
deux parametres spécifiques qui définissent le systéme de types. Dé pkiste aujourd’hui une
vaste littérature sur la résolution des contraintes de typage.

Cependant, nous avons esquissé une modélisation originale du mondeselme laquelle pour
typer un programme dans un monde ouvert, il suffit d’extraire les prolsi&meontraintes associés
et de les résoudr@multanément dans toutes les extensions futures du monde pri&senéme titre
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que l'algebre de types, la notion d’extension est ici elle-méme un paramesigsttme de types qui
dépend du langage de programmation concret considéré.

En soi, cette modélisation du monde ouvert ne permet naturellement pasgiesser dans la
résolution du typage mais elle fournit une formulation simple et claire du probl&ioes que de trés
nombreux travaux ont été consacrés aux contraintes de typage,pencgi que, sauf exception, il
s’agit toujours de la résolution de certaines formes de contraintes darstruoture d’interprétation
fixée. Il serait donc intéressant de reconsidérer ce corpusueatésjuand on doit traiter un probléme
de contraintes simultanément dans tous les modeéles d’'interprétation issagelation d’extension
donnée.
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Résumé

Les langages a objets offrent une forme particuliére de polymorphismereregiant I'écriture de
« méthodes » dont I'exécution dépend du type dynamique des argumertslispatch dynamique »
ne prend généralement en compte qu’'un argument unique. Certaingdangarmettent le dispatch
simultané sur tous les arguments et on parle alors de « multi-méthodes ».

Cette thése s'intéresse a la définition et au typage d'un langage dédiwavil. avec multi-
méthodes. Celles-ci sont introduites comme un cas particulier de filtragessbjéds.

La présentation du systeme de types utilise une approche algébrique.deilatde figer I'en-
semble des types, on en axiomatise les propriétés nécessaires pouetdi@omu systéme. Cela
permet d’écrire des preuves génériques qui ne dépendent pasidide I'algébre. On montre ainsi
comment réduire la vérification automatique du typage a la résolution de prehmgles du pre-
mier ordre (contraintes). La résolution des problémes de contrainteslpesitéutiliser le corpus de
résultats disponibles dans la littérature.

L'avantage de cette approche algébrique est qu’elle permet de traitecdup toute une classe
de langages possibles se distinguant par la nature de I'algébre dedypasgage d’expression des
contraintes et du modéle d’interprétation de ces contraintes. Elle offtenégat un outil intéressant
pour étudier le typage dans un contexte ou le monde d'interprétation est,atlest-a-dire quand on
souhaite que le typage d’'un module apporte une garantie pour toutes lesiomiigzossibles de ce
module.

Mots-clés

Systéme de types, multi-méthodes, sous-typage, objets, ML, contraingdsiealmonde ouvert.

Abstract

Object-oriented langages enjoy a particular form of polymorphism byigiray"methods” whose
execution depends on the dynamic type of its arguments. Generally, thiaiyaispatch" only
takes into account a single argument. However, some langages featunali@seous dispatch on
every arguments ("multi-methods").

This thesis is about the definition and the typing of a langage derived framwvith multi-
methods. Multi-methods are introduced as a particular form of pattern matchiobjects.The pre-
sentation of the type system uses an algebraic approach. The setoistyyo predetermined but the
properties necessary for the soundness of the system are axiomatigedpproach allows generic
proofs independent of the choice of the algebra. It is shown how atitotgpe verification can be
reduced to the resolution of simple first-order problems (constraints).€Bndution of the constraint
problems can then reuse all the results available in the litterature.

The advantage of this algebraic approach is that it can handle a largeotlasgages at once,
where the type algebra, the constraint langage, and the interpretatiohohtitEse constraints vary.
This approach also provides an interesting way to study typing in a contextevihe interpretation
world is open, i.e., when typing a module should provide a guarantee foosdiilge use of this
module.

Keywords

Type system, multi-methods, subtyping, objects, ML, constraints, alggtea,world.
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