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Les programmes mobiles, comme les applettes, sont utiles mais poten-

tiellement hostiles, et il faut donc pouvoir s’assurer que leur exécution n’est
pas dangereuse pour le systeme hote. Une solution est d’exécuter le pro-
gramme mobile dans un environnement sécurisé, servant d’interface avec les
ressources locales, dans le but de controler les flux d’informations entre le
code mobile et les ressources, ainsi que les acces du code mobile aux res-
sources. Nous proposons deux criteres de sécurité pour I'exécution de code
mobile, obtenus chacun a partir d’'une analyse de I’environnement local. Le
premier porte sur les flux d’informations, garantit la confidentialité, est fondé
sur le code de I'environnement, et est exact et indécidable ; le second porte
sur les controles d’acces, garantit le confinement, s’obtient a partir du type
de I'environnement, et est approché et décidable.
Le premier chapitre, méthodologique, présente I’étude d’objets infinis repré-
sentés sous la forme d’arbres. Nous avons privilégié pour les définir, une ap-
proche équationnelle, et pour raisonner sur eux, une approche déductive, fon-
dée sur l'interprétation co-inductive de systémes d’inférence. Dans le second
chapitre, on montre dans le cas simple du A-calcul, comment passer d’une
sémantique opérationnelle a une sémantique dénotationnelle, en utilisant
comme dénotation d’un programme son observation. Le troisieme chapitre
présente finalement en détail les deux criteres de sécurité pour ’exécution de
code mobile. Les techniques développées dans les chapitres précédents sont
utilisées pour ’étude de la confidentialité, alors que des techniques élémen-
taires suffisent a ’étude du confinement.

Two Security Criteria for Executing Mobile Code

Mobile programs, like applets, are not only ubiquitous, but also potentially mali-
cious. Therefore, the host system must grant that their execution is not dangerous
for its resources. A solution is to execute mobile programs in a secured environment,
which enables controlling information flows between mobile programs and local re-
sources, and accesses from mobile programs to local resources. We give two security
criteria for executing mobile code. The first one deals with information flows, en-
sures confidentiality, is based on the code of the local environment, is accurate and
undecidable ; the second one deals with access controls, ensures confinement, is ba-
sed on the type of the local environment, is approximate and decidable.
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TIONS INDUCTIVES ET CO-INDUCTIVES — TREILLIS — INFORMATIQUE THEORIQUE
— EQUATIONS RECURSIVES — ARBRES — LAMBDA-CALCUL — LANGAGES DE PRO-
GRAMMATION — SEMANTIQUES OPERATIONNELLE ET DENOTATIONNELLE — SECU-
RITE INFORMATIQUE — MOBILITE — FLUX D’INFORMATIONS — CONFIDENTIALITE
— CONTROLES D’ACCES — CONFINEMENT
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Introduction

Le code mobile! est utile mais hostile, au moins potentiellement, et il faut
donc pouvoir s’assurer que ’exécution de code mobile n’est pas dangereuse
pour le systéme sur lequel elle se produit. Aussi, le systeme hote exécute
le code mobile dans un environnement sécurisé, formé de code local et ser-
vant d’interface avec les ressources de 1’hote, dans le but de les protéger,
particulierement de controler

— les acces du code mobile aux ressources de ’hote,

— les flux d’informations entre le code mobile et les ressources.

Prenons ’exemple d’un environnement contenant une ressource munie d’une
fonction d’acces, et supposons que 'acces a cette ressource doive étre controlé.
Deux possibilités se présentent alors : ou bien I’environnement permet un
acces direct a la ressource, protégée par le remplacement de la fonction d’ac-
cés encapsulée par une version sure, réalisant les controles avant 1’acces, ou
bien ’environnement propose une interface d’acces a la ressource, compo-
sée d’'une fonction sure réalisant les controles, et assure que la ressource
est confinée dans I’environnement ; en effet, si ce n’était pas le cas, le code
mobile pourrait appeler directement la fonction d’acces encapsulée dans la
ressource, sans aucun controle.

Supposons maintenant que la fonction d’acces lise des informations conte-
nues dans la ressource, et que certaines de ces informations doivent rester
confidentielles. Dans ce cas, ce sont les flux d’informations qui doivent étre
controlés, afin d’éviter que le code mobile puisse prendre connaissance d’in-
formations confidentielles.

Nous soutenons la these suivante : pour vérifier le confinement de res-
sources ou déterminer les flux d’informations entre les ressources et le code
mobile, il est possible d’analyser ’environnement local seul. Chacune de ces
analyses repose sur I’examen de la frontiere entre le code mobile et son envi-

1On entend par code un ensemble d’instructions écrites dans un langage de program-
mation. Opposé au code local, attaché a une machine particuliere, le code mobile s’exécute
sur une machine hote a laquelle il est lié temporairement, le temps de 1’exécution.



ronnement d’exécution. Précisément, dans le cas du confinement, la frontiéere
est définie de maniere locale et dynamique, ce qui permet de décrire les inter-
actions entre le code mobile et 'environnement local au cours de I'exécution
et de vérifier que les ressources sont confinées dans l’environnement ; dans
le cas des flux d’informations, la frontiere est définie de maniere globale et
permanente, ce qui permet de décrire ce qu’observe le code mobile de 'en-
vironnement local, puis de repérer les éventuels flux d’informations entre les
ressources et le code mobile.

Il est clair que la mobilité introduit une frontiere au sein méme du code,
le partageant entre le code mobile et le code local. C’est la variation la plus
simple de 'unité originelle, libre de toute frontiere, ot du code s’exécute sur
une machine? ; elle peut se rencontrer en beaucoup de situations, que nous
évoquons brievement.

Le code mobile peut se déplacer sur un réseau, comme Internet. On pense
évidemment aux applettes du langage Java, qui sont des applications dont le
code compilé peut étre attaché a un document du Web ; apres avoir chargé
un document contenant une applette, un navigateur peut exécuter 'applette
sur une machine virtuelle dans un environnement stur. Concretement, pour
des raisons d’incompatibilité avec certains navigateurs, les applettes sont
peu utilisées sur le Web.

Le code mobile peut aussi étre chargé sur des composants dédiés a des taches
spécifiques, comme les cartes a puces qui contiennent un processeur et de la
mémoire, volatile et permanente. Compte tenu des ressources limitées d’une
carte?, un sous-ensemble de Java a été développé pour les cartes & puces,
Java Card. Se trouvent alors sur la carte a puces une machine virtuelle pour
Java Card, un environnement siir, et des applettes, qui sont téléchargées
suivant les besoins spécifiques.

Apres ces considérations pratiques, venons-en a la construction de I’'objet
d’étude, ainsi qu’a la problématique.

Le code mobile s’exécute sur une machine hote en appelant des fonctions
présentes dans 'environnement d’exécution hote, formé de code local. A
partir d’analyses de ’environnement seul, on cherche a garantir la sécurité
d’exécution de tout code mobile envisageable.

2La machine peut étre abstraite ou concréte, suivant que le code est exprimé dans un
langage de haut niveau ou de bas niveau. Elle peut étre virtuelle ou physique, suivant
qu’elle est implémentée par logiciel ou par matériel.

3La fréquence du processeur est de l’ordre du méga-hertz pour une carte & puces, du
giga-hertz pour un ordinateur, la capacité de la mémoire vive de 'ordre du kilo-octet pour
une carte a puces, du méga-octet pour un ordinateur.
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Dans cette introduction, on s’intéresse particulierement au langage Java,
puisque ce langage, par sa large diffusion et par les possibilités de mobilité
qu’il a introduites, a contribué a modeler I'’ensemble de la problématique
sécuritaire. On se réfere aussi a des travaux portant sur des langages beau-
coup plus simples que Java; il faut bien comprendre que cette simplification
concerne avant tout la syntaxe, car il est généralement possible de traduire
une partie substantielle de Java en ces langages. Ainsi, en utilisant ces lan-
gages simplifiés, on se livre & une modélisation, qui ne retient que les ca-
ractéristiques importantes et permet une résolution formelle des problemes
rencontrés. Pour étre utile, une modélisation doit permettre en retour d’ap-
pliquer la solution a des langages comme Java. Nous reviendrons sur cette
question en conclusion, car elle est importante : nous utilisons en effet dans
ce travail des langages de programmation tres simples, I’'un purement fonc-
tionnel, 'autre enrichi par I'ajout de références permettant la manipulation
d’objets en mémoire.

Commencons par définir ce qu’on peut entendre par la sécurité d’exé-
cution. Dés qu’un systéme informatique possede des biens (des ressources)
a protéger, la question de la sécurité se pose, et peut étre formulée sous la
forme d’exigences sécuritaires. Ces exigences peuvent porter

— sur la spécification fonctionnelle du systeme, en définissant alors une
politique de sécurité, ensemble de régles que les fonctions de sécurité
du systeme doivent vérifier,

— de maniere associée, sur la démonstration que le systeme applique
effectivement la politique de sécurité, en indiquant le degré de forma-
lisation de cette démonstration,

— enfin, sur les conditions d’utilisation du systeme.

Dans le cas qui nous intéresse, le systéme est constitué de la machine et
de 'environnement hotes. Par machine, on entend ici la machine abstraite
exécutant le code, précisément sa représentation sémantique; par environ-
nement, un ensemble de fonctions écrites dans le langage de programmation
considéré et formées de code local. On suppose que ce langage est un langage
de haut niveau, manipulant des entités abstraites, comme Java. Ainsi, nous
partons d’une vue abstraite du systeme, se fondant sur le langage de pro-
grammation utilisé, défini par sa syntaxe et sa sémantique opérationnelle.
Ce point de départ n’est pas sans conséquences sur l'implémentation des
fonctions de sécurité : elle pourra s’effectuer au niveau du code, en I'instru-
mentant, ou au niveau du langage, par exemple en modifiant le systeme de
types ou la sémantique.

Venons-en aux exigences, et en premier lieu aux conditions d’utilisation
de notre systéme.



La sécurité du systeme doit étre garantie pour ’exécution de tout code
mobile. Cette condition impose que le langage assure une stireté minimale,
celle du typage. Dans ce cas, aucune exécution ne peut provoquer d’erreurs
de types, ce qui permet d’éviter par exemple les comportements suivants
dans le code mobile, fort compromettants pour la sécurité :

— la conversion d’une chalne de caractéres en une fonction, permettant

d’exécuter n’importe quel code,

— la conversion d’une chaine en une adresse en mémoire, permettant

d’accéder a la mémoire de maniere incontrolée.
C’est évidemment une des caractéristiques majeures de Java que de possé-
der un systeme de types sur. Plus généralement, on impose 1'utilisation de
langages dont le systeme de types est siir.
Pratiquement, le code mobile et le code local sont formés de code exécutable
(sur une machine virtuelle ou physique), résultat de la compilation du code
écrit dans le langage de programmation de haut niveau. Une question se
pose donc : notre point de vue abstrait est-il justifié ?
Il Test si la sécurité, garantie initialement pour ’exécution de tout code
mobile compilable appelant le code local compilable, est préservée par com-
pilation : autrement dit, la sécurité est-elle encore garantie pour I’exécution
de tout code mobile exécutable appelant le code local exécutable ?
Comme le remarque Abadi [1], la compilation, considérée comme une tra-
duction d’'un langage de haut niveau en un langage de plus bas niveau, n’est
généralement pas une traduction completement adéquate? : dans ce cas, une
propriété vérifiée par du code compilable ne I'est plus nécessairement apres
compilation. Abadi présente le cas du langage Java et de la traduction en
« bytecode », le langage de la machine virtuelle de Java. Par un exemple pro-
bant (cf. [1, §2.2]), il montre qu’au niveau du « bytecode », il est possible de
distinguer les traductions de deux programmes, pourtant équivalents avant
compilation : le « bytecode » permet en effet de créer des contextes qui ne
sont pas le résultat d’'une compilation; le « bytecode » est donc un langage
trop riche. Ainsi, il peut étre nécessaire de vérifier le code mobile exécutable
a sa réception, pour montrer qu’il est bien le résultat d’'une compilation.
La nécessité d’une vérification s’impose indépendamment du probleme de
I’adéquation complete : en effet, rien ne permet de supposer que le code
mobile a exécuter est 1égal, autrement dit appartient au langage de la ma-
chine virtuelle. Il pourrait violer par exemple des regles de typage, compro-
mettant ainsi la sécurité lors de son exécution. Dans le cas de Java, ou le
« bytecode » est un langage typé, le code s’exécutant sur la machine virtuelle

4« Fully abstract » en anglais.
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est vérifié, statiquement et dynamiquement, de maniere & assurer I’absence
de certaines erreurs a l'exécution : on pourra lire, au sujet des vérifications
statiques, l’article de Leroy [47], en particulier le début qui décrit la machine
virtuelle, le « bytecode » et les vérifications effectuées qui concernent le ty-
page.

Comment faciliter la vérification de code exécutable ? Comme pour le « by-
tecode » du langage Java, il est préférable de disposer d’un langage typé.
Comme en témoigne par exemple les compte-rendus de l'atelier de travail
« Types in compilation » [48], une tendance s’affirme, celle d’utiliser, lors de
la compilation, des langages intermédiaires typés. Poussée a sa limite, elle
aboutit au langage typé pour assembleur®, concu par Morrisett et al. [59]
pour assurer :

— la sureté de la mémoire, soit la correction des acces a la mémoire,

— la streté du flux de controéle, soit I’exécution des instructions suivant

le séquencement programmé,

ce qui peut se résumer a la préservation des abstractions. On peut donc
considérer que le code mobile appartenant a un tel langage transporte avec
lui des informations de typage, permettant de démontrer certaines propriétés
de stureté. C’est un exemple d’une technique plus générale développée par
Lee et Necula [60], préconisant 'utilisation de code transportant sa preuve
(« Proof Carrying Code ») : a la réception du code mobile, la preuve qu’il
transporte est vérifiée, puis si elle est valide, le code est exécuté. Cette tech-
nique permet d’étendre les propriétés démontrées au dela de la streté du
typage.

Par la suite, nous conservons un point de vue abstrait et négligeons le
probleme de la préservation des propriétés de sécurité par compilation. Nous
allons raisonner a partir du code local formant ’environnement et du code
mobile, entendus comme des programmes appartenant au langage de haut
niveau considéré : on parlera ainsi du programme local, contenant le code
local formant ’environnement, et du programme mobile, contenant le code
mobile.

On entend ici par programme une entité contenant du code et pouvant s’exé-
cuter. Notre terminologie peut paraitre impropre dans le sens ot I'environ-
nement est plutét une bibliotheque de sous-programmes et le code mobile

5 Jusqu’a maintenant, nous avons décrit la compilation simplement comme la traduction
de code compilable en code exécutable sur une machine, virtuelle ou physique. On peut
considérer que le code pour assembleur peut étre interprété par une machine virtuelle
trés proche de la machine physique : assembleur traduit en effet le code a assembler,
qui utilise des instructions symboliques, en code machine, qui utilise des instructions sous
forme binaire.
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du code pouvant s’exécuter s’il est lié a I'environnement. A vrai dire, un
modele simple permet de rendre compte de cette situation tout en justifiant
notre terminologie : le programme mobile est une fonction a un parametre,
et le programme local la valeur effective de ce parametre. C’est toujours a
ce modele que nous nous référons.
Ce niveau d’abstraction va nous permettre de raisonner formellement, donc
de démontrer rigoureusement les propriétés de sécurité : c’est donc 'exigence
la plus forte qu’on puisse avoir pour la démonstration que les fonctions de
sécurité appliquent correctement la politique de sécurité.

Quelles exigences fonctionnelles de sécurité peut-on prendre en compte ?
En appelant ’environnement, le code mobile peut accéder a des ressources du
systeme hote ou obtenir des informations sur leur contenu : dans la mesure
ou le code mobile est potentiellement hostile, il est nécessaire de controler
ces acces et ces flux d’informations, par I'intermédiaire de ’environnement.

Controler les flux d’informations La notion de flux d’informations
peut étre définie de maniere générale, comme dans 'article de Sutherland
[79]. Considérons un systéme possédant plusieurs états, formant ’ensemble
S, et soumis a l'observation de deux observateurs : chaque observateur asso-
cie a chaque état du systeme une valeur, résultat de I'observation, ce qui per-
met de définir pour chaque observateur ’ensemble des valeurs observables.
Les flux d’informations peuvent se définir indirectement ainsi, a partir de la
notion d’indépendance :

les observations des deux observateurs sont indépendantes si
pour toutes valeurs d; et do observables respectivement par le
premier et le second observateur, il existe un état de S dont ’ob-
servation par le premier observateur donne §1, et par le second,
da.

Si leurs observations sont dépendantes, alors il existe deux valeurs obser-
vables 01 et d5 pour lesquelles il n’existe aucun état de S conduisant aux
observations respectives de 41 et do. Dans ce cas, dans un état donné du
systeme, si le premier observateur observe 01, il en déduit que le second ob-
servateur n’observe pas ds : il existe donc un flux d’informations du second
observateur vers le premier.

A cette condition d’indépendance, il est souvent préféré celle de non-interfé-
rence, plus forte :

les observations du premier observateur n’interferent pas avec
celles du second si le second observateur n’observe qu’une unique
valeur.
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Cette définition se comprend mieux si on considere que le systeme est un
programme, acceptant une valeur en entrée, observée par le premier obser-
vateur, et produisant un résultat, observé par le second observateur® : elle
signifie alors que le résultat observable ne dépend pas de la valeur en entrée,
autrement dit que I’observation du résultat respecte la confidentialité de la
valeur en entrée. Sous cette forme, on retrouve la définition de 'indépen-
dance donnée par Cohen dans [19]7, et celle de la non-interférence donnée
par Volpano, Smith et Irvine dans [84], qui reprennent le terme utilisé par
Goguen et Meseguer dans [29] pour décrire une propriété de sécurité des
systeémes (d’exploitation) multi-utilisateurs.
Cette propriété de non-interférence est importante, car depuis 'article de
Volpano et al., elle est utilisée pour justifier la correction des analyses sta-
tiques des flux d’informations, présentées généralement sous la forme de
systemes de types, et inspirées peu ou prou du travail fondateur de Denning
[26]. Ces analyses traquent les dépendances, ou bien directes, comme dans
une affectation a une variable, ou le contenu de la variable dépend de la va-
leur affectée, ou bien indirectes, comme dans une alternative, ou les branches
dépendent toutes deux de la condition. On peut lire a ce sujet 'article de
Myers et Sabelfeld [73] qui recense et classe un ensemble exhaustif de tra-
vaux relatifs a I’analyse statique des flux d’informations.
Pour le systeme qui nous intéresse, composé de la machine hote et de ’en-
vironnement formé de code local, le controle des flux d’informations va se
traduire par le respect d’'une propriété d’indépendance, équivalente a une
propriété de non-interférence relative comme celle qui précede a la confiden-
tialité.
On suppose que le programme local, c’est-a-dire I'environnement formé de
code local, est paramétré par la valeur d’un sous-programme, représentant
une ressource dont le contenu doit rester confidentiel : c’est la valeur de ce
parametre local qui va étre observée initialement. Ainsi, un état du systeme
peut étre décrit par :

— la valeur initiale du parametre local,

— le programme mobile, formé du code mobile, qui s’exécute en appelant

le programme local.

50n peut observer d’un résultat sa valeur, mais pas toujours. Les valeurs des types de
base, dits « passifs », comme les entiers, les booléens, sont observables. Au contraire, les
valeurs des types « actifs », comme les types des fonctions ou des objets, ne le sont pas :
I’observation se limite alors a la terminaison du programme. Par la suite, on entend par
résultat observable ce qu’on peut observer du résultat.

"Cette référence, peu connue, est citée dans l’article de Sabelfeld et Sands [74], d’ou
nous la reprenons.
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D’un état on observe :

— d’un point de vue local, la valeur initiale du parametre local,

— d’un point de vue extérieur, ’exécution du code mobile dans 'envi-
ronnement local, par exemple en n’en retenant que la valeur du pro-
gramme mobile et son résultat d’exécution.

La propriété de sécurité a vérifier concerne la confidentialité du contenu de la
ressource, et s’exprime donc simplement par I'indépendance entre les obser-
vations des valeurs du parametre local et celles des exécutions. Clairement,
elle est équivalente a la propriété suivante, utilisant la non-interférence :

pour tout programme mobile, les observations des valeurs du
parametre local n’interferent pas avec les observations des exé-
cutions du programme mobile appelant le programme local.

Si I’on n’observe d’une exécution que son résultat final, la propriété de confi-
dentialité peut donc s’exprimer sous la forme suivante, par définition de la
non-interférence :

pour tout programme mobile, pour tout couple de valeurs §; et
do du parametre local, ’exécution du programme mobile donne
le méme résultat observable lorsqu’il appelle le programme local
dont le parameétre vaut 61 que lorsqu’il appelle le programme
local dont le parametre vaut do.

Si I’'on remarque que le programme mobile, en appelant le programme local,
peut le placer dans n’importe quel contexte d’utilisation®, on peut récrire
cette propriété ainsi :

pour tout contexte d’utilisation M, pour tout couple de valeurs
initiales d1 et do du parametre local, ’exécution dans le contexte
M du programme local dont le parametre vaut d; donne le méme
résultat observable que celle du programme local dont le para-
metre vaut 9.

Une définition en des termes purement sémantiques se dessine. La séman-
tique opérationnelle, qui associe a tout programme le résultat de son exécu-
tion, induit une équivalence entre programmes, dite contextuelle et définie
ainsi :
deux programmes sont équivalents contextuellement si placés
dans n’importe quel contexte d’utilisation, ils donnent le méme
résultat observable.

Finalement, la propriété de confidentialité s’exprime ainsi :

80n néglige le fait que le programme local puisse diverger.
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pour tout couple de valeurs initiales §1 et do du parametre lo-
cal, le programme local dont le parameétre vaut d; est équivalent
contextuellement au programme local dont le parametre vaut ds.

A ce stade, il est bénéfique de modéliser le raisonnement précédent. Tout pro-
gramme mobile s’exprime sous la forme d’une fonction qui & un parametre x
représentant ’environnement local associe le programme M[z], M étant un
contexte d’utilisation pour le parametre x. Si 'on note L[] le programme
local dont le parametre vaut d, alors ’exécution du code mobile dans I’envi-
ronnement local peut étre modélisée par ’exécution du programme MIL[J]].
La derniere propriété de confidentialité s’exprime donc sous la forme sui-
vante :

pour tout couple de valeurs initiales §; et do du parametre lo-
cal, le programme local L[;] est équivalent contextuellement au
programme local L[02].

Cette caractérisation utilisant I’équivalence contextuelle justifie aussi 1'uti-
lisation d’une sémantique dénotationnelle, qui associe a chaque programme
une dénotation, description abstraite du résultat de son exécution : en effet,
une sémantique dénotationnelle, pour étre utile, doit au moins étre adéquate,
ce qui signifie qu’elle doit abstraire correctement, précisément que deux pro-
grammes ayant méme dénotation sont équivalents contextuellement ; si la
réciproque est également vérifiée, la sémantique dénotationnelle est alors
completement adéquate’. On peut donc reformuler la propriété de confi-
dentialité en remplacant I’équivalence contextuelle par I’équivalence dénota-
tionnelle pour obtenir une condition suffisante ou équivalente, suivant que
la sémantique dénotationnelle est adéquate ou completement adéquate, ce
qui donne dans notre modele la condition suivante :

pour tout couple de valeurs initiales 41 et do du parametre local,
les programmes locaux L[d1] et L[d2] ont la méme dénotation.

C’est cette voie qui est empruntée par Abadi, Banerjee, Heintze et Riecke
dans [2], d’une part, par Sabelfeld et Sands dans [74], d’autre part, bien
qu’elle le soit dans un but différent du notre : ces deux articles cherchent a
décrire les flux d’informations au sein d’un programme donné, sans le placer
dans un quelconque contexte, si bien que le rapport entre les équivalences
dénotationnelle et contextuelle n’est pas évoqué. Nous retenons cependant
que pour exprimer la condition précédente, ces deux articles proposent une
interprétation relationnelle s’appuyant sur la sémantique dénotationnelle,

9« Fully abstract » en anglais.
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qui semble dans ce cas mieux adaptée qu’une sémantique opérationnelle.
Précisément, soit A la relation binaire entre dénotations définie ainsi :

le couple (d1, d2) appartient & A si d; et do sont deux dénotations
de valeurs possibles pour le parametre local.

Notons p le parameétre local et [L[p]],.q) la dénotation du programme local
obtenue en interprétant le parametre p par une dénotation quelconque d.
Il est alors possible de donner une interprétation relationnelle, en liant le
parametre p non plus & une dénotation mais a la relation binaire A entre
dénotations, et en associant a L la relation notée [L[p|](,.a) et définie par :

L a) < {ULP:a)s (Ll e ary) | (di, do) € A}

La propriété de confidentialité s’exprime finalement ainsi :

la relation [L[p]](,.a) est incluse dans la relation diagonale, en-
semble des couples (d, d) pour toute dénotation d.

Notre travail a consisté a reprendre ces développements concernant les
flux d’informations du point de vue des observations a la frontiere. La fron-
tiere est ici entendue de maniere a la fois globale et permanente, dans le
sens ou elle est le lieu de l'interaction entre le programme mobile et son
environnement local, menant & une observation initiale, caractérisée par la
valeur du parametre local, et une observation finale, le résultat observable
de 'exécution du programme mobile dans I’environnement local.

Premiere question générale et préalable a laquelle nous répondons dans
le second chapitre « La sémantique observationnelle » : étant donné un pro-
gramme, que peut-on en observer 7 On consideére ici qu’une observation élé-
mentaire consiste a placer le programme dans un contexte d’utilisation et a
observer le résultat de son exécution. A la question posée, il est possible de
répondre de deux manieres, 'une absolue, mettant ’accent sur les observa-
tions effectivement associées a chaque programme, 'autre relative, mettant
I’accent sur la structure différentielle des observations entre tous les pro-
grammes. C’est cette seconde maniere qui nous intéresse.

Supposons qu’on ait choisi un ensemble de contextes d’utilisation pour réa-
liser les observations. Ce choix induit une relation d’équivalence entre pro-
grammes, deux programmes étant équivalents si dans tout contexte d’utilisa-
tion sélectionné, ils meénent au méme résultat observable. La relation d’équi-
valence la plus fine est évidemment obtenue en choisissant ’ensemble de tous
les contextes d’utilisation : on obtient dans ce cas I’équivalence contextuelle
induite par la sémantique opérationnelle. Peut-on restreindre I’ensemble des
contextes considéré, tout en conservant la méme relation d’équivalence in-
duite, soit I’équivalence contextuelle ? Nous répondons par ’affirmative, dans
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le cas d’un langage purement fonctionnel, le A-calcul paresseux avec appel
par valeur. Pour observer une fonction, il suffit de ’appliquer a tout argu-
ment possible, d’enregistrer 1’observation du résultat, la convergence ou la
divergence, puis en cas de convergence, de recommencer avec le résultat, qui
est une fonction, et ainsi de suite ; autrement dit, on peut se restreindre aux
contextes purement applicatifs.

Nous avons mentionné le fait que pour une sémantique dénotationnelle com-
pletement adéquate, 1’équivalence dénotationnelle est égale a 1’équivalence
contextuelle. Nous montrons alors que grace aux observations ainsi défi-
nies, nous pouvons définir une sémantique dénotationnelle complétement
adéquate, la sémantique observationnelle : la dénotation d’un programme
est simplement son observation.

Comme nous le verrons, ’ensemble de ces résultats est bien connu; aussi,
notre travail consiste surtout en une relecture privilégiant le point de vue
observationnel.

Seconde question, relative au controle des flux d’informations et traitée
dans la premiere partie du troisieme chapitre « Deux analyses de l'envi-
ronnement local » : comment observer I’environnement local de maniere a
déterminer s’il vérifie la propriété de confidentialité ? Rappelons que l’en-
vironnement local est considéré comme un programme local possédant un
parametre et que la propriété de confidentialité exprime que pour tout pro-
gramme mobile, les valeurs initiales du parametre local n’interferent pas avec
les observations du résultat de ’exécution du programme mobile dans l’en-
vironnement local ; plus formellement, si ’on note L[] le programme local
dont le parametre vaut d, on a vu que cette propriété se traduit ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales §; et §o du parametre lo-
cal, le programme local L[;] est équivalent contextuellement au
programme local L[d5],

ou encore en utilisant la sémantique observationnelle,

pour tout couple de valeurs initiales §; et §o du parametre lo-
cal, I'observation du programme local L[d1] est égale a celle du
programme local L[02].

Il reste que cette propriété est difficile & manier en raison de la quantification
universelle portant sur la relation formée des couples de valeurs possibles
pour le parametre local. Aussi, nous proposons d’interpréter abstraitement
la sémantique opérationnelle, le parametre local étant abstrait par une valeur
notée J représentant la relation formée des couples de valeurs possibles pour
le parametre local. Toujours pour le A-calcul paresseux avec appel par valeur,
nous montrons que si le parametre local peut étre remplacé par n’importe
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quel sous-programme, alors la propriété de confidentialité est équivalente a
la suivante :

Pobservation abstraite du programme local L[d] ne fait pas ap-
paraitre 6.

L’observation abstraite est définie relativement a la sémantique opération-
nelle interprétée abstraitement, suivant le méme principe générateur que pré-
cédemment pour la sémantique observationnelle : ainsi, I'observation d’un
programme abstrait est obtenue en I'exécutant abstraitement, en observant
son résultat, et s’il converge, en observant son application a tout argument
possible. La grande différence relativement a l’observation concrete, c’est
que le résultat observable d’une exécution peut étre non seulement comme
précédemment la convergence ou la divergence, mais aussi une variation,
précisément son interprétation abstraite, la valeur §. Ainsi, si ’observation
abstraite du programme local fait apparaitre §, c’est bien que le résultat
dépend de la valeur initiale du parametre local.

Ce critere de confidentialité, obtenu par ’observation abstraite de I’environ-
nement local, induit une méthode permettant d’utiliser pour le code mobile
les analyses statiques des flux d’informations, qui lorsqu’elles s’inspirent du
travail pionnier de Denning dans [26], s’appuient sur la méme interprétation
abstraite : a notre connaissance, toutes ces analyses ont été développées pour
décrire les flux d’informations au sein d’un programme donné, sans jamais
considérer la problématique propre au code mobile, ou le programme local,
seul analysable, peut étre placé dans n’importe quel contexte, mobile.

Controler les acces Quelles ressources nécessitent un controle d’acces ?
Vues du langage de programmation, les ressources correspondent généra-
lement & la source des entrées ou a la destination des sorties, comme le
systeme de fichiers ou le réseau. Ce n’est cependant pas nécessaire, comme
le montrent les exemples suivants : on peut souhaiter limiter ’acces a une
fonction, c’est-a-dire restreindre ses possibilités d’application, ou encore limi-
ter 'acces au contenu d’une référence, en lecture ou en écriture. De maniere
générale, les controles d’acces concernent donc les opérations appliquées aux
valeurs du langage.

En particulier avec Java, sont controlés les acces aux méthodes des objets,
qu’elles réalisent ou non des entrées ou des sorties. Le langage Java permet
de définir une politique de sécurité, sous une forme simple : étant donné
un ensemble de sujets!® et un ensemble de ressources, la politique asso-

1 e sl s , el /. . ez .
9Traditionnellement, dans la littérature sécuritaire, on désigne par sujet I'entité active
accédant a un objet, entité passive a protéger, qu’on appelle ici ressource.
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cie a chaque sujet des permissions d’acces aux ressources. Chaque sujet est
chargé d’appliquer la politique aux ressources qu’il controle dans son do-
maine de protection, ensemble de classes qui lui est exclusivement alloué :
ainsi, la politique de sécurité est obligatoire, s’imposant a tous les sujets
lors de I’exécution, mais sa mise en ceuvre discrétionnaire, c’est-a-dire a la
discrétion des sujets dans leurs domaines de protection respectifs. Un acces
est controlé par une vérification préalable de sa permission : le contréleur
d’acces, appelé pour cette vérification, détermine alors si le sujet courant
possede cette permission suivant le politique de sécurité, mais aussi si le su-
jet ayant appelé le sujet courant la possede, et ainsi de suite en remontant
la pile des appels. Le sujet courant peut aussi imposer temporairement au
controleur d’acces de ne pas remonter la pile des appels pour les prochaines
vérifications : il prend donc la responsabilité temporaire d’autoriser I'acces
indirect aux sujets ’ayant appelé.

Cette technique d’inspection de la pile est implémentée dans Java par ins-
trumentation de la machine virtuelle : voir la description de la méthode
checkPermission du controleur d’acces dans les deux articles des concep-
teurs de Parchitecture de sécurité de Java [30] et [31]. Quant aux controles
d’acces, ils sont implémentés par une instrumentation du code, qui introduit
les appels a la méthode checkPermission du controleur d’acces. Wallach,
dont le travail est a 'origine de 1'utilisation de cette technique d’inspection
de la pile, propose dans sa these [85] une autre implémentation, entiere-
ment par instrumentation du code puisqu’elle repose sur une traduction qui
passe effectivement la pile des sujets d’appel en appel'!. Reprenant l'idée
de cette traduction, Pottier, Skalka et Smith développent dans leur article
[71] un systéme de types pour un langage modélisant les aspects sécuri-
taires de Javal? : tout programme bien typé s’exécute sans erreur, au sens
ou chaque controle de permission donne toujours un résultat positif; autre-
ment dit, lors de 'exécution, il est possible de ne pas réaliser les controles.
Suivant un mouvement bien connu, il serait donc possible de substituer aux
controles dynamiques de Java, réalisés pendant ’exécution, des controles
statiques, réalisés avant I'exécution. En réalité, seules les ressources qu’on
peut identifier avant ’exécution peuvent étre concernées : par exemple, lors-
qu’un programme lit le contenu d’un fichier dont le nom ne sera connu qu’a
I'exécution (le nom étant calculé, ou entré par 'utilisateur), seul un controle
dynamique est envisageable.

"Pour reprendre les termes de Wallach, c’est une traduction dans le « security-passing
style » , néologisme concu par analogie avec le classique « continuation-passing style ».

127] s’agit du A-calcul enrichi par des primitives de sécurité, permettant le contréle des
permissions et ’autorisation temporaire d’acces indirect.
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En résumé, nous retenons de cette présentation de ’architecture de sécurité
de Java le principe suivant : les controles d’acces sont réalisés avant 1’ac-
cés, par instrumentation du code, et permettent de vérifier que ’ensemble
des sujets courants obtenu par inspection de la pile possede la permission
suivant la politique de sécurité.

Revenons maintenant & notre problématique : comment controler les ac-
ces du code mobile aux ressources locales?

Dans I'exemple du langage Java, il suffit d’instrumenter le code local pour
réaliser les controles d’acces a I'entrée de chaque méthode a protéger. Lors
de 'exécution, a chaque entrée dans une méthode instrumentée, le contro-
leur d’acces inspecte la pile des appels et donne ou non la permission d’acces
suivant la politique de sécurité; la politique de sécurité, en distinguant deux
sujets, correspondant au code mobile et au code local respectivement, per-
met d’exprimer toutes les variations possibles dans les controles. L’efficacité
de cette programmation défensive repose sur ’encapsulation : chaque objet,
qui encapsule les méthodes permettant d’observer et de modifier son état
interne, peut maitriser les acces a ses méthodes.

Tant qu’il s’agit de controler 'acces aux méthodes, il est clair que cette im-
plémentation des controles reposant sur ’encapsulation fonctionne parfaite-
ment. Cependant, elle ne permet pas de controler I’acces aux références des
objets. Bien siir, si toutes les méthodes d’un objet sont instrumentées, il est
inutile de controler Pacces & sa référence'3. Ainsi, le contréle de acces aux
références se présente comme une alternative a la programmation défensive
utilisant ’encapsulation, alternative qui peut étre choisie pour permettre
par exemple :

— de réutiliser des classes tres utiles, non sécurisées,

— de restreindre les controles a I'exécution, dans le but de 'accélérer.
Dans [83], Bokowski et Vitek proposent de controler I'acces aux références
par confinement!®, voie que nous allons suivre. Pour former une véritable
alternative au controle d’acces par encapsulation, le confinement doit s’ac-

13Généralement, devrait-on ajouter, car on néglige le fait que Java posséde certaines
opérations applicables aux références, comme le test d’égalité ou la conversion du type,
et la possibilité qu’on puisse souhaiter controler 'usage de ces opérations pour certaines
références.

1e confinement pour les langages orientés objets est le sujet actuellement de nom-
breux travaux, comme en témoigne le premier atelier « International Workshop on Alia-
sing, Confinement and Ownership in object-oriented programming (IWACO ’03) ». Un
résultat montré par Banerjee et Naumann dans [10] révele 'importance de la question.
1l ’agit d’une propriété d’indépendance relativement aux implémentations (ou aux repré-
sentations des données) confinées : une implémentation confinée peut étre changée en une
implémentation équivalente sans changer le résultat du programme.
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compagner d'un contréle du code local, permettant de vérifier 'utilisation
des références confinées dans I’environnement local.

Pour bien comprendre ces différentes formes de contréle, un exemple typique,
proche de notre exemple liminaire, va nous éclairer ; il nous a été inspiré par
un cas réel, a l'origine d’une faille de sécurité, cas relaté dans l'article de
Bokowski et Vitek [83, §3].

Considérons un objet r représentant une ressource, muni de deux méthodes,
I'une pour modifier son état, muto, ’autre pour 'observer, lego ; la politique
de sécurité stipule que la méthode muto de la ressource doit étre controlée
d’une certaine maniere, alors qu’aucun controle n’est nécessaire pour la mé-
thode lego. Supposons que 'environnement doive implémenter une méthode
permettant d’observer ’état de la ressource.

Si cette méthode renvoie la référence de r, plus rien n’empéche 'appelant
de modifier I’état de r; c’est 1la que résidait I’évidente faille de sécurité.
Premiere solution, par encapsulation : ajouter le contréle d’acces dans la
méthode muto de r, sans modifier I’environnement.

Seconde solution, transformer I’environnement en une facade!'® pour la res-
source r, composée d’'une méthode retournant le résultat de I'appel de la
méthode lego de r; les appels de la méthode muto de r sont contrélés dans
le code de I’environnement afin de vérifier la politique de sécurité; si la
référence de r est confinée dans ’environnement, aucun autre appel de la
méthode muto de r ne peut exister dans le code.

Jusqu’a maintenant, nous n’avons pas élucidé le rapport entre les controles
d’acces dans le code et la politique de sécurité, propriété globale de I'exé-
cution. Dans [41], Jensen et al. proposent ainsi une modélisation d’un pro-
gramme par un graphe de controle ne retenant que les appels de méthodes et
les controles de permissions, et permettant de simuler abstraitement 1’exé-
cution du programme, en particulier la pile des appels; il est alors pos-
sible de vérifier si le graphe de controle vérifie une politique de sécurité,
exprimée sous la forme d’une propriété portant sur les traces d’exécution.
Cette premiere étude est prolongée par celle de Besson et al. [15], ou ce
n’est plus un programme entier qui est modélisé, mais une bibliotheque de
programmes, afin de permettre une approche modulaire de la vérification.
L’analyse du modele de la bibliotheque produit alors une contrainte portant
sur le contexte d’utilisation de la bibliotheque, qu’il suffit de satisfaire pour
vérifier la politique de sécurité. Cette derniere approche est adaptée au code
mobile, puisque seul ’environnement local peut étre modélisé et analysé.

1 . . . N o
°Tl ’agit d’un « pattern » de conception bien connu, correspondant & la création d’une
interface de haut niveau pour différents services internes.
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Comme l'analyse statique déja vue, la modélisation utilisée dans ces deux
derniers articles convient bien pour les controles concernant des ressources
connues avant I'exécution.

Par la suite, afin d’éviter la question difficile des rapports entre les controles
dans le code et la politique de sécurité, propriété globale de ’exécution, on
ne détaille pas la nature des controles réalisés : on suppose seulement que le
code est instrumenté de maniere a vérifier une certaine politique de sécurité.

Nous nous proposons dans la seconde partie du troisieme chapitre « Deux
analyses de l’environnement local » d’étudier la question du confinement,
question pendante jusqu’a maintenant. Nous ’étudions de deux manieéres,
générale d’'une part et appliquée au controle d’acces d’autre part, manieres
que nous présentons maintenant. Nous revenons a notre modele, I'exécution
d’un programme mobile dans un environnement local.

Considérons un ensemble de valeurs du langage, représentant des ressources
et devant étre confinées au code local. Lors de I'exécution, des opérations
peuvent étre appliquées a ces valeurs : par exemple, en Java, les valeurs sont
des références d’objets, et elles sont utilisées pour appeler les méthodes des
objets. On définit le confinement ainsi : une valeur est dite confinée a I’envi-
ronnement local si lors de ’exécution de tout programme mobile, seules des
opérations appartenant au code local lui sont appliquées. Autrement dit, le
code mobile n’opére pas directement sur une valeur confinée au code local.
Cette définition du confinement nous conduit donc & une nouvelle notion de
frontiere, locale et dynamique, qui comprend toutes les interactions ou le
code mobile opeére sur des valeurs du code local.

Afin de vérifier la propriété de confinement, nous cherchons idéalement a
déterminer les valeurs du code local sur lesquelles le code mobile opere. Pra-
tiquement, nous nous livrons & une approximation, puisque plutot qu’a la
détermination des valeurs, nous nous limitons a celle de leur type. Nous uti-
lisons donc un langage typé, le A-calcul enrichi de références, permettant la
manipulation d’objets en mémoire et entrainant ainsi des effets de bord, ce
qui complique les interactions possibles. Nous pouvons étendre aux types la
notion de confinement : un type est confiné au code local si toute valeur
de ce type est confinée au code local. Inversement, un type est accessible
a partir de 'environnement s’il existe un programme mobile pouvant accé-
der a une valeur du type considéré et d’origine le code local. A partir de
I’étude de la frontiere entre le code mobile et le code local, nous montrons
alors la majoration suivante de ’ensemble des types accessibles a partir de
I’environnement :

si un type est accessible a partir de ’environnement, c’est qu’il
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apparait dans le type de I’environnement en une occurrence po-
sitive, ou sous la garde du constructeur des types de références.

Cette majoration, qui ne dépend que du type de ’environnement, est opti-
male au sens suivant :

pour tout type A apparaissant dans un type L en une occurrence
positive, ou sous la garde du constructeur des types de références,
il existe un environnement local de type L tel que le type A est
accessible a partir de cet environnement.

Cette caractérisation des types accessibles résout une conjecture de Leroy
et Rouaix dans [49, §5.1, p. 397], article dont nous nous inspirons pour l’ap-
plication du confinement aux contréoles d’acces. Dans cet article, les auteurs
proposent (entre autres) de fonder les controles d’acces non sur ’encapsula-
tion, mais sur le confinement et le contréle local des opérations réalisées sur
les ressources confinées : cette solution repose donc sur ’abstraction procé-
durale que constitue ’environnement local.
Le controle des opérations s’effectue a leur utilisation; ainsi, en Java, les
controles dans le code local seraient placés exactement comme dans I’exemple
précédent, soit a 'appel d’une méthode d’un objet dont la référence est confi-
née, et non dans la méthode appelée. Dans [49, §5.1], pour un langage voisin
du notre, Leroy et Rouaix proposent un schéma d’instrumentation du code
local permettant de controler les acces du code local aux ressources a pro-
téger, et montrent que si aucun type d’une ressource a protéger n’apparait
dans le type de l'environnement local, alors le confinement est vérifié, si
bien que I'exécution de tout programme mobile dans ’environnement local
est stre. La condition portant sur le type de ’environnement local peut étre
affaiblie, grace a notre étude précédente : le confinement est vérifié si aucun
type d’une ressource a protéger n’apparait en mauvaise position dans le type
de ’environnement.
Avec cette approche, le controle des acces s’appuie donc :

— sur le confinement au code local des ressources a protéger,

— sur 'instrumentation du code, pour controler dans le code local les

opérations appliquées aux ressources a protéger.

Il nous reste a nous préoccuper de l'instrumentation du code. Plutét que
définir, comme dans l’article de Leroy et Rouaix (cf. [49, §5.1]), un schéma
d’instrumentation du code permettant de vérifier une politique de sécurité
particuliere, nous préférons introduire des opérations instrumentées, en fai-
sant abstraction du détail de leur instrumentation : elles sont donc supposées
garantir ’application de la politique de sécurité. Il s’agit de vérifier que l'ins-
trumentation est correctement réalisée au sens suivant : pendant ’exécution
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d’un programme instrumenté, seuls les opérateurs instrumentés peuvent ac-
céder aux ressources a protéger. Nous proposons de vérifier statiquement la
correction de I'instrumentation par un systeme de types étiquetés. Sa forme
est tout a fait classique, puisque c’est par exemple une restriction du systeme
de types du « SLam Calculus »'6 (cf. [34]), le langage concu par Heintze et
Riecke pour permettre d’exprimer en son sein méme une politique de sécu-
rité et de controler statiquement son application par son systeme de types.
Pour le confinement, nous utilisons une propriété importante de ce systéeme
de types, I'existence d’une relation de sous-typage, qui exprime la possibilité
de convertir une valeur qui ne nécessite pas de protection en une valeur a
protéger. Nous montrerons que pour confiner, il suffit de convertir, ce qui
mettra en évidence la relation entre la conversion et la notion de frontiere
que nous avons définie et étudiée précédemment.

En résumé, nous proposons deux criteres de sécurité pour l'exécution de
code mobile; ils résultent d’analyses de I’environnement local et s’appuient
sur deux définitions de la frontiere entre le code mobile et ’environnement
local,

— la premiere adaptée au controle des flux d’informations entre le code

mobile et les ressources a protéger,

— la seconde adaptée au controle du confinement des ressources a proté-

ger.

Questions méthodologiques Nous n’avons pas jusqu’a maintenant porté
notre attention sur les questions méthodologiques. Les objets manipulés au
cours de ce travail ont présenté bien souvent une caractéristique commune,
a savoir une structure arborescente éventuellement infinie en profondeur.
Citons quelques exemples :

— P'observation d’un programme, telle que nous ’avons définie,

— le calcul infini d'un programme ne terminant pas, tel qu’on peut le
décrire avec une sémantique opérationnelle,

— I’état de la mémoire d’un programme en Java, ou des objets contiennent
des méthodes se référant a d’autres objets, si bien que le référencement
(indirect) peut devenir circulaire.

Pour définir ces objets infinis, nous avons privilégié une approche équation-
nelle; pour raisonner sur ces objets infinis, nous avons privilégié une ap-
proche déductive. Précisément, dans le premier chapitre « Représenter par
des arbres », nous étudions successivement

16Crest acronyme de « Secure A-Calculus ».
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— les systemes d’équations récursives sur les arbres, afin d’obtenir un
moyen simple de définir des arbres éventuellement infinis en profon-
deur, en particulier des preuves,

— les systemes d’inférence, en particulier leur interprétation co-inductive,
qui autorise des preuves infinies en profondeur, et nous permet de
raisonner simplement sur des objets infinis.

L’approche déductive, qui s’appuie sur I'utilisation des systemes d’inférence
et des preuves qu’ils admettent, est peu utilisée, bien qu’elle soit souple et
intuitive. Nous essayons de combler cette lacune dans ce chapitre métho-
dologique, en 'adoptant systématiquement, dans le but de la comparer a
I’approche classique par points fixes.

Finalement, la these se compose de trois chapitres. Le troisieme chapitre
expose en détail les deux analyses que nous venons de présenter, concernant
respectivement la confidentialité et le confinement. Les deux premiers cha-
pitres sont méthodologiques, et peuvent étre lus indépendamment de toute
préoccupation sécuritaire ; de ce fait, ils bénéficient chacun d’une longue in-
troduction, exposant en détail leur problématique propre. Il est possible de
lire cette these en lisant les introductions des chapitres un et deux, puis le
chapitre trois, en revenant lorsque c’est nécessaire aux deux premiers cha-
pitres.

Résumons le contenu des trois chapitres :

— le premier chapitre « Représenter par des arbres » présente les tech-
niques utilisées dans les deux chapitres suivants; s’y ajoutent des ré-
sultats et des généralisations permettant de comparer I’approche dé-
ductive a 'approche classique par points fixes

— le second chapitre « La sémantique observationnelle » concerne 1’obser-
vation des programmes et son lien avec la sémantique dénotationnelle ;
cette étude est menée a partir du A-calcul paresseux avec appel par
valeurs ;

— le troisieme chapitre « Deux analyses de I’environnement local » concerne
les deux analyses de sécurité, garantissant respectivement la confiden-
tialité et le confinement des ressources; il est précédé d’une intro-
duction technique, expliquant la méthode commune utilisée pour ces
analyses. Noter que pour I’étude du confinement, le A-calcul est enri-
chi de références, permettant la manipulation d’objets en mémoire, et
devient typé.

La conclusion reprend I’ensemble des résultats, en essayant d’esquisser des
extensions possibles. On s’intéresse plus particuliérement a la question de
savoir si les techniques retenues pour ce travail conservent leur efficacité
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lorsque les langages de programmation utilisés sont étendus de maniere a
modéliser plus completement des langages comme Java.
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Chapitre 1

Représenter par des arbres

Sommaire
1.1 Définir desarbres ... ............... 44
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1.1.2  Résoudre des systemes d’équations récursives . . . 49
1.1.3 Des équations avec des opérations . . .. .. ... 57
1.2 Raisonner sur les objets infinis . . ... ... .. 67
1.2.1 Prouver dans un systéeme d’inférence . . . . . . . . 68
1.2.2 Comparer des arbres . . . . . . ... ... ..... 79
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Le chapitre suivant définit différentes sémantiques d’un langage de pro-
grammation élémentaire, le A-calcul paresseux, et utilise largement les mé-
thodes présentées ici. C’est une approche syntaxique qui est suivie pour
définir ces sémantiques : partant d’une sémantique opérationnelle, on définit
ce que peut étre 'observation d'un programme, et on montre que ces obser-
vations permettent de définir une sémantique dénotationnelle completement
adéquate, la sémantique observationnelle. Tout au long de ce chapitre, on
rencontre des objets infinis, au sens de structures arborescentes non fon-
dées, comme l'observation d’un programme ou une preuve de divergence.
Plus simplement, si on considere comme au troisieme chapitre la sémantique
opérationnelle du A-calcul enrichi de références permettant la manipulation
d’objets en mémoire, on s’apercoit qu'un état sémantique présente cette
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structure arborescente non fondée. Dans cet exemple que nous détaillons
dans cette introduction, la sémantique s’exprime sous la forme d’une rela-
tion de transition entre des états'. Un état sémantique est une abstraction
de 'état de la mémoire lors de I'exécution d’un programme (d’ou le terme
opérationnel). Pour aller vite, un état de la mémoire contient :

— les instructions du programme, parmi lesquelles se distingue I'instruc-

tion courante,

— le contenu des objets créés pendant 1’exécution.

Quelle est la structure d’un tel état sémantique ?
Prenons 'exemple d’un programme écrit en Java. Une instruction mani-
pule des références (ou adresses) d’objets créés en mémoire pour pouvoir y
accéder, et un objet contient des instructions dans ses méthodes. Ainsi, il
peut référencer d’autres objets et en particulier s’auto-référencer (directe-
ment ou non), si bien qu’on peut considérer que I'état sémantique possede
une structure arborescente éventuellement infinie en profondeur, lorsqu’on
déplie ces références ; certes, dans ce cas particulier, cette structure peut étre
représentée de maniere finie, grace a sa régularité.

Comment raisonner sur un tel état sémantique ?
Voyons 'exemple de la streté du typage pour des langages typés statique-
ment, propriété éminemment souhaitable, puisqu’elle affirme que tout pro-
gramme bien typé ne provoque pas d’erreur de type. Par exemple, pour le
langage Java, une erreur de type est la sélection d’'un champ ou d’une mé-
thode pour un objet qui en est dépourvu.
Classiquement, pour démontrer la streté du typage avec une sémantique opé-
rationnelle, on montre que la propriété de typage se préserve par transition
(grace & un théoréme de réduction du sujet?) et qu’un état sémantique bien
typé ne provoque pas d’erreur. On conclut qu'un programme bien typé ne
provoque pas d’erreur par récurrence sur la suite des transitions a partir de
I’état initial, formé du programme bien typé. Cette méthode de démonstra-
tion est reprise pour le langage fonctionnel et impératif du troisieme chapitre
(cf. p. 231).
Pour prouver le théoreme de réduction du sujet, on définit un systeme de
types pour les états sémantiques, et on essaie de montrer la préservation de
la validité d’un jugement de typage dans ce systéeme apres réduction du su-
jet. Si la structure de ’état sémantique n’est pas fondée, il est impossible de
construire une preuve de typage dans ce systeme par récurrence structurelle

'On considére donc une sémantique opérationnelle « small step » (& petit pas, suivant
lexécution), et non « big step » (& grand pas, donnant directement le résultat).

2Cette terminologie est relative au jugement de typage, ot le sujet est ’état sémantique,
I'objet étant le type.
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sur ’état. Deux solutions ont été apportées a ce probleme :

1. une représentation bien fondée de I’état sémantique est utilisée, et on
peut dans ce cas recourir a la récurrence structurelle,

2. on interprete de maniere co-inductive le systeme de types.

L’interprétation co-inductive consiste a définir ’ensemble des jugements de
typage valides comme étant le plus grand point fixe de I’'opérateur d’inférence
associé au systeme de types, et non le plus petit point fixe. Dans ce cas,
pour montrer que des jugements de typage sont valides, il suffit de montrer
la densité de leur ensemble. L’approche co-inductive, permettant d’éviter
de recourir a une quelconque représentation, est plus directe, mais moins
intuitive, ne s’appuyant pas sur des preuves. Par la suite, nous essayons de
réunir le meilleur des deux approches : l'utilisation de preuves, proche de
Iintuition, et l'interprétation co-inductive, généralisant l'inductive au cas
des objets infinis. La solution est simple :

les objets infinis nécessitent des preuves infinies.

Si nous avons traité 'exemple de la streté du typage, c’est par fidé-
lité historique, dans la mesure ou c’est dans une telle démonstration que le
terme de co-induction a été utilisé pour la premiere fois en informatique, et
ou les démonstrations de ce résultat utilisent I’'une ou ’autre des techniques
précédentes, lorsque les langages sont suffisamment expressifs. De plus, les
travaux sur cette question sont nombreux. C’est qu’en effet le typage sta-
tique a pour but fondamental d’éviter toute erreur de type a l’exécution :
telle est en tout cas l'opinion communément admise, comme en témoigne
Particle didactique « Type Systems » de Cardelli [18]. Pour un langage typé
statiquement, la siireté du typage garantit que ce but est atteint. Pour des
langages de bas niveau, privilégiant ’efficacité, au détriment de ’abstrac-
tion, comme le langage C par exemple, le typage statique n’est pas stur. Pour
des langages de haut niveau comme Java ou ML, qui manipulent des entités
abstraites, la stureté du typage est acquise.

Pour Java, cette propriété a été recherchée des la conception®, et elle a été
par la suite montrée, par exemple par Drossopoulou et al. ([27]). Dans cet
article, c’est la représentation finie de 1’état sémantique qui est utilisée.

Pour ML, la situation s’avere plus intéressante d’un point de vue métho-
dologique, car de nombreux travaux ont été consacrés a la sireté de son
systeme de types, qui autorise le polymorphisme. On pourra consulter ’in-
troduction de Darticle de Wright et Felleisen [86] pour une revue complete

30n trouve dans la spécification la description informelle des régles de typage bien
connues.



28 Chapitre 1. Représenter par des arbres

des méthodes utilisées. Si l'on s’intéresse aux principaux travaux concernant
le noyau fonctionnel augmenté de références, alors, conformément a notre
description précédente, il est effectivement possible de les répartir en deux
groupes :

— d’un coté, I’étude initiale de Milner et Tofte*, suivie par celle de Talpin
et Jouvelot [80], ou la co-induction est utilisée,

— de l'autre, toutes les autres études (par exemple celles de Leroy [46]
et Harper [33], qui mentionnent explicitement 1’avantage d’une repré-
sentation finie sur la co-induction).

Noter que la démonstration que nous donnons au troisieme chapitre tombe
aussi dans cette seconde catégorie, ce qui confirme cette tendance.

Revenons aux objets infinis rencontrés dans notre exemple : ils corres-

pondent ou bien a des termes, au sens large (les états sémantiques), ou bien
a des preuves. Dans les deux cas, ils peuvent étre représentés concretement
par des arbres, dont des branches peuvent étre infinies. Explorer les possi-
bilités de représentation par arbres, telle est 1’idée centrale de cette partie
méthodologique. En premier lieu, on va déterminer un moyen pour définir
des arbres : ce sera par la résolution de systemes d’équations récursives.
En second lieu, on montrera que raisonner, c’est prouver : I'induction et la
co-induction, tant dans un systeme d’inférence que dans un treillis complet,
seront caractérisées en utilisant des arbres de preuves, plutét que des points
fixes.

Equations récursives et arbres Comment définir des arbres, éventuelle-
ment infinis en profondeur ? Nous répondons : par des systemes d’équations
récursives.

Par exemple, considérons la signature formée de deux symboles, 0 et S,
d’arité zéro et un respectivement, représentant la valeur nulle et la fonction
successeur. Elle permet d’engendrer librement ’ensemble des entiers natu-
rels, qu’on peut représenter sous la forme d’arbres, ou mieux, en notation
préfixe, de mots, de la maniere suivante : 0, S0, S50, etc. Le premier ordi-
nal limite, w, peut étre représenté par un mot infini, noté S...S..., ou S¥,
en notation préfixe, et ce mot est 'unique solution de I’équation x = S x.

4Dans sa thése [81], Tofte attribue & Milner I'idée d’utiliser la co-induction, principe pré-
senté par ailleurs dans un article commun [56]. Dans ce dernier, le terme de « co-induction »
est forgé pour la premiere fois pour indiquer la méthode duale de I'induction ; ce sont les
fermetures des fonctions récursives qui justifient 1'usage de la co-induction, jouant le méme
role que les références dans notre exemple. L’idée de la co-induction remonte & des tra-
vaux précédents de Milner, concernant la bisimilarité de processus concurrents, comme
nous allons le voir plus loin.
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Evidemment, une équation de la forme z = x n’admet pas une unique solu-
tion, mais une infinité. Ainsi, seules les équations gardées sont considérées,
soit des équations de la forme

ou le membre droit f(...) est un arbre gardé par un symbole fonctionnel, f,
et non par une inconnue. Une solution est une valuation, application asso-
ciant a toute variable inconnue un arbre, qui vérifie les équations apres qu’on
a substitué aux inconnues les arbres associés par la valuation. On montrera
par la suite l'existence et I'unicité de la solution de systemes d’équations
récursives gardées. Nous traitons deux cas, qui se distinguent par les arbres
considérés, d’'une part, les arbres étiquetés, sans aucune contrainte de for-
mation, d’autre part, les arbres respectant une signature a plusieurs sortes
(des termes, donc).

Par souci de simplification, nous avons cherché une formulation unique de ces
deux cas, en décrivant les arbres étiquetés comme des arbres respectant une
certaine signature, ce qui nous a imposé d’étendre la définition habituelle
des signatures : en effet, les arbres étiquetés peuvent étre de degré infini,
ce qui n’est pas le cas d'un terme respectant une signature classique. Notre
définition des signatures est directement inspirée de ’approche catégorique
de I’algebre universelle, ou les signatures sont remplacées et généralisées par
des foncteurs. Reprenons I'exemple de la signature formée de deux symboles,
0 et S, d’arité zéro et un respectivement, représentant la valeur nulle et la
fonction successeur. A cette signature, dans la catégorie des ensembles, on
peut associer le foncteur F' défini par F(X) =1+ X, ou 1 est un ensemble
singleton. Une algebre sur la précédente signature devient une algebre du
foncteur F', soit un couple formé d’un ensemble A et d’une application ¢ de
F(A) dans A : les restrictions de ¢ & 1 et A donnent l'interprétation respec-
tivement de 0 et .S. Généralement, pour une signature a une seule sorte, le
foncteur F' aura donc une forme polynomiale :

F(X)=3%;XI1,

ol f parcourt I'ensemble des opérations de la signature et j; représente
I’arité de f. Notre généralisation consiste a considérer des formes polyno-
miales plus générales, puisqu’admettant des produits cartésiens quelconques :

F(X)=%;X"r,

ol pour chaque opération f, Jy est cette fois-ci un ensemble, et non un en-
tier.
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Les résultats élémentaires évoqués concernant la résolution des équations
récursives sont évidemment bien connus, mais sont néanmoins le point de
départ de développements conséquents. Ainsi, les systemes d’équations por-
tant sur les arbres infinis ont été particulierement étudiés par Courcelle (cf.
[21] par exemple), et c’est la théorie des schémas de programmes® qui récla-
mait une telle étude préliminaire.
Le terme de garde est surtout utilisé dans la description des processus
concurrents par des équations récursives, de maniere analogue a notre propre
utilisation (cf. par exemple l'ouvrage de Baeten et Weijland [9, §2.3]); de
méme, dans la théorie des types, considérée comme une théorie de définitions
inductives et co-inductives, les termes infinis des types co-inductifs sont in-
troduits par des équations récursives gardées, les types co-inductifs servant
généralement a décrire des processus (cf. I'article de Coquand [20], pour la
premiere utilisation de cette notion en théorie des types).

Les systemes d’équations récursives ne sont pas faciles a manier en I’état.
En particulier, ils ne permettent pas de prendre en compte facilement I’action
d’opérations définies sur les arbres. Par exemple, considérons un systeme de
la forme

Supposons qu’on s’apergoive que la valuation recherchée ne vérifie pas la
premiere équation, mais une équation voisine, de la forme

z=f(...aly)...),

ou les occurrences de y ont été transformées en I’application a y de I'opéra-
tion unaire o définie sur I’ensemble des arbres. Pour retrouver un systeme
auquel les résultats précédents d’existence et d’unicité s’appliquent, on est
obligé de modifier I'équation (y = ay), pour y reporter 'action de «, ce qui
peut entrainer de nouvelles modifications pour les équations des inconnues
apparaissant dans a,. Evidemment, pour que ce procédé soit correct, o doit
vérifier certaines conditions. On cherche donc a montrer un théoreme d’exis-
tence et d’unicité de la solution pour des systemes ou des opérations entre
arbres interviennent dans les équations, théoreme valable pour un ensemble
d’opérations vérifiant certaines conditions.

Le lecteur intéressé par ce sujet pourra consulter l'article synthétique de Courcelle
[23], et en particulier les notes historiques concluant I’'article (p. 488).
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Une premieére solution consiste & considérer les opérations comme des éti-
quettes, en 'occurrence des symboles fonctionnels, et a réaliser le quotient
de I'ensemble des arbres par une congruence, de telle maniere que chaque
classe d’équivalence contienne une unique forme normale, un arbre sans opé-
ration, représentant le résultat du calcul de chaque arbre de la classe. C’est la
voie empruntée par Courcelle, dans [22]° : la congruence, définie initialement
comme la plus petite congruence vérifiant certaines équations sur les arbres
finis, est étendue aux arbres infinis, en calculant la forme normale d’un arbre
infini comme la borne supérieure des formes normales des arbres finis ’ap-
prochant, approximation se définissant a partir de la relation d’ordre « est
moins défini que » (la définition de cette relation se trouve dans le paragraphe
suivant). Dans ce cas, la condition de garde n’est pas suffisante pour assurer
I'unicité de la solution. Par exemple, considérons la signature contenant en
plus de la valeur de non-définition 1, un symbole d’arité un, le constructeur
¢, et adjoignons a cette signature I’opération unaire qu’on souhaite utiliser
dans les équations, soit le destructeur d. Définissons la congruence a partir
des équations d L = | et d(c(e)) = e, pour tout terme fini e; les formes
normales finies sont de la forme ¢ 1, la seule forme normale infinie étant
. Clairement, 1’équation z = d(c(x)) admet une infinité de solutions, bien
qu’elle soit gardée.

Comme notre intention est plutot de conserver des équations gardées, et de
qualifier les opérations autorisées dans de telles équations, ce n’est pas cette
solution que nous avons adoptée. Notre solution est issue d’un transfert :
elle provient en effet du développement d’une théorie des ensembles, sans
I’axiome de fondation, remplacé par un axiome, dit d’anti-fondation, affir-
mant 'existence et 'unicité de la solution de certains systéemes d’équations
récursives sur les ensembles : c’est cette possibilité de résoudre des équa-
tions récursives qui est a 'origine de I'intérét pour cette théorie, présentée
en détail dans 'ouvrage d’Aczel [7]. Les équations considérées sont de la
forme x = {...y...}; si on représente les ensembles par leur structure ar-
borescente, définie a partir de la relation d’appartenance, I'’analogie avec les
équations gardées sur les arbres devient claire. Ainsi, ’équation précédente
se récrit sous la forme x =3 (...y...) : 'étiquette de garde > est I’étiquette
utilisée pour les ensembles non vides, les sous-arbres sous cette étiquette
représentant les éléments de ’ensemble. Dans l'ouvrage de Barwise et Moss
[13], concernant des applications de cette théorie des ensembles, la méme
préoccupation que la notre se retrouve : autoriser des opérations dans les

Les cing premieéres pages décrivent précisément le contenu de I’article, et pourront
compléter utilement notre breve présentation.
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équations (cf. [13, p. 239]). Nous avons donc adapté et généralisé la solution
qui y est proposée.

Le membre droit d’une équation peut désormais comporter des opérations
autorisées. Cependant, afin de pouvoir définir facilement la solution d’un sys-
teme, il est nécessaire d’imposer une condition portant sur 'utilisation des
opérations autorisées. Barwise et Moss dans [13, p. 239] imposent d’utiliser
les opérations en les appliquant uniquement a des variables. Nous relachons
cette contrainte en permettant de construire inductivement les membres
droits des équations a partir de ce cas de base, suivant les deux regles de
construction suivante :

— si (a;); est une famille de membres droits, alors pour toute étiquette

f, f(a;); est aussi un membre droit,
— si (a;); est une famille de membres droits, alors pour toute opération
autorisée «, a(a;); est aussi un membre droit,

Dans ce cas, une solution d’un tel systeme est une valuation vérifiant les
équations apres qu’on a remplacé les inconnues par les arbres associés par
la valuation et effectué I’évaluation des opérations. Nous nous intéressons
alors a la résolution d’un systeme d’équations gardées, c’est-a-dire dans les-
quelles toute inconnue est gardée par au moins une étiquette : nous cher-
chons a déterminer des conditions portant sur les opérations autorisées dans
les équations, suffisantes pour assurer ’existence et 1’unicité d’une solution.
Nous verrons que si les opérations autorisées peuvent s’étendre a des arbres
contenant des variables et des opérations appliquées a des variables (comme
dans le cas de base) et en préserver la propriété de garde, alors on peut se
ramener a la résolution d’un systeme classique d’équations gardées, a condi-
tion que les opérations autorisées commutent avec les valuations. Telle est
donc la propriété principale que doit vérifier I’ensemble des opérations au-
torisées : c’est également la propriété donnée par Barwise et Moss dans [13,
Th. 16.11]. Un exemple intéressant d’opérations autorisées, c’est 1’ensemble
des applications sur les étiquettes, prolongées de maniere naturelle sur les
arbres.

Pour résumer, les systemes d’équations récursives permettent de définir
des objets infinis sous la forme d’arbres; dans les équations, afin de faci-
liter 'utilisation de cette méthode de définition, certaines opérations sont
autorisées.

Raisonner sur les objets infinis Prenons I'exemple mentionné précé-
demment de la relation d’ordre « est moins défini que », définie sur ’en-
semble des arbres (augmenté de Parbre vide, noté L) et notée <. Dans ce
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cas, la relation d’ordre est définie par un systeme d’inférence, formé des
régles’ suivantes :

0 b
L) (a arbre),
(ai,bi)ier < f étiquette )
(flaidier, f(biier)  \ (@i (bi)i : sous arbres -

La premiere regle, qui est un axiome puisqu’il n’y a pas de prémisses, indique
que ’arbre vide est le plus petit élément ; la seconde permet de déduire, pour
toute étiquette f, f(a;)icr < f(bi)icr des inégalités (a; < b;)er : elle s’inter-
prete donc comme la croissance de f. Par définition, un jugement a < b est
vrai s’il peut étre prouvé dans le systeme précédent : cela signifie qu’ou bien
a = 1, ou bien a et b commencent par la méme étiquette, et les sous-arbres
respectifs de a et b sont correctement ordonnés. Si a et b ne sont pas fondés,
la preuve ne termine donc pas : elle est infinie en profondeur.

Généralisons : on cherche a prouver des jugements portant sur des objets
infinis (ou sur des n-uplets d’objets), au sein d’un systéme d’inférence. La
preuve de la validité d’un jugement sur un objet se fait en combinant des
regles d’inférence du systéme : un jugement se déduit d’autres jugements,
si ceux-ci forment dans une regle ses prémisses, jugements qui eux-mémes
se déduisent, et ainsi de suite. Une preuve forme bien alors un arbre, ou
chaque nceud contient un jugement et a pour sous-arbres les preuves de
ses prémisses suivant une regle du systeme d’inférence ; la conclusion de la
preuve est alors a la racine de I'arbre. Une telle preuve peut étre bien fondée
ou non : dans ce dernier cas, on peut construire en remontant la preuve a
partir de sa conclusion au moins une suite infinie de déductions.

Comme les preuves peuvent étre représentées par des arbres, il est possible
de les définir en utilisant des systemes d’équations récursives. Reprenons
I’exemple des entiers naturels, représentés par les arbres respectant la signa-
ture formée des deux symboles 0 et S, d’arité zéro et un respectivement.
Pour montrer que S < 5§“, on utilise la seule regle applicable

(5%,8%)
(S 5%, S 5%

Il s’agit plutét d’un schéma de régles, qui définit un ensemble de régles, obtenu en
parcourant toutes les valeurs possibles des parameétres libres du schéma. On suivra toujours
cette convention : une régle possédant des parametres libres est un schéma de regles, les
parametres libres étant quantifiés universellement.
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La preuve est infinie puisque la prémisse est identique a la conclusion, et
peut étre vue comme 'unique solution du systéme suivant :

x
(8“,8%)
Nous allons caractériser la validité des jugements dans un systeme d’infé-
rence en admettant certaines preuves et en refusant les autres; ainsi, une
interprétation d’un systeme d’inférence dégage un ensemble de preuves, dites
admissibles, et un ensemble de jugements, dits valides, qui sont les conclu-
sions des preuves admissibles : on dira que ces conclusions sont validées
par leurs preuves, admissibles. L’interprétation classique utilise les preuves
bien fondées, une autre, plus originale, accepte aussi les preuves infinies en
profondeur. Ainsi, dans l'article d’Aczel [6], souvent cité, qui présente les
définitions inductives et co-inductives (sous le nom de noyau) au sein d’'un
systeme d’inférence, seules les preuves bien fondées sont utilisées pour ca-
ractériser les définitions inductives. C’est dans l’article de Coquand [20],
concernant la théorie des types et déja cité, qu’est introduite la notion de
preuves définies récursivement, et donc potentiellement infinies en profon-
deur : par I'isomorphisme de Curry-Howard, un terme s’interprete en effet
comme une preuve, et nous avons vu précédemment qu'un terme d’un type
co-inductif peut étre défini par un systeéme d’équations récursives gardées.
Nous allons distinguer deux ensembles de preuves admissibles :

— I’ensemble des preuves bien fondées, pour lesquelles tout chemin a

partir de la conclusion est fini,
— P’ensemble de toutes les preuves, ou les chemins peuvent étre finis
comme infinis.

Ces deux interprétations, inductives et co-inductives respectivement, per-
mettent en effet de caractériser deux ensembles de jugements remarquables,
les plus petit et plus grand points fixes de 'opérateur d’inférence associé
au systeme : c’est cette multiplicité de points de vue qui nous a paru par-
ticulierement intéressante a étudier, avec d’une part, I’approche déductive,
utilisant les preuves, d’autre part, 'approche algébrique, s’appuyant sur les
points fixes. Avant de développer cette comparaison, d’autres ensembles de
preuves méritent cependant d’étre mentionnés, comme nous allons le voir
maintenant.

Tr =

Digression : d’autres ensembles de preuves remarquables Voyons
tout d’abord un ensemble intermédiaire entre celui des preuves bien fondées
et celui de toutes les preuves. Une preuve est réguliére si sur tout chemin in-
fini partant de la racine, on ne rencontre qu’'un nombre fini de sous-preuves.
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Toute preuve bien fondée est ainsi réguliere. Quant a une preuve réguliere,
bien qu’elle puisse étre infinie en profondeur, elle possede un caractere bien
fondé, moyennant une représentation particuliere, que nous détaillons. As-
socions & tout systéeme d’inférence ® un nouveau systeéme, @', tel que toute
preuve réguliere dans ® corresponde & une preuve bien fondée dans ®'. Les
jugements de @' sont des séquents qui, comme en déduction naturelle, ont
pour antécédent une suite de jugements de @, et pour these un jugement de
® ; on note J - j un tel séquent, ou J est une suite de jugements et j un juge-
ment. Les régles de @' se construisent & partir de celles de ® ainsi. Considé-
rons une regle (Z, z) de @, ce qui signifie que de I’ensemble de prémisses Z, on
déduit la conclusion z. On lui associe les regles ({(J z - y) |y € Z}, (J F 2)),
pour toute suite de jugements J ne contenant pas z. L.’idée est ainsi de consi-
dérer que la these d’un séquent peut servir d’antécédent dans une prémisse :
pour en tirer parti, on ajoute donc I'axiome classique (0, (J - z)) si z ap-
partient & .J. C’est cet axiome qui permet d’arréter la traduction dans ® de
toute preuve réguliere dans ®, permettant ainsi d’obtenir une preuve bien
fondée. Précisément, un jugement j est validé par une preuve réguliere dans
® si et seulement si le séquent () - j est validé par une preuve bien fondée
dans @'.

Reprenons 'exemple précédent, ou il s’agit de montrer que S¥ < S“. La
regle

(5%,5)
(5%,5)

donne dans le systeme associé les regles

J (8%, 8%) I (S, 5%)
J (8%, 5%)

)

si bien que la preuve réguliere infinie en profondeur
(5%,5)
(5%,5)

devient une preuve bien fondée, soit

0
(5%, 5%) F (5%, 5%)
0 (8%, 5%)
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A notre connaissance, cette transformation a été uniquement étudiée dans le
cas ou les preuves infinies sont nécessairement régulieres, du fait de la struc-
ture réguliere des jugements. On peut par exemple citer I’étude de Brandt
et Henglein [17], concernant les relations d’égalité structurelle et de sous-
typage pour les types récursifs, ou la transformation repose sur la méme
idée d’utiliser des séquents.

Pour terminer cet exemple, mentionnons le fait que ’ensemble des conclu-
sions des preuves régulieres forme un point fixe de 'opérateur d’inférence.

D’autres ensembles de preuves admissibles sont envisageables. Par exem-
ple, on peut envisager de limiter 'application d’une regle d’inférence suivant
son contexte d’utilisation dans une preuve; dans l'article des Cousot [24],
certainement a l'origine de cette idée, c’est la profondeur des preuves des
prémisses qui est prise en compte. Cette méthode est utilisée dans les cha-
pitres suivants a plusieurs reprises (cf. p. 106 pour une introduction, p. 116 et
suivantes pour un traitement détaillé, p. 196 et p. 202 pour deux exemples).
Dans ce chapitre, nous donnons seulement une définition d’une telle inter-
prétation, dite mixte, ainsi qu'une maniere de construire des preuves ad-
missibles. Si nous n’avons pas étudié plus avant cette interprétation, c’est
qu’elle ne mene pas a d’autres caractérisations intéressantes; par exemple,
la caractérisation comme point fixe d’'un opérateur sur les jugements est
peu intuitive, contrairement a celle par les preuves : c’est en tout cas la
conclusion que nous tirons de la lecture de larticle [24, §1.4], ou les auteurs
Cousot et Cousod sont cependant moins catégoriques (« may be less intui-
tive », écrivent-ils).

En conclusion, cette possibilité de varier I’ensemble des preuves admissibles
nous semble un avantage décisif de I'approche déductive, lui apportant une
grande souplesse.

Par la suite, nous allons comparer pour un systeme d’inférence ’approche
déductive, utilisant les preuves, & une autre approche classique, par points
fixes. Nous nous limitons a I’ensemble des preuves bien fondées et a celui de
toutes les preuves.

Caractérisation des points fixes A tout systeme d’inférence, il est pos-
sible d’associer un opérateur croissant sur les jugements, donnant pour tout
ensemble de jugements les conclusions qu’on peut en déduire en une infé-
rence : c’est I'opérateur d’inférence. Il admet un plus petit point fize et un
plus grand, qui peuvent étre caractérisés®

8Nous nous appuyons sur l'article de Kanamori [43] pour les références historiques qui
suivent et que nous ne reprenons pas dans la bibliographie ; elles concernent des résultats
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— de maniere imprédicative?, comme plus petite partie stable et plus
grande partie dense (dual de stable) respectivement, grace au théoreme
de Tarskil?,

— de maniere itérative, par induction transfinie, cas particulier du résul-
tat valable pour toute application croissante sur un ensemble ordonné
complet!! (corollaire du théoréme de Bourbaki (1939), ot la référence
aux ordinaux est remplacée par 'affirmation de l'existence d’un en-
semble bien ordonné).

La caractérisation par les preuves que nous allons donner est a la fois prédica-
tive et libre de tout recours aux ordinaux'?. Nous la qualifions de déductive,
ce qu’elle est essentiellement, puisqu’elle s’exprime ainsi :

— un jugement appartient au plus petit point fize de 'opérateur d’infé-
rence si et seulement s’il est validé par une preuve bien fondée,

— un jugement appartient au plus grand point fize de 'opérateur d’infé-
rence si et seulement s’il est validé par une preuve quelconque.

Ainsi se justifient que le plus petit point fixe soit appelé I’ensemble engendré
inductivement par le systeme d’inférence, de méme que le plus grand soit
appelé 'ensemble engendré co-inductivement : il suffit de penser a la carac-
térisation correspondante par les preuves.

Les caractérisations imprédicatives et itératives concernent toute applica-
tion croissante définie sur un treillis complet, et pas seulement un opérateur
croissant sur un ensemble. Il est donc naturel de se demander s’il est encore
possible de donner une caractérisation déductive dans le cas général d'un
treillis complet. Les données du probléeme sont donc modifiées ainsi : ’en-
semble des jugements est supposé former un treillis complet, et on considere
une application croissante définie sur les jugements, 7. La relation d’ordre
entre jugements peut étre interprétée comme une regle d’affaiblissement : si
z est inférieur a y et si y a été prouvé, alors on peut déduire z. Une interpré-

mathématiques classiques, développés initialement en théorie des ensembles, considérée
comme la théorie unifiant les mathématiques, et finalement utilisés pour fonder la séman-
tique dénotationnelle des langages de programmation.

9Dans le sens élémentaire ou chaque point fixe appartient & I’ensemble & partir duquel
il est défini.

0u de Knaster-Tarski, Knaster I'ayant montré en 1928 dans le seul cas du treillis
complet formé des parties d’un ensemble, Tarski le généralisant & tout treillis complet (en
1939, repris dans son étude classique de 1955).

1Un ensemble ordonné est complet si toute chaine y admet une borne supérieure.

12En ce sens, elle respecte Iintention de Kuratowski, qui dans son article de 1922, cherche
« a éliminer les nombres transfinis des raisonnements mathématiques », le théoreme du
point fixe de Kuratowski étant généralisé par celui de Bourbaki. Cependant, s’exprimer
en terme de bon ordre ou d’ordinal est évidemment équivalent.
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tation en termes d’information se dessine : 'inégalité z < y signifie alors que
z contient moins d’information que y. Ainsi, le plus petit élément du treillis
peut étre interprété comme ’absence d’information, et plus généralement,
I'information contenue dans une partie du treillis correspond a l’information
contenue dans la borne supérieure de cette partie. L’interprétation de n par
un systéme d’inférence devient claire : le systéme contient, en plus des regles
d’affaiblissement, les regles (Z,n(VZ)), pour toute partie Z. On montre alors
les correspondances suivantes :

— P’ensemble engendré inductivement par le systeme d’inférence associé

est égal & I'idéal engendré'® par le plus petit point fize de 7,
— P'ensemble engendré co-inductivement est égal a 'idéal engendré par
le plus grand point fixe de 7.

Cette démonstration est menée en formalisant l'interprétation précédente
en termes d’information, par la représentation classique du treillis complet
dans 'ensemble de ses parties, qui utilise les idéaux principaux (c’est-a-dire
les idéaux engendrés par les éléments du treillis).
La définition par les preuves bien fondées de ’ensemble engendré inductive-
ment par un systeme d’inférence est bien connue : on la trouve par exemple
dans l'introduction d’Aczel aux définitions inductives [6]. Pour I’ensemble
engendré co-inductivement, cette définition par les preuves est rarement
utilisée, pas par exemple dans l'article précédent d’Aczel. Dans 'article de
Coquand [20], qui concerne les objets infinis en théorie des types, et ou des
preuves infinies sont utilisées, c’est sous une forme légerement différente que
I’ensemble engendré co-inductivement est caractérisé (cf. [20, §2.4]) : elle est
néanmoins équivalente a la caractérisation par les preuves lorsque le systeme
d’inférence est déterministe'®. En ce qui concerne les treillis complets, cette
approche déductive n’est pas utilisée, & notre connaissance.

Utiliser les preuves pour raisonner Les preuves peuvent étre utilisées
directement pour valider des jugements. On peut les construire & partir de
systemes d’équations récursives ; cette méthode est particulierement adaptée
lorsque c’est ’ensemble engendré co-inductivement qui est considéré, alors
que pour l’ensemble engendré inductivement, il est nécessaire en plus de
vérifier la bonne fondation des preuves ainsi construites. Dans ce dernier cas,
on préfere donc partir de la bonne fondation des preuves pour raisonner par

131’idéal engendré par un élément z est la section initiale fermée engendrée par z, soit
I’ensemble des y inférieurs ou égaux a z.

14Un systeme d’inférence est déterministe si deux régles ayant méme conclusion sont
égales : la conclusion d’une regle détermine ainsi ses prémisses, ce qui implique qu'un
jugement est validé par une unique preuve.
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récurrence structurelle. Ainsi se dessinent deux principes, 'un co-inductif,
lautre inductif ; étant donné un systéeme d’inférence ® et une partie Z de
I’ensemble des jugements, ils permettent de montrer respectivement que

— Z est inclus dans I'ensemble engendré co-inductivement par &, si I’'on
peut construire des preuves validant les jugements de Z,

— l’ensemble engendré inductivement par ® est inclus dans Z, si 'on
peut montrer I'appartenance a Z par récurrence structurelle sur les
preuves bien fondées.

Ces principes sont optimaux dans le sens ou la conclusion qu’ils permettent
de déduire est équivalente a la condition a vérifier pour appliquer le principe.
A fin de comparaison, il est utile de les décliner suivant les deux autres ca-
ractérisations données, imprédicatives et itératives. Considérons I'opérateur
d’inférence ¢ associé a ®. Il est possible de calculer le plus petit point fixe a
partir de I’ensemble vide, puis en itérant par ¢, en prenant pour le premier
ordinal limite, w, la réunion des itérés, et en continuant ainsi jusqu’a obtenir
une stabilisation. Soient (Aq(¢))a ordinal Cette suite d’itérés, stationnaire a
partir d’'un certain rang, et (Vo (¢))a ordinal celle obtenue par dualité et per-
mettant de calculer le plus grand point fixe. Pour les deux caractérisations,
voici les conditions permettant de déduire pour le principe inductif que le
plus petit point fixe de ¢ est inclus dans Z, pour le principe co-inductif que
Z est inclus dans le plus grand point fixe de ¢ :

caractérisation PHICPE |4 duetif co-inductif
imprédicative stabilité de Z N1fp(y) | densité de ZUgfp(p)
p(ZN1ip(p)) € Z Z C p(Z U gfp())
itérative induction transfinie
Va. (V< a. Va. (V< a.
Aplp) € Z Z C V()
) = Aalp) S Z ) = Z C Valp)

Avec ces conditions, tous les principes sont optimaux ; autrement dit, pour
chaque principe, toutes ces conditions sont équivalentes entre elles et a la
conclusion qu’elles permettent de déduire. La comparaison qui suit n’est
donc pas logique, mais méthodologique. On cherche a interpréter en termes
de preuves les conditions tirées des caractérisations imprédicatives et itéra-
tives.

Pour le principe inductif, lorsqu’on raisonne par récurrence structurelle sur
les preuves, on montre, reégle par regle, la condition de stabilité. Cette condi-
tion de stabilité est généralement donnée sous une forme plus forte, puis-
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qu’elle concerne la stabilité de Z et non celle de Z N lfp(p) : le principe
associé, qui n’est pas optimal, est souvent appelé le principe inductif de
Park, en référence a son article précurseur [62]. La forme plus faible, utilisée
ici, qui donne un principe optimal, est tres courante : en témoigne par exem-
ple son utilisation dans des démonstrateurs de théoremes, comme Isabelle
[64, §2.3].

Quant a I'induction transfinie, elle correspond a I’ordonnancement des preuves
suivant leur hauteur, plus exactement suivant une notion étendue de la hau-
teur, exprimée par un ordinal. La hauteur d’un arbre fini est donnée par un
entier naturel, mesurant la longueur du plus grand chemin de la racine a
une feuille, et est définie par I’équation récursive suivante :

h(f(ai)ier) = \/ hlai) + 1,

i€l

ou f(a;)ier est Parbre étiqueté par f a la racine et ayant pour sous-arbres
immédiats les arbres de la famille (a;);e;. Cette définition peut étre éten-
due aux arbres bien fondés, & condition de l'interpréter dans la classe des
ordinaux, et non seulement dans l’ensemble des entiers. C’est qu’en effet
un arbre bien fondé peut posséder un nceud ayant une infinité de fils, et la
borne supérieure peut étre alors infinie dans 1’équation précédente. A Daide
de cette notion de hauteur, on montre que I'ensemble A, () est constitué
des jugements validés par au moins une preuve de hauteur inférieure a « :
on dit que ces jugements admettent une complexité inférieure a «. Cette
caractérisation des itérés a partir des preuves est classique et se trouve par
exemple dans Darticle d’Aczel [6, pp. 743, 747].

Pour le principe co-inductif, I'induction transfinie sur les itérés s’interprete
plus facilement si ’on raisonne par dualité. Soit ¢ 'opérateur dual de ¢,
défini par

3(2) = ~p(~2),

ou pour toute partie Z de ’ensemble des jugements, =7 est son complémen-
taire. Cet opérateur permet de définir le systéme dual de ®, noté ®. Etant
donné un itéré V,(¢), on cherche a caractériser ses jugements par les preuves
qu’ils admettent dans un certain systeme d’inférence. Comme 'itéré contient
I’ensemble engendré co-inductivement par ®, ce systeme est nécessairement
une extension de @ : le plus simple est d’y ajouter des axiomes. La question
est de savoir quels axiomes. On peut montrer facilement que le plus grand
point fixe de ¢ a pour complémentaire le plus petit point fixe de ¢, de méme
que V4 (p) a pour complémentaire A, (), soit ensemble des jugements de
complexité inférieure & « dans le systéme dual ®. On montrera qu’il suffit
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d’ajouter comme axiomes a @ les jugements de complexité a+1 dans ® pour
obtenir la caractérisation souhaitée, qui semble nouvelle : I'itéré V,(¢) est
alors égal a I’ensemble engendré co-inductivement par cette extension de .
Quant a la condition de densité, toujours pour le principe co-inductif, elle
permet de définir pour chaque jugement j de Z une équation récursive dé-
finissant la preuve de j en fonction de preuves d’autres jugements de Z et
de preuves de jugements dans gfp(y). Plus généralement, étant donné un
systeme d’équations récursives définissant des preuves, pour déduire que Z
est inclus dans le plus grand point fixe de ¢, il suffit de pouvoir associer
a chaque jugement de Z une équation de maniere a ce que la valeur de la
solution en l'inconnue correspondante donne la preuve du jugement . La
condition de densité s’exprime donc plutét ainsi :

AY . ZCYAY Co(Y).

Par exemple, Y peut étre choisi égal a I'ensemble des jugements validés
par les preuves solutions du systeme, ainsi que par leurs sous-preuves. Cette
condition est seulement en apparence plus faible que la condition donnée pré-
cédemment, car toutes les deux sont équivalentes a la conclusion du principe
co-inductif, Z C gfp(p).

La condition de densité est la condition duale de celle de stabilité. Elle est
particulierement utilisée pour montrer que deux processus sont bisimilaires,
habituellement sous sa forme plus forte, Z C ¢(Z). Illustrons notre com-
paraison par cet exemple de la bisimilarité, au coeur de la sémantique des
processus communicants depuis les travaux fondateurs de Park [63] et Milner
[54].

L’exemple de la bisimilarité entre processus Considérons un ensem-
ble de processus, généralement donné par une algebre, et une relation de
transitions étiquetées entre processus. Si P et P’ sont deux processus, la
transition P —— P’ signifie que le processus P peut se transformer en P’
en réalisant l'action (observable) a. Deux processus sont dits bisimilaires
s’ils réalisent exactement les mémes actions, plus exactement les mémes sé-
quences d’actions maximales : ce n’est pas leur structure interne qui importe,
mais leurs actions observables, d’ou le terme de simulation pour rendre
compte de cette équivalence. Formellement, la relation de bisimilarité est
définie par un systeme d’inférence. Pour faciliter ’expression des regles d’in-
férence, il est utile d’appeler une fonction de choix pour un processus P
toute fonction S de I’ensemble des actions dans I’ensemble des processus
telle que pour toute action a du domaine de S, la transition P -~ S(a) est
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possible. Le systeme d’inférence contient alors toutes les regles bien définies
de la forme suivante, pour tout couple de processus (P;, P3) et toute paire
de fonctions de choix S7 et So pour les processus P; et P, respectivement :
{(P1,82(a)) | Pr == P} U{(Si(a), P3) | P» == P3}
(P17 PQ)

Comme les processus ont pour vocation d’étre des objets au comportement
infini, c’est I'interprétation co-inductive de ce systeéme qui est retenue. L’opé-
rateur d’inférence associé ¢ est alors défini pour toute relation R par :
def / a /
QO(R) = (Pl,Pg) Wa Vpl . Pp— Pl =
3P, P, - PyA (PP €R
A
VPy. Py % P} =
JP|. P % P{A(P|,P}) € R}.

La définition habituelle de la bisimilarité utilise cet opérateur, puisqu’elle
est définie comme la plus grande relation R vérifiant R C ¢(R) (voir par
exemple I'exposé de Milner présentant la sémantique des processus concur-
rents [55, pp. 1216-1217]). On reconnait la caractérisation de Tarski du plus
grand point fixe de . La méthode de démonstration par bisimulation, tres
utilisée pour les algebres de processus, déduit de la condition forte de den-
sité la bisimilarité : étant donnée une relation R entre processus, si R est
inclus dans ¢(R), alors les couples de processus dans R sont bisimilaires.
A ce principe qui n’est pas optimal, une amélioration peut étre apportée,
permettant d’utiliser une condition plus faible que la densité. L’article de
Sangiorgi [75] en donne une formulation synthétique : étant donnée une re-
lation R, si R est inclus dans ¢(F(R)), pour une application F' vérifiant
certaines conditions, alors les couples de processus dans R sont bisimilaires.
Les conditions portant sur F' visent a assurer que la réunion des itérés de R
par F, J;en F*(R)", forme une partie dense pour ¢ (cf. [75, Th. 2.11]). On
reconnait cette fois-ci une instance de la condition 3.5. R C SA S C (S5),
aboutissant a un principe optimal.

Ici s’acheve la présentation du chapitre. Par la suite, nous étudions suc-
cessivement
— les systemes d’équations récursives,

50n traite ici le seul cas olt F est expansive (R C F(R) pour toute relation R), cas
auquel il est possible de se ramener.
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— la caractérisation déductive de I'induction et de la co-induction, faisant
appel aux preuves.

Nous présentons aussi un exemple élémentaire d’application de 'approche
déductive, en définissant I'ordre d’approximation et 1’égalité entre arbres par
des systemes d’inférence interprétés co-inductivement. On obtient ainsi une
formulation élégante de ces relations habituellement présentées sous la forme
d’une extension aux arbres des relations sur les étiquettes (cf. par exemple
larticle de Courcelle [21, p. 45]). Nous donnons ces définitions en raison,
non pas de leur intérét intrinseque, mais de leur utilité dans les chapitres
suivants.
Préalablement a tout développement, précisons quelques notations concer-
nant les familles.

Notations : applications, fonctions et familles Une application est dé-
finie par un ensemble de départ, F, un ensemble d’arrivée, F', et un graphe,
relation fonctionnelle incluse dans E X F' et de domaine ’ensemble de départ
E. On note F¥ I’ensemble des applications de E dans F.

De maniere classique, on considere par la suite qu’une fonction f de E dans
F est le prolongement d’une application définie sur une partie de F, qui
associe a tout élément hors de cette partie la valeur de non définition L.
En notant F'| I'ensemble (pointé) F'U { L}, on obtient que toute fonction
de F dans F' devient une application de F dans F'| ; assez naturellement,
I'ensemble des fonctions de E dans F est noté (F)¥. On note dom f le
domaine de f, soit I’ensemble des x de F tels que f(x) # L.

On appelle aussi famille le graphe d’une application. Ce faisant, on met 'ac-
cent sur une notation particuliere : si f est une application de F dans F,
on note (f(%))icr, ou (fi)icE, ou encore laconiquement (f), la famille asso-
ciée. L’ensemble E est appelé I'ensemble des indices de la famille, I’ensemble
f(E), celui des éléments de la famille ou 'image de la famille. Il convient
de noter que I'’ensemble des applications de E dans F est en bijection avec
I’ensemble des familles ayant pour ensemble d’indices E et pour image une
partie de F'; par la suite, nous utilisons tacitement cette bijection.
Souvent, une famille sert a décrire un ensemble, sous une forme indexée :
une famille décrit ’ensemble E' si son image est I’ensemble E. Lorsque la fa-
mille est injective, c’est-a-dire lorsque 'application associée I’est, on obtient
une description univoque de ’ensemble E. Par exemple, la famille identique
(1);ep décrit ensemble E de maniére univoque.

Dans le cas ou les éléments de la famille sont traités comme des ensembles,
on préfere une notation ensembliste. La famille (A;);c est alors notée comme
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le produit cartésien indexé [ [, Ai; c’est qu’en effet les familles d’ensembles
permettent de généraliser le produit cartésien, une famille (a;);c; apparte-
nant au produit cartésien généralisé [ [;.; A; si pour tout 4, on a a; € A;.
Enfin, évoquons quelques familles remarquables.

Lorsque I’ensemble des indices I est fini, il est implicitement supposé que
I est un segment initial de ’ensemble des entiers naturels. Si I a n élé-
ments, on utilise alors une notation cartésienne, (fo,..., fn—1), pour la fa-
mille (fi)o<i<n ; avec le point de vue ensembliste, on note Ag X ...x A,_; la
famille (A;)o<i<n ; bien noter que la classe des familles d’ensembles indexées
par un segment initial des entiers naturels est en bijection avec la classe
des produits cartésiens d’ensembles; par la suite, la encore, nous utilisons
tacitement cette bijection.

La famille associée & la fonction de domaine vide est notée ()'6; on asso-
cie & 'application constante sur F de valeur ¢ la famille constante (¢);cp ;
avec le point de vue ensembliste, cette famille se note ¢, puisqu’elle corres-
pond a I’ensemble des applications de E dans c¢; la famille associant y a x
est notée (z : y); étant donné une famille (f;);cs, son prolongement en z
n’appartenant pas a I par la valeur y est noté ((f),z : y).

1.1 Définir des arbres

Par la suite, les arbres sont représentés de maniere concrete. On consi-
dere deux ensembles, P, 'alphabet a partir duquel est engendré librement
I’ensemble des positions, et F, ’ensemble des étiquettes associées aux posi-
tions; un arbre est alors une fonction de ’ensemble P* des positions dans
I’ensemble des étiquettes, dont le domaine est fermé par préfixe. On se réfé-
rera au tableau 1.1 pour des définitions classiques concernant les arbres, qui
peuvent étre infinis en profondeur et en largeur!”.

Nous plongeons ’ensemble de variables X' dans 72°[X] : a chaque variable x
est associé I’arbre (£ +— x), qu’on notera aussi . De méme, 'ensemble F est
plongé dans 72°, tout comme la valeur de non-définition, L, dans (72°) .
Les notations pour les images de ces plongements sont cohérentes avec la

notation préfixe de la fin du tableau 1.1.

Nous utiliserons cette notation également dans I'interprétation ensembliste, & la place
de la notation courante 1, ensemble singleton, qui est un élément neutre du produit car-
tésien (& un isomorphisme pres).

17Cest-a-dire de degré infini.
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P* (ensemble des positions) : monoide libre engendré par P, un mot p est
noté p(0)...p(|p| — 1), € est le mot vide

~<p (relation préfixe immédiate) : p <, ¢ s'il existe j € P tel que pj =g
43 , <p (relations préfixes) : fermetures respectivement transitive, réflexive
et transitive de <

s (relation suffixe immédiate) : p < ¢ §'il existe j € P tel que jp = ¢

<& ,=<* (relations suffixes) : fermetures respectivement transitive, réflexive
et transitive de <

F : ensemble des étiquettes

L : valeur de non-définition, et particulierement notation pour ’arbre vide
T2 (arbres étiquetés par F) : une fonction a : P* — F appartient a 72° si
son domaine, dom a, est non vide et fermé par préfixe

(T7°), : T° U{L} (ajout de l'arbre vide)

X : ensemble de variables

T2°[X] : arbres étiquetés par (F U X) tels que toute variable apparait né-
cessairement en une feuille

sous-arbre : ay, est le sous arbre en position p (vide si p ¢ doma)

< (relation « est un sous-arbre immédiat de ») : a < b 8’il existe j € P tel
que a = by,

<t ,<* (relations « est un sous-arbre de ») : fermetures respectivement
transitive, réflexive et transitive de <

f(a;i)ier : notation préfixe pour un arbre a € 72° (ou (72°),) défini par
a(e) = f et pour tout i € I, ay; = a;, avec a; € Tz° (ou (7£°) ) (I C P)

TAB. 1.1 — Notations pour les arbres
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1.1.1 Récurrence et récursion

En premier lieu, nous présentons la méthode qui va nous permettre de
raisonner sur les arbres infinis en profondeur, c¢’est-a-dire possédant un che-
min infini & partir de la racine. Rappelons préalablement la maniere dont
on raisonne sur les arbres bien fondés. Un arbre a € 72° est bien fondé
s’ll n’existe pas de suite strictement croissante dans son domaine ordonné
par la relation préfixe *; . La relation « est un sous-arbre de », <T, res-
treinte a ’ensemble 7 des arbres bien fondés, est alors bien fondée : en effet,
Jo si bien qu’une suite strictement décrois-
sante d’arbres correspondrait a une suite strictement croissante de positions
appartenant au domaine du premier arbre de la suite. La récurrence struc-
turelle est alors I'outil naturel pour montrer des propriétés concernant les
arbres bien fondés, et la récursion pour définir des applications de domaine
I’ensemble de ces arbres.

Pour les arbres infinis, ces techniques ne sont plus possibles. Cependant, par
une forme de dualité, plutot que de s’appuyer sur la bonne fondation des
arbres, on peut raisonner par récurrence sur les positions : on change de
perspective, qui d’orientée initialement vers les feuilles se dirige maintenant
vers la racine.

Prenons I'exemple d’une propriété définie par un prédicat binaire P, fonc-
tion d’un arbre et d’une position. Comme on le verra, d’utiles propriétés sont
stables pour un systeme d’inférence formé de regles de la forme suivante :

{(ag,mi) i€ T}
(a,p)

ol & tout arbre a et a toute position p, a été associée une famille ((g;, 7;))icr,
éventuellement vide, telle que pour tout ¢ appartenant a I, on a g;r; = p et
q; # €. La stabilité signifie que si pour tout 7 on a montré P(a,,,,7;), alors
on peut déduire P(a,p). Elle peut étre utilisée de deux manieres, duales.

Si on considere les arbres bien fondés, on peut raisonner par récurrence
structurelle ainsi. Soit @ un arbre et supposons

remarquons que a,q = (as)

i

Vb<Ta.Vp. Pbp).

Par stabilité, on déduit que pour toute position p, on a P(a,p), et on peut
conclure que la propriété est vérifiée universellement.
Si on considere tous les arbres, bien fondés ou non, on raisonne par récurrence
sur les positions, ordonnés par la relation suffixe < . Soit p une position et
supposons

Vr < p.Va. P(a,r).
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Par stabilité, on déduit que pour tout arbre a, on a P(a,p), et on peut
conclure que la propriété est vérifiée universellement.

Il s’avere que les deux techniques que nous venons d’évoquer sont des ins-
tances du théoreme classique suivant, valable pour tout ensemble muni d’une
relation bien fondée.

Théoréme (Récurrence et récursion)
Soit W un ensemble muni d’une relation bien fondée T , c’est-a-dire n’ad-
mettant pas de suite strictement décroissante swivant C ' :

V (an)neN € wh. (Vn. a1 Cap) .

Considérons une propriété portant sur les éléments de W et définie par un
prédicat unaire QQ vérifiant :

VaeW. (Vd' Ca. Q(d)) = Qa).
Alors la propriété est universellement vraie :
VaeW. Qa).

Etant donné un ensemble A quelconque, soit F' une fonction de W x (A )W
dans A telle que pour tout couple (z, f) du domaine de F', f a pour domaine
de définition la section initiale ouverte engendrée par x :

VyeW.yCzrx<yecdomf.
Alors il existe une unique application g vérifiant :
Vo e W. glz) = Fle.g),
0U g|- 4 est la restriction de g a la section initiale ouverte engendrée par x.

La démonstration que nous donnons utilise un systeme d’inférence pour
construire le graphe de ’application définie récursivement. Il conviendrait
donc de lire préalablement les définitions du paragraphe 1.2.1 : outre les
définitions d’un systeme d’inférence, de ses regles d’inférence et des preuves

187] s’agit plutot d’un critére de terminaison pour la relation inverse de T . Il est souvent
préféré la définition ncethérienne d’une relation bien fondée, qui affirme que toute partie
non vide admet un élément minimal suivant . Cette définition implique le critere de
terminaison, qui lui est équivalent si I’on admet ’axiome du choix. Remarquons que la
démonstration du théoreme utilise d’ailleurs cet axiome.
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dans ce systeme, il est indispensable de savoir que ’ensemble engendré in-
ductivement par ce systéeme se définit comme 1’ensemble des conclusions des
preuves qui sont bien fondées.

Démonstration

e Récurrence

Supposons Ya € W. (Vda' C a. Q(d')) = Q(a). Montrons par ’absurde le
résultat. On suppose que le complémentaire de ) dans W n’est pas vide;
on va construire par récurrence une suite (a,), formée d’éléments du com-
plémentaire de @), strictement décroissante suivant T , ce qui contredit la
bonne fondation de W.

on=20

Par hypothese, il existe a n’appartenant pas a ) et on pose ag = a.
on>0

Supposons la suite construite jusqu’au rang n — 1. Nécessairement, il existe
a' C a,_1 n’appartenant pas & @ et on pose a, = a’.

e Récursion

L’unicité se démontre par récurrence structurelle sur W sans difficulté.
Montrons 'existence. Considérons le systéme d’inférence défini sur W x A
et composé uniquement des regles

{(w, f(y)) ly Tz}
(z, F(z, f))

pour tout x dans W et toute fonction f de W dans A de domaine [ .

Ce systeme a pour but de décrire le graphe de g. Considérons ’ensemble en-
gendré inductivement par ce systeme, I, et montrons qu’il décrit un graphe
d’application.

Tout d’abord, montrons que c¢’est un graphe de fonction : si (z,a) et (x,a’)
sont dans I, alors a = a’.

C’est immédiat par récurrence structurelle sur la preuve bien fondée de
(x,a).

Montrons maintenant que I définit un graphe d’application.

On montre par récurrence sur W la propriété suivante : pour tout  de W,
il existe un élément a de A tel que (z,a) appartienne a I.

Soit « dans W. Supposons que pour tout y C z, il existe a, tel que (y,ay)
appartienne a I. Alors soit f la fonction définie sur C x par f(y) = ay.
Définissons a par F(z, f) : on a bien (z,a) dans I.

Finalement, par construction, 'application g définie inductivement par le
systéme d’inférence vérifie Vo € W. g(z) = F(z, g|=,)-

L
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Par la suite, on utilisera ce théoreme pour I’ensemble des arbres bien
fondés et pour l'ensemble des positions, le monoide libre P*, bien fondé
suivant la relation d’ordre suffixe <7 .

1.1.2 Résoudre des systéemes d’équations récursives

Venons-en maintenant au coeur de cette partie, et définissons les systemes
d’équations récursives que nous considérons.

En un premier temps, nous considérons 'ensemble 72° des arbres éti-
quetés; dans un second temps, on construit les arbres en respectant une
contrainte supplémentaire, exprimée sous la forme d’une signature.

Pour matérialiser la solution d’un systeme, introduisons les valuations.
Une valuation attribue & chaque variable une valeur, choisie parmi les arbres
sans variable, et lorsqu’elle est appliquée a un arbre possédant des variables,
elle remplace chacune de ses variables par la valeur associée. Précisément,
une valuation v est une application de X dans 72°. Son extension, de 72°[X’]
dans 72°, notée [v] en position suffixe, est définie ainsi, pour tout arbre
a € T°[X] et toute position p :

a(p) si a(p) € F,

<)y r) si p=ar
alv](p) = () (r) {a(q)—y (ye X),

1 sinon.

Remarquons que dans le second cas, la décomposition de p en ¢ r est unique,
tout comme la variable y, puisqu’une variable ne peut étre qu’une feuille.
Un systeme d’équations récursives sur T2°[X| est une famille (non nécessai-
rement finie) (a,)zex d’arbres appartenant a 72°[X], indexée par I’ensemble
X des variables inconnues, et est noté ainsi :

(‘T = ax):pez’\f .

Pour toute variable z, ’expression = = a, est alors appelée I’équation en x
du systeme; elle est gardée si son membre droit possede une étiquette de
garde :

ay(e) € F.

Le systeme est gardé si chacune de ses équations est gardée. Une solution
du systeme est une valuation v telle que :

VeeX. v(x)=a,v].
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Souvent, nous considérerons des systemes quasi-uniformes, qui sont gardés :
soit a, appartient a 72°, soit a; = f(x;);er (en notation préfixe), ou f
appartient a F et pour tout i, x; est une variable.

Le théoreme suivant est fondamental.

Théoréme (Existence et unicité de la solution dans 77°)
Tout systéme gardé d’équations récursives sur TR°[X] admet une unique
solution a valeur dans T2°.

Démonstration
Soient (z = ay)zex un systéme gardé et v une valuation. On a :

VeeX. v(z)=a,v] & VeedX,peP". viz)(p)=a.[v](p).

Evaluons a,[v](p) :

=< v r S1 p=an
az[v](p) (y)(r) a(q) =y (yea),
1 sinon.

Puisque le systéme est gardé, dans le second cas, r < p. Ainsi, la valuation v
est solution si et seulement si la famille (v(z)), vérifie une définition récursive
sur ’ensemble bien fondé des positions (ordonné suivant la relation suffixe).
Par le théoreme 1.1.1 (p. 47), il existe une unique famille vérifiant cette
définition récursive : c’est I'unique solution du systeéme.

L

Plutét que seulement considérer des arbres étiquetés, il est souvent utile
de munir I’ensemble des arbres d’une structure algébrique. Chaque étiquette
symbolise alors une fonction possédant un certain profil. Si les arbres sont
d’une seule sorte, le profil se réduit a I’arité, soit le nombre d’arguments ; s’ils
sont de plusieurs sortes, le profil se compose de I’arité, qui donne les sortes
du premier argument jusqu’au dernier, ainsi que de la sorte du résultat.
Dans les deux cas, le nombre d’arguments est fini, et cette limitation nous
empéche de considérer les arbres étiquetés comme un cas particulier d’arbres
respectant une certaine signature. Aussi, nous généralisons cette notion de
signature, de maniere a pouvoir traiter par la suite le seul cas des arbres
respectant une signature sans restreindre la portée de notre propos : nous
parlerons de signature concréte, dans le sens ou I’ensemble des positions P*
est pris en compte dans la définition de la signature.
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On considere un ensemble de sortes S, un ensemble P engendrant libre-
ment les positions et un ensemble d’étiquettes F.
Une signature concrete définie sur S, P et F est formée de deux applica-
tions, d’une part d’une application de F dans ’ensemble des fonctions de P
dans S donnant pour chaque étiquette son arité concrete, soit la position et
la sorte de chaque argument, et d’autre part d’une application de F dans S,
donnant la sorte du résultat.
Soit ¥ = (A : F — (81)7,R: F — S) une signature concrete. Si f est une
étiquette, le couple (A(f),R(f)) est appelé le profil de f, et se note

( I ANG)—RY).

jedom A(f)

Un arbre a appartenant a 72° respecte la signature X si pour toute position
p de son domaine, la condition d’arité est vérifiée :

VieP,seS. Ala(p))(j) =s < (pj € doma AR(a(pj)) =s).

Ainsi, dans le cas classique d’une signature & une seule sorte, qu’on notera
s, ou l'arité d’une étiquette se définit par le nombre de ses arguments, il est
possible de prendre pour P l'’ensemble des entiers naturels, N, et de définir
la signature concrete ainsi : si une étiquette a pour arité n, alors son arité
concrete est la fonction qui associe a tout entier entre 0 et n— 1 la sorte s, la
sorte de son résultat étant évidemment s; dans ce cas, la condition d’arité
se récrit ainsi, pour un arbre a en une position p de son domaine telle que
a(p) a pour arité n :

VieP.0<j<n&pjedoma.

Comme annoncé en introduction, montrons que I’ensemble 72° des arbres
étiquetés est isomorphe a I’ensemble 73°° des arbres respectant une certaine
signature concrete X, a une seule sorte s. Cet isomorphisme qu’on note ¢ an-
note chaque étiquette d’un arbre par ’arité concrete rencontrée en la position
considérée, sa réciproque les effacant. Précisément, la signature concrete >
est définie sur le singleton {s}, formé de I'unique sorte, I’ensemble P engen-
drant librement les positions et sur I'ensemble F x ({s} )7 des étiquettes,
et est munie des deux applications A et R vérifiant
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alors que 'isomorphisme ¢ vérifie I’équation :

W flai)ier) = (f; (s)ier)(¢(ai))ier -

Nous récapitulons dans le tableau 1.2 les définitions et les notations utiles
concernant les signatures concretes et les termes, c’est-a-dire les arbres res-
pectant une signature. Bien noter la différence entre les valeurs de non-
définition L et la valeur de non-définition, L, vue précédemment. Une po-
sition p dans un arbre a telle que a(p) = L4 appartient au domaine de a,
alors que la valeur de non-définition L se définit par ’équivalence suivante :

a(p):Ldé;p¢doma.

Aussi, Parbre vide, précédemment défini comme ’arbre de domaine vide et
noté L, ne respecte aucune signature concrete. Ala place, pour chaque sorte
s, il existe un arbre vide, noté L, de domaine . Bien sir, I'isomorphisme
décrit précédemment entre 72° et 753°, pour une certaine signature concrete
%, se prolonge en un isomorphisme entre (72°) | et 757 .

Enfin, I’égalité entre deux termes a et b est équivalente a :

Vpe P . a(p) =b(p),
ou encore, sans utiliser la valeur L,
(doma = domb) A (Vp € doma. a(p) =b(p)).
On peut affaiblir cette derniere proposition, grace a la condition d’arité.

Lemme (Egalité entre termes)
Considérons une signature concrete X2 et deuzr Y-termes a et b. Alors :

a=b< (doma C domb) A (Vp € doma. a(p) = b(p)).

Démonstration

Supposons doma C domb et Vp € doma. a(p) = b(p). Montrons que
dom a = dom b par ’absurde.

Soit p tel que a(p) = L et b(p) # L.

Considérons I'ensemble P formé des préfixes g de p vérifiant a(q) # L :

P={qg=<,plalqg # L}.

Comme a n’est pas I'arbre vide, P n’est pas vide. Soit ¢ le plus grand élément
de P pour la relation d’ordre < ; nécessairement ¢ <2,‘ p. Comme b(p) # L,
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S : ensemble des sortes

P* : ensemble des positions

F : ensemble des étiquettes

Y. (signature concrete) :
A:F —(S1)P étiquette — positions et sortes de ses arguments
R:F—S étiquette — sorte du résultat

FeCIL AG) —sE A =AnR() =

j€dom A

7, : Y-algebre des Y-termes (arbres bien fondés ou non respectant X)

T§°d§f{a€’]}°° | Vpedoma.VjeP,seS.
A(a(p))(j) = s < pj € doma AR(a(pj)) = s}

(7° : s) : ensemble des X-termes de sorte s

(T :s5) 2 {ae T | Riale)) = s}

a:s H a€ (Ts° : s)

L : valeur de non-définition, de profil () — s (pas d’argument, résultat de
sorte s)

Y| (signature pointée) : signature concréte obtenue en ajoutant les valeurs
de non-définition L, (pour chaque sorte s)

757 : X -algebre des X-termes partiels (arbres respectant 3 )

X5 : ensemble de variables, de profil () — s (pas d’arguments, résultat de
sorte s)

X : réunion disjointe des ensembles de variables de chaque sorte

X:ZXS

seS

Y[X] (signature étendue sur X') : signature concreéte obtenue en ajoutant les
variables

TL0[X] - X[X]-algebre des X-termes ouverts (arbres respectant X[X])
f(a;)ier : notation préfixe pour un arbre a € 7° (ou 7 ) défini par a(e) = f
et pour tout i € I, a; = a;, avec a; € T° (ou T°) (I CP)

f(ao, ..., ai—1) : notation préfixe pour le méme arbre a € 73° (ou 7557 ) (cas
classique ot P = N et ou les arguments sont en nombre fini et classés de 0
ai—1)

TAB. 1.2 — Notations pour les termes
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alors b(q) # L et il existe j appartenant a P et une sorte s tels que ¢ j <5 D
qj € domb et A(b(q))(j) = s. Comme a(q) = b(g), on en déduit que ¢j €
dom a puisque a respecte la signature X, ce qui contredit la définition de q.
Finalement, doma = dom b et a est bien égal a b.

L

Désormais, nous considérons 1’ensemble 75° des X-termes pour une si-
gnature concrete Y quelconque. Reprenons la démarche précédente pour la
résolution d’équations récursives, de maniére a prendre en compte la condi-
tion d’arité.

Tout d’abord, les équations doivent respecter les sortes. Ainsi, un systéme
d’équations récursives sur T3°[X] est une famille (non nécessairement finie)
(ag)zcx de X-termes ouverts appartenant a 7,,°[X], indexée par ’ensemble
X des variables inconnues, et telle que pour toute inconnue z, la sorte de x
est égale a celle de a; :

a; : R(z).

Ensuite, une valuation doit aussi respecter les sortes. Une application v :
X — T3° est une valuation, ce qu’on note v : X A 75°, si pour toute
variable x, la sorte de x est égale a celle de v(x) :

L’extension d’une valuation, telle que définie précédemment, est une appli-
cation de 733°[X] dans 72°. Nous aimerions vérifier que son image est incluse
dans 73°. De méme, pour la résolution d’équations, nous aimerions montrer
que tout systeme gardé sur 7,2°[X] admet une unique solution a valeur dans
75°. Remarquons que cette derniere propriété suffit a montrer la précédente,
concernant les valuations. En effet, soient v : X 72° une valuation et a
un X-terme ouvert de 73°[X]; si a est une variable, alors a[v] appartient
évidemment a 732°, sinon afv] est la composante en y de 1'unique solution
du systeme gardé (y = a, (r = v(x))zex), ol y est une nouvelle variable.
Pour la valeur en une inconnue de la solution d’un systeme, il nous importe
donc de vérifier la condition d’arité en toute position. Cette condition consti-
tue un exemple de propriétés particulieres, celles qui expriment en toute
position une propriété du sous-arbre y commencant. Pour montrer de telles
propriétés, dites locales, on procede par une forme simplifiée de récurrence,
suivant la construction de la solution.

Définition et proposition (Lemme des propriétés locales)
Une propriété définie par un prédicat binaire I de paramétres un arbre et une
position est locale si elle vérifie pour tout arbre a de T2° et toute position p
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du domaine de a ’équivalence suivante :
I(a,p) < I(a),e).

Considérons une propriété locale définie par un prédicat I.

Soient (v = az)zex un systéme gardé sur T [X], et v son unique solution.
Supposons que pour toute variable x et toute position p appartenant ¢ dom a,
telle que ay(p) € F, on ait I(v(x),p).

Alors, pour toute variable x de X et toute position p de domwv(x), I(v(z),p)
est vérific : on dit que la valuation v a pour invariant la propriété locale
définie par I.

Démonstration
Montrons pour toute position p, la propriété

V. pedomv(x)= I(v(z),p)

par récurrence sur I’ensemble des positions, muni de la relation bien fondée
<F (la relation suffixe).

Soit p une position et supposons qu’on ait pour toute position r telle que
r <7 p, la propriété

Vo.redomv(z)= I(v(x),r).

Distinguons deux cas.

[ ] p =€

Soit x une variable. On a évidemment p € dom v(x) ; montrons donc I (v(z), p).
Puisque le systéeme est gardé, a,(c) € F, d’ou I(v(z),e) par hypothese.

e pFe

Soit & une variable telle que p appartienne a dom v(x).

Si ag(p) € F, alors par hypothese, on a I(v(z),p).

Sinon, p = qr, avec a,(q) = y, y étant une variable. Par définition de v, on a
v(z);, = v(y). On en déduit, grace au caractere local de I, les équivalences
suivantes :

I(v(z),p) & I(v(z),,¢)
& Iwy),.e)
< I(v(y),r).

Puisque le systeéme est gardé, nous avons g # ¢, soit r < p; par 'hypothese
de récurrence, I(v(y),r) est vérifié, et donc finalement I(v(x),p) aussi.

L
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théoréeme analogue au
1.1.2.

Théoréeme (Existence et unicité de la solution dans 7:°)
Tout systéeme gardé d’équations récursives sur TL°[X] admet une unique
solution a valeur dans T3°.

Démonstration

Soient (z = ag)zex un systeme gardé, ot a, € T°(X], et v son unique
solution & valeur dans 72°. Nous définissons une propriété permettant de
vérifier I’arité, notée I, a savoir, pour tout arbre a et toute position p de son
domaine :

I(a,p) “ VjGP,SES.A(a(p))(j)zs@(%j(;(;;;?is>.

Montrons que les conditions pour appliquer le lemme des propriétés locales
sont remplies par I.

Que le prédicat I définisse une propriété locale est clair.

Soient = une variable et p une position appartenant a doma, telle que
az(p) € F. Montrons I(v(z),p).

Par définition de la solution v, et comme a,(p) € F, on a :

az(pj) siaz(pj) € F,
v(z)(pj) =qayle) sia(pj)=y (ye),
1 sinon.

Pour j € P et s € S, la proposition
v(z)(pj) # L AR@(2)(pj)) = s
est successivement équivalente a :

(az(pj) € F AR(az(pj)) = s)
V. (FyeX. ax(pj) =yAR(ay(e)) =s),

(az(pj) € F AR(az(pj)) = 5)
V. By ed. axpj) =yAR(y) =s) R(y) =Rlay(e))),

Alaz(p)(j) =5 (az € Tg°[X]),
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Nous avons ainsi vérifié I(v(z),p).
D’apres la proposition 1.1.4, v a pour invariant la propriété d’arité I, et nous
pouvons conclure :

VeeX. v(z)eTs°.

1.1.3 Des équations avec des opérations

Comme annoncé, nous allons maintenant autoriser des opérations sur
les arbres dans les équations, afin de permettre une plus grande souplesse
d’utilisation des systemes d’équations.

On se donne pour la suite une signature concrete Y, définie sur ’ensemble
S des sortes, ’ensemble P engendrant librement les positions, et I’ensemble
F des étiquettes, et munie des applications A : F — (S1)7, et R: F — S,
donnant l'arité et la sorte de chaque étiquette. L’ensemble des variables
inconnues utilisées dans les équations est toujours noté X.

Dans tout ce paragraphe, nous illustrerons notre propos par un exemple. On
considere dans une signature a une seule sorte une variable x, une étiquette
f unaire, 'opération unaire «, ainsi que 1’équation

z = af(a(z))).

Il s’agit de résoudre cette équation pour certaines opérations, dites autori-
sées.
On notera O ’ensemble des opérations autorisées dans les équations. Un élé-
ment de O sera considéré tantét comme une application, tantét comme une
étiquette. En tant qu’étiquette, il possede un profil, et en tant qu’applica-
tion, il possede un type, obtenu en interprétant chaque sorte s par I’ensemble
des termes de sorte s, (73° : s). Précisément, on suppose que I’ensemble O
est a la fois, suivant le point de vue,

— une signature, associant a chaque opération un profil,

— un ensemble d’applications,
tels que si 'opération a a pour profil [[;.; A; — s (I C P), alors a est aussi
une application de J],.;(75° : A;) dans (75° : s).
Pour lever toute ambiguité, rappelons une différence entre la notation pré-
fixe pour les arbres et 'application d’une opération & une famille : a((a;);er)
représente le résultat de l'application de « & la famille (a;);er, alors que
a(a;)ier représente arbre de racine «v et de sous-arbre a; en position ¢, pour
tout indice .
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Dans un premier temps, nous allons définir la forme des équations récursives
étudiées, puis nous résoudrons des systemes de telles équations. Cette réso-
lution sera possible si I’ensemble des opérations autorisées vérifie certaines
conditions, que nous allons mettre en évidence. On montrera aussi ’exis-
tence d’un tel ensemble d’opérations autorisées, particulierement simple et
utile dans la pratique.

Comme nous ’avons vu en introduction, le membre droit d’une équation
est un X + O-terme ouvert d’une forme particuliere, ¥ + O étant la signa-
ture obtenue par réunion de X et de O : des contraintes limitent en effet les
possibilités d’utilisation des opérations.
Commencons par le cas élémentaire : les opérations autorisées n’apparaissent
dans le membre droit qu’en étant appliquées a des variables. Pour représenter
les applications des opérations aux variables, on préfere introduire un second
ensemble de variables, noté O(X™*) et indexé injectivement par I'ensemble des
couples (a, (z;)ier), ot a, appartenant a O, et la famille (x;);c; de variables
sont tels que a(x;)icr appartient a 75°[X]. On notera a(z;);cr la variable
indexée par (a, (x;)icr) : autrement dit, on remplace dans un membre droit
tout sous-arbre a(x;);er par la variable indexée par (o, (x;)icr) et notée aussi
(}(l“i)iel .
A partir de ce cas élémentaire, les membres droits se construisent inductive-
ment ; on note & o[X] 'ensemble des membres droits admissibles dans les
équations avec opérations. Voici les regles d’inférence permettant d’engen-
drer inductivement 'ensemble Es; o[X] :
un arbre a de 755 [ U O(X™)] appartient a & o[X]

— si a appartient & 73°[X U O(X™*)] -

(a € TSE[X U O(XY)]),

Q=

— ¢'il existe une famille (a;);c; d’arbres appartenant a & o[X] et une
étiquette f telles que a est égal a f(a;)ier :
(ai)ier

flai)ier

— 'l existe une famille (a;);cr d’arbres appartenant a & o[X] et une
opération autorisée « telles que a est égal a a(a;);er :

(fer),

(az‘>z‘el

a(a;)ier

(€ 0),
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ce qu’on résume par la grammaire suivante :
a == b (beTP[XUOXY)))
| flaier (f€F)
| alay)ier (€ O).
Nous considérons donc des systemes d’équations récursives de la forme

(l' = ax)meXa

ol pour toute inconnue x de X,

— le membre droit a, appartient a &, o[X],

— si & a pour sorte s, alors a, également.

Le systeme (x = ay)zcx est dit gardé si pour toute inconnue x, le membre
droit a, est gardé. Quant a la propriété de garde pour les membres droits,
elle se définit inductivement ainsi, pour tout arbre a de & o[X] :

—a € TPX UO(X™)] : a est gardé si a(e) est une étiquette,

—a= f(ai)ier (f € F) : a est gardé,

— a=0a(a;)icr (@ € O) : a est gardé si pour tout i de I, a; est gardé.
Autrement dit, un arbre de &, 0[X] est gardé si toute variable y apparaissant
est gardée par une étiquette. Par exemple, si f est une étiquette unaire, «
une opération unaire autorisée et x une variable, alors :

~ (@), alf(2)), f(a(2)) et alf(alx))) sont gardés,

— «a(x) n’est pas gardé.

Définissons maintenant la solution d’un tel systéme d’équations.
Soit v : X % T une valuation. Son extension 4 X UO(X*), toujours notée

v, est définie par :
€

via(ier) ? alw(@))ier)
Il est désormais possible d’étendre v & ’ensemble des membres droits ad-
missibles, &, o[X]. L’extension de la valuation, application de & o[X] dans
7°, notée [v] en position suffixe, se définit inductivement de la maniere
suivante, pour tout arbre a appartenant a &s, o[X] :
—a € TP[X UO(X™)] : alv] est défini de maniere classique en toute
position p par ’équation suivante :

a(p) si a(p) € F,
. Jp=4qr,
s |70 "Naw=v wex),

), r) si p=ar
((v(zi))ier)(r) a(q) = a(x;)ier  (a(zi)ier € O(X*)),

1 sinon,
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- a= f(ai)ier (f€F):
alv] = flai[v])ier
—a=0o(a;)ier (€ 0):

alv] = a((ai[V])ier) -

Une valuation v est solution du systéme (r = a;)zex si pour toute inconnue
x,on a:
v(z) = aglv].

Par exemple, la valuation v est solution de ’équation

z = a(f(a(z)))

si elle vérifie!?

v(z) =a((f(a((v(@))))))-
Nous cherchons a ramener la résolution d’un tel systeme, admettant des opé-
rations, a celle d'un systeme classique, pour lequel on dispose d’un théoreme
d’existence et d’unicité de la solution. A 'aide d’un exemple, dégageons les
principes de la résolution.
Pour préciser la définition des opérations autorisées dans les systémes, un
point de vue catégorique est utile pour commencer. On considere

— d’une part, la catégorie ayant pour objets les signatures concretes et
pour morphismes les applications entre ensembles d’étiquettes préser-
vant le profil : si ¥; est une signature concrete sur Sp, P; et F} définie
par Ay : F} — ((Sl)L)P1 et Ry : F — S1, et X5 une signature concrete
sur Sy, Py et Fy définie par Ay : Fh — ((SQ)L)PQ et Ry : Fy — 5o,
alors l'application « : F} — F5 est un morphisme de X vers ¥y si
Ay =Asoaet R =Rooq;

— d’autre part, la catégorie ayant pour objets les ensembles d’arbres
respectant une signature concrete et pour morphismes les applications
entre ces ensembles.

On peut alors étendre la correspondance entre toute signature concrete 3
et 'ensemble 753° des ¥-termes de maniere a obtenir un foncteur entre les
catégories associées. Etant donné deux signatures Y1 et Yo, le foncteur 7
associe a chaque morphisme vy de ¥ dans 3, Uapplication 7° de 757 dans
7g3) définie pour tout terme a € 7g} et toute position p par :

77°(a)(p) = v(a(p)) -

1 Y N . . R .
9Nous préférons conserver I'usage des doubles parenthéses pour I'application, méme si
une simplification serait bienvenue dans ce cas.
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On applique donc a chaque étiquette dans I’arbre ’application . Ce genre
de foncteur, bien connu, pour les listes par exemple, porte souvent le nom
de « map ».

Voyons maintenant la résolution d’un systéme impliquant une opération ob-
tenue par le foncteur 7°°. Considérons un morphisme v de la signature
concrete X vers elleeméme. On obtient par le foncteur 7°° une application
de 75° dans lui-méme, soit 7.>°, puis pour chaque sorte s, en restreignant les
ensembles de départ et d’arrivée, une application de 7,5° : s dans lui-méme,
qu'on note 7>° : s. Cette application, qui a pour profil s — s, sera aussi
notée v, ; rappelons que son application a un terme a de 75° : s est notée
vs((a)), et que le terme de racine 'opération s et de sous-terme immédiat
a est noté ys(a). Supposons que 'ensemble O contienne 'opération > ¢ s,
et qu’il soit fermé par composition a gauche de 7, (en respectant le typage).
Soit f € F une étiquette de profil s — s et considérons le systeme formé de
I’équation

z=7s(f(7s(2))) -

On commence par appliquer ~s, pour obtenir :

v =7(f)(7:(@)),

puis on détermine I’équation vérifiée par 72(x), soit

Ve (x) =2 (f(rs(2))),

et on peut appliquer 72, et ainsi de suite.
Pour généraliser cette technique de résolution, il est donc utile d’étendre les
opérations de O aux termes ouverts, c’est-a-dire de les prolonger en opéra-
tions sur I’ensemble 75°[X U O(X™)).
Voyons comment réaliser cette extension dans le cas de la méme opération
que précédemment, 7°° : s, notée 7s. L’application v, de F dans JF, peut
étre prolongée en une application de FUX UO(X™) dans lui-méme, toujours
notée ~, et définie ainsi :

v@) € o) (veiy),

Ny def o B)(z:): B(xi)ier € O(X7)
S ORI MR G e B

Dans le premier cas, vs(x) appartient & O(X*) et a pour sorte s, dans le
second, grace a I’hypothese de fermeture par composition, (vso 5)(x;)ier
est bien une variable de O(X*), de plus de sorte s. Comme D'application
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~ ainsi prolongée préserve les sortes, c’est un morphisme de la signature
concrete X[X U O(X*)] vers elleeméme; il s’ensuit que son image par 7°°,
soit 7.°°, est une application de 75°[X U O(X™)] dans lui-méme, définie sans
surprise, pour tout terme a et toute position p, par :

T°(a)(p) = ~(a(p))-

Suivant 'exemple, I'idée d’étendre les opérations autorisées en opérations
sur 720X U O(X™)] a été introduite pour transformer ’équation

z=7s(f(7s(2))),

v =7 ((f(7:(2)))) -

L’application de vs & f(7s(z)) produit un terme gardé, soit v(f)(v2(z)),
si bien que la résolution du systeme transformé est possible. Si on note a
le terme f(vs(x)), la solution v du systéme transformé est aussi solution
du systeéme initial si y5((a))[v] = 7s((alv])), ce qui est le cas si s (son
prolongement) commute avec les valuations. On peut donc considérer qu’une
telle transformation d’un systéeme est justifiée

— si le systeme formé des équations transformées, ainsi que des nouvelles
équations correspondant aux variables de O(X*), peut étre résolu,
ce qui est le cas si toute opération autorisée transforme une famille
d’arbres gardés en un arbre gardé,

— et si le systeme transformé et le systéme original ont la méme solu-
tion, ce qui est le cas si les opérations autorisées (précisément leur
prolongement) commutent avec les valuations.

La préservation de la propriété de garde et la commutativité sont fondamen-
tales pour ’ensemble O, car elles fournissent des conditions suffisantes pour
résoudre les systemes d’équations gardées de maniere univoque. Formalisons
donc ces propriétés.

1.1.6 Définition (Opérations autorisées)
Soit O un ensemble d’opérations sur I3>°. L’ensemble O est formé d’opérations
autorisées dans les systemes d’équations récursives si chaque opération o de
O, définie de [ ;o (T5° = A;i) vers (I5° : s), peut étre prolongée en une opé-
ration de [[;c(Ts°[X U O(X*)] © A;) vers (T°[X U O(X¥)] @ s), toujours
notée a, et vérifiant :
— la commutativité avec les valuations :
pour toute valuation v : X —~ TX° et toute famille (a;)ier de termes de
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TP[X U O(X™)] appartenant au domaine de «,

a((a)icn)V] = a(aiv])ier) ,

— la préservation de la propriété de garde :
pour toute famille (a;)icr de termes gardés de T°[X U O(X™*)] appar-
tenant au domaine de o, a((a;)icr) est gardé :

(ai(e) € Flier
a((a:)ier)(e) € F

Il existe au moins un ensemble d’opérations autorisées, ’ensemble des opé-
rations images par le foncteur 7°°, puisque nous avons le lemme de commu-
tativité suivant.

Commutativité entre valuations

1.1.7 Lemme ( et opérations fonctorielles

)

Soit v un morphisme de 3 vers X.
Considérons un ensemble O d’opérations sur T3°, tel que pour toute sorte s,
O contient lopération TVOO 1 s et est fermé par composition a gauche avec

T2+ s. Alors, pour toute sorte s, pour toute valuation v : X 5 T53° et tout
terme a appartenant o TP[X U O(X*)] @ s, on a, en notant vs Uopération
T>® @ s:

gl

Démonstration
Soient s une sorte, v une valuation et a un terme de 7,2°[X U O(X™*)] : s.
Considérons une position p. On a :

1s(@vD))p) = A(alvl(p))-

Examinons les quatre cas relatifs & p intervenant dans le calcul de a[v](p).
e a(p) e F
Dans ce cas, vs((a))(p) € F. Vérifions 'égalité :

Ys((@)[Vl(p) = ~s((a))(p)
= v
vs((av]))(p) = ~

200n aurait pu écrire cette égalité ainsi :

a((ai)ier)[v] = a(ai)ier[V] -



1.1.8

64 Chapitre 1. Représenter par des arbres

e p=qralg) =y (yeX)
C’est un cas particulier du cas suivant, en prenant pour 3 l'identité.

e p=gqr,a(q) = B(xi)icr (B(xi)icr € O(X") : 1)
Dans ce cas, vs((a))(q) = (v o B)(x;)icr. Vérifions I'égalité :
s((@)l(p) = (e B)(v(@:))ier)(r)
(B((W(zi))ier)(r)) ,
s((@))(p) = (B (@:i)ien)(r)) -

e Cas restant
Les deux valeurs a comparer ne sont pas définies.

L

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition (Opérations autorisées : les images par 7°°)

A toute sorte s et tout morphisme v de ¥ dans 3 associons l’opération unaire
T7° ¢ s, restriction de T° a Tg° @ s. L’ensemble des opérations unaires
T7° i s est formé d’opérations autorisées.

Démonstration
e Fermeture par composition
Pour tous morphismes 1 et 2, on a :
(T35 5) 0 (T + 9) = (T, ¢ ).
e Préservation de la propriété de garde
Sous I'hypothese de fermeture par composition, on a vu comment prolonger
une opération 7° : s, en une application de 75°[X U O(X)] : s dans lui-
méme : ce prolongement préserve la propriété de garde.
e Commutativité avec les valuations
Par le lemme précédent, la propriété de commutativité est aussi vérifiée.

L

Nous pouvons maintenant résoudre tout systeme d’équations gardées conte-
nant des opérations autorisées. Etant donné un ensemble d’opérations auto-
risées O, définissons la fonction © de Ex; p[X] dans T2°[X UO(X™)] réalisant
la transformation des membres droits utilisée pour la résolution ; elle est défi-
nie inductivement par les équations suivantes, pour tout arbre a appartenant
a &y olX] :

—a e TFXUOXY) :
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~a=flaier (f € F):

O(f(ai)icr) = f(O(as))ier,

O(a)ier) Y a((O(a:))ier)

Il est facile de montrer par récurrence structurelle que © préserve la sorte :
O(a) a la méme sorte que a. Comme toute opération autorisée préserve
la propriété de garde, il est aussi facile de montrer, toujours par récur-
rence structurelle, que © préserve cette méme propriété : si a appartenant a
Ex 0] X] est gardé, alors O(a) est gardé.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme concernant la résolution des
systemes d’équations avec des opérations.

1.1.9 Théoréme (Résolution des systémes avec opérations)
Soit O un ensemble d’opérations sur Ts° autorisées. Soit

(l‘ = a’Z)l‘EX

un systeme d’équations récursives, vérifiant pour toute inconnue x les condi-
tions suivantes :

— le membre droit a, appartient & Es, o[X] et est gardé,

— st x a pour sorte s, alors a, également.
Alors ce systeme admet une unique solution & valeur dans T53°.

Démonstration
Associons au systeme de 1’énoncé le systéeme suivant :

(l’ = @(am))IBGXv
(ﬁ(xj)jeJ = ﬂ((@(al’j))jej))ﬂ(xj)jeJGO(X*) ’

Les inconnues de ce systéme sont les variables de I'ensemble X U O(X™),
les membres droits appartiennent & 75°[X U O(X™*)], ont méme sorte que
I'inconnue a laquelle ils sont associés et sont gardés. D’apres le théoreme
1.1.5 (p. 56), ce systeme admet donc une unique solution v, a valeur dans
75°. Vérifions que la restriction de v a X" est solution du systeme de 1’énoncé.
Montrons par récurrence structurelle sur a appartenant a & o[X] que

O(a)[v] = alv].
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o a € TP[XUO(XY))
Comme ©O(a) = a, c’est immédiat.

o a= f(ay)icr (f€F)
On a:

O(f(a)ienl] = f(O(a;))ierlV]
f(O©(ai)[V])ier
= f(ai[v])ier (hyp. de réc.)
= flai)ierlv].

a;

<.

o a=afa;)icr (€ O)
On a:

O(a(ai)ienlv] = a((O(ai))ier)V]

(©(a:)
(©(ai)[v])ier) (commut.)
(a;[v])

[

I
Q

I
Q

[V])ier) (hyp. de réc.)

a;
ai)ze[ ’/}

2

(
(
(
(
Il s’ensuit que pour toute inconnue x, on a

v(r) = azlv],

autrement dit que la restriction de v a X est solution du systeme.
Vérifions 'unicité de la solution. Soit v/ une solution de (z = a;),ex. Mon-
trons que le prolongement de v/ sur X U O(X*) est solution du systéeme
associé.

Par la propriété précédente, on a pour toute inconnue x :

V(z) = O(a,)[V].
Rappelons que le prolongement de v/ sur O(X*) est défini pour toute incon-
nue B(x;);cs de O(X™*) par :
v (B()e) < B @5))je0)-
On a alors :
B(O(az,))jes)V] = B((O(ag,)[V])jes) (commut.)

= B(az;[V])jes)
= BV (z)))jer) -
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La valuation v/ est solution du systeme associé. Par unicité, v/ = v : la
solution est bien unique.

L

Pour conclure, nous disposons d’un moyen simple pour construire des
arbres : les systemes d’équations récursives. Il peut s’agir aussi bien d’arbres
étiquetés que d’arbres respectant une signature. Les équations doivent étre
gardées, et peuvent contenir des opérations sur les arbres, sous certaines
conditions.

1.2 Raisonner sur les objets infinis

Nous allons utiliser les systemes d’équations récursives pour définir des
preuves, éventuellement infinies en profondeur. Ces preuves s’entendent rela-
tivement a des systemes d’inférence, ensembles de regles d’inférence. Comme
nous 'avons vu en introduction, ce sont les objets infinis qui obligent a
étendre les preuves admissibles & celles non fondées, et a ainsi considérer
deux interprétations d’'un systeme d’inférence : 1'inductive, admettant les
seules preuves bien fondées, et la co-inductive, libérant cette contrainte.
Prenons 'exemple des arbres que nous venons d’étudier. L’égalité de deux
arbres peut étre montrée par I'égalité de leurs racines et 1’égalité de leurs
sous-arbres. Si les arbres ne sont pas fondés, ce raisonnement ne s’arréte
pas : la preuve ne sera pas fondée. Concretement, ’égalité que nous venons
de caractériser correspond a une preuve dans le systeme d’inférence suivant,
défini sur le produit cartésien (72°), x (72°), :

axiome : —— (L : arbre vide),
(L, 1)

a .’ b . .
regle d’inférence : % (a,b# L,a(e) =b(e)).
a?

Que ce systeme définisse bien I'égalité est clair : une preuve a la méme struc-
ture que les deux arbres formant sa conclusion, et la condition d’égalité des
racines donne ’égalité des arbres en toute position. Il apparait donc que si
I’arbre est infini en profondeur, la preuve 'est aussi.

Nous introduisons donc les systemes d’inférence, puis associons a chacun son
opérateur d’inférence, qui permet de réaliser une inférence dans le systéme.
Un opérateur d’inférence possede deux points fixes remarquables, le plus pe-
tit et le plus grand, que nous caractérisons de deux manieres, imprédicative
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et itérative. Vient ensuite I'approche déductive, qui vise & caractériser ces
points fixes & partir des preuves dans le systeme d’inférence considéré.
Toute cette étude peut étre répétée en considérant une application crois-
sante d’un treillis complet dans lui-méme, application représentant 1’opéra-
teur d’inférence, comme on le verra.

1.2.1 Prouver dans un systeme d’inférence

Un systéme d’inférence est un ensemble de regles portant sur des ju-
gements, éléments d’'un ensemble, noté U. Une régle d’inférence sur U est
un couple (Z,z), ou Z C U est ensemble des prémisses et z € U est la
conclusion. Une regle est aussi notée

VA

Il existe une surjection canonique entre les systemes d’inférence sur U et
les opérateurs croissants sur 4?'. Si ® est un systeme d’inférence, alors
Iopérateur ¢ : 24 — 24 est défini ainsi :

oYV)={z€lU|3ZCY. (Z,z) € d}.

©(Y) donne ainsi les conclusions que 1'on peut déduire de Y en une infé-
rence : @ est ainsi appelé 'opérateur d’inférence associé au systeme ®. Par
exemple, si Y est I’ensemble vide, alors ¢(Y") est 'ensemble des aziomes du
systeme, c’est-a-dire les conclusions des regles sans prémisses.
Réciproquement, étant donné un opérateur ¢, le systéme d’inférence conte-
nant les seules regles (Z, z), avec z € ¢(Z), est un antécédent de ¢ : c’est le
plus grand élément, au sens de I'inclusion, de tous les systemes d’inférence
antécédents de ¢. On en parlera comme du systeme d’inférence associé a
Popérateur .

Considérons un systeme d’inférence @, et 'opérateur associé . Par I'in-
termédiaire de ¢, il est possible d’associer des ensembles remarquables au
systeme ®. En effet, 'opérateur ¢ possede des points fixes, en particulier un
plus petit et un plus grand qui peuvent étre caractérisés de maniere impré-
dicative a I’aide des notions de stabilité et de densité. Une partie Z telle que
©(Z) C Z est dite stable par 'opérateur ¢ (et par extension pour le systeme
d’inférence ®); une partie Z telle que Z C p(Z) est dite dense pour ¢ (ou

21Un opérateur sur un ensemble E est une application de 2F dans 2F (2E étant I'en-
semble des parties de E).
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®). L’interprétation dans le systeme d’inférence est la suivante : si les pré-
misses d’une regle appartiennent a une partie stable Z, alors sa conclusion
aussi; si un jugement appartient a une partie dense, alors il existe une regle
de conclusion ce jugement et dont les prémisses appartiennent a la partie
dense.

Le théoreme suivant montre 'existence de ces points fixes extrémaux, et
donne la caractérisation imprédicative annoncée. Il est valide dans tout
treillis complet, et pas seulement dans ’ensemble des parties.

Théoréme (Points fixes (Knaster-Tarski))

Soit (T, <,V, A, L, T) un treillis complet*?, et n une application croissante
de T dans T. Alors n admet un plus petit point fize lfp(n) et un plus grand
point fize gfp(n), respectivement le plus petit élément de T' stable par n et le
plus grand élément dense pour n :

Ifp(n) = min{x € T | n(z) <z},
gfp(n) = max{zeT|z<n(x)}.

Démonstration

Notons I, la borne inférieure des éléments stables par n, A{z € T | n(z) <
x}. On va montrer que I, est un point fixe. Il s’ensuivra que I, est stable et
est donc le plus petit élément stable par n, et que I, est le plus petit point
fixe de i puisque tout point fixe est stable.

Pour montrer que I, est stable, on montre que 7(I,) est inférieur a tout
élément stable x :

n(xz) (n croissante)
xz (x stable).

Par définition de la borne inférieure, n(I,) < I,.

On montre maintenant que I, est dense : comme I, est stable et n est
croissante, n(I,) est stable et Ix < n(l,), par définition de I,.

I, stable et dense, est bien un point fixe.

Par dualité, on déduit le résultat pour le plus grand point fixe.

L

Ces points fixes peuvent aussi étre calculés par itération transfinie.

22Un treillis complet est un ensemble ordonné tel que toute partie Z y admet une borne
supérieure, notée VZ, et une borne inférieure, notée AZ. V() est alors le plus petit élément,
noté L, et AQ le plus grand, noté T.



1.2.2

70 Chapitre 1. Représenter par des arbres

Théoréme (Calcul des points fixes)

Sotent (T, <,V, A, L, T) un treillis complet, et n une application croissante
deT dans T.

Alors le plus petit point five de n peut étre calculé par itération transfinie
ainsi :

1fp(n) = \/ Aa(n),
«
ot la suite des itérés (Aq(n))a, définie sur les ordinauz par I’équation

Aa(n) =\ n(As(n)),

BlB<a

est croissante et stationnaire d partir d’un certain rang.
De méme, le plus grand point fixe de n peut étre calculé par itération trans-
finie ainsi :

gfp(n) = /\ Va(n),
«
ot la suite des itérés (Vo (n))a, définie sur les ordinauz par I’équation

Vo) = N n(Vsn),
fli<a

est décroissante et stationnaire a partir d’un certain rang.

Démonstration

e Croissance de la suite

On commence par montrer que la suite (A, (n))q est croissante. Il suffit de
montrer par induction transfinie sur a que 7(Aq(n)) > Aq(n) : car on aura
alors pour f < @, Aa(n) > (As(1) > Ag(n).

Supposons donc V 5 < a. n(Ag(n)) > Ag(n). On a, en utilisant la croissance
den:

n(Aam) = n(\/ n(As(n)) (déf)

BlB<a

> \/ 7*(As(n)) (prop. de V)
Bl6<a

> \/ n(As() (hyp. d’ind.)
Bl6<a

- Aa(n) .
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De la croissance de la suite (A (7))q, on déduit que pour tout ordinal a, on
a

Ant1(n) = n(Aa(n)),

simplification qui nous sera utile.

e Stationnarité de la suite

Avant de montrer que la suite est stationnaire, montrons d’abord que s’il
existe un ordinal A tel que Ay;1(n) = Ax(n), alors la suite est stationnaire
a partir du rang \. Notons que d’apres la remarque précédente, I’hypothese
Axt1(n) = Ax(n) entraine que n(Ax(n)) = Ax(n), ce qui signifie que Ax(n)
est un point fixe de 7.

Supposons A tel que Ayy1(n) = Ax(n). Montrons par induction transfinie
que pour tout ordinal a > A, alors Ay (1) = Ax(n).

Soit « un ordinal strictement supérieur a A et supposons que pour tout
ordinal (3 tel que o > 3 > A, on ait Ag(n) = Ax(n). On a alors, en utilisant
la croissance de la suite :

Aa(n) = \/ n(As(n)

Bl8<o
=V aasm)

BIASB<a

= \/ n(Ax(n) (hyp. d’ind)
BINEB<a

= \/ Ax(n)

BIA<B<a
= Ax(n).

On montre maintenant que la suite (Aqy(7))q est stationnaire. Soit S son
support. Inclus dans I’ensemble 7', S est un ensemble, de surcroit ordonné
par lordre induit. Comme la suite est croissante et indexée par la classe des
ordinaux, qui est bien ordonnée, S est bien ordonné. 11 existe donc un ordinal
A et un unique isomorphisme d’ordre, noté ¢, de S vers A. On va montrer
par induction transfinie que pour tout ordinal o < A, on a t(A,(n)) = a. 1l
s’ensuivra que la suite est stationnaire a partir de A.

Supposons a < A, et pour tout f < a, t(Ag(n)) = B. On montre par
Pabsurde que t(Ay(n)) = .

Supposons ¢(Ay(n)) < a. Soit S = t(An(n)). Par hypothese d’induction,
t(Ag(n)) = B, puis par injectivité de ¢, Ag(n) = An(n). Par croissance de
la suite, Ag(n) = Agt1(n), si bien que la suite est stationnaire a partir de
(. Donc « ne peut avoir d’antécédent par ¢, ce qui contredit le fait que ¢ est
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un isomorphisme d’ordre.

Supposons ((Ay(n)) > «. Comme la suite est croissante, tout comme ¢,
a ne peut avoir d’antécédent par ¢, ce qui contredit le fait que ¢ est un
isomorphisme d’ordre.

Finalement, ¢t(Ay (7)) = a. Déduisons-en que la suite est stationnaire.

Soit a = ¢(Ax(n)). Comme t(Aq(n)) = o, on déduit par injectivité de ¢ que
An(n) = Ax(n), puis par croissance de la suite, que Ay (1) = Aqt1(n), ce
qui implique que la suite est stationnaire a partir de «, d’ou le résultat.

e Calcul du plus petit point fixe

Comme Ay (n) = Ax11(n), Ax(n) est un point fixe de 7.

Enfin, montrons que pour tout ordinal o, A,(n) < lfp(n). On procede par
induction transfinie, et c’est immédiat.

Finalement Ay (n) est le plus petit point fixe.

e Cas du plus grand point fixe

Pour le plus grand point fixe, on raisonne par dualité.

L

Jusqu’a maintenant, le systéme d’inférence n’a servi qu’a définir I'opéra-
teur d’inférence associé, et n’a donc pas été utilisé comme systéeme déductif,
permettant de prouver des jugements. C’est ce dernier point que nous abor-
dons, en caractérisant par des preuves les plus petit et plus grand points
fixes de I'opérateur d’inférence associé.

Considérons un systeme d’inférence ® défini sur I’ensemble de jugements
U, et définissons ce qu’est une preuve dans ®, ou plus exactement sa re-
présentation par un arbre. Cette définition suppose que pour toute regle
d’inférence, ’ensemble de ses prémisses soit décrit sous la forme d’une fa-
mille, pas nécessairement injective. On se donne donc un ensemble P et
pour toute regle (Z,z) de ® une famille (z)rek, avec K C P, telle que
Z ={z | k € K}. Dans ce cas, la regle est notée ((2x)rek, 2)-

Si ces familles ne sont pas précisées, on considere que P est égal a ’ensemble
des jugements, U, et pour toute regle (Z, z) de ®, on décrit Z par la famille
injective (j);cz. Dans ce cas, les preuves ainsi construites seront dites cano-
niquement associées au systeme d’inférence.

Bien souvent, pour un systeme d’inférence finitaire?3, les prémisses de chaque
regle seront indexées par un segment initial des entiers naturels. Lorsque c’est
le cas, une regle ((2x)o<k<n, #) sera notée aussi

Z0.--2n

z

23Un systéme d’inférence est finitaire lorsque chacune de ses régles a un nombre fini de
prémisses.
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Pour les arbres de preuves, I’ensemble des positions est engendré par P, et
I’ensemble des étiquettes est égal a celui des jugements. Un arbre a : P* — U
représente une preuve s’il vérifie la condition suivante :

pour toute position p du domaine de a, il existe une régle de @,
((zx)kek, 2), telle que

(i) alp) ==z,
(i) {keP|pkedoma}=K,
(tit) Yke K. a(pk) = z.

Une alternative intéressante consiste a considérer les jugements comme des
sortes, et a prendre pour étiquettes les regles d’inférence, ou mieux, des noms
qu’on leur donne; dans ce cas, le couple des prémisses et de la conclusion
d’une regle constitue son profil, et une preuve est alors un arbre respectant
la signature concrete ainsi définie. La condition précédente définissant les
preuves correspond a la condition d’arité associée a cette signature concrete.
Désormais, la terminologie développée pour les arbres est adoptée pour
les preuves, toujours représentées par des arbres : ainsi, par exemple, une
sous-preuve est un sous-arbre d’un arbre de preuve, ou une preuve bien fon-
dée est un arbre de preuve bien fondé. Quant a la racine a(e) d’une preuve
a, elle est appelée sa conclusion.
Linterprétation d’un systéeme d’inférence est définie par la donnée d’un en-
semble de preuves, dites admissibles. Les conclusions de ces preuves forment
les jugements wvalides, autrement dit validés par des preuves admissibles, et
correspondent généralement, et dans les cas nous intéressant, a un point fixe
de 'opérateur associé au systeme.
Pour définir des preuves, infinies en profondeur surtout, on utilisera princi-
palement des systéemes quasi-uniformes.

Proposition (Construction récursive de preuves)
Soit ® un systéme d’inférence défini sur l’ensemble de jugements U. Soit
(x = ag)zex un systéme quasi-uniforme défini sur T,7°[X], compatible avec
le systeme d’inférence, au sens suivant :
pour toute inconnue x de X,
— soit ay est une preuve,
— soit ay = z(Tk)kek, en notation préfize, ou
— quel que soit k dans K, x;, est une variable,
~ ((ag, (¢))kek, z) est une régle de ®.
Alors, pour chaque inconnue x, la valeur en x de la solution est une preuve
suivant .
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Démonstration
Soit v 'unique solution du systeme. Considérons la propriété suivante, dé-
finie pour tout arbre a de 7;7° et toute position p de son domaine, et notée

I(a,p) :

. alp) = =
Ia,p) 4 I(()rer,2)€®. | {(keP|pkecdomal = K
Vke K. alpk) =z

Vérifions que le lemme des propriétés locales 1.1.4 (p. 54) peut s’appliquer.
Premierement, le prédicat I définit une propriété locale.

Deuxiemement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenant a dom a, telle que a,(p) € U, on a I(v(z),p).

Soit x une variable.

Si ay est une preuve, alors v(z) = a, et pour toute position p, I(v(x),p) est
vérifié.

Examinons lautre cas, ol a; = z(xk)rer . On doit vérifier I(v(x),e).

On a v(z)(e) = z et pour k € P, v(x)(k) = as,(¢) sik € K et v(z)(k) =L
sinon. Compte tenu des hypotheses, I(v(x),e) est bien vérifié, en prenant la
regle d’inférence ((ag,, (€))kek, 2)-

On peut donc conclure que v a pour invariant I, et donc définit des preuves
suivant ®.

L

Les équations définissant des preuves pourront étre notées de maniére plus
explicite ainsi :

(zr)ker .

z
Avant d’aborder la caractérisation des points fixes, et les interprétations
inductives et co-inductives, définissons une interprétation mixte, en ajoutant
des contraintes pour la formation des preuves. Une contrainte encadre 1'uti-
lisation des regles d’inférence : chaque prémisse d’une regle se voit qualifiée
de « positive », « négative » ou « neutre », pour indiquer le profil en profon-
deur de la preuve. Dans la preuve d’un jugement, une regle est utilisable
si chacune de ses prémisses, suivant qu’elle est positive, négative ou neutre,
est la conclusion d’une sous-preuve respectivement fondée, non fondée ou
quelconque. Ainsi, dans une interprétation inductive, toutes les prémisses
seront positives, et dans une co-inductive, toutes seront neutres.
On suppose que pour toute regle ((zx)rek, z) de @, il existe une partition de
K en trois ensembles, notés K1, K~ et K les prémisses appartenant & la
famille (zx)rex+ sont les prémisses positives, celles appartenant a la famille
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(21 ) ke k- sont les prémisses négatives, et enfin celles appartenant & la famille
(2k)weko sont les prémisses neutres. Dans la suite, les regles pourront étre
notées en précédant les prémisses du signe « + » si elles sont positives, « - » si
elles sont négatives et d’aucun signe sinon, comme ceci par exemple pour la
regle ((zi)rer, 2), avec K = {0,1,2}, K+ = {0}, K~ = {2} et K = {1} :

+20 21 — 29

z

Une preuve a : P* — U est admissible dans ’interprétation mixte du systeme
d’inférence ® si elle vérifie

pour toute position p du domaine de a, il existe une reégle de @,
((zk)kek, 2), telle que

(1) alp) =z,

(7)) {keP|pkedoma} =K,
(tit) Yke K. a(pk) =z,

(iv) Yk & KT. a est bien fondé,
(v) Vk€ K. asy n'est pas fondé.

Les conditions (iv) et (v) constituent les contraintes nouvelles sur 1'utilisa-
tion des régles. Dans une interprétation mixte d’'un systeme d’inférence, on
définira généralement les preuves a l'aide de systemes d’équations récursives.
Cependant, la proposition précédente 1.2.3 ne nous permet pas de savoir si
une preuve ainsi construite vérifie les contraintes supplémentaires. Raffinons
donc cette proposition.

. Interprétation mixte :
Proposition ( . R . )
Construction récursive de preuves

Soit ® un systéme d’inférence défini sur l’ensemble de jugementsU, et consi-
dérons une interprétation mixte de ce systeme.
Soit (XT, X7, X%) une partition de l’ensemble des inconnues X.
Considérons un systéme quasi-uniforme (x = ag)zex, défini sur T°[X],
compatible avec interprétation mixte du systeme d’inférence, au sens sui-
vant :
pour toute inconnue x de X,

— a; est une preuwve bien fondée admissible dans l'interprétation mixte,
pour toute inconnue x de X,

— soit a, est une preuve non fondée admissible dans l’interprétation

maxte,
— soit ay = z(Tk)kek, en notation préfize, ou
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~ ((ag, (¢))kek, 2) est une régle de ®,
— K~ n’est pas vide,
— quel que soit k dans K, xj, appartient ¢ X,
— quel que soit k dans K—, xj, appartient a X,
— quel que soit k dans K°, x;, appartient ¢ X,
pour toute inconnue x de XV,
— soit a, est une preuve admissible dans l'interprétation mixte,
- soit ay = z(xk)kek, en notation préfize, ou
~ ((ag,(¢))kek, 2) est une régle de @,
— quel que soit k dans K, xj, appartient ¢ X7,
— quel que soit k dans K~ , xp appartient a X~
— quel que soit k dans K°, xj, appartient a X .
Alors, pour chaque inconnue x, la valeur en x de la solution est une preuve
admissible dans 'interprétation mizte de ®.

La démonstration est analogue a celle de la proposition précédente 1.2.3.

Démonstration
Soit v 'unique solution du systeme. Considérons la propriété suivante, dé-
finie pour tout arbre a de 7,7° et toute position p de son domaine, et notée

I(a,p) :

a(p) =z
y {keP|pkedoma} =K
I(a,p) 4 F((z)rer,2) €®. | VEe K. alpk) = 2
Vk e K*. ajyy est bien fondé
Vk € K™ . as, n'est pas fondé

Vérifions que le lemme des propriétés locales 1.1.4 (p. 54) peut s’appliquer.
Premierement, le prédicat I définit bien une propriété locale.
Deuxieémement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenant a doma, telle que az(p) € U, on a I(v(z),p).

Soit x une variable.

Si a, est une preuve admissible, alors v(xz) = a, et pour toute position p,
I(v(z),p) est vérifié.

Examinons 'autre cas, ol a; = z(xk)rex. On doit vérifier I(v(x),¢).

On a v(z)(e) = z et pour k € P, v(x)(k) = asz,(¢) sik € K et v(z)(k) = L
sinon.

Compte tenu des hypotheses, les trois premieres conditions sont vérifiées, en
prenant la regle d’inférence ((az, (€))kex, 2)-

Sike KT, onav(z), = ag, et v(z), est bien fondé.
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Supposons enfin k € K~. On cherche & montrer que v(x) Jk n’est pas fondé.
Comme v(z) ), = v(zy), avec x € X, il suffit de montrer que pour tout
x € X7, il existe une suite de preuves (A7), décroissant suivant < (la
relation « est un sous-arbre de ») commengant en v(x). On construit cette
famille de suites par récurrence en imposant que pour tout n, ou bien Ay
est une preuve admissible non fondée, ou bien il existe y € X~ tel que
AL = v(y).

e n=020

Pour tout z € X, on pose Af = v(x).

e n>0

Supposons que pour tout x € X~, AF | est défini.

Soit x € X~.

Si Ay _, est une preuve admissible non fondée, il existe au moins une sous-
preuve immédiate, admissible et non fondée, et on en choisit une pour Ay.
Supposons A? | = v(y), ol y € X~. Si a, est une preuve admissible non
fondée, on a v(y) = ay, et on est ramené au cas précédent.

Supposons donc a, = z(xy)ker. Par hypothese, il existe k € K~ vérifiant
x € X~ et on pose AT = v(xy).

On peut donc conclure que v a pour invariant I, et donc définit des preuves
admissibles dans l'interprétation mixte de ®.

L

mme précédemmen équations définissan reuv missi
Comme précédemment, les équations définissant des preuves admissibles
pourront étre notées de maniere plus explicite en précisant les contraintes,
comme dans cet exemple :

+x90 1 — X9
€r =

z
Bien que nous utilisions a plusieurs reprises 'interprétation mixte de sys-
temes d’inférence dans les chapitres suivants, nous ne poursuivons pas son
étude, car elle ne donne pas lieu a une caractérisation intéressante par points
fixes. Revenons donc aux points fixes extrémaux, et a leur caractérisation
par des preuves.

Précisément, quelle notion d’admissibilité pour les preuves correspond
aux plus petit et plus grand points fixes de I'opérateur d’inférence 7 Le théo-
reme suivant apporte la réponse.

Interprétation inductive et co-inductive

1.2.5 Définition et théoréme ( d’un systéme d’inférence

)

Soit © un systeme d’inférence.
Dans son interprétation inductive, ot les preuves admissibles sont les preuves
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bien fondées, I’ensemble des jugements valides est égal au plus petit point fixe
de lopérateur d’inférence associé.

Dans son interprétation co-inductive, ot toutes les preuves sont admissibles,
l’ensemble des jugements valides est €gal au plus grand point fixe de l'opé-
rateur d’inférence associé.

Démonstration

Soit ¢ l'opérateur associé a ®. Soient Pa(P) I'ensemble des preuves bien
fondées et Py (P) 'ensemble de toutes les preuves de ®. Soient enfin A(P)
et V(®) les ensembles de jugements validés par les preuves de P (P) et de
Py (®P) respectivement.

o lip(p) = A(P)

o lp(p) C A(P)

11 suffit de montrer que p(A(P)) C A(D).

Soit z € p(A(P)).

Il existe Z C A(®) tel que (Z,2) € ®. Supposons que Z soit décrit par la
famille (zx)kerx. Comme Z C A(®), on peut associer a chaque k de K une
preuve bien fondée aj € Pa(P) ayant z; comme conclusion. Considérons le
systéme suivant, d’inconnues (x¢, (Tg)rek) :

(l‘k)keK
Te = —),
z

zp = a; (keK).

Il est quasi-uniforme et compatible avec ® : d’apres la proposition 1.2.3
(p. 73), la valeur de 'unique solution en z. est une preuve de conclusion z,
de plus bien fondée. Ainsi, z appartient ainsi & A(®). Finalement, A(®) est
stable, ce qui montre la premiere inclusion.

o A®) C lip(y)

Nous procédons par récurrence structurelle sur ’ensemble des preuves bien
fondées.

Soit a une telle preuve, et supposons Va' < a. d'(¢) € lp(yp).

Comme ’ensemble des prémisses de la conclusion de a, {a(k) | K € PN
doma}, est égal & {d'(¢) | a’ < a} et est donc inclus par '’hypotheése de
récurrence dans Ifp(¢), on déduit par la stabilité de Ifp(¢) que a(e) € lp(p).
Finalement, Va € Pa(®). a(e) € lp(p).

o gip(p) = V(2)

o gfp(p) C V()

Comme gfp(p) est dense, on peut associer a tout z € gfp(y) une regle
((4(2,k))kek.,z) de @, avec {j(z,k) | k € K.} C gfp(p). Considérons le
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systéme suivant, d’inconnues () zegip(p)

(xz _ (xj(z,k))keKz> .
z zegfp(p)

Il est quasi-uniforme et compatible avec ® : d’apres la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout z de gfp(y), la valeur de 'unique solution en x, est une
preuve de conclusion z.

o V(®) € gfp(p)

Montrons que V(®) C p(V(®)), ce qui permettra de conclure.

Soit z € V(®). 1l existe a € Py (®P) tel que a(e) = z. Soit Z = {a(k) | k €
PNdoma}. Ona Z C V() et (Z,2) € . Ainsi 2z € p(V(P)). L’ensemble
V(®) est donc dense, d’ou V(®) C gfp(p).

L

Comme corollaire de ce théoreme, il vient que la validité d’un jugement dans
un systeme d’inférence ne dépend pas de la forme retenue pour les preuves,
précisément de la maniere dont les prémisses des regles sont décrites.
Ce théoreme justifie aussi un changement de terminologie. Si ¢ est un sys-
teme d’inférence, d’opérateur associé ¢, alors le plus petit point fixe de ¢
est appelé 'ensemble engendré inductivement par ®, noté A(®P), le qua-
lificatif « inductif » signifiant la bonne fondation des preuves admissibles;
quant au plus grand point fixe de ¢, il est appelé 'ensemble engendré co-
inductivement par ®, noté V(®), le qualificatif « co-inductif » signifiant que
toutes les preuves sont admissibles.

Avant de poursuivre notre étude, développons un exemple particuliere-
ment utile d’interprétation co-inductive.

1.2.2 Comparer des arbres

Nous illustrons la démarche déductive en poursuivant et détaillant un
exemple déja abordé, et qui nous sera utile par la suite, la comparaison
entre termes (soit entre arbres respectant une signature).

Dans un terme, une valeur de non-définition L (s étant une sorte) appa-
rait nécessairement en une feuille. On peut compléter un terme comportant
des valeurs de non-définition en les remplagant par des termes non triviaux,
pour obtenir un terme mieux défini. L’ordre associé a cette opération de
remplacement a été décrit précédemment comme la relation « est moins dé-
fini que » ; il peut étre compris aussi comme la relation « est un sous-terme
initial », en interprétant les valeurs de non-définition comme des arbres vides
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(pour chaque sorte), ce que nous avons déja fait ; on choisit plutot de le nom-
mer « ordre d’approximation » : étant donné un terme, on peut chercher a
I’approcher en utilisant des termes moins définis que lui. Nous allons définir
cette relation de deux manieres :

— par similarité, a partir de l'interprétation co-inductive d’un systeme
d’inférence,

— par compatibilité, en étendant aux termes, considérés comme des ap-
plications de I'ensemble des positions dans I’ensemble des étiquettes
augmenté des valeurs de non-définition, la relation d’ordre naturelle
sur I’ensemble d’arrivée.

Dans la suite, on considere la signature pointée ¥ | , définie sur I’ensemble

de sortes S, I’ensemble de positions P* et I’ensemble d’étiquettes F.
Commencgons par la définition de l'extension. L’ensemble F U { L, | s € S}
peut étre muni d’une relation d’ordre strict < définie pour toute sorte s et
toute étiquette f de sorte s par :

ls< f.

L’ordre d’approzimation est ’extension a Tg’j compatible avec la relation
précédente, et se définit ainsi, pour tout terme a et b de Tzoj :

a< b (doma C domb) A (Vp € doma. a(p) < b(p)).

Il s’agit évidemment d’une relation d’ordre.

Voyons maintenant la définition par similarité de cette méme relation. Consi-
dérons le systeme d’inférence suivant, noté ®<, défini sur le produit cartésien
77 x T par les regles de la forme suivante :

0
(Ls,a)

(a € T5S  s),

((Ul(y),@(y)))y@ar(e) ( e € I3 [X],e(e) € F ) '

(elo1], e[oa]) 01,09 : var(e) > T

Nous allons montrer que ’ensemble engendré co-inductivement par ®< est
égal a la relation d’ordre d’approximation. Dans la démonstration que nous
donnons, nous utilisons une hypothese portant sur la taille de ’ensemble des
variables X : précisément, on suppose que pour chaque sorte s, il est possible
de plonger ’ensemble des positions P* dans ’ensemble des variables de sorte
s, X's, plongement qu’on décrit par la famille (z)pep+.
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Définition par similarité de
P’ordre d’approximation

)

L’ensemble engendré co-inductivement par ®< est égal a la relation d’ordre
d’approrimation : pour tous termes a et b de Toi, on a

(a,b) e V(<) © a <.

Proposition (

Démonstration

o a<b= (a,b) € V(D<)

Supposons a < b. On associe tout d’abord a a un terme e, appartenant a
T°[X] et obtenu en remplagant les valeurs de non-définition par des va-
riables, de la maniere suivante, pour toute position p de doma :

e(p) = {a(p) sta(p) € F,

zy  sia(p) = Ls.

. 3 . \% , .
Considérons la valuation oy : var(e) — 737 définie par :
S
o1(zy) = Ls.

On a évidemment e[o1] = a.
Considérons maintenant 'application o3 : var(e) — 757 définie par :

(o] (ZL‘;) =b /p -
Elle respecte les sortes, puisque si z;, est une variable de e, alors a(p), égal
a lg, a pour sorte s, et donc b(p) aussi : oy est donc une valuation.
Montrons que e[oa] = b.

Soit p une position. On a :

e(p) sie(p) € F,
eloa](p) = § o2(z3)(r) sip=qr.e(q) =2y,
1 sinon.

Dans le premier cas, on a e(p) = a(p) = b(p), et dans le second, oa(xg)(r) =
b(p). Finalement, pour toute position p € dome[os], e[o2](p) = b(p), d’ou
par le lemme 1.1.3 (p. 52), I’égalité e[oz] = b.
Pour conclure, définissons un systeme d’équations récursives, d’inconnues
(7, (Ty)yevar(e) ), Par les équations suivantes :

(xy)yEVar(e)
(elo], eloa])
0

WS ey ST

)
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Ce systeme quasi-uniforme est compatible avec ®< ; d’apres la proposition
1.2.3 (p. 73), la valeur de la solution en z est une preuve de (a,b) dans <.
e (a,b) e V(®<)=a<b

On montre par récurrence sur ’ensemble des positions, muni de la relation
bien fondée <7 (la relation suffixe), que pour toute position p et pour tout
couple (a,b) de V(®<), on a

p € doma = p € domb A a(p) < b(p).

On déduit de cette derniere implication évidemment que a < b. Remarquons
aussi que si a = L, alors doma = ¢, et I'implication est vérifiée pour toute
position p.

Soit p une position et supposons que pour toute position r telle que r <I p,
la propriété est vérifiée.

Soit (a,b) appartenant a V(®<), et considérons le seul cas intéressant, ot
il existe e € T et 01,09 @ var(e) — 757 tels que a = e[o1], b = efoy],
e(e) € FetVy evar(e). (01(y),02(y)) € V(P<).

Distinguons deux cas.

[ ] p = £

Dans ce cas, p appartient & doma et domb et on a a(p) = e(p) = b(p).

e pFe

Supposons p € dom a. Deux cas sont possibles.

o elp)e FU{ls|seS}

Alors a(p) = e(p) = b(p).

o p=gqr,e(q) =z(z € X)

Alors a(p) = o1(z)(r) et b(p) = oa(z)(r). Comme e(e) € F, r < p, et on
peut appliquer ’hypothese de récurrence a r et au couple (o1(x),o2(x)) de
V(®<) pour conclure.

L

Apres la définition par similarité de la relation d’ordre, il est possible d’en
donner une de 1'égalité, avec des regles tres voisines. Soit ®_ le systeme
d’inférence suivant, défini sur le produit cartésien 7,57 x 7 par les regles
suivantes :

0

—(J-S,J-s) (sel),

(01 (y)> UQ(y))yEVar(e) < ec Toj,e(f) e F, )

(eo1], e[oa]) 0,0 :var(e) — ’Z'Zoj
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Ce systeme définit bien 1’égalité de deux termes, égalité que nous avons
définie précédemment sous la forme d’une extension compatible aux termes
de I’égalité entre étiquettes et valeurs de non-définition (cf. p. 52).

Proposition (Définition par bisimilarité de 1’égalité)
L’ensemble engendré co-inductivement par ®— est égal a la relation d’égalité
entre termes : pour tous termes a et b de Toj, on a

(a,b) e V(P2) < a=b.

Démonstration

e (a,b)eV(P=)=a=0b

Si (a,b) € V(®-=), alors (a,b) € V(®<) et par symétrie, (b,a) € V(P<). Par
la proposition précédente, a < b et b < a, soit a = b.

e a=b= (a,b) € V(D)

On vérifie facilement que pour tout terme a de Ti?i , le couple (a,a) est un
axiome de _.

L

1.2.3 Prouver dans un treillis complet

Résumons-nous : on a associé a un systeme d’inférence sur U un opérateur
croissant défini sur U et caractérisé son plus petit point fixe et son plus grand.
Le plus petit point fixe est, au choix,

— le plus petit ensemble stable,

— la limite d’une suite transfinie croissante d’itérations partant de I’en-

semble vide,

— P’ensemble des jugements validés par des preuves bien fondées,
et son plus grand point fixe :

— le plus grand ensemble dense,

— la limite d’une suite transfinie décroissante d’itérations partant de I’en-

semble de tous les jugements,

— l’ensemble des jugements validés par des preuves.

Les deux premieres caractérisations ont été montrées en utilisant seulement
le fait que I’ensemble des parties d’un ensemble est un treillis complet. Une
question se pose : peut-on caractériser les points fixes d’une application crois-
sante sur un treillis complet quelconque en termes de preuves ? Si oui, dans
quel systeme d’inférence 7 La réponse est affirmative, en voici le développe-
ment.

Considérons un treillis complet (U, <,V, A, L, T), et une application crois-
sante n de U dans U. On va transformer n en un opérateur sur U, de maniere
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a ensuite construire un systeme d’inférence.

La transformation la plus simple, qui consiste a associer a toute partie I’en-
semble formé des images de ses éléments, ne convient pas. En effet, son plus
petit point fixe est I’ensemble vide.

En revanche, il est possible de représenter le treillis complet U a I'intérieur de
I'ensemble des parties de U, 21, en utilisant les idéauz d’ordre principauz®*.
C’est qu’en effet tout ensemble ordonné est isomorphe a l’ensemble de ses
idéaux principaux, ordonné par l'inclusion. Soit ¢ I'isomorphisme d’ordre
entre U et 'ensemble de ses idéaux principaux, <U, défini par :

1(2) = <z,

ou < z est I'idéal principal engendré par z, soit
d
<z iyeuly<s.

Cette correspondance entre les ensembles ordonnés et les ensembles d’idéaux
principaux peut étre étendue pour former un foncteur entre les deux caté-
gories suivantes, qui sont équivalentes :
— objets : tout ensemble ordonné,
morphismes : toute application croissante,
— objets : tout ensemble formé des idéaux principaux d’un ensemble
ordonné,
morphismes : toute application croissante (les objets étant ordonnés
par l'inclusion).
Ce foncteur transforme ainsi 7 en tono ™!, de < dans lui-méme.
Il reste a établir la relation entre ’ensemble des parties de U et <U, grace a
la complétude de U. Soit donc (7, : 2 — <U,7* : <U — 2¥) la connexion
de Galois®® définie par

24Un idéal d’ordre est une section initiale dirigée d’un ensemble ordonné; une section
initiale est une partie stable par minoration, et une partie est dirigée si elle peut étre
munie d’une loi de composition interne associant a tout couple un de leurs majorants. Un
idéal est principal s’il est engendré par un élément : c’est donc la section initiale fermée
engendrée par cet élément.

®Etant donné deux ensembles ordonnés (A, <) et (C, <), une connezion de Galois entre
A et C est un couple d’applications (7, : A — C, 7" : C — A) vérifiant pour tout a de A
et tout c de C, a < 7°(c) & m(a) < c.
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A 7, on peut maintenant associer un opérateur sur U, o, défini par

def & -1
O = M 0OLONOL = OTy.

Il est facile de vérifier que z est un point fixe de 7 si et seulement si < z est

un point fixe de ¢. On peut donc construire le systeme d’inférence a partir
de ¢, ce qui conduit au théoréme suivant.

Treillis complet :
Théoréme ( interprétation inductive et co-inductive )
pour points fixes

Soit (U, <,V, A, L, T) un treillis complet. Soit n une application croissante
deU dans U.
Considérons le systeme d’inférence ® formé des regles de la forme :

Z
— (ZCU,z<n(VD)).

Alors :
— l’ensemble engendré inductivement par ® est [’idéal principal engendré
par le plus petit point fixe de n :
A(®) = <lip(n),
— l’ensemble engendré co-inductivement par ® est l’idéal principal en-
gendré par le plus grand point fize de n :
V(@) = <gfp(n).

Démonstration
On reprend les notations d’avant I’énoncé.
Pour une partie Z de U, évaluons ¢(Z); on obtient <n(vVZ). Il s ensuit
qu'un point fixe de ¢ est nécessairement un idéal principal. De plus, pour
tout jugement z, on a :

nz)=ze p(Lz)=<z.

Les points fixes de 1 sont donc transformés par ¢ en ceux de @, et récipro-
quement les points fixes de ¢ sont transformés par :~! en ceux de 7.
Soit enfin ¢’ 'opérateur associé & ®. On a :

JY) = {zelU|3ZCU. (Z,2) € PNZCY}
= {zeU|IZCU. 2<n(VZ)NZ Y}
= {zel|z<n(vY)}
= <n(VY)
= o(Y).



1.2.9

86 Chapitre 1. Représenter par des arbres

L’opérateur associé a ® est bien . On peut donc conclure par le théoreme
1.2.5 (p. 77) et la correspondance entre les points fixes de ¢ et ceux de 7.

L

Chaque regle (Z,z) du systéme d’inférence ® peut se décomposer en une
regle liée a 7,
Z
n(VZ)

et une regle d’affaiblissement, liée a ’ordre <,

{n(vz)}

)

z

instance du schéma de régle suivant, ou z < y,

W

Si seules les preuves des points fixes de n importent, il est possible de se
passer des regles d’affaiblissement : les idéaux principaux ne sont alors plus
prouvés dans leur entier.

Treillis complet (bis) :
Théoréme ( interprétation inductive et co-inductive )
pour points fixes
Soit (U, <,V, A, L, T) un treillis complet. Soit n une application croissante
de U dans lui-méme.
Considérons le systéeme d’inférence ®' formé des régles de la forme :

vz M

Alors :
— lensemble engendré inductivement par ® admet un plus grand élé-
ment, le plus petit point fixe de n :

max A(®) = 1p(n).

— l’ensemble engendré co-inductivement par ® admet un plus grand élé-
ment, le plus grand point fixe de n :

max V(®') = gip(n).
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Démonstration
e max A(P') = lfp(n)
Il suffit de montrer que VA(®’) = lfp(n). En effet, dans ce cas, considérons
la regle de @'
A(D)
n(VA(®'))

n(VA(®')) admet donc une preuve bien fondée et appartient ainsi & A(P');
par hypothese, c’est justement VA(®'), qui est donc le plus grand élément
de A(D').

o VA(P') < lfp(n)

Comme A(®') C A(®P), on déduit du théoreme précédent l'inégalité.

o 1fp(n) < VA(®)

Comme précédemment, de la regle

A(@)
n(VA(@))

on déduit que n(VA(®P')) appartient & A(P’), et est donc inférieur ou égal &
VA(P') : VA(P') est ainsi stable par 7). Le théoreme de Tarski (1.2.1 (p. 69))
permet de conclure.

e max V(%) = gfp(n)

On montre tout d’abord que VV(®’) < gfp(n), puis que gfp(n) appartient &
V(®'). On en déduit évidemment que gfp(n) est le maximum de V(®').

o VV(®) < gfp(n)

Comme A(®") C A(®), on déduit du théoréme précédent I'inégalité.

o gfp(n) € V(®')

Considérons ’équation récursive suivante :

~ afp(n)”

Comme le systeme d’inférence ®' contient la régle d’inférence

X

gfp(n)
gfp(n)

)

cette équation forme un systéme quasi-uniforme compatible avec @' ; d’apres
la proposition 1.2.3 (p. 73), sa solution est donc une preuve de gfp(n), qui
appartient ainsi & V().

L
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1.2.4 Raisonner, c’est prouver

Les ensembles engendrés inductivement et co-inductivement par un sys-
teme d’inférence ont été caractérisés en tant que points fixes de 'opérateur
d’inférence associé et en tant que conclusions de preuves. On va maintenant
associer a ces caractérisations des principes pour raisonner sur les éléments
de ces ensembles engendrés. Fidele a notre ligne directrice, nous insistons
sur la formulation en termes de preuves. Ainsi, un raisonnement co-inductif
correspond a la validation d’un jugement par une preuve : raisonner, c’est
donc prouver ; un raisonnement inductif s’appuie sur la propriété des preuves
admissibles considérées, la bonne fondation : il s’agit donc d’une récurrence
structurelle sur les preuves.

On considere tout d’abord le cas d’un systeme d’inférence, puis celui d’un
treillis complet. A chaque fois, on donne tout d’abord les principes d’induc-
tion, puis ceux de co-induction. On compare aussi les différents principes, re-
lativement a ceux utilisant les preuves. Pour simplifier, on utilise les preuves
canoniquement associées aux systemes d’inférence considérés.

Les principes donnés sont toujours optimaux, dans le sens ou la condition
permettant de déduire la conclusion souhaitée lui est en fait équivalente.

Considérons tout d’abord le cas d’un systeme d’inférence. Les différentes
caractérisations données dans le paragraphe 1.2.1 meénent au théoreme sui-
vant pour I'induction.

Théoréme (Systéme d’inférence : principes inductifs)

Considérons un systéme d’inférence ® défini sur l’ensemble U. Soient ¢
Dopérateur d’inférence associé, (An(¢))a la suite transfinie croissante des
itérés de o, définie par

Aalp) = | #(As(p),
fli<a

Pa(P) Uensemble des preuves dans ® bien fondées et A(P) l'ensemble en-
gendré inductivement par ®.

Soit Z une partie de U. Alors chacune des conditions suivantes implique que
A(D) est inclus dans Z, et réciproquement :

(1) conditions de stabilité :
(a) P(ZNA@®)) C Z,
O)IY. YCZAp(Y)CY,
(7i)  condition d’induction transfinie :
Va. (VB <a. Ag(p) CZ)= An(e) C Z,
(131) condition de récurrence structurelle sur les preuves :
VaePa(®). (Vjedomanl. a(j) € Z) = ale) € Z.
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Démonstration

Notons (C) la conclusion A(®) C Z.

e (i.a) = (O)

Supposons (i.a). Comme A(P) est un point fixe, Z N A(P) est stable par .
Du théoreme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on déduit A(®) C Z N A(P), d’ou
(C).

e (i.b) = (O)

Supposons (i.b). Comme Y est stable, par le théoreme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), A(®) C Y, puis par transitivité (C).

o (it) = (CO)

Supposons (ii). On déduit du principe d’induction transfinie que pour tout
ordinal o, Ay (¢) € Z, d’ou (C) par le théoréme 1.2.2 (p. 70).

o (iii) = (C)

Supposons (7i7). Du principe de récurrence structurelle sur les preuves bien
fondées, on déduit Va € Pa(®P). a(e) € Z. Par le théoreme 1.2.5 (p. 77), on
a alors (C).

e Réciproques

Elles sont triviales.

L

D’un point de vue logique, toutes ces conditions sont équivalentes, comme
elles sont équivalentes a la conclusion du principe, l'inclusion de I’ensemble
engendré inductivement dans la partie considérée. Il est cependant intéres-
sant de les comparer d’'un point de vue méthodologique. A cette fin, on se
place dans une position quelque peu artificielle : on cherche a démontrer la
condition de récurrence structurelle sur les preuves, en supposant tour a tour
chacune des autres conditions, comme si nous ignorions, malgré 1’évidence,
que le principe d’induction peut s’appliquer a chaque fois.
La premieére condition de stabilité exprime de maniere synthétique la condi-
tion de récurrence structurelle sur les preuves : il s’agit de sa traduction
utilisant I'opérateur d’inférence. Quant a la seconde condition de stabilité,
elle conduit a démontrer la condition de récurrence avec Y, et non Z, puis
a utiliser I'inclusion de Y dans Z.
La condition d’induction transfinie ressemble a la condition de récurrence
structurelle. Pour préciser leur rapport, nous allons caractériser les itérés de
I'opérateur d’inférence a ’aide de preuves. Considérons les premiers termes
de la suite des itérés, (Aqy(®))a, avec la notation du théoreme précédent :

— Ag(¢) est 'ensemble vide,

— Aq(y) est I'ensemble des axiomes,

— Aa(p) est ensemble formé des axiomes et des conclusions de régles
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dont les prémisses sont des axiomes.
Ces premieres caractérisations suggerent que l'ordinal indique la hauteur des
preuves, intuition que nous développons maintenant.
La hauteur d’un arbre, entendue comme la plus grande longueur d’un chemin
entre la racine et une feuille de I'arbre, est définie lorsque ’arbre est fini :
on peut cependant étendre la définition aux arbres bien fondés, & condition
de renoncer a ’ensemble des entiers naturels pour la classe des ordinaux.

Hauteur (ordinale)
d’un arbre bien fondé )
1l existe une unique application h de ’ensemble des arbres bien fondés dans
la classe des ordinauz vérifiant pour tout arbre f(a;)ier d’étiquette f et de

sous-arbres les arbres de la famille (a;)icr -

Définition et proposition (

h(f(ai)ier) = \/ h(a;) + 1.

iel
L’ordinal h(f(a;)icr) est la hauteur de Uarbre f(a;)icr.

L’existence et 1'unicité découle du théoreme 1.1.1 (p. 47) concernant la ré-
cursion sur les ensembles munis d'une relation bien fondée?S.

Appliquons cette notion de hauteur aux preuves. Considérons un systeme
d’inférence ® et un jugement z appartenant a I’ensemble engendré inductive-
ment par ®. On associe a z le plus petit ordinal de I’ensemble des hauteurs
des preuves (bien fondées) validant z. Cet ordinal, non nul, est appelé la
complezité du jugement z dans P.

Finalement, les conditions d’induction transfinie et de récurrence structurelle
sur les preuves se correspondent tres précisément.

Proposition (Induction : itérés et complexité)

Considérons un systéeme d’inférence ® sur ’ensemble U.

Soient ¢ lopérateur d’inférence associé et (A (p))a la suite transfinie crois-
sante des itérés de @, définie par

Aalp) = | #(2s(0)).

BlB<a

Alors, pour tout jugement z et pour tout ordinal c,

20Le théoreme a été établi dans le cas oll ’ensemble d’arrivée est un ensemble (de la
théorie des ensembles), et non une classe propre (ce qu’est la classe des ordinaux). On
admet qu’il est encore valable dans ce cas.
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z appartient o Ay (@) si et seulement si la complezité de z dans
® est inférieure ou égale a a.

Démonstration

Soit R, I’ensemble des jugements de complexité inférieure ou égale a a.

o An(p) C Ry

On procede par induction transfinie.

Soit o un ordinal tel que V3 < o. Ag(p) C Rg, et considérons z € Ay(¢p).
Il existe B < «a tel que z € @(Ag(p)). Cela signifie qu'il existe une regle
(Z,z) de @, avec Z C Ag(yp), soit par hypothese d’induction, Z C Rg. Tout
jugement j de Z a ainsi une complexité inférieure ou égale a 3, si bien que
la complexité de z est inférieure ou égale a 3+ 1, et donc a a.

* Ro C Aulp)

On procede par induction transfinie.

Soit o un ordinal tel que V3 < oo. Rg C Ag(yp), et considérons z € R,, de
complexité 3, inférieure ou égale a a.

Si # < «, alors 'hypothese d'induction donne z € Ag(yp) et comme Ag(yp) C
A, (p), on peut conclure.

Supposons donc 8 = a. Comme [ est la hauteur d’'un arbre, il existe 3’
tel que § = B+ 1. Soit (Z, 2) la régle d’inférence par laquelle se termine
la preuve de z de hauteur 3. Nécessairement, les jugements de Z ont une
complexité inférieure ou égale & (3. De I’hypothese d’induction, on déduit
que Z C Ag(yp), ce qui montre que z appartient & ¢(Ag(p)), et donc a
Aa(ep).

L

Toujours au sein d’un systeme d’inférence, voyons maintenant la co-
induction, a partir des caractérisations données dans le paragraphe 1.2.1.

Théoréme (Systéme d’inférence : principes co-inductifs)
Considérons un systeme d’inférence ® sur ’ensemble U.

Soient ¢ Uopérateur d’inférence associé, (Vo (p))a la suite transfinie décrois-
sante des itérés de @, définie par

Vale) = (] #(Vs(¥)),

BlB<c

V(®) l’ensemble engendré co-inductivement par ® et Py (P) l'ensemble des
preuves dans .
Soit Z une partie de U. Alors chacune des conditions suivantes implique que
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Z est inclus dans V(®), et réciproquement :

(i)  conditions de densité :
(a) Z C p(ZUV(®)).
(b)) Y. ZCYAY C oY),
(ii)  condition d’induction transfinie :
Va. (VB<a. ZCVg(p) =2 CValp),
(#i7) walidation par preuwve :
VzeZ.daePy(®). ale) =z.

Démonstration

Notons (C) la conclusion Z C V(®).

e (i.a) = (C),(i.b) = (C),(i1) = (C)

En raisonnant par dualité, on peut utiliser les résultats du théoreme 1.2.10
(p. 88).

o (iti) = (C)

Supposons (7i7). Du théoreme 1.2.5 (p. 77), on déduit immédiatement (C').
e Réciproques

Elles sont triviales.

L

Comme pour l'induction, toutes ces conditions sont équivalentes, comme
elles sont équivalentes a la conclusion du principe, 'inclusion de Z dans
I’ensemble engendré co-inductivement par le systéeme d’inférence. Il reste
la comparaison méthodologique : cette fois-ci, on cherche a valider par des
preuves les jugements de Z. Examinons une a une les autres conditions et
déterminons la maniere dont chacune d’elles permet cette validation.
Chaque condition de densité permet de construire un systéme d’équations
récursives dont la solution donne les preuves recherchées. En effet, dans les
deux cas, il est possible de définir un systeme d’équations récursives, quasi-
uniforme et compatible avec ®, (z; = a;);c, vérifiant

- JCU,

- ZCJ,

— et aje) =j.
La premiére condition, Z C ¢(Z U V(®)), permet de définir un systeme
avec J = Z U V(®); pour la seconde, 3Y. Z C Y AY C ¢(Y), on prend
évidemment J vérifiant Z C J A J C ¢(J). Dans tous les cas, pour tout
jugement j de J, donc de Z, la valeur de la solution en x; est une preuve de
j.
Venons-en a la condition d’induction transfinie. La suite des itérés (Vo (¢))a
est décroissante et converge vers le plus grand point fixe. Etant donné un
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itéré V,(p) de 'opérateur d’inférence ¢, essayons de valider par des preuves
ses jugements. Nécessairement, le systeme d’inférence considéré doit étre une
extension de @ ; le plus simple est d’ajouter des axiomes. Avant d’étudier
les premiers termes de la suite pour en induire une caractérisation générale,
remarquons qu’en raisonnant par dualité, il est facile de valider par des
preuves les jugements du complémentaire de V().

L’ opérateur dual de v, noté @, est défini par

P(2) = ~p(=2),

ol pour toute partie Z de ’ensemble des jugements, —=Z est son complé-
mentaire. Le plus petit point fixe de ¢ a pour complémentaire le plus grand
point fixe de ¢, et symétriquement pour le plus grand. De méme, les suites
transfinies des itérés de ¢ et @ se correspondent : pour tout ordinal o, les
itérés A, (p) et Vo(p) ont pour complémentaire V(@) et A, (P) respecti-
vement.

Le systeme d’inférence dual de ®, noté :13, se définit & partir de @, et contient
donc toute régle de la forme (Z,z) telle que pour toute regle de ® ayant
pour conclusion z, au moins une de ses prémisses appartient a Z :

V(Y,2) €®. ZNY #0.
C’est qu’en effet on a les équivalences suivantes :

(Z,2)ed® = ze€p(2)

& z2¢p(-2)
& -3Y. (Y,2) edAYNZ=0)
&S VY. Y, 2)ed=2ZNnY #0.

Il s’ensuit, d’apres la proposition 1.2.12 (p. 90), que le complémentaire de
Va(p) est égal & Pensemble des jugements de complexité inférieure ou égale
a a dans ®.

En dehors du plus grand point fixe de ¢, l'itéré V,(¢) contient des juge-
ments appartenant au plus petit point fixe de ¢ : leur complexité est alors
supérieure a o dans ®. Affinons ce résultat en considérant les deux premiers
termes de la suite.

On a V(p) = U. Considérons un jugement z, et essayons de le prouver dans
une extension de ®. S’il est conclusion d’une regle de @, on examine cha-
cune des prémisses de la regle; si cette prémisse est conclusion d’une regle,
on peut continuer de méme, sinon, il est nécessaire d’ajouter comme axiome
ce jugement. C’est méme suffisant puisqu’ainsi aussi bien les conclusions des
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regles que les jugements qui n’en sont pas peuvent étre prouvés. Comme les
axiomes de ® sont les jugements qui ne sont pas conclusion d’une regle de
®, il s’agit donc de les ajouter, autrement dit d’ajouter les jugements de
complexité un dans P.

On a Vi(¢) = ¢(U). C'est donc 'ensemble des conclusions des regles de
®. Essayons de prouver une conclusion z d’une regle de ®. Soit ((Z;, 2))ier
la famille formée des regles de @ ayant pour conclusion z. S’il existe ¢ € T
tel que Z; ne contient que des conclusions de regles, on peut continuer en
prenant comme prémisses de z ’ensemble Z;. Sinon, pour chaque i, il existe
z; dans Z; qui n’est pas conclusion d’une regle. Il est facile de voir que la
regle ({2; | i € I}, z) appartient alors au systeme dual ®. Le jugement z, qui
n’est pas un axiome de ®, a donc pour complexité deux dans P.
Généralisons avec la proposition suivante.

Proposition (Co-induction : itérés et complexité)
Soient ® un systéme d’inférence sur l’ensemble U, ¢ ['opérateur associé,
(Va(®))a la suite transfinie décroissante des itérés de ¢, définie par

Valp) = [ ¢(Vs(¥)),
BlB<a

et enfin D le systeme d’inférence dual de .

Soit a un ordinal. Définissons le systeme d’inférence ®, comme une exten-
sion de ®, contenant en plus les ariomes formés des jugements de complexité
a+1 dans @ :

Dy =D U{(0,2) | 2 de complexité a + 1 dans @} .

Alors V(@) est égal a l’ensemble engendré co-inductivement par ®.,.

Démonstration
e Val(p) € V(®a)
On va construire un systeme d’équations récursives, d’inconnues (z.).cv, (),
dont la solution définit pour chaque z de V4 (p) une preuve dans @,,.
Soit z € Vu(p).
Pour définir 1’équation en x,, considérons la famille ((Z;, z));e; formée des
regles de ® ayant pour conclusion z, et distinguons deux cas.
o diel.VjeZ. jeVulp)
Soit ¢ appartenant & I vérifiant Vj € Z;. j € V,(p). On pose :
v, = (x5)jez, ‘
z
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oViel.3jeZ. j¢ Valp)
On peut donc associer a tout ¢ € I un jugement z; de Z; vérifiant z; ¢ V,(p),
soit 2; € An(p). 1l est facile de vérifier que la regle ({2; | i € I}, 2) est une
regle du systeme dual ®. Comme les z; ont une complexité dans ¢ d’au
plus a, z y a donc une complexité d’au plus a + 1. Comme z ¢ Ay (p) par
hypothese, il en résulte que z a pour complexité a + 1 dans ®. Finalement,
on pose :
0
Ty, =—.
z

Le systeme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec @, ; d’apres
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenant a V,(p), la valeur de
la solution en z, est donc une preuve de z dans .
o V(®4) C Valp)
On procede par induction transfinie.
Soit v un ordinal et supposons V3 < a. V(®g) C Vg(¢). Du fait de I'in-
clusion précédente, on a en fait V5 < a. V(Pg) = Vg(p).
On montre que pour tout ordinal § < «, on a V(®,) C ¢(Vs(yp)), ce qui
permettra de conclure.
Soit donc 8 < a. On va construire un systeme d’équations récursives, d’in-
connues ((22).ev(@.): (Yj)jev(@y)). dont la solution définit pour chaque z de
V(@) une preuve de z dans ®g se terminant par I'application d'une regle
de ®. On en déduira que V(®,) C ¢(V(P3)), ce qui est équivalent par I’hy-
pothese d’induction, a V(®,) C ¢(Va(y)).
Soit j appartenant a V(®g). Il admet dans ®5 une preuve a;, et on pose :

Yj = aj.
Soit z appartenant a V(®,). Distinguons deux cas. _
o z a pour complexité o + 1 dans le systeme dual ®.
Considérons la famille ((Z;, z))ier formée des regles de ® ayant pour conclu-
sion z, et montrons par I’absurde qu’il existe i € I tel que Z; C V(p).
Supposons Vi € I. 3z € Z;. z ¢ Vg(p). Comme précédemment, on montre
que z a alors une complexité dans d d’au plus 6 + 1, donc d’au plus a,
contradiction.
Soit i € I tel que Z; C Vg(¢), soit par hypothese d’induction Z; C V(®g).
L’équation en x, est définie par :

(yj)jez

z

z

o z n’a pas pour complexité a + 1 dans d.
Une preuve de z dans ®, se termine donc par ’application d’une regle de
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®, soit (Z,z), avec Z C V(P,), et on pose :

(zj)jez .

z

z =

Le systéme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec ®. D’apres
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenant a V(®,), la valeur de
la solution en z, est une preuve de z dans ®g, se terminant par ’application
d’une regle de ®; comme les prémisses de z appartiennent a V(®g), on
en déduit que z appartient & ¢(V(®g)), soit par I'hypothese d’induction a
P(V5(¢).

L

Revenons finalement au probleme initial, la validation des jugements d'une
partie Z vérifiant la condition d’induction transfinie, et donc pour tout or-
dinal «, 'inclusion dans V,(¢).

Soit a un ordinal.

En utilisant la méme technique que dans la preuve précédente, on construit
un systeme d’équations récursives, d’'inconnues () .cv, (). Soit 2 apparte-
nant & V,(¢), et considérons la famille ((Z;, z));er formée des regles de ®
de conclusion z. S’il existe ¢ tel que Z; C V,(¢), alors on pose :

(z)jez;
= SINEA

z

Sinon, pour chaque i, il existe z; dans Z; n’appartenant pas a V, (). Comme
précédemment, il est facile de voir que z a pour complexité o+ 1 dans @, et
on pose :

0
T, =—.
z
Le systeme étant uniforme et compatible avec ®,, chaque jugement de
Va(p), et donc de Z, admet une preuve dans ®,. Pour o« suffisamment
grand, & = &, si bien qu’on obtient une preuve dans P.

Donnons pour terminer les principes d’induction et de co-induction dans
un treillis complet. On s’appuie sur les caractérisations obtenues dans le pa-
ragraphe 1.2.3 (p. 83).

On peut énoncer pour l'induction le théoréme suivant, tres proche du théo-
reme 1.2.10 (p. 88) pour les systémes d’inférence.

Théoréme (Treillis complet : principes inductifs)
Soit (U, <,V, A, L, T) un treillis complet. Soient n une application croissante
de U dans lui-méme, et (Ay(n))a la suite transfinie croissante des itérés de
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n, définie par
Aa(m) =\ n(As(m).

BlB<a

Associons an le systeme d’inférence ® surU, formé des regles de la forme :

7
z

et le systeme ®, formé des régles de la forme :

Z
n(vZz)

(Z CU).

Soient enfin Up(n) le plus petit point fixe de 1, et Pa(P) et Pa(P') les
ensembles des preuves bien fondées dans ® et ® respectivement.
Considérons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliquent que
Ifp(n) est inférieur ou égal a z, et réciproquement :

(i)  conditions de stabilité :
(a) n(z Alfp(n)) < z,
(0) 3y. y<zAnly) <y,
(ii)  condition d’induction transfinie :
Va. (V8 <a. Agn) <z) = Aan) < z,
(#i7) conditions de récurrence structurelle sur les preuves :
(a) Va € Pa(®). (VjedomanU. a(j) <z)=ale) <z,
(b) Va € Pa(®'). (VjedomanU. a(j) <z)=ale) < z.

Démonstration

Notons (C) la conclusion lfp(n) < z.

e (i.a) = (O)

Supposons (i.a). Comme 1fp(n) est un point fixe, z A lfp(n) est stable par 7.
Du théoreme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on déduit lfp(n) < z A lfp(n), d’ou
(C).

e (i.b) = (O)

Supposons (i.b). Comme y est stable, par le théoreme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), lifp(n) < y, puis par transitivité (C).

o (ii) = (C)

Supposons (ii). On déduit du principe d’induction transfinie que pour tout
ordinal a, Ay (1) < z, d’ou (C) par le théoreme 1.2.2 (p. 70).

o (iii.a) = (C)

Supposons (7i7). Du principe de récurrence structurelle sur les preuves bien
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fondées, on déduit Va € Pa(®). a(e) < z. Par le théoreme 1.2.8 (p. 85), on
a alors (C).

o (iti.b) = (C)

C’est le méme raisonnement, cette fois en utilisant le théoreme 1.2.9 (p. 86).
e Réciproques

Elles sont triviales.

L

Pour la co-induction, on dispose des principes suivants.

1.2.16 Théoréme (Treillis complet : principes co-inductifs)
Soit (U, <,V, A, L, T) un treillis complet. Soient n une application croissante
de U dans lui-méme, et (Vo(n))a la suite transfinie décroissante des itérés
de n, définie par

Vo) = N n(Vsn).

BlB<er
Associons an le systeme d’inférence ® surU, formé des regles de la forme :
Z
— (ZcU,z<n(VZ)),
z

et le systeme ®', formé des régles de la forme :

VA
n(vZz)

(ZCU).

Soient enfin gfp(n) le plus grand point fize de n, et Py(®) et Py(P') les
ensembles des preuves dans ® et ®' respectivement.

Considérons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliqguent que
gfp(n) est supérieur ou égal a z, et réciproquement :

(1)  conditions de densité :

(a) z <n(zVgfp(n)),

(b) Jy. z<yAy<n(y),
(13)  condition d’induction transfinie :

Va. (VB<a. z<Vg(1n)=2<Van),
(7i1) walidation par preuwve :

(a) Ja € Py(P). ale) =z,

(b)) JyeUU. FJaePy(P?). z<yAhale)=vy.

Démonstration
Notons (C) la conclusion z < gfp(n).
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o (i.a) = (C)

Supposons (i.a). Comme gfp(n) est un point fixe, z V gfp(n) est dense pour
7. Du théoréme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on déduit z V gfp(n) < gfp(n), d’ou
Q).

o (i.b) = (C)

Supposons (i.b). Comme y est dense, par le théoréme de Tarski (1.2.1 (p. 69)),
y < gfp(n), puis par transitivité (C).

o (it) = (CO)

Supposons (ii). On déduit du principe d’induction transfinie que pour tout
ordinal a, z < V,(n), d’ou (C) par le théoreme 1.2.2 (p. 70).

o (iii.a) = (C)

Supposons (7ii.a). Du théoreme 1.2.8 (p. 85), on déduit (C).

o (iii.b) = (C)

Cette fois, on utilise le théoréme 1.2.9 (p. 86).

e Réciproques

Elles sont triviales.

L

Comme précédemment, il serait possible de comparer les principes d un point
de vue méthodologique. C’est cependant inutile dans la mesure ou il est facile
de traduire les résultats précédents dans ce nouveau contexte. En effet, en
associant a I’application 7 les opérateurs d’inférence des systémes @ et @',
notés ¢ et ', on peut traduire toutes les conditions portant sur 7 en des
conditions analogues utilisant ¢ ou ¢’. Par exemple, les itérés de n, de ¢ et
de ¢ vérifient pour tout ordinal « :

Aa(n) = \/Aa((p) = \/AOz(SO/) .

L’interprétation en termes de preuves dans ® ou ® en découle.

Nous avons essayé de montrer dans ce chapitre que 'approche déductive
est une alternative viable a I’approche classique par points fixes. Elle repose
sur I'utilisation de systemes d’inférence et s’appuie sur une pratique unique,
la construction de preuves dans les systemes d’inférence.

Dans les chapitres suivants, nous construirons des objets infinis en utilisant
des systemes d’équations récursives et raisonnerons sur ces objets en suivant
cette approche déductive.
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Chapitre 2

La sémantique
observationnelle
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Dans ce chapitre, nous répondons a la question suivante : étant donné
un programme, que peut-on en observer ?
C’est un préalable & notre étude des flux d’informations, présentée au cha-
pitre suivant. La généralité de la question nous a conduit a développer ce
chapitre sans référence a notre problématique sécuritaire, mais plutot sous
I’angle purement sémantique.

Ainsi, on peut considérer que le but de ce chapitre est de développer une
méthode pour définir la sémantique de langages de programmation algorith-
mique. Elle est présentée ici pour le langage paradigmatique par excellence,



102 Chapitre 2. La sémantique observationnelle

le A-calcul paresseux! ou faible, dans sa version utilisant 1’appel par valeur.
La simplicité de ce langage rend ’exposé plus clair, mais peut paraitre res-
trictive; que devient la méthode présentée ici lorsqu’on étend le langage,
syntaxiquement en structurant les données, mais aussi sémantiquement, en
introduisant des effets de bord, des entrées et sorties, etc. 7 C’est en conclu-
sion qu’on abordera cette question de la généralisation.

Les différentes approches sémantiques peuvent se partager suivant la

maniere dont ’exécution est décrite :

— ou bien elle I'est effectivement, par la suite des opérations qui ménent
au résultat, et la sémantique est dite opérationnelle,

— ou bien elle ne l'est pas, seul le résultat important, indépendamment
de la maniere dont le calcul s’est réalisé, et on parle de sémantique
dénotationnelle.

Une sémantique opérationnelle décrit ainsi I’exécution des programmes sur
une machine, généralement abstraite : elle associe a chaque programme sa
trace d’exécution, soit la suite des états successifs de la machine abstraite
lors de 'exécution. De ce point de vue, elle est proche de 'activité de pro-
grammation a laquelle elle donne un sens.

Une sémantique opérationnelle peut servir a définir ce qu’on observe d’un
programme, par expérimentation : il suffit d’exécuter le programme dans
tout contexte d’utilisation possible et d’observer le résultat qu’il donne. Il
est & noter que cette définition peut étre circulaire, puisque ’observation
d’un programme se définit a partir de I’observation de résultats d’exécution.
Deux remedes a la circularité : d’une part, I’accepter, ce qui revient a dé-
finir 'observation co-inductivement, d’autre part, définir I’observation d’un
résultat de maniere élémentaire, par sa valeur si le résultat appartient a un
type de base, dit « passif », comme un entier, un booléen, ou par 1’observa-
tion de sa terminaison s’il appartient a un type « actif », représentant des
fonctions ou des objets.

Etant donné un programme, quelle information apporte sa trace d’exécu-
tion sur son observation? Il est clair que les états intermédiaires ne sont
pas observables. Si la trace est infinie, on peut considérer qu’il est inutile
d’expérimenter avec ce programme divergent : ’observation de la divergence
suffit. Si la trace est finie, alors le programme donne un résultat final; si ce
résultat appartient a un type « passif », on peut se limiter & ’observation
de sa valeur : I'expérimentation n’apporte rien a ce qu’on peut observer du

1« Paresseux » signifie ici que ’évaluation s’arréte sur les abstractions, leurs corps
n’étant donc pas évalués, contrairement au A-calcul dans sa théorie classique. Une accep-
tion courante, que nous ne suivons pas, y associe aussi I’appel par nom.
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programme; si ce résultat appartient a un type « actif », sa connaissance
ne donne pas directement d’informations sur son observation : il est néces-
saire d’expérimenter. Dans la mesure oll nous nous intéressons aux langages
d’ordre supérieur, comme le A-calcul, seuls capables de modéliser des lan-
gages évolués, la sémantique opérationnelle atteint ici sa limite.
Une sémantique dénotationnelle doit permettre de résoudre cette limita-
tion, en associant a chaque programme une dénotation, typiquement une
fonction décrite en extension, sans référence a la maniere dont le calcul peut
se réaliser?. Le domaine dénotationnel doit caractériser alors ce qui est cal-
culable par un programme, et cette caractérisation, difficile, fait moins appel
a lintuition du programmeur qu’a celle du mathématicien. Dans les faits,
cette rupture se traduit par 'absence de sémantiques dénotationnelles dans
les spécifications de langages tres répandus, comme le langage orienté ob-
jets Java : seul I'aspect opérationnel est traité, supposé mieux adapté aux
lecteurs programmeurs. C’est un premier inconvénient de la sémantique dé-
notationnelle, pratique. S’y ajoutent deux autres, plus théoriques : d’une
part, si objectif de caractériser la calculabilité a pu étre atteint dans des
cas élémentaires, il est difficile de généraliser la solution & des exemples plus
complets, comme nous 1’évoquerons en conclusion, d’autre part, et c’est ce
qui nous intéresse particulierement, cet objectif n’est pas toujours atteint au
mieux, ne résolvant qu’incompletement la limitation des sémantiques opé-
rationnelles. C’est un échec par le haut, par une générosité excessive, pour
reprendre le mot de Milner, dans 'introduction de [53] : les domaines déno-
tationnels sont trop riches et permettent de distinguer des programmes qui
pourtant observationnellement sont semblables.
Notre but est double :

— réconcilier le programmeur avec la sémantique dénotationnelle, en la

construisant simplement & partir de la sémantique opérationnelle,
— parvenir a résoudre completement, grace a cette sémantique dénota-
tionnelle, les limitations de la sémantique opérationnelle.

Cette construction repose sur l'observation des programmes, telle que nous
I’avons définie précédemment, mais en réalisant une simplification impor-
tante : seuls certains contextes sont retenus pour l’expérimentation. L’obser-
vation d’un programme se construit maintenant récursivement de la maniere
suivante : on considere le résultat de I'exécution du programme, et si c’est
une donnée simple (un nombre par exemple), ’observation est terminée, si-

2Cette description s’applique aux modeles dénotationnels de la premiere génération,
ceux de la seconde associant aussi une vue « intensionnelle ». Lire par exemple I'introduc-
tion de [61], ol Ong retrace cette évolution en détail.
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non, le résultat est une fonction, et on observe les résultats qu’elle donne
lorsqu’on ’applique & tout argument possible.
Rentrons maintenant dans les détails de notre démarche, en la situant.

Pourquoi le A-calcul paresseux Avant de commencer, justifions rapide-
ment le choix du A-calcul paresseux®. Que le A-calcul permette de modéliser
les aspects fonctionnels des langages de programmation, nul n’en doute.
C’est un fait cependant que les implémentations de langages fonctionnels ne
réduisent pas sous les abstractions, fait déja remarqué par Plotkin dans [66,
p. 126]; des raisons d’efficacité dictent ce choix et ne semblent pas devoir
étre écartées, aujourd’hui comme hier. Pratiquement, c¢’est donc toujours le
A-calcul paresseux qui est utilisé pour modéliser les langages de program-
mation. Un pas supplémentaire peut étre franchi, d’aprés Abramsky et Ong
(cf. [4] et [5] par exemple) : supplanter la théorie classique du A-calcul, telle
qu’on la trouve dans I'ouvrage de référence de Barendregt [11], par la théorie
de la variante paresseuse, ou la réduction n’est pas autorisée sous les abs-
tractions. On pourra lire a ce sujet I'introduction éclairante de [4].

Enfin, un mot sur le choix de I'appel par valeur : c’est seulement que nous
souhaitons modéliser des langages comme le langage fonctionnel ML, ou
comme le langage orienté objets Java, qui utilisent ce mode d’appel. Il est
en effet mieux adapté a la manipulation d’objets en mémoire, ou plus géné-
ralement & la prise en compte d’effets opérationnels? séquentiels®.

Sémantiques opérationnelles - Les méthodes Le A-calcul, créé par
Church® dans les années trente, est un langage permettant de représenter
des fonctions et leur utilisation ; sa théorie décrit le quotient de ce langage
par une congruence, la (-conversion, modélisation de l'application d’une
fonction a un argument. Une sémantique opérationnelle se déduit simple-
ment de la maniere suivante : les états de la machine abstraite sont les
programmes du langage, et les transitions s’obtiennent a partir de la conver-
sion, en 'orientant. La (-réduction, qui en résulte, transforme ’application

3Une présentation syntaxique du A-calcul se trouve & la fin de cette introduction (p.
113).

10n entend par effet opérationnel toute action susceptible de modifier I’état de la
machine abstraite sur laquelle s’exécutent les programmes. Ainsi, un langage de program-
mation peut avoir des effets sur la mémoire, ou sur les entrées et les sorties, ou encore des
effets non-déterministes.

5Cette affirmation doit étre nuancée puisque pour les langages fonctionnels avec appel
par nom, les monades ont été utilisées avec succes pour représenter les effets opérationnels.

SPour un survol de son histoire et de ses applications, 'article de Barendregt [12] est
parfait, amusant par ses anecdotes et intéressant techniquement.
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a un argument d’une fonction en son corps, apres remplacement du para-
metre formel par 'argument. Muni de cette sémantique opérationnelle, ce
langage rudimentaire de programmation a été utilisé pour définir différentes
fonctions (par Kleene en particulier), pour finalement aboutir a la these de
Church : toute fonction calculable est définissable dans le A-calcul. Trente
ans plus tard, avec le développement des ordinateurs, les premieres implé-
mentations du A-calcul paresseux sont envisagées. Ainsi le langage ISWIM
développé par Landin (« If You See What I Mean », cf. [44] et [45]), pion-
nier dans ce domaine, présente une sémantique opérationnelle fondée sur
une machine abstraite, la SECD (« Stack, Environment, Control, Dump »).
Plotkin, dans son article [66], étudie la correspondance entre les deux séman-
tiques : a cette fin, il simplifie la sémantique fondée sur la machine abstraite,
la SECD, pour en donner une version abstraite, définissant récursivement la
méme fonction d’évaluation. C’est un des actes fondateurs de la sémantique
opérationnelle structurée (par les constructions syntaxiques du langage), qui
permet d’éviter toute référence a des machines abstraites de trop bas niveau,
sauf & vouloir étudier I'implémentation’. Une méthode générale de présen-
tation lui sera bientot associée, la sémantique naturelle, présentée par Kahn
dans [42], un formalisme permettant de former des jugements portant sur
des termes, et de définir des regles d’inférence dirigées par la syntaxe.
Avant de poursuivre, fixons la terminologie. Les deux sémantiques opéra-
tionnelles évoquées sont structurées, par la relation de réduction d’une part,
par la syntaxe d’autre part. C’est donc par la maniére dont elles calculent
I'interprétation d’un programme qu’elles se distinguent :
— la premiere procede par récriture du programme, suivant la relation
de réduction,
— la seconde par une décomposition récursive du programme.
Par la suite, nous parlons ainsi de sémantique opérationnelle par récriture
et par décomposition.
Dans [66, Th. 4], Plotkin montre que les sémantiques par récriture et par
décomposition sont équivalentes. Cependant, leur pratique s’avere tres dif-
férente :
— avec la sémantique par récriture, l'’exécution est décrite pas a pas
(« small step ») et on raisonne par récurrence sur la suite des réduc-
tions, aussi bien finie qu’infinie, suivant que le programme termine ou
non,

"Noter que la sémantique opérationnelle structurée peut formaliser aussi bien une fonc-
tion d’évaluation qu’une relation de réduction. En particulier, dans son exposé synthétique
de cette méthode [68], Plotkin axiomatise la relation de réduction. Les deux idées clés sont
donc la structuration par la syntaxe et ’abstraction.
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— avec la sémantique par décomposition, ’exécution est décrite en un pas
(« big step ») lorsque le programme termine, et n’est pas décrite sinon,
et on raisonne par récurrence structurelle sur la preuve de ’évaluation
du programme.

Avec une sémantique par décomposition, peut-on aussi considérer les pro-
grammes ne terminant pas? Telle est la question a laquelle nous répondons
dans la premiere partie, comme illustration de I'approche de I'induction et de
la co-induction fondée sur les preuves, développée au premier chapitre. Cette
préoccupation n’est pas neuve. C’est dans article des Cousot [24] qu’elle
semble exprimée et résolue pour la premiere fois. Une généralisation de la
sémantique opérationnelle structurée y est proposée, qui prend en compte la
divergence. Le systeme d’inférence définissant la relation d’évaluation est in-
terprété d’une maniere originale, plus qu’inductive, moins que co-inductive,
et pour cette raison dite mixte : la part inductive décrit ’évaluation des pro-
grammes convergents, la part co-inductive décrivant celle des programmes
divergents. Chaque regle d’inférence peut étre qualifiée de positive, négative
ou neutre, suivant qu’elle peut étre utilisée dans une preuve bien fondée,
non fondée ou indifféremment fondée ou non. C’est une variante que nous
utilisons, qui repose sur la méme idée de controler 'usage des regles suivant
la profondeur des preuves.

Est-ce suffisant 7 Non, car il manque une technique pour raisonner avec les
preuves infinies, comme on raisonne par récurrence sur une suite de réduc-
tions. Cette question est abordée dans l’article d’Ibraheem et Schmidt [39].
La solution proposée revient a parcourir la preuve de I’évaluation suivant
I'ordre d’exécution et a raisonner par récurrence sur le parcours. Sa na-
ture algorithmique tient sans doute a l'utilisation envisagée par Schmidt,
I'interprétation abstraite (cf. [76]). De notre c6té, nous apportons une ca-
ractérisation des propriétés ainsi montrées, les propriétés finitaires stables.
Précisons donc notre démarche :

— dans un premier temps, on montre qu’'une sémantique par décompo-
sition peut décrire ’exécution d’un programme sous forme de traces,
finies ou infinies, tout comme la sémantique par récriture ;

— dans un second temps, pour les deux sémantiques,

— on caractérise les propriétés finitaires stables (pour un systeme d’in-
férence déduit de celui qui définit I'interprétation sémantique), qui
sont des propriétés portant sur les programmes et les pas de 'exé-
cution,

— on montre que ces propriétés sont vérifiées universellement,

— puis on utilise cette méthode de raisonnement pour conclure & 1’équi-
valence des deux sémantiques ;
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— finalement, on réalise une abstraction des sémantiques précédentes,
transformant les traces en leur résultat final, une valeur ou la diver-
gence, ce qui permet en particulier d’étendre la sémantique par dé-
composition classique aux programmes divergents.

Pour conclure, on compare les deux sémantiques opérationnelles, d’un point
de vue pratique, celui de leur usage.

Sémantique dénotationnelle - Le modele des termes

Pour déduire une sémantique dénotationnelle, nous partons de la seule fonc-
tion d’évaluation opérationnelle, qui définit pour chaque programme le ré-
sultat final de ’exécution, ou bien une valeur (c’est-a-dire une fonction) ou
bien la divergence.

Notre objectif est de parvenir a ce que deux programmes aient la méme dé-
notation si et seulement s’ils ménent aux mémes observations. Que peut-on
observer d’un programme du A-calcul paresseux ? Comme nous 'avons vu
plus haut, une maniere simple et complete d’y répondre est d’observer les ré-
sultats qu’il donne dans chacune de ses utilisations. Utiliser un programme
revient a l'intégrer dans un ensemble plus vaste, le contexte d’utilisation.
Observer un résultat d’exécution se réduit a déterminer si le programme
converge ou non, c’est-a-dire termine ou non. On est donc conduit a définir
ainsi I’équivalence de deux programmes :

deux programmes sont équivalents si dans tout contexte d’uti-
lisation, ou bien ils convergent tous deux, ou bien ils divergent
tous deux.

Il est possible de remplacer dans cette définition les programmes par des
parties de programme, précisément des termes, a condition de limiter les
contextes d’utilisation & ceux qui transforment les termes comparés en pro-
grammes. Aussi, il est possible de considérer un pré-ordre plutét qu’une
équivalence, en mesurant a ’aune de la convergence :

un programme e est inférieur & un autre €’ si dans tout contexte
d’utilisation, lorsque e termine, alors ¢’ aussi.

La relation d’équivalence s’obtient alors par symétrisation du pré-ordre. Le
pré-ordre et 1’équivalence sont dits contextuels®. Dans cette introduction,

80n aurait pu employer le qualificatif « observationnel », fréquemment utilisé et par-
faitement adapté, mais ambigu dans notre étude puisque nous allons définir & partir des
observations une sémantique observationnelle, dont 1’équivalence naturellement associée
sera dite « observationnelle » ; on rencontre aussi le qualificatif « opérationnel », trop vague
a notre avis, et nous préférons définir 1’équivalence opérationnelle par le fait de s’évaluer
en la méme valeur, autrement dit par ce qu’on appelle généralement la « convertibilité
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on s’intéresse principalement a la relation d’équivalence et aux programmes,
dans I'unique but de simplifier la présentation, mais il faut se rappeler que
les définitions et propriétés mentionnées s’étendent naturellement au pré-
ordre et aux termes, comme le montrera notre traitement de la question par
la suite.

Reformulons notre objectif :

que deux programmes aient la méme dénotation si et seulement
s’ils sont équivalents contextuellement.

Comme I’équivalence contextuelle est une congruence, ce qui signifie que
les constructeurs syntaxiques sont compatibles avec elle, on peut essayer de
résoudre le probleme posé en quotientant I’ensemble des termes par cette
congruence et en formant ainsi ce qu’on appelle le modéle des termes (mo-
dulo cette congruence)? ; la question est alors de montrer que la surjection
canonique associant a un terme sa classe constitue bien une sémantique dé-
notationnelle.

Définir une sémantique dénotationnelle Comment se définit une sé-
mantique dénotationnelle ?

Nous suivons la proposition de Henkin, présentée dans son célebre article
de 1950 [35], ou il démontre la complétude de la logique d’ordre supérieur ;
Henkin introduit une notion de modele général pour le A-calcul typé (de la
théorie des types de Church, entendue comme une représentation syntaxique
de la logique d’ordre supérieur) ; la particularité d’un tel modele est d’inter-
préter un type fonctionnel A — B par un sous-ensemble de ’ensemble des
applications de 'interprétation de A dans l'interprétation de B. Cette idée
nous est particulierement utile ici, dans la mesure ot un modele standard
du A-calcul non typé aurait pour domaine un ensemble X vérifiant, a un
isomorphisme pres, une équation voisine'® de I’équation

X=X—X,

ou I’ensemble X — X est interprété de maniere standard, c’est-a-dire comme
I’ensemble des applications de X dans lui-méme. C’est qu’en effet le A-calcul
non typé peut étre considéré comme un langage typé, possédant un seul type
vérifiant justement ’équation précédente. Bien sir, pour des raisons de car-
dinalité, aucun ensemble ne vérifie cette équation.

opérationnelle ».
9« Term model » en anglais.
1A chaque mode d’appel, son équation.
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Nous utilisons aussi une formulation du premier ordre, au sens suivant : bien
que les objets considérés représentent des fonctions, nous ne les considérons
pas comme telles, mais introduisons une opération, l'application fonction-
nelle.
L’approche que nous suivons, classique (voir par exemple la présentation par
Mitchell des modeles du A-calcul simplement typé [57]), est la plus ancienne;
une autre approche, plus récente, existe, et émane de la logique catégorique :
I'interprétation s’effectue alors dans une catégorie possédant une structure
particuliere, précisément une catégorie cartésienne fermée.
De notre point de vue, une sémantique dénotationnelle est simplement une
interprétation : elle se définit par un ensemble d’interprétation et une fonc-
tion d’interprétation vérifiant certaines propriétés.
Comme un élément d’interprétation représente ou bien une fonction, ou bien
la divergence, le domaine forme une structure applicative, une algebre possé-
dant une seule opération binaire, I’application et posséde un élément particu-
lier, noté traditionnellement L et représentant la divergence. Toute interpré-
tation de 'application doit vérifier une condition associée a la divergence :
étre stricte en ses deux arguments, autrement dit, propager la divergence.
Comme les éléments d’interprétation différents de L représentent des fonc-
tions, une propriété d’extensionalité est vérifiée : un élément fonctionnel est
entierement déterminée par son application a chacun des éléments.
L’interprétation d’un terme associe a tout environnement un élément du do-
maine d’interprétation : c’est la dénotation du terme dans I’environnement
considéré. Elle est compositionnelle en ce sens : dans un environnement
donné,
— la dénotation d’une variable est définie par I’environnement, fonction
donnant leur valeur aux variables,
— la dénotation d’'une abstraction est définie & partir de 'interprétation
de son corps,
— la dénotation de I’application entre termes est 'application (interpré-
tée) entre les dénotations des termes.
Le rapport entre les sémantiques opérationnelle et dénotationnelle peut étre
nuancé ainsi :
— la sémantique dénotationnelle est adéquate lorsque deux termes ayant
méme interprétation sont équivalents contextuellement,
— la sémantique dénotationnelle est complétement adéquate!! lorsqu’elle
est adéquate et lorsque deux termes équivalents contextuellement ont
méme interprétation, ce qui constitue le but que nous nous sommes

1 On traduit ici 'expression anglaise « fully abstract ».
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fixé.

Il est au moins demandé a une sémantique dénotationnelle d’étre adéquate,
sinon & quoi servirait-elle 7 On verra par la suite qu'une condition suffisante
est de préserver la divergence, soit d’interpréter les programmes divergents
par 1’élément représentant la divergence, 1.

Revenons au modele des termes. Comme 1’équivalence contextuelle est une
congruence, on peut définir 'interprétation de ’application par passage au
quotient de 'application entre termes. L’adéquation complete résulte de la
définition du quotient, et la compositionalité se montre facilement. Seule la
propriété d’extensionalité semble poser probleme ; effectivement, examinons
les nombreux travaux qui lui ont été consacrés.

La question de ’extensionalité C’est a Plotkin (cf. [67]) et Milner (cf.
[53]) qu’on doit la premiére comparaison entre la sémantique dénotationnelle
et I’équivalence contextuelle, pour une extension typée du A-calcul paresseux,
le langage PCF (« Programming Language for Computable Functions »)'2.
Ces deux études viennent apres les travaux fondateurs de la théorie des do-
maines, menés par Scott (cf. [77]), et qui ont permis 'extraordinaire dévelop-
pement de la sémantique dénotationnelle des langages de programmation.
D’un coté, Plotkin montre que le modele de Scott n’est pas completement
adéquat : la continuité, propriété fondamentale des fonctions dans ce modele,
est trop généreuse, en admettant des fonctions non séquentielles, comme 1’al-
ternative dans une évaluation parallele (« parallel or »), qui permettent de
discriminer des programmes pourtant équivalents contextuellement.

De l'autre, en réponse a Plotkin, Milner construit a partir du modele des
termes quotientés par 1’équivalence contextuelle, un modele a la Scott com-
pletement adéquat. Lors de I’étude du modele des termes, il montre un
lemme, dit « lemme des contextes » '3, qui implique la propriété d’extensio-
nalité, sa démonstration se faisant par récurrence sur la longueur des traces
définies par la relation de réduction.

Des variations de ce lemme pour 'extensionalité, démontrées de la méme
facon, se retrouvent dans de nombreux travaux concernant le A-calcul; on
peut citer par exemple I’étude de Berry [14], concernant les modeles du A-
calcul, ou encore relatifs a sa version paresseuse, les articles d’Abramsky et
Ong [5, Prop. 2.2.4] pour I'appel par nom, de Honsell et Lenisa [36, Lem.
5,8,10,12] pour différentes stratégies de réduction, de Mason et al. [52, Th.

12Les développements ultérieurs sont décrits par Ong dans I'introduction de [61], ainsi
que dans l'introduction de la version rénovée [38], utilisant les jeux et écrite en collabora-
tion avec Hyland.

13« Context Lemma » en version originale.
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3.5] pour l'appel par valeur.

Une généralisation de ce lemme a été proposée par Howe, dans [37], et c’est
elle que nous détaillons maintenant. Par une formalisation plus abstraite, elle
permet de paramétrer le lemme par la fonction d’évaluation opérationnelle
et de définir des conditions simples pour I'appliquer. Elle repose sur la dé-
finition d’une relation de bisimilarité associée a 1’évaluation, généralisant la
bisimilarité applicative d’Abramsky dans [4]. Cette derniére relation exprime
I’équivalence extensionnelle de deux programmes : ils sont équivalents s’ils se
comportent de la méme fagon, du point de vue de la convergence, lorsqu’on
leur applique une suite quelconque (éventuellement vide) d’arguments. Pour
obtenir I'extensionalité du modele des termes, il suffit de montrer que les
équivalences extensionnelle et contextuelle sont égales. En effet, si c’est le
cas, étant donné deux programmes convergents, dont les applications a tout
argument sont équivalentes contextuellement, et donc extensionnellement,
on peut déduire qu’ils sont équivalents extensionnellement par définition, et
donc contextuellement. Montrer 1’égalité des équivalences revient a montrer
que I'équivalence entre programmes se préserve lorsqu’on étend ’ensemble
des contextes considérés, d’ou le nom de « lemme des contextes » : purement
applicatifs pour ’équivalence extensionnelle, ils deviennent quelconques pour
I’équivalence contextuelle. Il suffit pour assurer ce passage de montrer que
I’équivalence extensionnelle est une congruence : c’est justement ce qu’ap-
porte la méthode de Howe. Esquissons cet argument que nous retrouverons.
Si deux programmes sont équivalents extensionnellement, alors par congru-
ence, ils le sont aussi dans tout contexte d’utilisation, ce qui implique que
dans tout contexte, ils convergent tous deux, ou divergent tous deux : ils
sont donc équivalents contextuellement.

Suivant une tendance bien affirmée (lire par exemple I'introduction de Gor-
don et Pitts [32] a 'ouvrage collectif concernant principalement de telles
techniques opérationnelles), nous utilisons au cceur de notre démarche la
méthode de Howe. Voici comment nous procédons.

1. Nous définissons I'observation d’un programme, en utilisant les seuls
contextes applicatifs, autrement dit les contextes appliquant la place
a une suite d’arguments : compte tenu de la définition donnée plus
haut de I'observation, il vient que la relation d’équivalence entre pro-
grammes canoniquement associée a I’observation, une relation de bisi-
milarité, au sens applicatif, est égale a ’équivalence extensionnelle.

2. Par la méthode de Howe, on montre que la relation de bisimilarité
égale I'équivalence contextuelle; ainsi, les observations permettent de
représenter les classes d’équivalence du modele des termes.
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3. A partir des observations utilisées comme dénotations, on définit une
sémantique dénotationnelle complétement adéquate du langage, appe-
lée par la suite sémantique observationnelle.

Excepté 1'utilisation des observations, la présentation adoptée pour cette
sémantique dénotationnelle est proche de celle de Mason, Smith et Talcott
dans [52], développée elle-aussi pour des raisons analogues aux notres.
Apres cette construction, suivant un mouvement habituel, nous cherchons a
donner une définition axiomatique de la sémantique observationnelle, c¢’est-
a-dire un ensemble de conditions vérifiées par l'interprétation, la détermi-
nant completement, a un isomorphisme pres. Il s’avere qu'un jeu réduit de
conditions suffit :

— la compositionalité, permettant de définir par récurrence structurelle
sur les termes leur interprétation,

— l'adéquation avec la sémantique opérationnelle, qui se réduit a la pré-
servation de la divergence, comme on 'a déja dit,

— une propriété d’extensionalité forte, exprimant que ’égalité (ou Iordre)
sur l’ensemble d’interprétation est définie co-inductivement a partir
de la régle d’inférence définissant ’extensionalité, regle qui stipule que
deux éléments fonctionnels sont égaux si leur application a tout élé-
ment d’interprétation donne le méme résultat,

— une propriété d’accessibilité, exprimant que tout élément d’interpré-
tation dénote (une valeur).

Les trois premieres propriétés reprennent la définition d’une sémantique dé-
notationnelle ; seule modification, ’extensionalité forte, qui renforce la pro-
priété originelle, qui affirme seulement que 1’égalité est stable pour la regle
d’inférence définissant ’extensionalité. Dans le cas des observations, I’exten-
sionalité forte correspond a une formulation co-inductive de I’égalité (ou de
l'ordre d’approximation) entre arbres observationnels. Plus généralement,
elle exprime la relation entre les équivalences extensionnelle et contextuelle,
qu’établit le lemme des contextes.

Ces trois premiers axiomes sont équivalents a ceux des A-systémes de tran-
sition'* adéquats, présentés dans I’article déja cité d’Abramsky et Ong [5].
Quant a ’accessibilité, elle correspond évidemment au fait qu’on considere
un modele de termes. C’est une notion brute de la calculabilité, sans aucune
description qualitative.

Avec cette axiomatisation, on semble éloigné de 1’élégante caractérisation
par des criteres de convergence et d’approximation que fournit une inter-

Y“Traduction de « lambda transition systems ».
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prétation dans un domaine continu ou algébrique'®. Cependant, & partir du
modele des termes, il est possible de construire une interprétation dans un
domaine algébrique, par complétion, comme le montrent Milner dans [53]
et Mason et al. dans [52], pour deux extensions différentes du A-calcul. De
plus, ces modeles vérifient la propriété d’extensionalité forte (cf. [53, Context
Lemma] et [52, Th. 4.6]). Comme le montre Abramsky dans son étude du
A-calcul paresseux avec appel par nom, il en est de méme de la solution ca-
nonique de I’équation récursive entre domaines D = (D — D), (cf. [4, Th.
4.1]16).

Juger de I’utilité Partant de 'axiomatisation de la sémantique observa-
tionnelle, on étudie la théorie équationnelle (et inéquationnelle) induite par
la sémantique observationnelle sur les termes : deux termes sont équivalents
s’ils ont méme dénotation dans tout environnement dénotationnel. Comme
la sémantique est completement adéquate, la théorie est évidemment maxi-
male. Ce qui nous intéresse, c’est la maniere dont on déduit quelques regles
d’inférence classiques, a partir de I’axiomatisation précédente. C’est un bon
point de départ pour juger de l'intérét de la démarche.

Il apparait que la plupart des regles se déduisent avec une grande facilité
des axiomes et de propriétés élémentaires de la sémantique opérationnelle,
précisément de la fonction d’évaluation. Un test probant est constitué de la
regle permettant le calcul par itération du plus petit point fixe d’un pro-
gramme. Dans ce cas, la regle est montrée en établissant une propriété de
I’équivalence contextuelle, puis par complete adéquation, le résultat vaut
aussi pour ’équivalence dénotationnelle. La technique opérationnelle utili-
sée repose sur l'étude de la réduction d’un programme dans un contexte.
Nous formalisons cet argument classique, présent par exemple dans 'article
de Mason et al. [52, Th. 3.5], en généralisant aux contextes la décomposition
d’un programme, soit en une valeur, soit en un radical dans un contexte de
réduction.

Présentation syntaxique du A-calcul Le lecteur trouvera toutes les
définitions suivantes dans I'ouvrage de référence de Barendregt [11].

15Un domaine continu est un ensemble ordonné complet (pour ses parties dirigées) et
possédant une base; cela signifie que tout élément est la borne supérieure d’une partie
de la base. Un domaine continu est algébrique s’il possede une base formée d’éléments
compacts ; un élément est compact si lorsqu’il est inférieur a la borne supérieure d’une
partie dirigée, alors il appartient a 1’idéal d’ordre engendré par cette partie.

%Dans [65], Pitts généralise ce résultat & tout domaine défini récursivement.
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Rappelons la grammaire définissant les expressions du A-calcul :
e == x|Arel|ee,

ou x parcourt un ensemble infini de variables, noté X, Az e représente une
abstraction fonctionnelle de parametre x et de corps e, et ej es représente
I’application de e; a I'argument es. Les variables libres et liées sont défi-
nies de maniere habituelle, tout comme ’a-conversion. Les termes sont les
classes d’expressions suivant cette derniere relation d’équivalence, qui est
une congruence. Toutes les définitions sur les expressions doivent passer au
quotient, puisque seuls les termes nous intéressent. C’est le cas par exemple
des substitutions. Une substitution est une fonction de l’ensemble des va-
riables dans I'’ensemble des termes. L’application de la substitution ¢ a un
terme e, notée e[o], substitue dans e a toute variable libre x de e le terme
o(x). Au niveau des expressions, on doit éviter la capture des variables libres
de o(x) par les lieurs Ay ... des abstractions, en renommant le cas échéant
les variables liées (soit y). Si la substitution o a pour domaine {z1, ..., z,},
le terme e[o] se note aussi e[o(x1)/z1,...,0(xn) /2],

Remarquons qu’il n’existe pas de représentation simple des termes. La no-
tation de de Bruijn [25], par exemple, qui permet d’éviter I’a-conversion,
complique ’expression des substitutions. Par la suite, on utilise les expres-
sions et réalise le passage des expressions aux termes tacitement.

On notera A I’ensemble des termes, A? I’ensemble des termes clos, c’est-a-
dire sans variables libres, appelés aussi programmes. Pour un terme e, on
note FV(e) ’ensemble de ses variables libres.

2.1 Décomposition et récriture

Deux sémantiques opérationnelles sont définies, par décomposition et
par récriture. Il s’avere qu’elles sont équivalentes. Une démarche similaire
est adoptée pour leur étude, ce qui facilite leur comparaison :

— on décrit 'aspect opérationnel avec un maximum de détails : les deux
sémantiques permettent en effet d’associer & chaque programme sa
trace d’exécution ;

— comme les traces peuvent étre infinies lorsque le programme ne ter-
mine pas, on développe pour chaque sémantique une méthode pour
raisonner avec les programmes ne terminant pas;

— ces méthodes sont utilisées pour comparer les deux sémantiques, et
montrer leur équivalence ;

17Cette notation n’est pas celle de Barendregt dans [11], qui utilise e[z1 := o(z1), .. .
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— pour finir, on fait abstraction des détails opérationnels intermédiaires,
pour ne retenir que le résultat de I’exécution.

Préalablement, précisons quelques définitions et notations concernant les
traces.
Une trace est une suite finie ou infinie de programmes, les programmes for-
mant les configurations sémantiques. Si ¢ est une trace, on note domt son
support, |t| sa longueur (c’est-a-dire le cardinal de son support, w s’il est
infini). Pour tout entier i, si ¢ appartient au support de ¢, alors t(i) est le
(i + 1)®me programme de la trace, sinon ¢(i) est la valeur de non-définition
1. Si t; est une trace finie, to une trace finie ou infinie, la concaténation
de t1 et de ¢y est notée t; — to; elle admet pour élément neutre la trace
vide, notée . On décompose toute trace non vide ¢ en un préfixe p(t) et un
programme de fin £. Si ¢ est finie, alors p(t) = ¢(0) — ... — t(|t] — 2),

éventuellement vide si ¢ a pour longueur un, et ¢ = ¢([t| — 1). Si t est
infinie, alors p(t) = t et ¢ = L. Enfin, si e est un programme, on note
< te > la trace (t(0)e) — ...(t(n)e)[...], et symétriquement, < et > la

trace (et(0)) — ... (et(n))[...].

Par la suite, 'ensemble des traces finies non vides est noté (A°)T, et celui
des traces infinies, (A?)~.

Les traces infinies peuvent étre représentées par des arbres respectant une
certaine signature. Précisément, on utilise I’isomorphisme entre ’ensemble
des traces infinies et l’ensemble des arbres respectant la signature a une
seule sorte, dont les étiquettes sont les programmes et ont pour arité un.
Plus généralement, toute trace peut étre représentée par un arbre : il suffit
d’ajouter a la signature précédente une étiquette €, d’arité nulle, et repré-
sentant la trace vide, pour obtenir un isomorphisme entre ’ensemble des
traces et ’ensemble des arbres respectant cette signature.

2.1.1 Décomposer pour exécuter

Commencons par donner une sémantique par décomposition du A-calcul
paresseux, avec appel par valeur. Fidele au programme annoncé, on s’inté-
resse aux traces d’exécution des programmes, et non seulement aux résultats
qu’ils donnent.

A chaque programme, on associe donc une suite maximale d’états sé-
mantiques, ou configurations, décrivant ’exécution du programme. Cette
sémantique du A-calcul se définit a partir d’un systeme d’inférence, portant
sur des jugements de la forme e |} t, ou e est un programme et ¢ une trace,
résultat de ’exécution de e.

Dans sa forme habituelle, une telle sémantique ne rend pas compte de la
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—— [ABS]
Are || Axe
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TaB. 2.1 — Sémantique par décomposition : traces d’exécution

divergence puisqu’elle repose sur une définition inductive, n’autorisant que
des preuves finies. Pour évaluer aussi bien les programmes divergents que
ceux convergents, il est nécessaire de recourir a une interprétation mixte
du systeme d’inférence, en partie inductive, en partie co-inductive (cf. p. 75
pour la définition et les notations). Rappelons que dans cette interprétation,
chaque prémisse d’une regle se voit qualifiée de « positive », « négative » ou
« neutre » ; dans la preuve d’un jugement, une regle est utilisable si cha-
cune de ses prémisses, suivant qu’elle est positive, négative ou neutre, est la
conclusion d’une preuve respectivement fondée, non fondée ou quelconque.

La relation d’évaluation donnant la trace est définie par le systeme d’in-
férence de la table 2.1 (p. 116); ses jugements sont de la forme e |} ¢, ou
e est un programme et ¢ une trace. On observe que les prémisses positives
concernent les traces finies, les négatives, les traces infinies. Remarquons
aussi qu'une preuve finie n’utilise que les régles [ABS] et [APP+], et qu'une
preuve infinie ne peut se conclure que par une des regles [APP1-|, [APP2-]
ou [APP3-]. Ainsi, les conclusions des preuves finies portent sur des traces
finies, celles des preuves infinies sur des traces infinies.

Avant d’établir les propriétés de cette relation d’évaluation, traitons deux
exemples, pour bien montrer la différence entre les prémisses positives et
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négatives. Notons I la fonction identité, Az z, et § le programme d’auto-
application, Az z . Donnons la preuve que I I a pour trace (I 1) — I :

0 0 0

— [ABS] —[ABS] — [ABS]
Iy 1 Iy 1 Iy 1

[APP+]

ITVII—T

Cette preuve est finie, tout comme sa trace. A 'opposé, le programme 8 § ne
termine pas. Voici donc une preuve infinie que sa traceest §d — ... — §4.. .,
trace abrégée ci-dessous en (0 9)“ :

—@ [ABS] —0 [ABS] —— [APP3]
PRIR) 516 56 I (68)°
[APP3]

560 55— (56)%

Le systeme d’inférence définit une relation d’évaluation dont la princi-

pale propriété est la suivante : tout programme s’exécute suivant une unique
trace.
Pour montrer cette propriété, on s’intéresse tout d’abord aux programmes
convergents, puis a ceux divergents. On dit qu’un programme converge (ou
termine) s’il posséde une trace d’exécution finie, et qu’il diverge (ou ne ter-
mine pas) s’il en possede une infinie. Le raisonnement suit les étapes sui-
vantes :

1. un programme convergent possede une trace finie unique,
2. un programme convergent ne peut étre divergent,

3. un programme non convergent est divergent, et possede une trace in-
finie unique.

Ainsi, si un programme est convergent, alors il s’exécute suivant une unique
trace, qui de plus est finie, sinon, il est divergent, et s’exécute suivant une
unique trace, cette fois infinie.

Montrons tout d’abord qu’un programme convergent ne possede qu’une seule
trace finie.

Proposition (Convergence déterministe)
Soient e un programme, et t1 et ty deux traces finies. Si le jugement e | 1
est valide, tout comme e || to, alors les traces t1 et to sont égales.

Démonstration
On procede par récurrence structurelle sur la preuve finie de e |} t;. Pour
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les deux régles applicables, [ABS] et [APP+], c’est immédiat.

L

On pourra donc parler par la suite pour un programme convergent e de sa
trace finie, trace qu’on notera T'(e).
Montrons maintenant qu’un programme convergent ne diverge pas.

Proposition (Convergence implique non divergence)
Soit e un programme convergent. Alors e n’est pas divergent : pour toute
trace infinie t, le jugement e || t n’est pas valide.

Démonstration

On procede par récurrence structurelle sur la preuve finie de e |} T'(e).
Pour chaque regle par laquelle e || T'(e) peut se conclure, on considere une
trace infinie ¢ et on raisonne par I'absurde, en supposant que e |} t soit la
conclusion d’une preuve infinie.

o régle [ABS]

Le programme e est une abstraction, et aucune des regles [APP1-], [APP2-]
ou [APP3-] n’est applicable.

e régle [APP+]

Les regles [APP1-], [APP2-] ou [APP3-] peuvent conclure e | t.
Supposons que ce soit la régle [APP1-]. On obtient une contradiction par
I’hypothese de récurrence appliquée a la prémisse gauche de e | T'(e).
Supposons que ce soit la régle [APP2-]. On obtient une contradiction par
I'hypothese de récurrence appliquée a la prémisse centrale de e |} T'(e).
Supposons que ce soit la reégle [APP3-]. Dans ce cas, par la proposition 2.1.1
(p. 117), e | T'(e) et e | t ont les mémes prémisses gauche et centrale.
Les prémisses droites de e |} T'(e) et de e | ¢ définissent donc la trace
d’un méme programme, d’ol1 la contradiction en appliquant I’hypothese de
récurrence a la prémisse droite de e || T'(e).

L

Par la suite, on désignera par C I’ensemble des programmes convergents, et
D l’ensemble complémentaire des programmes non convergents. La propo-
sition suivante montre que D est contenu dans ’ensemble des programmes
divergents.

Proposition (Non convergence implique divergence)
Tout programme e qui ne converge pas diverge.

Démonstration
Montrons que tout programme qui ne converge pas peut s’exécuter en une
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trace infinie. On commence par associer a chaque programme de D une trace
d’exécution infinie, puis on conclut en montrant que chaque programme
s’évalue bien en la trace qui lui est associée.

Pour associer a chaque programme de D une trace infinie, on va résoudre
un systeme d’équations récursives sur I’ensemble des traces infinies. Consi-
dérons le systeme d’inconnues (X.)eep et formé des équations de la table
2.2. Les trois cas présentés épuisent les possibilités pour un programme non

(< X, €2 > sieg €D, (2.1)

<p(T(e1))ea >—><T(e1)Xe, > sieg € Coea €D, (2.2)

_Xe1 ey — < p(T(el)) ey >—
—_— . el,e € C,
< T(el) T(ez) >— Xe[v/a:] S1 6[’1)/1’] cD (2.3)
Avec T(e1) = Aze,
T(ez) = v

TaB. 2.2 — Dém. prop. 2.1.3

convergent.

Les applications < —e > et < e — > sont des extensions a ’ensemble des
traces d’applications définies initialement sur I’ensemble des programmes.
D’apres la proposition 1.1.8 (p. 64), ce sont des opérations autorisées dans
les équations récursives. Il est donc possible d’appliquer le théoreme 1.1.9
(p. 65) si 'on montre que ce systéme, qui n’est pas gardé a cause des équa-
tions de type 2.1 et 2.2 (lorsque e; est une abstraction), est équivalent & un
systeme gardé. Montrons donc par ’absurde qu’on ne peut avoir une suite
infinie d’équations (X, =< X, , € > ou < e; X¢,,, >)ien de type 2.1 ou
2.2. Si ¢’était le cas, on obtiendrait une suite infinie strictement décroissante
de sous-termes, ce qui est impossible. Apres un nombre fini de telles équa-
tions, on rencontre nécessairement une équation gardée de type 2.2 ou de
type 2.3, et par des expansions successives des inconnues, cette suite devient
équivalente a une équation gardée, au sens du théoreme 1.1.9 (p. 65). Le
systeme d’équations peut donc se récrire en un systeme équivalent gardé,
admettant une unique solution. Pour e appartenant a D, notons T'(e) la
valeur de la solution du systéme en X, ; par définition, T'(e) est une trace
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infinie.

A partir des preuves finies (P(e | T'(€)))eec obtenues pour les programmes
convergents et des traces infinies (7'(e))ecp, nous allons construire pour
chaque programme e de D une preuve infinie de son évaluation en 7'(e), en
résolvant un systeme d’équations récursives, d’inconnues ((Ye)ecc, (Xe)eeD)
et présenté dans la table 2.3. Ce systéme est quasi-uniforme et compatible

4 _ X81 .
sie; €D,
erea I T(e1e)
+ Yel - Xez . el € C,
si
e1 €9 U, T(61 62) es €D,
Xel e —
e; € C,
+ Yv@l + Yé2 - Xe[v/x] . !
I T(eyeq) ™ €2 €C,
ez L elv/z] € D,
T(e1) = Aze,
avec ¢ — *
T(e2) =v,

Y. = Ple| T(e) (e€C).

TAB. 2.3 — Dém. prop. 2.1.3

avec le systeme d’inférence définissant 1’évaluation en traces; d’apres la pro-
position 1.2.4 (p. 75), pour tout programme e appartenant a D, la valeur de
la solution en X, est une preuve de I’évaluation de e en T'(e).

On a donc montré qu’un programme non convergent est divergent.

L

Résumons ce qu’on a montré par les trois derniéres propositions. Un pro-
gramme est soit convergent, soit divergent; s’il est convergent, il possede
une unique trace, qui est finie; s’il est divergent, il peut s’exécuter suivant
une ou plusieurs traces, toutes infinies. Tout programme s’exécute donc en
au moins une trace, qu’on note 7'(e).

Pour montrer I'unicité de la trace infinie pour un programme divergent,
on va utiliser une technique tres générale, qui évite de considérer les preuves
infinies, dues a la divergence.

On s’intéresse a une classe particuliere de propriétés, définies par des pré-
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dicats binaires, ayant pour parametres un programme et un entier naturel.
Considérons une telle propriété définie par un prédicat dont les jugements
sont notés e : n, pour tout programme e et tout entier naturel n. Typi-
quement, la propriété concernera le (n—H)i’\ame programme de la trace du
programme e, ou le préfixe de longueur n + 1 : elle est ainsi qualifiée de
finitaire. Pour certaines propriétés, dites stables, il est possible de construire
une preuve finie de tout jugement e : n, en utilisant une partie finie de la
preuve éventuellement infinie de ’évaluation de e. Ces propriétés sont dites
stables car leur extension l’est, pour un systeme d’inférence canoniquement
associé a celui qui définit les traces d’exécution.

Sémantique par décomposition :

Définiti s 242 IR
éfinition ( Propriété finitaire stable

)

Considérons une propriété finitaire, définie par un prédicat de jugements
(€ : M)ecno nen- Elle est stable si l'ensemble des jugements vrais est stable
pour le systéme d’inférence de la table 2.4.

0
— [ABS 1],
Axe :n
er:n
[APP1 0] (n < |T(ey)| 1),
€1€2 1 N
el DI (il LR B
€1€2 1 N p:()

P (T < [T(en)] + [T(e)] ~ 1
orey  n MEP2N <p:n—<|T<el>—1> )

[T(e)| +|T(ex)| =1 <m
' [APP3 n] T(e1) =Aze,T(e2) =v
cacz:n p=n—(T(e)|+|T(e2)| = 1)

elv/z] : p

TAB. 2.4 — Sémantique par décomposition : propriété finitaire stable

Les regles du systeme précédent suivent assez naturellement celles du sys-
teme d’évaluation. Seules la régle [APP1-2 n] présente une particularité, une
condition de frontiere. Lors de I’évaluation d’une application, la configu-
ration sémantique terminant 1’évaluation de la fonction est aussi celle qui
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commence |’évaluation de l'argument ; on choisit donc de déduire la pro-
priété concernant cette configuration de I’évaluation de la fonction et de
I’évaluation de 'argument.

La stabilité implique que I'’ensemble des jugements vrais contient I’ensemble
engendré inductivement par le systéme précédent. Comme il s’avere qu’une
preuve finie de tout jugement dans le systeme précédent peut étre construite,
on peut conclure que toute propriété finitaire stable est vérifiée universelle-
ment.

Sémantique par décomposition :

2.1.5 P iti
5 Proposition ( Lemme des propriétés finitaires stables

)

Considérons une propriété finitaire stable, définie par un prédicat de juge-
ments (e : N)eeponen- Alors elle est vérifiée universellement : pour tout
programme e et tout entier n, on a

e:n.

Démonstration

Primo, on construit pour chaque programme e et chaque entier n une preuve
dans le systeme d’inférence de la définition 2.1.4 (p. 121), secundo, on montre
qu’il n’existe pas de preuves infinies dans ce systeme, ce qui montre que
les preuves précédemment construites sont finies, tertio, on conclut par la
stabilité que la propriété est toujours vérifiée.

Définissons un systeme d’équations récursives, d’inconnues (Xe 5 )eep0 nens
par les équations de la table 2.5. Ce systeme est quasi-uniforme et compa-
tible avec le systeme d’inférence de la définition 2.1.4. D’apres la proposition
1.2.3 (p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de I'unique
solution en X, est une preuve de e : n suivant ce systeme d’inférence.

Montrons maintenant que ce systeme d’inférence n’admet que des preuves
finies. On démontre par récurrence sur l’entier n que toute preuve de conclu-
sion e : n, e étant un programme quelconque, est finie.

e n=20

On montre par récurrence sur le programme e que toute preuve de conclu-
sion e : 0 est finie.

oe=Arb

Le jugement e : 0 est la conclusion de la regle [ABS 0], et constitue donc
un axiome.

o e=¢e€1€

Le jugement e : 0 est la conclusion de la régle [APP1 0] ou [APP1-2 0]. Dans
les deux cas, on peut appliquer I’hypothese de récurrence aux prémisses, qui
concernent dans le premier cas, ey, dans le second cas, e et es, ce qui permet
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0
X)\J:e,n = —
Are :n
X
—ar sin<|T(e)|—1,
e1ex 1 n
X, X,
Zen el o= [ T(er)| - 1,
erey 1 n
Xerezn = Xeap . |T(en)] <n <|[T(e1) +[T(e2)| — 1,
erez 1 n P:n—(\T(€1)|—1)7
y Ten)| +|T(e2)| 1 <,
elv/x],p .
_ si T(e1) =Ave,T(e2) =0,
e1ex 1 N
b p=n—(T(e1)| +[T(e2)| = 1).

TAB. 2.5 — Dém. prop. 2.1.5

de conclure.

e n>0

On suppose que pour tout entier p strictement inférieur a n, pour tout pro-
gramme e, on a e : p. On montre par récurrence sur le programme e que
toute preuve de conclusion e : n est finie.

oe=M\xb

Le jugement e : n est la conclusion de la régle [ABS n], et constitue donc
un axiome.

o €e=¢e€1€2

Si le jugement e : n est la conclusion de la regle [APP1 n] ou [APP1-2 n],
chacune de ses prémisses est de la forme €’ : k, ol € est égal soit & eq, soit
a eg; on applique donc 'hypothese de récurrence aux sous-termes e; et e
pour conclure.

Si le jugement e : n est la conclusion de la régle [APP2 n] ou [APP3 n],
sa prémisse est de la forme € : p, ou p est strictement inférieur & n; on
applique ’hypotheése de récurrence a ’entier p pour conclure.

Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugement e : n,
qui admet une preuve finie, appartient a ’ensemble engendré inductivement
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par le systéeme de la définition 2.1.4. Comme la propriété est stable, le juge-
ment e : n est donc vrai.

L

Avec 'aide de ce lemme fondamental, il est facile de montrer 1 unicité
de la trace infinie associée & un programme divergent.

Proposition (Divergence déterministe)
Soient e un programme, et ty et to deux traces infinies. Si le jugement e | 1
est valide, tout comme e || to, alors les traces t1 et to sont égales.

Démonstration
Considérons la propriété finitaire suivante :

e:n Y Vi, to € (A . e |l tiAe |l ta = t1(n) =ta(n).

Montrons qu’elle est stable. Passons en revue les différentes regles d’infé-
rence. Il s’agit a chaque fois de montrer que si les prémisses sont vérifiées,
alors la conclusion aussi.

On utilise sans le mentionner le fait que tout programme convergent s’évalue
en une unique trace, T'(e).

e [ABS n]

C’est trivialement vérifié, puisqu’on a Az e | Axe.

Considérons désormais deux programmes ej et eg, et un entier n.

e [APP1 n]

Supposons n < [T'(e1)] — 1 et e1 : n.

Si t est une trace telle que ejes | ¢, on a par définition de 1’évaluation
t(n) = T(e1)(n) ez, et on peut conclure.

e [APP1-2 1]

Supposons n = |[T'(e1)| — 1, e1 : net ey : 0.

Si t est une trace telle que ejes | ¢, on a par définition de I’évaluation
t(n) = T(e1)(n) ez, et on peut conclure.

e [APP2 n]

Supposons |T'(e1)| < n < |T'(e1)| + [T(e2)] — 1, e1 : n et ea : p, avec
p=n—(T(er) - 1).

Etant donné deux traces infinies t; et to, supposons ej eo |} t1 et e;es || to.
Il existe une trace t] telle que ej ea |} t; admet pour prémisse es | t), et
une trace th telle que ej ez |} t2 admet pour prémisse ey | t,. Il est facile
de voir que t1(n) = T'(e1) t}(p) et ta(n) = T'(e1) th(p). De ez : p, on déduit
que t(p) = th(p), puis que t1(n) = ta(n).

e [APP3 n]
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Supposons |T'(e1)| + [T'(e2)] — 1 < n et e[v/x] : p, avec p =n — (|T(e1)| +
|T(e2)] — 1), T(e1) = Axe et T(ez) = v.

Etant donné deux traces infinies t1 et to, supposons ey es || t1 et e ex | to.
Il existe une trace t] telle que ej ea || ¢; admet pour prémisse e[v/z] | t],
et une trace t}, telle que ej ea || t2 admet pour prémisse e[v/x] || t}. Il est
facile de voir que t1(n) = t}(p) et ta(n) = th(p). De e[v/z] : p, on déduit
que t}(p) = t5(p), puis que t1(n) = t2(n).

L

En conclusion, tout programme possede une unique trace d’exécution : la
sémantique par décomposition proposée rend compte des programmes tant
convergents que divergents.

2.1.2 Réduire pour exécuter

Le systeme définissant les traces d’exécution ne met ’accent ni sur la
relation de réduction, ni sur la stratégie d’évaluation. Ce sont les regles
[APP+] et [APP3-] (de la table 2.1 (p. 116)) qui induisent une transition
entre programmes, correspondant a la g-réduction habituelle

(Aze)v 5 efv/x].

Quant a la stratégie de réduction, elle est exprimée par les regles concernant
I’application : la fonction est d’abord évaluée, puis I'argument avant son
passage. Il est en fait possible d’exprimer la méme sémantique, en définissant
tout d’abord la relation de réduction et la stratégie d’évaluation, puis les
traces maximales pour cette relation.

Pour la relation de réduction, sont importants les programmes ne se
réduisant pas, appelés valeurs : ce sont les abstractions closes.

v o= Axe,

ou FV(Aze) = (. On désignera I’ensemble des valeurs par V.

Un programme, s’il n’est pas une valeur, peut se décomposer en un radical,
qui va se réduire, et une continuation, représentant ce qui reste a évaluer
apres que le radical a été réduit.

Les radicaux qui se réduisent dans un programme sont formés par des ap-
plications d’abstractions closes a des valeurs.

r = (Aze)v,

ou FV(Aze) = 0.

Un contexte de réduction, représentant la continuation, est un terme clos a
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0

(Aze)v 5 e[v/x]

5]

r e
[RED]

E[r] — Ele
TAB. 2.6 — Relation de réduction

une place, linéaire en sa place : il possede une seule variable libre, la place,
a l'occurrence de plus unique ; on réserve a ce seul usage une variable, notée
—18_ Un contexte de réduction se construit autour de la place, en appliquant
des valeurs, ou en passant des arguments non évalués :

E = —|vE|FEe,

ot FV(e) = 0.

Tout programme peut se décomposer de maniére unique en une valeur ou un
radical placé dans un contexte de réduction : si e est un programme, ou bien
c’est une valeur, ou bien il existe un unique radical r et un unique contexte
E tel que e = E[r] (E|r] abrégeant E[r/—]).

La relation de réduction — est définie (inductivement) par le systeme
d’inférence de la table 2.6 (p. 126). L’axiome exprime la S-réduction, la regle
permettant de passer au contexte de réduction. La relation est déterministe :
sie— epetsie— es, alors e; = ey. En effet, si le systéme est restreint
a laxiome, la relation ainsi définie l’est, et de plus, la décomposition en
un radical dans un contexte de réduction est unique. Elle est aussi totale,
dans le sens suivant : tout programme qui n’est pas une valeur se réduit,
conformément a la définition informelle que nous avons donnée des valeurs.

Nous nous intéressons maintenant a la construction des traces a partir
de la relation de réduction. Cette construction suppose seulement la donnée
d’une relation de réduction totale; I’hypothese du déterminisme n’est en
effet pas nécessaire.

Une fois que la relation de réduction est définie, il est facile d’associer
a chaque programme ’ensemble de ses traces d’exécution. On considere des
jugements de la forme e |, f, exprimant que le programme e peut s’exé-
cuter suivant la trace t. Le systeme d’inférence de cette nouvelle relation
d’évaluation est présenté dans la table 2.7 (p. 127), étant donné une rela-
tion de réduction — totale. De I'observation des régles et des preuves, deux

8Cela signifie que cette variable ne sert pas & construire de termes autres que les
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0
[VAL] (veV)

v, v

e AO
+é Ut e e €
— " RED4] | te(AY)*
eldr e—t LI

/ 0
et e, €A

[RED-] | te€ (A%~

el e—t e el

TAB. 2.7 — Sémantique par récriture : traces d’exécution

remarques viennent immédiatement :
— les traces finies et infinies sont obtenues respectivement par des preuves
finies et infinies,
— une trace commence toujours par le programme a évaluer.
Dans ce systeme, tout programme s’évalue en au moins une trace.

2.1.7 Proposition (Existence d’une trace)
Soit = une relation de réduction totale. Alors tout programme posséde au
moins une trace d’exécution swivant le systéme d’inférence de la table 2.7

(p. 127).

Démonstration

La démonstration se fait en deux temps.

Primo, on associe a chaque programme une trace, en résolvant un systeme
d’équations récursives sur les traces, directement inspiré du systeme d’infé-
rence de la table 2.7. Comme la relation de réduction est totale, il est possible
d’associer a tout programme e qui n’est pas une valeur un programme r(e)
tel que e se réduit en r(e). Considérons alors le systeme d’inconnues (Xe)qepo
et formé des équations suivantes :

e si e valeur,
X, = )
e — X, () sinon.

Pour tout programme e, notons 7,.(e) la valeur de la solution en X,.
Secundo, on montre que tout programme e s’évalue en 7). (e) suivant le sys-
teme d’inférence de la table 2.7.

contextes, en particulier qu’elle n’est jamais liée.
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Tout d’abord, montrons que pour tout programme e, si T,.(e) est une trace
finie, alors e |}, T, (e) est un jugement valide. C’est immédiat, en procédant
par récurrence sur la longueur des traces.

A tout programme e tel que 7). (e) est une trace infinie, associons une preuve
de e |}, T,(e) en résolvant le systéme d’équations récursives d’inconnues
(Xe)e tel que Ty (e)|=w €0 formé des équations suivantes :

X9
e |, Tr<e) ‘

Ce systeme est quasi-uniforme et compatible avec le systeme d’inférence dé-
finissant I’évaluation en traces (cf. tab. 2.7). Par la proposition 1.2.4 (p. 75),
pour tout programme e tel que la trace T,(e) est infinie, la valeur de la so-
lution en X, est une preuve de e |, T;(e).

L

e

Comme pour le systeme définissant la sémantique par décomposition,
afin de raisonner sur I’évaluation, avec ses preuves éventuellement infinies,
on peut définir des propriétés finitaires stables, et le mode de raisonnement
associé correspond ici & celui qu’on attend, une récurrence sur la position
dans une trace. On note désormais e :» n (e € A n € N) les jugements de
ces propriétés, pour souligner le systeme auquel se référe la stabilité.

Sémantique par récriture :

Définiti csq s ol
éfinition ( Propriété finitaire stable

)

Soit — une relation de réduction totale. Considérons une propriété finitaire,
définie par un prédicat de jugements (e :r M)ceponen. Elle est stable si
l’ensemble des jugements vrais est stable pour le systeme d’inférence de la
table 2.8.

0
[VAL n] (veV,n>0),
Vn
[RED 0] (e se réduisant),
e 0
(€ W n—

1, -, L1
)e le—e [RED 1] (e se réduisant,n > 0).
e:n

TAB. 2.8 — Sémantique par récriture : propriété finitaire stable
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Remarquons que si la relation de réduction — n’est pas déterministe, dans la
regle [RED n], le jugement e :, n se déduit de la conjonction des prémisses
(¢ :p n— 1)e'|ei>e" On peut imaginer une forme plus faible, ou le jugement se
déduirait de la disjonction de ces prémisses. Dans le cas qui nous intéresse,
ou la relation est déterministe, cela revient évidemment au méme.

Une propriété finitaire stable est vérifiée universellement.

Sémantique par récriture :
Lemme des propriétés finitaires stables )
Soit = une relation de réduction totale. Considérons une propriété finitaire
stable définie par un prédicat de jugements (e : n)ep. Alors elle est vérifiée

universellement : pour tout programme e et tout entier n, on a

Proposition (

Démonstration

Primo, on construit pour chaque programme e et chaque entier n une preuve
dans le systeme d’inférence de la définition 2.1.8 (p. 128), secundo, on montre
qu’il n’existe pas de preuves infinies dans ce systeme, ce qui fait que les
preuves construites sont nécessairement finies, tertio, on conclut par la sta-
bilité que la propriété est toujours vérifiée.

Définissons un systeme d’équations récursives, d’inconnues (Xen)eer0 nens

par les équations de la table 2.9. Comme la relation de réduction est totale,

si e valeur,
)
Xen = si e se réduit et n =0,
e n
(XE’ n—l) oy ot
SO Pellemel i e se réduit et n > 0.
€ n

TAB. 2.9 — Dém. prop. 2.1.9

ce systeme est bien défini. Ce systeéme est quasi-uniforme et compatible avec
le systeme d’inférence de la définition 2.1.8. D’apres la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de I'unique solu-
tion en X, , est une preuve suivant ce systéme d’inférence.
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Montrons maintenant par récurrence sur ’entier n que toute preuve de
conclusion e :. n, e étant un programme quelconque, est finie.
e n=20
Considérons une preuve de conclusion e : 0. Ce jugement est nécessaire-
ment la conclusion de la regle [VAL 0] ou de la regle [RED 0]. Dans les deux
cas, il s’agit d’'un axiome.
e n>0
On suppose le résultat vrai en n — 1.
Considérons une preuve de conclusion e : n.
Si le jugement e : n est la conclusion de la regle [VAL n], alors la preuve
est finie, puisqu’il s’agit d’un axiome.
Sinon, le jugement e :. n a pour prémisses (€’ ;. n — 1)e/|ei>e/’ par la regle
[RED n], et on applique I’hypotheése de récurrence a ces prémisses.
Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugement e :. n,
qui admet une preuve finie, appartient a ’ensemble engendré inductivement
par le systéeme de la définition 2.1.8. Comme la propriété est stable, le juge-
ment e : n est vrai.
L

Ce lemme est le principal outil pour montrer des propriétés concernant les
traces d’exécution des programmes. Ainsi, nous pouvons désormais montrer
que les traces d’exécution sont maximales pour la relation de réduction.

Proposition (Traces d’exécution maximales pour —)

Soit = une relation de réduction totale. Considérons un programme e et une
trace t telle que e - t. Alors la trace t correspond a une suite de réduction
par — et est mazimale pour — : ou bien elle est infinie, ou bien elle se
termine par une valeur.

Démonstration
Considérons la propriété finitaire suivante :

ewn G ovie (A UMNY). ey tA0<n < [t|=tn—1) D tn)

On vérifie aisément que cette propriété est stable. Le seul cas intéressant
concerne la regle [RED n].

Soit e un programme, n un entier strictement positif, et supposons que pour
tout programme €’ en lequel e se réduit, on ait €’ :. n— 1. Montrons e :. n.
Supposons e |}, tet 0 < n < |t|. Par la regle [RED+] ou [RED-], il existe un
programme ¢’ et une trace t’ tels que e — €', ¢ |}, t' et t = e — t'. Comme
on I’a remarqué, ¢ commence par €.
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Sin=1,t(n—1)=eett(n)=¢, et on abien t(n —1) = t(n).

Sinon, t(n — 1) = t/(n — 2) et t(n) = t'(n — 1), et on applique I'hypothese

e’ m — 1 pour conclure.

Finalement, la propriété est vérifiée par tout programme e et tout entier n.
Considérons un programme e et une trace t telle que e , t. Si ¢ est

infinie, elle est maximale. Supposons qu’elle soit finie. Dans ce cas, la preuve

de e |}, t est finie, et on peut facilement montrer par récurrence structurelle

sur la preuve que la trace se termine par une valeur. Comme une valeur ne

se réduit pas, par définition, la trace est bien maximale.

L

Nous supposons maintenant que la relation de réduction est totale et
déterministe, comme la relation définie initialement. Il est alors facile de
montrer qu'un programme possede une unique trace.

Proposition (Unicité de la trace)

Soit = une relation de réduction totale et déterministe. Considérons un
programme e, et deux traces t1 et to. Si le jugement e |, t1 est valide, tout
comme e |, to, alors les traces t1 et t9 sont égales.

Démonstration
Considérons la propriété finitaire suivante :

e rn g Vit € (AO)* U (AO)w. elrtiNe l, to=> tl(n) :tz(n)

On vérifie aisément que cette propriété est stable. Le seul cas intéressant
concerne la régle [RED n]. Comme la relation —» est déterministe, elle n’est
constituée que d’une prémisse. Supposons donc €’ ;. n — 1, avec n > 0, et
e 5 €/, et montrons e : n.

Soient 1 et to deux traces telles que e |}, t1 et e |, 2. Par la régle [RED+]
ou [RED-], il existe deux traces t] et t}, telles que €’ |, ¢, ¢ |, th,t1 =e —
th et to = e — t,,. De 'hypothese €’ i n—1, on déduit t)(n—1) = th(n—1),
soit t1(n) = ta(n).

Du lemme fondamental des propriétés finitaires stables, on déduit que la
propriété est vérifiée par tout programme e et tout entier n, ce qui permet
de conclure.

L

On notera T).(e) la trace d’exécution du programme e suivant le systeéme
d’inférence de la table 2.7 (p. 127), qui s’appuie sur la relation de réduction
~s, définie dans la table 2.6 (p. 126).



2.1.12

132 Chapitre 2. La sémantique observationnelle

2.1.3 Sémantique opérationnelle une

Il nous reste a montrer que les deux sémantiques présentées dans les
tables 2.1 (p. 116) et 2.7 (p. 127) sont équivalentes, soit que pour tout
programme e et toute trace ¢, on a

el teel,t.

Supposons que ¢ | t1 et e |, to. On sait que ¢y commence par e. On va
donc aussi le montrer pour t; : ce sera notre premier lemme. Ensuite, on
sait que si e se réduit en €', alors ¢t commence par e, suivi de la trace de
e (pour le second systéme d’inférence). On va donc aussi le montrer pour
t1 : ce sera notre second lemme. On pourra conclure par récurrence sur la
position dans la trace a I’égalité de t; et ts.

On rappelle que pour tout programme e, on note 7'(e) 'unique trace telle
que e | T'(e), et T,(e) 'unique trace telle que e |, T}(e).

Enongons le premier lemme.

Lemme
Soient e un programme et t une trace tels que e || t. Alors t commence par
e.

Démonstration
Considérons la propriété finitaire suivante :

e:n & n=0=T(e)(n) =e¢.

Montrons qu’elle est stable pour le systeme d’inférence de la définition 2.1.4
(p. 121). Passons en revue les différentes regles d’inférence. Il s’agit & chaque
fois de montrer que si les prémisses sont vérifiées, alors la conclusion aussi.
Comme pour tout programme e et tout entier n, le jugement e¢ : n est
trivialement vérifié dés que n > 0, on se limite au cas ou n vaut zéro.

e [ABS 0]

C’est immédiat, puisque Axe || Aze.

Considérons désormais deux programmes e et es.

e [APP1 0]

Supposons 0 < |T'(e;)| —1 et eg : 0.

Comme dans ce cas [T'(e1)| > 1, on a:

T(e1e2)(0) = T(e1)(0)er
= ejey (hyp.e; : 0),



2.1.13

2.1. Décomposition et récriture 133

et on peut conclure que e1 ey : 0 est vérifié.

o [APP1-2 0]

Supposons 0 = |T'(e1)| —1,e1 : O et e : 0.

Comme |T'(e1)]=1et e; : 0,onaT(e;) =T(e1)(0) =e;. Puis :

T(e1e2)(0) = T(e1)T(e2)(0)
(

= e1ezy (hyp. ey : 0),

ce qui permet de conclure que ey eg : 0 est vérifié.

L

Voyons maintenant le second lemme.

Lemme
Supposons que e se réduise en €. Soient t et t' deux traces telles que e | t
ete' || t'. Alors :

t=e—t.

Démonstration

Le programme e se décompose de maniére unique en E[(Aza)v], qui se
réduit en Elalv/z]]. Le résultat se montre par récurrence sur E. On notera
r le radical (Az a)wv, et r' son B-réduit.

o F—=—

Le jugement r |} T'(r) est nécessairement la conclusion de la regle [APP+]
ou [APP3-], avec pour prémisse droite ' |} T'(r'), et donc T'(r) =r — T(r’).
o F = E1 €2

Le jugement e | ¢ est nécessairement la conclusion d’une des regles [APP+],
[APP1.], [APP2] ou [APP3].

Considérons le cas de la regle [APP+] :

BEilr] 4 t1 e2 I t2 blu/y] § t3
El[r] €9 lL< p(tl) eo >—< Etg >— t3,

avec t; = \y b et to = u. Par Phypothese de récurrence appliquée a E1[r], on
at; = Eq[r] — T(E1[r']), d’ott on déduit successivement

E1 [T‘} €9 U, E1 [7“] ey —< p(T(E1 [7“’])) ey >—< th >— t3,
E1 [7’} €9 U E1 [7’] €9 — T(E1 [7’/] 62) s

puisque t; = T(E1[r']).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
o E=(\yb)Es
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Le jugement e | ¢ est nécessairement la conclusion d’une des regles [APP+],
[APP2-| ou [APP3-].
Considérons le cas de la regle [APP+] :
Ayb 4 Ayb Eo[r] I t2 blu/y] | t3
(Ayb) Eofr] 4 (Ayb)ta — 13

9

avec to = u. Par I'hypothése de récurrence appliquée a FEs[r], on a ty =
Es[r] — T(Es[r']), d’ott on déduit successivement

(Ayb) Ex[r] 4 (Ayb) Ex[r] =< (Ayb) T(E2[r']) >— t3,
(Ayb) Exlr] |} (Ayb) Eq[r] — T((Ayb) E[r']),

puisque to = T'(E3[r']).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
L

Comme annoncé, on peut conclure a ’équivalence des deux sémantiques.

Théoréme (Equivalence des sémantiques)
Pour tout programme e et toute trace t, on a :

el teel,t.

Démonstration
Considérons la propriété finitaire suivante :

ewn H T()n) =Tr(e)n)

Montrons qu’elle est stable (pour le systeme de la définition 2.1.8 (p. 128)).
C’est immédiat, en utilisant le lemme 2.1.12 (p. 132) pour la regle [RED 0]
et le lemme 2.1.13 (p. 133) pour la régle [RED n).

Les deux sémantiques sont bien équivalentes.

L

Ce qui intéresse avant tout dans I’exécution d’un programme, c’est le
résultat, ou bien la valeur finale de la trace, si elle est finie, ou bien la di-
vergence (ou la non-terminaison), si elle est infinie. Si, conformément a la
tradition, on ajoute une valeur de non-terminaison, notée 1, une trace t
est donc abstraite en ¢, suivant la notation déja utilisée. Il est alors pos-
sible de récrire les deux systemes d’évaluation précédents, en réalisant cette
abstraction pour chaque regle.
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—  [ABS]

Axe || Axe

+ep bvr + e v + efvp/x] o (APP+] < v1,09,0 €V >
eres | v v = Axre

—e 1L

—a VL appg

€1 €2 ll 1

. L
Tadu mebd ey eV

€1 €2 U L
+er v + e dvg —efvfa] L APP3] < V1,09 €V >
eres | L v = Are

TAB. 2.10 — Sémantique par décomposition : résultats d’exécution

2.1.15 Définition et proposition (Résultat d’exécution)
Un résultat est soit une valeur, soit la valeur de divergence, 1.
Un programme a pour résultat p si le jugement e || p est valide, dans le
systeme de la table 2.10 (p. 135) ou celui de la table 2.11 (p. 136).
Le choixz du systéme est indifférent et tout programme s’évalue en un et un
seul résultat.

Démonstration

Comme tout programme possede une trace, il donne aussi au moins un
résultat, obtenu par I'un des deux systemes d’inférence précédent, égal a la
valeur finale de la trace, ou a L. Pour chaque systeme, la seule question est
I'unicité de ce résultat. Il est facile de montrer par récurrence structurelle
sur les preuves finies que si un programme donne une valeur, alors il ne
donne pas d’autre résultat. On en déduit 'unicité du résultat pour ces deux
systemes d’évaluation, puisqu’il n’y a qu’une valeur de divergence.

L

On pourra donc désigner par Eval(e) le résultat de 1’évaluation du pro-
gramme e, dans un des deux systemes, indifféremment.

Pour conclure, il apparait que la sémantique par récriture est beaucoup
plus simple a manier que la sémantique par décomposition : moins de regles
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[VAL] (veV)
v v
de v e,e € O
—T[RED—H veEV
e, v el e
—¢ lir 1 IEAO
——— [RED-] <e,e; , )
e, L e—e

TAB. 2.11 — Sémantique par récriture : résultats d’exécution

d’inférence, méthode de raisonnement naturelle avec la récurrence sur la
suite des réductions. Cependant, si ’on restreint la sémantique par décom-
position aux programmes convergents, le systéme d’inférence se simplifie, et
une méthode de raisonnement naturelle est disponible, la récurrence struc-
turelle sur les preuves de 1’évaluation.

Ces conclusions sont conformes a la pratique observée : la sémantique par
récriture est souvent préférée pour sa simplicité, la sémantique par décom-
position restreinte aux programmes convergents.

Cette restriction semble particulierement nécessaire lorsque la sémantique
présente un caractere non-déterministe, appelé a disparaitre lors du raffine-
ment menant a I'implémentation : par exemple, pour un langage purement
fonctionnel, ’addition peut étre considérée comme une opération commuta-
tive, et on peut préférer différer le choix de 'ordre d’évaluation. En cas de
non-déterminisme, les traces d’exécution se composent par entrelacement,
ce qui rend difficile 'expression d’une sémantique par décomposition dé-
finissant les traces d’exécution, et donc aussi la définition des propriétés
finitaires stables. D’une part, 'abstraction, qui fait passer des traces aux
résultats, est particulierement utile dans ce cas, d’autre part, la difficulté
de raisonner avec les programmes divergents incite a se limiter aux seuls
programmes convergents.

2.2 L’observation comme dénotation
Par les systemes d’inférence précédents, un résultat est attribué aux pro-

grammes, mais non aux termes possédant des variables libres. Il est cepen-
dant facile de passer des programmes aux termes, en envisageant les termes
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dans tous les contextes d’utilisation possibles. Considérons un terme e fai-
sant partie d’un programme. Lorsque le terme e doit étre évalué'®, des va-
leurs ont été substituées aux variables libres de e. Il est donc suffisant de
donner le résultat de 1’évaluation de e apres avoir remplacé ses variables
libres par des valeurs quelconques. Nous appelons une substitution de va-
leurs un environnement opérationnel. Précisément, pour s’affranchir de la
dépendance vis-a-vis des variables libres, on définit un environnement opé-
rationnel comme une application de I’ensemble des variables dans I’ensemble
des valeurs. Etant donné un environnement opérationnel -, une variable x
et une valeur v, on note v.(x : v) environnement obtenu en modifiant la
liaison de z ainsi :

v sinon.

(7-($ : U))(y) déf {7(y> siy #x,

Par la suite, on supposera que y parcourt ’ensemble des environnements
opérationnels, noté VX. L’interprétation opérationnelle d’un terme e associe
a tout environnement opérationnel 7 le résultat de I’évaluation de e[|, noté

[e]y :

def
], “ Eval(ely).
Cette interprétation peut étre définie sous la forme d’une sémantique dé-
notationnelle. Munissons ’ensemble des résultats d’une application binaire
map vérifiant, pour toutes valeurs vy et vy :

map(Ll,Ll) = L,
map(L,vy) = L,
map(vy, L) = L1,
map(vi,ve) = Eval(vive).

Autrement dit, application est stricte en chacun de ses deux arguments (ce
qui, pour le second argument, correspond a un appel par valeur), et calcule le
résultat de I'application du premier argument au second. Alors I'interpréta-
tion opérationnelle vérifie les équations suivantes, pour tout environnement
opérationnel ~ :

[z], = ~(2),
map([Aze]y,v) = [e]y.(z:0) (v valeur),

[ere2], = map([er],, [e2],)-

9Plus précisément, c’est un descendant du terme e qui est évalué.
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Il ne s’agit pas véritablement d’une sémantique dénotationnelle, car la pro-
priété d’extensionalité n’est pas vérifiée : si f et g sont deux valeurs, 1’égalité
pour toute valeur v de map(f, v) et map(g, v) n’implique pas que f et g soient
égaux.
Par exemple, Ax I et Az I I (I étant I'identité), appliqués & n’importe quelle
valeur, donnent le méme résultat, I, et cependant ce sont deux valeurs dis-
tinctes.
Aussi les équations précédentes ne permettent pas de construire par compo-
sition?? 'interprétation opérationnelle d’un terme : la deuxieme équation ne
détermine pas de maniere unique la dénotation de I'abstraction, [ Az e],.
L’interprétation obtenue par la sémantique opérationnelle donne des dé-
tails sur la structure interne, empéchant de développer une théorie riche de
I’équivalence entre termes, deux termes étant équivalents s’ils ont la méme
interprétation :

e=cpe€ =i vy e VX [e], = [€]-

Il est aussi possible de comparer les termes a partir de leur interprétation,
une fois que 'ensemble des résultats est muni de la relation d’ordre définie
par L < v, pour toute valeur v :

e <op € =i Vy e VX [e], < [€]-

Voyons la validité de quelques regles classiques permettant de comparer opé-
rationnellement des termes.
Le pré-ordre <, n’est pas une congruence :

0

s est valide.
T <op T
e <ep € ]
S E— n’est pas valide
Are <op Axe
(prendre e = I,¢/ =11).

/ /
€1 Sop €1 €2 Sop €9

— est valide.
e ez <op €1 €y

Elle vérifie la regle concernant la B-conversion, a condition de se limiter a
des arguments déja évalués (c’est la 3,-conversion) :

20La compositionalité est la possibilité de définir par récurrence structurelle sur les
termes l'interprétation.
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0

(Aze)v =qp e[v/z]

est valide.

Toute substitution par valeur est compatible avec le pré-ordre opérationnel :

/
e <op €

clv/a] <op ¢[v/a]

est valide.

Enfin, I'n-conversion n’est pas valide :

0

Arexr =e

n’est pas valide (prendre e divergent).

Pour développer une théorie plus riche, il est préférable de s’appuyer sur

I’observation des termes. Observer un terme, c’est I'utiliser pour observer les
résultats qu’il donne, et non pas seulement 1’évaluer.
Comme nous ’avons vu en introduction de ce chapitre, il existe une théorie
maximale : c’est celle qui est induite par 1’équivalence contextuelle. Nous
allons définir I'observation de maniere a induire la théorie maximale, tout
en restreignant les contextes d’utilisation considérés : alors que 1’équivalence
contextuelle impose de placer chaque terme dans tout contexte d’utilisation
possible, nous nous limitons aux contextes applicatifs, comme nous allons le
Voir.

2.2.1 Bisimilarité et équivalence contextuelle

Partons d’un terme e, dans un environnement opérationnel v. On peut
tout d’abord observer sa convergence, et s’il converge, observer son appli-
cation a chaque valeur, et ainsi de suite. Cette observation peut étre repré-
sentée par un arbre, dit observationnel. Les arbres observationnels sont les
termes de la signature concrete suivante. Une seule sorte est utilisée, no-
tée o; 'ensemble des étiquettes est égal a la paire {1, T}, L représentant
la divergence, T la convergence; ’ensemble des positions est engendré par
I’ensemble des valeurs, V. Les étiquette L et T ont le profil suivant :

1L:()—o,
T:0Y—o.

Voyons comment associer a un terme un arbre observationnel.
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Définition et proposition (Observation d’un terme)
1l existe une unique application associant a tout terme e et tout environne-
ment opérationnel v un arbre observationnel, noté Obs(e)(7), et vérifiant :

(i) sie[y] diverge, alors Obs(e)(y) = L,
(73) si e[y] converge, alors Obs(e)(y) =T (Obs(ev)(7))vev-

L’arbre observationnel Obs(e)(7y) est appelé I’observation de e dans [’envi-
ronnement opérationnel . L’application qui a v associe Obs(e)(7y), notée
Obs(e), est appelée 'observation de e.

L’observation d’un programme e est indépendante de ’environnement d’ob-
servation et on note Obs’(e) la valeur qu’elle prend en tout environnement.

Montrons dans un premier temps l'existence et 1'unicité de ’application
définissant 1’observation.

Démonstration

P R "z . ) . e
Définissons un systéme d’équations récursives d’inconnues (X)) (e,4)EA0X VX
par les équations suivantes :

)L si e[y] diverge,
SUARRE (X(evy) Jvev s e[v] converge.

Si pour tout terme e et tout environnement -y, Obs(e)(7y) vérifie les conditions
(i) et (i), alors la valuation v définie par v(X(,,)) = Obs(e)(y) pour tout
couple (e,7) est solution du systeme. Comme le systéeme admet une unique
solution, il existe une unique application vérifiant (i) et (7).

L

Avant de justifier que 'observation d’un programme ne dépend pas de I'envi-
ronnement, il est utile de définir un mode de raisonnement co-inductif pour
les observations, permettant de montrer ’égalité de deux observations. Il
définit un ensemble de conditions suffisantes pour construire des preuves de
I’égalité des arbres observationnels, égalité définie co-inductivement par le
systeme suivant :

(L, 1)

(a/vv b/v)vGV

(a,b arbres observationnels # ).
(a,0)
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Lemme (Raisonnement co-inductif pour les observations)

Soit R une relation définie sur les couples formés d’un terme et d’un envi-
ronnement opérationnel, et vérifiant pour tout couple ((e,7), (€’,7")) appar-
tenant a R :

(i) e[y] converge si et seulement si €'[y'] converge,
(i1) sie[y] converge, alors pour toute valeur v, ((ev,v), (¢ v,7")) appartient
a R.
Alors, pour tous termes e et €', et tous environnements v et ' tels que
((e,;7), (€¢,7")) appartient a R,
Obs(e)(y) = Obs(e')(7').

Démonstration

Pour chaque couple ((e,7v), (¢’,7')) de R, on construit une preuve de 'éga-
lité Obs(e)(y) = Obs(e')(7’), en résolvant le systeme d’équations récursives
d’inconnues (X.).cr et formé des équations suivantes :

0
(Obs(e)(v), Obs(e') (7))

si e[y] diverge,

Xeq) (e ) =

(X(e v,y),(e v,’y’))UEV
(Obs(e)(v), Obs(e') (7))

Ce systeme est bien défini grace a la seconde hypothése sur R.

Pour la premiere équation, on sait par la premiere hypothese sur R, que
€'[y'] diverge aussi, et donc Obs(e)(y) = Obs(e’)(y’) = L. Pour la seconde
équation, on sait que €’[y] converge aussi, et donc Obs(e)(y) et Obs(e’)(vy)
ne sont pas des observations triviales.

Ce systeme, quasi-uniforme et compatible avec le systeme d’inférence défi-
nissant ’égalité, définit donc des preuves de ’égalité des observations, par
la proposition 1.2.3 (p. 73).

L

si e[y] converge.

Terminons la démonstration de la proposition incluse dans la définition des
observations.

Démonstration

On doit montrer que I'observation d’'un programme ne dépend pas de ’en-
vironnement d’observation.

Soit R la relation définie par :

(e,7) R (¢/,%) YW e neec A
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Les hypotheéses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement vérifiées. Ainsi,
étant donné deux environnements, v et 4/, pour tout programme e, on a

Obs(e)(7) = Obs(e) (7).

L

La définition des observations aurait pu se limiter aux programmes, puis-
qu’on peut fermer n’importe quel terme par un environnement opérationnel
pour 'observer.

Proposition (Fermeture d’un terme pour ’observation)
Soient e un terme et v un environnement opérationnel. Observer e dans
Denvironnement v est équivalent a observer le programme e[y] :

Obs(e)(v) = Obs’(e[]).

Démonstration
Soit R la relation définie par :

e R(Y) E ep)=¢.

Les hypotheses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement vérifiées. On a
donc pour tout programme e et tous environnements opérationnels v et 7' :

Obs(e)(y) = Obs(e[4])(v")
= Obs’(er]) (e[r] € A%).

L

L’observation est compatible avec ’équivalence opérationnelle.

Compatibilité de I’observation

Proposition ( e s
avec I’équivalence opérationnelle

)

Considérons deux termes e et € équivalents opérationnellement. Alors ils
menent aur mémes observations :

/
€ =op €

Obs(e) = Obs(e’)

Démonstration
Soit R la relation définie par :

(VR ) 4 y=vnNe=ge.
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Les hypotheéses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement vérifiées. On en
déduit 'implication demandée.

L

A Taide des observations, on peut construire une premiere notion d’équi-
valence entre termes. Deux termes sont équivalents s’ils meénent aux mémes
observations :

e=p¢ “ Obs(e) = Obs(€’) .

On dit que les deux termes sont bisimilaires (applicativement ou observa-
tionnellement).

Plutot que seulement considérer cette équivalence entre les termes, il est
préférable de définir un pré-ordre, la relation de similarité, dont la symé-
trisation donne 1’équivalence. Ce pré-ordre s’appuie sur une relation d’ordre
entre arbres d’observations, par laquelle on mesure le degré de convergence.
Cette relation d’ordre est engendrée co-inductivement par le systeme d’infé-
rence suivant, qui rappelle celui de 1’égalité entre arbres observationnels :

0
(L;a)

(a arbre observationnel) ,

(@fusbro)vev

a,b# 1).
@.b) (a,b# 1)

On vérifie aisément que la symétrisation de cette relation donne 1’égalité
précédemment définie. Aussi, comme nous ’avons vu au premier chapitre
(cf. §1.2.2 (p. 79)), cette relation peut se définir comme extension aux arbres
(en tant que fonctions) de la relation d’ordre définie par L < T :

a<beVV eV . a(V)<bV).
La relation de similarité se définit alors ainsi :
e<pe “ Obs(e) < Obs(€'),

ou la relation d’ordre entre les observations se déduit naturellement de la
relation d’ordre définie pour les arbres d’observation :

Obs(e) < Obs(¢/) % vry e VX, Obs(e)(y) < Obs(e)(7).
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Lorsque e <g €, on dit que €’ simule e.
L’ensemble des arbres observationnels possede un plus petit élément, 1, et
un plus grand, solution de 1’équation suivante :

T = T(w)UEV .

Ces deux arbres observationnels correspondent a des observations de pro-

grammes, comme l'indique la proposition?!' suivante.

Proposition (Observations minimale et maximale)
1l existe un programme, noté P, .., vérifiant :

ObSO (pmax) = T(Obso(pmax))UE V.

1l existe un programme, noté p,,;,, tel que :

Obs® (Pyin) = L -

Pmin

L’idée est de prendre pour p,,;,, un programme divergent et pour p,.. le
programme infini Ay Ay ..., qu’on définit comme point fixe du combinateur
K, égal a Az Ay x.

Démonstration
e Définition de pp,«
Soit K = Ax Ay x. Définissons un combinateur de point fixe :

Y N B(f),

ou pour tout terme f,

C(f) étant défini par

C(f) Y ran(f (@e) (@ ¢ FV(S)),

et n(f) réalisant 1'n-expansion de f, soit

de
n(f) € hefe (g FV(F).
Définissons ainsi ppay -

Panax = (K B(K)).

21Cest ’adaptation & Iappel par valeur d’une proposition de I’article d’Abramsky dé-
veloppant la théorie du A-calcul paresseux (cf. [4, Prop. 2.7]).
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On vérifie facilement que pour toute valeur v, p,,., v se réduit en p,,,.. On
en déduit le résultat.

e Définition de p,,;,

Il suffit de définir p,,;,, ainsi :

Prmin ol (Mzzx)(Arzx).

Ainsi p;, se réduit en lui-méme et diverge.

L

Idéalement, la bisimilarité devrait correspondre & I’équivalence contex-
tuelle, qui égale deux termes lorsqu’aucun contexte d’utilisation ne permet
de les distinguer. De méme, la similarité devrait correspondre au pré-ordre
pour lequel un terme est inférieur a un autre lorsqu’aucun contexte d’utili-
sation ne permet d’observer la convergence du premier et la divergence du
second. C’est ce que nous allons voir maintenant.

Etant donné une expression C, le contexte & une place associé a C?? est
'application qui & tout terme e associe le terme obtenu par la greffe?? dans
C de e en toute occurrence de la place —24. On note Cle] le résultat de la
greffe (qui pourra en certaines occasions étre considéré comme une expres-
sion, et non un terme), et C’[ ] le contexte.

Par exemple, si C; = \x —, Cy = Ay — et e = x, alors C[e] est I'identité,
Az z, et Cale] le terme Ay 225,

Le fait qu’on ne puisse pas distinguer deux termes dans un contexte donné
peut s’exprimer ainsi : les deux programmes obtenus en plagant les deux
termes dans le contexte ou bien divergent ensemble, ou bien convergent en-
semble. Autrement dit, seule la convergence peut étre observée. Se précise
ainsi la notion d’équivalence contextuelle présentée en introduction du cha-
pitre.

Définition (Equivalence contextuelle)
Deuz termes e et € sont équivalents contextuellement si dans tout contexte
Cr faisant de Cle] et Cle'] des programmes, Cle] converge si et seulement

22 application associant le contexte & I’expression ne passe pas au quotient par 1'a-
conversion, car un contexte (en tant qu’expression) peut lier les variables libres des termes
greffés.

2La greffe, & la différence de la substitution, autorise la capture des variables libres par
le contexte, lors du remplacement de la place par le terme.

240n rappelle que cette variable est réservée & ce seul usage, ce qui signifie qu’elle ne
peut pas étre liée.

250n remarque que C; et Co représentent le méme terme, mais Cipq et Czp sont deux
contextes différents, puisque Ci[e] # Cale].
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si Cle'] converge.

e=ce Cgt V.
Cle],Cle1 € A= (Cle] 4 LeCle] | 1).

Associé a cette équivalence, un pré-ordre contextuel peut étre défini.

Définition (Pré-ordre contextuel)

Un terme e converge contextuellement moins (ou diverge contextuellement
plus) qu’un terme €' si pour tout contexte Cp | faisant de Cle] et C[e'] des
programmes, la convergence de Ce] implique celle de C[e'].

€§cel Cig! VC[].
Cle],Cle1 € A’ = (Cl] I} L=Cle] | 1).

L’équivalence contextuelle est donc la symétrisation du pré-ordre contextuel :
=c = <cn'<c.

Intuitivement, il est clair que I’équivalence contextuelle entraine 1’égalité
des observations, puisque moins de contextes sont en jeu lorsque se construit
l’observation. Précisément, supposons que e et €’ soient équivalents contex-
tuellement. Pour obtenir I’égalité des observations de e et €/, on va raisonner
co-inductivement, comme précédemment. On aimerait donc avoir, pour tout
environnement opérationnel v :

— e[y] converge si et seulement si €'[y] converge,

— si e[y] converge, alors pour toute valeur v, e[y] v et €’[/] v sont contex-

tuellement équivalents,
si bien que le lemme 2.2.2 (p. 141) pourrait alors s’appliquer.
Etablissons donc ces deux propriétés de 1’équivalence contextuelle, en les
généralisant et en les formulant & partir du pré-ordre contextuel.
Définissons tout d’abord une congruence.

Définition ((Pré-)Congruence)
Une relation définie sur l’ensemble des termes est une pré-congruence si elle
est stable pour le systéeme d’inférence composé de toutes les regles des formes
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suivantes :

=.2) [CONG-VAR]| (x var.),

(e €)

[CONG-ABS],
Az e, \xe)

(61, ell) (627 6/2)

(e1 €2, €] €)

[CONG-APP].

C’est une congruence si c’est de plus une relation d’équivalence.

Une autre formulation de la propriété de congruence utilise des contextes
a plusieurs places, les places étant des variables réservées a ce seul usage,
et notées —1,...,—n,.... Si C est une expression, le contexte a n places
associé, noté CY,), est I'application qui & tout n-uplet de termes (e1,...,€n)
associe le terme obtenu par la greffe simultanée dans C' de e; en chaque
occurrence de —1, de ey en chaque occurrence de —o, etc. Cette image est
notée Cley, ..., e,]. Bien noter que n peut prendre la valeur nulle, définissant
alors un contexte a zéro place, I'image C|| étant alors égale a C.

Proposition (Pré-congruence et passage au contexte)

Une relation définie sur l’ensemble des termes est une pré-congruence si et
seulement si elle est stable pour le systéeme d’inférence composé de toutes les
regles de la forme suivante :

(e1,€)) ... (en,é€l)

(Cle1,...,en],Clel, ... €el])

[CONG-CONT] < n=0 > .

Cln) contexte.

Démonstration

La stabilité dans ce systeme d’inférence est évidemment suffisante. Pour
montrer qu’elle est nécessaire, on procede par récurrence structurelle sur le
contexte, sans aucune difficulté.

L

Il est clair que I’équivalence contextuelle est une congruence.

Proposition (Congruence de I’équivalence contextuelle)
Le pré-ordre contextuel est une pré-congruence et l’équivalence contextuelle
une congruence.
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Démonstration

Examinons les différentes regles.

e [CONG-VAR]

C’est immédiat.

o [CONG-ABS]

Immédiat.

e [CONG-APP]

Supposons e <¢ €] et ea <c €. On doit montrer que e ey <c €} €.

Soit Cj un contexte faisant de ejez et de €} e; des programmes. On a
successivement :

Clejey] | L=Clerey] I L= Cleres] | L,

en appliquant ’hypothése aux contextes (C[— 6/2])[ et (Cler =), ]26.

Le pré-ordre contextuel est donc une pré-congruence. Par symétrie, I’équi-
valence contextuelle est aussi une pré-congruence ; comme c’est une relation
d’équivalence, c’est bien une congruence.

L

Voyons maintenant le passage au quotient des substitutions par valeurs.

2.2.11 Proposition ( P’_‘,quivalen.ce (.:ontextuelle : passage au quotient )
des substitutions par valeurs
Soient e et € deux termes, et v et v' deux valeurs.
— Supposons que e et v convergent contextuellement moins que €' et
v' respectivement. Alors elv/x] converge contextuellement moins que
e'[v' /x].

e<ce wv<cgv

elv/z] <c €[V’ /x]

(v,0" € V).

— Supposons que e et € soient équivalents contextuellement, de méme
que v et v'. Alors e[v/x] et €'[v'/x] sont équivalents contextuellement.

/ !/
e=c€ v=gv

(v,0" € V).

e[v/z] =c €'lv'/]

Démonstration

Supposons e <¢ € et v <¢ v'. Considérons un contexte C[ faisant de
Cle[v/z]] et de C[e/[v'/z]] des programmes, ce qui implique que C' ne pos-
sede aucune variable libre (autre que la place —). On veut montrer que

26C[— e4] et Cley —] représentent ici les expressions obtenues par greffe, et non les termes.
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si Cle'[v'/x]] diverge, alors C[e[v/xz]] diverge. Comme les variables libres de
elv/x] et €'[v'/x] sont distinctes de x, les programmes Cle[v/z]] et Cle'[v" /]|
sont a-convertibles en deux programmes, C'[e[v/z]] et C'[¢/[v'/z]], ot C” est
une expression dont les variables liées sont distinctes de zx.

On remarque que (A\x C’[e]) v se réduit en C'[e[v/z]], comme (Az C'[e']) v’
en C'[e/[v'/z]]. Il est donc équivalent de montrer que si (Az C’[e']) v’ diverge,
alors (Az C'[e]) v diverge.

Cette implication découle de I'inégalité (Az C’[e]) v <c (Ax C'[e']) v/, conclu-
sion valide de la régle [CONG-CONT], avec le contexte ((Az C'[—1]) —2)pg
puisque e <¢ €' et v <g v'.

La propriété pour I’équivalence contextuelle se déduit par symétrie.

L

Pour 'observation des termes, et le systeme d’équations récursives la défi-
nissant, plutét que raisonner par unicité de la solution, on préfere raisonner
par co-induction directement & partir de relations, suivant un principe voisin
du lemme 2.2.2 (p. 141) déja vu pour 1’égalité.

Proposition (Raisonnement co-inductif pour les simulations)
Soit R une simulation, c’est-a-dire une relation entre termes vérifiant :

(i) pour tout couple (e,e’) de R, et tout environnement vy, si e[y converge,
alors €'[y] converge,

(ii) pour tout couple (e,€’) de R, et pour toute valeur v, le couple (ev, e’ v)
appartient a R.

Alors la relation R est incluse dans la relation de similarité :
Ve,el.eRe =e<pe.

Démonstration

Pour tout couple (e,e¢’) de R et tout environnement 7, on construit une
preuve de Obs(e)(y) < Obs(e’)(), en définissant un systeme d’équations
récursives, d’inconnues (X(@e/)/Y)(e,e’)ER,'erX et d’équations :

0
(Obs(e)(v), Obs(e') (7))

si Obs(e)(y) = L,

(X(e v,e’ v),'y)UEV
(Obs(e)(v), Obs(e') (7))

Par la seconde hypothese sur R, le systéme est bien défini. Pour la seconde
équation, si Obs(e)(vy) # L, alors par la premiere hypothese, Obs(e’)() # L.

si Obs(e)(y) # L.
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Ce systéme quasi-uniforme est donc compatible avec le systeme définissant
I'ordre entre les arbres d’observations. D’apres la proposition 1.2.3 (p. 73), il
en résulte que pour tout couple (e, e’) de R et tout environnement ~, la valeur
de l'unique solution en ((e, €’), ) est une preuve de Obs(e)(y) < Obs(e’) (7).

L

Comme annoncé, on montre maintenant que I’équivalence contextuelle en-
traine la bisimilarité.

Proposition (Equivalence contextuelle implique bisimilarité)
Soient e1 et e deux termes. Si e1 converge contextuellement moins que es,
alors ey simule ey :

Vei,ea. e1 <cea=e1 <peg.
Si e1 et e sont équivalents contextuellement, alors ils sont bisimilaires :
Vel,eg. €] =C €2 = €] =B €2.

Démonstration

On applique la proposition 2.2.12 (p. 149). Les conditions sont vérifiées par
le pré-ordre contextuel, puisque ce sont des conséquences des propositions
2.2.11 (p. 148) et 2.2.10 (p. 147) respectivement. Par symétrie, on déduit la
propriété pour ’équivalence contextuelle.

L

La réciproque est plus délicate, comme on pouvait s’y attendre. C’est I'objet
du paragraphe suivant que de la montrer.

2.2.2 La méthode de Howe

Suivant la méthode de Howe, on va montrer que la similarité est une
pré-congruence. Dans ce cas, si € simule e, pour tout contexte C[), le pro-
gramme Cle'] simule Cle], et donc C[e] diverge si Cle’] diverge. Puis, par
symétrie, la bisimilarité égale I’équivalence contextuelle.

Pour montrer la propriété de pré-congruence, on étend la relation de simila-
rité de maniere a obtenir une pré-congruence et a vérifier les conditions de la
proposition 2.2.12 (p. 149). Par co-induction, on déduit que cette extension
est contenue dans la relation de similarité : elle est donc égale, ce qui fait de
la similarité une pré-congruence.

La difficulté réside dans la définition de I’extension. La similarité vérifie évi-
demment les conditions de la proposition 2.2.12 (p. 149). Des propriétés de
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congruence, seule la régle concernant ’application pose probleme : si €] et €},
simulent respectivement e et eg, il n’est pas évident que €} €}, simule e; es.
Récapitulons les propriétés que doit vérifier une extension potentielle R :
— [EXT] : <gC R,
— [CONG] : R est une pré-congruence,
— si le couple de termes (e, e’) appartient a R,
— [CO-IND1] : pour tout environnement =, si e[y] converge, alors e'[7]
converge,
— [CO-IND2] : pour toute valeur v, (ev, e’ v) appartient & R.
La derniere condition [CO-IND2] se déduit des propriétés de pré-congruence,
et est donc inutile.
Considérons un couple de termes (e, €’) de R et un environnement +. On peut
penser que (e[v],€'[y]) appartient encore & R : ¢’est une nouvelle condition,
[ENV]. Supposons que e[y] converge vers Az a. Il est raisonnable de supposer
que le couple (Az a, €'[y]) appartienne aussi & R : ¢’est une derniére condition,
notée [RED]. On aimerait pouvoir déduire de Az a R €'[7] la convergence de
€'[7], ce qui donnerait [CO-IND1]. Tentons de définir R par un ensemble de
regles d’inférence. Essayons donc, assez naturellement, la regle

Az a, \za’)
(Aza,e'[7])

ou, mieux, en combinaison avec la regle de congruence concernant 1’abstrac-
tion, de maniére & rendre le systéme déterministe (un jugement (e, €e’) ne
pouvant alors étre la conclusion que d’une seule regle), assurant ainsi que le
jugement (A\x a, €'[y]) se déduit bien de cette regle,

(€[] > Azad'),

(av a/) r ¥
— = (] = Axd).
Gaadp) )

On peut généraliser cette formulation aux deux autres regles de congruence.
Ainsi, la relation R définie inductivement par ces regles d’inférence vérifie
[CONG] et [CO-INDI1]. Il reste a vérifier [EXT], [ENV] et [RED]. Pour dé-
finir une extension, le plus simple est de remplacer la fermeture réflexive
et transitive de la relation de réduction par la similarité, qui la contient. Il
s’avere que les conditions [ENV] et [RED] sont alors vérifiées, comme nous
allons le voir formellement.

L’extension met en relation un terme avec tous les termes de méme
structure, modulo la similarité. Cette construction se généralise a tout pré-
ordre.
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! (z <€)
(z,e)

v,0) ,
—(/\;c bo (Axbt <e)

(a1,e1) (az,e2)

(e1ex =€)
(a1 as, 6)

TAB. 2.12 — Extension de Howe

2.2.14 Définition (Extension de Howe d’un pré-ordre)
Soit = wune relation de pré-ordre (réflexive et transitive). L’extension de
Howe du pré-ordre <, notée = ® est la relation binaire sur les termes en-
gendrée inductivement par le systéme d’inférence de la table 2.12 (p. 152).

Etablissons quelques propriétés universelles de < °.

2.2.15 Proposition (Propriétés universelles de ’extension de Howe)
L’extension de Howe < ® du pré-ordre = wvérifie les propriétés suivantes :
— La relation < ® est réflexive.

La relation < ® est stable par composition da droite avec le pré-ordre
<

- ° /

e (&

IA

_<. y (e/jell).
(A €

La relation < ® est une extension du pré-ordre =

R S

La relation =< * est une pré-congruence.

Démonstration

e Réflexivité

Il est facile de construire une preuve de e = ® e, par récurrence structurelle
sur e, en utilisant la réflexivité de <.

o (X*ox)CX"

C’est immédiat, par récurrence structurelle sur la preuve de e <X °® ¢/, en
utilisant la transitivité de <.

o X CX°

Onae =< ® e, par réflexivité, et sie < €', alors d’apres la propriété précédente,
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e<*e.
e Pré-congruence
Il suffit de considérer la définition, et d’utiliser la réflexivité de < .

L

Désormais, nous nous intéressons a I’extension de Howe associée a la si-
milarité, <g*.
Avant d’étudier le comportement de cette extension relativement a la réduc-
tion, il est utile de connaitre celui de <g.
Tout d’abord, intéressons-nous aux substitutions.

Lemme (Similarité : compatibilité des substitutions par valeurs)
Soient e et € tels que € simule e. Alors pour toute valeur v, €'[v/x] simule

elv/x].

e <p e

elv/x] <p €'[v/x]

(ve V).

Démonstration
Considérons un environnement . On a :

Obs(e[v/2])(v) = Obs’((e[v/2])1Y])  (prop. 2.2.3 (p. 142))
( ]

I
©C O
o o
wn n
—~ [==)
®
S — o

(x :wv)) (prop. 2.2.3 (p. 142))
Obs(e))(y-(z = v))  (hyp.)
Obs(e'[v/2])(y)  (idem),

VANVAN

ce qui montre que €'[v/x] simule e[v/x].

L

Ensuite, voyons la compatibilité de 'application a une valeur avec la simi-
larité.

Lemme (Similarité : compatibilité de I’application a une valeur)
Soient e et € deux termes tels que €' simule e, et v une valeur. Alors €' v

simule ev.
e<pe
(ve V).
ev <p e'v
Démonstration
Supposons e <g €.
Soient v une valeur et  un environnement.
Si e[y] diverge, alors (ev)[y] diverge et Obs(ev)(y) < Obs(e’ v)(7).
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Sinon, on a Obs(e)(y) =T (Obs(ev)(7)), et Obs(e')(y) =T (Obs(e' v)(7))w,
et Obs(ev)(y) < Obs(ev)(y) est une des prémisses du jugement valide
Obs(e)(y) < Obs(e')(7).

L

Enfin, étudions la composition de la similarité avec ’équivalence opération-
nelle.

Similarité : stabilité par composition )
avec I’équivalence opérationnelle

Soient e, a, €' eta’ quatre termes tels que €' simule e, e et a soient équivalents
opérationnellement, de méme que €' et a’. Alors a’ simule a.

Lemme (

e<pe
(e =opa) —2C (¢ =pd).
a<pa
Démonstration
Soit R la relation entre termes définie par :

de
aRa'<:{E|e,e/. eSBe//\e:Opa/\elzopa/.

Montrons que c’est une simulation.

Soit (a,a’) dans R, auquel on associe (e, e’) par la définition de R.
Considérons un environnement . Si a[y] converge, alors e[y] converge par
équivalence opérationnelle, donc €’[y] par similarité, puis a'[y] par équiva-
lence opérationnelle.

Considérons une valeur v. Par le lemme précédent, on a ev <p €’ v, et par
les propriétés de I’équivalence opérationnelle, ev =q, av et /v =q, a’v.
Finalement (av,a’ v) appartient bien a R.

R est donc une relation de similarité, et par la proposition 2.2.12 (p. 149),
on déduit le résultat annoncé.

L

Ces lemmes vont nous servir a démontrer les deux propriétés intéressantes
de <p°, sa stabilité par réduction et la préservation de la convergence.

Proposition (Similarité : extension et réduction)
La relation <p°® vérifie les propriétés suivantes :
— les substitutions par valeurs passent au quotient par <g° :

e<p®e v<p*v

elv/z] <p® €[V /x]

(v,0" € V),
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— lextension de la similarité est stable par réduction a gauche :

e<p®e .
— (e—>e).
e1 <p*¢€

— la convergence est préservée par l’extension de la similarité :
si e <g® € et e converge, alors €' converge.

Démonstration

e Passage au quotient des substitutions par valeurs

On montre par récurrence structurelle sur e que si e <g® ¢’ et v <g® v/
(pour deux valeurs v et v'), alors e[v/x] <p® €'[v'/x].

oce==zx

Par définition de x <g® €', on a x <p €/,

puis par le lemme 2.2.16 (p. 153), v' <p €'[v'/z].

Comme v <g*® v’ par hypothese, on déduit de la propriété (<p® o <p) C<p*®
que v <g*® €'[v'/x].

ce=y (y#a)

On a y <p €, puis par le lemme 2.2.16 (p. 153), y[v'/x] <p €'[v'/x],

soit y <p €'[v'/z], donc par définition, y <p*® €'[v//z].

o e=Ayep

Par définition de A\ye; <p® ¢, il existe €} tel que A\ye| <p €’ et e; <p*® €.
Puis, d’une part :

Aye /2] <p €[v'/xz] (lem. 2.2.16 (p. 153)),
d’autre part :

erlv/x] <p® €j[v'/z] (hyp. de réc.),
Ayei[v/xz] <p® Ayej[v'/z] (congruence).

Comme (<p® o <p) C<p°®, on déduit des troisitme et premiere inégalités
précédentes que (A\yeq)[v/z] <p® €'[v'/x].

o e=ejen

Par définition de e1 e2 <p® €/, il existe €] et €}, tels que €| e}, <p €', e1 <p° €]
et eg <p° 6’2.

De I’hypothese de récurrence, on déduit e [v/x] <p® €}[v'/z] et es[v/x] <p
eh[v'/x], du lemme 2.2.16 (p. 153), €} [v'/z] esv'/x] <p €'[v'/x].

On en déduit que e[v/x] <g® €'[v'/z].

e Stabilité par réduction a gauche

On montre par récurrence structurelle sur le contexte de réduction E que si
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E[r] <g* ¢ et E[r] = E[r'] (pour un radical ), alors E[r'] <g*®¢'.
o E=—,r=(Axb)v,r = bv/x]
Comme (Azb)v <p*® ¢, il existe f, a et V' tels que

Azb <p* f,
v <g* a,
fa <p ¢,
b <g* V,
Xzt <p f.

De v <g° a, il vient que a simule une abstraction, donc converge vers une
certaine valeur v/, qui vérifie @ =g v’. On en déduit que v <g*® v'. Comme
fv' =op fa, du lemme 2.2.18 (p. 154) appliqué a fa <p €/, on obtient
fu' <ge¢e.
D’apres la propriété précédente, bjv/z] <g® b'[v'/x]. Puis :
Viv'/z] =g (Azb)d,
Azt < fo' (lem.2.2.17 (p. 153), Az V' <p f),
fv < €.
Finalement, par transitivité, b'[v'/z] <p €/,
puis par la propriété (<p® o <p) C<p*, b[v/z] <p® €.
o E=vEy, E[r] 5 E[]
Comme v F1[r] <g® ¢, il existe f et a tels que

fa <p ¢, (2.4)
Er[r] <g°® a, (2.5)
v <p* f. (2.6)

Par hypotheése de récurrence, E1[r'] <p® a, et comme <p® est une con-
gruence, v E1[r'] <g® fa. De la propriété (<p® o <p) C<p®, on déduit
v Eq[r] <g® €.

o E=Eja E[r] > E}]

Le raisonnement est analogue au précédent.

e Préservation de la convergence

Supposons e <g*® ¢’ et que e converge vers Az a. D’aprés la propriété pré-
cédente, A\x a <g*® ¢’; par définition de l'extension, il s’ensuit que €’ simule
une abstraction, et donc converge.

L

Cette proposition nous permet de montrer les deux conditions manquantes
mentionnées en introduction, [ENV] et [RED]. Nous pouvons donc conclure.
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2.2.20 Théoréeme (Bisimilarité et équivalence contextuelle)
Soient e et € deur termes.
— €’ simule e si et seulement si e converge contextuellement moins que €.

e<pe oe<ce.

— e et € sont bisimilaires si et seulement si e et € sont équivalents
contextuellement.
e=pe se=ce.

Démonstration

C’était I'objet de la proposition 2.2.13 (p. 150) de montrer que le pré-ordre
et I’équivalence contextuels étaient inclus dans les relations de similarité et
de bisimilarité respectivement. Voyons donc la réciproque.

La relation <g*® vérifie :

— <pC<g* (proposition 2.2.15 (p. 152)),

— <g* est une pré-congruence (proposition 2.2.15),

— si e <g°® ¢, alors pour tout environnement 7, par passage au quotient
des substitutions par valeurs (proposition 2.2.19 (p. 154)), e[y] <g*®
€/[y], puis par préservation de la convergence (proposition 2.2.19), la
convergence de e[y] implique celle de €’[7].

L’extension <p*® est ainsi une simulation et par la proposition 2.2.12 (p. 149),
on déduit que <g*C<g, soit finalement que <g=<g®. La relation de simi-
larité est ainsi une pré-congruence.

Supposons que €' simule e, et soit Cj) un contexte faisant de Cle] et Cl[e']
des programmes. Par congruence, C'e’] simule Cle], et donc si C[e] converge,
alors Cle'] converge. On a ainsi montré que e converge contextuellement
moins que €.

Par symétrie, on déduit que la bisimilarité est incluse dans 1’équivalence
contextuelle.

L

2.2.3 La sémantique observationnelle

Il est désormais possible de donner une sémantique dénotationnelle a
notre langage, a partir des observations : cette sémantique, équivalente au
modele des termes, est compléetement adéquate. L’objectif fixé initialement
est ainsi rempli. Plutét que seulement construire cette sémantique a partir
des observations, nous allons adopter une approche axiomatique : seront
ainsi mises en évidence des conditions qui déterminent de maniere unique (a
un isomorphisme pres) cette sémantique, qu’on qualifiera d’observationnelle.
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L’intérét de cette axiomatisation tient au nombre réduit des axiomes et a
leur caractére naturel.

Au préalable, une définition précise des sémantiques dénotationnelles
s’impose. Par la suite, on considere la signature A, formée d’un unique sym-
bole fonctionnel d’arité deux, map, représentant ’application. Pour simpli-
fier, toute interprétation de map sera également notée map, ce qui prati-
quement ne posera pas de problemes. Une A-algébre ordonnée pointée®” est
définie par

— un ensemble D et un élément | n’appartenant pas a D, dont la réunion

DU L est notée D,
— une relation d’ordre <, définie sur D et admettant pour plus petit
élément L,
— une application map : D; x D, — D, croissante et stricte en ses
deux arguments.
Enfin, un D-environnement est une application de I’ensemble des variables
dans Pensemble D. Etant donné un D-environnement I', une variable x et
un élément d de D, on note I'.(z : d) I'environnement obtenu en modifiant
la liaison de x ainsi :

I(y) siy#z,
d sinon.

(N d))(y) < {

2.2.21 Définition (Sémantique dénotationnelle)
Une sémantique dénotationnelle du A-calcul paresseuz avec appel par valeurs
est définie par :
— une A-algébre ordonnée pointée, (D, <,map), dont le domaine définit
l’ensemble des dénotations,
— une interprétation qui a tout terme e et a tout D-environnement T,
associe une dénotation dans D | , notée [e]r,
vérifiant trois propriétés :
— [EXT] (extensionalité de (D, ,<, map))

Vi fleD. (Vde D. map(f,d) <map(f,d) = f<Ff),

- [REC] (compositionalité)

2TL’usage est de qualifier une algébre en décrivant son domaine, ses opérations devant
alors vérifier une condition naturelle associée a ces qualificatifs.
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Uinterprétation vérifie les équations récursives suivantes :

[zlr = T(x),
map([Aze]r,d) = [e]r..q (d€ D),
[eree]r = map([er]r, [e1]r),

— [VAL] (correction des dénotations de valeurs)
linterprétation d’une valeur est une dénotation non triviale :

Voe V.¥T e DX, [v]r # L.

Etant donné une telle sémantique dénotationnelle, on définit sur les termes
un pré-ordre, <p, et la relation d’équivalence associée, =p, par

e<pe “ vreDX. lelr < [€]r,

de
e:De’ @f egDe’/\e’SDe.

Pour se convaincre de la pertinence de cette définition, montrons quelques
lemmes classiques, et bien utiles par la suite. Pour la sémantique dénota-
tionnelle considérée, on reprend les notations de la définition 2.2.21; par
environnement, on entend D-environnement.

Tout d’abord, 'interprétation d’un terme ne dépend de I’environnement que
par ses variables libres.

2.2.22 Lemme
Soit e un terme. Considérons deux environnement I' et IV tels que pour toute
variable libre x de e, on ait T'(z) = T'(x). Alors

[e]r = [e]r-

Démonstration
A chaque terme e, on associe la relation d’équivalence entre environnements
=., définie par :

I=1 % vaeFV(e). I(z)=T(z).
On montre par récurrence structurelle sur e que VI, IV. T' =, IV = [e]r =

[e]r . Pour chaque cas de la récurrence structurelle sur e, on considére deux
environnements I" et IV, vérifiant ' =, I".



2.2.23

160 Chapitre 2. La sémantique observationnelle

:)nea::x
[z]r = D(z)
= I'(z) (z€FV(e))
= [[.’L']p/.
e c=)\za

On a, pour tout d de D :

map([[kx a]]r,d) = [[a]]F.(x:d)
[alr.(z:q) (hyp. de réc.)
= map([Axa]r,d).

On conclut a 1’égalité de [Aza]r et [Aza]r par extensionalité ([EXT]),
comme [Aza]r et [ Az a]r appartiennent & D (d’apres [VAL)).
e c=ceje

On a:

lerea]r = map([ei]r, [e2]r)
= map([ei]r, [e2]r) (hyp. de réc.)
= [61 62]]1‘*/ .

L

En particulier, I'interprétation d’un programme e ne dépend pas de l'envi-
ronnement d’interprétation : on notera [e]y cette dénotation constante.
Substituer une valeur a une variable revient & la lier dans I’environnement
a l'interprétation de la valeur.

Substitution par valeur
et liaison dans I’environnement

)

Soient e un terme, v une valeur et I' un environnement. Alors :

Lemme (

[e[v/a]]r = [e]r.: oly) -

Démonstration

On montre le résultat par récurrence structurelle sur e. Les cas e = y,
e = x et e = ey ey se déduisent directement de la définition inductive de
I'interprétation ([REC]). Le seul cas intéressant est donc e = Aya (avec
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y # ).
On a, pour tout d de D :

map([(Ay a)[v/z][r,d) = map([Ayafv/z][r,d)
= [[a[v/iﬁ]]]r.(y:d)
= [alr.@:[o]y).(v:a) (hyp. de réc.)
= map([Aya]r @ [o]y), D) -

On conclut a I'égalité de [(Ay a)[v/z]]r et [ Ay a]r (o [v],) Par extensionalité
([EXT]), comme ces deux dénotations appartiennent a D (d’apres [VALJ).

L

Ainsi, les substitutions par valeurs passent au quotient par 1’équivalence
dénotationnelle =p.

L’équivalence dénotationnelle forme une congruence, ce qu’exprime ce lemme
de maniere un peu plus générale en considérant le pré-ordre dénotationnel.

Lemme (Pré-congruence de <p)
Le pré-ordre dénotationnel forme une pré-congruence, et I’équivalence déno-
tationnelle une congruence.

Démonstration
On vérifie la stabilité de <p pour les regles [CONG-VAR], [CONG-ABS] et
[CONG-APP] (cf. définition 2.2.8 (p. 146)).

e [CONG-VAR|]
Immédiat.
e [CONG-ABS]

Supposons e; <p e3. On a :

map([Arei]r,d) = [ei]r.a:q
< [[eQHF.(:C:d) (hyp')
= map([Azez]r,d).

On conclut que [Azei]r < [Azes]r par extensionalité ([EXT]), comme
ces deux dénotations appartiennent a D (d’apres [VAL]), ce qui prouve que
Ar el <p Az es.

e [CONG-APP]

C’est immédiat par croissance de map.

L

Il est maintenant possible de préciser le rapport entre la sémantique opéra-
tionnelle et la sémantique dénotationnelle.
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Stabilité des classes

Lemme ( modulo I’équivalence dénotationnelle )
par évaluation

Supposons que e converge vers v. Alors :

[e]o = [v]o-

Démonstration

Montrons que si e; se réduit en eg, alors [e1]y = [e2]y, en procédant par
récurrence structurelle sur le contexte d’évaluation. On conclut ensuite par
récurrence sur la longueur de la trace.

On considere la réduction E[(Az a)v] = Elalv/z]).

o F=—

Soit I un environnement quelconque. On a successivement :

[(Aza)v]r = map([Aza]r, [v]r) ([REC])
- [[a]]F.(x: [vlr) ([RECD
= [av/z]]r (lem. 2.2.23 (p. 160)).

e E=FecouE=0vFE
Le résultat découle par congruence (lemme 2.2.24 (p. 161)) de 'hypotheése
de récurrence.

L

On peut en déduire la préservation de la convergence.

Corollaire (Préservation de la convergence)
Linterprétation dénotationnelle préserve la convergence :
— [CONV] (préservation de la convergence)

Vec A% =(e |} L)=[e]g# L.

Démonstration
Si le programme e converge vers v, alors par le lemme 2.2.25, [e]y = [v]p.
Comme v est une valeur, par [VAL], [v]y # L, soit [e]y # L.

L

La réciproque est une propriété éminemment souhaitable : en effet, elle im-
plique que la sémantique dénotationnelle est adéquate.

Proposition (Adéquation de la sémantique dénotationnelle)
Supposons que l’interprétation dénotationnelle préserve la divergence :
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— [DIV] (préservation de la divergence)

VecAl. el L=1[ep=L.

Alors la sémantique dénotationnelle est adéquate :
le pré-ordre dénotationnel <p est inclus dans le pré-ordre contextuel <c,
tout comme ’équivalence dénotationnelle =p dans ’équivalence contextuelle

=C.

Démonstration

Supposons [DIV].

Soient deux termes e et €’ vérifiant e <p €, et soit C[ ] un contexte faisant
de e et de ¢’ des programmes.

On montre que si C[¢/] diverge, alors Cle] diverge, ce qui nous permettra de
conclure que e <¢ €.

Supposons donc que Cle’] diverge.

Comme <p est une pré-congruence, Ce] <p Cle']. Par [DIV],on a [Cle']]y =
1, puis par majoration, [C[e]]p = L, dont on déduit par [CONV] en contra-
posant que C|e] diverge.

Par symétrie, on déduit le résultat pour ’équivalence dénotationnelle.

L

Venons-en maintenant a la construction d’une sémantique dénotation-
nelle a partir des observations.
Soient O ’ensemble des observations non triviales :

0o “ ops(v),

et @) l'ensemble des observations :

o, ¥ (1uo.

Ce sont les observations qui vont servir de dénotations. La définition de la
sémantique observationnelle va étre paramétrée par une application vérifiant
certaines propriétés, cependant nous montrerons qu’elle est indépendante du
choix de I'application. On supposera en effet la donnée d’une application p
définie sur I’ensemble des observations O et vérifiant :

— p(L) est un programme divergent,

— pour toute observation non triviale d (différente de L), p(d) est une

valeur vérifiant
Obs®(p(d)) = d.
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On en déduit que pour toute observation d, on a Obs’(p(d)) = d. Aussi,
p est croissante et injective, puisqu’on a ’équivalence suivante, pour tout
couple d’observations d; et ds :

d1 < dy < p(d1) < p(d1).

Autre propriété importante que nous utiliserons : si e est un programme,
alors p(Obs’(e)) et e sont bisimilaires.

Bien str, il existe une telle application, puisqu’on peut prendre comme pro-
gramme divergent (A\x x z) (Ax z x) et qu’a toute observation non triviale, il
est possible d’associer une valeur vérifiant la propriété par définition.
Grace a une telle application, ’ensemble des observations, qui est déja or-
donné par I'ordre induit et possede L comme plus petit élément, peut étre
muni d’une opération map, le transformant en une algebre ordonnée pointée.

I .. Ensemble des observations :
Définition et proposition ( L. )
la structure algébrique
Soit p une application définie sur ’ensemble des observations Q) et véri-
fiant :

(i) p(L) est un programme divergent,

(ii) pour toute observation non triviale d (différente de L), p(d) est une
valeur vérifiant
Obs®(p(d)) = d.

L’ensemble ordonné (O, <) peut étre muni d’une structure de A-algébre
ordonnée pointée en définissant ’opération map ainsi, pour toutes observa-

tions f et d de @, :

map(f,d) = Obs’(p(f)p(d)).

De plus, cette définition ne dépend pas du choix de p.

Démonstration

Montrons que (O, <, map) forme bien une structure de A-algebre ordonnée
pointée.

L’opération map est évidemment stricte en ses deux arguments. Montrons
qu’elle est croissante.

Soient f1, fa2, d1 et do quatre observations vérifiant f; < fo et dy < dy. Par
croissance de p, on a p(f1) <p p(f2) et p(d1) <p p(d2), puis par congru-
ence, p(f1) p(d1) < p(f2) p(ds), ce qui est équivalent & Obs(p(f1) pld)) <
Obs”(p(f2) p(dz)).
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Il s’agit enfin de montrer que la définition de map ne dépend pas du choix
de p. C’est immédiat par congruence de la bisimilarité.

L

Cette définition met en évidence le fait que ’ensemble des observations vé-
rifie 'inéquation suivante

0c0—0,,

a un isomorphisme pres, a rapprocher de I’équation classique entre domaines
X=X-X,,

ou l'espace fonctionnel est celui des fonctions continues.
Il est maintenant possible de donner une interprétation observationnelle des
termes.

2.2.29 Définition et théoréme (Sémantique observationnelle)
Soit p une application définie sur l’ensemble des observations Q) et véri-
fiant :

(i) p(L) est un programme divergent,

(ii) pour toute observation non triviale d (différente de L), p(d) est une
valeur vérifiant
Obs®(p(d)) = d.

L’interprétation observationnelle d’un terme e est une application, notée
le], qui associe a tout O-environnement I', la dénotation observationnelle
suivante, notée [e]r :

lelr = Obs(e)(poT).

Alors ((0,<,map),[—]-) définit une sémantique dénotationnelle, la sé-
mantique observationnelle, qui de plus, ne dépend pas du choix de p.

A cette sémantique observationnelle, sont associés le pré-ordre observation-
nel <o et l’équivalence observationnelle =g.

Démonstration

On vérifie que la sémantique dénotationnelle vérifie les propriétés [EXT],
[REC] et [VALL.

e [EXT]

Soient f et g appartenant a O tels que pour tout d de @, on ait map(f,d) <

map(g, d), soit Obs’(p(f) p(d)) < Obs”(p(g) p(d)).
Comme f et g sont différents de L, ona f = Obs?(p(f)) =T (Obs’(p(f) v))vev
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et g = Obs’(p(g)) =T

Obs’(p(g) v).

(Obs’(p(g) v))vev-

Soit v une valeur. Pour conclure, il suffit de montrer que Obs®(p(f)v)

<

Comme p(Obs’(v)) =p v, puis par congruence p(f) p(Obs®(v)) =g p(f) v,

et de méme, p(g) p(Obs’(v))
recherchée.
e [REC]

=g p(g) v, on déduit de '’hypothese I'inégalité

On a, pour la premiere égalité concernant une variable x :

[]r

Obs(z)(poT)

Obs®(z[p o I')
— Ob((poT)())
I'(x).

Pour la seconde égalité concernant une abstraction Az e, on doit montrer

que pour tout d € Q, on a :

map([ Az e]r,d) =

map([ Az e]r, d)

Comme p(Obs®((Aze)[poT))) =

map([ Az e]r, d)

He]]F.(x:d) :

map(Obs’(Az €)[p o T)), d)
Obs”(p(Obs’((Az €)[p o T))) p(d)) .

Az e)[poT], on obtient finalement :

Obs’((Aze)[poIp(d)) (congruence)

B (

(

Obs’(e[(poT).(z : p(d))])
Obs’(e[po (T.(x = d))])

[[E]]F.(;E :d) -

Pour la troisieme égalité concernant une application eq eo, on a :

map([ei]r, [e2]r)

map(Obs’(e1[p o I']), Obs’ (e2[p o 1))

Obs® (p(Obs (e[ 0 I)) p(Obs (e2[p o T)))

Comme p(Obs’(eq[poT]))

congruence

map([ei]r, [e2]r) =

soit

map([e1]r, [e2]r) =

=p e1[p oI, et de méme pour ey, on obtient par

Obs®(er[poT) eapoT))

[[61 egﬂp .
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e [VAL]

Cette propriété est trivialement vérifiée, par définition de ’observation.
Pour finir, montrons que la définition de la sémantique ne dépend pas du
choix de p.

Soient p; et ps deux applications vérifiant les hypotheses de ’énoncé. On
doit montrer que pour tout terme e et tout environnement I', on a :

Obs(e)(p1 oT') = Obs(e)(p2 o),

soit

elp1 o] =g elpz o T].
Comme pour toute variable z, p; o I'(x) =g p2 o I'(x), on peut conclure
du fait que la bisimilarité est égale a 1’équivalence contextuelle et que les
substitutions par valeurs passent au quotient par cette équivalence (cf. prop.
2.2.11 (p. 148)).

L

La sémantique observationnelle nous convient bien, I’équivalence observa-
tionnelle coincidant avec I’équivalence contextuelle.

Théoréme (Adéquation compléte)
La sémantique observationnelle est completement adéquate :

Ve,e. e<oe ©e<ce.

Démonstration
D’une part, on a les équivalences suivantes :

e<oe & VI. [e]r < [€¢]r
& VI. Obs(e)(poT) < Obs(e/)(poT).

D’autre part, on a :

e<ce o e<pe
< V. Obs(e)(y) < Obs(e)(v).

Que cette derniere proposition implique e <g €’ est donc clair.

Supposons e <g €/, et soit v un environnement opérationnel. Soit I" I'envi-
ronnement observationnel défini par I'(z) = Obs’(y(x)). Pour toute variable
z, on a p(I'(z)) =g y(x). Il sensuit que e[po '] =p e[y] et €/[poT] =p €'[v],
soit Obs(e)(poT') = Obs(e)(y) et Obs(e')(poT') = Obs(e’)(7), si bien qu’on
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peut conclure, en utilisant 'hypothese.

L

La sémantique observationnelle nous fournit une représentation du mo-
dele des termes. Aprées sa construction, on peut adopter une démarche axio-
matique :

trouver des conditions définissant (& un isomorphisme pres) la
sémantique observationnelle.

Ces conditions peuvent porter sur le domaine dénotationnel, 'interpréta-
tion dénotationnelle et la sémantique opérationnelle, donnée par la fonction
d’évaluation, comme c’était déja le cas lors de notre définition des séman-
tiques dénotationnelles (cf. p. 158). Une axiomatisation intéressante doit
faciliter la preuve de regles admissibles dans les théories équationnelles et
inéquationnelles induites sur les termes par 1’équivalence et le pré-ordre
contextuels ; rappelons que l'intérét d’une sémantique completement adé-
quate réside dans sa capacité a décrire completement ces théories. C’est donc
la seule pratique qui doit déterminer 'intérét des axiomes choisis ; pour res-
ter fidele a la ligne fixée initialement, elle doit s’appuyer sur des techniques
opérationnelles, supposées plus proches de I'intuition du programmeur.

Les axiomes retenus reprennent ceux définissant une sémantique dénotation-
nelle, en renforcant la propriété d’extensionalité. S’y ajoutent la préservation
de la divergence opérationnelle, qui implique 'adéquation, et une condition
d’accessibilité des dénotations.

Axiomatisation de la

Définiti - . .
éfinition ( sémantique observationnelle

)

Une sémantique observationnelle du A-calcul avec appel par valeur est définie
par :
— une A-algébre ordonnée pointée, (D, ,<,map), dont le domaine définit
l’ensemble des dénotations,
— une nterprétation qui a tout terme e et a tout D-environnement I,
associe une dénotation dans D , notée [e]r,
vérifiant
— [EXT+] (extensionalité forte de (D, <,map))
la relation d’ordre < est engendrée co-inductivement par le systéme
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suivant : 0
m (d € DJ_) ,
(map(f7 d)7 map(g7 d))dED

(f.9)
— [REC] (compositionalité)
Uinterprétation vérifie les équations récursives suivantes :

(f,g€ D),

[z[r = [(z),
map([Aze]r,d) = [elr.(.ap (d€ D),
[eree]r = map(fed]r, [ei]r),

— [VAL] (correction des dénotations de valeurs)
linterprétation d’une valeur est une dénotation non triviale :

Voe V. VYT e DX, [v]r # L,

— [DIV] (préservation de la divergence)
Uinterprétation préserve la divergence :

VecA. el L=Vl eDX [er=1,

- [ACC] (accessibilité)
chaque élément de D dénote une valeur :

Vde D.3ve V,I' e DX. [u]r =d.

Etant donné une telle sémantique observationnelle, on définit sur les termes
un pré-ordre, <o, et la relation d’équivalence associée, =¢, par

e<opeé “ vreDX. lelr < [€]r,
e=o¢€ Cgt e<pe Ne <pe.

Une sémantique observationnelle est évidemment dénotationnelle, puisque
la condition d’extensionalité forte [EXT+| implique celle d’extensionalité
[EXT], qui affirme seulement que la relation d’ordre est stable pour la se-
conde regle d’inférence.

La condition d’accessibilité permet de ramener les raisonnements sur les
termes a des raisonnements sur les programmes, comme nous l'indique ce
lemme, forme de réciproque du lemme 2.2.23 (p. 160), concernant la com-
patibilité des substitutions par valeurs.
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Pré-ordre dénotationnel :
Lemme ( 1ep 2 . s )

Stabilité par extension opérationnelle
Soient e et € deux termes appartenant a [’extension opérationnelle du pré-
ordre dénotationnel, c’est-a-dire vérifiant pour tout environnement opéra-

tionnel v :

e[y] <o €]
Alors :
e<pe€.
Démonstration
On suppose que pour tout environnement opérationnel v, on ait ely] <o
¢).

Soit I' un environnement dénotationnel quelconque. On doit montrer que
[e]r < [¢]r.

Par la condition d’accessibilité [ACC], il existe un environnement opéra-
tionnel 7y vérifiant Va. I'(z) = [y(x)]p. Par le lemme 2.2.23 (p. 160), on
a [elr = [el]]p et [¢'lr = [¢'[Y]]p- Par hypothese, [e[y]ly < [¢'[7]]p, d’on
I'inégalité recherchée.

L

Par la suite, nous utiliserons souvent ce lemme ainsi, ou sous une forme
voisine, sans le rappeler : étant donné deux termes e et e’ vérifiant une
certaine condition H(e,€’), on cherche & montrer que F(e) <o G(€'), on
F(e) et G(¢') sont deux termes calculés a partir de e et e’ respectivement ;
si pour tout environnement opérationnel v, la condition H(e[v],€e[y]) est
vérifiée des lors que H(e,e') lest, et si F et G commutent avec 7 (soit
F(e)[y] = Fl(e[y]),G(e)[y] = G(€'[y])), alors il est possible de se limiter
dans la démonstration au cas ou e et €’ sont des programmes.

La sémantique observationnelle construite précédemment vérifie évidem-
ment toutes les conditions de la définition et nous assure de I'existence d’au
moins une sémantique dénotationnelle vérifiant ces conditions. Pour montrer
I’unicité, prouvons un résultat important, 1’adéquation compléte.

Théoréme (Adéquation compléte)
Considérons une sémantique observationnelle (suivant la définition 2.2.31
(p. 168)). Alors elle est completement adéquate :

Ve, € A. e<pge @e<ce.

Démonstration
L’adéquation découle de la proposition 2.2.27 (p. 162). Il reste & montrer
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qu’elle est complete.

Soient e et ¢ deux termes tels que e <¢ €. Comme par la proposition 2.2.11
(p. 148), pour tout environnement opérationnel v, e[y] <c €’[y], on peut se
limiter au cas ou e et €’ sont des programmes, ce qu’on suppose.

Par [ACC], a tout élément d de D, il est possible d’associer une valeur no-
tée vg telle que [ug]y = d. Remarquons que pour tout programme e, on a
[evalp = map([e]y, d).

L’inégalité e <p €’ est équivalente a I'inégalité [e]y < [e]p, qu'on va montrer
en la prouvant dans le systéme d’inférence défini par [EXT+].

Pour tout couple de programmes (e, €’) tel que e <c €', on construit une
preuve de [e]p < [€']p en résolvant le systéme d’équations récursives, d’in-
connues (X(e e )e,erca0e<qes €6 défini par les équations :

.
(Ielo: [0)

si e diverge,
X(ee) =
(X(evd,e’ U,i))dED

(Ielo: [€To)

Dans le premier cas, si e diverge, on a d’apres [DIV], [e]y = L, et le juge-
ment est un axiome.

Dans le second cas, si e converge, alors €’ aussi, puisque €’ converge contex-
tuellement plus que e; par [CONV] (cf. corollaire 2.2.26 (p. 162)), [e]p et
[¢'lp appartiennent & D; de plus, la valeur de la solution en X(c,, ¢y,) @
pour racine ([evq]g, [¢' va]g), soit (map([e]y, d), map([e']g, d)).

Il en résulte que ce systeme quasi-uniforme est compatible avec le sys-
teme d’inférence défini par [EXT+]. D’apres la proposition 1.2.3 (p. 73),
la valeur de l'unique solution du systéme en (e, e’) constitue une preuve de
lelo < [€']g, ce qui montre que e <g €.

L

si e converge.

Avant de montrer que I’axiomatisation détermine une unique sémantique ob-
servationnelle & un isomorphisme pres, précisons cette notion d’équivalence
entre sémantiques dénotationnelles.

.- ‘s Equivalence de
Définition et proposition
prop ( sémantiques dénotationnelles )
Deuz sémantiques dénotationnelles sont dites équivalentes s’il existe un iso-
morphisme d’A-algébres ordonnées entre leurs A-algébres respectives. Dans

ce cas, leurs interprétations respectives, notées [—]L et [-]?, vérifient :

VE,F : 9([[61]%) = [[eﬂgof‘a
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ot 0 est lisomorphisme d’A-algébres ordonnées.

Démonstration

On note (D!}, <, map, [-]1) et (D?1, <, map, [-]%) les deux sémantiques.
Rappelons les propriétés d’isomorphisme de 6 : c’est une bijection de D' |
dans D? |, croissante, envoyant donc L sur L, et vérifiant pour toutes dé-
notations d et d’ de D', (map(d,d’)) = map(d(d), 0(d")).

On montre par récurrence sur e que pour tout D'-environnement I',on a

0([e]r) = [elfor -

e =1
C’est immédiat.
e ce=JAra

Soit d' € D?, et d son antécédent par 6. On a :
map(f([ Az alp),d') = map(d([Aza]p),6(d))
6(map([ Az a], d))
= H(Ha]]%‘.(w:d))
= [alfoqr.o:qp (hyp. de réc.)

- [[CLH %GOF).(J} :d)
= map([ Az algor,d).

Comme d’habitude, on conclut & 'égalité de O([ Az a]t) et de [ Az a]3 - par
extensionalité ([EXT]), comme les deux dénotations [ Az a]f et [ Az a]3, ap-
partiennent & D! et D? respectivement (d’aprés [VAL]) et comme §~1( 1) =
{L}.
® Cc—=2¢€16€
On a:

O([ere2lr) = O(map([ei]r, [e2]r))

= map(0([er]r), O([e2]r))

= map([[el]]gol"a [[62]]301")

= [e1e2lGor -

(hyp. de réc.)

L

On peut finalement déduire de la complete adéquation que les propriétés dé-
finissant une sémantique observationnelle la déterminent de maniere unique,
a un isomorphisme (de A-algebre ordonnée) pres : elles constituent une axio-
matisation catégorique de cette sémantique.
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Théoréme (Unicité de la sémantique observationnelle)
Il existe une unique sémantique observationnelle (suivant la définition 2.2.51
(p. 168)), a un isomorphisme prés.

Démonstration

L’existence découle du théoreme 2.2.29 (p. 165). Montrons 'unicité, & un
isomorphisme prées. Supposons deux sémantiques observationnelles et mon-
trons qu’elles sont équivalentes.

On note (D!, <, map, [-]1) et (D?1, <, map, [-]%) les deux sémantiques.
On quotiente ’ensemble des programmes par la relation d’équivalence contex-
tuelle =, puis on construit deux bijections strictement croissantes de I’en-
semble quotient vers D' | et D?| respectivement, grace & la propriété de
complete adéquation. Si 'on appelle ¢ et ¢ ces bijections, on constate alors
que 1 0 o~ est un isomorphisme de A-algebres ordonnées.

On note AO/:C le quotient de A? par =c, et si e est un programme, e la
classe de e modulo =¢.

Définissons ¢ de A%,_ dans D' | par ¢(e)) = [[e]]ql). Evidemment, comme la
sémantique est completement adéquate, (e /) ne dépend pas du choix de e.
De méme, définissons ¢ de A°/ =¢ dans D?, par ¢(e;) = [e]3.

Par les propriétés [DIV] et [ACC], ¢ et 1 sont surjectives. Par adéquation,
@ et 1 sont injectives. Par la complétude de I’adéquation, ¢ et ¢ sont crois-
santes.

Finalement, soit § = 1 o ¢~!'. C’est une bijection croissante de D', vers
D? | . 1l reste & montrer que c¢’est un morphisme de A-algebres ordonnées.
Soient f et d appartenant a D', e / et e / leurs antécédents par ¢. On a :

O(map(f,d)) = 6(map([e]j, [¢']j))
= 0([e€Tp)
= [[ee']]%
= map([e]3, [¢']})
= map(0(f),0(d)).

# est bien un morphisme de A-algebres ordonnées.
L

Nous pouvons maintenant nous exercer a prouver quelques regles d’in-
férence admissibles pour les théories équationnelles et inéquationnelles in-
duites sur les termes par 1’équivalence =g et le pré-ordre <p associés a la
sémantique observationnelle?®. Nous construisons nos raisonnements & par-
tir des axiomes définissant cette sémantique. Voici un jeu minimal de regles

28Les théories équationnelles et inéquationnelles d’une sémantique dénotationnelle cor-
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classiques, dont certaines peuvent étre montrées pour toute sémantique dé-
notationnelle. Nous utilisons la notation (A, <p,=0) pour la réunion des
théories équationnelles et inéquationnelles.

Proposition (Structure fine de la sémantique observationnelle)
Considérons la sémantique observationnelle de la définition 2.2.31 (p. 168).
Les regles d’inférence suivantes sont admissibles dans la théorie associée
(A, <0,=0) :

— congruence :

0
—— [CONG-VAR],
r<opT

e <o e
[CONG-ABS],
Are <o \re

e1 <oe€] e <o el

— [CONG-APP],
e1e2 <o €] €y

— compatibilité du destructeur d’abstractions :
e <o \ze
—— [DES-ABS],,
e<pe
— passage au quotient des substitutions par valeurs :
e<p€e v<p?

e[v/z] <o €'[v'/x]

[SUB] (v,v" € V),

stabilité par extension opérationnelle :

(e[7] <o €M), cpx
e<oe

[STA-OP],

inclusion du pré-ordre opérationnel :

e [OP] (e <op€),
<o

respondent exactement aux extensions de 1’équivalence et du pré-ordre dénotationnels.
Traditionnellement, on les décrit sous la forme d’équations ou d’inéquations, comme nous
I'avons fait jusqu’a maintenant. Ces théories forment ce qu’on appelle la structure fine de
la sémantique.
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— extenstonalité opérationnelle :

(6 v <0 e U)ve 1

Arer <o Arex [EXT-OP] (z ¢ FV(e)UFV(e),

— 1)-CONVersion :

[ETA] (x ¢ FV(e),Vy. e[y] converge).

Arex =g e
Démonstration
e [CONG] : congruence
C’est le lemme 2.2.24 (p. 161), valable pour toute sémantique dénotation-
nelle.
e [DES-ABS] : compatibilité du destructeur d’abstractions
Supposons Az e <o Az €’ et considérons un environnement I'. On a :

lelr = map([Aze]r,T'(z))

map([ Az e']p, T'(z))
= [[e/]]p .

Finalement, e <g €.

Remarquons que cette regle est valable pour toute sémantique dénotation-
nelle.

e [SUB] : passage au quotient des substitutions par valeurs

C’est une conséquence immédiate du lemme 2.2.23 (p. 160), valable pour
toute sémantique dénotationnelle.

e [STA-OP] : stabilité par extension opérationnelle

C’est le lemme 2.2.32 (p. 170), démontré en utilisant la condition d’accessi-
bilité [ACC]. Cette regle est utilisée dans la suite pour se limiter au cas des
programmes, conformément & la description donnée apres le lemme 2.2.32.
e [OP] : inclusion du pré-ordre opérationnel

Supposons e <, €', ce qui signifie que pour tout environnement opération-
nel «, ou bien e[y] diverge, ou bien e[y] et €'[y] convergent vers la méme
valeur.

Comme Vv € VX. e[y] <op €'[7], par [STA-OP], on peut se limiter au cas
ou e et € sont des programmes.

On montre que e <g ¢, autrement dit [e]y < [¢]g-

Supposons que e diverge opérationnellement. Par [DIV], [e]y = L, et donc
[elp < [€'p-

Supposons que e converge vers v. Il en est de méme de €', et par le lemme



176 Chapitre 2. La sémantique observationnelle

2.2.25 (p. 162), [ely = [v]o = [¢']o-

e [EXT-OP] : extensionalité opérationnelle

Comme pour tout environnement opérationnel v, et tout terme e tel que
x ¢ FV(e), on a (Axex)[y] = Aze[y]z, alors par [SUB] et [STA-OP], il est
suffisant de considérer deux programmes e et €’.

Supposons Vv € V. ev <g €' v.

Considérons un élément d de D, auquel on associe par [ACC] une valeur v
telle que d = [v]p.

Ona:

map([Azez]y,d) = map([Azez]y, [v]p)
[(Azex)v]y

[ev]p [OP]

[¢" v]g

[(Aze' z)v]g [OP]
map([ Az €' 2]y, d) .

I VAN ||

Par [VAL] et [EXT], comme & ’habitude, on déduit 'inégalité [ Az ez]y <
[ Az e x]y.

e [ETA] : n-conversion

Comme pour tout environnement opérationnel v, on a (A\x e z)[y] = Az e[y] z,
des lors que x ¢ FV (e), par [STA-OP], on peut se limiter au cas ou e est un
programme.

Soit d € D. On a?¥ :

map([Azex]y,d) = [ez]p.(z:a)
= map([e]y,d).

Comme e est convergent par hypotheése, par le lemme 2.2.25 (p. 162) et
[VAL], on a [e]p # L, et par [EXT], on obtient [ Az ex]y = [e]p-

L

Toutes les regles précédentes ont été démontrées par un usage direct des
axiomes suivants :
— les axiomes communs & toute sémantique dénotationnelle, [REC] et
— celui qui entraine I’adéquation, [DIV],

2Pour que la notation soit cohérente, () doit représenter ici un environnement quel-
conque.
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— laxiome d’accessibilité, [ACC], qui permet la correspondance entre les
dénotations et les valeurs,
— laxiome d’extensionalité forte, [EXT+], utilisé uniquement sous sa
forme plus faible, [EXT], exprimant I’extensionalité.
Par ailleurs, seules quelques informations élémentaires concernant la séman-
tique opérationnelle ont été nécessaires : la définition de la relation de ré-
duction et d’évaluation. C’est a rapprocher du fait que la propriété d’ex-
tensionalité forte [EXT+] n’a pas été utilisée, mais seulement la propriété
d’extensionalité simple [EXT]. Or c’est ce renforcement de ’extensionalité
qui est décisif, avec I'accessibilité, dans la démonstration de compléte adé-
quation, permettant de passer de 1’équivalence contextuelle a 1’équivalence
dénotationnelle. Voyons maintenant un exemple de régle ot nous utilisons la
complete adéquation dans la démonstration : il s’agit ainsi d’utiliser I’'équi-
valence contextuelle pour démontrer 1’équivalence dénotationnelle.
Montrons qu’un certain opérateur de point fixe calcule les points fixes
par itération.
Définissons le combinateur de point fixe de Curry®’, dans sa version corres-
pondant a I'appel par valeur :

yZarem e,
oll pour tout terme e,
Cle) Y haple(za) (zgFV(e).
n(e) réalisant 1'n-expansion de e, soit
n(e) Y dzex (z ¢ FV(e)).
Considérons une valeur f et réduisons Y f :
Y 5 () CF) = n(f (CH )

L’n-expansion a ainsi pour réle d’assurer la terminaison, et est inutile dans
le cas de 'appel par nom.

Pour tout terme f, désignons par fix(f) le terme C(f) C(f). Considérons un
terme f et un environnement opérationnel 7y ; nous avons

fix(f)ly] = fix(f[2]) = n(fN fix(F1])) = n(f fix(f)) ]

39Tl traduit le paradoxe de Russell de la théorie (naive) des ensembles, 1’équivalence
{zlae¢ztef{a|adar} o -({z]|x¢a}e{r]|x¢a}),le parametre f correspondant &
la négation, x € y se traduisant en Papplication yz et {z | ...} en Ax.. ..
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Ainsi les termes fix(f) et n(ffix(f)) sont équivalents opérationnellement.
C’est la raison qui nous a amené a définir fix(f) par C(f)C(f), et non
par Y f, nous permettant d’éviter de considérer I’évaluation de Y f, et son
éventuelle divergence a cause de f.

La dénotation de fix(f) est effectivement un point fixe de la dénotation de f,
si on suppose que 'application de f & n’importe quelle valeur est convergente,
par exemple si on suppose que f a la forme (Ay Az ...). En effet, on a, pour
tout environnement I :

[fix(H)r = [n(fix(f)]r  [OP]
= [Fix(f)]r [ETA]
= map([f]r, [fix(f)]r)-

Nous montrons maintenant que la dénotation de fix(f) peut étre calculée
par itération, en partant de la fonction indéfinie en tous ses arguments, puis
en itérant par la dénotation de f. Précisément, plutot que de travailler avec
les dénotations, nous préférons les termes, pour établir une nouvelle regle
admissible dans la théorie équationnelle induite par 1’équivalence dénota-
tionnelle.

Comme nous allons utiliser la propriété d’adéquation compléte, nous allons
raisonner a partir de ’équivalence contextuelle. Un travail préparatoire va
nous étre utile, I’étude de la réduction des contextes.

Nous allons utiliser des contextes & une place®!, notée —, et étudier leur
décomposition en valeurs ou en radicaux dans un environnement de réduc-
tion. Conformément a la définition déja donnée (cf. p. 145), un contexte se
définit a partir d’'une expression, et non d’un terme, comme ’application
qui associe a chaque terme le résultat de sa greffe en chaque occurrence
de la place dans 'expression. Cependant, pour 1’étude de la décomposition
qui nous intéresse, seuls des contextes clos (des programmes a une place)
remplissent la place, autrement dit, un contexte peut s’y définir comme une
application de ’ensemble des contextes clos dans I’ensemble des contextes.
Dans ce cas, la construction d’un contexte a partir d’une expression est
compatible avec I’a-conversion, puisque la place d’un contexte clos ne peut
pas étre liée; de plus, la correspondance entre les termes a une place et les
contextes forme une bijection. Ainsi, pour ’étude de la décomposition des
contextes, on considére de manieére plus simple qu'un contexte est un terme

1 . . s -
31Rappelons que la place est une variable réservée & ce seul usage; en particulier, elle
ne peut pas étre liée.
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a une place.

Nous pouvons alors généraliser des définitions déja données pour les pro-
grammes, contextes particuliers ou la place n’apparait pas.

Un contexte est un terme a une place :

C == —|x|XxC|CC.

Un contexte est clos s’il ne possede aucune variable libre (autre que la place
qu’on ne compte pas comme variable libre) :

FV(C)=10.
Une valeur est un contexte clos, égal a une abstraction :
v = AxC.

Un radical est un contexte clos, égal soit a la place, soit a I’application d’une
abstraction a une valeur :

r o= —|(AxC)v.

Un contexte de réduction est un contexte clos a deux places, — et L, construit
autour de la place réservée au radical, L, en appliquant des valeurs, ou en
passant des contextes quelconques :

E = L |vE|EC.

Tout contexte clos peut se décomposer de maniere unique soit en une va-
leur, soit en un radical placé dans un contexte de réduction : si C' est un
contexte clos, ou bien c’est une valeur, ou bien il existe un unique radical r
et un unique contexte de réduction E tel que C' = E[—,r| (E[—, r] abrégeant

El—/—=r/+]).
Nous pouvons énoncer le résultat annoncé, en utilisant la notation dévelop-
pée dans le paragraphe précédent.

Théoréme (Point fixe et itération)
Considérons un terme f et définissons la suite des termes itérés par f ainsi :

foo = 0(Q) (Q=QQzzz)Arr)),
fn+1 = n(ffn) (TLGN)

Alors la suite (fy)n est croissante suivant <o et admet une borne supérieure
vérifiant :

\/ fn =0 fix(f).
n=0
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Démonstration
On doit montrer que
V. fn<o fix(f)

et
Vg. Vn. fn<og) =fix(f) <og.

Etant donné un environnement opérationnel v quelconque, il est facile de
vérifier que pour tout n, f,[y] = (f[¥])n (par récurrence) et que fix(f)[y] =
fix(f7]):

Ainsi, par [SUB] et [STA-OP], on peut se limiter au cas ou f et g sont des
programmes.

e croissance de (fy,)n

On montre par récurrence sur n que fp, <o fot+1-

on=20

Comme [Qy = L, on a Q <o f fo, puis par congruence, fo <o fi.

on>0

Supposons f,—1 <o fn. Par congruence, on déduit que f, <o fn+1-

o fix(f) =o n(ffix(f))

On a vu précédemment que ces deux programmes sont équivalents opération-
nellement. Par application de la regle [OP] de préservation de 1’équivalence
opérationnelle, ils sont donc équivalents observationnellement.

« Vn. fu <o fix(f)

On procede par récurrence sur n.

on=20

Comme [y = L, on a Q <o ffix(f), puis par congruence, fo <o fix(f).
on>0

C’est immédiat, a partir de I’hypothese de récurrence f,—1 <o fix(f), par
congruence et en utilisant I’équivalence fix(f) =0 n(f fix(f)).

e Vg. (Vn. fn<og) =fix(f) <oy

Par complete adéquation, on peut remplacer ’équivalence et le pré-ordre
observationnels par ’équivalence et le pré-ordre contextuels.

Soit g un programme vérifiant Vn. f, <o g¢g. On montre que pour tout
contexte clos C, si C[fix(f)] converge, alors il existe un entier n tel que
C[fn] converge. On en déduira que Clg] converge, puisque f,, <c g par hy-
pothese, et finalement que fix(f) <c g.

Montrons par récurrence sur l'entier [ la propriété suivante : pour tout
contexte clos C' tel que la trace d’exécution de C[fix(f)] a pour longueur
[, il existe un entier n tel que C[f,] converge.

Soit C' un contexte clos tel que la longueur de la trace d’exécution de
Clfix(f)] est L.
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ol=0

Nécessairement C' est une valeur, et n = 0 convient.

ol>0

Le contexte C' ne peut étre une valeur, et donc il peut se décomposer en un
radical r dans un contexte de réduction E, soit C' = E[—,r]. Examinons les
deux cas possibles, suivant la nature du radical r.

or=—

Dans ce cas, pour tout programme e se réduisant en €', Ele, €] se réduit en
Ele, €.

En particulier, E[fix(f), fix(f)] se réduit en Elfix(f),n(f fix(f))]. Par I'hy-
pothese de récurrence appliquée au programme E[—, n(f —)][fix(f)], il existe
n tel que E[—,n(f —)][fn] converge.

Comme E[—,n(f —)|[fn] = E[fn, fn+1], et comme f, <o fnt+1, on déduit
par congruence que E|[fn11, fnt1] converge, autrement dit que C[f,41] con-
verge.

or=(AzD)v

Dans ce cas, pour tout programme e, Ele,r[e]] se réduit en E[e, D[v/x][e]].
En particulier, E[fix(f), r[fix(f)]] se réduit en E[fix(f), D[v/x][fix(f)]]. Par
I'hypothese de récurrence appliquée au programme FE[—, D[v/z]][fix(f)], il
existe n tel que E[—, D[v/z]][fn] converge, et donc tel que E|fy,,r[f.]] con-
verge, soit C|fy].

L

En conclusion, notre objectif semble rempli de maniere satisfaisante.
On peut construire une sémantique dénotationnelle du A-calcul paresseux
a partir de la sémantique opérationnelle, en utilisant 1’observation des pro-
grammes : cette sémantique, dite observationnelle, est completement adé-
quate, autrement dit I’équivalence qu’elle induit entre termes égale ’équiva-
lence contextuelle. Cette sémantique peut étre axiomatisée simplement, ce
qui permet de déduire facilement de nombreuses équivalences entre termes.
Outre les axiomes, la démonstration de ces équivalences utilise des proprié-
tés élémentaires de la relation de réduction ; dans les exemples traités, deux
méthodes se dessinent : on peut chercher a démontrer ou bien ’équivalence
induite par la sémantique observationnelle, ce qui est suffisant dans la plu-
part des cas, ou bien I’équivalence contextuelle, ce qui demande une analyse
plus approfondie de la relation de réduction, précisément dans le seul cas
rencontré, I’étude de la réduction des contextes.
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Chapitre 3

Deux analyses de
I’environnement local
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C’est dans ce chapitre que nous exposons notre these : il est possible
d’analyser ’environnement local seul pour garantir la sécurité d’exécution
du code mobile.

Rappelons brievement notre modele d’étude : le code mobile s’exécute dans
un environnement local, chargé de protéger les ressources appartenant au
systeme hote. Deux analyses sont présentées, concernant le contréle respec-
tivement des flux d’informations et des acces. Elles permettent de vérifier
que l'environnement local garantit lors de 'exécution de tout code mobile
envisageable, d’une part la confidentialité des informations contenues dans
certaines ressources locales, d’autre part le confinement des ressources dont
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I’acces doit étre controlé.

De maniere plus concrete, nous modélisons le code mobile par un pro-
gramme, dit mobile, et ’environnement local par un autre programme. Ces
deux programmes appartiennent a un langage de haut niveau, modélisé a
I’aide du A-calcul paresseux, simple ou enrichi. L’exécution du code mobile
dans 'environnement local est modélisée par la trace d’exécution de 'ap-
plication du programme mobile & I’environnement local, ce qui suppose que
nous munissons le langage d’une sémantique opérationnelle.

Pour faciliter la description de notre méthode, il est utile de formuler les
problemes de flux d’informations et d’acces sous une forme commune : on
peut en effet considérer que dans ces deux cas, il s’agit d’observer a la fron-
tiere entre le code mobile et le code local un phénomene particulier. Dans
le cas des flux d’informations, la frontiere est définie de maniere globale et
statique, comme lieu d’expérimentation pour I’environnement local, auquel
on applique différents programmes mobiles; le phénomene a observer, lui,
n’apparait pas simplement, dans la mesure ou il s’agit d’observer le résul-
tat de I'exécution pour déterminer s’il révele des informations initialement
contenues dans les ressources locales. Comment l'information se propage-
t-elle lors de 'exécution? Telle est la premiere question. Dans le cas des
acces, le phénomene a observer se définit simplement comme ’acces a une
ressource locale a protéger; la frontiere est difficile & cerner, étant locale et
dynamique, puisque c’est le lieu des interactions entre le code mobile et le
code local. Le probleme est ici de suivre ’évolution de la frontiere au cours
de I'exécution, a partir de la situation initiale ou le code mobile et le code
local sont séparés.

Il s’avere qu’une solution générale a ce genre de problemes existe : ’étique-
tage (on dit aussi ’annotation) des termes du langage. Chaque opérateur du
langage est annoté par une étiquette qui peut intervenir dans la réduction
d’un programme. L’ensemble des étiquettes forme un monoide, muni en plus
de deux opérations binaires, 3 et o, dont la justification se comprend a partir
de la définition de la G-réduction :

@m()\'rn b, CL) _ (b[aa(m,n)/:g])ﬂ(m,n) )

Dans cette réduction, @™ (—, —) est 'opérateur d’application étiqueté par
m, \—""—, Popérateur d’abstraction étiqueté par n; de plus, si e est un
terme étiqueté égal & f7(...), alors ¥ est égal & f7%(...). La fonction 3
traduit ainsi dans 1’étiquette finale de b la G-réduction, alors que la fonction
o traduit dans ’étiquette finale de I'argument a la substitution réalisée.
Cette formulation générale s’inspire du langage défini par Lévy dans [50].
Nous la donnons ici non pas parce qu’elle va nous servir sous cette forme
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générale par la suite, mais parce que d’une part, il est intéressant de noter
qu’elle fournit un outil particulierement puissant pour I’étude du A-calcul,
comme en témoigne par exemple l'article de Bethke, Klop et de Vrijer [16],
d’autre part elle met en évidence les différences de traitements entre les flux
d’informations et les acces. En effet, pour I’étude de la confidentialité et du
confinement, nous utilisons deux langages étiquetés distincts, qui peuvent
étre considérés comme deux cas extrémement simples d’annotation.

Pour la confidentialité, on suppose qu’une étiquette est soit le mot vide,
utilisé pour le code public, soit §, utilisé pour le code confidentiel, ou privé;
pour la concaténation, on suppose que d est un élément absorbant; quant
aux fonctions (3 et o, elles sont définies par S(m,n) = nm et o(m,n) = ¢
(le mot vide), ce qui donne la S-réduction suivante :

Q™(\z"b,a) — (bla/x])"™.

La définition de B permet de propager les dépendances, en affirmant que le
résultat dépend de l'abstraction et de ’application. Noter que ce langage
étiqueté correspond a l'appel par nom, mais non a ’appel par valeur que
nous utilisons, et ou il faudrait tenir compte de I’étiquette de ’argument,
qui peut diverger avant de remplacer la variable x; c’est uniquement pour
simplifier cette présentation rapide que nous avons fait ce choix. Adapté a
I’étude des flux d’informations, ce langage étiqueté permet de déterminer si
le résultat observable d’un programme paramétré dépend de ses parametres.
Représentons un programme paramétré (4 un parametre pour simplifier) par
un contexte ] a une place; le résultat observable du programme paramé-
tré C[ ] dépend du parametre s'il existe deux termes e; et ey tels que Cleq]
converge et C'lez] diverge, puisqu’on n’observe du résultat de I'exécution que
la convergence. De deux choses, 'une : ou bien, pour tout terme e, le pro-
gramme Ce] diverge, et dans ce cas, le résultat observable de C[ ) ne dépend
pas de son parametre, ou bien il existe un terme e tel que C[e] converge.
Dans ce dernier cas, considérons ’exécution du programme étiqueté C' [66],
ou e a été étiqueté par ¢ ; alors 'étiquette du résultat est différente de ¢ si
et seulement si pour tout terme a, Cla] converge.

L’utilisation de ce langage étiqueté dans ce but n’est pas nouvelle. Dans [28],
Gandhe, Venkatesh et Sanyal s’en servent dans le cas du A-calcul pur (sans
stratégie d’évaluation) pour montrer la méme propriété; Klop et al. dans
[16, § 7], Abadi, Lampson et Lévy un peu plus t6t dans [3] montrent une
autre propriété classique de dépendance, dite de stabilité ou de généricité, ou
c’est la valeur méme du résultat qui est observée ; enfin, Conchon et Pottier
dans [70] appliquent les résultats d’Abadi et al. & la question du contrdle des
flux d’informations, ouvrant ainsi la voie que nous empruntons.
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Intéressons-nous maintenant au confinement. Une étiquette cette fois repré-
sente l'origine de 'opérateur, soit le code mobile, soit le code local. Il n’est
pas nécessaire de définir la concaténation, puisqu’aucune opération n’est réa-
lisée sur les étiquettes. En effet, 3(m,n) et o(m,n) sont égaux tous deux au
mot vide, ce qui donne pour la réduction :

Q™(Az"b,a) — bla/x].

L’origine des opérateurs est ainsi préservée par réduction. Il est alors pos-
sible de définir formellement la frontiere entre le code mobile et le code local
lors de I'exécution. Un terme €™ est a la frontiere dans un programme a s’il
existe un sous-terme f"(...,e™,...) de a tel que m est distinct de n.
Ce langage étiqueté est utilisé par Klop et al. dans [16, §4] pour définir for-
mellement la notion d’ancétre d’un opérateur. D’un point de vue sécuritaire,
on peut considérer que c’est le modele sous-jacent des langages permettant
d’associer a des ressources des droits d’acces. Lorsqu’un opérateur accede a
une ressource, il doit étre vérifié que I'opérateur en a le droit, en contrélant
son origine. Les qualificatifs d’acces « public » et « private » attribués aux
champs et aux méthodes en Java constituent un exemple de droits associés
a un objet, entendu comme ressource. Skalka et Smith dans [78] proposent
un raffinement de cette possibilité de qualifier les acces; la sémantique opé-
rationnelle de leur langage orienté objets se définit a partir d’une relation de
réduction qui préserve l'origine du code et les droits d’acces associés aux res-
sources. Un autre exemple intéressant est le « SLam Calculus »! (cf. [34]). Ce
langage congu par Heintze et Riecke permet d’attribuer a chaque ressource
une premiére étiquette liée a I'information qu’elle contient et une seconde
définissant les droits d’acces a la ressource, et a chaque opérateur d’acces
une origine. La relation de réduction définissant la sémantique opération-
nelle réalise la synthese des deux relations que nous venons de décrire, en
propageant les informations et en préservant les origines et les droits d’acces.
Détaillons maintenant le contenu du chapitre. Dans la premiere partie,
I’étude des flux d’informations est menée en deux temps. Tout d’abord,
nous étudions la question de la dépendance d’un programme paramétré re-
lativement a la valeur de ses parametres, puis nous définissons un critere de
confidentialité fondé sur une analyse de ’environnement local. Le langage
utilisé est le A-calcul paresseux avec appel par valeur.
A un langage étiqueté comme celui décrit précédemment, nous préférons
un langage a deux niveaux, I'un correspondant au code public, I'autre au
code privé. C’est une formulation équivalente ou les étiquettes annotent des

1C’est 'acronyme de « Secure A-Calculus ».
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termes et non des opérateurs?. Elle est particulierement adaptée & notre
cas dans la mesure ou le code public et le code privé ne s’imbriquent pas :
le programme paramétré est en effet formé de code public, alors que les
termes remplacant les parametres sont entierement formés de code privé.
Elle permet aussi de distinguer nettement deux niveaux non seulement dans
la syntaxe, mais aussi dans la sémantique : ’exécution du code public sera
modélisée par une relation de réduction, alors que ’exécution du code privé
sera modélisée par une relation d’évaluation. C’est cette distinction qui fa-
cilite I'interprétation abstraite du code privé.

Pour I’étude de la dépendance, notre démarche se résume ainsi :

— on commence par définir la dépendance : un programme paramétré
dépend de ses parametres si le résultat observable varie lorsque ses
parametres varient ; rappelons qu’on observe la convergence ou la di-
vergence ;

— lelangage a deux niveaux permet de traduire un programme paramétré
en distinguant le code public appartenant au programme du code privé
appartenant aux parametres; la propriété de dépendance s’exprime
tout aussi bien dans ce langage a deux niveaux ;

— le langage a deux niveaux est interprété abstraitement, en oubliant le
code privé, interprété par une unique valeur ; nous montrons que cette
traduction abstraite est completement adéquate pour la dépendance,
autrement dit, il est possible de définir abstraitement la dépendance,
sans aucune approximation ; ce résultat ne devrait pas surprendre dans
la mesure ou il est voisin de résultats bien connus, comme le théoreme
de stabilité cité plus haut.

Pour I'étude de la confidentialité, on considere que I’environnement local est
un programme paramétré, noté L, le parametre représentant la ressource
dont le contenu doit rester confidentiel. Nous avons vu en introduction (cf.
p. 12) que la propriété de confidentialité peut s’exprimer ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales §1 et do du parametre lo-
cal, Penvironnement local L[d1] est équivalent contextuellement
a lenvironnement local L[d2].

En utilisant la sémantique observationnelle du second chapitre (cf. 2.2.29
(p. 165)), on obtient une propriété équivalente :

pour tout couple de valeurs initiales 41 et do du parametre local,

2Si on consideére une paire d’étiquettes {m,n}, on définit la traduction par deux fonc-
tions, Ty, et Ty, vérifiant T (f™(e;);) = f(Tm(e;))s et Tm(f"(e;);) = n(f(Tn(e;));), et
de méme pour T, ; les étiquettes deviennent ainsi des opérateurs unaires. La traduction
du terme étiqueté e s’obtient par T, (e) ou Ty (e).
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I'observation de L[d1] est égale a 'observation de L[d2].

Compte tenu de la définition de 'observation (cf. déf. 2.2.1 (p. 139)), elle se
récrit encore :

pour tout couple de valeurs initiales 41 et do du parametre local,
pour toute suite de valeurs vy, . . ., vy, le programme L[d1] v; ... v,
converge si et seulement si le programme L[d2] vy ... v, converge,

soit, par définition de la dépendance,

pour toute suite de valeurs v, ...,v,, le programme local para-
métré Ljjv1...v, ne dépend pas de son parametre.

Comme nous avons pu définir abstraitement la dépendance, il est possible de
définir 'observation abstraite de I’environnement local, comme a été définie
I’observation concrete, pour arriver finalement au résultat suivant :

I’environnement local garantit la confidentialité de la ressource
si et seulement si son observation abstraite ne fait pas apparaitre
de dépendance.

A notre connaissance, ce critére de confidentialité est nouveau. Il est intéres-
sant parce qu’il permet d’adapter les analyses statiques de flux d’informa-
tions au cas du code mobile. Généralement, ces analyses sont des variations
de celle que Denning décrit dans [26]. Elles reposent donc sur 'idée d’abs-
traire le code confidentiel par une unique valeur, comme nous venons de
le faire. On peut considérer qu’une telle analyse statique associe a chaque
programme paramétré une valeur abstraite d’'un domaine abstrait, et qu’il
est possible de déterminer si une valeur abstraite révele de l'information
confidentielle, autrement dit, révele une dépendance relativement aux pa-
rametres. L’observation abstraite peut alors étre construite & partir de ces
valeurs abstraites. La question qui se pose est finalement d’approcher cette
observation abstraite en utilisant une représentation finie.

Dans la seconde partie du chapitre, nous nous intéressons a la question
du confinement. Il s’agit de vérifier que les ressources a protéger sont confi-
nées dans ’environnement local. C’est une propriété indispensable pour le
controle des acces, qui complete le controle de I'usage des ressources dans le
code local, et signifie que le code mobile ne peut pas accéder directement,
sans controle, aux ressources.

Nous utilisons un langage enrichi par des références, permettant de manipu-
ler des objets en mémoire ; il devient aussi typé, afin de distinguer les objets
en mémoire des fonctions. Grace aux références, il est possible de définir
pour chaque type un combinateur de point fixe3, ce qui est impossible dans

30n procede ainsi pour un type fonctionnel C' = A — B. Le combinateur de point fixe
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le A-calcul typé, ou tous les programmes terminent. Le langage reste donc
suffisamment expressif. La sémantique opérationnelle du langage est définie
par une relation de réduction entre configurations, formées chacune d’une
description de I'état de la mémoire et d’un terme de controle.

Comme annoncé, ce langage est annoté de maniere & pouvoir retrouver 1’ori-
gine de chaque opérateur, information indispensable pour vérifier le confine-
ment. Il est alors possible de définir la frontiere d’interaction entre le code
mobile et le code local lors de I'exécution : un terme apparait a la frontiere
dans une configuration s’il est ’argument d’un opérateur d’origine différente,
ou le contenu d’une référence d’origine différente. Notre premieére tache est
de caractériser par leur type les termes apparaissant a la frontiere lors d’une
exécution. Précisément, a partir de ’ensemble des types apparaissant a la
frontiere dans une configuration initiale, nous montrons comment calculer un
ensemble de types frontaliers qui contient ’ensemble des types apparaissant
a la frontiere dans toute configuration ultérieure. Ce résultat s’applique alors
naturellement au probléeme du confinement pour le code mobile. Comme nous
modélisons ’exécution du code mobile dans son environnement par 1’appli-
cation du programme mobile, fonction a un argument, a ’environnement
local, il vient qu’initialement seul I'’environnement local est a la frontiére,
si bien qu’il est possible d’obtenir de ’ensemble des types apparaissant a la
frontiere une majoration calculée a partir du type de I’environnement local.
Définissons maintenant un type confiné : un type est confiné dans I’environ-
nement local si le code mobile n’opere pas directement sur une valeur de
ce type provenant du code local. Pour qu’un type soit confiné, il suffit qu’il
ne puisse apparaitre a la frontiere, ce qui donne en utilisant la majoration
obtenue le critere suivant :

si un type n’apparait dans le type de I’environnement ni en une
occurrence positive, ni sous la garde du constructeur des types
de références, alors il est confiné dans I’environnement local.

Ce résultat, nouveau, résout une question posée par Leroy et Rouaix dans
[49, §5.1, p. 397]. Il est optimal, puisqu’il donne la condition la plus faible
possible a partir des types. En effet, nous montrons que si un type A appa-
rait dans un type donné L en une occurrence positive, ou sous la garde du

est défini sous la forme du contenu d’une référence :

let Ref((C’ — C) — C) Y = ARef((C—C)—C) in
set(Y,Af : € — C.n(f (get(Y) f))); get(Y),
oll as est une valeur par défaut de type A, set(l,e) affecte e a I, get(l) lit le contenu

de I, let Az = a in e déclare et initialise © & a de type A dans e et enfin n(f) réalise
I’'n-expansion de f.
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constructeur des types de références, alors il existe un environnement local
de type L et un programme mobile tels que le code mobile peut opérer sur
une valeur de type A provenant du code local.
Donnons quelques exemples de telles attaques ou coopérations.
Si L = (A— B) — C, le code mobile passe a I’environnement local une
fonction réalisant 'acces, a laquelle 'environnement transmet la valeur de
type A.
Si L = Ref(A) — B, le code mobile transmet une référence, a laquelle 'envi-
ronnement affecte une valeur de type A, qui devient disponible pour le code
mobile.
Si L = Ref(A — B), l'exercice est plus difficile. L’environnement affecte a
la référence qu’il rend accessible, notée [, une fonction particuliere, notée
f : celle-ci commence par lire le contenu de [, qui est une fonction, puis lui
passe une valeur de type A. Tant que le contenu de [ est f, cette fonction ne
termine donc en aucun argument. Quant au code mobile, il lit le contenu de
[, obtient f, affecte a [ une fonction réalisant 'acces a 'argument de type
A, et applique finalement f & un argument quelconque : le contenu de [, soit
maintenant la fonction d’acces provenant du code mobile, recoit une valeur
de type A d’origine le code local.
Revenons maintenant a la question du controle des acces. Comme nous
I’avons vu en introduction, les acces aux ressources peuvent étre contro-
lés d’une part en encapsulant dans les ressources les fonctions de controles,
d’autre part

— en confinant au code local les ressources a protéger

— et en instrumentant le code local, de maniere a controler 'usage des

ressources a protéger.

C’est évidemment cette seconde voie qui nous intéresse. Dans un premier
temps, nous cherchons & vérifier qu’étant donné un programme instrumenté,
I'instrumentation du code est correctement effectuée. Nous posons initiale-
ment cette question de maniere générale, sans nous préoccuper de la distinc-
tion entre le code local et le code mobile, si bien qu’il s’agit de déterminer
si 'exécution d’'un programme vérifie la propriété suivante :

le code non instrumenté n’accede jamais a une ressource devant
étre protégée.

Nous ne nous intéressons pas a la maniere dont le code est instrumenté, ni
par conséquent a la nature de la politique de sécurité que l'instrumentation
applique. Comme les ressources sont modélisées dans notre langage par des
valeurs, et les fonctions d’acces par des destructeurs, la propriété précédente
peut se formuler plus précisément ainsi :
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une valeur devant étre protégée n’est jamais détruite par un des-
tructeur non instrumenté.

Syntaxiquement, il est donc nécessaire de pouvoir distinguer les opérateurs a
protéger ou instrumentés de ceux qui ne le sont pas. Aussi introduisons-nous
deux étiquettes, | et T, auxquelles nous attribuons la signification suivante,
selon qu’elles annotent un constructeur ou un destructeur :

H constructeur destructeur

1 || pas de protection | pas d’instrumentation

T || protection instrumentation

La propriété s’énonce finalement ainsi :

un destructeur étiqueté par | n’est jamais appliqué a une valeur
étiquetée par T.

C’est par un systeme de types annotés que nous imposons le respect de cette
propriété : tout programme admettant un type dans ce systeme vérifie alors
la propriété lors de son exécution. Dans ce systeme, une valeur a protéger
regoit un type étiqueté par T, alors qu’une valeur ne nécessitant aucune
protection regoit un type étiqueté par L. De tels types étiquetés seront dits
sécuritaires. Ce systeme est précisément la restriction de celui du « SLam
Calculus » aux controles d’acces. Dans [34], Heintze et Riecke définissent
également une relation de sous-typage, ol tout type AL est un sous-type
de AT. Cest qu’en effet le principe de substitution tel qu’il est énoncé par
Liskov et Wing dans [51, §1] s’applique. Considérons en effet un programme
paramétré quelconque Cf 1 : si pour tout valeur v de type AT la propriété
précédente est vérifiée lors de 'exécution de Clv], alors on peut en déduire
que pour toute valeur v de type AL, elle est également.

Cette relation de sous-typage permet de reformuler la question du confi-
nement en utilisant le slogan « convertir pour confiner ». Le programme
mobile est supposé typé dans le systeme des types classiques, sans anno-
tation, alors que ’environnement local est typé dans le systeme des types
sécuritaires ; cette dissymétrie traduit la distinction entre le code mobile,
indéfini, et le code local, a disposition pour l'analyse. Remarquons alors
que le programme mobile est aussi typé dans le systeme des types sécuri-
taires, a condition d’utiliser la seule étiquette |, puisqu’il ne contient pas
de ressources a protéger et n’est pas instrumenté. En conséquence, si le type
sécuritaire de ’environnement local n’utilise que 1’étiquette L, ’application
du programme mobile & I'environnement local admet aussi un type dans le
systeme des types sécuritaires, et la propriété de confinement est vérifiée. Si
le type de I'environnement local comporte des étiquettes T, il est possible
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dans certains cas de les faire disparaitre en utilisant les regles de sous-typage.
Par exemple, si I’environnement local a pour type AT, il est impossible de
supprimer Pétiquette T, alors que s'il a pour type AT 5 Bt il a aussi
pour type le sur-type At e B*, annoté seulement par L (en utilisant la
contravariance pour ’ensemble de départ). La connexion avec notre étude
précédente de la frontiere et du confinement vient de la propriété suivante
de la relation de sous-typage :

le type sécuritaire de ’environnement local peut étre converti en
un type sécuritaire utilisant seulement I’étiquette L si et seule-
ment si tout type apparaissant dans le type de ’environnement
local en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
des types de références est étiqueté par L.

On retrouve que le controle des acces repose d’'une part sur I'instrumentation
du code local, d’autre part sur une forme de confinement, puisque la der-
niére propriété implique que les types a protéger sont confinés. C’est cette
connexion qui est intéressante, puisqu’elle formalise 'intuition qu'un type
définit une frontiere.

Terminologie Par la suite, nous allons souvent rencontrer des traductions
entre deux ensembles, par exemple une interprétation abstraite permettant
de passer d’un ensemble concret & un ensemble abstrait. Ces ensembles en
correspondance ne viennent pas seuls, mais munis de fonctions ou de rela-
tions, et nous nous intéressons a leur transfert d’un ensemble a 'autre par
la traduction. Dans un contexte algébrique, la notion de morphisme est in-
troduite par exemple pour exprimer une compatibilité entre la traduction
et les opérations. Voici une description rapide de notre terminologie pour ce
genre de correspondances, dans le cas d’une propriété.
On considere deux ensembles disjoints F et I, et une propriété P, identifiée
par son extension, définie sur la réunion de E et F'. On note Pg 'intersection
de P et E, Pr lintersection de P et F. Soit ¢ l'application de E dans F
réalisant la traduction. On dira que :

— ¢ préserve P, ou P est stable par ¢, si ¢(Pg) C Pr,

— P est dense pour ¢ si Pr C ¢(Pg),

— ¢ conserve P si o(Pg) = Pr,

— ¢ est adéquate pour P si o~ '(Pp) C Pg,

— @ est complétement adéquate pour P si o~ '(Pp) = Pg.
Les trois premieres définitions suivent la terminologie utilisée pour les points
fixes (pré et post). Les deux dernieres suivent la terminologie utilisée en
logique pour définir le rapport entre un calcul syntaxique (pour démontrer)
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et la sémantique (pour signifier) : on calcule dans F', on signifie dans F,
ce qui est typiquement le cas lorsqu’on ¢ correspond a une interprétation
abstraite du domaine concret F vers le domaine abstrait F'.

3.1 Un critere abstrait de confidentialité

Nous nous intéressons aux flux d’informations entre les ressources de
I’héte et le code mobile. Précisément, nous cherchons a caractériser les en-
vironnements garantissant la confidentialité des ressources qu'’ils protegent.
Notre point de départ est plus général, puisque nous commencons par étu-
dier la question de la dépendance : il s’agit de caractériser les programmes
paramétrés dont le résultat observable dépend de leurs parametres. A cette
fin, nous introduisons un langage a deux niveaux, I’un public, correspondant
au code du programme paramétré, I’autre privé, correspondant au code des
termes remplacant les parametres. C’est son interprétation abstraite qui va
nous servir a caractériser abstraitement tout d’abord la dépendance, puis
la confidentialité. L’interprétation abstraite consiste a interpréter le niveau
privé trivialement, par une seule valeur. Rappelons enfin que cette étude est
menée a partir du A-calcul paresseux, avec appel par valeur.

3.1.1 Un langage a deux niveaux

Ajoutons au A-calcul un second niveau : le premier niveau correspond au
code public, le second au code privé, au sens ou sa confidentialité doit étre
assurée. La syntaxe du langage est enrichie par un opérateur permettant de
transformer du code privé en code public; plus précisément, pour faciliter
I’expression de la sémantique opérationnelle, deux versions de cet opérateur
sont utilisées, la premiere, notée d,, permettant de convertir n’importe quel
terme privé en un terme public, qui, une fois clos, donne un radical, la se-
conde, notée dy, permettant de convertir n’importe quelle abstraction privée
en un terme public, qui, une fois clos, donne une valeur.

La syntaxe du A-calcul a deux niveaux est définie par la grammaire
suivante :

e == x|Azel|eel|d(e)|dv(Axe).

Il est important de remarquer que seuls les opérateurs de conversion les plus
extérieurs importent : ils marquent la limite entre le code public et le code
privé. On note A I'ensemble des termes & deux niveaux, et A9 ensemble
des programmes a deux niveaux.
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La sémantique opérationnelle est définie en distinguant deux niveaux, par
une relation de réduction pour le code public, par une relation d’évaluation
pour le code privé; on la formule cependant en donnant directement le ré-
sultat de I’exécution, comme on l'a vu dans la table 2.11 (p. 136) pour le
A-calcul simple. Quelques notions usuelles sont indispensables.

On ajoute a la définition habituelle d’une substitution qu’elle commute avec
Oy et dy : si o est une substitution, on a ainsi

dr(e)lo] = d(elo]),
Sy(Aze)lo] = o((Axe)lo]).

Une valeur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la conversion
publique d’une abstraction close privée :

v = Aze|dy(Aze),

ol Az e est une abstraction close. On note Vo ’ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien I’application d’une valeur a une autre valeur, ou bien
la conversion publique d’un programme privé :

r = vv|d(e),

ol e est un programme.
Un contexte de réduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E = —|vE|FEe,

ol e est un programme.

Comme d’habitude, tout programme peut se décomposer de maniere unique
en une valeur ou un radical placé dans un contexte de réduction : si e est
un programme, ou bien c’est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unique contexte de réduction E tel que e = E|r] (E[r| abrégeant
El[r/=]).

Enfin, un résultat d’évaluation est soit une valeur, soit la divergence; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, notées | pour le code
public, dy(L) pour le code privé, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code privé :

p = v|L]oy(Ll).
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Il est utile de définir la traduction du A-calcul & deux niveaux permettant
d’effacer les conversions et donc d’abolir les niveaux. Cette application, notée
Ty .1, est définie récursivement par les équations suivantes :

Toi(z) = =x,
Ty 1(Aze) = AxTai(e),
To1(fe) = Trui(f) Ta—ale),
To—1(0e(e)) = Taoile),
To1(0v(Aze))) = Tooi(Aze).

La fonction de traduction To_,; est étendue aux résultats d’évaluation par
To1(L) = L et Ta1(dy(L)) = L. On remarque que la fonction de tra-
duction Ty_,; commute avec les substitutions, puisque pour tous termes e;
et eg et toute variable x, on a :

To—1(e1e2/z]) = To—i(e1)[Tr—1(e2)/x] .

Elle traduit aussi une valeur en une valeur, un contexte de réduction en un
contexte de réduction et un radical différent de 6,(Ax e) en un radical. Par
la suite, on utilisera ces propriétés sans mention.

La relation d’évaluation, notée |lo, qui associe a un programme un résultat
d’évaluation, est définie par le systéme d’inférence de la table 3.1 (p. 196),
pour lequel une interprétation mixte est utilisée ; elle s’appuie sur la relation
d’évaluation du A-calcul simple, toujours notée |} . Les regles se répartissent
en trois groupes :

— les regles [VALJ, [5+] et [5—] correspondent & celles du A-calcul simple,
étudié précédemment,

— les regles [PRIV/f3+] et [PRIV/B—] correspondent a 'application a
un argument d’une abstraction privée, application publique donnant
un résultat privé,

— les regles [PRIV/CONV+], [PRIV/CONV-]| et [PRIV/DIV] corres-
pondent a ’exécution du code privé.

Quelques résultats concernant la sémantique opérationnelle nous seront utiles.
On montre tout d’abord que la relation d’évaluation se préserve par efface-
ment des niveaux, puis que la relation d’évaluation est déterministe et totale.

Proposition (Lemme de ’effacement)
Soit e un programme o deux niveaux $’évaluant en p :

elap.
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[VAL] (’U S Vg)

v g v

+ Elalv/z]] 2 p p# L
E[(Aza)v] Y2 p [5+] (v €V, >

— Elafv/]] J2 L
El(Aza)v] 2 L

[6=] (veVa)

+ By (alo /2] o ¢ il
E[&V()\l’ a) U} U2 P [PRIV/5+} ( v € Vy >

— E[5:(alv/z])] 42 L
E[6y(Aza)v] {2 L

[PRIV/6-] (v € Va)

+ E[0,(A\za)] I2 p ot L
moe] 1o PEVeoNvH (8700 ) )
— Elo(Aza)] §o L
BB )] ba L [PRIV/CONV-] (Te_1(e) I Azxa)
0

E[o:(e)] Y2 0y(L) [PRIV/DIV] (T2-1(e) I 1)

TAB. 3.1 — Sémantique opérationnelle du langage a deux niveaux
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Alors sa traduction dans le A-calcul simple To_,1(e) s’évalue en la traduction
de p, Ta—1(p) -
Toi(e) I Toi(p).

Démonstration
Pour tout couple (e, p) tel que e {2 p, on construit une preuve de

To—1(e) I Ta—1(p)

en résolvant un systeéme d’équations récursives, d'inconnues (X(c,y)) (e,p)le 2 p-
Pour faciliter une description générique des équations, on note p4 un résul-
tat d’exécution égal a une valeur, et p_ une valeur de divergence, 1 ou
dy(L). L’indice « 4+ » ou « — » se réfere a 'interprétation mixte du systéme
et indique la contrainte portant sur le profil de la preuve de la prémisse,
« 4+ » pour une preuve bien fondée, « — » pour une preuve infinie en profon-
deur. On décrit dans la table 3.2 (p. 197) I’équation associée a X(.,,) en
fonction de la décomposition de e soit en une valeur, soit en un radical dans
un contexte de réduction ; on a noté dans cette table * un élément de la paire
{+, -} A cause de I’équation 3.1, le systéme n’est pas gardé ; montrons qu’il
0

Xww) = eV
) To1(v) | Tosi(v) (v 2)

* X (Blafv/a]],px)
To1(E[(Aza)v]) I Tai(ps)

X(B[(Aza)v],px)

* X(B[5: (alv/])],p+)
To1(E[6y(Aza)v]) I Tai(ps)

X (B[S (Aza) v],p.)

X(E[év(T24»l(a))Lp*) si T2_>1(a) eV (31)

XEb:(@)p) = * X(B(5:(a/)]px) sinon
To1(E[6:(a)]) I Tor1(ps) (T2—1(a) — a')

TaB. 3.2 — Dém. prop. 3.1.1

est cependant équivalent a un systeme gardé.

Dans ce but, définissons une relation entre programmes a deux niveaux,
7 Y

notée —, par :

T e = Elo:(a)]
ee <:{ dF,a. ¢ = E[6y(T2—1(a))]
Tgﬂl(a) ev
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Remarquons que cette relation est déterministe : en conséquence, a chaque
programme e a deux niveaux, on peut associer I'unique trace suivant la re-
lation =5 commencant en e. Pour montrer que le systéme d’équations est
équivalent & un systéme gardé, il suffit de montrer que la relation —> ter-
mine.

On montre par récurrence sur le terme e que si e est un programme, alors
la trace suivant — associée & e est finie.

Soit e un programme.

Si e est une valeur, aucune réduction n’est possible.

Supposons e = E[r], ou E est un contexte de réduction et r un radical, et
examinons les différents cas pour F.

o [ =—

S’il existe un programme a tel que r vaut d;(a) et To—1(a) € V, alors e se
réduit par = en d,(To_1(a)), qui ne se réduit pas.

Sinon, e ne se réduit pas.

o F = U1 E2

Par I’hypothese de récurrence, la trace associée & Es[r] suivant ~5 se termine
par un programme es. On constate que la trace associée a e se termine alors
par vy es.

o F = E1 (]

Par I'hypothese de récurrence, la trace associée & E1[r] suivant ~> se termine
par un programme e;. Il ’ensuit que e se réduit par — en ej es.

Si e; n’est pas une valeur, alors e] es ne peut pas se réduire, puisque sinon,
e1 se réduirait.

Si e; est une valeur, on raisonne comme précédemment. Par 'hypothese de
récurrence, la trace associée i es suivant — se termine par un programme
e5. On constate que la trace associée a e se termine alors par e; €.

Le systeme d’équations est donc équivalent a un systeme gardé. Le sys-
teme équivalent est quasi-uniforme et compatible avec le systeme d’infé-
rence définissant les résultats d’exécution (cf. tab.2.11 (p. 136)) pour le
A-calcul simple : d’apres la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple
(e,p) tel que e |2 p, la valeur de la solution en X{(e,p) €st une preuve de
Taoi(e) 4 Taoa(p).

L

Montrons maintenant que la relation d’évaluation |}2 est déterministe.

Proposition (Déterminisme de 1’évaluation)
Soient e un programme @ deuzr niveauz, p1 et pa deux résultats d’évaluation.
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Si e s’évalue en p1 et en pa, alors les résultats p1 et pa sont égaur :

eldla p1 e {2 p2
P1 = P2

Démonstration
Supposons e {2 p1 et e Y2 po.
Montrons tout d’abord que si p; est différent de L, alors p; = po.
Supposons p; # L. On remarque tout d’abord que le jugement e |3 p; est
validé par une preuve bien fondée, utilisant les regles [VAL], [3+], [PRIV/G+],
[PRIV/CONV+] et [PRIV/DIV]. Pour montrer I’égalité, il suffit alors de rai-
sonner par récurrence structurelle sur la preuve bien fondée de e {2 p; : c’est
immédiat.
Supposons p; = L. Raisonnons par I'absurde. Si po # L, par le résultat
précédent, p; = ps, contradiction.

L

Enfin, montrons que la relation d’évaluation est totale.

Proposition (Totalité de 1’évaluation)
Tout programme admet un résultat d’exécution :

VeEAg. dp. el p.

Démonstration

Répartissons les programmes en deux ensembles, d’'une part ceux qui ad-
mettent un résultat d’exécution différent de 1, d’autre part ceux qui n’en
admettent pas. Soit D ce dernier ensemble :

def
D= {eeA)[~(3p. p# LAe s p)}.
Pour tout programme e de D, on va construire une preuve de
(& UQ L

en résolvant un systeme d’équations récursives, d’inconnues (Xe¢)eep, ce qui
permettra de conclure.
Soit e un programme de D. Nécessairement, e peut se décomposer en un
radical dans un contexte de réduction. Le radical peut étre d’une des trois
formes suivantes :

(Aza)v,

dv(Aza)v,

or(a).
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Dans le troisiéme cas, nécessairement To_,1(a) est convergent, sinon e s’éva-
luerait en dy(L).

Décrivons maintenant les équations du systeme, suivant les différentes dé-
compositions possibles, correspondant respectivement aux regles d’inférence
[B—], [PRIV/3—] et [PRIV/CONV-] :

. — XEfafv/a))
E[(\z a) v] E[(Aza)v] §o L
B — XE[s, (afv/a))]
E[6y(A\z a) v] Elb,(Aza)v] 42 L’
— XE[, (A2 b)]
Xpl@) = T o, (T2 e
. @) T L (T2—1(a) ¥ Azbd)

Vérifions que les équations sont bien formées. Elles ont toutes la forme

— X
_6 ~U«2 J_'

Xe

Dans chaque cas, on peut constater que si e’ s’évalue en un résultat différent
de L, il en est de méme de e, soit en contraposant, si e appartient a D, alors
e’ aussi.

Enfin, ce systeme d’équations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
teme d’inférence définissant les résultats d’exécution (cf. tab.3.1 (p. 196)) :
d’apres la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de D, la valeur
de la solution en X, est une preuve de e {}o L.

L

Nous allons maintenant interpréter le niveau privé abstraitement. Préci-
sément, nous allons interpréter tout terme d,(e) par d, et tout terme Jy (Az e)
par dy. La syntaxe du langage abstrait est donc définie par la grammaire sui-
vante :

e == z|AXrelee|d |oy.

La sémantique opérationnelle abstraite se définit comme précédemment en
distinguant deux niveaux, par une relation de réduction pour le code public,
par une relation d’évaluation maintenant triviale pour le code privé. Nous
reprenons la description réalisée pour le langage concret a deux niveaux.
On ajoute a la définition habituelle d’une substitution I'invariance de 9§, et
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dy ; si o est une substitution, on a ainsi

olo] = o,
Ovlo] = oy.

Une wvaleur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la valeur
abstraite 9y :

v o= Azxe|dy.

On note V5 'ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien I’application d’une valeur a une autre valeur, ou bien
le radical abstrait 9, :

rou= vould.

Un contexte de réduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E = —|vE|Fe,

ou e est un programme.

Comme d’habitude, tout programme peut se décomposer de maniere unique
en une valeur ou un radical placé dans un contexte de réduction : si e est
un programme, ou bien c’est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unique contexte de réduction E tel que e = Elr] (E[r| abrégeant
Elr/-).

Enfin, un résultat d’évaluation est soit une valeur, soit la divergence; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, notées | pour le code
public, dy(L) pour le code privé, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code privé :

p = v|L]o(Ll).

La relation d’évaluation, notée | A , qui associe a un programme un résultat
d’évaluation, est définie par le systéme d’inférence de la table 3.3 (p. 202),
pour lequel une interprétation mixte est utilisée; il s’agit de l'interpréta-
tion abstraite des regles du systeme d’inférence de la table 3.1 (p. 196),
définissant la sémantique opérationnelle concrete. L’interprétation abstraite
rend la relation d’évaluation non déterministe. Ainsi, le radical abstrait ¢,
s’évalue par la regle [PRIV/CONV+]| (et la regle [VAL]) en 4y, et par la
régle [PRIV/DIV] en d0y(L); il en est de méme de lapplication &y v, qui
s’évalue comme ¢, par la régle [PRIV/5+]. Les deux propositions suivantes
permettent de préciser la nature du non-déterminisme. Si l’on s’intéresse aux
seules valeurs, la relation d’évaluation est déterministe.
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0

via v

+ Ela[v/z]] 4a p p# L
E[(Aza)v] Ya p o] ( vEVa )

— Elafv/a]] §a L
E[(Axa)v] §a L

+E[5r]UAp p#L )
iy " (125,

- E[5r] U’A L
E[évv] uA L

[VAL] (U S VA)

[6=] (veVa)

[PRIV/B—] (v e Va)

+ E[(sv] ‘U’A P
E[(sr} ‘U’A P
— E[6y] Ja L
E[ér} uA L

[PRIV/CONV+] (p# L)

[PRIV/CONV-]

[PRIV/DIV]
E[(sr] liA 5V(J—)

TAB. 3.3 — Sémantique opérationnelle abstraite du langage & deux niveaux
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.l Evaluation abstraite :
Proposition ( _, . )
Déterminisme pour les valeurs
Soient e un programme abstrait ¢ deux niveauzx, vi et vy deux valeurs abs-

traites. Si e s’évalue en vy et en vy, alors les valeurs vy et vy sont égales :

ela vi el v
(1)1,1)2 S VA).

V1 = V2

Démonstration

On remarque tout d’abord que les jugements e {5 vy et e o vo sont validés
par des preuves bien fondées, utilisant les régles [VAL], [5+], [PRIV/3+] et
[PRIV/CONV+]. Pour montrer 1’égalité, il suffit de raisonner par récurrence
structurelle sur la preuve bien fondée de e {ao v1 : c’est immédiat.

L

Un programme abstrait ou bien converge (vers une valeur), ou bien diverge
publiquement, ces deux possibilités s’excluant.

s Evaluation abstraite :

Proposition ( _, L. .. . . L)
Déterminisme et totalité hors divergence en privé

Soit e un programme abstrait o deux niveauz. Alors e converge vers une

valeur si et seulement si e ne diverge pas publiquement :
dJve V. e UA 1)<=>—\(6 UA J_).

Démonstration

e JveVy.e g v=(e s 1)

Soit v une valeur telle que e s v. Il est facile de montrer par récurrence
structurelle sur la preuve bien fondée de e o v que (e o L).

o (e g L)y=TFveVp.elarw

On contrapose. Soit D l’ensemble des programmes e tels que pour toute
valeur v, on ait =(e {o v). Pour tout programme e de D, on construit une
preuve de

e Ja L

en résolvant un systeme d’équations récursives, d’inconnues (Xe)eepn-

Comme par définition, tout programme de D se décompose en un radical
dans un contexte de réduction, nous pouvons décrire les équations de ce
systeme suivant les différentes décompositions possibles, correspondant aux
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regles d’inférence [5—], [PRIV/3—] et [PRIV/CONV-] :

x — XBlafv/a]
E[(Aza)v] )
E[(Aza)v] Ja L
— Xps,
XE[S, 0] —_—,
E [6V U] iLA uE
— XEls,)
Xew) = o o
E [6r] UA 1
Vérifions que les équations sont bien formées. Elles ont toutes la forme
— X
e Ua 1

Dans chaque cas, on peut constater que si €’ s’évalue en une valeur, il en est
de méme de e, soit en contraposant, si e appartient & D,alors €’ aussi.
Enfin, ce systeme d’équations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
teme d’inférence définissant les résultats d’exécution abstraits (cf. tab.3.3
(p. 202)) : d’apres la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de
D, la valeur de la solution en X, est une preuve de e {5 L.

L

Ces deux dernieres propositions permettent de distinguer différents cas pour
I’observation des résultats d’un programme abstrait & deux niveaux. Avant
de les énoncer, introduisons une notation utile pour la relation d’évalua-
tion, permettant de décrire I’ensemble des résultats d’évaluation de tout
programme abstrait e :

de .
e Ua {pos ot} Ep. e la pe @i<n. p=pi).

Etant donné un programme abstrait e, il est facile de voir que les résultats
de son exécution vérifient une et une seule des trois propriétés suivantes :
— [T] : le programme converge uniformément (vers une unique valeur) :

FlveVa. e a {v},
— [L] : le programme diverge uniformément :
(e da {L}) V(e 4a {L,0v(L)}),

— [A] : le programme dépend de §, (ou converge et diverge en privé) :

dJveVa. e la {v,5v(J_)}.
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Donnons quelques exemples. N’importe quel programme convergent du \-
calcul simple, c’est-a-dire formé de code public uniquement, vérifie la pro-
priété [T|; de méme, n’importe quel programme divergent du A-calcul simple,
vérifie la propriété [L]; si Q est un tel programme, alors (Axz ) d, s’évalue
en L et 0y(L), et vérifie donc la propriété [L]; enfin, d;, qui s’évalue en dy
et dy(L) vérifie la propriété [A].
Par la suite, nous notons ainsi les trois propriétés précédentes :

— e la [T] : le programme e vérifie la propriété [T],

— e {a [L] : le programme e vérifie la propriété [ L],

— e o [A] : le programme e vérifie la propriété [A].

Il nous reste a établir la correspondance entre le langage a deux niveaux
et son interprétation abstraite.
Définissons tout d’abord par récurrence structurelle la fonction d’interpré-
tation, notée To_, A, transformant tout programme a deux niveaux en un
programme abstrait, ou le code privé a été effacé :

Toa(2) x,
Toa(Aze) = AxTaale),
Tooa(fe) = Taoa(f) Ta—ale),
Toa(d(e)) = 6,
Toa(dy(Aze)) = 0.

On étend aussi cette fonction aux résultats d’exécution de la maniere sui-
vante :

T2_>A(J_> = 1,
T2—>A(6V(J—)) = 6V(J_)

On remarque que la fonction d’interprétation commute avec les substitu-
tions, puisque pour tous termes e et es et toute variable x, on a :

To—a(erlez/a]) = To—a(er)[To—ale2)/x].

Elle interprete aussi une valeur par une valeur, un contexte de réduction
par un contexte de réduction et un radical par un radical. Par la suite, on
utilisera ces propriétés sans mention.

La relation d’évaluation est préservée par l'interprétation abstraite du lan-
gage a deux niveaux, au sens donné par la proposition suivante.
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Interprétation abstraite :
Préservation de la relation d’évaluation )
Soit e un programme o deux niveaux admettant p pour résultat d’exécution.
Alors Uinterprétation abstraite de e admet linterprétation abstraite de p

pour résultat d’exécution :

Proposition (

e 2 p
Toa(e) da Taalp)

Démonstration
Pour tout couple (e, p) tel que e {2 p, on construit une preuve de

To_ale) $a Taa(p)

en résolvant un systeme d’équations récursives, d’inconnues (X p))(e,p)le 42 p-
Pour faciliter une description générique des équations, on note p4 un résul-
tat d’exécution égal a une valeur ou a dy(L), et p_ la valeur de divergence
L. L’indice « + »ou « — »se réfere a l'interprétation mixte du systeme
et indique la contrainte portant sur le profil de la preuve de la prémisse,
« + » pour une preuve bien fondée, « — » pour une preuve infinie en pro-
fondeur. On décrit dans la table 3.4 (p. 207) I'équation associée a X(. ,,)
en fonction de la décomposition de e soit en une valeur, soit en un radical
dans un contexte de réduction; on a noté dans cette table * un élément
de la paire {+,—}. On vérifie aisément que ce systeme d’équations gardé
et quasi-uniforme est compatible avec le systeme d’inférence définissant les
résultats d’exécution (cf. tab. 3.3 (p. 202)) pour le langage abstrait : d’apres
la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple (e, p) tel que e {2 p, la valeur
de la solution en X, ,y est une preuve de To.a(e) da T2-a(p).

L

Etudions une forme de réciproque, qui montre que toute évaluation abstraite
est l'interprétation d’au moins une évaluation concrete : autrement dit, la
relation d’évaluation est dense pour l'interprétation abstraite. Examinons
trois cas, suivant le résultat de I’évaluation abstraite.

Commencons par les valeurs.

Interprétation abstraite :
Proposition ( Densité de la relation d’évaluation - )
Cas des valeurs
Soit a un programme abstrait o deuxr niveaur convergent vers une valeur
abstraite u :
aldau (ue Vy).
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]
X v, = (U c VQ)
T, A (v) Ua Toa(v)
* X(Blafv/a]],p+)
T2—>A(E[(>‘$ CL) U]) UA TQ—»A(P*)
* X (B[5: (alv/2])],p+)
Ty A(E[0v(Aza)v]) da Toa(ps)
* X(E5, (A b)]px)
To—a(E[6:(a)]) A Ta—alps)

X(EB[(Oza)olp) =

X(EB(aa)vlp) =

si T2_>1(a) U Ax b

X(Eb(a)p) =

0
Ty a(E[6:(a)]) $a 0v(L)

si T2_>1(a) U 1

TAB. 3.4 — Dém. prop. 3.1.6

Alors il existe un programme concret a deux niveaux ¢ ayant pour interpré-
tation abstraite a et convergent vers une valeur concréte v :

cla v (Tooa(c) =a,v e Vy).

Démonstration
Soit pax le programme défini dans la démonstration de la proposition 2.2.5
(p. 144), et vérifiant la propriété suivante :

Vv E€V. Ppax ¥ ¥ Prax -

Ce programme est aussi une abstraction, qu’on note Az p.
Associons a tout terme abstrait & deux niveaux a un terme concret, noté
T'(a) et défini par récurrence sur a ainsi :

T(zx) = =,

T(Azb) = XxT(b),
T(araz) = T(a1)T(az),
T(6) = r(Pmax)
T(6v) = 6v(Pmax) -

Nous utiliserons par la suite quelques propriétés concernant 1" sans les men-
tionner. Tout d’abord, T' commute avec les substitutions : pour tous termes



208 Chapitre 3. Deux analyses de I'’environnement local

abstraits a; et ag, et toute variable x, on a T'(a1[as/z]) = T(a1)[T (a2)/z].
Ensuite, I'image par T d’une valeur abstraite est une valeur concrete, et
I'image d’un contexte de réduction abstrait est un contexte de réduction
concret.

Nous allons montrer par récurrence sur la preuve de a {ao u© que

T(a) d2 T(u).

Examinons les différents cas pour la regle concluant la preuve de

a s u.

e [VAL]
La conclusion est 'axiome u o u. Evidemment, T(u), qui est une valeur,
s’évalue en T'(u).

o [+

La preuve se termine par I'inférence suivante :
+ Eb[v/z]] A u
ElOzb)v] da u

On déduit de 'hypothese de récurrence que T(E[blv/z]]) |2 T(u). Par la
regle [5+], on déduit que T(E[(Azb)v]) {2 T(u).

e [PRIV/(G+]

La preuve se termine par l'inférence suivante :
+ E[6:] da u
E [5V U] Ja U

On déduit de 'hypothese de récurrence

T(E[6:]) V2 T(u),
soit
T(E)[6:(Pmax)] Y2 T(u).

Nécessairement, ce jugement est déduit par la regle [PRIV/CONV+] du
jugement

T(E)[0v(Pmax)] ¥2 T(u).

Posons v/ = To_1(T(v)).
Par la regle [PRIV/CONV+], on déduit du jugement précédent le jugement

T(E)[ox(plv'/2])] d2 T(u),
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puisque py.. v, qui se réduit en p[v'/z], s’évalue en p,,.. Finalement, par
la regle [PRIV /4], on obtient
T(E) [5V(pmax) T(U)] Yo T(u) :
e [PRIV/CONV+]
La preuve se termine par l'inférence suivante :
+ E[oy] Ja u
E[6] Ya u

On déduit de 'hypothese de récurrence que T(E)[0v(Ppax)] I+ T(w). Par la
regle [PRIV/CONV+], on obtient T'(E) [0 (Ppmax)] 4 T'(u).

L

Venons-en a la divergence privée.

Interprétation abstraite :
3.1.8 Proposition ( Densité de la relation d’évaluation abstraite - )
Cas de la divergence privée
Soit a un programme abstrait a deux niveaux divergent en privé :

a Ja dy(L).

Alors il existe un programme concret a deux niveaux ¢ ayant pour interpré-
tation abstraite a et divergent en privé :

c o 6y(L) (Tooal(e) =a).

Démonstration

Soit p,;, un programme divergent, par exemple le programme (Az x x) (Az x ).
Associons a tout terme abstrait @ un terme concret, noté 7'(a) et défini par
récurrence sur a ainsi :

T(x) = =z,

T(Axb) = XT(b),
T(fa) = T(f)T(a),
T6:) = 6(Pmin)

T(6y) = 6v(ATPpmin) -

Nous utiliserons par la suite quelques propriétés concernant 1°, sans les men-
tionner. Tout d’abord, T' commute avec les substitutions : pour tous termes
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abstraits a; et ag, et toute variable x, on a T'(a1[as/z]) = T(a1)[T (a2)/z].
Ensuite, I'image par T d’une valeur abstraite est une valeur concrete, et
I'image d’un contexte de réduction abstrait est un contexte de réduction
concret.

Nous allons montrer par récurrence sur la preuve de a {o dy(L) que

T(a) {2 0v(L).
Examinons les différents cas pour la regle concluant la preuve de
a a oy(L).
o [5+]

La preuve se termine par 'inférence suivante :
+ Efafv/z]] Ia 0v(L)
El(\ra)v] ba 0u(L)

On déduit de I'hypothese de récurrence que T'(Elalv/z]]) 2 dyv(L). Par la
regle [5+], on obtient T(E[(Ax a)v]) {2 dv(L).
e [PRIV/(G+]

La preuve se termine par l'inférence suivante :

+ E[ér] “uA 5V(J_)

Eldyv] $a 6v(L)

On déduit de ’hypothése de récurrence

T(E[(Sr}) @2 5V(J_)7

soit
T(E)[(Sr(pmin)] U’? 5V(J—) :
Par la régle [PRIV/(+], on obtient

T(E)[0v(A% proin) T'(v)] Y2 0v(L),
soit
T(E[0yv]) Y2 6y(L).
e [PRIV/CONV+]

La preuve se termine par 'inférence suivante :
+ E[(sv] U’A 5V(J_)
E[6:] ba 8e(L)
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Par la régle [PRIV/DIV], on a directement T'(E) [0r(Prin)] U2 dv(L), puisque
Pmin diverge.

e [PRIV/DIV]

La preuve se termine par l'inférence suivante :

0
E[5r] U’A 5V(J_)

Par la regle [PRIV/DIV], on a directement T'(E)[0;(Pyin)] U2 dv(L), puisque
Pmin diverge.

L

Terminons par la divergence publique.

Interprétation abstraite :
Proposition ( Densité de la relation d’évaluation - )
Cas de la divergence publique
Soit a un programme abstrait ¢ deux niveaux divergent publiquement :

a {a L.

Alors il existe un programme concret & deux niveaux ¢ ayant pour interpré-
tation abstraite a et divergent publiguement :

cla L (Tosa(c)=a).

Démonstration
On réutilise la fonction T' définie au début de la démonstration de la propo-
sition 3.1.7 (p. 206), vérifiant

T(dr) = 6r(pmax)a
T((SV) = 6V(pmax)'

On rappelle que p,,., est le programme défini dans la démonstration de la
proposition 2.2.5 (p. 144), qu'il vérifie

Vv EV. Ppax? I Prax s

et qu’il est égal a une abstraction, qu’on note Az p.
Soit D I’ensemble des programmes abstraits divergents publiquement :

D™ {aecAY a s L),
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Pour tout programme a de D, on va construire une preuve de
T(a) 42 L

en résolvant un systeme d’équations récursives, d’inconnues (X, )qep, ce qui
permettra de conclure.

Décrivons les équations du systeme, suivant les différentes décompositions
possibles d’un programme de D, qui correspondent respectivement aux regles
d’inférence [5—], [PRIV/B—] et [PRIV/CONV-] :

XE[(\za)v] — X rllv/e] ;
T(E[(Aza)v]) 2 L
— X&)
Xgi,0p = T(E)6(p[T(v)/2])] Y2 L,
T(E)[0v(Pmax) T'(v)] 42 L
XEe(a)) = m (Ta—1(a) | Axb).

Vérifions que les équations sont bien formées. Elles ont toutes la forme
— X,

X, = : :

T(a) §2 L

Dans chaque cas, on peut constater que si @’ s’évalue en une valeur, il en
est de méme de a, soit en contraposant et en utilisant la proposition 3.1.5
(p. 203), si a appartient & D, alors a’ aussi.

Enfin, ce systéme d’équations est équivalent a un systéme quasi-uniforme et
compatible avec le systéme d’inférence définissant 1’évaluation concrete (cf.
tab.3.1 (p. 196)) : d’apres la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme
a de D, la valeur de la solution en X, est une preuve de T'(a) {2 L.

L

Ainsi s’acheéve la description de la correspondance entre le langage & deux
niveaux et son interprétation abstraite. Comme l'interprétation conserve
I’évaluation®, il apparait que cette correspondance est forte : comme le
dévoilent les trois dernieres démonstrations, elle repose sur la capacité de

4 N . 4 . , , . P .
Au sens ou la relation d’évaluation est préservée par 'interprétation et dense pour
elle.
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I’évaluation abstraite de simuler deux évaluations concretes particulieres,
celle du programme donnant lieu a une observation maximale et celle d’'un
programme divergent. C’est sur cette correspondance que nous nous fondons
pour I’étude de la confidentialité.

3.1.2 Uniformité, dépendance, confidentialité

Nous commengons par nous intéresser a la question de savoir si le ré-
sultat observable d’un programme dépend de certains de ses sous-termes.
A cette fin, nous modélisons un programme sous la forme d’un contexte
possédant des places, ou se greffent les sous-termes en question : les places
rendent compte de la paramétrisation du programme. Par la suite, on appel-
lera un contexte servant a une telle modélisation un programme paramétré,
et ses places, les parametres. Pour déterminer si un programme paramétré
dépend de ses parametres, il suffit de faire varier les termes remplacant les
parametres et d’enregistrer les résultats d’exécution : si I’observation de ces
résultats révele des variations, c’est que le programme paramétré dépend
de ses parametres. Nous menons cette étude de la dépendance en utilisant
le langage a deux niveaux décrit précédemment, le programme paramétré
correspondant au code public, les termes remplacant les parametres au code
privé ; I'interprétation abstraite nous permet de définir abstraitement la pro-
priété de dépendance. Finalement, nous appliquons les résultats obtenus a
la question de la confidentialité lors de ’exécution de code mobile.

Considérons deux nouveaux ensembles de places, (£;)i>0 et (¥;)j>0;
ces places seront appelées des parametres. Dans un terme, un parametre
L, peut étre remplacée par n’importe quel terme, alors qu’'un parametre
+; peut uniquement étre remplacé par une abstraction. On associe a toute
expression C' le terme paramétré aux n parametres (_ri)ie{l,...,n} et aux p
parametres (¥;);cq1,.. p}, NOté Cp ) ¢ c’est Papplication qui & tout n-uplet
de termes (e1,...,ey) et tout p-uplet d’abstractions (fi,..., fp) associe le
terme obtenu par la greffe simultanée dans C' de e; en chaque occurrence de
+; pour tout 7 et de f; en chaque occurrence de *; pour tout j. Un terme
paramétré est donc un contexte particulier, qui utilise comme places les
parametres et restreint les possibilités de remplacement des parametres. Un
programme paramétré Ci, ;) est un terme paramétré clos (les parametres ne
comptant pas comme des variables libres) dont le domaine de définition est
restreint aux familles de termes ((e;);, (f;);) telles que C[(e;)i, (f;);] forme un
programme. Par la suite, on suppose toujours tacitement que les familles de
termes utilisées avec un programme paramétré appartiennent a son domaine
de définition.



3.1.10

3.1.11

214 Chapitre 3. Deux analyses de I'environnement local

Nous sommes maintenant en mesure de définir la propriété de dépendance,
comme négation d’une propriété d uniformité.

Définition ( Programme paramétré : Uniformité et dépendance )
Soit Cly, ) un programme paramétré. On dit que le programme paramétré
Clnp) est
— uniformément convergent, ce qu’on note Cl,, | [T], s’il converge
quels que soient les termes remplacant ses parameétres :

Cing U [TIE Y (e)i, (£));. Fve V. Cllen)i, (£)i] U v,

- uniformément divergent, ce qu’on note Cy, ;) I} [L], sl diverge quels
que soient les termes remplacant ses paramétres :

Clup) ¥ [L] Y (e ()5 Clleai ()] U L.

On dit que le programme paraméiré CY,, ; dépend de ses parametres, ce qu’on
note Cpy, 5 | [A], 8%l n'est ni uniformément convergent, ni uniformément
divergent :

def (3 (€)is (f5)5, (€)i (ff)j,v € V.
Con 4 18] % < Cllener (7)) & L ACIEN (£)5] 4 v ) |

Bien noter que les trois propriétés s’excluent mutuellement et couvrent ’en-
semble des possibilités.

Il est simple de traduire tout terme paramétré en un terme paramétré a
deux niveaux, les parametres formant le code privé, le reste le code public.
Précisément, a tout terme paramétré Cf, , associons I'expression a deux
niveaux T1_,2(C'), définie par :

Ty_2(C) & C6:(Z0))i, (60(25)),]

puis le terme paramétré a deux niveaux T1—2(C)y, -
Le lemme de l'effacement montre que cette traduction est completement
adéquate pour la convergence et la divergence, d’ou son utilité.

Traduction & deux niveaux : Adéquation compléete

Lemme ( .
pour la convergence et la divergence

)

Soient Cy, ) un programme paramétre, (e1,...,en) un n-uplet de termes et
(fi,.-., fp) un p-uplet d’abstractions. Alors on a les équivalences suivantes :
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~ C[(€:)i, (fj);] converge si et seulement si T1_2(C)[(ei)s, (fj);] con-
verge :

@Eve V. Ol (f);] 4 v) & (Hwew ),

T1-2(O)[(ed)i; (f3)5] Y2 w
~ C[(e:)i, (f);] diverge si et seulement si T1_2(C)[(e:):, (fj);] diverge :

T1-2(0)[(ei)is (fj);] V2 L
(Clled)i, (fi)s] 4 L) | v
T1-2(C)[(€i)i, (fi);] Va2 dv(L)

Démonstration

Cl(ei)i, (f5);] s’évalue en un unique résultat p1 ; T1_2(C)[(es)s, (f;);] s’évalue
en un unique résultat pp. Par la proposition 3.1.1 (p. 195), on a Ta—1(p2) =
p1. Ainsi, si py est une valeur, alors p; aussi, et si py est égal & L ou &y (L),
alors p; vaut L. On peut donc conclure.

L

Adaptons les définitions de 'uniformité et de la dépendance au langage a
deux niveaux. Soit (Y, ;) un programme paramétré. On dit que sa traduction
& deux niveaux T1(C)p, ; est
— uniformément convergente, ce qu’on note Tlﬁz(C’)[nm} o [T], si elle
converge quels que soient les termes remplacant ses parametres :

de ez iy fj)
T1-2(C) gy Vo [TV ( Ju € Va. Tia(O)l(es)s, (f;);] Ua v > )

— uniformément divergente, ce qu’on note T12(C),, V2 [L], si elle
diverge quels que soient les termes remplacant ses parametres :

V(ei)i, (f5); -
T1o(C)py o [UE | Tia(O)l(eis (f7),] J2 L
V T12(C)[(e)i, (f5);] V2 0v(L)

On dit que le programme paramétré a deux niveaux T1_,2(C)[n,p] dépend de
ses parametres, ce qu'on note T15(C), ,; Y2 [A], s’il n’est ni uniformément
convergent, ni uniformément divergent :

3 (ed)i, (f5); (€5)ir (f}); - v € Va.

" Ty (Ol ()] b 8u(L)
T1*>2(O)[n7p] &2 [A] \/T1—>2(C)[(€z) ’( ) ] J_ ) 3
A (T1-2(0)[(€))is (f7)5] Y2 U)
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ce qui est équivalent a

wr [ 3edis(£3), (€)i (f7); - Fv e Va.
T1-2(C)pny V2 [A] d (T1-2(CO)[(ed)s, (f5)5] V2 dv(L))
A (T1—2(C)[(€})is (£7)5] Y2 v)

En effet, s'il existe des familles (e;)i, (f;);, (€})i et (f});, et une valeur a
deux niveaux v telles que

(T1-2(O)[(e)is (f5)5] Y2 L) A (T12(O)[(e)i, (f7);] Y2 v),

alors de la préservation de l’évaluation par linterprétation abstraite (cf.
prop. 3.1.6 (p. 205)), on déduit To_A(T1-2(C)[(ei)s, (f);]) ¥a Ta—a(v) et
T a(T1-2(C)[(e7)i; (f7);]) $a L; comme Toa(T1-2(C)[(ei)s, (f5);]) =
Toa(T1-2(0)[(€})i; (f;)5]), on obtient une contradiction d’apres la propo-
sition 3.1.5 (p. 203).

Bien noter la encore que les trois propriétés précédentes s’excluent mutuel-
lement et couvrent I’ensemble des possibilités.

La proposition suivante montre que la traduction a deux niveaux est com-
pletement adéquate pour les propriétés d’uniformité et de dépendance.

Traduction & deux niveaux : Adéquation complete

3.1.12 Proposition ( pour ’uniformité et la dépendance

)

Soit Cly, ) un programme paramétré. Alors :
~ le contexte CY, 5 converge uniformément si et seulement si sa traduc-
tion a deux niveaux Tl_,g(C)[n p converge uniformément :

Cing) 4 [T] € T12(C)p, py Y2 [T],

— le contexte Cl, ;) diverge uniformément si et seulement si sa traduction
a deuz niveaur T1.2(C)y, ) diverge uniformément :

Cing) ¥ [L] € T12(C)p, ) Y2 [L],

— le contexte Cy, ) dépend de ses sous-termes si et seulement si sa tra-

duction a deur niveauz Tlﬁg(C)[n ol dépend de ses sous-termes :

Cing) ¥ [A] & T1-2(C)p, ) V2 [A]

Démonstration
Cette proposition découle directement de ’adéquation complete pour la
convergence et la divergence, démontrées dans le lemme 3.1.11 (p. 214).

L
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Nous allons maintenant donner une définition équivalente des propriétés

d’uniformité et de dépendance en utilisant 'interprétation abstraite du lan-
gage a deux niveaux. Elle permet d’éviter le remplacement des parametres
par tous les termes possibles, puisque 'interprétation abstraite oublie le code
privé.
Commencons par traduire un terme paramétré en un terme abstrait & deux
niveaux, comme précédemment nous ’avons traduit en un terme concret.
Précisément, a tout terme paramétré CY, , associons le terme abstrait a
deux niveaux T, (C), défini par :

def
T1-.A(C) = C[(0r)s, (dv);] -
On remarque que pour tout programme paramétré Cf, 1, on a :
Tl*)A(C) = T2~>A(Tl~>2(c)) )

et que pour tout n-uplet de termes (eq, ..., ey,) et tout p-uplet d’abstractions

(fi,---s fp),ona:
T1-A(C) = Toa(T1-2(C)[(es)i, (f3)]) -

Grace a ’étroite correspondance entre le langage a deux niveaux et son
interprétation abstraite, il est possible de définir les propriétés d’uniformité
et d’indépendance en utilisant la traduction abstraite.

Traduction abstraite : Adéquation compléte
pour ’uniformité et la dépendance

)

Théoréme (

Soit Cly, ) un programme paramétré. Alors :
— le programme paramétré Cy, ) est uniformément convergent si et seule-
ment si sa traduction abstraite a deuz niveaur T14(C) est unifor-
mément convergente :

Cinp ¥ [T] & T1-a(C) 44 [T],

— le programme paramétré Cy, ;) est uniformément divergent si et seule-
ment si sa traduction abstraite d deuzr niveaur T1_A(C) est unifor-
mément divergente :

Cinp ¥ [L] & T124(C) Ja [1],

~ le programme paramétré CY, ;1 dépend de ses paramétres si et seule-
ment si sa traduction abstraite o deux niveaur T1_A(C) dépend de
Oy =
Cing ¥ [A] & T1-4(C) Ua [A].
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Démonstration

Considérons un programme paramétré Cf, ;. Du fait de I’équivalence éta-
blie par la proposition 3.1.12 (p. 216), il suffit de montrer que pour tout d
appartenant & { L, T,A}, on a

T1-2(C)p, ) V2 [d] & T1-a(C) a [d].

o Ti a(C)py bo [T1= Tioa(C) ba [T]
Supposons T12(C)p, ;) 2 [T]-

Si T1-A(C) diverge, c’est-a-dire si T1A(C) §a L ou T1A(C) Ja dv(L),
alors par densité (cf. prop. 3.1.8 (p. 209) et 3.1.9 (p. 211)), il existe un n-
uplet de termes (e;); et un p-uplet d’abstractions (f;); tels que le programme
concret a deux niveaux T1_2(C)[(e;)s, (fj);] diverge, contradiction.
Finalement, on a bien T1A(C) {a [T].

o T1_a(C) Ja [T] = T1-2(C)p,y Y2 [T]

Supposons T1A(C) Ja [T].

Soient (e;); un n-uplet de termes et (f;); un p-uplet d’abstractions.

Si T1-2(C)[(ei)i, (fj);] diverge, par préservation de ’évaluation (cf. prop.
3.1.6 (p. 205)), il en est de méme de T (C), contradiction.

Finalement, T1_2(C)[(es)s, (f;);] converge.

o Tia(C)py U2 (L= T1oa(C) b L]

Supposons T12(C)y, 1 $2 [L].

Si T1A(C) converge vers une valeur, alors par densité (cf. prop. 3.1.7
(p. 206)), il existe un n-uplet de termes (e;); et un p-uplet d’abstractions
(fj); tels que le programme concret a deux niveaux T1_2(C)[(e;)s, (f5);]
converge, contradiction.

Finalement, on a bien T14(C) {a [L].

o T1A(C) $a [L] = T12(C)p, ) Y2 [L]

Supposons T1A(C) Ja [L].

Soient (e;); un n-uplet de termes et (f;); un p-uplet d’abstractions.

Si T1-2(C)[(es)s, (fj);] converge vers une valeur, par préservation de 1'éva-
luation (cf. prop. 3.1.6 (p. 205)), il en est de méme de T1_,4(C), contradic-
tion. Finalement, T1_.2(C)[(e;)i, (f;);] diverge.

e Ti(C)yy U [A] & Tia(C) Ia [A)

Il suffit d’utiliser les deux équivalences précédentes et de se rappeler que
T1-2(C)p, ) V2 [A] est la négation de la disjonction de T1-3(C)y, ,; Y2 [T]
et de T12(C)p, ) V2 [L], tout comme T12(C)p, 1 Ia [A] est la négation
de la disjonction de T1-2(C), ; da [T] et de T12(C)p, 1 ba [L]-

L

Nous allons maintenant appliquer cette définition abstraite de 'unifor-
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mité et de la dépendance au probleme de la confidentialité pour le code
mobile.
Rappelons que nous modélisons le code mobile par un programme mobile,
précisément une abstraction dont la variable représente I’environnement, et
I’environnement local par un programme local. Pour rendre compte des flux
d’informations, on suppose que le programme local est paramétré, le terme
remplacant ce parametre représentant une ressource dont le contenu doit
rester confidentiel. Introduisons les notations correspondantes :
— Az M[x] est le programme mobile, M étant un programme paramétré
possédant un unique parametre, a remplacer par ’environnement,
— Ly est le programme local, programme paramétré possédant un unique
parametre, a remplacer par la ressource a protéger.
Etant donné un terme & représentant la ressource a protéger, 'exécution
du code mobile dans ’environnement local se modélise par I’exécution du

programme
(Az M[z]) L[4] .

Comme nous l'avons vu en introduction (cf. p. 12), la propriété de confiden-
tialité exprime que pour tout code mobile, le résultat observable du code
mobile dans ’environnement local ne dépend pas du parametre local. Rap-
pelons qu’on observe du résultat sa divergence ou sa convergence.

Définition (Environnement : Confidentialité)

L’environnement L[ garantit la confidentialité de la ressource si pour tout
code mobile M, pour tout couple de termes (d1,0d2), on a l’équivalence sui-
vante :

le programme (Axz M[z]) L[01] converge si et seulement si le pro-
gramme (Ax M[z]) L[d2] converge.

La proposition suivante donne une définition équivalente.

Proposition (Confidentialité et équivalence contextuelle)
L’environnement L[| garantit la confidentialité de la ressource si et seule-
ment si pour tout couple de termes (01,02), le programme local L[61] est
équivalent conteztuellement au programme local L[d2].

Démonstration

La condition donnée est évidemment suffisante. Montrons qu’elle est néces-
saire.

Supposons que 'environnement L[| garantisse la confidentialité de la res-
source. Soit (d1,d2) un couple de termes. De I'hypothese, on déduit facile-
ment que L[d1] diverge si et seulement si L[d2] diverge.
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Distinguons deux cas, suivant que L[d1] diverge ou non.

e L[d1] diverge

L[d2] diverge également et on a L[d1] =c L[d2].

e L[01] converge

L[2] converge également. Soit C[ un contexte. Comme (Ax C[z]) L[d1] se
réduit en C[L[d1]], et (Ax C[x]) L[02] en C[L[d2]], de 'hypothese, on obtient
que C[L[61]] converge si et seulement si C[L[d2]] converge, d’ou I’équivalence
contextuelle.

L

En utilisant la sémantique observationnelle, la propriété de confidentialité
devient équivalente a :

pour tout couple de termes (d1,02), 'observation du programme
local L[d1] est égale a celle du programme local L[d2].

C’est cette derniere formulation qui nous amene a définir I’observation d’un
programme abstrait. Comme ’observation d’un programme concret, cette
observation peut étre représentée par un arbre, dit observationnel abstrait.
Ces arbres observationnels sont les termes respectant la signature concrete
suivante. Une seule sorte est utilisée, notée o; 'ensemble des étiquettes est
égal a la paire { L, T, A}, L représentant la divergence uniforme, T la conver-
gence uniforme, A la dépendance relativement a d, (soit la convergence et la
divergence en privé); 'ensemble des positions est engendré par I’ensemble
des valeurs V. Les étiquettes ont le profil suivant :

(-0,
"I—:0V—>07
A:()—o.

Voyons comment associer & un programme abstrait® un arbre observationnel
abstrait.

Définition et proposition (Observation d’un programme abstrait)
1l existe une unique application associant a tout programme abstrait a deux
niveaux a, un arbre observationnel abstrait, noté Obs) (a) et vérifiant :

(1) sia da [L], alors Obsd(a) = L,
(1) sia da [T], alors Obsd (a) = T(Obsd (av))vev,
(i43) sia lla [A], alors ObsQ (a) = A.

®Comme dans le cas concret, on aurait pu évidemment considérer plus généralement les
termes abstraits : c’est cependant inutile ici compte tenu de ’application que nous avons
en vue.
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L’arbre observationnel abstrait Obs (a) est appelé I’observation abstraite de
a.

Démonstration

Les équations précédentes permettent de définir un systeme gardé d’équa-
tions récursives, d’ou ’existence et 'unicité de ’application définissant 1’ob-
servation abstraite.

L

Il est possible d’étendre la notion d’uniformité aux observations : ’observa-
tion d’un programme paramétré est uniforme si elle ne dépend pas de ses
parametres. Le lemme suivant permet de définir I'uniformité observationnelle
a partir de I’observation abstraite.

Traduction abstraite : Adéquation compléte

L
emme ( pour uniformité observationnelle

)

Soient Cl, ) un programme paramétré et A un arbre observationnel concretS.
Alors lobservation abstraite de T1A(C) est égale a A si et seulement
st pour tout n-uplet de termes (ei,...,e,) et toult p-uplet d’abstractions

(fi,..., fp), Uobservation de C|(e;), (f;);] est égale a A :
(ObsA (T1-a(C)) = A) & (¥ (eq)s (£7); - Obs(Cllea)s, (f5)5]) = A) -

D (e ()3 OBLC () (F)]) = )
V(e fObS Ce”- f =A :>>
VA, Cpp - M A
© ( (Obs (T1—(C)) = 4)
Soit D I'ensemble des couples (C[n,p]v A), ou Clnp) €st un programme para-
métré et A un arbre observationnel concret, vérifiant :

¥ (es)is (f3)5- Obs’(Cllex)s, (£5);]) = A.

Pour tout couple (C[mp},A) de D, on construit une preuve de 1’égalité entre
ObsQ (T1A(C)) et A, en résolvant un systéme d’équations récursives, d’in-
connues (X¢)gep- Si (Cpy, ), A) appartient & D, I'équation associée est définie
ainsi :
0
(Obs(T14(C), 4

siA= 1,

X(C[n,p] 7A) -
(X((Cv), A0 JveV

(Obs (T1-4(C)), A)

siA= T(AU)UEV .

5Ses seules étiquettes sont donc L et T.



222 Chapitre 3. Deux analyses de I'environnement local

Il est facile de vérifier que dans le second cas, pour toute valeur v, le couple
((Cv)p, ), Av) appartient & D.

Montrons que ce systéeme quasi-uniforme est compatible avec le systéme d’in-
férence définissant 1’égalité entre arbres observationnels.

Dans le premier cas, on A = 1, le programme paramétré est uniformément
divergent, d’ou par le théoreme 3.1.13 (p. 217), T1-A(C) {a [L], puis
Obs) (T1_A(C)) = L. On obtient ainsi un axiome du systéme d’inférence.
Dans le second cas, ou A = T(Ay)vev, le programme paramétré est unifor-
mément convergent, d’ou par le théoreme 3.1.13 (p. 217), T1_a(C) Ja [T],
puis Obsq (T1.A(C)) = T(Obs] (T1-A(C)v))pev. Comme T; . (C)v =
Ti-a(Cv), la regle

((ObsA(T1-A(C'v)), Av)) oy
(Obs} (T1-4(C)), A)

appartient bien au systeme d’inférence définissant 1’égalité entre arbres ob-
servationnels.
Finalement, d’apres la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (Cl, ,, A)
de D, la valeur de la solution en X (Clnp,A) €St unE Preuve de I’égalité entre
Obsq (T1.A(C)) et A.
Coac (AT )

(V ()i, (fj); - Obs™(Cl(ei)s, (f5)5]) = A)
Soit D l’ensemble des couples (C[mp},A), ot (Y, ) est un programme para-
métré et A un arbre observationnel concret, vérifiant :

ObsQ (T1-A(C)) = A.

Soient (e;); un n-uplet de termes et (f;); un p-uplet d’abstractions.

Pour tout couple (C[n,p], A) de D, on construit une preuve de 1’égalité entre
Obs®(C[(e:)i, (f;);]) et A, en résolvant un systeme d’équations récursives,
d’inconnues (Xg)gep- Si (Cpnyp), A) appartient a D, 'équation associée est
définie ainsi :

5 siA= 1,
(Obs”(Cl(ed)i, (f5)5]), A
X(C[n,p]vA) -

Xcw v
KCopppankev o0 gy o

(Obs(Cl(e1)s, (f);]), A)

Il est facile de vérifier que dans le second cas, pour toute valeur v, le couple
((Cv)p, ) Av) appartient & D.
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Montrons que ce systéme quasi-uniforme est compatible avec le systeme d’in-
férence définissant 1’égalité entre arbres observationnels.

Dans le premier cas, ou A = 1, le programme abstrait a deux niveaux
Ti_A(C) diverge uniformément, d’ott par le théoreme 3.1.13 (p. 217), le
programme C[(e;);, (f;);] diverge, puis Obs’(C[(e;)s, (f;);]) = L. On ob-
tient ainsi un axiome du systeme d’inférence.

Dans le second cas, ot A = T (A, )yev, le programme abstrait a deux niveaux
T (C) converge uniformément, d’ou par le théoreme 3.1.13 (p. 217), le
programme Cl(e:)i, (fj);] converge, ce qui donne pour son observation 1’éga-

lité Obs"(C[(e:)s, (f5);1) = T(Obs"(Cl(ex)i, (f5);]v))vev-
Comme C[(e;)s, (fj);] v est égal a (Cv)[(ei)i, (f;);], la regle

((Obs°((Cw)l(ex)s, (£7)1]): Av)) ey
(Obs”(Cl(ex)s, (£5)51), A)

appartient bien au systeme d’inférence définissant 1’égalité entre arbres ob-
servationnels.

Finalement, d’apres la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (CY, ,, A)
de D, la valeur de la solution en X, (Clnp»A) est une preuve de I'égalité entre
Obs®(Cl(ex)s, (f7)]) et A.

L

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser exactement les environ-
nements garantissant la confidentialité a ’aide de I'observation abstraite.

Théoréme ( Environnement : Critére abstrait )

de confidentialité
L’environnement L; | garantit la confidentialité de la ressource si et seule-
ment si l'observation abstraite de L[0;] ne fait pas apparaitre A, soit si et
seulement si

YV e V. Obsi(LIG)(V) # A,

Démonstration
Considérons la proposition exprimant que l'environnement L[| garantit la
confidentialité de la ressource. Elle est successivement équivalente a :

V(61,02). [51} =c L[d2],
V (61,62) . ObS (L[01]) = Obs’ ( [02]) ,
YV e V*. ObsQ (L[5 (V) #A  (lem. 3.1.17).
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Ici s’achéve notre analyse des flux d’informations, précisément de la confi-
dentialité des ressources. Il a donc été montré qu’'une analyse de I'environ-
nement suffit pour déterminer s’il garantit la confidentialité des ressources
qu’il protege, et de plus que cette analyse peut étre menée abstraitement,
sans aucune approximation. Le critere abstrait obtenu n’est évidemment
pas décidable. S’il I’était, le probléeme de la la terminaison le serait pour le
A-calcul paresseux. En effet, considérons un programme e et appliquons la
procédure de décision supposée a (Ax d;) e. On constate que e termine si et
seulement si ’observation abstraite de 9, e fait apparaitre A.

3.2 Un critére de confinement

Nous nous intéressons maintenant au confinement. Nous allons enrichir
notre langage par des références, permettant de manipuler des objets en mé-
moire. Nous définissons la syntaxe de ce langage, son systéme de types et
sa sémantique opérationnelle, & partir d’une relation de réduction. Vient en-
suite son annotation. La sémantique opérationnelle du langage annoté vise a
préserver l'origine des opérateurs. C’est cette préservation qui permet de dé-
finir la frontiere entre le code mobile et le code local. L’étude du confinement
est menée apres ’étude de la frontiere. Enfin, nous proposons une solution
pour controler les acces, fondée sur le controle de 1'usage et le confinement
des ressources dans le code local.

3.2.1 DManipuler des objets en mémoire

Comme annoncé, on ajoute au A-calcul quelques primitives permettant
de manipuler des objets en mémoire, et décrites ici a partir de leurs regles
de typage :

— unit : Unit : unique valeur du type singleton Unit, appelée 1'unité,

e: A
— ———— : opérateur permettant la création d’une nouvelle ré-
ref(e) : Ref(A)
férence, ayant pour contenu initial le résultat de I’évaluation de e,
— 14 : Ref(A) : une référence 1 est identifiée par son identificateur [ et
a pour contenu une valeur de type A;
e1 : Ref(A) ey : A
- : opérateur permettant d’affecter es au contenu
set(eq, e2) : Unit
de la référence eq, et renvoyant la valeur unit,
e : Ref(A)
— ———— : opérateur permettant de lire le contenu de la référence e.
get(e) : A
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a == z (variable)
|  Az:A.a (abstraction)

| aa (application)

| unit (unité)

|14 (véférence)

| ref(a) (création de référence)
| get(a) (lecture)

|

set(a,a) (écriture)

A == Unit (type singleton)
| A— A (type fonctionnel)
|  Ref(A) (type des références)

TAB. 3.5 — Syntaxe du langage avec références

Le langage est engendré par la grammaire décrite dans la table 3.5. 11 utilise
une notation & la Church?. On note FV(a) I’ensemble des variables libres
de a et Ref(a) 'ensemble des références ayant une occurrence dans a. Un
terme clos est un terme sans variable libre, un programme est un terme clos
ne possédant pas de références :

a terme clos & FV(a)=10,
a programme “ FV(a) =0 ARef(a) =10.

On impose une condition de bonne formation aux termes : pour tout terme
a, il est supposé que la famille (I);acgref(q) €St injective, autrement dit il
est supposé que les références d’un terme peuvent étre identifiées par leur
identificateur. Par la suite, nous n’utilisons que des termes vérifiant cette
condition et omettons de vérifier la préservation de cette condition, toujours
évidente.

Le systeme de types de ce langage est décrit par la table 3.6. Il permet de

"Dans cette notation, la variable liée par une abstraction recoit explicitement un type :
cette notation s’oppose a celle de Curry, ou le type est absent ; dans le cas de la notation
de Church, chaque terme posséde un type unique, alors que dans celle de Curry, il en
possede un principal, les autres s’obtenant en remplagant les variables de types par des
types quelconques.
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0

——  [intro-Var] (z € domT)
'z :I'(x)

F(x:A)kFa:B
'Xx:Aa: A—B

''rf:A—-B TI'Fa: A

[intro- — |

[élim- — |
I'tfa:B
0 . .
[intro-Unit]
I' - unit : Unit
0

intro-Ref/loc
rHI4 Ref(A)[ floc]

F'kFa: A
I' Fref(a) : Ref(A)

[intro-Ref/new]

I'Fa : Ref(A)

—— [élim-Ref/ ]
'k get(a) : A

I'Fap : Ref(A) T'Fag: A
I+ set(ay,az) : Unit

[élim-Ref/ 7]

TAB. 3.6 — Systeme de types du langage avec références

définir inductivement ’ensemble des jugements de typage valides, un juge-
ment de typage étant de la forme I' Fa : A, ou I' est un environnement de
typage, a est un terme et A un type, ces derniers respectivement sujet et ob-
jet du jugement « a pour type » dans I’environnement I'. Un environnement
de typage sert au typage des variables libres ; ¢’est donc une fonction de ’en-
semble des variables dans I’ensemble des types. Comme les références sont
étiquetées par le type de leur contenu, il est inutile d’utiliser un environne-
ment de typage pour les références. Donnons quelques propriétés classiques
(parce qu’indispensables) du systeme de types.

Proposition (Propriétés du systéeme de types)
Soit I' un environnement de typage. Considérons un terme a de type A dans
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Uenvironnement T :
I'Fa: A.

Lemme d’affaiblissement
Considérons un environnement I'" prolongeant T'. Alors le jugement de typage
I"Fa : A est valide.

Lemme de la base
Considérons l'environnement I' gy (4) obtenu en restreignant I' auzx variables
libres de a. Alors le jugement de typage I'\py(q) - a : A est valide.

Unicité du type
Pour tout type B, siI'Fa : B est valide, alors A = B.

Démonstration

e Affaiblissement

Immédiat, par récurrence structurelle sur la preuve de I' - a : A.

e Base

On procede par récurrence structurelle sur la preuve de I' F a : A. Le seul
cas intéressant concerne les abstractions.

Supposons I' F Az : A.b : A — B. Ce jugement se déduit de I'.(z : A) F
b : B, et par hypothese de récurrence, on a (I'.(z : A))jpve) -0 @ B.

Si @ est une variable libre de b, on (I'.(x : A))pve) = DEvi-(v @ 4),
sinon, (I'.(z : A))pve) = [|Fv(e)- Dans tous les cas, en utilisant le lemme
d’affaiblissement, on a gy (q)-(z : A) = b : B, d'ott on déduit ['jpy(y)
Ar:Ab: A— B.

e Unicité

Immédiat, par récurrence structurelle sur la preuve de I' - a : A.

L

Le lemme de la base et I'unicité permettent de définir le type d’un terme clos
typé sans ambiguité. Par la suite, on utilisera de telles propriétés évidentes
sans rappeler cette proposition.

La sémantique opérationnelle du langage avec références se définit a partir
d’une relation de réduction. Donnons les définitions habituelles indispen-
sables a cette définition.

Une substitution se définit comme d’habitude, en ajoutant cependant une
contrainte de typage. Précisément, une substitution est un couple (T, 0)
formé d’un environnement de typage I' et d’une fonction o de ’ensemble
des variables dans I’ensemble des termes vérifiant :
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— domI' = domo,
— pour toute variable  du domaine de o, le terme o(z) a pour type I'(z)
dans ’environnement I'.

A tout terme e admettant un type dans l’environnement I', on associe un
terme, noté efo] ou e[(o(x)/x)redomo], défini comme d’habitude en rempla-
¢ant chaque variable libre de e appartenant au domaine de o par son image
par o, et en évitant la capture des variables libres de cette derniere par les
lieurs de e. Comme dans ces derniéres notations, on omettra généralement
de préciser 'environnement lors de 'utilisation d’une substitution : c’est
qu’il pourra se déduire du contexte sans ambiguité. Comme le montre la
proposition suivante, une substitution préserve le type.

Proposition (Lemme des substitutions)

Soit (I', o) une substitution. Considérons un terme a de type A dans l’en-
vironnement I' et une variable x du domaine de I'. Si le terme b a pour
type T'(z) dans Uenvironnement T, alors le terme alb/x] a pour type A dans
lenvironnement I :

'Fa: A T'Fb:I'(x)
alb/x] : A

(x € domT).

Démonstration
On procede par récurrence structurelle sur la preuve de I' - a : A. Clest
sans difficulté.

L

On doit pouvoir décomposer un terme clos en ou bien une valeur, ou bien
un radical dans un contexte de réduction.

Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unité, ou bien
une référence, ce qu’on résume ainsi :

v = Az:A.el|unit|?,
ou FV(A\z: A.e) =10.
Un radical est ou bien 'application d’une abstraction close a une valeur, ou

bien la création d’une référence, ou bien la lecture d’une référence, ou encore
I’écriture d’une référence, ce qui donne :

o= (Ax:Ae)v | ref(v) | get(I?) | set(i?,v).

Un contexte de réduction se construit autour de la place® — de la maniere
suivante :

E == —|FEe|vE |ref(E)|get(F) |set(E,e)|set(v,E),

80n rappelle que la place est une variable particuliere, réservée a ce seul usage.
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ou FV(e) = (. Si E est un contexte de réduction et e un terme, on note
Ele] la greffe? de e en la place —.

Un terme clos typé peut étre décomposé d’une unique maniere, comme 1’in-
dique la proposition suivante.

Proposition (Lemme de la décomposition)

Soit a un terme clos de type A.

Alors a n’est pas une valeur si et seulement s’il existe un contexte de réduc-
tion E et un radical r tels que a est égal a E[r].

Dans ce cas, la décomposition en E|r| est unique, le radical r est typé et le
contexte de réduction E a pour type A, si on attribue a la place — le type
der.

Démonstration
On vérifie facilement par simple examen que si a = E[r], alors a n’est pas
une valeur. On montre maintenant par récurrence sur a que si a est un terme
clos typé qui n’est pas une valeur, alors il existe un contexte de réduction F
et un radical r tels que a = E|r] et tels que :

— si E' est un contexte de réduction et r’ un radical tels que a = E'[r],

alors E = E' et r =1/,

— 1 est typé,

— FE ala méme type que a si on attribue a la place — le type de r.
e a=x,a=MXx:Ab
C’est trivialement vérifié.
® = ayay
a n’est pas une valeur. Supposons que a soit un terme clos typé, ce qui
implique que a; et as sont aussi clos et typés. Distinguons deux cas pour aq,
suivant que a; est une valeur ou non.
o ajp est une valeur
Appliquons ’hypothese de récurrence a as. Deux cas se présentent encore.
Si ag est une valeur, alors a est un radical, puisque par les regles de typage,
a1 ne peut étre qu’une abstraction, et on vérifie facilement que £ = — et
r = a conviennent.
Sinon, il existe un contexte de réduction Ey et un radical ro tels que ag =
Es[rg] et vérifiant les autres propriétés. On vérifie facilement que E = a1 E»
et r = ro conviennent.
o ap n’est pas une valeur
Appliquons ’hypothese de récurrence a a;. Il existe un contexte de réduction

9Comme c’est aussi le résultat de la substitution dans F du terme e & la variable —, le
lemme des substitutions peut s’appliquer.
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E et un radical 1 tels que a; = F1[r;] et vérifiant les autres propriétés. On
vérifie facilement que F = Ej as et r = r1 conviennent.

e Autres cas

Ils sont analogues au précédent.

L

Contrairement au A-calcul simple, ce ne sont pas des programmes qui se
réduisent, mais des configurations : une configuration décrit ’état courant
du programme s’exécutant par un terme clos et par 1’état de la mémoire.
Le terme clos est le terme de controle, qui définit le radical a réduire et la
continuation, alors que I’état-mémoire donne le contenu de chacune des réfé-
rences créées. Précisément, un état-mémoire s est une fonction de I’ensemble
des références dans I’ensemble des valeurs telle que :
— la famille (1);acqom s €st injective, autrement dit les références du do-
maine de s peuvent étre identifiées par leur identificateur,
~ I’ensemble des identificateurs {I | 3A .14 € dom s} est un segment ini-
tial de 'ensemble des identificateurs de références, supposé isomorphe
a ’ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonné,
— pour toute référence 14 du domaine de s, la valeur s(I4) a pour type
A.
Les contraintes imposées au domaine d’un état-mémoire permettent de défi-
nir pour tout type A une fonction de création de références, v4, qui associe a
tout état-mémoire s la référence 14, ot I est le minimum du complémentaire
de Iensemble d’identificateurs {I | 3A. I4 € dom s}.
Autre opération utile, la mise a jour d’'un état-mémoire, qui modifie le
contenu d’une référence existante, ou ajoute une nouvelle association entre
une nouvelle référence et une valeur. A tout état-mémoire s, toute référence
14 et toute valeur v, tels que [4 appartient & dom s U {v4(s)} et v a pour
type A, associons un nouvel état-mémoire, (s, 4 v), défini par :

e kB) si kP #1014
(S,ZA — 'I})(I{IB> d:f S( ) S1 ;é )

v sinon.

On vérifie facilement que (s,1? — v) est bien un état-mémoire.
Une configuration est composée d’un état-mémoire et d’un terme clos typé.
Comme toute référence utilisée doit posséder un contenu, on impose que le
domaine de I’état-mémoire contient
— les références ayant une occurrence dans le terme de controle,
— les références ayant une occurrence dans une valeur référencée par
I’état-mémoire.
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0
(s, (A\z : A.b)v) — (s, b[v/z]) g
0
(s, ref(v)) = ((s, 1 = v),1%)
0
(s, get () — (s, 5(1%))

0

(s,set(I4,v)) — ((s,1? — v), unit)

[REF] (14 = va(s))

[REF-]

[REF- 7]

(SJ") - (S/J“/) r radical
RED
(s, E[r]) — (s, B["]) [RED) ( E# - )

TAB. 3.7 — Sémantique opérationnelle du langage avec références - La rela-
tion de réduction

Il est utile d’étendre aux couples formés d’un état-mémoire et d’un terme
lapplication Ref(—) donnant I’ensemble des références ayant une occurrence
dans un terme :

Ref(s,e) = ( |J Ref(s(i"))) URef(e).

lA€dom s

Ainsi, un couple (s, e) composé d’un état-mémoire s et d'un terme clos typé
e forme une configuration s’il vérifie la condition suivante :

Ref(s,e) C doms.

De cette condition, on déduit que les références d’une configuration peuvent
étre identifiées par leur identificateur.

La relation de réduction est définie par un systeme d’inférence, présenté dans
la table 3.7 (p. 231). Un jugement y est de la forme (s,a) — (s',a’), ot (s, a)
est une configuration, et signifie que (s, a) se réduit en (s',a’). La relation de
réduction est bien définie entre configurations et préserve le type du terme
de controle.
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Proposition (Réduction du sujet)

Soit (s,a) une configuration.

Si (s,a) se réduit en (s',a’), alors (s',a’) est une configuration et o’ posséde
le méme type que a.

Démonstration

On procede par récurrence structurelle sur la preuve de la réduction (s,a) —
(s',a).

. 19

a est égal & (Ax : A.b)v, et la réduction est (s, (A\x: A.b)v) — (s,blv/x]).
Puisque s est un état-mémoire, le couple (s, b[v/x]) est une configuration si
et seulement si blv/z]| est typé. Par le lemme des substitutions, b[v/x] est
typé, de méme type que b dans 'environnement (z : A). Il en résulte que
blv/x] a la méme type que a.

e [REF], [REF-1], [REF-7|

C’est sans aucune difficulté.

o [RED]

a est égal & E[r| et la réduction est (s, E[r]) — (s', E[r']). Elle se déduit de
la réduction (s,7) — (s’,7’). De 'hypothese de récurrence, on déduit que
(s',7") est une configuration et que r’ a méme type que r. Il s’ensuit que
E[r'] a le méme type que E[r] et que (s, E[r']) est une configuration.

L

La relation de réduction est aussi déterministe et totale, au sens donné par
la proposition suivante.

Proposition (Réduction : déterminisme et totalité)
Soit (s,a) une configuration.

Si a est une valeur, alors (s,a) ne se réduit pas.

Sinon, (s,a) se réduit en une unique configuration.

Démonstration

La relation de réduction concerne la réduction de configurations (s,a) ou a
se décompose en un radical dans un contexte de réduction. Par le lemme de
la décomposition, a n’est pas une valeur.

Soit (s, a) une configuration telle que a n’est pas une valeur.

L’existence d’une configuration (s',a’) telle que (s,a) se réduit en (s',a’)
découle de la décomposition de a en un radical dans un contexte de réduction,
et de la réduction de toute configuration (s,r), out r est un radical.
L’unicité se démontre par récurrence sur la preuve de (s,a) — (s',d’) et
découle de 'unicité de la décomposition en un radical dans un contexte de
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m == (A,1) (type et information)

e == x (variable)
|  Az™e (abstraction)

| @™(e,e) (application)

| unit™ (unité)

| '™ (référence)

| ref™(e) (création de référence)
|  get™(e) (lecture)

|

set™(e,e) (écriture)

A == Unit (type singleton)
| A— A (type fonctionnel)
|  Ref(A) (type des références)

TAB. 3.8 — Syntaxe du langage annoté

réduction.

L

On peut donc définir sans ambiguité la trace d’un programme a comme
la suite maximale de configurations obtenues par réduction a partir de la
configuration initiale (0, a), ot @ est I'état-mémoire de domaine vide. Le
résultat d’évaluation est soit une configuration dont le terme de controle est
une valeur, soit la divergence.

3.2.2 Annoter les termes

Pour étudier le confinement, nous utilisons un langage annoté, ce qui
signifie que chaque symbole d’opération recoit une étiquette. Une étiquette
est un couple, dont la premiere composante est un type et la seconde une
information. Si m est une étiquette, on note (m.T,m.I) le couple égal & m,
composé du type m.T et de 'information m.I. La syntaxe du langage annoté
est présentée dans la table 3.8. On remarque que si on efface les étiquettes,
on retrouve la grammaire du langage non annoté, a deux exceptions pres,
I’abstraction et la référence. Dans ces deux cas, on utilise 1’étiquette pour
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obtenir le type. Du fait de cette similitude, nous omettons par la suite cer-
tains détails déja décrits pour le langage non annoté et mettons ’accent sur
les quelques différences. Le systeme de types et la sémantique par réduction
du langage annoté sont calqués sur ceux du langage non annoté ; seule diffé-
rence, les opérateurs étiquetés portent avec eux leur type et une information,
que les réductions préservent.

On impose la méme condition de bonne formation aux termes étiquetés :
pour tout terme e, il est supposé que la famille (l)lmeRef(e) est injective,
autrement dit il est supposé que les références d’un terme peuvent étre iden-
tifiées par leur identificateur.

Il nous arrivera de décrire la grammaire engendrant les termes sous une
forme abrégée, de la maniere suivante :

e == .| f"(e...,e),
——

i fois

les points de suspension correspondant aux regles détaillées et la derniere
regle étant générique, f/™ représentant tout symbole fonctionnel d’arité ¢
(1 € N) d’étiquette m.
Par exemple, I'étiquette d’un terme e, notée e.L, peut se définir simplement
ainsi :

z.L = 1,

flm(eZ)ZL d;f m.

Le systeme de types est calqué sur le précédent et est congu de maniere a
assurer que ’étiquette d’un terme indique son type. Il est décrit dans la table
3.9 (p. 235) ; il permet de définir inductivement I’ensemble des jugements de
typage valides.

Une substitution est définie comme précédemment. La sémantique opéra-
tionnelle du langage annoté s’inspire de celle qui précede. Comme toujours,
il est indispensable de pouvoir décomposer un terme clos en ou bien une
valeur, ou bien un radical dans un contexte de réduction, cette derniere dé-
composition étant unique.

Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unité, ou bien
une référence, ce qu’on résume ainsi :

v o= Ax™e|unit™ |,

ou FV(\z"e) = 0.
Un radical est ou bien 'application d’une abstraction close a une valeur, ou
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0

——— [intro-Var] (z € domT)
'z : T'(x)

F(x:A)kFe:B

[intro- — | (A — B=m.T)
I'-Xx"e: A— B

''rf:A—-B I'ta: A
'+Q@™(f,a) : B
0
I' b unit™ : Unit
0
L'EI™ : Ref(A)

[6lim- —] (B =m.T)

[intro-Unit] (Unit = m.T)

[intro-Ref/loc] (Ref(A) = m.T)

F'e: A
I'Fref™(e) : Ref(A)

[intro-Ref/new| (Ref(A) = m.T)

I' e : Ref(A)
I'tget™(e) : A

[élim-Ref/!] (A =m.T)

I'He; : Ref(A) T'hey: A
I+ set™(eq,e2) : Unit

[élim-Ref/ 7]  (Unit = m.T)

TAB. 3.9 — Systeme de types du langage annoté
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bien la création d’une référence, ou bien la lecture d’une référence, ou bien
I’écriture d’une référence, ce qui donne :

rou= Q" Ax™e,v) | ref™(v) | get (") | set™ (1", v).

Un contexte de réduction se construit autour de la place — de la maniere
suivante :

E = —
| Q@"(v,E)|Q"(E,e)
| ref™(E) | get™(E) | set™(E,e) | set™ (v, E),

ou FV(e) = 0.
Un état-mémoire s est une fonction de I'ensemble des références dans ’en-
semble des valeurs telle que :
— la famille (1);mecqom s €st injective, autrement dit les références du do-
maine de s peuvent étre identifiées par leur identificateur,
— Pensemble des identificateurs {/ | 3m .I"™ € dom s} est un segment ini-
tial de 'ensemble des identificateurs de références, supposé isomorphe
a ’ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonné,
— pour toute référence I"™ du domaine de s, la valeur s(I") a pour type
A, ou A vérifie I'égalité Ref(A) = m.T.
Etant donné une étiquette m, dont le type m.T est un type de références,
la fonction de création de références, v,,, associe a tout état-mémoire s la
référence [, ou [ est le minimum du complémentaire de I’ensemble d’identifi-
cateurs {{ | I3m .I" € dom s}. Quant & la mise d jour d’'un état-mémoire, elle
associe a tout état-mémoire s, toute référence I et toute valeur v, tels que
["™ appartient & dom sU{v,(s)} et v a pour type A vérifiant Ref(A) = m.T,
un nouvel état-mémoire, (s,™ — v), défini par :

(5 lml—>1))(k”) d;f {S(k'n) si k™ £

v sinon.

Une configuration est définie comme précédemment : un couple (s,e) com-
posé d’un état-mémoire s et d’un terme clos typé e forme une configuration
s’il vérifie la condition suivante :

Ref(s,e) C doms.

La relation de réduction est définie par le systeme d’inférence présenté dans
la table 3.10 (p. 237). On vérifie facilement comme précédemment que la
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0
(s,@™(Az"e,v)) — (s,e[v/x]) g

! [REF]  (I" = vm(s))
(s,ref™(v)) — ((s,1™ > v),I™) "

0
[REF-1]
(s,get™ (")) — (s, s(1"))
0
[REF- 7]
(s,set™ (", v)) — ((s,I" +— v), unit™)
(s,7) = (s',1") r radical
RED

(s, E[r]) — (s, E[r]) RED) ( E# - )

TAB. 3.10 — Sémantique opérationnelle du langage annoté - Relation de
réduction

relation de réduction est bien définie entre configurations, préserve le typage
et le type du terme de contréle par réduction du sujet, enfin est déterministe
et totale.

Pour terminer, précisons formellement le rapport entre le langage annoté
et le langage non annoté.
La fonction d’effacement des étiquettes, notée | , est définie inductivement
ainsi :
) = T,
) = Mx:A. |(e) (mT=A— B),
LA™ = 11 (m.T =Ref(A)),
) = Jfi(l (e)));-

Elle conserve la relation de typage.

Proposition (Effacement : Conservation du typage)

Si le terme étiqueté e a pour type A dans l'environnement T', alors | (e) a
pour type A dans l’environnement I.

Réciproquement, si le terme non étiqueté a a pour type A dans ’environne-
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ment I', il existe un terme étiqueté e de type A dans l’environnement I' tel
que | (e) = a.

Démonstration
La proposition se montre facilement par récurrence structurelle sur les preuves

deT'Fe: AetdeI'ta : A.

L

La conservation de la relation de typage permet d’associer a tout terme non
étiqueté typé un terme étiqueté de méme type, antécédent par la fonction
d’effacement. Un autre antécédent de méme type ne differe que par l'infor-
mation qu’il porte, comme le montre la proposition suivante.

.. Effacement :
Proposition ( X . s s . )
Représentation de I’équivalence canonique
Considérons la relation d’équivalence ~, reliant deux termes étiquetés s’ils
sont égaux a condition de restreindre la comparaison des étiquettes aux types,
autrement dit considérons la relation ~ engendrée inductivement par le sys-

teme d’inférence formé des régles suivantes :

(z,z)

(€], €3);

(f™(e})> [M(€3);))

Alors, pour tous termes étiquetés e1 et es typés dans un méme environne-
ment de typage, nous avons :

(m. T =n.T).

er ~ex & (e1) =] (e2).

Démonstration

® C] ~EY :>l (61) :l (62)

On procede par récurrence structurelle sur la preuve de e; ~ es. C’est im-
médiat.

o | (e1) =] (e2) = e1~e2

On procede par récurrence structurelle sur la preuve de typage de e; dans I'.
Examinons les différents cas pour la regle d’inférence concluant la preuve. On
suppose a chaque fois que e est un terme typé dans I' tel que | (e1) = (e2),
et on cherche & montrer que e ~ es.

o [intro-Var]
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Dans ce cas, il existe une variable x telle que e; = es = . On peut conclure.
o [intro- — ]
La preuve se termine par la regle
F.(J} . A) H bl : Bl
THA"b : A— By

oumT=A4— Bl.

On déduit de | (e1) =| (e2) et du typage de ea dans I' Pexistence d’une
étiquette n et d'un terme by tels que eg = A\x" be, | (b1) =] (b2), n.T = A —
32 et F(x : A) = bQ . BQ.

De I’hypothese de récurrence appliquée a I'.(z : A) F b : Bj, on obtient
que by ~ bo.

Si b1 est une variable, alors by = by, puis B; = Bsy, soit m.T = n.T.

Sinon, par définition de ~, on a b1.L.T = by.L.T, soit B; = B», soit m.T =
n.T.

Finalement, on a bien e ~ es.

o Autres cas

Le raisonnement est analogue au précédent.

L

Ainsi, il est possible d’associer a tout terme clos non étiqueté a de type A,
et & toute information ¢, 'unique terme clos étiqueté, noté (a), de type A,
vérifiant | ((a)') = a et entierement étiqueté par ¢, coloré en ¢ pourrait-on
dire : toute étiquette m ayant une occurrence dans (a)* vérifie m.I = ¢.

La fonction d’effacement peut étre étendue aux états-mémoire de la maniere
suivante. Si s est un état-mémoire étiqueté, comme la famille (1);mecqom s €st
injective, on peut associer a tout identificateur de référence [ appartenant a
I'image de cette famille ’étiquette m; telle que "™ appartient au domaine
de s; | (s) est alors la fonction décrite par la famille ( | (S(lml)))wel(dom 9"
Finalement, la fonction d’effacement peut étre étendue aux configurations
de la maniere suivante : si (s, ) est une configuration étiquetée, alors | (s, e)
est égal & (| (s), | (e)). Par préservation de la relation de typage, c’est bien
une configuration. La réduction est aussi conservée par effacement.

Proposition (Effacement : Conservation de la réduction)

Si (s,e) est une configuration étiquetée se réduisant en (s',¢'), alors | (s,€)
se réduit en | (s',€') ; si(s,e) est une configuration étiquetée ne se réduisant
pas, alors | (s,e) ne se réduit pas.

Réciproquement, si (t,a) est une configuration non étiquetée se réduisant
en (t',a’), alors il existe deux configurations étiquetées (s,e) et (s',¢€’) telles
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que (s,e) se réduit en (s',€'), et | (s,e) = (t,a) et | (s',€¢) = (t,/d);
si (t,a) est une configuration non étiquetée ne se réduisant pas, alors il
existe une configuration étiquetée (s,e) telle que (s,e) ne se réduit pas et

1 (s,e) = (t,a).

Démonstration

Pour la premiere partie de la proposition, concernant la préservation de la
réduction, il suffit de remarquer tout d’abord que la fonction d’effacement |
transforme une valeur en une valeur, un radical en un radical, un contexte
de réduction en un contexte de réduction. En remarquant que la fonction
d’effacement commute avec les substitutions, on constate alors qu'un radical
dans un contexte de réduction est transformé en un radical dans un contexte
de réduction, et on peut procéder par récurrence sur la preuve de la réduction
pour conclure.

Pour la seconde partie, considérons une configuration non étiquetée (t,a).
Soit ¢ une information quelconque. Définissons s ainsi, pour toute référence

14 du domaine de t :
S(l(Ref(A),L)) d;f <t(lA)>L )

11 est clair que (s, (a)*) est une configuration étiquetée telle que | (s, (a)") =
(t,a). On applique la premiére partie de la proposition pour conclure.

L

3.2.3 Les types a la frontiere

Pour étudier le confinement, nous utilisons le langage annoté que nous
venons de décrire, en donnant un sens particulier aux informations compo-
sant les étiquettes : elles représentent ’origine des termes. Comme un terme
peut provenir ou bien du code mobile ou bien du code local, I’ensemble des
informations est supposé égal & {mo,lo} : I'information mo indique comme
provenance le code mobile, 'information lo le code local. Si ¢ appartient a
{mo, lo}, on note 7 l'autre élément de {mo, lo}.

Nous définissons maintenant la frontiére entre le code mobile et le code
local au sein d’'un terme. Considérons un terme e, et un de ses sous-termes
fm(...,d,...), ou d a pour étiquette n; le sous-terme d est a la frontiere
dans e si son origine est différente de celle de 'opérateur f, soit si

nl#m.l.

11 existe donc deux sortes de frontieres, 'une, dite sortante'?, correspondant

0Te code local placé & cette frontiere peut sortir de I'environnement, le code mobile
opérant alors sur lui.
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au cas ol d a pour origine le code local, soit n.I = lo, I'autre, dite entrante'!,
correspondant au cas ou d a pour origine le code mobile, soit n.I = mo.
Plutot que de déterminer les termes apparaissant a la frontiere, nous réa-
lisons une approximation, en nous intéressant seulement a leur type. Défi-
nissons donc deux ensembles, formés des types apparaissant aux frontieres
sortante et entrante respectivement au sein d’un terme.
Soit ¢ un élément de {mo,lo}. Si m est une étiquette, on définit une appli-
cation F]", associant a chaque terme étiqueté e

— le singleton {e.L.T}, si e et m portent les informations ¢ et 7 respecti-

vement :

eLLI =

ml = 17,

— l’ensemble vide sinon.
Autrement dit, I’application F]* appliquée a un terme e détermine si e est
a la frontiere, sortante ou entrante suivant la valeur de ¢, lorsqu’il est placé
sous un opérateur étiqueté par m, et le cas échéant, renvoie son type. Ainsi,
pour toute variable x, F]*(x) = (}; pour un terme e d’étiquette (A, ), F}*(e)
est égal & {A} si m.I =1, a 'ensemble vide sinon, et F*(e) = ().
A tout terme étiqueté e, on associe 'ensemble noté F.(e) des types apparte-
nant & la frontiere, sortante si ¢« = lo, entrante si ¢« = mo, défini récursivement
par les équations suivantes :

Flz) = 0,
Ffer, i) = | Fulex) UF(ex).
1<k<j

Ainsi, dans un terme, un type appartient a la frontiere sortante si c’est le
type d’un sous-terme d’origine lo, placé immédiatement sous un sous-terme
d’origine mo, et inversement pour la frontiere entrante. Par exemple, pour
le terme étiqueté e égal a

@(B,Io)(f(AHB,mo)’ a(A,Io)) 7
Fmole€) est égal &
{A — B} U Fmol(f) UFmola).
L’application est étendue aux états-mémoire de la maniére suivante :

Fl)= U FAGU)UEF(™).

Imedom s

11 . PN 5N . . N
Le code mobile placé a cette frontiere peut entrer dans I’environnement qui opére alors
sur lui.
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puis aux configurations ainsi :
F.(s,e) =F,(s)UF,(e).

Ainsi, dans une configuration (s, €), un type appartient a la frontiere sortante
— ou s’il appartient a la frontiere sortante dans e,
— ou s’il appartient a la frontiere sortante dans une valeur s(I"),
— ou s'il est le type d’une valeur s(I") d’origine lo, I ayant pour origine
mo,
et de méme pour la frontiére entrante, en permutant les origines.
Pour simplifier, on définit la frontiere d’un terme comme le couple

(Fio(€), Fmo(e))

de méme la frontiére d’une configuration (s,e) comme le couple
(ﬂo(& 6)7 fm0(57 6)) °

Plus généralement, on appelle frontiere tout couple formé de deux ensembles
de types.

Notre premier objectif est de déterminer a partir d’'un programme un
majorant de I’ensemble des frontieres apparaissant dans sa trace d’exécution,
le majorant étant calculé a partir de la frontiere de la configuration initiale.
Il doit donc étre possible de déterminer la maniere dont évolue la frontiere
lors d’une réduction. Une hypothese portant sur les variables liées est alors
nécessaire, comme le montre I’exemple suivant.

Considérons deux valeurs (f)™° et (v)'°, formées de code d’origine mo et lo
respectivement, et de types respectifs A — B et A. Le programme

@(Blo) (\g(A—Blo) @(B:mo) ([ gymo 1y (y\loy

a pour frontiere (0, {B}). Il se réduit en @EmO)((fymo (y)l0) qui a pour
frontiere ({A}, (). Comme A et B peuvent étre quelconques, une hypothese
concernant 1’étiquetage s’avere nécessaire si ’on veut rapporter la frontiere
apres réduction a la frontiere avant : elle assure qu’on ne traverse aucune
frontiere, d’une part, entre une variable liée et son lieur, d’autre part, entre
une variable libre et la racine du terme. C’est I’hypothese de cohérence des
origines.

Définition (Cohérence des origines)
Un terme étiqueté e est d’origine cohérente si l'une des conditions suivantes
est vérifiée :
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— (x variable)

X
61...€j VkE{l,,]}
f]m(el,...,ej) Fv(ek) 7&(2)

= Fl(e) = Fmo(ex) =0

TAB. 3.11 — Termes étiquetés : Cohérence des origines

(i) e est une variable,

(ii) e est égal a fi"(e1,...,€;), et pour tout entier k compris entre 1 et j,
— ey est d’origine cohérente,

— st e, posséde une variable libre, ep, n’appartient pas a la frontiére de
e.

Formellement, un terme étiqueté e est d’origine cohérente si e appartient

a l’ensemble engendré inductivement par le systéeme d’inférence de la table
3.11 (p. 243).

Une configuration (s,e) est d’origine cohérente si
— le terme de contréle e est d’origine cohérente,

— pour toute référence I du domaine de s, la valeur s(I™) est d’origine
cohérente.

Ainsi, dans 'exemple précédent, le terme
)\JJ(A—>B,|0) @(B,mo)(<f>mo’ 33)
n’est pas d’origine cohérente. En revanche, les termes
Am(A—»B,mo) @(B,mo)(<f>mo, x)

et
Ax(A—»B,Io) @(B,Io) (<f>mo, $)

le sont. Pour ces deux cas, voyons comment évolue la frontiere lors de la
réduction du programme corrigé. Les programmes

QBI9) (A A=Bm) @BmO) (7)™, 3 (1))

et
Q(BIO) (\g(A—Bo) @(Blo) ((fyme ) (p)lo)
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ont pour frontiere (), {A — B}). Le premier se réduit en @5:m)((f)yme_(y)lo),
de frontiere ({A},0), le second en @B ((fyme ()10) de frontiere (i, {A —
B}). Dans les deux cas, il est possible de relier les types appartenant a
la frontiere apres réduction a ceux qui y appartiennent avant. C’est cette
intuition que nous développons et formalisons maintenant.

Désormais, nous allons utiliser des termes d’origine cohérente. Montrons
donc que cette propriété est préservée par réduction.
Commengcons par étudier la décomposition dans un contexte de réduction.
Précisons la définition de la propriété pour un contexte de réduction : un
contexte de réduction est d’origine cohérente s’il appartient a ’ensemble
engendré inductivement par le systeme d’inférence de la définition précé-
dente, a condition de ne pas considérer la place comme une variable libre.
Par exemple, le contexte get(get™(—)) est d’origine cohérente, quels que
soient m et n. On vérifie aisément que les contextes de réduction d’origine
cohérente sont engendrés par la grammaire suivante :

E = —
| Q@"(E,e)|Q"(v,E)
| ref™(E) | get™(E) | set™(E,e) | set™ (v, E),

ou la valeur v et le terme clos e sont d’origine cohérente.
Voyons le premier lemme, utilisé pour la regle d’inférence [RED].

Lemme
Soient E un contexte de réduction et e un terme clos.
Si Ele| est d’origine cohérente, alors E et e le sont.

Démonstration
C’est immédiat, par récurrence structurelle sur E.

L

Intéressons-nous maintenant aux substitutions, utilisées dans la G-réduction ;
si on remplace une variable libre par un terme clos, la cohérence est préser-
vée.

Lemme

Soient e et a deux termes étiquetés.

Supposons que a soit clos, et que e et a soient d’origine cohérente. Alors
ela/x] est d’origine cohérente.

Démonstration
Soit a un terme clos d’origine cohérente. On montre par récurrence struc-
turelle sur e que si e est d’origine cohérente, alors e[a/z] aussi. On traite le
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seul cas intéressant ol e = f]m(el, ...,e;). On suppose que e est d’origine
cohérente.
On doit montrer que pour tout entier k£ compris entre 1 et 7, on a :

— egfa/x] est d’origine cohérente,

— st FV(eg[a/x]) # 0, alors F|)(ex]a/x]) = Fm(exa/z]) = 0.
Soit k € {1,...,5}.
La premiere condition découle de 'hypothese de récurrence, puisque e est
d’origine cohérente.
Pour la seconde, examinons les différents cas possibles pour ey.
Si e = x, alors egla/z] = a et par hypothese, FV (eg[a/x]) = 0.
Si ey est égal & une variable y différente de x, alors exla/z] = y et par
définition F|)'(y) = F. (y) = 0.
Sinon, e = ¢"(...), donc exla/z] = g"(...).
On a alors les égalités F|2 (ex[a/x]) = Fil(er) et Fi (exla/z]) = F(ex).
Comme ey, est d’origine cohérente et comme on a U'inclusion FV (ex[a/z]) C
FV(e), puisque a est clos, il vient que si FV(ei[a/z]) # 0, alors on a

m(exlo/a]) = Fily(exla/a]) = 0.

L

Nous pouvons maintenant démontrer la préservation de la cohérence par
réduction.

Cohérence des origines :

Proposition , . . .
P ( Préservation par réduction

)

Soit t1 une configuration se réduisant en to.
Si t1 est d’origine cohérente, alors il en est de méme de ts.

Démonstration

Procédons par récurrence sur la preuve de t; — to.

. [

On utilise le lemme 3.2.11 (p. 244) pour conclure.

o [REF], [REF-1], [REF-7|

C’est immédiat.

e [RED]

t1 est de la forme (s, E[r]), to de la forme (s', E[r']), avec (s,r) — (§',17).
Si t; est d’origine cohérente, en utilisant le lemme 3.2.10 (p. 244), il en est
de méme pour F et (s,r), puis par hypothese de récurrence, pour (s',7'), et
enfin, par le lemme 3.2.11 (p. 244), il en est de méme pour ¢,.

L

Venons-en a la majoration de la frontiere d’une configuration. A tout
type C, nous allons associer deux ensembles de types, 7, (C) et 7_(C).
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1)
— [+]
cCHC : +
CHFA—B: %

CFHA:x

[__>] (* 6{_7+})

CHA—B:x
CHB : x%

[—+] (x e{=+})

C I Ref(4) : *

Cra.y LRef(-)] (v e{=+)

C I Ref(A4) : *
CHA : x

[Ref(+)] (* € {=+})
TAB. 3.12 — Types entrants et sortants

L’ensemble 7, (C) est formé des types ayant une occurrence positive dans C'
ou étant gardé dans C' par le constructeur Ref(—); on les appelle les types
sortants de C'; 'ensemble 7_(C) est formé des types ayant une occurrence
négative dans C' ou étant gardé dans C par le constructeur Ref(—); on les
appelle les types entrants de C. Ces deux ensembles sont définis formellement
a partir du systeme d’inférence de la table 3.12, interprété inductivement.
Un jugement est de la forme C'+ A : %, ol * est un élément de la paire
{—,+}; on note * l'autre élément de la paire. Précisément, les ensembles
T4 (C) et 7_(C) s’obtiennent ainsi :
— le type A appartient a 74 (C) si le jugement C'+ A : + est valide dans
le systeme d’inférence,
— le type A appartient & 7_(C) si le jugement C'+ A : — est valide dans
le systeme d’inférence.
On peut étendre les applications 74 (—) et 7_(—) aux ensembles de types de
la maniere suivante : si C est un ensemble de types, alors

7. = 7).
ceC

7.(0) = |J7T(0).

ceC

Nous allons relier ces ensembles & la notion de frontiere de la maniere sui-
vante. Etant donné une frontiere (C1,C3) (c’est-a-dire un couple formé de
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deux ensembles de types), définissons I’ensemble des types frontaliers par :

d
’A(Cl762) ;f 7. (Cl) u7_ (CQ) .

Le couple (A, c,):A(ca,cr)) est appelé la frontiere accessible a partir de la
frontiere (C1,Cz2). Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal.

Théoréme (Frontiére et accessibilité)

Soit t une trace d’exécution telle que la configuration initiale ty soit d’origine
cohérente.

Alors, pour toute configuration t; de la trace t, la frontiére de t; est majorée
(au sens de l'inclusion des composantes) par la frontiére accessible a partir
de la frontiere de la configuration initiale ty :

~¢Io (tz)
Fno(ti)

A(Fio(t0), Frmo(t0)) »

-
g A(fmo(t())y]'—lo(to)) :

La démonstration se fait par récurrence sur la position dans la trace. Elle
nécessite d’étudier ’évolution de la frontiere d’une configuration lors de sa
réduction. Quelques lemmes préparatoires sont utiles.

Commengons par calculer la frontiere pour un terme clos placé dans un
contexte de réduction. On dit qu’un contexte de réduction réduit sous n s’il
admet pour sous-terme un contexte de réduction de la forme f(...,—,...).
L’introduction de cette définition se justifie par le lemme suivant.

Lemme (Frontiére et réduction)
Soient E un contexte de réduction réduisant sous n et e un terme clos,
d’origine t.

Alors :

Fu(Ele]) = FAE)UF(e)UF(e),
fz(E[@D = ]:;(E)U]-}(e)

Démonstration

On montre par récurrence structurelle sur £ que si E réduit sous n, alors
pour tout terme clos e d’origine ¢, les deux égalités sont vérifiées.

Soit e un terme clos d’origine ¢. On suppose a chaque fois que E réduit
sous n.

[ ] E = —

C’est trivial.
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e £ =Q™(F,a)
Supposons 7 € {lo,mo}. On a :

Fr(Ele]) = Fr(Fle]) UFT(Fle]) U Fr(a) UFT(a) .

Envisageons deux cas pour F.
o F=—
On a Fle] =e, n =m et F-(E) = F;(a) UF?(a), soit finalement

F-(Ele])) = Fr(e)UFr(e)UF-(E).

On en déduit les deux égalités attendues.

o F# —

E et F réduisent alors sous n. Comme F'(F[e]) = F'(F'), il suffit d’appli-
quer I’hypothese de récurrence a F' pour obtenir les égalités attendues.

e Autres cas

Ils sont analogues au précédent.

L

Intéressons-nous maintenant aux effets d’une substitution.

Lemme (Frontiére et substitution)

Soient e et a deur termes et x une variable, tels que e soit d’origine cohé-
rente.

Supposons que e soit distinct de x et que x soit libre dans e. Alors, pour tout
élément v de {lo,mo}, on a :

F.(ela/x]) = F.(e) U F,(a)U Ff'L(a) .

Démonstration

Soit ¢ un élément de {lo, mo}.

On montre par récurrence sur e que si e d’origine cohérente est distinct de
x et x est libre dans e, alors on a I'égalité indiquée.

e c=zx,e=y

C’est trivialement vérifié.

e e= fl(e1,...,€))

On suppose e d’origine cohérente et x € FV(e). Par définition, on a :

Fulela/a)) = () Filerla/z]) U} (exfa/a]).
1<k<j

On doit montrer que

Fulelafa)) = (| Fuler) UFP(ex)) U Fia) UF}(a).

1<k<j
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Soit k un entier compris entre 1 et j. Distinguons deux cas suivant que x est
une variable libre de e; ou non.

o x € FV(eg)

Si e = x, alors

Fulexla/z]) UF (ek[a/z]) = Fi(a) UF}(a),
Fuler) UF(ex) = 0.
Supposons ey # .

Comme e est d’origine cohérente, e ’est aussi et on a n.I = eg.L.I. De
I’hypothese de récurrence appliquée a ey, on obtient

F.(exla/x]) = F.(ex) UF,(a)U ka"L(a) )

Comme n.I = e;,.L.I, on a F%¥(a) = F*(a). En remarquant que F?(ex[a/x]) =
F7(er), on obtient finalement :

F.(exla/x])) UF (exla/x]) = F.(ex) UF (ex) U F.(a) UF](a).

o x ¢ FVi(e)

Dans ce cas, e;la/x] = ek.

Finalement, en réunissant tous les cas, et en remarquant qu’il existe au moins
un k tel que x € FV(eg), on obtient :

F.(ela/z]) = F,(e) UF,(a) UF](a).

L

Etudions maintenant 1’évolution de la frontiere lors de la mise a jour d’un
état-mémoire.

Lemme (Frontiére et mise a jour de 1’état-mémoire)

Soit s un état-mémoire.

Considérons une référence I™ appartenant a l’ensemble dom sU{vy,(s)}. Alors
on a, pour tout élément v de {lo,mo} :

Fo((s,0" =) CF(s) UF,(v) UF}(v).

Démonstration
Il suffit de reprendre la définition de la mise a jour et de la frontiere.

L

Il est désormais possible de décrire I’évolution de la frontiere au cours d’une
réduction. Pour les majorants, les propriétés de stabilité suivantes nous se-
ront utiles.
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Lemme (Propriétés de la frontiére accessible)
Soit (C1,Cz) une frontiére. Alors :

(i) tout type de C1 appartient a A, c,),
(i) si A — B appartient a A, c,), alors B appartient a A, c,),

)
(iii) si Ref(A) appartient a A, c,), alors A appartient a A, c,),
(iv) si A — B appartient a Ac, ¢,), alors A appartient a A, c,),
)

(v) si Ref(A) appartient a A, c,), alors A appartient a A, c,)-

2

Démonstration
Il suffit de reprendre la définition de la frontiere accessible et d’appliquer les
regles d’inférence du systeme décrit dans la table 3.12 (p. 246).

L

Finalement, nous pouvons rassembler tous ces éléments pour étudier la pré-
servation de la majoration de la frontiere par réduction. Considérons une
configuration (s, E[r]) se réduisant en (s, E[r']). Envisageons deux cas pour
le contexte de réduction F.

Si E = —, on a, pour tout élément ¢ de {lo,mo} :

F.(s,E[r]) = F.(s)UF,(r),
fL(SIvE[T/]) = F(sHU .7'1(7“’).

Sinon, il existe une étiquette h telle que E réduit sous h ; dans ce cas, on a :

F.(s,E[r]) = F.(s)UF(E)UF,(r)uU Ff(r) ,
F.(s E[r']) = F.(YUF(E)UF,()UFr).

Remarquons que si F(r) # ), alors F(r') C F(r), puisque r et r’ ont méme
type. Le seul cas posant probleme est donc lorsque F(r) = 0 et F(r') # 0),
ce qui entraine que F2(r) = F2(+') = () : on dit que le contexte de réduction
crée une nouvelle frontiere avec le réduit r’. Dans notre premier lemme qui
concerne ce cas, nous allons montrer que si le type de la frontiere nouvelle-
ment créée n’appartient pas a la frontiére de la configuration initiale, alors
il se déduit d’un type initialement a la frontiere en appliquant une regle
« positive » du systeme d’inférence de la table 3.12 (p. 246), correspondant
aux cas (i) et (i4) du lemme 3.2.17 (p. 250).

Finalement, pour conclure, il nous restera a comparer F,(s') U F,(r') avec
F.(s) U F,(r), ce que nous ferons en un second temps. Nous verrons qu’une
nouvelle frontiere peut étre créée par le remplacement d’'un terme par un
autre dans la configuration initiale, et que si le type de la frontiere nouvelle-
ment créée n’appartient pas a la frontiere de la configuration initiale, alors
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il peut se déduire d’un type initialement a la frontiere en appliquant une
regle « négative » du systeme d’inférence, correspondant aux cas (iv) et (v)
du lemme 3.2.17 (p. 250).

Commencons par étudier le passage au contexte de la réduction.

Lemme ( Majoration de la frontiére - cas [RED] )

Soit (C1,C2) une frontiére.

Considérons une configuration (s, E[r]), ou E est un contexte de réduction
réduisant sous h et r un radical, qui se réduit en la configuration (s', E[r'])
et vérifie les deux conditions suivantes :

(i) la frontiére de (s, E[r]) est incluse dans la frontiére accessible a partir
de la frontiére (C1,Ca) :
Fo(s, E[r]) € A o) s
fmo(S, E[T]) - A(CQ,Cl) ’
(i) le contexte de réduction E crée avec r' une nouvelle frontiére :
Flo(r) UFpo(r) = 0,
Fio(r) UFno(r') # 0.

Alors la nouvelle frontiére créée avec r' est incluse dans la frontiére acces-
sible a partir de la frontiére (C1,Ca) :

h
Fio(r') € Acics
h
Fmo(rl) - A(Cz,Cl) :
Démonstratiocrll
On pose (B, ) “/ 1 L. Comme E crée une nouvelle frontidre avec 1’ ,on a

(B,T)=rLet hI=T7.
On note A, le majorant de F,(s, E[r]) :

A — Ay, siT=lo,
’ A(cocy siT=mo.

Il s’agit de montrer que F*(1') C A, soit B C A,, a partir de ’hypothése
Fr(s, E[r]) C Ay, soit Fr(s) UF(E)UF-(r) C A
Examinons les différents cas pour la réduction (s,r) — (s',77).

 [0]

La réduction est

(s, B[@B T (AzA=BY b o)) — (s, E[b[v/x]]).
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Distinguons deux cas, suivant que b est la variable x ou non.

ob=x

Dans ce cas, on a 7’ = v, si bien que B appartient & la frontiere F,(r), donc
aAr.

o b#x

Dans ce cas, 1'origine de 7/, soit 7, est égale & 'origine de b.

Si l'origine de l'abstraction ¢ est différente de 7, alors B appartient a la
frontiere F,(r), donc a A;.

Si v = 7, alors A — B appartient a la frontiere F,(r), donc a A.. De la
propriété (i) du lemme 3.2.17 (p. 250), on déduit que B appartient a A,.
e [REF]

La réduction serait

(s, Efref B (0)]) — (5,17 = 0), BB

ot [(B7) = Y BJ)(s). Or on constate que E ne crée pas de nouvelle frontiere
avec 1.

e [REF-!]

La réduction est

(s, Blget PT(HEI))) — (5, Bls((RE 1))

Examinons les deux cas possibles pour l'origine ¢ de la référence.

o L=T

Le type Ref(B) appartient a F,(r), donc a A, ; de la propriété (iii) du
lemme 3.2.17 (p. 250), on déduit que B appartient a A;.

o LFET
Le type B appartient & F.(s), donc a A,.
e [REF-7]

La réduction serait
(s, E[set (Unit,T)(l(Ref(B),L)’ v)]) — ((s7l(Ref(B),L) — ), E[unit(Unit’T)]).

Or FE ne crée pas de nouvelle frontiere avec 7.

L

Venons-en maintenant aux différents axiomes de la relation de réduction.
On traite a part la S-réduction, puisqu’elle nécessite une hypothése supplé-
mentaire, la cohérence des origines.

Lemme ( Majoration de la frontiére - cas [3] )
Soit (C1,Cq) une frontiére.
Considérons une configuration (s,r), ou r est un radical, qui se réduit en la
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configuration (s',1"), et dont la frontiére est incluse dans la frontiére acces-
sible a partir de la frontiére (C1,Ca) :
Fio(s,1)
Fmo(s,T)

g A(Cl ,Cg) )
-

A(C2 7C1) .

Supposons que la réduction (s,r) — (s',r") forme un aziome [(]. Alors si la
configuration (s,r) est d’origine cohérente, la frontiére de (s',r') est incluse
dans la frontiére accessible a partir de la frontiére (C1,Ca) :

Fio(s',7")
Fmol(s's1")

Aci,co) 5

N 1N

A(Cg,Cl) .

Démonstration
La réduction est

(5, @B (A A B2) b)) — (s, blv/a]).

I1 s’agit donc de montrer que la frontiere de bjv/z] est incluse dans la frontiere
accessible a partir de la frontiere (Cy, Ca).

Soit ¢ un élément quelconque de {mo, lo}.

On note A, le majorant de F,(s,r) :

A - Aic,) sit=lo,
’ A(cyc;) sit=mo.

Sib=zouz ¢ FV(e), ona F,((r') C F,r), donc F,(r') C A,.

On peut donc supposer b # x et © € FV(e).

Comme (s,r) est d’origine cohérente, par la proposition 3.2.12 (p. 245),
(s',7") Pest aussi; du lemme 3.2.15 (p. 248), on obtient alors que F,(r') =
F.(b) UF,(v) UEF™(v), ot m est I'étiquette de b.

Comme F,(b) U F,(v) C F,(r), le seul cas posant probleme est lorsque
F (o) 0.

Supposons F"(v) # 0, soit F}*(v) = {A}, puisque A est le type de v. Soit T
I’origine de v. On a alors : « = 7, m.I = 7. Il s’agit de montrer que A appar-
tient & A,. Examinons les deux cas possibles pour l'origine de I’application.
® |1 =T

A appartient a la frontiere F,(r), donc a A-.

o =T

Nécessairement 'origine 1o de 'abstraction est distincte de 7. Sinon, on au-
rait x € FV(b), b d’origine 7, et 12 = 7, si bien que Az(A=B12) b e serait
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pas d’origine cohérente, contradiction. Il s’ensuit que A — B appartient a
F=(r), donc a Az ; de la propriété (iv) du lemme 3.2.17 (p. 250), on déduit
que A appartient a A-.

L

Voyons les axiomes concernant les références.

Majoration de la frontiere -

cas [REF]|, [REF-1] et [REF-7] )

Soit (C1,Ca) une frontiére.

Considérons une configuration (s,r), ou r est un radical, qui se réduit en la
configuration (s',r"), et dont la frontiére est incluse dans la frontiére acces-
sible a partir de la frontiére (C1,Ca) :

Lemme (

Fio(s,)
Fno(s,7)

C Agccs

< A(Czycﬂ :

Supposons que la réduction (s,r) — (s',7") forme un aziome [REF], [REF-]
ou [REF-7?]. Alors la frontiere de (s',1") est incluse dans la frontiére acces-
sible a partir de la frontiére (C1,C2) :

]'-Io(slﬂnl) c A(Cl,Cg)a
-

fmo(s/,r/) A(C%cl) .

Démonstration
Soit ¢ un élément quelconque de {mo, lo}.
On note A, le majorant de F,(s,r) :

A — A(Cl,Cg) sl = |0,
’ A,y sit=mo.

Examinons les différents cas pour la réduction (s,r) — (s',77).
o [REF]
La réduction est
(5, 1667 (0)) — (5,7 — v),1™)
ou I"™ = v (s).
Du lemme 3.2.16 (p. 249), on obtient 'inégalité suivante :

F. (s, 7"y C F(s) UF,(v) UF v,

soit
fb(slarl) g fL('S?T) N
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e [REF-!]
La réduction est

On a:

e [REF-7]
La réduction est

(57 set (Unit,Ll)(l(Ref(B),Lg)’ ’U)) N ((S, l(Ref(B),Lz) — ’U), unit(Unit,Ll)) )
Par le lemme 3.2.16 (p. 249), on a :
Fo(s',7") C Fo(s) U F(v) UFRAB)2) (4

Comme F,(s) U F,(v) C A, il reste & montrer que FERef(B)7L2)(v) C A,.

Examinons donc le cas olt FERef(B)’LQ)(v) # .

Soit 7 l'origine de v. On a alors ¢ = T, F(TRef(B)’m)(v) = {B}, puisque v a
pour type B, et T # 1. Examinons les deux cas possibles pour l'origine de
Popérateur set(—, —), soit ¢1.

o L1 =T

Le type Ref(B) appartient a F=(r), donc a Az. De la propriété (v) du lemme
3.2.17 (p. 250), on déduit que B appartient a A,.

o U1 75 T

Le type B appartient a F-(r), donc a A,.

L

Il est maintenant possible de démontrer le théoreme 3.2.13 (p. 247) par
récurrence.

Démonstration

Soit t une trace d’exécution telle que la configuration initiale ¢y soit d’origine
cohérente.

En utilisant la proposition 3.2.12 (p. 245), on montre facilement par récur-
rence sur la position dans la trace que toute configuration ¢; de ¢ est d’origine
cohérente.

On montre maintenant par récurrence sur la position dans la trace que toute
configuration t; de la trace t vérifie :

EO(ti) - A(-ﬁo(tO)vme(tO))’
-

Feno(ti) A(Frolt0). Fiolto)) -
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e ;1 =0

11 suffit d’appliquer le lemme 3.2.17 (p. 250) (propriété (i)).

e :>0

On suppose le résultat en i —1. La réduction t;_; — t; est égale a (s, E[r]) —
(s', E[r']), ou E est un contexte de réduction et r un radical.

Si B = —, il suffit d’appliquer les lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254)
pour conclure.

Supposons que E réduise sous h. Soit ¢ un élément quelconque de {mo, lo}.
On note A, le majorant de F,(t;—1) :

A = A(ﬁo(to)fmo(to))Si t=lo,
A(Frno(to) Fio(to))S1 ¢ = MO.

On a, par le lemme 3.2.18 (p. 251) :

F.(s,Elr]) = F(s)UF(E)UF,(r)U Ff(r) ,
F.(s E[r']) = F(YUF(E)UF,()UFr).

Des lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254), on déduit que
]:L(S,) UF.(r) C A.

Il reste & montrer que F(r') C A,.

Si Fh(r) # 0, nécessairement F(r') C F!(r), puisque r et ' ont méme
type, et c’est terminé. Sinon, si Ff(r’) = (), c’est terminé. Il reste le cas ol
le contexte de réduction E crée une nouvelle frontiere avec r’. Du lemme
3.2.18 (p. 251), on déduit que F(r') C A,.

On peut conclure.

L

3.2.4 Etude du confinement

Le théoreme 3.2.13 (p. 247) est notre principal outil pour I’étude du confi-
nement. Revenons a notre modele d’étude, le code mobile s’exécutant dans
un environnement local. Rappelons que nous modélisons le code mobile par
un programme mobile, précisément une abstraction dont la variable repré-
sente I’environnement, et I’environnement local par un programme local. On
note L le programme local, supposé de type L, et Az : L. M[z] le programme
mobile, ot M est un contexte & une place, de type M (lorsqu’on attribue
a la place le type L). Nous cherchons a déterminer une condition portant
sur le type de 'environnement assurant le confinement des ressources dans
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I'environnement lors de exécution du programme (Az : L. M[x]) L.
Pour réaliser cette étude, nous allons annoter le programme mobile par
mo et I’environnement local par lo. Précisément, définissons le programme

M(M, L) par

MM, L) % @mo)((xz: L. M[z])™e, (L))
Le fait d’annoter les termes par leur origine permet de formaliser la notion
de confinement, comme nous le voyons maintenant.

La réduction d’un radical détruit une valeur, excepté le cas particulier
du radical créant et initialisant une référence (de la forme ref(v)). Il est donc
possible de décomposer tout radical de destruction sous la forme d’un des-
tructeur, contexte formé d’un opérateur de destruction, appliqué a une place
—, qu’on remplace par la valeur a détruire, et éventuellement a une place
%, qu'on remplace par une valeur paramétrant la destruction. Le tableau
suivant décrit précisément cette décomposition :

radical ‘ destructeur ‘ valeur détruite | valeur paramétrant
Q™(A\x™e,v) | Q"(—,x) Az™ e v

get ™ (™) get ™ (—) " 0
set (1", v) | set™(—,x%) n v

Nous sommes maintenant en mesure de formaliser la notion de confinement
et d’accessibilité. On dit qu'un type apparalt dans un programme typé e si
c’est le type d’une étiquette d’un sous-terme de (e)*, ¢ étant une information
quelconque.

Définition (Confinement et accessibilité)
Soit L un environnement et considérons un type A.
Le type A est confiné dans [’environnement L si

(i) le type A apparait dans L,

(ii) pour tout programme mobile M, lors de l'exécution de M(M, L), aucune
valeur de type A et d’origine l’environnement n’est détruite par un
destructeur d’origine le code mobile.

Le type A est accessible a partir de ’environnement L s’il existe un pro-
gramme mobile Az : L. M[z] tel que lors de l’exécution de M(M,L), une va-
leur de type A et d’origine l’environnement est détruite par un destructeur
d’origine le code mobile.

On remarque qu’un type A apparailt nécessairement dans I’environnement L
s’il est accessible. C’est qu’en effet aucune nouvelle étiquette n’est créée par
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réduction. Ainsi, pour un type A apparaissant dans ’environnement, A est
confiné si et seulement s’il est inaccessible.

Comme les destructions proscrites par le confinement se produisent a la
frontiere, on déduit du théoreme 3.2.13 (p. 247) le corollaire suivant.

Caractérisation des types confinés et accessibles

Corollaire ( par les types sortants

)

Soient L un environnement de type L et A un type.

(i) Si A n'est pas un type sortant de L et si A apparait dans L, alors A
est confiné.

(ii) Si A est accessible a partir de L, alors A est un type sortant de L.

Démonstration

Par définition, ’ensemble des types sortants de L est égal a 7, (L).

Soit ¢ la trace d’exécution de M(M, L). Comme pour la configuration initiale
to, on a Fio(to) = {L} et Fmo(to) = 0, on obtient par le théoréme 3.2.13
(p. 247) que pour toute configuration t; de t, Fio(t;) est inclus dans 7 (L).
Si le type A est accessible a partir de L, alors il existe une configuration t;
telle que A appartient a Fio(t;), si bien que A est un type sortant de L.

Si le type A apparait dans I’environnement L, en contraposant I'implication
précédente, on obtient la premiere implication.

L

Nous montrons maintenant que la caractérisation précédente des types ac-
cessibles est optimale au sens ou tout type sortant est aussi accessible a
partir d’un certain environnement.

Caractérisation des types sortants

Th ’ S .
eoreme ( par les types accessibles

)

Soit L un type.
Alors, pour tout type A sortant de L différent de Unit, il existe un environ-
nement L de type L tel que A est accessible a partir de L.

On construit I'environnement et le programme mobile réalisant l’acces par
récurrence structurelle sur le type de I’environnement. Prenons le cas ou le
type de lenvironnement est un type fonctionnel I; — Lo. Si le type A est
un type sortant de L; — Lo, autrement dit s’il apparait dans L; — Lo en
une occurrence positive ou sous la garde du constructeur Ref(—), alors deux
cas sont envisageables lorsque A est distinct de L1 — Lo :

— ou bien A est un type entrant de L1,

— ou bien A est un type sortant de Lo.
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Dans le second cas, I’hypothese de récurrence s’applique, dans le premier,
non, si bien qu’on procede différemment : on montre qu’il est possible de
décomposer L1 jusqu’a obtenir un type L} admettant A comme type sortant.
Formalisons dans un premier temps les propriétés liées a la décomposition
du type de 'environnement, a ’aide du systeme d’inférence de la table 3.12
(p. 246).

Proposition
Soit x un élément de {—,+}.
Considérons deux types distincts C et A. Alors :

(i) si C est égal a Cy — Coq, le jugement C = A : x est valide si et
seulement si au moins l'un des jugements C1 - A : ¥ et Co F A : x
est valide.

(i) siC est égal a Ref(D), le jugement C'+= A : x est valide si et seulement
si au moins 'un des jugements D A : % et D A : % est valide.

Démonstration

Commencgons par une remarque utile par la suite : si le jugement C - A : *
est valide, alors A est un sous-arbre de C, strict si x = —. La démonstration
par récurrence structurelle sur la preuve de C' = A : x est facile et omise.
Dans un premier temps, on montre par récurrence sur la preuve de C F A : x
que si C' # A, alors I'un des jugements C' = A : ... indiqués est valide, C’
étant un sous-arbre immédiat de C.

o [+]

La preuve se réduit a 'axiome C' - C' : +. La propriété est trivialement
vérifiée.

o [-—]

La preuve se conclut par la regle

CHA— B :*%
CHA:x
Distinguons deux cas suivant la nature de C.
o C=C1—Cy
Si C = A — B, nécessairement * = —, puis par décomposition, on a C; = A,

et donc C1 = A : ¥ est valide.

Si C # A — B, alors de 'hypothese de récurrence, on déduit qu’au moins
I'un des jugements C1 F A — B : x et Co - A — B : * est valide, puis par
application de la régle [— — |, qu’au moins 'un des jugements C; - A : %
et Cy - A : x est valide.

o C =Ref(D)
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De I’hypothése de récurrence, on déduit qu’au moins I'un des jugements
DFA—- B :xet DFA — B : % est valide, puis par application de la
regle [- — ], qu’au moins 'un des jugements D+ A : ¥ et DF A : x est
valide.
e Autres cas
Ce sont des variantes du cas précédent.
Venons-en maintenant a la réciproque. Nous la montrons sous la forme équi-
valente suivante : pour tous types C et A, si le jugement C' - A : * est
valide, alors les jugements suivants le sont aussi :

— pour tout type D, D - CFA : xet C - DF A : %,

— Ref(C)F A : xet Ref(C) - A : *.
On procede par récurrence structurelle sur la preuve de C' - A : . A chaque
fois, on considere un type D quelconque.
. [+]
La preuve se réduit a I'axiome C' = C' : +. Prouvons donc les différents
jugements :

0
(1) C—-DFC—D:+ |,
C—-DFC:—

0
(41) D—-CHFD—-C:+ |,
D—-CHC: +

]
(iii)  Ref(C) F Ref(C) : +
Ref(C) - C :

o [-—]
La preuve se conclut par la regle
CHA—-B:*%
CHA:x

De I’hypothese de récurrence appliquée & C H A — B : *, on déduit C —
DFA—-B:%x,D—-CFA—-B: % Ref(C)FrA — B : xet
Ref(C)FA— B :%,puisC —-DFA:%D—-CFA:xRef(C)FA:%
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et Ref(C) F A : .
e Autres cas
Ils sont analogues au précédent.

L

La démonstration du théoréeme 3.2.23 (p. 258) est principalement un exer-
cice de programmation.

En premier lieu, nous montrons que chaque type contient au moins un pro-
gramme convergent.

Lemme

Il existe une famille de programmes (a4)a, indexée par l’ensemble des types,
ainst qu’une famille de valeurs (us)a et une famille d’états-mémoire (o 4) A,
telles que pour tout type A, (0,a4) converge vers (oa,ua).

Démonstration

On procede par récurrence structurelle sur le type A.

o A = Unit

On pose a4 = uy = unit et o4 = (.

o A= A1 — AQ

On pose ag =ug = A\x: Aj.aa, et 04 = 0.

e A =Ref(A))

On pose aq =ref(aa, ), ua =va,(ca,) et 04 = (04,,us — ua,).

L

Ce lemme nous est utile pour définir des valeurs par défaut.

Les notations suivantes facilitent la programmation.

Si e; et ey sont deux termes et x une variable qui n’est pas libre dans e,
et de type A dans e, alors let Az = ey in ey déclare une variable locale de
type A dans ey et U'initialise & e, et se définit par :

let Az =e1 in ey def (Ax: A.eg)e.

Si e; et es sont deux termes, alors ey ; es réalise la composition séquentielle

de e1 et e, et se définit par :

d
e1; e tef (Axeg)er,

ou x n’est pas une variable libre de e2 (on a omis le type de x).
Si f et g ont pour type A1 — As et Ay — Ag, alors go f réalise la composition
fonctionnelle de g par f, et se définit par :

gof e Ay g(fa),
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ol x n’est une variable libre ni de f ni de g.
Enfin, nous désignerons par s -...- s, I’état-mémoire s si les fonctions (s;);
et I'état-mémoire s vérifient :

— pour tout ¢, s prolonge s;,

— (dom s;); forme une partition de s,

— pour tout ¢, Pensemble {l | 35 < i, A.

initial de I’ensemble des identificateurs.

Voyons maintenant précisément le cas des types entrants, avec ce lemme
suivi d’une breve explication.

1“4 € dom s;j} est un segment

Lemme

Soient L et A deux types tels que A soit un type entrant de L.

Alors il existe deuz types L' et L”, et deux programmes & et v, de type
respectivement L — L' et L' — L, vérifiant :

(i) L' est un sous-arbre de L,

(ii) L' est égal a Ref(L") ou a L" — B pour un certain type B,
(i1i) L' admet A comme type entrant,

(iv) L" admet A comme type sortant,

(v) les programmes 6 et v sont des abstractions,

(vi) pour toute configuration (s1,v), ot s1 est un état-mémoire et v une
valeur de type L', il existe une valeur notée u et un état-mémoire noté
s tels que

(a) (s1,7v) s’évalue en (s1-$,u),

(b) pour toute configuration (sg-s-s3,du), o Sy et s3 sont des états-
mémoire, il existe un état-mémoire sy tel que (s2-s-S3,0u) s’éva-
lue en (s2- s+ 53" S4,0).

Aux effets de bord pres, le lemme énonce que § o v est I'identité. En per-
mettant de passer de L' & L, puis de revenir, ces deux programmes rendent
possible I'utilisation de I’hypothése de récurrence en L”. Avant de voir com-
ment, démontrons ce lemme.

Démonstration

La démonstration se fait par récurrence sur L. Soit A un type. On montre
que si L H A : —, alors on peut définir deux types, L' et L”, et deux
programmes, ¢ et y vérifiant les conditions de I’énoncé.

e [ = Unit

Il n’existe pas de type A tel que L+ A : —.
o [ — L1 — L2
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Supposons L = A : —. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilités, que nous détaillons.
o L1 FA:+

On définit L' par L, L"” par Ly, § et v par I'identité Az : L. x.

o L2 FA: —

De I'hypothese de récurrence appliquée & Lo, on obtient L', L”, § et .
Soient F' = A\f : L. far, et G = Ay : La. \x : Ly.y. On vérifie facilement que
L', L", § o F et G o~ conviennent.

o L =Ref(Ly)

Supposons L = A : —. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilités, que nous détaillons.

o L1 FA:+

Comme précédemment, on définit L' par L, L” par Ly, § et v par I'identité
Az L.x.

(e] L1 H A .

De I’hypothese de récurrence appliquée & Ly, on obtient L', L”, § et .
Soient F' = Az : L.get(x) et G = Az : Ly.ref(x). On vérifie facilement que
L', L", §oF et G o~ conviennent.

L

Nous sommes désormais en mesure de démontrer le théoreme 3.2.23 (p. 258).
Dans cette démonstration, nous ne montrons pas que les traces d’exécution
des programmes que nous définissons vérifient la propriété souhaitée. Il est
facile de s’assurer informellement que c’est le cas : on raisonne en utilisant
les conditions (v) et (vi) du lemme 3.2.26, que nous avons mises sous cette
forme pour simplifier la vérification, ainsi que quelques propriétés intuitives
des traces d’exécution. Manuellement, il serait tres long de formaliser com-
pletement le raisonnement.

Démonstration

On procede par récurrence sur L. Soit A un type différent de Unit. On
montre que si L+ A : +, alors on peut définir un environnement local L de
type L et un programme mobile Az : L. M[z] tels que lors de I'exécution de
M(M, L), une valeur de type A et d’origine I’environnement est détruite par
un destructeur d’origine le code mobile.

Le cas ou A est égal a L étant trivial, on peut supposer A distinct de L.

e L = Unit

On ne peut avoir LF A : +.

o [ = L1 — L2

Supposons L = A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilités, que nous détaillons.
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o L2 FA:+

De 'hypothese de récurrence appliquée a Lo, on obtient un environnement
local L de type Ls et un programme mobile Az : Lo. M[x] tels que I'exécution
de M(M, L) entraine la destruction attendue. On vérifie facilement que

Ax Ly L

et
A i L.(Ax: Lo.M[z]) (far,)

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.

@) L1 FA:—

Par le lemme précédent 3.2.26, on obtient deux types L' et L”, et deux pro-
grammes 0 et v, de type respectivement Ly — L' et L' — Ly, vérifiant les
différentes conditions. Comme L” - A : +, en appliquant I'hypothese de
récurrence & L”, on dispose d’un environnement local L de type L” et d’un
programme mobile Az : L”. M[z] tels que 'exécution de M(M, L) entraine la
destruction souhaitée.

Envisageons deux cas, suivant le rapport entre L” et L’.

o /=L"— B

On définit le nouvel environnement par

L' % Az Li.(0zL;ar,)
et le nouveau programme mobile par
A LMF S Af Lo f (v Az L (M[2]; ap)).

Il est facile de vérifier que I'exécution de M(M',L’) entraine la destruction
souhaitée.
o L' = Ref(L")

On définit le nouvel environnement par
d
KREDVE Ly.(set(dz,L); ar,)
et le nouveau programme mobile par

ALMf] Y AfiLlet L' z=apin
(f(v2); Az : L. Mlx]) get(2)) .

Il est facile de vérifier que l’exécution de M(M',L’) entraine la destruction
souhaitée.
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o L =Ref(Ly)

Supposons L = A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilités, que nous détaillons.

o L1 FA: +

De I'hypothese de récurrence appliquée a L1, on obtient un environnement
local L de type L; et un programme mobile Az : L;. M[z] tels que I'exécution
de M(M,L) entraine la destruction attendue. On vérifie facilement que

ref(L)

et
Az : L.let L1 x = get(z) in M[z]

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.
o L1 + A .
Par le lemme précédent 3.2.26, on obtient deux types L’ et L”, et deux pro-
grammes J et vy, de type respectivement L1 — L’ et L' — Ly, vérifiant les
différentes conditions. Comme L” + A : +, en appliquant I’hypothese de
récurrence & L”, on dispose d’'un environnement local L de type L” et d'un
programme mobile Az : L”. M[x] tels que l'exécution de M(M, L) entraine la
destruction attendue.
Envisageons deux cas, suivant le rapport entre L” et L'.
o ' =L"—B
On définit le nouvel environnement par

L’ def let Lz=ay in

(set(z,v A : L". §get(2)L); 2)

et le nouveau programme mobile par

Az : L.M[z] ©oNz:Let L;y = get(z) in

(set(z,v Az : L".(M[z]; aB)); Syarr).

Il est facile de vérifier que I'exécution de M(M’,L’) entraine la destruction
souhaitée.

o L' =Ref(L")

On définit le nouvel environnement par

= Py y = ref(L) in ref(yy)
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et le nouveau programme mobile par

Az L.M'[2] N Let LV y = get(d get(2)) in

M[y] .

Il est facile de vérifier que I'exécution de M(M',L’) entraine la destruction
souhaitée.

Ici s’acheve I'étude générale du confinement. En utilisant un langage
annoté particulier, dans lequel chaque terme porte, en plus de son type, son
origine, le code mobile ou le code local, nous avons pu définir d’'une part,
une notion de frontiere, locale et dynamique, lieu des interactions entre le
code mobile et le code local, d’autre part, la propriété de confinement de
maniere rigoureuse. L’étude de la frontiere a permis de dégager un critere,
relatif au type de 'environnement local et permettant d’affirmer si un type
donné est confiné dans ’environnement local. Il se résume ainsi :

si le type n’apparait dans le type de I’environnement local ni en
une occurrence positive ni sous la garde du constructeur Ref(—),
alors il est confiné dans I’environnement local.

Bien siir, si le type apparait en une occurrence positive ou sous la garde du
constructeur Ref(—), il est impossible d’affirmer quoi que ce soit. Cepen-
dant, on a montré que dans ce cas il existe un environnement local & partir
duquel le type considéré est accessible par le code mobile. Autrement dit,
nous avons obtenu le meilleur critere possible a partir du type de ’environ-
nement local. De plus, il est évidemment décidable : étant donné un type L
pour Ienvironnement local et un type a tester A, la question de savoir si A
apparait dans L en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
Ref(—) est décidable. C’est a rapporter au probleme général suivant, qui lui
est indécidable :
— données :
un environnement local L typé et un type A,
— question :
le type A est-il accessible a partir de I’environnement local L 7
En effet, si ce probleme était décidable, le probleme de la terminaison serait
décidable'. En effet, considérons un programme e et appliquons la procé-
dure de décision supposée au type A et a I’environnement e; a4, ou aa est

120n présume évidemment que le probléme de la terminaison est indécidable pour notre
langage.
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le programme convergent de type A donné par le lemme 3.2.25 (p. 261). On
constate que e termine si et seulement si le code mobile accede a une valeur
de type A.

Revenons maintenant aux questions de sécurité, précisément au controle
des acces. Nous avons vu en introduction que le confinement des ressources
doit s’accompagner du controle de 'usage des ressources au sein du code
local. C’est cette question que nous abordons maintenant.

3.2.5 De l'instrumentation au confinement

Nous distinguons le code instrumenté de celui qui ne I’est pas, de méme
le code a protéger de celui qui ne l'est pas. A cette fin, nous introduisons
deux étiquettes, L et T, auxquelles nous attribuons la signification suivante,
selon qu’elles annotent un constructeur ou un destructeur du langage :

H constructeur destructeur

1 || pas de protection | pas d’instrumentation

T || protection instrumentation

Dans un premier temps, nous développons un systeme de types de maniere
a assurer que ’exécution de tout programme y admettant un type vérifie la
propriété suivante :
un destructeur étiqueté par | n’est jamais appliqué a une valeur
étiquetée par T,
ou encore en ordonnant la paire { L, T} par L < T,

un destructeur étiqueté par ¢ détruit une valeur étiquetée par j
seulement si j < 4.
Ce systeme garantit ainsi la correction de 'instrumentation. Dans un second
temps, nous utilisons la relation de sous-typage suivant le principe « convertir
pour confiner » pour résoudre la question du confinement.
Nous développons un systeme utilisant des types étiquetés, dits sécuri-
taires. Leur ensemble est engendré par la grammaire suivante :

A == Unit (type singleton)

| A A | A LA (types fonctionnels)
| Reft(A) | Ref"(A) (types des références) .
Une valeur étiquetée par L admettra un type étiqueté par L, et de méme

pour T. Détaillons le langage annoté que nous utilisons, et évidemment
conforme a la définition générale donnée dans le paragraphe 3.2.2 (p. 233).
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Rappelons que les étiquettes annotant les opérateurs d’un tel langage sont
formées d’un type (sans annotation) et d’une information. Se limiter & l'in-
formation indiquant 'instrumentation ou la protection est insuffisant dans
notre cas si on souhaite déterminer le type sécuritaire a partir de la seule
étiquette d’un terme. Par exemple, au programme Az(AT) x, ou A est un
type non étiqueté, on pourrait attribuer n’importe quel type A’ LA , ol
A’ est une annotation du type A. Aussi, on prendra pour information un
couple, formé d’un type sécuritaire et d’une valeur, L ou T. Comme le type
sécuritaire permet de retrouver le type non étiqueté, simplement en effacant
les étiquettes, il suffit pratiquement de prendre pour étiquettes les couples
formés d’un type sécuritaire et d’'une valeur 1 ou T ; si m est une telle éti-
quette, on notera m.T le type sécuritaire et m.I la valeur 1. ou T vérifiant
m = (m. T, m.I). Nous verrons par la suite que cette définition des étiquettes
permet de déterminer le type minimal d’un terme. Désormais, on appelle un
terme étiqueté de ce langage annoté un terme instrumenté.

Le systeme de types est décrit par le systeme d’inférence de la table 3.13
(p. 269) ; il permet de définir inductivement ’ensemble des jugements de ty-
page valides, un jugement de typage étant de la forme ' e : A, ou I est un
environnement, e un terme instrumenté et A un type sécuritaire, ces derniers
respectivement sujet et objet du jugement « a pour type sécuritaire » dans
I’environnement I'. On remarque que si on n’utilise qu'une seule valeur L
ou T pour les étiquettes des types sécuritaires et des termes, on retrouve
les regles de typage du systéme 3.9 (p. 235). La seule différence concerne
les regles applicables aux destructeurs, ou la contrainte concernant les éti-
quettes vise le respect du principe énoncé plus haut : 'information associée
a un destructeur, qui indique s’il est instrumenté ou non, est comparée a
I’étiquette du type du terme a détruire ; comme I'information associée a un
constructeur coincide avec I’étiquette de son type, on comprend que le prin-
cipe est bien appliqué.
Nous aurons besoin par la suite d’annoter entierement par | un programme
non étiqueté et typé. Précisément, notons (A)“ le type sécuritaire obtenu
en étiquetant par « tous les constructeurs de types, — — — ou Ref(—), du
type non étiqueté A. Associons & tout programme e non étiqueté et typé
le programme <<e)>L, e coloré en 1, dont I’étiquetage n’utilise que 1, aussi
bien pour les types sécuritaires que pour les étiquettes des constructeurs et
des destructeurs, de la maniere suivante :
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0
———  [intro-Var] (z € domT)
'z : I'(x)
I'(z:A)bkFe:B A% B—mT

—— lintro- — ] B
'Xz™e: A= B a=m.l
I'Hf:ASB Tha:A | BemT
[élim- — ] ol
'-Q@"(f,a) : B a<m.
@ .
[intro-Unit] (Unit = m.T)
T' - unit™ : Unit
0 o _
[intro-Ref/loc] ( Ref®(A) =m.T )
Tk ™ : Ref®(A) a=ml
I'kFe: A o _
[intro-Ref/new] ( Ref®(A) =m.T >
't ref™(e) : Ref“(A) a=ml
I'te: Ref*(A _
SEpp———Y < A=mT )

I'-get™(e) : A a<m.l

I'He; : Ref*(A) They: A
I'Fset™(e1,e2) : Unit

[clim-Ref/ 7] ( Unit = m.T )

a<m.l

TAB. 3.13 — Systeme de types sécuritaires du langage instrumenté



270 Chapitre 3. Deux analyses de I'’environnement local

0
(Unit, Unit)

(A2, A1) (B, Bo)
(A1 2 By, Ay B3 By)

0
(Ref®! (A), Ref®2(A))

a1 < ag)

(oq < )

TAB. 3.14 — Types sécuritaires : relation de sous-typage

ou GG est défini par ’équation récursive suivante :

G(f A (ej);) = FA(G(ey)); .

Il est facile de vérifier que si e a pour type A, alors ((e)* a pour type (A)L.
Considérons maintenant un type sécuritaire A dont 1’étiquette est T et
que nous notons B . On note B le type obtenu en modifiant 1’étiquette de
Aen L. Soit C[) un programme instrumenté a un parametre, admettant un
type sécuritaire dans le systéme précédent lorsqu’on attribue le type BT au
parametre. En utilisant la sémantique opérationnelle précédemment définie
pour le langage annoté (cf. tab. 3.10 (p. 237)), on verra par la suite que pour
toute valeur v de type BT, Pexécution de C' [v] n’entraine pas de destruction
interdite, c’est-a-dire impliquant un destructeur non instrumenté et une va-
leur & protéger. Il est clair que pour toute valeur v de type BT, Pexécution
de C[v] n’entraine pas non plus de destruction interdite. Autrement dit, on
peut considérer que B est un sous-type de BT.
Précisément, la relation de sous-typage entre les types sécuritaires est engen-
drée inductivement par le systeme d’inférence de la table 3.14 (p. 270). Les
jugements sont des couples (A, B), ot A et B sont des types sécuritaires : si le
jugement (A, B) est valide, on dit que A est un sous-type de B, et on le note
A < B. On remarque les propriétés classiques : pour le constructeur — — —,
contravariance pour ’ensemble de départ, covariance pour ’ensemble d’ar-
rivée, pour le constructeur Ref(—), invariance. On vérifie facilement que la
relation de sous-typage est une relation d’ordre partielle. Pour 'utiliser, on
ajoute au systeme de types la regle de conversion suivante :

I'Fe: A

— <] (A<B).
I'e: B
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Le systeme de types vérifie les propriétés habituelles. Noter que 'unicité du
type est remplacée par I’existence d’un type minimal.

Proposition (Propriétés du systéme de types sécuritaires)
Soit T' un environnement de typage. Considérons un terme instrumenté a de
type sécuritaire A dans l’environnement I :

I'kFa: A.

Lemme d’affaiblissement

Considérons un environnement I'" prolongeant T'. Alors le jugement de typage
I"Fa : A est valide.

Lemme de la base
Considérons l'environnement I' gy (4) obtenu en restreignant I' auzx variables
libres de a. Alors le jugement de typage I'\py(q) - a : A est valide.

Existence d’un plus petit type

Si a est une variable z, alors a admet un plus petit type (pour la relation de
sous-typage) dans ’environnement ', soit T'(x).

Sinon, soit M le type donné par ’étiquette de a :

M =al.T.

Alors M est le plus petit type de a dans I’environnement I.

Lemme des substitutions
Soient x une variable du domaine de ', et b un terme instrumenté de type
[(x). Alors le terme alb/z] a pour type A dans l’environnement T' :

'Fa: A I'Hb: I'(x)
I'talb/z] : A

(r € domT).

Lemme de la décomposition
Supposons que a soit un programme se décomposant en un radical r dans
un contexte de réduction E :

a= FElr].

Alors r est typé, et si on attribue a la place — le plus petit type de r, E
admet pour type A.
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Démonstration

e Affaiblissement, base

La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.2.1 (p. 226).

e Plus petit type

On montre tres facilement par récurrence structurelle sur la preuve de I' -
a : A que a admet comme plus petit type dans ’environnement I" celui qui
est indiqué par la proposition.

e Substitutions

La démonstration, classique, se fait par récurrence structurelle sur a, et ne
présente aucune difficulté.

e Décomposition

On procede par récurrence structurelle sur F. Seul cas original, le contexte
de réduction vide.

Supposons ' = —. Comme r est égal a a, r est typé; quant au contexte de
réduction F, il admet pour type le plus petit type de r, qui est le plus petit
type de a, et est donc un sous-type de A.

L

Définissons maintenant la sémantique opérationnelle de notre langage.

Pour simplifier, nous ne modifions pas la sémantique opérationnelle définie
par le systéme de la table 3.10 (p. 237). Ce choix correspond & une interpré-
tation en termes d’accessibilité. Pour un destructeur, I'étiquette T signifie
la possibilité d’accéder aux valeurs devant étre protégées, étiquetées par T.
Une approche réaliste consisterait a considérer qu'un destructeur réalise tout
d’abord un test, puis s’il est positif, réalise la destruction habituelle, sinon
arréte I'exécution ou lance une exception.
Enongons la principale propriété permettant de relier la sémantique statique
(le systeme de types) a la sémantique opérationnelle. On dit qu’une confi-
guration (s, e) est typée pour la sécurité si elle est typée dans le systeme de
types sécuritaires, autrement dit si

— pour toute référence I™ du domaine de s, la valeur s(I"") admet pour

type sécuritaire le type A vérifiant

m. T = Ref™1(A),
— le terme de contréle e admet un type sécuritaire.

Théoréme (Réduction du sujet : préservation du typage)

Soit (s1,e1) une configuration typée pour la sécurité. Alors si (si,e1) se
réduit en (s2,e2), la configuration (sg,e2) est typée pour la sécurité. De
plus, le plus petit type sécuritaire de ey est un sous-type du plus petit type
sécuritaire de eq.
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Démonstration

On raisonne par récurrence structurelle sur la preuve de la réduction (s1,e;) —
(s2,€2). On suppose que la configuration (s1,e;1) est typée pour la sécurité,
et on note M le plus petit type de e;.

o [A]

La réduction est

(51, @™ (2™ 0, ) — (s, alo/]).
La preuve de ) - e; : M se termine ainsi :

D.(x : AYra: M

Ok Aama: A5 M

DEXz"a: ASM (QFov: A
Q™" a,v) : M

on A< A M <Metod <a.

De ces inégalités et du lemme des substitutions, on déduit que alv/z] a pour
type M, si bien que son plus petit type est un sous-type de M.

De plus, (s1,al[v/x]) est typée pour la sécurité.

o [REF]

La réduction est

(s1,ref™(v)) — ((s1,I™ —v),I™),

ou I est égal & vy, (s). Du jugement () - ref™(v) : M, on déduit que v admet
pour type A défini par m.T = Ref™1(A). Il en résulte que ((s1,1™ — v),1™)
est typée pour la sécurité.

Enfin, ref™(v) et " ont le méme plus petit type, m.T.

o [REF-]

La réduction est

(s1,8et™ (")) — (s1,51(1")) -

Evidemment, la configuration (s1,81(1™)) est typée pour la sécurité. Mon-
trons que s1(I") admet M pour type.
Par hypothése, on sait que s1(I") admet pour type A vérifiant n.T = Ref™1(A).
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La preuve de ) - get™(I™) : M est ainsi formée

0
OF 1™ : Ref™ (M)

0+ " : Ref(M)
0k get™(") : M

avec n.T = Ref™(M). 1l s’ensuit que M = A.
o [REF-7]
La réduction est

(s1,set™ (1", v)) — ((s1,I" > v),unit™).

On doit montrer que v admet pour type A défini par n.T = Ref"'I(A). Or
il existe un type B tel que la preuve de §) - set™(I",v) : Unit est formée
ainsi :

0

O 1" : Ref™(B)

@Fl”:Ref“(B) 0Fv:B
0k set™(1",v) : Unit

avec n. T = Ref”‘I(B)7 ce qui implique B = A et donc que v a pour type A.
e [RED]

La réduction est (s1, E[r1]) — (s2, E]re]), déduite de (s1,71) — (s2,72), et
ou F est un contexte de réduction et r; un radical.

Par le lemme de décomposition, on obtient que r1 est typé et que F a pour
type M si on attribue a la place — le plus petit type de r1. En appliquant
I'hypothese de récurrence a la réduction (s1,71) — (s2,72), comme (s1,77)
est typée pour la sécurité, on obtient que sy vérifie la condition de typage et
que le plus petit type de ro est un sous-type du plus petit type de r1. Par le
lemme des substitutions, on obtient finalement que E[ry] admet pour type
M, et on peut conclure.

L

Il résulte de ce théoreme fondamental que le systeme de types sécuritaires
est sir.
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Corollaire (Sareté du typage)

Considérons un programme instrumenté admettant un type sécuritaire. Alors,
lors de son exécution, aucun destructeur étiqueté par L ne détruit une valeur
étiquetée par T.

Démonstration

Par le théoreme de réduction du sujet, toute configuration de la trace d’exé-
cution est typée pour la sécurité. Si lors de I'exécution, un destructeur éti-
queté par L détruisait une valeur étiquetée par T, alors le radical en question
n’admettrait pas de type sécuritaire, ce qui constituerait une contradiction,
par le lemme de la décomposition.

L

Autrement dit, la vérification statique de I'instrumentation entraine la véri-
fication dynamique de la politique de sécurité.

Comment appliquer ce systeme de types dans le cas du code mobile?
Commencons par modéliser I’exécution du code mobile appelant ’environ-
nement local avec le langage instrumenté. Comme le code mobile ne peut pas
étre instrumenté et ne contient pas de ressources a protéger, il ne contient
que l'étiquette L. Précisément, si Az : L. M|z] est le programme mobile de
type L — M, nous le représentons par le programme

(s L M)
de type

(LY = ()t
Quant au code local, il peut étre instrumenté et contenir des ressources a
protéger, si bien qu’il utilise les deux étiquettes 1 et T suivant le principe
déja énoncé :

H constructeur ‘ destructeur

1 || pas de protection | pas d’instrumentation

T || protection instrumentation

On note Lg l'environnement local ainsi étiqueté. On suppose évidemment
qu’il admet un type sécuritaire, qu’on note Lg. On sait donc que 'exécu-
tion de I’environnement local seul est stire. Qu’en est-il de I'exécution du
programme mobile appelant ’environnement local, autrement dit du pro-
gramme

Q5D ((x : L. Mz])*, Ls)

qui nous sert a modéliser cette exécution 7 Une condition suffisante est évi-
demment que ce programme admette un type sécuritaire. Compte tenu des
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regles de typage, il vient que ce programme admet un type sécuritaire si et
seulement le type de I'environnement Lg est un sous-type du type (L)L, le
méme type que Lg si ce n’est que les étiquettes T ont été remplacées par
des étiquettes L. La proposition suivante définit une condition équivalente,
a l’aide des types sortants. Etant donné un type sécuritaire C, on note | (C)
le type non étiqueté obtenu en effacant les étiquettes.

Proposition (Conversion et types sortants)

Soit C' un type sécuritaire.

Alors C' est un sous-type de (| (C))* si et seulement si tout type sortant de
C et différent de Unit a pour étiquette L.

On définit les types sortants et entrants de C' comme pour les types non
étiquetés. Un type A est un type sortant de C g’il apparait dans C' en une
occurrence positive ou sous la garde d’un constructeur Ref“(—); un type A
est un type entrant de C' s’il apparait dans C en une occurrence négative ou
sous la garde d’un constructeur Ref®(—). Formellement, on utilise le systeme
d’inférence de la table 3.12 (p. 246), ou chaque constructeur de types, — — —
ou Ref(—), doit cependant étre remplacé par un constructeur étiqueté. On
rappelle qu’un type A est un type sortant de C si le jugement C' - A : +
est valide, alors que c’est un type entrant de C si le jugement C' - A : —
est valide.

On utilise dans la démonstration la proposition 3.2.24 (p. 259), qui permet
de relier un jugement C = A : ... & un jugement C'+ A : ..., ou C’ est un
sous-arbre de C, lorsque C est distinct de A.

Démonstration

Nous allons montrer non seulement la propriété de 1’énoncé, mais aussi
une propriété duale. Précisément, nous montrons les deux équivalences sui-
vantes :

(
(L(COY-<C = VA#£Unit. CHA: —= Al=1.

Commengons par montrer simultanément les deux implications de gauche a
droite par récurrence sur C'. On considére un type A distinct de Unit.

e (' = Unit

C’est trivialement vérifié.

o C = 01 g 02

Voyons la premiere implication.

Supposons C' < (| (C))*, ce qui implique par définition du sous-typage,
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o = J_, CQ S <l (CQ))J_ et <l (Cl)>l S Cl.

Supposons aussi C F A : +.

Si A= C, alors A a pour étiquette a, soit L.

Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).

Si Ch H A : —, en appliquant I’hypothese de récurrence a C7, on obtient
Al= 1.

Si Cy - A : +, en appliquant I’hypothese de récurrence & Cs, on obtient
Al=1.

Voyons la seconde implication.

Supposons (| (C))* < C, ce qui implique par définition du sous-typage,
C1 < (L (C1))* et (| (C2))" < Co.

Supposons aussi CH A : —.

Nécessairement, A # C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si Ch F A : 4, en appliquant I’hypothese de récurrence a C7, on obtient
Al=1.

Si Co H A : —, en appliquant I’hypothese de récurrence a Cs, on obtient
Al=1.
o C =RefYD)

Voyons la premiere implication.

Supposons C' < (] (O))*, ce qui implique par définition du sous-typage,
a=1, D= (D)>L

Supposons aussi C F A : +.

Si A= C, alors A a pour étiquette «, soit L.

Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).

Si DF A : —, en appliquant I’hypotheése de récurrence a D, on obtient
Al=1.

Si DF A : +, en appliquant I’hypotheése de récurrence a D, on obtient
Al=1.

Voyons la seconde implication.

Supposons (| (C))* < C, ce qui implique par définition du sous-typage,
D= (D)L

Supposons aussi CH A : —.

Nécessairement, A # C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si DF A : 4, en appliquant ’hypotheése de récurrence a D, on obtient
Al=1.

Si Co F A : —, en appliquant I’hypothese de récurrence a D, on obtient
Al=1.

Montrons maintenant simultanément les deux implications de droite a gauche,
toujours par récurrence sur C.

e (' = Unit
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Ona C = (] (C))*.

e C=0C15C

Voyons la premiere implication.

Supposons VA # Unit. CHA : += Al= 1.

Pour montrer que C' < (| (C))*, il est suffisant de montrer que o = L,
Cy < (1 (Ca)) ™ et (| (C1)F < Ch.

Comme C = C : +, on déduit de I’hypothese que oo = 1.

Considérons un type A différent de Unit. Nous allons montrer que si Co F
A : + est valide, alors A.I = 1, de méme que si C7 - A : — est valide,
alors A.I = 1, ce qui permettra de conclure en appliquant ’hypothese de
récurrence a Cy et C; respectivement.

Supposons Cy - A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C; = Cy F
A : +, donc par hypothese Al = 1.

Supposons C; - A : —. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C; = Cy +
A : 4, donc par hypothése A.I = 1.

On a donc montré C < (| (O))*.

Voyons la seconde implication.

Supposons VA # Unit. CHA : — = Al= 1.

Pour montrer que (| (C))* < O, il est suffisant de montrer que C; <
(L (CM et (L (Co))- < o

Considérons un type A différent de Unit. Nous allons montrer que si Co F
A : — est valide, alors A.I = 1, de méme que si C; - A : + est valide,
alors A.I = 1, ce qui permettra de conclure en appliquant ’hypothese de
récurrence a Cy et C] respectivement.

Supposons Cy - A : —. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C; = Cy +
A : —, donc par hypotheése A.I = 1.

Supposons C; - A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C; = Cy +
A : —, donc par hypotheése A.I = 1.

On a donc montré (| (C))*+ < C.

e C =Ref%D)

Voyons la premiere implication.

Supposons VA # Unit. CHFA : + = Al= 1.

Pour montrer que C' < (| (C))*, il est suffisant de montrer que o = L et
D = (] (D))*.

Comme C = C' : +, on déduit de I’hypothese que o = L.

Considérons un type A différent de Unit. Nous allons montrer que si D +
A : + est valide, alors A.I = 1, de méme que si D - A : — est valide,
alors A.I = L, ce qui permettra de conclure en appliquant ’hypothese de
récurrence a D.

Supposons D = A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref®(D) I



3.2. Un critére de confinement 279

A : 4, donc par hypothese A.I = 1.

Supposons D F A : —. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref*(D)
A : 4, donc par hypothese A.I = 1.

On a donc montré C < (| (O))*.

Voyons la seconde implication.

Supposons VA # Unit. CHA : — = Al= 1.

Pour montrer que (| (C))* < C, il est suffisant de montrer que D =

(1 (D))
Considérons un type A différent de Unit. Nous allons montrer que si D F
A : — est valide, alors A.I = 1, de méme que si D - A : + est valide,

alors A.I = 1, ce qui permettra de conclure en appliquant I’hypothese de
récurrence a D.

Supposons D + A : —. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref*(D)
A : —, donc par hypothese A.I = 1.

Supposons D F A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref*(D)
A : — donc par hypothese AI= 1.

On a donc montré (| (C))*+ < C.

L

Cette derniere proposition permet de définir un critére assurant qu’un
type sécuritaire pour ’environnement est stir. On dit qu'un type sécuritaire
Lg est str si pour tout programme mobile typé Az : L. M[z] (L étant égal
a | (Lg)) et tout environnement instrumenté Ls de type sécuritaire Lg,
I’exécution de

QM D (A L. M[z])*, Ls)

est siire, autrement dit n’entraine pas la destruction par un destructeur éti-
queté par L d’une valeur étiquetée par T. Il vient que le type sécuritaire Lg
est str si tout type sortant de Lg et différent de Unit a pour étiquette L. La
réciproque pourrait étre montrée en adaptant le théoreme 3.2.23 (p. 258) au
cas des types sécuritaires. Ce théoreme adapté permettrait alors d’associer
a tout type sortant A de Lg un environnement de type Lg & partir duquel le
type A serait accessible. Ainsi, s’il existait un type sortant A de Lg, différent
de Unit et ayant pour étiquette T, on obtiendrait une destruction proscrite
pour un certain programme mobile appelant I’environnement local associé a
A par ce théoreme.
En résumé, dans le cas du code mobile, nous proposons de controler les
acces aux ressources
— en vérifiant que I'instrumentation du code local est correctement réali-
sée, ce qui peut se faire en montrant que I’environnement local admet
un type sécuritaire dans le systeme de types décrit dans la table 3.13
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(p. 269),

— en vérifiant une forme de confinement des types a protéger, précisé-
ment en vérifiant qu'un type a protéger n’apparait dans le type de
I’environnement ni en une occurrence positive ni sous la garde d’un
constructeur Ref“(—), ce qui permet de convertir le type sécuritaire
de I'environnement pour confiner les types a protéger.
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Conclusion

Nous avons étudié dans cette these 'exécution de code mobile dans un
environnement local ; le code mobile étant potentiellement hostile, ’environ-
nement local est chargé de protéger les ressources du systeme hote, préci-
sément de garantir d’une part, la confidentialité des informations contenues
dans les ressources, d’autre part, le confinement local de ressources a proté-
ger. Au terme de ce travail, nous pouvons affirmer qu’il est possible d’ana-
lyser ’environnement local seul pour garantir la sécurité de 'exécution de
tout code mobile. Nous avons pu définir deux criteres de sécurité :

— le premier est vérifié par le code de I’environnement local si et seule-
ment si 'environnement garantit la confidentialité des ressources lo-
cales,

— le second porte sur le type de ’environnement local et implique que
les ressources a protéger sont confinées dans I’environnement si le type
de 'environnement le vérifie.

L’originalité de ces résultats ne tient pas en la possibilité d’analyser un
programme pour déterminer des propriétés concernant le controle des flux
d’informations ou des acces : la littérature sur ces sujets est déja vaste. Mais
elle provient de la problématique propre a l’exécution de code mobile, en
particulier des deux points spécifiques suivants :

— seul ’environnement local est disponible pour ’analyse,

— un critere de sécurité doit étre valide pour tout code mobile envisa-
geable.

Rentrons un peu plus dans le détail de ces criteres pour en cerner les limites
et étudier les extensions possibles. Noter que nous ne revenons pas sur les
limites impliquées par nos hypothéeses de travail et décrites en introduction
(cf. p. 7) : la principale hypothése concerne 'utilisation d’un langage de haut
niveau, ce qui suppose qu’on s’assure de la préservation par compilation des
propriétés de sécurité.

Nous comparons les deux criteres suivant trois points de vue :

— le langage de programmation utilisé,
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— le degré d’approximation du critere relativement a la propriété qu’il
implique,

— les techniques utilisées pour démontrer ces criteres.
Commencons par une technique commune aux deux démarches. Tant la
confidentialité que le confinement ont été étudiés a partir d’'une annotation
du langage de programmation, ot chaque opérateur du langage recoit une
étiquette : dans les deux cas, ce sont des langages bien connus, qui peuvent
étre considérés comme les langages naturels pour 1’étude de ces questions.
Excepté cette technique commune, le contraste est autrement parfait. Pour
le critere de confidentialité, le langage est élémentaire, le critére est exact,
c’est-a-dire équivalent a la propriété de confidentialité, et les techniques sont
élaborées, puisqu’une partie des deux premiers chapitres est dévolue a leur
développement ; pour le critéere de confinement, le langage est enrichi (par
des références), le critére repose sur lapproximation des valeurs par leur
type, et les techniques sont élémentaires.

Pour la confidentialité, c’est donc surtout une extension du langage de
programmation qui est souhaitable. Si on reprend la méme démarche, il
conviendrait pour le langage étendu de

1. définir une sémantique observationnelle,

2. étudier 'uniformité et la dépendance, en recourant a une interprétation
abstraite,

3. donner un critere de confidentialité, a partir de I’observation abstraite.

Des trois points, le premier semble le plus délicat. Depuis les travaux de
Moggi [58], il est reconnu que Iexpression d’une sémantique dénotationnelle
peut étre paramétrée par une monade. D’un point de vue opérationnel, la
monade décrit la structure des configurations de la machine abstraite exé-
cutant les programmes. Dans 'optique d’une généralisation, il serait donc
intéressant de combiner 'approche monadique et ’approche observation-
nelle. Il s’avere que la méthode de Howe a déja été utilisée pour des mo-
nades particulieres. Intéressons-nous & la monade permettant de représenter
un état-mémoire (global), adaptée au langage avec références utilisé pour le
confinement. Dans [72], Ritter et Pitts montrent que la relation de bisimila-
rité est incluse strictement dans la relation d’équivalence contextuelle : c’est
un résultat d’adéquation. On peut considérer que la relation de bisimilarité
qu’ils définissent s’obtient & partir d’une notion d’observation : ’observation
d’un programme convergent est obtenu en observant de son résultat a la fois
la valeur obtenue et 1’état-mémoire. Comme 1’équivalence contextuelle est
définie uniquement en observant du résultat la convergence, elle est claire-
ment plus grossiere que la bisimilarité : il faudrait raffiner ’observation du
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résultat de maniere a prendre en compte ’état-mémoire pour espérer obtenir
la bisimilarité. A I'inverse, si on laisse inchangée 1’équivalence contextuelle,
c’est la notion d’observation utilisée pour définir la bisimilarité qui doit étre
moins discriminante. Lors de l'observation d’un programme, il est impos-
sible d’observer le contenu d’une référence créée par le programme si elle
n’a pas été rendue accessible par le programme. Autrement dit, pour un
état-mémoire, il est impossible d’observer les références confinées dans le
programme. C’est cette distinction qu’exploitent Jeffrey et Rathke dans [40,
84, 5] pour aboutir a 'adéquation complete, soit I’égalité entre la bisimilarité
et I’équivalence contextuelle; ils utilisent également la méthode de Howe, qui
justifie ainsi par sa robustesse son emploi dans ce travail.

Pour le confinement, le langage pourrait étre étendu par des structures
de données, sans modifier I’étude de la frontiere telle que nous ’avons me-
née : par exemple, au niveau des types, outre des types de base, comme
des entiers ou des booléens, on pourrait introduire le produit cartésien ou la
somme (union disjointe) sans aucune difficulté.

Comme le langage contient déja des références, il se rapprocherait alors d’un
langage orienté objets, comme Java. Un type dans un langage comme Java,
méme s’il est d’abord le nom d’une classe ou d’une interface, peut aussi étre
identifié avec la liste des signatures'® de ses méthodes; comme il est sus-
ceptible d’apparaitre dans le type d’une de ses méthodes, il peut former un
type récursif. Que devient ’étude de la frontiere en présence de types récur-
sifs 7 Il apparait que notre étude ne nécessite aucune hypothese concernant
le caractere non récursif des types. Cette derniere hypothese n’est utilisée
qu’une seule fois, pour associer a chaque type un programme convergent de
ce type, lorsqu’on montre que le critere de confinement est optimal.

Autre particularité d’un systéme de types comme celui du langage Java :
le sous-typage. La relation de sous-typage permet d’affirmer qu'un type
(m; : Aj)ier, ou pour chaque indice ¢ de I'ensemble fini I, m; est le nom
d’une méthode et A; son type, est un sous-type de (m; : Aj)jes, ot J est
inclus dans I. Avec le sous-typage, sans hypotheses sur la conversion des
types, il n’est pas raisonnable de définir un critére de confinement & par-
tir du type de ’environnement local. En effet, s’il est possible de réaliser
une coercition d’un type vers un sous-type, c’est non seulement le type de
I’environnement local qui doit vérifier le critere de confinement, mais aussi
tous ses sous-types. Si comme en Java, il existe un type au sommet de la
hiérarchie de sous-typage (le type « Object » en Java), le critere peut deve-
nir inapplicable. Il est donc souhaitable d’interdire ou bien la conversion des

3La signature d’une méthode contient le nom et le type de la méthode.
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types devant étre confinés en sur-types, ou bien la coercition. Ce sont des
hypotheses habituelles pour le confinement, la premiere donnée par exemple
par Bokowski et Vitek dans [83, §5.3].

Une autre extension possible concernerait 'introduction du polymorphisme
paramétrique : c’est la possibilité de paramétrer par un type la définition
d’un programme. Le passage d’un systéme de types monomorphes & un sys-
teme de types polymorphes impose de nombreuses modifications techniques
a notre étude de la frontiere, et demande donc d’étre exploré plus avant.
Il convient aussi de remarquer que le polymorphisme paramétrique permet
de rendre abstrait dans le code mobile un type a protéger : il suffit en effet
de paramétrer le code mobile par ce type pour empécher tout acces a une
valeur de ce type au sein du code mobile. Cette technique de confinement
est étudiée par Leroy et Rouaix dans [49, §5.2].

S’il est possible d’envisager un critére de confinement pour un langage étendu,
il reste que ce critére repose sur une approximation forte : il concerne les
types et non les valeurs. C’est dommageable, dans la mesure ou le processus
d’approximation n’est pas formalisé. Il serait préférable de définir un critere
de confinement exact, a partir du code de 'environnement local, équivalent
a la propriété de confinement, puis de déduire par une interprétation abs-
traite transformant chaque valeur en son type le critere approché que nous
donnons. Il s’agirait donc de déterminer 1’ensemble des valeurs accessibles
par le code mobile a partir de I’environnement local : on remarque un inté-
ressant point de convergence avec le probleme de 'adéquation complete en
présence de références, évoqué plus haut.

Evoquons enfin brievement les techniques mathématiques décrites dans
le premier chapitre et utilisées dans les chapitres suivants. Elles concernent
des objets infinis, au sens de structures arborescentes infinies en profon-
deur. Rappelons que pour définir ces objets infinis, nous avons privilégié
une approche équationnelle, et que pour raisonner sur ces objets infinis,
nous avons privilégié une approche déductive. A I'usage, ces deux approches
se sont révélées efficaces et intuitives. Elles sont susceptibles d’étre étendues
dans de nombreuses directions. On pourrait par exemple considérer des sys-
temes d’équations récursives non déterministes, permettant de définir des
ensembles d’arbres, en s’inspirant des schémas de programmes récursifs non
déterministes développés par Arnold et Nivat dans [8]; on pourrait aussi
comparer I’approche déductive avec I'approche par points fixes pour d’autres
théoremes de points fixes que celui de Tarski.
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