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Introduction: processus de Levy et
modeles exponentielle-Lévy.




Modeles avec sauts en finance

* Melilleure gestion de risques
grace a la présence explicite
de sauts dans le modele.

Peter Tankov

7500

- Taux de change DM/USD | A o
& fo Y
H e Y :
74001 § f‘\ft S
-'3_‘; i
% §
7300+
e
:*.-*'5’
72001 :
[ A3
*-":s, A
‘:\ . B P "‘\‘ H
w1 . 9"..-'.' ’ '5:‘-.?-‘» .,‘V..?.z
7000+ :
17/09/1992 2/10/1992
QAAP Processus de Lévy en Finance: thése de doctorat — p.3/40



Modeles avec sauts en finance

* Melilleure gestion de risques
grace a la présence explicite
de sauts dans le modele.

* L'existence des options est
justifiee par l'incompléetude
du marche.
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Processus de Levy: deéfinitions

Processus de Lévy. Processus aux Accroissements
Indépendants et Stationnaires

Exemples: mouvement Brownien, processus de Poisson
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Processus de Levy: deéfinitions

Processus de Lévy. Processus aux Accroissements
Indépendants et Stationnaires

Exemples: mouvement Brownien, processus de Poisson

1

Intensité de sauts finie: | | w w
Ny 0.5F %\M |

1=1
. : 1 1A OSW W
N, : Poisson d’intensité A

Y; : 1ID avec distribution f(.)
v = Af: la mesure de Levy.
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Processus de Levy: deéfinitions

Intensité de sauts infinie:

Xt:7t+WtZ—|—Zt '
Z,. a une infinité de sauts
dans chaque intervalle

v: mesure positive sur R?
telle que

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

/ 1A |z]?v(dz) < oo
R4
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Modeles exponentielle-Lévy

Soit (X;) un processus de Lévy sur (2, F, P).

St _ SO ert—i—Xt




Modeles exponentielle-Lévy

Soit (X;) un processus de Lévy sur (2, F, P).
St _ Soert—i—Xt

Absence d’opportunité d'arbitrage

0

3 Q ~ P :eXt est une Q-martingale.

o Dans un modele exp-Léevy il n'y a pas d’arbitrage si les
trajectoires de (X, P) ne sont pas p.S. croissantes ni p.s.
décroissantes.
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Modeles exp-Lévy paramétriques

* Modele de Merton (1976):

A (2—6)>

— e 282
0V 2m
* Variance gamma (Madan, Milne (1991)):

>0, v(r

Ae_n—f-x Ae_n—|x|
0 = 07 V(x) — T 1£C>O —I_ |£I;'| 1$<O'
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Contenu de la these

1. Processus de Lévy et modeles exponentielle-Levy

2. Calibration de modeles exponentielle-Lévy aux prix
d’options, théorie

3. Implémentation numerique de l'algorithme de
calibration et application aux donnees reelles

4. Caractérisation de la dépendance de processus de
Lévy multidimensionnels

5. Applications de copules de Lévy
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Calibration non-paramétrigue de
modeles exponentielle-Lévy aux
prix d’options, cotees sur un
marche financier.




e probleme de calibration

Pricing: sous la probabilité risque-neutre:
COUT,K) = e "™ E[(Spe™ ™t — K)™]

M = {probabilités risque-neutres}
L={0Q :(X,Q) estun processus de Lévy}

Calibration: étant donnés les prix de marché
Cu(T;, K;), i € I, trouver Q € M N L:

Cu(T;, K;) = C9(T;, K;) pourtouti e I. (E)
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Calibration exacte et approchee

Le probléme de calibration avec contraintes exactes (E):
* Pas d’erreurs dans les données (fourchettes bid-ask)

* Données compatibles avec un modele exp-Lévy
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Calibration exacte et approchee

Le probléme de calibration avec contraintes exactes (E):
* Pas d’erreurs dans les données (fourchettes bid-ask)

* Données compatibles avec un modele exp-Lévy

Sinon, calibration avec la plus grande précision possible:
trouver QX% C M N L:

VQ* € O ||Cy — C9 |2 = inf ||Cy —C9)2, (LS)

QeEMNL

2
w

ol ||Cy — CO|% = ) wi(Cu(T;, k) — C¥(T;, K))*.

el
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Calibration par moindres carres

Probleme bien posé (Hadamard): existence, unicite, continuité
Calibration par moindres carrés:
un probleme mal posé

* Mangue d’identifiabilité

* Absence de solution

* Méme si une solution existe, elle peut ne pas étre
continue par rapport aux données de marché

* La solution est difficile a trouver numeériguement parce
gue l'erreur de pricing n’est pas convexe
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Sélection en utilisant I’entropie relative

Pour résoudre le probleme d’identifiabilité = choisir les
éléments de 9 qui minimisent I'entropie relative par
rapport a un processus “a priori” P € L:

QMELS — f()* € QM . [(Q*|P) = QHgLs[(Q|P)} (MELS)
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Sélection en utilisant I’entropie relative

Pour résoudre le probleme d’identifiabilité = choisir les
éléments de 9 qui minimisent I'entropie relative par
rapport a un processus “a priori” P € L:

QMELS — f()* € QM . [(Q*|P) = QHgLs[(Q|P)} (MELS)

[%log LdP, Q< P,

+00, sinon.

ou I(Q|P) :=

* Fonctionnelle non-négative convexe de () pour P fixe,
égale a zéro ssi 22 = 1 p.s.
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e probleme de calibration régularisé

Soit %, une donnée bruitée avec ||C9, — Cy|| < 4.

Pour résoudre le probleme (M E'LS) de fagon stable en
présence d’erreurs, il est remplace par:

R : 5 Q2
Q" —arg_inf {IIC% ~ COl% +al@IP)}  (Ra)
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e probleme de calibration régularisé

Soit %, une donnée bruitée avec ||C9, — Cy|| < 4.

Pour résoudre le probleme (M E'LS) de fagon stable en
présence d’erreurs, il est remplace par:

R : 5 Q2
Q" —arg_inf {IIC% ~ COl% +al@IP)}  (Ra)

* Pour « fixé, (R,) est un probleme bien poseé.
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e probleme de calibration régularisé

Soit %, une donnée bruitée avec ||C9, — Cy|| < 4.
Pour résoudre le probleme (M ELS) de fagon stable en

présence d’erreurs, il est remplace par:

R : 5 Q2
Q" —arg_inf {IIC% ~ COl% +al@IP)}  (Ra)

* Pour « fixé, (R,) est un probleme bien poseé.

* Si (M FELS) a une solution avec donnée C),, les
solutions de (R,) convergent vers les solutions de
(MELS) quand 6 — 0, avec un choix approprié de a.
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Probleme de calibration régularise: proprietés

LL:={(X,P) e L:AX; <BVYt} I'ensemble de processus
de Lévy avec sauts bornés superieurement par B.

Lyna:=1{(X,P) e L:X nestpas p.s. croissant ni decroissant}:
les processus de Lévy satisfaisant les conditions d’AOA
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Probleme de calibration régularise: proprietés

LL:={(X,P) e L:AX; <BVYt} I'ensemble de processus
de Lévy avec sauts bornés superieurement par B.

Lyna:=1{(X,P) e L:X nestpas p.s. croissant ni decroissant}:
les processus de Lévy satisfaisant les conditions d’AOA

Théoreme. Supposons que P € LE N Lya. Alors

o Le probleme (R,) a au moins une solution.
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Probleme de calibration régularise: proprietés

LL:={(X,P) e L:AX; <BVYt} I'ensemble de processus
de Lévy avec sauts bornés superieurement par B.

Lyna:=1{(X,P) e L:X nestpas p.s. croissant ni decroissant}:
les processus de Lévy satisfaisant les conditions d’AOA

Théoreme. Supposons que P € LE N Lya. Alors
o Le probleme (R,) a au moins une solution.

» Les solutions de (R,) sont continues par rapport a C'y,.

o Sous des conditions de régularité sur P, les solutions

de (R,) sont des mesures martingales équivalentes a P.
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Existence de solution: idee de la preuve

J(Q) = [Cux — COI5, + I(Q|P)




Existence de solution: idee de la preuve

J(Q) = [Cux — COI5, + I(Q|P)

Il existe une mesure Qy € M N LE avec I(Qy|P) < oc.




Existence de solution: idee de la preuve

J(Q) = [Cux — COI5, + I(Q|P)

Il existe une mesure Qy € M N LE avec I(Qy|P) < oc.
Soit I, :={Q € P(Q2), [(Q|P) < r}. La solution appartient a
'ensemble I, N M N LE qui est (étroitement) compact.
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Existence de solution: idee de la preuve

J(Q) = [Cux — COI5, + I(Q|P)

Il existe une mesure Qy € M N LE avec I(Qy|P) < oc.
Soit I, :={Q € P(Q2), [(Q|P) < r}. La solution appartient a
'ensemble I, N M N LE qui est (étroitement) compact.

Q1) = s {00 [ e}

= I(Q|P) (et J(Q)) est (étroitement) sci par rapport a Q.
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Existence de solution: idee de la preuve

J(Q) = [Cux — COI5, + I(Q|P)

Il existe une mesure Qy € M N LE avec I(Qy|P) < oc.
Soit I, :={Q € P(Q2), [(Q|P) < r}. La solution appartient a
'ensemble I, N M N LE qui est (étroitement) compact.

= I(Q|P) (et J(Q)) est (étroitement) sci par rapport a Q.
= J((Q) atteint son minimum sur I'ensemble

IJ(QO) N M ﬂﬁg
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Probleme régularisé: convergence

Théoreme. Supposons que
() Pe LN Lya.

(i) Il existe une solution du probleme (M ELS) avec
donnée (), et processus a priori P.

(iil) (0) — 0 et 55 — 0 quand § — 0.
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Probleme régularisé: convergence

Théoreme. Supposons que
() Pe LN Lya.

(i) Il existe une solution du probleme (M ELS) avec
donnée ('), et processus a priori P.

(i) a() — 0 et == — 0 quand 6 — 0.
a(9)

Alors les solutions du probleme (R,) avec donnée C5,
convergent vers une solution du probleme (M ELS) lorsque
0o — 0.
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Continuité par rapport au prior

Théoréme. Supposons que P, {P,},>1 C LENLya
avec P, = P.

Alors les solutions du probleme (R,,) avec processus a
priori P, convergent vers une solution du probleme (R,,)
avec processus a priori P.
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Continuité par rapport au prior

Théoréme. Supposons que P, {P,},>1 C LENLya
avec P, = P.

Alors les solutions du probleme (R,,) avec processus a
priori P, convergent vers une solution du probleme (R,,)
avec processus a priori P.

Conséquences:

(1) La solution est peu sensible aux petites variations du
prior.
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Continuité par rapport au prior

Théoréme. Supposons que P, {P,},>1 C LENLya
avec P, = P.

Alors les solutions du probleme (R,,) avec processus a
priori P, convergent vers une solution du probleme (R,,)
avec processus a priori P.

Conséquences:
(1) La solution est peu sensible aux petites variations du

prior.

(i) La solution avec un prior quelcongue peut étre ap-

prochée par une suite de solutions avec priors discrétisés.
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Tests sur les donneées simuléees

Modele: modele de Kou (intensité finie)

V(:E) — )\[pO‘le_alxla:>O + (1 o p)@26_a2‘$|1x<0]

Modele a priori: modele de T T s
—— prix calibrés

Merton (sauts Gaussiens).

0.4+
Perturbations de 1% ont été
ajoutees aux donnees. >

0.2+

0'16 7 8 9 10 1‘1 12 13 14
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Tests sur les donneées simuléees

5 T T T T T 101

I T E|
—— Mesure "a priori* |

—— Mesure "a priori" e ]
45} * Mesure réelle || el * Mesure réelle ||
© Mesure calibrée 10° - © Mesure calibrée ||
4t E
3.5r -
10°F
3 -
250 107}
2 -
10°F
1.5F
1r -
10
0.5r
O Cacadi! —— I I I oo g o 1075 I I I I I
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Mesure de Lévy calibrée aux prix d’options simulées a partir
du modéle de Kou avec oy = 10%. Perturbations de 1% ont

été ajoutées aux données.
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Mesures de Levy implicites

—o— Maturité 8 jours 4 — 11 Mai 2001, 36 jours /A
—=— Maturité 36 jours —=— 11 Juin 2001, 39 jours [ 1%\
3.5[ —— Maturité 71 jours 3.5 —— 11 Juil. 2001, 37 jours
—— Mesure a priori —— Mesure a priori

\
\ -
\

0.2

Gauche: Mesures de Levy calibrées aux options DAX pour
trois maturités differentes. Droite: Mesures de Levy cali-

brées aux options DAX pour trois dates differentes.
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Conclusions |

* Une méthode permettant de calibrer un modele
exponentielle-Lévy simultanément aux donneées
historiques et aux prix d’options, stable en présence
d’erreurs dans les données.

* La qualité de calibration est bonne pour les donnees
reelles d’une seule maturité, méme lorsque l'intensité
de sauts est finie.

* Les modeles exponentielle-Levy sont insuffisantes
pour calibrer les données de plusieurs maturités avec
une grande precision.
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Perspectives |

* Extension aux modeles qui permettent de calibrer la
structure par terme complete de prix d’options:

* modeles fondés sur les processus additifs,
* modeles hybrides, comportant une composante de
sauts et une composante de volatilité stochastique.

* Liens entre la calibration et la couverture dans les
modeles exponentielle-Lévy.
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Modélisation de la dépendance
entre les composantes d’un
processus de Lévy
multidimensionnel.




Deux actions S; et S, dans le méme secteur:

* Les lois marginales de S; et S; peuvent étre calibrees
aux prix d’options européennes sur S; et S;, cotées
sur le marché.

* Un modele de la dependance peut étre estimé a partir
des séries temporelles historiques de S, et S,.

Supposant gue S, et S; sont les exponentielles de proces-

Sus variance gamma, comment construire un processus de

Lévy bidimensionnel pour valoriser les options a panier?
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Objectifs de cette étude

* A partir de n processus de Lévy unidimensionnels
X1 ..., X", caractériser tous les processus de Lévy Y

avaleurs dans R tels que Y £ X!, ..., y" £ x»
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Objectifs de cette étude

* A partir de n processus de Lévy unidimensionnels
X1 ..., X", caractériser tous les processus de Lévy Y
N d d
avaleurs dans R"telsque Y! = X!, ..., Y = X"

* Exprimer les structures de dépendance particulieres
(comme l'indépendance et la dépendance complete) a
partir de cette caractérisation.
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X1 ..., X", caractériser tous les processus de Lévy Y
N d d
avaleurs dans R"telsque Y! = X!, ..., Y = X"

* Exprimer les structures de dépendance particulieres
(comme l'indépendance et la dépendance complete) a
partir de cette caractérisation.

* Construire des modeles de dépendance
parameétrigues.
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Objectifs de cette etude

* A partir de n processus de Lévy unidimensionnels
X1 ..., X", caractériser tous les processus de Lévy Y
N d d
avaleurs dans R"telsque Y! = X!, ..., Y = X"

* Exprimer les structures de dépendance particulieres
(comme l'indépendance et la dépendance complete) a
partir de cette caractérisation.

* Construire des modeles de dépendance
parameétrigues.

= Pour les variables aléatoires réelles: les copules.
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Copules traditionnelles

Copule:

» fonction de répartition sur [0, 1]* avec lois marginales
uniformes;

* outil mathématique qui caractérise le passage des lois
marginales a la loi jointe.

Pour les extensions a R™: voir these.
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Copules pour les mesures de Levy

o Mesure de probabilité «+ mesure de Lévy
o Fonction de répartition < integrale de queue
o Difficulté principale: singularité non-intégrable de v en 0.
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Copules pour les mesures de Levy

o Mesure de probabilité «+ mesure de Lévy
o Fonction de répartition < integrale de queue
o Difficulté principale: singularité non-intégrable de v en 0.

V(x)

A

Intégrale de queue unidimen-
sionnelle

U:(R\{0}) — R

r>0 — v(x, o0))

U(x,)
&\\\\\\\\\\\\\\\\\\

r<0 — —v((—o0,1))
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Copules pour les mesures de Levy

Integrale de queue 2-dim

\

(xy)

U: (R\{0}) x (R\10;) — R &

>0 y>0 — v(|r,00) X |y,00)) )

r>0 y<0r— —v(z,00)x(—00,9)) xy) (xy)

r<0 y>0+— —v((—o00,z) X |y,00))

r<0 y<0 +— v((—oo0,x) X (—00,¥))
N

o Intégrales marginales = Intégrales de composantes

o Intégrale de queue 2-dim + intégrales marginales déter-

minent la mesure de Lévy.
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Definition de la copule de Levy

F : (—00,00] X (—00, 0] — (—00, 00| est une copule de Léevy si
1. F(x,y) # oo pour (x,y) # (o0, o)
2. F(x,0) = F(0,x) = 0 pour tout .
3. F' est une fonction croissante: pour z; < x5 et y; < yo,
F(zi, ) + F(x2,y2) — F(21,92) — F(22,91) >0

4. F' a des marginales “de Lebesgue™

Fi(x) == F(x,o00) —lim. . _ F(z,c)=2 Vux
Fy(y) = F(oo,y) —lim.,_o F(c,y) =y Vy
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Theoreme de représentation

1. Soit X = (X', X?) un processus de Lévy a valeurs
dans R=.
= |l existe une copule de Lévy F' avec:

U(x,y) = F(Ui(z),Us(y)) Va,y e R\{0}. (%)

2. Soit ' une copule de Levy et soit U;, U, integrales de
gueue de processus de Levy 1-dim.
= || existe un processus de Lévy a valeurs dans R?
avec intégrales de queue marginales U, U, et dont
I'intégrale de queue satisfait (x).
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Exemples de copules de Levy

Soit (X;) = (X}, X?) un processus de Lévy sans
composante Brownienne.

* X! et X% sontindépendants ssi X ala copule de Lévy
FJ_(xlp $2) — xllxgzoo + x21x1:oo-

* X! et X? sont complétement dépendants (la trajectoire
de 'un d’entre eux peut étre reconstruite a partir de la
trajectoire de l'autre) ssi X a la copule de Levy

Fi(x1,z2) = min(|z1|, |22|) Lsgn 21 =sen 2, SEN T1 SN To.
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Copules de Lévy archimediennes

Soit ¢ : [—1,1] — |—00, 0| une fonction croissante
continue, telle que ¢(1) = co et ¢(—1) = —oo, concave sur
(—1,0) et convexe sur (0, 1), et soit ¢(u) := ¢(u) — ¢(—u).

~ ~

=  F(u,v) := ¢(¢ ' (u)p~'(v)) est une copule de Lévy.







Copules de Lévy archimediennes

Soit ¢ : [—1,1] — |—00, 0| une fonction croissante
continue, telle que ¢(1) = co et ¢(—1) = —oo, concave sur
(—1,0) et convexe sur (0, 1), et soit ¢(u) := ¢(u) — ¢(—u).

=  F(u,v) = ¢(¢ " (u)p~'(v)) est une copule de Lévy:.

Exemple:  ¢(z) = n(—log |z[) ™" 1uzp — (1 — ) (~log |2]) ™ L,

_ o\ —1/6
= Flu,v) = (Jul + o)™ Lz — (1 = 7)) Luweo)-

0 — oo, n =1 = dépendance positive complete
0 — oo, n =0 = dépendance négative complete

0 — 0, Vn = indépendance
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Exemple: un modele variance gamma en 2d

Variance gamma (Madan, Milne (1991)):

— A4 —A_|z|
0 = 07 V(CI?) — = 1:1c>0 T = 1x<0-
x |z
Le modele:
S = exp(rt + X,); X =VG(c, )\fr, L)
S? = exp(rt + Y,); Y = VG N, 02)

La déependance entre X et Y est donnée par la copule de

Lévy F' avec parametres 6 et 7.

Peter Tankov E/IAP Processus de Lévy en Finance: these de doctorat — p.34/40



Exemple: un modele variance gamma en 2d

—0‘.2 —0‘.1 6 0‘.1 0‘.2 —012 —011 6 0‘.1 0‘.2
Rendements hebdomadaires dans un modele variance
gamma en 2d avec une corrélation p = 50%. Gauche:

n=0.75 et 6 = 10. Droite: n = 0.99 et 0 = 0.61.
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Valorisation d’options multi-sousjacent

o Les options sont valorisées par Monte Carlo, en utilisant
les prix des Europeennes comme variables de contrdle:
Option “best-of”:

Sl 62 "
Hp = (Nmax(sg, Sg) —K) .

Option sur moyenne pondéree:

2 +
Hy = (Z w; S — K) aveC wy, >0 and wi+w, = 1.
=1
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Valorisation d’options multi-sousjacent

0.04 \ 0.04

—— Tail dependence —— Tail dependence
—— No tail dependence —— No tail dependence
0.035} 4 0.035f -
0.03- 41 0.03f
0.025} 1 0.025f
0.02r- a 0.02r-
0.015 1 0.015f
0.01r Ny 0.01r
0.005} 41 0.005f
0 ! 0 !
0.95 1 1.05 0.95 1 1.05

Prix des options sur moyenne pondérée (gauche) et des op-
tions best-of (droite): avec une corrélation donnée, le type

de dépendance peut modifier le prix d’'une option de 10%.
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Conclusions |11

* Une méthode generale pour décrire la dépendance
entre les composantes d’'un processus de Lévy et pour
construire des modeles multivariés avec sauts.

* Contrairement aux copules traditionnelles, possibilité
de travailler avec plusieurs échelles de temps.

* Méthodes de simulation de processus de Levy
multidimensionnels a partir de leur copules de Lévy
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Perspectives ||

* Nouvelles applications financieres, e.g., en risque de
credit.

* Estimation de modeles fondés sur les copules de Lévy,
e.g., par la méthode de moments.
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