N

N

Approches analytiques et numériques de problemes de
transmission en propagation d’ondes en régime
transitoire. Application au couplage fluide-structure et
aux méthodes de couches parfaitement adaptées

Julien Diaz

» To cite this version:

Julien Diaz. Approches analytiques et numériques de probléemes de transmission en propagation
d’ondes en régime transitoire. Application au couplage fluide-structure et aux méthodes de couches
parfaitement adaptées. Modélisation et simulation. ENSTA ParisTech, 2005. Frangais. NNT':
tel-00008708

HAL Id: tel-00008708
https://pastel.hal.science/tel-00008708
Submitted on 7 Mar 2005

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-00008708
https://hal.archives-ouvertes.fr

Numero attribué par la bibliotheque

année : 2005

e
. UNIVERSITE
(pies s Sasie CURIE ZIINRIA

THESE DE DOCTORAT DE L’'UNIVERSITE PARIS 6

Spécialité

Mathématiques Appliquées

présentée par

Julien DIAZ

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR de 'UNIVERSITE PARIS 6

Sujet de la these :

Approches analytiques et numériques de problemes de transmission
en propagation d’ondes en régime transitoire.

Application au couplage fluide-structure et aux méthodes de couches
parfaitement adaptées.

soutenue le 18/02/2005 devant le Jury composé de

Francis Collino Examinateur

Jan Hesthaven Rapporteur

Patrick Joly
Frédéric Nataf
Olivier Pironneau
Olivier Poncelet

Maryline Talmant

Directeur de these
Rapporteur
Président du Jury
Examinateur

Examinatrice






Sommaire




Sommaire

5.2 Utilisation dun pas de tempslocal . . . . . . . . ... 71
Bonexed . . . . . 76

5.b  Calcul du second membre de (@ ....................... 78

p . p - 81
6.1 Les différents codes implémentéd . . . . . o .o e 83
6.2 Comparaison avec des solutions analvtiqued . . . . . . . . .. ... ... ... 84

II Une analyse de la précision des conditions aux limites et couches
bantes pour I’équation des ondes par la méthode de Cagniard de
Hoop 99

R Les Conditi Limi N 1 ] 125

P p ; ; 197
131
141

Bonexed . . . 151
R.a_Extension anx conditions de Higdonl . . . . . . . . ... 151

19_Les Couches absorbantes Parfaitement. Adaptées 155
01 Principanxrésultatd . ... 157
9.2 Démonstrations des théoremes a m ................... 169
9.3 Résnltats numériques concernant: le probleme du demi-espacd . . . . . . . . . 177
9.4 Résultats numérigues concernant le domaine entouré de PMIJ . . . . . . . . . 184

isé ’ i 5 195
[10_Analvse des PMI classiques pour I’acoustique en écoulementl 197
[10.1 Tes équations de U'acoustique en écoulement! . . . . . . o o o o i 199

[10.2 Les PML pour I'aéroaconstiqud . . . . . . . ... ... . . 206

[10.3 Analyse de I'instabilité des PML, par la méthode de Cagniard-de Hoopl . . . . 212
Annexed . . . ., 229

10.a Démonstration du théoréme @ ........................ 222




Sommaire

1.3 Résultats numériqued . . . . . . . . . .. 238

[11.4 Te cas d’un écoulement obliqud . . . . . . o o oo 247

IV__La méthode de Cagniard-de Hoop : une présentation mathématique
et numérique 253

B e o T — 231
Dotraduction . . .« . o o oo 333

[13.1 Calcul de la fonction de Green dans un milien homogéne infini . . . . . . . . 337
[13.2_Cas d’un milien & deux couches planes homogéned . . . . . . ... ... ... 340
|I;3.3 [nteraction fluide-so jdé .............................. 365

[13.4 Considérations pratiques pour le calenl numériguel . . . . . . . .. . ... .. 396
findex 411
Index des citationd 413

Références 415




Sommaire




Remerciements

Mes premiers remerciements s’adressent bien évidemment a Patrick Joly. Je lui suis infini-
ment reconnaissant pour ses conseils, sa patience, sa rigueur scientifique et son humour.
J’ai beaucoup progressé pendant ces quatre années grace a lui.

Jan Hesthaven et Frédéric Nataf ont accepté d’étre rapporteurs de ma these. Je les remercie
vivement de leurs remarques et de 'attention qu’ils ont portée a mon manuscrit.

Merci a Olivier Pironneau d’avoir accepté de participer a mon jury et d’en étre le président.

Je remercie Maryline Talmant et Emmanuel Bossy pour leurs conseils et I'intérét qu’ils ont
pu porter a mon travail. Leurs questions et leurs remarques m’ont certainement permis de
clarifier ma présentation du couplage fluide-structure.

C’est grace a Olivier Poncelet que j’ai connu la méthode de Cagniard-de Hoop, je lui suis
reconnaissant pour son aide. Je tiens également a remercier tous ceux qui m’ont permis de
progresser dans la compréhension de cette méthode : Quentin Grimal, Bruno Lombard et
Madjid Berraki.

Au cours de cette these, j’ai beaucoup apprécié les nombreuses discussions (qui s’éloignaient
bien souvent du strict cadre mathématique) que j’ai pu avoir avec Francis Collino. Je suis
heureu qu’il ait accepté de participer & mon jury.

Je remercie Hervé de Féraudy pour m’avoir fait confiance et m’avoir soutenu pour I’attribution
de ma bourse de these.

Mon travail a été grandement facilité par l'excellente ambiance régnant dans les projets
ONDES et ESTIME. Je remercie tous les membres de ces projets, ainsi que ceux du Labora-
toire de Mathématiques Appliquées de ’Ensta, pour I'aide qu’ils m’ont apportée en mathé-
matique et en informatique, et également pour leur disponibilité et leur amitié.

Pour finir je voudrais remercier ici mes amis et mes parents pour le soutien qu’ils m’ont
apporté durant toutes ces années.

1. Accessoirement, je suis admiratif devant son soutien inconditionnel au PSG. Je suis certain qu’il sera un
jour récompensé de sa perséverance.
2. Je n’ose pas dire “honoré” de peur de froisser sa modestie...



Remerciements




Introduction

La geneése de cette theése, dont le résultat final est sans doute plus hétéroclite (mais j’espere
plus riche) que celui prévu au départ, est treés liée & un contexte “historique” qu’il me sem-
ble intéressant de rappeler en préambule. Cette présentation va me permettre d’introduire
les différentes parties de mon travail et de mettre en avant ses principales caractéristiques,
contributions ou nouveautés (en gras dans le texte). Cette présentation sera suivie d'une de-
scription plus détaillée du plan de la these et du contenu des quatre parties qui la composent.
Je terminerai par la liste des publications auxquelles mon travail a donné lieu.

1. Le sujet initial a pour origine une interaction avec des chercheurs du laboratoire d’image-
rie paramétrique (LIP) de Paris 6, plus précisément de Maryline Talmant et d’Emmanuel
Bossy. Leurs travaux concernent le diagnostic précoce de 1’ostéoporose par une tech-
nique ultrasonore dite “technique de transmission axiale”. L’ostéoporose est une maladie
du squelette caractérisée par une augmentation de la porosité des os et donc par une
baisse de leur densité. Elle entraine une augmentation importante du risque de frac-
ture. Le principal examen permettant de diagnostiquer cette maladie est 1’évaluation
de la densité minérale osseuse par densitométrie rayons X. Cette technique étant rela-
tivement couteuse et irradiante, 'utilisation de techniques d’évaluation ultrasonore s’est
développée depuis une vingtaine d’années. Ce sont toutes des techniques dites de trans-
mission (I’émetteur et le récepteur sont positionnés a deux endroits différents de 1'os),
par opposition a I’échographie qui est une technique de réflexion. Il y a deux classes de
techniques de transmission :

(a) La technique de transmission transverse : ’émetteur et le récepteur sont posi-
tionnés de part et d’autre de 'os. Cette technique s’applique plus particulierement
a I’étude de l'os trabéculaire qui constitue la partie centrale des os plats ou courts
et I'extrémité des os longs (voir figure [ll). Cet os est extrémement poreux.

(b) La technique de transmission axiale : I’émetteur et le récepteur sont positionnés sur
une ligne parallele a 'axe de 1'os. Cette technique s’applique plus particulierement
a I’étude de l’os cortical qui constitue la partie centrale des os longs et I’enveloppe
des os plats ou courts. Cet os est beaucoup plus dense que 1'os trabéculaire.

Leur principe repose sur I’évaluation de la vitesse de propagation des ondes de I’émetteur
au récepteur ou sur la mesure de latténuation des ondes durant ce trajet (pour plus de
détails sur ces techniques et sur l'ostéoporose nous renvoyons a la these d’Emmanuel
Bossy [I1]).

Pour pouvoir diagnostiquer 1'ostéoporose il faut donc étre capable de relier la densité
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F1G. 1: Os cortical et os trabéculair

osseuse (ainsi éventuellement que d’autres parametres comme ’anisotropie et l'atténua-
tion) a la vitesse de propagation des ondes. Pour cela il est utile d’avoir a sa disposition
un code numérique simulant la propagation de ces ondes. Outre 1’os, qui est assimilé a
un solide homogene isotrope, ce code doit aussi simuler la propagation des ondes dans
les tissus mous (peau, muscle, moelle ...) assimilés a de I’eau. Les codes commerciaux
a la disposition du LIP au début de cette theése étaient limités a la modélisation des
solides isotropes bidimensionnels et conduisaient a d’importants artefacts numériques
dans le fluide.

C’est pourquoi nous avons cherché a mettre au point une méthode de résolution numéri-
que adaptée a la spécificité du couplage fluide-structure, c’est ce travail qui a fait 'objet
de la premiere partie de la theése. La particularité de mon travail a été de mettre au
point une méthode de raccord non conforme en espace autorisant un pas de temps
local, respectivement dans les domaines fluides et solides. La stratégie de raccord se fait
sans multiplicateur de Lagrange (contrairement aux méthodes d’éléments joints)
et le schéma résultant est explicite sauf peut-étre a l'interface. La stabilité de ces
méthodes est garantie par un résultat de conservation d’énergie discréte.

. Parallelement, j’avais, au cours de mon stage de DEA, commencé & travailler sur un

probleme assez différent, a savoir I’étude de couches absorbantes parfaitement adaptées
(Perfectly Matched Layers, PML) en acoustique (qui ont d’ailleurs été utilisées dans
le cadre du couplage fluide-structure pour simuler des milieux non bornés), et plus
précisément pour ’aéroacoustique. Ce travail n’ayant pas été achevé au cours du stage,
j’ai continué a m’y intéresser pendant ma these, ce qui a donné lieu a ce qui constitue la
troisieme partie de ce document. La principale contribution de mon travail a été la con-
struction d’une nouvelle méthode PML stable pour I’acoustique en écoulement
et une nouvelle analyse théorique de la stabilité temporelle de ces PML. Signalons
ici que ces travaux, bien que développés indépendamment, sont proches de ceux récents
de Hu.

. C’est un autre aspect de mon travail qui fait le lien entre ces deux sujets, apparem-

ment tres distincts. Pour le probleme d’interaction fluide-structure, le probleme de la
validation du code de calcul s’est assez vite posé : en général on cherche tout d’abord

3. Pour un bel os, c’est un bel os.
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Introduction

a valider un code a l’aide de solutions analytiques exactes. Dans le cas de 'interaction
fluide-structure, 'obtention d’une solution analytique explicite est déja une question non
triviale. Dans le cadre de notre participation au GDR ultrasons, nous avons notam-
ment pu interagir avec des chercheurs du Laboratoire de Mécanique Physique (LMP)
de I'Université de Bordeaux 1 (en particulier d’Olivier Poncelet) qui nous ont permis
de nous familiariser avec la méthode de Cagniard-de Hoop qui est une méthode partic-
ulierement efficace d’obtention de solutions analytiques non triviales pour la propagation
d’ondes en milieu stratifié en régime temporel. De ce fait j’ai été amené a m’investir de
fagon importante dans la compréhension, 'application & divers cas de figure et la mise
en oeuvre numérique de cette méthode. C’est ce travail qui a débouché sur la quatrieme
partie de la these qui, bien que volumineuse, revét un caractére un peu marginal par
rapport au reste de la these. Au dela du seul intérét, déja réel en soi, de I’obtention
de solutions analytiques, il m’a semblé intéressant de faire une présentation de
cette méthode a l'intention de la communauté d’analyse numérique, au sein
de laquelle cette méthode, pourtant élégante et utile, reste méconnue. Nous n’avons
pas eu la prétention de faire oeuvre d’originalité scientifique ici, si ce n’est au niveau
de la justification de certains points techniques, généralement omise dans les articles
que nous avons eu 'occasion de consulter. C’est la recherche d’une présentation plus
mathématique que celle qu’on trouve dans les exposés plus classiques des ouvrages de
physique et le souci de faire une présentation détaillée qui ont débouché sur une partie
aussi conséquente.

Dans le méme temps, nous avons réalisé que cette méthode était un outil idéal pour
analyser, en domaine temporel, les méthodes PML mais aussi sur un sujet tres voisin, en
loccurence les conditions aux limites absorbantes (CLA) locales. De fait, 'utilisation de
la méthode nous a permis d’obtenir des résultats théoriques, pour le coup résolument
nouveaux, sur ’analyse des PML et des CLA (deuxi¢me partie).

Plan de la theése.

Comme nous 'avons déja dit, cette these se divise en quatre parties :
Premiere partie : Méthodes numériques pour le couplage fluide-structure.

Dans cette partie nous présentons des méthodes numériques non conformes (c’est-a-dire qui
permettent 1'utilisation de maillages non conformes et de pas de temps locaux) pour résoudre
des problemes d’interaction fluide-structure dans le domaine temporel en deux ou trois dimen-
sions. Ces méthodes, robustes et tres précises, sont basées sur des formulations variationnelles
mixtes. Elles sont de plus explicites et conservatives et peuvent étre d’ordre arbitrairement
élevé en espace.

Dans le premier chapitre nous présentons I'intérét des méthodes numériques non conformes
pour le couplage fluide-structure.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les formulations variationnelles que nous utiliserons
par la suite : les formulations dites duale-duale et primale-primale. Ces formulations seront
obtenues a partir des équations de I’élastodynamique formulées en vitesses-contraintes dans
le solide et des équations de I’acoustique formulées en vitesses-pression dans le fluide. Toutes
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deux ont la particularité de ne pas faire intervenir de multiplicateur de Lagrange.

Dans le troisieme chapitre nous décrivons les éléments finis utilisés pour la discrétisation en
espace de ces formulations variationnelles.

Dans le quatrieme chapitre nous considérons certaines questions relatives a l'analyse des
schémas semi-discrets.

Dans le cinquiéme chapitre nous nous intéressons a la discrétisation en temps des schéma semi-
discrets. Nous présenterons d’abord deux schémas conformes (le pas de temps est le méme
dans le fluide et dans le solide) avant d’étudier un cas particulier de schéma non conforme (le
pas de temps sera deux fois plus grand dans le fluide que dans le solide).

Dans le sixieme chapitre nous montrerons la précision de nos méthodes en confrontant les so-
lutions numériques obtenues dans des configurations simples a des solutions quasi analytiques
calculées par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous montrerons ensuite que ces méthodes
sont également capables de traiter des problemes plus complexes.

Deuxieme partie : Une analyse de la précision des conditions aux limites et
couches absorbantes pour I’équation des ondes par la méthode de Cagniard
de Hoop.

Dans cette partie nous appliquons la méthode de Cagniard-de Hoop, qui nous a permis
d’obtenir des solutions analytiques dans la premiere partie, a I’étude des frontieres artifi-
cielles.

Dans le septieme chapitre nous rappelons les deux principales techniques de frontiere artifi-
cielle : les conditions aux limites absorbantes et les couches absorbantes parfaitement adaptées
(Perfectly Matched Layers, PML). Nous rappelons également les principaux résultats concer-
nant ’étude de la stabilité et de la précision de ces méthodes.

Dans le huitieme chapitre nous nous intéressons au probléeme du demi-espace borné par une
condition aux limites absorbante avec une source ponctuelle. Nous montrerons comment il
est possible d’obtenir une expression analytique de la solution fondamentale de ce probléeme
grace a la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous en déduirons des estimations d’erreur dans
le cas d’une source quelconque en temps.

Dans le neuvieme chapitre nous considérons successivement le probleme du demi-plan, du
quart de plan et du domaine rectangulaire bornés par des couches parfaitement adaptées.
Dans chaque cas nous obtiendrons a nouveau une expression explicite de la solution fonda-
mentale du probléeme considéré grace a la méthode de Cagniard-de Hoop.

Troisieme partie : PML stabilisées pour ’acoustique en écoulement.

Dans le dixiéeme chapitre nous rappelons comment adapter le modele PML aux équations de
I’aéroacoustique. Il est maintenant bien connu que ces PML sont instables et que les causes de
ces instabilités peuvent étre analysées par une étude a haute fréquence que nous redétaillerons
ici. Nous conclurons ce chapitre par une nouvelle analyse de ces instabilités par la méthode

12
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de Cagniard-de Hoop.

Dans le onziéme chapitre nous présentons une technique de stabilisation des PML en aéro-
acoustique. La méthode de Cagniard-de Hoop nous servira ici & montrer la stabilité de notre
nouveau modele.

Quatrieme partie : La méthode de Cagniard-de Hoop : une présentation
mathématique et numérique.

Dans les deux derniers chapitres nous présentons en détail la méthode de Cagniard-de Hoop
en dimension deux (chapitre 11) et en dimension trois (chapitre 12). En partant de la con-
figuration la plus simple possible (un milieu acoustique homogene infini), nous aboutirons
progressivement a I’étude du couplage fluide-structure. Ces deux chapitres ne contiennent pas
de résultats réellement nouveaux mais regroupent des résultats contenus dans la littérature
et éclaircissent certains détails qui ne semblent pas avoir été traités jusqu’a maintenant.

Liste des articles. Cette thése a donné lieu a trois articles :

J. Diaz et P. Joly. An analysis of higher boundary conditions for the wave equation. A
paraitre dans SIAP.

J. Diaz et P. Joly. Robust high order non conforming finite element formulation for time
domain fluid-structure interaction. A paraitre dans JCA.

J. Diaz et P. Joly. A time domain analysis of PML models in acoustics. Soumis 8 CMAME.
et & deux proceedings de conférence :

J. Diaz et P. Joly. Eléments finis d’ordre élevé pour le couplgae fluide-structure. In Etude
de la propagation ultrasonore en milieux non homogenes en vue du contréle non destructif
(décembre 2003), GDR-US 2501, pp. 71-80. Aussois.

J. Diaz et P. Joly. Stabilized perfectly matched layer for advective acoustics. In The
Sixth International Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave Propagation
(Waves 2003) (juillet 2003), pp. 115-119. Jyvéskyla.
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Premiere partie

Méthodes numériques pour le
couplage fluide-structure
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Chapitre 1

Motivation de I’étude

Ce premier chapitre a pour objectif d’exposer I'utilité de méthodes numériques non-
conformes pour le couplage fluide-structure et les différentes propriétés que nous
souhaitons que ces méthodes possedent : nous voulons pouvoir utiliser des maillages
non conformes et des pas de temps locaux (section [[2), et que le couplage entre le
fluide et le solide puisse étre assuré sans faire intervenir de multiplicateur de Lagrange
(section [[J). Nous avons choisi de considérer le probléme d’interaction fluide-structure
comme un probléme de transmission entre un systeme formulé en vitesse-pression dans
le fluide et un systéme formulé en vitesse-contrainte dans le solide (section [LTI).

17
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Introduction

Les problemes d’interaction fluide-structure apparaissent dans de trées nombreuses applications
physiques telles que (nous citons ici quelques sujets d’intérét du projet ONDES) ;

e la propagation des ondes élastiques dans les sols sous-marins (sismique, recherche pé-
troliere) [67, 411 ;

e la propagation des ondes ultrasonores dans des tissus biologiques, tels que 'os [[I7, [I§] ;

e les vibrations de structures solides (avion, voiture, instrument de musique) immergé
dans un fluide [65, 29].

Beaucoup de travaux ont déja été consacrés au développement de méthodes numériques ef-
ficaces pour résoudre ce type de probleme dans le domaine fréquentiel mais tres peu se sont
intéressés au probleme temporel qui introduit de nouvelles difficultés, notamment a cause de
la question de la stabilité des schémas en temps. De plus, il est de plus en plus courant,
en calcul scientifique, de considérer des problemes de grande taille, comme les problemes de
décomposition de domaines, pour lesquels 'utilisation de maillages indépendants (et non con-
formes) sur chaque domaine est souhaitable. Pour les problemes temporels, 'utilisation de
pas de temps locaux peut également étre nécessaire.

Nous présentons dans cette partie différentes méthodes numériques pour la résolution des
probléemes d’interaction fluide-structure dépendant du temps. Ces méthodes sont dans ’esprit
de celles présentées dans [65] et sont dans la continuation de différents travaux du projet
ONDES a I'INRIA [82, 42, 29, [77, 22, 23]. Toutes ont en commun les propriétés suivantes :

leur construction repose sur des formulations variationnelles mixtes ;

la résolution est explicite a ’exception parfois du calcul sur l'interface fluide-solide ;

e ce sont des méthodes conservatives : leur stabilité est garantie par la conservation d’une
énergie ;
e elles peuvent étre d’ordre arbitrairement élevé en espace.

Le plan de cette partie est le suivant. Dans ce chapitre nous présentons l'interét pra-
tique de 'utilisation de maillages non-conformes et de pas de temps locaux. Au chapitre
nous présentons les deux principales formulations variationnelles sur lesquelles nos méthodes
s’appuient : les formulations dites primale-primale et duale-duale. Nous proposerons, au
chapitre Bl une méthode d’éléments finis mixtes pour la discrétisation spatiale de chacune
de ces formulations puis nous nous intéresserons, au chapitre Bl & la question cruciale de la
discrétisation en temps en insistant particulierement sur I’analyse de stabilité. Nous con-
clurons cette partie en présentant des résultats numériques destinés a valider nos méthodes
(section [6.2) et & donner des exemples d’application (section B3).

Ce travail a donné lieu a l'article [31]
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Chapitre 1 Motivation de I’étude

1.1 Pourquoi développer un outil spécifique pour le couplage
fluide-solide

Il est bien connu qu’un milieu acoustique peut-étre considéré comme la limite d’un milieu
élastique isotrope dont le coefficient de Lamé p tend vers zéro. Il est donc naturel, si on possede
un code numérique pour résoudre les équations de I’élastodynamique a coefficients variables,
d’essayer de traiter le milieu fluide comme une région particuliere d’un solide hétérogene ou
i = 0 (ou tres petit). D’un point de vue pratique, cette technique nécessite le calcul d'un
tenseur de contraintes (quatre inconnues en dimension 2 et neuf en dimension 3) dans le
fluide alors qu’une seule inconnue de pression est a priori nécessaire. D’un point de vue plus
mathématique, si le code numérique est basé sur une discrétisation du déplacement par des
éléments finis H!, alors prendre p = 0 fait perdre le résultat de coercivité H' (seule la norme
L? du déplacement est contrélée). Pour pallier cette difficulté, on peut alors choisir p tres
proche de 0. Dans ce cas des artefacts numériques, causés par la présence d’ondes S tres lentes
peuvent apparaitre. Nous donnons un exemple de ces phénomenes sur la figure [LTl Au cours
de sa theése au LIP, E. Bossy [I1] a rencontré cette difficulté en utilisant un code commercial,
il a donc mis au point un code de différences finies, basé sur le schéma de Virieux [84), 3.
Bien que dans ce code le fluide soit toujours considéré comme un solide avec p proche de 0,
les ondes S parasites ne perturbent pas la solution.

Les ondes S parasites

Fluide

Solide

Fia. 1.1: Apparition d’ondes parasites

Nous nous sommes orientés dans ce travail vers une stratégie différente, mieux adaptée au
traitement de coefficients variables, aux géométries complexes et a la spécificité du probleme
d’interaction fluide-solide. Cette approche repose sur la résolution par des méthodes d’élé-
ments finis d’un probléme de transmission entre un systeme formulé en vitesse-pression dans
le fluide et un systéme formulé en vitesse-contrainte dans le solide.

1.2 Maillages non conformes
Dans le cas de méthodes numériques classiques le choix des parametres de discrétisation (pas
d’espace h et pas de temps At) est guidé par les données de expérience a simuler, les deux

parametres principaux étant la longueur d’onde A et la vitesse de propagation des ondes c.
Nous rappelons ci-dessous comment la détermination de ces parametres se fait dans la pratique
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1.3 Stratégie de couplage entre le fluide et le solide

et pourquoi il est intéressant de pouvoir choisir des pas d’espace et de temps différents dans
le milieu fluide et dans le milieu solide :

1. Le critére habituel pour le choix du pas d’espace h est de choisir h < A\/N, ou N est
un nombre de points par longueur d’onde donné. N dépend du schéma numérique,
de la précision souhaitée, de la durée de l’expérience... Dans le cas d’un probleme
d’interaction fluide-structure, trois longueurs d’onde doivent étre considérées : Ay pour
le fluide, Ag pour les ondes de cisaillemen et Ap pour les ondes de compressio.
Nous supposons, pour simplifier le raisonnement, que le nombre N requis pour obtenir
la précision souhaitée est le méme dans le milieu fluide et dans le milieu solide et que
Af < Ag < Ap (situation qui est de loin la plus fréquente dans la pratique). II est alors
facile de remarquer que le choix hy = A\y/N < hy = Ag/N garantit la méme précision
que hy = hg = A\y/N tout en nécessitant moins de place mémoire et de temps de calcul.

2. Dans le cas de schémas explicites, le pas de temps doit satisfaire, pour des raisons de
stabilité, une condition, dite condition CFL (Courant-Friedrichs-Levy) :
cAt <
P
avec a dépendant de la méthode numérique. D’autre part, choisir cAt/h trop petit aug-
mente inutilement le temps de calcul et, pour la plupart des schémas numériques, induit
des phénomenes de dispersion numérique qui peuvent fortement diminuer la précision
de la méthode. Dans le cas d’'un couplage fluide-structure ou le pas de temps est le
méme dans les deux milieux, il devra vérifier :

h s
At < min (af—f,as—> .

cy cs
Dans le cas oll ¢; < cp (en général le rapport est de un pour trois), nous aurons :

At = OéSE < ozf&.
cs cy
L’utilisation de pas de temps différents sur chaque grille (en utilisant la méthode des pas
de temps locaux — voir [7] (raccord de type Dirichlet/Neumann) et [43] (raccord par
conditions aux limites absorbantes)) nous donnera plus de souplesse pour se rapprocher
le plus possible des conditions CFL dans les deux milieux.

1.3 Stratégie de couplage entre le fluide et le solide

Quand on utilise des maillages non conformes ou des pas de temps locaux, la principale dif-
ficulté réside dans le traitement des conditions de transmission. Dans ce que nous allons
présenter, nous avons privilégié la robustesse en imposant la stabilité de la méthode de cou-
plage. Pour cela les principes de base sont :

e construire I’espace de discrétisation a partir d’une formulation variationnelle du systeme
couplé ;

4. Aussi appelées ondes S, ondes shear, ondes transverses, ondes T...
5. Aussi appelées ondes P, ondes longitudinales, ondes L...
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Chapitre 1 Motivation de I’étude

e assurer la stabilité par la conservation d’une énergie discrete appropriée.

La méthode bien connue des éléments joints (ou mortiers) [15, 12] (dans un contexte volumes
finis, une méthode alternative, dite new cement, est proposée dans [B], et prolongée dans [78].
Elle se distingue de la méthode mortar par le fait que la transmission entre domaines se fait par
I'intermédiaire de quantités de type Robin et non de Dirichlet/Neumann) permet de traiter
la non-conformité de ce probléeme . Néanmoins cette méthode nécessite l'introduction d’une
inconnue supplémentaire sur 'interface, dite multiplicateur de Lagrange et la discrétisation
de ce multiplicateur entraine certaines contraintes, liées en particulier a la vérification d’une
condition inf-sup. Nous privilégierons donc les méthodes ne nécessitant pas I'introduction de
multiplicateurs de Lagrange.
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Chapitre 2

Obtention de formulations
variationnelles couplées

ous travaillons avec les équations de I'élastodynamique en vitesses-contraintes for-

mulées comme un systeme du premier ordre que nous rappelons a la premiere
section. Nous présenterons alors les deux formulations variationnelles qui lui sont
naturellement associées : la formulation primale, étudiée par S. Fauqueux [42] et la
formulation duale étudiée par C. Tsogka [82]. Nous rappelons ensuite brievement la
formulation des équations de 'acoustique en vitesse-pression ainsi que les deux formu-
lations variationnelles qui lui sont associées. Nous pourrons alors nous intéresser au
couplage entre le milieu fluide et le milieu solide : nous présenterons deux formulations
variationnelles sans multiplicateur, les formulations primale-primale et duale-duale.
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2.1 Les équations de 1’élastodynamique

Notations

Nous notons d la dimension du probleme (d = 2 ou d = 3). On appelle Q¢ le milieu fluide et
(25 le milieu solide, on suppose que €2 et {25 sont deux ouverts de IR tels que (voir figure ZT]) :

00y = 08); =T, interface entre les deux milieux, et que 2, UQ,UT = R4

Nous appelons n la normale a I' dirigée du milieu solide vers le milieu fluide.

Fluide

FiG. 2.1: Tllustration du probleme en dimension 2

2.1 Les formulations variationnelles associées aux équations
de I’élastodynamique
2.1.1 Les équations sous forme forte

La formulation en vitesse-contrainte des équations de I’élastodynamique linéaire (petits dé-
placements) s’écrit :

(Z—%(az,t) — CO(z) g(vs(, 1)) =0 dans Q, x [0, 7], (2.1.1a)
(S)
ps(a:)%(w,t) —divag(z,t) =0 dans Qg x [0, 7. (2.1.1b)

ou

o g =(04)ij=1.a : Qs x [0,T] — IR?? est le tenseur des contraintes, en Pa (N m~2 ou

m! kg s)
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

o C = (Cijkl)ijki=1.4 est le tenseur des coefficients d’élasticité, en Pa, vérifiant les pro-

priétés de symétrie et de positivité :
2 (L
Cijkl = Cjikl = Chiij €t Cijri&ij&rl = aZ§ij, V¢ tenseur symétrique ; (2.1.2)
ij

3.

)

e ps > 0 est la masse volumique du solide, en kg m™

o c(vs) = % (l’us —i—lvst) et div représente la divergence classique appliquée aux ten-

seurs.
Les propriétés de C impliquent la symétrie de g.

Remarque 2.1.1 Afin de ne pas alourdir la présentation, les conditions initiales seront
supposées nulles sauf mention contraire. Pour la méme raison nous ne préciserons plus la
dépendance en espace des constantes physiques.

Nous considérons maintenant deux formulations variationnelles associées a (S), la formulation
primale et la formulation duale.

2.1.2 Les équations sous forme faible
2.1.2.1 La formulation variationnelle mixte primale

La formulation variationnelle primale [65] consiste & chercher v, dans H'(Q,) = (H'(£2))?
et o dans

LQ(QS) = {g ‘ 05 € L2} .
On multiplie donc respectivement les équations (T2 et (ZIID) par

ée ]LQ(QS) et  wg € Hl(QS),

et on integre les deux nouvelles équations sur 2 :

i/ g:ﬁ—/ Ce(vs) : €=0, (2.1.3a)
dt Jo,= = == 2
d .
ps—/ 'us-ws—/ diveo -w, = 0. (2.1.3b)
dt Ja,

Nous intégrons alors par parties le terme en divergence de la seconde équation :

/QS dive-w, :/r(gn)'ws_/ﬂsl(’ws) o

Il ne reste plus qu’a remarquer que, d’apres les propriétés de symétrie du tenseur C décrites
par (Z12) :
Ce(vs) =C V(vs)

pour obtenir la formulation variationnelle mixte primale :
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2.1 Les équations de 1’élastodynamique

Trouwver (vs,a) : 1+ HY(Q,) x L%(Q,) tel que, pour tout (ws,§) € HY(Q,) x L*(Q,) :

d g:§— | CN(vs):£=0, (2.1.4a)
dt Qs i = Qs I — =

(SP) 4
— Ps Vs Wy + V(ws):o— /(gn)-ws =0. (2.1.4Db)
dt Qs Qs - r—

Remarque 2.1.2

o la symétrie du tenseur des contraintes n’est pas imposée de maniére forte dans l’espace
fonctionnel ;

e pour linstant nous ne nous préoccupons pas du terme de bord de (2IAD) qui n’a
d’ailleurs pas de sens dans les espaces de fonctions décrits précédemment. Ce point sera
clarifié au moment de prendre en compte les conditions de transmission (section [Z3).

2.1.2.2 La formulation variationnelle mixte duale

La formulation variationnelle duale [65] consiste & chercher vy dans L?(,) = (L?(Q,))? et
dans

IS}

H;ZZTI(QS) = {g d’ordre d ’ oij € LQ(QS), dive; € (LQ(QS))d et 0y = Uji}

Rappelons que, d’apres les propriétés du tenseur C' décrites par (ZI.2), I'application € — C'¢e
est un isomorphisme dans D'espace des tenseurs symétriques et nous notons A I'application
inverse correspondante, vérifiant également les propriétés de (EZT2). Les équations (zami)
deviennent alors :

0Aa

5 g(vs) =0 dans Qg x [0,77, (2.1.5a)
dvs .

Ps g divg =0 dans Q4 x [0, 7. (2.1.5Db)

On multiplie respectivement la premiere et la seconde équation par
EeHY(Q,) et wse L*(Ny)

pour obtenir :

4 Aog: € — / e(vs) : =0 dans Qs x [0,T], (2.1.6a)
dt QS — = QS_ =
d .
psa/ Vg Ws — / dive -w, =0 dans Qg x [0, 7. (2.1.6b)
QS S -
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

On integre alors par parties le terme en e(v). Rappelons que div est I'adjoint de g(.) lorsqu’on
opere sur des tenseurs symétriques :

/Qsé(vs) 3£:/F(£n).vs—/sdivgus

La formulation variationnelle mixte duale s’écrit donc :

Trouver (vg,a) :t— L?() x H/™(Qy) tel que, pour tout (ws, &) € L2(Q,) x H3/™(Q,) :

div
d .
— Ag:f—&—/ d1v§-vs—/(§n)-05:0, (2.1.7a)
dt QS I = s = 1—1 =
(SD) 1
— Ps Vg Wy — w,-dive = 0. (2.1.7b)
dt Qs Qs -

Remarque 2.1.3

o la symétrie du temseur des contraintes est cette fois imposée de maniére forte dans
l’espace des fonctions ;

e ici encore, le terme de bord de ([ZITal), qui n’a a priori pas de sens, sera traité a la

section [Z3.

2.2 Les formulations variationnelles associées aux équations
de P’acoustique

2.2.1 Les équations sous forme forte

La formulation en vitesse-pression des équations de ’acoustique s’écrit :

m%(%ﬂ +divos(x,t) = f(x,t) dans Q¢ x 0,77, (2.2.1a)
(F)
pf(w)%(m,t) + Vp(z,t) =0 dans Q¢ x [0, 77, (2.2.1b)

N

ol
e p: Qs x[0,7] — IR représente le champ de pression, en Pa :

o vy = (vf;)i=1.a : Qp x [0,T] — IR¢ représente le champ des vitesses dans fluide,

enms

cy > 0 est la vitesse de propagation des ondes acoustiques dans {17, en m s7L:

py > 0 est la masse volumique du fluide, en kg m3 ;

)

f Q¢ x[0,T] — IR est une fonction source que nous supposerons par la suite dans
L2(Qy).
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2.2 Les équations de I’acoustique

2.2.2 Les équations sous forme faible

Nous pouvons bien str également obtenir deux formulations variationnelles différentes dans
le fluide.

2.2.2.1 La formulation variationnelle mixte primale

Par analogie avec les équations de l'élastodynamique, la formulation variationnelle mixte
primale consiste & chercher p dans H'(Qy) et vy dans L*(Q #)- On multiplie donc respec-
tivement (ZZTal) et ZID) par ¢ dans H'(Qy) et par w; dans L*(;) et on intégre sur

Qf:
d
— p2q +/ divqu:/ fq (2.2.2a)
dt Jo, cs?pr - Ja, Q;
d
— pfvf-wf+/ Vp-’wf:(). (2.2.2b)
dt Jo, Q,

On obtient alors la formulation variationnelle mixte primale en intégrant par parties le terme
en divergence :

Trouver (p,vy) :tw HY(Qy) x L*(y) tel que, pour tout (q,wys) € H'(Qp) x L*(Qy) :

d Pq
al T, Vq-’vf—/(J(Uf'n)=/ fa, (2.2.3a)
Q; CfTPf Qy r Qy
(FP)
d
— pf'vf-wf—i—/ Vp-w;=0. (2.2.3Db)

2.2.2.2 La formulation variationnelle mixte duale

La formulation variationnelle mixte duale consiste a chercher p dans L?(€)) et par v dans
H 4;,(Qy). Nous multiplions donc respectivement (ZZIal) et ([Z2ZIH) par ¢ dans L?(Qy) et
wy dans H 4;,(€2¢) et on integre sur Qy :

d

—/ qu +/ divqu:/ fq (2.2.4a)
dt Jo, cs?py - Ja, Q;

d

—/ pfvf-wf—i-/ Vp-wf:O. (2.2.4b)

On obtient alors la formulation variationnelle mixte duale en intégrant par parties le terme
en gradient :

Trouver (p,vy) :t— L*(Qf) X H g1,/ (Qf) tel que, pour tout (g, wy) € L*(Qs) x H 430, (2y) -

d
— qu +/ qdivvf:/ fa (2.2.5a)
dt Jo, cr2pr - Ja, Q;

(FD)
d
- pfvf-'wf—/ pdiV ’wf—/p('wf-n):(). (2.2.5b)
dt Jo, Q; r
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

2.3 Le couplage entre le solide et le fluide

Les conditions naturelles de transmission sur l'interface I' sont la continuité des vitesses
normales et la continuité des contraintes normales :

Vs =051 (I (2.3.1a)

(CT)
on=-pn (I (2.3.1b)

Coupler la formulation primale dans un domaine avec la formulation duale dans l'autre
nécessiterait 'introduction d’un multiplicateur de Lagrange comme pour les éléments mor-
tar (voir par exemple [36]). Les deux autres possibilités (formulations primale-primale et
duale-duale) sont des méthodes sans multiplicateur.

2.3.1 La formulation primale-primale

La fagon la plus simple de coupler la formulation (SP) dans le solide a la formulation (FP)
dans le fluide est d’utiliser la condition de transmission (23.JD) dans le terme de bord de

ET40) -
/F(gn)-ws = —/F(pn)-ws-

Cette intégrale de bord a bien un sens puisque la fonction test wg est dans H 1((25), et que p
est cherché dans H'(€2f), w, - m et p sont donc tous deux éléments de H%(F)

Réciproquement, il ne nous reste plus qu’a utiliser la condition de transmission (23Tal) dans

le terme de bord de (ZZ3al) :
[atwrm = [aw.n).
r r

Il est facile de vérifier que cette intégrale a bien un sens puisque ¢ et v sont dans H 3 (T).
La formulation variationnelle primale-primale s’écrit donc :

Trouver (p,vy,o,vs) @ t— X tel que tout (q,wy,§, ws) de X vérifie

— — vr-Vg— | q(vs-m) =0, 2.3.2a
dt Jo, ci?pr Joy d r ( ) ( )
d
- ,ofvf-wf+/ Vp-w; =0, (2.3.2b)
dt Jo, Q2

(PP)
d
— ps'vs-ws—i—/ Q:Z('ws)—l—/pn-wS:O, (2.3.2¢)
dt Jq. == r
d
— [ a:{— | CN(vs):§=0, (2.3.2d)
dt Qs_ = Qs — =
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2.3 Le couplage entre le solide et le fluide

avec

X = HY(Qy) x L*(Qy) x L*(Q5) x H'(Q)

2.3.2 La formulation duale-duale

Nous voulons ici coupler (SD) et (FD). La prise en compte des conditions de transmission
(CT) est un peu plus compliquée et nécessite de modifier les termes de bord et les espaces
fonctionnels (ce point sera traité plus en détail a la section EE3). Considérons d’abord le terme

de bord de (ZI7al).

En utilisant le fait que tout vecteur u peut se mettre sous la forme (u-n)n +n A (u A n),
le produit scalaire ({n)-vs dans l'intégrale de bord de (ZTT7al) est égal a :

(€n)-n)(vs-n) + (En) An)-(vs An).

Remarquons maintenant que la condition de transmission (2.3.TD)) est équivalente & :

p=—(gn)n (2.3.3a)

(cn)An=0. (2.3.3b)

En imposant la condition (Z330)) de maniere forte, c’est & dire en prenant les fonctions test
§ et en cherchant g dans

H oo () = {g € Hg" (%) | (@ n) An =0},

nous pouvons faire apparaitre la condition de transmission (EZ3Tal) dans l'intégrale de bord

de (ZI7a)

/F(gn)ms = /F((én)n)('vfn) (2.3.4)

Nous pouvons ensuite utiliser la condition (Z33al) dans l'intégrale de bord de (22350 :

[ s m == [ pen)n (2.3.5)

Remarquons qu’il reste un probleme d’analyse fonctionnelle puisque, si g et  sont dans

H%TO () et vy et w, dans H g;,(2f), les termes de droite de (2232 et de (233) apparaissent

alors a priori comme des intégrales de produit de fonctions H _%(F). Pour pallier cette
difficulté nous devons restreindre les espaces dans lesquels nous allons chercher g et vs. Les
trois possibilités les plus évidentes sont de chercher :

1. (g n)-n dans H%(I’) ;
2. vy-n dans H2(T) ;

3. (cn) netvs-n dans L*(I).

31



Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

Comme nous le verrons a la section B3] ces trois choix, qui garantissent la continuité de la
forme bilinéaire associée a la formulation variationnelle, lui font perdre sa coercivité. Pour des
raisons de symétrie (il n’y pas de raison particuliere pour que la régularité de ¢ soit différente
de celle de v¢), nous avons choisi la troisieme possibilité qui nous conduit a chercher ¢ et v ¥
respectivement dans : B

~

() = {2 e B2 | (@n) - ne ZA(D)

H o () = {v; € Hyi () | vs-m € LAT)}
dont les normes associées s’écrivent ;
1213 ) = Izl + (@ ) -l = llgliFaga,) + iV el + @ m) - nliEaqy
et
||Uf||%dm(9f) = ||’Uf‘|%1d,.v(ﬂf) + ||’Uf‘"||%2(r) = ||’UfH2L2(Qf) + ||diV’Uf||%2(Qf)||Uf‘n||%2(r)-

La formulation duale-duale s’écrit donc :

Trouwver (p,vy,a,vs) : t— X tel que tout (¢, wr,§, ws) dans X vérifie

d Pq / :
— + qgdivos =0, 2.3.6a
dt Q CfQPf Q; f ( )
d .
— pf'vf-'wf—/ pdlvwf+/(gn)~n(wf-n):0, (2.3.6b)
dt Jo, Q; r—
(DD)

d
— Ag:§+/ div‘f-vs—/(gn)~n(vf-n):0, (2.3.6¢)
dt QS__ = s = F =
d .
— PsVs - Wg — wg-dive =0, (2.3.6d)
dt Qs Qs -

avec

X = LA(Qp) x Hin() x HIH(Q4) x L2(€)

2.4 Obtention d’identités d’énergie

Nous allons maintenant montrer que les formulations (PP) et (DD) vérifient la conservation
d’une certaine énergie.

2.4.1 Pour la formulation primale-primale

Soit (p,vy,0,vs) solution de (PP). Alors comme I'équation (B32d)) est vérifiée pour toute
fonction test de LL2(€2,), elle est vérifiée de maniere forte :

g—ga(vs) =0.

32



2.4 Obtention d’identités d’énergie

D’apres les propriétés du tenseur C, o est un tenseur symétrique, et nous pouvons donc
choisir { = Ag. Pour les autres fonctions test nous choisissons (¢, w s, ws) = (p, vy, vs) pour

obtenir :
( 1 0Op
—p— Vp-v —/p(v -n) =0, (2.4.1a)
/Qf cy?py Ot Q Y
ov
/ pf—f-vf—i-/ Vp-v; =0, (2.4.1Db)
Qy ot Qy
v,
Ps ——— Vs + oc:V(vs)+ [ pn-vs=0, (2.4.1¢)
s 315 S_ - T
Oa
/ A—=:0— V(vg):0=0. (2.4.1d)
.- 0t = Jo.= =
soit, en additionnant ces quatre équations :
1 Jp Ovy Ovg / oa
/ng0f2pf3tp+/9fpf t var/nsps R ST (242)
ce qui peut se mettre sous la forme :
dEpp
=0 2.4.3
dt ’ (2.4.3)
avec

1 2 1
Bor® =5 | [ ot [ oslloslP| 45| [ eellodP s [ Agig| (249
2 \Ja, iy Jay 2 LJa, Q.

Il est évident, grace aux propriétés du tenseur A que I'énergie Epp(t) est positive.

Remarque 2.4.1 Cette énergie est la somme des énergies que mous aurions obtenues en
considérant un fluide seul et un solide seul.

2.4.2 Pour la formulation duale-duale

Considérons maintenant (p, v, g, ) solution de la formulation duale-duale et posons

(Q7wf7§7ws) = (p,vf,O',’Us),

nous obtenons alors :

1 Op /
—p+ P divor = 0, 2.4.5a
Af CfQPf ot Q; f ( )

G
/ pfﬁ,,vf_/ pdivvf+/(gn).n(vf.n):o, (2.4.5D)
o, = Ot Qp ro

/QS(Ag—Z :J)—{—/sdivg.vs—/r(gn).n(vf.n) —0. (2.4.50)

v
/ psi SV — / v, -dive = 0. (2.4.5d)
0. Ot . =
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Chapitre 2 Obtention de formulations variationnelles couplées

En additionnant ces quatre équations on obtient :

dEpp

—0 2.4.6
dt ’ (2.4.6)

avec

1 P> 1
Eoplt) =5 | [+ [ psllodP|+5 | [ Azig)+ [ wlol?| (247
2 Qf chf Qf 2 Qs s

Il est facile de vérifier que Epp(t) > 0.

Remarque 2.4.2 Cette énergie est encore une fois la somme des énergies que nous aurions
obtenues en considérant un fluide seul et un solide seul.
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Chapitre 3

Semi-discrétisation en espace

Nous présentons dans ce chapitre les éléments finis utilisés pour la discrétisation en
espace des formulations variationnelles obtenues au chapitre précédent. Pour la
formulation variationnelle duale-duale nous avons choisi, dans le solide, des éléments
finis construits a partir des éléments infr)l — Q@ de C. Tsogka [R2] et, dans le fluide
les éléments finis de Raviart-Thomas classiques. Pour la formulation primale-primale
nous avons choisi les éléments finis @ de S. Fauqueux 2] dans le fluide et dans le
solide. Nous rappelons en annexe le principe des éléments finis courbes qui permettent
une meilleure approximation des frontieres courbes.
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Notations

Dans ce chapitre nous notons :

3.1

T, (vesp. 7p,), un maillage de Qy (resp. {)s), composé de quadrangles (si d = 2) ou

d’hexaedres (si d = 3) notés K Zf (resp. K?) et Tp, la réunion de ces deux maillages. ;
K = [0,1]" le cube (ou le carré) unité.

F{ (resp. F7) :Af( — Klf (resp. K7) une application vectorielle bijective transformant
la frontiere de K en la frontiere de K Zf (resp. K7?) et telle que chaque composante de
F'; soit un polynéme de degré 1 par rapport a chaque variable ;

P, ’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a k ;
Py, 1, 'ensemble des polynomes de deux variables défini par :
k1 ko

R R DI R

i=1 j=1

Py, ko ks U'ensemble des polynomes de trois variables défini par :
k1 ko ks

Pk:l,k‘z,kg p($1,$2,x3) | p(xlal?al‘?)) - ZZZCUZNC%QCQ )

i=1 j=1 I=1
Qi 'ensemble des polynomes défini par
Qk = Py, (en dimension 2) ou Qp = Py (en dimension 3) ;

Q1 (K) ensemble des fonctions dont la restriction a I’élément K peut étre identifiée a
un polynome de @y, :

Qr(K) = {q[ﬂpe Qr telle que g x :p|K} :

on utilisera également les ensembles Py, (K'), Py, k,(K) et Pp, g, 1y (K) dont la définition
est similaire & celle de Q(K)

Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-
duale

3.1.1 Les éléments finis dans le solide

Par souci de simplicité, nous nous limitons a la présentation de I’élément fini d’ordre 1,
Q ‘11“’ — Q, et nous renvoyons le lecteur & [82] pour I'extension a des éléments d’ordre élevé
ou a la dimension 3.
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

hy
Fluide
Solide
hs

FiG. 3.1: Un maillage pour la formulation duale-duale

Remarque 3.1.1 Les éléments de C. Tsogka sont spécifiquement définis pour des mail-
lages réguliers, nous supposerons donc que tous les éléments de Ty, sont des carrés. En
conséquence, les interfaces courbes devront étre discrétisées en marche d’escalier. Cependant
cela n'interdit pas lutilisation de pas d’espace différents dans le fluide et dans le solide (voir

figure [Z1).

L’espace Q Cf“’ est ’espace des contraintes Q 1 par morceaux vérifiant les propriétés suivantes :

e 011 est discontinue a travers les arétes horizontales du maillage et continue a travers les
arétes verticales ;

e 099 est discontinue & travers les arétes verticales et discontinue a travers les arétes
horizontales ;

e 019 = 091 est une fonction continue.
La définition mathématique de Q {¥* s’écrit
Qv ={o| o12=00€H (), orz)x € Q(K), VK € Ty,
et [o11,00])" € Hain(), (011,02) € Q1(K) X Qi(K), VK € T, }

Les degrés de liberté des contraintes sont tous associés aux noeuds des éléments. D’apres
la définition que nous en avons donné, ils sont au nombre de cinq en chaque noeud (voir
la figure B2). A titre d’illustration nous avons représenté le profil et le support des cingq
fonctions de base associées a un noeud i sur la figure B4
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Pour que ces éléments soient conformes avec 1’espace HZ??O nous devons également imposer

—

012 = 0 sur l'interface I' : nous appelons Q ‘11“’ I’'espace défini par
Qv = {gé Q" oz :0}-

o —

Remarque 3.1.2 (ocn)n appartient bien a L*(T') si g est dans Q §%°.

d .9
4922 0294 012 = 021 012 = 091 pUs2
i ™ !
011 011 Vg9
] ol . un
Us1
h h s
o
W, 4211 |
o, 03,0  o12=o0n c12=0n (059
Fi1g. 3.2: L’élément fini dans le solide : les contraintes (a Fic. 3.3: L’élément fini
gauche et au centre) et les vitesses (a droite). utilisé dans le fluide.

Le champ de vitesse dans le solide sera approché par des éléments de I'espace Q, ’espace
des champs de vitesse constants par maille :

Qo = {vs € L*(Q) |vs € Qo(K) x Qo(K), VK € T}

(les degrés de liberté sont associés au centre des mailles — voir figure B2).

3.1.2 Les éléments finis dans le fluide

Le champ de pression sera approché par des éléments de I'espace @, I'espace des champs de
pression constants par morceaux sont constants par morceaux :

Qo= {p € L*(Qy)|p € Qu(K), VK € Ty} .

Les degrés de liberté du champ de pression seront associés au centre des mailles. Pour
approcher le champ de vitesse, nous utiliserons 1’élément fini de Raviart-Thomas RT ¢ défini
par :

RTO = {’Uf ’ [Ufl,UfQ]t c Hdiv(Qf)a (Uflvva) I~ Plo(K) X POl(K), VK € 771,‘}
On en déduit que

e la premicre composante de la vitesse (vy,) est continue a travers les arétes verticales et
discontinue a travers les arétes horizontales ;

e la seconde composante de la vitesse (vy,) est continue a travers les arétes horizontales
et discontinue a travers les arétes verticales.

C’est pourquoi nous associerons les degrés de liberté de vy, au centre des arétes verticales
et les degrés de liberté de vy, au centre des arétes horizontales (voir figure B3). A titre
d’illustration nous avons représenté le profil et le support des de la fonction de base vy, (resp
vr,) associée a l'aréte i (resp. j) sur la figure BAa (resp. sur la figure BAb).
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

Fic. B4 : o},

Ni

Fic. Bdlc : 03,

7

Fic. B4d : o,

Fic. Bdle : 0192

F1G. 3.4: Les fonctions de base o (a gauche) et leurs supports (& droite)
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3.1 Discrétisation par éléments finis de la formulation duale-duale

Fic. BAla : vry

F1G. 3.5: Les fonctions de base v (& gauche) et leurs supports (a droite)

FIG. b : va

3.1.3 Equations semi-discrétisées

Nous notons
(L2 Dny (Haw(Qp)n HEHQ)n et (LX)
les espaces de discrétisation respectifs de

LX), Haw(Qp), HEZH(Qs) et L*(Qy)

sur un certain maillage 73, du domaine {2 caractérisé par son pas h.

La formulation variationnelle semi-discrétisée s’écrit alors :

Trouver (ph,'v?,gh,'vsh) : t— X" tel que tout (qh,w?,éh,'wg) dans X" vérifie
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

( d h h
— qu —|—/ qhdivv]}: fq", (3.1.1a)
dt Jo, cropr  Ja, Q;
d/ h .k / h Jic b / h h
— prUY Wy — ptdivwi + [ (¢"n) n(wr-n)=0, 3.1.1b
dt Jo, Uy a, f r(_ )-n(wj-n) ( )
(dd)
o égh :éh—i—/ divéh-vg—/(éhn)-n(v]}-n):O, (3.1.1¢)
Qs s r
d
— psvlt - wh — wh - dive" =0, (3.1.1d)
dt Qs Qs -
avec

XM = (L2Q))n % (i (@) x HT ()0 % (L2 ()1

Nous notons

Np Nuf

B @l = (o} Bl Eaw@n] = {v)}

j=i i=1

et
Bl O = (ot} BIE @ = (),

i= =1

les bases respectives des espaces (L2(27))n, (Hagin(S2))n, (L*(S2%))n et (HY™ () et nous
définissons les matrices de masse

Pi 9; ho b
(Mp)i; Z]é 5o (My)ij :]é PFYF;VF;
f

et

(Ms); ; :}{ ég? col (M) :7{ ps'vgi-v’;j,

Qs Qs

olt ¢ désigne une intégration exacte ou numérique. Puisque p et v, sont constantes par
morceaux, les matrices de masse Mp et M, sont diagonales. L’application de la technique de
condensation de masse décrite par exemple dans [65] nous permet d’obtenir M diagonale et

My, diagonale par blocs 5 x 5. Le principe consiste a choisir les degrés de liberté des fonctions
de base comme points de quadrature de I'intégration numérique.

Nous définissons également les matrices
(Dy)ij = / ph divvl}. et (Dy)ij = / vl div "
qui représentent des opérateurs de divergence discrets. Finalement nous notons
h h
(B = [ (el m) (o}, m)
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3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

I'opérateur de trace discret et

la source discrete.

Fi:/ fa;
Q

L’application de la procédure standard de discrétisation par éléments finis conduit alors au
systeme différentiel ordinaire suivant©) :

3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

( dP
MPE +Dfo :177

dv,
My~ — D}P + B =0,
(dd) e
My + D:Vi — BV, =0,

dt

dVs
Y px—o

dt

3.2.1 Modification de la formulation primale-primale

(3.1.2a)
(3.1.2b)
(3.1.2¢)

(3.1.2d)

Pour pouvoir utiliser les éléments finis de S. Fauqueux dans le solide nous devons modifier la

formulation variationnelle (PP) en introduisant une fonction auxiliaire définie par

2l
ot~ LY

avec la condition initiale v(0) = 0.

Nous utiliserons donc la formulation suivante, équivalente a (PP) :

Trouver ((p,vyf,a,vs),7) :

(PP?)

(

d pq / /
- — = vy-Vg— [ q(vs-n) =0,
dt Qf CfQPf Qf f r ( S )

d

- pfvf-wf—i-/ Vp-wf:O,

d
_/ ps”s'“’s"‘/ Q:Z(ws)‘f’/pn'wszoy
dt Qs s T

he

d
§ L e [ Zwog=o

)
1aa%
|
S~
I
[1=
1aa%
Il
A

6. Les vecteurs P, Vy, V, et X sont composés des degrés de liberté de ", U?,U? et gh

t— X x L%(Qs) tel que tout (q,wys,§, ws) de X vérifie

(3.2.1a)

(3.2.1b)

(3.2.1¢c)

(3.2.1d)

(3.2.1¢)
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

avec
X = H(Qy) x L*(Qy) x L*(Qs) x H'(Q)
La formulation (PP’) étant équivalente & la formulation (PP), elle garantit également la

conservation de I’énergie Epp définie en (ZZ3). Néanmoins, comme nous le verrons par la
suite, nous utiliserons plutot ’énergie Eppr définie par :

1 P> 1
Borlt) =5 | [ et [ orlosdPl+ 5| [ pellodP+ [ Cyia| 322
2 Qp crops Qp 2 Qs Qs - =

Pour montrer la conservation de Epp/(t) il suffit de choisir

(q,'UJf,’lUs) = (p,’vf,'vs)

puis

£ =Vv,dans B2ZId) et ¢ =Cy dans (BZTd).

3.2.2 Considérations sur le maillage utilisé

Contrairement a la formulation précédente, les éléments finis que nous allons présenter sont
définis pour des mailles (quadrangles ou hexaedres) quelconques. Cette formulation est donc
plus adaptée a la prise en compte des interfaces courbes. C’est pourquoi nous considérerons
ici un maillage quelconque (un exemple de maillage quelconque est donnée sur la figure B0).
Si nous utilisons des maillages non conformes sur une frontiere courbe, a moins que 'un des
pas d’espace soit un multiple de l'autre, les deux maillages vont s’interpénétrer comme le
montre la figure B Nous supposerons donc ici que les maillages sont conformes.

SRR
AT
SHHTGS

Fic. 3.7: Maillages non conformes sur une
FiG. 3.6: Le maillage du domaine frontiere courbe

3.2.3 Définition des espaces d’approximation

Nous présentons ici les espaces d’approximation pour un ordre k quelconque. Pour pouvoir
appliquer la condensation de masse, les degrés de liberté des fonctions de base sont associés
aux points de Gauss-Lobatto d’ordre k + 1 (voir [#2] pour plus de détails).
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3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

Le champ de pression dans le fluide qui est une fonction de type H!, sera approché par des
éléments de Q§°™ défini par

Q™ = {p € H'Qy) | pr o Fl e Qu(i]) VK] € Thf} :

D’apres cette définition p est une fonction continue a travers les arétes (et les faces en dimen-
sion trois) des mailles. Pour illustrer notre propos, nous avons représenté 1’élément @5 sur la

figure

Le champ de vitesse dans le solide, lui aussi de type H!, sera approché par des éléments de
Q™ défini par

Qe = {fvs € H'(Q) | viks o Ff € (Qu(K7))? VK] € 77%}'

D’apres cette définition v est continue a travers les arétes des mailles (voir figure BY)).

Le champ de vitesse dans le fluide, qui est de type L?, sera approché par des fonctions de
I’espace Q%lsc défini par

. —1
Qi = {v; € L) [ [/ IDF] vy 0 F € (Qu(k]))! VK] €T,

ol Jl-f représente le jacobien de F{ . Cette transformation, dite transformation de Piola, nous
servira plus loin a simplifier la calcul des matrices de rigidité.

De méme le champ de contrainte sera approché par des fonctions de ’espace Q %isc défini par
Qi = {g e L) | |} |DF} gy, 0 F} € (QuE)® VK] €T, ).

Les champs auxiliaires v sont approchés par les mémes types de fonction que ¢.

Nous notons

(H Qn (LHQ))n, LA, et (H ()

les espaces de discrétisation respectifs de
H'(Q), LAQ)). L) et HY(Q,)

sur un certain maillage 75, du domaine ) caractérisé par son pas h. La formulation variation-
nelle semi-discrétisée s’écrit alors :

Trouver ((ph,v’},gh,vg),lh) Dt XD (L2 (), tel que tout (qh,w?éh,w?) de X" vérifie

45



Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

I I P.
PO S A PR O [
(—lﬂl_)Ol_) OF(_L (—L(—lﬂr
T T T
‘—lﬁl—).l_) [ ) @ ‘—l.‘_l"l_’
(JOT_’OT_’ [} [} (JO(_T!IL
O = e |
RN IO O A O

Fic. 3.8: L’élément fini Q5

d " q" h h h
— 5 — vy Vg — [ ¢"(vs-m) = faq, (3.2.3a)
dt Jo, cr?pr Ja, r Q;
—g/)wv?w?+/)Vﬂ“w?:Q (3.2.3b)
, d

(pp’) — Ps 'U;‘-'wi? +/ o Z('wg) + /phn-'w’; =0, (3.2.3c)
dt Jq, Q.- r
/ ol ¢l —/ cAl e =o, (3.2.3d)
Qs_ = Qs - = =
d
—/ At el / Yol : ¢h =0, (3.2.3¢)
dt QS = = Qs h— =

avec

Nous notons

et

BIE @) =o)L Bl ={o'}
les bases respectives des espaces (H*(Qf))n, (L2(Q)n, (H () et (L2(Qs))n.

Comme pour le probleme dual-dual, nous définissons les matrices de masse

plql
(Medg = § 28 Mgy = § ool ol
" Q cr’py JIea Q URCAINCE
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3.2 Discrétisation de la formulation primale-primale

et

—_— = :_]

(Ms); ; :}i ol ig?7 (Ms)i :ja psvl;-vls, (C)ij=dCal:a"

Nous utiliserons encore une fois la condensation de masse pour diagonaliser les matrices de
masse : nous obtenons alors Mp et M, diagonales, M diagonale par blocs dx d et C diagonale
par blocs d? x d2.

Nous définissons également les matrices
h .h h h
(Gr)ig :/ Vi v, et (G)ig :/ Vus;:g;
Q Qs
qui représente des opérateurs de gradient discrets. Finalement nous notons

(B)ij = /Fp? (vsi-m)

Fi:/ fa;
Qy

la source discrete. L’application de la procédure standard de discrétisation par éléments finis
conduit alors au systéme différentiel ordinaire suivant() :

I'opérateur de trace discret et

P,

v,
My~ +GyP =0, (3.2.4b)

dVs
(pp) Msd—‘; +G*N 4+ B*P =0, (3.2.4¢)
Mg¥. — CT =0, (3.2.4d)

dr
My — GV = 0. (3.2.4e)

Les matrices Gy et G5 sont des opérateurs de gradient discrets et C approche la multiplication
par le tenseur C. En appliquant a nouveau la technique de condensation de masse

Remarque 3.2.1 Dans la pratique on réécrit les équations (B2ZAd) et BZAdl) uniquement
en fonction de X :

dy
Ms— - CM: GV, = 0. (3.2.5)

Remarque 3.2.2 Rappelons que le fait d’approcher vy et g par des éléments de Q%isc et
Q{s¢ nous permet d’obtenir la propriété suivante :

V- vl = AV v et Zvé col = Zﬁi 57,
K/ f 7 ! e P
En conséquence, les matrices Gy et Gs sont indépendantes des mailles Ty, et T, : toutes les

informations concernant les parameétres physiques et la géométrie des maillages sont contenues
dans les matrices diagonales (ou diagonales par blocs) Mp, My, My, My et C.

7. Les vecteurs P, V;, Vs et ¥ sont ici encore composés des degrés de liberté de p”, U?gv? et gh
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

3.3 Calcul d’une énergie

Comme pour le cas continu nous pouvons montrer la conservation d’une énergie semi-discrete
associée a la formulation variationnelle duale-duale et a la formulation variationnelle primale-
primale.

3.3.1 Energie associée au schéma dual-dual (dd)

En multipliant les équations (B1Zal), (B1.20), BI2d) et BI2d) respectivement par P, Vy,

et Vs, on vérifie facilement que :

dFE4q .

0
dt ’

avec

Edd(t) = (Mp P, P) + (Mf Vf,Vf) + (Mg E,E) + (Ms Vs, Vs)

Cette énergie n’est rien d’autre que la formulation semi-discrétisée de 1’énergie continue FEpp.

3.3.2 Energie associée au schéma primal-primal (pp)

Utilisons d’abord (B2ZZZ4d) dans (B2Z4d) pour obtenir :

ar
av;
Mfd—tf +GyP =0, (3.3.1b)
(pp)
d‘/s * —1 *
M,——* + GIMg'CT + B*P =0, (3.3.1¢)
dr
My — GV, =0. (3.3.1d)

En multipliant respectivement (B3Tad), B3J0), B3Id) et B3Id) par P, Vi, Vs et T on

montre que
dE,,

dt

:0,

avec

Epp(t) = (MpP,P)+ (Mf Ve, Vf) + (M, Vg, Vi) + (CT,T).

On retrouve a nouveau ’expression semi-discrétisée de I’énergie Epp.

Annexes

3.a Les éléments finis courbes

Avec les éléments finis d’ordre N les solutions sont approchées par des polynomes de degré N.
La précision du calcul augmente donc avec 'ordre des éléments, ce qui permet de diminuer le
nombre de points par longueur d’onde. Typiquement, avec des éléments ()5 nous prenons 7
a 8 points par longueur d’onde (contre 20 points avec des éléments ()1). En contrepartie les
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3.a Les éléments finis courbes

interfaces courbes sont moins bien prises en compte par des larges mailles (voir figure BJ).
L’utilisation d’éléments finis courbes (); permet une approximation beaucoup plus précise
de la géométrie. Le principe consiste & paramétrer les arétes (ou les faces en dimension 3)
des éléments non plus par des fonctions affines mais par des polyndémes de degré k (voir
figure BI0).  Considérons par exemple 1'élément ABCD représenté sur la figure BTl et

Fia. 3.9: Approximation d’une frontiere

F1G. 3.10: Approximation d’une frontiere
courbe par des éléments finis Q5 classiques bp

courbe par des éléments finis Q)5 courbes

supposons que nous connaissions fi, fy, f3 et f, les paramétrages respectifs sur [0,1] des
quatre “arétes” AB, BC, DC et AD. Comme indiqué dans [79] on peut alors définir une

A

Fi1G. 3.11: L’élément courbe ABCD
fonction F, transformant le carré unité en P'élément courbe ABCD par
F(&,&) = (1-8&)f1(&) +&f2(&) +&F3(6) + (1 — &) fa(é)
= (1=&)1=&)f1(0) = &1 = &) f1(1) = (1 = &1)&F3(0) — &1&f3(1).

F transforme exactement la frontiere du carré unité en la frontiere de ABCD. Cette fonction
n’est en général pas inversible et encore moins polynémiale. Pour pallier cette difficulté nous
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Chapitre 3 Semi-discrétisation en espace

allons donc approcher chaque aréte par une aréte paramétrée par un polynéme d’un certain
degré.

Pour illustrer notre propos nous présentons la méthode pour des éléments finis 5. Intéres-
sons-nous a l'aréte AB paramétrée par la fonction f, et considérons f;(v;) les images par f
des six points de Gauss-Lobatto d’ordre 5 (voir figure BIZ). Nous pouvons alors approcher

F1(v3) f1(ve

F1(v2)
f1(vs)
A f1(n) f1(n) '

F1Gc. 3.12: L’aréte AB

f1 par une fonction polynémiale de degré 5 définie comme un polynéme de Lagrange par

INGEDSFATY | e
i=1 j=1 ¢ J
J#

qui nous fournit le parametrage de 'aréte approchée représentée en bleu sur la figure B.13]

fi(v3) f1(ve
F1(n) B
J1(vs)

A1) f1(n)
Fic. 3.13: L’aréte AB et son approximation par f

On définit de la méme fagon les approximations des trois autres arétes, et la nouvelle fonction,
polynomiale et bijective F' est obtenue par la formule :

F(¢1,6) = (1—&)F1(&) +&Fa(E) +EFs(€) + (1 — &) Fa(&)
— (1-&)1-&)F1(0) —&(1 - &) F1(1) — (1 — &1)&F3(0) — E162F5(1).
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Chapitre 4

Questions théoriques concernant les

problemes semi-discrets

Nous nous intéressons dans ce chapitre a 1’étude de la convergence des schémas
semi-discret primal-primal et dual-dual. Nous montrerons a la premiere section
que 'analyse de I’erreur du schéma primal-primal peut se faire de maniere tres classique
et nous verrons a la deuxiéme section que cette analyse ne peut étre appliquée au
schéma dual-dual a cause des espaces fonctionnels qui lui sont associés. Nous donnerons
cependant quelques pistes pour mener cette étude.
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Contenu
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4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du second ordre

Introduction

L’analyse classique de la convergence d’un schéma semi-discret s’appuie sur la définition d’une
projection convenablement choisie de la solution continue sur ’espace d’approximation, dite
projection elliptique. Cette projection est en général définie comme étant la solution d’un
probleme elliptique associé au probleme d’évolution. L’étude s’effectue alors en deux étapes :

1. On établit des estimations d’erreur entre cette projection et la solution du probléeme
continu.

2. A Taide de techniques d’énergie on relie ces estimations d’erreur aux estimations d’erreur
entre la solution du probléme continu et la solution du probléeme semi-discret.

Nous ne nous intéresserons ici qu’a la premiere étape et nous renvoyons a la these de J. Rodri-
guez [7).

4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du sec-
ond ordre

L’étude de la convergence du probleme semi-discret consiste a comparer la solution du prob-
leme continu, (c’est-a-dire la solution associée & la formulation primale-primale (EZ32) ou a
la formulation duale-duale (Z34)), & la solution du probleme discret, (la solution associée a
la formulation variationnelle primale-primale semi-discrete (B2Z3)) ou a la la formulation vari-
ationnelle duale-duale semi-discrete (BITl)). Toutes ces formulations sont des formulations
du premier ordre et il se trouve qu’il est plus simple de considérer des formulations du second
ordre. Nous utiliserons donc les propositions suivantes qui montrent ’équivalence entre le
premier ordre et le second ordre.

Proposition 4.1.1 Sip et vg sont solutions de la formulation variationnelle primale-primale
du premier ordre ([Z32), alors elles sont solutions de la formulation variationnelle du second
ordre :

Trouver (p,vs) : t+— HY Q) x HY(Q) tel que tout (q,ws) de H'(Qp) x H () vérifie

d? pq / 1 d

— + —Vp-Vq——/q vs-n) =0, 4.1.1a
dt? Jo, ci?pr - Ja, pr dt Jp ( ) ( )
d—2/ v 'w+/ CV(’U)‘V(’UJ)—FE/ n-ws=0 (4.1.1b)
ds2 Qsps s Ws 0, == s) M (Ws dt Fp s = U. -1

do

Réciproquement, si p et vs sont solutions de [EILTl), et si nous posons pfdc% =Vpet 7=

CYws alors (p,vy,vs,a) est solution de la formulation variationnelle primale-primale du

premier ordre (23.2).

Proposition 4.1.2 Sivy et g sont solutions de la formulation variationnelle duale-duale du
premier ordre ([Z38), alors elles sont solutions de la formulation variationnelle du second
ordre :
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Trowver (p,vs) @ t— HY(2y) x HY(Qs) tel que tout (q,ws) de H(Qy) x H () vérifie

2
% pf'vf-'wf+/ div vy div wf+%/(gn)-n(wf-n) =0, (4.1.2a)
Q; Q; r

dt2/ == £+/dea d“’f—i/(fn) n(vy-n)=0. (4.1.2b)

Réciproquement, si vy et g sont solutions de [EIZD), et si nous posons dp — cfc prdivoy et

dt —
Ps dc';s =divg alors (p,vy,vs,g) est solution de la formulation variationnelle duale-duale du

premier ordre (Z3.0]).

La démonstration de ces deux propositions est évidente.

Pour obtenir des propositions similaires pour les formulations semi-discrétisées il faut con-
sidérer des maillages réguliers, on a alors :

Proposition 4.1.3 Sip" et v? sont solutions de la formulation variationnelle semi-discréti-
sée du premier ordre BZ3) alors elles sont solutions de la formulation variationnelle semi-
discrétisée du second ordre :

Trowver (p",vl) : t — (H'(Q))n x (HY Q) tel que tout (¢" wh) de (H*())n x
(HY(Q))5 vérifie

d? p"q" / 1 d [ w/.

— + Bull v/ vy /q vy -n) =0, 4.1.3a
dt? Ja, cf?pr  Ja, Py dt ( ) ( )
d h gk h ny o, d h h

— Ps Vg - W, +/ CV(vy) :Z(ws)+—/p n-w; =0. (4.1.3Db)
de? Jq, Q.- = dt Jr

Réciproquement, si p" et v sont solutions de ([ELD) et si (U?,gh,yh) est solution de :

Trouver (vf, %l Moot e (LQ(Qf))h x (L2(2)n x (L2(Qs))n tel que tout (w?,éh) de
(L2(Q))n x (L2(Qs))n vérifie

[ d / h h h h
— PrUy- WY+ Vp"'-wi =0, (4.1.4a)
dt Jo, " g, f
/ ghzgh—/ cAligh =0, (4.1.4b)
Qs = Q- - =
d h h h h
| 2g | M) £ =0 (4.1.4c)
\ Qs - - QS -
alors (p" 'U’;,'Uf, Y ) est solution de la formulation variationnelle semi-discrétisée du pre-

mier ordre (B23).
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4.1 Equivalence entre les formulations du premier et du second ordre

Démonstration :

La démonstration de cette proposition repose sur le fait que, comme nous utilisons des mail-
lages réguliers, les ensembles V(H'(Qy)); et V(H'(2)), sont respectivement inclus dans

(L2(Q)n et (L2(Qs))n-

Pour tout ¢" de (H'(;));, il est donc possible de trouver 'wf Vq" dans (L*())p et
I'équation ([B23H)) implique donc :

d

h h h h
— v vy v =
dt/ﬂfpfvf q'+ p"-Vq

Qy

Il suffit alors de dériver I’équation GIZE) et d’utiliser cette derniere relation pour obte-
ir ((E13a). De méme, pour tout w” de (H!(€))p il est possible de trouver & = V(w") et

&M = CV(wh) dans (L?(Q))y, et les équations (B2Z3d) et (BZ3d) impliquent donc respec-

tivement :

b V(wh) = 1.
: Y(w _/ngl : Y(wh) =0 (4.1.5)

12)/3

On utilise la premiere relation dans (B:233d) et on dérive cette nouvelle équation pour obtenir :

d
dt2/psv w—i—dt/nyl )dt/pn’wh 0.

Il ne reste plus qu’a utiliser (L) pour conclure.

/.2
J.

4
dt

IIQ
1

Y(vy) : Y(wl) =0. (4.1.6)

La démonstration de la réciproque se fait de maniere trés similaire. |

On peut également simplifier le systéme auxiliaire (B2l grace a la proposition :

Proposition 4.1.4 S5i v’} et gh sont solutions de la formulation variationnelle (EEIA) alors
elles sont solutions de la formulation variationnelle :

Trouver (v’},gh) ot (L2(Q))n x (L2(Qs))n tel que tout (w’},§h) de (L*(24))n x (L2(Q))n
vérifie B

d/ h .k / h_. o h

— prvy-wy + Vp"-wy =0, 4.1.7a
dt Jo, PP ), ! (4.1.7a)
d

— | - | Ccy@h):eh=o. (4.1.7b)
dt = QS__ =

Réciproquement, si v’} et gh sont solutions de ([ELD) et si lh est solution de :

8. En supposant toutefois que ps soit constante par maille.
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Trowver ¥ : t — (L*(%))s tel que tout §h de (L2(Qs))n vérifie

&l e
S~
||Q:
vy

ho oM - e — 1.
/Qw mgh =0, (4.1.5)

S

S

alors (U’},gh,lh) est solution de la formulation variationnelle (EIZ).

Démonstration :

Il suffit de choisir une fonction test g € (L?(Qy))p, dans I'équation (EELZH) et une fonction
test g = gg € (L%(Qs))n dans I'équation ([ETAd). [

On a une proposition analogue pour la formulation duale-duale :

Proposition 4.1.5 Si v? et gh sont solutions de la formulation variationnelle semi-discré-
tisée du premier ordre (BIJl) alors elles sont solutions de la formulation variationnelle semi-
discrétisée du second ordre :

Trouver (v?,gh) Dt (ﬁdw(ﬂf))h X (ﬁzgﬁ)(gs»h tel que tout (w%,éh) dans (ﬁdw(Qf))h X

(EL2(Q))n vérifie

d2/ h .h / 2 h no, d h h

— pruy-wy + ceoprdivo’ divw +—/ ag'n)-n(wf-n)=0, 4.1.9a
a2 Jo, PIUT T f, s A Ity F(_ )-n(w}-n) ( )
Ey h'5h+/ L diver . dive® i/(ghn) n(v"-n) =0 (4.1.9b)
a Jo, 22 8 T ), Ve Ve T g [ S =0 -

Réciproquement, si v? et o et v" sont solutions de @IT) et si (p",v") est solution de :

Trowver (p",vs") + t — (L*(Q))n x (L*(Qs))n tel que tout (¢",wh) dans (L*(Q)) x
(L2())5 vérifie

d h h
S EL [ ghdivel =0, (4.1.10a)
dt cp? !
Qp CfTPf Qy
d - b Jiv oh
it o PsV - W, — ; wy -divg" =0 =0, (4.1.10b)

alors (p", v", 'v?,gh) est solution de la formulation variationnelle semi-discrétisée du premier

ordre (BIT]).

La démonstration de cette proposition se fait de la méme maniere que les deux précédentes.

4.2 Analyse du cas primal-primal

Cette section reprend des démonstrations présentées dans la these de J. Rodriguez [[77].
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4.2 Analyse du cas primal-primal

On définit ng, lopérateur de projection elliptique, par :

H* () x L(Q7) < L2 (Qs) x H' () — (H' () x (L7 () x (L2 (Q5) )1 > (H' (Q5))n
(P,'Uf,g,’vs) = (ﬁl’@aga@)
ou (];;L, v/:,h) est défini comme étant solution du probleme :

Trouver (];;L,'IZ‘) € (H())n x (HY Q) tel que tout (¢",wh) de (H*())n x (H ()
vérifie

— ph)gh 1 ~ =
[ T VO TR S
Q  CfPps Q; Pf r

/ ps (Vs — vl) -wl +

C¥ (v, —vh) : T(wh) + / (p—p)n-wh =0, (42.1b)
S QS T _

r

—~

et (vf,o") est solution du probleme :

Trouver (v",a") € (L*(Qf))n x (LX(Q))n tel que tout (wh ") de (L2(Q))n x (L*(Q))
vérifie B

/(vf—t/;?)-w’}—i- V(p—pAh)-w’}:O, (4.2.2a)
Q Q

/(g—gﬁ):gh—/ V(v, —vh): el =0. (4.2.2)
Q 0 = Qs =

On a alors la

Proposition 4.2.1 Pour tout (p,vs,0,vs) € H'(Qy) x L*(Qf) x L*(Q,) x H* (), la pro-
jection elliptique ng satisfait l’estimation suivante :

Ip" = pllz iy + 10 = vellp2 o, + It = gllz@,) + 108 = vsllmie,) <

. h . h
‘ Lhe( il p* — pHHl(QS) + inf H’Uf - ’Uf||L2(Qf)]

HY(Qp)p, vhe(LA () (4.2.3)
+C inf vl — v, + inf h _ _
serio, | @0 e dBion, V7 "”Mms)]

Si les maillages dans le fluide et dans le solide sont réguliers_de pas d’espace respectif hy et
hs et si les éléments finis sont des éléments Q on a de plu :

I = Pl + 1V} = villLe, + g — glliz,) + 108 = vsllm e, < w2
4.2.4

CE Pl sty + 10 ey + 06l gty + 1 laray| -

9. A condition bien sir que les fonction p, et v, soient dans des espaces de type H**! et que vy et g soient
dans des espaces de type H*.
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avec h = min(hy, hy)
Démonstration :
Comme (p", v%) est solution de (E=ZTI), on déduit du lemme de Céa [21] le

Lemme 4.2.1 (p",vh) satisfait linégalité

1P" =l + V8 = Vsl g (o, <
(4.2.5)

C inf h_ + inf v? — v, )
e Q) llp pHHl(QS) whe(H () [ HHl(QS)

Bien que la démonstration de ce lemme soit bien connue et simple a effectuer, nous la
réécrivons ici afin de mieux mettre en lumiere les difficultés que nous rencontrerons au cours
de 'analyse de la formulation duale-duale & la section suivante :

Démonstration :

Nous définissons la forme bilinéaire a,, par

HY(Qp) x HY(Q) x HY(Qy) x HY(Q) — R
((p7vS)’(qva)) = app((p?vs)’(%ws))
_ P4 rvrvo- [gv..n
o (ww) = [ B [ v [,

+ / ps Vs - wh + gl’vS:Z(wi?)—i—/pn-wg
s Qs r

Nous posons X = H(Qf) x H () et Xp, = (H'(Qf))n x (H'(25))n. On vérifie facilement

que ayy, est continue et coercive sur X. Il est également évident que si (p”, v?) est solution
du probleme ([EZT]), il est aussi solution de :

Trouver (];;L,'I/JE) € (HY(Q)n x (HY(Qs))n tel que tout (q",wh) de (H'(Q))n x (H*(Qs))n
vérifie

app((p" = p, vl —vs), (¢", wh) = 0. (4.2.6)

S

En utilisant la propriété de coercivité de a,, on montre que :

Cill(p" — ", v — wh) ||k < app((p" — ", v — wh), (ph — ¢", v — wh)), (4.2.7)

s

avec
lp, vsllx = Pl oy + sl g e,

Or, d’apres ([EZ0) :

o~

app((ph, ’U?), (qh? ’LU?) = app(p, ’Us), (qh’ ’LU?),

donc

Cill(p" — " ot = w)% < app((p — ¢",vs — wl), (0" — ¢", v — w)).
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En utilisant maintenant la continuité de a,,, on montre que :

~

app((p—q", vs—w}), (P —¢", vh—wl)) < Coll(p—¢", vs—wl)l|x[|(P" —¢", vh—wl)l|x. (4.2.8)
En combinant les inégalités (EEZT) et (ELZF) on établit :

I(p" = ¢" vk —wd)|x <Cll(p - ¢",vs —w)|x
Finalement, en utilisant le fait que (inégalité triangulaire) :

" “h " hh h h h
[(p" = p, vl —vs)lx < [[(P" — ¢", 0! —wi)|x + [(p — ¢",vs —wy)l|x

on obtient N -
(" = p, vl —vy)|x < (C+D(p—q" vs — wl)|x,

or cette inégalité est vérifiée pour tout (¢", w’) de (H () x (H*(2s))n, donc :

h oh ; h h
P —p, vt — v, <(C+1 inf p—q",vs —w, .
I€ W< CHD G e @@, N

ce qui implique bien I'inégalité (EEZ0) |
Intéressons-nous maintenant au couple (vy,g). Soit ’w]} de (L*(Q))p, on a :
-h h -h hY . (b h
|10l = [ @)= vy s - w0 - w))
Q5 Qy

:/ (U?—vf)-(v?—w?)—i—/ (vf—w?)-(v’}—w?).
Qy Qy

o~ o~

Comme ’v? est solution de (ELZZal), on a ’U? - 'w’} € (L*(Q))p et

—

[T A (R A R NOST R
2 Qy Q

<C (HP — "o, + llvy — wl}HLz(Qf)) [0} = wh{l 20,

Soit :
h ~h h
[0} — whllgaa,) <€ (Ip = 7"l + g — whlizaay) ) -

en utilisant l'inégalité triangulaire

— —~ h
v} = villLz i,y < 10 = willpz, + lvr = willpz2,),

on a :
[0~ vllpaa,y < € (10— Pl + s~ whllza,))
et donc
[0} = vsllz2@) <C | Ip=8"lmwp+ , inf oy —whlaq, ). (429
d T whe@? @) !
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On montre de méme que

T <c(|h - v, +  inf fo—¢" 4.2.10
lg" = allrz,) < <H | e, éhe(LZ(QS))hH: S EIGH ( )

Il ne reste plus qu’a utiliser les inégalités (EZH), [EZT) et ([EZIM) pour conclure la premiere
partie de la proposition. Pour démontrer la seconde partie il suffit de rappeler que les espaces

d’approximation (H'(Q)) et (H'(Qs))n, définis a 'aide des éléments finis Q continus sont
tels que :

inf h _ < Chk
el " =Pl < ChYlplen,)
et
inf vl — v, < Ch¥|vs
vhe(H(Q))p ” s ”HI(QS) = s” HHk+1(Qs)

et que les espaces d’approximation LQ(Q 7) et L2(£2), définis & I'aide des éléments finis Qy,
discontinus sont tels que :

inf vV —w < ChE|lv
e 1o =l < Clos
et
inf lg — &"[|r2q,) < ChE|lo |y
ey, = 2 0 e

4.3 Les difficultés posées par le probleme dual-dual
4.3.1 Définition de la projection elliptique associée au probleme dual-dual
On définit 'opérateur de projection elliptique, Hgd, par :

L2 ()% H g3 ()} FL (€205) x L2 (€25) — (L2 (2 )X (F i (24)) i (EL 2T (2 ) < (L2 (5 )

—~ o~

(p,vyf,0,v5) — (p vf,ah vh)

—~ o~

ou (’v?, o") est défini comme étant solution du probleme :

—~

Trouver (v’},g) € (/I-wa(ﬂf))h X (H/i\lfi%no(ﬂs))h tel que tout (w?,éh) dans (/I-wa(ﬂf))h X
(B2 () vérifie

/ pf(vf—v/\?)-w?—i—/ cf?ppdiv(vy — ot )dlvwf+/(( _gh)n).n(w?.n):o,
Qf Q r

| A-gh:gs | aivetdivia )~ (€ n)-niws - of)m =0

—

et (vh, gh) est solution du probleme :
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4.3 Les difficultés posées par le probléme dual-dual

Trouver (vf,a") € (L*(Qf))n x (LX(Q))n tel que tout (wh ") de (L2(Q)) x (L*(Q))
vérifie B

_ oM g —~
/ m +/ ¢" div (v — o) = 0, (4.3.1a)
Q; Cfpy Qy
/ ps(vs—t/;?)-wg— w?-div(g—@) =0=0, (4.3.1b)
S QS B B

4.3.2 Les différences avec le probleme primal-primal

Nous définissons la forme bilinéaire ag4q associée a la projection elliptique Hgd par

H 30 (Qp) x HLS () x Hgio(Qp) x HE(Q0) — R
((’Uf7g)7(wf7£)) = add((”fa%)?(wfaé))
agd((vy, o), (wy,§)) = / pf'uf.w’}—i—/ﬂ cfzpfdivvfdivw?—i—/(gn).n(w?.n)
- Qf f T

¢h 1o hoy _
+ /sé:.é —i—/ﬂspsdlvé dive /F(é n)-n(vy-n)

Le fait de chercher vy et g dans ﬁdw(ﬂf) X H/i\lfl%%(ﬂs), c’est-a-dire d'imposer a vy-n et a
(¢ m)-n d’appartenir & L?(T") nous permet d’assurer la continuité de a”, mais nous fait
p_erdre la propriété de coercivité qui nous avait permis d’utiliser le lemme de Céa pour le
probléeme primal-primal. Nous ne pouvons donc pas déduire d’estimations d’erreur pour le

probleme dual-dual semi-discrétisé. Nous pensons cependant qu’une étude du probleme :
Trowver (v5,0) € ﬁdw(Qf) X }ﬁlfg%(ﬁs) tel que tout (wf,é) dans ﬁdw(Qf) X ﬁl;ﬁ’%(ﬂs)
vérifie

add((vf7g)v(wf7§)) - l(wf7§)7 (4'3'2)

avec

l(’wf,g):/ﬂf-wf—{—/ggzé, fFeLQp) et gel?(Qy),
f s

peut fournir des pistes pour obtenir de telles estimations.

4.3.3 Existence et unicité du probléeme (E32)

Nous allons dans un premier temps étudier un nouveau probleme, obtenu par perturbation
du probleme [32) de telle sorte que la forme bilinéaire associée a ce nouveau probléme soit
continue et coercive. Soit o € IR, nous considérons la formulation variationnelle régularisée :

Trouver (v?‘,go‘) € ﬁdw(ﬂf) X I/E\Hflgxo(Qs) tel que tout (wp,&) dans ﬁdiv(ﬂf) X ]ﬁl;%?o(ﬂs)

vérifie
0 (0%, 6°), (wy, €)) = 0. (433)
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avec

aa(('vj‘c‘,

IS}

Y, (wy, §)) :a((v?,g"‘)v(wﬁé))+a/r(v?-n)(wf'n)+04/F(gan-n)(;n~n)-

Il est évident que a® est continue et coercive, ce probleme admet donc une unique solution
(v, 0%). De plus on a

o (0F. 0 = [ Fooge [ giat
Qf Qs_
donc
a®((v§,a%), (v§,2%) =< [[v§ll L2 I FllL2 0, + 22 @) llgllz @) < CF?
2 _ 2 2
avec ¥ = ||f”L2(Qf) + ||g||JL2(Qs)‘ Comme

(05,2 05.27) = [ pslfIE+ [ s llaivog?
f

f
1
[ AlgP s [ ldivel o [ o miva [ (@onen)?
Q.- Qs Ps - r r—

on en déduit,

CF CF
[0 g @) < CF 0% laivis) SCF [0 |z2@) < NG et |[o%]|z2ry < 7
Remarquons maintenant que si (v§,0®) est solution du probleme variationnel (L33), il est
également solution du probleme fort :

prvs — cfcpr(div v}) =F, dans Qy, (4.3.4a)
Ag® - g(i div g®) = g, dans g, (4.3.4Db)
(c"n) -n = cfcpf(div v}) + av§-n, sur T, (4.3.4¢)
(¢“n)- =0, sur T, (4.3.4d)
psV§-m=(divg®) -n+a(@n) n, sur I'. (4.3.4e)
0
qui peut se réécrire
—cfcpr(div v}) = f — psvf, dans Qy, (4.3.5a)
—g(pi divg®) =g—-Ac”, dans Qg, (4.3.5b)
s Z
(cn)-n = C%pf(div v}) + av§-n, sur I', (4.3.5¢)
(¢*n) -1 =0, sur I, (4.3.5d)
ps v} -n = (divg?) -n+a(g*n)-n, sur I'. (4.3.5¢)
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4.3 Les difficultés posées par le probléme dual-dual

De ([E35al) et ([E33DD) on déduit
IV (div o)l < CF et [le(div o)z, < CF,
puis, en utilisant le théoreme de trace, on obtient
||div U?HLQ(F) <CF
et (en utilisant préliminairement le théoreme de Korn)
||div ga||L2(r) <CF.
Intéressons-nous maintenant a (BL38d) : on obtient facilement que
I(en) -l < 2oy div o]y + allo? - nll g2,

soit, en utilisant les résultats déja obtenus ([|v§||p2r) < C—\/g et [|div g®|| g2y < CF),

l(c“n) - n|[r2@) < CF.
On montre de méme que
[v5 - nl|L2r) < CF.

On a donc
||v?||ﬁdiv(gf) + IIQQII@IZ%@S) < CF.

Il existe donc une sous-suite décroissante n — «, telle que lim «, = 0 et telle que n —
n—oo
Qn

(v ¢ , &™) soit convergente, nous appelons (’U?c, gO) sa limite. On vérifie alors que :

lim aan((,vjocm’gan)’ (wv €)> = @((Us)wgo)’ (wf’ E))’

n—oo =

(’v?c,go) est donc une solution de la formulation variationnelle initiale, pour prouver qu’elle
est unique, il suffit de remarquer que

a((vy,0), (vy,0) =0 = (vf,0) =0
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Chapitre 5

Discrétisation en temps

Nous présentons dans ce chapitre la discrétisation en temps du schéma primal-
primal, mais tout ce qui suit peut étre appliqué sans difficulté au schéma dual-
dual. Nous nous intéresserons d’abord aux schémas conformes (Aty = Aty) et nous
obtiendrons un schéma totalement explicite mais qui ne nous permettra pas d’obtenir
de condition de stabilité. Pour contourner cette difficulté nous utiliserons alors un
schéma implicite sur 'interface dont la stabilité sera garantie par une condition de
type CFL. Finalement nous présenterons un cas particulier de schéma non-conforme
en temps (Aty = 2At,) (nous renvoyons le lecteur a [[7] pour I'extension aux rapports
p — q quelconque). Le calcul pratique de ce schéma sera détaillé en annexe.
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5.1 Utilisation du méme pas de temps dans les deux milieux

Introduction

Nous voulons utiliser des schémas d’ordre 2 centrés en temps. Pour obtenir un schéma explicite
dans le fluide, il est naturel de calculer P et V¢ a des instants décalés (n et n+ % par exemple
— voir figure BJ), de telle sorte que (B2ZZa) et (B2Z40) puissent étre résolues explicitement
en 'absence de terme de couplage. Nous procédons de la méme maniére pour ¥ et Vy (voir

figure B2) pour calculer (B2ZZ4d) et (BZZH) explicitement.

P Vi P Vi P by Vs D) |78 by
—@ L ® L ’—t> —e L ® L O—t>
At At
2 2
F1a. 5.1: Discrétisation en temps dans le F1G. 5.2: Discrétisation en temps dans le
fluide solide

Nous nous intéressons dans un premier temps aux schémas utilisant le méme pas de temps
dans les deux milieux avant de présenter un schéma avec pas de temps local.

5.1 Utilisation du méme pas de temps dans les deux milieux

Nous avons deux choix possibles :

(I). Calculer Vy et P a des instants décalés (voir figure B3) pour avoir un schéma totalement
explicite.

(IT). Calculer Vi et P aux mémes instants (voir figure BAl), ce qui conduit & un schéma
explicite en-dehors de 'interface et implicite sur 'interface.

P Vi P V; P P Vi P V; P
—e i ® L *— —e i @ i *—
> V. ¥ V. %t V. V. X Vit

F1c. 5.3: Discrétisation en temps, choix (I)  F1G. 5.4: Discrétisation en temps, choix (II)
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5.1.1 Construction d’un schéma compléetement explicite

On consideére le choix (I) qui nous conduit au schéma suivant :

Pn+1 _ pn 41 41 1
Mp————=GjVy * =BV, * = F"'2, (5.1.1a)
n+1 n—1
Y TG g 5.1.1b
e =, (5.1.11)
(D ) .
‘/,Sn+§ o V,Snfi
M A7 + GEX) + B*P" =0, (5.1.1c)
EnJrl _n 1
My =——— — CM;' G,V 2 =0 (5.1.1d)

Ce schéma est totalement explicite, sa résolution nécessite uniquement I'inversion des quatre

matrices de masse diagonales (Mp et M) ou diagonales par blocs d x d (M et My). En
contrepartie la condition de stabilité du schéma semble étre perturbée par les conditions
de transmission (elle ne correspond pas aux conditions de stabilité imposée dans les deux
domaines intérieurs) comme nous le verrons lors de l'analyse de stabilité a la section

5.1.2 Construction d’un schéma quasi-explicite

Considérons maintenant le choix (II) qui nous conduit a résoudre le systéme :

1 1
Pn-l—l _ ]jn—l Vn+§ Vn_i
Mp—— — GV} - B =, (5.1.2a)
Vit —vp
(1) N 1 1 1
Vit T2 pnrts 4 pn—j
M= + GIX" B*% =0, (5.1.2¢)
En—i—l —_3n 1
My=——— - CM:'G.Vi "2 =0. (5.1.2d)

\

Il est évident, & partir des équations (BI2H) et (EI2d), que les inconnues Vy et 3 peuvent
étre calculées explicitement alors que P et V; sont obtenues par la résolution d’un systéme de
la forme :

At 1

MpP"™s — 2BV = Y, (5.1.3a)
AL

MV 4+ B P = B (5.1.3b)

ou les vecteurs FJ' et F3' sont calculés explicitement a partir des valeurs des inconnues au
temps n. L'inversibilité de (EI3]) est garantie par le fait que la matrice

At?
Mp + TBM;U%*
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5.1 Utilisation du méme pas de temps dans les deux milieux

est définie positive. De plus, comme les matrices Mp et M, sont diagonales et que la matrice
B “ne voit que” l'interface, le schéma n’est implicite que pour les degrés de liberté de P et
Vs appartenant a l'interface. La matrice a inverser est donc tres creuse.

5.1.3 Analyse de la stabilité des schémas (I) et (II)

5.1.3.1 Etude du schéma (II)

Nous nous intéressons d’abord au schéma (II). Méme si C n’est pas inversible, nous pouvons

montrer l'existence de I'"* tel que :
Ms¥" = CT™.
Il suffit pour cela de définir I'" par

FnJrl .

R
N GVs 2 =0.

=0 et My

Nous effectuons alors les opérations suivantes sur le systeme (IT)1) :

-

(

1
Pn—f—l _ Pn—% Vn+§ + | VA
Mp 2= 2 ey _pYs TV T
F At i 2
an+1 _ anfl G PnJr% + Pnfé 0
I At ! 2 ’
+1 n—1 1 _1
Ve Peve L W
M Az +G, My, CI'"+ B —
1 1
T+l el Vn+§ + ani
C— M —CM'G,=2——= =0
At e 2 ’
En additionnant ces quatre équations, nous montrons la conservation de I’énergie :
1 1 1
By =E p BT

avec ((.,.) représente le produit scalaire classique entre vecteurs) :

EnJr% 1
2

xI'™.

1 1
= S [(MpPrr Pt ) 4 (Mpvpt vy

1 1 1 1
EgH‘Q i |:<M8‘/sn+2,‘/3n+2> + (C]:wn+1’]:wn):| )

\V)

1 1
n+3 n+3

(5.1.4)

Remarque 5.1.1 Ef et Es sont les deux énergies discretes respectivement équivalentes

des deux énergies continues définies précédemment :

1 / p? / 2
= + [ prllvyll
2[9f o Jo, T

10. Nous supposons ici que le terme source est nul.
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Chapitre 5 Discrétisation en temps

1 1
—U o+ [ ég:g}—[/ o+ [ gzzz]-
2 lJa, Qs 2 lJa, Q- = =

De plus chacune de ces énergies serait conservée en l’absence de couplage.

et

1
La stabilité L? du schéma (IT) découle de la positivité de E?IJFQ qui dépend elle-méme de celle
1 1
de E;H_Q et de E?+2.

1
Pour étudier la positivité de E;HQ, commencons par réécrire le produit scalaire (CI’”“, F”)
sous la forme :
Fn—i—l S, Fn-i—l S, AtZ Fn-i—l _Tn Fn—i—l .
C , -—— 1| C ) .
2 2 4 At At

L’équation (EIZ) nous permet d’écrire :

n+l _ mn n+l _ n
(CP rr L > = (CM;GSP“%,M;GSP"*%),

At At

. . n+3 .
et I’énergie E; 2 devient alors

11 rrtl o el e At? 1 1
B = [(c LN N ) n <[M - TG;‘szlmwzlas] V"+V"+)] .

De la méme maniere on établit facilement que :

1 1 Vn+1_|_Vn Vn+1_|_Vn AtQ
E;L+2:—[<Mf ! 5 L, 5 ! +<|:MP—TG}Mf1Gf:| P”+§,P"+§> .

1
n+s oy N :
E;; ? est donc positive des que les matrices

_ag
1

At?

M ==

GyM Gy et M, GEM'C M Gy

sont définies positives et il a été montré dans [42] que la premiere 1'était si

hy

At < « 5.1.5
— 'r‘cf\/a ( )
et que la deuxieme I'était si
h
At < 2 (5.1.6)

ol - dépend de 'ordre r de la méthode d’éléments finis, nous rappelons, dans le tableau B.T],
les valeurs de «, pour r variant de 1 & 5. Finalement le schéma (II) est stable si la condition
de stabilité suivante est vérifiée :

h¢ hs
At < o, min , . (5.1.7)
(Cf\/_ cP\/E>
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5.2 Utilisation d’un pas de temps local

r |1 2 3 4 5
ar | 1104082 | 0.2320 | 0.1476 | 0.101

TAB. 5.1: Les valeurs de «, pour r variant de 1 a 5.

5.1.3.2 Etude du schéma (I)

Intéressons nous maintenant au schéma (I) et effectuons les opérations suivantes :

Pn+1 _ pn 1 1 Pn+1 pn
MPT—G}V;JFQ —BVsn+2 =0, x%,
3 1
ML Lo o, xV; "2,
A 2 ! 1 1 (5.1.8)
vite oyt vite Ly
M2 L GIMG CT 4 BP =0, x = ; s
FnJrl . 1
C—%— - CM;' GV 2 =0, <™.

En additionnant les quatre équations nous montrons la conservation de I’énergie :
n—l—%

1 1
BT =By BT - A <BVS"+2,P"+1) :

11 est évident que la condition (BI7) est une condition nécessaire pour la positivité de E;H_Z.
Cependant, il nous faut également nous assurer que le terme supplémentaire :

n+ i
At (BVS 2 P”+1>

n’est pas trop grand, ce qui peut étre garanti par une condition de type CFL additionnelle :

hy hs
At < a,min | ——, . (5.1.9)
<Cf\/_ Cpﬂ)

La condition de stabilité du schéma (I) est donc perturbée par le couplage et le schéma (II)
lui sera préféré pour des questions de robustesse.

Remarque 5.1.2 Les expériences numeériques que nous avons réalisées semblent montrer
que o est trés proche de «,. si on utilise la méthode primale-primale alors qu’il peut étre trés
inférieur a «, si on utilise la méthode duale-duale.

5.2 Utilisation d’un pas de temps local

Nous présentons dans cette section une adaptation des techniques de raffinement de maillage
sans multiplicateur [65, [77] au probleéme d’interaction fluide-structure. Nous décrivons ici le
cas ott Aty = 2At, = 2At (schéma 1-2) mais cela peut étre étendu a un rapport rationnel
quelconque p — ¢ en adaptant les résultats présentés dans [77]. Ici encore plusieurs schémas
peuvent étre utilisés, nous en présentons un qui possede les mémes caractéristiques et les
mémes propriétés de robustesse que le schéma (II) présenté ci-dessus :
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Chapitre 5 Discrétisation en temps

e le schéma est explicite dans le domaine intérieur et implicite sur 'interface ;
e le schéma garantit la conservation d’une certaine énergie discrete et la condition de

stabilité n’est pas affectée par le couplage.

5.2.1 Construction du schéma

Nous avons choisi de calculer I'inconnue P aux temps 2n, V; aux temps 2n + 1, Vi aux temps
2n et 2n 4+ 1 et 3 aux temps 2n + % et 2n + % (voir figure BH), ce qui donne les équations

suivantes sur l'intervalle de temps [t2" ; t2712]
P Vi P
— L —
t
—e = o = *—
Vs X Vs by Ve 2

F1a. 5.5: Discrétisation en temps, schéma (III)

e dans le fluide :

P2n+2 . P2n

M _ * 2n+1 _ B 2n+1 — F2n+1 21
P G5V \A , (5.2.1a)
(IIIf) V. 2n+1 V. 2n—1
f —vf 2n
M P = 2.1b
f 9L +Gy 0, (5 )

e dans le solide (pour le premier pas de temps) :

2 1 2
V;nJr _‘/Sn

At GEx2ts 4 BH[P)2ts =0, (5.2.1c)

M

(ITLs1) contl sl

M-
= At

~ CM'G, VA =0, (5.2.1d)

e dans le solide (pour le second pas de temps) :

‘/82n+2 _ V;QnJrl
At

M, + GrR2te 4 B[Pt =, (5.2.1e)

(ITL.s2) y2n+8 _ yontg

At

M, - CM'G, V2 = 0. (5.2.1f)
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5.2 Utilisation d’un pas de temps local

ott [V;]?" 1 (resp. [P]Q"J“% et [P]2”+%) représente une approximation de Vy au temps 2n + 1
(resp. de P aux temps 2n + % et 2n + %) qui sera déterminée de maniere a garantir la
conservation d’une énergie.

Comme a la section T2 nous pouvons définir une énergie dans le fluide,

1

B} = [(MPP",P") + (vaf"“, vf"—l)] ,

et une énergie dans le solide,

E =

S

[(Msv;"“, Vi) + (Cr"+%,rn—%)] :

DO | =

1 ’ .
avec I'"™*2 définie par :

Fn+% _ ané

M
= Al

— G,V =0. (5.2.2)

En posant E" = E} + E7 (qui est clairement positive si la condition (BI) est satisfaite), on
montre qu :

E2n+2 _ E2n _ B* [P]Zn-i-% ‘/82n+2 + ‘/8271—&-1 N B* [P]Zn-i-% V's2n+1 + ‘/SZn
2At 4 4
P2n+2 P2n
_ B [1/8]2”-*‘1 <+> ]

Démonstration :

On effectue le méme type d’opérations qu’a la section :

P2n+2 _ P2n P2n+2 + P2n
M _ G*V 2n+1 _ B V 2n+1 — 0
P 2At f f [ S] ) X 9 )
Vf2n+1 _ 2n—1 )
M GrP*™ =0 vt
! At G ’ S

‘/82n+1 —V 2n

2n+1 2n
L GiMgl ot B PPt =0, x Ve TV

M

At 2 ’
[2n+s _r2n—3
~ CMy'G, V2" =0, T2 s,
At
2n+2 _ y2n+1 2n+2 2n+1
Ms‘/s ‘/s +G:M£10F2n+% +B*[P]2n+% _ 0, va +‘/5 7
At 2
EQn—l—% _ 22n+% 3
My, - CMS G,V =, xI[2nts,
At
et on additionne toutes ces équations. |

11. En supposant a nouveau que le terme source est nul.
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Chapitre 5 Discrétisation en temps

Le schéma (III) sera donc conservatif (i.e. E?"*2 — E?" = () si nous choisissons :

(Pt — (ppetd - P P (5.2.3)
5 2.
et
2n+2 2 2n+1 2n
[VS]Q”“:VS * Vi Ve (5.2.4)

Le systeme (B2Z1]) devient alors :

e dans le fluide :

P2n+2 _ P2n

B V52n+2 + 2V;2n+1 4 ‘/SZn

Mp—— — GVt — n = F2tl (5.2.5a)
(IIIf) V. 2n+1 Vs 2n—1
ML N + G P =0, (5.2.5b)

e dans le solide (pour le premier pas de temps) :

2n+1 _ 2n P2n+2 P2n
MSu +GrRts 4 p T 0, (5.2.5¢)
At 2
(ITL.s1) il _yonl
M, - CM3 'V =0, (5.2.5d)
At
e dans le solide (pour le deuxiéme pas de temps) :
V2n+2 _ V2n+1 P2n+2 P2n
M, s 4 GERte 4 i ' (5.2.5¢)
At 2
(ITL.s2) sontd _ sl
M, ~ CM'G, V2 = 0. (5.2.5f)

At

5.2.2 [Existence et unicité de la solution du systéme (B21)

Les inconnues
1
1 ern+1 et E2n+ 5

peuvent étre calculées explicitement en utilisant les équations (BE235H) et (BZAd). 11 reste
alors & résoudre le systeme suivant :

V2n+2 2v2n+1
MpP*" 2 — AtB-* J; S = (5.2.6a)
2n+1 * 2tz _ 2n
M,V + AtB 5 =1 (5.2.6b)
m+2  1r2n+1 * y2n43 * ot _ m2n
M, [V, VI + AtGES* T2 + AtB =I5 (5.2.6¢)
MsX27Hs — AtG V2L = F2n (5.2.6d)
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5.2 Utilisation d’un pas de temps local

ou les vecteurs F. 22” sont calculés explicitement a partir des valeurs des inconnues au temps 2n.

Il est évident que V2 +1 R4S o V2n+2 peuvent étre calculées explicitement dés que P27 +2
est connue, de plus on peut montrer, apres quelques calculs, que cette derniére est solution
de :

At?
Mp + APBMS" | M, — =G} [My ' CMg'] Gs] MslB*} P = (5.2.7)
ou le vecteur F52” est déduit de la valeur des inconnues au temps 2n (le calcul pratique de ce
vecteur est détaillé & I’annexe BH). On peut facilement vérifier que le calcul de P?" sur les
noeuds intérieurs est explicite (rappelons que B représente un opérateur de trace discret). De
plus la résolution de (B2Z7) nécessite uniquement l'inversion d’une matrice symétrique définie

positive trés creuse : nous avons vu a la section B3l que la matrice

Atz * -1 -1
A - MS - TGS [ME CME ] GS
est symétrique définie positive des que la condition CFL est satisfaite, il en est donc de méme
pour
Mp+M = Mp + At>BM;*AM ' B*
(le calcul pratique de la matrice M est détaillé a I’annexe Bal) et 'équation (2Z7) admet une
unique solution.

5.2.3 Obtention d’un schéma post-traité

Les conditions de transmission (B2Z3)) et (B2Z4) sont clairement des approximations d’ordre 1.
Cela entraine 'apparition d’ondes évanescentes parasites confinées au voisinage de I'interface.
Pour résoudre ce probléme nous pouvons utiliser le post-traitement suivant, proposé dans [[77].

e dans le fluide, on calcule la moyenne des inconnues sur deux pas de temps :

2n+1 2n—1

P2n+2 + P2n
- 9 ;

2

P2n+1 —

2n _
et an—

e dans le solide, on calcule la moyenne pondérée sur deux pas de temps suivante :

V2n+1 + 2‘/8211 + ‘/82an

2n+3 on+1 on—1
V=t i st L B2 p

4 4

Le schéma (BZH) peut alors étre réinterprété ainsi :

e dans le fluide :

P2n+1 o P2n—1 V2n+1 + Vv 2n—1
M _ * 2n _ B S S — F2n 2
P 2At GiVy 9 ’ (5.2.8a)
(111" .f) ooy e
M;—L A TGP =0, (5.2.8b)
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Chapitre 5 Discrétisation en temps

e dans le solide (pour le premier pas de temps) :

P2n+1 3P2n71
+GrR2e 4 B Z ~0, (5.2.8¢)

Vgn _ V§n+1
At

M;
(IIT".s1)

1

22n7 3 22n7%
At

My, ~ CM;'G, V21 =, (5.2.8d)

e dans le solide (pour le deuxiéme pas de temps) :

1 3P2n+1 P2n—1
+GrmT 4 B I =0, (5.2.8¢)

2n+1 2n
V2t _ 2

M;
At

(I1T".52) sontd _ s

M
= At

~ C M G,V =0. (5.2.8f)

Remarque 5.2.1 Ce schéma posséde les mémes propriétés de stabilité que le schéma (III)
mais les termes de couplage sont maintenant des approrimations d’ordre 2.

Annexes

Nous donnons ici les détails pratiques du calcul de M et du second membre de (E227) en nous
inspirant de [24].

5.a Calcul pratique de la matrice M

On suppose qu’a 'instant 0 toutes les inconnues et les sources sont nulles et que

3
2

P o= [pf =

2 )

avec Py (1) = i et k tel que le noeud k appartienne a U'interface. On a alors :

e dans le fluide :

P? i V2y2v)
vi
Mi——=0; a.l
toa =0 (5.a.1b)
e dans le solide (pour le premier pas de temps) :
v} el B
M, +Gi%2 + B 7’“ =0, (5.a.1c)
1
32
— =03 5.a.1d
At (5.2.1d)
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5.a Calcul pratique de la matrice M

e dans le solide (pour le deuxieme pas de temps) :

vZz_yl a3 W
M, ==+ G{5: + B 7’“ =0, (5.a.1e)
3 1
IR 35
My == = CM'GV) (5.a.1f)
Ce syteme est explicite :
At
vl = —7M8—13*Pk
3 _ _
Y2 = AtM'C Mg 'GV}
At?

= —TMgchgleMng*Pk

At
V2 = V- AtMIGERE — 5 M B R,

At?
= —AtM;! [MS — TG;‘M;C ME_lGS] M;'B*Py
2 2 1
MpP? = atpYe T2V

At?
= —A?BM;! [MS - TG:M;CM;GS} M;'B*P,

— —MP,.

Le vecteur —MpP? est la k™€ colonne de la matrice M, en effet :

[ M(1,1) ... M(k,1) ... M(EN) ][0 [ M(k,1) ]|
MP, = | M(LE) ... Mk ... MNE || 1| =] M@k
| MLN) ... MKEN) ... M(NN) | Lo] | Mk N) |

Il suffit donc de résoudre le systéme (zal) autant de fois qu’il y a de noeuds sur l'interface,
(on peut montrer facilement que la £°™¢ colonne de la matrice M est nulle deés que le noeud
k est a l'extérieur de 'interface) pour construire la matrice M.

Remarque 5.a.1 Il peut sembler coiuteuxr de résoudre le systéme (Badl) un grand nombre
de fois. En fait il n’y a pas besoin de le résoudre sur tout le domaine : comme on ne fait le
calcul que sur deux pas de temps, on peut se limiter aux éléments du maillage appartenant a
Uinterface :

1. Résolution de (add) : d’apres les propriétés de la matrice B*, seuls les éléments de
V! correspondant & des points sur linterface seront non nuls.

77
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2. Résolution de Eadll) : on peut montrer que, pour qu’un degré de liberté > de la maille

1
27

nul au temps n. Seuls les éléments de 05 appartenant a une maille de l'interface seront
donc non nuls.

k soit non nul au temps n + 5, il faut qu’un degré de liberté Vs de la maille k soit non

. Résolution de ([add) : on peut également montrer que, pour qu’un degré de liberté Vs
de la maille k soit non nul au temps n+ 1, il faut qu’un degré de liberté ¥ de la maille
k soit mon nul au temps n + % De plus comme nous allons le voir nous n’avons besoin
de connaitre Vs que sur linterface.

. Résolution de ([Ealdal) : la encore, seuls les éléments de P? correspondant a des points

sur l'interface seront non nuls.

5.b Calcul du second membre de (BZ7)

A la section nous n’avons pas explicité F2", le second membre de (EZ). On vérifie

facilement (apres néanmoins quelques calculs) que :

F2' = [Mp — M| P*" + 2At G5V — 2AtBM; LAV — 2ABM P AM G 5202

On suppose maintenant que toutes les inconnues ont été calculées a 'instant 2n et on s’inté-

resse au systeéme suivant :

e dans le fluide :

]52n+2 _ p2n ‘72n+2 + 2‘72n+1 + V2n
Mp—H - G*V2n+1 _ B8 s s F2n+1 5.b.1
P IAL i 4 ) ( a)
2n+1 2n—1
fvf Yy GrP™ =0 ; (5.b.1b)
2A¢ ’
e dans le solide (pour le premier pas de temps) :
f/2n+1 . V2n . 1 *P2n
MS% 4 G822n+2 + B T = O7 (5b1c)
2271—&-1 _ 2271—l
My=——~— — CM3'G.V2" =0 (5.b.1d)
e dans le solide (pour le deuxiéme pas de temps) :
‘72n+2 _ f/2n+1 . 3 . 2n
S 16 ¥t 4 o — =0 (5.b.1e)
22n+— EZn—i—l
My= " s OMSIG VI =0 (5.b.1f)
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5.b Calcul du second membre de (227

Ce systeme est explicite et on vérifie que :
MpP?™42 = P24 [Mp — M] P2 4 20t G5V
— 2AtBM 1AV — 2A2BMAMIIGE R,

ce qui est bien le second membre F2". La résolution de (ELJ]) nous permet donc de calculer

non seulement VfQ”Jrl et 23 mais également le second membre de (2Z7). 11 suffit ensuite
de résoudre le systeme
[MP + M]P2n+2 — MPan-i—Q

. 3 ,
pour calculer P?"*2. Les inconnues restantes (V21 V2"+2 et %2"F3) sont calculées en
résolvant le systeme explicite suivant :

"}82n+1 *P2n+2

M, N7 + B 5 = 0, (5.b.2a)
V2n+2 V2n+1 R P2n+2

M=+ GrS¥ts 4 B — =0, (5.b.2b)
iQn—&—— B

My~ = CMg GV o, (5.b.2¢)

puis en effectuant :

)

. Ui2n+1 — Ui2n+1 _|_ UZQTL+1

° U@?n-&-? — UZ-2n+2 + Ui2n+2

)

2n+% /\2n+% + ~2n+%

o x =% o
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Chapitre 5 Discrétisation en temps
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Chapitre 6

Implémentation et résultats
numériques

Nous présentons d’abord brievement les différents codes que nous avons implémentés
en dimension deux et trois pour mettre en oeuvre les méthodes primale-primale
et duale-duale présentées dans les chapitres précédents. Nous montrerons ensuite la
précision des ces codes en confrontant les solutions obtenues dans des configurations
simples a des solution analytiques obtenues par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous
terminerons par des expériences numériques plus réalistes qui nous permettront de mon-
trer que nos méthodes sont capables de traiter efficacement des probléemes complexes
tels que la propagation des ultrasons a travers l'os.
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6.1 Les différents codes implémentés

6.1 Les différents codes implémentés

En dimension deux nous avons implémenté plusieurs codes pour la discrétisation des formu-
lations primale-primale et duale-duale.

6.1.1 Codes réalisés a partir de la formulation primale-primale

Tous les codes associés a la formulation primale-primale sont basés sur une discrétisation par
des éléments Q& - Q" dans le solide et Q™ - Q¢ dans le fluide (voir section B2).
Le choix de ces éléments s’explique par le fait que nous avions a notre disposition les codes
d’acoustique et d’élastodynamique de S. Fauqueux, utilisant des éléments finis Q5. De plus
tous ces codes sont conformes en espace. En effet ces codes sont destinés a modéliser des
interfaces courbes qui ne permettent donc pas 'utilisation de maillages non-conformes (voir
paragraphe B.Z2). Nous avons implémenté trois codes :

e un code utilisant un pas de temps global (At; = Aty). Nous avons ici implémenté
le schéma totalement explicite (LIl). En effet, bien que nous n’ayons pu calculer la
condition CFL de ce schéma, les expériences que nous avons menées ont montré que la
condition de stabilité était égale a la plus petite des CFL du milieu fluide et du milieu
solide. Ce code sera appelé par la suite primal-primalyq.

e un code utilisant des pas de temps locaux tels que Aty = 2At;. Nous avons ici
implémenté le schéma (BZHl), implicite sur l'interface. Ce code sera appelé par la
suite primal-primalis

e un code utilisant des pas de temps locaux et des éléments finis courbes pour discrétiser
les interfaces fluides solide. Ce code utilise la technique présentée dans ’annexe B.al

Tous ces codes sont donc d’ordre 5 en espace et d’ordre 2 en temps.

6.1.2 Codes réalisés a partir de la formulation duale-duale

Nous avons réalisés deux codes associés a la formulation duale-duale. Il sont basés sur une
discrétisation par des éléments Q(lh" - Qg dans le solide et Qp - RTy dans le fluide (voir
section BI). La encore le choix des éléments finis s’explique par le fait que nous avions a
notre disposition le code d’élastodynamique élaboré par C. Tsogka, utilisant des éléments
finis Qﬁ“". La formulation duale-duale étant destinée & traiter des interfaces planes, les deux
codes permettent 1'utilisation de maillages non-conformes.

La différence entre les deux schémas réside dans la discrétisation en temps :

e nous avons dans un premier temps implémenté le schéma totalement explicite, analogue
au schéma (B2IT]). Cependant les expériences que nous avons réalisées nécessitaient de
choisir un pas de temps tres inférieur a la CFL optimale (parfois jusqu’a 10 fois plus
petit);

e nous avons donc implémenté le schéma quasi-explicite analogue au schéma (BLZ) qui
garantit la stabilité du systeme si la CFL optimale est respectée.

Nous appellerons code dual-dual ce deuxiéme code.

12. La plus petite des CFL du fluide et du solide.
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6.1.3 Le code implémenté en dimension trois

En dimension trois nous avons uniquement implémenté un code basé sur la formulation
primale-primale, mieux adaptée pour le traitement des interfaces courbes. Les éléments
finis utilisés pour discrétiser cette formulation sont & nouveau les éléments Qgisc - Qe
dans le solide et Q™ - gisc dans le fluide. Nous avions en effet a notre disposition
le code d’élastodynamique 3D de S. Fauqueux, utilisant des éléments finis (J5. Le travail
d’implémentation consistait donc ici d’abord a élaborer un code acoustique ()5 puis & coupler
ce code au code d’élastodynamique. Comme en dimension deux nous avons implémenté le
schéma explicite (1)) et les expériences que nous avons mené n’ont pas montré de pertur-
bation de la condition CFL.

6.1.4 Calcul des solutions analytiques

Pour calculer les solutions analytiques, nous avons mis au point deux codes Matlab (un en
dimension deux et un en dimension trois) permettant de calculer les fonctions de Green
présentées dans les sections et et de les convoluer avec un terme source régulier en
temps.

6.2 Comparaison avec des solutions analytiques

6.2.1 Validation en dimension 2

Pour valider a la fois les codes primal-primal et dual-dual en dimension deux, nous avons
comparé les solutions obtenues avec les deux méthodes a la solution analytique calculée par
la méthode de Cagniard-de Hoop dans une configuration simple : deux demi-plans séparés par
une interface droite, le premier constituant le milieu fluide et le second le milieu solide. Les
parametres physiques du fluide sont ¢y = 1500 m s~letp ¢ = 1000 kg m~3 et les parametres
physiques du solide sont cg = 1800 m s™!, ¢p = 4000 ms~! et p, = 1850 kg m~3. Pour les
simulations numériques la taille du domaine de calcul dans chaque milieu est 20 mm x5 mm et
nous avons utilisé des couches absorbantes parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers
ou PML) [28, @2] pour simuler des demi-plans infinis, ces couches ont une largeur de 2 mm.
La fonction source est ponctuelle en espace (située dans le fluide & 2mm de linterface —
voir figure [61]) et varie temporellement comme la dérivée d’'une Gaussienne de fréquence
dominante 1 MHz.

Nous comparons donc deux simulations numériques :

e pour la méthode duale-duale nous utilisons des maillages réguliers dans chaque domaine
mais non conformes : le pas d’espace est 0.1 mm dans le fluide et 0.12 mm dans le solide,
ce qui correspond a 15 points de calcul par longueur d’onde, a la fois dans le fluide et dans
le solide (pour les ondes S). Nous utilisons le méme pas de temps dans les deux milieux,
choisi pour satisfaire la condition CFL dans le fluide et dans le solide : At = 45 ns ;

e pour la méthode primale-primale nous avons utilisé des éléments finis (J5. Le maillage
global est ici régulier et conforme, avec un pas d’espace de 0.5 mm, ce qui correspond a 3
éléments par longueur d’onde dans le fluide et 3.6 dans le solide (toujours pour les ondes
S). Avec le code primal-primaly; nous utilisons dans les deux milieux un pas de temps
Aty = 8.9 ns satisfaisant les CFL des deux milieux et avec le code primal-primal;s nous
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6.2 Comparaison avec des solutions analytiques

PML

Tmm
Fluide Source Capteur 5mm
rKx—->0

2.5mm Smm

2.5mm

Solide 5mm .Capteur 5mm
Tmm

20mm

24mm
Fia. 6.1: Configuration de la simulation

avons choisi Aty = 17.8 ns dans le fluide et Aty = 8.9 ns dans le solide de telle sorte
que chaque condition CFL soit satisfaite de maniére optimale.

Nous utilisons deux types de représentation pour les résultats numériques :

e des instantanés a temps donné (¢t = 2, 3, 4, 6, 8 et 10 us) représentant le module
du champ de vitesse (voir figures et BH). Les résultats montrent une trées bonne
concordance entre les quatre solutions.

e pour avoir une meilleure idée de la précision de la méthode, nous avons également
représenté la variation en temps des deux composantes du champ de vitesse sur deux
capteurs situés a 'intérieur du fluide et du solide (la position précise de ces capteurs est
indiquée sur la figure Les solutions numériques obtenues par les codes dual-dual,
primal-primal;; et primal-primaljs (les courbes respectivement cyan, magenta et bleue)
sont comparées a la solution analytique (la courbe rouges) sur les figures a Les
courbes sont parfaitement superposées, et illustrent encore une fois la précision de la
méthode.

Mise en évidence de l’instabilité du schéma dual-dual totalement explicite. A titre
d’illustration, nous avons relancé ’expérience précédente en utilisant la version totalement
explicite du code dual-dual. Nous avons choisi un pas de temps égal a 0.7 fois la CFL
optimale,c’est-a-dire At = 0.7 %45 = 31.5 ns. La figure représente le module des vitesses
aux temps t = 2, 2.65, 4, 5 et 6 us. Il est évident sur cette figure que les instabilités sont
engendrées par l'interface fluide-solide. On vérifie expérimentalement que le code est stable
en choisissant un pas de temps égal a 0.6 fois la CFL optimale. Ce coefficient dépend bien
entendu fortement des parameétres de I'expérience.

Visualisation des fronts d’ondes. La représentation des instantanés précédents en échelle
logarithmique permet de mieux visualiser les différents fronts d’onde que nous décrivons plus
précisément & la section [Z3T Il La figure représente donc le logarithme du module du
champ de vitesse aux instants ¢t = 3, 4 et 5 us. Sept fronts d’ondes se détachent clairement :

e dans le fluide on distingue 'onde incidente, 'onde réfléchie ainsi qu’une onde de téte
reliant le front de I'onde P au front de I'onde réfléchie ;
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Fic. 6.2: dual-dual FIG. 6.3: prim-primy; FIG. 6.4: prim-primi2  Fig. 6.5: CdH



6.2 Comparaison avec des solutions analytiques

dual-dual
0.03f —— primal-primaly ; |7
= primal-primaly, | |
= analytique

0.021

0.01+

-0.01
-0.02
-0.08
-0.04
-0.05

-0.06

0.6 08 1
x107

Fic. 6.6: La premiere composante de la
vitesse dans le fluide

0.025
dual-dual
0.02f | =primal-primaly4
= primal-primal
0.015] = analytique
0.01
0.005
0
-0.005
~0.01 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fic. 6.7 La premieére composante de la
vitesse dans le solide

6)(10
dual-dual
4r = primal-primal 4
= primal-primal 2
2f | = analytique
0
_ot
_at
6}
_8t
-10f
0 012 014 016 018 1
x10°
Fic. 6.8: La seconde composante de la

vitesse dans le fluide

0.025
dual-dual
0.02F | —— primal—primal
= primal-primal
0.0151 ——analytique
0.01
0.005
0
—-0.005F
-0.01F
-0.015 : : : *
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x107°
Fic. 6.9: La seconde composante de la

vitesse dans le solide
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x10°
15

10
5
x10°

12
10

x 10°

15
10

5

F1G. 6.10: Les instabilités du schéma dual-dual explicite
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6.2 Comparaison avec des solutions analytiques

e dans le solide on distingue 'onde P, 'onde S ainsi que 'onde de téte reliant le front de
l'onde P au front de ’onde S.

Les vitesses de propagation de 'onde S et de 'onde réfléchie dans le fluide étant tres proches,
nous ne pouvons pas distinguer I'onde de téte reliant ces deux ondes.

Onde réfléchie

Onde S

Onde incidente

Onde P

Onde de téte P

4 Onde de téte PS

F1G. 6.11: Visualisation des différents fronts d’onde

Etude en temps plus long. Il existe une derniére onde, dite onde de Stoneley. Cette onde
est surfacique et se propage & une vitesse inférieure a la vitesse des ondes dans le fluide. Ces
deux vitesses de propagation sont néanmoins tres proches et il n’est pas possible de distinguer
I’onde de Stoneley sur les instantanés de la figure Pour mettre cette onde en évidence il
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faut étudier la solution sur un domaine de calcul plus large et pendant un temps plus long.
Nous avons donc répété I'expérience précédente en utilisant le domaine de calcul représenté
sur la figure BET2 Ce domaine est entouré de PML qui n’ont pas été représentées pour des
raisons de lisibilité, elles sont plus larges que pour le calcul précédent : 4 mm, pour garantir la
précision du calcul. Les figures (E13) et (EI4]) représentent le module du champ de vitesse aux
instants (t = 2, 4, 8, 16, 24 et 32 us) obtenus respectivement par le code primal-primalyy et
par la méthode de Cagniard-de Hoop. Les deux résultats sont & nouveau similaires (les codes
dual-dual et primal-primalys donnent des résultats également tres proches qui n’ont pas été
représentés ici pour des raisons de lisibilité). En plus de 'onde de Stoneley, nous pouvons aussi
visualiser 'onde de téte joignant I'onde S a 'onde réfléchie. Nous représentons également, sur
les figures (GIH) a (EIX), les deux composantes du champ de vitesse enregistrées par deux
capteurs positionnés comme indiqué sur la figure Les courbes bleues représentent la
solution analytique et les courbes rouges la solution numérique.

Remarque 6.2.1 Cette derniére expérience nous permet également de vérifier que la métho-
de de Cagniard-de Hoop prend bien en compte les ondes de surface. En effet nous verrons,
aux chapitres 12 et 13, que cette méthode consiste a calculer chaque onde de volume et chaque
onde de téte séparément mais que les ondes de surface sont calculées “en méme temps” que
les ondes de volume. Il était donc légitime de vérifier que ces ondes de surface sont bien
calculées.

Fluide Source o dmm
2.5mm Cap‘Eeur
0-1mm 40mm Cap?ceur

Solide Smm
100mm

Fi1a. 6.12: Le nouveau domaine de calcul

6.2.2 Validation en dimension 3

Nous avons mené une expérience similaire dans le cas de deux demi-espaces homogenes pour
valider le code primal-primal avec des éléments finis (05 en trois dimensions. Les parametres
physiques du milieu fluide sont ici ¢y = 1 m s7!et pr=1kg m~3 et ceux du milieu solide
sont cg = 2 ms !, cp =4 ms et p, =1 kgm™3. La taille de chaque domaine est
10 m x 5 m x 10 m. La source est ponctuelle, située dans le fluide & 0.66 m de I'interface —
voir figure La partie temporelle de la fonction source est la dérivée d’une Gaussienne
de fréquence dominante 1 Hz. Dans cette expérience nous avons utilisé le méme pas d’espace
(maillage conforme) et le méme pas de temps dans le fluide et dans le solide. Ici encore, pour
montrer que le couplage n’affecte pas la précision, nous avons choisi le pas d’espace en utilisant

les criteres que nous aurions utilisé dans un fluide seul ou dans un solide seul : h = 0.66 m ;
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6.3 Des expériences réalistes

Onde de Stoneley Onde de téte S

F1G. 6.13: Méthode primale-primale F1G. 6.14: Solution analytique

et le pas de temps satisfait les conditions CFL dans les deux milieux : At = 9 ms.

La figure E20 représente un instantané du module du champ de vitesse obtenu par la méthode
numérique au temps ¢ = 3 s. La solution analytique obtenue par la méthode de Cagniard-de
Hoop est représentée sur la figure

Nous avons également calculé les deux premieres composantes de la vitesse dans le fluide
et dans le solide au cours du temps grace a deux capteurs situés comme indiqué sur la
figure I3 La solution numérique (la courbe rouge) est comparée a la solution analytique (la
courbe bleue) sur les figures et On observe une précision similaire a celle obtenue
en dimension 2 (les oscillations qui apparaissent sur les solutions numériques apres 3 s sont
dues aux PML).

6.3 Des expériences réalistes

La propagation des ultrasons a travers les os corticaux, qui présente un intérét particulier
pour le diagnostic de l'ostéoporose [I7], peut-étre modélisée par un probleme d’interaction
fluide-structure. La peau, les muscles et la moelle osseuse se comportent pratiquement comme
de ’eau et 1’os se comporte comme un solide anisotrope. Les expériences qui suivent sont des
applications de la méthode primale-primale & de tels probléemes, d’abord en deux dimensions,
puis en trois dimensions.
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Implémentation et résultats numériques

0.01

analytique
numérique

0.0051

-0.005

-0.01}

-0.015
0

Fic. 6.15: La premiere composante de la
vitesse dans le fluide

15 x 10
analytique
= numérique
1 1
0.5
0
-0.5
-1 .
0 1 2 3 4 5
5

FiG. 6.16: La premiere composante de la
vitesse dans le solide
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6.3 Des expériences réalistes

Fluide om
Source .Capteur
0.66m| ™
0.66m
.Capteur
Solide 5m
10m

Fia. 6.19: Configuration de la simulation

6.3.1 Une expérience en dimension 2

Nous avons simulé la propagation d’une onde a travers la section d’'un os. La figure
représente la configuration de l'expérience :
e le disque intérieur est la moelle osseuse, il est considéré rempli d’eau (cy = 1500 m s7!
et py = 1000 kg m~—3), son rayon est de 5 mm ;

e la couronne est 1'os, considéré comme un solide isotrope (I’anisotropie ne concerne que
la troisitme dimension) : c¢g = 1700 ms~!, ¢p = 3400 ms~! et ps = 1850 kg m 3. Le
rayon externe de la couronne est 10 mm ;

0.2 0.2
’ \ 015 ’ \ 015
0.1 0.1
0.05 0.05
F1G. 6.20: Formulation primale-primale F1G. 6.21: Solution analytique
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0.2 ‘ 0.15 ‘
— analytique — analytique
= numeérique = numeérique
0.1¢ 1
0.1¢
0.05¢
0
-0.3 ; : : -0.05 ; : :
4
0 T ° 4 0 BTES ®
FiG. 6.22: La premiere composante de la  FiG. 6.24: La seconde composante de la
vitesse dans le fluide vitesse dans le fluide
0.06 ‘ 0.1 -
— analytique — analytique
|| = numérique | — numeérique
0.04 0.05!
0.02+
0
0
-0.02} 005
-0.04 ‘ ‘ ‘ 0.1 ‘ ‘ ‘
4
0 T 8 4 0 e ®

Fic. 6.23: La premiere composante de la  Fi1G. 6.25: La seconde composante de la
vitesse dans le solide vitesse dans le solide
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e le milieu extérieur, qui représente les muscles et la peau, est également assimilé a de
I'eau.

e le domaine de calcul est borné a ’aide de PML pour simuler un milieu infini.

Le maillage de ce domaine est représenté sur la figure La fonction source en espace est

[T PP P P PP e

0. ognm RN RAAAAREREEERERAR
Source W EE
o CHHA —
it LS
12.5 15 mm En aas
mim | -
2 + =

N T A A B B I

PML A

F1a. 6.26: Configuration de la simulation FIG. 6.27: Le maillage du domaine

une ligne source parallele & ’axe des x dont le centre est situé sur celui de ’aréte supérieure
du carré vert et dont la longueur est 0.75 mm (voir figure [£27)). La fonction source en temps
est la dérivée d’'une Gaussienne dont la fréquence dominante est 1 MHz. Nous avons ici utilisé
le code primal-primal;s avec éléments courbes pour modéliser 'interface : le pas de temps est
de 9.5 us dans le solide et de 19 us dans le fluide.

Le module de la vitesse est représenté sur les figures B28 B29, .29 et B3] respectivement
aux temps t = 2,4, 6,8 ms.

6.3.2 Une expérience en dimension 3

Nous avons ensuite extrudé le domaine précédent pour obtenir un cylindre de hauteur 30 mm.
La source en espace est maintenant un rectangle 12 mm x 1 mm dont le grand et le petit
cOté sont respectivement paralleles a I'axe des x et a I’axe des y. Les coefficients du tenseur
élastique sont (en GPa) :

21.5 11.5 11.5
11.5 21.5 11.5 0
11.5 11.5 29.6

¢'= 6 00 |’
0 06 0
005

ce qui correspond & un solide isotrope dans le plan (z,y) (le méme que celui modélisé
dans 'expérience 2d) et anisotrope dans les plans paralleles a 'axe des z. Contrairement
a 'expérience précédente, nous avons utilisé le méme pas de temps (8 us) dans les deux
milieux Les résultats de l’expérience sont présentés sur la page suivante :
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F1G. 6.28: t=2 ms FiaG. 6.29: t=4 ms

Fia. 6.30: t=6 ms Fic. 6.31: t=8 ms
e la figure représente le module de la vitesse aux temps t = 1.5,3,4.5,6 ms sur une
vue 3d :

e la figure B33 représente le module de la vitesse aux temps t = 1.5,3,4.5,6 ms sur une
section orthogonale a la source :

e la figure représente le module de la vitesse aux temps t = 1.5,3,4.5,6 ms sur une
section horizontale :

e la figure B30 représente le module de la vitesse aux temps ¢ = 1.5,3,4.5,6 ms sur la
paroi externe du cylindre solide.

Ces résultats numériques 2d et 3d (que nous avons comparés — avec une bonne précision —
aux solutions obtenues avec un code de différences finies [I7]) donnent une bonne idée de la
complexité des problemes de propagation d’ondes a travers les os.

96



6.3 Des expériences réalistes

&

\
F1G. 6.32: La solution en vue 3d.

- 71 ‘

F1G. 6.33: La solution sur une section verticale.

F1G. 6.34: La solution sur une section horizontale.

F1a. 6.35: La solution sur la paroi externe externe du cylindre.
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Deuxieme partie

Une analyse de la précision des
conditions aux limites et couches
absorbantes pour I’équation des
ondes par la méthode de Cagniard
de Hoop
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Chapitre 7

Les techniques de modélisation des
milieux infinis

Dans ce chapitre nous rappelons le principe des Conditions aux Limites Absorbantes
et des Couches absorbantes Parfaitement Adaptées (Perfectly Matched Layers,
PML) utilisées pour la modélisation des milieux infinis. Nous nous intéresserons ensuite
aux outils déja existants, qui permettent d’étudier la précision de ces deux techniques :
I’analyse par ondes planes et le théoreme d’Engquist-Majda. Nous montrerons alors
que ces outils sont insuffisants pour obtenir des estimations d’erreur.

Cette partie a donné lieu & deux articles [30), 32].
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7.1 Les Conditions aux Limites Absorbantes

Introduction et position du probleme

L’élaboration de conditions de frontiere artificielle pour la modélisation numérique des phé-
nomenes de propagation d’ondes est déja un sujet ancien, les travaux pionniers d’Engquist
et Majda [39, 40] remontant a la fin des années 1970. Leur principale contribution est la
construction et I'analyse d’une classe de Conditions aux Limites Absorbantes (CLA) locales
d’ordre élevé pour I’équation des ondes que nous décrirons & la section [LTJl Durant les trente
dernieres années, de nombreux travaux ont été consacrés a 'amélioration et a extension (en
particulier 'application aux autres équations d’ondes) de ces conditions. Il n’est pas possible
de donner ici une bibliographie exhaustive et nous renvoyons le lecteur aux articles récemment
publiés sur le sujet par Hagstrom [50, 5] et Givoli [44]. Depuis 1990, des solutions alternatives
ont été progressivement développées. Certains travaux ont notamment proposé 'utilisation
de conditions absorbantes exactes mais non locales, soit grace a des frontieres absorbantes de
géométrie particuliere, comme dans les travaux de Grote-Keller [46, A7), soit en exploitant
les progreés récents des algorithmes rapides (multi-poles) et des approximations rationnelles
comme dans les travaux d’Alpert, Greengard et Hagstrom [, 4.

A peu preés au méme moment, I'introduction des Couches absorbantes Parfaitement Adaptées
(Perfectly Matched Layers, PML) par J.P. Bérenger [13, I4] a révolutionné le sujet. Le
principe, que nous décrirons plus en détail & la section [, est ici de remplacer la frontiere
absorbante par une couche absorbante de largeur L qui a la propriété étonnante de ne générer
aucune réflexion entre le domaine de propagation et le domaine absorbant. Cette méthode a
rapidement acquis une grande popularité dans différents domaines d’application, en particulier
grace a ses tres bonnes performances et a sa facilité d’implémentation.

Toutes ces méthodes (CLA locales d’ordre élevé, CLA non locales et PML) ont été implé-
mentées avec succes dans de nombreux codes de calcul. Evidemment, pour qui souhaite
utiliser ces codes, la question primordiale est le choix de la meilleure méthode. Nous pensons
qu’il n’y a pas de réponse immédiate a une telle question et que la réponse devra tenir
compte de plusieurs critéres : nature du probleme a résoudre, précision, vitesse de calcul,
facilité d’implémentation, comportement en temps long... Quoiqu’il en soit, méme avec de
tels criteres, la réponse serait délicate a obtenir, en particulier parce qu’aucune comparaison,
complete et impartiale, entre les trois classes de méthodes n’a jamais été entreprise. La
premiere raison est probablement que personne n’a jamais implémenté les trois méthodes
avec la méme attention. La seconde raison est le manque de résultats analytiques, qui sont
compliqués a obtenir, en particulier si on s’intéresse aux estimations d’erreur. L’objectif de
cette partie est de combler (partiellement) ce manque de résultats dans le cas des CLA d’ordre
élevé et des PML.

7.1 Les Conditions aux Limites Absorbantes

7.1.1 Les Conditions aux Limites d’Engquist-Majda

Considérons ’équation des ondes acoustiques 2D :

1 9%u

2
c_QW_AU:O’ x = (r1,22) € R*, t>0. (7.1.1)
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Chapitre 7 Les techniques de modélisation des milieux infinis

Si on suppose que les données initiales (ou la source, ou un objet diffractant) sont contenues
dans le demi-espace supérieur ]R?,_ = {x2 > 0}, il est naturel d’essayer de limiter les cal-

culs numériques a ce demi-espace en imposant des conditions aux limites absorbantes sur la
fronticre artificielle I' = 9IR? (voir figure [Z1]).

Z2

~ -

~—_— -

Fia. 7.1: Domaine de calcul

Dans [39], B. Engquist et A. Majda ont proposé la condition suivante :

B¥u=0, surT, (7.1.2)
ou les opérateurs
o 0 0
BN =B~ N >0,
(875 6901 82172) -
sont une famille d’opérateurs différentiels homogenes définis par la relation de récurrence
0 0
B=2I, B'=_—-—c—
’ (975 ¢ 6902 ’
9 2 (7.1.3)
N+l _ 9 pN _ c o BN-1
ot 4 Ox?
Remarquons que BY peut se réécrire sous la forme :
o 0 0 o 0
BN =5
NG00 omy) 5z~ OV oe 3y

ou Qn et Sy_1 sont des polynémes homogenes de deux variables, de degrés respectifs N et
N — 1. L’opérateur BY étant du premier ordre par rapport & x5 ; la condition (ZIZ) peut
étre vue comme une condition de type Dirichlet to Neumann (ou condition d’impédance)
puisqu’elle peut se réécrire formellement :

ou QN( ot 3:131 )
—————u

8'%.2 SN 1( ot 811)
Remarque 7.1.1 Pour des solutions réguliéres de I’équation des ondes, la condition (7.1.3)
peut se réécrire uniquement en fonction des dérivées par rapport at et a xo. En effet, BY est
visiblement pair par rapport a la variable x1 et, en utilisant I’équation des ondes, la dérivée
de second ordre par rapport a x1 peut étre remplacée par des dérivées par rapport 4t et a xo :

0? 1 02 0?

=0 (7.1.4)
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7.1 Les Conditions aux Limites Absorbantes

En conséquence, on peut montrer que BY se réécrit formellement [528]:

L2, 0

N
et donc que :
BYu=0 <— B u=0 BNN:(Q—Ci)N (7.1.6)
’ (975 6902

La démonstration est immédiate par récurrence sur N :
o il est évident que B° et B! vérifient (CLH) ;

o si BN~! et BN wérifient (CLH), alors, d’aprés la définition (CL3) de BN :

pyei_ L 0 (0 0NV 1 (9 a9\ (o a9\
2N=19t \ 0t 0wy 2N\ a2 ox3 ) \ ot Oy '

En remarquant que :
P LB\ _ (0 9N(o, o
ot? or3)  \ot Oxo ot Oxo
on vérifie que :
1 /[0 oY /o 1[0 B,
N+1 _ g __9 g_(2,.. 2
B =58 <8t Cax2> <8t > <8t +Cax2>>

gy L (9 9\
2N ot 8.%'2 '

soit

Cette remarque nous servira a la section [SZ1.

Rappelons que les conditions (ZT2), (ZIA) ou ([ZIH), sont des approximations construites
a partir d’une condition aux limites exacte (ou transparente) :

0

BUZO, 8:8—,7;2_

L, (7.1.7)
ou L est un opérateur pseudo-différentiel suivant (x1,t) dont le symbole est connu explicite-
ment. Plus précisément, si on utilise la transformation de Laplace-Fourier dans le plan (¢, z1)
(voir (BZ2) et (R2Z3)) :

(P(xlv t) - QZ(k, 3)7
on obtient la formule :

2 82

— s
Lo(k,s) = (K +35)7 o(k,s), Re (k> + )7 >0, (7.1.8)
c c
Cette relation provient du fait que si u est solution de I’équation des ondes dans le demi-espace
inférieur IR? = {x3 < 0} avec des données initiales nulles, sa transformée de Laplace-Fourier

suivant ¢ et z1, u(k, z2, s), vérifie :
~ ~ (k2+£)% x
u(k,zq,s) = u(k,0,s) e 2)7 T gy <0,
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Chapitre 7 Les techniques de modélisation des milieux infinis

ce qui conduit a :
du s2 1
—(k,0,8) — (K + )2 @(k,0,s) = 0.
i 0,5) = (K + ) (k. 0,5)
La présence de la racine carrée dans le symbole de £ rend cet opérateur, et par conséquent
la condition aux limites ([LI7), non local en espace et en temps, ce qui est a priori peu
pratique d’un point de vue numérique. La condition approchée se déduit simplement d’une
approximation rationnelle du symbole £ de telle sorte que la condition aux limites peut
s’exprimer en terme d’opérateurs différentiels, ce qui est beaucoup plus agréable a manipuler
numériquement. En remarquant que :
2 2.2
s“1 s c’k
B +5)2 =2 (14
(8 + 5 =2 (

le probleme est réduit a la recherche d’une approximation rationnelle de la fonction d’une
seule variable : )

F(z) = (14225,
De plus f(z) est une solution de I’équation de point fixe :

22

1+ f(2)

On peut donc obtenir une approximation rationnelle de f(z) en utilisant I’algorithme de point
fixe suivant :

flz)=1+ (7.1.9)

22

1+ fa(2)’

La condition (LTZ) est finalement obtenue en remplagant dans ([LI7) lopérateur £ par
lopérateur Ly, dont le symbole est donné par

fap1(2) =1+ fi(z) = 1. (7.1.10)

s ck
N

Il est alors relativement facile de déduire la relation de récurrence ([LI3) de (CII0). Remar-
quons tout d’abord que f,(z) peut s’écrire

Th(2)
n =1
On a alors ) 26 B B
z 2S5,z Trht1(z
n = 1 _— = 1 —_— Y = 1 7
I 1o R T E ES B A ey
donc :

Tni1(2) = 228,(2) et Spi1(2) = 280(2) + T(2).
On en déduit
Tpi1(2) = 2T (2) + 22Th_1(2) et Spy1(2) = 28,(2) + 228, _1(2).

Il nous reste a déterminer T3, 15, S1 et S5. Comme
52
fl(Z)ZI et fQ(Z)Zl-FE,
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7.1 Les Conditions aux Limites Absorbantes

on vérifie facilement que :

Ti(z) =0, Ta(z)=—, Si(z)== et Saz)=1

La condition absorbante, dans ’espace de Fourier-Laplace, s’écrit

du s ck .
d—m(k,(), S) - EfN(?)’UJ(k,O, S) == 0,
soit :
du T (<
T k0,8)— 21+ v Sk) (k,0,5) = 0.
dxs c SN(%)

Cette condition est équivalente a :

[SN(%)i _— (SN(Ck) + TN(Ck)>] (k,0,5) = 0. (7.1.11)

s'dry ¢ s s

Remarquons maintenant que Tn(z) et Sy(z) sont des polyndémes de degré respectivement
inférieur a N et & N — 1. Pour que la condition absorbante soit définie par un opérateur de

symbole polynémial en s et en k il suffit donc de multiplier I'’équation (IZTI) par sV~ :
N-1g, Ky 4 (s e ()Y k0,5 = 0 (7.1.12)
s —)— - — — — u s) =0. 1.
N dza c NS N T

Nous posons

~ sV-1 ck Ak? ck d
By = 25N _1(— —SNn_9o(—) | —
N 5N (SN 1(S)+ 3 N2(s)>dm2
N ck Ak? ck ck Ak? ck
~ 5N, (25N—1(—) + —QSN—Q(;) +2TNn-1(—) + —QTN—Q(_)>

s “dxo c
1 2k ([ y_s ck, d sN=2 ck ck
- ck, d Ry R
t ov3 g ( Sn2() g == (SN 2(—) + Tv—a( )))
Donc
~ *k?

By = sBy_1 + TEN—Q,
ce qui correspond bien a la définition de By.
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Chapitre 7 Les techniques de modélisation des milieux infinis

Remarque 7.1.2 On vérifie facilement que la suite f,(z) converge vers f(z) si et seulement
st |z| < 1. De plus la convergence est uniforme et exponentielle sur tout compact du cercle
unité. Pour |z| > 1, fn(2) converge vers —f(z) qui est l'autre solution de (LIH). Cependant,
comme nous le montrerons par la suite, cela ne pose pas de probléme dans ’application aux
conditions aux limites absorbantes.

Il est également bien connu que (LII0) fournit la suite des {n,n —1} (pour n pair) et
{n —1,n — 1} (pour n impair) approximations de Padé [6] de f(z) au voisinage de l'origine :
22 222

fQ(Z):1+Ea fB(Z):].“—m,

et qu’on a en particulier :
fu(z) = f(2) =0 ((22)N) , z2—0. (7.1.13)

C’est pourquoi la condition aux limites ([LT2) est appelée condition d’Engquist-Majda d’ordre
2m. La relation ([ZTI3) montre que 'approximation rationnelle du symbole de £ donnée
par (ILTI0) privilégie les petites valeurs de ck/s, ce qui a une interprétation physique comme
nous le verrons par la suite : les conditions d’Engquist-Majda absorbent bien les modes prop-
agatifs mais ne sont pas forcément efficaces pour les modes évanescents (voir section
ci-dessous).

7.1.2 D’autres types de conditions limites absorbantes

Depuis le premier article d’Engquist et Majda, de nombreux travaux ont été consacrés a
I’amélioration des conditions aux limites absorbantes et en particulier & la recherche de
“meilleures” approximations rationnelles. Comme nous venons de le voir, les conditions
aux limites absorbantes d’Engquist-Majda sont construites a partir des approximations de
Padé de f(z) au voisinage de l'origine. On peut généraliser ces conditions en utilisant des
approximations de f(z) du type :

P(z
r(z) = ( )

Q(2)
Nous nous intéresserons plus particulierement aux fractions rationnelles prenant en compte
la parité de f(z), qui peuvent donc se mettre sous la forme :

(7.1.14)

N B]é,VZQ
k=1

avec v, a]kv et ﬂ,]cv réels.

Les coefficients correspondant aux conditions d’Engquist-Majda d’ordre N sont (voir par
exemple les travaux d’Halpern [53]) :

7=0,
N_ 2 nm
2 nmw
N _ s 2 .
| O T an g <2N+1>’
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Nous avons vu que les conditions d’Engquist-Majda n’étaient a priori pas efficaces pour ab-
sorber les modes évanescents. Pour pallier ce probleme, Lu et McLaughlin [[72] puis Collino et
Lavaud [25] ont proposé d’utiliser des coefficients complexes obtenus & partir d’approximations
de Padé au voisinage d’un point i3, 8 > 0.

Les approximations les plus simples de f(z) sont de la forme :
r(z) =~.

Intéressons-nous au cas v = cosa, a € [—%; %], Papproximation r(z) est exacte pour zq tel
que :

NI

(1+22)2 =cosa

soit
zp = £ sin .
En utilisant cette approximation on obtient la condition aux limites d’ordre 1 et d’angle o de

Higdon [BS] :
B}{igu = (COS a% - cai> u = 0.
Z2

Cette condition est tres proche de la condition d’Engquist-Majda, comme pour cette derniére
on peut obtenir des conditions aux limites d’ordre arbitrairement élevé :

o 9\"
Bgigu = <cos Qo — c—) U=

Dans le cas général, les conditions aux limites de Higdon s’écrivent :

BN _ A . 0 0 _
Higu_H COSaz’E—Ca—xQ u=0.

i=1

7.1.3 Rappel des résultats connus
7.1.3.1 Analyse de stabilité

Il y a déja bien stir beaucoup de résultats théoriques concernant les conditions absorbantes
d’ordre élevé. La premiere question, soulevée par Engquist et Majda dans leur premier
article, était celle du caractere bien posé du probleme. Cette question, loin d’étre triviale est
maintenant bien comprise, grace notamment a la théorie de Kreiss [B7, 68]. En particulier
des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir des conditions aux limites absorbantes
conduisant & un probléme bien posé ont été données dans [S1] et des estimations d’énergie
(fournissant des résultats de stabilité, c’est-a-dire des estimations a priori, indépendantes
de N) ont été obtenues dans [35].

Théoréme de Trefethen-Halpern. Ce théoréeme concerne le probleme aux valeurs ini-
tiales suivant :
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Chapitre 7 Les techniques de modélisation des milieux infinis

Trouver u tel que :

( 9%u  D*u  O%*u
- - - = =0, c R, <0, t>0,
o2~ 9x2 03 e
Bu =0, 9 =0, t >0,
(7.1.17)
u(zy, x2,0) = up(z1, z2), zo > 0,
u
a—(.%'l,.%'g,()) :ul(xl,xg) zo > 0.
\ Ot

avec B une condition aux limites associée a une approximation de f(z) par une fonction
rationnelle quelconque définie par ([CT.I4).

Théoréme 7.1.1 Le probléme aux valeurs initiales ([LIIT) est fortement bien posé si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(2)

1. Tous les péles et les zéros de la fonction rationnelle T7 sont réels et alternent sur l’aze

réel13).
2. r(z) =0 pour =1 < z < 1.

La condition 1 implique que
0<degP —degQ < 2.

Les CLA d’Engquist-Majda satisfont bien entendu ces deux conditions (voir [40]). Plus
généralement, si f(z) est approchée par une fonction rationnelle vérifiant (ILTTH), on montre
que le probleme aux valeurs initiales est bien posé si et seulement si :

N
0<ap<ay<..<any<1l, B >0(1<k<N), Z
k=1

ﬁk

1— ok

<. (7.1.18)

Si a1 = 0, la CLA sera dite d’ordre pair, si a; > 0, la CLA sera dite d’ordre impair.

Estimations d’énergie. Dans [35], Ha-Duong et Joly ont obtenu des estimations d’énergie
pour des conditions aux limites associées aux fonctions rationnelles de type (ILIIH). Pour
présenter leur théoreme il est nécessaire de définir certaines notations : pour N fixé nous
définissons :

e l’énergie physique :

1 ou

e la famille d’opérateurs (Pg)r=1..n :

2
+ ‘VU’2> dl‘l dl‘g;

2 82

0
P, = k52 +(1- Oéj)@;

13. Un zéro, un pdle, un zéro, un pdle ...
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l'opérateur Q :
N
Q=] r;
k=1

les familles d’opérateurs (Qx)x=1.N €t (qr)k=2. N :

N
Qe=1[P et a= HPJ,

Jj=1
J#k J?ﬂ k

I’énergie d’ordre 2N + 1 :

N N Ora 0%u
Favat) = (-3 12 00+ X% 6 (054)
=1

=1 (7.1.19)
0%u
+5 BE :
; Bk <Qk (3%2875)
e |’énergie d’ordre 2N :
N
0 0
Eon(u) = (7 -3 7 fkak> E <§Q1u> + 6 E <6—302Q1u>
h=1 (7.1.20)

Bkak 0 83
+Z 1—ar ( 2075%“) +ZﬁkE <8x28t2%u '

Si la CLA est d’ordre pair (a1 = 0) on a le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.2 Si la condition ([[LIIR) est vérifiée, alors le probléme aux valeurs ini-
tiales (CIIT) est fortement bien posé au sens de Kreiss et l'unique solution de ce probleme
vérifie :

dEg(ﬁ(u) _ _/F

ce qui implique la décroissance de l’énergie d’ordre 2N. De plus cette solution vérifie ’esti-
mation a priori

2

2
0 <0, (7.1.21)

8.%'2315

(Q1u)

~ @ <
‘;:uQI?\” ||D u||L°°(1R+;L2(lRi)) = C(H”OH[{QN(IRi) + HUIHHQN*l(lRi))’

ot la constante positive C' ne dépend que de v, oy et O.
Si la CLA est d’ordre impair (o7 > 0) on a le théoréme suivant :

Théoréme 7.1.3 Si la condition ([LIIR) est vérifiée, alors le probléme aux valeurs ini-
tiales ([LIIQ) est fortement bien posé au sens de Kreiss et l'unique solution de ce probléme
vérifie :

dE2N+1(U) N 0
et - [l

2
<0, (7.1.22)
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ce qui implique la décroissance de l’'énergie d’ordre 2N + 1. De plus cette solution vérifie
lestimation a priori

D~ <
\a:S;l]\If)—i—H || u||L°°(lR+;L2(lRi)) = C(HUOHH2N+1(]R3L) + ||u1||H2N(IRi))’

ot la constante positive C' ne dépend que de v, ay et .

7.1.3.2 Analyse de précision par ondes planes

Concernant la précision des CLA, ’étude la plus simple consiste & analyser la réflexion des
ondes planes, ce qui revient a étudier des solutions particulieres de la form :

ug(x,t) = expik(xysinf — xocosf — ct) + R expik(zrysin€ + xocos —ct),  (7.1.23)
ou :
o expik(zysing — xocosf — ct) est 'onde incidente.
o expik(zysinf + xocosh — ct) est 'onde réfléchie, R étant le coefficient de réflexion.

Par construction, ([LT23)) est solution de I’équation des ondes (IZTl). Il reste ensuite &
déterminer R pour satisfaire la condition aux limites ([LT.2). Les calculs montrent que R
dépend uniquement de ’angle d’incidence 6 :

(7.1.24)

1—cosf\V
1+ cos@ ’

R=Ry(0) = (-1 (

Remarquons que, pour tout 6 €] — 5, 7[, Ry () tend (exponentiellement vite) vers 0 quand
N — +oo alors que [Ry(£3)| = 1 (voir figure [[2). De plus Ry (0) = 0 quelque soit N.
Dans le cas des conditions de Higdon on montre que :

—7/2 -n/3 —m/4 —m/6 0 m6 w4 T3 /2
¢}

F1G. 7.2: Coefficient de réflexion (CLA)

14. k€ R et 6 € [-7, 5] sont des parametres, k est le nombre d’onde et 6 représente 'angle d’incidence de
l'onde plane).
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cosa; — cos
R=R N J . 7.1.25
hig (6 H (cos o +Cos€> ( )

On a donc Rp;4(fa;) = 0 : les conditions de Higdon sont exactes pour toute combinaison
linéaire d’ondes planes d’angle d’incidence ta;.

7.1.3.3 Le résultat d’approximation initial d’Engquist-Majda

Il y a beaucoup moins de résultats concernant la convergence et les estimations d’erreur. En
fait, il n’y a pas eu de réels progres depuis le résultat présenté par Engquist et Majda, qui
concernait le probleme modele suivant :

(

Trouver v:IR2 x R+— IR tel que

162

—2—§—Afu:0 dans R?2 x R™,

ot (7.1.26)
v(x1,0,t) = g(x1,1t), sur xo =0,

v(x,t) =0, pour ¢t < 0.

On souhaite obtenir une bonne approximation de v dans un domaine

={zr/ —b<x2 <0},

pour b > 0 donné, en imposant une condition aux limites absorbantes sur la droite zo = —a,
avec a > b:
([ Trouver vV : Q, x R — R tel que

1 0%

gw—A’l}N:O dans QaXIR+,

UN(th?t) :g(flfht), sur To :07 (7127)

BN =, sur rs = —a,

vV (x,t) =0, pour t < 0.

\

Il y a deux parametres importants dans ([LI217), 'ordre N de la condition aux limites et la
distance a entre la source g et 'interface. On suppose que la fonction g est de carré intégrable
a la fois en espace et en temps :

400
/ /]R\ g(z1,t) [ drrdt < +oo. (7.1.28)
0

On peut alors énoncer le

Théoréme 7.1.4 [f0] Pour tout € > 0 et tout entier M arbitrairement grand, il existe No =
No(e, M) et ag = ap(e, M) tel que, pour tout N > Ny et a > ayp:

T
//\(U—UN)(as,t) >dedt <e, VT < Ma. (7.1.29)
Qp
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114

2 A

\ § \

To9 = —Q

/Aﬁ

Fia. 7.3: Représentation du probleme
Ce résultat est uniquement un résultat de convergence et ne fournit pas d’estimation
d’erreur. Il ne permet donc pas de choisir IV et a en pratique.

Le fait que le résultat soit valable pour tout intervalle de temps de la forme [0, Ma]
indique qu’on peut prendre en compte un nombre arbitrairement grand de réflexions
sur la frontiere absorbante.

Ce qui limite & nos yeux le théoreme [T est que lestimation ([LIT29) nécessite de
choisir a suffisamment grand. Cela ne fournit donc pas de résultat de convergence
quand N — +oo pour a fixé.

Il faut regarder la démonstration du théoréme pour comprendre la nécessité technique
de choisir a suffisamment grand. Sans reprendre la démonstration dans son intégralité,
il nous a semblé ici utile de mettre en lumiere certains points. L’idée est d’utiliser la
transformation de Fourier & la fois en espace (toujours suivant x1) et en temps :

v(xy, e, t) — v(k, 22, w) = v(k, 22, iw).

On peut alors obtenir une expression explicite de s et de sV en utilisant le principe
d’absorption limite :

v(k,z2,w) = g(k,w) exp(k? — w2/c2)% - Xy

k2 —w?/c? sik?>w?/c?,

ivw?/c2 — k2?2 sik? <w?/ct

(k? —w?/c?)3 =

En particulier :
—si k2 < w?/c?, la fonction x5 — ¥(k,xo,w) oscille : cest la zone des modes
propagatifs ;

—si k? > w?/c?, la fonction xo — ¥(k,x,w) est exponentiellement décroissante
quand o — —o00 : c’est la zone des modes évanescents.



7.1 Les Conditions aux Limites Absorbantes

Quand on considere Verreur eV = vV — v, sa transformée de Fourier s’écrit comme une

somme sur j > 1 de termes de la forme :

ck.,

5% (koo w) = Ry () 7 - g(k,w) - oxp [(kﬂ_w?/@)% (£ — 2ja)] ,

w
ou le coefficient de réflexion Ry est donné par :

(v = D)
R (W) = ) (7.1.30)

et satisfait :
Ry(o) <1, (stabilité),

Rn(o) — 0, for|o| <1, (voir la remarque [[T2).

Remarque 7.1.3 Pour t donné, eN = vV — v est une somme finie de termes vj[. En

effet, on vérifie que
~+ —2ja|Sm(w)]
v (k,a,w) <e .
En appliquant le théoréme de Paley- Wiener on montre que

’T)j[(k:,xg,t) =0 pourt<2ja,

et donc que
U;»t(.%'l,.%'g,t) =0 pourt<2ja.

+ =

j 0 pour tout j > M.

Finalement, on vérifie facilement que, si t < 2M, alors v

Sans s’attarder sur les détails techniques (qui font intervenir ’hypothese (LT28)) , 'idée
de la démonstration est la suivante :

— dans la zone propagative k? < w?/c?, |Rn(0)| 7 peut-étre rendu arbitrairement
petit en choisissant N suffisamment grand ;
— dans la zone évanescente k% > w?/c?, |exp {(sz - wQ/CQ)% (£x2 + 2ja)| | peut étre

rendu arbitrairement petit en choisissant a suffisamment grand.

On conclut alors grace au théoréeme de Plancherel.

Physiquement, le fait que f,(z) n’ait rien a voir avec f(z) pour |z| > 1 signifie que les
modes évanescents ne sont pas correctement pris en compte par la condition absorbante.
C’est pour cette raison que la démonstration fait apparaitre la nécessité de choisir
a suffisamment grand pour “tuer” 'amplitude des modes évanescents sur la frontiére
Tro = Q.

7.1.3.4 D’autres résultats d’approximation.

En 1988, Halpern et Rauch ont proposé une analyse haute-fréquence dans [b4]. Plus récem-
ment une avancée a été effectuée par T. Hagstrom (voir en particulier [49] et 8, B0]), qui
a développé une théorie pour 'approximation d’une classe d’opérateurs pseudo-différentiels,
basée sur une réinterprétation de ([LI2) et des techniques de quadrature classiques. il a ainsi
obtenu des estimations d’erreur permettant de déduire un résultat de convergence pour N
tendant vers +o0 (i.e. sans faire varier la position de la frontiere). Cependant, ces estimations

sont non uniformes en temps.
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7.2 Les Couches Parfaitement Adaptées (PML)

Considérons a nouveau ’équation des ondes acoustiques 2D ([ZIJ]). Une autre solution pour
limiter le domaine de calcul au demi-espace supérieur ]R%r = {x9 > 0} consiste & introduire
une couche horizontale d’épaisseur L dans laquelle 'équation ([ZI]) sera modifiée par un
terme d’absorption (voir figure [Z7]).

1)
Domaine de calcul

L -7 PML

F1G. 7.4: Domaine de calcul et couche PML

Dans [I3, 4], Bérenger a proposé d’introduire un terme d’absorption particulier agissant
uniquement dans la direction orthogonale a I'interface, en remplacant ’opérateur de dérivation
par rapport a wo par 'opérateur D7 défini formellement pa; :

9 G,
D] =|=+o(x —,
2 <8t +ol 2)> Ot 95
c’est-a-dire que, plus rigoureusement, si ¢ = D7, ¢ alors v est solution de I’équation différen-

tielle : 3 5 8
<§+o‘(9€2)>¢: 9 02y et Pt =0)=0.

L’équation dans la couche absorbante devient alors :

1 9% 0%
O (DLPu=0, @ = (e € Rx[L:0), 150 (7.21)
1

Pour comprendre d’ou vient l'opérateur Dg,, il faut étudier la formulation du premier ordre
de I’équation des ondes. L’équation (IZTTl) est en effet équivalente & :

(1 Ju  Ovy Ovg

0200 0y Omy x = (r1,22) € R?, ¢>0, (7.2.2a)
0 0
p% * aTu =9 @ = (r1,72) €R?, >0, (7.2.2b)
1
p% * STU =0 x = (r1,72) €R?, ¢>0. (7.2.2c)
L 2

15. o est une fonction positive de x2
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7.2 Les Couches Parfaitement Adaptées (PML)

Nous rappelons ici la formulation introduite par Bérenger, d’autres formulations ont depuis
été élaborées (voir par exemple la formulation de Zhao et Cangellaris [86]). Le principe des

PML consiste a décomposer chaque équation (et chaque inconnue) en deux parties,

1 oul O
——+—=0 <0, t>0
pc2 Ot * Oy ’ 2= ’

1 ou®  Ovy
— 22 0, t>0
pc? Ot * Oxa ’ P2<Dy v2>0,

ovy ou
—+ — =0 0, t>0
P ot + 8301 ) T2 < U, > U,

81)2 au
— 4+ — =0 0, t>0
1Y at + ax2 3 T2 < ) >0,

u:u1+u2.

premiere

:

contenant les dérivées par rapport a x1 et la seconde les dérivées par rapport a xd

(7.2.3a)

(7.2.3b)

(7.2.3¢)

(7.2.3d)

(7.2.3e)

Il suffit alors pour obtenir une couche PML horizontale d’introduire un amortissement ne

dépendant que de x5 dans les équations contenant les dérivées par rapport a xo :

'%aa_erg_x:o, 29 <0, >0,
%aa—lf—i—a(xg)uQ—i-g—ZZ:O, T <0, t>0,
p%—i—g—;zo, 29 <0, >0,
p%—i—a(mg)vg—i—g—é =0, x2 <0, t>0,
u=u' +u’

On peut formellement multiplier les équations (L24D) et (C2Ad) par opérateur

(% 4 J(m2)> - %

(7.2.4a)

(7.2.4b)

(7.2.4¢)

(7.2.4d)

(7.2.4e)

16. Les équations (C22H) et ([CZ2Zd) ne sont pas décomposées puisqu’elles ne contiennent respectivement

que des dérivées par rapport & x1 ou a x2.
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et additionner (CZZal) et ([L240) :

(

1 Ou 0On 0 19 vy -

Ea =+ 8—331 <a + O'(.Z'Q)) &8—332 = O, X9 < 0, t > 0, (725&)
(%1 au _

,OE + a—xl =0, 9 <0, >0, (7.2.5b)
v, B) 1o ou

Il est évident, en comparant les systemes (CZZ) et (ZZH) que nous avons bien remplacé

I'opérateur 8‘22 par 'opérateur D7, .

Comme nous I'avons dit en introduction, les ondes se propageant dans le domaine de cal-
cul ne sont pas réfléchies en entrant dans les PML, c’est pour cette raison que ces couches
sont dites parfaitement adaptées (perfectly matched). Grace a cette propriété et a leur fa-
cilité d’implémentation, les PML ont rapidement acquis une grande popularité dans différents
domaines d’application [80, 86, 28, 63, 14, 42, 27].

7.2.1 Rappel des résultats connus
7.2.1.1 Analyse de stabilité

Dans le cas ou le coefficient d’absorption est variable, la question de I'analyse des PML est
délicate et non encore résolue, nous nous limiterons donc ici a I’analyse du probleme de Cauchy
a coefficients constants. Ce probleme étant un cas particulier du probleme a coefficients vari-
ables, sa stabilité est bien évidemment une condition nécessaire a la stabilité du probleme
général.

Remarquons tout d’abord que le systéme décomposé ([LZ3), n’est que faiblement hyperbo-
lique [, contrairement au systéme original ([LZZ). Le systeme ([LZF) est donc une pertur-
bation d’ordre 0 d’un systeme faiblement hyperbolique du premier ordre. D’apres la théorie
de Kreiss et Lorentz [69] rien ne garantit donc a priori que ce systéme soit bien posé. Il est
maintenant bien connu qu’il est faiblement bien posé. Cela se traduit par le fait qu’il existe
une constante positive K, une constante réelle o et un entier s tels que :

1T Ollzz < KeJU(., )

avec

Rappel 7.2.1 Si le probleme avait été fortement bien posé on aurait eu
UG,z < Ke*'|U(.,0)]| 2

Remarquons que le fait que le probleme soit bien posé, méme fortement, n’interdit pas de
croissance exponentielle en temps de la solution. Il est donc utile d’introduire la définition de
stabilité [10] :

118



7.2 Les Couches Parfaitement Adaptées (PML)

Définition 7.2.1 Un systéme sera dit faiblement (resp. fortement) stable s’il est faiblement
(resp. fortement) bien posé et que

1UC Dl < L+ ) KU, 0)|ms
avec s > 0 (resp. s =10).

Le premier résultat, etabli dans [26], prouve la stabilité du systéme décomposé sans coefficients
absorbants :

Théoréme 7.2.1 La solution U = [u!, u?, vy, vg]t du probleme ([LZ3)) vérifie I’estimation
d’erreur

o (®)]]72 + [[ur(t) + w2 (®)|[72 = |[0(0)]72 + |[u1(0) + ua(0)]|72 (7.2.6)
et les inconnues décomposées uy et us vérifient
[u1(t) — u2(t)|[2 < [[u1(0) — u2(0)|[z2 + ¢ [|Uol|m- (7.2.7)

Les inconnues u et v sont donc bornées en temps, mais on observe une perte de régularité de
la quantité wu;(t) — ua(t) qui peut croitre linéairement en temps.

Le théoréme suivant, démontré dans [I0], prouve que le systeme ([ZZZ) est stable.

Théoréme 7.2.2 La solution U = [ u', u?, v1, v ]t du probleme (CZA) vérifie 'estimation
d’erreur

o)z + [[ur (£) + u2(t)]| L2 < Cl|Uol[ 2 (7.2.8)
et les inconnues décomposées uy et ug vérifient
ur (O =1 + [[uz(®)]| p— < C ¢ ||Uol] 2. (7.2.9)

Les inconnues u; et us peuvent donc croitre linéairement en temps bien que leur somme u
soit bornée. On retrouve ici le comportement de la solution du systeme sans perturbation.

L’application des PML a d’autres types d’équations (acoustique anisotrope, acoustique en
écoulement, élastodynamique) est toujours susceptible d’engendrer des instabilités [63], @].

7.2.1.2 Analyse de précision par ondes planes

Comme pour les CLA nous pouvons étudier la réflexion d’une onde plan en cherchant
des solutions particulieres de la forme :

ug(x,t) = expik(zysinf — xgcosf — ct) + R expik(zysin + xocosl — ct),
Les calculs montrent que R dépend uniquement de I’angle d’incidence 6 :

R = R, (0) = e 25 Jo o(r)dr (7.2.10)

17. Nous considérons ici la réflexion d’une onde sur la frontiere extérieure de la PML, puisqu’il n’y a pas de
réflexion & l'interface domaine de calcul/PML.
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Chapitre 7 Les techniques de modélisation des milieux infinis

Remarquons que le coefficient de réflexion ne dépend pas de la forme de la fonction o mais
du produit de sa valeur moyenne

et de L.

On peut également remarquer que, pour tout § €] — 7, 5[, Ry, 1(0) tend (exponentiellement

vite) vers 0 quand & — +o0 ou quand L — +oc alors que |Rg(£5)] = 1 (voir figure [ZH).
Ce comportement est similaire & celui observé lors de ’analyse par ondes planes des CLA.
Néanmoins Ry (0) = 0 alors que R, 1,(0) # 0. Les parametres N, & et L semblent donc jouer
un role similaire. Nous verrons plus loin que nos résultats nuancent cette derniere remarque.

-7/2 -n/3 -n/4 -7/6 0 w6 w4 T3 /2

F1c. 7.5: Coefficient de réflexion (PML)

7.2.1.3 Convergence et estimations d’erreur

Il n’y a, a notre connaissance, pas de résultats concernant la convergence et les estimations
d’erreur pour les PML en domaine temporel. Il existe en revanche des résultats de conver-
gence en régime harmonique et nous ferons dans cette section une breve revue des résultats
concernant les PML pour I’équation de Helmholtz.

Les PML en coordonnées polaires. Le premier résultat que nous rappelons ici a été
établi par Lassas et Somersalo [{()] (on pourra également se référer aux travaux de Hohage
et al [60]). Rappelons que ’équation de Helmholtz se déduit de 1’équation des ondes en
remplagant les dérivées temporelles, 9/0t par iw :

wu+Au=f xclR>% (7.2.11)

u doit également vérifier la condition de radiation suivante :

lim /7 <% - inu) = 0. (7.2.12)

rT—00
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7.2 Les Couches Parfaitement Adaptées (PML)

Supposons maintenant que le support de f et le domaine qui nous intéresse soient tous les
deux compris dans un disque D; de rayon ri. Nous pouvons alors entourer le domaine par
une couronne PML D de rayon extérieur ro. Nous appelons I' la frontiere extérieure de cette
couronne (voir figure [ZH).

PML

Dy

Fi1G. 7.6: Domaine de calcul et couche PML

Dans une telle configuration il est naturel d’utiliser les coordonnées polaires, u vérifie alors :

10 ou 1 0%
-—— | r= == = D 2.1
e <r 8r> + 2500 +k"u=0, dansD; (7.2.13)

Pour construire des PML pour I'équation de Helmholtz, I’idée la plus simple consiste a appli-
quer un changement de variable analogue a celui utilisé en domaine temporel. Remarquons
que la transformation que nous avons décrite précédemment,

o (9 (22) o0
D9 ot I\ ot 015

0w o
0o iw+ o(x2) vy

devient, en harmonique,

Cette transformation peut alors étre interprétée comme un changement de variable dans la
PML :

I
T9 = T9 + — / o(x)dz.
w Jo

Dans le cas qui nous intéresse, nous appliquerons ce changement de variable a la variable r :

r=r+ l/ o(x)dx.
0

w

Nous pouvons alors établir ’équation de la couche PML :

10 ou 10%u
—— T == —_ = D>\D 2.14
=57 (7“ 37:> + =2 902 + k*u =0, dans Dy\D; (7 )
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Nous imposerons de plus la condition

ou

5 = 0 surl. (7.2.15)

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoréme 7.2.3 Soit u la solution du probleme (CZIN)-CZI) et uP™ la solution du
probleme ([CZIJ)-(CZI4)-[CZIH). Alors
Ju — ™| g1 py) < Cre™ "7,

avec

1 [

r=7T9—1T] et E:—/ o,dr.

T Sy

uP™ converge donc spectralement avec la valeur moyenne de ’amortissement et avec la largeur

de la couche.

Le cas d’un conduit. Le résultat que nous présentons ici a été établi par Bécache et al [§]
pour 'équation de Helmholtz convectée dans un conduit, nous nous limiterons cependant ici
au cas d’un écoulement nul dans un conduit.

Soit
Q=R x[0,h] e TI'=00={(z1,0)|z1 € R}U{(x1,h)|z1 € R}.

Nous voulons résoudre ’équation

wu+ Au = f, x € (),

o _y zerl, (7.2.16)
31‘2
R(u) = 0.

ot R(u) = 0 est une condition de radiation que nous n’expliciterons pas.

Supposons maintenant que le support de f et le domaine qui nous intéresse soient tous les
deux compris dans un rectangle Q. = [a; b] x [0; h]. Nous pouvons alors encadrer ce domaine
par deux couches PML de largeur L définies par (voir figure [Z7)

Qi = [a — L a] x [0; h] U [b; b+ L] x [05 h].
Nous appelons de plus I'y,,; la frontiere “extérieure” de €2, c’est-a-dire

Tpmi={a—L} x[0; h]U{b+ L} x [0; Al.

Comme nous ’avons vu en temporel, pour obtenir ’équation de la PML en harmonique on
peut effectuer formellement :

0 0 w

~ — O[(.’El)a—xl avec Oé(l'l) = m

o (7.2.17)
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T o =10

Fi1G. 7.7: Domaine de calcul et couche PML

Cette définition de « est la plus utilisée dans la pratique. Cependant, mis & part 'analogie
avec I’équation des ondes, il n’est pas nécessaire de choisir une définition aussi restrictive. En
effet, en harmonique, il a été montré dans [8] que la couche est parfaitement adaptée quelque
soit « et qu’il suffit que :

Re(a) >0 et Qm(a) >0

pour que les ondes entrant dans la PML décroissent exponentiellement.

Nous considérons donc u® I'approximation de la solution u du probleme ([LZI6) dans le
domaine 2, vérifiant :

(200 + Au® = f, x € Qup, (7.2.18a)
0 ou®  9*u®
2«
wu + Oz(l‘l)a—l‘l Oé(l'l)a—xl + a—x% =0 3 T < mela (7'2'18b)
ou®
a—n = 0, zel'U Fpml- (7218C)

Nous pouvons alors énoncer le

Théoréme 7.2.4 Si a(x1) est constante, la solution approchée u® vérifie :
[u® = ull g1, < Ce /el

avec 1 > 0.

Ce théoreme montre ici encore que dans le cas classique ou

w

o= -
w+ o

la solution approchée converge spectralement avec 'amortissement o et la largeur de la couche
L. Nous montrerons dans le chapitre 8 que ce comportement est identique dans le cas tem-
porel.
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7.3 Objectifs des chapitres 8 et 9

La méthode de Cagniard-de Hoop est particulierement bien connue par les physiciens et les
ingénieurs pour calculer des solutions analytiques des problemes de propagation d’ondes en
temporel, notamment en sismologie (voir [20, 61, £9]). Elle permet notamment de faire un
lien entre les solutions temporelles et les ondes planes. C’est en I’étudiant pour un probléme
de couplage fluide-structure (voir la premieére partie de cette these et le chapitre [[2) que nous
avons immédiatement réalisé qu’elle pouvait facilement étre appliquée au probleme des CLA
et a celui des PML et pourrait probablement aider a I’obtention d’estimations d’erreur. Nous
avons par la suite appris que de Hoop avait (indépendamment) appliqué sa méthode & 1’étude
de ce probleme [62] mais sans aller jusqu’a obtenir d’estimations d’erreur. L’objet de cette
partie est la présentation des résultats que nous avons obtenus avec cette méthode.

Au chapitre B nous présentons les résultats que nous avons obtenus pour les CLA et au
chapitre [ les résultats concernant les PML. Dans les deux cas nous montrerons qu’on peut
obtenir un résultat de convergence en faisant uniquement tendre N (dans le cas des CLA)
et 0 ou L (dans le cas des PML) vers +o0o. En quelque sorte cela montre que la nécessité
de choisir a suffisamment grand dans le théoreme [.T.4] est due & la technique utilisée dans
la démonstration mais ne correspond pas a une réelle nécessité. Néanmoins nos résultats
montrent qu’augmenter la distance entre la source et la frontiére absorbante (ou la couche
absorbante) aide & obtenir de meilleures estimations d’erreur. Nous étudierons également le
comportement de 'erreur en temps long, ce qui a déja été le sujet de précédents travaux
([88, B7, 1] pour les CLA et [2, [I1] pour les PML).
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Chapitre 8

Les Conditions aux Limites
Absorbantes

A la premiere section, nous décrivons le probléme modele que nous avons considéré
(le probléme du demi-espace avec une source ponctuelle borné par une frontiere
absorbante) et nous présentons nos deux principaux résultats : le premier théoreme
fournit une expression explicite de la solution fondamentale de notre probleme ; le
deuxieme théoreme permet d’obtenir des estimations d’erreur dans le cas d’une source
quelconque en temps. Nous démontrerons ces théoremes dans la deuxieme section puis
nous les analyserons plus en détail et nous les comparerons & des résultats obtenus
grace a un code numérique a la troisieme section.
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8.1 Principaux résultats pour les CLA d’Engquist-Majda

8.1.1 Expressions de la solution analytique

Nous présentons d’abord 'expression explicite de la solution fondamentale de I’équation des
ondes dans le demi-espace IR = {73 > 0} avec des conditions absorbantes d’ordre élevé sur
la frontiere I' = {z3 = 0} (= JIRJ). Le probléme étant invariant par translation dans la
direction x1 nous pouvons nous limiter au cas ou le point source a pour coordonnées

xs = (0,h) avech > 0. (8.1.1)
Nous voulons donc résoudre explicitement le probleme
( Trouver u : IRi xR~ 1R tel que
1 0%u 9
T —Au=d(x —xg) x 0(t) dans IRZ, (8.12)
BNy =0, sur I,
u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.

\

Avant de présenter nos résultats, il est nécessaire d’introduire quelques notations. Nous
définissons le point source image par :

zg = (0,—h) (8.1.3)
et nous posons :
r(x) =z —zsl, 7(z)= |z - xF. (8.1.4)

Nous définissons également la fonction (z), € IR% par :
T

ox)e]—= =
@e]- 2.7

et la fonction ®(x,t),x € R2,t > 0, par :

r*(@)?sin® 0(x) — (P —r*(x)?) 2] — (2 —r*(z)?)
r*(w)Q sin? 9(:13) + (62t2 — 7“*(;1:)2) B x% + (62t2 _ T’*($)2) . (8.1.6)

Remarquons que :

[, x=—x5=(r"(x)sinf(x), r*(z)cosd(x) ), (8.1.5)

O(x,t) =

ot > 1 (z) = |D(x, t)| < 1.

Nous avons représenté les lignes de niveau de la fonction ® sur la figure pour trois instants
différents (de haut en bas, t=3, 5 et 7) avec c =1 et h = 1. Finalement, nous rappelons que
les polynoémes de Tchebycheff Py (z), N > 0, sont définis par :

Py(z)=1, Pi(xr)==z, Pnii(z)—22zPn(z)+ Pni1(z) =0, (8.1.7)
et satisfont :
Vzel[-1,1], Pn(z)=cos( Narccos(z) ). (8.1.8)

En particulier :
Vzel[-1,1, |Py(x)] <1
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0.5
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Fi1G. 8.2: Illustration des notations
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Théoréme 8.1.1 La solution u(x,t) = GN(x,t) du probléme ([8LA) est donnée par :
GN(x,t) = Gi(z,t) + G (x, 1), (8.1.9)

ou, en notant H la fonction de Heavyside :

Gi (1) = H(ct— r(m)z

24 /12 — 7"(69;)

GN(:B,t) — H(ct—r*(a:)) [

r *
o2y /t2 — 15 g)Q

Remarque 8.1.1 La fonction Gi(x,t), qui ne dépend pas de N, n'est rien d’autre que la
restriction de la solution fondamentale de l’équation des ondes 2D au demi-espace ]R?F C’est
pour cela que nous l’appellerons champ incident. Le champ Gﬁv(w,t), créé par la frontiere T,
est appelé le champ réfléchi.

(8.1.10)
ct — (xa + h)
ct + (2 + h)

N
:| PN (q)(:lt,t)) .

Remarque 8.1.2 La présence de la fonction H(c t — r*(x)) montre que le champ réfléchi
GN(.,t) est inclus de maniére compacte dans Uensemble Q(t) = Q1 (t) U Qa(t) (voir définition
page ).

8.1.2 Estimations d’erreur

Considérons maintenant ’approximation, dans le demi-plan supérieur, de la solution u de
I’équation des ondes 2D avec une source ponctuelle “réguliere” en temps :

( Trouver u: IR? x Rt — IR tel que
l@—Au—é(a:—zc)xf(t) dans R? x R™ 8.1.11
c? ot? B s ’ (8.1.11)
ou 9
u(z,0) =0, E(m,O) =0 dans IR*,

ol nous supposons que la fonction source f(t) est bornée et a pour support |0, T](18), par la
solution uV du probléeme aux limites :

Trouver vV : R? x Rt — R tel que
1 2, N
g%—AuNzé(m—ws) x f(t), dans R? x R*,
(8.1.12)
BNuN =0, sur I,
ou 9
u(x,0) =0, E(w,O) =0 dans IR”.

18. T peut étre égal & +00, ce qui inclut le cas d’une source permanente.
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Chapitre 8 Les Conditions aux Limites Absorbantes

Théoréme 8.1.2 En tout point x € IR%, on a les estimations ponctuelles:

@ _, @)

. . +T (e xec(t) - voir (8Z22Z4)),
N
jul, t)—u (2,8)] < - (w) Log<c”v ) 1fll: (8.1.13)

® pour

2r \ et + (z2 + h) (a:)

e pourt >

r*(cac) +T (& xeQt) - voir (822)),

N 1 (et —(za+h)\" ct + /22 — ()2
)= Ol = o <Ct + (w2 + h)) bog ( —T)+ /At -T) - r*(w)2> Tl
(8.1.14)

On a également les estimations uniformes :

h h
e pour — <t< —47T,
c c

; Ct_h>NL(’g<t+m> 1 llzees (8:1.15)

H(U_UN)('vt)HLoo(]Ri) < o (ct—{—h (h/c)

h
e pourt>—+1T,
c

N
™). ! (“‘h) Log (”V ) |fllze. (81.16)

< I
Ol oo 2y < or \ct+h

Ces résultats appellent plusieurs commentaires :
e lerreur converge spectralement vers 0 (en norme uniforme) quand N tend vers 'infini ;

e pour ¢ donné, les bornes supérieures des estimations (BLIH) et (B.IH) diminuent quand
la distance h de la source a la frontiere absorbante augmente. Ce résultat est cohérent
avec l'intuition physique et avec les observations numériques ;

e & propos de 'erreur aux temps longs, si nous supposons que T' < +00, nous observons
que le second membre de l'estimation (BII6) se comporte, pour ¢ grand, comme

1 2T
2 t’
ce qui montre que, pour tout IV et h, I'erreur converge uniformément vers 0 quand ¢

tend vers +oo. Par contre, si T' = +00, le second membre de l'estimation (BLIH) se
comporte comme

1
— Log t
o 8"

ce qui autorise a priori une croissance logarithmique de ’erreur quand ¢ tend vers +oo.
C’est effectivement ce qui arrive si f(t) est, par exemple, la fonction de Heavyside.
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8.2 Démonstrations des théorémes BTl et

Remarque 8.1.3 Nous avons choisi ici d’analyser 'approrimation du probléme associé au
point source. Il est facile d’adapter le théoréme [E1A (ou plus exactement sa démonstration)
pour traiter le cas d’une source étendue f(x,t) ou de conditions initiales ug et uy non nulles.
De méme nous avons choisi de présenter des estimations d’erreur L°°, qui nous ont semblées
étre les plus pertinentes en pratique, mais il est facile d’adapter les démonstrations pour
obtenir des estimations LP ou des estimations d’énergie.

8.2 Démonstrations des théorémes B.T.1] et

8.2.1 Démonstration du théoreme RB.1.1]

Comme nous I"avons déja dit, la formule ((BT9),[®TI0)) découle directement de I’application
de la méthode de Cagniard-de Hoop au probleme (BIZ). Bien que cette technique soit
détaillée au chapitre [[2 nous la réexpliquons ici (seuls quelques calculs ne seront pas détaillés)
afin que cette partie puisse étre lue indépendamment des autres parties.

Nous décomposons la solution GV de ([BIZ) en :
GN =g, +G¥

ou G;, donné par ([BIIN), est la solution fondamentale de I’équation des ondes 2D. Par
linéarité, il est évident que GV satisfait le probleme :

(

Trouver G : IR%_ xR~ IR tel que

1 2N

_&_AG”:() dans RJ,

2 Ot2 (8.2.1)
BNGY = —BNG,, sur T,

GN(z,t) =0, pour t < 0.

Nous appliquons ensuite successivement & G :

e La transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de t):

~ +o0
GN(z1,29,5) = GN (1, x9,t) et dt, (8.2.2)
0

e La transformation de Fourier suivant la variable d’espace tangentielle z1 (k est la vari-
able duale de z1):

A~ +Cx> ~ .
GN(k,xq,5) = / GN (1,29, 5) €1 day. (8.2.3)

—00

A partir de I'équation des ondes nous déduisons alors que la fonction zo +— @fy (k,x9,s) vérifie
I’équation différentielle ordinaire :

d2GN 2~
— T+ (K +5)GY =o.
dx3 + (k7 cz) "
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Les Conditions aux Limites Absorbantes

En ne considérant que les solution décroissantes quand zs — +oo pour Re(s) > 0, nous
déduisons l'existence d’une fonction a valeurs complexes A(k, s) telle que :

AN (k2423
G, (k,xa,s) = A(k,s) e 2/

)

(8.2.4)
nous avons choisi la détermination de la racine carrée complexe correspondant a :
VzeC, Rez: >0, (8.2.5)
de telle sorte que la coupure de 23 coincide avec la demi-droite réelle Tm z = 0,Re z < 0.

Puisque G +G; est réguliere pour y < h, nous pouvons utiliser le fait que (cf remarque [ZT1])

10 0
BYNGN +G) =0 (== — —)N (GN +G;)) =0, pour 25 =0. (8.2.6)
cot Oxo
D’autre part, il est bien connu que la transformée de Laplace-Fourier de G; est donnée par :
~ o= (2+55) 2 s
Gi(k?, 9, S) =

. (8.2.7)
2(k? + 57

En utilisant maintenant la forme (voir (8Zd) et (&Z7)) de GN et de G;, la condition de
bord ([BZH) nous conduit a :

(k24523
<§ + (k* + ‘2—2)5>N Ak, s) + % (Z — (k* + ‘2—2)5>N % =0,
)
ce qui nous permet de calculer A(k,s) et d’obtenir finalement :
GN(k,x9,5) = —RN (k,2) ) (8.2.8)
r s 2, e 2(k2 + i_i)% )

ott RN est définie & partir de Ry (voir (ZI30) page [[TH) par :

N
o — (k? —i—aQ)%
0—1—(/{:2—1-02)% '

RY(k, ) = Rv(%) =

g

(8.2.9)

En appliquant a u" (k, z2, s) la transformation inverse de Fourier suivant x1, nous obtenons :

| oo s o) @ath)
GN(21,29,5) = ——/ RN(k, 2) . (8.2.10)
dr J_ o & (k2 + )

Nous arrivons maintenant a la partie spécifique a la méthode de Cagniard-de Hoop : nous

allons transformer, par des techniques d’analyse complexe, cette derniére intégrale en une
intégrale de la forme :

e~ dk,

=

an _ [
r ($1’$2’S) -

F(x1,29,t) e dt.
0

(8.2.11)
Nous utiliserons pour cela le fait que :
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8.2 Démonstrations des théorémes BTl et

e l'intégrand dans (BZTIM) est homogene en s et k ;
e la dépendance en x5 de cet integrand est exponentielle.

Appliquons tout d’abord, en exploitant la propriété d’homogénéité, le changement de variable
k = ps/c pour obtenir :

Giv(l‘l,il?Q,S) = _E RN(p’ ]-) (1 i 2)% dpa (E
— 00 P —00

¥U(p) dp).

(8.2.12)

- 1 [toe e [(14+p2) 2 (225 4ipZL | /+OO

Nous supposons maintenant que x7 € IR_ (cette hypothése n’est pas restrictive puisque la
solution que nous recherchons est une fonction paire de 7). Nous introduisons les notations
r* =r*(x) et 0 = 0(x) (€ [—7/2;0] puisque z; < 0) définis par (BT et (ELH). Nous avons

ainsi:

r1 =7r*sinf,
(8.2.13)
To+h =1r*cosf.

L’idée est maintenant de considérer la variable p comme une variable complexe et I'intégrale
®ZT2) comme une intégrale sur un contour coincidant avec 'axe réel. Si nous sommes
capables, par une déformation de contour, de transformer cette intégrale en une intégrale sur
une certaine courbe I' paramétrée par :

h
(L+p2)7 (20 4 ip% =t, pourt >0, (8.2.14)

nous aurons atteint notre but. Pour effectuer cela, nous remarquons d’abord que 'intégrand
U(p) dans (BZTIZ) est une fonction analytique de p si on excepte les 2 coupures constituées
des demi-droites contenant les imaginaires purs de module supérieur & 1 (voir la figure B3).
Nous introduisons donc le contour de Cagniard-de Hoop I' défini par :

r=T+ur-,

7,.*2 -

t 242 * (8.2.15)
FiZ{p:fyi(t)E—ic—*sineztcosﬁ € r }
r

Il est évident que les deux courbes I't sont symétriques I'une de I’autre par rapport & I'axe
imaginaire et se rejoignent au point —isin 6 (pour ¢t = r*/c). Plus précisément, il est facile de
vérifier que I" n’est rien d’autre que la branche d’hyperbole d’équation :

Y2 X2

2
sin?@ cos26 ’

(p=X+1iY, (X,Y) € R?),

située dans le demi-plan supérieur ¥ = Sm p > 0. Remarquons que cette hyperbole
n’intersecte pas les 2 coupures de W. Toutes ces informations sont résumées sur la figure

Les calculs permettant de déterminer I'expression de (B2ZIH), a partir de ’équation (8214,
sont détaillés a la section [CZT1
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Chapitre 8 Les Conditions aux Limites Absorbantes

Fi1G. 8.3: Les contours I' et D

Notons maintenant D la droite réelle et €2 la partie connexe du plan complexe délimitée par
D et I'. Soit p > 0 un parameétre destiné a tendre vers +o0o. Nous posons :

D,={peD/|p|<p}, T,={pel/Ip|<p},

Co={peQ/Ipl=pr}.

Remarquons que C), est constitué des deux arcs de cercle de centre 0 et de rayon p qui relient
D, aT, de telle sorte que D, UC,UT, soit une courbe fermée. Puisque ¥(p) est analytique
dans 2, I'intégrale de ¥ sur D, UC,UT, (nous choisissons 'orientation du chemin pour que
le segment réel soit parcouru dans le sens des valeurs croissantes — voir figure B4 est nulle,
d’apres le théoreme de Cauchy :

/qul(p) dp+/cp\11(p)dp+/ U (p) dp = 0.

rp

Grace au choix de la racine carrée et puisque xo + h > 0, la fonction ¥(p) décroit exponen-
tiellement vers 0 quand Im(p) tend vers +00. Nous pouvons donc appliquer le lemme de
Jordan [85), 66] :

Lemme 8.2.1 (Second Lemme de Jordan) Soient zy un point de C et U un secteur
angulaire de C défini par

U={z€C | |z— 2| > Rp et 1 <arg(z — z0) < P2} (Ro > 0,91 et s € IR).
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8.2 Démonstrations des théorémes BTl et

F1G. 8.4: Le contour fermé D,UC,UT,

Si f est une fonction continue dans U et si

lim (2 —20)f(2) =0,

|z—z0| —+00
zel

alors, pour tout arc de cercle v de centre zg, de rayon R > Ry, contenu dans U on a

lim [ f(z)dz=0.

P00 v

Nous en déduisons :
lim U(p) dp = 0.
p—+ o,
Nous déduisons ainsi de (BZI2) :

[(14+p2)2 (220) 1ip2L |

1 e’
G (@rans) =~ [ BY ()
r

dp.
(1+p2)} i

Nous utilisons les paramétrisations p = y*(¢) et p = v~ (¢), pour t > r*/c, respectivement sur
't et I'~ et nous remarquons que :

h
o (1+ PQ)% (lﬂ2 * )+ 2'10ﬂ =t, (par construction),
c
d dt
° b - =4+ - sur I'F (voir section [CZTI).
(1+p2)5 (t2_ TC2 )5
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Chapitre 8 Les Conditions aux Limites Absorbantes

. Y * * N p—
Donc, comme ¢ varie de +00 a = sur 't et de —atoosur '™ :

~ N _i/—l—oo Noo+ N, efst
Flanens) =gz [ (B0 O+ G O0] Gy

—2 _
Puis, en remarquant que v~ (t)2 = v (¢)" et en utilisant le fait que v/Z = /2, nous déduisons
que :

RY(y~(t),1) = RN(y+(t),1) = R¥(y"(1),1) + R¥ (77 (1),1) = 2 Re [RY(v"(1),1)],

ce qui conduit a :

- 1 400 e st

En utilisant la formule (82Z9), on obtient :

RN (v (1), 1) = [R* (v (1), 1)] ", (8.2.17)

et on établit facilement que :

r* —ctcosﬁ—i—isine\/m B

R'(yT(t),1) = pa(t) )

r* 4+ ctcos @ — isin O/ c2t? — r*2

En posant ® = ®(x,t) (cf. (BIH)), on montre que (les calculs intermédiaires sont laissés au
lecteur) :

ct —r*cos ct— (x2+h)
ct +r*cos® ct+ (2 +h)’
r*2sin2 6 — (2t? — 7“*2)

r*2sin? 0 4 (22 — r*?)

pi(t) =

= .

cosa(t) =
Ainsi, d’apres (BZI7) :
Re [RY (v (1), 1)] = pr(t)" cos (Na(1)),
et, puisque «(t) = arccos ® :

ct — (zg + h)

N
ot + (22 + 1) } Pn(®) . (8.2.18)

Re (R (0.1)] = |
11 est alors facile d’obtenir le théoréme a partir de (B2ZI6) et de (RZIN).

8.2.2 Démonstration du théoreme

Soient u et u” les solutions respectives de (BIIT) et (BIIZ). Nous définissons lerreur (ou
champ réfléchi) eV par :

N =uN —u. (8.2.19)
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8.2 Démonstrations des théorémes B1.1] et B.1.2]

Pour obtenir les estimations ponctuelles (BT3) et (8II), nous choisissons € IR et nous
posons r* = r*(x) et § = f(x). Rappelons que, d’apres les propriétés de la fonction de Green,
e peut étre calculé par une convolution en temps entre Gﬁv et le fonction source f :

eN(w,t) = o G,J,V(ZE,T) ft—7)dr
0

Remarquons que cette intégrale est bien définie puisque Gf,v est L' en temps.

Il est évident que eV (x,t) = 0 pour ¢ < 7*/c et, pour ¢ > r*/c, nous obtenons :

eN@;w:i/t GN(a,7) f(t - 7) dr, tzfé (8.2.20)

max (", t-T)
en utilisant le fait que f est & support dans [0,7] et G (,.) dans [0, Z-].

Nous en déduisons que :

. 7,,* 7,,*
eV (@, )] < [ fllzeony - NGY (@ My 81— <t < —+T,
c’ C C
(8.2.21)

. "
N (@, )] < [flleeor) - IGN (@, lprg—ry sit> = +T.
Nous devons donc estimer la norme L! en temps de G¥ (z,.). En remarquant que
[Py (®(z, 1)) < 1

(cette estimation est quasi optimale sur un intervalle de temps arbitraire), on vérifie que :

G (@) < —— (d—@a+m>N

or /tg_rc*_; ct + (zo + h)

r* (xa + h)
Remarquons que, pour ¢t > —, la fonction ct — est croissante, ainsi :
c’ ct + (z2 + h
1 [(ct—(x2+h)
GN(x,. oy < — ,
R e ) / ﬁ
2
‘ (8.2.22)
1 (ct—(z2+h) NL ct + V2 — 2
= — 0
2 \ct + (z2 + h & r*
/r,*
et, pourt > — + 1T,
c
1 [(ct—(x2+h)
GN(x,. < —
1 @ i < g (2t [ Ji
(8.2.23)

1 <ct—(x2—|—h)>NLo ( ct + V22 — rx? )
=\ oo — )

ct + (z2 4 h) —T)+ /At —T)?2
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Il est alors facile de déduire (BII3) et (BILIA) a partir de (BZZT), BZZD) et (RZZJ).

Intéressons-nous maintenant & la démonstration des estimations uniformes (BLTH) et (BIIH).
Nous introduisons les deux ensembles disjoints :

Q(t)={xeR:/ct—T)<r*(xz) <ct}
(8.2.24)
Q(t) = {z € B/ r*(2) < clt - T))

A A Q1 (1)
[

N (t)
Qs ()
(07 _h)
ct

F1a. 8.5: L’ensemble Ql(t),% <t< %—i—T Fia. 8.6: Qq(t) et Qo(t),t > % +T

(07 _h)

ct—=T)

Ces deux ensembles sont représentés sur les figures et pour deux valeurs de t. L’en-
semble Q(t) = Q;(t) N Qy(t) représente bien évidemment le support du champ réfléchi (donc
de l'erreur) au temps ¢. Remarquons que (%) est non vide des que ¢ > % alors que Qo(t) est
non vide des que t > % + T'. Nous cherchons donc a majorer les quantités :

h h
sup el (x, 1)) sio —+T>t>—,
x € Qi(t) c c
et
N : h
sup le™ (x, )] sio t>—+T.
x € Q1(1)UQ2(t) c
Comme

sup [N, =max [ suwp M@0, sup Vb)) |,
x € Ql(t)UQQ(t) x € Ql(t) x € Qg(t)

il est équivalent de majorer les quantités :

sup [N (x,1)| si t> ﬁ,
x € Q(t) C
et
N ~ h
sup e (x,t)] sio t>—+T.
x € Qa(t) c
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D’aprés (82ZZT)), pour obtenir une estimation L de e™(.,t) sur Q(t) et sur Qa(t), nous
devons calculer :

h
sup |G (x, )| 1,0 sit>—,
e Le, ) c

et :

. h
sup [|GN (@, MLz, sit>=+T.
T € Qg(t) c

Remarquons que, pour tout € Q(t), h < xz2 + h < c¢t. Donc, puisque la fonction

ct—x
xT ,  x € [h,ct],
ct+x
est décroissante, nous obtenons :
t — h t — h t —h
sup <M> = sup (C (w2 + )> = £ . (8.2.25)
ze) \F+(@2+h)) gea,p \ct+ (z2+h) ct+h
Posons maintenant
ri(t) = min r*(z),
()= _min, r'(z)
comme la fonction
ct c2t?
T — 4 ——1,r € [0,ct],
r r
est décroissante, on a :
t 2¢2 t 2¢2
sup Log c_* 0*2—1:L0g *c + ¢ 5 —
x e Qi(t) r T 1 (t) TT(t)
De méme, en posant
ry(t) = max r*(x
2(t) s (z)

et en utilisant le fait que la fonction :

t ‘/2752_ 2
r - chrver or e [0,ct—T), (t>T)
c(t—=T)+ /At —T)2—r?

est croissante, on montre que :

et + VEET — 7 et + /2 —ry(t)*
sup Log 5 5 5| = Log )
2 € Qo(t) et —T)+ /At —T)—r* c(zt—T)Jr\/62(75—T)2—7“’5(15)2

Il est évident, en regardant les figures et B6, que

h h
“(t)=h qo<t<—
ri(t) blc< <C,

h
rit)=clt—T) sit> E+T'
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et que :
TQ(t):c(t—T)51t>E+T.
On a donc :
t 2¢2 t t2 — (h/c)? h h
sup Log c—*+ 0*2—1:L0g + (h/c) , si—<t<—+4T
z €0 (t) r r (h/c) c c
t 2¢2 t+\/t2—(t—T)2 h
sup Log c—*—{— 0—2—1 = Log + ( ) , sit>—+4+T
x € () r r* t—T c
et :
t+ V22 — 2 t+ /2= (t—T)? h
sup Log cttve ! = Log + ( ) , sit>—+4T.
z € a(t) et —=T)+ /At —T)2 —r*? t—T c

Ces trois dernieres égalités, combinées avec (BZ22), (BRZZF)) et (R2ZZH), nous permettent de

montrer les inégalités :

1 fet—h\ Y ct ct?
GN 5. r* S 5o L e o
o o S (o) e <h " )

(8.2.26)
h h
si T+ —>t>—,
& C
wp |G @) <i<ct—h>N Log t4+ /22— (t—T)2
veo L) = 2m \ct+h t—T (8.2.27)
h
si t>T+ —,
&
et
N 1 (et —h\" t4 /12— (t —T)2
sup |Gy (@, |-, 0 < 5 Trn) Los P
v e TS (8.2.28)
h
si t>—+4T.
C

11 est alors facile de conclure a partir de (RZ20), (8Z21), (R2Z2Y) et (RZZT).

Remarque 8.2.1 Dans la formule (81110), la fonction GY apparait naturellement comme
le produit de trois termes. Dans la démonstration ci-dessus, pour des raisons de simplicité,
nous avons estimé chacun de ces facteurs indépendamment. Nos estimations ne sont donc
pas forcément optimales.
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8.3 Résultats numériques

8.3.1 Analyse des solutions fondamentales 2D
8.3.1.1 Analyse de l’erreur relative

La principale difficulté, lorsqu’on cherche & représenter numériquement le champ réfléchi G

donné par (BILI0), est la présence d’une singularité sur le cercle r*(x) = ct. Pour pallier

cette difficulté, une solution est de comparer ce champ réfléchi a ce qu’il serait en imposant

une condition de bord de type Dirichle qui correspond a N = (). C’est pourquoi nous
(1

introduisons lerreur relative définie pai?] :
GN(z,t) ct — (g + h) 1Y
N r )
t)= ————= = Py (®(x,t _— Q(t). 8.3.1
et = S ey |G aean (83.1)

Dans toutes nos expériences nous avons choisi h = 1 et ¢ = 1. Sur les figures a BT nous
représentons, a trois instants différents, ¢ = 3,5 et 7 (de haut en bas) les lignes de niveau de
la fonction « +— 2 (x,t). Chaque figure correspond & une valeur de N (N = 1,2, 5,10, 20).

On remarque que :

e 'amplitude de l'erreur décroit fortement avec N. Par exemple, pour ¢t = 3, le niveau de
I'erreur est 0.4 pour N =1, 0.2 pour N =2 et 7.10~% pour N = 10 ;

e comme nous pouvions nous y attendre, 'amplitude de I’erreur augmente avec le temps.
Par un argument d’homogénéité, il est évident que faire des comparaisons a des temps
différents pour h fixé est équivalent a faire des comparaisons pour différents h a t fixé.
Ainsi nos résultats illustrent également l'influence de h sur le champ incident ;

e quand N augmente, l'erreur relative se concentre de plus en plus au voisinage de la
frontiere absorbante. De plus, sa dépendance par rapport a la variable d’espace devient
de plus en plus compliquée (le nombre d’oscillations dues aux polynémes de Tchebycheff
augmente).

8.3.1.2 Etude de l’erreur en fonction du temps

Dans cette section, nous voulons étudier I’évolution du champ réfléchi en un point donné x
en fonction du temps. Tous nos points d’observations sont situés sur le cercle r*(x) = 5 de
telle sorte que le champ réfléchi arrive sur ces points au temps t = 5.

e Le cas du point f(x) = 0. Contrairement a ce que I’analyse par ondes planes pouvait
laisser penser, le champ réfléchi n’est pas identiquement nul pour §(x) = 0, i.e sur 'axe
(Ox9). Cependant, la fonction ¢ — G (x,t) n’est pas discontinue (sauf pour N =0 !)
au temps t = 7 = 7(x¢) = (x2 + h)/c comme le montre la formule :

(=D)NFL et — (z2 + h)])V™
2 et + (zo + AV

N=[ =

GN(0,x9,1) = , pourt>T. (8.3.2)

Le champ est méme de plus en plus régulier quand N augmente. De plus on peut
remarquer que la fonction ¢ — G (x,t) croit pour 7 < t < 2N7 puis décroit pour

19. Remarquons que G9(.,t) est non nulle & Pintérieur du disque r*(x) < ct.
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t > 2N et tend vers 0 quand ¢t — +o0o comme 1/27ct. Le maximum de ¢ — G (z,t)
est donné par :

1
1 oN —1\ V2 1
GN(x.t) = ~ N 8.3.3
i (@) = o8 <2N+1> oNe (V= F) (8.3.3)

Ces propriétés sont illustrées sur les figures et 1 nous avons représenté, sur la
figure BI2, les variations de t — G (x,t),t € [0,20] et, sur la figure B3, les variations
de t — N (x,t),t € [0,20] pour N variant de 1 & 5.

Si on considere Perreur relative, la formule :

nlet = (zp+ )V
[ct + (zo + )V T

, pourt>T. (8.3.4)

= N

W (1) = (1)

montre que la fonction ¢ +— ’yﬁv (x,t),t > 7, croit de 0 & 1, ce qui est confirmé par la
figure

Le cas des points §(x) # 0. Dans ce cas, la fonction ¢ — ¥ (2, ) n’est plus réguliere
pour t =T :

1—cosO\"
lim N (x,t) = Ry(0(x)) = (-1 | ————= ) . 8.3.5
fim (@) = Rav(8(e) = (-1 (1) (8.35)
Cette quantité représente le saut de v & travers le front d’onde. Sur les figures
et nous représentons les variations de t — v (x,t) pour § = 7/6 et § = 7/3. Sur
chaque figure, N varie de 1 a 5. Il est évident que plus IV est grand, plus la fonction
oscille. Finalement, pour des temps longs, on vérifie facilement que :

lim Y (x,t) = (-1)7, (8.3.6)

t——+o0

indépendamment de la valeur de N. Ce comportement est illustré sur les figures
et BT respectivement pour § = & et 6 = 3

8.3.1.3 Etude de lerreur en fonction de la distance au point source image

Nous considérons ici les variations spatiales du champ réfléchi suivant un rayon issu du point
image x% (nous ne nous intéressons évidemment qu’a la partie de ce rayon incluse dans le
demi-plan IR%). Pour une direction donnée 6 €] — /2, 7/2[, ce rayon peut également étre

défini par (voir figure BTY) :

Dy={z € R} /O(z) =0} = {(r*sind,r*cosd),r* > h/cos 0}

Nous représentons sur les figures suivantes les variations du champ réfléchi G, pour 6 fixé,
en fonction de r* > h/ cos @, pour différentes valeurs de t et N.

e Pour # = 0, r* > h. Nous avons représenté, sur les figures aB22 les variations
de Gﬁv suivant Dg pour trois valeurs de ¢, t = 3,5,8. Chaque figure correspond a une
valeur de N, et ’échelle varie donc énormément d’une figure a I'autre. On constate ici
encore que le champ réfléchi devient de plus en plus régulier quand N augmente.
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(0, —h) 0';39—>

Fi1ac. 8.18: Représentation de Dy

e Pour # = /6, r* < 2h/+/3. Nous avons représenté, sur les figures a B2 les
variations de Gf,v suivant Dy s pour trois valeurs de ¢, t = 3,5,8. Le champ réfléchi est
cette fois singulier en r* = ct. Cependant, la région ott G devient tres grand se confine
de plus en plus autour du point r* = ¢t quand N augmente.

e Pour 6 = 7/3, r* < 2h. Nous avons représenté, sur les figures aB.20] les variations
de Gf,v suivant D, /3 pour trois valeurs de ¢, ¢ = 3,5,8. Le champ réfléchi est encore
singulier pour 7* = ct. Le profil de 'onde réfléchie est plus compliqué que dans le cas
0 = /6, particulierement pour N grand.

8.3.1.4 Etude de l’erreur en fonction de Pangle

Nos précédents résultats ont déja illustré la dépendance du champ réfléchi par rapport a 0(x).
Nous nous intéressons ici & 'erreur relative v.¥ (x,t) le long du front d’onde réfléchi défini par :

WE.(t)=00(t) = {® € R / r*(z) =ct} (#0 pourt> %)

Soit My(t) = (ctsinb, ctcosf) € WF,(t) (remarquons que My(t) décrit W F,.(t) quand 6 varie
de — arccos g A + arccos &—voir figure B3), on déduit facilement de (EII0) que :

ct

1 —cos¢9>N

i ¥t =Ry (0) = ()Y ({5

@— M (t),zeQ(t)

Autrement dit, la courbe représentant les variations de I'erreur relative v.¥ (x,t) en fonction
de la direction 6 le long du front d’onde réfléchi W F,.(t) n’est rien d’autre que la partie
de la courbe de la figure [[A obtenue grace a l'analyse par ondes planes, correspondant a

— arccos & < 6 < arccos L.
ct ct

8.3.2 Le cas d’un terme source
8.3.2.1 Comparaison avec des expériences numériques
Nous avons implémenté un code MATLAB pour le calcul de la convolution (BZ20). Pour

valider notre solution “exacte” (!), nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus par
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F1a. 8.31: Représentation de WE,.(t) et My

un code de différences finies écrit par F. Collino. Dans nos expériences, la fonction source est
une dérivée de Gaussienne tronquée:

f) ="

{e—%ﬁ)(t—tof} H(2to— 1), fo=10, to=1/fo. (8.3.7)
Nous avons comparé, sur les figures aB3M la solution “analytique” (en haut sur chaque
figure) & la solution numérique (en bas sur chaque figure) pour trois valeurs de N : N =1, 3,5.
Sur chaque figure nous avons représenté les lignes de niveau de la solution au temps t = 0.4.
Les figures de gauche représentent le champ total et celles de droite le champ réfléchi (I’erreur).
Pour faciliter la représentation, le champ réfléchi a été amplifié d’un facteur dépendant de IV :
1.3 pour N =1, 10 pour N = 3 et 25 pour N = 5. Dans tous les cas, les résultats montrent
une tres bonne concordance entre les deux solutions.

Nous avons également comparé les deux solutions au point (0.9,0.1) en fonction du temps
sur les figures a La courbe bleue représente la solution “analytique” et la courbe
rouge la solution numérique pour trois valeurs de N : N = 1,3,5. Comme précédemment,
les figures de gauche représentent le champ total et celles de droite le champ réfléchi.

8.3.2.2 Estimations d’erreur L

Nous avons comparé la norme Lo, du champ réfléchi (les courbes bleues) aux estimations
uniformes (BLTH) et (BIG) données par le théoréeme (les courbes rouges) sur les fig-
ures a La source est un échelon temporel : f(t) = 1si0 <t < 2et f(t) =0
sinon. Notre estimation est pratiquement optimale pour N = 1 et devient moins précise
(quoique tres acceptable) quand N augmente. Puisque nous avons utilisé la norme L de la
fonction source pour établir nos estimations d’erreur, cette estimation peut ne pas étre tres
précise pour des fonctions sources plus compliquées. Pour vérifier ce point nous avons répété
les expériences précédentes avec une source de la forme (B3T) et de fréquence fo = 1. Ces
expériences sont illustrées sur les figures a pour N = 1,2,5,10. L’estimation est
visiblement moins précise que dans le cas d’une source échelon mais elle fournit encore une
borne supérieure raisonnable.
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Annexes

8.a Extension aux conditions de Higdon

Nous nous intéressons dans cette annexe aux conditions de Higdon présentées a la sec-
tion [T :

N N B B
Byigu = H cosajp, —Cp JUu= 0. (8.a.1)
j=1

En utilisant la méme méthode qu’a la section B2, on montre que la solution du probleme

Trouver u : IR%L xR~ 1R tel que

L0 §(z — xg) x 6(t) dans IR

—— — Au= - ans

c? ot? g ’ (8.a.2)
Bﬁig u=0, sur I,

u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.
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W) = Gy (,8) = Gil, ) + Gl (3,1), (8.2.3)
avec
H(ct—r(x))
Gi (z,t) = ———=,
2\ /12 — T(:Q)Q
(8.a.4)
H(ct—r*(z - -
G%igm(x,t) = M H pj(z,t)| cos Zwi(x,t) ,
2m\ /12 — 5 |j=1 j=1
ou pj(x,t) et ¥;(x,t) sont donnés par :
ct —a;)? — b?
pjlx,t) = ( i) b (8.a.5)

(ct 4 a;)? = b3
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et

r*(z,t)% — 22 + r*(z,t)*cos®a; — r*(z,t)% cos® 0

Vet = a)? = 02)((ct + a;)* — 12)

;(x,t) = arccos

soit, en coordonnées cartésiennes :

r*(z,t)? — 22 + r*(z,t)*cos’a; — (z2 + h)?

Vet = a)? = 0)((ct + a;)* — 02)

;(x,t) = arccos

avec
aj = r*(z)cos ajcosb = cos aj(xy + h)

et
* : 3 R 1 .
bj = r*(z)sinfsina; = 21 sin o

N

D’apres (Bad), on voit que la fonction z — Gllig.r

sauf dans les directions o;.

(8.2.6)

(8.a.7)

(x,t) est singuliere sur le cercle r*(x) = ct
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Chapitre 9

Les Couches absorbantes
Parfaitement Adaptées

la premiere section, nous décrivons les problemes modeles que nous avons con-

sidérés : nous nous intéressons d’abord au probléeme du demi-plan avec une
source ponctuelle borné par une couche absorbante, nous considérerons ensuite le
probleme du quart de plan puis d’un domaine rectangulaire borné. Dans chaque cas
nous présenterons ’expression explicite de la solution fondamentale de nos problemes.
Dans le cas du demi-plan nous montrerons également comment obtenir des estima-
tions d’erreur dans le cas d’une source quelconque en temps. Nous démontrerons nos
théoremes dans la deuxieme section, nous les analyserons plus en détails et nous les
comparerons a des résultats obtenus grace a un code numérique a la troisieme section.
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9.1 Principaux résultats

9.1 Principaux résultats

9.1.1 Le probleme du demi-espace
9.1.1.1 Expression de la solution analytique dans le cas d’une PML infinie

Nous nous intéressons dans un premier temps a l’expression explicite de la solution fonda-
mentale u”*>° de ’équation des ondes dans le demi-espace ]R%r avec une PML infinie dans le
demi-espace inférieur. u”°° est donc solution du probléme :

Trouver v : IR? x Ry — IR tel que
i@ — @ — (D9 )?u = §(x — xg) x 4(t), dans R? x R (9-1.1)
2o a2 ’ -
u(zx,t) =0, pour ¢t < 0.
=0size >0

avec &g = (0,h) et o(x2) . A titre d’illustration nous avons représenté la

>0sixzg <0
fonction o sur la figure dans le cas ol o est une fonction quadratique de xo.

F1c. 9.1: La fonction o(z2)

Posons maintenant r(x) = |z — xg| et définissons la fonction #(x) par :

()] —m 7, x—x5=r(x)sind(x), r(x)cosb(x) ),

/0 " o) da

et finalement les fonctions A(x,t) et B(x,t) , quantités sans dimension, par :

puis la fonction ¥(x9) par :

Y(xg) =

)

A(x,t) = |cosb(x)] 2(332)% >0

et

B(x,t) = |sin0(z)| S(z2)

157



Chapitre 9

Les Couches absorbantes Parfaitement Adaptées

Remarque 9.1.1 B(x,t) est l’équivalent de la fonction ® que nous avons utilisée pour les

CLA.

Remarque 9.1.2 Si o est une fonction quadratique de xo, alors 3 est une fonction cubique

de xo (voir figure [T3).

o(z2)

F1a. 9.2: Les fonctions o(x3) et X(z2)

Nous avons représenté les lignes de niveau des fonctions A et B dans

sur les figures et pour trois instants différents (de haut en bas,

h=1et o(x2) =09 = 10.

x2

la PML respectivement
t=3, 5 et 7) avec ¢ = 1,

Théoréme 9.1.1 La solution u®>(x,t) = G (x,t) du probléme (LI est donnée par :

0,00 H(C l— r(m))
GP™ (x,t) = —F———=, x9 >0
( 2w/ t2 — 7’(”;)2
H(ct—
G (x,t) = (ct—r(@) e A®@D cos [B(x,t)], 2 < 0.
o /12 — t&)?
02

(9.1.2)

Remarque 9.1.3 La restriction de G]°°(x,t) au demi-espace supérieur ]Ri, qut ne dépend
pas de o, n'est rien d’autre que la restriction au demi-espace ]Ri de la solution fondamentale

de l’équation des ondes 2D dans tout l’espace : la PML ne génere

linterface et on retrouve ici leur caractere bien posé.
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Remarque 9.1.4 Pour x fixé la fonction G décroit exponentiellement en temps, contraire-
ment a la fonction de Green associée aur CLA.
9.1.1.2 Expression de la solution analytique dans le cas d’'une PML finie

Nous supposons maintenant que la couche absorbante est de longueur L finie et nous imposons
une condition de type Neumann a son extrémité. Le probleme (LIT]) devient alors :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que
1% 0%u -
252 a2 (DZ,)*u = 6(z — xs) x 6(t), dans R x [—L;+oo] x Ry,
1 (9.1.3)
ou
8—272(1:1’ _L7t) - 07
L u(z,t) =0, pour ¢t < 0.

Comme au chapitre précédent, nous définissons le point source image pa :
xg = (0,—h —2L),

nous posons r*(x) = | — x§| et nous définissons la fonction 6*(x) par :

T "

0" (x) e ] — 5 5] , x—xg=(r"(x)sinf*(x), r*(x)cosf*(x) )".

Nous définissons également la fonction ¥*(z2) par :

/OL o) dz| + ‘/ o(z) do

-L
et finalement les fonctions A*(x,t) et B*(x,t) par :

E*(.%'Q) =

)

t
A" (xz,t) =|cos 0% (x)| X" (xo >0
(@.0) = |eos 0" (@) (22)
20. Le point source image est le symétrique du point source par rapport a la droite zo = —L
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T2

A
<\9 r(x (z,9)
(0.1h) */A’L7
>

" =
To = —L <

—L
9*
(0,—h — 2L)

Fia. 9.5: Tllustration des notations

et
t2 1
7"*(33)2 02 :

Nous avons représenté les lignes de niveau des fonctions A* et B* respectivement sur les

E*(f
0'(-752\
ap

F1a. 9.6: Les fonctions o(x3) et X*(x2)

B*(z,t) = | sin 6* ()| S* (22)

0 T2

figures et pour trois instants différents (de haut en bas, t=3, 5et 7) avecc =1, h =1

et O'(.%'Q) = 00 — 10.

Théoréme 9.1.2 La solution u”’(z,t) = GL:>°(x,t) du probléme [II3) est donnée par :
G (z,t) = GT™(x,t) + GE>(x,t)

avec

H(ct—r*(x))

¥ (212)2
c2

Gol(w,t) = e~ ™Y cos [B*(,1)]. (9-1.4)

2ma/t2 —

160



9.1 Principaux résultats
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F1G. 9.7: ¢ — A*(x,t),t =3,5 et 7 FiGc. 9.8: ¢ — B*(x,t),t =3,5et 7

Remarque 9.1.5 Pour xo > 0, ¥*(x2) = X*(0) ne dépend plus de xo.

9.1.1.3 Estimations d’erreur

Considérons maintenant I’approximation, dans le demi-plan supérieur, de la solution u du
probleme (BT (I’équation des ondes 2D avec une source ponctuelle “réguliere”) par la

solution u?* du probleme :

Théoréme 9.1.3 En tout point x € IR%, on a les estimations ponctuelle :

7’*(:13) <t< —T*(x) +T
—= c )

e pour -

™

Trouver v’ : IR? x R, — R tel que
1 (92u°'7L aZUO’L T
v 927 — (Dg,)"u”" = d(x —xg) x f(t), dans R x [-L;+o0] x Ry,
ousL
—L,t)=0
8902 ( ’ ) ’
u”t(x,t) =0, pour ¢t < 0.

(9.1.5)

1 - + 242 _ px 2
(@, t) — L (x, 1)) < — e e0s0@) [og (C + Vet —r(z) ) 1|l Lo; (9.1.6)

()

e pourt > + T,

r(x)

1 —2Locosoiads t+ /12 — 1% (x)?
]u(m,t)_uo,L(wjt” < ¢ 2LUC059T*(‘”>L0Q< ct + +/c r ( )

™ c(t —=T)+ /2t —T)2 - r*(zx)?

21. Rappelons que & désigne la valeur moyenne de la fonction o dans la PML.

) [

(9.1.7)
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On a également les estimations uniformes :

h h+2L
e pour — <t < i + T,
C
1 _o2Lthrs t++/t2— ((2L + h)/c)?
o,L 2 Lo
—u”7)(.,1 < — 2t L oo}
(=) () e 2y < 5 € 0g< (@L R0 1] zee:
(9.1.8)
h+2L
e pourt > + + T,
o 1 —e2ghiz o t‘f'\/
(=) () oo 2y < 5= €37 Log < ) £l (9.1.9)

Toutes les remarques que nous avons faites pour les CLA & la section sont également
valables dans ce cas. Nous pouvons ajouter 2 commentaires sur le role de L et de o :

e comme avec I’analyse par ondes planes, la forme de la fonction o(z2) n’a pas d’impor-
tance, seule compte sa valeur moyenne entre 0 et L ;

e 3 partir de l'analyse par ondes planes nous pouvions imaginer que & et L jouaient
le méme role (i.e. augmenter L est équivalent & augmenter &), mais les estimations
uniformes nous montrent qu’augmenter L permet, en plus d’accroitre I’absorption par
Iintermédiaire du terme L &, d’éloigner le point source image de I'interface domaine de
calcul/PML grace au terme 2L + h.

9.1.2 Le cas du quart de plan

Un des (grands) avantages des PML sur les CLA est qu’elles sont tres faciles a implémenter
dans les coins. Les PML dans les coins se déduisent des PML verticales et horizontales. Cette
propriété se retrouve lorsqu’on cherche a obtenir des solutions analytiques dans le cas d’un
quart de plan ou d’'un domaine rectangulaire borné : nous n’avons pu obtenir de solution
dans le cas des CLA mais nous avons réussi sans grande difficulté pour les PML.

9.1.2.1 Expression de la solution analytique dans le cas de PML infinies

Etudions maintenant I'expression explicite de la solution fondamentale ug™™ de 1’équation des
ondes dans le quart de plan haut-gauche IR_ UIR . avec des PML infinies dans les trois autres
quarts de plan. ug™™ est donc solution du probleme :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que
1 0%u o112 o212 2 (9.1.10)
?W_(Dm) u— (D72)u=6(x —xs) x 4(t), dans R* x IRy, e
u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.
_ =0six; <0 =0sixze >0 .
avec &5 = (—hy, ha), o1(x1) { S 0siz >0 et ag(xg){ > 0'sizy <0 (voir figure [@.9)).
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Llqe
hy

o1 =0 L o1 >0
g9 0 2 02:0
x1
01=0 o1 >0
o9 >0 o9 >0

2

Fia. 9.9: Configuration du probleme

Nous définissons respectivement les fonctions ¥ (z) et 3g(z) par

/Om o1 (2) da /O oo() da|.

et les fonctions A(x,t) et B(x,t) par :

Yi(x) = et  Yo(z) =

A(z,t) = (Jcos ()| Xa(x2) + [sin 8(x)| X1(x1)) % >0

et
- 12 1

B(z,t) = (|cos ()| X1(z1) + [sinb(x)| X2(x2)) @p &

Théoréme 9.1.4 La solution ug™ (z,t) = Gg'™(x,t) du probléme ([@LIIN) est donnée par :

H(ct—
G (1) = 2t @) ve R UR,
2 /12 — 7"(9;)2
(9.1.11)
H(ct—rx 7 .
GZ’,OO(w,t) — M e—A(az,t) coS [B(:l?,t)] , = RQ\(]R_ U ]R+).
oy /12 — L2

9.1.2.2 Expression de la solution analytique dans le cas de PML finies

Nous supposons maintenant que la couche absorbante verticale est de largeur L1 et la couche
absorbante horizontale de largeur Lo et nous imposons une condition de type Neumann a leur
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extrémité. Le probléme (ILI0) devient alors :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que

1 0%u

ER (DZ1)?u — (D22)*u = &(x) x 6(t), dans [—o00; L1] x [—La; +00] x Ry,
0

a—;(w’t) =0, pour z1 = Ly,

0

6—52(“3”5) =0, pour 3 = Lo,

u(x,t) =0, pour ¢ < 0.

(9.1.12)

Nous définissons ensuite @1, x9, x3, les trois points source image par :

Ly
xs,
hi
o1 =0 h o1 >0
g9 0 2 02:0
o1 =0 o1 >0
Loy o2 >0 o9 >0

Fia. 9.10: Configuration du probleme

x1 = (2L1 + h1,0), @2 =(0,—2L2+ ha), x3 = (2L1 + h1,—2La + hy)
x1 et xo sont les symétriques du point source par rapport, respectivement, aux droites d’équa-
tion x; = Ly et @9 = Lo (voir figure @1T).
Pour ¢ = 1..3 nous posons 7;(x) = | — x;| et nous définissons la fonction ;(x) par :

0;(x) €] —m ], x=(rix)sinb;(x), r;i(z)cosb;(x) ),

puis les fonctions X7 (z) et X5(x) par :

() = /OLl o1 () do + /Lm o1 () dr
() /0 T o) d+ / " oa(a) da

— Lo
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|
s Li+M Li+h -
<
+
9
<
_l’_
S
x
<
+
3
Ty 2(L1 + hl) 5

F1G. 9.11: Les points source image

et finalement les fonctions A;(x,t) et B;(x,t) par :

Ay(x, 1) = (cos 0i(@)Ea(w2) + sin 0:(@)S1 (21)) ”(tw) >0
et
_ 21
Bi(z,t) = (Jcos 0;(x)| X1 (x1) + [sin O;(x)| X2(x2)) n@? @

Théoréme 9.1.5 La solution uo"vh2lulz(g ) = Gohvhalule (g t) du probléeme (112
est donnée par :

3
Ga,hl,hz,Ll,Lz (a:,t) _ Gg’oo(w,t) + Z G?,hl,thl,LmOO(w,t)
i=1
avec

Hlct—r - N
Gq,h1,h2,L1,L2 (CE, t) _ (C t Tl(w)) e~ Ai(®t) oq [BZ(ZE, t)} . (9113)

A
27r\/t2 — m(:zc)Q

9.1.3 Le cas d’'un domaine rectangulaire borné

9.1.3.1 Expression de la solution analytique dans le cas de PML infinies

Nous nous intéressons dans cette section a l’expression explicite de la solution fondamentale
u”h> de 'équation des ondes dans le carré Q = [—h;h]? entouré d’une PML infinie. Pour
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des raisons de lisibilité des résultats, nous nous limiterons au cas ou la source est située au
centre du domaine de calcul, mais la généralisation des résultats ne présente pas de difficulté
particuliere.

o,h,00

Nous cherchons u solution du probleme :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que

1 0%u - -

Sap — (DL)Pu— (DL)%u=0d(w) x 5(t), dans R? x R, (9.1.14)

u(x,t) =0, pour ¢ < 0.

= 1 <
avec o(x) { - 8 : {z; > Z (voir figure @T2)).

O'(.%'l)>0 O’(wl)—o U($1)>0
O'(.%'Q)>0 O’($2)>0 U($2)>0
o(xy1) >0 o(x1)) =0 o(xzy1) >0
o(xa) =0 o(xa) =0 o(xe) =0
O'(.%'l)>0 a(a:l):O 0'(371)>0
O'(.%'Q)>0 O’($2)>0 0'(372)>0

Fia. 9.12: Configuration du probleme
Posons maintenant rgp(x) = || et définissons la fonction Ogg () pa :
Ooo(x) €] — 7,7, x = (roo(x)sinboo(x), roo(x)cos Opo(x) ),

puis la fonction ¥g(x) par :

22. La notation 00 sera justifiée dans la section suivante
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et finalement les fonctions Ay (x,t) et Boo(x,t) par :

et

Ago(z,t) = (Jcos Ogo(x)| Xo(w2) + [sin Ogo(x)| Xo(z1)) root(a:) >0
. t2 1
Boo(x,t) = (|cos Opo ()| Zo(x1) + |sinbpo(x)| Xo(22)) @R &

Théoréme 9.1.6 La solution u®m>(z,t) = G (x,t) du probléeme (LIIA) est donnée

par :

9.1.3.2

H(ct—roo(x))

Go™ (@) = : z e
2ma /12 — mo(gm)Q
(9.1.15)
H(ct—
e (x,t) = (et~ roo(x)) e~ A0@) cos [Bog(z, )] , x € IR*\Q.

—~
—
[¥]

roo(x
27T t2 - 62

Expression de la solution analytique dans le cas de PML finies

Nous supposons maintenant que le domaine §2 est entouré de couches absorbantes de largeur
L et nous imposons une condition de type Neumann a leur extrémité. Nous nous intéressons
donc au probleme :

\

Trouver u: R? x Ry — IR tel que

1 0%u o \2 o \2 2

e (Dg,)w— (Dg,)"u = 6(x) x 6(t), dans [-L;L]* x IRy,

g—u(a:,t) =0, pour x1 = +L (9.1.16)
Z1

g—u(w,t) =0, pour xo = £1L,
‘)

u(zx,t) =0, pour t < 0.

Nous définissons les points sources images (x;)(; jyez par

nous posons r;;(x) = |x — ;5| et nous définissons la fonction §;;(x) par :

puis les

(
91]($) S ] — 7T,7T] , = ( Tij($) Sinel’j($), ’I“ij($) CoS 92]($) )t,

fonctions (X;(x))scz par :

L
Yi(x) = (2 — 1)/0 o(x) dx + o(x)dr sii<D0,
L

(x) dx

dx + o(x)

sii >0,

;
Ei(x):(%—l)/ o /

0
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et finalement les fonctions A;;(x,t) et B;j(x,t) par :

. t
Al-j(ac,t) = (‘ COSs 91]($)|2J($2) + |sm 92]($)|Zz(1'1)) > 0
rij(e)
et
. t2 1
Bij(z,t) = (Jcos 0;5(x)| Zi(z1) + [sinbij(x)| £j(22) | — =5 — =
rij(x) c
T_ij T_1j Zoj Iy Tij
O e e D e e > e e >e
A A A A A
r————+T———~— T T T T T T T TT T T T T T T T TN
L I S S
| | | | | : | | | : | |
[ N : [ : I
v i1 [ y L-11 1 1 vxol I 1 1 v | v T4l
P Y S [ SR IR >0 + + + ° } } } P Y [ IR IR >0
A (T o T 1o A
: [ [ [ [ :
[ [ N (I [
[ _'i'___ T T T T T
R =3 I
[ I N I [
[ I I I
vy -0 I 1 10 00 I Lo I | v Li0
:( ......... | N >0 } ° } PY S [ I > :
: [ I [ A
: [ I 2(L+h) [ :
: [ I | [ R
: I I
: I I Y I R I |
: I [T [ I
: I (T [ o
v L—i—1 | | r_1-11 |1 To—1 1 1 ri—1 | v Li—1
P Y S | SEIRIRY >0 r } } ° + } } O~ [ IR >0
A I A o A o o ol A
: I : [ : (I : I :
[ I T [ A S B I
I I : I I
I S A J
v T—i—j T—_1—j v TO—j Ti—;j v Li—j
e N S e e D e e e

F1Gc. 9.13: Les points sources images

Théoréme 9.1.7 La solution u®M(x,t) = GoME(x,t) du probléme [ILIIG) est donnée par :

Gz ) = Y GIM (1)
(i,)€??
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9.2 Démonstrations des théorémes [3.1.1] &

H(ct—rij(x))

2my /12 — —rijc(Qm)Q

GoME (x,t) =

i e~ i@ cos [ Byj(,1)] . (9.1.17)

Remarque 9.1.6 Pourt et x firés, GZ°(x,t) est une somme finie. En effet, sii et j sont
tels que rij(x) < ct, alors G;-’]?h’L(a:,t) est nulle.

Remarque 9.1.7 Il est évident que

o,h,L. _ ~o,h,00
Got = goee,

9.2 Démonstrations des théoréemes O.1.1] a

9.2.1 Démonstration du théoreme [O. 1.7

Soit G7*°(z, t) la solution du probleme (EIT)). Comme au chapitre précédent, afin d’utiliser
la méthode de Cagniard-de Hoop, nous appliquons successivement & G;°(x,t) la trans-
formation de Laplace en temps et la transformation de Fourier suivant x;. La fonction
o @f’oo(kt, x9, s) vérifie 'équation différentielle ordinaire :

32 ANO,00
_2)G7 :(5(.1'2 —h),

(2

s d S d@g,oo
_ & i k>
s—i—a(mg)dxg(s—i—a(m) dxa ) c

2
que nous pouvons réécrire en utilisant le changement de variable Xo = x9 4+ — / o
s$Jo

d2G

2
_Y 2+ G =68(Xy— ).
dX§+( +02)g (Xo —h)

~ ~ 1 [2
ot G(k, Xo,s) = G <k,x2 + —/ a,s> .
$Jo
Il est bien connu que la solution de cette équation est :

2.1
o~ +5) 5 Xa )

~

g(ka XQ, ‘9) =

2(k? + )2

c2

soit, en revenant a la variable x5 :

*(k2+§)%‘$27h7 E(:Q)‘
G7(k,xq,5) =

1
2(k% + %)2
Remarquons que, si x2 est positif, X(xq) =0 et

2.1
o 45 o
Gi7 (k’xQ,S) =

2(k? + £5)2
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On retrouve bien la transformée de Fourier-Laplace de la solution fondamentale de I’équation
des ondes (voir la section [[ZTl), ce qui démontre la premiere partie du théoreme :

. Hlct—
Gq’oo(xl,xg,t) = (Ct—T('JJ)) xo > 0.

' 2w/ t2 — —T(Z;)Q ’

Nous supposons donc maintenant que zo < 0, alors il est évident que

X(w2)

To —h — <0,

donc .
(k24557 (wpmn—E22))

af’oo(k,mg,s) =
2(k2 + £5)2

. ;s . . < /NO.00 .
Comme au chapitre précédent, nous appliquons maintenant & G;*> la transformation de

Fourier inverse suivant x1 :
2,1 = .
400 e(k2+i72) 2 (x27h7¥>,zkml

O ,00 _ 1
Gi (.7]1,1‘2,8) - E/_OO 2(k2 N %)% dk.

A la différence du chapitre précédent et des cas étudiés dans la quatrieme partie, le terme
contenu dans I’exponentielle n’est pas homogene en (k,s). L’application du changement de
variable habituel k£ = ps/c nous permet néanmoins d’obtenir :

xo—h

1 /+oo o~ 222 (14p2)3 s [ —(1497) 2 (222 )4ip2L | /+°°

é?’oo(ml, x2,8)

) T . V(p) dp).

Nous obtenons donc le produit de deux exponentielles, 'une indépendante de s, 'autre,
dépendant de s, qui est celle qu’on retrouve classiquement dans toutes les applications de la
méthode de Cagniard-de Hoop.

Nous allons maintenant utiliser le contour de Cagniard-de Hoop I' défini par :

} |

r=T+url—,

t 2t2
I+ = {pzvi(t)z—ic—sinﬁtiosH\/6—2—1, t>
r r

avec r = r(x) et § = f(x) définis a la section précédente. Nous avons ainsi:

ol

x1 =rsinf,
x9 — h = rcosé.

Le contour I' a bien évidemment été choisi pour que

Xro —

h LT
—(1+P2)%( )—i—zp?l:tE]RJr, pour p € T'.
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On montre alors, comme au chapitre précédent que :

/+OO U(p) dp = —/F\I’(p) dp,

—00

sort E(za) 2\3 2% @a—h
1 e~ (14p°)2 o—s [ —(14p?) 2 =5

+ip=t ]

ég’m(ml, x9,8) =

- dp.
47 T (1 _{_pZ)%

Nous utilisons alors les paramétrisations p = v (¢) et p = v~ (¢), pour t > r/c, respectivement
sur I'" et '™ et nous remarquons que :

e —(1 —|—p2)%(x2 )+ z'pﬂ =t, (par construction),
c
d dt

° p == S sur I'F (voir section [[ZTJ),

1+p?)2 (P -3)

1

(1+p2)§ t . L1 ,,2 2 1

o« — =—p($2—h)¥lﬁ(t —0—2)2, sur I,

Donc, comme ¢ varie de +00 a < sur I't et de Zatoosur ' :

+o0 z P21 . #2.1 —st
é?oo(whm,s):ﬁ // ¢ e hRtes) [e_ir_%z(m)(ﬁ_c_;p + 6“_%2(962)“2_?2)2} (te .
r/C

ce qui peut se réécrird®) :

~ 1 +oo —Jza—h|S(z2) Y T r? 1 e=st
7,00 - = T2 r2) 3 <1 2 ' 35
G} (21,22, 5) 2W/T e cos 7022(m2)(7§ 02)2 e ﬁ)% dt.
c c2
Finalement, on a bien :
efA(m,t)
G7™ (w1, w9, t) = cos [B(z,t)]. (9.2.1)

(3
27n/t2—2—§

9.2.2 Démonstration du théoreme 9. 1.2

La démonstration du théoréeme repose essentiellement sur le principe des images : con-
sidérons le probléeme suivant, appelé probleme image :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que
1 32u a2u DO—* 2 5 * 5 t d ]R2 R (922)
C—gw—a—x%—( 7)) u=0(x —xg) x 6(t), dans x g,
u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.
o*(x2) = o(x2) sixzg > —L
avec o* tel que (voir figure m

o (x9) =0(—2L —x9) sixze < —L
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F1a. 9.14: La fonction o*(z2)

Ce probléme étant tres similaire au probléeme (II), on vérifie facilement que la solution
u”®(x,t) = G, (x,t) du probleme ([LZZ) est donnée par :

GH7 (1) = M e~ A@D cos [B(z, 1)) . (9.2.3)
It /t2 _ T(:;)

ou les fonctions A(x,t) et B(x,t) sont définies comme & la section Il Nous pouvons
maintenant appliquer le principe des images :

La solution u”*°(x,t) = G7*°(«x,t) du probleme (L) est donnée par :
G7®(x,t) = G7™(z,t) + GI™(z,t)
avec Gy (x1,x9,t) = G*9® (11, —2L — x9,t) : le champ réfléchi par la frontiere de la PML
est équivalent au champ incident du probleme image.
Remarquons que :

o r(x1,—2L — x9) = 1" (x1,22) ;

[ ] 0(.%'1, —2L — 1’2) =TT — 9*(1'1,.%'2) N

—2L—x2 —L —2L—x2
o M(—2L —x9) = / o (z)dx| = / o(x)dx| + '/ o(—2L — x)dz|,
0 0 —L
or, en utilisant le changement de variable y = —2L — x, on obtient :
—2L—x9 )
'/ o(=2L — x)dx| = '/ o(x)dx|.
—L —L
Finalement :
—L T2
Y(—2L — x9) == / o(z)dx| + '/ o(z)dz| = X*(x2).
0 —L

23. En utilisant e'® + ¢~ = 2cosa.
24. o* est le prolongement de ¢ par parité par rapport a la droite o = —L.

172



9.2 Démonstrations des théorémes [3.1.1] &

Donc
t
(z1, 2) | cos 01, z2) |3 xZ)r(xl,—QL—xz)
= |cosO0*(xy,x2)|X" (x )#
12 2 ’I"*(l'l,CUQ)
= A*("El,xQ)
et
B(z1, —2L — 2») |sin 021, —2L — 29)[S(—2L — x3) c 1
x1,—2L —1x9) = |sinf(z1,—2L —x —2aL — T2
15 2 15 2 N\ (g, —2L — 25)2 2
— [ @) ()| e~
= B*(r1,2).
Finalement
GI>®(x1,29,t) = G"7(x1,—2L — x9,1)

H(ct—r*(x)) e A @) o3 [B*(x, 1)] .

* 2
2my/t2 = g)

9.2.3 Démonstration du théoreme 0. 1.3

La démonstration des estimations d’erreur est trés similaire a celle du chapitre précédent.
Nous notons de nouveau u la solution du probleme (BIITl) et nous introduisons 'erreur (ou
champ réfléchi) définie par :

el =yl .
Il est clair que :
,,,,*
esl(x,t) =0 sit<—,
+oo r*
ol (x,t) = Gol(x,7) f(t—7)dr sit>—.
0 Cc
Nous en déduisons que :
le? (@, )| < || fllzeeo) - IG (337-)HL1(§¢) sL— <t< ” + 7,

(9.2.4)
o,L . r*
el (e, t)| < || fll oo,y - IGT (2, )l pre—ryy sit> - +T.

Nous devons donc estimer la norme L' en temps de G?’L(a:, .). Il est évident que

|cos [B*(x,t)]| < 1.
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Donc

1 *
Gr (@) < e
2my /12 — =5 ((:f)

Remarquons que la fonction ¢ — e~4" (@1 est décroissante pour ¢ > 0, ains :

1 * r* t dT
07L * J— —A (mvT) J—
IG7 @ My < e / Jeo=
C

(9.2.5)
1 -~ ct + V22 — 2
2 ™
et, pour t > = + T :
1 . t dT
GOHL . _ < — —A (:v,t—T)/ a—
1GT™ (@, L1 < on T \/m’
C2
(9.2.6)
1 —2L5 cos 0* t_TL ct + W
= —e r* Og ’
o c(t_T)+\/02(t_T)2_r*2

On conclut alors facilement & partir de ((L2Z6), (C2Z3) et (2.

Intéressons-nous maintenant aux estimations uniformes (LLY) et [@T9). Nous rappelons la
définition des deux ensembles Q1 (t) et Q2(¢) introduits au chapitre précédent :

Q(t)={xeRL/c(t—T)<r*(x) <ct}
0u(t) = [ € B / (@) < et - T))

Comme au chapitre précédent nous devons chercher une borne supérieure de :

. 2L+ h
sup  ||GTE (2, |0 e sit> ,
ce(t) Lz 1) c
et de : oL+ h
sup ||GPF (@, Mpre—r,e st > +T.

x € Qa(t)

Les bornes supérieures des fonctions Log ont déja été calculées a la section B2, nous cher-
chons donc a majorer les exponentielles. Il est évident que calculer

—2L7 cos 0* () L= L.

L— *
sup e~ HTeost (@) o sup e (@)
x € Qi(t) x € Qa(t)
est équivalent a calculer respectivement
cos 0* (x)

inf cosf*(x) et inf
) zet)  rH(x)

25. Comme z2 > 0 on a : ¥*(x2) = 25(—L) = 2LG.
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9.2 Démonstrations des théorémes [3.1.1] &

xo+2L+h

()
et il est évident que @ +— x9 + 2L + h et  — r*(x) atteignent respectivement leur minimum
et leur maximum au point « = (ct,0) :

cos 0% (x) =

inf xz9+2L+h

. * x € Q(t) 2L+ h
inf cosf*(x) = E = .
x € Q1(t) sup 77 (x) ct
x € Q(t)
De méme e L4k
f cos0*(x) = eHsl)g(t) w2 2L+ h
m == = .
x € Qa(t) T’*($) sup r*($)2 62(t — T)2
x € Qa(t)

On vérifie alors facilement que :

1 _ 2L(L+h)7 ct 212
up G @ Mg < e Log <_+ __1>

= 2
vemo o " " (9.2.7)
2L+ h h
- 1 _2L(2L+h)T t+/t2—(t—T)2
sup HGT’L(:JI;7 ,)HLl(ﬁ7 9 < 2—6 2t Log < t—j(“ )
rem ‘ " (9.2.8)
2L+ h
si t>T+ i ,
c
et
_ 2L(2L+h)T t + /t2 _ (t _ T)2
sup HGg’L(wa-)HLl(t—T, ) = o€ A=) L0g< P
e " (9.2.9)
2L+ h
si t> i +T.

En remarquant que, pour t > @ + T,
L L
IG5 (@ Mz, o > 1GT (@, )Lt e, )
on établit facilement les estimations uniformes a partir de (Z7) et (LZF).
9.2.4 Démonstration du théoréme [0.1.4

1 [
En appliquant le changement de variable X; = x1 + — / o, le probléme (@I10) devient :
sJo

Trouver u : IR? x Ry — IR tel que

i@ — ﬂ —(DZ)%u = 6(x) x §(t), dans R? x R (9.2.10)
ot 9X? 2 ’ *

u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.
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Soit F(Xi,z2,t) la solution de ce probleme. En utilisant la méme démarche qu’a la sec-
tion @27l on montre que la transformée de Laplace de F' vérifie

- 1 o0 o= ER gt E s [ (14 F (2 )ip T |
/ : : dp,

F(Xl,IQ,S) = ——
A J o (1+p2)2

soit, en revenant a la variable xq :

1 1ooo—hy .
B 1 +00 G_M(l_i_p?)g _ZPMG_S [ —(1+p?)2 (%)Hpﬂ% ]
GP™> (z1,22,8) = —/

q b b

dp.
A J oo (1+p2)2

Il ne reste plus qu’a utiliser le méme changement de contour qu’a la section .21l pour obtenir
le résultat.

9.2.5 Démonstration du théoreme

La démonstration de ce théoréme repose a nouveau sur le principe des images. Considérons
d’abord le probleme image :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que

1 9%u oi\2 o3\2 2 (9.2.11)
_QW_(D:B}) u— (Dg2)*u=9d(x —xg) x4(t), dans R* x IR, s

c

u(zx,t) =0, pour ¢ < 0.

avec o] et o5 prolongées comme a la section L2 :

O'T(.%'l) = a(xl) si I S L1 O';(.%'Q) = O'(xg) si X9 Z —L2
et
O'T(.%'l) = 0'(2L1 — 1‘1) sixzy > Iy O';(.%'Q) = O'(—2L2 — .%'2) sixg < —Lo
Il est évident que la solution du probleme B2.TT] s’écrit

H(ct—r))

277\/t2—r(ci2)2

Il ne reste plus qu’a appliquer le principe des images : la solution

G (. 1) = e~ A@) (os [ g(gg,t)] (9.2.12)

w0 hhes L, Le (z,t) = @Goshishe, L, Lo (1)

du probleme (ZTTZ) est donnée par :

3
G07h17h2,L1,L2 (ac,t) — GZ’OO(ZE,t) + ZG;",hlthLl,LQ@O(m’t)’
=1
avec
thf,hl,h27L17L27OO(m17x27t) _ G;’U’OO(QLl _ ml,xg,t)

Gg’hl’hQ’Ll’LQ’m(ml,ﬂcQ,t) — G;’U’Oo(xl, —2Lsy — 29, 1)

Gg’hl’hQ’Ll’LQ’oo(l'l, x9, t) = GZ’J’OO(QLl —x1,—2L9 — 9, t)
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9.2.6 Démonstration du théoreme

La démonstration se fait de la méme fagon qu’a la section L2Z41

9.2.7 Démonstration du théoreme [O. 1.7

Pour pouvoir construire le probléeme image nous définissons la fonction o*, prolongement de
la fonction o par périodicité (période 2(h + L)) par :

o*(x 4+ 2k(L + h)) = o(x), rxe€[-h—Lh+L], kelZ

Le probleme image s’écrit alors :

Trouver u: R? x Ry — IR tel que

1 0%u o o

i (DZ)?u — (DS, )?u=d(z) x &(t), dans R* x Ry, (9.2.13)
u(x,t) =0, pour ¢ < 0.

La solution de ce probleme s’écrit alors :

Gabo'($, t) — H(C t - 7’00(33)2 e—AOO(fB,t) Ccos [B(]O(m, t)] .
o /2 — rool@)?

c2

Il ne reste plus qu’a appliquer le principe des images : la solution
uo’h’L(.%',t) _ GU’h’L(.’B,t)
du probleme (ZZT3) est donnée par :

G () = Y GI(a,t)
(i,j)€P?

avee H(ct—ry())

2w/ 12 — —mé;})Q

9.3 Résultats numériques concernant le probleme du demi-
espace

G (1) =

. efAij(mvt) cos [Bij (213, t)] :

9.3.1 Analyse des solutions fondamentales 2D

Dans toute cette section nous avons choisi h =1 et ¢ = 1.

9.3.1.1 Analyse de I’erreur relative

Comme au chapitre précédent, afin de faciliter la représentation graphique, nous introduisons
Perreur relative définie par :

o,L G;“T’L(wvt) —A*(a,t) *
Yy’ (.’B,t) = m =e€ >/ COoS [B (ﬂ:,t)]a T € Q(t)

177



Chapitre 9

Les Couches absorbantes Parfaitement Adaptées

Sur les figures a @17 nous représentons, a trois instants différents (¢t = 3,5 et 7 de haut
en bas), les lignes de niveau de la fonction z +— vy L (z,t). Chaque figure correspond & une
valeur de (7, L) (= (10,0.1), (50, 0.1), (10,0.1)).

ot

,/ \\
-6 -4 -2 0 2 4 6

-8

8

0.6

0.4

0.2

0.8
0.6
0.4
0.2

Fi1c. 9.15: 2 — V;O’O'I(m,t),t =3,5et7

0.1
0.05
Al
0
o . ) ) . @ . -0.05
8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
4
02
ol 0.1
/ 0
) @
0 i Y
8 6 -4 -2 0 2 4 6 8
4
02
2r 0
. l§ @! 02
8 6 -4 -2 0 2 4 6 8

0.02

0.01

pP— N
0 ‘ ‘ “— ‘ 0
8 _6 -4 -2 0 2 4 6 8
4
0.1
0.05
2r J
~ 0
o ) (7 "\ ~0.05
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
4 02
0.1
2r 4
.\ ( , 0
0 r iz Y. -04
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
10,0.5

Fi1G. 9.17: z +— v,

On remarque que :

(z,t),t =3,5et 7

(z,t),t =3,5et 7

e 'amplitude de l'erreur décroit fortement avec o et L. Par exemple, pour ¢t = 3, le
niveau de l'erreur est 0.6 pour (7, L) = (10,0.1), 0.1 pour (7, L) = (50,0.1) et 0.03 pour
(@, L) = (10,0.5). De plus, comme l'estimation d’erreur uniforme ((L.8) nous I'indique,
I’erreur diminue plus rapidement avec L qu’avec 7 ;

e comme au chapitre précédent, 'amplitude de l'erreur augmente avec le temps. Ce
comportement est encore une fois cohérent avec 'estimation uniforme (L) ;

e quand 7 (ou L) augmente l'erreur relative se concentre de plus en plus au voisinage de
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la frontiere absorbante et du front d’onde. De plus, sa dépendance par rapport a la
variable d’espace devient de plus en plus compliquée (le nombre d’oscillations dues a la
fonction cosinus augmente).

9.3.1.2 Etude de ’erreur en fonction du temps

Dans les paragraphes suivants nous ne nous intéresserons qu’aux variations de & et nous
choisirons L = 0.1 (ce qui représente 10 % du domaine de calcul que nous utiliserons lors des
expériences avec terme source).

Dans cette section nous voulons étudier I’évolution du champ réfléchi en un point donné x en
fonction du temps. Tous nos points d’observations sont situés sur le cercle r*(x) = 5 de telle
sorte que le champ réfléchi arrive sur ces points au temps ¢t = 5.

e Le cas du point 0(x) = 0. A la différence des CLA, le champ réfléchi n’est pas continu
en temps au point ¢t = (z9 + 2L + h)/ Cela s’explique par le fait que la fonction
t— 'yf’L(O, x9,t) ne s’annule pas en t = (xg + 2L + h)/c. Cependant le saut en temps
de 777(0, 24, t) déeroit quand o (ou L) augmente comme le montre la formule

To,xo + 2L+ h
C

7O, )= ),

les fonctions t — GZ* (0,22,t) et t — ’L(O, x2,1) sont toutes deux strictement décrois-
santes et tendent vers 0 quand ¢ tend vers U'infini. Ces propriétés sont illustrées sur les
figures et : nous avons représenté, sur la figure @18 les variations de t —
G2 (z,t),t € [0,20] et, sur la figure [II9, les variations de t — 77% (x, 1), ¢ € [0,20]

pour & variant de 50 a 100.

e Le cas des points 0(z) # 0. Dans ce cas t — GI*(0,22,t) et t — 777 (0, 22,t) ne
sont plus des fonctions décroissantes mais tendent néanmoins vers 0 quand ¢ tend vers
Iinfini. Sur les figures et nous représentons les variations de ¢t — 7, ’O'I(w,t)
pour § = 7/6 et § = 7/3. Sur chaque figure, o varie de 1 & 5. Il est évident que plus

O(x) est grand, plus la fonction ¢ — %‘?’L(O, xa,t) oscille.
Rappelons que, dans le cas des CLA, nous avions

lim AN(x,t) = (=) et donc GV (x,t) ~ (~1)NG(x,1).

t——+o0 t—-+4o0

Avec les PML nous avons :

lim 7%%(z,t) =0 et donc lim GoL(x,t) =0.

t—-+4o0 t——+00

Les PML sont donc plus efficaces que les CLA en temps long.

26. Le temps d’arrivée de l'onde.

179



Chapitre 9 Les Couches absorbantes Parfaitement Adaptées

X 1‘0
1 —0=50
—0=60
0.8r o=75 |-
—0=90
0.6t —0=100|/
0.4r
0.2r
0 5 10 15 20

t
FIG. 9.18: t — GZ™ (z,1),r* = 5,0 =0

x10~*

—0=50
—0=60

o=75
—0=90
—0=100|]

10 15 20
t

Fic. 9.20: t — 7?’0'1(36,15),7'* =5,0=
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X 1‘0

77 —0=50

6! —0=60
o=75

5r —0=90

4l —0=100] |

3,

2,

1,

0 5 10 15 20

t
Fic. 9.19: t — 17" (z,t),7* = 5,0 = 0

-3

X 1‘0

—0=50

—0=60
o=75 |7

—0=90

—0=100|

P ——,
10 15 20

t

Fic. 9.21: t — 7?’0'1(36,15),7'* =5,0=



9.3 Résultats numériques concernant le probléeme du demi-espace

9.3.1.3 Etude de l’erreur en fonction de la distance au point source image

Nous considérons ici les variations spatiales du champ réfléchi suivant un rayon issu du point
image % (nous ne nous intéressons évidemment qu’a la partie de ce rayon incluse dans le
demi-plan IR%). Pour une direction donnée 6 €] — /2, 7/2[, ce rayon peut également étre
défini par :

Dg={z € R% /0(x) =0} = {(r*sind, 7" cosf),r* > (2L + h)/ cos 0}

Nous représentons sur les figures suivantes les variations du champ réfléchi G f’o'l, pour 6 fixé,
en fonction de 7* > (2L + h)/ cos 0, pour différentes valeurs de ¢ et o.

e Pour 8 =0, r* > 2L+h. Nous avons représenté, sur les figures @22 4 @28, les variations
de GZ! suivant Dg pour trois valeurs de ¢, t = 3,5,8. Chaque figure correspond a une
valeur de o, et I’échelle varie donc énormément d’une figure a 'autre. On constate ici
encore que la discontinuité du champ réfléchi devient de plus en plus faible quand o
augmente.

e Pour § = /6, r* < 2(2L + h)/v/3. Nous avons représenté, sur les figures a @29,
les variations de G2 suivant D /6 pour trois valeurs de ¢, ¢ = 3,5, 8.

e Pour § = /3, r* < 2(2L + h). Nous avons représenté, sur les figures a @29 les
variations de GZ%! suivant Dy /3 pour trois valeurs de ¢, t = 3,5,8. Le profil de I'onde
réfléchie est plus compliqué que dans le cas § = /6, particulierement pour o grand.

9.3.1.4 Etude de l’erreur en fonction de Pangle

Nous nous intéressons ici & l'erreur relative v, ’0'1(3;, t) le long du front d’onde réfléchi défini

par :
2L+ h

WE.(t)=00(t) = {xz € R} /r*(z) =ct} (# 0 pourt> )

Soit My(t) = (ctsinb, ctcosf) € WF,(t) (remarquons que My(t) décrit W F,.(t) quand 6 varie
de —arccos & & +arccos &), on déduit facilement de (T4 que :

ct ct

I Nz, t) = Ry 1 (0) = e 25 Jo o()ar.
mHMg(ltr)I,lmEQ(t) T (113 ) ’L( ) ¢

Comme pour les CLA, la courbe représentant les variations de I'erreur relative ~, ’0'1(:3, t) en
fonction de la direction 6, le long du front d’onde réfléchi W F,.(t) n’est rien d’autre que la
partie de la courbe de la figure [ obtenue grace a ’analyse par ondes planes, correspondant
a — arccos % < @ < arccos %

9.3.2 Le cas d’un terme source

Pour valider notre solution exacte, nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus par
un code de différences finies. Dans nos expériences, la fonction source est une dérivée de
Gaussienne tronquée:

ft) =4

2
== {e—%ﬁ)(t—m) } H2to— 1), fo=10, to =1/fo. (9.3.1)
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007 | | =
0.06/
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r

FIc. 9.22: r* — A2 (r* 0 = 0,1)

0.8/ I J
0.6¢
0.4r

0.2¢

FIG. 9.24: r* — A2 (r* 0 = 0,1)
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r

FIG. 9.26: 1* > A2 (r* 0 = 7/6, )
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X 1Q
—t3
6 —1=5/]
sl —te7
8 10

FIG. 9.28: r* — A2 (1r*,0 = 7 /6, )

— =3
0.15 —t=5|
0.1F
0.05/
o= : : ‘
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r
FIG. 9.30: r* — A2 (r*,0 = 7/3,¢)
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FIG. 9.32: 1% > A2 (r* 0 = /3, 1)
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FIG. 9.29: r* — A2 0 = 7/6,1)
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FIG. 9.31: r* 122 (1r*,0 = 71/3,t)
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Nous avons comparé, sur les figures a @39 la solution analytique (en haut sur chaque
figure) a la solution numérique (en bas sur chaque figure) pour trois valeurs de @ : & =
16, 32,4. Sur chaque figure nous avons représenté les lignes de niveau de la solution au
temps t = 0.4. Les figures de gauche représentent le champ total et celles de droite le champ
réfléchi ('erreur). Pour faciliter la représentation, le champ réfléchi a été amplifié d'un facteur
dépendant de o : 5 pour ¢ = 16, 10 pour o = 32 et 50 pour o0 = 48. Dans tous les cas, les
résultats montrent une tres bonne concordance entre les deux solutions.

Nous avons également comparé les deux solutions au point (0.9,0.1) en fonction du temps
sur les figures a La courbe bleue représente la solution “analytique” et la courbe
rouge la solution numérique pour trois valeurs de & : & = 16,32,48. Comme précédemment,
les figures de gauche représentent le champ total et celles de droite le champ réfléchi.

9.3.2.1 Estimations d’erreur L*°

Nous avons comparé la norme Lo, du champ réfléchi (les courbes bleues) aux estimations uni-
formes (LX) et ([IJ) données par le théoreme (les courbes rouges) sur les figures
a La source est un échelon temporel : f(t) = 1510 <t < 2et f(t) = 0 sinon. Notre
estimation est pratiquement optimale pour @ = 10 et devient moins précise (quoique tres
acceptable) quand & augmente.

Puisque nous avons utilisé la norme L*° de la fonction source pour établir nos estimations
d’erreur, cette estimation peut ne pas étre trés précise pour des fonctions sources plus com-
pliquées. Pour vérifier ce point nous avons répété les expériences précédentes avec une source
de la forme ([@3]) et de fréquence fy = 1. Ces expériences sont illustrées sur les figures
a @5 pour & = 10,20, 100. L’estimation est visiblement moins précise que dans le cas d’une
source échelon mais elle fournit encore une borne supérieure raisonnable.

9.4 Résultats numériques concernant le domaine entouré de
PML

9.4.1 Comparaison avec une solution numérique

Nous avons également comparé nos résultats a ceux obtenus par un code numérique dans
le cas d'un domaine de calcul entouré de PML. Le domaine de calcul est [0;1]2. La source
est ponctuelle en espace, placée au point (0.5,0.5), Pexpression de sa partie temporelle est
donnée par ([I3T]). Nous avons choisi o = 32. Nous représentons, sur les figures a @
la solution analytique (& gauche sur chaque figure) et la solution numérique (a droite sur
chaque figure) pour six valeurs de ¢ : ¢t = 0.4, 0.7, 1.2, 1.7, 2.5 et 5. Les deux solutions sont
encore une fois trés proches, méme en temps long.

9.4.2 Comportement de la solution en temps long

Nous avons vu, lors de I’analyse de lerreur en fonction du temps dans le cas du demi-espace
(page [[TY) que l'onde réfléchie tendait vers 0 en temps long. Il est possible de généraliser
cette étude au cas du domaine rectangulaire et de montrer que :

27. Dans cette partie o est une fonction quadratique de x2
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lim G{""(x,t) =0  pour (i,j) # (0,0).

t—o0
Comme
+oo +oo
. o,h,L _ . o,h,L
i e = 33 i 07 e

1=—00 j=—00

est constitué d’une infinité de termes, rien ne prouve que

7h7L
Go’h’L($,t) _ Ggo — GU,h,oo’

t—o0 )

mais le fait que chaque fonction

AL
GZ]' (1)

converge spectralement vers 0 pour (i,7) # (0,0) nous incite fortement & le penser. Pour le
vérifier expérimentalement, nous avons répété ’expérience précédente en utilisant des PML
infinies, c’est-a-dire que nous n’avons calculé que la convolution du terme source avec la
fonction Gg:g L Sur la figure nous avons représenté les lignes de niveau de la solution
obtenue aux temps t = 2.5 (a gauche) et ¢ = 5 (a droite). Les instantanés sont identiques a
ceux représentés sur les figures et 57 de la section précédente : en temps long les ondes
réfléchies uthL sont négligeables devant ’onde incidente ug:g L Pour mieux comprendre le
comportement de la solution dans les PML nous avons représenté une coupe de ces instantanés
suivant 1’axe (Oy) sur les figures et

Nous avons également comparé la solution totale u a u&’g L aux points (0.75,0) (dans
le domaine de calcul) et (1.05,0) (dans la PML), respectivement sur les figures et 62,
pour ¢ variant de 0 a 10). Ces figures montrent un comportement similaire des deux solutions.
Pour affiner notre analyse nous avons représenté ces deux solutions sur un intervalle de temps
plus restreint (pour ¢ variant de 1 a 10) sur les figures et On remarque que, tant
dans le domaine de calcul qu’a 'intérieur de la couche, les deux solutions different pendant un
intervalle de temps trés court (& peu pres pour ¢ variant de 1 a 2) sous l'influence des ondes
réfléchies puis adoptent le méme comportement. Cela se voit encore mieux en représentant

la différence des deux solutions (figures [LGH et B60).

o,h,L
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Troisieme partie

PML stabilisées pour ’acoustique
en écoulement
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Chapitre 10

Analyse des PML classiques pour
I’acoustique en écoulement

ous nous intéressons dans ce chapitre aux méthodes de couches absorbantes par-

faitement adaptées pour les équations d’Euler linéarisées. Nous rappelons dans un
premier temps comment ces équations se déduisent des équations d’Euler. Nous mon-
trons ensuite comment obtenir le modele PML classique et nous rappelons les résultats
bien connus concernant l'instabilité de ce modele. Finalement nous présentons une
nouvelle analyse de ces instabilités, grace a la méthode de Cagniard-de Hoop.
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Contenu

10.2.1 Construction et mise en évidence numérique du phénomene d’insta-
bilité . . . . . e 206

Hoop . . . . o i e e e e e 212

198



10.1 Les équations de 1’acoustique en écoulement

10.1 Les équations de I’acoustique en écoulement

10.1.1 Linéarisation des équations d’Euler

Rappelons que les équations de ’acoustique en écoulement sont obtenues par linéarisation des
équations d’Euler qui s’écrivent

ou*

p* Er + p(u* - V)u* 4+ Vp* =0, (10.1.1a)
owr s
pr + div(p*u*) =0, (10.1.1b)

ol u* représente le déplacement de particules du fluide, p* la pression et p* la densité. Ces
deux derniéres inconnues sont liées par une équation, dite équation d’état, qui s’écrit, dans le
cas d'un gaz parfait :

dp*

T

dp*
ds* = CV — CPF (mc)
ol s* est 'entropie du systeme et C'y, et C'p sont les chaleurs spécifiques du gaz, respectivement
a volume constant et a pression constante. Dans le cas d’un flux isentropique on a de plus
ds* =0 et

* C
dp* = ¢ 2dp*  avec P = Wi et v= C—P, (10.1.2)
\%4
(c* est la vitesse du son dans le fluide considéré). Cette équation implique :
8]?* * 2 8/)*
. V * — * i * . V *
ot +u p c o +u [ I
ce qui devient, en utilisant (I0TTH) et la relation div(p*u*) = u* - Vp* 4+ p*divu* :
8 *
;1 Fut -Vt + 2 prdivat = 0. (10.1.3)

Les équations d’Euler pour un gaz parfait dans un systéme isentropique s’écrivent donc :

a *
o (;“; +p(u* - V)ut + Vpt =0, (10.1.4a)

*
65; + div(p*u*) = 0, (10.1.4b)
W | W+ P prdivat = 0 10.1.4c
8t p p )

*
o= 12 (10.1.4d)
p

28. On pourra se référer a [[6], ouvrage disponible sur internet.
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Supposons maintenant que le systeme soit dans un état stationnaire, défini par les quantités
Ug, Ps, Ps €t ¢, ne dépendant que des variables d’espace et vérifiant :
(

ps(us-V)ugs + Vpg =0, (10.1.5a)

div(psus) = 0, (10.1.5b)

us - Vps + 2 psdivau, = 0, (10.1.5¢)

2 =P (10.1.5d)
Ps

Si cet état stationnaire est soumis & une légere perturbation, les inconnues u*, p*, p* et ¢*
seront étudiées sous la forme

u* (21, T2, = ug(r1,72) + euc(r1,22,t) + 0(e),

*

t)
pr(x1,x2,t) = ps(x1,22) + € p=(21,22,1) + 0(€),
( ) )

pr(x1,x2,t) = ps(x1,x2) + € pe(1, 22, 1) + 0(€).

c(x1,x2,t) = cs(x1,x2) + € ce(m1,22,1) + 0(€).

Le systeme (T4 peut alors étre linéarisé. En effet I"équation ([.IZal) devient

0
Ps(us : V)us+Vps+€ <ps&+ps(us : V)ue +ps(ua : V)us + pa(us : V)us +Vpa>+0(5) = 0.

ot
En utilisant ([.5al) et en supposant que € est petit on a donc :
Ou,
Psor =+ ps(us - Vue + ps(ue - V)ug + pe(us - V)ug + Vp, = 0. (10.1.6)
De méme, les équations (ILTAD), (ILTZd) et (I0I1Ad) deviennent, respectivement
ap . .
3156 (peus) + div(psuc) =0, (10.1.7)
0
8]95 4+ us-Vp: + u. - Vps + 2 < 0s divu, + 2 “pe divug + 2¢. cspsdivugs =0 (10.1.8)
et
%, cq = - <p€ - %> (10.1.9)
s Ps
on vérifie facilement que cette derniere équation se simplifie :
1 (pe Pe)
Ce==Cs | ——— 10.1.10
T2 <ps Ps ( )
et donc que peut se réécrire
Ope Pe e Lo
ey +us - Vpe+u, - Vps—l—csps d1vu€+csp€ d1vu3—|—c — — — | psdivus, = 0. (10.1.11)
Ps Ps

Nous allons maintenant adimensionner ces équations : soient pg une densité de référence et
co une vitesse de propagation du son de referencc- et soit L une longueur caractéristique

29. Par exemple po = ps(0,0) et co = ¢5(0,0).
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10.1 Les équations de 1’acoustique en écoulement

L
du problém. On normalise u. et ¢, par ¢, p. par pg, p. par cg po,  par L et t par —,
c

c’est-a~dire qu’on pose :

Ue=CoU, C:=0oC, pe=pop, Pe=Copop, T=LE et t=—.

Pour ne pas alourdir la présentation nous ferons alors I’abus de notation © = & et t = t. Nous

poserons de plus :

us =coM, ps=pop, ps=CpoD et cs5=coC.

M = ||M|| est appelé nombre de Mach :

e si M < 1 le flux est dit subsonique, ||ug|| < ¢, la vitesse de propagation du son dans le

milieu ;

e si M =1 le flux est dit transsonique, ||lug|| = ¢ ;

e si M > 1 le flux est dit supersonique, ||ug|| > c.
Dans toute cette partie nous ne considérerons que le cas subsonique.

Les équations d’Euler linéarisées s’écrivent, dans le cas le plus général :

(_0

—8—1: 4 (M -V)u + plu- V)M + p(M - V)M + Vp =0, (10.1.12a)
dp . o

N + div(pM) + div(pu) = 0, (10.1.12Db)
Op 2 2 2 (P _ P54 —

Y + M -Vp+u-Vp+cpdivu+cpdivM +¢ | = — = | pdivus = 0. (10.1.12¢)

P D
o= 1z (2 - @) (10.1.12d)
2 \p »

Dans le cas d’un systeéme isentropique on considere généralement que la vitesse de propagation
du son ne varie pas au cours du temps. Dans ce cas il est évident que ¢ = 0, p/p = p/p et

E::

(
ﬁa—;‘ 4+ (M - V)u+ 5(u- V)M + p(M - V)M + Vp = 0, (10.1.13a)
ap . .
ETl div(pM) + div(pu) = 0, (10.1.13b)
9p _ :
E+M-Vp+u-Vp+pd1vu+pd1vM:O. (10.1.13c¢)

30. Par exemple la largeur ou la longueur du domaine de calcul.
31. Puisque ¢s a été normalisé par ¢ = cs(0,0) = cs.
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Dans de nombreuses applications on considere des écoulements incompressibles, c¢’est-a-dire
a divergence nulle (divM = 0) {52)

ﬁ% +p(M-V)u+p(u-V)M + p(M - V)M + Vp =0, (10.1.14a)
dp o

N + M -Vp+div(pu) =0, (10.1.14b)
9p L

§+M-Vp+u~Vp+pd1vu:0 (10.1.14c¢)

Ces équations se simplifient encore si le flux est tel que p est constant. En effet, on a alors
Vps =0 et, d’apres [LTHal, (M - V)M =0 :

ﬁ%_:f + (M - V)u+plu- V)M + Vp =0, (10.1.15a)
dp o

Fn + M -Vp+div(pu) = 0, (10.1.15Db)
dp .

Si la densité moyenne pg est constante on a de plus p = 163) et -

(
%‘;HMV)UHU.V)MJFVp:O, (10.1.16a)
dp .
T +M -Vp+divu =0, (10.1.16b)
Op .

Remarquons que les équations ([LTI6al) et (IILTI6d) ne dépendent pas de p et qu’elles
peuvent donc étre résolues indépendamment de ([.TT6H). Nous ne nous intéresserons donc
pas par la suite a cette derniere équation. Dans ce travail nous ne considérerons que les
écoulements uniformes, c’est-a-dire tel que M soit constant. Les équations d’Euler s’écrivent

alors :
ou
= T (M- V)u+Vp=0, (10.1.17a)
dp .
o + M -Vp+divu =0, (10.1.17Db)
dp .
E+M.Vp+dlvuzo' (10.1.17¢)

32. En utilisant le fait que div(pM) = M - Vp+ pdivM.
33. Puisque po a été normalisé par p = p(0,0) = po.
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Dans tout ce chapitre et dans la majeure partie du suivant nous considérerons un écoulement
horizontal M = [M, 0]* :

( Op dp ~Ou  Ov
ot Ml S =, (10.1.18a)

ou ou dp
AR Vot R
ot Mo T oy

ov ov Op
— M —— 4+ — = 10.1.1
ot Mo o, O (10.1.18¢)

—0, (10.1.18b)

avec u = [u, v]’.

Remarque 10.1.1 Les inconnues p et u peuvent étre découplées. Il suffit pour cela de mul-
tiplier formellement la premiére équation par [’opérateur

) )
Z M .
ot T Mo
9 o0 \? 9 [0 B, 9 [0 9
M= (= (s )= 10.1.1
(aﬁ am) Pt o <6t+ 8m1>u+8m2 <6t+ am1>” 0. (10.1.19)
ou ou op
ov ov op

puis d’utiliser les deux autres équations pour obtenir le nouveau systéme :

sz 821)
9D L 9y
a2 ~ M 5ron,

P?p  0*p
—(1l=-MH=£ L2 _ 10.1.2
(1= M55 = 5 =0, (10.1.202)

ou ou Op
— 4+ M —— 4 — = 10.1.20b
ot " Moe Yo = (10.1.200)

ov u ov dp

- — +—=0. 10.1.2
ot + 92, + D2y 0 (10.1.20c)

La premiére équation de ce systéme est indépendante des deux autres. Cette équation est
appelée équation des ondes advectives.

Nous allons maintenant rappeler les équations de dispersion ainsi que les notions de vitesse
de groupe et de phase et de courbe de lenteur qui nous serviront pour ’étude des PML.
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10.1.2 Propagation des ondes planes et relations de dispersion

Pour obtenir les équations de dispersion, on recherche les solutions u, v et p de type ondes
planes, c’est-a-dire:

U(x17 T9, t) — UO ei(wt+k1x1+k21’2)’
v(x1, w2, t) = Vg el@thzithars) (10.1.21)

p(xl’ Z9, t) — 7)0 e’i(wt-‘rklxl-f—kgmg)‘

on notera également k = [k ; kg]t. w, k1 et k9 sont alors solutions de :

(w + Mkl)Po + k1L{0 + kQVO = 0, (10.1.22&)
(w+ Mk1)Uo + k1Po = 0, (10.1.22b)
(W~ Mk1)Vo + k2P = 0. (10.1.22c¢)

Il nous faut maintenant distinguer deux cas :

e Si Py =0. Alors w+ Mkq = 0. Les ondes vérifiant cette relation seront dites ondes

de vorticité. Remarquons qu’on a alors kily + k2Vy = 0 : les ondes de vorticité sont
telles que divu = 0 et p = 0. Dans le cas ou M = 0 (équation des ondes) ces ondes sont
stationnaires : w = 0.

Si Po # 0. Alors on peut diviser les équations ([0T220) et (LI2Zd) par w + Mk
(qui est non nul) et utiliser ces deux équations dans ([ILT22a]) :

K k3

Mki)Py — _
(w+ Mk1)Po g7 ey v

Py = 0.
Soit
(W Mky)? — k¥ — k2 =0.

Les ondes vérifiant cette équation seront dites ondes advectives. Dans le cas M =0
on retrouve I’équation de dispersion classique :

w? — k2 — k3 =0.

Nous avons donc deux équations de dispersion :

Fo(w, ki, ko) = (w4 Mky)? — k¥ — k3 =0, (10.1.23a)

Fv(u),]{}l,kjg) =w+ Mk;. (10123b)

Pour k (non nul) donné F,, admet deux racines simples :

wi(k) = =Mk + |k|?

a

et F, admet une racine simple :
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10.1 Les équations de 1’acoustique en écoulement

10.1.3 Les courbes de lenteur

On appelle courbes de lenteur la représentation des solutions des équations de dispersion dans
le plan (k1 /w, ka/ w. Remarquons que les équations (LT23)) peuvent se réécrire :

2 2 2
Fa(l,ﬁ,@):<1+Mﬁ> —<ﬁ> —<@> =0, (10.1.24a)
w W w

w w

Fv(l,ﬁ,@) Py VA (10.1.24b)
w W w

L’équation ([[LT.240) est I’équation d’une droite, représentée en vert sur la figure [} et
I'équation (LI-24a) peut se mettre sous la forme :

k M \? k2
(1— M?)? (—1— m) +(1-M>)2 =1,

w w?

0), représentée en bleu sur la

On reconnait I'équation d’une ellipse centrée au point (%,

figure MOT1

AF2
w

-
N

ko

F1G. 10.1: Les courbes de lenteur

10.1.4 Les vitesses de phase et de groupe

Soit k un vecteur d’onde et w(k) une racine d’une des équations des dispersion (w = w, w,

ou wy,). On définit

e le vecteur vitesse de phase :

vy = [“’("’) “’(k)y : (10.1.25)

ki 7 ko
e la vitesse de groupe :

vy = Viw(k) ; (10.1.26)

34. Ce plan est appelé plan des lenteurs.
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e le vecteur lenteur :

k k
1= L(;) : w(z)] , (10.1.27)

On remarque la courbe de lenteur est donc le lieu décrit par Pextrémité du vecteur
lenteur quand k décrit IR2.

Remarque 10.1.2 w(k) étant racine de F(w,k)(= F, ou F,) on peut utiliser le théoréme
des fonctions implicites :

vy = Viw(k) = — <W>_l ViF(w, k). (10.1.28)

Le vecteur vitesse de groupe est donc colinéaire au vecteur Vi F(w, k) qui est orthogonal a la
courbe de lenteur au point (ki /w, ks /w) (voir figure [IILA).

Vg
- l 1
| >
1 Ol M ky
_M 1_M2 w

F1G. 10.2: Les vecteurs lenteur de phase et vitesse de groupe

10.2 Les PML pour ’aéroacoustique

10.2.1 Construction et mise en évidence numérique du phénomene d’insta-
bilité
Les PML que nous avons présentées au chapitre [ ont été adaptées aux équations d’Euler

linéarisées au milieu des années 90, notamment par Hu [63]. La construction de ces PML est
treés similaire au cas acoustique (voir chapitre [@) :

1. On décompose chaque équation (et chaque inconnue) en deux parties, la premiére con-
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10.2 Les PML pour ’aéroacoustique

tenant les dérivées par rapport a x1 et la seconde les dérivées par rapport a x :

Op1

\

Op ou

Mg+ o=, (10.2.1a)
% g_; 0, (10.2.1b)
%it N 5_; g_fl _o, (10.2.1¢)
% . M;_;l 0. (10.2.1d)
% g_;; _o. (10.2.1¢)

2. On ajoute ensuite un terme d’absorption ne dépendant que de x; (resp. z3) dans les
équations contenant les dérivées suivant xj (resp. x2) :

% +o(z)p + Mg—fl + g—; =0, (10.2.2a)
% + o(w2)ps + ;—;2 =0, (10.2.2b)
% +o(xy)vr + M;—;l =0 (10.2.2d)
% +o(z2)ve + 5—52 =0. (10.2.2¢)

Hu a alors remarqué 'apparition d’instabilité dans les PML horizontales (voir figure [[L3).

10.2.2 Analyse mathématique du phénomene d’instabilité

Depuis le premier article de Hu, de nombreux travaux ont été consacrés a ’étude des insta-
bilités dans le PML et leurs causes sont maintenant bien comprises. Pour les analyser il est
nécessaire d’introduire quelques définitions (voir par exemple [9]).

35. L’équation ([OTIRH) n’est pas décomposée puisqu’elle ne contient que des dérivées par rapport a x1.
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

F1G. 10.3: Les instabilités dans les PML horizontales

Intéressons-nous aux équations de la PML horizontale qui génere les instabilités :

( Opy op  Ou

i Fom Myt g =0, (10.2.3a)
% v 5_:2 0, (10.2.3b)
aait +ou+ Mg—; + g—i =0, (10.2.3¢)
M o+ M;—;l 0, (10.2.3)
% L g_;; —o. (10.2.3¢)

\

Comme nous ’avons vu au chapitre [, la question de l’analyse des PML dans le cas ou
le coefficient d’absorption varie est un probléme ouvert, c¢’est pourquoi nous considérons le
probleme de Cauchy & coefficient constant associé & ce probleme dans tout I'espace R%. La
stabilité de ce probléeme est la encore une condition nécessaire de la stabilité du probléeme
général a coefficient variable. De plus la technique dite des coefficients gelés [69] permet
d’établir un lien entre I'analyse du probleme a coefficient constant et celle du probléeme a
coefficient variable.

Nous rappelons ici la notion de probleme bien posé et de stabilité (voir par exemple [6Y]).
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10.2 Les PML pour ’aéroacoustique

Nous notons
U=1p;u;v”.

Définition 10.2.1 Le probléme ([[LZ3)) sera dit faiblement (resp. fortement) bien posé si,
pour toute donnée initiale U(.,0) = Uy appartenant a l’espace de Sobolev H®, s > 0 (resp.
s =0), le systéme (LZ3)) admet une unique solution U(x,t) telle que :

NU(G )2 < K e ||Uo||as- (10.2.4)

Définition 10.2.2 Le probleme ([ILZ3)) sera dit faiblement (resp. fortement) stable s’il est
faiblement (resp. fortement) bien posé et si la solution U(x,t) est telle que :

U Oz < K (1+1)° [|Uol| s (10.2.5)
Autrement dit :
e un systeme bien posé peut avoir des solutions exponentiellement croissantes en temps ;
e un systeme faiblement stable peut avoir des solutions linéairement croissantes en temps ;
e un systeme fortement stable posseéde des solutions bornées en temps.

Dans toute cette partie nous dirons qu'un systéme est stable s’il est faiblement stable. Nous
allons maintenant montrer que le systeme ([LZ3)) est instable, bien que (faiblement) bien
posé, c’est a dire qu’il admet des solutions exponentiellement croissantes en temps, en util-
isant I’analyse par ondes planes.

10.2.3 Analyse de Fourier des PML en écoulement

Comme dans le domaine de calcul nous pouvons établir deux équations de dispersion dans la
PML horizontale. Nous avons vu au chapitre [ que les équations dans la PML se déduisaient
des équations dans le domaine de calcul en remplacant les dérivées par rapport a xi par

Iopérateur
9 a9
DI =|— —
7 <6t +"> ot 0z,

Les équations de dispersion dans la PML peuvent également se déduire des équations de
dispersion dans le domaine de calcul en remplagant k1 par

w
= k1.
YTiwtro !
Les équations de dispersion dans la PML sont donc :
FP 4w, Ski ko) = (w4 MSk;)? — S%k? — k2 =0, (10.2.6a)
FP 4w, Sky ko) = w — MSky. (10.2.6b)
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

Pour k fixé F,(w, Sk, k) admet quatre racines (w;(k))i=1.4 et Fy(w,Ski, ko) admet deux
racines (w;(k))i=s.¢-

Pour montrer que le systeme ([ILZ3)) est bien posé nous utiliserons la proposition suivante [69].

Proposition 10.2.1 Le systeme ([ILZ3J) est fortement mal posé s’il existe des modes expo-
nentiellement croissants, c’est-a-dire s’il existe des vecteurs unitaires K tels que

lim Sm w(pK) = —oo (10.2.7)

p—0o0
dans le cas contraire il est au moins faiblement bien posé.
Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est donnée par la proposition suivante :

Proposition 10.2.2 D’apreés la définition (LTZI]) des ondes planes que nous avons choisie
la PML horizontale sera stable si les solutions (w;)i=1.¢ de ([IZGal) et de [IOZG6H), sont
telles que

Vi {1.6}, VkeIR* Sm(wi(k))>0.

10.2.4 Une condition nécessaire de stabilité a haute fréquence

Le caractére bien posé et la stabilité du probleme ([ILZ3)) sont donc fortement liés au signe
de la partie imaginaire des racines w de Fj et F) Ml La difficulté est que le calcul explicite
des racines de Fy ml ) est pas trivial. Cependant d’aprés la proposition [[LZT] il est clair que
I’étude du caractere bien posé du probléme ne nécessite que la connaissance du comportement
de ces racines a haute fréquence. De plus, si nous sommes capables de trouver une condition
de stabilité a haute fréquence, nous aurons trouvé une condition nécessaire de stabilité. Nous
allons nous intéresser au calcul d’un développement limité des solutions de F} Ml et de Ep ml
pour |k| = \/k? + k3 grand. Nous reprenons ici les résultats exposés par Bécache, Fauqueux
et Joly dans [9].

Nous nous limitons a I’étude de I’équation de dispersion F,, ’étude de F,, pouvant se faire de
fagon tres similair. Remarquons tout d’abord que

Fo(w,Ski, ky) (i Sk1 @)
K| “N\IK] K] K]

posons donc :
w /{?1 kQ k g
:—’K22—7K:—et€:—7
|| || |

alors : ) )
W ic

S = - = - .

w+ o 1+ €

Nous ramenons donc ’étude & haute fréquence & une étude pour e petit.

Théoréme 10.2.1 Soit Ky et Ko fiz€ :

36. Et méme beaucoup plus simplement, la recherche des racines w de Fy(w, Ski, k2) se ramenant & I’étude
d’un polynéme de degré 2.
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10.2 Les PML pour ’aéroacoustique

e si K1 =0, alors Fy(c, K) admet deuzx racines réelles : ct=+Ky =1 ;

e si Ko =0, alors Fy(c, K) admet une racine double nulle et deux racines complezes a
partie imaginaire positive : ¢t (e) = —1 £ M + ic ;

o si K1K9 # 0, alors Fy(c, K) admet quatre racines complezes :

K3+ K KoVl — M?
) 1-—- M2K12

ct(e) =, ~MK; +1+ie(lyvg1) +ole) et & (e) e+o(e)
ou ly (resp.vg) désigne la premiére composante du vecteurl (resp. v4) associé a l'onde
plane de direction (K1, K2) pour ¢ = 0.

Pour ¢ petit, les racines ¢+

0ppose.

sont a partie imaginaire négative des que l1 et vg1 sont de signe

La démonstration de ce théoréme est fournie en annexe de ce chapitre. En résumé :
e silj.vgr > 0 : toutes les racines de F, sont a partie imaginaire positive :
e silj.vg; < 0: F, admet deux racines complexes a partie imaginaire négative ;

Corollaire 10.2.1 Le systéeme (LZ3F) est (au moins faiblement) bien posé et est instable
sl existe des directions K telles que l1v41 < 0.

Démonstration :

Soit K une direction unitaire, p un réel positif et k = pK, par définition, le théoreme [O2T
devient :

e si K1 =0, alors F,(w, pK) admet deux racines réelles : w*(pK) = +pKy = +p donc

lim Sm(w®(pK)) =0 ;

p—00

e si Ky =0, alors F,(w, pK) admet une racine double nulle et deux racines complexes &
partie imaginaire positive : w*(pK) = (=1 £ M)p + io donc

lim Sm(w(pK)) =0 et Sm(w*(pK)) > 0 pour p grand.

pP—00
e si K1Ky # 0, alors Fy(w, pK) admet quatre racines complexes :

wE(pK) pfoo(_MKl +1)p+io(li.vg) + o(o)

et

. iK2+ K{KyV1 — M?
ot (pK) = —2

poo T—aekz 0 o),

donc

lim Sm(w(pK)) =0, lim Sm@T(pK)) =0 et Sm@*(pK)) > 0 pour p grand.

p—00 p—00

Par contre le signe de Sm(w®(pK)) est le méme que celui de I1.v;.
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

Le systeme ([ILZ3) est au moins faiblement bien posé. Comme sa stabilité dépend du signe
de Sm(pK), la deuxiéme partie du corollaire est évidente. |

Le systeme ([IL2Z3) n’est en fait que faiblement bien posé, comme I’a montré Hesthaven [56].
Sans entrer dans les détails, rappelons simplement que le fait de décomposer les équations en
deux parties transforme le systéme original, fortement hyperbolique, en un systeme faiblement
hyperbolique. Le terme d’absorption peut ensuite étre considéré comme une perturbation de
ce systeme. Or d’aprés Kreiss [69], un systéme construit par perturbation d’un systéme
faiblement hyperbolique n’est en général que faiblement bien posé. D’autres types de PML,
comme celles proposées par Zhao et Cangellaris [86], ne reposent pas sur une décomposition
des équations et conduisent a des systémes fortement bien posés.

10.2.5 Mise en évidence théorique des instabilités sur la courbe de lenteur

Le signe de l1.v41 se déduit tres facilement sur la courbe de lenteur, en effet cette quantité
est positive si les deux vecteurs vont “dans le méme sens” par rapport a ’axe % (en vert sur
la figure [[04]) et négative s’ils vont dans le sens contraire (en rouge sur la figure [L4). 11 est
donc évident que ’ensemble des points vérifiant [;v41 < 0 est la partie de lellipse située entre
'axe k1 /w = 0 et la droite k;/w = M/(1 — M?) (en rouge sur la figure [0H) et que les ondes

de vorticité n’engendrent pas d’instabilité. Nous en déduisons le

Théoréme 10.2.2 Le probléme ([[ILZ3) est instable dés que |M| > 0.

122 AR

/w
N

>
1 k1
M
Fic. 10.4: Les vecteurs lenteur de phase Fic. 10.5: Le lieu des points engendrant
et vitesse de groupe les instabilités

10.3 Analyse de l’instabilité des PML par la méthode de Cag-
niard-de Hoop

Comme pour le cas acoustique (voir le chapitre @) nous pouvons étudier les PML en acous-
tique en écoulement par la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous pourrons alors étudier les
instabilités analytiquement. De plus contrairement & l’analyse haute fréquence, cette étude
ne nécessite pas de choisir o constant.
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10.3 Analyse de l’instabilité des PML par la méthode de Cagniard-de Hoop

10.3.1 Principaux résultats

Considérons le probléme :

%+U(m1)pl+M%+§—;:O’

%jtg—;;:(),

%+U($1)U+M§—;+§—£ =0, (10.3.1)
%%—a(m)m%—Mﬁ—; =0,

%JF%ZO,

qui peut se réécrire formellement

o oy 19 op oy 19 ou
2o (2 it bl Z 77
ot + <8t +"(“71)> otom T ot TO) ) Gras =9

Ops ~ Ov
o tom Y
ou o1 19 ou 1 19 op )
- e St 0.3.2
ot +M<8t +"(m1)> 0t 0y ( o T ) g, =0 (10:5.2)
p— 0,

-1
vy M (% +a(m1)> 0 v

ot ot ot Oz,
o O

ST

Soit

( Op ov

ou

E + MDglu + Dglp = 0,

ov Op (10.3.3)
LMD v+ 2 =0.

at + xlv + 81‘2 0 ’

p =p1+ p2,

L V= V1 + Va.

En multipliant formellement la premiere équation par

0
ot + MDg,
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on vérifie facilement que ce systeme est équivalent au systéme découplé suivant:
0?p 0?p

atQ 835%

ou o -

5 + MDZ u+ D7 p=0, (10.3.4)
ov dp

— 4+ MDJ v+ —— =0.
at + xlv + 81‘2

dp
+2MD;1§ —(1—-M*)(D3,)*p - =0,

La premiere équation de ce systeme n’est rien d’autre que 1’équation des ondes advectives ou
on a remplacé les dérivées par rapport a w1 par Uopérateur D7 . Cette équation, que nous
allons maintenant étudier plus en détail, est la cause des instabilités.

Comme pour les équations de 'acoustique (voir chapitre @), il est possible d’obtenir, grace a
la méthode de Cagniard-de Hoop, la solution analytique du probleme :

Trouver v : IR? x IR, — IR, nulle pour ¢ < 0 telle que

Op + o2 pe o (1 —M*)(D3 )p+ ] - §(x —x5)6(t) inR? xR

atQ ot :Blp T p 8.%'%]9 — S +-
(10.3.5)

avec &g = (—h,0), o(x1) =0siz; <0et o(x1) =0siz; > 0.

Nous définissons les fonctions r(x) et 6(x) (que nous appellerons “coordonnées polaires
généralisées”) par :

9, (x1+h)? 3 ‘ _xi+h . B T2
T (m) = (1 — M2)2 1_ M2, COS H(m) = m et Sll’lg(m) = m

Remarquons que les lignes de niveaux de r(x) et 6(x) sont des ellipses et des demi-droites

(voir figure [[TL6]).

Nous introduisons également les fonctions A(x,t) et B(a,t) définies par

2
Az, t) = X(x1) (; cos @ — M sin? 9> et B(x,t)= E(:UQSiHG\/(% + M cos 9> -1

Théoréme 10.3.1 L’expression de la solution p(x,t) = G?(x,t) du probléme ([[LZIH) est
donnée par :

Ht—r(1—-—M
G (m,1) = (t—r( cosf)) 21 <0

277\/1—M2\/(t+M7"COSH)2 —r?

(10.3.6)
H(t—r(1— Mcos#))

GY (x,t) =
271 — ]\42\/(t—+—Mrcos(9)2 —r2

e @Y cos[B(x,t)], x> 0.
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O(x) = cst

r(x) = cst

F1a. 10.6: Les lignes de niveau de r(x) et

o) Fic. 10.7: r — ~(r,00,1)

Pour z7 > 0 nous définissons la fonction

0 sit<r(l— M cosb),
— e~ A®@t) (g [B(x,t)] sit>r(l— Mcosb).

Dans le cas acoustique cette fonction décroissait exponentiellement en temps, le théoreme
suivant montre qu’en présence d’un écoulement il existe un ensemble de directions 6 instables :

Théoréme 10.3.2 Pour un point  donné, la fonction t — ~y(x,t) est bornée : ~(x,t) <
C(x).

Cependant, pour une direction 0y donnée, si nous posons

t

max t —
) (1 — M cosby)’

alors,
~y(r(t), O, t) > e(00)t
avec a(fy) > 0 sicosby < M et a(By) <0 sicosby > M.
En conséquence la norme L™ (IR") de v(zx,t) croit exponentiellement avec t :

Iv(,, )L > Ce™,  a > 0.

Les instabilités exprimées par ce théoreme sont souvent appelées “instabilités convectives”,
car elles “se déplacent avec le front d’onde”. Pour illustrer ce point, nous avons représenté
les variations de v par rapport a r pour une direction instable 6y et pour quatre valeurs de ¢

sur la figure [

Regardons maintenant comment ces instabilités se traduisent dans le cas d’un terme source.
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Considérons donc le probléeme

Trouver v : IR? x R4 — IR, nulle pour ¢ < 0 telle que

o2 P 8
L oM Z DT p— |(1— M2)(DT, )+ 5D
2

_ _ 2
912 ETRE =d(x—xg)f(t) dans R* x R;.

(10.3.7)

Pour énoncer le théoréme suivant nous nous limiterons au cas d’une fonction échelon de
fréquence fy c’est-a-dire telle que : f(t) =1si 0 <t < tg et 0 sinon avec tg = 1/ fo.

Théoréme 10.3.3 Soitt > 0 et soit 0 une direction instable, c’est-a-dire telle que cos < M
alors il existe A et (3, réels positifs, et une fonction r(t) > 0 croissante avec t tels que :

u(r(t),0,t) > Ae @),
Corollaire 10.3.1 La norme L*®(IR") de u(.,t) croit exponentiellement avec t :
l[u(. )| > Ce™,  a>0

Ce théoreme prouve lexistence d’instabilités convectives dans le cas d’une source échelon.
Pour illustrer ce phénomene dans le cas d’une fonction source plus complexe, nous avons
calculé numériquement la solution du probleme ([I3) dans le cas ou la fonction source est
remplacée par une dérivée de Gaussienne tronquée. Dans les expériences que nous présentons
nous avons utilisé une source de fréquence 1 située au point (0,—2). Les figures ([IIJ)
et (IILY) représentent la propagation d’une onde advective a différents instants, respective-
ment avec M = 0.5 et M = 0.9. Nous avons également représenté en rouge les demi-droites
O(x) = arccos(M) et 6(x) = — arccos(M) qui délimitent I’ensemble des directions instables.

20 20 20 20 20

0 C o | 0 0 lk 0

N
-20 -20 -20 -20 -20
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10 -10 0 10

Fi1G. 10.8: Instabilités dans les PML avec M = 0.5

10.3.2 Démonstrations des théoremes

Expression de la solution analytique. Appliquons a G la transformation de Laplace
en temps t et la transformation de Fourier dans la direction xo. La fonction résultante
x1 — G7(x1,k,s) vérifie 'équation différentielle ordinaire :

d s dG oG .
—1-M)—— = L) oM T4 (k2 +52)G7 = 5(wy +h) (10.3.8
( )5_|_0'd1‘1 <S+O'dl'1>+ SS+O-8.CIT1+( +S) i (1’1+ ) ( )
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20 20 20 20 20

N
YZNY

-20 -20 -20 -20 -20

10 0 10 10 0 10 10 0 10 10 0 10 10 0 10
F1c. 10.9: Instabilités dans les PML avec M = 0.9
Si nous posons
M+ \/1 +(1-M2)E sz <—h,
AMz) =
—\/1+(1—M2)’;—§, si xp > —h,
@;’(xl, k,s) s’écrit sous la forme
~o S(Ilth)JrE(Il))\( 1)
GY (x1,k,s) = A(k,s) e 1-M2 .
En utilisant la condition de saut
9 s \?0G? RPN
—(1—-M?) L +2M GY =1, (10.3.9)
s+o ox1 s+o
xr1=—h
1

Si x1 est négatif, ¥(z1) =0 et

on obtient, comme o(—h) =0, A(k,s) =

2¢/82 + (1 — M2)k?
. sizljzh) )\( )

@ (x1,k,s) =
2\/1 (1— M2k

ce qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier-Laplace de la solution fondamentale
de I’équation des ondes advectives :

H(ct—r(1— Mcos®))

GY (x,t) = )
27r\/(t + Mrcos6)* —r?

1 < 0.

Considérons maintenant le cas 1 > 0 de telle sorte que A(x1) = M — \/1 +(1— M2)]§—§ et

s(zq1+h)+2Z(x 2
( 1171\42( 1) (M* 1+(17M2)’;772)

-~ (&

GY (z1,k,s) =

2¢/82 + (1 — M2)k?
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En appliquant la transformation inverse de Fourier dans la direction z9 & G¢(z1,k, s), nous
obtenons

s(x h)+X(z 2
(o1 h)+2( 1)<M, TH(1—M2)E

- 1 —+o0 e 1-M "
G?(x1,12,8) = —/ e "2 dk, 10.3.10
z( 1,42 ) 47 ) o \/32+(1 _MZ)kQ ( )
Nous utilisons ensuite le changement de variable k = \/ﬁsw pour obtenir :

(JVI— 1+p2) ey
1 +00 2(11)71”; ]&,;pQ S|:1—M2($1+h)_1p 1- M2
/ e - e

G (1, 29,8) = — dp. 10.3.11
Z( 1,42 ) A - \/(1—M2)(1—|—p2) D ( )
Nous allons maintenant chercher un chemin dans le plan complexe tel que

M — /1 + p?

T 12 M_;p (@1 +h) = ipﬁ = —t, pourt >0, (10.3.12)

Pour t > tg = 7 (1 — M cos #) nous définissons les fonctions v*(t) par

vE(t) = —i <; —|—Mcos9> sinf + cos @ \/(; + Mcos)? —1,

et nous introduisons le contour de Cagniard-de Hoop I' défini par :
r=rtur-, TI*={p=9%1)}. (10.3.13)

Ce contour est tres semblable & celui utilisé au chapitre @ pour les PML en acoustique (il
suffit de poser T' =t + Mr cos§ pour s’en rendre compte) : en particulier il n’intersecte pas
les coupures de la fonction (1+ pz)_% (voir figure [[LT0). Comme en acoustique nous pouvons
donc facilement montrer que :

(M— 1+p2)

_ 5 A T —3 z2
S MoV1Ep? S| S (TR i

1
__ dp.
dm Jr V14 p?

Nous utilisons alors les paramétrages p = y*(t) et p = v~ (t), pour t > tg, respectivement
sur ' et I'” et nous remarquons que :

é;’(xl,xg,s) =

(M — /1 +p2)
. x] — ipL = —t, (par construction)
1—M? V1— M2 ’
d dt
. p2 T ==t T sur I'*,
(1+p%) [(t—kMrcosG)Q—rQ ’
M —\/1+p?
. E(ml)l—]\;p = —A(zx,t) FiB(z,t), sur I'*t
Donc puisque t varie de +o00 a tg sur I't et de tg & +oo sur I'™ :
. 1 400 —A(x,t) B t
GY(x1,22,5) = yo / c cos (B(z, 1)) et dt.
T

to \/1—M2\/(t—|—Mrsin9)2—r2
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10.3 Analyse de l’instabilité des PML par la méthode de Cagniard-de Hoop

F1a. 10.10: Le contour I' (si sinf < 0)

La conclusion est alors immeédiate.

Comportement de la fonction 7. Pour x fixé, la fonction B(x,t) est bornée en temps
par 1 . De plus la fonction ¢t — A(x,t) est visiblement croissante avec ¢ sur [tg ; +oo] et son
minimum est donc A(x,tg) = X(x1)(cosd — M). Alors

x1)(cos 6—M)

t) < e
maxy(z,t) < e

t — y(x,t) est donc bien bornée.

Pour ¢ donné, nous notons Q(t) le support de ~(.,t), on vérifie facilement que Q(t) est le
disque de centre (Mt — h,0) et de rayon t. Remarquons que le point de coordonnées polaires
généralisées (r™®*(t),0y) appartient a la frontiere de ; (c’est-a-dire au front d’onde). En
posant

max
T t) cos O
max (*) = max Iy,

)= ——2—2
) (1— M2) A(Bo,t)
il est facile de vérifier que

’Y(T'max(t), 0o, t) _ efE(xrlnax(t))(cos 0o—M)

puisque B(r™*(t), 6p,t) = 0, et, puisque z]***(¢) croit linéairement avec ¢ et que X croit avec

x1 la conclusion de la preuve est immédiate.

Le cas d’un terme source. Pour simplifier la présentation des calculs nous posons
TP = (1 — M2 (t)cosf —h et Spax(t) = Z(@P(t))

(x"®%(t) est ’abscisse du point de coordonnées polaires généralisées (r™**(t),0)). Le théore-
me [[L3.3 découle immédiatement du

Lemme 10.3.1 Soit t > 0, soit 0 une direction instable, c’est-a-dire telle que cos < M, et
soient o, (3 tels que 0 < a < 7/2 et 0 < f < M — cos. Nous définissons les trois fonctions :

t tcosf t

, rot) = ———— et 1r3(t)
I A L

to.-

t) = - - _
m(t) 1— M cos0 0
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

Soit r(t) = max(r1(t),r2(t),r3(t)), alors la solution u du probléme (L3) est telle que :

ePP@1 1) cos o

onv/1— M2’

u(r(t),0,1) > argch (% + M0039>

avec x1(t) = r(t) cos (1 — M?)

Remarque 10.3.1 [l existe donc en fait une infinité de fonctions r(t, «, 3) vérifiant le théo-
reme L33 Autrement dit, pour toute direction instable 0 il existe un ensemble de points
instables de coordonnées polaires généralisées (r(t, o, 3),0). Cet ensemble de points est en fait
un segment dépendant du temps dont les extrémités sont les points de coordonnées polaires
généralisées (r(t,0, M — cos@),0) et (r(t,7/2,0),6).

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que les fonctions r1(t) et r3(¢) sont toutes strictement majorées par
() =t/(1 — M cos@). La fonction ro(t) l'est également puisque

B<1—Mcos# = (1 — Mcosh)cosh < Msin?6 — 3

et donc

_ tcosf t

" Msin20— 8~ 1—Mcosf’

Le point de coordonnées polaires généralisées (r(t),d) est donc bien inclus strictement dans
le support de G7(.,t).

9 (t)

Comme dans le cas acoustique, la fonction u se calcule en convoluant la fonction G{(.,t) avec
la fonction source f :

t
u(r,0,t) = / G?(r,0,t)f(t — 7)dr, sir <r™®(t) et 0 sinon.
(1—M cos O)r

Nous supposerons donc que r < r™2*(¢). Comme la fonction f est nulle pour ¢ > ¢y on a
t
u(r,0,t) = / G?(r,0,7)dr sit<(1— McosO)r+ty
(1—M cosO)r

et
t

u(r,0,t) = G (r,0,7)dr sit>(1— M cosO)r+ to.
t—to

Si nous choisissons r tel que

t
> - @@ < _ .
r > r3(t) T M oosd to alors t<(1—McosO)r+ty et
t —A(ex,T) B
u(r,0,t) = / ¢ cos [B(@, 7)] dr.
(1=McosO)r Qrv/1 — MQ\/(T + Mr cos )% — 12

Nous allons maintenant choisir r de telle sorte que

cos B(x,7) > cosa pour 7 dans [(1 — M cos@)r ; t],
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10.3 Analyse de l’instabilité des PML par la méthode de Cagniard-de Hoop

c’est-a-dire tel que |B(x,7)| < a :

2
E(m1)|sin0]\/<; —|—Mcost9> —-1<a

ce qui se réécrit facilement :

a2

<(|=——5—+1— Mcosb,
- \/EQ(xl)sinzﬂ cos

comme T € [(1 — M cos8)r ; t] il suffit que

=1

t
r> (10.3.14)

B ”X]Q(#Qsin%—’_l_MCOSG

Remarquons maintenant, que, comme r < r™#*(¢), on a

21 < P = N(z1) < D@P(t)) = Spax €t

t t
ri(t) = - > : :
V Smemzs TL - Meost fomr gy +1 - Meost

Pour que r vérifie I'inégalité 3T il suffit donc de choisir r > r1(t).

On a donc maintenant

CoS « t e~ A7)

S
= QWW (1—M cos 6)r \/(7-—|—M’I"C0S 9)2 —r?

u(r,0,t) dr.

Il nous reste maintenant a minorer
e~ @) par @V pour 7 dans [(1 — M cos)r ; 1.
Il est équivalent de majorer A(x, 7) par —X(z1)s, c’est-a-dire :
¥(xq) (; cos § — M sin? 9) < =¥(x1)p,
comme T € [(1 — M cos0)r ; t] il suffit que

Y(x1) (; cos O — M sin® 9> < =¥(x1)0,

ce qui se réécrit
tcosf

r>2 o =
~ Msin?6 -3

En choisissant = r(t) = max(ry(t),r2(t), r3(t)) < r™**(t) on aura donc

9 (t)

2@ cos o [ dr

u(r,0,t) > —— ’
ZWm (1—M cos 9)r \/(7— + Mr cos 9)2 —r2
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

Il ne reste plus qu’a remarquer que

t d t
/ T = argch <— + M cos 0> .
(1—M cos 8)r \/(T + Mrcos 9)2 2 r

Pour cela il suffit d’effectuer successivement les deux changements de variable

T=_14Mcosh et Q = argch(7T),
T

pour montrer que :

t dr argch(%—f—Mcos@) t
/ :/ d@ = argch (——i—McosG) .
(1~M cos b)r \/(t—l—MrCOSG)Q —r2 0 r

Annexes

10.a Démonstration du théoréme 10.2.4

Si K7 ou K3 sont nuls le calcul des racines ¢ de Fy (¢, SK1, K2) est trivial, supposons donc
que K1Ks # 0 et posons :

FPl e, K ¢) = (ic+€)2F,(c, SK1, K3) = Fy(clic + ¢€),icK 1, Ko(ic + €)). (10.a.1)

. L. . . . 1
Dans ce cas il est évident que, si € est non nul, ¢ = —ie n’est pas racine de F¢", donc toutes
les racines de F2™ sont également racines de F,, la réciproque est évidente.

Remarquons maintenant que :
FPule K,0) = F,(ic?,icKy,icKy) = 2F,(c, K1, K»).
Soit K fixé. Il est évident que Fy ml(c, K ,0) admet quatre racines :

e deux racines simples cac, également racines de Fy(c, K). On vérifie facilement que ces
racines sont distinctes et non nulles puisque :

ct=-MK; +1.

e une racine double nulle.

Puisque cg est une racine simple, on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites a

FP™(c(e), K ,e) :

Il existe U, voisinage de 0, V, voisinage de 08' et une fonction ¢t : V +— U tels que Ve € V,
¢ (e) soit solution de F¥™ (¢t (), K, ) = 0, de plus :
de*

ct(e) = e +€E(O) + o(e).
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10.a Démonstration du théoréeme [M10.2.4

On peut donc rechercher une des racines de F,(c, SKj, K2) sous la forme :
ct(e) = cg +ect +o(e). (10.a.2)

En remarquant que

S = 14+ie — +o(e),
e—0 0

on obtient, par un développement de Taylor a 'ordre 1 :

oF, K, OF,
e (cO,K) 156737( J,K)—i—o( )8300.

F(CO,K)+61

Par définition de ca', Fa(cg', K) =0et ¢ doit étre tel que :

aF K, OF,
i 5 (@ K) chl(?K(

K) = 0.

LK <0F(CO,K)> YOF, (¢l K)

“a = TrF dc oK,

Co

donc, d’apres (ILT2Y) :

CIF = illvgl.

Finalement :

+

< = caL +iclivgr + o(e).

E—

On démontre de méme que

¢ = ¢, +ichivg +o(e).

E—

Pour étudier les deux racines (au voisinage de la racine double 0) on ne peut plus appliquer
directement le théoreme des fonctions implicites. Pour contourner cette difficulté on pose :

c=c(e)e.
Alors
FPl (e K e) = F,(¢e(ice + ¢),ice Ky, Ko(iée + €)) = e2F, (¢e(ié + 1), i¢K1, Ko (ié + 1)).
Posons maintenant

. 1
F(é K,e) = 8—2EI;>ml(c,I<,a) = F,(Ge(ic + 1),ie Ky, Ko(ié + 1)).

Il est évident que, si ¢ est racine de F(¢, K,¢e), ¢ est racine de Ffml(c,K,e), donc de
Fa(C,SKl,KQ).

Pour € = 0 on obtient :
F(&,K,0) = Fy(0,icK,, Ko(ié +1)) = (1 — M) K28 — (1 +1i¢)?K3.
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Chapitre 10 Analyse des PML classiques pour I’acoustique en écoulement

On vérifie alors facilement que, pour K donné, les racines de F (¢, K,0) sont :

L iK2 £ K1 KoV1 — M?

= 1— M2K?

Ces deux racines étant distinctes, on peut alors appliquer le théoreme des fonctions implicites :

il existe U, voisinage de 0, V', voisinage de Ear et une fonction ¢t : V +— U tels que Ve € V,
¢*(e) soit solution de F'(¢(e), K,e) = 0, de plus :

) — At 1
¢ (E)gﬁoco +o(1).

FY™(c, K,¢) admet donc une racine & partie imaginaire positive de la forme :

(e) = e +ole),

et on montre de méme qu’elle admet une racine a partie imaginaire positive de la forme :

c(e) = ére+o(e).
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Chapitre 11

Des PML stables pour ’acoustique
en écoulement

Nous présentons ici une méthode permettant de stabiliser les PML dans le cas d’un
écoulement uniforme horizontal. Nous nous intéresserons dans un premier temps
a I’équation des ondes advectives et nous montrerons la stabilité de notre modele grace
a la méthode de Cagniard-de Hoop. Nous étendrons alors ce modele aux équations
de I'aéroacoustique, puis nous discuterons de la possibilité de son adaptation aux cas
d’écoulements obliques. Nous illustrerons chaque cas par des résultats numériques.
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11.1 L’équation des ondes advectives

Introduction

De nombreux auteurs ont proposé des solutions permettant de stabiliser les PML pour
lacoustique en écoulement. Hu [63] a introduit un filtre passe-bas entre la PML et le do-
maine de calcul pour éliminer les hautes fréquences responsables des instabilités. Tam, Au-
riault et Cambuli [80] ont proposé l'utilisation de coefficients d’absorption sélectifs, c’est-a
dire dépendant de la fréquence des ondes. Hesthaven [56] a introduit une couche de transi-
tion entre le domaine de calcul et la PML pour décélérer le flux jusqu’a 'annuler. Et Lions,
Metral et Vacus [71] ont défini une nouvelle couche absorbante en régularisant les termes
d’amortissement.

Toutes ces méthodes font perdre a la couche absorbante son caracteére parfaitement adapté.
De plus, bien que tout ces problemes soient bien posés, leur stabilité n’a jamais été rigoureuse-
ment démontrée. Récemment, une avancée significative a été effectuée par Abarbanel, Got-
tlieb et Hesthaven qui ont proposé une PML fortement bien posée, ne reposant pas sur une
décomposition des équations, en utilisant un changement de variable. Cependant leur PML
était instable et ils ont dii ajouter des termes supplémentaires pour la stabiliser, perdant
ainsi & nouveau le caractere parfaitement adapté. Hu [64] en utilisant le méme change-
ment de variable est ensuite parvenu a obtenir une couche absorbante stable et parfaitement
adaptée. La PML que nous allons présenter (que nous avons introduite dans [B4, B2]) est tres
proche de cette derniere, bien que les deux modeles aient été obtenus de maniere totalement
indépendante. Hagstrom et Nazarov [H2] ont également abouti & un modele similaire mais en
utilisant une méthode relativement différente.

11.1 L’équation des ondes advectives

Nous nous intéressons dans un premier temps a la stabilisation des PML pour I’équation
des ondes advectives ([ILI20al), dont la courbe de lenteur est lellipse représentée sur la
figure [O.T1 :
9%p p
— +2M
oz "

Comme son nom l'indique cette équation régit uniquement la propagation des ondes advec-
tives et ne prend pas en compte les ondes de vorticité.

(1-M*)—%5 - =5 =0. (11.1.1)

11.1.1 Analyse par la courbe de lenteur.

Comme nous ’avons vu au chapitre précédent, les instabilités générées par les PML classiques
peuvent étre expliquées par le fait que le centre de l'ellipse représentant la courbe de lenteur
n’est pas l'origine des axes du plan des lenteurs. Une idée pour stabiliser les PML consiste
donc & utiliser un changement de variable translatant cette ellipse de M /(1 — M?) vers la
gauche, de telle sorte que le centre de la nouvelle ellipse (en magenta sur la figure [T])
coincide avec 'origine des axes du plan des lenteurs.

Ce changement de variable doit donc étre tel que :
kY k M

Wt w1 — M2
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Chapitre 11 Des PML stables pour 1’acoustique en écoulement

Fia. 11.1: La courbe de lenteur avant (en bleu) et aprés (en magenta) le changement de
variable

Pour des raisons que nous expliquerons ci-dessous, nous ne souhaitons pas que ce changement
de variable modifie w, nous choisissons donc w* = w et

M
kEr=k — —uw.
C Ry Ve
Ce changement de variable peut également s’exprimer avec les coordonnées spatio-temporel-
les :

0 M 0 0

dr; 1—-M20t Oxt’

ce qui est obtenu en posant

M

xf =mx, Th=mx9, et "=t

Remarquons que ce changement de variable ne modifie pas les coordonnées spatiales et donc
les coordonnées de la frontiere Domaine de calcul/PML. C’est pour obtenir cette propriété
que nous avons choisi w* = w.

11.1.2 Construction du modele PML stabilisé

Nous montrons ici comment obtenir une PML de largeur infinie dans le demi-plan droit IR%_
(1‘1 > O).

Les étapes de la méthode sont
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11.1 L’équation des ondes advectives

1. Réécrire le probleme comme un probleme de transmission entre IR? et IR, Wil

(

2

a2p 817 2 82]? 82]?

— +2M -1-M)— —=—=0 0 11.1.3
atZ + 8t8x1 ( )am% ax% ; xr <0, ( a)
&*p Ip 0% O%p

— +2M -1-M)— == =0 0 11.1.3b
ot? + ata.’El ( )833% 83;% ’ z >0, ( )
p(07, z2,t) = p(0F, 22, 1), (11.1.3¢)
dp 0

a—fl(O Yy t) = a—£(0+,y,t)- (11.1.3d)

Les conditions (ITTIL3d) et (ILI3d) sont les conditions de transmission physiques (con-
tinuité de p et de sa dérivée normale), elles assurent que les ondes passent du milieu
gauche au milieu droit sans étre réfléchies.

. Appliquer le changement de variable

M
=t

p*($1,$2at) = p(xla$2at -

dans le milieu droit (la PML) pour obtenir le nouveau systéme :

0?p dp 9 Pp  9%p
— +2M - 1-M*)———==0 <0 11.1.4
o2 + otz ( )ax% ax% > x1 ) ( a)
1 op 2, 0% O%p*

-(1-M - = 11.1.4b
S VER R Vo7 " g =" 71>0, { )
p(07$2?t) :p*(O,ant)a (1114C)
dp op* M  Op*
— = — —_— t 11.1.4d

Remarquons que le changement de variable a transformé I’équation des ondes advectives
en une équation tres proche de I’équation des ondes classiques.

Nous définissons la fonction p(x) par p(x) = 1 si #1 < 0 et p(x) = 1/(1 — M?) sinon.
Le caractere bien posé du nouveau probleme est garanti par le

Théoréme 11.

E(t)

1.1 L’énergie suivante est conservée :

2 +(1 - M?)

1 2

2

dp

8.%'1

p

feeol

9p

E 8.%'2

i

Démonstration :

Multiplions respectivement (ITTZa) et (ITI.4N) par dp/ot et Op*/0t. Apres avoir
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intégré ces deux équations sur leurs domaines de définition respectifs (R? et IR%) et les
avoir additionnées, on vérifie que :

dE dOp Op / o [ Op* Op*  Op Op / Op* Op* Op Op
— 2M — 1-M)| —————— —_— | =
dt (t)—i_/IR2 Otdz, Ot r( ) Oxry Ot Oz Ot * r\0zg Ot Oxy Ot v

ou I' est la droite d’équation 1 = 0. En utilisant la continuité de p (et par conséquent
de ses dérivées par rapport a xo et t) il est évident que la derniere intégrale de cette
équation est nulle. De plus :

Op Op Op Op / dp Op
M 9 _ [ L[ 2P .
/IR2 O0tox; Ot r Otot R2 Ot 0tor

9p Op o\ (Op* Op*  Op Op
/IE{Z’_ 2M37531U1 ot * /p(l - M) ((%1 ot O 6t>

0 0 op* 0
:/—p ML omy ()
T at at (%1 (%1
Nous en déduisons, en utilisant la deuxiéme condition de transmission (ITTAd) et la
continuité de la dérivée temporelle de p que cette intégrale est nulle :

Donc :

dE

LB =0.

3. Il ne reste plus qu’a remplacer formellement les dérivées par rapport a x1 par I'opérateur
D7, dans la PML :

( 0%p op Pp  0?p
Z L 4oM —(1-M»)% -2 =0 <0, (11.1.5
Ot2 + Otdx ( )8.%'% 31‘% s xr1 , ( a)
1o 2 2 o*p*

— (1 =MD )Vp*— =0 0, (11.1.5b
p(0,72,t) = p*(0,22,1), (11.1.5¢)
dp M Op*
a = DJ p* — ) 11.1.
By (0 728) = DEp" (0 22,8) + 5 5 - (0,22,1) (11.1.5d)

11.1.3 Analyse du nouveau modele par la méthode de Cagniard-de Hoop

Le nouveau modele vérifie la condition nécessaire de stabilité présentée au chapitre précédent.
Cependant rien ne garantit sa stabilité, notamment pour les basses fréquences. Il est donc
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11.1 L’équation des ondes advectives

nécessaire de calculer la solution analytique du probleme

0?p dp 9 ?p  0%p

“Liom — (1= MHYZEL 2L 5 —x)(t), <0, (11.1.6

o2 + dtoT, ( )8m% 8m% (x —xs)0(t) T ( a)

. (1—M?)(Dg,)*p" o _ x>0, (11.1.6h)
—_ J— e —_ = 1 3 +1.

1— M? Ot? 1 81'%

p(0,z2,t) = p*(0,22,1), (11.1.6¢)

dp M Op*

~—— = D7 p" t . 11.1.6d

Ox1 P (0,$2a )+ 1— M2 ot ( 6 )

pour démontrer rigoureusement la stabilité de ce modele.

Nous utiliserons & nouveau les coordonnées polaires généralisées r(x) et 6(x) :

(w1 + h)? 3 x1+h

7“2(3:) = =22 T T cosf(x) = m 2

rv1— M2

et sinf(x) =

Nous définissons cette fois A(x,t) et B(x,t) par :

Mh cos 0 sin 6 Mh \?

Théoreme 11.1.2 L’expression analytique de la solution (p,p*)(z,t) = (G;, GF)(x,t) du
probléme ([[LTH) est donnée par :

H(t—r(1— Mcos#))
277\/1—M2\/(t+Mrcos0)2—r2

Gz‘ (.’B,t) =

(11.1.7)

H(t+ 1%\22 —r)

2
2mv1 — MQ\/<t—|— —ﬂ/[](}p) —r2

Gf(zx,t) = e A®@D cos [B(x, t)] z1 > 0.

Cette expression est similaire a celle exposée au chapitre précédent. La différence est que la
fonction A est ici toujours positive, ce qui garantit la stabilité de la couche absorbante.

Démonstration :

Apres avoir appliqué la transformation de Laplace en temps et la transformation de Fourier

231
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dans la direction x2 nous obtenons le systéme différentiel ordinaire suivant :

( dp d*p
2 2\~ p 2, AP
k 2sM— —(1—-M*)— =90 h 0
(s°+k")p+2s P ( )dw% (z1+h), z1 <0,
52 s d s dp
E* ) p* — (1 — M? — —1]1=0 0
(1—M2+ >p ( )5—|—adm1 <s—|—adm1> =

p(0) = p*(0),

dp s dp* Ms
(0 = - p*(0).
dz; s+adm1()+1—M2p()
En posant p = Gi + ér, avec
e 3590_11\‘;;) >\($1)

@im,k,s = )
(21, . 5) 2/52 + (1 — M2)k2

et p* = G, nous avons

d2G,

(s + k)G, + 25MdG
I d.%'l

s+ o dxy

G(0) + G, (0) = G (0),

d(Gi+Gr)0_ s d@;o Ms (0
0 = R0+ s Gi)

On vérifie que @r et @;‘ sont de la forme

T (1-M? =0, 71 <0,

2 A d dG;
(ﬁ‘l—kQ)G:—(l—MQ) 5 —< i ):0 z1 >0,

(11.1.8a)

(11.1.8b)
(11.1.8¢)

(11.1.8d)

(11.1.9a)

(11.1.9b)

(11.1.9¢)

(11.1.9d)

. Mtr/s7 S (122 R (o1 40+ 21 ) a2
G, = A(k, 5) € 1-M2 et G? = B(k7 5) e 1—M2 ]

En utilisant les deux conditions de transmission, on montre alors que :

eﬁ(sth (214042000 ) | [25(TM2)02)
2,/s% + (1 — M2)k2 '

~

@r:O et  Gf(x1,k,s) =

Comme él est a nouveau la transformation de Fourier-Laplace de I’équation des ondes ad-
vectives classique il est évident que la nouvelle PML ne génére pas d’ondes réfléchies.

Nous appliquons maintenant la transformation de Fourier inverse suivant zo & G} (x1,k, s),

pour obtenir :

- 1
G} (z1,x9,5 :—/
(@1,22,8) = 47 o 2v/s% + (1 — M?)k?

s

oo G TTh (sth (ml+h+M) 32+(17M2)k2>

e~ 2 gk,
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11.1 L’équation des ondes advectives

Ensuite, grace au changement de variable k = \/fw nous établissons :

(th (z1 +h)\/1+p2)

- 1 +o0 6—2(11) 15\722 es -2 7ip\/11—21\/12
G (21,22, 8) = —/ dp. (11.1.11)
AT J o0 V(L= M2)(1+p?)

Nous devons donc maintenant chercher un chemin du plan complexe tel que :

Mh — (z1 +h)\/1+p* . To
—1
1 M2 P e

Pourt >ty =r — % > 0 nous définissons les fonctions = (¢) par

Lo [t Mh . t Mh 2
ty=—1 |-+ ——— ) sinf £ cos ¥ -4 — ] -1
v (t) 7 <r+r(1— 2y sin cos r+r(1— 2y ,

et nous introduisons le contour de Cagniard-de Hoop I' défini par :

= —t, pourt > 0. (11.1.12)

r=rtur-, TI*={p=9%1)}. (11.1.13)

Ce contour est encore une fois trés semblable a celui utilisé au chapitre @ pour les PML en
acoustique (il suffit de poser T' =t + Mh/(1 — M?) pour s’en rendre compte) : en particulier
il n’intersecte pas les coupures de la fonction (1 + p2)_%. Nous vérifions donc sans difficulté
que :

(A{h*(zl+h)\/l+p2) .
~ 1 eiz(xl) 1,1-1\722 es Lo 72p\/1—2MQ
G (x1,29,8) = —— dp.
’ i Jr V=M p?)

Nous utilisons les paramétrisations p = y*(t) et p = v~ (¢), pour t > tg, respectivement le
long de I't et I'™ et nous remarquons que :

Mh — h)\/1+ p?
. (1111_+M)2 T p - :izMQ = —t, (par construction),
d dt
[ ] ﬁ = T sur Fj:7
1+ p2)2 2
|:<7f + 1%}(}2) - 7"2:|

1+ p? . +

o — E(.’El)m = —A(m,t) + zB(m,t), sur I

Alors, puisque ¢ varie de +00 & tg sur 't et de tg & +oo sur '™ :

—_~ 1 +OO 7A(:B,t) B t
Gi(x1,29,8) = 4—/ € cos (B(, )2) et dt.
T
to /1—M2\/<t—|— 1%]\]}2) )
La conclusion est alors immeédiate. [ |
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Chapitre 11 Des PML stables pour ’acoustique en écoulement

11.1.4 Illustration numérique.

La figure [T.T4 représente une comparaison entre trois expériences :

e la premiere (en haut) représente la propagation d’une onde advective dans un grand
domaine de calcul :

e dans la seconde (au centre) on a effectué le changement de variable (IT.I2) & gauche et
a droite ;

e dans la derniére (en bas) on a ajouté amortissement :

En comparant les deux premieres expériences on remarque que le changement de varia-
ble (ITT2) a ralenti 'onde dans la partie de droite et ’a accéléré a gauche. En fait, comme
nous l'avons dit, ce changement de variable “annule” I’écoulement. La derniere expérience
montre que les ondes sont correctement absorbées dans la PML.

11.2 Extensions aux équations de ’aéroacoustique

Compte tenu de la forme de la courbe de lenteur associée aux ondes de vorticité (une
droite perpendiculaire a 'axe k1 /w — en bleu sur la figure [[T2), nous pouvons raisonnable-
ment penser que le changement de variable (IT.IZ), qui translate les courbes de lenteur de
M/(1 — M?) vers la droite (en magenta sur la figure [T2), n’engendre pas d’instabilités
supplémentaires.

Comme pour I'équation des ondes advectives, les trois étapes de la construction d’une PML
stable sont

1. Ecrire un probleme de transmission entre 1 < 0 et z1 > 0 avec les conditions de
transmission

p(o_vx%t) = p(0+a$2at)a U(O_,J,‘Q,t) = U(O+,1,'2,t), et U(O_,J,'Q,t) = U(0+,J)2,t)-

2. Appliquer le changement de variable (ILT.2) pour obtenir le nouveau systeme dans le
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11.2 Extensions aux équations de ’aéroacoustique

S

Fia. 11.2: La courbe de lenteur avant (en bleu) et aprés (en magenta) le changement de
variable

domaine 1 > 0 :

1 Op* op* Ou* Ov* M Ou*
— 4+ M - =0 11.2.1
=2 ot om om om 1-d2 ot (112.1a)
1 Jur ou*  Op* M Op*
—_ — — = 11.2.1b
2ot Vom Tom 1-iZor ( )
1 o ov*  Op*
e =0. 11.2.1
= ot Mom T om0 (11.2.1c)

Les conditions de transmission deviennent alors :

p*(0,22,t) = p(0,22,t), uw*(0,22,t) =u(0,22,t), et v*(0,x9,t)=v(0,22,t).

Le systeme ([[LZ1]) peut se réécrire :

( Op* op* 9 Ou*  Ov*

2M 1+ M = 11.2.2
o T 2Mg +(1+ )am1 By = O ( a)
ou* ou* op* ov*

2M 1+ M? M—=0 11.2.2b
(975 + (%1 +( + )axl + 6902 ’ ( )

1 o* ov*  Op*

] =0. 11.2.2
ot Mom T om (11.2.2¢)
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3. Appliquer & (IZZ) le modele PML classique :

opy op* 9\ Ou*
at +O-(x1)p1+2Ma T +(1+M )axl _07
ops . Ovt
at +O'($2)p2 + 8.%'2 - 07
ouy ou* 9, Op*
B +a(ac1)u1+2M8 o +(1+M )Bml 0,
ouj ov*
a (LEQ)’UQ +Ma 07
1 oy o(x) ov*
1= M2 ot M21+M8x1 0
1 % o(x3) . op* _0
1— M2 ot 1—M22 oxy

avec p* = pj + p5, u* =u] +uj et v = v} + v3.

(11.2.3a)

(11.2.3Db)

(11.2.3¢)

(11.2.3d)

(11.2.3¢)

(11.2.3f)

Ces opérations peuvent étre simplifiées en posant s = p+u et d = p—u. En effet, les équations

de I'aéroacoustique se réécrivent alors :

( Os ds ov
od od Ov
ov ov 1/ 0s od
- M— — _ e = U.
ot T Mo T2 <8.’E2 + 8x2> 0

et les trois étapes de la construction d’'une PML stable deviennent :

(11.2.4a)

(11.2.4D)

(11.2.4¢)

1. Ecrire un probléeme de transmission entre x1 < 0 et 1 > 0 avec les conditions de

transmission

s(07,@a,t) = s(07, 29,t), d(07,20,t) =d(0T,22,t), et v(0,

x9,t) = U(O+,$2,t).

2. Appliquer le changement de variable (ITLT.Z)) pour obtenir le nouveau systéme dans le

domaine 1 > 0

1 0Os* os* Ov*
—aror Tt Mgt -=0,
1 ad* adr v
1+ M ot _(1_M)8m1 +8m2 =0,
1 o ov- 1/0s 9d*
L oy 1 —0.
a2 o M om <8l‘2 * 8m2> 0

(11.2.5a)

(11.2.5b)

(11.2.5¢)

37. Remarquons qu’avec les inconnues s, d, v le changement de variable modifie uniquement les coefficients

devant les dérivées en temps.
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11.2 Extensions aux équations de ’aéroacoustique

Les conditions de transmission deviennent alors :
s(0,x9,t) = s(0,22,t), d*(0,z9,t) =d(0,29,t), et v*(0,22,t) =v(0,z2,t).

3. Appliquer & (IT.ZH) le modele PML classique :

( 1 EM%SE J(x}\} +( +M)§gi 0, (11.2.6a)
1 %95 w2 5+ 8”; =0, (11.2.6b)

1 aa_ + J(er - (1-M) g;z: =0, (11.2.6¢)
1M aat e J\)4 2 gz; =0, (11.2.6d)

1 _1M2 8;1 10_(?4)2 vl + Mg:; =0, (11.2.6¢)

1 _1M2 aa? 1 _( M)z vz + 3 (g;z + g;i) =0, (11.2.6f)

avec s* = s} + 83, d* = d] + dj et v* = v] + v3.

Remarque 11.2.1 Le caractére bien posé du probléme de transmission ([LZH) (et donc du
probléeme ([[LZI])) obtenu a la deuziéme étape est garanti par le théoréme suivant.

Théoréme 11.2.1 L’énergie suivante est conservée :

1 1 *2 d*2 *2
Ez(t):—/ [82+d2+202]+—/+[ T _ 4 i
- R

2 2 1-M 1+M 1— M2

Démonstration :

Multiplions respectivement les équations (CZZa), (IZ70) et (T2Z4d) par s, d et v
et (ITZ5a), ((L.25D) et (ITTZAd) par s*, d* et v*. Apres avoir intégré toutes ces équations sur
leurs domaines de définition respectifs, nous effectuons une combinaison linéaire approprleeE
pour montrer que :

%(f) + /13 [(1+M)§x1 _a-wmdiy +Maiv}

Il
o

ds* | od* ov*
+ /]R+ [(1+M)6x18 B (1 B )axld +M8m1 :|

Remarquons alors que, (par exemple pour s)

1 Os 1 os* ., 1 / L2 9 1 os 1 L 0s*
= —Ss+ = s == (S —s)—— S— + = s ,
2 R~ a$1 2 RT 6901 2 r 2 R- 6901 2 R+ a$1

38. En loccurrence ([ZZal)+ ([[(TZA0) +2([TZZ4d)+ ([(Z5al) + ((TZ50) +2[[T2ZRd).
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Chapitre 11 Des PML stables pour 1’acoustique en écoulement

alors, en utilisant la continuité de s nous obtenons :

AN P
R~ 31‘1 Rt 31‘1 o

Puisque cette remarque vaut également pour d et v on vérifie facilement que :

dE,
—2(t) = 0.
3 ) =0

Remarque 11.2.2 Comparaison avec les PML de Hu.

Les PML récemment proposées par Hu sont trés proches de celles que nous venons de présen-
ter. Les deux modéles reposent en effet sur le méme changement de variable. La différence
est que Hu applique ce changement de variable a la fois dans le domaine de calcul et dans
la PML alors que nous ne l’appliquons que dans la PML. Il n’a donc pas besoin d’imposer
de conditions de transmission sur linterface. Cependant, aprés avoir construit son modéle
PML, il doit appliquer un changement de variable inverse sur tout le domaine pour retrouver
les variables originales et cette inversion complique légérement les équations de la PML.

11.3 Résultats numériques

11.3.1 Le schéma numérique

Nous avons implémenté un code numérique de différences finies pour tester 'efficacité de notre
modele PML. Nous avons ici privilégié la facilité d’implémentation a la précision du schéma :
le schéma utilisé n’est donc que d’ordre 2 en temps et en espace et est peu précis :

e on utilise un schéma saute-mouton classique pour la discrétisation des dérivées tem-
porelles ;

e pour la discrétisation en espace, les inconnues s et d (ou u et p) sont calculées sur la
méme grille et v est calculée sur une grille décalée verticalement d’un demi-pas d’espace

(voir figure [[T.3]).

Le schéma numérique s’écrit alors, dans le domaine de calcul (nous supposons que le domaine
de calcul est composé horizontalement de N, + 1 points et verticalement de N, + 1 points) :

Si"frl _gn-l gn . _gn . yn _yn
5] 1,) 1 M i+1,j 1—1,7 1,) 1,7—1 =0 11.8.1
oar TUEM) o * h ’ (11.3.1a)
D@?“rl _ pr-l Dr.,.—pno. o Yn_yn
»J %J 1—M i+1,j i—1,j %J i,j—1 =0 11.3.1b
oar T ) oh T ’ ( )

pour 2<:< Nyet 2<j5 < Ny, et

n . o _pr.
i+1, d pitl LI, (Le)

2At 2h 2 h 2 h

1 1
Vi? -V M T Vit n ESQJH - 57 an
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11.3 Résultats numériques

1T 111 e

o

F1c. 11.3: Les grilles de calcul de u, v et p

pour 2<:< Nyet1 <7< N, — 1L

Dans la PML (par exemple dans la couche de droite) nous aurons, si la couche est composée

horizontalement de N. 4+ 1 points :

(1 Sai' -Saijl | o 5d13f1+5d13§1+(1+M) Sait1,j — Sdi—1
1-M 2At 1-M 2 2h
1 Sao ' = Sap'! n Vaiy — Vaij1 _ 0
1—- M 2AL h -
1 Ddl?j—l_ Ddlzj‘_l g; Ddllrfj_l—i_Ddle_l +(1+M) Dd?JrLj_Dd?*l’j
1M 271 1+M 2 2h
1 Dal[t = Dagl';! N Vai; — Vaij—1 _ 0
1+ M 2At h -

avec
n+1 n+1 n+1
STt = Sal T + Sald

+1 __ +1 n+1
Daij" = Darjj~ + Dazi;"

pour 2 <7< Neet 2< 75 < Ny, et

Var ! =V ! N U'Vdﬁjl + V! N MVd1?+1,j Vi1
2AL ! 2 2h

O L 15dige1 = Saiy 1 Dailjr = Dai
2At 2 I 2 I

=0,

=0, (11.3.2a)

(11.3.2b)

=0, (11.3.2¢)

(11.3.2d)

(11.3.2¢)

(11.3.2f)

(11.3.2g)

(11.3.2h)
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Chapitre 11 Des PML stables pour 1’acoustique en écoulement

avec
1 1 1 .
Vai st =V Vel (L2)
pour 2<:< Ncet1 <7< N, —1

Les calcul des inconnues sur l'interface s’écrit (en supposant que o1 = 0)

1 1 Sn+1 A—Snfl ) Sdn Y v —yn g

1y Notly “Nattli (4 ) =2 _Ne | _Netly _Netlil_ g (11.3.3a)
2 1-M 2At 2h h

1 1 \Dyt, . -Dyt . Dgy;—D% . VR VR

e Not1j— ~Natly (1- M) d2,j " Nu,j 4 Notly " Netlj—l_ 0,(11.3.3b)
2 1-M 2At 2h h

Sd?;ij-l _ Sn—:iLj, (1133(3)
Dd?’—;l — Djyi[—:iLj? (1133d)

pour 2 < j < Ny, et

n+l _ yn—1 n_ _yn n _Qn n _
Vet g = Vi | Va2~ Vite +5Nx+1,j+1 SNt +DNx+1,j+1 D

n
No+l,j5
oAt 2h 2h 2h =0, (11.3.3¢)

1 1
Vit = vt (11.3.3f)

pour 1 <j <N, — 1L

Remarque 11.3.1 Awec les inconnues s et d, le calcul sur l'interface est effectuée de maniére
trés naturelle puisque seuls les coefficients devant les dérivées temporelles varient entre le
domaine de calcul et la PML.

On montre que la stabilité de ce schéma est garantie si la condition CFL

At< ——
~ Vb + M|

est respectée.

11.3.2 Tests de validation des PML
11.3.2.1 Etude qualitative de Defficacité des PML

La figure (T4 représente la propagation d’une onde advective dans un flux uniforme de
nombre de Mach M = 0.5. Le domaine de calcul est [—5; 5] x [=5 ; 539 et nous imposons
la condition initiale p = exp(—4(z? + 23)In(2)), générant uniquement des ondes advectives.
La largeur de la PML est L = 2 et le profil du coefficient d’absorption est o(z) = o9z%/D. Le

39. Nous ne donnons pas d’unité puisque toutes les équations ont été adimensionnées.

240



11.3 Résultats numériques

pas d’espace est h = 0.025. Nous avons représenté les lignes de niveau du champ de pression
aux temps t = 1,3,8,30,40 et 50 : ces instants correspondent aux instantanés de la figure
illustrant les instabilités dans les PML classiques.

F1a. 11.4: Propagation d’une onde advective, t = 1, 3,8, 30,40 et 50

Nous avons répété cette expérience en imposant cette fois la condition initiale
u = xyexp(—(x? +23)In(2)) et wv=—zyexp(—(z? +23)In(2)),

choisie pour générer uniquement des ondes de vorticité. La figure [0 représente les lignes
de niveau du module du champ de vitesse aux temps t = 1,3,7,11,15 et 50.

Les PML absorbent les deux types d’ondes sans réflexion visible a l'interface et sont stables.
Pour nous assurer de ce dernier point nous avons poursuivi les deux expériences en temps
long (jusqu’a t = 10000, soit environ un million de pas de temps) et nous n’avons pas observé
d’explosion.

11.3.2.2 Etude quantitative des réflexions

Pour évaluer I'importance des réflexions, nous avons calculé la valeur de la pression au point
(5,0) au cours du temps, c’est-a-dire sur l'interface domaine de calcul/PML, pour différents
pas d’espace (h = 0.05 et h = 0.025) et pour différents coefficients d’absorption (og = 7.5
et o9 = 15) (les autres parametres sont les mémes que lors de la premiére expérience : nous
utilisons la condition initiale p = exp(—4(x? + 23)In(2))) et nous les avons comparés a une
pression de référence calculée au méme point mais en utilisant un domaine de calcul beaucoup
plus grand. Cette pression, qui est représentée sur la figure [0 a été normalisée pour faciliter
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B K K

Fia. 11.5: Propagation d’une onde de vorticité, t = 1,3,7,11,15 et 50.

les comparaisons. Nous avons représenté la différence entre la pression calculée P et cette
pression de référence pour h = 0.05 et o9 = 15 (en rouge), pour h = 0.025 et o9 = 15 (en
bleu) et h = 0.05 et og = 7.5 (en bleu ciel) sur la figure [T

1 n ) ) ) ) ) ) 1
f 0015 : ---. Ax=0.05,0,=15
ot I 1 0.01l i __ Ax=0.025,0,=15 |
[ 1 i Ax=0.05, 6,=7.5
/| 0.005¢ f
04 “ ‘ | .‘é
| ] Q- Or—- -
/‘ ‘ & :
| ] -0.005 1
| ] b
|/ ~0.01f y
—0.4f \“‘ El . ‘
W 0.015 5 s s .
o 1 2 3 4 5 6 7 8 ps
F1G. 11.6: La pression de référence, P..r Fi1Gc. 11.7: P — Py.cy

Remarquons qu’il y a deux types de réflexions, clairement séparées par la ligne que nous avons
représentée en rouge sur la figure [T7 :

1. Les réflexions qui diminuent avec le pas d’espace (a gauche de la ligne rouge).

Ces réflexions sont donc provoquées par la discrétisation numérique. Les deux causes
possibles de ces réflexions sont :

e La discrétisation de la fonction o : il est évident, en comparant les expériences
h =0.05, 0g = 15 et h = 0.05, o¢g = 7.5 que la fonction ¢ ne modifie pas 'amplitude
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11.3 Résultats numériques

de ces réflexions, elle ne peut donc pas en étre a l'origine. En fait cette fonction
ne cause pas de réflexions car son profil a été convenablement choisi (c’est une
fonction quadratique de x1 ou de x3). Les réflexions auraient été beaucoup plus
importantes si nous avions choisi un amortissement constant dans la PML.

e La discrétisation des conditions de transmission : c’est en fait I'unique cause,
si nous avions choisi o = 0, nous aurions observé les mémes réflexions. L’amplitude
maximale de ces réflexions reste cependant tres acceptable (1.5% pour h = 0.05 et

0.03% pour h = 0.025).

Nous avons représenté, sur la figure [[T.8, 1’évolution du pourcentage maximal de réf-
lexion en fonction de M pour h = 0.05 (en rouge) et h = 0.025 (en bleu). Pour A fixé
lerreur croit donc exponentiellement avec M. Ce dernier résultat peut laisser penser
que notre PML n’est pas efficace pour M proche de 1. Cependant :

e il est bien connu que le pas d’espace doit de toute facon diminuer quand M aug-
mente pour garantir la précision de la solution ;

e comme nous l'avons dit, notre schéma numérique est rudimentaire, les résultats
seraient sans aucun doute bien meilleurs en utilisant un schéma d’ordre élevé ;

e les réflexions peuvent étre atténuées par I’ajout d’une couche de transition entre
le domaine de calcul et la PML, de maniere & effectuer le changement de variable
progressivement (voir la section [T3Z3]).

2. Les réflexions qui diminuent quand ’amortissement augmente (a droite de la
ligne rouge). Ces réflexions sont évidemment dues au fait que, si 'amortissement n’est
pas assez important, les ondes sont réfléchies par la frontiere extérieure de la PML et
reviennent dans le domaine de calcul.

5

w H

\®)

% de reflexion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FiG. 11.8: Evolution de I'erreur en fonction de M

11.3.2.3 Le cas d’un écoulement avec un nombre de Mach proche de 1

Comme nous venons de le voir, dans le cas o M est proche de 1, le modele PML que
nous proposons doit étre modifié pour limiter les réflexions. Nous avons répété la premiere
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expérience (avec la condition initiale p = exp(—4(z? + 23)In(2))) en choisissant cette fois
M = 0.9 et h =0.0125. Nous avons représenté les lignes de niveau du champ de pression aux
temps t = 1.25,2,2.75,3.75,4.5 et 5 sur la figure [ Remarquons que 'onde réfléchie par
Iinterface se propage plus vite que 'onde incidente.

Fia. 11.9: Propagation d’une onde advective dans le cas M = 0.9, t = 1.25,2,2.75,3.75,4.5
et b

Pour diminuer les réflexions générées par le nouveau modele PML nous proposons d’introduire
une couche de transition de longueur [ entre le domaine de calcul et les PML horizontales.
Nous utiliserons pour cela une fonction « :

z €[0,!1] — a(l) croissante sur [0, ], telle que a(0) =0 et a(l) = 1.
Le nouveau modele que nous proposons s’écrit alors :

e pour 1 < 0:

( Os 0s ov
od od ov
5 (1= Mg+ 5 =0, (11.3.4Db)
ov ov 1/ 0s od
- M_ — [ P — = N 11. .4
| & " 8x1+2(8x2+8x2) 0; (11.34c)
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e pour 0 <z <1 :

e Pourl < x1:

a(t])w 05" (14 M) g:i g;; =0, (11.3.5a)
) - (1= )gzz + gz; =0, (11.3.5b)
o I
1_1M8;E + f(_x}\;SH(HM)gi =0, (11.3.6a)
1 _1M a;f + 10(_95?\)485 + g;; =0, (11.3.6b)
1+1M85? + ff}\)fdf—(l—M)gZ =0, (11.3.6¢)
I +1M a;? + ffﬁdé + gz; =0, (11.3.6d)
T _1M2 % 10_(?4)2 T+ Mgiz =0, (11.3.6¢)

1 0uvs (acg)
1—M? ot — M?

+ 0s* . od* _0
2 (3%2 6952 e

(11.3.6f)

Ce modele permet de passer du domaine de calcul & la PML en modifiant régulierement
les coefficients devant les dérivées temporelles- On remarque 'analogie avec le coefficient
d’absorption o qui varie lui aussi régulierement dans la couche PML.

Nous avons répété l'expérience précédente en utilisant une couche intermédiaire de longueur

I = 2 (de la méme largeur que les PML). La fonction « est une fonction affine :

alz) =

xz/l. La figure [[IT0 représente les lignes de niveau du champ de pression aux temps ¢t =
1.25,2,2.75,3.75,4.5 et 5. La couche de transition est matérialisée par les lignes rouges. Les
réflexions sont négligeables par rapport a celles observées dans ’expérience précédente.

Nous avons représenté la suite de l'expérience (aux temps ¢t = 10,17.5,25,37.5,45 et 50) sur
la figure [Tl pour vérifier que les ondes sont bien absorbées par la PML.

40. On retrouve encore une fois l'intérét d’utiliser les variables intermédiaires s et d.
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Fic. 11.10: Propagation d’'une onde advective dans le cas M = 0.9 avec ajout d’une couche
intermédiaire, ¢t = 1.25,2,2.75,3.75,4.5 et 5.

Fia. 11.11: Propagation d’une onde advective dans le cas M = 0.9 avec ajout d’une couche
intermédiaire, t = 10, 17.5,25,37.5,45 et 50.
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11.4 Le cas d’un écoulement oblique

11.4 Le cas d’un écoulement oblique

11.4.1 Construction d’'une PML verticale pour I’équation des ondes advec-
tives

Nous nous intéressons maintenant a ’extension de notre modele aux écoulements obliques,
c’est-a-dire tels que M = [M; ; Ms]t, nous posons de plus M = ||M||. L’équation des ondes
advectives s’écrit alors :

op
Ox2

0? 0? 0? 0? 0?
9D on, 22 yon, C0 fongn, -2 E —(1—M12)8—x];—
1

1— M?
ot2 otox, Oty 021025 ( 2)

=0.

La courbe de lenteur associée a cette équation est représentée sur la figure (Pensemble
des instables pour une couche verticale a été surligné en rouge), c’est une ellipse de centre
C = (My/(1 — M?),Ms/(1 — M?)). La construction d'une PML stable s’inspire de ce que
nous avons fait dans le cas d’un flux horizontal. La nouveauté réside dans 'apparition d’une
étape supplémentaire (I’étape (2.2))

1. On écrit un probléme de transmission entre 1 < 0 et 21 > 0.

2.1. Dans le demi-plan 21 > 0, on fait disparaitre les termes convectifs (les dérivées croisées
espace-temps) en utilisant le changement de variable :

M M.
p*(z1,22,t) =p (961,362,15 -1 ]1”2361 -1 ]2\42x2> . (11.4.1)
L’équation des ondes advectives s’écrit alors :
1 9% ’p N N
——= + 2M1 M. - (1-M{)—-(1—-M5)— =0.
T ae MMy l)axf ( 2)ax§
avec les conditions de transmission
op op* M, op*
0 t) =p*(0 t t  —(0 t) = 0 t —(0 t
p(0,z2,t) = p*(0,22,t) e 31‘1( , T2, 1) 0%’1( ,T2,t) + 1 - M2 at( , T2, t)

Ce changement de variable revient a translater la courbe de lenteur d’un vecteur

My My '
1-M2"1-M?%2)
La nouvelle courbe de lenteur, représentée sur la figure [[I.T3, contient toujours un en-
semble de points potentiellement instables si on applique les PML classiques. Cela est

dua a la présence de la dérivée croisée par rapport a x1 et xo.

2.2. Dans le demi-plan z; > 0 nous appliquons le second changement de variable (qui laisse
laxe x; = 0 invariant) :
I1 = axq et To = x9 + Bx1.
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En écrivant les équations a ’aide des nouvelles variables, on observe que la dérivée
croisée disparait si « et 3 vérifient :

M7 M,
— 5 Q.

1— Mj

0=
En choisissant o = 1, on vérifie que la nouvelle fonction

- MM,
t) = p* - = t 11.4.2
P(371,362, ) p (961,362 1 M129617 ) ( )

vérifie ’équation suivante, dont la courbe de lenteur est représentée sur la figure [T.14k

1 0%
1— M2 o2

0*p M3 0%

— (1 - M)

et que les conditions de transmission deviennent :

p(07 o, t) - 13(07 o, t)

Op _Op MM, Op*
8—.%.1(0,.%'2,15) = axl (O,I’Q,t) +

Fic. 11.12: La courbe de FiG. 11.13: La courbe de FiG. 11.14: La courbe de
lenteur associée aux ondes ad- lenteur apres le premier lenteur apres le second
vectives changement de variable changement de variable

Le probléme des coins. La solution que nous avons adoptée pour traiter le cas des coins
est beaucoup moins justifiée mais semble donner des résultats satisfaisants d’un point de vue
numérique (voir figure [[T.TH). Supposons par exemple que le domaine de calcul soit le quart
de plan bas-gauche IR™ x IR™. Dans la couche verticale, d’aprés ce que nous venons de voir,
nous utilisons le modele

*p 0
)8.%'% -

1 0%
1— M2 o2

2M32 M2
1— M}

— (1= M{)(DF)p— (1 +
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11.4 Le cas d’un écoulement oblique

avec les conditions de transmission :
p(0,22,t) = p(0, x2,1),

8]) - 3]5 M1M2 8])* M1 8]5
({91'1 (0,.%'2,15) - 8.%'1 (071‘27t) +

et dans la couche horizontale nous utiliserons :
1 9% 2M}P M3 | 0*p

L S12 — (1 — M3)(DS,)*p = 0.
1 — M2 ot2 ( 1—M22)3m% ( 3)( )°D

avec les conditions de transmission :
p(mly 07 t) = ﬁ(xly 07 t)a

M1M2 ap* M1 6]5

p
£ it teliel 0.1 - F
1—M228m1(m1’ R Ve

Op B
a—m(mlao’t) - ax2 ('Tl’oat) +

(ml, O, t) .
Pour obtenir le modeéle PML dans le coin (le quart de plan IR™ x IR") nous avons alors deux
possibilités :
1. Utiliser I’équation de la couche verticale en remplacant formellement 1'opérateur de
dérivée par rapport a wg par l'opérateur D7 pour obtenir :
1 0%
1 — M?2 ot?

M3

2 o \2~
-1 =Mp)(Dg,)p—(1- -2

)(Dg,)*p = 0.

2. Utiliser ’équation de la couche horizontale en remplacant formellement 1'opérateur de
dérivée par rapport a w1 par l'opérateur D7 pour obtenir :

1 8% M 2~ 2 2~
T ae 14— 1_7]\422)(17;1) p—(1—M;)(D7,)"p = 0.
Avec les PML classiques, les deux choix nous auraient conduits au méme résultat et les
variables x1 et xo joueraient un role symétrique, ce qui n’est pas le cas avec le nouveau
modele. De plus il n’y a pas de raison de privilégier un modele par rapport a 'autre.

Pour fixer les idées, nous choisissons arbitrairement le premier modele. Il nous reste a établir
les conditions de transmission entre le coin et les couches verticale et horizontale. Comme la
PML dans le coin a été obtenue a partir du modele de la couche verticale, les conditions de
transmission entre cette derniere et le coin sont les conditions classiques : la continuité de
la pression et de sa dérivée normale. Par contre il n’est pas simple de déduire les conditions
de transmission entre la couche horizontale et le coin car les deux ont été obtenus par des
changements de variable différents. Nous avons donc sans justification choisi d’imposer a
nouveau la continuité de la pression et de sa dérivée normale. Rien ne garantit donc que le
passage de la couche verticale au coin se produise sans réflexion. Néanmoins, les expériences
numériques que nous avons menées montrent que ces réflexions sont tres faibles (voir figure

[TT3).

41. 11 suffit évidemment d’inverser le role des variables z1 et z2
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L

Fiag. 11.15: Propagation d’une onde advective dans un écoulement oblique avec M =
[V0.5; v0.5]%), t= 1, 3, 8, 30, 40 et 50.

11.4.2 Application aux équations de ’aéroacoustique

L’extension de la méthode que nous venons de présenter aux équations d’Euler linéarisées n’est
pas possible a cause des ondes de vorticité qui seront instables dans la PML. Sans rentrer dans
les détails nous pouvons expliquer ce phénomene a I'aide des courbes de lenteur. La courbe
de lenteur associée aux ondes de vorticité est une droite qui n’est plus parallele a 'un des
axes du plan des lenteurs (voir figure [T.T6l), Contrairement & ce que nous avons vu dans le
cas d’un écoulement parallele & I'axe (Ox), les ondes de vorticité sont donc instables dans les
PML classiques. Le premier changement de variable, [T.Z1], qui n’est qu’une translation dans
le plan des lenteurs ne stabilise pas les ondes de vorticité (voir figure [T.I7). Le deuxiéme
changement de variable, [T.Z2, a été étudié pour stabiliser spécifiquement les ondes advectives
et ne stabilise pas non plus les ondes de vorticité. En fait pour pouvoir stabiliser les deux types
d’ondes il faudrait effectuer une rotation dans le plan des lenteurs, c’est-a-dire appliquer, a
la place du second changement de variable un changement de variable du type :

21 = ] cost + x5sin
Zg = —x7sinb + x5 cos .0

Mais un tel changement de variable ne laisse pas 'axe (Ox) invariant et ne peut donc pas
étre utilisé.
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/)

(|
(
N
E|§v
n
\

Fic. 11.16: Les courbes Fic. 11.1T: Les courbes Fiac. 11.18: Les courbes
de lenteur associées aux de lenteurs apres le premier de lenteur apres le second
équations d’Euler changement de variable changement de variable
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Quatrieme partie

La méthode de Cagniard-de Hoop :
une présentation mathématique et
numeérique
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Chapitre 12

La méthode de Cagniard-de Hoop
en dimension 2

moins pas publiés) jusqu’a maintenant.

des fonctions de Green.

C e chapitre a pour but de présenter les solutions analytiques que nous avons obtenues
pour le couplage fluide-structure en dimension 2 grace a la méthode de Cagniard-
de Hoop. Plutot que de nous limiter a fournir les expressions des solutions, nous avons
préféré expliquer la méthode de Cagniard-de Hoop en détail, sans masquer les diffi-
cultés que nous avons rencontrées. En effet, bien que cette méthode soit connue depuis
longtemps (les travaux de Cagniard remontent a 1930), il n’existe pas, & notre con-
naissance, d’ouvrages synthétisant toutes les réponses aux probléemes mathématiques
soulevés par cette méthode. Citons néanmoins le livre de van der Hijden [B9] traitant
le cas de milieux stratifiés isotropes ou anisotropes mais sans réellement aborder les
détails numériques. Nous avons donc voulu regrouper ici les résultats contenus dans
la littérature et éclaircir certains points qui ne semblent pas avoir été traités (ou du

Apres avoir rappelé le principe de la méthode en 'appliquant & un probléeme tres sim-
ple, la résolution de I’équation des ondes dans un milieu homogene infini, nous nous
intéresserons a un milieu hétérogene composé de deux demi-plans homogenes, d’abord
en considérant une source située sur 'interface, puis située a l'intérieur d’un des deux
milieux. Nous étudierons ensuite le probléeme de 'interaction fluide-structure. Nous ter-
minerons ce chapitre en donnant quelques détails techniques pour le calcul numérique
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Introduction

Introduction

La méthode dite de Cagniard-de Hoop a été introduite par Cagniard en 1930 [20], pour obtenir
des solutions exactes de ’équation des ondes élastodynamiques en dimension 2. Son extension
aux probléemes tridimensionnels a été proposée vers 1960 par de Hoop [61].

Bien que destinée a l'origine & la résolution de I’équation des ondes élastiques, cette méthode
peut étre appliquée a tout probleme de propagation d’onde transitoire (acoustique, électro-
magnétisme) dans des milieux stratifiés. Elle établit un lien entre les solutions dans le domaine
temporel et les ondes planes et permet également de calculer séparément la contribution de
chaque type d’onde (onde P, onde S, onde de téte ...).

Nous nous limiterons dans ce chapitre a ’application de la méthode aux équations des ondes
acoustiques et élastiques isotropes en dimension 2 et nous nous intéresserons a l’extension
en dimension 3 au chapitre suivant. Pour fixer les idées nous considérons la fonction u(zx, y,t),
solution fondamentale d’un probleme de propagation d’onde dans un milieu stratifié composé
de couches isotropes paralléles & un des axes du plan ((Ox) par exemple). Les étapes de la
méthode de Cagniard-de Hoop sont les suivantes :

1. On transforme I’équation aux dérivées partielles vérifiée par u en une équation différen-
tielle ordinaire suivant la variable d’espace y & coefficients constants dans chaque couche
qui pourra étre résolue explicitement. Pour cela on applique successivement a w :

e La transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de t):

+oo
u(x,y,s) = / u(z,y,t) et dt, (12.1.1)
0
e La transformation de Fourier suivant la variable d’espace x (k est la variable
duale de x):
+o0 .
u(k,y,s) = / u(z,y,s) e* dr. (12.1.2)
—00

2. On peut alors calculer explicitement u(k,y, s). Nous verrons dans les sections suivantes
que cette fonction peut se décomposer en une somme (éventuellement infinie dans le
cas de milieux stratifiés de plus de trois couches ou bornés dans la direction y) d’ondes
“élémentaires” :

N N
Ulk,y,s) = Y wilk,y,s) =D A <k2’ cilC) 15 ve)
=1 I=1

ou ¢; représente la vitesse de propagation de l'onde I, ¢ = [¢;],_; 5 est le vecteur
contenant les vitesses de propagation de chaque onde i, A; est une fonction homogeéne
en s/c; de degré —1 :
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et F; une fonction affine en y, homogéne en s/c¢; de degré 1 :

F (k% f,y,c> —q (1& ic) y+b (k% ic)
q (&) q

kQ 2
F (kQ,i,y,C> -7 (%,wm).
q Cl S

De plus F; est une fonction affine en y.

et

3. Pour tout I € {1..N} on applique alors & u; la transformation de Fourier inverse
suivant x :

. 1 +0o 25 e .
u(z,y,s) = —/ A, </<:2, C%,c) ¢TI 00 o—ike g (12.1.3)

27 J_

4. En utilisant la propriété d’homogénéité de A; et de F; on pose k = ps/c; pour obtenir :

_ 1 “+o0o s 2 .
u(z,y,s) = %/ A (p%,1,¢) e (Fi(0? Ly.e)—ipz) dp, (12.1.4)
—0o0

par la suite nous ferons les abus de notation

Al (anc) = Al (p2, ].,C) et ‘7_—1(1)2,?/’0) = ~7:l(p2’ ]-ayac)‘

Ce changement de variable nous permet de faire apparaitre la variable de Laplace, s,
en facteur dans ’exponentielle.

5. Cette étape est la principale étape de la méthode de Cagniard-de Hoop, elle consiste a
transformer l'intégrale précédente en une transformée de Laplace, c’est-a-dire a identifier
le terme a l'intérieur de ’exponentielle a st. Pour cela nous allons chercher un chemin
I' dans le plan complexe, tel que, pour tout p de I', F;(p?,y,¢c) — ipxr = —cit avec
t e R* et tel que

00 s . s ]
/ Ay (p2e) ea TP weion) g, / A (p?,¢) ennT10Pwe=ime) gy (12.1.5)
I

—00

Si un tel chemin existe, on pourra alors paramétrer I’ensemble des p de I" par une

fonction (¢, z,y), et, en utilisant le changement de variable p = (¢, z,y), on montrera
{(42)
qud

s . +o0
/Al (p?,c) & Fi"woiv) dp:/ A (2(t,7,y), ¢) Y ) et ar. (12.1.6)
r tOl(xvy) dt

Par la suite, pour des raisons de lisibilité nous omettrons la dépendance en espace
des fonctions v et tq;.

42. Nous supposons ici que 'onde [ est une onde de volume, nous verrons comment calculer les ondes de
téte dans les sections suivantes.
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12.1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu homogeéne infini

6. La dernieére étape est évidente : en utilisant I'injectivité de la transformée de Laplace
on montre que, puisque

w(z,y,s) = i/+OOA (+*(®),¢) dl(t) et dt (12.1.7)
i\, y, o o 1\ ) dt ) 1.
alors
2 dy
w(z,y,t) = Hy, () A (V2(t), ) E(t) (12.1.8)

ou Hy, représente la fonction de Heavyside, nulle pour ¢t < t¢; et telle que Hy,, (t) = 1
pour t > tg;.

L’homogénéité des fonctions A; et F; est capitale pour appliquer la méthode de Cagniard-
de Hoop, c’est pourquoi nous ne pouvons pas l'appliquer aux problemes dispersifs comme
I’équation des ondes amorties. Il n’est pas non plus possible de I'appliquer aux problemes de
couplage entre une plaque (ou une membrane) et un fluide ni aux probléemes comportant une
symeétrie de révolution.

Nous renvoyons le lecteur au livre de van der Hijden [59] pour plus de détails sur le formalisme
de la méthode et son application aux problémes anisotropes (sur ce point précis on pourra
également se référer au cours d’O. Poncelet [70]). L’application de cette méthode aux inter-
faces courbes est détaillée dans la these de Q. Grimal [A5], les solutions sont alors des solutions
approchées obtenues en appliquant la méthode de Cagniard-de Hoop sur une configuration
plane approchant la configuration courbe.

12.1 Calcul de la fonction de Green de I’équation des ondes
scalaires dans un milieu homogene infini

Nous illustrons dans cette section le principe de la méthode de Cagniard-de Hoop exposé en
introduction en 'appliquant a un cas tres simple dont le résultat est bien connu et peut étre
obtenu par bien d’autres méthodes : le calcul de la solution de ’équation des ondes 2D dans
un milieu homogene infini. L’équation aux dérivées partielles a résoudre est

1 0%U [BzU 0*U

22 a2 " ay2} = 0(x)d(y) f(®), (12.1.9)

ol c représente la vitesse de propagation des ondes. Il est bien connu que la solution de cette
équation aux dérivées partielles peut étre obtenue en convoluant la fonction source avec u :

U(z,y,t) = /0 u(z,y,7)f(t —7)dr, (12.1.10)

ou u est la fonction de Green associée a (ZTT), c’est dire la solution de

1 9%u [Bzu 0%u

250~ |5 + 58| = s (12.1.11)
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La premiere étape de la méthode ne présente aucune difficulté : 'utilisation de la transformée
de Laplace en temps et de la transformée de Fourier suivant z{**} sur (TZIIT) nous permet
d’obtenir ’équation différentielle ordinaire suivante en y :

2. 2
_ o <k2 n 8—2> = d(y), (12.1.12)
c
dont la solution (deuxiéme étape de la méthode) est :

1 2 32 %
ol (R 42)

1
(i3]

)

u(k,y,s) = (12.1.13)

ou la fonction g(p) = p%, est définie de maniere classique :

gp)!=p et Relg(p)] >0.

La coupure de g(p) dans le plan complexe sera donc la demi-droite définie par { pE IR_} (voir

figure [[Z.T]).

On applique maintenant (troisieme étape de la méthode) la transformée inverse de Fourier en

=

F1G. 12.1: Définition de la fonction x — (z)

x a U, pour obtenir :

o=

1 —+o00 1 _ 9 ﬁ
days) = — [ 1 w(s)

dr J_ <k2+£>;

c2

~R g, (12.1.14)

s
soit, en posant k = bs (quatrieme étape) (44)
c

1

B 1 —+o00 1 _% ‘ | 1+ 2 j-i-i T —+o0 _

u(z,y,s) = —/ —<€ {y( P }dp (= / =(p)dp) (12.1.15)
A S (14 p?) o0

43. Le choix de la direction est ici arbitraire, il s’imposera plus naturellement lors de 1’étude des milieux
stratifiés dans les prochaines sections.
44. Rappelons que = se lit xi majuscule.
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Comme nous 'avons vu en introduction, ce changement de variable nous permet de faire
apparaitre la variable de Laplace, s, en facteur dans I’exponentielle, le principe de la méthode
de Cagniard-de Hoop consistant justement a transformer I'intégrale précédente en une trans-
formée de Laplace. Pour cela (cinquieme étape de la méthode) nous allons chercher un chemin
I" dans le plan complexe, tel que,

1
pour tout p de T, |y (1 —|—p2) 2 4 ipr =ctavect € RT

/:o E(p)dp = /FE(p)dp-

1
Posons donc ct = |y| (14 p*)2 + ipz et

et

f:{pGC | (|y| (1+p2)%+ipx) GIR+}

Le contour I' que nous cherchons sera inclus dans I' qui est donc ensemble des solutions p
de

1
ly| (1 +p®)? +ipz =ct, teR" (12.1.16)

Lemme 12.1.1 L’ensemble T des solutions de (ZII6) pour t positif est tel que
F=vtur urtur [@

avec
r* = {p=+*@), g <t}

et

e sjcosfl >0

e sjcosfl <0

0l NOUS aVONS Posé

45. T =upsilon majuscule.
46. v =upsilon.
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Démonstration :

Les solutions de (IZIIH) sont aussi racines du polynome de degré 2 :
ct ct?
Piro(p) = p? 4 2i— cosOp + sin® 6 — —5 (12.1.17)
r r
avec £ =rcosf et y = rsinf.

Remarque 12.1.1 Sip est une racine de ce polynome, elle ne vérifie pas forcément ([ZII6]).
En fait elle est solution de

[y (1 —|—p2)% =ct — ipr
ou de )
|y (1 + p2) 2 = —ct+ipx
et il faudra vérifier, aprés résolution du polynome, que Re(ct — ipx) > 0.

On vérifie facilement que P, ¢ admet 2 racines imaginaires pures,

t 242
vE(t) = —i <C— cosf + |sinf|4/1 — C—2> , pourt< f7 (12.1.18)
r r c
et deux racines complexes,
t 2¢2
~E(t) = —i% cosh + | sin 6] 0—2 —1, pourt> iy (12.1.19)
r r c

La remarque [ZTJ] nous impose maintenant de vérifier que les racines de (ICZTIT) sont bien

solutions de (TZIT.TA).

r
e pour t < —:
c
ct —ivE(t)z = ctsin® O T cos 0| sin 0] \/r2 — 212
donc :
— sicosf >0 r
Re(ct —iv~ (t)x) >0 pour 0 <t < —
c
- 7| cos 0] r
Re(ct —iv™(t)x) >0 r <t<-—;
c
—sicosf <0 r
Re(ct —ivT (t)x) >0 pour 0 <t < —;
c
o 7| cos 0] r
Re(ct — v~ (t)r) >0 pour <t< —;
c

T
e pourt > —:
c

ct — iy (t)x = ctsin® 0 T i cos 0] sin 0]/ r2 — 212
donc : ,
Re(ct —iyE(t)z) >0 pour — < t.
c
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12.1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu homogeéne infini

Remarque 12.1.2 Sicos® =0 on a T U™ = IR.

Nous considérons uniquement, a partir de maintenant et dans les sections suivantes, le cas
cos f < 0, mais, les problemes étudiés étant symétriques par rapport a (Oy), les résultats sont
évidemment identiques pour cos @ > 0.

F1a. 12.2: Représentation de T

Soit p € T't, on note X = Re(p) et Y = Sm(p), on a alors

2t2 t
X = |sind| 0—2—1207 Y = Zcosd >0
T T

et
X2 Y2
sin2 cos2f
C’est I’équation d’une hyperbole : '™ est la partie de cette hyperbole située dans le quart de
plan X >0 ,Y > 0 et ['" la partie située dans le quart de plan X <0, Y > 0. I' intersecte

, . . . . _
I'axe imaginaire au point p = —icos pour t = 7.

—1.

Remarque 12.1.3 Si cosf > 0 on montre de méme que I'T U~ est la branche de cette
hyperbole située dans le plan 'Y < 0.
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Chapitre 12 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 2

Les contours ' =" UT™ et T =TT UY™ sont représentés sur la figure

Remarque 12.1.4 Nous n'utiliserons pas les contours Y dans cette section, mais ils inter-
viendront dans le calcul des ondes de téte dans les sections suivantes.

D’apres la définition de la fonction x +— (x)2 que nous avons choisie, les points de branche-
ments de = sont p = £ et ses coupures sont les 2 demi-droites imaginaires

{ip | pe J-oo;—1[ U J1;+400[}.

Nous notons de plus D la droite réelle et 2 la partie du plan complexe délimitée par D et I'
(voir figure [Z3)). Il est évident que I' ne traverse pas les coupures.

Montrons maintenant que / E(p)dp = — / =(p) dp.
D r

F1G. 12.3: Représentation de I'"™ et I'™ dans le plan complexe

Soit p un réel positif, destiné a tendre vers +o00, on pose :
Dy ={p e D|lpl <p},
Lp={pel|lpl <p},

Co={peQ|lp|=0p}.

C), est constitué de deux arcs-de-cercle reliant D, et I, de telle sorte que D,UC,UT", soit une
courbe fermée. Puisque Z est analytique sur €2, son intégrale sur le contour fermé D,UC,UT,
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12.1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu homogeéne infini

(I'orientation du contour est choisie de telle sorte que le segment réel D, soit parcouru dans
le sens des valeurs croissantes — voir figure [[Z4]) est nulle :

/DPE(p)dp—l-/FpE(p)dp—i-/ =(p)dp = 0. (12.1.20)

o

D’apres la définition de la racine carrée que nous avons choisie et puisque z < 0 on vérifie
facilement que :

1
Re(ly| (L+p*)* +ipx) >0 si Im(p) >0 et R(p) #0
et donc que, pour tout ¢ € [0; 7/2[U]r/2; 7]

lim Re® Z(Re™) = 0.
R—+o00

Nous pouvons donc appliquer le lemme de Jordan [85, 66] :

Lemme 12.1.2 (Second Lemme de Jordan) Soient zo un point de C et U un secteur
angulaire de C défini par

U={2€C | |z—20| = Ro et 1 <arg(z — 20) < th2} (Ro > 0,91 et s € IR).
Si f est une fonction continue dans U et si

lim (2 — 20)f(2) =0,
|z—z0| —+00
zel

alors pour tout arc de cercle v de centre zg, de rayon R > Ry, contenu dans U on a

lim [ f(z)dz=0.

P00 5

Donc

lim E(p)dp =

p=oo Jo,

Nous déduisons alors de (CZT20):

+oo 1 -3 1+2%+im
/ . c{\yl( p?) p}dp:_/e
r

—oo (1+p2)3

- [|y\(1+p2)%+ip:v

T dp. (12.1.21)
(1+p?)?
Effectuons maintenant le changement de variable p = y*(¢) sur I'* pour ¢ > *, par construc-
tion

st

fz[\y|(1+wi<t)2)%+mi<t>x} B
e =e %

donc

e +oo
[
r (1+p?)2 :

1 d7+ (t) 1 dfyi (t) B_Stdt.
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Fi1G. 12.4: Contour d’intégration

Il ne reste plus qu’a évaluer la quantité

1 dy*(t)
(1+75(@)2)2 At

pour cela on utilise d’abord (TZTTH) :

|

1 Lyt () cosh
+/4\2 r
(1+~7(0)%)2 = Y : (12.1.22)

soit, en utilisant I'expression ([ZTIY) de y*(¢) :

1 c2t2 clsin g
(1+7i(t)2)2: T_Q_l T| ’

e ; Ficosh | . (12.1.23)
=

Or, en dérivant (ZTT9), on montre que :

dyE(t)
dt

<] sin 6|
V-

Il est alors facile de montrer que

—icosf | . (12.1.24)

C
r

1 + 1
0 _ (12.1.25)

(1+4%@2)? & Py

puis que :

1
6—% {\y|(1+p2)? +z‘px} oo -~
dp = 2/ — (12.1.26)

1
/I‘ 2\2 T 2
(14p%)2 om 12—
C

o
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

soit :

+oo e—st
iz, y, ) :/ . (12.1.27)
r r
< om it -
s 02

Finalement, en utilisant I'injectivité de la transformée de Laplace (sixiéme et derniere étape
de la méthode), nous déduisons le

Théoréme 12.1.1 La solution du probléeme (CZLI) s’écrit :

r
u(z,y,t) = 0, t<E
1 T
u(z,y,t) = — t> -
277\/152—70— ‘

2

Définition 12.1.1 Pour t fizé la solution u est réguliere dans tout I’espace, sauf pour les
points vérifiant r(z) = A7), Lensemble des singularités de u au temps t sera appelé le front
d’onde de u au temps t.

Pour le calcul numérique de U on pourra s’inspirer de I’algorithme présenté a la section 24T
(calcul de P*) page

12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogenes

Nous considérons maintenant un domaine infini composé de 2 fluides homogenes. Les 2
milieux sont respectivement associés aux demi-plans y > 0 et y < 0. Nous supposons que la
source est située dans le milieu 1 & une distance h > 0 de l'interface. L’équation aux dérivées
partielles modélisant ce probleme est :

1 02U 1 [GZU a<16U

wly) 92 ply) 927 Ty @a_yﬂ = d(x) 6y —h) f(¢) (12.2.1)

wy) =pm, ply)=p1, y>0, u(y)
avec et c(y) = | ——=.

w(y) = p2, py) =p2, y<0

Comme dans les sections précédentes on s’intéresse au calcul de la fonction de Green solution

de

1 0%u 1 [0%uw O 1 Ou
W OE 2w [@ + o (@?y)] = 0(z) 0(y — h) o(¢). (12.2.2)

47. C’est-a-dire les points appartenant au cercle de centre (0,0) et de rayon ct.
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12.2.1 Résultats

12.2.1.1 Notations

Nous utiliserons par la suite les fonctions de la variable complexe z définies par :

et

1 2
_p2(1+22)2—p1 (i—é—i—zQ)Q

R(2) 1 .
p2 (14 22)2 4+ py (—2 +22)2

1
2\2

., 2)\2 2%.
p2 3+~ +p1 (14 22)

12.2.1.2 Cas d’une source sur ’interface

Nous supposons ici que h =0 et ¢1 < co.

a) Les fronts d’onde. Nous avons défini, a la section précédente, le front d’onde de la
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solution comme étant I’ensemble des singularités de la solution. Dans le cas d’une source
située sur l'interface de deux milieux acoustiques, le front d’onde se décompose en trois
fronts d’onde secondaires : un front d’onde de volume et un front d’onde de téte dans
le milieu 1 et un front d’onde de volume dans le milieu 2. Ces ondes seront définies
plus précisément au §b. Nous utiliserons par la suite les coordonnées polaires (r, ) de
x vérifiant

r=rcos) et y=rsind,

Front de 'onde de volume dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné, le front de
l’onde de volume dans le milieu 1 est un demi-cercle de centre O = (0,0) et de rayon c;t
(en bleu sur la figure [2ZH). Nous appelons Qg (t) intérieur de ce demi-cercle. Qg(t)
peut également étre défini par :

QR(t):{(x,y) cR?|y>0et cL <t}.
1

Front de I’'onde de volume dans le milieu 2. De méme le front de l'onde de
volume dans le milieu 2 est un cercle de centre O = (0,0) et de rayon cot (en rouge
sur la figure [[ZH) et nous appelons Qp(t) 'intérieur de ce demi-cercle. Qp(t) peut
également étre défini par :

QT(t):{(x,y)GIRQ|y<Oet CL <t}.
2

Front de ’onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(t) l'intersection du front
d’onde dans le milieu 2 avec axe x = 0 a droite et B(t) le point tel que le segment
[A(t)B(t)] (en magenta sur la figure [[ZH) soit tangent a Qg(t). Soit [C(t)D(t)] le
symétrique de [A(t)B(t)] par rapport a axe (Oy). Il est bien connu qu’il se crée une
onde dite onde de téte dans le milieu le plus lent (ici le milieu 1) dont le front d’onde
est constitué du segment [A(t)B(t)] et du segment [C(¢)D(t)].



12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Lemme 12.2.1 L’angle . = arccos(ci/c) est l’angle limite au-dessus duquel il n’existe
plus d’onde de téte. De plus les points du segment [A(t)B(t)] (resp. [C(t)D(t)]) vérifient

[’équation :
. 1 1 rcosd
t=rsinf,/ 5 — 5+ , 0ecl0;0,]; (12.2.3a)
¢ G5 (6]
) 1 1 rcosd
(resp. t=rsinb, |- — -5 — , 0cr—06.;mn)). (12.2.3b)
o 2

Démonstration :

Le triangle OA(t)B(t) est rectangle en B(t), de plus OA(t) = cat et OB(t) = ¢1t :

o OB(t) o C1
cosf,. = OA®) ~ o

L’équation (CZZ3al) (resp. (IZ23H)) n’est rien d’autre que I’équation du segment joi-
gnant le point A(t) de coordonnées (cot,0) au point B(t) de coordonnées

(c1tcosb.; citsind,)
(resp. le point C(t) de coordonnées (—cat,0) au point D(t) de coordonnées
(—citcosf,.; citsind,.)).

Nous noterons Qq(t) U'ensemble constitué des triangles OA(t)B(t) et OC(t)D(t) privé
de Qr(t). Q(t) peut également étre défini par :

c . 1 1 r|lcosf r
Qe (t) = {(m,y)GIRQ|y>O, lcosf] > =% et r51n01/—2——2+!<t<—}.
C (& C5 (6] (6]

Finalement nous notons Q(t) = Qr(t) U Qp(t) U Qe ().

b) Solutions analytiques. On notera

22

+ .Clt . Clt
1) = i cos oA 1,
v (t) i=—=cos + | sin 6| s :

cit 212

v (t) = —i <TCOSG—Hsin9| —7> ;

Nous pouvons alors énoncer le
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B(

Qr(1)
D(1) 7o)
Qe (t) e/ 7 Qe (t)
\‘/// \
A‘\\\\\\\ /’A //Ak\\\\\

\

Fia. 12.5: Représentation du front d’onde quand h = 0

Théoréme 12.2.1 La solution causale du probléme ([ZZZ) avec h = 0 est donnée
par :
six g Q) ulx,y,t)=0;

St x € QR(t) : u(x7y’t) — 1+ Re [R(’V;r(t))] .

St x € Qte(t) : U(:anat) = - ;

six € Qp(t) : ulz,y,t)=

Pour le calcul numérique de U on pourra s’inspirer de I’algorithme présenté a la section [CLA T2
(calcul de P") page B20

12.2.1.3 Cas d’une source en-dehors de ’interface

a) Les fronts d’onde. Nous distinguerons deux cas : ¢; < ¢g et ¢; > ¢o et nous utiliserons
les coordonnées polaires (r,0) de x vérifiant

r=rcosf et y+h=rsinb,
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

1. Si ¢; < c3. Dans ce cas, 'onde dans le milieu 1 apparait comme la somme de trois
ondes : une onde incidente, une onde réfléchie et une onde de téte. L’onde dans
le milieu 2 est seulement constituée d’une onde transmise. La définition précise de
ces ondes sera donnée au §b.

Front de ’onde incidente dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le front
de l'onde incidente (en vert sur la figure [[Z7) est l'intersection du cercle de centre
(0,h) et de rayon c;t avec le demi-plan supérieur. Nous appelons Q(¢) l'intérieur
de cet arc de cercle.

Front de ’onde réfléchie dans le milieu 1. Le front de 'onde réfléchie (en
bleu sur la figure [Z7) est I'intersection du cercle de centre (0, —h) et de rayon c;t
avec le demi-plan supérieur. Nous appelons Qg(t) l'intérieur de cet arc de cercle.
Qr(t) peut également étre défini par :

QR(t):{(m,y) cR?|y > 0et CL <t}.
2

Front de 'onde transmise dans le milieu 2. Le front de 'onde transmise a
une forme plus compliquée. Pour le décrire il est nécessaire de calculer le temps
de parcours d’un rayon issu de la source et atteignant le point (z,y) :

Source
Milieu 1 (0,h)

Milieu 2

(z,9)

Fi1a. 12.6: Trajet de 'onde transmise

la figure [[Z0 représente le trajet d’un rayon émis par la source dans le milieu 1
et atteignant le point (x,y) dans le milieu 2. Ce trajet se décompose en 2 parties,
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272

une premiere partie dans le milieu 1 de la source (0,h) vers l'interface (&,0) et
une deuxieme partie dans le milieu 2 de I'interface (§,0) vers le point (x,y). La

longueur du premier trajet est /&2 + h? et le temps de parcours est /2 + h?/cy.
La longueur du deuxieme trajet est /(z —£)? + y2 et le temps de parcours est

V(x —&)2+y?/co. Le temps de parcours total est donc :
[e2 1 12 (7 — €2 & 02
t(&) = Crh, a4y (12.2.4)

C1 C2

Le premier rayon arrivant en (x,y) est celui passant par £pa(z,y), minimisant la
fonction t. & = &p2(x,y) vérifie donc :

S S §-¢ =0
VBT oo

On montre facilement, en étudiant les variations de t'(§), que cette équation
n’admet qu’une seule racine réelle, que cette racine appartient a I'intervalle [0 ; z]
(ou [z ; 0] si z < 0) et qu’elle minimise #(£) (voir la démonstration ainsi que
les détails pratiques pour le calcul de &p2(x,y) page B22). Finalement le temps
d’arrivée de l'onde est tp2(x,y) = t(&o2(x,y)) et le front de 'onde transmise est
I’ensemble des points tels que :

t'(¢)

(12.2.5)

toa(x,y) = t.

Ce front d’onde est représenté en rouge sur la figure [2Z7 Nous définissons égale-
ment l'ensemble Qp(t) par :

Qr(t) = {(z,y) [y <0 et toz(z,y) < t}.

Remarque 12.2.1 On vérifie facilement que l’ensemble Qp(t) tend vers un demi-
disque de centre (0,0) et de rayon cat quand h tend vers 0.

Onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(¢) I'intersection du front d’onde
transmis avec 'axe z = 0 a droite et B(t) le point tel que le segment [A(t)B(t)]
(en magenta sur la figure [ZZH) soit tangent & Qr(t). Soit [C'(¢)D(t)] le symétrique
de [A(t)B(t)] par rapport a I’axe (Oy). Comme dans le cas ou la source est située
sur U'interface, il se crée une onde dite onde de téte dans le milieu le plus lent (ici
le milieu 1) dont le front d’onde est constitué du segment [A(t)B(t)] et du segment
C()D®)).

Lemme 12.2.2 L’angle 0. = arccos(ci/co) est langle limite au-dessus duquel il
n’existe plus d’onde de téte, de plus pour t donné, l’ensemble des points du segment

[A(t)B(t)] (resp. [C(t)D(t)]) vérifie ’équation :

1 1 5 0 1 1 0
t=rsinf —2——2—1—% (resp. t =rsiné —2——2—”:08 ) (12.2.6)
\/ A a4 2 \[ ¢ & 2

ot r et O sont les coordonnées polaires du point (z,y) dans le repére lié au point

O = (0,—h).




12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

La démonstration de ce lemme est moins évidente que dans le cas h = 0 et sera
faite en démontrant le théoreme [[ZZ2 ci-dessous. (voir page 2XT).

Nous noterons € (t) 'ensemble constitué des triangles OA(t)B(t) et OC(t)D(t)
privé de Qg(t). Q. (t) peut également étre défini par :

c ) 1 1 r|cosf r
Qte(t):{(x,y)GIRZ|y>0, lcosf] > =% et rsinf,[— — <+ | |<t<—}.
C9 (& C5 C9 C1

RN
RN

Fi1G. 12.7: Représentation du front d’onde quand ¢; < ¢y

2. Si ¢; > co. Dans ce cas le contour est beaucoup plus simple car il n’y a pas d’onde
de téte. Nous définissons les fronts d’onde incidente, réfléchie et transmise ainsi que
les ensembles Q;(t), Qr(t) et Qr(t) de la méme maniére que dans le cas ¢; < ¢y
(voir figure MXY). Pour harmoniser les résultats dans les deux cas nous notons
Qte = 0.

b) Solutions analytiques. Nous décomposons la solution u en :

(12.2.7)

t

u=u'+u" y >0,
U=1u y < 0.

ol u' est 'onde incidente, c’est & dire la restriction au demi-plan y > 0 de la solution
qu’on aurait obtenue si ¢; = ¢ :

six gQI(t) : ’U,Z(il?,y,t) =0;

sizeQt) : ui(zr,yt)=
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7

S RRRRRNI]S
RN

&
SRR
SRR

Qr(t)

Fia. 12.8: Représentation du front d’onde quand ¢; > ¢

ou r* = \/a? + (y — h)2.

Nous posons

r=+x2+ (y+h)?, cosh= ;, sinf = y+n

r

(r et 6 sont les coordonnées polaires du point & dans le repere du point source image
situé en (0, —h)) et

242
+ .1t ) cit
t) = —i— cosf 0\ — —1
1 (1) i~ - cos + |sin 6| 2
F(t) = —i [ M cos + [sinb]y/1 [ar
v =—i cos sin -
1 , )

Pour définir ~; (t) nous utiliserons la fonction

1 02 2 )
Flpt)=—y(1+p*)2+h <C—§ +p2> +ipx — cot = 0,
1

le temps d’arrivée de 'onde transmise au point (x,y), to2 = to2(x,y) et le lemme suivant,
vrai pour z < 0 :

Lemme 12.2.3 (Démonstration page [287). Soit m = min(1,c1/c2), soit g la fonction

définie par

1
. . 1 C2 2 )
p € [—im;im] — g(p) = F(p,t) —cot = —y (1 +p?) 2 +h <C—§ +p2> +ipz. (12.2.8)
1
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et soit h(q) = g(ip) la fonction définie par

1
1 02 2
g€ [-m;ym]—h(g)=—y(1-¢*)?%+h <C—§ — q2> — (12.2.9)
1

Alors

o toy est lunique réel tel que F(p,to2) admette une racine double p = pga, cette
racine est imaginaire pure, de plus 0 < Sm(po2) < m ;

o pour h(m)/ca <t < h(—m)/ca, F(p,t) admet une unique racine

p=v (t) € [poz2; im],

1maginaire pure ;

o pour h(—m)/ca <t <tp2, F(p,t) admet deux racines

p=vy(t) € [pozsim] et p=w](t) € [~im; pozl,

imaginaires pures. De plus

dvy (t) 1
i o e
thOQ 02
L+ 102
)=y s ;
o) 2c29" (po2)

e pour toy < t, F(p,t) admet deux racines complexes v5 (t) et 5 (t) vérifiant

avec

Sm [y (t)] = Sm [v5 (t)] > 0 et Re [ (t)] = —Re [y; (t)] > 0.

Ay (t 1
Y2 () ~ ié—(t) 5 .
dt i, = — 1o

Théoreme 12.2.2 L’onde réfiéchie est donnée par :

De plus

stz & Qr(t) U Qe(t) © u'(x,y,t) =0;

six € Qp(t) : u"(x,y,t) = ;
2
277\/1:
“a
Q3 R + ¢
six € Qe(t) : u(z,y,t) = _Sm [ (v ( ))]
2
2m 7“_2 — 2
“a
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et 'onde transmise est donnée par :

six & Qp(t) :

six e Qpr(t) :

ut(x,y,t) =0;

1
ut(‘r, Y, t) = —Re

027(’)’;r (t)

2

(148 ) 5o

V5 (£),1)

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U", de l'algorithme présenté a la
section (calcul de P") page BZM et, pour celui de U? de lalgorithme présenté a
la section MZZZT] (calcul de V!) page

12.2.2 Démonstrations

Si nous décomposons u suivant (ZZT), les conditions de transmissions physiques imposant

la continuité de u et de

(

10u
p Oy’

I’équation ([ZZZ) devient alors :

1 9%ut ?ut 0%’
2~ |G+ | ) 8l =) 30,
i@QUT Pur 9T _0
3 ot? Ox? oy | 7
1 9%ut ?ut OPut
2 52 7t 52| =0
c5 Ot ox y
ui + ur — ut7
ou’ N ou"\ 6_ut
p2 dy By =p1 ay

y>0

y>0

(12.2.10a)

(12.2.10D)

(12.2.10¢)
(12.2.10d)

(12.2.10¢)

L’utilisation des transformations de Laplace en temps et de Fourier en x nous permet d’obtenir
le systeme différentiel ordinaire suivant :
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. v
o2t 5 8
~a7 T (k ta
%" 5 82
a7 T (k T
aZ,&t 9 82
~a7 * <l<: t3
o'+ 0" =a,
) <8u’ 6127">
2
oy oy

)fbi =d(y —h),

y >0,

y >0,

(12.2.11a)

(12.2.11b)

(12.2.11c)

(12.2.11d)

(12.2.11¢)



12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

dont les solutions sont

(

(S

- 1 ()
1
2 (k:2 + %) ’

51

: (12.2.12a)

o=

ar = — Rks) ) (1) , (12.2.12b)
2 (k:2 + z-ﬁ) >

1

o=
o=

2 (k:2 + %) :

=5

—h k2+ﬁ)
( 1) . (12.2.12¢)

Avec R, le coefficient de réflexion, et 7, le coefficient de transmission, définis par

1 1
p(B+5) = (B+5)°
Rk, s) = : 2L (12.2.13)

1
P2 <k2+j—§> + p1 <k2+j—§>2
1 2

NI

1
202 (k2 + %)
T(k,s) = : . (12.2.14)

1 1
P2 (k2+§—§)2+p1 (k2+i—§)2
1 2

12.2.2.1 Cas d’une source sur l’interface, démonstration du théoréme [[2.2.7]

Dans le cas h = 0 la solution 4 s’écrit

1

L+ R(k,s) ~lu (m%) ’

u(k,y,s) = T (12.2.15)
(+5)
pour y > 0 et
2\ 3
ak,y, s) = Ls)le—w@%j—%) (12.2.16)
(3]
pour y < 0.

Calcul de la solution dans le milieu 2. En utilisant la transformation de Fourier on
obtient :

o=

1 [t T “lyl( k2452 ) " —ika
a(z,y, 5)22—/ _Thks) ‘yl( %) dk. (12.2.17)
™ J_ 2\ 2
> 2(k2+s—2)
€2
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Chapitre 12 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 2

Comme précédemment on utilise le changement de variable k = i’—j

1t T(Es)  — = |y(14p2)? +ipe +o0
u(z,y,s) = Me CQ{M( ») p}dp(z/ =

el Er(p)dp). (12.2.18)
21 J oo 2(1+p2)? —o0

Pour ne pas alourdir la présentation, nous faisons maintenant I’abus de notation

Tp)=T(£1) = & (11+p2)§ (12.2.19)

(&) 2 B
<Z—§ +p2)2 + (1 +p?)

1
2

(il n’y aura pas de risque de confusion par la suite car la premiere formulation de 7 ne sera
plus utilisée).

Nous cherchons maintenant le nouveau contour d’intégration : on pose

ot =y (1 +p2)% + ipx

1
r= {pe C | |yl (1+p)? +ipz e]R+}.
Comme & la section TZT] on montre que
F=Y"uY UI'"uUI'" avec

ot 2752
r+= {p:%i(t) iz cosf + |sinf|\/ =5 — 1, r St}
r
+ + [ cat . c2t2
Yr=dp=vy(t)=—i TCOSH+]81n9|

t 2 42 0
T:{szz_(t):—i <Cicos€—]sin9] 62 ) _Ireos gtgi}_
r

I'" UT™ est une branche d’hyperbole située dans le plan Sm(p) > 0 si cos < 0. De plus
I' intersecte I’axe imaginaire au point p = —icos pour ¢t = - (toutes ces informations sont
résumées sur la figure [[Z9).

|/\
t\:|ﬁ
——

D’apres la définition de la fonction = +— (m)% que nous avons choisie, les points de branche-
c
ments de Zp sont p = +i, et p = +i-2 et ses coupures sont les deux demi-droites imaginaires
1
{ip | pe ]-oo;—1[ U J1;+o0[}.

Il est évident que I' ne traverse pas les coupures.

En utilisant le méme contour qu’a la section [[ZJ], on montre que, avec les sens de parcours
indiqués sur la figure [2.10 :

+o0o
JRETUEE /F =1 (p)dp. (12.2.20)

—00
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Fi1G. 12.9: Représentation de I't et I'” dans le plan complexe

—icos 6

FiG. 12.10: Contour d’intégration
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Chapitre 12 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 2

De plus, apres avoir effectué le changement de variable

n -t , 3 12
p="(t) = —i- cosf + | sin 0| - 1,
on obtient :
_ +o00 1 d’yi .,
/ Er(p)dp = F / T T d? ()T (Y (t))e*tdt. (12.2.21)
r= 5 Ar (145 (1)?)?
Or on a vu & la section 211 que
1 dri 1
(1+’Y2(t)) t2_r_
c
donc
T T (v (1) + T (v (2
r

o 2
T

2 47T t2 -5
=5

De plus, en utilisant le fait que v, (t)2 = 75 (£)2 et que Z

T(vg (1) =T (5 (1))

T
= z2, on montre que :

N

et donc que

T (3 (1) + T (75 () = 2Re[T (75 (1))].

On a alors
oo Re (T (v (t
(e, y, s) :/ Re(TOFO) sty (12.2.23)
& [ T2
2 27'[' t2 — —2
5
Finalement :
u(z,y,t) = 0, t< r
C2
Re [T (v (¢
U(l',y,t) = [ (72 ( ))], t> L
’1“2 (&)
27T t2 )
)

Calcul de la solution dans le milieu 1. On s’intéresse maintenant au calcul de la solution
dans le milieu ou la vitesse est la plus lente et on étudie :

1 [t 1 (k24227 ke
a(z,y, s):—/ 1+ R(E5) ‘yl( C?) dk. (12.2.24)
2 J_ o 2(k2+£)§
cf
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Utilisons le changement de variable k = Zc’—f :

1 [T 1+ R(E,s) —%[Iy\(up?)%ﬂpx}
———€

uw(r,y,s) = —
() 21 ) 2(14p2)2

dp (= / T 2 () dp) (12.2.25)

Nous noterons :

=1t

l\)l\>|
+
3
DN
N——
[N

() - (¢ _ (12.2.26)

1 2
(14p%)2 + (z—é+p2)2

R(p) = R(L,1) =

C1

Pour trouver le contour d’intégration on pose :
1
ct = [y| (1 +p?)2 +ipz (12.2.27)
1
et I' = {p e C |yl (1 +p2)2 +ipx € ]R+} et on montre que

I=~tu~y urtur-

avec
crt 212 r
Fi:{pzvli(t)——zicoseﬁ:]smﬂ —2 — <t }
r r c1
n " [ at gt r
T =<p=v](t)=—i| —cosh+ |sinb| = | > 0§t§—
r r
crt c? 12 r cos 6 r
T_:{pzvl(t):—z<icosﬁ—]sin9| —1—2>, - gtg—}.
r r C1 C1
I" intersecte I’axe imaginaire au point p = —icos# pour t = é

D’apres la définition de la fonction = +— (m)% que nous avons choisie, les points de branche-

—_ . .C1 . . . ..
ments de =g sont p = +i, et p = £i—, ses coupures sont les deux demi-droites imaginaires
C2

. C1 C1
{zp | pe]—oo;——[u}—;%-oo[}.
(6] C

Cette fois I' traverse les coupures pour cosf > i—; (voir figure [ZTTl). Il faut donc distinguer
deux cas.

c
1. Si |cosB| < . On peut alors utiliser un contour semblable a celui décrit lors du
c

calcul dans le milieu 2 et on montre que :

u(z,y,t) = 0, t<—

U(fﬂ,y,t) = t>—
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282

—icos 6
>
D Re(p)
® _2.6_1
C2

FI1G. 12.11: Représentation de I'"™ et I'" dans le plan complexe

(la démonstration est la méme que pour le calcul dans le milieu 2).

. C1 . .
Si | cos 8] > —. Il faut alors modifier le contour pour qu’il ne traverse pas les coupures,
C2
pour cela nous allons maintenant utiliser Y* qui est représenté avec I'* dans le plan

complexe sur la figure T est le segment imaginaire [—i|sinf| ; —icosf] et T
est le segment imaginaire [i ; —icosf]. Seul Tt peut nous permettre de contourner
la coupure, de plus nous n’avons besoin que de la partie de T+ comprise entre 12—; et
—icos #, nous notons donc

T=_T"nN [ic—l ; —icosﬁ] .

C2

On vérifie facilement que Y peut étre paramétrée par t :

t 2t2
’r:{p:uf(t):—z<icosﬁ—|—|81n9| —61—2>, t1§t§£}
T r

C1

_ : 1 1 rcos 6 1 _c
avec t] = r|siné| s A (t1 est obtenu en utilisant (CZZZT) en p = zé)

C c5 c2

Nous modifions légerement la définition de I', pour qu’il ne touche pas I’axe imaginaire :

1
Fp:{PEFHP|<P et?Re(p)Z;},



12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

T+ .C1
® —i—
C2
¢ —i|sind|
® !

F1a. 12.12: Représentation de I'" dans le plan complexe

et nous définissons :
Ty, = { —1€ T}
T_,= {p |p+ € T}

[

== et Sm(p)

Cp:{p| ‘p—lg—;

Y., (resp. T_,) est 'image de Y par la translation de vecteur /—1) (resp.

1
—5)> Cp est le

demi-cercle “inférieur”de centre 7 < o et de rayon L. Puisque 2y est analytique sur €2, son
intégrale sur le contour fermé D, UC,Ul',UY,UY_,Uc, (I'orientation du contour
est choisie de telle sorte que le segment réel D, soit parcouru dans le sens des valeurs

croissantes — voir figure [[ZT3)) est nulle :

/ER(p)dp+/ ER(p)dp+/ ER(p)dp+/ Eg
D, r T, T

p p
On vérifie facilement que :

lim Er(p)dp = 0.
p=oo Jo,
De plus

lim  pEg(p) =0,
lp—it 1|—0

7

(p)dp+/c ER(p)dp+/ Zr(p)dp = 0.
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on peut donc appliquer le premier lemme de Jordan :

Lemme 12.2.4 (Premier Lemme de Jordan) Soit 2 un ouvert de C, soient zo un
point de C et U un secteur angulaire de C défini par

U={z€Q | {1 <arg(z — 20) < a2} (Ro > 0,91 et s € IR).

Si f est une fonction continue dans Q\ {20} et si,

lim (2 — 20)f(2) = 0,

Z—2z0

zeU\{zo}

alors pour tout arc de cercle v de centre zg, de rayon €, contenu dans U on a

lim/7 f(z)dz = 0.

e—0

Donc :

lim [ Eg(p)dp =

P00
Cp

FiG. 12.13: Contour d’intégration

On a alors :

ﬂ’(x7y7 S) - _/I\‘ER(p) dp — pggloo [/r

Il est alors évident (en orientant T “du haut vers le bas”) que :

Zulr) dp+ |

Zr(p) dp] o (12.2.28)
T+p

—p

2 1
L+p? Fiy/— (p2 + i—é) iy {lyl(1+p2)7+im}
lim [ Zg(p) dp:/ 1+ - ST
P Ti, T Trp2 i _<p2+%> 4 (1 + p?)2
€2
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

\ 14+p2—iy [ — (p2+

soit, en posant ﬁ(p) =
\/ (p2+

V/ 1+p2+i

wnw‘wﬂm Wi wl»—?m
N——

N——

1
e—% [\y|(1+p2) z +z‘px}

lim Er(p)dp = — / <1 + 7~3(p)> T dp
potoo Jy, Y 47(1 + p?)2
et .
- [|y\(1+p2) ﬂm}
. —_ ~ (&
im_ [ Ze)dp= [ (1+R0) —dp
p=toe Jy o, Y 47(1 + p?)2

1
2

Remarque 12.2.2 R(p) = R(p) si on prolonge la fonction x — ()2 sur la demi-droite

des réels négatifs par (x)% =i/ —x pour x < 0.

Il ne nous reste plus qu’a utiliser le changement de variable

[ et _ c2 12
p=v(t)=—i (%cosﬁ—}—]smm —i—2>

pour obtenir :

é U+ U+ U+
lim [ / =) dp / = dp] __ [TRu) - (1) DILD

p—too no Arn(l+of ()2

De la méme maniére qu’a la section précédente on montre que :
1 dovf (t) i
1 - )
(1+07(t)?)? d r2

et, apreés avoir remarqué que

on obtient

lim [/Tp Er(p) dp+/hp Er(p) dp] z/t0 %;Jr(t))]e_“dt. (12.2.29)

p—+00

On montre évidemment sans difficulté que :

oo 1 4 Re (R(v{ (¢
—/E(p) dp:/ + Re ROCO)) oty (12.2.30)
I A 7«2
cq t2 0
cf
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et on obtient
ﬂ(:ﬂ,y,s) _ _/ 1 Jm[ (Ul ( ))] GStdt—{—/ + 6[ (’yl ( ))] .
tl T

2 . 2
2, |5 — 2 P 2, 12 — 55
cq 1 1

Finalement, 'expression de la fonction de Green est :

u(mvva = 0, t<ty,
Sm [R(v7 (¢
U(I‘,y,t) = - [ ( 1())]7 hh<t< L,
2 C1
2 — —t2
T C%
1+ Re [R(y (¢
u(eyt) = RGIO] -«
r2 C1
27'[' t2——2
551

12.2.2.2 Cas d’une source hors de l’interface, démonstration du théoréme

h
Calcul de u". On pose r = /a2 + (y + h)?, Cosﬁzg,sinﬁzi(y+ )et

r r

9 1 2 9 %
p p2 (1+1%)2 = (ngp)

R(p) =R(=—,1) = .

c1 oy 1 & 5\ 2
po (1+p2)2 + p1 (g+p)

Comme dans le cas h = 0 on vérifie que :

1
1 [t — = |y(14p2) 2 +ipz

21 J 2(1—|—p2)%
Donc :

c
a) sic; > cyousi|cosf| < L. Alors il n’y a pas d’onde de téte et

C2
u(xz,y,t) = 0, t<—
c1
Re [R(v; (¢
g t) = [ (’h())], po
r2 c1
2 t2 -5
“
¢ 1t2
avec v; (t) = —i— cos 6 + | sin 0| C;—Q -1
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b) si |cos | > ! 11 faut calculer la contribution de 'onde de téte :

C2
u(z,y,t) = 0, t<ty
Sm [R(v] (¢
U(%,y,t) = - [ ( 1())], h<t<—
r2 c1
2w ) —t2
“
Re [R(vi (¢
oty - RGO,
2 c1
2T t2——2
‘@
avec
| et ) 212
v (t) = —i <%cos@+]sm9[ —1—2> ,
212
+n .1t . cit
7 () = —i—- cos 0 + |sin 6| g a 1
et
. 1 1 rcos 0
ty =r|sinfl,| 5 — = —
e 2

Les calculs sont similaires au cas ou la source est sur 'interface.

Remarque 12.2.3 On démontre le lemme[IZZ2 en remarquant que la condition t1 =t

s’écrit

ce qui est bien l’équation du segment [C(t)D(t)] défini précédemment

Etude de la fonction F(p,t), démonstration du lemme :

Rappelons que

1 CQ 2 )
Flp,t) = -y (1+p*)? +h<c—§ +p2> +ipr — cot =0
1

Nous pouvons dans un premier temps énoncer le lemme suivant :

Lemme 12.2.5

1. sip=a+ib avec a # 0 est racine de F(p,t), alors p = —a+ib est également racine de

F(p,t) ;

2. sip est réel, alors p=10 :
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. . L ., C2 . ..
3. si p est imaginaire pur alors |p| < m = min(—,1), cette condition nous indique que le
C1
contour ne traversera pas les coupures et donc qu’il n’y aura pas d’onde de téte ce qui

est cohérent avec la théorie physique ;

4. quand t tend vers +o00, T' admet 2 asymptotes paramétrées par t d’équations

B t @y —h) -z
PomXy—mviz (y-hRta?

Il existe donc tq tel que, pour tout t > t1, F(p,t) admette deux racines complexes telles
que :
Sm [yH(t)] =Sm [y ()] et Re [y ()] = —Re [y (t)] >0

Démonstration :

1. la démonstration est évidente ;

2. si p est réel alors

1 2 3
—y(1+p2)2 —|—h(Z—§ —|—;192)2 — cot est réel ,
1
ipx est imaginaire pur ,

1
2

1 2
—ipr = —y (1 + p?)? +h<z—§+p2> —cot

donc p=20;
3. si p est imaginaire pur alors ipx + cot est réel et il faut donc que

2\3 3 o :
y(1+p°)2 —h 2+
1

soit réel et donc que |p| < m = min(c—Q, 1);
c1

4. si F(p,t) = 0 alors

1 1
1 (P)\?\? s (P\*)\?, P
‘y<§+<;>> +h<?ﬁ+(z) tir - =0

Donc quand ¢ tend vers I'infini cette équation devient :
~N o\ L
2 2

—y§+h§+z‘§x—@=0 si R(p) > 0,

Soit

PP

D B .
. t+zt:6—02—0 si R(p) < 0.
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Donc
(—y+h+ix)p=cot siR(p) >0,

(y—h+iz)p=cat si R(p) < 0.

Concernant la position dans le plan complexe des éventuelles racines doubles p de F(p, t) nous
utiliserons le
Lemme 12.2.6 S'il existe ty tel que p = py soit une racine double de F(p,ty) alors py est

imaginaire pur.

Corollaire 12.2.1 D’apres le lemme IZZA [po| < m = min(2,1).

17

Démonstration :

S'il existe tg tel que F(p,to) admette une racine double pg alors :

F(po,to) =0 (12.2.31a)
OF
X (po,to) = 0, 12.2.31b
B (o, to) ( )
soit
23 3, 2\ .
—y (1 —|—p0) 2+ h <c_2 + p0> ~+ ipox — catg = 0, (12.2.32a)
1
h
S L — ") (12.2.32b)
2\3 2 3
(425" (G+02)°

En multipliant la seconde équation par pg on obtient :

1 2 2 ]
—y (1 —{—p%) 2+h <c_§ + p%) + ipox — catg = 0, (12.2.33a)
1
2 h 2
0 O iepy =0 (12.2.33b)
T N T
) (G 1)

On additionne ces deux équations puis on divise la seconde équation par p3 :

( hé
y &
T R e (12.2.34a)
(1+pp) <Z—% +p3>
. .
— 4+ + =<0 (12.2.34D)
C+n)* (G+p8)"
1
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(2 —Dh :
a =ty — — (12.2.35a)
2 2 Po
(3
2
(Z-1)y 25
S a - 22 (12.2.35b)
(1+p5)* apo

Si po est solution du systeme ([ZZZ3H) alors py est solution du systéme suivant, obtenu en

Glevant (TZ2354) et ([ZZ350) au carrd?®) :

02 C2 .
Q1(po) = (c—g —1)2n%p2 — (C—g +p3> (catopo — ix)? = 0 (12.2.36a)
1 1
C% 2 2 2 2 C% . \2
Q2(po) = —(c—g —1)%y°pg — (1 + pg) (catopo — 0—2296) . (12.2.36b)
1 1

Q1 et Qo sont donc deux polynémes de degré quatre. Pour des raisons de simplicité, nous
n’expliciterons pas leurs coefficients ici, remarquons simplement que ces deux polynomes ont
le méme coefficient dominant : c%t%. Q3 = Q1 — Q2 est donc un polynome de degré trois dont
po est une racine. On vérifie ensuite (a 'aide d’un logiciel de calcul formel car les calculs se
compliquent rapidement) que :

Q1(p) = (a0 + bop)Q3(p) + Qa(p)
avec Q4 polyndéme de degré 2, puis que :
Q3(p) = (a1 + b1p)Qa(p) + (a2 + bap)
avec ao réel et by imaginaire pur.

Il est évident que pg est racine de (4 et donc que

bo by
Les racines doubles de F(p,t), s’il y en a, seront donc imaginaires pures. |

Le lemme suivant garantit I'existence et 'unicité de la racine double p de F(p,t) :

Lemme 12.2.7 [ existe un unique to € IR tel que F(p,t2) admette une racine double pa, de
plus Sm(pa) > 0.

48. La réciproque n’est pas vraie.
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Démonstration :

Nous définissons la fonction

: 1 3 >
pEz[—m;m]Hg(p):—y(l—i—pQ)Q+h<c—§+p2> + ipx € R.
1

Pour tout p € i[—m;m]|, t = cag(p) est solution de F(p,t) = 0. De plus on a

h .
/o) =~y ey e
pe)? ¢ ,2)2
Q% p)
soit oF
/
= L (p.t
g (p) ap(p,)

Donc ¢l existe py tel que ¢’'(p2) = 0 alors py est racine double de F(pa,cog(p2)). Récipro-
quement, 8’il existe t2 tel que F(p,ts) admette une racine double py alors ¢'(p2) = 0. Il nous
suffit donc de chercher les racines de ¢'(p). Pour simplifier les calculs et étudier une fonction
de IR dans IR nous posons p = iqg et nous définissons la fonction h par

1
1 2 2
qG[—m;m}Hh(q):—y(l—qQ)Q—|—h<z—§—q2> —qgr € IR.
1

On a
e )]
(1—¢?)2 (Z_%_qzy
il est donc équivalent de chercher les racines ps de ¢’ ou les racines go de h'.
De plus
g =—2—— " o

Njw

— g2 2 2
(1—¢*) (z_g _ q2>
1
B est strictement décroissante, elle ne peut donc s’annuler qu’une fois sur [—m ; m]. Remar-
quons maintenant que :

esim=1ona:

lim h(q) =+oc0 et limh(g) = —o0;
q——1 q—1

. €2
e sim=—ona:

C1
lim _ h(q) =+oc0 et lim h(q) = —cc.
-3 -3

Donc
lim h(q) =400 et lim h(q) = —oc.

q——m q—m
La fonction h étant continue et strictement monotone, il est évident qu’elle n’admet qu’une
seule racine go. Pour obtenir le signe de g2 il suffit de remarquer que : A'(0) = —x > 0. A/
s’annule donc en 0 < g2 < m. Finalement ps = igs est 'unique racine de ¢’ et Sm(p2) > 0.
Le temps to = g(p2)/c2 est le seul temps tel que F(p,ts) admette une racine double. |
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Il nous reste a étudier le lien entre ¢y et g2, le temps d’arrivée de 'onde au point (z,y) :

Lemme 12.2.8 L’unique temps ty tel que F(p,t2) admette une racine double correspond au
temps d’arrivée de l’onde transmise tgs.

Démonstration :
La démonstration qui suit s’inspire des résultats de van der Hijden [B9] et de Cagniard [20].

Nous avons vu que tg et pg vérifient :

-7:(]02,t2) = 07
oF
2 (pa, t2) = 0.
ap (102 2)
C’est-a-dire
2\ 5 3 9\ .
—y (1 —|—p2) 21 h <c_2 + p2> + ipox = cota, (12.2.37a)
1
h
2 P2 iz=o. (12.2.37b)
1 5 1
Al o)

De plus |p2| < min <C—2, 1) . Il existe donc deux angles 6 et 05 vérifiant
C1
Cco .
P2 = i—sinfy = isin sy, (12.2.38)
C1
avec cosf; > 0 et cosfy > 0.

Remarque 12.2.4 Les angles 01 et 0 vérifient les lois de Snell-Descartes.

On a alors ) )
(1 +p§)§ = (1 — sin? 92)5 = cos 0y
et
2 2 2 2 I 2
c
(—g —|—p§> = <—§ — —3 sin? 02) = —3 cos 6.
‘1 G 4G 1
L’équation (IZZ3TH) se réécrit donc
iy sin O ih22 sin 6,
_ Y : 2 . + - 012 T +x= 07
(1 — sin 92)2 (Z—% - Z—%sin2 91>2
1 1
soit plus simplement :
—ytanfy + htanb; = —x. (12.2.39)

L’équation ([ZZ39) traduit le fait que le rayon issu du point source (0, k), atteignant l'in-
terface avec un angle d’incidence 6; et diffracté avec un angle 6 atteint bien le point (z,y)
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Source
Milieu 1

Milieu 2 —y

Fi1G. 12.14: Trajet de 'onde transmise

(voir figure [ZT4). Le fait que 0 et Oy satisfassent les lois de Snell-Descartes signifie que ce
rayon est le premier & atteindre le point (z,y).

Considérons maintenant 1'équation (IZZ37al), d’apres (Z2Z39) on a :
ipox = ipoy tan Oy — ipoh tan 01,
ce qui peut se réécrire

c
ipox = —ysin Oy tan s + h=2 sin 01 tan 0.
c1

L’équation ([ZZ3T7al) devient alors :

—ycos by + hc—2 cos 1 — ysin 6 tan 05 + hc—2 sin 07 tan 07 = cats.
c1 C1

Apres avoir remarqué que

sin 1

cosf +sinftanf = cos + = ,
cos cos

on obtient :
1 g 1 h
= ts.

cocosfly ¢ cosby

h/cos 6y est la distance parcourue par le rayon de la source a l'interface, le temps de ce
parcours est bien évidemment

1 h
cpcosf’
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De méme
Iy
Co oS Oy

est le temps mis par le rayon pour parcourir la distance de l'interface au point (z,y), to est
donc le temps de parcours du premier rayon issu de la source atteignant le point (x,y) :
to =ty est le temps d’arrivée de 'onde transmise. Nous noterons désormais pgs = ps. |

Intéressons-nous maintenant au comportement des racines p de F(p,t) pour t < tgz :

Lemme 12.2.9

e pour h(m)/co <t < h(—m)/ca, F(p,t) admet une unique racine p = v~ (t) € i[po2 ; m|,
1maginaire pure ;

e pour h(—m)/ca < t < toz, F(p,t) admet deux racines p = v~ (t) € i[poz; m] et p =
vt (t) € i[—m; po2|, imaginaires pures.
Démonstration :
Pour démontrer ce lemme il suffit de tracer le tableau de variation de la fonction h. Pour

cela il ne nous reste plus qu’a étudier le comportement de h aux bornes de son domaine de
définition :

esim=1ona:

3 2 3 2
h(—m):h<—2— > +z et h(m)zh(—Q— > —x;
551 551
. C2
esim="-ona:
1
h(—m) < Cg>%+62 ¢ h(m) ( Cg>2 c2
—m) = — - = “x e m) = — —=) —=z
Y C% C1 4 C% C1

Quoiqu’il en soit h(m) est positif et le signe de h(—m) est indétermin, nous avons
néanmoins

h(m) > h(—m).
Nous pouvons donc maintenant tracer le tableau de variation de h :
q —m 0 qo2 m
W (q) + 0 —
h(qo2)
h(q) | h(—=m)
h(m)

49. Rappelons que y et x sont négatifs.
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

On en déduit les variations de ¢ quand p est dans [—im;im)] :

p —im 0 P02 m

to2

h(m)/es

Le résultat est alors évident en regardant ce dernier tableau qui nous permet également de
montrer que v et v~ sont bijectives . |

Etudions maintenant le comportement des racines de F(p,t) pour t > tgs :

Lemme 12.2.10 Pourt > toa, F(p,t) admet deuz racines complexes T (t) et v~ (t) vérifiant
Sm ")) =Sm [y ()] >0 et Re[yT(t)] =-Re [y (t)] > 0.
Démonstration :

D’aprés le lemme il existe t; tel que, pour tout ¢t > t1, F(p,t) admette deux racines
complexes telles que

Sm[y")] =Sm [y ()] et Re[yT(t)] =-Re [y (t)] > 0.

Or d’apres le théoreme des fonctions implicites, les fonctions v (¢) et 4~ (¢) sont continues
tant que p = y*(¢) (ou p = v~ (t)) n’est pas racine double de F(p,t). Donc t; = tg. De plus
Sm(yt(te2)) = Sm(po2) > 0 et on a vu que, si p est racine réelle de F(p,t), alors p = 0.
Comme " (t) a une partie réelle strictement positive, sa partie imaginaire ne peut s’annuler :
Sm(y*(t)) > 0 pour t > tpo. [ |

Il nous reste a démontrer le

Lemme 12.2.11 On a

dfyi
dt t—>t0
et
do®(t)
dt t:tm 2, - t2’
avec
C(t) = m.
2c29" (Po2)

Remarquons que hrtn ¢(t) < 0.
t—t02
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Démonstration :

Nous pouvons prolonger la fonction g, définie précédemment sur l'intervalle i[—m;m], & C
privé des deux demi-droites i[m;oo| et i[—oo; —m/|. En appliquant la formule de Taylor on
montre que :

9(p) = 9(po2) + (p — po2)g’ (Po2) + %(p — po2)*g" (poz) + o((p — po2)?).

Or on a vu que ¢'(pg2) = 0, donc :

9(0) = 9p02) + 5 (0 — o2 () + 0((p — poo)?).

On sait également que ¢t = cog(p) est solution de F(p,t)=0 :

1
t =t + 5(19 — po2)2cag” (po2) + o((p — po2)?).

Un rapide calcul nous permet de vérifier que g”(pp2) > 0, en effet :

1 Y h . L
9'(p) =— 5+ 3 >0 sipé€ [—im;im].
1+p z_§+p2

Sit>to, p=7"(t)oup=~"(t), et on a:

1
t ~ too+ =(7(t) — po2)*c2g” (Po2),
tstd 2

soit

t—t

+ 02
Y(t) ~ poo Lty /2—7Fi——.
( )H:(g 29" (po2)

En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient :

i) 1 . t+ toz
dt 205t —to2)g" (po2)  \/ 2c2(t2 — t2,)g" '
bt &) 02)9" (Po2 e 02)9" (Po2)

dy (¢ 1
() ~ +((t) TR
dt e, = — 1o

De méme, si t < tg2, p=vT(t) ou p=v~(t), et on a :

Donc

1
t =~ too+ §(Ui(t) — po2)*c29” (po2),
t—tg,

soit

tog —t
vE(t) ~ petiy[2—a .
t—tg, 29" (po2)
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12.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

En dérivant cette relation par rapport au temps on obtient :

dvt(t 1 t+t
. ( ) ~ £ " =+ 2 - 202 " :
dt 1o, 2¢2(to2 — 1)g" (Po2) 2ca(t, — t%)9" (po2)

Donc
dot(t 1
(¥ = +((t) 2 2
dt o, 12, —t
|
dyE(t
Remarque 12.2.5 Comme vdt( ) ~ a e IR*, T'E admet une tangente paralléle o Uaze
t—tg,
réel.

Nous noterons
o Y™ ={p=v"(t) | t €[h(m)/c2; h(qo2)/c2l} ;
o YT ={p=v"(t) | t€[h(—m)/ca;h(qo2)/c2]} ;
o I ={p=17(t) | t€ [toz;+od]}.

Nous pouvons donc maintenant représenter complétement 'ensemble I' = Y- U YU~ UIl'*

(voir figure [ZTH).

=

FIG. 12.15: Représentation de T
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Calcul de ul.

On applique la transformation de Fourier inverse selon « :

1 1
1 [t T(k <k2+ﬁ)2—h(k2+ﬁ)2—'k
ﬁt(x,y,s):—/ _ Tk v 1) 7" ak, (12.2.40)

et on pose de nouveau k = c—j pour obtenir

Nl

13 .
| o T e [y(1+p2)2+h B+p? +zpm:|
at(z,y,s) = / T (1 ) dp. (12.2.41)

—271' — 0 2(1+p2)%

Si nous définissons v, (¢) (resp. v; (t)) comme étant la racine de F(p,t) & partie réelle positive
(resp. négative) et

I*={p=15(t) | t >t} et =0 UTT,

nous montrons, comme dans les démonstrations précédentes, que :

1 /2 3
1/ 7 (p) é[y(”I’Q)”h(c?*pg)Q“m}
A dp
r2(

~t
u(x,y,s8) = —— 12.2.42
)= [ o (12242
Nous pouvons ensuite effectuer le changement de variable p = v5 (t) :
1t T (5 (t
' (z,y,8) = — Re M,ﬁ’(t) e Stdt (12.2.43)
'Y, 9 I 1 /2
T (145 (1)2)3

Il faut encore obtenir une expression de fy+/(t). Pour cela on peut appliquer le théoreme des
fonctions implicites a F :

- (72 (8),1)
+y Ot _ €2
Y5 (1) = OF , . . ~ OF N ) (12.2.44)

pour obtenir

+00 +
t(z,y,s) = % / Re 627(720?) e~stdt (12.2.45)
fo2 (1+75 (1)) 8—(7;(15)70
p
Finalement :
ul(z,y,t) = 0, t<tp
1 T (v (t
ul(z,y,t) = %%e @ ; (Zzag__)) , t>tg
(195 (02)F 505 (0.0
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12.3 Interaction fluide-solide

12.3 Interaction fluide-solide

Considérons maintenant un milieu infini composé d'un demi-plan fluide Q; et d'un demi-
plan solide isotrope €24 séparés par une interface horizontale I'. Nous nous intéressons a la
formulation en pression dans le fluide et en vitesse dans le solide, la source est une source
ponctuelle de pression située dans le fluide a une distance h de l'interface. Les équations a
résoudre sont

1 0%P

%W — AP =4(x)d6(y — h) f(t) (), (12.3.1a)
O*V .
Ps g (A +2p)div(VY V) + prot(rot V) =0 (Qs). (12.3.1b)

ol A et u sont les coeflicients de Lamé du solide isotrope et ot rot représente le rotationnel 2d :

ov, v,
I’OtV = % — ay .

Les deux milieux sont liés par les conditions de transmission suivantes qui traduisent la
continuité des vitesses normales & l'interface et 1’égalité entre les contraintes normales et la
pression :

oV, — 10P

= - I 12.3.1
Vo - O ). (123,10
OV, OV P
Ve OV,
= I). 12.3.1
S+ 2 =0 () (12.3.1¢)

\

Nous pouvons simplifier ces équations en décomposant le champ de vitesse V4 en ondes P et
S, en posant V4, =V® +rot U :

1 9P

= s AP =06(x) é(y — h) f(t) (2y), (12.3.2a)
¢ ot

1 9%°®

AP = 0 12.3.2

1 0?0

——— — AU = Q 12.3.2
= o7 0 (), (12.3.2¢)

avec cp = /22 of cg = /L.
Ps Ps

Nous allons maintenant calculer les fonctions de Green associées a ce probleme, elles sont
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solutions de :

G+ 5ok | = 0@~ 13 (@), (12:3.30)

1 92 Py 0%¢
gw — [@ + a—y2:| 0 (Qs), (12.3.3b)
1 02 % 0%
— — = Q 12.3.
¢ Ot? [63@2 + ayQ] 0 (€), (12.3.3¢)
avec
Ovgy 1 dp
__ -2y T 12.3.
= o (r), (12:3.34)
ov ov Op
2 %y 2= = r 12.3.
(A +2p) 9y +Ao 5 L) (12.3.3¢)
OVsp  OUgy
=0. T 12.3.3f
|t = (). (12.3.3)
et

vs = V¢ +rot 1.

12.3.1 Résultats

Nous supposerons ici que ¢y < c¢g < cp, ce qui est le cas dans la plupart des problemes
d’interaction fluide-structure.

12.3.1.1 Les fronts d’onde.

Dans le cas d’une interaction fluide-structure, I’onde de pression dans le fluide apparait comme
la somme d’une onde incidente, d’une onde de volume réfléchie et de deux ondes de téte.
L’onde se propageant dans le solide se décompose en une onde de volume de compression, de
rotationnel nul, (dite onde P), une onde de volume de cisaillement, & divergence nulle, (dite
onde S) et une onde de téte de cisaillement. La définition précise de chacune de ces ondes est
donnée a la section

Front de 1’onde incidente dans le fluide. Pour un instant ¢ donné, le front de 'onde
incidente de pression (en vert sur les figures [2ZI7a et [2ZI8) est U'intersection du cercle de
centre (0,h) et de rayon cyt avec le demi-plan supérieur. Nous appelons Q7(t) l'intérieur de
cet arc de cercle.

Front de ’onde réfléchie dans le fluide. Le front de l'onde réfléchie (en bleu sur les
figures MZTAb et [ZIY) est l'intersection du cercle de centre (0,—h) et de rayon cyt avec
le demi-plan supérieur. Nous appelons Qg(t) Vintérieur de cet arc de cercle. Qgr(t) peut
également étre défini par :

QR(t):{(x,y)elRQ\y>Oet CL<t}.
!
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Fronts des ondes P et S transmises dans le solide. Comme & la section précédente,
nous devons calculer le temps de parcours des rayons P et S issus de la source et atteignant
le point (z,y) : soit £ € IR, le temps de parcours d’un rayon P passant par le point (£,0) est
donné par :

_VEER @

Cf cp

tp(£) (12.3.4)

)

et le temps de parcours d’un rayon S par :

s(e) = YEII L V= OF 4y (12.3.5)

Cf Ccg

On définit £op (resp. &ps), le réel minimisant la fonction ¢p (resp. tg) :

for(z,y) Sop(t,y) — @ _ (12.3.6)

t] T,y)) = !
rleor(ey) cf\/ém cp/ (2 = op(@,y))? + ¢

et

fos@y) Sos(@y) — @ —0. (12.3.7)

t r,y)) = -
s(os(z,y)) Cf\/m s/ (z — os(2,))? + ¢

S
Fluide (0, h) ouree

(€0s,0) (éop,0)

Solide

(z,9)

F1a. 12.16: Trajet des ondes P (en rouge) et S (en bleu) transmises
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Le rayon passant par ({op,0) (resp. (£os,0)) est le premier rayon P (resp. S) atteignant le
point (z,y) (voir figure [ZTH]).

Finalement le temps d’arrivée de 'onde P (resp. S) est

top(z,y) = tp(Sor(z,y))  (resp. tos(x,y) = ts(Sos(2,y)))
et le front de 'onde transmise P (resp. S) est ’ensemble des points tels que :

top(z,y) =t (resp. tos(z,y) = 1).
Ce front d’onde est représenté en bleu ciel (resp. en rouge) sur les figures [ZTAf (resp. X1 g)
et Nous définissons également I’ensemble Qp(t) (resp. Qg(t))par :
Qp(t) = {(z,y) |y < 0 et top(z,y) <t}
(resp. Qg(t) = {(z,y) | y <0 et tos(z,y) <t}).

Fronts des ondes de téte dans le fluide. Nous notons A (resp. E) U'intersection du front
d’onde P (resp. S) avec l'axe z = 0 a droite et B (resp. F) le point tel que le segment [AB]
(en orange sur la figure [ZIR) (resp. [E'F| (en magenta sur la figure [ZI]))) soit tangent &
Qr(t). Soit [CD] (resp. [GH]) le symétrique de [AB] (resp. [E'F]) par rapport a 'axe (Oy).
Il se crée une onde de téte P (resp. S) dans le fluide dont le front d’onde est constitué du
segment [AB] (resp. [EF]) et du segment [C'D] (resp. [GH]).

Lemme 12.3.1 L’angle §.p = arccos(cs/cp) (resp. 8.5 = arccos(cy/cs)) est l'angle limite
au-dessus duquel il n’existe plus d’onde de téte P (resp. S). De plus, pour t donné, l’ensemble
des points des segments [AB] et [CD] (resp. [EF) et [GH]) vérifie ’équation :

t—rsme‘/ i rcos6 ([AB]) ett=rsinf /——L—TCOSG ([CD)) (12.3.8)

(resp.

1 1 0 1 1 0
t=rsing, |5 — -+ —— ([EF]) ett=rsind, |- — - — —— ((GH])) (12.3.9)
Cf Cs Ccs Cf Cg Cs

ou r et O sont les coordonnées polaires du point (x,y) dans le repére lié au point O = (0,—h).

Comme pour le cas de deux milieux acoustiques, la démonstration de ce lemme se fera en
démontrant le théoreme [[Z3T] ci-dessous (voir page BI4).

Nous noterons . ¢p(t) 'ensemble constitué des triangles OA(t)B(t) et OC(t)D(t) privé de
QR(t) (en orange sur les figures [ZT7c et [XTH) et Qycr5(t) I'ensemble constitué des triangles
OE(t)F(t) et OG(t)H(t) privé de Qr(t) (en magenta sur les figures [ZT7.d et [ZTR). Quep(t)
peut également étre défini par :

1 1 0
Qep(t) = {(m,y) € R?|y >0, |cosd| > et rsing ————|—m <t< L},
cp cy
et Ques(t) par :

1 1 0
Qees(t) = {(m,y) € R?|y >0, |cosd| > Y et rsing ————|—m <t< L}
cs
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Front de ’onde de téte dans le solide. Nous notons I le point tel que le segment [AI]
(en violet sur la figure [ZTT) soit tangent a Qg(t). Soit [C'J] le symétrique de [AI] par rapport
a laxe (Oy). Il se crée une onde de téte dans le solide joignant les fronts d’onde P et S dont
le front d’onde est constitué du segment [AI] et du segment [C'J].

Lemme 12.3.2 L’ensemble des points des segments [AlI] (resp. [CJ]) vérifie I’équation :

1 1
1 1\2 1 1\* =z

t=—y <_2 _ _2> +h <_2 — _2> + = (12.3.10)
Cp Cg cf cg cs

1 1
1 1)\:= 1 1\® =z
cpCcg c;oCg cs

La démonstration de ce lemme se fera également en démontrant le théoreme [TZ3Tl (voir

page BIS).

Nous noterons Q.sp(t) 'ensemble des points compris entre le segment [A(¢)I(¢)], la droite
(Ox) et le front d’onde S et des points compris entre le segment [C(¢)J(t)], la droite (Ox)
et le front d’onde S (en violet sur les figures [ZT7e et [ZIY). Q.sp(t) peut également étre
défini par :

L 1
1 1\2 1 1\ |z

QteSP(t): (l‘,y)G]RQ|y<O, -y <7__2> +h<_2__2> +u<t<t05(may)
Ccp cs C cg

12.3.1.2 Solutions analytiques.

Nous décomposons la solution p en p = p’+p", avec p* 'onde incidente de pression, c¢’est-a-dire
la solution qu’on obtiendrait en remplacant le solide par un fluide de vitesse de propagation c :

six g Qrt) : plz,y,t)=0;

, 1
sixeQrt) : p'(z,y,t) = =
2T t2 — T—Q
°f

ou r* = \/x2 + (y — h)2.

Nous décomposons également vs en v, = vl + v? avec vl = V¢ et v = rot .

Notations. Nous posons

r=+z2+ (y+h)?, cosb= ;, sin ) = (y—i—h).

r
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) Yy
| AR
x o x
F1c. [ZTda: L’onde incidente. Fic. [ZTAb: L’onde réfléchie.
) Yy
° X L] A
Fic. [ZTc: L’onde de téte P. Fic. [[ZTAd: L’onde de téte S.
) Yy
T T
Fic. [[ZTde: L’onde S. Fic. [[ZTAf: L’onde de téte SP.
)
T

Fic. [[ZT4f: L’onde P.

Fia. 12.17: Les différentes ondes du probleme
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Qr(t)
Qr(t) / //@
Qtefp(t) QtefS(t) /""';W"ﬁ .,/(///l, QtefS (t) QtefP (t)
1 SRR
=77 ///i/,«.vpﬁ*!o:: LSRRI 20202620:0&.//////011’.._
RN 3??@**5‘;;%%*%**’3*@@@@%@%**”%*%*%&%&%@”QEE*Q***%?”V A
RN E QRIS
R R R IR R AR

QRS
RS

RNOSRRRY
%?}’*vf”””””\
/ N

*‘2‘A?¢?¢?:

F1a. 12.18: Représentation du front d’onde
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puis

~ ~ C2 ~ C2
krp=v1+p*, kpp= CTerPQ, kys = C—§+P27
P s

2 2
- Is ~ ~ &
kpy = £+p27 kpp = VIHPh hps =[5 402

ka—1/—+P, kSP—H_‘Fp, 1+ p2.
Cr

et nous définissons les fonctions de la variable complexe p définies par :

[(A(%%p — p?) + 2uk}p) (K3 + p?) — 4#172];55];51”4 kip — cprkpp(kis —p?)

[(A(’%fcp —p?) + 2uk3p) (ks + p?) - 4up27ffs/5fp] kg + Gpskyp(kis —p?)

Tp(p) _ 2]~€Pp(l~€12;.s +p2)
(A2 = 2) + 21k p) (s + 2) — dupkpshpp|

R(p) =

)

kp + chprkpp(kbhg — p?)

- —dipkspkss
Tslp) = 72 2 72 V(72 2 2cahan| i 92 (72 2y
[(A(ksp —p?) + 2uk5p)(kgg + p?) — 4pup k‘ssk‘SP] ksy + cgprksp(kgs — p?)
et
( 2 2
t t
7;[(75): i cosf + |sinf\| =5 — 1,
r
2 42
+ [ et - ¢t
)= —i | L eosh o1 - L -
vf(t) i | - cos + |sin 6| 2

Soit top le temps de I'arrivée de 'onde P, défini page et

2 2
Fp(p,t)=—y (1+p°)° +h<c +p> + ipx — cpt,
!

pour t > tgp, on définit p = 7;(75) I'unique racine de Fp(p,t) a partie réelle strictement
positive (I'existence et I'unicité de cette racine sont garanties par le lemme (223 page 274)).

Soit tgg le temps d’arrivée de I'onde S, défini page BOZ, t15p le temps d’arrivée de 'onde de

téte S,
1 1
1 1)\ 1 1\? =z
tisp = —y &5 T 5 +h -5 = 5 -,
CS Ccp cf Ccp cp
2

1 C
Fs(p,t) ==y (1+p°)2 +h <C—§

2
—{—p2> +ipr —cgt =0
f

et pos la racine double de Fs(p, tos).
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e pour t1gp < t < tps on définit p = U;f(t) I'unique racine imaginaire pure telle que

e pour t > tgg on définit p = fy;f(t) l'unique racine de Fg(p,t) a partie réelle strictement
positive.

Ici encore, l'existence et 'unicité de v () et de v& (t) sont garanties par le lemme [Z23

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme 12.3.1 L’expression de l'onde réfléchie est donnée par

(i@ @ Qp(t) UQuss(t) Uuesp(t) = 97 (2,9,8) = 0,
| ) Re [R(7 (1)]
si@ e p(t) - o ,t) = ——
2, |12 — r_2
°r
| i Im [R(U;(t))]
ST T € QtefS(t) U QtefP(t) : b (‘Tay7t) = - 2 5
2 % — 2
“f
lexpression de londe P est donnée par
(six g Qp(t) @ ol(z,y,t) =0,
1 g O Tp(v5 (1)
P _ P P
(1 + 75 () (t)) ? 3—p(’)’P (t),t)
six € Qp(t) : )
1 Tr(vp (1))
vg;(m,y,t) = %%e 0F» P
—— (v (1), 1)
| dp

307



Chapitre 12 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 2

et Uexpression de l'onde S est donnée par

stz & Qs(t) U Qesp - vf(m,y,t) =0,
1 Ts(v5 (1)
vsm(x’y7t) = fe s
S ECCHOR
sixz e Qg(t) -
03 (z,y,1) —i%e Z'Y;(t)%(’Y;(t))
sy\Lr Y p 1 s
7 g er) 2o og .
p
Ts(vg (1))
Usm(x’y7t) = fte s
S EEEHOR
six € Qesp(t) :
wg (t)Ts(vg (1))
USS (%,y,t) = ——XRe g 1 5
\ y T g0 g0,

Les algorithmes de calcul de P?, P", V¥ V¥ sont présentés & la section suivante.
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12.3 Interaction fluide-solide

12.3.2 Démonstrations

12.3.2.1

Calculs préliminaires dans le domaine de Fourier-Laplace

Appliquons comme d’habitude les transformations de Laplace en temps et de Fourier suivant x

aux équations du systeme pour obtenir le systéeme différentiel ordinaire suivant :

avec les trois conditions

(

et

82 215

2 Lkl 2L — S5y —
[ g2 . 92 I

— 4+ k|- == =0
Ea } i

52 - 821[1
24k ———=0

c% + } ¥ Oy?

de transmission

5Ugy = _Lop
Y proy
(AN +2u) ag;y + Nikgy = —sp
86333 c7 A
3y + ikdsy = 0.
oo = i+ 2L,
Yy
0
Vgy = =— — ik
Y (3y

y >0,

y <0,

y <0,

(12.3.12a)

(12.3.12D)

(12.3.12¢)

(12.3.12d)

(12.3.12¢)

(12.3.12f)

(12.3.12g)

(12.3.12h)

On en déduit facilement la forme des solutions (en introduisant les ondes de pression incidente,

p', et réfléchie, p") :

(

p=p'+5"
5 — Leflyfh\kf
2k

ﬁr — AR e—ykf
¢ = Ap evkr
)= Ag eVbs

Vgy = 1kAp evkp 4 Askseyks

Vsy = Apkpe¥*P — ik Ag eVFs,

(12.3.13a)

(12.3.13b)
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avec ky = <k2+—§>;, kp = (k%i)% ot kg = <k2+j—§>%.

S
€y % s
Les coefficients Ar, Ap et Ag sont ensuite déterminés & ’aide des équations de transmis-

sion (IZ312dl), (Z3IZE) et (23120 :

1 k
skpAp — iksAg = ——e ks 4 2L AL (12.3.14a)
2py Py

1
M+ 2u) [22Ap —ikkgAg] + Nik [ikAp + Agks] = —s | —e %7 + Ag|, (12.3.14b
2k
f

ikkpAp + Asz?g + ik [Apkp — ikAs] =0, (12.3.140)

soit, plus simplement :

b 1
an - skpAp +  iksAg — e hks
pr 7y
sAR 4+ [(AN+2u)2h — NE*] Ap —  2ipkksAs = _%e—hkf,
!
sikkdp + [3+R)As = 0

Les solutions de ce systeme s’écrivent :

k:f [()\(k%; — k2) + 2#]{5123)(14/‘% + k‘2) — 4uk2k‘5kp] — pfSQk‘P(k% — k2) e_hkf

A =
Bk [N — k2) + 2uk2) (K2 + k2) — 4puk?hskp] + prs2kp(k2 — k2) 2kp
Ap = s(k% + k?) ks
ki [ONKS — k2) + 2uk2) (K2 + k2) — Apk®kskp] + prsZkp (k3 — k2) ’
57 ks [ = K2) + 2uk2) (K2 + k) — Apkkskp] + prs2hp (k2 — k2) '
Donc
o B(ES) IRED S IV )
pr = e f et pl =_—¢e ¥ s
2k; 2k;
bow = DLy + 05, et Dy =0k + 05,
P KTp(K,S)  yrphk, p_ Tp(k,8)  ykpnk,
Vgp = Skp e et Uy = 5 e )
. Ts(k,s) _ . ikTs(k,s) _
s _ L5\%5)  yks—hky s _ _WIES\K,S)  yks—hky
Vg 5 e et vy, ks
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12.3 Interaction fluide-solide

avec
ky [()\(k?g — k:2) + 2uk§3)(k:§ + k:2) — 4/1,]{72]{75’]{?]3] — pfs2/<:p(k§ — k:2)
R:k MKk2 — k2 2uk2) (k2 + k2) — Auk2kgk 2kp (k2 — k2)’
f[((P )+ 2pkp) (k% + k?) — 4p SP]+Pf5 p(kg )
T — 2skp (k% + k?)
U7k (MK — B2) + 2uk3) (k2 + K2) — dpk2hskp] + ppstkp (kG — K2)
Ts— —4iskkpkg

ky [()\(k?g —k?) 4+ 2uk%.)(k:% + k2?) — 4,uk:2k:5k:p] + pfSQkP(k% —k2)’
12.3.2.2 Démonstration du théoréme 23711
Nous nous intéresserons uniquement au calcul de p et vy, le calcul de vy, étant tres similaire.

Calcul de p". On a

1 —+o00 R k )
Pz, y,s) = %/ ;T’:)e—(ﬁh)kf—mdk. (12.3.15)

—00

2

pS ~ ~ C ~ C
E= Ry = VIR k=g ks =y o

S

puis R(p) = R(%, 1), pour obtenir

On pose

LTy

kys [(A(iffvp —p?) + 2uk3p) (kg + p?) — 4ﬂp2]~ffS];fP} — pskypp(kig —p?)
ki [(/\(’E‘fcp —p?) + 2k} p) (K} + p?) — 4up2’5f515fp} +Aprkpp(kig — p?)

Ce qui donne

R(p)

1 +oo - ks +ipz
ﬁr(x,y, S) _ R(p)e ey [(y+h)kf+ D ]dp

— i (12.3.16)
2T J oo 2kyy

Le contour d’intégration sera similaire a ceux utilisés pour calculer ’onde réfléchie a la section
précédente. Comme cy < ¢g < cp, il y aura donc toujours une onde de téte.

Remarque 12.3.1 Calcul des ondes de surface La différence avec les sections précéden-
tes est la présence de poles dans la fonction 7?,(;0) Nous supposerons que les caractéristiques
des milieux sont telles que ces poles seront imaginaires purs et de modules supérieurs a 1
(ce qui est le cas d’un domaine eau-o0s), c’est-a-dire qu’ils appartiennent aux coupures de la
fonction R. Pour comprendre l'action de ces poles il faut étudier le comportement du contour
d’intégration en fonction de y + h. Sur la figure IZI49 nous avons représenté 4 contours
d’intégration obtenus pour 4 valeurs de y + h décroissantes (respectivement vert, magenta,
rouge et bleu) et un péle de la fonction R en rouge. Quand y+ h tend vers 0, le contour tend
vers la demi-droite [i ; +00]. Le pdle sera donc a lextérieur du contour d’intégration sauf
pour y + h = 0. Comme nous imposons h > 0 ce cas est impossible, néanmoins, pour des
valeurs de y 4+ h proches de 0, la fonction R augmentera brusquement au voisinage du pdle,
ce qui nous permettra d’obtenir l'onde de surface. Les ondes de surface n’ont donc pas (sauf
dans certains cas particuliers que nous n’étudierons pas ici) a étre calculées séparément mais
seront prises en compte dans le calcul des ondes de volume.
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Fia. 12.19: Influence de y + h sur le contour d’intégration
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12.3 Interaction fluide-solide

h
Posons r = /22 + (y + h)?, cosf = f’ sinf = v+ ) De la méme maniere que pour le
T T

calcul de u" a la section précédente, on montre que :

, c
e si|cosf| < =L alors
cp

Pleyt) = 0, t<—,
cf
. Re R )] ,
p (m7y7t> = — >,
r? cf
2 t2 )
i
2t2
+ipy = & 0 0 A 1
avec 7y (t) i= - cosf+ | sin 6| 3
e si|cosf| > I alors
cp
p(z,y,t) = 0, t<ty
) Im [R(U;(t))} .
P(wava = - ) t1<t<_
2 Cf
2w -5 = t2
“r

pr(l‘ayat) = T />

avec
2 42
cit
U}r(t)——l ! cos 0 + | sin 6] —J;—Q ,
et
. 1 rcosf
ty =rlsind|, [ — & —
t P cp

Remarque 12.3.2 La méthode de Cagniard-de Hoop ne permet pas de différencier les ondes
de téte S et P. Néanmoins, on peut montrer que R(p) n’est pas réguliére auzx points p = icy/cg
et p=ics/cp ce qui nous permet de définir le temps d’arrivée de l'onde de téte P par

. 1 1 rcosf
tigp =ty =7r|sind|, [ — & —
¢t Cp cp
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et le temps d’arrivée de l'onde de téte S par

1 1 7 cos 0
tirs = r|sind| i -
f S

1l est alors facile de démontrer le lemme 23

Calcul de v, On a

1 [T ikTp(k,s) ‘
~P - PR, ykpfhkffzkmdk 12.3.1
’st(l‘,y,s) o /Oo 2%p € ( .3. 7)

ps &
k==, kpp=+1+p2 —§+p2 kps =
cp f

puis 7p(p) = CPTP( , 1) pour obtenir

On pose

Tp(p) _ 2];3PP %%’S +p2
b (A2 = 12) + 20k ) (K2 + 1) — Aup*kpshpr| + chpshpp(Rhg — 1)

ce qui donne

. 1 /Jroom e__[ vkpp+hkpy+ipz] dp (12.3.18)

On utilisera donc un contour d’intégration similaire a celui utilisé pour calculer I'onde trans-
mise dans le cas de deux milieux acoustiques. Ce contour coupe I’axe imaginaire en un point ia
avec |a| < 1. Les coupures de la fonction 7p/ kpp sont les coupures des fonctions k‘p P, k‘ps et
kp , c’est-a-dire les demi-droites imaginaires définies respectivement par |p| > 1, [p| > cp/cs
et |p| > cp/cy. Comme cp > cg > ¢y, le contour d’intégration ne traverse pas les coupures de
7Tp/kp. Sion suppose de plus que les poles de 7p sont a U'extérieur de ce contour, on montre,
comme dans le cas de deux milieux acoustiques, que :

vfm('x’gﬁt) = 0, t<top
/j' +
Uf;: (.%', Y, t) = %%6 (7%;)2 ) t> tOP
s
(14 7507)* S E(0).0)

avec

2 2
fp(p,t):—y(1+p) +h< p) + ipx — cpt
f

et top et v5(t) déterminés de la méme maniere que to et 75 (t) dans le cas de deux milieux
acoustiques avec h # 0, en remplagant respectivement c; et co par ¢ r et cp.
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Calcul de v, On a

1 [t

o3 (x,y,8) = yp To(k, s)evkr—hks=ikz g, (12.3.19)

2 2

ps - c
k=2 = VITR, CJ SRL .

cs Cy ‘p

puis 7g(p) = cS’TS( , 1) pour obtenir

On pose

To(p) = —4ipkspkss
ksy [()\(if%p —p?) + 2uk?p) (kig + p2) — 4#2?27%55/;7513} + Eprksp (kg —p?)

)

ce qui donne

1 [+ T
47r cs

Comme dans le cas de deux milieux acoustiques nous pouvons définir le contour d’intégration
au temps ¢t comme une partie de 'ensemble I" des solutions de I’équation Fg(p,t) = 0 avec

1 02
Fs(p,t) = =y (1+p°)% +h (C_g

2
+ p2> + ipx — cgt
f

Nous pouvons également calculer tgg, le temps d’arrivée de 'onde S au point (z,y). Nous
notons pos la racine double de Fg(p,tp). Comme nous lavons vu, pos est imaginaire pur
et, d’apres le lemme [Z2Z3 |pps| < 1. Les coupures de la fonction 7g sont les coupures des
fonctions kgg, kgp et iﬂgf, c’est-a-dire les demi-droites imaginaires définies respectivement
par [p| > 1, [p| > cg/cp et |p| > cs/cy. Comme cg < cp il est possible que |pos| > cs/cp et
donc que le contour traverse les contours. Contrairement au calcul de 'onde P nous devrons
en conséquence distinguer deux cas : |pgg| < E—ISD et |pos| > S_}i

Si |pos| < g—i. Dans ce cas les coupures ne traversent pas les contours et on montre
facilement que

va(m’yat) = Oa t <tps,
1 Ts(v(t
fo(xvyvt) = 2—%6 M , t>tps,
m +
—_— t),t
5y (1))

avec 7§ (t) déterminée de la méme maniere que 75 (t) dans le cas de deux milieux acoustiques

avec h # 0, en remplagant respectivement ¢ et co par cy et cg.
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Si |pos| > (C:—IS). Nous avons représenté, sur la figure TZ20, le contour T. Il est évident que
seul T+ peut nous permettre de contourner la coupure. Il est facile de déterminer le temps
t1s d’arrivée de 'onde de téte, c’est le temps tel que ]:S(ig—ls), ti5)=0:

(12.3.21)

) z’c—s
cp
)
elp
® _Z.C_s
cp
® —1i
.CS

FIG. 12.20: Représentation de T
Nous appelons Y le sous-ensemble de YT défini par
.CS
T =" (tisp) = g v (tos) = pos]

et nous posons

_ Ts(p) — = [-ykssthhssti
ey B - o]
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Avec des notations similaires & celles de la section précédente®), on montre que

+o00
|zt = - [Eserar= tm | [ =so)dp+ [ zse)
o T p=too |y, .,
et on vérifie que
+ - -
p=to0 Jy,, v 4mes
avec
. ~:|: T
T4 (p) = —dipkgpkss
- — —— S — ’
kst [()‘(%P = %)+ 2 Z5p ) (kS + 1?) —4up2k‘ssk§P} +c2prisp (ks — 1?)
et

+ : c%
kSP::t’L —<p2+c—2>
P

Nous avons vu (page Z3H) que ¢ — v (t) est une bijection de [t15p ; tos] vers T = [i£2 ; pos],

nous pouvons donc effectuer le changement de variable p = Ugf(t) pour obtenir

L T3 wit)

lim Es(p)dp = — e 5t dt.
p—+o0 T, 47 tisp 8f5 (U+(t) t)
ap SN
En remarquant que
Tg (i) TS (i)
0Fs ~ OFg
o (v§ (1), 1) 8—p(v§(t),t)
on vérifie que :
. 1 to T+ U“F t B
RN [ | mswars [ =) dp] e [ e | L
- " e, s (0.1
Finalement :
Ufa}(‘r’y7t) = 0, t<tisp,
1 TS (v (¢
Ufa:(x’y?t) = —%e M , tigp <t <tgg,
2 0Fs (U+(t "
L op 5T
1 Ts(va (¢
Ussm(x’gﬁt) = —Re M , T>1ps.
S eea YO
8]7 rYS 9

1 1
50. C’est-a~dire T_, =T — ; et T, =71+ ;
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On démontre le lemme [Z32 en remarquant que la condition t;gp = t s’écrit

1
1 1\2 1 1\? 2
gg) Metg) T
P S f S S

ce qui est bien ’équation du segment [C'(t)J(t)] défini précédemment.

12.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique

Le calcul numérique de la convolution en temps entre les fonctions de Green que nous venons
de décrire et un terme source présente certaines difficultés :

1. Les fonctions de Green sont singulieres au temps d’arrivée de 'onde ;
2. Le contour I' n’est pas toujours connu explicitement ;
3. Les singularités des fonctions de Green ne sont pas non plus toujours explicites.

Le but de cette section est de montrer comment résoudre ces problemes. Pour cela nous
détaillerons ’algorithme de résolution du probleme de couplage fluide-structure (IZ3]), la
résolution du cas deux milieux acoustiques s’en déduit facilement.

12.4.1 Calcul de P

Le champ de pression est donné par :

P(l’,y,t)Z/O p(z,y, 7)f(t —7)dr (12.4.1)

Comme p se décompose en p’ + p", on peut également décomposer P en P’ + P" avec :

A t t
P’(x,y,t):/opl(m,y,T)f(t—T) dr et Pr(m,y,t):/op’"(x,y,T)f(t—T) dr

12.4.1.1 Calcul de P*

Soit 7 = /a2 + (y — h)? et tog = 7" /cs le temps d’arrivée de 'onde incidente au point (z,y).
Rappelons que p'(z,y,t) est nulle pour t < tg :

Pi(x,y,t) =0 sit <ty (<= x&Qt))

, (12.4.2)
Pi(ac,y,t) = /t pi(m,y,T)f(t —71)dr sit>ty (<= xe€Qrt))

0

On décompose l'intervalle de temps [tg ; t] en Nt intervalles de méme longueur dt. On a alors

A Nt oto+idt _
P'(z,y,t) = E / p(z,y,7)f(t —T) dT.
3 Jtor(i-1)dt
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Il existe de nombreuses techniques permettant de calculer les intégrales

to-+idt )
/ P (2, y, 7 f(t —7) dr,
t

ot (i—1)dt

comme la méthode des rectangles, des trapezes, de Simpson ou de Gauss (par ordre de so-
phistication croissante). Pour simplifier notre propos nous présentons ici la méthode la plus
simple a mettre en oeuvre : la méthode des rectangles. Pour ¢ > 1 on approximera donc
I'intégrale
to-Fidt ,
/ pl(.’E,y,T)f(t—T) dr
to+(i—1)dt

par

flE—(o+-Ddt)

p'(@,y, to + (i — 1)dt) f(t — (to + (i — 1)dt)) dt = 21/ (to + (i — 1)dt)? — ¢

Par contre, pour ¢« = 1, on ne peut plus utiliser cette formule puisque la racine carrée s’annule.
Une premiere idée consiste a approximer

to+dt )
/t pl(l‘,y,T)f(t—T) dr

0

par
f(t = (to +idt))

Uz, y, to + idt) f(t — (to + idt)) dt =
P'(x,y,to +idt) f(t — (to + idt)) on /G )=

)

mais c’est une approximation peu précise puisque p’ varie fortement sur 'intervalle [to ; to +
dt]. On lui préférera donc 'approximation suivante :

to+dt to+dt dT

/tt0+dtpi(m,y,f)f(t —7)dr= ft - tO)/

0 to

Wz,y,7)dr = f(t—t _
p( Yy ) f( 0)/to QWM

De plus, on vérifie facilement que :

to+dt d dt
B argch <1 + t_> .

to VT2 —th 0

On calculera donc :

i L fE—to) ft—t0+(z—1)dt)
Pi(x,y,t) ~ = gch (1 > Z Dway e ey dt. (12.4.3)

L’algorithme de calcul de P? est reproduit sur le tableau [[Z] (la fonction polaire(x, y) permet
d’obtenir les coordonnées polaires du point (z,y) et nous avons appelé C' le vecteur contenant
les données physiques de 'expérience : ¢y, cg, cp, py ...).

51. Le schéma d’intégration est décentré & gauche.
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Pi(z,y,t,dt,C)
1 (r,theta) = polaire (z,y — h)
2 t0=r/cf
3 sit <t0alors
4 Pi=0
5 sinon
6  Nt=(t—t0)/dt
7 Pi =f(t — t0) x argch(1 + dt/t0) /(2 * pi)
8 pour ¢ de 2 a Nt faire
9 tau =104 (1 — 1) = dt
10 Pi = Pi+f(t — tau)/(2 * pi * sqrt(t2/r? — 1/cf?)) x dt
11 fin pour
12 fin si

TaB. 12.1: Algorithme de calcul de P?

12.4.1.2 Calcul de P"

On suppose maintenant que r et 6 sont les coordonnées polaires du point (z,y + h) et on pose
tof = r/cy le temps d’arrivée de I'onde réfléchie et

le temps d’arrivée de I'onde téte défini page

On pose
(0 sit <ty (<= x¢&Qg(t)),

Re |[R(7 (1))

2
o, [t2 — 7“_2
\ y

T —
po(z,y,t) = sit >ty (<= xeQgr(l),

et, si [cosf| > cf/cp :

(0 sit<t]ou Sit>tof (<:>.’13 thefp(t)),
. _ ) sm[REfw)]
pt(l',y,t) = — 2f si t1 <t<tof (<:>.’13 € Qtefp(t)).
2 r_2 — 2
i

On peut alors décomposer P" en une onde de téte P/ et une onde de volume P, avec :

Pg(xvyvt)zoy Sitétof,

t
PJ(%Z/J):/ po(x,y, 7)f(t —7)dr, sit>toy,
tof
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et
P/ (z,y,t) =0, sit <ty ou cosf < CC—I’:,

t
P/ (z,y,t) = /t pi(x,y,7)f(t — 1) dr, sity <t<toret cost > CC—IJ:,
1

tof
Pl (z,y,t) = /t pi(x,y, 7)f(t —7)dr sitor <tet cosh > g;.
1

On aura donc P"(x,y,t) = P (z,y,t) + P} (z,y,t)

Calcul de P](z,y,t). On suppose que U'intervalle [to; ; t] se décompose en Nt; intervalles
de méme longueur dt;. On a alors :

P (o) = % /tof+z‘dt1 Re [R(’Y}F(T))]

—f
i—1 /tof+(i—1)dt1 27r,/7-2—t%f

(t—r7)dr.

avec R et 7;[ définies page B3
Pour ¢ > 1, on approximera 'intégrale

[ RROGOL

oft(i—1)dtr 27, /72 — t%f

f(t = (toy + (i — 1)dt1))
2 (tog + (i — L)dt1)? — 13,

et, pour i=1, on utilisera ’approximation suivante :

par

Re [R(’y}'(tof +idt)) dt

/t0f+dt1 Re [R(’Y;r(T))} Ft—7) dr = e {R(’Y}L(tof))] Fle—to) /tof+dt1 dr

of 277\/72—t3f toy 27T,/7'2—tgf

On calculera donc :

Re [R(v (top)] 1t~ top) dt,

pr ~ h1+ =%
(. y,t) o argc ( +t0f>

(12.4.4)
Nt Re [R(vf (tog + (i + 1d)] £(¢ — (og + (i — 1)drr))

dt.
= 2w\/(tof + (i — D)dty)? — 12,

+

Calcul de P/(z,y,t). On suppose que Uintervalle [ti;min(tos,t)] se décompose en Nty
intervalles de méme longueur dt,. On a alors :

Ptr(mayat) = -

t—7)dr.

Nty /t1+idt2 Im [R(U}L(T))]f

ti(i—1)dtz 27, /tgf — 72

=1
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avec U}’— définie page

Sit < tos on calculera sans difficulté

Niy S [R(yf (01 + (i + 1)dtn)] St = (01 + (= 1)dta)
P/ (z,y,t) == > dt.  (12.4.5)
=1 QTF\/tgf - (tl + (Z - 1)dt2)2

Sinon on devra utiliser 'approximation

) /ttof Sm | R(vf (1) ;

of—dtz 2, /tgf — 72

en remarquant que :

(t 1) dr = ~Sm [R(v (tog))] £t~ toy) /tof a7

tof—dtz 271, /t%f — 72

fos dt
= —arccos(1 — =2

dr
toj—dtz | 5, — T* tos

N1 Re [R(F (b + (64 Ddta)| F(E— (b + (= 1))

).

On calculera donc :

P/ (xz,y,t) ~ — “
t 2 27r\/t§f = (ti + (i = D)dt1)? (12.4.6)
Re | R(vT (¢ t—t
. e { (Uf( 02}”))} f( of) ATCCOS <1 _ ?ﬁ) )
s 0f

L’algorithme de calcul de P" est décrit sur le tableau

12.4.2 Calcul de V,
12.4.2.1 Calcul de V%

Calcul de tpp. Comme nous 'avons vu, le calcul du temps d’arrivée de ’'onde P nécessite
de trouver la racine £ = §yp de

_ § §—x
NG Ce T

Remarquons que :

tp(S)

(12.4.7)

B2 )2 2
cr(&+h%)2  cp((z—£)?+y°)°

et que
/ x / X

th(0)=—— et thx) = ———.
b0 = ——— b =

Donc t(0)t’s(z) < 0 et t/5(£) admet une unique racine, comprise entre 0 et = qui minimise
tp(€). De plus il est évident que toute racine de t’, est également racine de la fonction

§ (w—§)2+y2+(5—$)\/§2+h2

Cf cp

V(E+ 1)/ (w— )2+ 12 th(§) =
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12.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique

Pr(z,y,t,dt1,dt2,C)

1
2
3
4
)
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

(r,theta) = polaire (x,y + h)
t0=r/cf
si t < t0 alors
Pr=20
sinon
Ntl = (t —t0)/dt1
p = —i * cos(theta)
Pr = {(t — t0) x reel(R(p, C)) * argch(1 + dt1/t0)/(2 * pi)
pour i de 2 & Ntl faire

tau =10+ (i — 1) = dt1
p = —it/tau * cos(theta) + abs(sin(theta)) * sqrt(tau? /t0? — 1)
Pr = Pr+f(t — tau) * reel(R(p, C))/(2 * pi * sqrt(t? — t0?))  dt1

fin pour

fin si

si cos(theta) > cy/cP alors
t1 = r % abs(sin(theta)) * sqrt(l/cfc —1/c%) — r % cos(theta) /cp
si t > t1 alors

Nt2 = (min(t, t0) — t1)/dt2
pour i de 1 a Nt2 — 1 faire
tau =t1 4 (1 — 1) x dt2
p = —i (/0  cos(theta) + abs(sin ) * sqrt(1 — ¢2/t0%))
Pr = Pr — f(t — tau) * imag(R(p, C))/(2 * pi * sqrt(t0? — t2)) * dt2
fin pour
si t0 > t alors
tau = t1 4+ (Nt2 — 1) * dit2
p = —i (/0  cos(theta) + abs(sin ) * sqrt(1 — ¢ /t0%))
Pr = Pr —f(t — tau) * imag(R(p, C))/(2 * pi * sqrt(t0% — t2)) x dt2
sinon
p = —i * cos(theta)
Pr = Pr —{(t — t0) x imag(R(p, C)) * arccos(1 — dt2/t0)/(2 * pi) * dt2
fin si

fin si
fin si

TAB. 12.2: Algorithme de calcul de P"
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et par conséquent du polynéme de degré 4 :

Poly(¢) ~ (5m+<£—w>¢m><gm_@_@m>

cr cp cr cp

-9y ()Pl
- e )

soit
L Poly(€) = (ch—cA)et —2a(ch — A€ + (22 +y2)ch — (22 + h)2)E2 +262h2¢ — Hha?.
(12.4.8)
Le calcul numérique de & se fera donc de la maniere suivante :
1. on calcule les quatre racines de Poly ;

2. on cherche parmi ces racines la seule racine réelle de ¢, comprise entre 0 et z et solution

de (&) = 0.

I1 ne reste alors plus qu’a calculer tp(§yp). Nous appellerons t(z,y, h, cf, cP) la fonction qui
nous permet de calculer ce temps d’arrivée.

Calcul de v} (t). Nous donnons ici une méthode de calcul de v} (t), cette méthode n’est
certainement pas la plus efficace en terme de temps de calcul mais c’est celle qui nous a paru
la plus simple a mettre en oeuvre numériquement.

On vérifie facilement que p = 'y;g(t) est également racine du polynéme de degré 4 suivant :

Pp(p,t) = ap* + b(t)p® + c(t)p* + d(t)p + e(t) = 0. (12.4.9)
avec
(0= (2% +¢* +12)% — an%y? (12.4.10a)
b(t) =4icpta(z®+y® +h?) (12.4.10b)
2 h?
c(t) =2 |y? (xZ + 9% — h2) + Pc?f (wQ —y?+ h2) — % t? (?mc2 +y2+ h2) (12.4.10c)
2 h?
d(t) =4icpta | y* + Pc—2 —cht? (12.4.10d)
f
2 h? ? 2 h?
et) = | y* — 122 + A2 | B2 — 2% — 21‘;—2 (12.4.10e)
i f
En effet :

2

2

2
] c
y> (1+p?) = | ept — ipozz — h (c—]; +p2> ;
f
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soit, en développant chaque terme :

1
2 2 2
. c , c
> (1 —|—p2) = (cpt — zpozw)Q + h? <c_§ + p2> — 2h (ept — ipoax) (C—I; +p2>
f !
puis
2
2 . 2 [ b 2 2 2 . 2 2 [ b 2
4h* (ept — ippax) c—2+p = |y (1+p)—(0pt—zp02x) —h c—2+p
! f

Les coefficients de Pp sont alors obtenus en développant les termes de cette derniere équation.
Le calcul de ﬁ; (t) se fera donc de la maniere suivante :

1. on calcule les quatre racines de Pp(p,t);

2. on cherche parmi ces racines l'unique racine de Fp(p,t) a partie réelle positiv ;

Nous appellerons gammal(x, y, h, t, cf, cP) la fonction qui nous permet de calculer cette racine.

Calcul de V. Ona:

VEP(x,y,t) =0 sit<tos (<= x¢&Qp(t))

, (12.4.11)
Ki(x,y,t) = / vi(w,y,T)f(t —T1)dr sit>tys (<= x € Qp(t)),

tos

ot v est défini par le théoreme MZ3I] On décompose l'intervalle de temps [top ; t] en Nt
intervalles de méme longueur dt. On a alors

, Nt totidt ,
Vi (x,y,t) = Z/ Ve (T,y, ) f(t —7) dr.
i—1 Jto+(i—1)dt
Pour 7 > 1 nous pouvons sans difficulté écrire :

to+idt
/ oF (g m)f(t — ) dr
t

o4(i—1)dt

~ Mg Tp(vp(top + (i — 1)dt))

(145 top + (i - 1)dt)>% a%('y;(top + (i — 1)dt), 1)

f(t—(top + (1 — 1)dt)),

mais p = v (top) est une racine double de Fp(p,top) :

OF,
a—:(’YJr(tOP)a top) = 0,

52. Rappelons que l'existence et I'unicité de cette racine est garantie par le lemme
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cette approximation n’est donc plus valable pour ¢ = 1. Dans ce cas nous utiliserons

dyj(t) cp 1
= ~ (p(top)
dt afP 4t t _ t2 )
8—p(7;(t)’t) =top opP
avec
t+top
Cp(top) =
2cpg” (5 (topr))
et ,
9”(1)) S— + = voir lemme .
L+p® g4 p2
1

On peut donc écrire :

e _ * op+d
/t +t?)££(x,y,t)f(t—7-)gf(t top)%e C(top)'fp(fyp(topé)) /tt +dt gt

2mep 2 2 2
(1+ry; (top)) Vi~ top

top

soit

VSI;(x,y,t) = f(t2— top)?Re C(tOP)TP(fYP (topl)) argch (1 + d_> dt
Tcp (1 i tOP ) 2 top
It tOP + i—1 [ Tp (v} (top + (i —1)dt))
+Z Tors dt.

{(1 +95" (top + (i 1)6”)) (71: (top + (i —1)dt),1)

L’algorithme de calcul de V.2 est décrit sur le tableau

12.4.2.2 Calcul de V3

Calcul de tpg, de v (t) et de v (t). Ce calcul se fait de la méme fagon que pour Vsly) :
tos = t(x,y, ha Cfa CS) et V;(t) = gamma(x,y,h,t, Cfa CS)

On pose pgg = 7§(tog). Comme nous l'avons vu, si |pps| < cg/cp, nous devrons calculer
U;C(t) pour t1gp < t < tog avec

L 1
1 1)z 1 1\* |z
tsp=y\ 53— | thl=—-—=5| +—-
cp s ;o cs
Nous savons également,toujours d’apres le lemme [ZZ3, que, pour tigp < t < tog, va (t) est
la seule racine de Fs(p,t) située dans Dintervalle i[cS/cP ; 1]. 1l est évident que v (¢) est

également racine de Pg(p,t), ou Pgs est le polynome de degré 4 obtenu a partir de Pp défini
par (IZZ9) en remplacant cp par cg. Le calcul de U;(t) se fera donc de la maniére suivante :
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12.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique

VPsx(z,y,t,dt,C)
1 t0=t(z,y,h,cf,cP)
2 sit <t0alors
3 VPsx=0
4 sinon
5  Nt=(t—t0)/dt
6 p = gammal(x, y, h, t0, cf, cP)
7 z = zeta(z,y, h,t,cP,cf,p,t0)/cP
8 V Psz = f(t — t0) * reel(zeta * cP * TP(p, C) /sqrt(1 + p?)) * argch(1 + dt/t0)/(2 * pi)
9 pour ¢ de 2 a Nt faire

10 tau =t0+ (i — 1) = dt

11 p = gammal(x, y, h, tau, cf, cP)

12 df = deriveef(z,y, h,cf, cP,tau,p)

13 VPsx = VPsx + f(t — tau) * reel(TP(p, C)/(sqrt(1 4 p?) * df)) * dt
14 fin pour

15 fin si

TaB. 12.3: Algorithme de calcul de V.2

1. on calcule les quatre racines de Pg(p,t);
2. on cherche parmi la seule de ces racines située dans l'intervalle i[cg/cp;1].

Nous appellerons upsilon(z, y, h, t, cf, cS) la fonction qui nous permet de calculer cette racine.

On pose
0 sit <tps (<:>-'13¢QS(ZL'))7
Ufa}v (1’, Y, t) = 1 TS(’Y; (t))
—Re | L | sit > tgs (<= € Qg(t)),
| s
op SV
et, si [pog| < €2
0 sit<tigpousit>tys (<= & Qesp(t)),
Ufa}t (1’, Y, t) = 1 TS (U; (t)) : Q
she | o7 sitsp <t < tog (<= x € Qeesp(l)).

ap (vg (), 1)

S

On peut alors décomposer V.3 en une onde de téte V.5, et une onde de volume V3, avec :

S
‘/sxv

(z,y,t) =0, sit < tog,

¢
Vi (z,y,t) = / vfm(x,y,T)f(t —71)dr, sit>tygs,

tos
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et
( Vii(@,y,t) =0, sit <tjgp ou |pps| <

_CP

t
‘/;it(x’y7t) = / Ussmt(mayaT)f(t - T) dT» si tlSP <t< tOS et |pOS| > g—f,,

tisp

tos
‘/;Sxt(x’y7t) = / Ufmt(mayaT)f(t - T) dr si tlSP S t et |pOS| > E_f;

tisp

Calcul de V5,. On suppose que l'intervalle [tos ; ] se décompose en Nt intervalles de

méme longueur dt;. On peut alors écrire :

VS (e t) ~ L “;;Cl;os) e | S08)T5 (0 (tos? wrach <1 N % > B
(1 +5 (tos)>

+]§1:f (t = (tos + (i — l)dt1))%J Ts(vd (tos + (i — 1)dt))dt, -‘

= o [(14— ’Y§r2(tos + (i — 1)dt1)> 68 S (V& (tos+(i — 1)dty),t )J

Calcul de V25

—. On suppose que 'intervalle [t1sp; min(tos,t)] se décompose en Nty inter-
valles de méme longueur dto. Sit < tgg, on calculera alors sans difficulté

Vts?ct(x’ Y, t) =

% f t - tlgp+(l — 1)dt2)§R Tg(vé‘(hSP + (’L - 1)dt2))dt2
2 : 3 OF, '
i=1 T (1—}—1];2(151513 + (Z—l)dtg)) 8])5 (US (tlgp—i-(l— )dtg),t)

Sinon, comme pour le calcul de 'onde de volume, on devra utiliser ’approximation, obtenue
grace au lemme [[Z23

tos _ 0s
/t Vo, y, ) f(t — T):f(t tos)%e ((tos)Ts (v tosi /tt

05 —dt2 27TCS (1 + 'UP t05)> 0s —dt2 t2
On calculera donc :
— tog )7« t
VS (1) ~ f(tzmtSOS)gRe ((tos) Ts(vp( osi) ALCCOS (1 B Z)i;)
<1 +uh (tos)) ’

j_wilf tisp + (i — l)dtg))q%6 ’f’s(v;(hsP + (i — 1)dty))dts -|
27 b 3 OF . ’
i=1 (1 —|—’US (tlgp + (i—1 )dt2)>2 a_;(vzg(tlsp + (z—l)dtQ),t)J

L’algorithme de calcul de V5 est décrit sur le tableau 22
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12.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique

VSsx(z,y,t,dtl,dt2,C)

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

t0 = t(z,y, h, cf, cS)
si t < t0 alors
VSsx =0
sinon
Nt = (t—1t0)/dt
p = gammal(x, y, h, t0,cf, cS)
p0=p
z = zeta(x,y, h,t,cS, cf,p,t0)/cS
V Ssx = f(t — t0) * reel(z x TS(p, C)/sart(1 + p?)) * argch(1 + dt/t0) /(2 * pi)
pour i de 2 a Nt faire
tau =104 (1 — 1) = dt
p = gammal(x, y, h, tau, cf, cS)
df = deriveef(z,y, h, cf,cS, tau, p)
VSsx = V. Ssx + f(t — tau) * reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df)) = dt1
fin pour
fin si
si abs(p0) > ¢S/cP alors
tl =y xsqrt(l/ch —1/ck) + h = sqrt(l/cfc —1/c%) —x/ecs
si ¢t > t1 alors
Nt2 = (min(t, t0) — t1)/dt2
pour i de 1 & Nt2 — 1 faire
tau =t1+ (i — 1) * dt2
p = gammal(x, y, h, tau, cf, cS)
df = deriveef(z,y, h,cf, ¢S, tau, p)
VSsx = Vssz + f(t — tau) x reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df)) * dt2
fin pour
si t0 > ¢t alors
tau = t1 4+ (Nt2 — 1) * dit2
p = gamma(z, y, h, tau, cf, cS)
df = deriveef(z,y, h, cf, ¢S, tau, p)
VSsx = Vssz + f(t — tau) x reel(TS(p, C)/(sqrt(1 + p?) * df)) * dt2
sinon
p =p0
z = zeta(x,y, h,t,cS, cf,p,t0)/cS
VSsx =V Ssx+
f(t — t0) * reel(zeta * TS(p, C) /sqrt(1 + p?)) * argech(1 + dt/t0) /(2 * pi)
fin si
fin si
fin si

TAB. 12.4: Algorithme de calcul de V.3
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Chapitre 13

La méthode de Cagniard-de Hoop
en dimension 3

ous nous rappelons ici le principe de la méthode de Cagniard-de Hoop en di-

mension 3. Comme dans le chapitre précédent, nous détaillerons précisément les
difficultés spécifiques a cette dimension supplémentaire en partant d’un cas tres simple
pour arriver au couplage fluide-structure.

L’objectif que nous avons poursuivi ici a été de présenter les calculs de telle sorte qu’ils
soient le plus proche possible de ceux menés en dimension deux, ce qui nous a parfois
conduit a faire des choix ou a suivre des directions pouvant s’écarter de ceux faits
traditionnellement dans la littérature (du moins & notre connaissance).
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Introduction

Introduction

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, la méthode de Cagniard-de Hoop a été ini-
tialement introduite par Cagniard pour traiter des problémes bidimensionnels. Dans ce cas
on utilise une transformation de Fourier dans une variable d’espace (par exemple x) et une
transformation de Laplace en temps pour se ramener a une équation différentielle en la vari-
able d’espace restante. La clé est alors d’interchanger le role des variables x et ¢ (ou plus
exactement de leurs variables duales de Fourier-Laplace k, et s) via des techniques d’analyse
complexe.

En dimension trois, la méthode est en quelque sorte moins naturelle : pour se ramener a une
équation différentielle ordinaire suivant une variable spatiale (par exemple z) il faut cette fois
appliquer une transformation de Fourier dans les deux autres directions et I’échange temps
espace ne se fait pas de maniere aussi évidente. L’idée proposée par de Hoop [61] a été de
faire I’échange entre le temps et une variable d’espace convenablement choisie (obtenue a
l’aide d’une rotation judicieuse) en appliquant les mémes techniques qu’en dimension deux.
En conséquence la solution fondamentale ne se présente plus comme une formule explicite
mais comme une intégrale 1D. Néanmoins, comme nous le verrons cette intégrale se fait tou-
jours sur un intervalle borné et a parfois le bon gotit d’étre explicitement calculable (voir par
exemple le cas d’un milieu acoustique homogene, section [[3T]).

Nous décrivons ici de fagon un peu plus précise les différentes étapes d’un calcul 3D (le con-
tenu de chaque étape s’éclairera dans les sections suivantes sur les calculs cas par cas). Notre
présentation correspond au cas d’un milieu & deux couches homogenes et au cas ou le modele
de propagation est isotrope dans les deux premieres variables (z,y) et nous renvoyons a [[59), [74]
pour 'étude de milieux stratifiés et/ou anisotropes (concernant les milieux anisotropes citons
également [16, [73]) et a la these de Q. Grimal [45] pour le traitement d’interfaces courbes.

Soit u(x,y, z,t) la fonction de Green d’un probleéme tridimensionnel stratifié, invariant suivant
les directions x et y. Les premiéres étapes du calcul de u par la méthode de Cagniard-de Hoop
sont tres similaires au cas bidimensionnel :

1. On applique successivement a u:

e la transformation de Laplace en temps (s est la variable duale de ¢):
+oo
u(z,y,z,8) = / u'(z,y,2,t) e dt ; (13.1.1)
0

e la transformation de Fourier suivant les deux variables d’espace = et y (k, et
k, sont les variables duales respectives de z et de y):

+o0o +o0o )
u(ky, ky, z,8) = / / Uz, y, 2 s) e FamRY) dpdy. (13.1.2)

2. U(ky, ky, 2, 5) est alors solution d'une équation différentielle ordinaire en z & coefficients
constants dans chaque couche, qui peut étre résolue explicitement. Qui plus est, cette
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fonction peut se mettre sous la forme d’une somme d’“ondes élémentaires”

N N
25 5¢
kg, ky,z,8) = Zﬁl(k:w,ky,z,s) = Z‘Al <]k:]2, S,c) TR 2
!
=1 =1

ou ¢ représente la vitesse de propagation des ondes I, ¢ = [¢;],_, y est le vecteur
contenant les vitesses de propagation de chaque onde i. Les fonctions A; et F; sont
exactement les mémes que celles que nous avons rencontrées en dimension deux lors du
calcul de 'onde I. Rappelons que A; est une fonction homogeéne en s/c; de degré
—1 et F; une fonction affine en z, homogeéne en s/c; de degré 1 :

k 2.2 k 2.2
q s 52 o) q 52

De plus nous montrerons dans les sections suivantes la

Propriété 13.1.1 Pourl et i € 1..N nous définissons les “vitesses virtuelles” par

Ci

5li(‘]):72
Ci 2

,/1+cl2q
2

s s p ~
ZF@* 4¢3 1,2,¢) = = f( 1,z,¢ >
a (" +q ) au(g)” ! a)

et ¢,(q) = (¢;)i=1..N, alors :

1+q?’

Cette propriété nous servira a ’étape [l

3. Pour tout [ € {1..N} on applique alors & ;(ks, ky, 2, 5) la transformation de Fourier
inverse suivant x et vy :

_ 1 +oo  ptoo 2 s )
U(z,y, 2 8) = m/ / A <\k\2,§l,c> TR 2O milkarthoy) g dk,, (13.1.3)
— 00 —00

4. On pose alors k; = pys/c et ky = pys/c;

+o0  p+oo s 2 .
ﬂl (:L" Y, 2, 5) _ S / Al(pQ, 1’ C) el (.}—l(p ,1,2,¢) zr(pxx-i-pyy)) dp:): dpy, (1314)

2
47 Cl J_x —50

avec p? = p2 + pf/ et en faisant I’abus de notation
Ai(p?e) = Ai(p? 1,e) et Fi(p 2, ¢) = Filp?, 1, 2,0).

Remarquons que, contrairement au cas bidimensionnel, ce changement de variable fait
apparaitre la variable de Laplace ailleurs que dans I’exponentielle. Comme nous le
verrons par la suite, cela ne pose pas de probléeme particulier.

L’étape suivante est spécifique a la dimension 3 :
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5. Soit (7,1, z) les coordonnées cylindriques du point & (x = rcosy et y = rsiny),
dans [61], de Hoop a proposé d’utiliser le changement de variable

Pz =pcosty —qgsiny et  p, = psiniy + qcos.
C’est une rotation d’angle ¥ dans le plan (ps, p,), remarquons que :
pi +p§ =p*+¢ et pu + pyy = 1(pg cos Y + pysiny) = rp.

L’intégrale (I3TA]) se réécrit alors :

400 p+to0 s 2, 9 .
u (v, y, 2,8) = 4:201/ Al(p2 —|—q2,c) el (Fip?+4? z0)~irp) dpdg. (13.1.5)

—0o0 —0o0

6. L’idée consiste ensuite a effectuer, pour tout ¢ de IR, des calculs dans le plan com-
plexe similaires a ceux que nous avons explicités en dimension deux pour transformer
Iintégrale suivant p en une intégrale sur la variable temporelle ¢t. Remarquons cepen-
dant qu’on ne peut pas utiliser directement les résultats précédents puisque le terme
dans l'exponentielle n’est pas exactement le méme qu’en dimension 2. Une premiere
idée, proposée par van der Hijden dans [59] consiste & poser

p=pcos¢p et q=psing

pour obtenir :

0 +o00 s .
e,y 2, 8) = — / Ay(p?,¢) i TH=AT0e0d) gy g (13.16)
0

2
47 C| —00

Cependant, la fonction dans I’exponentielle differe encore légerement de ce que nous
avons vu en dimension deux. Nous proposons donc plutot d’effectuer le changement de

variable (p,q) — (p,q) avec
p

P=—F—
V1+¢?
En effet la propriété [Tl peut se réécerire

S

cu(q)

s 8 -
c_lﬁ(p27z7c) - ﬁ (p27zvcl(q))
et
irp irp/1 + g2 rp
s—— =8 =35

a g culq)
L’équation ([3I6) devient alors :

+oo +o0o s o o
ﬁ(x,y7z’3) = 5 / Bl(ﬁ27q270) et (‘Fl(p 2,€1(q)) er) dﬁdq, (1317)

2
4o —00 J—o0

avec Bi(5?,¢%,¢) = A(F*(1 + ¢®) + ¢2, ¢)).

Grace a ce changement de variable, le terme dans I’exponentielle est le méme que celui
qu’on obtiendrait en dimension 2 si le point d’observation était le point de coordonnées
(r,z) et si les vitesses des ondes dans chaque milieu étaient données par le vecteur
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¢;. Tout se passe donc comme si on travaillait avec des matériaux bidimensionnels
dépendant de q.

De la méme fagon qu’en dimension deux, en utilisant ([ZTH) et (IZIH) on peut donc
montrer que @

+o00 s o - s +o00 d
/ Bl(ﬁ2, q2, c) efu® (Fu(p*2.e(q) ZTp)dﬁ :/ B, (72(75, 0, 9), q2, c) d_z(t’ 4,7, y)eistdt,
—00 tor(q,,y)

ou la fonction tol(q) vérifie
tol(—q) = toi(q), tor(0) >0 et tp(q) est croissante sur IR .

En particulier, cette fonction est une bijection de IR dans [ty (0),4o0c] et on peut
définir sa réciproque qg(t). Nous avons donc :

s +oo  ptoo ) ) d’)/
U = t —(t,q) e~ *"dt dq. 13.1.
ul(xayazvs) 47720[ 100 /tOl(q) Bl ('Y ( 7Q)7q ,C) dt( 7Q)e q ( 3 8)

7. Il nous reste maintenant a changer ’ordre d’intégration pour exprimer @ sous la
forme d’une transformée de Laplace : la figure [31] représente le schéma d’intégration
pour g dans [—oo; +oo] puis ¢t dans [ty(q); +oo] et la figure représente 'ordre
inverse, pour t dans [tg(0); +oo] puis ¢ dans [—qu(t); goi(t)]. Nous pouvons donc
écrire

u(w,y,z,5) = 12 /+OOS /qoz(t) By (WQ(t,q),qQ,C)@(t,q)dq e”*" dt. (13.1.9)
A Ji©) | J-an® d

A, N A, y
A A >
A A \ /
A —qoi(t) > qo(t)
tou(q)
\/
tou(0) tou(0)
)q >q
Fia. 13.1: Intégration sur g puis sur ¢ Fia. 13.2: Intégration sur ¢ puis sur g

53. Comme en dimension deux nous supposons ici que l'onde [ est une onde de volume, nous verrons
comment calculer les ondes de téte dans les sections suivantes.

54. Dans la suite de ce chapitre nous omettrons de préciser la dépendance de to;(q) et de (¢, q) par rapport
aux variables d’espace pour des raisons de lisibilité.
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8. Remarquons que qg;(to;(0)) = 0 et que

_ qo(t) ) ) dy
ozt = [ Bt e) Tt o) da
—qoi(?)

est une fonction continue si nous prolongeons gy par 0 sur Uintervalle [0,¢¢;(0)], on peut
alors montrer que =(t) est dérivable (au sens des distributions), et par injectivité de la
transformation de Laplace, nous pouvons identifier la solution :

1 d qo(t) d
w(z,y,z,t) = — [/ B (VQ(t,q),qQ,c) d?f/(t q) dgq (13.1.10)
—qo1(?)

13.1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu homogene
infini

Comme au chapitre précédent nous nous intéressons d’abord au cas de I’équation des ondes
dans un milieu homogene infini :

LPU_[PU U 9
c2 Ot? ox2  Oy?2 022

| = st@amacre. (13.1.11)

La solution de cette équation peut évidemment étre obtenue grace a une convolution en temps
entre la source f et la fonction de Green u solution de I’équation suivante :

1 0% [0 OPu | 8u
L L%z Lo 2} _ 5(2)3(y)5(=)5(1). (13.1.12)

La premiere étape de la méthode est la plus simple : ['utilisation des transformations de
Laplace en temps et de Fourier en x et en y nous conduit & I’équation différentielle ordinaire
suivante :

04

52 R
~o 3+ <k2 e —2> a=5(2), (13.1.13)

dont la solution s’écrit :

1
el (R ) P
ks, ky, 2,8) = . (13.1.14)
2\ 2
2 (k24K + 3)

On utilise alors (troisieme étape) la transformée inverse de @ en z et en y

—|2l (K2 +k2+ ) i(kaztkyy)

+o0 +oo
u(z,y,z,5) = 4 — / . dkdk, (13.1.15)
" (2452 +2)°
On pose ensuite (quatrieme étape) k, = 222, k:y = p% et on utilise les coordonnées cylindriques
ro, 42

r=rcosy, y=rsiny.

55. Dans toutes les sections de ce chapitre r, v, z désigneront les coordonnées cylindriques du point (z,y, z).
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

L’intégrale (3LTH) devient alors

1
s too oo, | |(14p2+p2 ) 2 +ir(ps cos Y+py Sinz/})}
u(z,y,z,8) = / T dpzdpy. (13.1.16)
2(14+p2 +13)
Comme nous 'avons vu, la cinquieme étape, spécifique a la dimension trois, consiste a appli-
quer le changement de variable :

Pz =pcosty —gsiny et py, =psiny +qcosy
qui est tel que :

Prtp=p"+q¢ et pgcosy+pysinyg =p.
Nous avons donc :

| |(1+p?+4?)2 +z‘pr}

“+oo +oo
W(z,y, 2,8) = —5= / / : dp dq. (13.1.17)
R 2(1+p*+¢2)?

Nous proposons ensuite (sixieme étape) d’effectuer le changement de variable supplémentaire

G P
P= o

et d’utiliser la fonction g — ¢&(q) définie par :

L’équation (L3ZTIT7) devient alors :

+o0 +oo T}
w(z,y,z,8) = . 20/ / 1+ )1 dp dg. (13.1.18)

Grace a ce changement de variable, a I’exception de la vitesse ¢, qui dépend de ¢, I'intégrand
est exactement le méme qu’en dimension 2 : on a montré, a la section M2l du chapitre

précédent (voir les équations (ZILZI) puis (ZT.20)), que :
1
/+oo 6_ E(SQ) |:\z\(1+ﬁ2)7+iﬁr} +00 e—st
dﬁ:/ ——dt
1
w0 2(1457)2 to(a) V82— 5(a)
R R
to(q) = o —V1+¢> et R=+Vz22+r2
¢(q c

Physiquement le changement de variable que nous proposons nous permet de considérer pour
chaque ¢ de IR un probléme de dimension deux dans un milieu de vitesse de propagation é(q).

(13.1.19)

avec

On a donc :

u(z,y,z,8) dt dg. (13.1.20)

+oo
a 47T / /to(Q) Vit _to
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13.1 Calcul de la fonction de Green dans un milieu homogeéne infini

La fonction ¢ — to(q) a bien le comportement présenté sur la figure 3] en introduction.
Nous pouvons donc définir sa réciproque

c2t?
qo(t) = Tz 1,

et inverser 'ordre d’intégration (voir figure [32) :

1 +oo q0(?) dg ‘g
uw(z,y,z,8) = — s — | 7% dt. 13.1.21
(r:29) = 1o /to(o) /qooe) V2 —t5(q) ( :

Comme nous l'avons dit en introduction, I’équation ([ZI2Z]l) nous fournit 'expression de la
dérivée temporelle de u et nous pouvons nous arréter ici. Cependant dans le cas particulier
d’un milieu homogene il est possible de simplifier cette expression : remarquons d’abord que :

Ve t@ =2\ a0 - = ?Mﬂm’

donc
( ) S +00 qo(t) dg e st ( )
u(x,y,2,8) = —/ / dt, 13.1.22
AR i) |J-aow) /1 — £ | @(t)
q5(t)
on peut alors effectuer le changement de variable () = % :
4q0
s +o0 1 dQ .
w(x,y,z,8) = —/ —— | e7%dt 13.1.23
@as) = g [ N (13.1.23)
t 1 dQ
et comme —— =
—14y/1-Q?
S too
i = — - 13.1.24
Woy.e) = gom [ et (13.1.24)
soit :
s Foo
w(z,y,2,8) = ok Hpg (t)e stdt. (13.1.25)
Donc, en utilisant I'injectivité de la transformée de Laplace, nous déduisons le :
i(x,y, 1) L4 (13.1.26)
u(z,y, 2 = ——Hrg(1). 1.
e orRdl ¢

On retrouve donc le résultat bien connu :

Théoréme 13.1.1 La solution du probléeme ([IZLIZ) s’écrit :

1
u(z,y,z,t) = még (t).
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogenes

Nous considérons maintenant un domaine infini composé de 2 fluides homogenes. Les 2 milieux
sont respectivement associés aux demi-espaces z > 0 et z < 0 et les vitesses de propagation
des ondes dans ces milieux sont respectivement cq et cs.

L’équation aux dérivées partielles modélisant ce probleme est :

1 82U 1 [azU U 9 < 1 8U>]:5(x) 5(y) 6(z—h) f(t)  (13.2.1)

w(z) 082 p(z) | Oa2 * 0y? T p(z) 0z
{ p(z) = pi, pz) =p1, z>0,
w(z) = p2, p(z) = p2, 2<0
et c(z) = %

La fonction de Green associée a ce probleme est solution de:

1 0% 1 [0% Pu 0 ( L 5‘“)]:5(@ 6y) 6z —h) 8(1).  (132.2)

R o o o T s o

13.2.1 Résultats
13.2.1.1 Cas d’une source sur ’interface

Nous supposons ici que h =0 et ¢; < cs.

a) Les fronts d’onde. Comme nous le verrons le front d’onde est treés similaire au front
d’onde en dimension 2 : il se décompose en trois fronts d’onde secondaires : un front
d’onde de volume et un front d’onde de téte dans le milieu 1 et un front d’onde de
volume dans le milieu 2. La différence avec la dimension 2 est ’existence d’un domaine
ou les ondes de volume et de téte coexistent.

Nous utiliserons par la suite :

R=+Va2+132+22, a2+y2=Rcosf et z= Rsin.

Front de 'onde de volume dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le front
de l'onde de volume dans le milieu 1 est une demi-sphere de centre O = (0,0) et de
rayon cit (en bleu sur les figures [33la et [34]). Nous appelons Qg(t) intérieur de
cette demi-sphere. Qr(t) peut également étre défini par :

R
Qr(t) = {(m,y,z) eR3|[z>0et o <t}.
1

340



13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Front de ’onde de volume dans le milieu 2. De méme le front de 'onde de volume
dans le milieu 2 est une demi-sphere de centre O = (0,0) et de rayon cst (en rouge sur
les figures [33c et [E3A) et nous appelons Q7 (t) 'intérieur de cette demi-sphere. Qp(t)
peut également étre défini par :
3 R
Qr(t) =< (z,y,2) e R°|z2<0et — <t,.
C2
Front de ’onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A(t) intersection du front
d’onde dans le milieu 2 avec 'axe x = 0 & droite et B (t) le point du plan (z, z) tel
que le segment [AB] (en magenta sur la figure [[34])) soit tangent a Qg (¢). Nous notons

wte1(t) le tronc de cone généré par la rotation de ce segment autour de l'axe (Oz). Soit
wie2(t) la portion de sphere de centre

t t
0, ————— et de rayon ——,
9 /L _ L 9 /L _ L
C2 C2 C2 C2
1 2 1 2

délimitée par les plans de cote z =0 et z = zp (zp est la cote du point B). Le front de
londe de téte dans le milieu 1 est la réunion de wye1(t) et wiea(t).

Lemme 13.2.1 L’angle 6. = arccos(i—;) est l'angle limite au-dessus duquel il n’existe
plus d’onde de téte. De plus, pour t donné, l'ensemble des points de wie1(t) vérifie
[’équation :

11
t:Rsin01/—2——2+M, 0 < 0,6.] (13.2.3)
i Cy

et l’ensemble des points de wyea(t) vérifie :

R |1 1
S, 0e0,6,. (13.2.4)

t p—
. 2
sinf \| ¢ ¢35

Démonstration :

Les équations (3Z3)) et ([3ZA) étant invariantes par rotation autour de I'axe (Oz), il
suffit de démontrer ce lemme dans le cas y = 0 et > 0. Comme en dimension deux, le
triangle (OAB) est rectangle en B et OA = cot et OB = ¢1t :

OB _ C1

OA N C2 '

Dans le demi-plan y = 0 et > 0, ’équation (IZZ3J) n’est rien d’autre que 1’équation
du segment AB. De méme ([[327]) est 'équation polaire de I'arc de cercle de centre

cosf, =

t t
0, ———— et de rayon ———,
o /1 _ 1 o /1 _ 1
d 4 d 4
joignant le point O au point B. |

56. Pour plus de lisibilité nous omettrons par la suite la dépendance en temps de A et de B.
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Nous noterons Q(t) 'ensemble des points situés entre le front de l'onde de téte et
I'interface (en magenta sur les figures [33b et MZA). Q4 (t) peut également étre défini
par :

1 1 1
Qte(t):{(m,y,z)eﬂ%3|z>06t Rsin @ —+R‘Cosm < oL }

- t < -
2 2 ; 2 2
i ¢ Co sinf \l ¢ ¢35

Finalement nous notons Q(t) = Qr(t) U Qp(t) U Qe ().

z z
W'ff“l(f)
22 b
0 (z,y) O (z,y)
Fic. [33a: L’onde de volume dans le mi- | Fic. [33lb: L’onde de téte dans le mi-
lieu 1. lieu 1.
z
0 (z,y)

F1G6. 33 c: L’onde de volume dans le milieu 2.

Fi1c. 13.3: L’ensemble des ondes du probleme quand A =0

b) Solutions analytiques.

On notera

c1(q) = —= et c12(q) = ;
V 1+ q2 1+ éqQ
2

TQ
[}
[¢)
-

et

C21(q) = —/—— é22(q) = —F/—,
2 1 2
1+ e Vita
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Qr(t) wiealt

2
7 “'}\
wrerlt) ; 4//ﬂ§a\\; )
y Y /6%%
\\“

o(t)

puis
r 1 . 1
2\ 3 ¢t (@) 2) 2
Rlpq) — p2 (1+p?)% —p1 (551((1) +p )
bl - 1
1 ~2 5
p2 (14p?)2 + pa (‘3%1(") +p2> i
012(‘1)
2p2 (1 2)l
= p2 (1 +p7)2
T(p7Q) = 2 I D
C 2 =
o (B8 +2) 4110’
et
( c11(q)t . & (q)t?
v (tq) = —i (@) cosf + |sin 6| 11](%2) -1,

C t ; 242
v (tq) = —i (Cn}(zq) cosf + |sinf[{/1 — %) ’
C t 2 +2
(g = —i% cos 6 + | sin 0| 62212(12) 1

Nous définissons les fonctions g1 (t) et goz(t) par

c4t? | c3t2
—2—1‘ et qu(t): ﬁ—

Enfin, pour le calcul des ondes de téte nous posons :

2
0t = cit  [sind) - c_z B c_z
R|cosf| |cosb| 3 3

=N
—_

qo1(t) =

=y
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) 1 1 R|cosf| R 1 1
i ¢ Co sinf \l ¢ ¢35

Théoréme 13.2.1 La solution causale du probléme ([ZZZ) avec h =0 est donnée par :

pour

stz & Qt) :

u(z,y,2z,t) =0 ;

st x € Qr(6)\Q(t) :

dq| ;

1 d /qm(t) 1+ Re (R(’yf(t q), q))
0

dt N AOETd

u(x7y7zﬂt) = 27['2Rdt

six € Ue(t)\Qr(t) :

1 d /ql(t> Sm [ﬁ(vf(t,q),q)}
0

t) = <
u(m7y727 ) 27T2Rdt q2+q31(t)

six € Qe(t) NQR(L) -

dq

1 d —/ql(ﬂ Sm [ﬁ(vf(t,q),q)}

H o= <
u(z,y, 2,t) 2m2 R dt 01(t) 7> — qg, (t)

1 d —/qm(t) 14 Re (R(’yf(t q), q))
0

- = dal -
T R JEO—¢ 1
six € Qp(t) : )
) Re (T (v5 (t,9),q)
1 d qo2(t) 7 (t,q),q
u(@y,2,8) = 55p / - = dg
0 Qo (t) —
Remarque 13.2.1 On vérifie facilement que :
e la condition x € Qr(t)\Qe(t) se réécerit
R , 1 1 ,
t>— st >0, ett>— - — —5 sinon;
a sinf\l ¢ ¢
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

e la condition x € Que(t)\Qr(t) se réécrit

/1 1 R 0 R
Rsinf —2——2+M<t<— et 0<0,;
(&5} c5 (&) C1

e la condition x € Que(t) N Qg(t) se rééerit

— <t <

R R 1 1
a sinf\l ¢ ¢

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U, de l’algorithme présenté a la sec-
tion [BATZ (calcul de P"), page

13.2.1.2 Cas d’une source hors de ’interface

a) Les fronts d’onde. Nous distinguerons deux cas : ¢; < ¢z et ¢; > ¢ et nous utiliserons :

R=+22+12+ (2 +h)?, a2+y2=Rcosf etz+h=Rsinb.

1. Si ¢; < e2. Dans ce cas, 'onde dans le milieu 1 apparait comme la somme de trois

ondes : une onde incidente, une onde réfléchie et une onde de téte. L’onde dans le
milieu 2 est seulement constituée d’une onde transmise.

Front de 'onde incidente dans le milieu 1. Pour un instant ¢ donné le front
de l'onde incidente (en vert sur les figures [[30la et [30) est Uintersection de la
sphere de centre (0, h) et de rayon ¢t avec le demi-espace supérieur. Toute 'onde
incidente est contenue dans cette portion de sphére que nous notons Q;(t).

Front de ’onde réfléchie dans le milieu 1. Le front de I'onde réfléchie (en
bleu sur les figures [3Ac et [30) est 'intersection de la sphere de centre (0, —h)
et de rayon cit avec le demi-espace supérieur. Nous appelons Qr(t) Uintérieur de
cette portion de sphere. Qr(t) peut également étre défini par :

R
Qgr(t) = {(m,y,z) €R3|z>0et o <t}.
1

Front de 'onde transmise dans le milieu 2. Comme en dimension 2 nous
définissons Ega (7, 2 )07, minimisant la fonction

_V 52; LA _65)2 +2 (13.2.5)
1 2

t(€)

et nous notons tga(r, z) = t({p2(r, z)) son minimum. Nous pouvons alors définir
Pensemble Qp(t) (représenté en rouge sur les figures [[30b et [[36]) par :

Qr(t) ={(x,y,2) | 2 <0 et toa(r,z) <t}.

57. Rappelons que r = /x2 + y2.
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Onde de téte dans le milieu 1. Nous notons A l'intersection du front d’onde
transmis avec 'axe z = 0 a droite et B le point du plan (z, z) tel que le segment
[AB] (en magenta sur la figure [30) soit tangent a Qr(t). Nous notons wye(t)
le tronc de cone généré par la rotation de ce segment autour de l'axe (Oz). Soit
wie2(t) la portion de sphere de centre

0, —————=—-"h et de rayon —— —h,

délimitée par les plans de cote z = 0 et z = zp. Le front de l'onde de téte est la
réunion de wy1(t) et de wyea(t).

Lemme 13.2.2 L’angle 0, = arccos(i—;) est l'angle limite au-dessus duquel il
n’existe plus d’onde de téte. De plus, pour t donné, ’ensemble des points de wyei(t)
vérifie l’équation :

11 0
t:Rsin01/—2——2+M, 0 €00, (13.2.6)
s co

et l’ensemble des points de wyea(t) vérifie :

R /1 1
t= =~ - =, 0 0.]. 13.2.
sin 6 c% c%’ €[00 (13.2.7)

La démonstration de ce lemme sera faite au cours de la démonstration du théo-
reme [[322 présenté ci-dessous (voir page BGd). Remarquons que, dans le plan
(z,2), (3Z1) est 'équation polaire d’un arc de cercle de centre

t t
0, ———— et de rayon ———,
9 /1 1 9 /1 1
2 2 32 2
1 2 1 2

joignant le point O au point B.

Nous noterons 2 (t) 'ensemble des points situés entre le front de I'onde de téte et
I'interface (en magenta sur les figures [30d et [ZH). Qe (t) peut également étre
défini par :

1 1 R 0 R 1 1
Que(t) = {(x,y,z) cR?|z>0et Rsin&,/—Q——Q—i—M <t< ,—’/—2——2}.
i Co sinf\/ ¢ ¢

2. Si ¢; > c3. Dans ce cas le contour est beaucoup plus simple car il n’y a pas d’onde
de téte. Nous définissons les fronts d’onde incidente, réfléchie et transmise ainsi
que les ensembles Q(t), Qg (t) et Qp(t) de la méme maniere que dans le cas ¢1 < ¢
(voir figures 31 et [3F). Pour harmoniser les résultats dans les deux cas nous
notons Oy = 0.
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

(z,y)

Fic. [[33a: L’onde incidente.

(z,9)

Fic. [[3Ab: L’onde de volume transmise.

z

AN

(z,y)

F1c. [[3Ac: L'onde de volume réfléchie.

5 Wee2(t)

F1c. [[30d: L’onde de téte.

(z,9)

Fia. 13.5: L’ensemble des ondes du probléeme quand h # 0 et ¢1 < co.

Qr(t)

N\
» 4 \\‘.
7 \\\ N Qe (t)
AN

Wte2 (t)

F1a. 13.6: Représentation du front d’onde quand ¢; < ¢s.
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ARRIN\

(.9) . @y NN ()
Fic. [3Ma: L’onde inci- | Fic. [ZAdb: L’onde | Fic. [Edc: L’onde
dente. réfléchie. transmise.

Fi1G. 13.7: Les différentes ondes du probleme quand h # 0 et ¢1 > ¢s.

Qr(t)

N

F1a. 13.8: Représentation du front d’onde quand ¢ > ¢s.
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

b) Solutions analytiques. Nous décomposons la solution u en :

uw=u"+u" z >0,
(13.2.8)

u=ut z < 0.

ou u' est I'onde incidente, c’est-a-dire la restriction au demi-espace z > 0 de la solution
qu’on aurait obtenue avec ¢; = ¢y :

six g Qrt) : ui(z,y,2,t) =0

(t)

six € Q[(t) : ui(w,yvzat) = ZWR*(SE

avec R* = \/x2 + y2 + (2 — h)2, la distance au point source.

Comme dans le cas h = 0 on notera :
( C1

Ellq = T et Equ =
Ve @ —
1+ gq
C1 ey
e(q) = et Gan(q) = ——2—,
1+ 22 Vitq®
C.
puis
1 ~ 1
5 p (L427)* = (B85 +77)°
R(p7 q) - ) - T
02 (1 +p2)§ + po (%1(‘1) +p2> 2
15(q)
2ps (142
7 p2 (1 +p“)2
T(p,q) = - o
2 =
(58 ) e
et )
- — "
" (tae) = _icn(q) cos 6 + | sin 6| 011}(2(12) -1,
c t = 2,2
vl (tq) = —i <011](%q) cosf + |sinf|4/1 — %)
\
Nous définissons la fonction go(t) par
242
cit
qo1(t) = ‘1 — ? .

Pour définir 5 (,q) et go2(t) nous utiliserons la fonction

~9 %
1
21

le temps d’arrivée de l'onde transmise au point (x,y, z), toe = to2(r,y), et le lemme
suivant :
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Lemme 13.2.3 Pour tout q > 0 il existe un unique toa(q) > toz tel que :

e t02(q) est l'unique réel tel que F(p, q,t02(q)) admette une racine double p = poa(q),
cette racine est imaginaire pure, de plus

—m < Im(poz2(q)) < 0,

avec m = min(1, é21(q)/é2(q)) ;

e pour t > ta(q), F(p,q,toa(q)) admet deur racines complexes V5 (t,q) et v, (t,q)
vérifiant

Im [’Y;(tv Q)] =Jm [72_ (t7q)] et Re [’Y;(uq)] = —Re [VQ_(tv Q)] > 0.
e pour h(—m,q)/é2(q) <t <twlq) F(p,t,q), admet deur racines
p="1v;(t,q) € [=im Poa(q)] et p=v(t) € [Poa(q); im],

1Maginaires pures, avec

(1 —w?)? 5%2(Q)_w2 %—wm
g === (1 “h(a%l(q) > |

De plus la fonction q — toa(q) est croissante sur IRT

Démonstration :

La majeure partie de ce lemme est une réécriture du lemme (en remplagant c;
et ¢y par é(q) et éaa(q)2) . 11 ne reste en fait qu’a démontrer que #ga(q) > to2 pour

tout ¢ de R™ et que g — Zp2(q) est croissante sur R .

Soit ¢ > 0. Considérons maintenant que les deux milieux sont de dimension 2, et que
les vitesses dans les deux milieux ne sont plus ¢; et co mais ¢21(q) et ¢é22(q). Toujours
d’apres le lemme [ZZ3] le temps fp2(q) est le nouveau temps minimum mis par un
rayon pour aller de la source de coordonnées (0, h) au point (7, z), or il est évident que
¢21(q) < c1 et ¢22(q) < o : le nouveau milieu virtuel est plus lent que le milieu réel
donc tg2(q) > to. De méme, les fonctions g — é21(q) et g — ¢22(g) sont décroissantes :
le milieu virtuel devient de plus en plus lent quand ¢ augmente, donc #g2(g) est bien
une fonction croissante. |

Corollaire 13.2.1 Comme la fonction q — toa(q) est une bijection de
IR" dans [to2; +00],

on peut définir sa réciproque, t — qo2(t), pour t > tgs.

58. Il ne faut cependant pas oublier que r est positif alors que dans le lemme [2Z23] son équivalent, x, était
supposé négatif. C’est pour cette raison que po2(q) a ici une partie imaginaire positive.

350



13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Pour le calcul de 'onde de téte dans le milieu 1 nous utiliserons la fonction

2
ct sin 6 2 c?
i) = N
R|cosf| |cos0| s 3

) 1 1  R|cosé R 1 1
Rsin 0 - — =+ <t < — - = =5
i Co sinf\/ ¢f ¢35

Nous pouvons maintenant énoncer le

définie pour

Théoréme 13.2.2 L’onde réfiéchie est donnée par :

six & Qr(t)Ue(t) :

ur('x?y72’t) = O ;

st x € Qr(t)\ Qe (t) :

. 1 d qo1(t) Re <7i(7i(t7Q)7Q>>
Wt = 5m | |

six € Ue(t)\Qr(t) :

u"(x,y,z,t) =

)

1 d /m(t) Sm [ﬁ(vf(t,q), q)]
27['2R dt 0 q2 -+ qgl (t)

st € Qe(t) NQR(L) -

1 d [ @ Sm {ﬁ(vf(@Q)ﬂ)}
u(x,y,2,t) = /
q

- = dq
2r2R dt 01(t) V q — QS1 (t)

1 d qo1(t) Fe <7~2(71F(t7Q)7Q>)
2r2R dt /0
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et l'onde transmise est donnée par :

sixz & Qp(t) :
ut(mayazat) - 0,
six € Qp(t) :
iy o) = —— 4 /%2(” o es(9)T (43 (t,4), ) i
s Yo~y — 2 ) dt 0 3}“
e 0 (1 —|—’}/;r(7f,q)2)2 a_p(’y;(t?Q)vtaQ)

Remarque 13.2.2 On vérifie facilement que :

e la condition x € Qr(t)\e(t) se réécrit

R . R 1 1 )
— — =  sinon ;
c1 sinf\ 2 3 ’

t>— si >0, ett>

o la condition x € Que(t)\Qr(t) se réécrit

[1 1 R 0 R
Rsinf —2——2+M<t<— et 0<86.;
(& C5 Co C1

o la condition x € Que(t) N Qg (t) se réécrit
R R 1 1
— <t < N 5 T 5 et (9<60.
cl sinf\l ¢ ¢35

On pourra s’inspirer, pour le calcul numérique de U", de l'algorithme présenté a la sec-
tion (calcul de P"),page BIZ et, pour celui de U?, de I'algorithme présenté i la
section [[XZAZT] (calcul de V.F), page
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

13.2.2 Démonstrations

Si nous décomposons u suivant ([[3ZH), les conditions de transmissions physiques imposant

la continuité de u et de %%, I’équation ([32Z2) devient alors :
éﬁtﬁngﬂzﬂﬂmmw%mm, 2>0 (13.2.9a)
éa;f _ [‘?;g n %2;; n %2:” —0, 2>0 (13.2.9h)
%‘?g _ {‘gg %ny i a;:;r] — 0, <0 (13.2.9¢)
u' 4 u” =t z=0 (13.2.9d)
m@g+inzm%; =0 (13.2.9¢)

L’utilisation des transformées de Laplace en temps et de Fourier

d’obtenir le systeme différentiel ordinaire suivant :

0%t 9 o . 82
_8Z2 + (kjm—{—kﬁy—Fg

0"

022 c
aQat
922 +

o+ =4,

2 2 5°
—i—(k:gﬁ—i—k:y—i——g

)ir=o,
1

>u =0(z — h),

o 0wy _ ot
P2 0z 0z _plaz’

dont les solutions

sont

2
1 —\z—h\(ki-ﬁ-ki—i—z—g)
1

" =

1
2(R2+#k+5)"

(&

1

R(kg, ky,s)

2(k2+H+%)°

,&t_

=

1

T (kz, ky, )

*(

1
R4k +5)

2
ef(erh) (k§+k§+i—%)

2
(i)
e 2

(S

)

(S

)

(S

o=

52
—h(k%—f—kfj-i-?

en z et en y nous permet

z >0, (13.2.10a)
2> 0, (13.2.10D)
2 <0, (13.2.10¢)
2 =0, (13.2.10d)
2 =0, (13.2.10e)
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Avec R, le coefficient de réflexion et 7, le coefficient de transmission, définis par
1

1
pr (K2 k2 4+ 2)F oy (2424 27

2
1

Rk, ky, 8) = , (13.2.11)

1
2

N[

2 2
pr (R+H2+252)" + (24K +5)
2\ 2
2z (K242 + 3 )
T (kg by, ) = : 2 . (13.2.12)
(41 +5) 4o (R4 +5)°
1 2

13.2.2.1 Cas d’une source sur l’interface, démonstration du théoréme [[3.2.7]

Dans le cas h = 0 la solution 4 s’écrit

o=

1+ Rk, ky, 8) e—\z\(k%kﬁ%)

ks, ky, 2,8) = T (13.2.13)
2(k2 4+ +%5)°
pour z > 0 et
1
kg, Ky, 2, 8) = Tlke by, ) e_‘z‘<k“2”+k5+%) 2 (13.2.14)
2(k2+k+5)"
pour z < 0.

Calcul de la solution dans le milieu 2. En utilisant la transformation de Fourier on
obtient :

o=

2
1 ‘oo ptoo Tk —Ci|:z kZ+kg+23 ) " Filkaatkyy)
a(:n,y,z,s)=4—2/ / (ke by 5) 7% (4+3) ) dk, dk,
- 1
o (Rt y)
€2

On pose d’abord k, = %‘9 et k, = %S, on utilise a nouveau les coordonnées cylindriques
r,1, z et on pose p et q tels que :

Pz =PpCosY — gsiny

Py = psiny + qcos

pour obtenir

w(z,y, z,8) dp dg (13.2.15)

s /+°° /+°° T(pg) 3 |lA(era) i
e
47r202 —o0 Joo 9 (1 + p2 + q2)%

avec 'abus de notation

1
2(14p*+¢2)2
T(p,q)=T(2, L1) = ( - ) : (13.2.16)

Cy C 2 2
o (F+p2 )"+ +p +2)7
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Comme a la section précédente nous allons transformer ce probléeme tridimensionnel en une
infinité de problemes bidimensionnels avec des vitesses de propagation dépendant de ¢q. Pour
cela nous effectuons maintenant le changement de variable

G P
V1+q2
et nous définissons la fonction ¢ — ¢22(gq) par
C2

Ca2(q) = \/T—q?

Remarquons alors que :

2
1+ 3¢’
CQ + Clq 9 - C% .
2T —(1 I
(1+ ) 2 + ) ( +q ) CQQ(Q) C% +p

2
C
C—§+p2+q2=(1+q2)< ?
1

Si nous définissons les fonctions q — é11(q) et (p,q) — T (p,q) par

1

N c = 2(1+p%)°
én(q) = ——=——=—= ot T(hq)=— ( T ) -
~ 2 ~ON\ =
L+ e (FG+7)" e

on aura T (p,q) = T (p,q) et :

oo ptoo T(5 — = ||z|(1+p? %—i—i r
’a(iﬂ,y, Z, S) = 5 / / Me ¢22(a) |:| I( p ) P :| dp' dq (13217)
4m2¢s —00 2(1+p?)

1
2

Or on a vu, lors du calcul de 'onde transmise en dimension 2 (voir les équations ([ZZZ20)

puis (ZZ27)), que

e Stdt.

/+°° T(.9) ~=w [\z\(up fﬂpr dp /+oo Re [T % (t9), )]
1

> 2(14'132)% 02(q) /12 _t(2)2

avec : R
" _ — 1+ ¢2
02(q) en(q) o T
_ ~2 t2
% (ta) = —1622}(%(1) cos§+ |sin | % !
et
r=Rcosf, z= Rsin6.
On a donc :
s +00 +oo Re |:j-(")/;— (tv q)7q>i| t
W(z,y,2,8) = T / / e > dt dg. (13.2.18)
dméey J_ oo to2(q) 2 — t%Q(Q)
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On peut maintenant échanger 'ordre d’intégration, comme a la section 31l et montrer que

i s i [ pmo Re(TOFGa.0) |
u(x,y,z,s):47T2R /MO) /qm(t) NAOET: dq| e *'dt, (13.2.19)
avec
qoz2(t) = c}%—t;—l.

Remarquons que, comme l'intégrand est pair,

dq. (13.2.20)

/qozw ne[T0it0.0) /mm Re | T(5 (1.).0)]
0

—qos(t) @ (t) — ¢

R
u(r,y,2,t) =0 sit<to0)=—
C2

dq| , sit > tQQ(O)

1 d /fm(t) Re (7(’6r (t7Q)>Q))
0

)= ———
u(%y,Z, ) 2m2 R dt /qu t) — q2

Remarque 13.2.3 La condition t < to2(0) = R/ca est bien équivalente a x € Qp(t).

Calcul de la solution dans le milieu 1. Avec des changements de variable similaires &

ceux que nous venons d’utiliser pour le calcul dans le milieu 2 (on pose cette fois k, = B2
T c1’

k, = T£%), on obtient

u(x,y, z,8)

oo 1+R(p,q) = {|z|(1+p2+q2)%+ipr}
4 2 7€ dp dq
—a —oo 2(1+p? +¢?)2
avec ’abus de notation
(1+2+2)%__2+2+22
R(p,q) = R(E o 1) = : - - (13.2.21)
(1+p2+¢*)7 + (i—é +p? + ¢?

N—
|

On effectue ensuite le changement de variable

R 2
T Vite

et on définit les fonctions ¢ — ¢11(q) et g — ¢12(q) par

C1 ~ C2

¢11(q) = ——= et () = ———
\/ 1 + q2 C% 2
1+ gq

t (.q) — R(p.q) par

356
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On a alors R(p,q) = R(p,q) et :

too phoo 4 R . [\ (1452) 2+
/ / - p,l) e |0 (13.2.22)
00 2 1—|—p 5

u(x zs
(’y7 47['02

On utilisera également les coordonnées (R, 6) telles que:
r=Rcosf et z=Rsinf.

On a vu, lors du calcul de 'onde réfléchie en dimension 2, que

c11(q)

e si|cosO| < =
| < ¢12(q)

alors

/+0° 1+ R(p,q) —=2m [|z|(1+ﬁ2)%+ipr} 4 — /+°0 1+ Re [R( (f,QLQ)] ety

e
—c0 2 (1 +]52)2 to1(q) $2 — t%l (q)

avec: R R

t = = ="\1+¢2

01(q) 1 (q) o q
et

~ 2 t2
v (t,q) = _Z.Cn}(zQ) cos 0 + | sin 6| g‘;) -1

e si|cosf| > 2 EZ; alors (voir (IZZ2]), puis ((ZZ29) et (ZZ30))
12

_ . 1 o R (~T
/+oo 1+R(p,q) S Tm@ {\z\(sz)z -Hpr} i — /+ 1+ Re [R(’h (t,q), Q)] -
1
-0 2(1+p?)2 to1(q) t2 — tgl (q)

to1(q) Sm [ﬁ(vf(t), Q)}
+ / e_Stdt
t

1(g) 27 t%l(Q) — 12

avec
oy (t,q) = —i <% cos @ + |sinf]y/1 — 5%11(?7q2)t2>
et
R!Slnﬁ]\/ 1 }iicosH.
Za)  By(e) el
11(q)

Intéressons-nous donc a la condition |cosf| < = qui s’écrit également :

612(61)

2
C1 \/ 1+ %q2 C1
|cosf| < —F—=— = (q). (13.2.23)

g
2 /1+q2 C2
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Comme co > ¢; il est évident que g(q) > 1. La condition (m sera donc vérifiée pour
tout ¢ réel si cos ) < L. Supposons maintenant que cos > <L, on peut alors montrer que la
condition ([ZZ2Z3) est equlvalente a:

2 2 1 2 ci
Q" >q=—— |cos”0——|. (13.2.24)
0 c5

Nous traiterons donc séparément les cas cos < i—; et cosf > i—;

. ! .
a) si |cos 8] < —. Dans ce cas, quel que soit ¢ :
C2

e Stdt

(5 s ~2 % . ) >, +
/ 14 R(p.q) i |F1047) i i — /+ 1+ Re [ROT (4,0),0)|
~ 2(1+?)

NI

to1(q) t2 —t2 (q)

On peut donc montrer, comme pour z < 0 que :

R
u(z,y,2,t) =0 sit <to1(0) =—
c1

1 d /qm(t) 1+ Re (7%(7?(757(1)751))
0

u(x,y, z,t) = dq|,
272 R dt 20— ¢
avec
c2t?
qo1(t) = ? - L

. 1 [
b) si |cos@| > —. Dans ce cas on vérifie que :
C2

e sig>qo:

/+°° 1+ R(p,q L+RG,0) ~wiw | [21057) i . /+oo 1+ Re [R( (). q)]

e Stdt :
o 2(1+p?) to1(9) 2 — 12 (q)

®sig=<gqa:

o |:\z\(1+ﬁ2)%+ipr} pu

/+oo 1+ Re [ﬁ(ﬁ (t,q), Q)]

“+o00 1
/ —|—R(p, 1)6 D = e Stdt
oo 2(1+p?)? 01(9) 2 — 12 (q)
(o) Sm [R(v} (¢, )|
+ / 5 e Stdt
ti(@  2m\/tgy(q) — 12
donc :
w(x,y,2,s) = 1P, [t + 2]
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avec

@ o) Sm [ﬁ(vf(t, q), Q)]
~ / / e Stdt dg
t

Uy = —
—q2 Jt1(q) t3,(q) — t?

et

+oo ptoo Re 1 +R(71 (t,q), )} .
Uy = / / e % dt dg.
toi(a —t3,(q)

Etudions d’abord #1, on remarque que

tor(q) I [ﬁ(vf(t, q),q)}

e Stdt
t1(q) t2(q) — 12

ql—>

est une fonction paire :

q2  rtoi(q U1 (t Q) Q)}
= —2/ / e Stdtdg.
t

1(q) t?n(q) Vi (q) — 2

On peut échanger l'ordre d’intégration (voir figures [[39 et [ZI0) :

= —2— e St dg dt

to1(0 /ql(t \sm U1 (t Q) Q)]
q?

t1(0 + C_Io1( )

o ftora) /ql(t) Sm | R(v] (t.q).q)]
q

—2—= e Stdg dt
R i@ Jww VP —agi()
avec
| | 2\ 2
cit sin # cf cf 1
t) = - 1-1) =4l
a1(t) <R|cost9| | cos 6] c%) ! ®)
et
242 242
cit . R cit 1 . R
qo1(t) = 1_ﬁ Slt<a et qoi(t) = ﬁ—lztm (t) s1t>a.
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A

t01(0)

t1(0)

)

Fi1G. 13.9: Intégration sur ¢ puis sur ¢

t01(0)

Y

Y

t1(0)

@\(

F1a. 13.10: Intégration sur ¢ puis sur ¢
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

Finalement :

u(z,y,z,t) =0, sit < t1(0)

gy L d [ uo3m Reita.0] o o
uw(x,y,2,t) = —5=— / q|, sity <t <ton

27['2R dt 0 q2 + q%l (t)
1 d [ a1(t) Im {ﬁ(vf(t,q),q)}
u(%@/,zat) = —Qd_ / 5 3 dq
2R AL | Jon)  Va® — a5 (t)

dq

1 [ o 1% (RO (40),9)
* s |,
0

212 R dt /2, (t) — ¢2

si 1501(0) <t< t()l(QQ)

u(x,y,2,t) = dq| , sitoi(g2) <t.

1 d q1(t) 1+ Re (7?'(')’;r (t7 Q)v Q))
2m2R dt /0

sont bien les temps limites utilisés pour établir les conditions sur t o la remarque [LIZ1.
Quant a to1(q2), on vérifie que :

R? R? 1 c? R? 1 1
t2 _ 1 AR 1 .2 6 — -1 = (===,
01(22) c% ( e) c% < sin2 0 [COS C% sin? 6 c% c%

13.2.2.2 Cas d’une source hors de l’interface, démonstration du théoréme

21 .2 h
Calcul de u". On pose R = /22 + 42+ (2 + h)2, cosf = xT—w, sinf = %

On définit également les fonctions g — ¢1(q) et ¢ — ¢2(q) par

C1

tilg) = —— et ) =—F——=
Vit 3 2
1+ gq

et (p,q) — R(p,q) par
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Comme dans le cas h = 0 on montre que :

+oo (1) 2
/ / _RB) ~av |HO) e dp dg, (13.2.25)
47T C9 b

" (x,y,2,S)

l\)»—l

puis que :

c
a) sicy > caousi|cosf| < —L. Alors il n’y a pas d’onde de téte et
C2

R
u"(z,y,2,t) =0 sit<tg(0)=—

c1
: ) 1 d /Q(n(t) Re (ﬁ(yf(f,q), CI)) p £ t01(0)
u” z,y, %, ~ 5 92D ar a > si ¢ > 01 ’
2r2Rdt | J, Vg, () — ¢?
avec
~2 t2
v (t,q) = _1611](%(]) cosf +sin @ clléq; -1
et
22
qo1(t) = ? - L
b) si |cos | > ﬂ Il faut calculer la contribution de ’onde de téte :
C2
ur(mvyvzat) :07 Slt<t1(0)
a1 [ pmosm R (ta),0)] ] o o
u'(z,y, 2,t) = - / q| sity <t <tm
2r2Rdt | q + g3, (t)
( ) 1 d [ ‘h(t) %m {Q(Uf(t,Q),Q)] d
uT‘ l‘? y7 Z7 t = 1 / q
2m2R dt qo1(t) q — Qg1 (t)
1 d _/QOl(t) §Re( ('Yfr( q), Q))d
< q
2r2Rdt | Jo Vg (t) — ¢?
si tm(O) <t < tOl(q2)
: ) 1 d /Q(n(t) Re <R('71 (taQ)7Q)) p tor(g0) < t
u” z,, 2, — — s si <.
Y 2r2Rdt |/, a3, (t) — ¢ I o

avec

1 1 Rcos@
= R|sinf|, /= — = - — )
’ '\/ 2@ B
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13.2 Cas d’un milieu a deux couches planes homogénes

eyt | sin 6] c a
t) = - 1-1) — =gl
a1 (t) (R]cos9| | cos 0| c3 > =t ()

_ - ;
vf (t,q) = —i <011T§q)t cosf + |sinf)\/1 — M) )

Les calculs sont similaires au cas ou la source est sur 'interface.

Remarque 13.2.5 On peut alors démontrer le lemme [[3ZA en remarquant que le front de
l'onde de téte est ’ensemble des points vérifiant soit

R /(1 1
t=to(2)=——-|=5—=3)>
51

sin” 6 c5
so0it
1 1 Rcos#
t=1,(0) = R|sinf|,| 5 — - — ——
Cl 02 C2

Calcul de u'. Apres avoir utilisé la transformation de Fourier inverse suivant x et y on
obtient :

at('x? y? Z? S) =

1
too ptee Tk, ky, s (k§+k2+ﬁ)27h(k§+k2+ﬁ> —ikai—kyy
42 / / LA 1¢ e v ’ dkydk,
2 2 2
(2+82+5)
2

Nl

On effectue alors successivement les changements de variable

S S
ky = Z)L’ ky = bys
C C

puis
Pz =pcosy —gsiny, p, =psiny +qcosy

pour obtenir

i (z,y,2,8) =

1 2 3
Too _Ci —z(1+p2+q2)2+h<c—%+p2+q2) 2+ip7"
/ / q) 2 <]
e dp dg

1
1+ p? +q)2

4%202
avec 'abus de notation

1
200 (P2 +¢*+1)2
P9 = p2 (a4 1) (13.2.26)

- .

2\ 3 1
p (P @+ 3) 40 @@+ 1)
En utilisant le changement de variable

- P
T Vire
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

et les fonctions q — & (q), ¢ — é(q) et (p,q) — T(p,q) définies par

C2 ~ C1

tn(q) =—"—= et é(q) =—F———=,
V1+¢? cf 2
1+ gq

et )
= 202 (14 p%)2
T(p,q) = —— ( I ) ;
55(a) 2 ~9 %
P2\ = ‘|‘ + p1 (1 +p )
C21(‘1)

on peut réécrire @ sous la forme :

it (z,y, 2,8) =

(S

+iﬁrj|
dp dq.

D’apres les calculs effectués lors du calcul de 'onde transmise en dimension 2 (voir (2242
puis (CZZZH)) et en utilisant le lemme on a:

47['202

- s -2 ()
—€
- o 2(1+p

~2)%

at('x? y? Z’ S) =

/+°° /+°° Fo e2(0)T (43 (£:9):9) otdt dg
4m2c 1 OF '
? fo2 1493 (1,0)°)* 50 (t.9). )
avec v (t,q), F(p,t,q) et toa(q) définis page
Remarquons maintenant que
+o0 P T(~F (¢
PR Roe C22(q) 572 (t,q),q) o~ Stdt
2

oF
0

to2(q) (1 + 7 (t q)2) " (’72 (t Q)vt’ Q)

est une fonction paire :

i (z,y, 2,8) =

+oo  p+oo b +
/ / §R6 C22 (q)TEV2 (ta Q)v q) efstdt dq
to2 2 27

2m2¢y

En utilisant la fonction gga(t) = ta;(t) on peut inverser ’ordre d’intégration :

i (z,y, 2,8) =

+oo  rqoa(t) = +(t
/ / §R€ 622( )7572 ( ) ) dq efst dt.
to2 2

(1498 (t0P)* 50 (L) )

2m2cy

Finalement :
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13.3 Interaction fluide-solide

u'(z,y,z,t) =0,

sit> tQQ(O).

sit< tOQ(O)

oy, ot) = — 4 /‘m(t) Re e ()7 (75 (£, 9), )
I ERD) - 920 dt TOF
e 0 (1 + fy;_(tﬂ q)2) ? a—p(f)/;_(tv q)7t7Q)

dq

)

La condition ¢ > tp2(0) est bien équivalente & la condition & € Qg utilisée dans le théo-
reme [[32Z2 (par définition de Q7).

13.3 Interaction fluide-solide

Considérons maintenant un milieu infini composé d'un demi-espace fluide €2y et d’'un demi-

espace solide isotrope €5 séparés par une interface horizontale I'. Comme en dimension deux,
nous nous intéressons a la formulation en pression dans le fluide et en vitesse dans le solide, la
source est une source ponctuelle de pression située dans le fluide a une distance h de 'interface.
Les équations a résoudre sont

|~

o*pP
t2

C

o

%

— AP =0(x) 6(y) 0(z — h) f(t)

——= — (A +2u)div(YV,) + prot(rot V) =0

Ps It

(13.3.1b)

Les deux milieux sont liés par les conditions de transmission suivantes qui traduisent la
continuité des vitesses normales a l'interface et ’égalité entre les contraintes normales et la

pression :

\

oV,  10P

B~ pady o
Ve Vi OP

(A +2p) By + A 2w o (T),

Vs Vg _

oy o @),

(13.3.1¢)

(13.3.1d)

(13.3.1¢)

Nous pouvons simplifier ces équations en décomposant le champ de vitesse V4 en ondes P
et S, en posant V4 = V® 4 rot ¥. Dans ce cas le vecteur W sera défini “a un gradient pres”

puisque

rot (¥ + VA) =rot¥

pour tout champ A. Pour définir @ de maniére unique nous imposerons la condition suivante,

dite condition de jauge :

div¥ = 0.
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La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

L’ensemble des champs W vérifiant cette derniere condition s’écrit sous la forme :

_ 9 1 i H? ]
_8_y 0x0z
2
U = 0 |0 — 4 U,
Oz 0y0z
0 0
- - 0x?  Oy?
Le champ V' s’écrit donc :
_ 52 . ) )
0
0x0 -
z oL
V,=Vd— 3995 U+ | 0 |y
H? H? 509U
022 9y? | - -
et le systeme a résoudre devient :
(1 0°P
O AP =0(x) 8y) (=~ ) S(1) (),
!
1P gy ()
% Ot? - 50
1 920, AT, — )
C% 8t2 1 — s/
Lo Agy—0 ()
5 2 = s/
C% ot?
avec cp = % et cg = ﬁ.
Les conditions de transmission se réécrivent alors :
0V, 1 OP
= r
ot ps 0z (),
V. IV, V. oP
9 sz st sy _ YT r
A+2u) 5+ A5 A%, a
OV OV,
— 4+ —= =0. r
0z + Oz (D),
Wy Vi
=0. ).
0z + y (L)
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(13.3.2b)

(13.3.2¢)

(13.3.2d)

(13.3.2¢)

(13.3.2f)

(13.3.2g)

(13.3.2h)



13.3 Interaction fluide-solide

Nous allons maintenant calculer les fonctions de Green associées a ce probleme, elles sont

solutions de :

_+_2+7] = 0(z)d(y — h)d(t) (€2),

c?f t2 ox?2  Oy? 022
1 0% [9%¢ 0% 0%
N [W a—yﬁ@] =0 (£2:),
1P [P 0P, O] _ @)
c% ot? Ox? oy? 022 | 7
1 9%y [0%y  0%py 0%
| 2o [aﬂ o7 T o ] =0 (£2s),
avec
Ovs, 1 0p
ot pyoz (1),
avsz avsm 8?}5 ap
2 Y- = r
A+ A 2%, — o )
Ovsy O0vs, o
0z or 0 (T),
Ovsy | Ovs,
et -~ ) ~
2
vl
v, =V¢— O I R
0y82 81,
L0 0
or?  oy? |

13.3.1 Résultats

Comme en dimension 2 nous supposerons que ¢y < cg < cp.

13.3.1.1 Les fronts d’onde.

(13.3.3a)

(13.3.3b)

(13.3.3¢)

(13.3.3d)

(13.3.3e)

(13.3.3f)

(13.3.3g)

(13.3.3h)

Dans le cas d’une interaction fluide-structure, 'onde de pression dans le fluide apparait comme
la somme d’une onde incidente, d’une onde de volume réfléchie et de deux ondes de téte.
L’onde se propageant dans le solide se décompose en une onde de volume de compression, de
rotationnel nul (dite onde P), une onde de volume de cisaillement, a divergence nulle (dite
onde S), et une onde de téte de cisaillement. La définition précise de chacune de ces ondes

est donnée a la section [[33.1.2 Nous utiliserons :

R=+22+1y2+ (z+h)2, Va2+y2=Rcosf etz+h=Rsnb.
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Front de 1’onde incidente dans le fluide. Pour un instant ¢ donné, le front de 'onde
incidente de pression (en vert sur les figures [31Tla et [312) est l'intersection de la sphere de
centre (0,h) et de rayon cst avec le demi-plan supérieur. Toute I’onde incidente est contenue
dans cette portion de spheére que nous notons Q(t).

Front de ’onde réfléchie dans le fluide. Le front de l'onde réfléchie (en bleu sur les
figures [LZTILb et [3T2) est l'intersection de la sphere de centre (0, —h) et de rayon cyt avec
le demi-espace supérieur. Nous appelons Qg (t) Uintérieur de cette portion de spheére. Qg(t)
peut également étre défini par :

R
Qr(t) = {(w,y,z) €R3|z>0et o <t}.
!

Fronts des ondes P et S transmises dans le solide. Comme en dimension 2 nous
définissons £yp(r, 2) et {os(r, z) minimisant respectivement les fonctions

_Ve+r Jr-92+2

cr cp

tp()

: (13.3.4)

et

rs(e) = YEIR  VIZOTE S (13.3.5)

Cf Ccs

et nous notons
top(r,2) = tp(§op(r, 2)) et tos(r, 2) = ts(§os(r, 2))

leur minimum. Le front de 'onde transmise P (resp. S) est ’ensemble des points tels que :
top(r,z) =t (resp. tos(r, z) =t).

Ce front d’onde est représenté en bleu ciel (resp. en rouge) sur les figures [ TI1f (resp [3ITlc)
et Nous définissons également 1'ensemble Qp(t) (resp. Qg(t)) par :

QP(t) = {(fc,y,z) | z<0et 7fOP(T? Z) < t}

(resp. Qs(t) = {(2,9,2) | 2 < 0 et Los(x,7) < 1}).

Fronts des ondes de téte dans le fluide. Nous notons A (resp. E) I'intersection du front
d’onde P (resp. S) avec l'axe xz = 0 a droite et B (resp. F) le point tel que le segment [AB]
(en orange sur la figure [312) (resp. [E'F], en magenta) soit tangent & Qr(¢). Nous notons
wiep1(t) (resp. wies1(t)) le tronc de cone généré par la rotation du segment [AB] (resp. [E'F])
autour de 'axe (Oz). Soit wep2(t) la portion de sphere de centre

t t

0, —————-"h et de rayon ———

2/~ = 2 /L — L
Cf CP Cf

délimitée par les plans de cote z =0 et z = zp.
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13.3 Interaction fluide-solide

Soit wyeg2(t) la portion de spheére de centre

t t
0, — h et de rayon ————
2ZJeE— Z

f S f S
délimitée par les plans de cote z = 0 et z = zp. Le front de 'onde de téte P est la réunion de

wiep1(t) et de wiepa(t) et le front de Ponde de téte S est la réunion de wyes1(t) et de wiega(t).
Lemme 13.3.1 L’angle 0.p = arccos(cc—li) est l'angle limite au-dessus duquel il n’existe plus
d’onde de téte P. De plus, pour t donné, l'ensemble des points de wip1(t) vérifie l'équation :

1 R|cos#|
— _i_i’

t = Rsind 6 € [0,6.p] (13.3.6)

1
2 2
c; Cp cp

et l’ensemble des points de wipa(t) vérifie :

R [1 1
t= | — =, 0€10,6cp]. 13.3.7
smo\ 2 & S 0, cr] (13.3.7)

L’angle 0.5 = arccos(i—f) est langle limite au-dessus duquel il n’existe plus d’onde de téte S.

De plus, pour t donné, l’ensemble des points de wes1(t) vérifie ’équation :

1 1 R|cosd
t = Rsind /—2——2+M, 0 € [0,0.5] (13.3.8)
¢l cs

et l’ensemble des points de wyes2(t) vérifie :

R 1
~ sinf c?c

. 0e[0,0.5). (13.3.9)

ute| =

La démonstration de ce lemme se fera lors de la démonstration du théoreme [[3.3.11 ci-dessous
(voir page BRH). Ici encore, dans le plan (z,z), ([330) est '’équation polaire d'un arc de
cercle de centre

t t
- et de rayon

1 1
2Je—= 2@~
f P f

07 L’
)
p

joignant le point O au point B et ([33H) est ’équation polaire d'un arc de cercle de centre

o~

t

0, et de rayon =,

1 1 1
2 g — = 2 = -
joignant le point O au point F'.

Nous noterons €. rp(t) (en orange sur les figures [ZTTlc et [[3TA) I'ensemble des points situés
entre le front de 'onde de téte P et l'interface et Q. r5(t) (en magenta sur les figures [CZTTld
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

et [[3T2) I'ensemble des points situés entre le front de 'onde de téte S et 'interface. Q. rp(t)
peut également étre défini par :

1 1 R 0 R 1 1
Qtefp(t): (m,y,z)EIRg|z>OetRsin9 —2——2+M<t<,— -5~ 3
¢t Cp cp sin 6 ¢t Cp

et Qyeps(t) par :

1 1 R 6 R 1 1
QtefS(t): (l',y,Z)GIR3’Z>Oet Rsin6 —2——2+ ’COS | t N 5 T 5
c;oCg cs sin @ ¢y Cg

Front de ’onde de téte dans le solide. Nous notons I le point tel que le segment [Al]
(en violet sur la figure [3T2) soit tangent a Qg(t). Nous notons wisp1(t) le tronc de cone
généré par la rotation de ce segment autour de 'axe (Oz). Posons maintenant

1 1 1 1
CS CP Cf CP

puis

1 a B\ t _tn 1(t a B\’
=g (r(5+7)-5) o Tte_\/ﬁ_h2+1<5—h<ﬁ+5>>'

Nous notons weegp2(t) la portion de spheére de centre (0, z¢ ), de rayon 74, délimitée par les
plans de cote z = 0 et z = z;. Le front de 'onde de téte SP dans le solide est la réunion de

wiespi(t) et de wiespa(t).

Lemme 13.3.2 Pourt donné, l’ensemble des points de wiesp1(t) vérifie I'équation :

1 1
1 1\2 1 1\*> r
L=y (7 _ _2> T <_2 - _2> + (13.3.10)
Cp cg cf cg cs

et l’ensemble des points de wiespa2(t) vérifie :

h2+z2—hz<§+%>+r2
h z :

t= (13.3.11)

Ie] a

Comme le lemme précédent, ce lemme sera démontré au cours de la démonstration du
théoreme [[Z3T (voir page BIH). Remarquons qu’en élevant au carré les termes de ([3311)
et apreés quelques calculs simples nous obtenons bien ’équation de la sphére de centre z4 et
de rayon 7.

Nous noterons Q.sp(t) 'ensemble des points situés entre le front de I'onde de téte et U'inter-
face (en violet sur les figures [ETIf et [3TA). Qesp(t) peut également étre défini par :

Quesp(t) = {(z,y,2) € R*| 2> 0 et t](z,y,2) <t <t5(z,y,2)}.
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13.3 Interaction fluide-solide

avec
1 3
1 1\2 1 1 r
try2)=—y|l=—-—=) +h|l=—-=] +—
1(@,y,2) y<c%) c§> <c§ cg) cs
et
h2 4 22 hz<§+%>+r2
*
t2(x7y7z)_ h 2
B«

13.3.1.2 Solutions analytiques.

Nous décomposons la solution p en p = p’+p", avec p* I'onde incidente de pression, c¢’est-a-dire
la solution qu’on obtiendrait en remplacant le solide par un fluide de vitesse de propagation c :

sixd Qt) : p'z,y,t) =0;

sixze Q) pla,yt) =

2T R* 6RT* (®)-

ot R* = /22 + 42+ (2 — h)2

Nous décomposons également vy en vy = vl 4+ v + v92, avec :

_ 52 - -
0x0z _6_3/
2
o=ve, oft=—| Dy w WP 0y
0y82 oxr
A o 0
ox2  0y? | - -
Notations. Nous posons maintenant :
( cy
¢rilq) = ==,
= i+ g
cy cp
cpr(q) = ., ¢pplq) = —/—,
144 g2 V1t¢?
o cr - cp . Cs
¢sr(q) = , csp(q) = . Css(q) = ——
1+iq2 1+ngq2 \/1+q2
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

z z
| AR
(z,y) . (z,y)
F1c. [[3I1la: L’onde incidente. F1c. [[3I1b: L’onde réfléchie.

WteS2

~

(z,y)
Fic. [[3TIc: L’onde de téte P. Fic. [[3111d: L’onde de téte S.
z z
(z,9) o dee .. (z,y)
\W' WteSP1 \%SPQ
Fic. [[3TIle: L’onde S. Fic. [3I1f: L’onde de téte SP.
z
(z,y)

Fic. [3TI1f: L’onde P.

Fia. 13.11: Les différentes ondes du probleme
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13.3 Interaction fluide-solide

Qf€j>p(f) A QtefS(t)
; ,«/,, \\:~.' -
5 SN \‘ NN
4 /14' ¥ 8% \ 200 % e ////
,,,/////i/,/.«:.:::tztz TR NS

N\

Qs(t)

F1a. 13.12: Représentation du front d’onde
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

(
2
- - C - C
krr(p,q) = V1+p%+¢2, kfp(p,q):\/c + % +¢2, kfs(p,q):\/c—g+p2+q2,
S
- C% - - c%;
kpr(p.q) = C—2+p2+q2, kpp(p,q) = V1+p2+¢%  kps(p,q) = C—2+p2+q2
7 S

~ c2 ~ c2 ~
ka(p,q):uC—ngp?Jqu, ksp(p,q) = 675+p2+q2, kss(pyq) = 1+ p*+ ¢?
f P

et nous définissons les fonctions des variables complexes p et ¢ définies par :

et

ol

([ R(p,q) =

[(A(%%P —p* =) +2uk}p) (Kis+0*+¢°) _4ﬂp2]~ffS];fP] kp—cApskpp (k3 g—p*—q?)

[(/\(ifep —p?—q?)+2uk3p) (K3g+p2+4?) —4up215f515fp] kpp+cpskpp(k3g—p>—g?)

TP(pa Q) =
2/;?]313(/;?1205 +p2 + q2)
(A2 p—p2—q2) +2uekpp?) (kpg+p2+q2) —Aupkpskpp| kp i~ chp tkpp(khg —p2 —q2)

Ts(p,q) =
—dipkgpkss
[()\(%p —p2—q?) +2uk2p) (k2 g+p2+q?) —4MP27;5551~€SP] ks —ciprksp(kig—p®—q?)

et
([ R(p.q) = R(p\/1+42,q)
Tp(p,q) = Tr(p\/1+ ¢2,q)

Ts(p, q) = Ts(py/1 + ¢2,q).

Nous définissons :

~ ~2 t2
’y;[(t,q) =4 ff](%q) cos 6 + |sin 6| ff}(;) -1,
~ ~2 2
t t
v;[(t, q) = —i cfféq) cosf + |sinf|\/1 — ff;;)
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13.3 Interaction fluide-solide

ainsi que la fonction :

cfct2 i R
R2 Cf
qof(t) =
A2 R
f i
F -1 sit > a

Pour définir v}, (¢, q) et gop(t) nous utiliserons la fonction
2\3 5%P(Q) 2 > . -
Frp,q;t) = —z(1+p°)2 +h| 5= +p° | +ipr—cpp(q)t
Cpf(Q)
et le temps d’arrivée de 'onde P transmise au point (z,y), top = top(z,y) :

e pour tout ¢ > 0 on définit #op(q) le seul réel tel que 1'équation Fp(p,q,top(q)) = 0
admette une racine double p (fop(q) correspond au temps d’arrivée de 'onde S dans un
milieu 2d virtuel de vitesse c%f(q) et ésp(q)) ;

e pour tous ¢ > 0 et t > top(q), on définit fy}f(t,q) la seule solution de 1’équation
Fp(p,q,t) = 0 a partie réelle positive ;

e pour tout t > top on définit gop(t) tel que top(qop(t)) = t : qop est Pinverse de la
fonction #gp, c’est le seul réel tel que Fp(p, Gop(t),t) admette une racine double.

De méme, pour définir 'y;f (t,q), qos(t) et v (¢) nous utiliserons la fonction

1 & P
Fs(p,q,t) = == (L+p°)% +h ~§S(q) +p* | +ipr—éssa)t
Csf(Q)
et le temps d’arrivée de 'onde S transmise au point (z,y), tos = tos(z,y) :

e pour tout ¢ > 0 on définit #o5(q) le seul réel tel que 1'équation Fs(p,q,tos(q)) = 0
admette une racine double p = pos(q) ;

e pour tous ¢ > 0 et t > tog(q) on définit fy; (t,q) la seule racine de Fgs(p,q,t) a partie
réelle positive ;

e pour tout ¢t > tos on définit gos(t) tel que tos(qos(t)) =t : qos(t) est le seul réel tel que
Fs(p,Gos(t),t) admette une racine double.

e pour tous ¢ > 0 et t < fp5(q) on définit U;(t, q), la seule racine de Fg(p, q,t) telle que :

555((1)> _

S(os(@)) < Im(vE () < Sm (ésp<q>

Pour le calcul des ondes de téte dans le fluide, nous utiliserons la fonction

2

. 2 2

a(t) cpt  |sind) 1 T
] 2 2

R|cosf| |cos®| cp cp
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

définie pour
1 1 R|cosf| R 1
S5 —5 t—<t<——|3

Rsin6 5 d .
;o Cp cp sin ¢t Cp

Pour le calcul des ondes de téte dans le solide, nous utiliserons la fonction

1
@ 1t+11%h112 1
=cs | 25— - - - = - =
isp I\ 72 ) ) 2
définie pour
iz, y,2) <t <t3(z,y,2)
Nous pouvons maintenant énoncer le
Théoreme 13.3.1 L’expression de l’onde réfiéchie est donnée par :
st & Qp(t) Uesp(t) :
p(z,y,2,t) =0
st € Qr(t)\Qeesp(l) :
i 1 d [ pooro Re (RO (t.a),a)
P(2y,20) = 55po / - dq| ;
0 4 (t) — ¢°
5i @ € oyp(D)\Qn(t) -
. 1 d | fu®3Im [ﬁ(vf(t,q),q)}
P(%y,zi):ma / — dgq
0 a* + g (t)
St € Qtefp(t) N QR(t) :
) 1a [ pur Sm R (ta),9)]
p(z,y,2,1) SR dl / dgq
T | /207 () q - qgf(t)
[ raor () Re (R(YE(L,q), q)
1 d / f ’yf y4d), 4 d
5 2D 32 q
2
2m° R dt K qgf t) — q?
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13.3 Interaction fluide-solide

L’expression de l'onde P est donnée par

ol (2,y,2,t) =

six & Qp(t) :

six € Qp(t) :

/USP;}(',E? y? Z’ t) =

vk (2,y,2,t) =

P

v ('CL'?y?Z?t):O?

ST

P(

Uy l‘?y?’z?t) :0?

UP

1 d

27(2613 E

1 d

27(2613 E

1 d
27r det

sz(‘raya Zat) =0,

i (t, )T

p(t.9).q)

qop(t)
/ Re
0

NI

(1+7P(t q) ) a

iqTp ('YP(

P(y
T

—— (v (t,q),t,q)

9):9)

(1 + 'YP(LQ) )

16.7:p(
dp

(t,q),t,q)

dq
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L’onde S2 est nulle dans tout l’espace, nous poserons donc ’Uf = 'Ufl et l'expression de 'onde

S est donnée par :

vfm(m,y, z,t) =0,
six & Qs(t) U Qesp(t) : vfy(x,y, z,t) =0,
USSZ(x7 y7 Z? t) - 07
st € Qs(t)\Qtesp(t) :
1 d | [rs® e () Ts (v (
oS (oo d) = L4 / R g (£, q) lsé;__gs( ,4),9) da| .
m2c 1
s 0 (1 + ’Y;’r(ta Q)Q) 2 8—p(7§r(ta Q)7ta Q)
1 d q05(t) g Ta(~vT (1
Ussy(x’yvzat) = _271'26 a / e - S(?Sa(%g)7q) dq s
ST (1+74(t,9)%)? —p(ﬁ(t,q),t,Q)
2
Sy o)=L 4 /%S“) fe | 05 ¢ jﬁ +)Ts05 (0.9 |
sEATrarT 2m2cg dt S ’
5 0 8—p(7§(t7q)7ta q)

st x € Qtesp(t)\QS(t) :

1 d qsp(t) ot (t e (T (t
USSx(l',y,z,t) - / §R6 ZUS( 7q) S(US( 7q)7Q) dq
0

_27r205 dt

1 d qsp(t) T (vt (t
Ufy(x7y7z7t) = _273 / Re azg:ss(vs( ,Q),Q) dq 7
meC
’ L " i 8p (U;(t?Q)vtaq) |

1 d qsp(t)%e (i (t,9) + A Ts(vE (t.9),9) g
2r2cg dt | Jo 0Fs I

8—p(U;‘r (t, Q)v t, Q)

Ufz($,y, th) = -
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13.3 Interaction fluide-solide

six € Qg(t) N Quesp(t) :

1 d
’USS{L'(:L‘7 y? Z7 t) =

1 d

 2n2cg dt

1 d
’Ussy(l‘7 y? Z? t) =

1 d

2n2cg dt

1 d
V3 (2, y, 2,t) =

1 d

 2n2cg dt

 2n2cg dt

 2n2cg dt

 2n2cg dt

qsp(t)
/ Re
qos (1)
qos (1)
/ Re
0

sp(t)

/q

qos (1)
qos (1)

/ Re
0

Re

qsp(t)
/ Re
qos (1)
qos (1)
/ Re
0

IF.
a—s(vs (t.q):t.q)

iqTs(vd (t.q),q)

0Fs
S W (ta).t0)

dq

9))

iqTs (v (¢,
N 4

0Fs
+ 0Fs
(1+73(t9)?) o

(’75 (t Q)v ta Q>
<v;2(t, Q)+ q2) Ts(vi(t,q),q)

s
% —Z (v (t,q),t.q)

dq

(V22 (t,q) + @) Ts (v (t,9))

|
|
E
|
|
|

dq |,

OF,
a S(PYS (t q)7t7Q)
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La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Remarque 13.3.1 On vérifie facilement que :
e la condition x € Qr(t)\Qesp(t) se réécrit

1

R
t>— si 0>0 ett> —
cp

cr sin 0

1 :
— — sinomn ;
c

!

la condition x € Querp(t)\Qr(t) se réécrit

1 5 0
—|—M<t<E et 0<0.;

RSiHe 5
CP cp Cf

1
-
Cy

la condition & € Qyepp(t) N QR(t) se réécrit

la condition x € Qg(t)\Quesp(t) se réécrit

c
t>tos si Sm(pps) < Sm (—f> ett>t5 sinon,

avec pos = pos(0) la racine double de Fs(p,0,tos) ;

la condition x € Querp(t)\Qr(t) se réécrit

c
] <t<tos et SSm(pos) < Im <—f> :
Ccs

la condition & € Qyepp(t) N QR(t) se réécrit

c
tos <t <ty et SIm(pos) < Im <—f> )
Cs

Les algorithmes de calcul de P", VT et V¥ sont présentés & la section suivante.

13.3.2 Démonstrations

13.3.2.1 Calculs préliminaires dans le domaine de Fourier

Appliquons comme d’habitude la transformation de Laplace en temps et la transformation de
Fourier suivant = et y a ces équations pour obtenir le systéme différentiel ordinaire suivant :

(

:24_]4;?64_]{;2 p-iﬁ:é(z—h) z>0,
:S—;+k§+k§]$—%§=0 z <0,
:§+k§+k§]1ﬁ1—§—ﬁ=0 2 <0,
:§+k§+k§]¢z—?§ﬁ2:0 2 <0,
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(13.3.12d)



13.3 Interaction fluide-solide

avec les quatre conditions de transmission :

A~

Oy

0z

gy
0z

et

\

SVgy = —

1 95
_@ z =0,
pr 0z
a@sz . ~ . N

A+ ZM)W + Niky sy + AikyUsy = —sp z=0,

+ ik 05, = 0. z=0,
+ iky s, = 0. z =0,
Doy = ik — ikx% —ikythy 2 <0,

. oy
Dy = iy — iky% +ikghy  2<0,
0 o
U5z = 5~ — (ky +ky)in z < 0.

(13.3.12¢)

(13.3.12f)

(13.3.12g)

(13.3.12h)

(13.3.12i)

(13.3.12j)

(13.3.12k)

On en déduit facilement la forme des solutions (en introduisant les ondes de pression incidente,

p’, et réfléchie, p") :

(

\

1
5 =
avec ky = <k%—|—k§+i> , kp = (k%—i—k;%-%)Q et kg = (k§+k§+%)

p=p 47
. 1
Al _e—|z—h|kf
P = 9k,
ﬁr — AR efzkf
¢ = Ap e*Fr

Py = Agy €5

Py = Agy €5

sy = iky Ap €M — ik kg Agie™S — ik, Agoe™s

bgy = ikyAp e —ikykgAg1€” + ik, Agoe™s

Uy = ]CpApesz — (k:% + ]CZ)ASl eZkS,

2
€t

1

(13.3.13a)

(13.3.13b)

Les coefficients Ar, Ap et Ag sont ensuite déterminés a 'aide des équations de transmis-
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sion

On vérifie facilement (en effectuant (I33.T4d) xik,— ([Z3TId) xik,) que Aga = 0 et le sys-

(33T126), ([33.120), et (3120 :
2 2 Lk k’f

skpAp — (k:m + k‘y)SASl =——2 I+ —+Ag, (13.3.14&)
2py Py

(A +2u) [2pAp — (kI + k) ks As1] + Aiky [ike Ap — ike Asiks — ikyAsaks]

1
+Xiky [iky Ap — ikyAgiks + ik Agoks] = —s [ﬂe_hkf + AR] ; (13.3.14b)
!
ikokpAp — iky2gAg1 — iky2gAss + ik [kpAp — (K2 + k) As1] =0, (13.3.14c)
ikykpAp — iky25As1 + ko 25 Asa + iky [kpAp — (k3 + k) As1] = 0. (13.3.14d)

\

teme ([[33I4]) devient (en posant Ag = Agq) :

k 1
—fAR - skpAp + S(ki + k;)AS = —e_hkf,
s 20y
sAR + [N +2w)z3 —AR2+KD)] Ap — 2i(k2 + kD) uksAs = —%e*hkf,
f
zkpAp — [ng + ]Cg + k;] AS = 0.

Les solutions de ce systeme s’écrivent :

avec

—hk —hk —hk

e f e f e f
a1 Ap = TP(k:va ky)— et Ag= TS(km, ky)—

'A — k1'7k: b b )
1= Rikz, ky) 2% 2%kp 2ks

R(kg, ky) =

(A% — k2 —k2) + 2uk2) (K2 + k2 + k2) —dpkskp(k2 + k2)] kp—pps2kp (k% —k2—k2)

[((A(kH—k2—k2) 4 2uk} ) (k3 + k2 + k2)—Apkskp (k2 + k2)] ky+pys?hp(kE—k2—k2)’

Tp(ks, ky) =

2skp (k3 + k2 + k2)

[Nk —k2—k2) 4 2uk?) (k% + k2 + k2)—4dpkskp (k2 + k2)| kp+pps?hp(k—k2—k2)’

Ts(k)x, ky) =

—4skskp

[A(K2—k2—k2) + 2uk2) (K2 + k2 + k2) —dpkskp (k2 + k2)] ky+pys2kp(k2—k2—k2)

Donc :

382

La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3



13.3 Interaction fluide-solide

R(ks, ky, . . .
= M P GO S T vf + fvSS avec
ok,
?}P _ kaTP(kma ky7 8)6 zkp—hky
ST 2kp ’
’UP _ Z‘kyIZ-P(kx7 kya 8)6 zkp—hkg,
sy 2kp
?}P _ TP(kxa ky7 8)6 zkp—hky
Sz 2
et .
S = _thaTs(ka, by, 5) zks—hk;
2
v = _Me zks—hky,
2
s (k3 4 k) Ts(ka, Ky, 5) skg—hky
Vgy = — ¢ '
2kg

Nous nous intéresserons uniquement au calcul de p” et vy, le calcul de vy, et de vy, étant
trés similaire.

13.3.2.2 Démonstration du théoréme [3.3.1]
Calcul de p”. On a

» 1[0 (7% Rk, Ky, S) (ot hyky—ikaetkyw)
P(2,y,2,8) = 3 /OO /OO ok, © stk =ilkzethyy) g dk,. (13.3.15)
Nous effectuons successivement les changements de variables k, = PCL;’, ky = pifs, puis

Pz = pcost —gsiny, p, = psiniy + qcos

pour obtenir

+oo oo R s h 2, oL
ﬁr(xay,z,s) = i (p’ q) e °f [(ZJF )+t )2+Zpr] dpdq.
4 2 1
mes Joo Joce 214 p7 + g2)3
avec
p q
R(p7 q) - R(_7 ) 1) -
Cr C¢f

[(A(/%;P —p*=¢%) + 2k p) (R +0°+4%) — dukpsksp(p® +q2)} kpp—cApskrp(K3s—p*—q?)

(A3 p—p2 =) + 20183 p) (K3 +p2+ ) — dpukpsheyp (2 +%) | Eys+cpghyp (B —p2—?)

- - C2 - C
krr(poq) = V1+p2+ 2 kfp(p,q):\/c—g+p2+q2, ks(p,q) = . +p2+ ¢
P
383
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Posons maintenant

~ p
p = —
V142
puis définissons les fonctions g — ¢f¢(q) et (p,q) — R(p,q) par
s cr - 5
i) = ——=—== et R@q=REV1I+¢,q).
d V14 ¢?
On a alors
400 p+oo 7€~ __s W (1452)3 1i5
ﬁr(x,y,z,s) — 1 ‘; / / (pafD . e & @ [(Z+ )(1+p )2+Zpr] dﬁdq
T°Cf J—o J—00 2(1 —|—p2)2

Comme dans le cas de deux milieux acoustiques on peut donc montrer que :

c
a) si|cosf| < “.on n’y a pas d’onde de téte et
cp

R
p"(z,y,2,t) =0 sit <tor(0) =—

cy
1 a [ R (Rojwa.0) o
D (-T,yyza )_ 27T2RE /; 2 t) — 2 ok e Of( )
a@p(t) —q

avec

~ =2 2
Crlq)t . & q)t
V;I(t,q) =—i f;g) cos ¢ + sin 61/ fR2 -1

c
b) si|cos@| > =F . Alors il faut tenir compte des ondes de téte :

cp
p"(z,y,2,t) =0, sit <ty(0)
( ) 1 d qs(t) Sm [ﬁ(v;{(t,Q)a Q)] J L £4(0) < £ < toy(0)
pT T,Y,z, = oD 1t / qf, SLif <t < of
2meRdt | Jy > +q8f(t)
- ) 1 d /(Jf(t) Sm [Q(U}r(@@v Q)] p
p(r,y,2t) = o q
2m2 R dt 0 [q? — qgf(t)
1 d QOf(t) §R€ <7é(7}’—(t7 q)7 q)) d
Tt 2o / q
2m2Rdt | Jo /qgf(t) —q?
si tof(O) <t <toy
1 d 05 (t) Re (7%(7}’—(157(])7 Q))
Py 2t = s5pa u/j dq|, sity <t
d 0 ng(t) - q2
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13.3 Interaction fluide-solide

avec
1 RCOSG
qor(t -1, = R|sind)| C%
q2f cos 9——f . tay =tor(qef) et
sin? @ c?p

_ -2 2

| ér(g)t . ctq)t

U}F(t,q):—z fTCOS@+]81n9] 1-— fR2

Remarque 13.3.2 Comme en dimension 2, la méthode de Cagniard-de Hoop ne per-
met pas de différencier les ondes de téte S et P. Néanmoins, on peut montrer que la
solution p" n’est pas réguliere aur temps

. 1 1 Rcosl
typ =t5(0) = R|sinf|, | 5 — - — ,
¢} Cp cp

cfc cg cs

avec

2
1 c 1 c
2 2 f 2 f
©@fp=%f = 5 3 [COS CP] el qafs = SnZo [COS - 2] :

1l est alors facile de démontrer le lemme [L33 1]
Calcul de v, Ona

+00 +oo /]' )
(m Y, 2, 3 4 / / Zk PQZ k 5 S) ezk‘p—hk‘f—l(k‘x$+kyy)dky dkx (13316)
? P

Nous effectuons successivement les changements de variable k, = p 22 ky = *, puis

Pz =pcost —gsiny, p, :psmz/)—l—qcos¢

pour obtenir

1 c2 1
+oo ipTp(p, q) =5 |2+ +a) 2 +h(F +pP+a%) 2 +ipr
06 (Y, 2,5) / / ——e 7 dpdg
47TCP s0 2cp(1 +p2 + ¢2)3

avec

P q
TP(pa Q) = TP(_a 0 ]-) =

cp Cp

26%;.]%13]3(];12;.5 + p2 + q2)
|\ p =2 = )+ 20K p) (g + 92+ 62) — Apkpskpp (12+2)| ke g+ hpphpp (B —p2 - ¢?)
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2 2
k?Pf(PJJ):\/—I;‘f‘P +q2, kpp(p,q) = V1+p2+¢q2, kps(p.q) = —§+p2+q2-
C Cy

Posons maintenant

et

. _ P
Ve

puis définissons les fonctions ¢ — ¢pp(q), ¢ — ¢pr(q) et (p,q) — Tp(p,q) par

~ CP N Cf ~ ) i .
tpp(q) = —=—=, Cpfla) = === et Tp(p,q) = TP(PV1+¢*q)
2 2
23
On a alors
o ZPTP p,q) wpp | (1P >2+h(“PP<(§>) +7%) b vipr|
0 (@,y,2,8) = —— . .
471' cp oo 2epp(q)(1 4§ )

Comme cp > cg > ¢y, le contour d’intégration ne traverse pas les coupures, si on suppose de
plus que les poles de 7p sont imaginaires purs et a ’extérieur de ce contour, on montre, de la
méme maniere que pour le calcul de 'onde transmise dans le cas de deux milieux acoustiques,
que :

Ui(x,y,z,t) :07 Slt<t0p(0)
1 d qop(t) t VT ;
0P (z,y, 2,t) = T / Re ivp( ,q)l g(’y > (t,q)) da
7T =
" " (1475 (t9)°)” (5 (ta), t,q)
sit > top(O).

avec v (t,q), Fp(p,t,q), tor(0) et gop(t) définis respectivement comme 4 (t,q), F(p,t,q),
to2(0) et go2(t) dans le cas de deux milieux acoustiques, en remplacant respectivement c; et
cg par cy et cp.

Calcul de v, On a

1 Foo 400 ik To(ky, k .
6fx(m,y,z,s) =-13 / Mezks—hkf—l(kxﬁkyy)dky dky. (13.3.17)
T

Nous effectuons successivement les changements de variable k, = 22% k, = 22 puis
cs Y cs
Pz =pcost —gsiny, p, = psiny + qcosy

pour obtenir

dpdq

g s oo rH0inTs(p,q) s —2(L+p2+g?) 2 +h( S+p +4%)% +ipr
Usm(m’yvza 5):_ / / —Q €
—00

dm2cs | _ o 2¢cg
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13.3 Interaction fluide-solide

avec

Ts(p,q) = mé,%,n ~

—A4c3kssksp
(k2 p—p? %)+ 21k ) (R + 1+ )~ dpsksshsp (2 +¢)| ks s+ pshsp(Rdg—p>—¢?)

R 2 2
kpf(p,q)zwc—’;er?Jrq?, kpp(p,q) = V1+p2+¢% kps(p,q) = —+p2+q2-
f S

Posons maintenant

et

s__ P
V1+q2
puis définissons les fonctions ¢ — ¢ss(q), ¢ — ¢sp(q), ¢ — Es¢(q) et (P, q) — ’]N’S(;E, q) par

Ccs cp

GSS(q):ﬁa ésp(q) = ——, CSf
4 1+ Hl—i— 2q

et
Ts(p,q) = Ts(PV' 1 + ¢%,9).
On a alors
L~ ~ s | (@) | o1 .
1”)5 (1- - 3>:_ s 400 p4oo ZPTS(}% q) GESS(Q) z(1+4p2 )2+h( zj(Q) +52)2 +ipr i dq
sx y Yy <y 4 P} 2% () .
T°CSJ -0 J—00 css\q

Nous notons

55(4)
sf(Q)

3
Fs(p.q,t)=—z(1+p°)? +h< +p2> +ipr — éss(q)t =0
et nous appelons tps(q) le seul réel tel que Fs(p,q,tos(q)) admette une racine double que
nous noterons p = pos(q). Comme lors du calcul de 'onde réfléchie nous devons distinguer
deux cas :

a) si |pos(q)| < CSSEZ)) Alors

1 &2 o (q) 1
. ~ s _ ~9 ss\q ~92 .~
oo ipTs(D,q) Zss@ 2(14p%)2 +h(55 @ 1P )|
e - sf dp
(0.]

2¢55(q)

Re e Stdt
(@ 0Fs

_ /+°° & (t, ) Ts(v4 (L, 9), q)
tos oAt
0 ap (75’ (t, Q)v ta Q)

avec 7;(15, q) la seule racine de Fg(p, q,t) a partie réelle positive.
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

b) si |pos(q)| > g:i((zg Posons alors

1 1 2 1 1 2 r
tsp(”“z(e%s(q)‘é%P(q)) +h<é%f<q>_éép<q>> =z

D’aprés le lemme 323 pour tsp(q) < t < tos(q), il existe un unique p, racine de
Fs(p,q,t) et appartenant &

- .css(q

[POS(Q); —i ( )]

csp(q)

Nous noterons v:q"(t, q) cette racine. On peut alors écrire :

1 &2 1
—2(145%) 2 +h(FE D +5) 2 +ipr
srld dﬁ

/+°° ipTs(p,q) eésg(q)
—eo  2¢55(q)

/ms@) qo | Vs (LOTs(0g(40):0) |
t

0Fs
sp(q) a—p(vgf(t,q),t,q)

e Stdt.

N /+°° R v () Ts (v (t,q), )
0Fs
tos(q) o (AT
ap (’75’ (t,Q),t, Q)

Nous utiliserons par la suite le
Lemme 13.3.3 La fonction I : g — Imlpos(q)] est strictement croissante.

Démonstration :

Comme pps(q) est racine double de Fg(p,q,t) on sait que

0Fs . 2D ho )
aﬁs (pOS(q)a Q7t) = (1 +Z?VOS((q))2)l + pOS(q) 1 + mr = 07
2 52 ~ 2
Posid ~§S(q) + Pos(q)?
Csf(‘])
soit
all] + hl(g) - +r=0. (13.3.18)

- 1-— IQ q % &2 2
N )
Sf

Supposons maintenant que I(q) soit décroissante. Alors, comme Im[pos(q)] < 0 (d’apres le

lemme [X23), I?(q) et
1

(1-1I%(g))?

qt—
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13.3 Interaction fluide-solide

sont croissantes. Remarquons maintenant que

q— ==

est une fonction strictement décroissante pour ¢ > 0. Donc :

1
T
~2 2
Css(‘l) 712
<525f(q) I (Q)>
est strictement croissante. Comme z < 0 et h > 0 la fonction

z h
+
(1-12%(q))

ql—>

G:iq— —

- 2
(32 +rw)

Csf(Q)

N

est strictement croissante, or, d’apres (I33IH), I(q) = —r/G(q), donc I(q) est une fonction
strictement croissante, ce qui contredit ’hypothese de départ. |

Nous en déduisons le

Corollaire 13.3.1 Si |pos(0)| < cs/cp alors |pos(q)| < ¢ss(q)/csp(q) pour tout q de IR™.

Démonstration :

I(q) étant une fonction strictement croissante |pos(q)| = —I(q) est strictement décroissante.
Remarquons maintenant que
) 14 %2
cisle) cp 2

5%P(Q) B cy 1 + ¢2

qtr—

est une fonction strictement croissante pour g > 0. Il est donc évident que

¢ss(q)
CSP(Q) '

HosO)] < & = 850 5 o) <
cp CSP(O)

Donc, si pps(0)| < cg/cp, il n’y a pas d’onde de téte. Dans le cas contraire on aura également
besoin du lemme suivant :

Lemme 13.3.4 Si |pos(0)| < cs/cp alors

C
P25 = s — 5 (13.3.19)

Q
&.?w‘o?m
Q | Q
~ w‘m ™
Q
T
Qo
o] to|rf) [¥]
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

est tel que
- .Cs5(q2s
Pos(q2s) = —z#.
csp(q2s)
De plus,
_ cs(q .
[Pos(q)] > < () 81 q < qas;
cr(q)
_ cs(q .
IPOS(Q)‘ < = ( ) St q > q25s.-
CP(Q)
Démonstration :

Vérifions d’abord que ga5 € IRT, c’est-a-dire que :

i , &
1Pos(0)| < cs/cp = >

Pour cela rappelons que ppg(0) est tel que %Lg(ﬁog(O), 0,t0s) = 0, soit :

~ zpos(0) n hpos (0)
VI+s0 212 )

y
En posant pos(0) = —iwgg cette équation devient :
ZW hw
s 2 05 _ L, —_o.
2
\/1_w05 \/Z%—wés
¥
Définissons maintenant la fonction
r
K(w) = e W
Fi T
r

cette fonction est strictement décroissante pour w > 0 et (wog) = 0. Comme
c
0 < wog < —
cp
ona:

IC(O) > ]C(wog) >0

soit :

Q
\SM|Q§!M
Q l o
S

|
&
T
ol
ww‘mw
O
)

¢2s appartient donc bien & IR™.
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13.3 Interaction fluide-solide

Posons maintenant pog = —icss(qas)/csp(qas) et

1 (@25) , = \° o NG
tas=——— | h| B2+ 5 —z(1+p5g)° +ipasr |,
Css(q2s) (cgf((ps) 2 (1-+729)

soit

L 1

; L 1 1 < 1 ) 2 + r

25 = . — = —z| = — = —
&r(a2s)  p(ges) Cg(qes)  EEplgas) csp(qas)

En utilisant la définition des fonctions ¢g¢(q), csp(q) et ¢ss(g) on vérifie facilement que :

: 1 :
11 1 1)\2

tas=|h| =5 —= —Z<—2——2> + 1+ L ad
;o Cp cg  cp cp cg

Vérifions que pog est racine de —(p, q2s, tas) :

§ss(qzs CSS’(QQS’)

C ¢ .

sp(gz2s) sp(q2s) tir=0, (13.3.20)
ng(‘hs Css(QQS _ &glaes)
& p(a2s) &yla2s)  Cgplaas)

toujours en utilisant les définitions des fonctions ¢s¢(q), csp(q) et éss(q) on vérifie que :

=0, (13.3.21)

Donc ¢ag, défini par (I33J9), est bien solution de cette équation.

Par définition de tog, Fs(pP2s, q2s,t2s) = 0 donc

- 0Fs , .
Fs(Pas: qas,tas) =0 et 8—15(1)25,(125,7525) = 0.

On a donc bien paog = po2(q2s)-

Il ne reste plus qu'a utiliser le fait que pos(q) est décroissante et éss(q)/ésp(q) croissante
pour démontrer la seconde partie du lemme. |

Corollaire 13.3.2 ¢og est tel que tag(= to2(qes)) = tsp(qas). C’est-a dire que le temps
d’arrivée de l'onde de téte est égal au temps d’arrivée de l’onde de volume.

Démonstration :

Il suffit de rappeler que tgp(q) est tel que

Css(q) _
7 (-izgsg @) =0
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Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

or

.Css(q2s
Fs (—Zﬂ,(h&hs) =0,
¢sp(qas)

on a donc bien tog = tgp(g2). [ |

Nous devons donc étudier séparément le cas |pos(0)| < ¢ et le cas |pos(0)] > £ -

cp

a) si |po(0)| < g—i. Alors il n’y a pas d’onde de téte et on vérifie facilement que :

03 (z,y,2,t) =0 sit < top(0)

dq| ,

P S O Y ’Y(t7)T(’Y( 7))
Sl’( 7y7 7t) /0' §R (

q
2m2cq dt 10
s 1+ v&(t q)?)? —a (vé (t,q),t,q)

si t > tos(0).

b) si |po(0)| > 2%. Alors

392

2% (q)

s | N é o
oo (T ipTs(p,q) Pv eés(q) (4P )Hh(E?(q)J”’)
2055

%Jriﬁr
dp dq

e stdt dg

/+qzs /tos iv:q" (t, q)Ts(Ug_ (t, Q)a Q)
0Fs

928

+00 Vet ) Ts(vd (t9)q) | _o
/ /t 07 e *'dt dq.

o == (& (t,q),t,q)

Le calcul des ondes de volume étant évident, on s’intéresse uniquement au calcul des
ondes de téte, c’est-a-dire de

e Stdt dg.

/+q2s tos(q) z'vgf(t, 0)Ts(vé (t,q),q)
0Fs
8—p(’l}§(t7 Q)7 ta Q)

25 tSP(Q)
D’apres le lemme [[32Z3 la fonction tgs(q) est croissante. On peut montrer, de maniere
tres similaire, que c¢’est également le cas de la fonction tgp(q). De plus tsp(q) < tos(q)
pour g < gas et on a vu que tsp(gas) = tos(gas). Les fonctions tgp(q) et tos(q) se
comportent donc comme les fonctions ¢1(q) et to1(q) que nous avons rencontrées lors du
calcul des ondes de téte dans le cas de deux milieux acoustiques (voir figure [ZI3).

On pose gsp(t) = tgp(t), on a alors le



13.3 Interaction fluide-solide

tos(0)

tSP(O)

tos(q2)

tsp(g2)

tos(0)

tsP(O)

Fi1c. 13.13: Intégration sur ¢ puis sur ¢

Y

Y

)

F1G. 13.14: Intégration sur ¢ puis sur ¢

@\(

393



Chapitre 13 La méthode de Cagniard-de Hoop en dimension 3

Lemme 13.3.5 L’expression de qsp(t) est donnée par

1
@ L, (1 2 (L1 1
=cs. | 2WN5—-=] “h|l=5—-—= - —.
5P =654 72 ) A Z

Démonstration :

Le calcul de ggp(t) est treés similaire & celui de ga2g que nous venons d’expliciter : soit ¢
compris dans [tgp;tos] et soit p = U;(q,t), alors :

1. Fs(p,qsp(t),t) = 0 (par définition de v (g,t)) ;
- .E . &2 1
2. p= —z% (p est sur le point de branchement de z — (% +p?)2).

_z<1 - LS(QSP@D)i h <5§s(QSP(t)) 5%5((1513@)))%

& p(asp(t)) &ylasp(t)  Eplase(D))
Senmrt) ~CosasP Ot =0

En utilisant la définition des fonctions ¢s¢(q), ¢sp(q) et €ss(g), on obtient

1 1
2\ 2 2 2 2 2
C C C C
(1-3) en (G- 3) G -0
C C CP

soit :

() o
=c —_ 2 = — —
qsp S r2 02 C2

W =
~ =
——
|
>
N
S| =
|
S| =
N~
N[
el =

On peut donc maintenant inverser 1'ordre d’intégration (voir figure [[314]) pour obte-
niri :

tos(0) prasp(t) vt (t o) Ta (v (t
i1(q) = 2 / / Re sza(ff) S D0 sty g
tsp(0) JO a—p(U;(taQ)7tvq)
tas  rasp(t) vl Ts (v
soo [0 [ e | TOS UL | g gy
tos(0) JYqos(t) o)

op (Ug‘r (t7 Q)a t, Q)

Nous obtenons finalement :

59. Apres avoir utilisé le fait que @1(g) est une fonction paire
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13.3 Interaction fluide-solide

Ufa:(x?y?z7t) =0, Sit<tsp(0)

1 d asp(t)
S
Usa:(‘r’yvzat) = _27_‘_205& /0

g (t,q)Ts(vE (L, q), q)
0Fs
a—p(vg’_ (t7 q)7 ta q)

dq

)

si tSP(O) <t < tos(O),

1 d qsp(t) vt (t )V Te(vT (+
Ussm('rayazvt) = _ﬁa / §R€ ZU%;{;]) S(US( ’q)7q) dq
mcg
I G5 () 8—(1);5(1‘/7(1),& )
__1 d /%S“) - i () Ts (1 (t,9)) 4o
2 2 dt 1 IS )
e 0 (1 + 7;(t7 q)2) ? 7(7;(t7 q)7t7 Q)
si tQS(O) <t < lag,

Lod | [es® g (t,0)Ts(7d (t.q
Ussm(x’yvzat) = —ME / Re S( : )l 8}5( )) dq|
" (1495 (ta)%)?
si tzg < t.

YO (AT
8p (fYS (tv q)7 ta Q)

Front de 'onde S

. Par définition de Qg(¢), la condition ¢ > t9g(0) est équivalente &
x € Qg(t). Remarquons maintenant que :

/1 1 [1 1 T
tSP(O):—Z —2——2+h —2——2+—,
CP CP Cf CP cp

ce qui est bien I'équation de I'ensemble wiegpi(t) défini dans le lemme ([332). Rappelons
également que

11 1 1 r c?
s =h|= = =25 -5+ 1+ ds
s ch cg ch cp cg

et que

r 2
q2s =

&
&.,nm|[/;i\>
ala
it
&
T
ola
NS
Q
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/1 /
tgs— —2 7 P )
E %—7 ¢
f ‘P

/ [ 1 1
2 2
€y Cp
— — Z ) tyg = h? —h
(ﬁ a) s = Z(a ﬁ)”
et on vérifie, apres quelques calculs simples que cette équation est équivalente & :
1 15} o tog 2 9 htog 9 1 15} o tog 2
——|(h|l=—4+=) = =———-h4+-|h|l—+=]——=
G 2<<a+6> a))*r s "ri\MatE) )

ce qui est bien I'équation de la sphere de centre (0, z4) et de rayon 7. utilisée pour établir le
lemme

On a donc :

Q
ufhol

Q
e

ce qui se réécrit, en posant

13.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique.

En dimension trois le calcul numérique de la convolution en temps entre les fonctions de Green
que nous venons de décrire et un terme source nécessite ’approximation de deux intégrales :
une suivant la variable temporelle ¢ et une suivant la variable gq. Le calcul de la premiere étant
trés similaire au cas bidimensionnel, nous nous intéresserons plus particulierement dans cette
section a la deuxieme. Afin d’illustrer notre propos nous détaillerons le calcul numérique de
la solution du probleme de couplage fluide-structure ([Z3]).

13.4.1 Calcul de P

Le champ p étant la fonction de Green du probleme ([33333)) on vérifie facilement que le champ
de pression P est donné par :

t
P(z,y,z,t) :/O p(z,y, 2, 7)f(t —7) dr (13.4.1)

Comme p se décompose en p' + p”, on peut également décomposer P en P’ + P" avec :
t

. t .
P’(x,y,z,t):/pz(x,y,z,r)f(t—T) dr et Pr(x,y,z,t):/pr(x,y,z,r)f(t—T) dr
0

0

13.4.1.1 Calcul de P!
Comme
1
21 R
il est évident que
Pl('r? y? Z’ t) =

L’algorithme de calcul de P? étant trivial nous ne le décrivons pas ici.
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13.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique.

13.4.1.2 Calcul de P"

Nous appelons C' le vecteur contenant les données physiques de I'expérience : cy, cg, cp, py...
Supposons que nous disposions d’une fonction coor(z,y, z, h) nous permettant d’obtenir r, 0
et R et d’une fonction temps(z,y, 2, h, C') nous permettant d’obtenir to¢, t¢ et tof. Posons :

0 sit< tof,

o,y 5t =4 /q0f<t> Re(ROj0ab0) 1
q Sligf <

et
0 sit<tyousity <t,

1 [ o 9m R (ta).0)]
/ dq ,Sitf<t<t0f,
0

2

2mel | ¢% + a3 (1)
1 _/Qf(t) %m |:7i(v}—(t7q)7q>i|
2

2R a0 (1) 4* — qg4(t)

ﬁt(%% Zat> =

dq| , Sitof <t<t2f.

On peut alors décomposer P" en une onde de téte P/ et une onde de volume P, avec :

Pg(m,y,z,t)zo, SitStof,

t
Pg(m,y,z,t):/ d(iv(x,y,Z,T)f(t—T)dT, sit>tor

tof
et
‘ P/ (z,y,2,t) =0, sit<tyou COSQSCC—IC,
pr _ tdﬁt . cy
(2, y,2,t) = E(x,y,z,T)f(t—T) dr, sitp <t <tyet COSQ>;,
ty
tof ds
P/ (z,y,z,1) :/ %(%yazﬁ)f@ —7T)dr sityp <tet cosf > CC—Ii,
ty

Calcul de P)(x,y, z,t). D’apres les propriétés de p,, on vérifie que :

t

Pl(2,y,2,1) = / Bola,y, 2, ) 't — 1) dr.
tof

La fonction p, se calcule a 'aide d’une intégrale sur l'intervalle dépendant du temps [0 ; qo(t)]
qui tend vers IR™ quand ¢ tend vers +oo. D’un point de vue numérique, il est plus intéressant
de calculer des intégrales sur des intervalles constants. Nous effectuons donc le changement
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de variable ¢ = Qqof(t) :

0 sit< tof,
Powyzt) =9 [ 1 Re (RO (4 Qaos (1), Qaos (1)) |
5 / dQ sitor < t.
212 R 0 /1 — Q2

La deuxieme difficulté numérique est due a la présence de la racine carrée au dénominateur
qui rend l'intégrand singulier pour ) = 1 ; nous utiliserons donc le changement de variable

Q =sinn:
0 Sit<t0f,
ﬁv(mayazat) =

1
2m2R

3 .
/0 e [R(’Y}L(fw qof(t)sinn), qos(t) sin 77)] dn  sitor <t.

Nous pouvons maintenant décrire le calcul de P (x,y, z,t).

On suppose que l'intervalle [to; ; t] se décompose en Nt intervalles de méme longueur dt.
Comme la fonction p, n’est pas singuliére, on pourra utiliser I’approximation :

Nt

P (z,y,z,t) ~ Zﬁv(x,y,z,tof + (i = 1)dt) f'(t — (toy + (i — 1)dt)) dt.
i=1

De méme, si I'intervalle [0,7/2] est décomposé en N, intervalles de méme longueur dn, on
calculera

Nto e | R(7F (£ aog (¢) sin(i — 1)dn), qos (1) sin(i — 1))

ﬁv(m,y,z,t) QZ 22 R
i=1

dn.

L’algorithme de calcul de p,(z,y,z,t) est décrit sur le tableau 3] et celui de P} (z,y, z,t)
est décrit sur le tableau (on appelle df(t) la fonction qui fournit la dérivée de f au temps

t).

Calcul de P/ (z,y,2,t). Comme pour le calcul de I'onde de volume on a :

t
P[(I‘,y,z,t) = / ﬁt(x7y7z77—>f,(t - T) dT?
ty

Pt se calcule également grace a des intégrales sur des intervalles dépendant du temps. Effec-
tuons donc dans un premier temps le changement de variable ¢ = Qqo¢(t) :
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pv(z,y, z, h,t,deta, C)

1 (r,theta, R) = coor (z,y, z, h)
2 Pv=0
3 N = (pi/2)/deta
4 pour ide 1l a N faire
5 eta = (i — 1) x deta
6 q = sqrt(cf? * t2/R? — 1) * sin(eta)
7 p = gammal(R, theta,t,q,cf)
8 Pv = Pv +reel(R(p,q,C))/(2 % pi x R) x deta
9 fin pour
10 retourne Pv

TAB. 13.1: Algorithme de calcul de p,

Prv(z,y, 2, h,t,dt, deta, C)

1 (r,theta, R) = coor (z,y, z, h)

2 t0=R/cf

3 Prv=0

4 sit>t0alors

5 Nt = (t —t0)/dt

6 pour i de 1 & Nt faire

7 tau=1t0+ (1 — 1) = dt

8 Prv = Prv+ df(t — tau) x pv(z,y, 2, h, tau, deta, C')
9 fin pour
10 fin si

TAB. 13.2: Algorithme de calcul de Py
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0 sit<tyousity <ft,

1 /_% am [ (v}t Quoy 1) Quo )]

212R V21

pe(x,y, 2, 1) = sity <t <toy,

e Sm R (vf ( Qao (1), Qao (1) )|
27['2R 1 Q2 — 1

dQ

sitor <t <toy.

Nous utilisons les changements de variable () = sinhn et (Q = coshn, respectivement pour
ty <t <tosetpourtor <t <toy:

(0 sit <tyousityy <t,

ap(t)
1 argsh qof(t) . ' ‘
272 R /0 [R (U (t, oy () sinhn), gog (t) smhn>]dQ

pe(z,y,z,t) = sity <t<toy,

1 argch (t) 7% . ) t h )
27r2R/1 [ (U (t, oy (t) coshn), qoy(t) cos 77)] n

sitoy <t <toy.
Finalement nous posons

_ ¢ ares q(t) q(t)
=¢ gth(t)’ qo1(t)

respectivement pour ty <t <oy et pour toy <t < tay pour obtenir :

et n(t) = Cargch

0 sit<tyousity <t,

O [ [ (v e ate. . at0.0))]

pe(z,y,2,t) = sity <t <tyy,

argeh 20 /0 “om R (v (401,00, d(t,0)) | d¢

qof (1)
si tof <t < tgf,

argsh

avec

(t,¢) = cosh [argch <joff—%)<} Qos(t), et (t,¢) = cosh [argch (qqof; %)4] Qos().

Reprenons maintenant le calcul de P} (z,y, 2, t).

Nous étudierons deux possibilités :
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13.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique.

1. sity <t < tos. On décompose l'intervalle [t; ; tof] en Nt; intervalles de méme longueur
dt1 et on calcule

Nty
P[(l’,y,z,t) =~ Zﬁt(%@/w’«’;tf + (Z - 1)dt1)f,(t - (tf + (7’ - 1)dt1)) dtl

i=1

2. sitgy <t < typ. On décompose 'intervalle [ty ; to¢] en Nt; intervalles de méme longueur
dtq et 'intervalle [tor ; min(t,t2f)] en Nty intervalles de méme longueur dt,. La difficulté
réside dans le fait que les fonctions

t t
qr(t) et argch qr(t)

argsh
qo0£(t) qo0f(t)

sont singulieres en tor. On peut montrer qu’elles sont intégrables mais il est tres difficile

de calculer .
tof t tor+dt2 t
/ argsh as(t) et / argch as (1) .
toffdtl qof(t) t()f qu(t)

C’est pour cette raison que nous approcherons respectivement ces deux intégrales par

qf(toy — dtq)

qr(toy + dto) d
qof(tor — dt1)

dt1 et argch
qof(tos + dtz)

argsh to
tout en gardant a esprit que cette approximation n’est pas forcément tres précise et
qu’elle nécessitera de choisir un pas de temps plus petit qu’en dimension 2. On calculera

donc :

Nty

Pl (x,y,z,t) =~ Z;ﬁt(m,y, zotp + (i — D)dty) f'(t — (tp + (1 — 1)dtq)) dty
i=1
Nto

+ Zﬁt(mayazatOf +Zdt2)f/(t - (tof +Zdt2)) dt2
i=1

Si l'intervalle [0 ; 1] est décomposé en N intervalles de méme longueur d¢, on calculera

Py 2.1) = igh;; o [R (v 100 (0 10, ( - 1)40)) | dg
sit < tog et
N¢
Bul,y, 2, 1) =~ ;argch;)ff—%sm (R (v (t,a(t, (i = 1)d0)), (k. (i = 1)dC) ) | dc
si t > toy.

L’algorithme de calcul de pi(z,y, z,t) est décrit sur le tableau et celui de P/ (z,vy,z2,t)
est décrit sur le tableau 34
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PT(z,y, 2, h,t,deta, C,t0f)

1 (r,theta, R) = coor (z,y, z,h)

2 Pt=0

3 N =1/dzeta

4 qf =qf(theta, R, cf,cp,t)

5 sit<t0f alors

6 q0f = sqrt(1 — cf? x t2/R?)

7 pour i de 1 a N faire

8 zeta = (i — 1) x dzeta

9 q = sinh(argsh(qf/q0f) * zeta) * q0f
10 p = upsilon(R, theta,t,q,cf)
11 Pt = Pt +imag(R(p,q,C))/(2 * pi * R) * deta
12 fin pour
13 sinon
14 q0f = sqrt(cf? xt2/R? — 1)
15 pour i de 1 a N faire
16 zeta = (i — 1) * dzeta
17 q = cosh(argch(qf/q0f) x zeta) * q0 f
18 p = upsilon(R, theta,t,q, cf)
19 Pt = Pt +imag(R(p,q,C))/(2 * pi * R) * deta
20 fin pour
21 fin si
22 retourne Pt

TAB. 13.3: Algorithme de calcul de p;
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13.4 Considérations pratiques pour le calcul numérique.

Prr(z,y, 2, h, t,dt1, dt2,dzeta, C, t0f)
1 (r,theta, R) = coor (x,y, z,h)
2 t0=R/cf

3 tf =tf(z,y,2,h,C)

4 t2f =t2f(x,y,2,h,C)
5 Prt=0

6 sit>tfalors

7 Nt = (min(¢t,t0f) — tf)/dtl

8 pour ¢ de 1 a Nt faire

9 tau=1tf + (i — 1) = dtl

10 Prt = Prt + df(t — tau) * pt(z,y, z, h, tau, dzeta, C, t0f)
11 fin pour

12 si t > t0f alors

13 Nt = (min(t, 2f) — t0f)/dt2

14 pour i de 1 a Nt faire

15 tau = 12f 4 i * dt2

16 Prt = Prt 4+ df(t — tau) * pt(z, y, z, h, tau, dzeta, C')
17 fin pour

18 fin si

19 fin si

TAB. 13.4: Algorithme de calcul de P

13.4.2 Calcul de V,
13.4.2.1 Calcul de V%

Calcul de top(q), de v/ (t) et de gop(t). Pour calculer top(q) et ¥4 (t, q) nous utiliserons
les fonctions définies en dimension 2 :

tOP(Q) = t(’l", 2, h, Cf(‘])v CP(Q)) et 7;(t7 Q) = gamma(r, 2, ha t, Cf(Q)? CP(q))

Le calcul de gop(t) est plus compliqué. Contrairement au calcul de p il est difficile de définir
qop(t) comme la racine d’un polynéme. En effet qop(t) est tel que Fs(p, qop(t),t) admette
une racine double, c’est-a-dire:

Fs(vh(t,q),q0p(t),t) =0

0Fs

8—p(7f5(ta q),qop(t),t) =0,

La difficulté est qu’il faut déterminer en méme temps v (t) et gop(t). Pour contourner ce
probléme, nous avons choisi de déterminer qop(t) par tdtonnement :

1. on détermine une valeur approchée de qop(t) a priori par analogie avec le calcul de
Ponde réfléchie :
2 12
5 cpt )
Gop(t) = 2 L
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2. on pose q = 0;
3. On divise l'intervalle [0; Gop(t)] en N intervalles de longueur dgq ;
4. On pose ¢ = ¢+ dg et on détermine v} (¢, q) et vp(¢,q) alors :

(a) Si %e(yp (t,q)) > > 0169 : on n’a pas encore trouvé, on repart au point 3.

(b) si Re(vp(t,q)) ~ 0 et v5(t,q) ~vp (t,q : On a trouvé qop(t) = ¢, on s’arréte
ici.

(c) SiRe(vh(t,q)) ~ 0 et vh(t,q) # vp(t,q) : on a été trop loin, il faut revenir au
rang précédent : ¢ = ¢ — dq et choisir un pas plus petit, par exemple dg = dgq/N.
On peut alors repartir au point 2.

On appellera q0(r, z, h, t, cf,cP) la fonction nous permettant de déterminer gop(t).

Calcul de V/. Soit

o (z,y,2,t) =

0 sit <tpf,

qop(t) iNE (. o) Tp (v (¢
1 d / Re ivp(t, ) Tp(vp(t,q), q) do| . sitep <t
0 (

297 2cp dt 1 OF
Tcp L+~h(t q)?)? a—pp(’yﬁ(t,q),t,Q)

Par analogie avec le calcul de 'onde de pression réfléchie nous utilisons successivement les
changements de variable ¢ = Qqop(t) puis @ = sinn pour obtenir :

6£(x?y72’t) =

(0 sit < tof,

qp(t) [2 ivh (t, qop(t) sinn) Tp(vh (¢, gop(t) sinn), gop (t) sinn) cosn
271'20]3 e 1 8f d?]
0 (1497t qop(t)sinny)?)? a—p(Vp(t ,qop(t)sinn),t,qop(t)sinn)

si top < t.

On vérifie alors facilement que :
‘{SI;(xvyvzat> :07 sit St057
t

‘/;I;(m,y,z,t) = / /ﬁzs(mayazaT)fl(t - T) dT? sit > top.

top

60. En fait supérieur a une certaine tolérance .
61. C’est-a-dire que la différence de leurs parties réelles est inférieure a la tolérance e.
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VSXP(z,y, z, h, t, deta, C)
1 wsxp=0

2 N = (pi/2)/deta

3 q0=q0(r,z, h,t,cf,cP)

4 pour ide 1l a N faire

5 eta = (i — 1) x deta

6 q = q0 x sin(eta)

7 p = gammal(r, z, h, t, cf(q),cP(q))

8 dfp = deriveef(z, z, h, cf(q),cP(q), tau, p)

9 a=1ix*p*TP(p,q,C)/(sqrt(1 + p?) = dfp)
10 vsxp = vsxp + reel(a) * cos(eta) /(2 * pi2 * cP) * deta
11 fin pour
12 wsxp = q0 x vsxp
13 retourne vszp

TaB. 13.5: Algorithme de calcul de o7,

Comme la fonction p,, la fonction 17:; n’est pas singuliére sur [top,o0]. Elle est cependant le
produit d’une fonction singuliere en tgp :

/ ge| /Bt Qop(t) sinn) Tp(v5 (t, qop(t) sinn), qop (t) sin ) cos 1 dn

) LOFp
(1 +~5(t, qop(t) sm77)2)2 a—p('yp(t ,qop(t)sinn),t, qop(t)sinn)
par une fonction qui s’annule en top : gop(t). Cela ne pose pas de probleme sur le plan

mathématique mais il ne sera pas possible de calculer numériquement cette fonction en ¢gp.
C’est pourquoi nous approximerons plutot VSI; (x,y,2,t) par :

Nt
VE(ey 2 8) = S 00y, 2 tog + idD)f (1 — (1o +idt)) db
i=1
et oL sera calculée par

f};@,y, z,t) ~

N . - ) )

qop(t) e i (t, qop (t) sin ;) Tp (v (t, qop(t) sinm;), qop(t) sinn;) cos n;

2m2¢p 4 ) 1 0Fp ) )
P (1 —i—’y;(t,qop(t) Slnm)2)2 —(9;0 (WF(taC_IOP(t) sinn;),t, qop(t) sinn;)

dn

avec 1; = (i — 1)dn et Ndn = /2. L’algorithme de calcul de oL, (z,y,2,t) est décrit sur le
tableau et celui de V.E (z,y,2,t) est décrit sur le tableau

Calcul de V5. Le calcul de 'onde S de volume se fait sans difficulté, en utilisant 1’algorithme
du calcul de 'onde P et en remplacant cp par cg et TP par TS. On s’intéressera donc
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Vpsx(z,y, z, h, t,dt, deta, C)
t0 = t(r, z, h, cf,cP)
Vpsz =0
si ¢t > t0 alors
Nt = (t—1t0)/dt
pour i de 1 & Nt faire
tau =10+ (i — 1) = dt
Vpsx = Vpsz + df(t — tau) * vsxp(z, y, 2, h, tau, deta, C')
fin pour
fin si

© 00 O Ui W N~

TaB. 13.6: Algorithme de calcul de V.2

uniquement au calcul de I’onde de téte, on pose :

0 sit<tgousityg <H{,

1 /QSP(t) Re ZU; (t, q)j's (U;vr (t, Q), q> dq
27.[.205 6-7:5
0 i —ap (qu_(t7Q)7taQ) ]
?jssmt(x’y’z’t) = si tS <t< tOS7
1 /qsp(t) - iv%;(t, 0)Ts(vé (t,q),q) dq
2m2cg Fs
qos(t) I a—p(vg‘_(t’q%t’q) |

si tos <t < tag.

\

On a alors :
t

Vsit(mvyvzaw = / f)ssxt(x’y7z77->f,(t - T) dr.
ty

Comme pour le calcul de I'onde réfléchie, nous étudierons deux cas possibles :

1. Sitg <t < tgg. Alors on décompose l'intervalle [tg ; tpS] en Nt; intervalles de méme
longueur dt; et on calcule

Nty

Vsb;:t(xvyv Zat> =~ Zﬁfmt(x7y7z7t5 + (Z - l)dtl)f,(t - (ts + (Z - l)dtl)) dty.
=1

2. Si tgs < t < tgg. Alors on décompose lintervalle [ts ; tos] en Nt; intervalles de
méme longueur dt; et 'intervalle [tgs ; min(¢,tog)] en Nto intervalles de méme longueur
dty. Comme lors du calcul de 'onde réfléchie, pour éviter les problemes causés par la
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singularité de 95, en tog nous calculerons :

Nty
‘Qit(xay?'z?t) = Zﬁfxt(x7y7z7t5 + (Z - l)dtl)f,(t - (tS + (Z - 1)dt1)) dty

=1
Nto
+ 55wy, 2 tos +idts) f'(t — (tos + idta)) dbs.

i=1

Sits <t < tps, on décompose l'intervalle [0 ; gsp(t)] en Ny, intervalles de méme longueur
dq1, et on calcule

NQI

1 i (t,q) Ts(d (¢, qi), ¢
ey nt) = Y e |G Tlsbaa))
~ 212¢g 0Fs , o
=1 ap (US (t’QZ)’taQZ)

avec ¢; = (i — 1)dq.

Si tps < t < tag on décompose l'intervalle [gos(t) ; gsp(t)] en N, intervalles de méme
longueur dq; et on calcule

Nay - = o
i 1 wg (t,¢) Ts(vg (L, 6i), 4i)
S ~ S\ e S\ 1) 41
stt(x7y7z7t) — Z 272¢ e 8]:5 d(h
S +
=1 ap (US (t, QZ)’ ta QZ)

avec ¢; = qos(t) + (i — 1)dqu.

L’algorithme de calcul de 6§iliim, y, 2, 1) est décrit sur le tableau M3 et celui de V.3, (x,y, 2, t)
est décrit sur le tableau [TR2).

62. Les fonctions gsp(t), ts et tas étant connues explicitement, nous supposons que leurs valeurs sont
respectivement obtenues par des routines qSP, tS et t2S que nous ne détaillons pas ici.
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VSXTS(z,y, 2, h,t,dq, C, t0S)
1 wsxts=0

2 q0=q0(r,z, h,t,cf,cS)

3 qSP =qSP(r,z,h,t,cf,cS)

4 sit < t0S alors

5 N =¢SP/dq

6 pour i de 1 a N faire

7 g=(i—1)xdqg

8 p = gammal(r, z, h,t,cf(q),cS(q))

9 df p = deriveef (z, z, h, cf(q), ¢S(q), tau, p)
10 a=1ixpx*TS(p,q,C)/(sqrt(1 + p?) * dfp)
11 vsxts = vsatsp + reel(a)/(2 * pi? x cS) * dq
12 fin pour
13 sinon
14 N = (¢SP —q0)/dq
15 pour ¢ de 1 a N faire
16 q=q0+ (i — 1) xdq
17 p = gammal(r, z, h,t,cf(q),cS(q))

18 df p = deriveef (z, z, h, cf(q), ¢S(q), tau, p)
19 a=1ixpx*TS(p,q,C)/(sqrt(1 + p?) * dfp)
20 vsxts = vsatsp + reel(a)/(2 * pi? x cS) * dgq

21 fin pour
22 fin si
23 retourne vszts

TAB. 13.7: Algorithme de calcul de %,
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VsxTs(z,y, 2, h, t,dtl, dt2,dq, C)

1 t0=t(r,z,h,cf(q),cP(q))

2 tS=tS(x,y,2,h,C)

3 258 =1t2S5(x,y,2,h,C)

4 Vsxts=0

5 sit>tS alors
6 Nt = (min(¢,t0S) — tS5)/dt1
7 pour i de 1 & Nt faire
8 tau=1tS + (i — 1) x dtl
9 Vsats = Vsxts + df(t — tau) * vsxts(x, y, z, h, tau, dg, C, t0)
10 fin pour
11 si t > t0S alors

12 Nt = (min(t, t2S) — t0S) /dt2

13 pour i de 1 a Nt faire

14 tau = t0S + i x dt2

15 Vsats = Vsats + df(t — tau) = vsxts(z, y, z, h, tau, dq, C, t0)
16 fin pour

17 fin si

18 fin si

TaB. 13.8: Algorithme de calcul de V.3

sxt
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Résumé

Dans la premiere partie nous présentons deux méthodes numériques non conformes espace-
temps pour la propagation d’ondes en interaction fluide-structure. Ces méthodes, robustes
et précises, sont basées sur deux formulations mixtes dites duale-duale et primale-primale.
Elles sont explicites, sauf a l'interface, et conservatives, ce qui en assure la stabilité. Nous
les validons a 'aide de solutions analytiques calculées par la méthode de Cagniard-de Hoop
(CdH). Dans la deuxiéme partie nous obtenons, via la méthode CdH, des estimations d’erreur
pour l'utilisation de conditions aux limites absorbantes (CLA) ou couches absorbantes par-
faitement adaptées (PML) pour la résolution de I’équation des ondes dans le demi-espace. La
troisieme partie est consacrée aux PMLs pour 'acoustique en écoulement: analyse (par CdH)
de 'instabilité des PMLs classiques et construction de PMLs stabilisées. La derniere partie
consiste en une présentation mathématique détaillée de la méthode CdH.

Mots clés : acoustique, élastodynamique, aéroacoustique, couplage fluide-structure, con-
ditions aux limites absorbantes, couches absorbantes parfaitement adaptées, méthode de
Cagniard-de Hoop.

Abstract

In the first part we present two numerical methods for solving time-dependent fluid-structure
interaction problem. These methods, robust and accurate, are based on mixed formulations
known as dual-dual and primal-primal. They are explicit, but on the interface, and con-
servative, which ensures their stability. They are validated thanks to analytical solutions
calculated by the Cagniard de Hoop method. In the second part, we obtain, via the Cagniard
de Hoop method, error estimates for the use of absorbing boundary conditions (ABC) and
perfectly matched layers (PML) for time-domain acoustics. The third part is devoted to the
PML for advective acoustics: analysis via the Cagniard-de Hoop method and construction of
stabilized PMLs. The last part is a detailed mathematical presentation of the Cagniard-de
Hoop method.

Key words : acoustics, elastodynamics, aeroacoustics, fluid-structure coupling, absorbing
boundary conditions, perfectly matched layers, Cagniard-de Hoop method.
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