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Présentation du probleme

Commande optimale stochastique

Les catégories de probleme

( J(u(€).6)
T-1

min, , E | K(x1) + Z L(xe, ur, E41, t)
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Commande optimale stochastique

Les catégories de probleme
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T-1
min, , E | K(x1) + Z L(xe, ur, E41, t)
t=0
Xe41 = F(xe, ug, &e11, 1)
x0 = (o)
ur = f(&o, . .., &) Contrainte Informationnelle

uy est By-mesurable, avec B: = o (&, . .., &t)

ut est o(ht)-mesurable avec hy : & — (o, ..., &)
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Présentation du probleme

Commande optimale stochastique
Les catégories de probleme

Formalisme minimal et questions

u est B-mesurable

{ min EJ(u(£), €)

1. Comment discrétiser la contrainte informationnelle ?
2. Comment approcher le calcul de critére?

3. Comportement asymptotique du probleme discret
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Présentation du probleme

Commande optimale stochastique
Les catégories de probleme

Les motivations ...

...sont les suivantes

@ Discrétiser les contraintes informationnelles (o-algebre) ;

@ Déterminer des approches numériques de type Variationnel
pour résoudre des problemes d’optimisation stochastique;

@ Résoudre numériquement des problemes de grande taille.
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Les catégories de probleme
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Présentation du probleme

Commande optimale stochastique

Les catégories de probleme

@ Les problemes en boucle ouverte :

{ min EJ(u, £)

ueR"

@ Les problemes avec structure d’information statique :

{ min EJ(u(€), €) { min EJ(u(¢), €)

u est B-mesurable u est o(h)-mesurable
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Présentation du probleme

Commande optimale stochastique

Les catégories de probleme

@ Les problemes en boucle ouverte :

min EJ(u, &)
ueR"

@ Les problemes avec structure d'information statique :

{ min EJ(u(€), €) { min EJ(u(¢), §)

u est B-mesurable u est o(h)-mesurable

@ Les problemes avec structure d'information dynamique :

{ min EJ(u(&), €) { minEJ(U(ﬁ)f)

u est B(u)-mesurable u est o(h(u,-))-mesur. /

)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Double effet de la commande

@ Les commandes ont le double réle d'optimiser un critére et de
révéler de l'information

@ Le cas L.Q, les valeurs prises par le processus x dépendent de
u mais les o-algebres o(x;) sont indépendantes de u
(Wonham 1968 et Quadrat Viot).

Xe+1 = Ax¢ + Buy + C&;
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Pour les problemes séquentiels
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

o(u1) = o(u2) # B(u1) = B(w2)

(T(Ul) = J(Uz) et U(Ul) C B(Ul) 7§> (T(Ug) C B(Uz)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

o(u1) = o(u2) 7 B(u1) = B(u2)
o(u1) = o(w) et o(u1) C B(ur) # o(uz) C B(uz)

o(u) Co(uw) et o(ur) C B(up) & o(u1) C B(uy)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Ensemble des commandes admissibles |

F(h) S {u QU [Ve=0,.. T=1 u < h(u(),)]} ;

o he(u,&) = he(uo, ..., us &)
e o(h) C o(hey1)
© Vu, o(he(u,-)) = o(u)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Ensemble des commandes admissibles |

F(h) S {u QU [Ve=0,.. T=1 u < h(u(),)]} ;

)
o hi(u,&) = ht(uo,...,u, &) Causalité
@ o(h:) C o(ht+1)Mémoire parfaite
o Vu, o(he(u,-)) = o)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Ensemble des commandes admissibles |

F(h) S {u QU [Ve=0,.. T=1 u < h(u(),)]} ;

V.

Hypotheses ‘

o hi(u,&) = ht(uo,...,u, &) Causalité
@ o(h:) C o(ht+1)Mémoire parfaite

@ Vu, o(h(u,-)) = o(pt) Absence d'effet dual en boucle ouverte

v
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Théoréme S.O.W.G

Soit {ht},_o__ 7_1 une famille causale de fonctions d'observation a
mémoire parfaite, ne possédant pas d'effet dual en boucle ouverte
alors :

Fnde:{u:QHUTIVtIOw-':T_]‘ Ut()jﬂt()}

Fnde est le plus gros sous-ensemble de F2d tel que
Yu € F* = o(hy(u,-)) = o(pe)
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Effet dual

Pour les problemes séquentiels

Théoréme S.O.W.G

Soit {ht},_o__7_; une famille causale de fonctions d'observation a
mémoire parfaite, ne possédant pas d'effet dual en boucle ouverte
alors :

Fnde:{U:QﬁL{T’VtZO,...,T—l Ut(')j,uft(')}'

Fnde est le plus gros sous-ensemble de F2d tel que
Yu € F*® = o(hy(u,-)) = o(pe)
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Quantification

Cellules de Voronoi
Approches basées sur la quantification

Quantification

Q quantifie un espace E si

Q:E— E et :
card( imQ) < oo.
Classification de Voronoi B
asm
E={V1,...,VN} —
) v |

mm mmz Zﬂka, V| |r2 - :

G i=1 keG; R e, e R T PR R A
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Quantification

Cellules de Voronoi
Approches basées sur la quantification

Deux approches

Soith:=— Y :

Quantification des bruits

{ minEJ(u(¢), €)

u est o(ho Q)-mesurable

Q:=— =
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Deux approches

Soith:=— Y :

Quantification des bruits

{ minEJ(u(¢), €)

u est o(ho Q)-mesurable

Q:=— =
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Quantification

Cellules de Voronoi
Approches basées sur la quantification

Deux approches

Soith:=— Y :

Quantification des bruits Quantification de |'observation

{ min EJ(u(€), €) { min EJ(u(¢), )

u est o(ho Q)-mesurable u est o(Q o h)-mesurable

Q:=—= Q:Y—Y

u est o(ho Q) mesurable % u est o(h)-mesurable
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Topologies sur F* = {B | B C F}

Convergence forte Neveu 1970 |

Convergence uniforme Boylan 1971

Vf € LY E(f | B,) — E(f | B)
sup E|E(f | B,) —E(f|B)|—0
|Fl<1 Densité des tribus partition
(Cotter 1986)
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Les métriques

Métrique de convergence uniforme KB 2002

T(A,B) =inf{P(A°) | ANA=BNA, AcF}

Mesure du complémentaire du plus grand ensemble pour lequel les
tribus trace coincident.

Métrique de convergence forte Cotter 1986

p(A, B) = memmfut) E(f | B)|,1)
=1

Absence de valeur intrinseque
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Proposition KB 2002

Si (A;)ien et (B;)ien convergent uniformément vers respectivement
A et B alors (A; V B;)ien converge uniformément vers AV B

v

Proposition KB 2003

@ Si (Aj)ien et (B;)ien convergent fortement vers
respectivement A et B avec A; V B; C AV B alors
(A; V Bj)ien converge fortement vers AV B;

\,
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Proposition KB 2002

Si (A;)ien et (B;)ien convergent uniformément vers respectivement
A et B alors (A; V B;)ien converge uniformément vers AV B

v

Proposition KB 2003

@ Si (Aj)ien et (B;)ien convergent fortement vers
respectivement A et B avec A; V B; C AV B alors
(A; V Bj)ien converge fortement vers AV B;

@ Le résultat est faux si I'on remplace V par N.

\,
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Résultat technique

Théoreme KB 2002 |

@ Soient h; : =— Y,Vi € N. Si (h;);en converge en probabilité
vers h et si o(h;) C o(h) alors :

lim o(h;) = o(h)

1—00

e
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Mesure de la perte d’information Résultats techniques

Résultat technique

Théoreme KB 2002 |

@ Soient h; : =— Y,Vi € N. Si (h;);en converge en probabilité
vers h et si o(h;) C o(h) alors :
lim o(h;) = o(h)

1—00

@ Soient Q; : Y — V. Si (Qj o h)jen converge en probabilité vers
h alors :
lim o(Qj o h) = a(h).

S
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Un résultat de stabilité du coat optimal

Perturbation d’un probléme stochastique

Nouvelle problématique

@ Discrétiser I'information ;
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Perturbation d’un probléme stochastique

Nouvelle problématique
@ Discrétiser I'information ;

@ Mesurer la perte d'information due a la discrétisation ;
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Un résultat de stabilité du coat optimal

Perturbation d’un probléme stochastique

Nouvelle problématique
@ Discrétiser I'information ;
@ Mesurer la perte d'information due a la discrétisation ;

@ Stabilité de la discrétisation.
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Un résultat de stabilité du coiit optimal
Perturbation d’un probléme stochastique

Optimisation et quantification

Soit (Bj)ien une suite de o-algebres qui converge fortement vers B.

V(Bi) = min {EJ(u(€),) | u € L5(Bi), u(§) € K}
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Optimisation et quantification

Soit (Bj)ien une suite de o-algebres qui converge fortement vers B.

V(Bi) = min {EJ(u(€),) | u € L5(Bi), u(§) € K}

Question Sous quelles hypothéses suffisantes a-t-on
lim V(B;)=V(B)?
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Un résultat de stabilité du coiit optimal

Perturbation d’un probléme stochastique

Optimisation et quantification

Soit (Bj)ien une suite de o-algebres qui converge fortement vers B.

V(Bi) = min {EJ(u(€),) | u € L5(Bi), u(§) € K}

Question Sous quelles hypothéses suffisantes a-t-on
lim V(B;)=V(B)?

Théoreme KB 2003

Si B C B,Vi €N, uw EJ(u(§),£) est continue et K est convexe
alors lim V(B;) = V(B).
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
e . , S . . . onvergence Globale
Discrétisation d'un probleme en information statique © g ©

Discrétisation

{ min EJ(u(§), €)

u est o(h) mesurable

[Premidreétape .|
{ min EJ(u(¢), €)

u est o( Qg o h)-mesurable

Discrétisation de la contrainte de mesurabilité
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
e . , S . . . onvergence Globale
Discrétisation d'un probleme en information statique © g ©

Discrétisation

{ min EJ(u(§), €)

u est o(h) mesurable

| .

{ min EJ(u, £)

ueRK

Formulation d'un probleme en boucle ouverte
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
e . , S . . . onvergence Globale
Discrétisation d'un probleme en information statique © g ©

Discrétisation

{ min EJ(u(§), €)

u est o(h) mesurable

L Toisémeéape |
{ min [ J(u, &)P"(d¢, ¢)
ueRK

Technique de Monte-Carlo
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probléme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
P ) s . . . 1 lobal
Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Discrétisation de la contrainte "u est o(h)-mesurable”

Soient Qi : Y — Y tel que Sy o card( imQy) < oo
imQx ={y1,...,ys, tetj=1,...,5:

CF E{¢e =] Qu(h(&) =y}
alors (Cjk)jzly,”’gk est une partition de =.

Contrainte discrete

u est o(Qk o h) mesurable < u(§) = Z uil -« (§)
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probléme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Probleme discret “équivalent” en boucle ouverte

Pour u = (ui,...,us,) € K° soit :

V(Qk) = umln ZJ(UJ, Hck(ﬁ)
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupacova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Intégration par rapport a une loi discréete

Sk
Va(Qe) = min 3 J(uj, )Lex (§)P"(dE, ):

j=t
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupacova, Shapiro...)

Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Etude de la convergence

[V = Va(Qi)| < |V = V(QW)| + |V(Qk) = Va(Q)]
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupacova, Shapiro...)

Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Etude de la convergence

[V = Va(Qi)| < |V = V(QW)| + |V(Qk) = Va(Q)]

Erreur algébrique
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupacova, Shapiro...)

Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Etude de la convergence

[V = Va(Qi)| < |V = V(QW)| + |V(Qk) = Va(Q)]

Erreur algébrique Erreur de Monte-Carlo
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupacova, Shapiro...)

Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Hypotheses Wets et Dupacova 1988

o S = domJ(-,&) est indépendant de &;

Vu, J(u,-) est continue;

J(-, &) est lipschitzienne sur S ;
(Z,Z,\) espace d'échantillons;

(Z™)pen suite croissante de sous tribus de Z;

V¢ e Z, P"(-,¢) mesure discréte sur des tirages
indépendants de &;

P"(A,-) est Z" mesurable.
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)

Discrétisation d'un probleme en information statique Cmie e e

Glivenko Cantelli ‘

(ENvBEIvPN)a ¢= (fi)iEN

1 n
P Q) = - D
i=1

(P"(+,€))nen converge vers la loi de  pour presque tout (.
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Glivenko Cantelli

EN,BYPY), ¢ = (&)ien
1 n
P(-0) = - 4%,
i=1

(P"(+,€))nen converge vers la loi de  pour presque tout (.

n Sk

Va(Qe) = min =3~ > J(uj 0)1p (€0

(=1 j=1

Kengy Barty THESE DE DOCTORAT



Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Erreur de Monte-Carlo

Proposition KB 2 ‘

Sous Wets et Dupadova et si
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Erreur de Monte-Carlo

Proposition KB 20 ‘

Sous Wets et Dupadova et si
o P(¢ €9Cf)=0;
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Erreur de Monte-Carlo

Proposition KB 20 ‘

Sous Wets et Dupadova et si
o P(¢ €9Cf)=0;

@ P"(-,() converge en loi p.s vers P
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte

Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro...)
Convergence Globale

Discrétisation d'un probleme en information statique

Erreur de Monte-Carlo

Proposition KB 2003 ‘

Sous Wets et Dupadova et si
o P(¢ €9Cf)=0;
@ P"(-,() converge en loi p.s vers P

alors :
lim Vo(Qi) = V(Qa).
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Discrétisation d'un probleme en information statique

Erreur de quantification

Proposition KB 2003 ‘

On suppose que
@ (Qx o h)ken converge en probabilité vers h;
@ Le critere est continu par rapport aux variables de décisions

alors
inm V(Qk) =V
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Théoreme KB 2003 |
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Traduction discréte de la contrainte de mesurabilité
Probleme discret en boucle ouverte
Monte-Carlo (Wets, Dupatova, Shapiro. . .)

Discrétisation d'un probleme en information statique Convergence Globale

Erreur globale

[V = Va(Qi)| < [V = V(Qi)| + [V(Qk) — Va(Q)

Théoreme KB 2003 |

@ (Qk)ken a un nombre fini de valeurs;

(Qk © h)ken converge en probabilité vers h;

(P"(+, {))nen converge en loi vers P;

Hypotheses de Wets Dupadova sont satisfaites.

lim lim |V — V,(Qc)| =0

k—o00

Y i
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KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Condition d'optimalité sous des contraintes de projection

@ Hewv.n;
@ A: H— H opérateur de projection, fermé;

@ J localement lipschitzienne et A linéaire continu;

{mmﬂn

Ax = x

Résultat KKT

X solution alors il existe p € H* tel que :

A'p=0etped)(x)




KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

En pratique

min J(x)
x € LE.(2),p # o0
E(x | B) = x

Résultat, Rockafellar 1976, Hiriart Urruty 1982

Si J est localement lipschitzienne, il existe p € 0J(x) et E(p | B) =
0

Kengy Barty THESE DE DOCTORAT



KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Le cas de |'espérance conditionnelle

( J(u(€)€)

T-1
min, , E (K xT) + Z L(xt, ut, Eey1s )>
t=0

xeq1 = F(x¢, ug, Eeq1, t)
x0 = 1n(&o)
us € Lp(gt)
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KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Hypotheses

® L(-,-, &y, t) est CHR x R™);
o F('7'7€t+17t) est Cl(Rg X Rm),
o K est C}(RY);
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KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Hypotheses

L(-,-, &q1,t) est CHRE x R™);
F('7’a€t+l7 t) est Cl(Rg X Rm),
K est CH(RY);

il existe ¢ > 0 tel que :

|| (0, 6)]] < (@ + []ul|P™h)

Kengy Barty THESE DE DOCTORAT



KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Deux formes

Forme anticipative ‘

E ((LIU)T(Xt? E’ta §t+17 t) + (FL/I)T(va L_Ita gt-‘rla t))‘t'f'l ‘ gt) — 07

/

Ar = (K) T (x7)
At = (L;)T(Xn Dt,§t+1a t) + (F;()T(Xn ut, §t+1, t))\t—i-l
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KKT et contraintes de mesurabilité Hiriart-Urruty, Rockafellar . .

Conditions de Kuhn et Tucker

Forme adaptée

E (L) (e B, €ev1, 8) + (Fo) T (5, B €41, e | Ge) =0,

’

At = (K) " (x7)
si Gy C Fry1

At =E ((L;)T(Xn Dt,€t+17 t) + (F;()T(Xn ut, ft+1, t)/\t+1 ‘ ft) .

V.

ftzg(gov""gt)
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Conclusion

Un probleme de barrage

Données

@ x < x(t) <X volume d'eau en stock a l'instant t;
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Conclusion

Un probleme de barrage

Données

@ x < x(t) <X volume d'eau en stock a l'instant t;
e w(t) apport d'eau dans le barrage;
o v(t) =min (u(t),x(t)+w(t+1)—x) volume d'eau turbiné;

o x(t+1) =min (x(t)—v(t)+w(t+1),x), t=0,...,T—1
dynamique du barrage;

e p(t) = f(x(t), v(t)) production d'électricité associée au
volume turbiné;

e d(t) demande en électricité;
o T =24
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Conclusion

Un probleme de barrage

Fonction colit

p(t) > d(t + 1) I'excés de production est revendu
p(t) < d(t + 1) déficit compensé par d'autres moyens

En résumé : L(d(t + 1) — p(t), t) avec L(-, t) croissante
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Conclusion

Un probleme de barrage

Production électrique
p=rf(x,v)=vx(x+Xx—-2x)/2(x—x) .

f(x,v)=vetf(x,v)= g
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Conclusion

Un probleme de barrage

Minimisation du coiit de production

=il
3 L(d(t +1) = F(x(t), v(t)), t) +C(x(T))
t=0

sous Ies contraintes

min E

Les bruits (d(t), w(t))¢=o,... 7 sont indépendants.
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Un probleme de barrage

Résultats numériques

Conclusion

0; number of scenarios = 1000

t=1; number of scenarios = 1000

054
0.4
034
02
0.1

02 04 06 08 10 1.2 1.4 1.6 18 20

t

2; number of scenarios = 1000

020406 08 10 12 14 16 18 20

t=3; number of scenarios = 1000

0.1 e

020406 08 10 1.2 14 16 18

t=4; number of scenarios = 1000

e
0270406 08 1.0 12 14 1.6 1.8 20

t=5; number of scenarios = 1000

02 04 06 08 10 1.2 1.4 16 18 20

engy Barty
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Conclusion

Un probleme de barrage

Exploiter 'Hamiltonien

Kengy Barty THESE DE DOCTORAT



Un probleme de barrage

t=0; number of scenarios = 100

Conclusion

Heuristique visant a s'affranchir de la quantification

o X
038;
osq
0.7-
0.4 0.6
os]
0.3 o
0.2 03
0.2
0.1
o1
0 0204 06 08 10 12 14 16 18 20 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
=2 number of scenarios = 100 + number of scenarios = 100
o 1
o8] 0.9{
0.7 oS
0.6] ®7
o0s] o
0.4 oY
@y 03:
0.2: 0.2
0.1 0.1
0204 06 08 10 12 1.4 16 18 2. 0204 06 08 10 12 14 16 18 2.
t=4; number of scenarios = 100 5 ; number of scenarios = 100
o 1.
o7 0.6 /
0.2 /
/
06 o.88 /
0.51 0.84° /
0.4 oso| /
03] oze] /
s/ 0.72
0.2] Y o
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Heuristique visant a s'affranchir de la quantification

Un probleme de barrage

=0 number of scenarios = 1000

Conclusion

o X
08
o5 el
04 06]
05]
0.3 o
02 03
02
o1 01
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 0204 06 08 10 12 14 16 18 20
t=2; number of scenarios = 1000 =3 number of scenarios = 1000
o 1.
o8] 0]
07 08
0.6] &7
os] oY
04 &a
03] e
0.2) 0.2
0.1: P
0.1 P
0204 06 08 10 12 1.4 16 18 20 0204 06 08 10 12 1.4 1.6 1.8 20
=4 number of scenarios = 1000 t=5; number of scenarios = 1000
o
o7 /
o]
o]
04
0.3
0.2] 4
01 a

02 04 06 08 10 1.2 1.4 16 18 20
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Conclusion

Un probleme de barrage

Quvertures

Recherches futures

@ Exploiter les conditions d'optimalité pour développer des
solutions numériques;;
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Conclusion

Un probleme de barrage

Quvertures

Recherches futures

@ Exploiter les conditions d'optimalité pour développer des
solutions numériques;;

@ Synthese de feedback.
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