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Résumé : Nous nous sommes penchés sur différents aspects des problèmes d’optimisa-
tion stochastique qui, à notre connaissance, ont été peu étudiés. Ainsi, nous nous sommes
intéressés au problème de l’effet dual, puis à la discrétisation des contraintes de mesura-
bilité, à la résolution numérique de problèmes avec contraintes en information statique et
enfin, nous avons étudié les conditions d’optimalité d’un problème d’optimisation stochas-
tique, le but recherché étant de mieux comprendre comment intervient la contrainte de
mesurabilité dans la caractérisation de la (ou des) solution(s) optimale(s). Notre approche
numérique du problème est originale de deux points de vue :

– elle utilise les topologies sur l’espace des σ-algèbres pour mesurer la perte d’informa-
tion due à la discrétisation de la contrainte de mesurabilité. L’étude de cet espace
nous a permis entre autres d’apporter de nouveaux résultats qui constituent des
éléments essentiels dans notre étude ;

– nous montrons que l’erreur de discrétisation provient de la contribution de deux
termes d’erreur : une erreur issue de la discrétisation de la contrainte de mesurabilité
et une autre erreur issue de l’approximation de l’espérance.

Nous donnons dans ce mémoire des résultats asymptotiques de convergence d’une suite de
problèmes discrets vers le problème d’origine. Nous avons également, sur des problèmes
particuliers, des résultats de type Lipschitz sur la fonction valeur. Par ailleurs, l’étude des
conditions d’optimalité nous a permis d’obtenir deux possibilités différentes d’approche
d’un problème de commande optimale stochastique.

Abstract : Our attention has been concentrated on various aspects of stochastic op-
timization problems which, according to our knowledge, have not been studied enough.
Therefore first we shall be interested in the problem relative to the dual effect, afterwards
in the discretization of the measurability constraints, in static information problem’s nume-
rical resolution and finally we shall study a stochastic optimization problem’s optimality
conditions with the purpose of searching for a better comprehension of the way which
intervenes the measurability constraint in the optimal solution(s) characterization. Our
problem’s numerical approach is original of two points of view : it uses (the) topologies
over the space of σ-fields in order to measure the information loss ought to the measura-
bility constraint’s discretization . Furthermore the study of this space has brought in new
results which constitue essential elements of our research. We show that the discretization
error results from the contribution of two other error terms : one resulting from the discre-
tization of the measurability constraint and of another resulting from the approximation
of the expectation. In this paper we give asymptotical convergence results of a series of
discrete problems towards the original problem. For the same particular problem we obtain
as well Lipschitz type results over the value function. Moreover by studying the optima-
lity conditions we obtain two different possible ways of approaching a stochastic optimal
control problem.
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IV.2.1 Propriété de Lipschitz de la fonction valeur . . . . . . . . . . . . . . 53
IV.2.2 Majoration d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

IV.3 Discrétisation d’un problème statique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
IV.3.1 Continuité “à gauche” de la valeur de l’information . . . . . . . . . 60
IV.3.2 Quantification de la contrainte de mesurabilité . . . . . . . . . . . . 61
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V.5.4 Coût final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
V.5.5 Condition initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
V.5.6 Bornes sur l’état et la commande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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Glossaire

def
= Définition (le membre de gauche est défini par l’expression de droite).

PX Loi image de la variable aléatoire X, PX(A)
def
= P(X−1(A)).

C1(X) Ensemble des fonctions réelles continûment différentiables sur X.

N, N∗ Ensemble des entiers naturels et ensemble des entiers naturels non nuls.

R, R∗ Ensemble des réels et ensemble des réels privé de zéro.

(Ω,F ,P) Espace probabilisé.

Lp
X(Ω) Ensemble des applications (Ω,F) mesurables à valeurs dans X de puissance pe

intégrable.

〈·, ·〉 Produit scalaire ou crochet de dualité.

E Opérateur d’espérance.

E (f | B) Espérance conditionnelle de f sachant B.

XA Fonction caractéristique de A, XA(x) = 0 si x ∈ A et +∞ sinon.

A⊗ B Plus petite tribu engendrée par A× B.

x> Transposée du vecteur x.

f ∗ Transformée de Legendre-Fenchel de l’application f .

||·||X Norme sur l’espace vectoriel X.

A×B Produit cartésien des ensembles A et B.

IA Fonction indicatrice de l’ensemble A, IA(x) = 1 si x ∈ A et 0 sinon.

f ′x Dérivée partielle de l’application f par rapport à la composante x.

co(A) Enveloppe convexe de l’ensemble A.

X∗ Dual topologique de X.

v.a. Variable aléatoire.

δx Mesure de Dirac au point x.

BΞ Tribu des boréliens sur l’espace topologique Ξ.
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Chapitre I

Compte rendu de la littérature

I.1 Optimisation dans l’incertain et structure d’infor-

mation

I.1.1 Optimisation et incertain

Les problèmes d’optimisation dans l’incertain sont caractérisés par la nécessité de
prendre des décisions sans savoir précisément qu’elles seront leurs conséquences. De tels
problèmes apparaissent dans différents domaines d’application et soulèvent des questions
aussi bien théoriques que pratiques. Commençons par définir la terminologie employée.

Optimisation : nous faisons référence à l’étude d’un problème et de sa solution, dans
lequel nous devons faire un choix admissible. Les décisions admissibles sont modélisées
comme les éléments d’un ensemble admissible. Le but est de trouver le “meilleur”
choix (pas nécessairement unique). Les choix possibles sont comparés en fonction de
la valeur que leur attribue une certaine fonction, le critère.

Incertain : le terme fait référence au fait que les données entrant en jeu dans le problème
d’optimisation peuvent éventuellement être aléatoires.

I.1.2 Scénarios et structure d’information

Supposons que l’on souhaite minimiser un critère économique déterminé par l’applica-
tion J : Rm × Ξ → R, et que ce critère dépende d’événements qui ne seront connus que
progressivement. Nous dirons qu’une suite d’événements possibles est un scénario et, pour
fixer les idées, ξ désignera un scénario. Par ailleurs supposons également que, même si les
événements n’ont pas encore eu lieu, il faut quand même prendre une décision. Il n’est pas
raisonnable de minimiser pour tous les scénarios ξ possibles la fonction x 7→ J(x, ξ). En
effet, supposons que les événements possibles se résument à une succession de + et de −.
Considérons les scénarios suivants ξ1 = +++++, ξ2 = +−−−− et ξ3 = +−+−+. Si
à l’étape 1 du processus on observe +, comment déterminer s’il faut appliquer la décision
associée à ξ1, celle associée à ξ2, ou celle associée à ξ3. Si l’interprétation du signe + est

1



2 Compte rendu de la littérature I.1

“abondance” et celle du signe − est “pénurie”, alors les décisions associées au premier
événement des scénarios ξ1 et ξ2 peuvent être très différentes : il est légitime de penser
qu’on ne ferait pas la même chose selon que l’on se prépare à une période de pénurie ou
une période d’abondance. C’est la raison pour laquelle le critère d’un problème d’optimisa-
tion stochastique classique est généralement la valeur moyenne des coûts associés
à tous les scénarios possibles. Les décisions sont supposées être prises sur la base de
l’observation d’événements passés : cette contrainte se traduit mathématiquement par une
contrainte de mesurabilité sur les variables de décision. Plus généralement, nous parlerons
de structure d’information pour faire référence aux contraintes de mesurabilité auxquelles
sont assujetties les variables de décision.

I.1.3 Arbres de scénarios

La résolution des problèmes d’optimisation stochastique est difficile pour deux raisons :

1. d’une part il faut calculer les espérances de fonctions aléatoires relativement à des
lois continues, ou des lois dicrètes sur un grand nombre d’atomes ;

2. d’autre part il faut discrétiser les contraintes de mesurabilité du problème d’origine.

Une approche classique pour tenir compte de ces deux contraintes repose sur la technique
des arbres de scénarios. L’idée est la suivante : on commence par se donner un nombre
fini de scénarios, leur rôle étant de permettre l’évaluation du critère, puis on organise ces
scénarios en arbre,1 l’idée sous-jacente étant qu’un arbre est l’approximation naturelle d’une
filtration2. Ce faisant, la discrétisation du critère et de la structure d’information est réalisée
avec l’aide de l’unique structure qu’est l’arbre de scénarios. Cette technique réalise donc un
compromis entre la discrétisation de la structure d’information et celle du coût. Il n’existe
pas à notre connaissance de moyen permettant de distinguer la contribution de l’arbre
de scénarios à la discrétisation du coût de celle allouée à la discrétisation de la structure
d’information. Ce manque de clarté concernant l’apport de l’arbre de scénarios à l’une ou
l’autre des discrétisations peut expliquer les difficultés rencontrées lorsque l’on souhaite
juger de la qualité d’un arbre de scénarios. En fait il parâıt difficile de mesurer directement
la qualité de l’arbre de scénarios, étant donné qu’il cherche à réaliser un compromis entre
deux problèmes très différents : un problème de nature numérique, “approcher des lois
de probabilité” et un problème de nature algébrique, “approcher des σ-algèbres”. Compte
tenu des difficultés liées à l’évaluation de ces phénomènes, les questions liées à la qualité de
l’arbre des scénarios ne trouvent pas dans la littérature de réponses directes. Le problème
est contourné en considérant qu’un “bon arbre de scénarios” est une structure permettant
d’obtenir une bonne approximation du coût optimal3 [60] : ce point de vue a l’inconvénient
de limiter la possibilité d’obtenir des résultats généraux sur la manière d’obtenir des arbres

1Un arbre est simplement une filtration discrète ou bien associée à un processus discret.
2Une filtration est une suite croissante de sous-tribus.
3Le critère de qualité aurait pu porter sur la qualité des contrôles calculés, mais cela ne donne pas un

instrument de mesure “univoque” étant donné que l’unicité des solutions n’est pas garantie en général.



I.2 Les catégories de problèmes 3

de scénarios, étant donné que la qualité de l’arbre est directement liée aux propriétés du
problème étudié.

I.2 Les catégories de problèmes

Nous étudierons dans ce mémoire la discrétisation des contraintes de mesurabilité
dans un problème d’optimisation stochastique, c’est la raison pour laquelle il nous parait
nécessaire de déterminer précisément les différentes catégories de structure d’information,
ce qui nous permettra de classer chaque problème d’optimisation dans une catégorie en
fonction de sa contrainte de mesurabilité.

I.2.1 Boucle ouverte

Les problèmes d’optimisation en boucle ouverte sont les problèmes de la forme :

min
x∈Rn

E [J(x, ξ(ω))] . (I.1)

La variable de décision x ∈ Rn est prise avant l’observation d’une quelconque variable
aléatoire. Ce type de problème est largement étudié [97, 98], et bien qu’en apparence très
simple, il ne peut pas être abordé par des techniques classiques d’optimisation non linéaire.
La difficulté principale de ce type de problème est liée à l’évaluation de E [J(x, ξ(ω))] ou
d’un (sous) gradient. Il existe cependant quelques cas favorables (notamment lorsque la loi
de ξ est discrète) le calcul de l’espérance se résume alors à une simple somme :

E [J(x, ξ(ω))] =
N∑

i=1

piJ(x, ξi).

Dans ce cas, évaluer l’espérance ou le gradient du critère consiste simplement à évaluer
J(x, ξi) ou J

′

x(x, ξi) pour tout i. Cette constatation est à la base des techniques dite de
chroniques de scénarios qui consistent à remplacer la variable aléatoire ξ par une loi discrète
sur un nombre fini de scénarios dans le but d’obtenir un problème discret plus facile à
résoudre. Cette approche soulève le problème du nombre de scénarios nécessaires afin de
respecter une marge d’erreur fixée a priori [96, 95]. Parmi les différents angles d’approche
du problème (I.1), il faut également citer celles de type gradient stochastique [76] qui sont
basées sur l’idée de mener conjointement et progressivement la minimisation du critère et
le calcul de l’espérance. Les problèmes en boucle ouverte pouvant être de grande taille, les
techniques de décomposition [27] sont naturellement un aspect important.

I.2.2 Structure d’information statique

Les problèmes statiques sont ceux dont la particularité est de posséder une structure
d’information indépendante de toute loi de commande. Nous dirons des problèmes statiques
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qu’ils possèdent une structure d’information fixe. La décision optimale est prise après l’ob-
servation d’une variable aléatoire définie indépendamment de toute variable de décision.
Un exemple de problème statique est :

V (B)
def
= min {E [J(γ(ξ), ξ)] | γ est B-mesurable} . (I.2)

On montrera plus loin que si la tribu B est engendrée par une partition finie, alors V (B)
peut se ramener à un problème en boucle ouverte. Il arrive souvent en pratique que la tribu
B soit engendrée par une variable aléatoire h, nous appellerons une telle fonction h une
fonction d’observation. Nous insistons sur le fait que le problème d’optimisation (I.2) est
seulement un exemple de problème statique ; il suffit simplement de remarquer que deux
contraintes de mesurabilité disons “γ1 est A-mesurable et γ2 est B-mesurable”, ne peuvent
pas en général s’écrire comme une seule contrainte de mesurabilité sur le couple (γ1, γ2).

I.2.3 Structure d’information dynamique ou avec effet dual

Les problèmes dynamiques sont ceux qui ne font pas partie de la catégorie problèmes
statiques. On trouve notamment dans cette catégorie les problèmes pour lesquels les fonc-
tions d’observations dépendent des variables de décision.

Dans certains cas, la dépendance relativement aux variables de décision s’exprime uni-
quement à travers les valeurs prises par la fonction d’observation et pas à travers la σ-
algèbre engendrée. Il s’agit alors de faux problèmes dynamiques : on dit alors qu’il n’y a
pas d’effet dual. Un exemple de problème dynamique est :

min {E [J(γ(ξ), ξ)] | γ est Bγ-mesurable} . (I.3)

Pour des développements récents au sujet de l’absence d’effet dual voir [19] et le chapitre
II de ce mémoire.

I.3 Brève revue de la littérature

Nous avons simplement pour objectif de donner une idée de ce qui existe dans certains
domaines de l’optimisation stochastique. Les problématiques soulevées en optimisation
stochastique sont très nombreuses ; nous ne parlerons que de celles pour lesquelles nous
pensons avoir apporté une contribution. Le choix des articles à résumer est très difficile
étant donné le volume des publications concernant ce sujet. Néanmoins, nous avons choisi de
sélectionner les articles qui nous paraissent être au fait des développements mathématiques
en optimisation stochastique :

I.3.1 Effet dual [19, 11, 104, 103]

Artstein [11] s’intéresse à la résolution numérique des problèmes avec effet dual en
essayant de munir l’espace des sous-tribus de F d’une structure d’espace vectoriel. L’intérêt
d’une telle approche est d’espérer pouvoir définir une notion de calcul différentiel, mais à
notre connaissance ce n’est pas encore le cas.
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I.3.2 Discrétisation de filtrations [59, 29, 30, 68, 67, 24]

La discrétisation de la structure d’information est un problème qui est au cœur de l’op-
timisation stochastique. Cette problématique a été identifiée depuis longtemps. Rockafellar
et Wets [92] évoquent la possibilité de représenter une filtration par une filtration discrète,
un “arbre”. La discrétisation de filtration continue a été étudiée notamment par Hoover
[59] Coquet et Mémin [29, 30]. En fait un résultat de Hoover [59, théorème 7.7] permet de
ramener la question de la discrétisation d’une filtration à celle de la discrétisation d’une
tribu. Les propriétés topologiques de l’espace des sous-tribus d’une tribu F ont été étudiées
par de nombreux auteurs dont je donne ici une liste qui n’est pas exhaustive : Neveu [68, 67]
Boylan [24] Küdo [62] Cotter [31, 32] Alonso [6] Stinchombe [100, 99] Nghiem [69], plus
récemment Piccinini [73] et Artstein [13] . Nous renvoyons le lecteur au chapitre III de ce
mémoire, dans lequel nous donnons les principaux résultats relatifs à ces topologies.

I.3.3 Méthodes de Monte-Carlo [95, 97, 96, 98]

Les méthodes de type Monte-Carlo appliquées aux problèmes d’optimisation en boucle
ouverte font l’objet d’intenses recherches. Ce qui motive ces recherches est en particulier le
fait qu’il existe peu de résultats permettant de majorer l’erreur introduite dans la résolution
numérique en remplaçant les variables aléatoires par un estimateur. Le cas particulier où
une variable aléatoire est remplacée par son estimateur empirique à fait l’objet d’une
attention particulière de la part notamment de Shapiro [97, 96, 98]. Soit :

v∗
def
= min

x∈Rn

{
f(x)

def
= E [F (x, ξ)]

}
;

on construit à partir d’un N -échantillon de la variable aléatoire ξ le problème suivant :

v̂N
def
= min

x∈Rn

{
f̂N(x)

def
=

1

N

N∑

i=1

F (x, ξi)

}
.

Alors pour tout x ∈ Rn :

E
[
f̂N(x)

]
= f(x) ≥ v∗ = inf

x∈Rn
E
[
f̂N(x)

]
≥ E

[
inf
x∈RN

f̂N(x)

]
= E [v̂N ] .

Autrement dit v̂N est un estimateur biaisé de v∗. D’autre part f̂N(x) peut être considérée
comme une borne supérieure de v∗. A. Shapiro étudie dans ses articles les hypothèses sous
lesquelles la suite des estimateurs v̂N converge4 vers v∗. Les résultats sont illustrés à l’aide
d’exemples notamment le problème de l’optimisation d’un critère linéaire sur un horizon
fini.

4Différentes notions de convergences sont étudiées
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I.3.4 Robustesse [33, 61, 77, 38, 10, 14]

Étudier la robustesse d’un problème d’optimisation passe généralement par établir des
résultats de continuité de la fonction marginale d’un problème relativement à un paramètre.
Cet aspect de l’optimisation est important pour la raison suivante : certains paramètres
étant dans un espace de dimension infinie, c’est le cas par exemple des lois de probabilité,
il est nécessaire de les discrétiser afin de résoudre numériquement le problème, mais il faut
en plus être assuré que cette discrétisation est compatible avec l’objectif principal qui est
le calcul de la solution d’un problème d’optimisation. Il est possible par exemple qu’une
discrétisation de la fonction coût donne une approximation aussi précise que l’on souhaite
de celle-ci, mais que quelle que soit la finesse de cette discrétisation, le coût optimal ne
soit pas correctement approché (voir l’exemple du paragraphe §IV.4.1). Pour les problèmes
d’optimisation stochastique ce paramètre peut être une loi de probabilité, ou bien un entier
N qui contrôle la finesse d’une discrétisation. Dupačovà et Wets ont établi des théorèmes de
robustesse donnant les hypothèses sous lesquelles un problème en boucle ouverte peut être
approché par une suite de problèmes discrets obtenus en remplaçant la loi de la variable
aléatoire ξ par une suite de lois discrètes.

Robustesse par rapport à la loi [47, 35, 72, 49, 60, 37, 36, 34]

Les propriétés de robustesse de la fonction valeur d’un problème d’optimisation en
boucle ouverte par rapport à la loi des bruits est un domaine de recherche très actif.
Les résultats issus de ce milieu donnent généralement des conditions sous lesquelles on
peut espérer obtenir une fonction valeur lipschitzienne. Ainsi Pflug [72] montre que sous
l’hypothèse que la fonction :

ξ 7→ F (x, ξ) ;

soit uniformément lipschitzienne5, la fonction valeur :

v(Pξ)
def
= min

x∈Rn

{
f(x)

def
= E [F (x, ξ)]

}
;

est lipschitzienne, lorsque l’on munit l’espace des lois de probabilité sur (Ω,F) de la distance
de Kantorovich-Rubinstein :

d(Pξ,Pξ′)
def
= inf

X,X′
{E [|X −X ′|] | PX = Pξ et PX′ = Pξ′} .

Les résultats de ce type sont, à notre connaissance, toujours obtenus pour des problèmes
d’optimisation en boucle ouverte.

Robustesse par rapport à la structure d’information[10, 31, 3]

Les propriétés de robustesse par rapport à la structure d’information ont été, à notre
connaissance, moins étudiées que la robustesse par rapport aux lois de probabilité. Artstein

5La constante de Lipschitz ne dépend pas de x.
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[10] a montré que la fonction marginale :

V (B)
def
= inf {E [J(γ(ξ), ξ)] | γ est B-mesurable} ;

en continue lorsque l’on munit l’ensemble des sous-tribus de F la topologie de convergence
forte6. Le même type de résultat a par ailleurs été obtenu par Cotter [31] et Allen [3].

I.3.5 Conditions d’optimalité [85, 55, 79, 89, 87, 86, 56]

Nous nous intéressons particulièrement aux conditions d’optimalité associées à des
problèmes d’optimisation soumis à des contraintes de mesurabilité. Étant donné le problème
suivant :

P

{
minE [J(γ(ξ), ξ)] ;
γ est B-mesurable.

Rockafellar [87] a montré que si γ ∈ L∞Rn(Ξ) est solution du problème P , il existe ρ ∈ L1Rn(Ξ)
tel que E (ρ | B) = 0 et le problème P est équivalent (dans le cas convexe) à résoudre :

min
γ
E [J(γ(ξ), ξ) + 〈ρ(ξ), γ(ξ)〉] ;

la difficulté étant surtout de montrer qu’il est possible de choisir un multiplicateur dans
L1Rn(Ω). Le même type de résultat peut être obtenu dans le cas Lipschitz [56]. Nous avons
développé dans le chapitre VI une application de ces résultats à un problème de commande
optimale stochastique en temps discret. L’intérêt de cette démarche réside dans l’expres-
sion des conditions d’optimalité obtenues. Nous avons en effet obtenu deux formulations
équivalentes des conditions d’optimalité qui diffèrent par la nature des variables duales.
Dans un cas nous avons des variables duales mesurables relativement à la filtration natu-
relle du bruit, dans l’autre cas nous avons des variables duales adaptées à l’observation.

I.4 Originalité du mémoire

Certains problèmes d’optimisation stochastique dont la fonction d’observation dépend
des variables de décision et donc en première Analyse, faisant partie de la catégorie des
problèmes avec une structure d’information dynamique, sont en fait des problèmes d’op-
timisation avec une structure d’information statique. Comme le souligne Varaiya et Wets
[103], un enjeu majeur de l’optimisation stochastique est de pouvoir caractériser ce type
de problèmes, ce qui revient quelque part à caractériser les problèmes statiques. Nous [19]
avons tenté d’apporter une réponse à cette question dans le cas non trivial où la fonction
d’observation dépend de la variable de décision. Notre contribution a été de déterminer des
hypothèses suffisantes sous lesquelles il est possible de caractériser le plus grand ensemble
de feedbacks admissibles pour lequel la tribu engendrée par la fonction d’observation est
fixe même après y avoir injecté un feedback admissible.

6Voir la définition III.14.
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Il n’est pas possible d’évaluer de combien une contrainte de mesurabilité à été violée
en utilisant les normes habituelles en analyse. Si l’on munit l’intervalle réel I = [0, 1] de
sa tribu des boréliens, de la loi uniforme et que l’on considère les applications h(x) =
2εx et b(x) = 0 définies sur I. Nous avons que ||h− g||L1

R(I,BI)
= ε, ce qui signifie que

l’erreur moyenne entre g et h est d’ordre ε aussi petit que l’on veut. Malheureusement
cette norme est catastrophique du point de vue de l’information, en effet σ(h) = BI et
σ(g) = {I, ∅} autrement dit ces deux fonctions bien que très proches numériquement
sont informativement très différentes. Nous avons donc étudié les différentes topologies
permettant de rendre compte de la mesurabilité d’une variable aléatoire.

Nous avons par ailleurs étudié la discrétisation des problèmes d’optimisation stochas-
tique ayant une structure d’information statique. Nous avons analysé les propriétés de
continuité de la fonction valeur d’un tel problème par rapport à la structure d’information.
Nous proposons une technique de discrétisation des contraintes de mesurabilité basée sur
la quantification de la fonction d’observation . La quantification d’une variable aléatoire h
définie sur Ω à valeurs dans un espace métrique Y est l’opération qui consiste à composer
h avec une variable aléatoire discrète Q mesurable pour la tribu des boréliens sur Y , on
obtient ainsi une nouvelle variable aléatoire discrète Q◦h. Cette technique de discrétisation
possède a priori un avantage évident du point de vue des problèmes d’optimisation : lorsque
l’on impose aux variables de décision d’être mesurables par rapport à la tribu σ(Q◦h) nous
avons nécessairement que les décisions admissibles du problème discret le seront aussi pour
le problème d’origine. Nous avons étudié les propriétés topologiques de la quantification
et nous avons montré que si la suite (Qn)n∈N converge simplement vers l’identité alors la
suite de sous-tribus (σ(Qn ◦ h))n∈N converge au sens des tribus vers σ(h). Partant de ce
résultat nous proposons une approche en deux étapes pour discrétiser les problèmes avec
une structure d’information statique :

1. la première étape passe par une discrétisation de la contrainte de mesurabilité par
une technique de quantification ;

2. la deuxième étape est une approche numérique classique pour calculer un problème
en boucle ouverte.

Nous montrerons que notre approche de la résolution numérique du problème est originale
dans le sens où elle établit de manière explicite que l’erreur totale de la discrétisation
que nous noterons e, est la somme de l’erreur e1 issue de la discrétisation la structure
d’information et de l’erreur e2 issue de l’approximation du critère. À notre connaissance
l’erreur e1 commise lors de la discrétisation de la structure d’information n’a pas fait l’objet
d’études mathématique très approfondies dans la littérature.

Par ailleurs notre approche est également originale dans la mesure où nous n’avons pas
limité notre exposé aux contraintes de non anticipativité qui sont les contraintes de mesu-
rabilité que l’on retrouve d’ordinaire dans la littérature. Autrement dit la méthodologie que
nous proposons est suffisamment générale pour être adaptée à la plus part des problèmes
statiques. Comme nous l’avons fait remarqué, la contrainte de non anticipativité est une
structure d’information dont l’étude a été largement privilégiée. Par ailleurs, les problèmes
sujets à cette contrainte ont la particularité suivante : la discrétisation de ces problèmes
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peut se résumer simplement à la discrétisation des lois marginales du processus de bruit,
c’est sans doute cette particularité qui explique pourquoi les deux sources d’erreurs que
nous avons isolées sont généralement combinées au sein d’une même structure qui est l’arbre
de scénarios.

I.5 Plan

Le mémoire se décompose de la manière suivante :
– Le rôle du chapitre I est de donner un bref aperçu de l’état de l’art concernant certains

aspects de l’optimisation stochastique que nous allons étudier dans ce mémoire ;
– nous aborderons dans le chapitre II la question de la caractérisation de l’absence

d’effet dual à partir d’outils algébriques ;
– nous allons introduire dans le chapitre III différentes notions topologiques sur l’en-

semble des sous tribus d’une tribu F ;
– dans chapitre IV, nous allons montrer que la discrétisation d’un problème d’optimi-

sation stochastique par une technique de quantification des contraintes de mesurabi-
lité, permet d’obtenir asymptotiquement un estimateur du coût optimal du problème
d’optimisation d’origine ;

– nous traiterons numériquement dans le chapitre V l’exemple d’un problème de gestion
de barrage hydraulique ;

– nous allons traiter dans le chapitre VI des conditions d’optimalité d’un problème d’un
commande optimale stochastique ;

– l’annexe A contient des rappels d’optimisation ;
– l’annexe B contient des rappels de la théorie des probabilités.
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Chapitre II

L’effet dual en optimisation
stochastique

II.1 Introduction

Dans certains cas l’observation d’un “système” peut dépendre des variables de décision
agissant sur le dit système. Cette dépendance vis-à-vis des décisions peut perturber “in-
formationnellement” le système, prenons un exemple :

Exemple II.1. Prenons l’exemple d’un réfrigérateur qui tombe en panne. On admet qu’il
y a deux possibilités envisageables qui sont :

1. le propriétaire du réfrigérateur fait appel à un réparateur, cela lui coûte E1. À nouveau
il y a deux possibilités :
– le réfrigérateur n’est pas réparable ; dans ce cas, il faut rajouter aux frais de dé-

placement du réparateur le coût d’un nouveau réfrigérateur soit E2 ;
– le réfrigérateur est réparable ; dans ce cas il faut tenir compte des frais de réparation

soit E3 ;

2. le propriétaire décide de ne rien faire, et cela ne lui coûte rien. Cependant la décision
suivante est nécessairement l’achat d’un nouveau réfrigérateur dont le coût est E2.

Nous faisons l’hypothèse naturelle que E3+E1 < E2, c’est-à-dire qu’il est plus avantageux
de réparer son réfrigérateur (au moins dans l’immédiat !). Nous avons représenté sur la
figure II.1 (qu’il faut lire de la gauche vers la droite) les différents cas possibles :

– l’évènement {A} correspond à l’achat d’un réfrigérateur ;
– l’évènement {Ac} correspond à la réparation du réfrigérateur.
Dans cet exemple le réfrigérateur est le “système” sur lequel le propriétaire peut agir,

soit en appelant un réparateur, soit en le réparant directement. Certaines décisions prises
par le propriétaire agissent sur l’information qu’il possède a priori. Ainsi, s’il décide d’ap-
peler un réparateur cela aura une influence sur l’information qu’il possède sur l’état du
réfrigérateur.

La figure II.1 est une représentation informationnelle du fonctionnement de ce système.
Au départ on ne possède aucune information sur l’état du réfrigérateur {∅,Ω}. Les nœuds

11
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PSfrag replacements

{∅, A,Ac,Ω}

{∅,Ω}

{A}

{Ac}

{A}

{∅,Ω}

Fig. II.1 – Panne du réfrigérateur

du deuxième niveau de l’arbre de la figure II.1 ne sont pas informationnellement équivalents,
c’est-à-dire que connâıtre {Ω, ∅, A,Ac} n’est pas équivalent à connâıtre {Ω, ∅}. Pour savoir
si le réfrigérateur en réparable {Ac} il est nécessaire d’acheter de l’information !

Nous dirons qu’il n’y à pas d’effet dual lorsque l’observation d’un système est “infor-
mationnellement” indépendante de toute variable de décision.

On peut montrer (voir Quadrat-Viot [75, lemme 2.3]) qu’il n’y a pas d’effet dual pour
les systèmes dynamiques linéaires, (xt+1 = Axt + But + ωt) dans le cas1 ou l’observation
instantanée est la variable (x0, . . . , xt). Les questions concernant l’effet dual, ne sont pas
nouvelles. Witsenhausen [104] a montré à l’aide d’un contre-exemple linéaire quadratique
gaussien devenu célèbre, que si l’observation instantanée se réduit à xt+vt, c’est-à-dire que
l’on observe un état bruité, et que l’on ne garde pas en mémoire les observations passées,
alors il y a effet dual, et nous ne sommes donc plus en mesure de résoudre notre problème
d’optimisation par des techniques classiques. En effet dans ce dernier cas, il n’est plus pos-
sible d’estimer l’état du système grâce au filtre de Kalman puisque l’on ne doit pas utiliser
les observations passées. L’absence d’effet dual implique que la structure d’observation est
fixe pour le système bouclé, c’est donc un propriété numériquement intéressante. Il est
donc important d’identifier les systèmes dynamiques possédant cette propriété.

Dans ce chapitre nous allons commencer par introduire des structures algébriques et
nous montrerons à l’aide d’un exemple que le fait de boucler un système dynamique par une

1Les variables aléatoires ωt sont supposées indépendantes gaussiennes, mais cela ne joue aucun rôle
dans le résultat.
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commande en feedback “perturbe” ce système. Puis, nous allons donner une caractérisation
de l’absence d’effet dual à partir des contrôles constants, c’est-à-dire que nous allons mon-
trer que s’il n’y a pas d’effet dual pour les contrôles constants alors il n’y en aura pas pour
les contrôles en feedbacks sur l’observation. Nous nous intéresserons aussi aux différentes
possibilités permettant de s’affranchir de l’hypothèse de mémoire parfaite.

II.2 Structures algébriques

Nous allons introduire quelques notions de structures algébriques classiques, l’objectif
étant de s’affranchir de toute la technicité de la théorie de la mesure. Pour plus de détails
voir G. Cohen P. Carpentier et J.-C Culioli[27].

II.2.1 Partition et relation d’équivalence

Soit Ω un ensemble de cardinal fini, card(Ω) désignera le cardinal de Ω. On note 2Ω la
collection des sous-ensembles de Ω (incluant l’ensemble vide et lui même). Une partition σ
est définie comme une famille {Ωi}i∈Iσ , –Iσ est pour l’instant un ensemble quelconque– de
sous-ensembles de Ω tous non vides dont l’union recouvre Ω et disjoints deux à deux :

σ = {Ωi}i∈Iσ , ∀i,Ωi ∈ 2Ω, Ωi 6= ∅, ∪i∈IσΩi = Ω, i 6= j ⇒ Ωi ∩ Ωj. = ∅.

L’ensemble des partitions de Ω est noté P(Ω). Si card(Iσ) = n on dira aussi que card(σ) =
n. Sur l’ensemble P(Ω), on peut définir la relation d’ordre suivante, soient :

σ = {Ωi}i∈Iσ et σ′ = {Ωj}j∈Iσ′
, σ′ ¹ σ ⇔ ∀i ∈ Iσ, ∃j ∈ Iσ′ : Ωi ∈ Ωj. (II.1)

Muni de cette relation d’ordre, l’ensemble P(Ω) est un treillis supérieur : la plus petite
borne supérieure de deux partitions σ = {Ωi}i∈Iσ et σ′ = {Ωi}j∈Iσ′ notée σ ∨ σ′, est
constituée de tous les sous-ensembles obtenus en gardant toutes les intersections non vides
Ωi ∩ Ω

′

j pour i ∈ Iσ et j ∈ Iσ′

Définition II.2. Soient σ et σ′ deux partitions telles que σ′ ¹ σ alors, il existe une
application p : Iσ → Iσ′ (et par abus de langage p : σ → σ′) dite “application père”, définie
de la manière suivante :

∀i ∈ Iσ, ∃j = p(i) ∈ Iσ′ : Ωi ⊂ Ω
′

j.

Évidemment ce j est unique. On appellera la “multi-application fils” la multi-application
f = p−1, en rappelant que, pour une application quelconque h : A → B, on définit la
multi-application inverse h−1 par :

h−1 : B → A, b→ h−1(b)
def
= {a ∈ A | h(a) = b} .
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Étant donnée une application h de Ω dans Y , on peut aussi lui associer la relation

d’équivalence suivante
h
≡ :

∀ω ∈ Ω,∀ω′ ∈ Ω, ω
h
≡ ω′ ⇔ h(ω) = h(ω′)⇔ ω′ ∈ h−1(h(ω)).

L’ensemble quotient de Ω par cette relation d’équivalence est noté Ω/h. La classe d’équi-
valence engendrée par ω ∈ Ω (qui est un élément de Ω/h), est noté [ω]h. On le notera alors
aussi σh. Dans la mesure où les classes d’équivalence constituent une partition de Ω, on
peut considérer Ω/h comme un élément de P(Ω).

II.2.2 Relation de précédence

La relation d’ordre (II.1) induit une relation de pré-ordre sur toutes les applications
ayant pour domaine Ω et leur image dans des ensembles quelconques. Une relation de
pré-ordre est une relation réflexive et transitive, mais non anti-symétrique. La relation de
pré-ordre entre h1 et h2 notée h1 ¹ h2, sera définie par la relation d’ordre σh1 ¹ σh2 .

Définition II.3. Soient σ ∈ P(Ω) et h : Ω→ Y : on dit que h est mesurable par rapport
à σ si σh ¹ σ. Soient h1 : Ω→ Y1 et h2 : Ω→ Y2 : on dit que h1 est mesurable par rapport
à h2 si h1 est mesurable par rapport à σh2

Définition II.4. Soit h : Ω→ Y , alors :

imh = {y ∈ Y | ∃ω ∈ Ω, y = h(ω)} .

Proposition II.5. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) h1 est mesurable par rapport à h2 (notée h1 ¹ h2) ;

(ii) σh1 ¹ σh2 ;

(iii) on a l’implication :

∀(ω, ω′) ∈ Ω× Ω, h2(ω) = h2(ω
′)⇒ h1(ω) = h1(ω

′) ;

(iv) il existe une application p : imh2 → imh1 telle que h1 = p ◦ h2.

Remarque II.6. L’expression “h1 mesurable par rapport à h2” signifie que h1 est moins
informative que h2.

Définition II.7. Deux applications h1 : Ω → Y1 et h2 : Ω → Y2 sont aussi informatives
l’une que l’autre (notée h1 ≡ h2) si h1 est mesurable par rapport à h2 et réciproquement.
Autrement dit,

h1 ≡ h2 ⇔ (h1 ¹ h2 et h2 ¹ h1)

Définition II.8. Étant données deux applications h1 : Ω→ Y1 et h2 : Ω→ Y2, on désigne
par h1 ∨ h2 un représentant quelconque de la classe d’équivalence contenant l’élément :

Ω → Y1 × Y2,

ω 7→ (h1(ω), h2(ω)).
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II.3 Effets d’un feedback sur l’information

Nous allons introduire de manière assez complète les effets d’un feedback sur l’infor-
mation, et montrer qu’ils ne sont pas triviaux, ils dépendent des feedbacks, de la structure
d’information, et de l’ensemble admissible.

On considère Ω = {1, 2, 3, 4}, U = {1, 2, 3}, Y = {1, 2, 3} et

h(u, ω) = min(u, ω) .

Les feedbacks γ : Ω→ U et les observations qu’ils engendrent ηγ ≡ h(γ(·), ·) : Ω→ Y sont
décrits par des quadruplets de nombres entiers compris entre 1 et 3. Par exemple, γ = 3221
signifie que γ(1) = 3, γ(2) = 2, γ(3) = 2, γ(4) = 1.

Le treillis des partitions de l’ensemble Ω = {1, 2, 3, 4} comporte 15 éléments représentés
sur la Figure II.2.

Il y a 34 = 81 feedbacks possibles qui se répartissent sur ce treillis des partitions.
Le sommet (noté > — “top”) du treillis n’est pas atteignable puisqu’on ne peut avoir
de fonctions injectives de Ω dans U étant donné que Ω est de cardinal 4 et U est de
cardinal 3. Le Tableau II.1 donne la liste de tous les feedbacks possibles classés selon leur
appartenance au treillis des partitions. Les colonnes de droite indiquent d’une part les
fonctions ηγ correspondantes, d’autre part l’admissibilité du feedback (vérification de la
condition γ(·) ¹ h(γ(·), ·)) et enfin la partition vers laquelle pointe la fonction ηγ (en nous
limitant uniquement aux lignes correspondant à des feedbacks admissibles).

À partir de ce tableau exhaustif, on peut faire les observations suivantes. Observons
d’abord qu’il s’agit ici d’un exemple sans principe de séparation puisque les ηγ (même en
se restreignant seulement à ceux correspondant à des feedbacks admissibles) engendrent
des éléments différents du treillis des partitions de Ω.

Deux feedbacks informationnellement équivalents — même admissibles — ne
produisent pas des structures d’information équivalentes

Cette affirmation est illustrée par les trois feedbacks constants (premiers éléments du
tableau), tous admissibles, qui engendrent des fonctions ηγ pointant vers les éléments 1, 3,
9 (situés à trois niveaux différents) du treillis des partitions.

Évidemment, dans le cas du principe de séparation, tous les feedbacks admissibles
produisent la même structure d’information, donc la question ne se pose pas.

Pour deux feedbacks informationnellement équivalents, l’un peut être admis-
sible sans que l’autre le soit

Parmi les 6 feedbacks rattachés à l’élément 2 du treillis des partitions, 3 sont admissibles
et 3 ne le sont pas.

La question de savoir si un feedback informationnellement équivalent à un feedback
admissible est admissible dans le cas où le principe de séparation est vérifié reste ouverte.
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Tab. II.1 – Feedbacks

No. part. γ γ ηγ adm. ? part. ηγ

1 1111 1111 O 1
2 1 2222 1222 O 3
3 3333 1233 O 9
4 1122 1122 O 2
5 1133 1133 O 2
6 2 2211 1211 N
7 2233 1233 O 9
8 3311 1211 N
9 3322 1222 N
10 1222 1222 O 3
11 1333 1233 O 9
12 3 2111 1111 N
13 2333 1233 O 9
14 3111 1111 N
15 3222 1222 O 3
16 1212 1212 O 4
17 1313 1213 O 14
18 4 2121 1121 N
19 2323 1223 N
20 3131 1131 N
21 3232 1232 O 10
22 1121 1121 O 5
23 1131 1131 O 5
24 5 2212 1212 N
25 2232 1232 O 10
26 3313 1213 N
27 3323 1223 N
28 1221 1221 O 6
29 1331 1231 O 13
30 6 2112 1112 N
31 3113 1113 N
32 2332 1232 N
33 3223 1223 O 11
34 1211 1211 O 7
35 1311 1211 O 7
36 7 2122 1122 N
37 2322 1222 N
38 3133 1133 N
39 3233 1233 O 9

No. part. γ γ ηγ adm. ? part. ηγ

40 1112 1112 O 8
41 1113 1113 O 8
42 8 2221 1221 N
43 2223 1223 O 11
44 3331 1231 N
45 3332 1232 N
46 1233 1233 O 9
47 1322 1222 N
48 9 2133 1133 N
49 2311 1211 N
50 3122 1122 N
51 3211 1211 N
52 1232 1232 O 10
53 1323 1223 N
54 10 2131 1131 N
55 3121 1121 N
56 3212 1212 N
57 2313 1213 N
58 1223 1223 O 11
59 1332 1232 N
60 11 2113 1113 N
61 3112 1112 N
62 3221 1221 N
63 2331 1231 N
64 1123 1123 O 12
65 1132 1132 O 12
66 12 2213 1213 N
67 2231 1231 N
68 3312 1212 N
69 3321 1221 N
70 1231 1231 O 13
71 1321 1221 N
72 13 2132 1132 N
73 2312 1212 N
74 3123 1123 N
75 3213 1213 N
76 1213 1213 O 14
77 1312 1212 N
78 14 2123 1123 N
79 2321 1221 N
80 3132 1132 N
81 3231 1231 N
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{1}{2}{3,4} 
{1}{3}{2,4} {1}{4}{2,3} {3}{4}{1,2} {2}{3}{1,4}
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{1,2,3,4}

{1}{2}{3}{4}

{2}{4}{1,3}
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9 10 11 12 13 14

15

Fig. II.2 – Treillis des partitions de Ω = {1, 2, 3, 4}

Si γ est admissible et γ ′ ¹ γ, γ ′ n’est pas nécessairement admissible

Par exemple, γ6 = 2211 n’est pas admissible mais est rattaché à l’élément 2 du treillis
des partitions, alors que γ46 = 1233 est admissible : ce feedback est rattaché à l’élément 9
du treillis des partitions et on a γ6 ¹ γ46.

Les informations ne varient pas de façon monotone avec les feedbacks

Par exemple, le feedback γ3 = 3333, rattaché à l’élément 1 du treillis des partitions,
engendre ηγ3 = 1233, rattaché à l’élément 9 du treillis des partitions. Par ailleurs, γ10 =
1222 est rattaché à l’élément 3 du treillis des partitions (on a donc γ3 ¹ γ10) mais ηγ10 est
rattaché à l’élément 3 du treillis des partitions (donc ηγ10 ¹ ηγ3).
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II.4 Effet dual : définition et caractérisation

Nous allons énumérer dans cette section les principaux résulats que nous avons obtenus
dans [19] en termes de caractérisation de l’absence d’effet dual.

II.4.1 Absence de temps

Définition II.9. Soit h : U × Ω → Y une application, on appelle FadU (h) l’ensemble des
feedbacks admissibles défini de la manière suivante :

FadU (h)
def
= {γ : Ω→ U | γ(·) ¹ h(γ(·), ·)} .

Définition II.10. On dit qu’il n’y a pas d’effet dual en boucle ouverte pour une fonction
d’observation h : Ω× U → Y si :

∀(u, , u′) ∈ U × U , h(u, ·) ≡ h(u′, ·) ;

dans ce cas on note ξ une application quelconque définie sur Ω telle que :

∀u ∈ U h(u, ·) ≡ ξ.

Notre objectif est de déterminer une classe de fonctions plus large que ⊥ et pour
laquelle la propriété d’absence d’effet dual reste valide. C’est la raison pour laquelle nous
introduisons la définition suivante :

Définition II.11. On suppose qu’il n’y a pas d’effet dual pour les feedbacks en boucle
ouverte, alors le plus grand ensemble pour lequel nous n’avons pas d’effet dual est défini
par :

FndeU =
{
γ ∈ FadU (h) | h(γ(·), ·) ≡ ξ

}
.

Définition II.12. Soit h : U × Ω → Y une fonction d’observation pour laquelle il n’y a
pas d’effet dual pour les contrôles en boucle ouverte. On définit alors l’ensemble FξU de la
manière suivante :

FξU
def
= {γ : Ω→ U | γ(·) ¹ ξ(·)} .

Nous sommes en mesure de donner une caractérisation de l’ensemble FndeU (h) à partir
des éléments de ⊥.

Théorème II.13. Si il n’y a pas d’effet dual en boucle ouverte pour une fonction d’obser-
vation h, alors :

FndeU (h) = FadU (h) ∩ FξU .

Preuve : Voir [19, proposition 14]. ¤
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II.4.2 Introduction du temps

Soit un ensemble Ω ⊂ AT+1. L’ensemble des décisions est noté UT def
= U × . . .× U︸ ︷︷ ︸

T fois

.

Définition II.14. Pour t = 0, . . . , T − 1, on définit l’opérateur préfixe noté ρt :

ρt : U
T → U t+1, ρt(u)

def
= (u0, . . . , ut).

Définition II.15. Une famille de fonctions d’observation {ht}t=0,...,T−1, est une suite d’ap-
plications de la forme :

ht : U
T × Ω→ Yt.

On notera h
def
= {ht}t=0,...,T−1.

Définition II.16. Une famille de fonctions d’observation possède la propriété dite de
mémoire parfaite si :

ht(·, ·) ¹UT×Ω ht+1(·, ·).

Définition II.17. Une famille {ht}t=0,...,T−1 de fonctions d’observation est dite causale si
elle vérifie la propriété suivante :

∀t = 0, . . . , T − 1, ht(·, ·) ¹UT×Ω ρt−1(·) ∨ IdΩ(·).

Par abus de notation on écrira indifféremment pour une fonction causale :

∀u ∈ UT , ∀i ≥ t− 1, ht(u, ω) = ht(ρi(u), ω).

Définition II.18. On dit qu’il n’y a pas d’effet dual pour les contrôles en boucle ouverte
pour une famille {ht}t=0,...,T−1 de fonctions d’observation si pour tout t :

∀(u, u′) ∈ UT × UT , ht(u, ·) ≡ ht(u
′, ·),

dans ce cas on note {ξt}t=0,...,T−1 une famille quelconque d’applications définies sur Ω ayant
la propriété suivante :

∀u ∈ UT , ht(u, ·) ≡ ξt.

Définition II.19. Soient T ∈ N et h = {ht}t=0,...,T−1 une famille de fonctions d’observa-
tion, on définit :

1. l’ensemble des feedbacks admissibles :

Fad(h) def=
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 γt ¹ ht(γ(·), ·)

}
; (II.2)

2. dans le cas où il n’y a pas d’effet dual pour les contrôles en boucle ouverte, le plus
grand ensemble sur lequel il n’y a pas d’effet dual que l’on notera Fnde, de la manière
suivante :

Fnde def=
{
γ ∈ Fad(h) | ∀t = 0, . . . , T − 1 ht(γ(·), ·) ≡ ξt

}
;



20 L’effet dual en optimisation stochastique II.5

nous remarquons qu’il n’y à pas de symétrie entre la définition de l’ensemble Fnde

dans le cas dynamique et celle du cas statique. La raison est naturelle, dans le cas
séquentiel, l’information arrive de manière progressive au fur et à mesure que le temps
s’écoule, il en va de même pour les décisions. Ainsi, les observations ne peuvent
dépendre que des commandes passées, c’est ce que nous appelons la causalité, de
même une commande à un instant donné ne peut pas dépendre d’observations ayant
lieu à des instants ultérieurs. Il n’aurait pas été possible de rendre compte d’une telle
structure d’information, en gardant le formalisme du cas statique.

3. soit
{
ξ̂t

}
t=0,...,T−1

une famille d’application définie sur Ω alors :

Fξ̂ def=
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 γt ¹ ξ̂t

}
. (II.3)

Proposition II.20. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation à
mémoire parfaite, ne possédant pas d’effet dual en boucle ouverte alors :

Fnde =
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 γt(·) ¹ ξt(·)

}
.

Preuve : Voir [19, proposition 35]. ¤

II.5 Effet dual et mémoire parfaite

La caractérisation de l’absence d’effet dual obtenue dans [19], laisse ouverte la question
suivante : l’hypothèse de mémoire parfaite est elle nécessaire ? Bien que cette hypothèse
semble être un élément essentiel dans les démonstrations, il n’a pas été établi qu’elle était
nécessaire. Nous allons tenter d’apporter quelques éléments de réponse à cette question.

II.5.1 Effet dual sans mémoire parfaite

On se pose la question de savoir ce qui est préservé lorsque l’on supprime l’hypothèse
de mémoire parfaite.

Proposition II.21. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation. On
suppose qu’il n’y a pas d’effet dual pour les contrôles en boucle ouverte. Alors :

{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ F

ξt
UT

}
⊂ Fnde.

Preuve : On se donne γ ∈
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ Fad

UT
(ht) ∩ Fξt

UT

}
,

étant donné l’hypothèse d’absence d’effet dual en boucle ouverte pour la famille de fonctions
{ht}t=0,...,T−1 nous avons d’après le théorème II.13 que :

∀t = 0, . . . , T − 1 ht(ρt ◦ γ(·), ·) ≡ ξt(·).
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Puisque la famille {ht}t=0,...,T−1 est causale, alors :

∀t = 0, . . . , T − 1 ht(γ(·), ·) ≡ ξt(·).

Ce qui montre que :

{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ Fξt

UT

}
⊂ Fnde.

¤

Définition II.22. Une famille causale {ht}t=0,...,T−1 de fonctions d’observation vérifie l’hy-

pothèse (H) si pour tout γ ∈ Fad(h) nous avons :

∀t = 0, . . . , T − 1, ρt ◦ γ ¹ ht(γ(·), ·).

L’hypothèse (H) signifie en quelque sorte que la variable aléatoire ht(γ(·), ·) permet de
reconstituer l’ensemble des feedbacks antérieurs à t qui ont été injectés dans le système.
Cette hypothèse restreint l’ensemble des commandes admissibles puisque :

∀t = 0, . . . , T − 1 (γ0, . . . , γt) ¹ ht(γ(·), ·)⇒ ∀t = 0, . . . , T − 1 γt ¹ ht(γ(·), ·),

mais il n’y a pas d’équivalence.

Proposition II.23. Soit h = {ht}t=0,...,T−1 une famille de fonctions d’observation ayant
la propriété de mémoire parfaite, alors cette famille vérifie (H).

Preuve : La propriété de mémoire parfaite est la suivante :

∀t = 0, . . . , T − 1 ht(·, ·) ¹UT×Ω ht+1(·, ·)

Soit γ ∈ Fad(h) alors :
∀t = 0, . . . , T − 1 γt(·) ¹ ht(γ(·), ·).

Soit t fixé alors pour tout entier i inférieur à t :

γi ¹ hi(γ(·), ·) ¹ hi+1(γ(·), ·) ¹ . . . ¹ ht(γ(·), ·).

Donc :

(γ0, . . . , γt) ¹ ht(γ(·), ·).

¤

L’hypothèse (H) est strictement plus faible que l’hypothèse de mémoire parfaite, pour
le voir considérons l’exemple suivant :
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Exemple II.24. Considérons l’exemple suivant :

h0(u, ω) = ω0, (II.4)

h1(u, ω) = u0. (II.5)

Nous avons clairement pour tout γ : Ω→ UT que γ0 ¹ ω0, et γ0 ¹ γ0, donc (H) est vérifiée.
Par ailleurs il est clair que h0(·, ·) ±UT×Ω h1(·, ·).

Proposition II.25. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation. On
suppose que (H) est vérifié et qu’il n’y a pas d’effet dual en boucle ouverte, alors :

Fnde =
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ F

ξt
UT

}
.

Preuve : Soit γ ∈ Fnde alors γ ∈ Fad(h), donc l’hypothèse (H) est vérifiée, ce qui implique
que ρt ◦ γ ∈ Fad

UT
(ht). Par définition de Fnde nous avons que :

ht(γ(·), ·) ≡ ξt,

ce qui combiné avec (H) donne que ρt ◦ γ ∈ Fξt
UT

. Donc :

Fnde ⊂
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ Fξt

UT

}
.

L’inclusion inverse nous est donnée par la proposition II.21. ¤

Le résultat suivant est très fort, la caractérisation que nous allons donner de Fnde ne
fera pas intervenir l’ensemble Fad(h) source de nombreuses non-linéarités.

Théorème II.26. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation. On
suppose que (H) est vérifié et qu’il n’y a pas d’effet dual en boucle ouverte, alors :

Fnde =
{
γ : Ω→ UT | ρt ◦ γ(·) ¹ ξt

}
.

Preuve : Soit γ : Ω → UT tel que pour tout t ρt ◦ γ ¹ ξt. Il est clair compte tenu de
l’hypothèse de causalité que γ0 ¹ h0, ou bien de manière équivalente que ρ0 ◦ γ ¹ h0. Donc,
ρ0 ◦ γ ∈ Fad(h), ce qui combiné avec l’hypothèse (H) donne :

∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ ρ0 ◦ γ ¹ ht(ρ0 ◦ γ(·), ·) ;

ou plus simplement :
∀t = 0, . . . , T − 1 γ0 ¹ ht(ρ0 ◦ γ(·), ·).

En particulier nous avons montré que :

ρ0 ◦ γ ∈ FadUT (h1) ∩ Fξ1
UT

.

Par une application du théorème II.13 nous avons alors que h1(ρ0 ◦ γ(·), ·) ≡ ξ1, ce qui compte
tenue de l’hypothèse de causalité nous donne h1(γ(·), ·) ≡ ξ1. Donc :

h1(γ(·), ·) ≡ ξ1 et γ1 ¹ ξ1 ⇒ γ1 ¹ h1(γ(·), ·).
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Supposons que ∀i = 0, . . . , t hi(γ(·), ·) ≡ ξi, posons γ̃ = ρt ◦ γ, il est clair que γ̃ ∈ Fad(h), alors :

H ⇒ ∀k = 0, . . . , T − 1 ρk ◦ γ̃ ¹ hk(γ̃(·), ·).

En particulier γ̃ ∈ Fad
UT

(ht+1) ∩ Fξt+1

UT
, en effet :

γ̃ = ρt ◦ γ = ρt+1 ◦ ρt ◦ γ = ρt+1 ◦ γ̃ ¹ ht+1(γ̃(·), ·) ;

et par définition de γ :
γ̃ = ρt ◦ γ ¹ ρt+1 ◦ γ ¹ ξt+1.

Par une application du théorème II.13 nous avons alors que ht+1(γ̃(·), ·) ≡ ξt+1. Par définition de
γ̃ et compte tenue de l’hypothèse de causalité :

ht+1(γ(·), ·) ≡ ξt+1.

Autrement dit nous avons montré que pour t = 0, . . . , T − 1 ht(γ(·), ·) ≡ ξt, ce combiné avec le
fait que ρt ◦ γ ¹ ξt nous donne aussi que :

ρt ◦ γ ¹ ht(γ(·), ·).

En résume nous avons montré que :

{
γ : Ω→ UT | ρt ◦ γ ¹ ξt

}
⊂ Fnde.

Établissons l’inclusion inverse, soit γ ∈ Fnde, alors γ ∈ Fad(h), donc (H) est vérifiée ce qui implique
que :

∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ ¹ ht(γ(·), ·).

Mais puisque γ ∈ Fnde alors ht(γ(·), ·) ≡ ξt donc ρt ◦ γ ¹ ξt. ¤

Reprenons l’exemple II.24 alors dans ce cas :

Fad(h1) = {γ = (γ0, γ1) | γ ¹ γ0(·)} , Fξ1 = {γ = (γ0, γ1) | γ(·) ¹ ⊥} ,

et :
Fad(h1) ∩ Fξ1 = {γ = (γ0, γ1) | γ(·) ¹ ⊥} .

D’après la proposition II.25 nous que (γ0, γ1) ∈ Fad(h1)∩Fξ1 donc nécessairement Fnde = ⊥.

II.5.2 Effet dual et mémoire parfaite en boucle ouverte

Nous allons étudier les propriétés qui sont préservées lorsque l’on remplace l’hypothèse
(H) de la définition II.22 par une hypothèse de mémoire parfaite pour les contrôles constants.

Définition II.27. Une famille de fonctions d’observation, {ht}t=0,...,T−1 est dite à mémoire
parfaite en boucle ouverte si :

∀t = 0, . . . , T − 1 ∀u ∈ UT ht(u, ·) ¹ ht+1(u, ·).
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Proposition II.28. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation, à
mémoire parfaite en boucle ouverte alors :

∀γ ∈ Fad(h),∀t = 0, . . . , T − 1 (γ0, . . . , γt) ¹
∨

u∈UT

ht(u, ·).

Preuve : Soit t fixé, posons Λt
def
=
∨
u∈UT ht(u, ·) alors :

∀u ∈ UT ht(u, ·) ¹ Λt(·),

l’hypothèse de mémoire parfaite en boucle ouverte donne :

∀i = 0, . . . , t ∀u ∈ UT hi(u, ·) ¹ Λt(·). (II.6)

En particulier le fait que h0 soit causale et que γ0(·) ¹ h0(·) a pour conséquence que :

γ0(·) ¹ Λt(·). (II.7)

De même la causalité de h1, les inégalités (II.6) et (II.7) impliquent d’après [19, lemme 7] que :

h1(γ(·), ·) ¹ Λt(·),

et par définition de Fad(h) nous avons donc γ1(·) ¹ Λt(·). En procédant à nouveau ainsi, on
montre que :

∀i = 0, . . . , t γi(·) ¹ Λt(·),

ce qui achève la preuve. ¤

Proposition II.29. Soit {ht}t=0,...,T−1 une famille causale de fonctions d’observation à
mémoire parfaite en boucle ouverte. On suppose qu’il n’y a pas d’effet dual en boucle ou-
verte, alors :

Fnde =
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ F

ξt
UT

}
.

Preuve : Soit γ ∈ Fnde et t fixé alors . D’après la proposition II.28 :

(γ0, . . . , γt) ¹
∨

u∈UT

ht(u, ·),

ce qui combiné avec l’hypothèse d’absence d’effet dual pour les contrôles constants donne :

(γ0, . . . , γt) ¹ ξt(·). (II.8)

Puisque ht(γ(·), ·) ≡ ξt(·) alors :

(γ0, . . . , γt) ¹ ht(γ(·), ·).

en résumé :

Fnde ⊂
{
γ : Ω→ UT | ∀t = 0, . . . , T − 1 ρt ◦ γ(·) ∈ FadUT (ht) ∩ Fξt

UT

}
.

L’inclusion inverse nous est donnée par la proposition II.21. ¤
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II.5.3 Conclusion

Nous avons affaibli l’hypothèse de mémoire parfaite, nous avons montré notamment

que l’ensemble Fnde se réduit sous l’hypothèse (H) à l’ensemble Fξ̂. Naturellement si l’on
fait cœxister l’hypothèse de mémoire parfaite pour les contrôles constants et l’hypothèse
(H), on a le résultat suivant Fnde = Fξ sous réserve d’absence d’effet dual pour les contrôles
constants. En conclusion, la mémoire parfaite pour la famille de fonctions d’observation
n’est pas une hypothèse nécessaire pour caractériser le plus grand espace sur lequel il n’y
a pas d’effet dual.
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Chapitre III

Variations autour des métriques sur
F∗

III.1 Introduction

La structure d’information d’un problème d’optimisation stochastique, désigne la con-
trainte de mesurabilité portant sur les variables de décision. Il est classique en modélisation,
de traduire la connaissance que l’on peut avoir d’un système en définissant dans le modèle
des relations de mesurabilité par rapport à une ou plusieurs tribus. Typiquement l’ob-
servation de signaux (émis par un système) modélisés par des variables aléatoires réelles
h1, . . . , hN se traduit dans le modèle par la contrainte que γ est σ(h1, . . . , hN)-mesurable.
Un résultat d’analyse nous dit que cela signifie qu’il existe une fonction mesurable f définie
sur Rn telle que γ = f(h1, . . . , hN), autrement dit la variable de décision γ est contrainte
d’être uniquement une fonction des observations. Ainsi on rencontre des tribus dans toutes
les applications où il est question d’information : c’est notamment le cas dans les modèles
en Mathématiques financières, ou bien plus généralement dans les modèles de décisions
dans l’incertain. Malgré les nombreuses applications liées aux tribus, il existe peu d’études
topologiques de l’espace (notons le F ∗) des sous-tribus d’une tribu F donnée. Ainsi, autant
pour certains espaces (l’espace des fonctions continues sur un compact par exemple), on
trouve pléthore de topologies et de métriques, autant en ce qui concerne l’espace F ∗, il
n’existe que très peu de résultats. C’est en 1970 que Neveu [68] définit pour la première
fois une topologie sur l’espace F ∗. Viennent ensuite Boylan [24] en 1971 puis Rogge [93] en
1974 qui définissent chacun une métrique sur F ∗ dont on montre facilement qu’elles sont
équivalentes.

Nous étudions dans ce chapitre les topologies de convergence forte et de convergence
uniforme. Nous apportons par ailleurs un résultat nouveau permettant de traduire une
propriété de convergence d’une suite de variables aléatoires à valeurs vectorielles, en une
propriété de convergence sur la suite des tribus associées.

27
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III.1.1 Notions sur les tribus

Définition III.1. Deux tribus G et G ′ sont équivalentes si elles diffèrent seulement pour
des ensembles de mesure nulle. On note cela par G ∼ G ′ ou bien par G ∼P G

′ pour bien
marquer la dépendance de cette relation par rapport à la probabilité P. Si A ∈ F est de
mesure nulle alors G ∼ G ∩ Ac.

Définition III.2. Une sous-tribu B de F est dite complète si elle contient toutes les parties
F -mesurables de Ω qui sont de mesure nulle.

Définition III.3. On note F ∗∗ l’ensemble des sous-tribus de F et F ∗ l’espace des classes
d’équivalence des éléments de F ∗∗ pour la relation ∼. On utilisera la même notation pour
désigner un élément de F ∗ ou son représentant dans F ∗∗.

Proposition III.4.

∀B1,B2 ∈ F
∗∗, (E (f | B1) = E (f | B2) P− p.s. ∀f ∈ L1R(Ω))⇔ B1 ∼ B2.

Définition III.5. Soit F une famille de sous-ensembles de Ω . La sous-tribu engendrée par
F est la plus petite tribu (au sens de l’inclusion) sur Ω contenant F, elle sera notée σ(F).

Définition III.6. Soit f : (Ω,F)→ (X,S) une variable aléatoire, alors σ(f)
def
= f−1(S).

Définition III.7. Soient A et B deux sous-ensembles de Ω ; la différence symétrique de A
et B est l’ensemble noté A∆B et défini de la façon suivante :

A∆B
def
= (A ∩Bc) ∪ (B ∩ Ac).

Définition III.8. Soient F une famille de sous-ensembles de Ω, et F un sous-ensemble de
Ω alors :

F ∩ F
def
= {B ∩ F | B ∈ F} .

Remarque III.9. Si B est une sous-tribu de F et si F est une partie non vide de Ω alors
B ∩ F est une tribu de parties de F appelée trace de B sur F .

Définition III.10. Soient G et H deux familles de sous-ensembles de Ω, alors :

G ∪H def
= {X | X ∈ G ou X ∈ H} ;

de même :

G ∩H def
= {X | X ∈ G et X ∈ H} .

Lemme III.11. Soient G, H deux familles de sous-ensembles de Ω et D un sous-ensemble
de Ω alors :

(G ∪H) ∩D = (G ∩D) ∪ (H ∩D).
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Définition III.12. Soient G et G′ deux familles de sous-ensembles de Ω. On note G ∨G′

(borne supérieure de G et G′) la tribu définie de la manière suivante :

G ∨G′ def= σ(G ∪G′).

Définition III.13. Soit A ⊂ Ω, la fonction indicatrice de A est définie de la manière
suivante :

IA(ω) =
{

1 si ω ∈ A ;
0 sinon.

III.2 Convergence forte de tribus

Dans Calcul des probabilités, J. Neveu ([67] p. 117–118) introduit en 1970 la notion de
convergence forte d’espérance conditionnelle. Cotter [31] montre en 1985 que la topologie
associée à la convergence forte de tribus est métrisable. Signalons les articles traitant de la
discrétisation de filtration [59, 29, 30] en utilisant la notion de convergence forte de tribus.

III.2.1 Topologie de convergence forte

Nous allons définir ce qu’est la topologie de convergence forte de tribus dans F ∗.

Définition III.14. La topologie la plus grossière (contenant le moins d’ouverts) rendant
continue les applications :

F∗ → (L1R(Ω), ||·||L1
R(Ω)

), B 7→ E (f | B) ; (III.1)

pour tout f ∈ L1R(Ω), sera dite topologie de convergence forte sur F ∗.

Proposition III.15 ([25, Proposition III.1]). Soit (Bn)n∈N une suite de F∗, et B ∈ F∗.
Alors limn Bn = B si et seulement si pour tout f ∈ L1R(Ω) :

lim
n
||E (f | Bn)− E (f | B)||L1

R(Ω)
= 0.

La topologie de convergence forte est métrisable, c’est ce que nous allons observer en
introduisant la distance de Cotter.

Définition III.16 (Cotter [31]). Soit f = (fj)j∈N une famille dénombrable de L1R(Ω,F),
on appelle ρF ,f , l’application définie sur F ∗∗ ×F∗∗ par :

ρF ,f (B,B
′)
def
=

∞∑

j=1

1

2j
min

{
||E (fj | B)− E (fj | B

′)||
L1

R(Ω)
, 1
}
.

Théorème III.17 (Cotter [31]). Si f = (fj)j∈N est une famille dénombrable dense
d’éléments de L1R(Ω,F), alors (F ∗, ρF ,f ) est un espace métrique complet séparable. Deux
distances utilisant des familles dénombrables denses différentes d’éléments de L1R(Ω,F)
sont uniformément équivalentes.
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Nous noterons souvent ρ ou ρf , quand il n’y aura pas d’ambigüıté.

Proposition III.18. Soit f = (fj)j∈N une famille dense dans L1R(Ω,F), alors ρF ,f définit
la topologie de convergence forte de tribus sur F ∗.

Preuve : Il suffit simplement de montrer qu’un ouvert de l’espace métrique (F ∗, ρF ,f ) contient
un ouvert pour la topologie forte et réciproquement. Soit ε > 0 et considérons l’ensemble suivant :

V =
{
B′ | ρF ,f (B,B

′) < ε
}
.

Nous allons montrer que V est ouvert pour la topologie forte sur F ∗. Il existe Nε ∈ N tel que :

∀B,B′ ∈ F∗,
∞∑

j=Nε+1

1

2j
min

{∣∣∣∣E (fj | B)− E
(
fj | B

′
)∣∣∣∣

L1
R(Ω)

, 1
}

<
ε

2
.

Soit W l’ensemble suivant :

W =



B

′ |
Nε∑

j=1

1

2j
min

{∣∣∣∣E (fj | B)− E
(
fj | B

′
)∣∣∣∣

L1
R(Ω)

, 1
}

<
ε

2



 .

L’application

B′ 7→
Nε∑

j=1

1

2j
min

{∣∣∣∣E (fj | B)− E
(
fj | B

′
)∣∣∣∣

L1
R(Ω)

, 1
}

;

étant continue pour la topologie de convergence forte de tribus, W est donc un ouvert de cette
topologie. Par ailleurs nous avons clairement que W ⊂ V . En notant Tρ (resp. Tf ) la topologie
associée à ρ (resp. la topologie forte), nous avons montré que Tρ ⊂ Tf . Nous allons montrer que
pour tout f intégrable, l’application (III.1) est continue. Soient f intégrable ε > 0 et B ∈ F ∗

alors :

∣∣∣∣E (f | B)− E
(
f | B′

)∣∣∣∣
L1

R(Ω)
≤ ||E (f | B)− E (fi | B)||L1

R(Ω)
+
∣∣∣∣E (fi | B)− E

(
fi | B

′
)∣∣∣∣

L1
R(Ω)

+
∣∣∣∣E
(
fi | B

′
)
− E (f | B)′

∣∣∣∣
L1

R(Ω)
;

d’où : ∣∣∣∣E (f | B)− E
(
f | B′

)∣∣∣∣
L1

R(Ω)
≤ 2 ||f − fi||L1

R(Ω)
+ 2iρF ,f (B,B

′).

Nous choisissons fi0 de sorte que ||f − fi0 ||L1
R(Ω)

< ε
4 , puis nous posons η = ε

2i0+1 . En résumé

nous avons montré que :

∀ε > 0 ∃η > 0 ρF ,f (B,B
′) ≤ η ⇒

∣∣∣∣E (f | B)− E
(
f | B′

)∣∣∣∣
L1

R(Ω)
≤ ε ;

autrement dit l’application (III.1) est continue. ¤
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Théorème III.19 (Neveu [67]). Pour tout p ∈ [1,∞[ et tout X ∈ Lp
R(Ω), la famille :

{(E (X | B))p ; B ⊂ F} ,

obtenue en faisant varier B parmi les sous tribus de F est équi-intégrable . Étant donnée
une suite (Bn)n∈N de sous-tribus de F telle que les limites lim

n
E (IA | Bn) existent pour

tout A ∈ F au sens de la convergence en probabilité, alors pour tout p ∈ [1,∞[ et pour
tout X ∈ Lp

R(Ω) les limites lim
n
E (X | Bn) existent au sens de la convergence dans Lp

R(Ω).

De plus, il existe une sous-tribu B de F telle que les limites ci-dessus cöıncident p.s avec
E (IA | B) et E (X | B).

Une propriété très importante de la topologie de la convergence forte est la densité des
tribus engendrées par une partition finie. C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition III.20 (Cotter [31]). Soit B ∈ F∗, alors pour tout ε > 0 il existe
une partition finie P de Ω telle que σ(P ) ⊂ B et ρ(σ(P ),B) < ε.

Proposition III.21 (Cotter [31]). La suite (Bn)n∈N converge fortement dès que l’une
des conditions suffisantes suivantes est satisfaite :

(a) pour tout A ∈ F , (P (A | Bn))n∈N converge pour la norme L1R(Ω) ou en probabilité,
avec P(A | Bn) = E (IA | Bn),

(b) pour toute application f dans un sous ensemble dense de L1R(Ω), (E (f | Bn))n∈N
converge en probabilité ou dans Lp

R(Ω), avec p ∈ [1,+∞[,

(c)
∞∨

m=1

∞⋂

n=m

Bn =
∞⋂

m=1

∞∨

n=m

Bn.

Définition III.22. On appelle P-limite supérieure de la suite (Bn)n∈N la plus petite tribu
B0 au sens de l’inclusion vérifiant :

lim sup
n→∞

||E (f | Bn)||L1
R(Ω)

≤ ||E (f | B0)||L1
R(Ω)

;

où f ∈ L1R(Ω,F). On notera alors B0 = P− lim supBn.

Définition III.23. On appelle P-limite inférieure de la suite (Bn)n∈N la plus grande tribu
B0 au sens de l’inclusion vérifiant :

lim inf
n→∞

||E (f | Bn)||L1
R(Ω)

≥ ||E (f | B0)||L1
R(Ω)

;

pour toute variable aléatoire f ∈ L1R(Ω,F). On notera alors B0 = P− lim inf Bn.
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Théorème III.24 (Kudo [62]). Pour toute suite (Bn)n∈N de tribus, la tribu :

B0 =

{
A ∈ F | lim

n→∞
inf
B∈Bn

P(A∆B) = 0

}
;

est limite inférieure de la suite (Bn)n∈N.

Théorème III.25 (Kudo [62]). Soit (Bn)n∈N une suite de tribus alors :

P− lim inf Bn ⊂ P− lim supBn ;

où le signe ⊂ peut être remplacé par l’égalité si et seulement si la suite converge fortement.

Remarque III.26. Nous aurions pu définir les limites supérieure et inférieure par les
ensembles ∩∞k=1 ∨

∞
n=k Bn et ∨∞k=1 ∩

∞
n=k Bn. Si la suite (Bn)n∈N est monotone, les limites

cöıncident, cependant dans le cas général, on à juste :

∨∞k=1 ∩
∞
n=k Bn ⊂ P− lim inf Bn ⊂ P− lim supBn ⊂ ∩

∞
k=1 ∨

∞
n=k Bn.

III.2.2 Propriétés de continuité de l’application σ

Nous étendrons dans cette section un résultat de continuité de Cotter en montrant que
l’application σ qui applique à une variable aléatoire vectorielle f la tribu f−1(BRm), vérifie
une propriété de continuité pour la topologie de la convergence en probabilité, l’espace
d’arrivée étant muni de la topologie de convergence forte de tribus.

Théorème III.27. Soient A et B deux sous-tribus de F telles que A ⊂ B, f = {fi}i∈N une
famille dense de fonctions de L1R(Ω,F). Alors la famille g = {gi}i∈N avec gi = E (fi | B)
est dense dans L1R(Ω,B) et nous avons :

ρF ,f (A,B) = ρB,g(A,B).

Preuve : Il est clair que la famille de fonctions {gi}i∈N est une famille dénombrable d’éléments
de L1R(Ω,B), nous allons montrer qu’elle est dense dans ce même espace, soit h ∈ L1R(Ω,B) alors :

||gi − h||L1
R(Ω)

= ||E (fi | B)− E (h | B)||L1
R(Ω)

;

= ||E (fi − h | B)||L1
R(Ω)

;

≤ ||fi − h||L1
R(Ω)

;

puisque la famille {fi}i∈N est dense dans L1R(Ω,F) alors la famille {gi}i∈N est dense dans L1R(Ω,B).
Par définition de ρF ,f nous avons :

ρF ,f (A,B) =
∞∑

i=1

1

2i
min

{
||E (fi | A)− E (fi | B)||L1

R(Ω)
, 1
}
.

Comme A ⊂ B nous avons

E (fi | A) = E (E (fi | B) | A) = E (gi | A) ,
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on obtient donc :

ρF ,f (A,B) =
∞∑

i=1

1

2i
min

{
||E (gi | A)− E (gi | B)||L1

R(Ω)
, 1
}
= ρB,g(A,B).

¤

Nous allons généraliser le résultat suivant [32, théorème 2.1] de Cotter.

Théorème III.28. Soit {hn}n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans Rm, qui
converge en probabilité vers h. Alors :

σ(h) ⊂ P− lim inf σ(hn).

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout r > 0, α ∈ Rm A
def
= {ω | ||h(ω)− α|| < r} ∈

P− lim inf σ(hn). Il existe δ > 0 tel que :

P({ω | r − δ < ||h(ω)− α|| < r}) <
ε

2
.

Il existe N tel que si n ≥ N alors :

P
({

ω | ||hn(ω)− h(ω)|| <
δ

2

})
> 1−

ε

2
.

On définit :

W
def
=

{
ω | ||hn(ω)− h(ω)|| <

δ

2

}
;

et :

B
def
=

{
ω | ||hn(ω)− α|| ≤ r −

δ

2

}
.

Si ω ∈ W ∩ Bc alors ||h(ω)− α|| > r − δ et si ω ∈ W ∩ B, ||h(ω)− α|| < r, ce qui implique
que :

P({A∆B}) ≤ P({A ∩Bc ∩W}) + P({Ac ∩B ∩W}) + P({W c}) <
ε

2
+ 0 +

ε

2
.

¤

Corollaire III.29. Soit {hn}n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans Rm qui
converge en probabilité vers h. Si σ(h) = F alors la suite {σ(hn)}n∈N converge fortement
vers σ(h) par rapport à (Ω,F ,P).

Preuve : D’après le théorème III.28 :

σ(h) ⊂ P− lim inf σ(hn) ;

par ailleurs nous avons par hypothèse que σ(h) = F alors :

σ(h) ⊂ P− lim inf σ(hn) ⊂ P− lim supσ(hn) ⊂ σ(h) ;
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autrement dit d’après le théorème III.25 la suite {σ(hn)}n∈N converge fortement vers σ(h). ¤

Le résultat que nous allons énoncer maintenant tient une place privilégiée étant donné
son intérêt pratique pour les applications numériques.

Théorème III.30. Soit {hn}n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans
Rm qui converge en probabilité vers h. Si pour tout n ∈ N, σ(hn) ⊂ σ(h), alors la
suite {σ(hn)}n∈N converge fortement vers σ(h).

Preuve : D’après le corollaire III.29, nous avons que σ(hn) converge fortement vers σ(h) par

rapport à (Ω, σ(h),P). D’après le théorème III.27, nous avons aussi que σ(hn) converge fortement

vers σ(h) par rapport à (Ω,F ,P). ¤

Corollaire III.31. Soient h une variable aléatoire à valeurs dans Rm et {Qn}n∈N une suite
d’applications mesurables de Rm dans Rm. Si la suite {Qn ◦ h}n∈N converge en probabilité
vers h, alors la suite {σ(Qn ◦ h)}n∈N converge fortement vers σ(h).

Preuve : Il suffit d’observer que nous avons nécessairement pour tout n ∈ N, σ(Qn ◦ h) ⊂

σ(h), puis d’appliquer le théorème III.30. ¤

Soit le problème d’optimisation suivant :

Pn min
Q∈Dn

||Q(h(ξ))− h(ξ)||2L2
Rm (Ω)

;

où Dn = {Q : Y 7→ R | card( imQ) = 2n}. Alors nous avons le résultat suivant.

Proposition III.32. Soit h : (R,BR) 7→ R une variable aléatoire réelle positive majorée
par M . Alors la suite {σ(Qn ◦ h)}n∈N où chaque Qn est solution de Pn converge fortement
vers σ(h).

Preuve : Puisque h ∈ L∞R (R) alors la suite {hn}n∈N définie par :

hn = M
2n−1∑

k=0

k

2n
I{

x|Mk
2n
≤x<

M(k+1)
2n

}(h) ;

converge vers h dans L∞R (R). Par définition de Qn nous avons alors :

||Qn ◦ h− h||L2
R(R)

≤ ||hn − h||L2
R(R)

≤ ||hn − h||L∞R (R)
.
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Alors la suite {Qn ◦ h}n∈N converge au sens de L2R(R) vers h, donc également en probabilité. On

déduit alors grâce au théorème III.31 le résultat annoncé. ¤

Nous avons montré à l’aide du corollaire III.31 qu’il est possible d’obtenir la convergence
de la suite (σ(Qn ◦h))n∈N dès que la suite (Qn ◦h)n∈N converge en probabilité vers h. Nous
allons discuter maintenant de la possibilité d’obtenir la convergence de la suite (σ(h ◦
Qn))n∈N.

Théorème III.33. Soit (Qn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles à valeurs réelles
et h une fonction réelle continue. On note Hn = σ(Qn), n ∈ N et H = σ(Q). Supposons
que :

– la suite (Qn)n∈N converge en probabilité vers Q ;
– la suite (Hn)n∈N est asymptotiquement indépendante conditionnellement à H.

Alors la suite (σ(h ◦Qn))n∈N converge fortement vers σ(h ◦Q).

Preuve : Posons Gn = σ(h ◦ Qn) et G = σ(h ◦ Q), nous avons clairement pour tout

n ∈ N, Gn ⊂ Hn et G ⊂ H. Alors, la suite (Gn)n∈N est asymptotiquement indépendante condi-

tionnellement à G. Par ailleurs l’application h étant supposée continue, nous avons aussi que la

suite (h ◦Qn)n∈N converge en probabilité vers h ◦Q. Le résultat est alors un simple corollaire de

[59, théorèmes 7.3 et 7.4]. ¤

Proposition III.34. Soient A,B et C des sous-tribus embôıtées (A ⊂ B ⊂ C) de F alors :

ρ(B,A) ≤ ρ(C,A).

Preuve : Commençons par montrer que pour toute fonction f intégrable :

||E (f | B)||L1
R(Ω)

≤ ||E (f | C)||L1
R(Ω)

. (III.2)

En effet d’après le lemme B.5 :

||E (f | B)||L1
R(Ω)

= ||E (E (f | C) | B)||L1
R(Ω)

; (III.3)

nous déduisons alors de l’inégalité de Jensen (proposition B.4) que :

||E (E (f | C) | B)||L1
R(Ω)

≤ ||E (f | C)||L1
R(Ω)

. (III.4)

La combinaison des inégalités (III.3) et (III.4) permet d’obtenir l’inégalité (III.2). On remplace
alors dans (III.2) f par f − E (f | A) et l’on obtient donc :

||E (f | B)− E (f | A)||L1
R(Ω)

≤ ||E (f | C)− E (f | A)||L1
R(Ω)

.

Cette dernière relation et la définition de ρ implique le résultat de manière évidente. ¤
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Corollaire III.35. Soient A,B et C des sous-tribus embôıtées (A ⊂ B ⊂ C) de F alors :

ρ(B, C) ≤ 2ρ(A, C).

Preuve : Ce résultat est une conséquence directe de l’inégalité triangulaire et de la proposition

précédente. ¤

Corollaire III.36. Soient (Gn)n∈N et (Hn)n∈N deux suites de sous-tribus de F et G ∈ F ∗

telles que :

Gn ⊂ Hn ⊂ G ;

lim
n→∞

ρ(Gn,G) = 0 ;

alors lim
n→∞

ρ(Hn,G) = 0.

III.2.3 Variation autour de la topologie de la convergence forte

La métrique définie par Cotter présente un inconvénient pratique. Typiquement même
si l’on munit Ω d’une tribu engendrée par une partition finie, la distance ρ sera quand
même définie à l’aide d’une famille dénombrable. Nous allons montrer qu’il est possible
d’affaiblir l’hypothèse de densité faite sur la famille de variables aléatoires entrant en jeu
dans la définition de ρ .

Définition III.37. Soit E un R-espace vectoriel normé, une famille {fi}i∈N d’éléments de
E est dite totale si pour tout élément f ∈ E et pour tout ε > 0 il existe N réels α1, . . . , αN

tels que : ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
N∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
E

≤ ε.

On remarque en particulier qu’une famille dénombrable dense est nécessairement totale.

Définition III.38. Soit f = {fi}i∈N une famille totale de variables aléatoires réelles posi-
tives telle que :

∞∑

i=1

1

2i
||fi||L1

R(Ω)
< +∞. (III.5)

Alors, l’application ρ̃f est définie de la manière suivante :

ρ̃f (B,B
′) =

∞∑

i=1

1

2i
||E (fi | B)− E (fi | B

′)||L1
R(Ω)

.
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Remarque III.39. Si Ω est un espace métrique et F la tribu des boréliens sur Ω alors, il
existe une famille totale de L1R(Ω) constituée de fonctions indicatrices (nous renvoyons le
lecteur à [58] p. 133). Pour cette famille nous avons que :

∞∑

i=1

1

2i
||fi||L1

R(Ω)
≤ 1.

Lemme III.40. Si {fi}i∈N est une suite de variables aléatoires réelles positives vérifiant

(III.5), alors la suite

{
n∑

i=1

1

2i
fi

}

n∈N

converge presque sûrement vers une variable aléatoire

g et :

lim
n→∞

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

1

2i
fi − g

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

= 0.

Preuve : La suite

{
n∑

i=1

1

2i
fi

}

n∈N
étant croissante, le résultat est alors une conséquence

immédiate du théorème de Beppo-Levi. ¤

Proposition III.41. Soit f = {fi}i∈N une famille totale d’éléments de L1R(Ω) vérifiant
(III.5) alors, l’application ρ̃f est une distance sur F ∗.

Preuve : Il est clair que l’inégalité triangulaire et la symétrie sont vérifiées. Par ailleurs, il
est clair également que si A = B alors ρ̃f (A,B) = 0. Supposons que ρ̃f (A,B) = 0. Par définition
de ρ̃f cela implique pour tout élément de la famille fi nous avons E (fi | A) = E (fi | B). Soit f
dans L1R(Ω), la famille {fi}i∈N étant totale, pour tout ε > 0 il existe α1, . . . , αNε tels que :

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
Nε∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

≤ ε.

Soit G une sous-tribu de F ; on a alors par l’inégalité de Jensen :

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣E (f | G)− E

(
Nε∑

i=1

αifi | G

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

≤

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
Nε∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

≤ ε. (III.6)

D’après l’inégalité triangulaire :

||E (f | A)− E (f | B)||L1
R(Ω)

≤

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣E (f | A)− E

(
Nε∑

i=1

αifi | A

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣E
(

Nε∑

i=1

αifi | A

)
− E

(
Nε∑

i=1

αifi | B

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣E
(

Nε∑

i=1

αifi | B

)
− E (f | B)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

.
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En utilisant (III.6) :

||E (f | A)− E (f | B)||L1
R(Ω)

≤ 2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f −
Nε∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

;

donc :
||E (f | A)− E (f | B)||L1

R(Ω)
≤ 2ε,

ε étant un nombre positif quelconque, nous avons E (f | A) = E (f | B) pour tout f ∈ L1R(Ω) ce

qui implique que A = B (voir [24, théorème 2]). ¤

Remarque III.42. Dans le cas où Ω est un espace métrique, il existe dans L1R(Ω) une
famille totale de fonctions indicatrices f = {IAi}i∈N. Il est facile de montrer que F peut être
approché par une tribu engendrée par un nombre fini d’ensembles. Il suffit de considérer
la tribu BN engendrée par {A1, . . . , AN}. Il est clair que nous avons alors :

ρ̃f (BN ,F) ≤
1

2N
.

Théorème III.43. Soit f = {fi}i∈N une famille totale d’éléments de L1R(Ω), vérifiant
(III.5). Alors, la distance de ρ̃f définit la même topologie que la convergence forte.

Preuve : Soit {Bn}n∈N une suite de tribus qui converge fortement vers B. Alors :

lim
n→∞

||E (fi | Bn)− E (fi | B)||L1
R(Ω)

= 0.

Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que :

∞∑

i=N

1

2i
||E (fi | Bn)− E (fi | B)||L1

R(Ω)
≤

ε

2
.

Il reste à choisir N0 suffisamment grand pour que pour tout n plus grand que N0 :

N−1∑

i=1

1

2i
||E (fi | Bn)− E (fi | B)||L1

R(Ω)
≤

ε

2
.

D’où :
ρ̃f (Bn,B) ≤ ε.

Réciproquement nous allons supposer que :

lim
n→∞

ρ̃f (Bn,B) = 0.

Alors pour tout i nous avons :

lim
n→∞

||E (fi | Bn)− E (fi | B)||L1
R(Ω)

= 0.
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Soient ε > 0 et IA la fonction indicatrice de A ∈ F , alors il existe α1, . . . , αNε tels que :

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣IA −
Nε∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

≤
ε

4
.

D’après l’inégalité triangulaire nous avons :

||E (IA | Bn)− E (IA | B)||L1
R(Ω)

≤ 2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣IA −
Nε∑

i=1

αifi

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

+

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣E
(

Nε∑

i=1

αifi | Bn

)
− E

(
Nε∑

i=1

αifi | B

)∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
L1

R(Ω)

.

Donc :

||E (IA | Bn)− E (IA | B)||L1
R(Ω)

≤
ε

2
+

Nε∑

i=1

|αi| ||E (fi | Bn)− E (fi | B)||L1
R(Ω)

.

Ce qui prouve que {E (IA | Bn)}n∈N converge en norme L1R(Ω) vers E (IA | B), donc également au

sens de la convergence en probabilité. ¤

Théorème III.44. Soient f = {fi}i∈N une famille totale de variables aléatoires positives de
L1R(Ω) vérifiant (III.5) et deux sous-tribus de F notées B et B′. Alors pour toute application
γ ∈ Lp

R(Ω) où
1
p
+ 1

q
= 1 nous avons :

|E [〈g,E (γ | B)− E (γ | B′)〉] | ≤ ||γ||LpR(Ω)
ρ̃f (B,B

′) ;

où g(ω) = lim
n→∞

n∑

i=1

1

2i
fi(ω).

Preuve : On désigne par 〈·, ·〉 le produit scalaire dans R, alors :
∣∣∣∣∣E
[〈

n∑

i=1

1

2i
fi,E (γ | B)− E

(
γ | B′

)
〉]∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣E
[

n∑

i=1

1

2i
〈
E (fi | B)− E

(
fi | B

′
)
, γ
〉
]∣∣∣∣∣ ;

≤
n∑

i=1

1

2i
∣∣E
[〈

E (fi | B)− E
(
fi | B

′
)
, γ
〉]∣∣ ;

≤
n∑

i=1

1

2i
E
[∣∣〈E (fi | B)− E

(
fi | B

′
)
, γ
〉∣∣] ;

≤
n∑

i=1

1

2i
||γ||LpR(Ω)

∣∣∣∣E (fi | B)− E
(
fi | B

′
)∣∣∣∣

L
q
R(Ω)

;

≤ ||γ||LpR(Ω)
ρ̃f (B,B

′).
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Par ailleurs :
∣∣∣∣∣

〈
n∑

i=1

1

2i
fi,E (γ | B)− E

(
γ | B′

)
〉∣∣∣∣∣ ≤

∣∣〈g,E (γ | B)− E
(
γ | B′

)〉∣∣ .

D’après (III.5) g ∈ Lq
R(Ω) alors :

〈
g,E (γ | B)− E

(
γ | B′

)〉
∈ L1R(Ω).

D’après le théorème de convergence dominée nous avons :

lim
n→∞

E

[〈
n∑

i=1

1

2i
fi,E (γ | B)− E

(
γ | B′

)
〉]

= E
[〈

g,E (γ | B)− E
(
γ | B′

)〉]
;

d’où le résultat : ∣∣E
[〈

g,E (γ | B)− E
(
γ | B′

)〉]∣∣ ≤ ||γ||LpR(Ω) ρ̃f (B,B
′).

¤

Remarque III.45. Soit une partition P = {Ωi}i=1,...,N de Ω, alors la famille f = {IΩi}i=1,...,N
est totale dans L1R(Ω,B) ou B = σ(P ). La distance ρ̃f se résume simplement à une somme
finie :

∀G,H ∈ F∗, ρ̃f (G,H) =
N∑

i=1

1

2i
||E (IΩi | G)− E (IΩi | H)||L1

R(Ω)
.

III.2.4 Borne sup de tribus

L’opération de borne supérieure de tribus n’est pas continue généralement. Cepen-
dant nous allons donner un cas très utile où nous pourrons affirmer la continuité de cette
opération.

Proposition III.46. Soit {An}n∈N (resp. {Bn}n∈N) une suite de sous-tribus de F qui
converge fortement vers A (resp. B). Alors :

A ∨ B ⊂ P− lim inf(An ∨ Bn).

Preuve : Soit B ∈ B alors :

inf
A∈An∨Bn

P(A∆B) ≤ inf
A∈Bn

P(A∆B).

Puisque la suite (Bn)n∈N converge fortement vers B alors :

B = P− lim
n

inf Bn ;

ce qui implique que limn→∞ infA∈Bn P(A∆B) = 0, donc que :

lim
n→∞

inf
A∈An∨Bn

P(A∆B) = 0 ;
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ce qui prouve que B ∈ P − lim inf An ∨ Bn, donc que B ⊂ P − lim inf An ∨ Bn et de manière
symétrique A ⊂ P− lim inf An ∨ Bn. Or P− lim inf An ∨ Bn étant une tribu alors :

A ∨ B ⊂ P− lim inf An ∨ Bn.

¤

Remarque III.47. Nous aurions également pu remarquer que :

inf
A∈Bn

P(A∆B) = inf
A∈Bn

E [|E (IB | Bn)− IA|] ;

= E
[∣∣∣E (IB | Bn)− I{ω|E(IB |Bn)(ω)> 1

2}

∣∣∣
]
;

= E [min {E (IB | Bn) ,E (IBc | Bn)}] ;

≤ E [|E (IB | Bn)− IB|] ;

et suivre ensuite le même raisonnement.

Proposition III.48. Soit (An)n∈N (resp. (Bn)n∈N) une suite de sous-tribus de F qui
converge fortement vers A (resp. B). Si pour tout n ∈ N, An ∨ Bn ⊂ A ∨ B alors la
suite (An ∨ Bn)n∈N converge fortement vers A ∨ B.

Preuve : D’après la proposition III.46 :

A ∨ B ⊂ P− lim inf An ∨ Bn.

Alors :
A ∨ B ⊂ P− lim inf An ∨ Bn ⊂ P− lim supAn ∨ Bn ⊂ A ∨ B.

Alors, d’après le théorème III.25, la suite (An ∨ Bn)n∈N converge fortement vers A ∨ B. ¤

Remarque III.49. La proposition III.48 est fausse pour l’opération d’intersection de deux
tribus, c’est à dire pour l’application suivante :

B 7→ B ∩ A.

En effet comme nous allons montrer grâce à l’exemple suivant il n’est pas possible de
garantir la convergence de la suite (Bn ∩ A)n∈N même dans le cas où la suite (Bn)n∈N
converge fortement vers F .

Exemple III.50. Le couple (Ω,F) désigne l’ensemble [0, 1] × [0, 1] muni de sa tribu des
boréliens. Considérons l’application g : (x, y) 7→ −x + y et l’application gn définie pour
tout n ∈ N∗ par :

gn(x, y) = (
2k + 1

2n
,
2k′ + 1

2n
) si (x, y) ∈

]
k

n
,
k + 1

n

]
×

]
k′

n
,
k′ + 1

n

]
.

Il est facile de montrer que la suite {gn(x, y)}n∈N∗ converge simplement vers (x, y), on
déduit alors du corollaire III.29 que la suite de tribu {σ(gn)}n∈N∗ converge fortement vers
F . Pourtant, σ(gn) ∩ σ(g) = {Ω, ∅} pour tout n ∈ N∗.
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III.3 Convergence uniforme de tribus

C’est en 1971 que Boylan [24] définit la topologie de convergence uniforme sur F ∗. Par
la suite, plusieurs articles ont tenté de mettre en évidence les propriétés de cette distance
et d’en donner des définitions topologiquement équivalentes et plus intuitives [2]. Cette
section rappelle certaines propriétés relatives à la distance de Boylan et introduit une
nouvelle métrique de convergence uniforme sur F ∗.

Définition III.51 (Boylan [24]). On appelle d0 l’application définie sur F ∗×F∗ à valeurs
dans R par :

d0(G,H)
def
= sup

G∈G
inf
H∈H

P(G∆H) + sup
H∈H

inf
G∈G

P(G∆H) ;

Théorème III.52 (Boylan [24]). L’application d0 définit une distance sur F ∗.

Théorème III.53 (Boylan [24]). Soit (Gn)n∈N une suite de Cauchy pour d0 d’éléments
de F∗. Il existe alors une tribu G ⊂ F telle que lim

n−→+∞
d0(Gn,G) = 0.

Théorème III.54 (Boylan [24]). Soit (Gn)n∈N une suite de sous-tribus de F et soit :

Φ =

{
f ∈ L∞R (Ω) | sup

ω∈Ω
|f(ω)| ≤ 1 P− p.s.

}
. (III.7)

Alors lim
n→+∞

||E (f | Gn)− E (f | G)||L1
R(Ω)

= 0 uniformément sur Φ si et seulement si :

lim
n→∞

d0(Gn,G) = 0.

Nous dirons alors que la suite (Gn)n∈N converge uniformément vers G.

Remarque III.55. Soit :

dBoy(B,B
′)
def
= sup

f∈Φ
||E (f | B)− E (f | B′)||LpR(Ω)

où Φ est l’ensemble (III.7). Il est facile de montrer que dBoy est une distance, de plus d’après
le théorème III.54, dBoy définie la topologie de la convergence uniforme de tribus.

Définition III.56 (Rogge [93]). La distance de Rogge notée δ, est définie de la manière
suivante :

δ(G,H)
def
= max

{
sup
G∈G

inf
H∈H

P(G∆H), sup
H∈H

inf
G∈G

P(G∆H)

}
.

La distance de Rogge est topologiquement équivalente à la distance de Boylan en effet :

1

2
d0(G,H) ≤ δ(G,H) ≤ d0(G,H).

Le résultat suivant prouve la continuité de l’opération de borne supérieure pour la
topologie induite par la distance de Boylan. Il est dû à B. Allen [3].

Théorème III.57 (Allen [3]). Pour toutes tribus G,G ′,H,H′ de F∗ :

d0(G ∨ H,G ′ ∨H′) ≤ 4d0(G,G
′) + 4d0(H,H′).
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III.3.1 Variation autour de la convergence uniforme

Nous allons définir une application τ et nous allons montrer que muni de cet objet,
l’ensemble F∗ est un espace métrique. Nous montrerons également que τ est topologique-
ment équivalente à la distance de Boylan, nous nous intéresserons enfin aux propriétés
algébriques de cette distance.

Définition III.58. Soit τ l’application définie sur F ∗ ×F∗ par :

τ(G,H)
def
= inf {P(Ac) | G ∩ A = H ∩ A, A ∈ F} .

Théorème III.59. L’application τ est :
– symétrique :

∀(G,H) ∈ (F ∗)2, τ(G,H) = τ(H,G),

– sous-additive :

∀(G,H,K) ∈ (F ∗)3, τ(G,K) ≤ τ(G,H) + τ(H,K),

– séparante :
∀(G,H) ∈ (F ∗)2, τ(G,H) = 0⇒ G ∼ H.

Preuve : Soient (G,H,K) ∈ (F∗)3, la définition de τ étant symétrique τ(G,H) = τ(H,G).
Soient (A,B) ∈ (F)2, tels que :

G ∩A = H ∩A et H ∩B = K ∩B, (III.8)

soit C = A ∩B ∈ F alors :

G ∩ C = H ∩ C et H ∩ C = K ∩ C.

Par définition de τ : τ(G,K) ≤ P(Cc) = P(Ac ∪ Bc) ≤ P(Ac) + P(Bc), et puisque cette dernière
relation est vraie pour tout (A,B) ∈ (F)2 vérifiant (III.8) on a donc :

τ(G,K) ≤ τ(G,H) + τ(H,K).

Nous allons montrer que τ est séparante. Partons de l’hypothèse que τ(G,H) = 0 et montrons
tout d’abord que l’on peut construire A ∈ F tel que G ∩ A = H ∩ A et P(Ac) = 0. Soit n ∈ N,
par définition de τ nous savons qu’il existe An ∈ F tel que :

G ∩An = H ∩An et P(Ac
n) ≤

1

n
.

Posons A = ∪n∈NAn alors A ∈ F , P(Ac) = 0 et :

G ∩A = H ∩A ;

en effet soit B ∈ G ∩A alors il existe B̃ ∈ G tel que :

B = B̃ ∩A ;
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alors par définition de A nous avons :

B = B̃ ∩ (∪n∈NAn) ;

= ∪n∈N(B̃ ∩An).

Pour chaque n ∈ N il existe D̃n ∈ H tel que B̃ ∩An = D̃n ∩An donc :

B = ∪n∈N(D̃n ∩An) ;

= (∪n∈ND̃n) ∩ (∪n∈NAn) ;

= (∪n∈ND̃n) ∩A.

En observant que ∪n∈ND̃n ∈ H, nous avons montré que B ∈ H ∩ A donc que G ∩ A ⊂ H ∩ A.
Puisque G et H jouent un rôle symétrique :

G ∩A = H ∩A.

Puisque P(Ac) = 0 alors :

G = G ∩A = H ∩A = H.

¤

Proposition III.60. Pour tout (G,H) ∈ (F ∗)2, d0(G,H) ≤ 2τ(G,H).

Preuve : Soit A ∈ F tel que G ∩ A = H ∩ A, cela signifie que, pour tout G ∈ G, il existe
H ∈ H tel que :

G ∩A = H ∩A.

On a donc :

G ∩Hc ∩A = ∅,

soit encore :

G ∩Hc ⊂ Ac.

Par le même raisonnement, on a aussi :

H ∩Gc ⊂ Ac,

et donc :

G∆H ⊂ Ac.

On a donc :

∀G ∈ G inf
H∈H

P(G∆H) ≤ P(Ac),

qui nous assure :

sup
G∈G

inf
H∈H

P(G∆H) ≤ P(Ac),
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et nous concluons par définition de la distance de Boylan :

∀A ∈ F G ∩A = H ∩A =⇒ d0(G,H) ≤ 2P(Ac),

soit par définition de τ :
d0(G,H) ≤ 2τ(G,H).

¤

Exemple III.61. Considérons les sous-tribus G et H de la tribu F engendrées par les par-
titions décrites sur la figure (III.1). On suppose ici que P est une probabilité uniforme. Alors

�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���
���

	�	�	
	�	�	
	�	�	


�
�


�
�


�
�


�
�
�

�
�
�

PSfrag replacements

A

G H

Fig. III.1 – partitions associées

τ(G,H) = P(Ac). On remarque le choix de l’ensemble A n’est pas unique, en particulier à
cause du fait que la loi est uniforme.

Proposition III.62 (Neveu [68]). Soient B et B′ deux sous tribus complètes de F telles
que B ⊂ B′. Alors il existe un ensemble A ∈ B′ tel que :

P(Ac) ≤ 4d0(B,B
′) et B ∩ A = B′ ∩ A.

Réciproquement si A ∈ B′ est tel que B ∩ A = B′ ∩ A alors d0(B,B
′) ≤ P(Ac).

Cela signifie que si deux tribus B et B′ sont embôıtées, alors il existe un ensemble A
sur lequel les traces des deux tribus sont les mêmes, de plus P(Ac) ≤ 4d0(B,B

′).

Proposition III.63. Soient G et H deux éléments de F ∗ alors :

τ(G,H) ≤ 32d0(G,H).

Preuve : D’après le théorème III.57 on a tout d’abord :

d0(G,G ∨ H) ≤ 4d0(G,H) et d0(H,G ∨ H) ≤ 4d0(G,H) (III.9)

En appliquant la proposition III.62 au couple (H,H ∨ G) on obtient :

τ(H,H ∨ G) ≤ 4d0(H,H ∨ G), (III.10)
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et de la même façon par symétrie :

τ(G,H ∨ G) ≤ 4d0(G,H ∨ G), (III.11)

ce qui associé à la sous additivité de τ nous donne :

τ(G,H) ≤ τ(G,H ∨ G) + τ(H ∨ G,H) ≤ 4d0(G,H ∨ G) + 4d0(H,H ∨ G).

On conclut en utilisant (III.9) que :

τ(G,H) ≤ 32d0(G,H).

¤

Proposition III.64. Soient A, B, C trois sous-tribus de F telles que : A ⊂ B ⊂ C alors
τ(B, C) ≤ τ(A, C).

Preuve : Soit A ∈ F tel que A ∩A = C ∩A.

Comme A ⊂ B on a A ∩A ⊂ B ∩A et donc C ∩A ⊂ B ∩A.

De la même façon de B ⊂ C on déduit que B∩A ⊂ C ∩A. Donc B∩A = C ∩A. Par définition
de τ , il vient que :

τ(B, C) ≤ P(Ac).

Cette dernière inégalité est vraie pour tout A ∈ F et donc :

τ(B, C) ≤ inf {P(Ac) | A ∈ F et A ∩A = C ∩A} = τ(A, C).

¤

Théorème III.65. Pour toutes tribus G,G ′,H et H′ de F∗ :

τ(G ∨ H,G ′ ∨H′) ≤ τ(G,G ′) + τ(H,H′).

Preuve : Soient A et B dans F tels que :

G ∩A = G ′ ∩A et H ∩B = H′ ∩B,

posons D = A ∩B alors :

G ∩D = G ′ ∩D et H ∩D = H′ ∩D =⇒ (G ∩D) ∪ (H ∩D) = (G ′ ∩D) ∪ (H′ ∩D), (III.12)

en appliquant le lemme III.11 à chaque terme de l’égalité (III.12) :

(G ∪ H) ∩D = (G ′ ∪H′) ∩D,
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par application du lemme B.12, on obtient :

(G ∨ H) ∩D = (G ′ ∨H′) ∩D,

par définition de τ :
τ(G ∨ H,G ′ ∨H′) ≤ P(Dc) ≤ P(Ac) + P(Bc),

toujours par définition de τ :

τ(G ∨ H,G ′ ∨H′) ≤ τ(G,G ′) + τ(H,H′).

¤

Théorème III.66. Soient G et H deux sous-tribus de F alors :

max {τ(G ∨ H,G), τ(G ∨ H,H)} ≤ τ(G,H)

Preuve : Soit A ∈ F tel que :
G ∩A = H ∩A, (III.13)

nous avons par définition de G ∨ H que :

G ∨ H = σ(G ∪ H) ;

d’après le lemme III.11, nous avons :

(G ∪ H) ∩A = (G ∩A) ∪ (H ∩A) ; (III.14)

l’équation (III.13) combinée à (III.14) donne :

(G ∪ H) ∩A = G ∩A ; (III.15)

= H ∩A ; (III.16)

on montre alors grâce au lemme B.12 que :

(G ∨ H) ∩A = σ((G ∪ H) ∩A)

= G ∩A

= H ∩A

alors pour tout A ∈ F vérifiant (III.13) nous avons :

τ(G ∨ H,H) ≤ P(Ac) ;

τ(G ∨ H,G) ≤ P(Ac) ;

ce qui établit le résultat :

max {τ(G ∨ H,G), τ(G ∨ H,H)} ≤ τ(G,H).

¤
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Topologie sur F∗ Convergence forte, Neveu 1970 [68] Convergence uniforme Boylan

Distance sur F∗ Cotter
Boylan, Rogge, Barty
τ(B, C) = inf {P(Ac) | B ∩A = C ∩A}

(An)n∈N et (Bn)n∈N
convergent

(An ∨ Bn)n∈N converge si
∀n ∈ N, An ∨ Bn ⊂ A ∨ B
Proposition III.48.

(An ∨ Bn)n∈N converge
Théorème III.65

(Xn)n∈N converge
en probabilité vers X

(σ(Xn))n∈N converge vers σ(X)
si ∀n ∈ N, σ(Xn) ⊂ σ(X)
Théorème III.30

Densité des partitions
finies dans F∗

oui non.

(An)n∈N et (Bn)n∈N
convergent

(An ∩ Bn)n∈N ne converge pas
Exemple III.50.

Fig. III.2 – Résumé

III.3.2 Convergence uniforme et convergence forte de tribus

Soit (Gn)n∈N une suite de sous tribus de F . Elle est dite monotone si elle est soit
croissante (∀n ∈ N, Gn ⊂ Gn+1) soit décroissante (∀n ∈ N, Gn+1 ⊂ Gn). Un résultat
important de la théorie des martingales est l’existence pour tout f ∈ L1R(Ω) d’une tribu
G∞ telle que

lim
n−→∞

E (f | Gn) = E (f | G∞) P− p.s..

On notera toutefois qu’une telle suite d’éléments de F ∗ ne converge pas nécessairement
pour la topologie définie par la distance de Boylan ; nous illustrons cela par l’exemple
suivant :

Exemple III.67. Pour tout n ∈ N soit Ωn = [0, 1), Bn = B([0, 1)), la tribu des boréliens de
[0, 1), et µn = la mesure de Lebesgue sur [0, 1). On définit Ω = Π∞n=1Ωn, F = Π∞n=1Bn et µ =
Π∞n=1µn. Pour tout n soit Cn = {∅,Ωn} la tribu triviale de [0, 1). Soit Gn = Πn

i=1Bi×Π
∞
i=n+1Ci.

Alors Gn ↑ F mais d0(Gn,Gn+1) = 1
2
pour tout n. En fait aucune sous suite de (Gn) ne

converge et l’on peut montrer que d0(Gn,Gm) ≥
1
2
, quelque soient n 6= m. C’est-à-dire que

l’ensemble F∗ muni de d0 n’est pas compact.

Proposition III.68 (Cotter [31]). La distance de Boylan est topologiquement plus forte
que la distance de convergence forte. Elles sont équivalentes si et seulement si l’espace de
probabilité est purement atomique.

L’usage de la distance de convergence uniforme est limité par le fait que l’ensemble des
tribus engendrées par une partitions finies de Ω n’est pas dense dans F ∗ pour la distance
de convergence uniforme.

Le tableau III.2 contient le résumé des propriétés qui nous paraissent les plus impor-
tantes.



Chapitre IV

Quelques résultats asymptotiques

IV.1 Introduction

La quantité d’information dont nous disposons pour optimiser le critère d’un problème
d’optimisation stochastique, peut avoir des répercussions plus ou moins importantes sur le
coût de ce problème. La dépendance entre les différents paramètres de sortie d’un problème
et la structure d’information, a été étudiée auparavant par Artstein [10] qui montre, sous
des hypothèses de convexité, la continuité par rapport à la topologie de convergence forte
de la fonction marginale d’un problème d’optimisation stochastique lorsque l’on perturbe
la contrainte de mesurabilité. On trouve également dans les articles d’Allen [2] et de Cotter
[31] le même type de résultats appliqués à un problème de maximisation d’une fonction
d’utilité concave strictement monotone. Nous allons établir le même type de résultats.
Nous montrerons également une propriété de Lipschitz vérifiée par la fonction valeur. Nous
allons étudier la discrétisation complète d’un problème statique d’optimisation stochastique
et nous allons montrer que l’erreur de discrétisation est la somme de deux erreurs dont l’une
est issue de la discrétisation de la structure d’information et l’autre de l’approximation de
l’espérance du critère. Nous appliquerons ensuite nos résultats asymptotiques à l’étude de
deux exemples de problème d’optimisation statique.

Nous discuterons à la fin du chapitre de l’interaction entre la discrétisation et les
contraintes de mesurabilité et de la manière pratique de discrétiser les contraintes de me-
surabilité, en se tentant d’apporter une réponse à la question suivante “Comment traduire
dans le problème discret les contraintes de mesurabilité du problème continu ?”.

IV.1.1 Intégrandes normales

Nous avons rassemblé dans cette section quelques résultats concernant les intégrandes
normales , le lecteur intéressé pourra consulter l’article de Berliocchi et Lasry [21] très com-
plet sur le sujet. Dans toute la suite de ce chapitre, (Ω,F ,P) désigne un espace mesurable,
muni d’une probabilité P et ξ : Ω 7→ Ξ une variable aléatoire.

49
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Définition IV.1. Si B est un borélien de Rp, une application J de B × Ξ dans R est
appelée intégrande normale si :

– pour presque tout ξ ∈ Ξ, l’application J(·, ξ) est s.c.i. sur B,
– il existe une fonction J̃ : B×Ξ→ R borélienne telle que J̃(·, ξ) = J(·, ξ) pour presque

tout ξ ∈ Ξ.

Une première conséquence de cette définition est que si u est une application mesurable
de Ξ dans B et J une intégrande normale alors la fonction :

ξ 7→ J(u(ξ), ξ),

est mesurable sur Ξ.
Nous énonçons maintenant quelques propriétés des intégrandes normales :
– si J est une intégrande normale, alors λJ est une intégrande normale pour tout

λ ∈ R ;
– si J et J ′ sont des intégrandes normales, alors (J+J ′) et inf(J, J ′) sont des intégrandes

normales ;
– si (Jn)n∈N est une famille d’intégrandes normales, alors sup

n∈N
Jn est une intégrande

normale.

Exemple IV.2. Soit C un borélien de B×Ξ ; on supposera que, pour presque tout ξ ∈ Ξ,
la tranche Cξ = {a ∈ B | (a, ξ) ∈ C} est fermée dans B. Alors la fonction caractéristique
XC de C :

XC(a, ξ) =

{
0 si (a, ξ) ∈ C,

+∞ si (a, ξ) /∈ C.

est une intégrande normale positive.

Définition IV.3. Soit B un borélien de Rn. Une application J : B × Ξ 7→ R est dite de
Carathéodory si :

– J(·, ξ) est continue sur B pour presque tout ξ ∈ Ξ,
– J(u, ·) est mesurable sur Ξ pour tout u ∈ B.

Proposition IV.4. Toute fonction de Carathéodory est une intégrande normale.

IV.2 Pénalisation des contraintes de mesurabilité

Soient B une sous-tribu de BΞ, J : Rn × Ξ 7→ R, une intégrande normale et Γ une
multi-application mesurable à valeurs non vides fermées et le problème P suivant :

P





minE [J(u(ξ), ξ)] ,
u est B-mesurable,
u(ξ) ∈ Γ(ξ) P− p.s..
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La problématique est la suivante : on cherche à déterminer des hypothèses sous lesquelles
il sera possible de remplacer le problème P par le problèle :





minE [FB(u(ξ), ξ)] ,
u est BΞ-mesurable,
u(ξ) ∈ Γ(ξ) P− p.s..

Où FB est une fonction qui dépend de B. Zvi Artstein [10] à montré que dans le cas où
J(·, ξ) est convexe et que Γ est indépendant de ξ que l’on peut prendre :

FB(γ) = E [JB(γ(ξ), ξ)]

où :
JB(u, ξ)

def
= E (J(u, ·) | B) . (IV.1)

Nous allons montrer que ce résultat reste valable dans d’autre cas sans supposer que J(·, ξ)
est convexe. Nous étudierons ensuite la continuité de la fonction V . Notre approche repose
sur le lemme technique suivant due à Dynkin et Evstigneev.

Lemme IV.5 (Dynkin, Evstigneev [41]). Soient B une sous-tribu de F , J : Rn×Ξ→
R une intégrande normale. Posons g(u, ·) = E (J(u, ·) | B). On suppose qu’il existe une
application m ∈ L1R(F) telle que ∀u ∈ Rn, |J(u, ξ)| ≤ m(ξ) P − p.s., alors pour toute
application u : Ξ→ Rn B-mesurable on a :

g(u(ξ), ξ) = E (J(u(ξ), ξ) | B) .

Considérons le problème suivant :

P ′





minE [g(u(ξ), ξ)] ,
u est BΞ-mesurable,
u(ξ) ∈ Γ(ξ) P− p.s..

Avec :
g(u, ξ) = E (J(u, ξ) | B) .

Théorème IV.6. On suppose que Γ est une multi application B-mesurable à valeurs non
vides et compactes dans Rn et qu’il existe une application m ∈ L1R(Ξ) telle que ∀u ∈
Rn, |J(u, ξ)| ≤ m(ξ). Alors il existe une variable aléatoire u telle que :

1. u est B-mesurable ;

2. u est solution du problème P ′ ;

3. u est solution du problème P.

Preuve : Soit la multi-application M définie par :

M(ξ)
def
=

{
u ∈ Γ(ξ) | g(u, ξ) ≤ inf

v∈Γ(ξ)
g(v, ξ)

}
.
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M est une multi-application B-mesurable, à valeurs non vides et fermées. Par un théorème de
sélection mesurable, il existe une sélection B-mesurable de M , c’est-à-dire :

∃u : Ξ→ Rn B-mesurable tel que u(ξ) ∈M(ξ).

Puisque u(ξ) ∈ M(ξ) P − p.s. alors u(ξ) ∈ Γ(ξ) P − p.s.. Par ailleurs, il est clair qu’une
telle sélection mesurable réalise le minimum de P ′. Nous avons déjà que u vérifie les contraintes
du problème P, il nous reste à montrer l’optimalité de u. Soit v B-mesurable telle que v(ξ) ∈
Γ(ξ) P− p.s.. Alors, par optimalité de u pour le problème P ′ on a que :

E [g(u(ξ), ξ)] ≤ E [g(v(ξ), ξ)] . (IV.2)

Par le lemme IV.5 on a :

g(u(ξ), ξ) = E (J(u(ξ), ξ) | B) et g(v(ξ), ξ) = E (J(v(ξ), ξ) | B) ; (IV.3)

et par une propriété de l’espérance conditionnelle :

E [g(u(ξ), ξ)] = E [J(u(ξ), ξ)] et E [g(v(ξ), ξ)] = E [J(v(ξ), ξ)]

ce qui combiné à l’inégalité (IV.2) donne :

E [J(u(ξ), ξ)] ≤ E [J(v(ξ), ξ)] ; (IV.4)

ce qui prouve que u est également solution du problème P. ¤

Proposition IV.7. On suppose que Γ est une multi application B-mesurable à valeurs non
vides et compactes et qu’il existe une application m ∈ L1R(F) telle que |J(u, ξ)| ≤ m(ξ).
Soit u une solution du problème P, alors u est solution du problème P ′.

Preuve : Soient u une solution du problème P et v une solution du problème P ′. D’après
le théorème IV.6, nous pouvons toujours supposer que v est B-mesurable. L’application v vérifie
donc les contraintes du problème P et du fait de l’optimalité de u on a :

E [J(u(ξ), ξ)] ≤ E [J(v(ξ), ξ)] . (IV.5)

Cette dernière inégalité associée à une propriété de l’espérance conditionnelle nous donne :

E[E (J(u(ξ), ξ) | B)] ≤ E[E (J(v(ξ), ξ) | B)]. (IV.6)

On associe cette fois-ci l’inégalité précédente au lemme IV.5 pour obtenir la relation suivante :

E[g(u(ξ), ξ)] ≤ E[g(v(ξ), ξ)]. (IV.7)

Étant donné que v est optimal pour P ′ alors u est également optimal pour P ′. ¤
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IV.2.1 Propriété de Lipschitz de la fonction valeur

Nous allons nous servir des résultats du chapitre III pour établir une propriété de
Lipschitz de la fonction valeur V du problème suivant :





minE [J(γ(ξ), ξ)]
γ est B-mesurable ;
γ ∈ Up.

(IV.8)

Avec Up
def
= {γ ∈ Lp

Rm(Ξ) | γ(ξ) ∈ K} et B ∈ B∗Ξ.

Proposition IV.8. On suppose que K est convexe alors la fonction valeur du problème
IV.8 vérifie :

V (B) = inf
γ∈Up

FB(γ) ; (IV.9)

où :
FB(γ)

def
= E [J(E (γ | B) (ξ), ξ)] .

Preuve : Soit (γn)n∈N une suite minimisante associée à V (B) alors :

inf {FB(γ) | γ ∈ Up} ≤ FB(γn) = E [J(γn(ξ), ξ)]

en passant à la limite on obtient :

inf {FB(γ) | γ ∈ Up} ≤ V (B).

Soit réciproquement (γn)n∈N une suite minimisante associée à :

inf {FB(γ) | γ ∈ Up} .

Posons γ̄n
def
= E (γn | B). L’ensemble K étant convexe nous avons que :

γn ∈ Up ⇒ γ̄n ∈ Up.

Par ailleurs γ̄n est B-mesurable, il vient alors :

V (B) ≤ E [J(γ̄n(ξ), ξ)] = FB(γn) ;

Il ne reste plus qu’a passer à la limite sur n, on obtient alors :

V (B) ≤ inf {FB(γ) | γ ∈ Up} .

¤

À partir de ce résultat de pénalisation nous allons étudier la régularité de la fonction
V . Commençons par établir quelques lemmes techniques. La norme choisie est la suivante :

||x||Rm =
m∑

i=1

|xi|.
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Lemme IV.9. On suppose que K est borné, c’est à dire qu’il existe M ∈ R tel que :

∀u ∈ K, ||u||Rm ≤M ;

et qu’il existe une application ` ∈ Lq
R(Ξ) avec q = p

p−1
telle que :

∀u, u′ ∈ K, |J(u, ξ)− J(u′, ξ)| ≤ `(ξ) ||u− u′||Rm . (IV.10)

Alors :
sup
γ∈Up

|FB(γ)− FB′(γ)| ≤ mM ||`||LqR(Ξ)
dBoy(B,B

′).

Preuve : Soient γ ∈ Up, B et B′ deux sous tribus de BΞ, nous avons par hypothèse que :

|J(E (γ | B) (ξ), ξ)− J(E
(
γ | B′

)
(ξ), ξ)| ≤ `(ξ)

∣∣∣∣E (γ | B) (ξ)− E
(
γ | B′

)
(ξ)
∣∣∣∣

Rm

≤ `(ξ)
m∑

i=1

∣∣E (γi | B) (ξ)− E
(
γi | B

′
)
(ξ)
∣∣ .

En passant à l’espérance, puis en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient :

|FB(γ)− FB′(γ)| ≤ ||`||LqR(Ξ)

m∑

i=1

∣∣∣∣E (γi | B)− E
(
γi | B

′
)∣∣∣∣

L
p
R(Ξ)

. (IV.11)

En remarquant que :
∣∣∣∣E (γi | B)− E

(
γi | B

′
)∣∣∣∣

L
p
R(Ξ)

= M
∣∣∣
∣∣∣E
( γi
M
| B
)
− E

( γi
M
| B′
)∣∣∣
∣∣∣
L
p
R(Ξ)

;

≤ MdBoy(B,B
′) ; (IV.12)

puis combinant les inégalités (IV.11) et (IV.12), nous obtenons :

|FB(γ)− FB′(γ)| ≤ mM ||`||LqR(Ξ)
dBoy(B,B

′). (IV.13)

Le résultat s’obtient en prenant le sup sur les éléments γ ∈ Up. ¤

Lemme IV.10. On suppose qu’il existe une application FB telle la relation (IV.9) soit
vérifiée. Soient B,B′ deux sous tribus de BΞ et (γn)n∈N une suite minimisante de V (B′),
c’est-à-dire telle que :

∀n ∈ N γn ∈ Up, et FB′(γn) ≤ V (B′) +
1

n
.

Alors :
en(FB, FB′)

def
= FB(γn)− V (B)

vérifie :

0 ≤ en(FB, FB′) ≤ 2 sup
γ∈Up

|FB(γ)− FB′(γ)|+
2

n
;

et :
|V (B)− V (B′)| ≤ 3 sup

γ∈Up

|FB(γ)− FB′(γ)|.
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Remarque IV.11. Soulignons que la dépendance de l’expression en(FB, FB′) vis-à-vis de
B′ s’exprime simplement à travers la suite minimisante.

Preuve : Nous avons par hypothèse que :

V (B) = inf
γ∈Up

FB(γ).

Par définition de l’inf il existe une suite (µn)n∈N telle que :

FB(µn) ≤ V (B) +
1

n
.

Posons :

ε = sup
γ∈U

|FB(γ)− FB′(γ)|,

et :

Mn =

{
γ ∈ Up | FB(γ) ≤ V (B) + 2ε+

2

n

}
.

Supposons que γn /∈Mn, alors :

V (B) + 2ε+
2

n
< FB(γn) ≤ FB′(γn) + ε ≤ V (B′) +

1

n
+ ε ≤ FB′(µn) + ε+

1

n

≤ FB(µn) +
1

n
+ 2ε ≤ V (B) +

2

n
+ 2ε,

ce qui est une contradiction. Donc γn ∈Mn, c’est-à-dire que :

en(FB, FB′) ≤ 2ε+
2

n
.

Le fait que en(FB, FB′) ≥ 0 résulte de la définition de V (B). Par ailleurs d’après l’inégalité
triangulaire :

|V (B)− V (B′)| ≤ |V (B)− FB(γn)|+ |FB(γn)− FB′(γn)|+ |FB′(γn)− V (B′)| ;

en utilisant

|V (B)− V (B′)| ≤ 3 sup
γ∈Up

|FB(γ)− FB′(γ)|+
3

n
. (IV.14)

¤

Théorème IV.12. Supposons K convexe alors, sous les hypothèses du lemme IV.9 :

|V (B)− V (B′)| ≤ 3mM ||`||LqR(Ξ)
dBoy(B,B

′).
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Preuve : En utilisant la proposition IV.8 le lemme IV.10 puis le lemme IV.9 nous avons :

|V (B)− V (B′)| ≤ 3 sup
γ∈Up

|FB(γ)− FB′(γ)|+ ≤ 3mM ||`||LqR(Ξ)
dBoy(B,B

′) (IV.15)

¤

IV.2.2 Majoration d’erreur

Les topologies et plus précisément les distances introduites pour comparer deux tribus,
sont des outils quelquefois (sauf le cas de la remarque III.45) trop “sophistiqués”, dans le
sens où ils passent généralement par l’évaluation d’une infinité d’espérances conditionnelles.
C’est la raison pour laquelle il est souhaitable de tenter d’évaluer l’écart |V (B)− V (B ′)|
sans nécessairement devoir calculer la distance entre B et B′. Comme nous allons l’observer,
cela est souvent possible pour une certaine classe de problèmes. Commençons par étudier
un exemple : ξ désigne une variable aléatoire positive, a ∈ R, U = {γ | γ(ξ) ∈ [−a, a]},
l’application J est définie de la manière suivante :

J(u, ξ) = ξeu ;

à ξ fixé il s’agit clairement d’une fonction convexe. Résoudre le problème d’optimisation
associé à V (B) pour ce J particulier est équivalent à résoudre Ṽ (BΞ) dans le cas où J est
remplacé par JB :

JB(u, ξ) = E (ξ | B) eu.

Il n’est pas nécessaire de calculer la distance entre B et B′ pour obtenir une majoration de
la différence entre V (B) et V (B′). En effet puisque nous avons :

∀u, JB(u, ξ)− JB′(u, ξ) = eu(E (ξ | B)− E (ξ | B′)) ;

alors :
sup
γ∈U

|E [JB(γ(ξ), ξ)− JB′(γ(ξ), ξ)]| ≤ ea ||E (ξ | B)− E (ξ | B′)||L1
R(Ξ)

;

ce qui implique en utilisant le lemme IV.10 que :

|V (B)− V (B′)| ≤ 3ea ||E (ξ | B)− E (ξ | B′)||L1
R(Ξ)

.

Cette dernière inégalité nous donne une majoration de l’erreur |V (B)− V (B ′)| en fonction
simplement de la différence ||E (ξ | B)− E (ξ | B′)||L1

R(Ξ)
. Nous allons établir dans ce qui

suit un résultat plus général.

Lemme IV.13. Soient K un compact de Rm et J une intégrande normale de la forme :

J(u, ξ) = 〈J1(ξ), J2(u)〉 .
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avec J1 ∈ L1Rn(Ξ) et J2 : Rm 7→ Rn une application continue. Alors :

inf
γ
{E [J(γ(ξ), ξ)] | γ(ξ) ∈ K, γ est B-mesurable} = inf

γ
{E [JB(γ(ξ), ξ)] | γ(ξ) ∈ K} ;

où JB(u, ξ) = 〈E (J1 | B) (ξ), J2(u)〉.

Preuve : Nous allons montrer deux choses :

– premièrement que la solution du problème sans contrainte de mesurabilité est atteinte par
un argmin B-mesurable ;

– deuxièmement que pour tout γ B-mesurable tel que γ(ξ) ∈ K, P− p.s. nous avons :

E [JB(γ(ξ), ξ)] = E [J(γ(ξ), ξ)] .

Le “premièrement” revient simplement à remarquer que la multi application :

Γ(ξ) =

{
u ∈ K | JB(u, ξ) = inf

v∈K
JB(v, ξ)

}

est B-mesurable à valeurs non vides et fermées. Par conséquent il existe une application B-
mesurable γ qui vérifie :

γ(ξ) ∈ Γ(ξ) ;

cette application est clairement solution du problème d’optimisation sans contrainte de mesu-
rabilité, ce qui répond au premièrement. Soit maintenant γ une application B-mesurable telle
que γ(ξ) ∈ K P − p.s.. Puisque J2 est continue sur K qui est compact nous en déduisons
que J2(γ) ∈ L∞Rn(Ξ), donc d’après l’inégalité de Hölder 〈J1, J2(γ)〉 ∈ L1R(Ξ). Par ailleurs nous
avons que J2(γ) est B-mesurable car γ est lui même B-mesurable, donc d’après une propriété de
l’espérance conditionnelle,

E [〈J1(ξ), J2(γ(ξ))〉] = E [〈E (J1 | B) (ξ), J2(γ(ξ))〉] .

Autrement dit :

E [JB(γ(ξ), ξ)] = E [J(γ(ξ), ξ)] .

¤
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Théorème IV.14. Soient J1 ∈ L1Rn(Ξ) et J2 : Rm → Rn, nous notons alors :

J(u, ξ) = 〈J1(ξ), J2(u)〉 , U = {γ : Ξ→ Rm | γ(ξ) ∈ K} ;

ici 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire dans Rn. On suppose que :
– J1 ∈ L1Rn(Ξ) ;
– J2 est continue ;
– K est compact.
Alors la fonction V définie par :

V (B) = inf
γ∈U

{E [J(γ(ξ), ξ)] | γ est B-mesurable}

est continue1 et :

|V (B)− V (B′)| ≤ 3Jmax ||E (J1 | B)− E (J1 | B
′)||L1

Rn (Ξ)

avec Jmax = supu∈K ||J2(u)||Rn.

Preuve : Notons JB(u, ξ) = 〈E (J1 | B) (ξ), J2(u)〉 alors d’après le lemme IV.13 :

V (B) = inf
γ∈U

E [JB(γ(ξ), ξ)] .

Pour tout γ ∈ U :

|JB(γ(ξ), ξ)− JB′(γ(ξ), ξ)| =
∣∣〈E (J1 | B)− E

(
J1 | B

′
)
, J2(γ(ξ))

〉∣∣ ≤ Jmax
∣∣∣∣E (J1 | B)− E

(
J1 | B

′
)∣∣∣∣

Rn .

En passant à l’espérance nous avons :

|E [JB(γ(ξ), ξ)]− E [JB′(γ(ξ), ξ)]| ≤ Jmax
∣∣∣∣E (J1 | B)− E

(
J1 | B

′
)∣∣∣∣

L1
Rn (Ξ)

.

En prenant le sup sur γ ∈ U nous obtenons :

sup
γ∈U

|E [JB(γ(ξ), ξ)]− E [JB′(γ(ξ), ξ)]| ≤ Jmax
∣∣∣∣E (J1 | B)− E

(
J1 | B

′
)∣∣∣∣

L1
Rn (Ξ)

.

En utilisant le lemme2 IV.10 nous obtenons alors :

∣∣V (B)− V (B′)
∣∣ ≤ 3Jmax

∣∣∣∣E (J1 | B)− E
(
J1 | B

′
)∣∣∣∣

L1
Rn (Ξ)

.

¤

2La preuve du lemme IV.10 ne dépend pas du fait que γ ∈ Up ou γ ∈ U
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Remarque IV.15. Le théorème IV.14 s’applique à un grand nombre de fonctions, pour
certaines fonctions J ne satisfaisant pas les hypothèses, il est possible d’utiliser le théorème
IV.14 comme un guide. C’est le cas notamment pour les applications J(·, ξ) qui sont deux
fois différentiable, quitte à remplacer le critère par son développement de Taylor au voisi-
nage de u0, l’écart |V (B)− V (B′)| peut être contrôlé en mâıtrisant :

||E (J(u0, ξ) | B)− E (J(u0, ξ) | B
′)||L1(Ξ) ;

||E (∇J(u0, ξ) | B)− E (∇J(u0, ξ) | B
′)||L1(Ξ) ;

||E (HJ(u0, ξ) | B)− E (HJ(u0, ξ) | B
′)||L1(Ξ) ;

autrement dit l’erreur sur le calcul de l’espérance conditionnelle du coût, du gradient et du
Hessien de J(·, ξ) en u0.

IV.3 Discrétisation d’un problème statique

Soit le problème d’optimisation stochastique suivant :
{

inf F (γ)
def
= E [J(γ(ξ), ξ)] ;

γ ∈ ∆p(B).
(IV.16)

La correspondance ∆p est définie pour toute sous-tribu de la tribu des boréliens sur l’espace
métrique Ξ.

∆p(B)
def
= {γ ∈ Lp

Rm(Ξ) | γ = E (γ | B) , γ(ξ) ∈ K} , (IV.17)

où K désigne un sous ensemble de Rm. Nous désignerons par V la fonction valeur associée
au problème (IV.16), soit encore :

V (B)
def
= inf {F (γ) | γ ∈ ∆p(B)} . (IV.18)

Remarque IV.16. La fonction valeur (IV.18) est précisément celle étudiée dans [10] ; il
apparâıt également que cette dernière est la fonction marginale associée au couple (∆p, F ).

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe §A.3 afin de déduire une propriété de
continuité vérifiée par la fonction valeur V . Nous montrerons que V est continue à gauche
dans un sens que nous préciserons.

Hypothèses IV.17. On suppose que :
– l’application J est une intégrande normale (voir définition IV.1) définie sur Rm×Ξ,
il existe une fonction intégrable définie sur Ξ à valeurs réelle et qui minore J(u, ξ)
indépendemment de u. Cela afin d’éviter que l’application V prenne la valeur −∞ ;

– l’ensemble K est convexe et fermé.

Lemme IV.18. Soient A et B deux sous-tribus de BΞ alors :

A ⊂ B ⇒ ∆p(A) ⊂ ∆p(B) et V (B) ≤ V (A).



60 Quelques résultats asymptotiques IV.3

Preuve : Soit γ ∈ ∆p(A), alors γ est A-mesurable. Or A ⊂ B ; γ est aussi B-mesurable. Les

autres contraintes n’étant pas liées à la tribu alors γ est aussi dans ∆p(B). Par ailleurs l’inégalité

V (B) ≤ V (A) est simplement une conséquence de l’inclusion de l’ensemble admissible ∆p(A)

dans l’ensemble admissible ∆p(B). ¤

Proposition IV.19. On suppose que les hypothèses IV.17 sont vérifiées. La correspon-
dance ∆p définie par (IV.17) est semi-continue inférieurement lorsque l’on munit B∗Ξ de la
topologie de la convergence forte.

Preuve : Soit γ ∈ ∆p(B) et (Bk)k∈N une suite convergeant fortement vers B. Posons γk
def
=

E (γ | Bk), alors γk est Bk mesurable. La propriété γk ∈ Lp
Rm(Ξ) est déduite de l’inégalité de

Jensen. L’ensemble K étant supposé convexe alors γk(ξ) ∈ K. En résumé nous avons montré que
γk ∈ ∆p(Bk). La suite (Bk)k∈N convergeant fortement vers B alors :

lim
k
||E (γ | Bk)− E (γ | B)||LpRm (Ξ)

= 0.

Autrement dit, en remarquant que E (γ | B) = γ car γ ∈ ∆p(B) nous avons donc :

lim
k
||γk − γ||LpRm (Ξ)

= 0.

¤

IV.3.1 Continuité “à gauche” de la valeur de l’information

Nous allons montrer que la fonction marginale V est continue à gauche (voir définition
IV.20) moyennant une hypothèse de continuité sur le critère.

Définition IV.20. Nous dirons qu’une application R définie sur B∗Ξ, à valeurs dans un
espace métrique E, est continue à gauche en B ∈ B∗Ξ, si pour toute suite (Bn)n∈N de sous-
tribu de B qui converge fortement vers B la suite (R(Bn))n∈N converge vers R(B) dans E.
Si l’application R est continue à gauche pour tout B ∈ B∗Ξ, alors elle sera dite continue à
gauche.

Théorème IV.21. On suppose que les hypothèses IV.17 sont vérifiées. Si F est
continue sur Lp

Rm(Ξ) et p 6=∞, alors la fonction marginale V est continue à gauche.

Preuve : Soient B ∈ B∗Ξ et (Bk)k∈N une suite de sous-tribus de B qui converge fortement vers
B, alors d’après le lemme IV.18 :

∆p(Bk) ⊂ ∆p(B) et V (B) ≤ V (Bk). (IV.19)
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Par ailleurs la première partie du théorème A.47 combinée à la proposition IV.19 nous donne la
semi-continuité supérieure de l’application V ; autrement dit :

lim sup
k

V (Bk) ≤ V (B). (IV.20)

Des équations (IV.20) et (IV.19) on tire l’inégalité suivante :

lim sup
k

V (Bk) ≤ V (B) ≤ V (Bk). (IV.21)

Un passage à la limite inf dans l’inégalité (IV.21) donne :

lim sup
k

V (Bk) ≤ V (B) ≤ lim inf
k

V (Bk).

L’égalité suivante est une conséquence de la définition de la limite d’une suite :

lim
k

V (Bk) = V (B).

¤

Remarque IV.22. Étudier la continuité à gauche n’est pas très restrictif du point de vue
des applications. En effet, nous proposerons dans la suite une approche numérique pour
passer d’un problème d’optimisation stochastique de dimension infinie à un problème de
dimension finie, qui respecte naturellement cette contrainte grace à un procédé de quanti-
fication. La quantification est l’opération qui consiste simplement à composer une variable
aléatoire h et une variable aléatoire à valeurs discrètes Q. Le fait de remplacer purement
et simplement la contrainte de mesurabilité “γ est σ(h)-mesurable” par la contrainte “γ
est σ(Q ◦ h)-mesurable” nous fait passer de la classe des problèmes avec un nombre infini
de degrés de liberté à celle avec un nombre fini. Par ailleurs, par ce procédé, nous avons
automatiquement que σ(Q ◦ h) ⊂ σ(h).

IV.3.2 Quantification de la contrainte de mesurabilité

On considère ici le prototype d’un problème d’optimisation stochastique ne faisant
pas intervenir de véritable structure d’information dynamique, c’est-à-dire obéissant à un
principe de séparation comme ceux considérés dans le chapitre II. Soient Ξ un espace
métrique, ξ : Ω → Ξ une variable aléatoire, J une intégrande normale définie sur Rm × Ξ
et K un convexe fermé de Rm. On définit le problème suivant :

V1
def
= inf {E[J(γ(ω), ξ(ω))] | γ : Ω→ K et γ est σ(h)-mesurable} . (IV.22)

Disons pour l’instant que h est une variable aléatoire définie sur Ω. L’espérance est prise
par rapport à la variable ω qui appartient à un espace de probabilité (Ω,F ,P) ; la variable
de décision est la loi de commande γ : Ω → K qui est astreinte à être mesurable par
rapport à h.
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Quitte à renommer les variables nous pouvons toujours supposer que h est σ(ξ)-mesura-
ble. En effet posons z(ω) = (ξ(ω), h(ω)), J̃(x, z) = J(x, ξ), h̃(z1, z2) = z2 et définissons
le nouveau problème :

V2
def
= min

{
E
[
J̃(γ(z), z)

]
| γ : Ξ× Y → K est σ(h̃)-mesurable

}
.

Il est clair que les problèmes V1 et V2 sont identiques. Mais dans le problème V2 on constate
que h̃ est σ(z) mesurable. C’est la raison pour laquelle nous allons considérer sans perdre
de généralité le problème suivant :

V
def
= min

{
F (γ)

def
= E [J(γ(ξ), ξ)] | γ : Ξ→ K est σ(h)-mesurable

}
; (IV.23)

où h : Ξ→ Y est une variable aléatoire BΞ-mesurable.
Notre méthodologie de discrétisation est la suivante : on ramène le problème à un

problème sans contrainte de mesurabilité en quantifiant l’observation, c’est-à-dire que l’on
compose la variable aléatoire h avec une variable aléatoire Q à valeurs discrètes et en
nombre fini. Soit :

V (Qk)
def
= min {E [J(γ(ξ), ξ)] | sous la contrainte : γ : Ξ→ K est σ(Qk ◦ h)-mesurable} ,

où Qk : Y → Y vérifie Sk
def
= card( imQk) < ∞, autrement dit imQk = {y1, . . . , ySk}.

Posons pour tout j = 1, . . . , Sk :

Ck
j

def
= {ξ ∈ Ξ | Qk(h(ξ)) = yj} ;

alors (Ck
j )j=1,...,Sk est une partition de Ξ. Dire que γ est Qk ◦ h-mesurable est équivalent à

dire que γ peut se mettre sous la forme suivante :

γ(ξ) =

Sk∑

j=1

ujICk
j
(ξ).

On pose alors u = (u1, . . . , uSk) ∈ KSk et donc :

V (Qk) = min
u
E

[
Sk∑

j=1

J(uj, ξ)ICk
j
(ξ)

]
. (IV.24)

Le problème V (Qk) obtenu par ce procédé est un problème en boucle ouverte.
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IV.3.3 Problème en boucle ouverte et technique de type Monte-
Carlo

Notre étude a porté jusqu’ici sur la discrétisation de la structure d’information. Cela
étant, ce n’est pas la seule difficulté, même une fois ramené à un nombre fini de paramètres
à optimiser, il reste quand même dans le problème à manipuler des objets de dimension
infinie. Typiquement le calcul des espérances nécessite de connâıtre les lois de probabilité
des variables aléatoires intervenant dans le critère. La question de l’approximation d’une
espérance par des techniques de type Monte-Carlo fait l’objet d’une abondante littérature.
En ce qui nous concerne, cette question doit être combinée avec la notion de convergence
épigraphique introduite par Attouch et Wets [16] en 1981. Cette notion de convergence
épigraphique est adaptée à l’optimisation, puisqu’elle implique en particulier la convergence
des argmins d’un problème d’optimisation. Cette question a été abordée notamment par
J. Dupačovà R. Wets [38] dans un cadre théorique très général et par Z. Artstein [14] dans
le cas où l’estimateur des espérances est la moyenne empirique d’un échantillon. Certains
travaux d’A. Shapiro [97, 96, 98] portent sur la détermination de vitesse de convergence
des estimateurs du coût optimal en fonction à la taille de l’échantillon.

Notre but est de combiner les résultats existants concernant la discrétisation d’un
problème d’optimisation en boucle ouverte aux résultats asymptotiques que nous avons
obtenus à propos de la discrétisation d’un problème d’optimisation en information statique,
afin d’en déduire un résultat de discrétisation des problèmes en information statique.

IV.3.4 Approximation de la loi de ξ

Nous allons appliquer les résultats obtenus par J. Dupačovà et R. Wets [38] à la
discrétisation du problème en boucle ouverte (IV.24). L’ingrédient essentiel de la discréti-
sation consistera à remplacer la loi Pξ par une suite de lois (Pn)n∈N supposée converger en
loi vers Pξ. Nous obtenons alors un nouveau problème d’optimisation Vn, en remplaçant la
loi Pξ par Pn dans (IV.24).

Vn(Qk)
def
= inf

uj

∫ Sk∑

j=1

J(uj, ξ)ICk
j
(ξ)Pn(dξ). (IV.25)

Hypothèses IV.23. J : Rm×Ξ→]−∞,∞] est une intégrande normale, S = domJ(·, ξ)
est un sous ensemble de Rm indépendant de ξ, fermé et non vide. On suppose de plus que
pour tout u ∈ S :

ξ 7→ J(u, ξ) est continue sur Ξ ;

l’application
u 7→ J(u, ξ) est s.c.i sur Rm, P− p.s. ;
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et est localement lipschitzienne sur S, dans le sens suivant : pour tout u ∈ S, il existe
un voisinage V de u et une fonction continue et bornée β : Ξ 7→ R telle que pour tout
u′ ∈ V ∩ S et ξ ∈ Ξ :

J(u, ξ)− J(u′, ξ) ≤ β(ξ) ||u− u′|| .

Hypothèses IV.24. (Z,Z, λ) est un espace d’échantillons, {Zn}n∈N une suite croissante
de sous-tribus de Z, (Pn)n∈N est une suite d’applications définies sur BΞ×Z à valeurs dans
[0, 1] telles que pour tout ζ ∈ Z :

Pn(·, ζ) est une mesure de probabilité sur (Ξ,BΞ) ;

et pour tout A ∈ BΞ,
ζ 7→ Pn(A, ζ) est Zn-mesurable.

Pour λ-presque tout ζ, la suite {Pn(·, ζ)}n∈N converge en loi vers Pξ. On suppose également
que pour tout u ∈ K : ∫

|J(u, ξ)|Pn(dξ, ζ) <∞.

Cela signifie que (Pn(·, ζ))n∈N est une suite d’estimateurs d’une mesure de probabilité
P, dépendant d’un échantillon ζ. Alors,

Vn(Qk)
def
= inf

uj

{
Sk∑

j=1

αk
j (n)

∫
J(uj, ξ)

ICk
j
(ξ)

αk
j (n)

Pn(dξ, ζ)

}
,

où αk
j (n)

def
=
∫
ICk

j
(ξ)Pn(dξ, ζ). Pour (k, j) fixés, l’application :

µn(j,k)(·, ζ) : B ∈ BΞ 7→

∫
IB(ξ)

ICk
j
(ξ)

αk
j (n)

Pn(dξ, ζ),

définit une mesure de probabilité sur (Ξ,BΞ).

Lemme IV.25. Si pour presque tout ζ, la suite {Pn(·, ζ)}n∈N converge en loi vers Pξ et si

Pξ(ξ ∈ ∂Ck
j )
3 = 0, alors, pour presque tout ζ, la suite

{
µn(j,k)(·, ζ)

}
n∈N

converge en loi vers

la loi µ(j,k) :

µ(j,k)(dξ) =
ICk

j

E
[
ICk

j
(ξ)
]Pξ(dξ).

Preuve : Soit s : Ξ→ R une fonction continue et bornée, alors :
∫

s(ξ)µn(j,k)(dξ, ζ) =
1

αkj (n)

∫
s(ξ)ICk

j
(ξ)Pn(dξ, ζ).

3Nous noterons ∂E la frontière de l’ensemble E. Par définition ∂E est l’adhérence de l’ensemble lui
même privé de son intérieur.
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L’ensemble des points de discontinuité de l’application ξ 7→ s(ξ)ICk
j
(ξ) étant contenus dans ∂Ck

j ,

est donc de mesure nulle pour la loi de ξ. Par conséquent :

lim
n→∞

∫
s(ξ)ICk

j
(ξ)Pn(dξ, ζ) =

∫
s(ξ)ICk

j
(ξ)Pξ(dξ). (IV.26)

Par ailleurs nous avons aussi que :

lim
n→∞

αkj (n) = Pξ(Ck
j ) ;

alors :

lim
n→∞

∫
s(ξ)µn(j,k)(dξ, ζ) =

1

E
[
ICk

j
(ξ)
]
∫

s(ξ)ICk
j
(ξ)Pξ(dξ) ;

=

∫
s(ξ)µ(j,k)(dξ).

¤

Théorème IV.26. Supposons que les hypothèses IV.24, IV.23 soient vérifiées et
que pour tout couple (j, k), Pξ(ξ ∈ ∂Ck

j ) = 0. Alors :

lim
n→∞

Vn(Qk) = V (Qk).

Preuve : Pour tout couple (j, k) la famille de mesures de probabilité
{
µn(j,k)(·, ζ)

}
n∈N

et la

fonction J vérifiant les hypothèses de [38, théorème 3.7] alors :

lim
n→∞

inf
uj

∫
J(uj , ξ)µ

n
(j,k)(dξ, ζ) = inf

uj

∫
J(uj , ξ)µ(j,k)(dξ).

Alors :

lim
n→∞

Vn(Qk) =

Sk∑

j=1

Pξ(Ck
j ) inf

uj

∫
J(uj , ξ)µ(j,k)(dξ) ;

=

Sk∑

j=1

Pξ(Ck
j ) inf

uj

∫
J(uj , ξ)

ICk
j
(ξ)

Pξ(Ck
j )

Pξ(dξ) ;

= V (Qk).

¤
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Exemple IV.27. Nous allons donner un procédé de construction d’une suite de lois
vérifiant les conditions du théorème. Nous disposons d’une variable aléatoire ξ : Ω → Ξ.
Soit (ΞN,B⊗N

Ξ ,P⊗N
ξ ) l’espace des échantillons de ξ de longueur quelconque. Soit ζ = {ξi}i∈N

considérons alors :

Pn(·, ζ) def=
1

n

n∑

i=1

δξi .

Pour tout A ∈ BΞ, nous avons clairement que l’application ζ 7→ Pn(A, ζ) est mesurable par
rapport à la tribu engendrée par (ξ1, . . . , ξn). Pour presque tout ζ il est également clair que
l’application Pn(·, ζ) est une mesure de probabilité sur Ξ. Soit maintenant s une variable
aléatoire continue bornée sur Ξ alors :

∫
s(ξ)Pn(dξ, ζ) =

1

n

n∑

i=1

s(ξi) ;

alors d’après la loi forte des grands nombres nous avons :

lim
n→∞

∫
s(ξ)Pn(dξ, ζ) = E [s(ξ)] , P− p.s..

Autrement dit la suite {Pn(·, ζ)}n∈N converge en loi pour presque tout ζ vers la loi de ξ,
c’est le théorème de Glivenko-Cantelli (voir théorème B.15). Par ailleurs, la loi empirique
Pn conduit à une approximation naturelle du problème d’optimisation :

Vn(Qk) = inf
uj ,j=1,...,Sk

1

n

n∑

`=1

Sk∑

j=1

J(uj, ξ`)ICk
j
(ξ`). (IV.27)

IV.3.5 Comportement asymptotique des coûts discrets

Nous allons maintenant combiner les résultats asymptotiques obtenus pour la discré-
tisation de la structure d’information et pour la discrétisation de la variable aléatoire ξ
afin d’obtenir un résultat de convergence globale de la suite des valeurs des problèmes
approchés (IV.25) vers la valeur du problème d’origine (IV.23). Notre démarche repose sur
une simple inégalité triangulaire :

|V − Vn(Qk)| ≤ |V − V (Qk)|+ |V (Qk)− Vn(Qk)| . (IV.28)

L’erreur totale de discrétisation |V − Vn(Qk)| peut être majorée par la somme de deux
termes. Un terme qui peut s’interpréter comme l’erreur commise en discrétisant la structure
d’information, un autre terme qui peut s’interpréter comme l’erreur liée à l’estimation de
l’espérance du critère.
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Théorème IV.28. Soit (Qk)k∈N une suite de variables aléatoires à valeurs discrètes
telle que {Qk ◦ h}k∈N converge en probabilité vers h. On suppose que les hypothèses
IV.24, IV.23 et IV.17 sont satisfaites, que l’application F est continue sur L1Rm(Ξ).
Alors pour tout ε > 0 il existe Nε ∈ N tel que :

∀k ≥ Nε, lim
n→∞

|V − Vn(Qk)| ≤ ε.

Preuve : Soit ε > 0 fixé, d’après le théorème IV.21 il existe Nε ∈ N tel que pour tout k ≥ Nε

|V − V (Qk)| ≤ ε.

Par conséquent pour tout k plus grand que Nε :

|V − Vn(Qk)| ≤ |V − V (Qk)|+ |V (Qk)− Vn(Qk)| ≤ ε+ |V (Qk)− Vn(Qk)|

Le résultat se déduit simplement du théorème IV.26 par passage à la limite :

lim
n→∞

|V − Vn(Qk)| ≤ ε.

¤

Interprétation des résultats

La discrétisation d’un problème d’optimisation stochastique, passe par deux étapes :
– une étape permettant la quantification de l’observation, afin de se ramener à un

problème de dimension finie ;
– une autre étape permettant l’estimation des espérances (par exemple par une tech-

nique de Monte-Carlo) ;
la qualité de l’approximation du coût optimal dépend de la taille de l’échantillon, cette
dernière quantité dépend de la finesse de la quantification.

La relation (IV.28) souligne un point très important de la discrétisation des problèmes
d’optimisation stochastique. Elle met en évidence deux sources d’erreurs possibles attachées
à la discrétisation.

1. Une première source d’erreur est liée à la quantité |V − V (Qk)| : elle représente
l’erreur algébrique issue de la discrétisation de la structure d’information ;

2. une deuxième source d’erreur est liée à la quantité |V (Qk)−Vn(Qk)| : elle représente
l’erreur numérique issue de la discrétisation des espérances intervenant dans le pro-
blème.

On remarque que même si l’on fait tendre l’erreur numérique vers 0 en considérant des
échantillons de plus en plus grands, on ne modifie en rien l’erreur algébrique !
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Corollaire IV.29. Sous les hypothèses du théorème IV.28 il existe une application crois-
sante k 7→ k(n) telle que :

lim
n→∞

Vn(Qk(n)) = V.

Preuve : Ce résultat est une conséquence immédiate du théorème IV.28 et de la proposition

B.18. ¤

Ce corollaire fait dépendre la quantification de la loi choisie pour remplacer la loi du
problème d’origine.

IV.3.6 Convergence des solutions

Nous avons jusqu’ici traité uniquement de la question relative à la convergence du
coût optimal Vn(Qk) vers le coût optimal du problème d’origine, à savoir V . Nous allons
maintenant examiner le comportement de la suite de solutions optimales (γn,k)(n,k)∈N×N des
problèmes associés à Vn(Qk).

Existence d’une solution L’existence d’une solution pour les problèmes d’allocation4

stochastique à en particulier été étudiée dans [18, 1, 8, 10]. Les hypothèses sous lesquelles
un problème d’optimisation, où les variables de décisions sont uniquement soumises à res-
pecter des contraintes presque sûres et dont le critère se met sous la forme d’une intégrale,
admet une solution, ont également été étudiées par Zolezzi [107, 21]. En dimension infi-
nie, l’existence de solutions pour les problèmes d’optimisation passe par des arguments de
convexité et de topologie faible.

Proposition IV.30. On suppose les hypothèses du théorème IV.21 sont satisfaites. Soient
(εk)k∈N une suite de réels positifs qui converge vers 0 et une suite (γk)k∈N telle que :

F (γk) ≤ V (Qk) + εk et lim
k→∞

||γk − γ∗||LpRm (Ξ)
= 0.

Alors γ∗ est solution du problème IV.23.

Preuve : D’après l’inégalité triangulaire nous avons :

|V − F (γ∗)| ≤ |V − V (Qk)|+ |V (Qk)− F (γk)|+ |F (γk)− F (γ∗)|
≤ |V − V (Qk)|+ εk +

∣∣F (γk)− F (γ∗)
∣∣ .

En passant à la limite sur k nous avons alors |V − F (γ∗)| = 0, ce qui prouve que γ∗ est solution

du problème d’origine. ¤

4Un problème d’allocation stochastique est un problème d’optimisation ayant une contrainte de la forme
E [X] ∈ C.
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Proposition IV.31. Supposons que les hypothèses IV.24, IV.23 soient satisfaites. Si γn,k
est solution du problème d’optmisation IV.25 et que la suite (γn,k)n∈N converge p.s. vers
γk, alors γk est solution du problème d’optimisation IV.24.

Preuve : C’est une conséquence du théorème de Dupačovà et Wets [38, théorème 3.7] qui

annonce un résultat d’épi convergence. ¤

IV.4 Deux exemples de discrétisation

IV.4.1 Un problème avec une contrainte de parité

Nous allons donner un exemple de problème d’optimisation stochastique afin d’illustrer
certains résultats que nous avons énoncés. Le problème est le suivant : soient Ξ = [−1, 1]
muni de la tribu des boréliens sur Ξ et ξ : Ω→ Ξ une variable aléatoire de loi uniforme.

V
def
= inf

{
E
[
(u(ξ)− ξ)2

]
| u : Ξ→ R, u est σ(h)-mesurable

}
(IV.29)

où h : z ∈ Ξ → |z|. La contrainte u est σ(h)-mesurable signifie simplement que u est une
fonction mesurable paire. Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme IV.32. Soit f : Ξ→ R une variable aléatoire alors :

E (f | σ(h)) =
f + f̃

2
,

où f̃ : Ξ→ R, z 7→ f(−z).

Preuve : Il est clair que l’application :

z ∈ Ξ 7→
f(z) + f(−z)

2
,

est σ(h)-mesurable. Montrons qu’il s’agit de l’espérance conditionnelle de f sachant σ(h). Soit g
une variable aléatoire réelle, puisque Ξ est symétrique alors :

E [f(ξ)g(|ξ|)] = E [f(−ξ)g(|ξ|)] ;

=
1

2
(E [f(ξ)g(|ξ|)] + E [f(−ξ)g(|ξ|)]) ;

= E
[
f(ξ) + f(−ξ)

2
g(|ξ|)

]
.

¤
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Il est clair que l’application J(x, z)
def
= (x− z)2 est une intégrande normale, convexe en

x, donc résoudre (IV.29) équivaut à résoudre :

inf
{
E
[
J̃(x(ξ), ξ)

]
| x : Ξ→ R est BΞ-mesurable

}
(IV.30)

où :

J̃(x, z)
def
= E (J(x, ·) | σ(h)) (z).

D’après le lemme IV.32 nous avons alors :

J̃(x, z) =
(x− z)2 + (x+ z)2

2
; (IV.31)

et donc :

E
[
J̃(x(ξ), ξ)

]
= E

[
x2(ξ) + ξ2

]
. (IV.32)

Étant donné l’expression (IV.32) il est évident que la solution du problème (IV.29) noté
x∗ est la variable aléatoire identiquement nulle. Le coût optimal du problème est alors :

V = E
[
ξ2
]
=

1

3
.

Approche par le théorème IV.28 Soient K ∈ N et une application QK : [0, 1]→ [0, 1].
À ce stade, notre intérêt portera uniquement sur la partition associée à QK , que nous
noterons partQK :

partQK
def
=

{
IKk | k = 1, . . . , K, IKk =

]
k − 1

K
,
k

K

]}
.

Considérons alors le problème d’optimisation :

VN(QK)
def
= min

{uk}k=1,...,K

1

N

K∑

k=1

N∑

i=1

(uk − ξi)
2IIK

k
(|ξi|).

On remarque que VN(QK) s’écrit également :

VN(QK) = min
{uk}k=1,...,K

1

N

K∑

k=1

N∑

i=1

(u2k − 2ukξi)IIK
k
(|ξi|) +

1

N

N∑

i=1

ξ2i .
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Par ailleurs, posons :

V k
N(QK) = min

uk

1

N

N∑

i=1

(u2k − 2ukξi)IIK
k
(|ξi|)

= min
uk

1

N

(
u2kN

K
k − 2uk

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)
avec NK

k =
N∑

i=1

IIK
k
(|ξi|)

= min
uk

NK
k

N

(
u2k − 2uk

1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)

= min
uk

NK
k

N

(
uk −

1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2
−

NK
k

N

(
1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2

= −
NK
k

N

(
1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2
.

Ainsi nous avons donc que :

VN(QK) =
K∑

k=1

V k
N(QK) +

1

N

N∑

i=1

ξ2i ;

=
K∑

k=1

−
NK
k

N

(
1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2
+

1

N

N∑

i=1

ξ2i .

En utilisant la loi forte des grands nombres, on montre que :

lim
N→∞

NK
k

N
= lim

N→∞

1

N

N∑

i=1

IIK
k
(|ξi|) =

1

K
.

À nouveau grâce la loi forte des grands nombres, nous avons alors :

lim
N→∞

(
1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2
= lim

N→∞

(
N

NK
k

1

N

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|)

)2
;

=
(
KE

[
ξIIK

k
(|ξ|)

])2
.

Étant donné que la loi de la variable aléatoire ξ est uniforme sur [−1, 1], l’intégrale de ξ
sur un intervalle symétrique par rapport à 0 est donc nulle. En particulier :

E
[
ξIIK

k
(|ξ|)

]
= 0.

Ce qui permet d’obtenir le résultat suivant :

lim
N→∞

VN(QK) =
K∑

k=1

−K
(
E
[
ξIIK

k
(|ξ|)

])2
+ E

[
ξ2
]
= E

[
ξ2
]
.
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La solution uNk associée au ke problème est calculable explicitement :

uNk =
1

NK
k

N∑

i=1

ξiIIK
k
(|ξi|).

Encore une fois la relation suivante est une conséquence de la loi des grands nombres :

lim uNk = KE
[
IIK
k
(|ξ|)

]
= 0 P− p.s..

Il est facile de voir que :

V (QK)
def
= inf

uk
E

[
K∑

k=1

(uk − ξ)2IIK
k
(ξ)

]
= E

[
ξ2
]
,

et que ce coût est atteint lorsque toutes les variables de décision sont identiquement égales
à 0. En résumé, dans cet exemple l’erreur |V − V (QK)| liée à la quantification est nulle et
l’erreur liée à la discrétisation de Monte-Carlo |V (QK)− VN(QK)| converge vers 0 lorsque
K est fixé et N tend vers l’infini.

Remarque IV.33. Si l’erreur liée à la quantification est nulle, c’est en partie à cause du
fait que la commande optimale du problèmes lié à V est naturellement en boucle ouverte.
Or, la quantification permet entre autre de se ramener à un problème en boucle ouverte.

Approche sans quantification Afin de montrer que la quantification est essentielle
dans le théorème IV.28, nous allons essayer de résoudre ce problème par une technique de
Monte-Carlo sans procéder à une quantification de la fonction d’observation. Soit ξ1, . . . , ξN
un N -échantillon de la variable aléatoire ξ. Considérons l’estimateur suivant :

fN(ξ1, . . . , ξN , x) =
1

N

N∑

i=1

J(x(ξi), ξi).

et le problème suivant :

VN(ξ1, . . . , ξN)
def
= inf {fN(ξ1, . . . , ξN , x) | x est σ(h)-mesurable} . (IV.33)

Soit aussi l’ensemble AN défini de la manière suivante :

AN
def
= {ω ∈ Ω | |ξ1(ω)|, . . . , |ξN(ω)| sont tous distincts} .

Nous avons clairement que Ac
N est négligeable pour la mesure de Lebesgue, par conséquent :

VN(ξ1, . . . , ξN) = inf
xi

1

N

N∑

i=1

(xi − ξi)
2.

Nous observons alors aisément que (ξ1, . . . , ξN ), réalise le minimum du problème VN car la
valeur 0 qui est l’infimum est atteinte. Dans ce cas presque sûrement, le coût optimal VN
est toujours 0 quelle que soit la taille de l’échantillon.



IV.4 Deux exemples de discrétisation 73

IV.4.2 Un problème L.Q.G. avec une contrainte de non-antici-
pativité

Nous allons étudier un deuxième exemple pour lequel la contrainte de mesurabilité est
simplement une contrainte de non-anticipativité.

Exemple IV.34. Soient :

– x une condition initiale aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle et d’écart-
type σx ;

– u la variable de décision basée sur l’observation de x ;
– w une autre variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne nulle et d’écart-

type σw ; nous considérerons que x et w sont indépendantes, la matrice de covariance
du couple (x,w) est : (

σ2x 0
0 σ2w

)

– y = x+ u+w l’état “final” qui résulte de la réalisation du bruit et de la variable de
décision ;

– l’objectif est de minimiser la fonction coût E[εu2 + y2] —ε est un réel positif— par
un choix de u comme une fonction de x.

Solution exacte

Dans le cas présent (linéaire-quadratique-gaussien et bruit de moyenne nulle), en sup-
posant x et w indépendantes, il est bien connu que la décision optimale est donnée par
un feedback linéaire sur l’observation x. Ainsi, en posant u = cx dans la dynamique et la
fonction coût, on obtient après des calculs élémentaires l’expression suivante de la fonction
coût.

c2(ε+ 1)σ2x + 2cσ2x + σ2x + σ2w.

La minimisation en c donne le cœfficient optimal du feedback :

c = −
σ2x

(1 + ε)σ2x

qui entrâıne le coût optimal suivant :

1

ε+ 1
(εσ2x + (ε+ 1)σ2w). (IV.34)

Le feedback optimal :

coefficient du feedback : c = −
1

ε+ 1
;
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Méthode de Monte-Carlo näıve

Supposons que l’on dispose de N trajectoires (xi, wi), i = 1, . . . , N issues de tirages
indépendants et distribués selon la loi du couple (x,w). Pour chacune des trajectoires le
coût évalué est :

(ε+ 1)u2i + 2(xi + wi)ui + (xi + wi)
2.

La minimisation de cette expression en u donne la commande et le coût suivants :

commande : ui = −
xi + wi

ε+ 1
; coût

ε(xi + wi)
2

ε+ 1
.

Nous constatons que le coût associé à une trajectoire de l’échantillon est d’ordre ε, et
il en est donc de même de la moyenne des coûts associés à chacune des trajectoires de
l’échantillon de taille N .

Cette approche näıve ne permet pas d’obtenir une approximation correcte du coût
optimal du problème que l’on souhaite résoudre. L’orde de grandeur du coût optimal pour
le problème discret est ε, alors que pour le problème d’origine il est de σ2x.

Approche passant par la quantification

Nous allons maintenant procéder à une discristisation respectant les hypothèses générale
décrites dans ce chapitre. A savoir, une quantification des variables observées dans le but
de se ramener à un problème en boucle ouverte, puis un changement de loi (on se ramène
à une loi discrète) afin de pouvoir calculer les différentes expressions. Supposons que nous
sommes dans le cas particulier où nous connaissons la loi (supposées gaussiennes) des
variables aléatoires x et w . Nous sommes alors en mesure de construire une variables
aléatoire discrète ayant les mêmes moments que les variables que l’on souhaite approcher.
La figure IV.1 représente les différents scénarios associés à un couple de variables aléatoires
discrètes (x,w) prenant chacune deux valeurs. Sur la figure IV.1 les deux occurrences
possibles de x sont notées 1 et 2, chacune d’entre elles étant suivie des deux occurrences
possibles de w notées 3 et 4 et 5 et 6. Les nœuds 1 et 2 ont une probabilité π1 et π2 (de
somme égale à 1) et la deuxième génération de nœuds porte les probabilités πi i = 3, . . . , 6,
avec π1 = π3 + π4 et π2 = π5 + π6.

Par ailleurs la quantification de x que nous considérons permet d’associer les décisions u1
et u2 aux nœuds 1 et 2 respectivement. On note E0[y],E1[y],E2[y] les expressions suivantes :

E0[y]
def
= π1y1 + π2y2 ;

E1[y]
def
=

π3y3 + π4y4
π1

;

E2[y]
def
=

π5y5 + π6y6
π2

.

Nous allons remplacer les variables aléatoires du problème d’origine, par des variables
aléatoires discrètes en respectant systématiquement leurs deux premiers moments. Autre-
ment dit on choisit π1 et π2 solution du système :

E0[x] = 0 et E0[x2] = σ2x ;



IV.4 Deux exemples de discrétisation 75

1

2

3

4

5

6

Fig. IV.1 – Scénarios

on choisit π3, π4, π5 et π6 tels que :

E1[w] = 0, E1[w2] = σ2w, E2[w] = 0 et E2[w2] = σ2w.

Les calculs conduisent à l’expression suivante de la fonction coût :

επ1u
2
1+π3(u1+x1+w3)

2+π4(u1+x1+w4)
2+επ2u

2
2+π5(u2+x2+w5)

2+π6(u2+x2+w6)
2,

qui une fois minimisée, conduit à la commande optimale :

commandes : u1 = −
x1 + E1[w]

ε+ 1
, u2 = −

x2 + E2[w]

ε+ 1
;

et au coût suivant :

π1
ε+ 1

(εx21 + (ε+ 1)E1[w2] + 2εx1E1[w]− (E1[w])2)

+
π2

ε+ 1
(εx22 + (ε+ 1)E2[w2] + 2εx2E2[w]− (E2[w])2). (IV.35)

La formule (IV.35) est parfaitement consistante avec la formule (IV.34).

Conclusion

La méthode de Monte-Carlo appliquée sans quantification des variables d’observation
donne des résultats fantaisistes au niveau de la fonction valeur. Lorsque l’on procède au
préalable à une quantification des variables d’observation, les résultats redeviennent consis-
tants avec la solution théorique. Cet exemple montre à quel point il est risquer de s’écarter
de ce schéma de discrétisation en deux parties.
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PSfrag replacements

Problème avec une structure
d’information statique IV.23
γ est B-mesurable.

Discrétisation de la structure d’information.
P ◦ (Qk ◦ h)

−1 converge en probabilité vers P ◦ h−1.

Problème en boucle ouverte IV.24

γ(ξ) =
∑Sk

j=1 ujICk
j
(ξ)

Discrétisation du bruit.
Pn convergence en loi vers P ◦ ξ−1

Problème “déterministe équivalent”IV.25

Fig. IV.2 – Résumé



Chapitre V

Expériences numériques

Dans ce chapitre, on présente un problème de commande optimale stochastique avec
lequel on peut envisager de conduire des expérimentations sur la technique des chroniques
arborescentes et sur la synthèse de feedback. Les caractéristiques du problème qui se prêtent
à cette expérimentation et les possibilités d’extensions du problème seront discutées.

V.1 Formulation du problème

On considère un barrage hydroélectrique dont le volume d’eau en stock à l’instant t est
noté x(t). On a

x ≤ x(t) ≤ x . (V.1)

On posera le problème en temps discret sur 24 heures avec des pas de temps d’une heure :
alors l’indice t = 0, 1, . . . , T (avec T = 24) désigne les points de discrétisation, sachant que
t = 24 correspond à la même heure que t = 0, mais 24 heures plus tard.

Les apports d’eau dans le barrage pendant l’heure t, t = 1, . . . , 24, sont désignés par
w(t). Il s’agit d’un processus stochastique dont les caractéristiques seront exposées plus
loin.

Le volume d’eau effectivement turbiné pendant la même heure t est désigné par v(t−1).
Ce décalage d’indice sera expliqué plus loin.

Ce volume d’eau turbiné résulte de la commande u(t − 1) qui est le volume turbiné
“désiré” : si c’est possible, v(t) = u(t). L’égalité est impossible si le volume d’eau résultant
dans le réservoir tendrait à passer au dessous de x. On a donc :

v(t) = min
(
u(t), x(t) + w(t+ 1)− x

)
. (V.2)

Par ailleurs, lorsque le réservoir atteint son niveau maximum x, il déborde (l’eau ainsi
déversée ne produit pas d’électricité). On a donc :

x(t+ 1) = min
(
x(t)− v(t) + w(t+ 1), x

)
, t = 0, . . . , T − 1 , (V.3)

Par ailleurs, la commande u est soumise à des contraintes de bornes :

u ≤ u(t) ≤ u . (V.4)

77
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Au volume d’eau v(t) effectivement turbiné est associée une production d’électricité
p(t) = f

(
x(t), v(t)

)
(pouvant dépendre de la hauteur d’eau dans le barrage, et donc du

volume x(t)). Cette production est destinée à répondre à chaque instant à une certaine
demande pendant la même période qui sera notée d(t + 1) : d(·) est un autre processus
stochastique que l’on décrira plus loin. Si p(t) ≥ d(t+1), l’excès de production est revendu.
Si p(t) ≤ d(t+1), le déficit de production doit être compensé par d’autres moyens ou bien
il conduit à de la défaillance. Tout ceci se traduit par un coût L

(
d(t + 1) − p(t), t

)
où L

est une fonction croissante par rapport à son premier argument. On précisera plus loin son
expression.

Finalement, on peut résumer le problème de la façon suivante, en introduisant une
rémunération du stock final x(T ) sous la forme C

(
x(T )

)
, et en supposant la condition

initiale x(0) donnée comme une variable déterministe ou aléatoire de loi connue :

minE

[
T−1∑

t=0

L
(
d(t+ 1)− f

(
x(t), v(t)

)
, t
)
+ C

(
x(T )

)
]

(V.5a)

sous les contraintes (V.2), (V.3), (V.4), (V.5b)

où E désigne l’espérance mathématique. Il est inutile d’imposer les contraintes de borne (V.1)
qui sont satisfaites ipso facto par la paire d’équations (V.2)–(V.3).

La minimisation est faite en u en feedback causal sur x,w, d, les bruits étant sup-
posés observables. Plus précisément, u(t) peut dépendre de {x(s), w(s), d(s)}0≤s≤t. Ce n’est
d’ailleurs qu’une fois que la loi de feedback a été spécifiée que l’espérance mathématique
par rapport aux lois de probabilité sur la condition initiale et sur les bruits prend un sens,
toutes les variables du problème devenant des variables aléatoires.

La structure d’information choisie correspond à une optique “décision-hasard” : la
décision u(t) sur le turbiné désiré est prise d’abord, l’apport d’eau w(t + 1) et la de-
mande d(t + 1) intervenant dans le même intervalle ne sont observés qu’ensuite, ce qui
résulte finalement dans le turbiné v(t) et la production p(t). Cette considération montre
que les contraintes (V.1) ne peuvent pas être imposées à la commande dans la version
stochastique (car la commande n’a pas les moyens de les respecter), mais, comme on l’a
vu, la paire (V.2)–(V.3) satisfait automatiquement ces contraintes.

V.2 Hypothèses probabilistes

On suppose que w(·) et d(·) sont donnés par des bruits additifs autour d’une moyenne
fonction du temps. Les trajectoires moyennes seront données. Les écarts à la moyenne
seront les sorties de deux châınes de Markov indépendantes données, centrées autour de
zéro.

Par conséquent, si on voulait ramener le problème stochastique a une formulation mar-
kovienne, il faudrait trois états, à savoir x et les deux états pour les deux châınes de
Markov.
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Dans l’approche par chroniques que l’on se propose de suivre, et dont on va décrire le
protocole un peu plus précisément ci-après, le seul “état” à considérer est l’état physique x :
on n’est pas censé connâıtre les caractéristiques stochastiques des bruits. Au stade de la
synthèse de feedback qui est l’un des objectifs principaux de l’étude, on doit s’apercevoir
qu’un feedback de u(t) sur x(t), w(t), d(t) est meilleur qu’un feedback sur x(t) seul. Mais
on peut espérer qu’un feedback sur x(t) et x(t − 1) fournira une qualité comparable : en
effet, hors des butées sur les bornes (V.1), la dynamique est quasiment linéaire et w(t)
s’obtient en connaissant x(t) et x(t− 1) (et également u(t− 1)). La situation pour d(t) est
différente dans la mesure où la demande n’intervient pas directement dans la dynamique.
Cependant, après feedback, la dynamique dépend aussi de la demande via les commandes.
Il est difficile de dire comment d(t) est alors liée à x(t) et à ses valeurs passées, mais c’est
tout l’objet de l’étude de la synthèse de feedback que de déterminer la qualité de diverses
politiques de bouclage envisageables (compte tenu de la structure d’information décrite
précédemment).

V.3 Extensions possibles du problème

Au delà d’une première étude, pour montrer notre capacité à traiter de grands systèmes
stochastiques par cette approche des chroniques arborescentes, on peut envisager d’aug-
menter de façon arbitraire la taille du problème en mettant en série des réservoirs dans une
même vallée hydraulique : le couplage se fait par la dynamique car l’eau turbinée — ou
déversée — en amont constitue — après un certain délai éventuel — un apport d’eau pour
l’aval ; il se fait aussi par la fonction coût puisque l’ensemble des productions s’additionnent
pour répondre à la demande commune.

On peut aussi considérer des réservoirs en parallèle dans des vallées hydrauliques dis-
tinctes, le couplage n’ayant alors lieu que par la fonction coût. Enfin, tous les montages
série-parallèle sont envisageables.

Revenant au cas mono-réservoir, on peut aussi faire varier les caractéristiques des bruits
(bruit blanc, châınes de Markov à plusieurs retards, corrélation positive pour certaines
châınes de Markov, négative pour d’autres, etc.).

V.4 Traitement du problème déterministe sur les chro-

niques

Le but final de l’étude étant celui de la synthèse de feedback pour laquelle il s’agit
de traiter des arbres ayant un maximum de nœuds, on ne cherchera pas à résoudre le
problème de commande optimale déterministe sur l’arbre des chroniques avec une très
grande précision. On peut souhaiter par exemple traiter le problème d’optimisation avec
une méthode de gradient conjugué, ce qui suppose de préserver une forme différentiable à
(V.2), (V.3) et de ne pas traiter directement les contraintes de bornes (V.4) (la projection
non linéaire sur cet ensemble admissible ne préservant pas la propriété de conjugaison). On
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pourra (dans le cas où les contraintes (V.4) ne sont pas traitées par projection) remplacer
la commande u par

min
(
max(u, u), u

)
(V.6)

qui reste automatiquement dans les bornes (V.4), la nouvelle commande u étant libre
(cependant, au niveau de l’exploitation statistique des résultats, c’est avec u, et non avec
u que l’on opèrera).

Les équations (V.2), (V.3) et (V.6) qui sont composées de min et max embôıtés vont
être approximées par des fonctions lisses. L’approximation de base repose sur la formule

min
c
(x, y) =





y si y ≤ x− c ,
x+ y

2
−

(x− y)2

4c
−

c

4
si x− c ≤ y ≤ x+ c ,

x si y ≥ x+ c ,

(V.7)

fonction différentiable dépendant d’un “petit” paramètre c positif, que l’on peut obtenir
par régularisation (concave) de Yosida-Moreau de la fonction x 7→ min(x, y), régularisée
que l’on translate horizontalement en x et y pour obtenir la cöıncidence des branches
asymptotiques (quand x ou y tend vers l’infini). La Figure ?? représente la fonction x 7→
min0,2(x, 0) et sa dérivée première.

La fonction maxc(x, y), fonction “lissée” du max, est obtenue par la formule−minc(−x,−y).
Les fonctions lissées des fonctions max-min ou min-max apparaissant dans (V.6) sont ob-
tenues par composition des fonctions précédentes, et ainsi de suite.

À partir de cette nouvelle formulation approchée différentiable, on peut envisager
la résolution du problème, par exemple, par une méthode de Fletcher-Reeves (gradient
conjugué).

V.5 Données numériques et fonctionnelles

V.5.1 Demande et apports d’eau

Moyenne

La composante déterministe (moyenne) de la demande est donnée par le vecteur

d = (0.9, 1, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 0.9, 0.4, 0.3, 0.25, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.8, 0.7, 0.7,

0.8, 0.7, 0.6, 0.6, 0.8, 0.7, 0.5) ,

tandis que celle des apports d’eau est donnée par le vecteur

w = (0.25, 0.5, 0.8, 0.9, 0.2, 0.3, 0.7, 0.5, 0.9, 0.4, 0.7, 0.8, 0.7, 1, 0.7, 0.3,

0.4, 0.6, 0.8, 0.7, 0.6, 0.8, 0.9, 1) .

Ces composantes déterministes sont représentées sur la Figure V.1 avec leur différence, les
valeurs cumulées sur le temps et les différences cumulées.
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On voit que les apports d’eau cumulés sont en excédent par rapport à la demande
cumulée en début de période mais que le bilan en fin de période est neutre (en supposant
bien sûr qu’une unité d’apport d’eau est transformable approximativement en une unité
de demande d’électricité). Comme, dans le début de période (correspondant à la nuit), on
prendra une fonction coût qui reflète une faible valeur unitaire de la demande (“tarif de
nuit”), on sera donc amené à stocker l’eau au maximum pour l’utiliser ultérieurement.

Partie stochastique

On superpose à la composante déterministe de la demande et des apports d’eau des
composantes stochastiques issues de châınes de Markov. On utilisera les deux matrices
de transition ci-après d’une châıne à 11 états, numérotés de 1 à 11 ; à chaque état sera
associé une perturbation de la composante déterministe, perturbation calculée proportion-
nellement à l’écart entre le numéro de l’état tiré et le numéro 6 qui est l’état médian ;
autrement dit, l’état médian correspond à une valeur nulle de la perturbation, l’état 1 et
l’état 11 correspondant aux perturbations maximales (respectivement positive et négative).
Le coefficient de proportionnalité qui a été choisi pour s’appliquer à 6− i (pour l’état i de
la châıne) est de 0,04. Autrement dit, à l’heure t, si l’état i de la châıne de Markov relative
à la demande est tiré, la demande est d(t+ 1) + 0,04(6− i).

On utilise les deux matrices de transition suivantes :



7/12 1/3 1/12 0 0 0 0 0 0 0 0
1/3 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0 0 0
1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0 0
0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0
0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0
0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0
0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0
0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0
0 0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12
0 0 0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/3
0 0 0 0 0 0 0 0 1/12 1/3 7/12




et 


0 0 0 0 0 0 0 0 1/12 1/3 7/12
0 0 0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/3
0 0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12
0 0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0
0 0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0
0 0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0
0 0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0
0 1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0

1/12 1/4 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0 0
1/3 1/3 1/4 1/12 0 0 0 0 0 0 0
7/12 1/3 1/12 0 0 0 0 0 0 0 0



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qui sont des matrices bi-stochastiques puisque symétriques, et admettant donc la loi uni-
forme comme mesure invariante. La première matrice représente une forte corrélation po-
sitive entre deux états successifs tandis que la seconde représente au contraire une forte
corrélation négative. Chacune de ces deux matrices pourra être utilisée pour perturber la
demande et/ou les apports d’eau.

V.5.2 Production électrique

La fonction f donne la conversion entre le turbiné v et la production électrique p lorsque
le barrage est au niveau x. Pour représenter l’effet de hauteur de chute, on supposera une
variation linéaire entre 0,5 et 1 par rapport à x lorsque x passe du niveau bas x au niveau
haut x. On adopte donc l’expression :

p = f(x, v) = v × (x+ x− 2x)/2(x− x) . (V.8)

V.5.3 Coût intégral

Le coût intégral est modulé en temps par le tarif τ représenté sur la Figure ??. La
fonction L est le produit de cette fonction par une fonction exponentielle qui vaut 0 et qui
est de pente 1 au point 0. On a finalement :

L(y, t) = τ(t+ 1)(ey − 1) . (V.9)

Le coût marginal d’une défaillance augmente donc très vite du côté positif, tandis que
le gain marginal tend vite vers zéro pour un grand excès de production par rapport à la
demande (côté y < 0).

V.5.4 Coût final

On prend
C(x) = 12(x− x)2 . (V.10)

Le coût final est donc nul pour x = x et il crôıt si l’état final n’atteint pas la valeur
maximum x (incitation à remplir le stock en fin de jeu).

V.5.5 Condition initiale

La condition initiale x(0) est considérée comme une variable aléatoire de loi uniforme
sur l’intervalle [x, x].

V.5.6 Bornes sur l’état et la commande

On choisit x = 0, u = 0, x = 2 et u = 1 (en amenant le stock à son maximum à l’heure
de pointe où la demande vaut 1, on peut, compte tenu de la fonction f de production, juste
satisfaire la demande de pointe avec un turbiné maximum).
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V.6 Résolution du problème déterministe

V.6.1 Calcul formel

Afin de valider le choix de certaines données, on a résolu le problème déterministe
(demande et apports d’eau égaux à leurs moyennes données sur la Figure V.1 pour trois
conditions initiales différentes (x(0) = 0, 1 et 2). La méthode de résolution a été un simple
gradient (projeté sur l’intervalle admissible [u, u] pour tout t — en fait, cette projection
n’a presque pas joué dans nos essais). La méthode a été programmée en Scilab. Afin de
permettre certaines vérifications, on donne ci-après les expressions de l’équation adjointe
et du gradient par rapport à la commande. Dans ces essais numériques, la constante c
intervenant dans l’approximation lisse (V.7) a été prise égale à 10−2. On notera m(x, y) à
la place de minc(x, y) pour raccourcir les notations. On a

L′y(y, t) = τ(t+ 1)ey (voir (V.9))

f ′x(x, v) = v/2(x− x) (voir (V.8))

f ′v(x, v) = (x+ x− 2x)/2(x− x) (voir (V.8))

C ′(x) = 24(x− x) (voir (V.10))

m′
x(x, y) =





0 si y ≤ x− c ,

1/2− (x− y)/2c si x− c ≤ y ≤ x+ c ,

1 si y ≥ x+ c ,

(voir (V.7))

m′
y(x, y) =





1 si y ≤ x− c ,

1/2− (y − x)/2c si x− c ≤ y ≤ x+ c ,

0 si y ≥ x+ c ,

(voir (V.7))

Le Lagrangien L s’écrit, en introduisant l’état adjoint λ :

T−1∑

t=0

(
L
(
d(t+ 1)− f

(
x(t),m(u(t), x(t) + w(t+ 1)− x)

)
, t
)

+λ(t+1)
(
m
(
x(t)−m(u(t), x(t)+w(t+1)−x)+w(t+1), x

)
−x(t+1)

))
+C

(
x(T )

)
.

Alors, ∂L/∂x(t) = 0 donne, pour t = T ,

λ(T ) = C ′
(
x(T )

)
,

et pour t = 1, . . . , T − 1,

λ(t) =

−L′y

(
d(t+1)−f

(
x(t), v(t)

)
, t
)
×
(
f ′x
(
x(t), v(t))+f ′v(x(t), v(t)

)
×m′

y

(
u(t), x(t)+w(t+1)−x

))

+ λ(t+ 1)×m′
x

(
x(t)− v(t) + w(t+ 1), x

)
×
(
1−m′

y

(
u(t), x(t) + w(t+ 1)− x

))
.
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Enfin le gradient ∂L/∂u(t) par rapport aux commandes s’écrit :

− L′y

(
d(t+ 1)− f

(
x(t), v(t)

)
, t
)
× f ′v(x(t), v(t)

)

+ λ(t+ 1)×m′
x

(
x(t)− v(t) + w(t+ 1), x

)
×m′

x

(
u(t), x(t) + w(t+ 1)− x

)
.

V.6.2 Solutions numérique du problème déterministe

Ils sont résumés sur la Figure V.3.

V.7 Quantification numérique

Nous avons obtenu jusqu’ici des résultats théoriques permettant de guider la discrétisa-
tion d’un problème d’optimisation stochastique. Nous allons maintenant montrer comment
nous allons nous servir de ces résultats pour calculer numériquement la solution d’un
problème d’optimisation.

Nous disposerons le plus souvent dans la pratique que d’un échantillon de cette variable
aléatoire. En supposant que l’échantillon dont on dispose est de taille suffisamment grande
pour être représentatif de l’espace Ξ tout entier, nous choisissons de quantifier directement
l’échantillon.

V.7.1 Cellules de Voronöı

Le problème est le suivant : on dispose de K couples (v1, π1) . . . , (vK , πK) avec vk ∈ Rn

et πk ≥ 0 et l’on souhaite classer les vecteurs vk en p (p ≤ K) classes homogènes en tenant
compte de leur poids πk. Autrement dit on cherche une partition de p classes qui soit la
plus homogène que possible. Une approche pour résoudre se problème est de résoudre le
problème d’optimisation suivant :

min
Ci

min
xi

p∑

i=1

∑

k∈Ci

πk ||xi − vk||
2
Rn (V.11)

où (Ci)i=1,...,p est une partition de l’ensemble d’indices {1, . . . , K}. Dans la terminologie
usuelle, les solutions (C∗i )i=1,...,p s’appellent les cellules de Voronöı et les éléments (x∗i )i=1,...,p
s’appellent les centröıdes. Il est clair que connaissant C∗i , alors x∗i est solution du problème
suivant :

min
xi

∑

k∈C∗
i

πk ||xi − vk||
2
Rn

autrement dit :

x∗i =
1∑

k∈C∗
i

πk

∑

k∈C∗
i

πkvk.
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De même, supposons que les centröıdes solutions du problème (V.11) soient {x∗i }i=1,...,p,
alors la partition optimale minimise :

min
Ci

p∑

i=1

∑

k∈Ci

πk ||x
∗
i − vk||

2 . (V.12)

Soit la partition (C∗i )i=1,...,p définie par la relation suivante :

k ∈ C∗i ⇔ ∀j 6= i, ||x∗i − vk|| ≤
∣∣∣∣x∗j − vk

∣∣∣∣ .

De même, nous définissons l’application q∗ : {1, . . . , K} 7→ {1, . . . , p} définie par la relation
suivante :

q∗(k) = i⇔ k ∈ C∗i .

Soit une application surjective q : {1, . . . , K} 7→ {1, . . . , p} alors :

∣∣∣∣x∗q∗(k) − vk
∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣x∗q(k) − vk
∣∣∣∣ ;

donc :
K∑

k=1

πk
∣∣∣∣x∗q∗(k) − vk

∣∣∣∣2 ≤
K∑

k=1

πk
∣∣∣∣x∗q(k) − vk

∣∣∣∣2 ;

ce qui signifie que la partition {C∗i }i=1,...,p est solution du problème (V.12).

Construction numérique des cellules La méthode numérique que nous avons em-
ployée pour construire les classes est la suivante :

– à l’étape j, on dispose de p centröıdes (xji )i=1,...,p ;
– on classe les vecteurs vk de telle sorte que :

k ∈ Cj+1
i ⇔

∣∣∣∣xji − vk
∣∣∣∣

Rn ≤
∣∣∣∣xjl − vk

∣∣∣∣
Rn ∀l 6= i.

Il n’est pas nécessaire d’évaluer des normes pour faire ce calcul ; en effet, on peut
procéder de la manière suivante :
– supposons qu’a l’étape j nous ayons vk ∈ Cj

i , alors pour tout l 6= j on commence
par déterminer l’équation de l’hyperplan médiateur H entre xji et xjl :

x ∈ H ⇔ f(x)
def
=

(
x−

xji + xjl
2

)>
(xji − xjl ) = 0,

– on évalue ensuite le signe de f(vk) et :

{
f(vk) ≥ 0⇒ vk ∈ Cj+1

i ;

f(vk) < 0⇒ vk ∈ Cj+1
l .



86 Expériences numériques V.8

On recommence cette procédure (p−1) fois et cela pour les K vecteurs, soit K(p−1)
évaluations de signe ;

– une fois que l’on a déterminé la partition (C j+1
i )i=1,...,p, on calcule les nouvelles valeurs

des centröıdes :

xj+1i =
1∑

k∈Cj+1
i

πk

∑

k∈Cj+1
i

πkvk ∀i = 1, . . . , p ;

– on réalise le test d’arrêt suivant : si C j
i = Cj+1

i ∀i = 1, . . . , p alors l’algorithme
s’arrête, sinon on recommence la procédure avec :

xji = xj+1i ∀i = 1, . . . , p.

La figure V.4 montre le résultat de la classification en 20 cellules de 100000 vecteurs de
R2 obtenus en faisant un tirage aléatoire selon une loi uniforme. On peut constater que les
cellules qui se trouvent au centre ont une structure en nid d’abeille.

V.8 Mise œuvre en pratique

Au chapitre IV nous avons obtenus des résultats permettant de guider la discrétisation
d’un problème d’optimisation stochastique avec une structure d’information statique. La
figure IV.2 souligne les étapes importantes de cette discrétisation. Voici comment nous
avons procédé pour nous mettre dans le domaine d’application du théorème IV.28.

1. Les bruits dans le problème du Barrage sont constitués de la demande en éléctricité, et
des apports d’eau à chaque instant. Ces bruits sont en fait des trajectoires du bruit de
dimension 25, autrement dit nous avons affaire à un bruit vectoriel (d(t), w(t))t=0,...,24.
Nous allons dans un premier temps simuler de manière indépendante, un nombre N
de trajectoires de bruits vectoriel.

2. La première étape que nous avons décrite ne constitue pas encore une discrétisation
du problème du Barrage. Les trajectoires que nous avons simulées seront celles qui
serviront dans la suite pour évaluer le critère du problème en boucle ouverte que
nous obtiendrons en quantifiant l’observation. La quantification permet simplement
de transformer le problème d’optimisation d’origine en un problème d’optimisation en
boucle ouverte. Toutefois, la qualité des commandes calculées dependra du nombre de
trajectoires1 passant par une classe de la partition de l’espace des bruits. En fait nous
avons seulement besoin de partitionner les N trajectoires qui serviront à calculer les
“espérances conditionnelle”. La technique que nous utilisons pour créer une partition
des N trajectoires vectorielles est basée sur l’emploi récursif de la technique que nous
avons développée au paragraphe précédent.

1Dans notre cas nous allons remplacer la loi du bruit (d(t), w(t)) par sa loi empirique. La loi empirique
est directement liée à la taille de l’échantillon, c’est la raison pour laquelle nous parlons du nombre de
trajectoires
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3. Une fois que nous avons déterminé une partition des N trajectoires, nous avons
posé le problème. Schématiquement et pour résumer nous avons représenté sur la
figure V.5 comment est formé le problème discret à partir des trajectoires simulées
et de la partition que nous avons crée. Sur la figure V.5, les nœuds sur chacunes des
trajectoires permettent de numéroter toutes les variables du problème d’optimisation
(état, état adjoint et commandes). Les cercles qui entourent les nœuds représentent la
nouvelle structure d’information discrète. Les commandes appartenant à une même
classe doivent avoir la même valeur numérique. Le problème discret que nous allons
résoudre est l’équivalent du problème IV.27.

Nous avons résolu numériquement le problème du Barrage en suivant la méthodologie
que nous venons de décrire. Nous avons étudié la qualité des résultats obtenus en nous
penchant plus particulièrement sur la qualité des argmins. En effet, une propriété impor-
tante d’une technique de résolution numérique d’un problème de commande optimale, est
sa capacité à permettre de synthétiser une loi de feedback qui puissent être utilisable (et
même optimale) pour le problème d’origine. Pour ce qui est du problème du Barrage, cette
loi de feedback à pu être obtenue numériquement par un autre procédé : la programmation
dynamique. La programmation dynamique est une technique pour résoudre les problèmes
de commande optimale dans un cadre Markovien2, malheureusement cette technique est
souvent impraticable à cause de la necessité de stocker un trop grand nombre de valeurs
numérique dès que la dimension de l’état3 du système est supérieure à 3. Remarquons à cet
effet que l’une des raisons du développement des techniques variationnelles du type de celle
que nous avons mise en œuvre est justement de pouvoir permettre la résolution numérique
de problèmes de commande optimale de grande dimension. Nous savons que dans le cas
Markovien, le feedback optimal peut être une fonction de l’état du système dynamique,
c’est à dire du niveau d’eau dans le Barrage. Nous avons donc calculé ce feedback par la
programmation dynamique en discrétisant “finement” l’espace d’état du système, le niveau
d’eau étant supposé être compris entre 0 et 1, nous avons discrétisé cet intervalle en 100
sous intervalles. Autrement dit en supposant que le niveau d’eau dans le Barrage ne peut
prendre que 101 valeurs discrètes nous avons calculé le feedback optimal (approché tout
de même) du problème du Barrage. Le feedback dans ce cas est simplement la quantité
d’eau turbinée en fonction du niveau d’eau dans le Barrage. Par ailleurs, à partir de la
commande optimale obtenue par la procédure variationnelle que nous avons décrite, nous
pouvons également synthétiser une loi de feedback de la manière suivante : nous avons
simplement associé à chaque valeur de l’état calculée à partir de la commande optimale,
la valeur de la commande qui lui correspond. Nous avons comparé ces deux procédés (le
feedback calculé par la programmation dynamique ayant le statut de feedback optimal du
problème d’origine) en les représentant sur les figures suivantes.

Remarque V.1. Pour nos expériences numériques nous avons considéré N = 1000 tra-
jectoires ce qui représente un nombre tout à fait insignifiant par rapport aux dimensions

2Cela signifie que les bruits qui existent la dynamique du problème sont indépendants
3Dans le cas du problème du Barrage, l’état du système est le niveau d’eau dans le Barrage, c’est donc

un état de dimension 1, largement praticable par la programmation dynamique
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du problème.

Analyse des résultats
– La première analyse qu’il convient de faire est que la “trace” de la quantification

apparait clairement pour les deux, voir les trois premiers instants du processus. Au
dela de t = 2, il n’y à plus de trace de l’opération de quantification. Par ailleurs les
résultats semblent également être particulièrement bruité à partir de t = 3.

– Une autre remarque intéressante est que l’on observe que malgré une précision tout
à fait médiocre, le nuage de point que l’on obtient ne rempli jamais tout l’espace,
mais entoure la courbe obtenue par programmation dynamique.
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Fig. V.1 – Demande et apports d’eau



90 Expériences numériques V.8

0 4 8 12 16 20 24
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4

2.8

3.2

+

+

Tarif

PSfrag replacements

Problème avec une structure
d’information statique IV.23
γ est B-mesurable.

Discrétisation de la structure d’information.
P ◦ (Qk ◦ h)

−1 converge en probabilité vers P ◦ h−1.
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Fig. V.4 – Cellules de Voronöı d’une loi uniforme sur [0, 1]× [0, 1]
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Fig. V.5 – Structure statique discrète
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t = 1 ; number of scenarios = 1000
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t = 2 ; number of scenarios = 1000
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Fig. V.6 – Feeback estimé
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t = 6 ; number of scenarios = 1000
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t = 7 ; number of scenarios = 1000
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t = 8 ; number of scenarios = 1000

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
ΟΟ

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
ΟΟ

Ο
ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

ΟΟ

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

ΟΟ Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο Ο
Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο Ο

Ο
Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

ΟΟ

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

Ο

Ο
Ο

Ο

Ο

Ο

t = 9 ; number of scenarios = 1000
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t = 10 ; number of scenarios = 1000
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t = 11 ; number of scenarios = 1000

Fig. V.7 – Feeback estimé
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t = 12 ; number of scenarios = 1000
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t = 13 ; number of scenarios = 1000
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t = 14 ; number of scenarios = 1000
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t = 16 ; number of scenarios = 1000
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t = 17 ; number of scenarios = 1000

Fig. V.8 – Feeback estimé
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t = 18 ; number of scenarios = 1000
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t = 19 ; number of scenarios = 1000
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t = 20 ; number of scenarios = 1000
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t = 21 ; number of scenarios = 1000
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Fig. V.9 – Feeback estimé



Chapitre VI

Conditions de Kuhn et Tucker

VI.1 Introduction

La théorie du Lagrangien en optimisation permet à Arkin [7] d’écrire en 1984 les condi-
tions d’optimalité d’un problème de commande optimale stochastique en temps discret et
horizon fini dans le cas différentiable. Arkin a étudié un problème Markovien : cette restric-
tion superflue limite les possibilités d’application de ce résultat. Par la suite, de nombreux
auteurs ont abordé ce sujet pour différents problèmes d’optimisation dynamiques stochas-
tiques. Dans le contexte où le temps est continu on peut citer Kushner [63] qui donne un
résultat dans le cas du contrôle d’un processus d’Ito, Peng [71] qui traite du cas où les
cœfficients du processus d’Ito dépendent du contrôle. Le lecteur intéressé pourra trouver
d’autres références dans les articles cités. Pour les problèmes stochastiques dynamiques, les
variables de décision sont astreintes à respecter des contraintes de mesurabilité. La théorie
de la dualité en présence de contraintes de mesurabilité apparâıt pour la première fois
dans un article de Rockafellar [87] qui produira par la suite un article plus complet sur
la question [89]. Ces résultats seront appliqués à l’étude des conditions d’optimalité d’un
problème stochastique de type Bolza [85] ; Hiriart-Urruty [55] étudie un problème multi-
périodes dans le cadre lipschitzien. Nous avons pour objectif dans ce chapitre d’écrire les
conditions d’optimalité d’un problème de commande optimale stochastique en temps dis-
cret. La particularité du problème abordé sera la présence d’une contrainte de mesurabilité
portant sur les variables de décision. L’originalité de notre démarche réside dans l’in-
terprétation des dites conditions, plus particulièrement de notre double interprétation de
l’équation adjointe, c’est-à-dire du multiplicateur associé à la dynamique du système. Nous
montrerons qu’il est en effet possible d’écrire deux équations adjointes pour le problème
étudié, l’une faisant apparâıtre un processus adjoint adapté à la filtration engendrée par le
processus de bruits, l’autre équation faisant intervenir un processus adjoint qui n’est pas
nécessairement adapté à cette dernière filtration. Par ailleurs nous montrerons également
que chacun des processus adjoints se calcule de manière récursive. Enfin, bien que nous
calculions deux processus adjoints distincts, nous montrerons que les équations qui entrent
en jeu lors de l’évaluation de la commande n’en sont pas modifiées pour autant.
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98 Conditions de Kuhn et Tucker VI.2

VI.2 Problèmes avec une contrainte de projection

Nous allons étudier un cas particulier de problème d’optimisation. Il s’agit de la mi-
nimisation d’un critère, sous contrainte que la variable de décision est dans l’image d’un
projecteur. Ce type de problème a déjà été étudié dans le cas particulier de contrainte de
mesurabilité, typiquement la variable de décision x est assujettie à respecter une contrainte
de la forme E (x | B) = x ; nous allons étendre certains résultats de Rockafellar, Wets, Higle
et Sen [87, 54] en considérant une contrainte de la forme Ax = x où A est un projecteur.

VI.2.1 Définition du problème

Soient H un espace vectoriel normé, H∗ son dual et A : H → H un projecteur (AA = A)
linéaire supposé de graphe fermé. On note A∗ : H∗ → H∗ l’adjoint de A, autrement dit
l’application telle que pour tout couple (p, x) ∈ H∗ × H, 〈A∗p, x〉 = 〈p,Ax〉. Soit S le
sous-ensemble de H tel que :

S
def
= {x ∈ H | Ax = x} ,

et on pose :

M
def
= S⊥ ;

c’est-à-dire que :

M =
{
p ∈ H∗ | 〈p, x〉H∗,H = 0, ∀x ∈ S

}
.

Il est clair que S et M sont des sous-espaces vectoriels de H. Considérons les problèmes
suivants :

P :

{
inf J(x),
x ∈ S.

et :

P ′ :

{
inf J(x),
x = z et z ∈ S.

Ces problèmes sont clairement équivalents, cependant il est plus pratique de dualiser P ′

que P . Le Lagrangien associé au problème P ′ est la fonction définie par :

L(x, z, λ, µ)
def
= J(x) + 〈z − x, λ〉+ 〈(z − Az), µ〉 .

La fonction duale de P ′ est l’application Φ telle que :

Φ(λ, µ)
def
= inf

x,z
L(x, z, λ, µ).

On remarque que :

L(x, z, λ, µ) = −(〈λ, x〉 − J(x)) + 〈λ+ µ− A∗µ, z〉 ;
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on obtient en isolant l’expression J ∗ de la transformée de Legendre-Fenchel de J (voir
définition A.8) :

inf
x

L(x, z, λ, µ) = −J∗(λ) + 〈λ+ µ− A∗µ, z〉 .

Donc :

Φ(λ, µ) =

{
−J∗(λ) si λ = −µ+ A∗µ ;
−∞ sinon.

(VI.1)

Commençons par établir quelques lemmes techniques.

Lemme VI.1. Soit A un opérateur linéaire alors :

ker(I − A) ⊂ imA. (VI.2)

Preuve : Soit x ∈ ker(I − A) alors Ax = x, ce qui signifie bien que x ∈ imA, donc que

ker(I −A) ⊂ imA. ¤

Lemme VI.2. Si A est un projecteur alors :

imA = ker(I − A).

Preuve : Soit y ∈ imA alors il existe x ∈ H tel que y = Ax, donc Ay = AAx = Ax = y, ce

qui montre que y ∈ ker(I −A). On déduit l’égalité grâce à (VI.2). ¤

Remarque VI.3. Il est facile d’observer que l’expression (VI.2) est équivalente à :

kerA ⊂ im(I − A) ;

sous l’hypothèse que A est un projecteur cette inclusion devient une égalité d’après le
lemme VI.2.

Lemme VI.4. Si A est un projecteur, il en est de même de A∗.

Le problème dual consiste à maximiser la fonction duale Φ, autrement dit d’après (VI.1)
il s’agit alors de résoudre le problème suivant :

max−J∗(λ) sous λ ∈ im(I − A∗).

D’après les lemmes (VI.2) et (VI.4) le problème dual est équivalent au problème suivant :

D′ :

{
sup−J∗(p),
p ∈ kerA∗.

Lemme VI.5. Si A est fermé et dom(A) = H, alors nous avons :

( imA)⊥ = kerA∗. (VI.3)
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Preuve : Pour une preuve de se résultat voir [25, corollaire II.17 p. 28]. ¤

La conséquence du lemme (VI.5) est que D′ est équivalent au problème suivant :

D :

{
sup−J∗(p),
p ∈M.

Définition VI.6. Nous noterons vp et vd les valeurs optimales respectives des problèmes
P et D, c’est-à-dire :

vp = inf {J(x) | x ∈ S} ,

et :
vd = sup {−J∗(p) | p ∈M} .

VI.2.2 Approche par dualité

Théorème VI.7. On suppose que J est convexe et continue. Alors :

1. vp ≥ vd ;

2. x̄ ∈ S est solution de P si et seulement si il existe p̄ ∈M tel que :

vd = −J∗(p̄) = J(x̄) = vp.

Preuve : Par définition de J∗, quels que soient (p, x) ∈ H∗ ×H :

J∗(p) + J(x) ≥ 〈p, x〉H∗,H .

Par définition de l’orthogonal d’un ensemble, on obtient alors :

∀x ∈ S, ∀p ∈M, J(x) ≥ −J∗(p),

et par définition de vp et vd,
vp ≥ vd. (VI.4)

Le problème P est équivalent à :
inf
x∈H

[J(x) + XS(x)] .

D’après la proposition A.13 et la proposition A.14, x̄ est solution de P si et seulement si :

0 ∈ ∂J(x̄) + ∂XS(x̄). (VI.5)

Puisque S est un sous-espace vectoriel de H, alors :

∂XS(x̄) = S⊥.

Étant donné que l’application J est convexe et continue, alors ∂J(x̄) 6= ∅, donc l’inéquation
variationnelle (VI.5) est équivalente à :

∃p̄ ∈ ∂J(x̄) tel que − p̄ ∈ ∂XS(x̄) = S⊥ c’est-à-dire ∀x ∈ S, 〈p̄, x〉H∗,H = 0.
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Or :
p̄ ∈ ∂J(x̄)⇔ J∗(p̄) + J(x̄) = 〈p̄, x̄〉H∗,H ,

donc (VI.5) est équivalent à :
−J∗(p̄) = J(x̄) et p̄ ∈ S⊥.

De plus, x̄ est solution de P alors :
J(x̄) = vp, (VI.6)

et p̄ vérifie les contraintes de D alors :

−J∗(p̄) ≤ vd, (VI.7)

donc d’après (VI.4)–(VI.6) et (VI.7) :
vd = vp.

¤

Corollaire VI.8. Sous les hypothèses du théorème VI.7, x̄ ∈ S est solution de P ssi il
existe un p̄ ∈M tel que :

x̄ ∈ argmin
x∈H

(J(x)− 〈p̄, x〉H∗,H). (VI.8)

Preuve : D’après le théorème VI.7, x̄ ∈ S est solution de P ssi il existe p̄ ∈M tel que :

J∗(p̄) + J(x̄) = 0. (VI.9)

La relation (VI.9) et le fait que 〈p̄, x̄〉H∗,H = 0 impliquent que p̄ ∈ ∂J(x̄) or :

p̄ ∈ ∂J(x̄)⇔ x̄ ∈ argmin
x∈H

(J(x)− 〈p̄, x〉H∗,H).

¤

Corollaire VI.9. On reprend les hypothèses du théorème VI.7 et on suppose de plus que
A est fermée, que dom(A) = H et AA = A. Alors x̄ est solution de P ssi il existe p ∈ H ∗

tel que :
x̄ ∈ argmin

x∈H
(J(x)− 〈p− A∗p, x〉H∗,H). (VI.10)

Preuve : D’après le corollaire VI.8, nous avons que x̄ ∈ S est solution de P si et seulement
si :

∃p̄ ∈M, x̄ ∈ argmin
x∈H

(J(x)− 〈p̄, x〉H∗,H).

D’après (VI.3) M = kerA∗, puisque A est un projecteur alors il en est de même de A∗ et donc :

kerA∗ = im(I −A∗).

Alors :
p̄ ∈M ⇔ ∃p ∈ H∗, p̄ = p−A∗p ;

le résultat est alors immédiat. ¤
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VI.2.3 Approche directe des conditions d’optimalité

Nous avons utilisé des arguments de dualité pour déduire des conditions d’optimalité
pour le problème P . Nous allons maintenant considérer une approche plus directe des
conditions d’optimalité, qui repose sur l’équivalence entre P et le problème suivant :

P ′′ inf
x∈H

J(Ax).

L’équivalence entre P et P ′′ est une conséquence directe du lemme (VI.2). Il suffit en effet
de remarquer que le problème P ′′ est exactement le problème suivant :

inf
y∈H

J(y) sous y ∈ imA.

La proposition suivante a pour objet de préciser ce que nous entendons par “équivalents”.

Proposition VI.10. Si x̄ est solution de P alors x̄ est solution de P ′′. Réciproquement si
x̄ est solution de P ′′, alors ȳ = Ax̄ est solution de P.

Preuve : Soit x̄ solution de P alors :

∀x ∈ H tel que Ax = x, J(x̄) ≤ J(x).

Si x̄ est solution de P alors pour tout x ∈ H, puisque A est un projecteur, y = Ax vérifie Ay = y,

donc J(x̄) ≤ J(y) = J(Ax). Ce qui prouve que x̄ est solution de P ′′. Soit maintenant x̄ solution

de P ′′, alors pour tout x ∈ H tel que Ax = x nous avons J(x̄) ≤ J(Ax) = J(x). Ce qui prouve

que x̄ est également solution de P. ¤

Remarque VI.11. Si nous avions introduit dans le problème la contrainte x ∈ K, il aurait
fallu supposer que AK ⊂ K pour obtenir l’équivalence entre P et P ′′.

Nous allons faire référence dans le théorème suivant au sous-differentiel généralisé de
Clarke, voir définition A.23 dans l’annexe A.

Théorème VI.12. Supposons que J soit localement lipschitzienne et que A soit un opérateur
linéaire continu. Si x̄ est solution de P ′′ il existe p̄ ∈ H∗ tel que A∗p̄ = 0 et p̄ ∈ ∂J(x̄).

Preuve : L’application J(A·) étant localement lipschitzienne, les conditions d’optimalité
sont :

0 ∈ ∂J(A·)(x̄).

D’après [28, Théorème 2.3.10], nous avons :

∂J(A·)(x̄) ⊂ A∗∂J(Ax̄).

Puisque Ax̄ = x̄, alors :
0 ∈ A∗∂J(x̄) ;

autrement dit, il existe p̄ ∈ ∂J(x̄) tel que A∗p̄ = 0. ¤
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Corollaire VI.13. Soit A un projecteur continu, si x̄ est solution de P alors il existe
p̄ ∈ H∗ tel que A∗p̄ = 0 et p̄ ∈ ∂J(x̄).

Preuve : D’après la proposition VI.10 nous avons que x̄ est aussi solution de P ′′. Par

conséquent, x̄ vérifie les conditions d’optimalité du problème P ′′ données par le théorème VI.12.

¤

VI.2.4 Application à un problème d’optimisation stochastique

Le cadre mathématique du problème primal P est adapté à la situation des problèmes
d’optimisation stochastique. Les variables de décision dans les problèmes d’optimisation
stochastique sont toujours assujetties à respecter une contrainte de mesurabilité. Celle-ci
peut s’exprimer de différentes façons. Soit (Ω,BΩ,P) un espace probabilisé, {B1, . . . ,BT}
une famille de sous-tribus de BΩ, et X = (X1, . . . , XT ), puis posons :

ΠL
p
Rn (Ω)

(X)
def
= (E (X1 | B1) , . . . ,E (XT | BT )).

Nous avons clairement que ΠL
p
Rn (Ω)

est un opérateur linéaire continu, et que c’est une
projection. L’espérance conditionnelle dans la définition de ΠL

p
Rn (Ω)

existe puisqu’elle est
définie sur Lp

Rn(Ω), p ≥ 1. La continuité de ΠL
p
Rn (Ω)

est une conséquence de l’inégalité de
Jensen : ∣∣∣

∣∣∣
(
ΠL

p
Rn (Ω)

(X)
)
k

∣∣∣
∣∣∣
p

L
p
Rn (Ω)

= ||E (Xk | Bk)||LpRn (Ω)
≤ ||Xk||LpRn (Ω)

.

La proposition suivante donne l’expression précise de l’adjoint de ΠL
p
Rn (Ω)

.

Proposition VI.14 (Eisner et Olsen [42]). Soit p ∈ [1,∞[ alors Π∗
L
p
Rn (Ω)

= ΠL
q
Rn (Ω)

avec 1
p
+ 1

q
= 1.

Considérons les notations suivantes :
– H

def
= L1Rm(Ω), donc naturellement H∗ = L∞Rm(Ω) ;

– pour tout x ∈ H, A(x)
def
= E (x | B) ;

et considérons le problème d’optimisation suivant :





minE[J(x(w), w)]

sous les contraintes

{
x = A(x),
x ∈ H.

(VI.11)

Il consiste en la minimisation d’un critère en espérance, sous des contraintes de mesurabilité.
Nous ferons l’hypothèse que l’application :

L1Rm(Ω) → R ;

x 7→ E [J(x(w), w)] ;
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est convexe. Il est connu que A est un projecteur fermé et que son adjoint est l’espérance
conditionnelle sur H∗. D’après le corollaire VI.8 il existe p ∈ ( imA)⊥ tel que si x̄ est
solution du (VI.11) ; alors, x̄ est également solution de :

min
x∈H

E [J(x(w), w) + 〈p(w), x(w)〉] .

Puisque ( imA)⊥ = kerA∗ alors E (p | B) = 0. D’après le corollaire VI.9 il existe p ∈ L∞Rm(Ω)
tel que si x̄ est solution du (VI.11) alors x̄ est aussi solution de :

min
x∈H

E [J(x(w), w) + 〈p(w)− E (p | B) (w), x(w)〉] .

En supposant J(·, ξ) convexe, alors une solution x̄ du problème (VI.11) vérifie aussi :

x̄(w) ∈ argmin
x

(J(x,w) + 〈p(w)− E (p | B) (w), x(w)〉).

VI.3 Conditions de Kuhn et Tucker dans un problème

stochastique

L’espace de probabilité associé aux éléments aléatoires du problème est (Ω,F ,P), où Ω
est un sous-ensemble borélien de (Rn)T+1, F désigne la tribu des boréliens sur Ω et P est
une mesure de probabilité sur (Ω,F). Un élément ω de Ω est de la forme :

(ω0, . . . , ωT ) ∈ (Rn)T+1.

VI.3.1 Un problème de commande optimale stochastique

Nous allons considérer un problème dans lequel les décisions doivent être prises en
réponse à l’observation progressive d’une certaine variable aléatoire et de manière à mini-
miser l’espérance d’une fonction coût, tout en respectant des contraintes sur les variables
de décision.

Les variables w = (w0, . . . , wT ) et u = (u0, . . . , uT ) ∈ (Rm)T représentent respective-
ment des éléments aléatoires et des décisions. Elles permettent d’intégrer une dynamique
discrète :

xt+1 = F (xt, ut, wt+1, t) t = 0, . . . , T − 1 ; (VI.12)

x0 = η(w0) ;

et déterminent un “coût trajectoriel” noté J0(x, u, w) :

J0(x, u, w)
def
= K(xT ) +

T−1∑

t=0

L(xt, ut, wt+1, t).
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Soit une famille croissante de sous-tribus complètes de F noté G :

G = {G0, . . . ,GT} avec G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ GT .

Une stratégie admissible u devra être un élément de Np :

Np
def
=
{
u = (u0, . . . , uT−1) ∈ Lp

(Rm)T (Ω) | ut est Gt-mesurable ∀t = 0, . . . , T − 1
}

;

Le problème de commande optimale considéré s’exprime alors de la manière suivante :

inf
{
f(u)

def
= E [J(u(w), w)] | sous la contrainte u ∈ Np

}
, (VI.13)

avec J(u, ω)
def
= J0(x(u, ω), u, ω), x(u, ω) étant obtenu en intégrant la dynamique discrète

(VI.12) à l’aide de la stratégie u.

Hypothèses (H)

1. l’application L(·, ·, wt+1, t) est C1(R` × Rm) P− p.s. ;

2. l’application F (·, ·, wt+1, t) est C1(R` × Rm) P− p.s. ;

3. l’application K(·) est C1(R`) ;

Hypothèse (A) Il existe c > 0 tel que :

∣∣∣
∣∣∣J ′

(u,w)
∣∣∣
∣∣∣ ≤ c(1 + ||u||p−1).

L’hypothèse (A) permet [28, Théorème 2.7.5] simplement d’avoir l’inclusion suivante :

∂f(u) ⊂ {p | p(w) ∈ ∂J(·, w)(u(w))} .

Elle signifie également que f est lipschitzienne sur tout sous ensemble borné de Lp

(Rm)T (Ω).

VI.3.2 Conditions d’optimalité

Il est classique pour les problèmes de commande optimale d’exprimer le critère à mi-
nimiser en éliminant les variables d’état. Le calcul du gradient du nouveau critère passe
alors par un procédé qui consiste à introduire une nouvelle variable qui simplifiera le calcul
du gradient.
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Proposition VI.15. Si (H) est vérifiée, alors l’application J(·, w) ∈ C1((Rm)T ) et :

∀u ∈ (Rm)T , (J
′

ut
)>(u,w) = (L

′

u)
>(xt, ut, wt+1, t) + (F

′

u)
>(xt, ut, wt+1, t)λt+1 ;

où : {
λT = (K

′

x)
>(xT ) ;

λt = (L
′

x)
>(xt, ut, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)λt+1.

Preuve : Commençons par écrire J(u,w) au moyen d’un état adjoint qui est ici un ensemble
de T + 1 vecteurs λ = (λt)t=0,...,T :

J(u,w) = K(xT ) +
T−1∑

t=0

L(xt, ut, wt+1, t) + λ>t+1(F (xt, ut, wt+1, t)− xt+1) ;

Cette identité a lieu quelque soit λ pourvu que x vérifie la dynamique (VI.12). On choisira λ
ultérieurement de manière à éliminer la dérivée de la fonction u 7→ x(u). Nous pouvons à présent
calculer la dérivée de J(·, w) en u :

J
′

(u,w).v = K
′

(xT )x
′
T (u).v +

T−1∑

t=0

L
′

x(xt, ut, wt+1, t)x
′
t(u).v + L

′

u(xt, ut, wt+1, t).vt

+ λ>t+1(F
′

x(xt, ut, wt+1, t)x
′
t(u).v − x′t+1(u).v + F

′

u(xt, ut, wt+1, t).vt).

En procédant à un regroupement des termes :

J
′

(u,w).v = K
′

(xT )x
′
T (u).v +

T−1∑

t=0

(L
′

x(xt, ut, wt+1, t)x
′
t(u) + λ>t+1F

′

x(xt, ut, wt+1, t)x
′
t(u)

− λ>t+1x
′
t+1(u)).v +

T−1∑

t=0

(L
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt + λ>t+1F
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt).

En choisissant λt comme indiqué nous obtenons alors la formule suivante :

J
′

(u,w).v = λ>T x
′
T (u).v.+

T−1∑

t=0

(λ>t x
′
t(u)− λ>t+1x

′
t+1(u)).v+

T−1∑

t=0

(L
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt + λ>t+1F
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt).

Cette dernière expression se simplifie en remarquant que :

λ>T x
′
T (u).v +

T−1∑

t=0

(λ>t x
′
t(u)− λ>t+1x

′
t+1(u)).v = λ>0 x

′
0(u).v = 0 ;

donc :

J
′

(u,w).v =
T−1∑

t=0

L
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt + λ>t+1F
′

u(xt, ut, wt+1, t).vt.

¤
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Théorème VI.16. Supposons que (A) soit vérifiée. Si ū est une solution du problème
(VI.13), alors il existe une application mesurable p̄ = (p̄0, . . . , p̄T−1) ∈ Lq

(Rm)T (Ω) telle
que :

p̄(w) ∈ ∂J(·, w)(ū(w)) et E (p̄t | Gt) = 0, ∀t = 0, . . . , T − 1.

Preuve : L’opérateur A défini sur Lp

(Rm)T (Ω) par :

A(x0, . . . , xT−1) = (E (x0 | G0) , . . . ,E (xT−1 | GT−1))

est un projecteur, c’est-à-dire que AA = A. L’ensemble Np est simplement l’image de ce projec-
teur :

Np =
{
u ∈ Lp

(Rm)T (Ω) | Au = u
}

;

le problème d’optimisation (VI.13) s’écrit plus simplement :

inf
u

f(Au) sous Au = u.

D’après le théorème VI.12 :

∃p̄ = (p̄0, . . . , p̄T−1) ∈ Lq

(Rm)T (Ω), A∗p̄ = 0

et :
p̄ ∈ ∂f(ū).

D’après l’hypothèse (A) nous avons par [28, Théorème 2.7.5] :

∂f(ū) ⊂
{
p ∈ Lq

(Rm)T (Ω) | p(w) ∈ ∂J(·, w)(ū(w))
}
.

En résumé, il existe p̄t ∈ Lq
Rm(Ω) tel que E (p̄t | Gt) = 0 et :

p̄ = (p̄0, . . . , p̄T−1) ∈ ∂J(·, w)(ū(w)).

¤

VI.3.3 Conditions nécessaires d’optimalité, première forme

Corollaire VI.17. Supposons que (A) et (H) soient satisfaites. Si ū est solution du
problème P alors ū vérifie :

E
(
(L

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t)λt+1 | Gt

)
= 0, (VI.14)

où :

λT = (K
′

x)
>(xT ) ;

λt = (L
′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t)λt+1. (VI.15)
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Preuve : Ce résultat est une conséquence directe de la proposition VI.15 et du théorème

VI.16. ¤

Remarque VI.18. L’intérêt du corollaire VI.17 est de donner une caractérisation de
la solution sans supposer l’indépendance des variables aléatoires (wt)t=0,...,T : ceci est un
avantage sur la technique de programmation dynamique.

VI.3.4 Conditions nécessaires d’optimalité, deuxième forme

La filtration naturelle (Ft)t=0,...,T−1 associée au processus (wt)t=0,...,T−1 est définie de la
manière suivante :

Ft
def
= σ(w0, . . . , wt), ∀t = 0, . . . , T − 1.

Corollaire VI.19. Supposons que (A) et (H) soient satisfaites et que Gt ⊂ Ft+1. Si ū est
solution du problème (VI.13), alors :

E
(
(L

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t)Λt+1 | Gt

)
= 0, (VI.16)

où :

ΛT = (K
′

x)
>(xT ), (VI.17)

Λt = E
(
(L

′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t)Λt+1 | Ft

)
. (VI.18)

Preuve : On applique le corollaire VI.17 et l’on pose Λt = E (λt | Ft). Alors en prenant
l’espérance conditionnelle dans l’équation (VI.15) on obtient :

Λt = E
(
(L

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)λt+1 | Ft

)
.

Étant donné que Ft ⊂ Ft+1, que xt, ūt et F (x, u, wt+1, t) sont Ft+1 mesurables nous déduisons
du lemme B.5 :

Λt = E
(
(L

′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ūt, wt+1, t)Λt+1 | Ft

)
.

Puisque Gt ⊂ Ft+1 nous déduisons à nouveau du lemme B.5 et de la formule VI.14 :

E
(
(L

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t) + (F

′

u)
>(xt, ūt, wt+1, t)Λt+1 | Gt

)
= 0.

¤
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VI.3.5 Calcul de l’état adjoint

Cette section présente une autre manière de calculer l’état adjoint, intervenant dans
le principe du minimum. Nous donnons un théorème qui est une version temps-discret de
l’équation adjointe introduite par Haussman [53].

Définition VI.20. On définit pour tout t ∈ N la dynamique discrète suivante :

{
At,t = I ;
At,s+1 = At,s(F

′

x)
>(xs, us, ws+1, s) si s ≥ t s ∈ N.

Lemme VI.21. Les matrices At,s vérifient les relations suivantes :

At,s = (F
′

x)
>(xt, ut, ws+1, t)At+1,s.

Preuve : Pour alléger les notations posons γ(t)
def
= (F

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t), alors :

At,s+1 = At,sγ(s) ;

= At,s−1γ(s− 1)γ(s) ;

= At,tγ(t) . . . γ(s− 1)γ(s) ;

= γ(t) . . . γ(s− 1)γ(s) ;

d’où :

At,s = γ(t) γ(t+ 1) . . . γ(s− 1)︸ ︷︷ ︸
At+1,s

;

et :

At,s = γ(t)At+1,s.

¤

Théorème VI.22. L’état adjoint Λ du théorème VI.17 se calcule selon la formule sui-
vante :

ΛT = (K
′

x)
>(xT ),

Λt = E

(
T−1∑

s=t

At,s(L
′

x)
>(xs, us, ws+1, s) + At,T (K

′

x)
>(xT ) | Ft

)
.

Preuve : Il est clair que :

ΛT = E
(
AT,T (K

′

x)
>(xT ) | FT

)
.
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On suppose que la propriété est vraie pour Λt+1, alors :

Λt = E
(
(L

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)Λt+1 | Ft

)
,

Λt = E

(
(F

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)E

(
T−1∑

s=t+1

At+1,s(L
′

x)
>(xs, us, ws+1, s) +At+1,T (K

′

x)
>(xT ) | Ft+1

)

+(L
′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)

∣∣∣Ft
)
,

Λt = E

(
(L

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t) +

T−1∑

s=t+1

(F
′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)At+1,s(L

′

x)
>(xs, us, ws+1, s)

+(F
′

x)
>(xt, ut, wt+1, t)At+1,T (K

′

x)
>(xT )

∣∣∣Ft

)
,

Λt = E

(
(L

′

x)
>(xt, ut, wt+1, t) +

T−1∑

s=t+1

At,s(L
′

x)
>(xs, us, ws+1, s) +At,T (K

′

x)
>(xT ) | Ft

)
,

Λt = E

(
T−1∑

s=t

At,s(L
′

x)
>(xs, us, ws+1, s) +At,T (K

′

x)
>(xT ) | Ft

)
.

¤

Proposition VI.23. L’état adjoint λt du théorème VI.19 se calcule de la manière sui-
vante :

λt =
T−1∑

s=t

At,s(L
′

x)
>(xs, us, ws+1, s) + At,T (K

′

x)
>(xT ).

Preuve : La démonstration est identique à la précédente. ¤

Théorème VI.24. Supposons que les fonctions L
′

u, F
′

u, L
′

x, F
′

x, K
′

x sont bornées, que Gt =
Ft et que wt(ω) = ωt. Alors le système d’équations (VI.16), (VI.17) et (VI.18), peut être
vérifié par des applications ūt et Λt mesurables par rapport à la variable aléatoire xt.

Preuve : La preuve se fait par une récurrence rétrograde sur l’indice t. Commençons par
poser :

Φt(x, u) = E
[
(L

′

u)
>(x, u, wt+1, t) + (F

′

u)
>(x, u, wt+1, t)Λt+1

]
,

et :
Mt(x)

def
= {u | Φt(x, u) = 0} .

Il est clair que ΛT est xT mesurable, grâce à la dynamique nous pouvons exprimer xT en fonction
de xT−1 et de uT−1. MT étant une multi application mesurable à valeurs non vides et fermées, il
existe une application γT telle que :

γT (x) ∈MT (x),
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par conséquent ūT = γT (xT ) convient. Suppose qu’il existe une application mesurable Λx
t+1 telle

que Λt+1 = Λx
t+1(xt+1) alors :

Λt = E
(
(L

′

x)
>(xt, γt(xt), wt+1, t) + (F

′

x)
>(xt, γt(xt), wt+1, t)Λ

x
t+1(F (xt, γt(xt), wt+1, t)) | Ft

)
.

Puisque wt+1 est indépendante de Ft, alors Λt peut s’exprimer en fonction de xt et ut. À nou-
veau grâce à un argument de sélection mesurable nous avons l’existence d’une variable aléatoire
mesurable γt vérifiant :

γt(x) ∈Mt(x) ;

et ūt = γt(xt) convient. ¤
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Chapitre VII

Conclusion et ouvertures

VII.1 Résultats

Nous avons montré que la discrétisation d’un problème d’optimisation stochastique avec
une structure d’information statique produit nécessairement deux sources d’erreurs. L’une
provient de la discrétisation de la structure d’information, l’autre de celle de l’espérance
du critère. Nous avons donné un procédé permettant de contrôler ces deux erreurs et
nous avons montré que ce procédé permet asymptotiquement d’approcher la solution du
problème d’origine. Par ailleurs le procédé que nous avons développé au chapitre IV possède
un intérêt pratique, au moins en ce qui concerne la discrétisation de la structure d’infor-
mation. Nous avons en effet que la solution du problème discret est aussi une solution
admissible (du point de vue de la contrainte de mesurabilité) pour le problème d’origine.

Le rôle de la méthode numérique que nous avons utilisée pour discrétiser la structure
d’information peut s’expliquer clairement avec l’aide du résultat du paragraphe IV.2. La
quantification de la structure d’information nous permet simplement de supprimer les
contraintes de mesurabilité en transformant le critère du problème à optimiser, le nouveau
critère étant l’espérance conditionnelle du critère d’origine par rapport à une tribu discrète.
C’est également ce qui se produit lorsque l’on utilise les techniques dites de chroniques de
scénarios, la contrainte de mesurabilité n’est plus supportée par les variables de décisions,
mais directement par le critère.

VII.2 Ouvertures

Nous avons choisi une approche directe de la discrétisation, une autre approche aurait
pu consister à étudier la discrétisation des conditions d’optimalité d’un problème d’opti-
misation. Même si les conditions d’optimalité sont théoriquement équivalentes, elles n’en
demeurent pas moins intéressantes pour la raison suivante : l’équivalence des conditions
d’optimalité repose sur une propriété intrinsèque de l’espérance conditionnelle, celle d’être
un projecteur. L’idée sous-jacente de l’approche par la quantification est simplement de
remplacer une espérance conditionnelle, par une espérance conditionnelle discrète, le nouvel

113
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opérateur discret étant lui même un projecteur (puisque c’est une espérance conditionnelle)
devrait conduire numériquement aux mêmes résultats que l’on passe par l’une ou l’autre des
expressions des conditions d’optimalité. Mis à part ce cas, les opérateurs discrètes pouvant
remplacer une espérance conditionnelle ne sont pas des projections en général. Autrement
dit la discrétisation de conditions d’optimalités qui sont théoriquement équivalentes de-
vraient a priori conduire à des résultats numériques différents.



Annexe A

Rappels d’optimisation

A.1 Optimisation convexe

X désigne par défaut un espace vectoriel normé dont le dual topologique est noté X ∗.

Définition A.1. On dit que f : X → R ∪ {+∞} est convexe si et seulement si (ssi) :

∀x1, x2 ∈ dom(f), ∀λ ∈ [0, 1], f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

On dit que f est strictement convexe si :

∀x1, x2 ∈ dom(f), x1 6= x2, ∀λ ∈]0, 1[, f(λx1 + (1− λ)x2) < λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Théorème A.2. Soit X un espace vectoriel normé, et soit f : X → R ∪ {+∞} une
fonction convexe majorée au voisinage de a ∈ dom(f), alors f est continue en a.

Théorème A.3. Si K est un ouvert convexe non vide d’un espace de Banach X et si f
est une fonction convexe semi-continue inférieurement sur K, alors f est continue sur K.

Proposition A.4. Soit f une fonction convexe, a ∈ dom(f) et u ∈ X, alors la fonction
ϕ :

ϕ(t) =
f(a+ tu)− f(a)

t

est croissante sur ]0,+∞[.

Définition A.5. On pose pour f convexe :

f ′(a, u) = inf
t>0

f(a+ tu)− f(a)

t
.

On dit que f ′(a, ·) est la dérivée directionnelle de f en a. S’il existe ` ∈ X∗ telle que
f ′(a, ·) = `(·) on dit que f est Gâteaux différentiable en a.

115
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Remarque A.6. Si f est Gâteaux différentiable alors, f ′(a, λu) = λf ′(a, u) pour tout
u ∈ X et λ > 0, on dit que la dérivée directionnelle f ′(a, ·) est positivement homogène de
degré 1. On remarque qu’alors, f ′(a, ·) est convexe.

Théorème A.7. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. f(u) = inf
v∈X

f(v),

2. f ′(u, v − u) ≥ 0 pour tout v ∈ dom(f).

Définition A.8. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction. La transformée de Legendre
Fenchel ou conjuguée de f est la fonction f ∗ : X∗ → R ∪ {+∞} définie par :

f ∗(x∗)
def
= sup

x∈X
(〈x∗, x〉 − f(x)), ∀x∗ ∈ X∗.

Définition A.9. Soient f : X → R ∪ {+∞} et x0 ∈ dom(f). Le sous- différentiel ∂f(x0)
de f en x0 est l’ensemble (éventuellement vide) des x∗ ∈ X∗ tels que :

f(x) ≥ f(x0) + 〈x
∗, x− x0〉 ∀x ∈ X

On dit que x∗ est un sous-gradient de f en x0.

Définition A.10. Soit A ⊂ X un ensemble et a ∈ A. Le cône normal de A en a ∈ A est
l’ensemble :

NA(a)
def
= {x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, x− a〉 ≤ 0, ∀x ∈ A} .

Proposition A.11. Soient f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe et x0 ∈ dom(f).
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. x∗ ∈ ∂f(x0),

2. f(x0) + f ∗(x∗) ≤ 〈x∗, x0〉,

3. f(x0) + f ∗(x∗) = 〈x∗, x0〉,

4. 〈x∗, · − x0〉+ f(x0) est une minorante affine de f .

Proposition A.12. Soit f : X → R ∪ {+∞} une fonction convexe continue en x0 ∈
dom(f). Alors ∂f(x0) 6= ∅ et ∂f(x0) est borné et σ(X∗, X)1 compact.

Proposition A.13. Soient f et g : X → R ∪ {+∞} des fonctions convexes telles qu’il
existe x0 ∈ dom(g) avec f continue en x0. Alors pour tout x ∈ X on a :

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x).

Proposition A.14. Soit f : X → R ∪ {+∞}, f 6≡ +∞. Alors x̄ est un minimum global
si et seulement si 0 ∈ ∂f(x0).

1faiblement compact
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A.2 Optimisation non convexe

Les détails des preuves des résultats d’optimisation énoncés dans cette section se trouvent
dans [83, 84].

Théorème A.15 (Rademacher). Soit Ω un ouvert de Rn et f : Ω → R une fonction
localement lipschitzienne sur Ω. Alors f est différentiable presque partout sur Ω.

Définition A.16. Soit A un sous ensemble de E, le polaire négatif de A est l’ensemble
noté A◦ tel que :

A◦ = {x ∈ E ′ | 〈x, y〉 ≤ 0 ∀y ∈ A}

Lemme A.17 (Farkas). Soient E et I des ensembles finis ou vides, et (ai)i∈E∪I une
famille d’éléments de Rp. Posons :

A = {v | 〈ai, v〉 = 0 ∀i ∈ E , 〈ai, v〉 ≤ 0 ∀i ∈ I} ,

B =

{
∑

i∈E∪I

λiai | λi ∈ R ∀i ∈ E , λi ≥ 0 ∀i ∈ I

}
.

Alors A◦ = B et A = B◦.

Définition A.18. La dérivée directionnelle d’une application f : Ω → R en x0 dans la
direction v est l’élément noté Df(x0)(v) défini par :

Df(x0)(v) = lim
t→0+

f(x0 + tv)− f(x0)

t

Définition A.19. Soient Ω un ouvert d’un espace vectoriel normé E, f : Ω → R une
application localement lipschitzienne, x ∈ Ω alors :

Dcf(x)(v)
def
= lim sup

y→x

t→0+

f(y + tv)− f(y)

t

c’est la dérivée directionnelle généralisée au sens de Clarke.

Définition A.20. Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Une application f : Ω→ R
est strictement différentiable en x0 ∈ Ω si il existe ϕ ∈ E ′ tel que :

f(z)− f(y) = ϕ(z − y) + ||z − y|| ε(z, y) ε(z, y)→ 0 quand z → x0, y → x0

Remarque A.21. f strictement différentiable implique que f est différentiable.

Proposition A.22. Soit f : Ω → R, x0 ∈ Ω et f différentiable en tout point de la boule
B(x0, r) ⊂ Ω de centre x0 de rayon r > 0. Si l’application x 7→ f ′(x) définie sur B(x0, r)
est continue en x0 alors f est strictement différentiable en x0.
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Définition A.23. On définit le gradient généralisé au sens de Clarke ∂f(x) de f au point
x par :

∂f(x)
def
= {ϕ ∈ E ′ | ϕ(v) ≤ Dcf(x)(v) ∀v ∈ E}

Proposition A.24. Si f est strictement différentiable en x ∈ Ω alors :

∂f(x) = {f ′(x)}

Définition A.25. On dira que f lipschitzienne au voisinage de x est régulière si :
– Df(x)(v) existe pour tout v ∈ E ;
– Df(x)(v) = Dcf(x)(v) pour tout v ∈ E.

Exemple A.26. Les fonctions convexes continues sont régulières, de même pour les fonc-
tions strictement différentiables en x.

Proposition A.27. Soit f : Ω→ R localement lipschitzienne et x ∈ Ω alors :
– ∂f(x) 6= ∅,
– ∂f(x) est convexe et faiblement étoile compact dans E ′,
– Dcf(x)(v) = max

ϕ∈∂f(x)
ϕ(v).

Proposition A.28. Soient f et g deux fonctions localement lipschitziennes alors :

∀x ∈ Ω ∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x)

Proposition A.29. Soient f et g deux fonctions régulières en x, alors f + g est régulière
en x et :

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x)

Définition A.30. Soit K une partie non vide de E ; on notera dK l’application :

x ∈ E 7→ dK(x)
def
= inf {||x− y|| | y ∈ K}

Proposition A.31. L’application dK est 1 lipschitzienne sur E.

Définition A.32. Soit x ∈ K, on dira que v ∈ E est un vecteur tangent à K en x si
DcdK(x)(v) = 0. On notera :

TK(x)
def
= {v ∈ E | DcdK(x)(v) = 0} ,

le cône tangent à K en x.

Définition A.33. Soit x ∈ K, on définit le cône normal au sens de Clarke NK(x) à K en
x comme le polaire négatif de TK(x).

NK(x)
def
= {ϕ ∈ E ′ | ϕ(v) ≤ 0, ∀v ∈ TK(x)}

NK(x) est un cône convexe de sommet 0E′ et w∗ fermé.
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Proposition A.34. Soit x ∈ K alors :

NK(x) =
⋃

λ≥0

λ∂dK(x)
w∗

Proposition A.35. Soit f une application k lipschitzienne sur un ouvert S ⊂ E. Considérons
x ∈ K ⊂ S tel que f réalise son minimum sur K au point x. Alors pour tout k̂ ≥ k la
fonction :

g(y)
def
= f(y) + k̂dK(y)

réalise en x son minimum sur S. De plus si k̂ > k et si K est fermé alors tout autre point
qui minimise g sur S est dans K.

Corollaire A.36. Soit f une application lipschitzienne sur un voisinage de x ∈ K tel que
f atteigne son minimum sur K en x, alors 0E′ ∈ ∂f(x) +NK(x).

On utilisera la notation suivante :

(x′, α′) ↓f x⇔ (x′, α′)→ (x, f(x)) (en restant) dans epif

Définition A.37. Une application f est dite directionnellement lipschitzienne en x si il
existe au moins un élément y ∈ E tel que :

lim sup
(x′,α′)↓f x

y′→y, t↓0

f(x′ + ty′)− α′

t
<∞

Théorème A.38. Les assertions suivantes impliquent que f est directionnellement lip-
schitzienne en un point x (où f(x) est fini).

1. f est lipschitzienne dans un voisinage de x.

2. f est convexe et majorée supérieurement dans le voisinage d’un point (pas nécessairement
le point x).

3. E = Rn f est s.c.i dans un voisinage de x, et ∂f(x) est non vide et ne contient pas
entièrement de droite.

Théorème A.39. Soit Ω un ouvert de E, f : Ω→ R une application localement lipschit-

zienne et K
def
= {x ∈ Ω | f(x) ≤ 0}. Soit x̄ tel que f(x̄) = 0 et vérifiant 0E′ /∈ ∂f(x̄), alors

K est épi-lipschitzien en x et :

{y ∈ E | Dcf(x̄)(y) ≤ 0} ⊂ TK(x̄)

NK(x̄) ⊂ {λz | λ ≥ 0, z ∈ ∂f(x)} ,

si de plus f est régulière au point x̄ alors :

BK(x̄) = TK(x̄) = {v ∈ E | Dcf(x̄)(v) ≤ 0}
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Corollaire A.40. Soit K = {x′ | fi(x
′) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}. Pour x ∈ K soit I(x) =

{i | fi(x) = 0}. On suppose que les fonctions fi sont lipschitziennes dans un voisinage de
x et que :

0 /∈ co {∂fi(x) | i ∈ I(x)}

alors K est épi-lipschitzien en x et :

TK(x) ⊃ {y | 〈y, zi〉 ≤ 0 ∀zi ∈ ∂fi(x), i ∈ I(x)}

intTK(x) ⊃ {y | 〈y, zi〉 < 0 ∀zi ∈ ∂fi(x), i ∈ I(x)}

NK(x) ⊂




∑

i∈I(x)

λizi | λi ≥ 0, zi ∈ ∂fi(x)





Théorème A.41. Soient C1 et C2 deux sous-ensembles de E, et soit x ∈ C1 ∩C2. Suppo-
sons que :

TC1(x) ∩ intTC2(x) 6= ∅,

et que C2 est épi-lipschitzien en x. Alors :

TC1∩C2(x) ⊃ TC1(x) ∩ TC2(x),

NC1∩C2(x) ⊂ NC1(x) +NC2(x).

Théorème A.42. Soit S =
m⋂

j=1

Sj où Sj = {x ∈ Rp | hj(x) = 0}. Si les fonctions hj sont

différentiables en x0 ∈ S alors :

TS(x0) ⊂
m⋂

j=1

{d ∈ Rp | 〈∇hj(x0), d〉 = 0} . (A.1)

Si les fonctions hj : Ω→ R sont continûment différentiables en x0 et que :

∇h1(x0), . . . ,∇hm(x0)

sont linéairement indépendants alors on a l’égalité dans la formule (A.1) et :

NS(x0) =

{
m∑

j=1

λj∇hj(x0) | λj ∈ R, ∀j = 1, . . . ,m

}
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A.2.1 Application à un problème d’optimisation non convexe

Considérons le problème suivant :




min f(x)
x ∈ Rp

x ∈ K = {x ∈ Ω | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}
x ∈ L = {x ∈ Ω | hj(x) = 0, j = 1, . . . , n}

Théorème A.43. Soit x ∈ K ∩ L une solution du problème précédent, alors sous les
hypothèses suivantes :

1. l’application f : Ω→ R est localement lipschitzienne ;

2. les applications (gi)i=1,...,m et (hj)j=1,...,n sont localement lipschitziennes et continûment
différentiables ;

3. 0 /∈ co {∇gi(x) | i ∈ I(x)} avec I(x) = {i | gi(x) = 0} ;

4. (∇h1(x), . . . ,∇hn(x)) sont linéairement indépendants ;

5. il existe d ∈ Rp tel que :
〈∇gi(x), d〉 < 0, i ∈ I(x);

〈∇hj(x), d〉 = 0, j = 1, . . . , n;

il existe (λi)1≤i≤m et (µj)1≤j≤n tels que :

∀i = 1, . . . ,m λi ≥ 0, λigi(x) = 0 ∀j = 1, . . . , n µj ∈ R.

0E′ ∈ ∂f(x) +
m∑

i=1

λi∇gi(x) +
n∑

j=1

µj∇hj(x).

A.3 Fonctions marginales

Dans toute cette section les ensemblesE et F désignent par défaut des espaces métriques.

Définition A.44. Soient E et F deux espaces topologiques. Une multiapplication C :
E ⇒ F est dite semi-continue supérieurement en x ∈ E, si pour tout voisinage U de C(x),
il existe un voisinage V(x) de x tel que :

∀x′ ∈ V(x), C(x′) ⊂ U .

Elle est dite semi-continue supérieurement si elle est semi-continue supérieurement en tout
point de E.

Définition A.45. Une multiapplication C : E ⇒ F est dite semi-continue inférieurement
en x ∈ dom(C)(2) si pour tout y ∈ C(x) et pour toute suite d’éléments (xn)n∈N convergeant
vers x, il existe une suite d’éléments yn ∈ C(xn) convergeant vers y.

2dom(C)
def
= {x ∈ E | C(x) 6= ∅}
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Définition A.46. Soit C une multiapplication C : E ⇒ F et f une fonction numérique
f : Graph(C)3 → R. La fonction g : E → R ∪ {+∞} définie par :

g(x)
def
= inf

y∈C(x)
f(x, y), (A.2)

est dite fonction marginale de (C, f).

Théorème A.47. Soit deux espaces métriques E et F , une multiapplication C : E ⇒ F
ainsi qu’une fonction f : Graph(C)→ R.

– Si f est semi-continue supérieurement et C est semi-continue inférieurement, alors
la fonction marginale (A.2) de (C, f) est semi-continue supérieurement ;

– si f est semi-continue inférieurement et C est semi-continue supérieurement et si les
valeurs de C sont compactes, la fonction marginale (A.2) de (C, f) est semi-continue
inférieurement.

Preuve : On peut trouver une démonstration de ce théorème dans [17, p. 284]. ¤

3Graph(C)
def
= {(x, y) ∈ E × F | y ∈ C(x)}



Annexe B

Rappels de probabilité

B.1 Résultats sur l’espérance conditionnelle

Définition B.1. Pour Y une v.a. intégrable sur (Ω,F ,P) et O une sous-tribu de F , on
appelle espérance conditionnelle par rapport à O, la v.a. O mesurable et intégrable unique
pour l’égalité p.s. notée E (Y | O), telle que pour tout A ∈ O :

E [Y IA] = E [E (Y | O) IA] .

Définition B.2. Une famille X1, . . . , Xn de n v.a. définies sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P) à valeurs dans un espace mesurable (E1, E1). sont indépendantes lorsque :

P(X1,...,Xn) = PX1 ⊗ . . .⊗ PXn
.

Définition B.3. On dit que n v.a X1, . . . , Xn sont conditionnellement indépendantes par
rapport à une tribu C si pour toute suite f1, . . . , fn de v.a bornées définies sur R, on a :

E (f1(X1) . . . fn(Xn) | C) = E (f1(X1) | C) . . .E (fn(Xn) | C) .

Proposition B.4 (Inégalité de Jensen). Soit C un convexe de Rn et Φ une fonction
convexe de C dans R. Soit X un vecteur aléatoire défini sur (Ω,F), à valeurs dans C.
Pour X et Φ(X) intégrables :

1. E (X | O) est à valeurs dans C ;

2. E (Φ(X) | O) ≥ Φ(E (X | O)) ;

si Φ est strictement convexe, on a égalité sur Γ ∈ O si IΓ(X) est p.s. O mesurable. La
relation E [Φ(X)] = E [Φ(E (X | O))] signifie donc que X est p.s. O mesurable.

Lemme B.5. Soit z ∈ L1Rn(Ω), A et B deux sous-tribus de F telles que A ⊂ B alors :

E (z | A) = E (E (z | B) | A) .
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Définition B.6. Une famille {Xi}i∈I de v.a. réelles intégrables est dite équi-intégrable si
on a :

lim
a→∞

sup
I

∫

|Xi|>a

|Xi| = 0.

Proposition B.7. Une famille {Xi}i∈I de v.a. réelles intégrables est équi-intégrable si et
seulement si elle vérifie les deux conditions :

– (équi-continuité) pour tout ε > 0, il existe un ηε > 0 tel que :

sup
I

∫

A

|Xi| ≤ ε dès que P(A) ≤ ηε (A ∈ F) ;

–

sup
I

∫

A

|Xi| <∞.

Définition B.8 (Convergence en probabilité). Une suite {Xn}n∈N converge en proba-
bilité vers X si pour tout ε > 0 :

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ε) = 0.

Définition B.9 (Convergence en loi). Une suite de mesures finies {µn}n∈N converge en
loi vers µ si pour toute fonction bornée telle que l’ensemble :

A = {ξ ∈ Ξ | f est discontinue en ξ} ,

soit de mesure nulle, on a :

lim
n→∞

∫
f(ξ)µn(dξ) =

∫
f(ξ)µ(dξ).

Proposition B.10. Soit p ∈ [1,∞[. Pour toute suite de v.a. (Xn)n∈N dans Lp
R(Ω) et pour

toute v.a. X les deux conditions suivantes sont équivalentes :
– {|Xi|

p | i ∈ N} est équi-intégrable et (Xn)n∈N converge vers X en probabilité ;
– X ∈ Lp

R(Ω) et limn→∞ ||Xn −X||LpR(Ω)
= 0.

Théorème B.11. Soit (Bn)n∈N une suite croissante de sous-tribus de F et soit E un
espace de Banach séparable. Alors pour toute variable aléatoire intégrable f : Ω 7→ E, la
convergence :

E (f | Bn)→ E (f | B∞)

a lieu dans E pour presque tout ω, si B∞ désigne la tribu engendrée par les Bn (n ∈ N).
En outre, la suite (E (f | Bn) , n ∈ N) converge vers E (f | B∞) dans L1E(Ω).

Lemme B.12 (Neveu [67] p. 18). Si A est une partie non vide de Ω et si F est une
classe de parties de Ω engendrant la tribu F , alors F ∩ A engendre F ∩ A.
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Remarque B.13. Si B est une sous-tribu de F qui n’est pas complète dans (Ω,F ,P),
désignons par B̃ la tribu complète qu’elle engendre. Notons alors qu’une fonction réelle F -
mesurable est B̃ mesurable si et seulement si il existe une fonction B-mesurable à laquelle
elle est égale P− p.s..

Définition B.14. La loi empirique Fn de n observations X1, . . . , Xn à valeurs dans (E, E)
est définie pour chaque ω ∈ Ω par :

Fn(ω, ·) =
1

n

n∑

i=1

IXi
(ω)

Théorème B.15 (Glivenko-Cantelli). – Pour une suite (Xn) de vecteurs aléatoires
à valeurs dans Rk, indépendantes, de loi F , les répartitions empiriques (Fn(ω, ·))
convergent étroitement vers F pour presque tout ω.

– Pour k = 1, la convergence des fonctions de répartition est p.s. uniforme, pour
presque tout ω :

lim
n→∞

sup
x

|Fn(ω, x)− F (x)| = 0.

Définition B.16. Soit Γ : Ξ 7→ Rn une multi application. Nous dirons que Γ est mesurable
si pour tout sous ensemble fermé F ⊂ Rn :

Γ−1(F ) = {ξ ∈ Ξ | Γ(ξ) ∩ F 6= ∅} ∈ F .

Proposition B.17 (Inégalité de Hölder). Pour p ∈ [0,∞] et 1
p
+ 1

q
= 1 : Si X ∈ Lp(F)

et Y ∈ Lq(F) alors XY ∈ L1(F) et

||XY ||L1
R(Ω)

≤ ||X||LpR(Ω)
||Y ||LqR(Ω)

.

Proposition B.18 (Attouch [15, Corollaire 1.16] ). Soient (X, d) un espace métrique
et {xν,µ | ν ∈ N, µ ∈ N} une suite d’éléments de X telle que :

lim
ν→∞

d(xν,µ, xµ) = 0 ;

et :

lim
µ→∞

d(xµ, x) = 0.

Alors, il existe une application croissante ν 7→ µ(ν) telle que :

lim
ν→∞

d(xν,µ(ν), x) = 0.

Proposition B.19. On suppose que IV.17 est vérifiée. Soient B une tribu, K une multi-
application B-mesurable à valeurs convexes fermées et non vides, X une variable aléatoire
telle que ||X||2Rn soit intégrable. Si X(ξ) ∈ K(ξ) P−p.s. alors E (X | B) (ξ) ∈ K(ξ) P−p.s..
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Preuve : Soit PK(ξ) la projection sur l’ensemble convexe fermé K(ξ), on défini alors :

p = E (X | B)− PK(E (X | B)).

Il est clair que p est une variable aléatoire B-mesurable. Par ailleurs nous avons aussi :

〈p(ξ), X(ξ)〉 ≤ 〈p(ξ),E (X | B) (ξ)〉 − ||p(ξ)||2Rn ;

par conséquent :

E [〈p(ξ), X(ξ)〉] ≤ E [〈p(ξ),E (X | B) (ξ)〉]− E
[
||p(ξ)||2Rn

]
;

il faut donc nécessairement que :

E
[
||p(ξ)||2Rn

]
= 0 ;

c’est-à-dire que p(ξ) = 0 P− p.s. autrement dit que E (X | B) (ξ) ∈ K(ξ) P− p.s.. ¤
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la Direction des Etudes et Recherches, pages 1933–1967, 1981.

[77] T. Rachev and W. Römisch. Quantitative stability in stochastic programming : the
method of probability metrics. Mathematics of operation research, 27 :792–818, 2002.

[78] M.M. Rao. Measure theory and integration. Wiley-Interscience, 1987.

[79] R.T. Rockafellar. Integrals which are convex functionals. Pacific J Math, 24 :525–540,
1968.

[80] R.T. Rockafellar. Measurable dependence of convex sets and functions on parameters.
Journal of mathematical analysis and applications, 28 :4–25, 1969.

[81] R.T. Rockafellar. Conjugate duality and optimization. Conference Board of Math
Sciences Series, SIAM Publications, 16 :79, 1974.

[82] R.T. Rockafellar. Integral functionals, normal integrands and measurable selections.
Lecture Notes in Mathematics, 543, 1976.

[83] R.T. Rockafellar. Directionally lipschitzian functions and subdifferential calculus.
Proc London Math Sco, pages 331–335, 1978.

[84] R.T. Rockafellar. Generalized directional derivatives and subgradients of nonconvex
functions. Canad J Math, 32 :257–280, 1980.

[85] R.T. Rockafellar. Deterministic and stochastic optimization problems of Bolza type
in discrete time. Stochastics, 10 :273–312, 1981.

[86] R.T. Rockafellar and R. Wets. Stochastic convex programming : Kuhn Tucker condi-
tions. J. Mathematical Economics, 2 :349–370, 1975.

[87] R.T. Rockafellar and R. Wets. Nonanticipativity and L1-martingales in stochastic
optimization problems. Mathematical programming study, 6 :170–187, 1976.

[88] R.T. Rockafellar and R. Wets. Measures as Lagrange multipliers in multistage sto-
chastic programming. Journal of mathematical analysis and applications, 60 :301–
313, 1977.

http://citeseer.nj.nec.com/pflug98optimal.html
http://www-rocq.inria.fr/metalau/quadrat/


132 BIBLIOGRAPHIE B.1

[89] R.T. Rockafellar and R. Wets. The optimal recourse problem in discrete time :
L1-multipliers for inequality constraints. SIAM Journal Control and Optimization,
16(18) :16–36, 1978.

[90] R.T. Rockafellar and R. Wets. On the interchange of subdifferentiation and condi-
tional expectation for convex functionals. Stochastics, 7 :173–182, 1982.

[91] R.T. Rockafellar and R. Wets. The aggregation principle in scenario analysis and
stochastic optimization. Algorithms and model formulations in mathematical pro-
gramming, 51 :92–113, 1989.

[92] R.T. Rockafellar and R. Wets. Scenarios and policy aggregation in optimization
under uncertainty. Mathematics of operations research, 16 :119–147, 1991.

[93] L. Rogge. Uniform inequalities for conditional expectations. Annals of probability,
2 :486–489, 1974.

[94] T. Rzezuchowski. Strong convergence of selections implied by weak. Bull Austral
Math Soc, 39 :201–214, 1989.

[95] A. Shapiro. Statistical inference of multistage stochastic programming problems. In
Probabilistic constrained optimisation : Methodology and application, pages 282–304.
Uryasev, S. (Ed.), Kluwer Academic Publishers, 2000.

[96] A. Shapiro, Homem de Mello, and T. J. Kim. Conditioning of convex piecewise linear
stochastic programs. Mathematical Programming, 94 :1–19, 2002.

[97] A. Shapiro and T. Homem-De-Mello. On a rate of convergence of optimal solutions of
Monte Carlo approximations of stochastic programs. SIAM Journal on Optimization,
11 :70–86, 2000.

[98] A. Shapiro and A.J. Kleywegt. The sample average approximation mathod for sto-
chastic discrete optimization. SIAM J Optimization, 12 :479–502, 2001.

[99] M.B. Stinchcombe. Bayesian information topologies. Journal of Mathematical eco-
nomics, 19 :233–253, 1993.

[100] M.B. Stinchcombe. A further note on bayesian information topologies. Journal of
Mathematical economics, 22 :189–193, 1993.

[101] C. Striebel. Sufficient statistics in the optimum control of stochastic systems. Math
anal appl, 12 :576–592, 1965.
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