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Notations

Tout au long de ce mémoire, les notations suivantes seront utilisées :

Algebre linéaire

— I, est la matrice identité associée a IR".

— S est la matrice antisymétrique (9 ').
— diag(ky, ..., k,) est la matrice diagonale de IR" x IR™ dont la diagonale est constituée
des k;.

— R(0) est la matrice de rotation dans le plan d’angle 6 :
R(O) = C?SQ —sinf
sinf cosd
Géométrie différentielle

— ||.]| est la norme Euclidienne sur IR".

— L’espace tangent d’une variété M au point p est noté M,,.

— La différentielle au point p d’une application f entre deux variétés est notée df (p).
— T* est le tore de dimension k, avec T = R/27Z.

— B,(0,¢) est la boule fermée dans IR, centrée en 0 et de rayon ¢.

Groupes et algebre de Lie

On rappelle quelques notations classiques des groupes de Lie qui seront utilisées par
la suite — voir par exemple (Helgason, 1978; Warner, 1983) pour plus de détails.
— Dans un systeme de coordonnées arbitraire, le crochet de Lie de deux champs de
vecteurs X; et X est défini par [X;, X;| = %Xi .0



L’algebre de Lie engendrée par les champs de vecteurs Xy, ..., X,, est notée
£i€(X1, . 7Xm)

et
Lie(X1,...,Xm)(q) ={X(q): X € Lie(Xy,...,Xn)}

G est un groupe de Lie connexe de dimension finie, et g est 1'algebre de Lie associée.
L’élément neutre du groupe de Lie G est noté e.
Si g € G, alors g7! € G est 'inverse de g tel que gg~! = glg = e.

Les translations a gauche et a droite, [ et r, sur le groupe GG sont définies par
V(o,7) € G?, ly(1) =71.(0) =0T

Un champ de vecteurs X sur un groupe de Lie G est dit invariant a gauche si, et
seulement si,

V(o,7) € G*, dl,(1)X(7) = X(0o7)
Par extension, le systeme

g=> uXig)
i=1

est dit invariant a gauche si les champs X1, ..., X}, qui le composent, sont invariants
a gauche.

Si X € g,exptX € G est la valeur a I'instant ¢ de la solution de I’équation ¢ = X (g)
avec ¢g(0) = e.
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Contexte et Positionnement du

probleme

1 Vers la conduite automatique en zone urbaine

Le fil directeur de ce travail est ’application de nouvelles techniques de commande
des systemes non-linéaires en les adaptant au cadre applicatif particulier de la conduite
automatisée de véhicules sur roues. Concretement il s’agit de concevoir des méthodes
et algorithmes de commande, et plus précisément des retours d’état, afin de réaliser des
taches de suivi de trajectoires de référence, celles-ci pouvant étre prédéfinies ou produites
en temps-réel par un autre véhicule.

Cette problématique apparait des le début des années soixante avec l'étude de la
conduite automatique sur autoroute (Plotkin, 1969; Fenton, 1970). D’abord limitée au
cadre d’infrastructures routieres dédiées, elle a ensuite évolué pour se concentrer de nos
jours sur la conduite automatique en milieu urbain. Cette évolution est illustrée par des
projets de recherche ambitieux tels que les projets européens CyberMove et CyberCars
dont a bénéficié le présent travail pour son financement. Le projet CyberMove vise a dé-
montrer I'intérét social et économique d’'un nouveau concept de transport public, basé sur
I'utilisation en libre service de petits véhicules électriques et automatiques, en complé-
ment des services de transport classiques — taxis et transports en commun. Il s’agit en
particulier d’offrir une meilleure alternative, du point de vue économique et écologique,
a l'utilisation de voitures individuelles privées. Pour une présentation plus approfondie,
le lecteur intéressé pourra par exemple consulter (Parent, 1997; Alessandrini et Filippi,
2004). Le projet CyberCars est, quant a lui, axé sur I’étude des solutions technologiques
permettant la réalisation des objectifs du projet CyberMove. Outre les problemes liés a
la localisation précise et stire des véhicules, ou a 'optimisation de la gestion de flottes de
véhicules en milieu urbain, le projet CyberCars aborde également ceux relevant de la com-
mande « haut-niveau » : planification de chemin entre deux lieux d’une ville, déplacement

ordonné d'un groupe de véhicules, reconnaissance et évitement d’obstacles. . .



2 Contexte et Positionnement du probléme

2 Cadre applicatif et motivation de ce travail

Du point de vue de 'automaticien, les différentes taches que le projet CyberCars vise
a résoudre ont pour point commun de mettre en ceuvre des techniques de commande
permettant a un véhicule de suivre une trajectoire « donnée ». Une des principales dif-
ficultés sous-jacentes est la prise en compte des contraintes de déplacement auxquelles
sont soumis de nombreux véhicules sur roues, en particulier, I'impossibilité de se déplacer
latéralement sans recourir a des manceuvres. La sévérité de cette contrainte, sur le plan

pratique, varie cependant en fonction de la tache a accomplir.

Considérons tout d’abord le suivi d’'un véhicule leader. Dans ce cas la trajectoire qu’il
s’agit de suivre est généralement produite en temps-réel par le déplacement d'un repere
associé a ce véhicule. Ce probléeme de suivi a depuis longtemps été résolu (Shladover et al.,
1991; Daviet et Parent, 1995), aussi bien en théorie qu’en pratique, lorsque le véhicule
leader avance avec une vitesse strictement positive (déplacement en cruising mode selon
la terminologie anglaise). Dans ce cas, le suivi peut en effet étre réalisé de fagon simple en
régulant a zéro une erreur de position entre les deux véhicules sans qu’il soit nécessaire de
réguler activement I'orientation du véhicule commandé (voir par exemple (Morin et Sam-
son, 2001b) pour plus de détails). Ceci permet d’utiliser des techniques d’automatique
classiques basées sur la linéarisation (d’Andréa-Novel et al., 1995). Malheureusement, il
est bien connu également que ces techniques ne sont pas adaptées aux cas ou le véhicule
leader est susceptible de s’arréter, ou de faire des manceuvres impliquant des transitions
marche avant /marche arriere. Un controle de la situation compléte — position et orienta-
tion — du véhicule est alors nécessaire. Il semble de ce fait naturel de poser le probleme
de suivi comme celui de la régulation a zéro de l'erreur de situation entre deux reperes,
le premier rigidement lié au véhicule leader et le second au véhicule commandé. Cette
objectif de commande n’est cependant atteignable que lorsque la trajectoire du repere lié
au véhicule leader est réalisable par le véhicule commandé. Or, du fait de la nécessité de
déporter ce repere par rapport au corps du véhicule leader afin que le suivi n’entraine pas
de collisions entre les deux véhicules, il ne suffit pas que le véhicule leader soit sujet aux
mémes contraintes de déplacement que le véhicule commandé pour que la trajectoire du
repere déporté soit réalisable par celui-ci. La satisfaction de cette condition de réalisabi-
lité de la trajectoire d'un repere déporté, indépendamment du mouvement du véhicule

leader, est en soi un probleme extrémement difficile (et a notre connaissance non résolu).
Considérons maintenant le probleme de stabilisation de trajectoire planifiée. Ce pro-

bleme est généralement plus simple que le précédent puisque les trajectoires, issues d’un

calcul, peuvent étre connues — au moins partiellement — a l'avance, et déterminées de
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facon a étre réalisables. Il faut néanmoins remarquer qu’il peut étre difficile de générer une
trajectoire qui réponde a ’objectif de planification et qui soit en méme temps réalisable
par le véhicule commandé. Un résultat récent de (Lizarraga, 2004) montre que méme dans
ce cas, la synthese d’'une commande stabilisant asymptotiquement toutes les trajectoires
réalisables d’un systeme non-holonome est généralement impossible. Ce résultat signi-
fie qu’il peut étre nécessaire d’utiliser des lois de commande différentes pour stabiliser
asymptotiquement des trajectoires de référence réalisables différentes. Le probleme de la
synthese de ces lois et de la stratégie de commutation entre elles reste posé.

En résumé, pour ces deux types d’application, la principale difficulté provient de I'im-
possibilité, théorique et pratique, de déterminer une commande permettant de stabiliser
asymptotiquement I'erreur de suivi par rapport a une trajectoire de référence arbitraire,
spécifiée a I'avance ou non, réalisable ou non. Toutefois, de nombreuses applications ne
nécessitent pas une précision de suivi aussi parfaite et une commande garantissant une er-
reur de suivi faible et ajustable peut étre suffisante en pratique. Les difficultés théoriques
mentionnées précédemment, liées a la non-existence de retours d’état stabilisant asymp-
totiquement et génériquement des trajectoires de référence arbitraires, disparaissent des
lors que l'objectif de stabilisation asymptotique est abandonné au profit de I'objectif un
peu moins ambitieux de stabilisation pratique (Morin et Samson, 2003).

Motivé par ce résultat, le travail présenté dans ce mémoire, et soutenu par le projet
CyberCars, se place alors dans cette problématique aux retombées applicatives directes :
comment commander un véhicule sur roues pour qu’il « suive », avec une précision donnée,

une trajectoire arbitraire.

3 Reperes bibliographiques sur la commande des ro-

bots mobiles

Afin de situer notre travail dans la littérature existante, nous faisons dans ce sous-
chapitre un rappel chronologique des études consacrées a la commande des véhicules sur
roues. Méme si la commandabilité de ces systemes est connue depuis longtemps comme
une conséquence du théoreme de Chow (Chow, 1939), I'étude de la commande de ce type
de systeme est relativement récente. Une raison majeure de ce retard provient du fait
que le linéarisé autour d'un point fixe du modele de commande de ces véhicules n’est pas
asymptotiquement stabilisable, et donc pas commandable. Les techniques de commande
développées sont donc, généralement, basées sur les outils de I'automatique non-linéaire.

Nous ne nous attarderons pas ici sur la synthese de commandes en boucle ouverte
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pour les systemes non-holonomes (voir par exemple (Gurvits et Li, 1992; Laumond, 1998)
pour plus de détails). Mentionnons seulement que ces approches sont typiquement basées
sur l'utilisation de commandes oscillantes (Sussmann et Liu, 1991; Murray et Sastry,
1993), sur des propriétés de platitude (Fliess et al., 1995b), ou sur des propriétés de
nilpotence (Lafferriere et Sussmann, 1993).

Les techniques de commande en boucle fermée peuvent, quant a elles, étre réparties
selon trois problemes principaux : le suivi de chemin, la stabilisation de trajectoire non-
stationnaire, et la stabilisation de configuration fixe.

Le probleme de suivi de chemin est sans doute chronologiquement le premier a avoir
été étudié, en particulier dans le cadre de la conduite automatisée sur autoroute : étant
données une courbe du plan et une vitesse d’avancement non nulle pour le véhicule com-
mandé, il s’agit simplement d’annuler la distance d’un point du véhicule a cette courbe en
commandant uniquement l’orientation du véhicule (pour un véhicule de type unicycle),
ou 'angle volant (pour un véhicule de type voiture). Parmi les travaux précurseurs dans
ce domaine, on peut citer (Dickmanns et Zapp, 1987; Nelson et Cox, 1988). Une étude
plus détaillée de la synthese de ce type de commande est donnée dans (Samson, 1995;
Canudas de Wit et al., 1996).

Le probleme de stabilisation de trajectoire non-stationnaire se distingue du précédent
par le fait que la vitesse d’avancement n’est plus fixée a ’avance. Ceci revient essen-
tiellement a définir un repere se déplacant le long d’une courbe et a réguler I'erreur de
situation entre ce repere et le véhicule commandé. En raison du fait que le linéarisé le long
d’une trajectoire de référence des modeles de commande des véhicules non-holonomes est
génériquement commandable (au sens de (Sontag, 1987) par exemple), de nombreuses
trajectoires de référence peuvent étre asymptotiquement stabilisées en utilisant des re-
tours d’états « classiques », c’est-a-dire linéaires ou localement assimilables a des retours
d’état linéaires. La plupart des résultats sur la stabilisation asymptotique de trajectoire
(voir par exemple (Kanayama et al., 1990; Samson et Ait-Abderrahim, 1991; Fliess et al.,
1995a)) consistent a utiliser de tels retours d’état. Toutefois, ces commandes n’assurent la
convergence de l’erreur de suivi vers zéro que sous des conditions de non convergence de
la trajectoire vers un point fixe (conditions aussi qualifiées « d’excitation persistante »).
Il n’est donc pas possible de garantir une telle convergence sans connaissance a priori sur
la trajectoire de référence.

Le probleme de stabilisation de configuration fixe ne peut étre résolu par des mé-
thodes de linéarisation, du fait de la non commandabilité du linéarisé autour d’un point
fixe. En outre, le théoreme de (Brockett, 1983), une des contributions les plus marquantes

dans ce domaine, implique qu’il n’existe pas de retour d’état continu et dépendant uni-
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quement de I’état — retour d’état continu autonome — qui stabilise asymptotiquement
la configuration des véhicules non-holonomes a une valeur de référence fixe. Différents
types de retours d’état ont alors été proposés afin d’éviter cette difficulté. Les retours
d’états instationnaires hybrides, c’est-a-dire continus par rapport au temps mais échan-
tillonnés en I'état (Sgrdalen et Egeland, 1995; Bennani et Rouchon, 1995), fournissent une
premiére possibilité. L'utilisation de retours d’état discontinus a aussi été proposée (Ca-
nudas de Wit et Sgrdalen, 1992), bien qu’elle ne permette pas de garantir une stabilité
asymptotique (Bacciotti et Rosier, 2001). Une autre possibilité, proposée dans (Samson,
1990), consiste a utiliser des retours d’état réguliers instationnaires (périodiques par rap-
port au temps). Cette classe de commande, en relation avec les commandes développées
dans ce manuscrit, est d'une portée tres générale puisque (Coron, 1992) a montré 1’exis-
tence de tels retours d’état stabilisant asymptotiquement un point fixe donné, pour tout
systeme sans dérive commandable (et donc pour les véhicules sur roues en particulier).
De nombreuses méthodes de synthese de telles commandes ont été développées (voir
par exemple (Pomet, 1992; Coron et d’Andréa-Novel, 1992; M’Closkey et Murray, 1997;
Morin et al., 1999)) et testées expérimentalement (M’Closkey et Murray, 1994; Tsakiris
et al., 1998; de Luca et al., 2001). Toutefois, quelque soit le type de retour d’état utilisé,
il semble impossible de contourner le dilemme pratique suivant (voir (Morin et Sam-
son, 2004b) pour plus de détails) : I'utilisation de retours d’état « réguliers » (au moins
Lipschitz-continus) peut éventuellement permettre d’obtenir des propriétés de robustesse
(aux dynamiques non-modélisées, aux retards, a I’échantillonage. . .) satisfaisantes (Maini
et al., 1999), mais conduit a des convergences lentes (de type polynomiale); & I'opposé,
une convergence exponentielle peut étre obtenue avec des retours d’état seulement conti-
nus (M’Closkey et Murray, 1997; Bennani et Rouchon, 1995; Morin et Samson, 1999),
mais ce type de commande ne possede pas de bonnes propriétés de robustesse et conduit

a une forte sensibilité aux bruits de mesure.

Le dilemme précédent est une premiere illustration des difficultés pratiques liées a
la stabilisation asymptotique de certaines trajectoires, pour les véhicules non-holonomes.
Une deuxieéme illustration est donnée par un résultat récent de (Lizdrraga, 2004). La
question abordée dans cet article est la suivante : existe-t-il un retour d’état régulier qui
permette de stabiliser asymptotiquement toute trajectoire admissible d'un systeme non-
linéaire 7 Evidemment, ce retour d’état peut dépendre de la trajectoire de référence, et
il peut aussi étre instationnaire (sinon, le théoreme de Brockett impliquerait directement
la non-existence de tels retours d’état puisque les configurations fixes ne pourraient étre
asymptotiquement stabilisées). Il est montré dans (Lizarraga, 2004) — modulo quelques

hypotheses techniques assez faibles — que de tels retours d’état n’existent pas pour les
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véhicules non-holonomes classiques (unicycle, voiture. . .). Ce résultat explique en parti-
culier pourquoi, pour un méme systéeme de commande, différents retours d’état doivent
étre utilisés pour stabiliser asymptotiquement différentes trajectoires de référence.
Toutes ces difficultés de commande suggerent que 'objectif de stabilisation asymp-
totique est sans doute trop contraignant pour la commande des véhicules sur roues.
L’approche de commande développée dans (Morin et Samson, 2003) va dans ce sens en
proposant le concept de stabilisation pratique. Il s’agit non plus d’annuler I’erreur de suivi,
mais de borner la norme de cette erreur par un seuil arbitrairement petit mais non nul.
Cette liberté dans le suivi peut alors étre mise a profit pour le suivi de toute trajectoire

de référence, qu’elle soit réalisable par le véhicule commandé ou non.

4 Contributions

La principale contribution de cette these est d’avoir fourni un travail important sur
I’étude et 1'utilisation d’une nouvelle approche de commande des systemes non-linéaires,
ainsi que le développement d’outils en vue de I'implémentation de ces commandes sur des
systemes physiques. Plus précisément, les principales contributions portent sur les points
suivants.

— Apports conceptuels : nous avons étudié I'application de cette approche au cas de

I'unicycle, en particulier au niveau de 'influence des parametres de la commande

sur le suivi. Nous avons ensuite proposé des améliorations a cette nouvelle méthode :

1. lamise en place d'un systeme d’adaptation automatique de la précision du suivi
a permis d’une part d’obtenir une meilleure précision lors de la stabilisation de
trajectoires admissibles pour le systeme commandé, et d’autre part d’assurer
une liberté suffisante au systeme pour que le « suivi » de trajectoires non

admissibles n’entraine pas trop de manceuvres.

2. la minimisation de la norme des commandes appliquées lors des phases tran-
sitoires du suivi a permis de limiter le nombre de manceuvres nécessaires au
systeme pour les phases d’approche de la cible, tout en garantissant de bonnes
propriétés de convergence.

Ce travail a fait 1'objet de la publication (Artus et al., 2004b) et du rapport de
recherche (Artus et al., 2004a) ;

— Réalisation d’outils pour I'expérimentation : il s’agissait d’intégrer l’approche sur
un systeme robotique existant. Nous nous sommes intéressés aux développements

de techniques nécessaires a cette implémentation :
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1. reconstruction de la position du robot par rapport a la cible avec le dévelop-

pement d’un capteur basé sur la caméra embarquée sur le bras du robot ;

2. synthese d’estimateurs permettant d’obtenir la vitesse de la cible suivie a partir

des données issues du capteur de position;
3. preuve de la stabilité conjointe commande—estimateur.

Les résultats évoqués ci-dessus ont fait ’objet de la publication (Artus et al., 2003a)
et du rapport de recherche (Artus et al., 2003b);

— Validation expérimentale : nous avons mis en ceuvre cette commande sur le robot du
laboratoire ICARE. Ces expérimentations ont permis de valider expérimentalement
I’approche de commande par fonctions transverses appliquée a 'unicycle. De plus
elles ont confirmé les résultats obtenus en simulation, en particulier le fait que
le concept de stabilisation pratique permet de s’affranchir d’un certain nombre de
limitations des approches des commandes classiques, comme I'impossibilité de suivre

des trajectoires non réalisables pour le systeme étudié.

5 Contenu des chapitres

Outre cette introduction qui fait office a la fois de motivation et de présentation
générale du probleme, le manuscrit se compose de quatre chapitres organisés comme

suit :

Chapitre 1 : Ce premier chapitre replace cette these dans le contexte actuel de la
recherche sur la commande des véhicules sur roues, et plus particulierement sur la com-
mande des véhicules de type « unicycle » et de type « voiture ».

Apres avoir présenté une modélisation de la cinématique de ces deux systemes non-
holonomes, nous introduisons le probleme de stabilisation de trajectoire de référence pour
ce type de véhicules. Nous rappelons ensuite quelques obstacles, aussi bien théoriques
que pratiques, qui interdisent l'existence de lois de commande universelles permettant
de résoudre ce probleme indépendamment de la trajectoire de référence. Nous détaillons
alors certaines techniques classiques utilisées pour apporter des solutions a ce probleme

pour des classes de trajectoires particulieres.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous présentons les bases de ’approche de commande

par fonctions transverses.
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Cette nouvelle approche de commande, proposée dans (Morin et Samson, 2001a; Mo-
rin et Samson, 2003), généralise des travaux initiaux sur l'unicycle, présentés dans (Dixon
et al., 2000), en les étendant au cas des systemes non-linéaires sans dérive commandables.
L’équivalence entre la commandabilité de tels systemes et l'existence de fonctions trans-
verses aux champs de commande du systeme (Morin et Samson, 2001a) permet la synthese
de retours d’état stabilisant un ensemble contenu dans un voisinage arbitrairement petit
d’un point donné. Dans le cas des systemes sur des groupes de Lie comme 'unicycle, les
commandes ainsi obtenues permettent la stabilisation pratique de trajectoires arbitraires.

Cette notion de stabilisation pratique est précisée dans ce chapitre.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre, nous abordons I’étude des commandes par fonctions
transverses appliquées au cas du robot unicycle.

Nous mettons I'accent dans un premier temps sur une analyse de I'influence des dif-
férents parametres des retours d’état obtenus. Cette analyse nous sert alors de support
pour proposer, dans un second temps, des améliorations et des modifications de ces re-
tours d’état, en particulier au niveau de la précision du suivi et du comportement du

systeme lors des phases transitoires.

Chapitre 4 : Ce dernier chapitre est consacré a la présentation des outils développés
et utilisés pour I'implémentation des commandes sur le systeme robotique du laboratoire
ICARE.

Apres une breve présentation de ce systeme robotique, nous introduisons une méthode
de reconstruction géométrique de la position du robot par rapport a une cible. Basée sur
I'utilisation d’une caméra monoculaire embarquée sur le robot, cette méthode permet
d’obtenir cette position a cadence vidéo. Nous abordons ensuite le probleme de I’estima-
tion de la vitesse de cette cible au travers de la synthese de deux estimateurs. Enfin nous
nous intéressons a l'implémentation en temps discret des commandes et des estimateurs
présentés. Afin de compléter et d’illustrer ces études, nous discutons finalement quelques

résultats expérimentaux.



Chapitre 1

Commande des véhicules

non-holonomes
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1.1 Introduction

La commande des véhicules non-holonomes est un domaine de recherche tres actif.
Plusieurs raisons contribuent a cet engouement. La premiere est que les véhicules sur
roues constituent de nos jours le moyen de transport individuel principal. Leur automa-
tisation, précédemment limitée aux expérimentations en laboratoire et a des utilisations
professionnelles — les chariots de manutention dans les usines par exemple —, est main-
tenant envisagée pour des applications grand public : convois de véhicules sur autoroute,
systemes de transport urbain intelligent. .. Ces nouvelles applications, qui nécessitent de
coordonner les mouvements de plusieurs véhicules, donnent lieu a de nouveaux problemes
d’automatique. Une autre raison plus technique tient au fait que les équations régissant
le déplacement des véhicules non-holonomes sont fortement non-linéaires et revétent un
intéret théorique particulier dans le domaine de ’automatique non-linéaire.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un certain nombre de caractéristiques spé-
cifiques a la commande de ces systemes. Nous nous intéresserons dans un premier temps
a la modélisation de tels systemes, en particulier sur le plan de leur cinématique. Puis
nous rappellerons diverses méthodes de synthese de lois de commande par retour d’état,

développées afin d’apporter des solutions aux problemes de stabilisation de trajectoire.

1.2 Modélisation de la cinématique des véhicules sur

roues

1.2.1 Hypotheses de modélisation

La problématique de la commande des robots mobiles étant trop vaste pour pouvoir
étre présentée ici de facon exhaustive, nous introduisons dans cette partie un certain
nombre d’hypotheses simplificatrices :

— nous ne traitons que de la synthese de lois de commande par retour d’état, en
particulier les approches basées sur des commandes en boucle ouverte ne seront pas
étudiées ;

— nous nous restreignons aux robots mobiles de type « unicycle » et de type « voi-
ture » ;

— les véhicules sont considérés comme rigides et évoluant sur un sol plan;

— les véhicules sont dotés de roues conventionnelles : le point de contact entre la roue
et le sol est réduit a un point I et la roue est soumise a la contrainte de roulement

sans glissement, qui se traduit par une vitesse nulle entre le point I et le sol.
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D’un point de vue schématique, les deux type de robots mobiles que nous étudions

sont composeés :

T — 1

2

T I R =

Figure 1.1 — Robots de type « unicycle » et de type « voiture »

— pour le robot de type « unicycle », de deux roues motrices coaxiales et indépen-
dantes, et d'une ou plusieurs roue(s) folle(s), destinée(s) uniquement a assurer la
stabilité statique du systeme.

— pour le robot de type « voiture », d'un couple de roues coaxiales, a I’arriere du corps
du robot, et d'une ou plusieurs roue(s) directrice(s) a I'avant. Pour les besoins de
cette étude, il n’est pas nécessaire de faire d’hypothese sur la fagon dont la motricité
est répartie sur ces roues.

Le caractere non-holonome de ces systemes résulte de la contrainte de roulement sans

glissement des roues.

1.2.2 Roulement sans glissement et non-holonomie

Les systemes non-holonomes sont caractérisés par des contraintes cinématiques qui
portent sur les dérivées de leurs parametres de configuration : le systeme est dit « non-
holonome » lorsque ces contraintes sont sous la forme d’équations différentielles non com-
pletement intégrables.

Dans le cas des véhicules sur roues, ces contraintes cinématiques résultent de I’hypo-
these de roulement sans glissement. Considérons une roue verticale, qui roule sans glisser
sur un sol plan — voir figure 1.2. Le repere R, est lié a la roue et le roulement sans
glissement se traduit par la vitesse nulle du point I de la roue en contact avec le sol. Avec
les notations de la figure 1.2, on obtient

— — . —

V(I/Ro) = 0 = V(Ol/R0)+W(1/0)/\011
= @+ yr+ (0k + o(—sin 00+ cos 6))) A (—rk)
= (& —rpcost)i+ (y —rsinhd)y
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ol

Figure 1.2 — Roulement sans glissement

avec r le rayon de la roue, et (z,y) les coordonnées du point O; dans Ry. On en déduit

donc deux contraintes :

(1.1)

T —rpcosd = 0
y—rpsingd = 0

Une autre maniere décrire ces deux équations est :

—xsinf +ycosf = 0
zcosh+ysinf = re

Ce systeme d’équations traduit les deux propriétés suivantes :
Propriété 1 Le vecteur vitesse du centre de la roue est paralléle au plan de la roue.

Propriété 2 L’intensité — signée — de la vitesse du centre de la roue est rp.

En introduisant u; la vitesse de roulement de la roue, c’est-a-dire u; = r¢, et us sa vitesse

de rotation autour de 'axe /5, Uy = 9, on forme le modele de commande suivant
T cosf 0 cosf 0
u
y| =|]snf 0 < 1) = | sin€ [ w1+ |0 | uo (1.2)
. u
0 o 1) \7 1 1

Ce modele non-linéaire, possede, du point de vue de la commande, deux propriétés im-

portantes.
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Propriété 3 Le linéarisé du systéme non-linéaire (1.2) autour d’un point d’équilibre

n’est pas commandable.

En effet, si on lindarise le systeme (1.2) au point gy = (g, yo, )", on obtient

i = Bu (1.3)
avec ¢ = (2,v,0)T, u = (uy,uz)? et
cosfy O
B =|sinfy, 0
0 1

Le rang de la matrice B étant inférieur a la dimension de 'état du systeme (1.3), le
critere de commandabilité de Kalman n’est pas vérifié et le linéarisé (1.3) n’est donc pas
commandable. Pourtant, en faisant appel aux criteres de I'automatique non-linéaire, on

montre que

Propriété 4 Le modéle cinématique de la roue (1.2) est — globalement — commandable.
En effet, le systeme de commande (1.2) s’écrit aussi :

2

g=> uXiq) (1.4)

i=1
avec ¢ = (z,y,0)T € @ = R? xS, Xi(¢q) = (cos®,sind,0)” et Xs(q) = (0,0,1)7. Le
résultat suivant donne alors une condition suffisante® pour que le systéme (1.4) soit

commandable, — voir, par exemple, (Nijmeijer et van der Schaft, 1991) pour une preuve.

Théoréme 1 (Chow, 1939) On considere le systéme

i =" wXio (L5)

avec ¢ € Q ou Q est une variété différentielle de dimension n, et les X; des champs de
vecteurs réquliers sur Q. Alors,
- si Lie(Xq,...,Xm)(q) = R, le systeme (1.5) est localement commandable au

voisinage de qq.

1. Cette condition devient aussi nécessaire si les champs de vecteurs sont analytiques
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- si Lie(Xq,..., Xm)(qo) = IR™ pour tout qq et si Q est connexe, le systéme (1.5) est

globalement commandable sur Q.

La propriété 4 est un corollaire immédiat de ce théoreme. En effet, il suffit de vérifier

qu’en tout point g, les vecteurs Xi(q), X»(q), et [X1, X5](¢q) forment une base de IR3.

1.2.3 Le modele cinématique des robots sur roues

La modélisation précédente peut s’étendre a tous les véhicules sur roues. Etant donné
un espace de configuration initial Qy, correspondant a ’espace de configuration du sys-
teme initial, en éliminant ’ensemble des contraintes completement intégrables du systeme,

on réduit 9y a une sous-variété () :

m<dim(Q)
i= S uwX(o) (1.6)
i=1
avec ¢ € Q, X, les champs de vecteurs du systeme, et u; les vitesses associées aux degrés de
liberté du systéme mécanique, assimilées a des variables de commande — voir ci-dessous.
Le systeme (1.6) est une généralisation du modele cinématique (1.2) de la roue soumise
aux contraintes de roulement sans glissement.

Par construction, ce systéme possede les propriétés suivantes (Campion et al., 1991) :

Propriété 5 m < n, avec n la dimension de Q et (n —m) le nombre de contraintes

cinématiques non completement intégrables

Propriété 6 Les X; satisfont la « condition de rang de [’algébre de Lie » en tout point
q de Q
Lie(X1,...,Xmn)(g) =R"

Avant d’étudier plus en avant le cas des robots de type « unicycle » et de type « voi-
ture », arrétons-nous un instant sur le choix de travailler par la suite a partir des modeles
cinématiques de ces systemes, plutot qu’a partir de leurs modeles dynamiques. D’un point
de vue général, les équations dynamiques d’un systeme non-holonome s’écrivent, en uti-

lisant le formalisme de Lagrange utilisé par exemple dans (Campion et al., 1991) :

{q:X@W (1.7a)
J(@)u+ g(q,u) = X" (q)B(q)T (1.7b)
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L’équation (1.7a) n’est autre que le modele cinématique (1.6). Dans le cas des robots
mobiles que nous étudions, les termes B(q) et J(q) intervenant dans ’équation (1.7b) ont
les propriétés suivantes :

— J(q) € R™*™ est inversible,

— XT(q)B(q) est inversible.
I' est le vecteur des forces ou des couples produits par les actionneurs — en général des
moteurs électriques. Avec ces propriétés, on remarque que le systeme (1.7b) peut étre

linéarisé en utilisant la méthode des couples calculés. En effet, il suffit de poser

I = [X"(9)B(q)]"'[J(g)w + g(q, )]
pour voir que 'équation (1.7b) s’écrit aussi © = w. Le systeme complet (1.7) devient alors

¢ = X(q)u (1.8a)
i =w (1.8D)

avec w le vecteur de commande de ce systeme. Etant donnée une commande en vitesse
u*(q,t) différentiable, définie & partir du modele cinématique (1.8a), il n’est pas difficile
de lui associer une commande en accélération w(q,u,t) dont l'application entraine la
convergence de u vers u*. Par exemple, 'utilisation de

* *

u
34 (QJ)X(Q)U*‘E

w(q7u7t) ==k (u_u*(Q7t))+ (Q7t)

donne en boucle fermée 1I’équation
' * *
(u—u*)=—k(u—u")
et, par suite, la convergence exponentielle uniforme de (u — u*) vers zéro. Ceci suffit
généralement a préserver les propriétés que confere la commande « désirée » u* au sous-
systeme (1.8a), et justifie le principe de s’intéresser en premier lieu a ce sous-systeme.

Ceci est également cohérent avec la pratique courante d’utiliser les asservissements en

vitesse « bas niveau » livrés avec les moteurs électriques.

1.2.3.1 Le modele cinématique du robot unicycle

On considere le robot mobile de type « unicycle » schématisé sur la figure 1.3. Ce

robot est équipé de deux roues motorisées et indépendantes.
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Ro w

Figure 1.3 — Variables de configuration de 'unicycle

On note (z,,, ym) 'abscisse et 'ordonnée du point P,, situé au milieu de I’axe des roues
arrieres, #,, I'orientation du robot, r le rayon des roues, et R la distance de P,,, a chaque
roue. En reprenant les équations (1.1), de la section 1.2.2, on montre aisément que les

contraintes de roulement sans glissement de chacune des roues commandées s’écrivent :

Tm — Rsin@,, —r¢ycosb, =0
— pour la roue gauche .

—_—N—
Ym + Rcosb,, —ro;sinb, =0
—_—
m + Rsinb,, — rpscosb,, =0
— pour la roue droite o co 2
e e
Ym — RcosO,, — rpgsind,, =0

Soit,
iy — RO, coS 0,y — r¢picost, =0 (1.9a)
Um — RO sin b, — r¢p sinf,, =0 (1.9b)
i + R, cos B, — ripg cosb, =0 (1.9¢)
Um + ROy sin 0, — 7o 8in 6, = 0 (1.9d)

On remarque que ces quatre contraintes ne sont pas indépendantes puisque la différence
des membres de gauche des égalités (1.9a)—(1.9¢) est proportionnelle a celle associée

a (1.9b)—(1.9d). On peut donc omettre, par exemple, la derniere contrainte. On remarque



1.2. Modélisation de la cinématique des véhicules sur roues 17

aussi l'existence d’une contrainte completement intégrable. En effet,

(1.9a) et (1.9b) = i, €08 by, + Yy Sin by, — RO, = 17
(1.9¢) et (1.9d) = iy, 08O,y + G S0 0, + RO, = 1o

d'o,

-
— (g — 1) + cste (1.10)

2RO, = r(ps — 1) = 0, = ¥

Ceci conduit a éliminer, par exemple, la variable ;. 11 ne reste donc plus que deux

contraintes indépendantes, (1.9a) et (1.9b), dont une écriture équivalente est :

Ty = U7 COS 6,
Um = uysinf,,
gm/::UQ

1 R

Y1 = JUr — TU2

avec

— oy = %(@1 + o) la vitesse d’avancement du robot ;

— Uy = 5= (P2 — 1) sa vitesse de rotation instantanée.

3R
Ce systeme est de la forme (1.6) et il est facile de vérifier, par application du théoreme
de Chow, qu’il est commandable. Cependant dans la mesure ot le controle de la variable
angulaire ¢, présente généralement peu d’intérét en pratique, on ne gardera, pour 1’étude

de la commande, que le systeme réduit constitué des trois premieres équations :

Ty = U7 COS 6,
U = Uy Sin b, (1.11)

Qm/::u2

En posant g, = (T, Ym, Om)’, le systéme (1.11) s’écrit aussi :
2
b= 3w Xilg) (1.12)
i=1

avec X1<gm) = (COS gm,3asingm,37 O)T et XQ(gm) = (O, 0, 1)T'

Le fait que ce systeéme soit le méme que le modele (1.4) obtenu pour une roue unique,

justifie 'appellation de systeme de type « unicycle » souvent employé dans la littérature.
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1.2.3.2 Le modele cinématique du robot de type voiture

Pour le robot de type « voiture », schématisé sur la figure 1.4, on introduit la notion
de roue directrice centrale. Cette roue, virtuelle dans le cas d’une voiture, correspondrait
a la roue directrice d’un tricycle équivalent. Son introduction permet de simplifier les
équations en faisant abstraction du mécanisme de couplage des roues directrices servant
a respecter les contraintes de roulement sans glissement, et en ne considérant alors qu’un

seul angle de direction.

Ro o

Figure 1.4 — Variables de configuration de la voiture

Le modele cinématique retenu, a comparer avec celui de I'unicycle (1.11), est :

Ty = Upcosb,,
Um = uypsinb,,
i n (1.13)
H'm = ’LL1 —t me
djm = Uy

ou v, représente l'angle de braquage de la roue directrice du véhicule, et L la distance
entre les axes des roues avant et arriere. La variable u; correspond, comme pour le robot
de type « unicycle », a la vitesse longitudinale du corps du robot, alors que w,;, correspond
maintenant a la vitesse angulaire, selon ’axe vertical, de la roue directrice par rapport au
corps du robot. L’écriture du modele cinématique (1.13) est encore simplifiée en utilisant
le changement de variable suivant, défini pour 1, € ]—’—,;, %[

tan v,
L

’gbml—)gpm =
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ainsi que la nouvelle variable de commande

1

Uy = ———U
2 L cos? 1, v

En posant ¢, = (T, Ym, Oms Pm)?, le systeme (1.13) devient alors
2
Gm = > _ i Xi(gm) (1.14)
i=1

avec X1(gm) = (COS gm.3, SN G 3, Gm.a, 0)7 et Xa(gm) = (0,0,0,1)T.

Comme pour le robot de type « unicycle », on vérifie que le systeme (1.14) satisfait

la propriété 6 de commandabilité. Il suffit pour cela de calculer les crochets de Lie

X Xal(g) = (00 -1 0)

X1, (X1, Xo]] (9) = <—sing3 cosgs 0 o)T

et de vérifier que 'espace engendré en tout point g par X;(g), Xa(g), [X1, X2 (g) et
[Xl, [Xl, XQ]] (g) est R4.

1.2.4 Cinématique par rapport a un repere mobile

Les deux modeles cinématiques présentés dans les sections 1.2.3.1 et 1.2.3.2 corres-
pondent & des équations de mouvement par rapport a un repere fixe Ro = (Po, 20, 70). Dans
un contexte de commande plus général, on peut étre amené a exprimer ces mouvements

par rapport a un repere mobile (voir figure 1.5).

Soit R, = (P, 7, J») un repere mobile, et (x,y,0)T € SE(2) la « situation » du repere
R,. par rapport a R, définie par

v R(—6,) o\ [ "
) = ( " ) Ym — Yr (115)
0 6, — 0,

——
Les variables x et y sont les coordonnées de P, P, dans la base (4, 7,.) et 0 est la différence

d’orientation entre R,, et R,.
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Ym

Po

Figure 1.5 — Configuration par rapport a un repere mobile

En dérivant les deux membres de 1’égalité (1.15) par rapport au temps, on obtient :
! R(=6,) o\ [\ [—6,8R(~6,) o\ [T
0 Hm - HT ‘gm - 07’

avec S la matrice antisymétrique (9 !'). En utilisant la définition de (z,y, )", le sys-

teme (1.16) s’écrit aussi :

& Tm —y @
j| = <R(;0T) (1)) g | = K (z) (R(BH’“) (1)> Ur (1.17)
0 1

O, 0

Dans le cas du robot de type « unicycle »,

R(=6,) 0 xm R(=6,) 0 Uy C?s 0,, Uy C?SQ
Ym | = u;siné,, | = | vy siné
0 1 0

U2 U2
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Pour ce robot, I’équation (1.17) s’écrit donc aussi

x uy cos 6 —y i

I R(—6,) 0

g =wsno| -] (:1:) ( (0 ) 1) i (1.18)
é U9 0 1

De la méme fagon, on obtient pour le robot de type « voiture » :

o - :,

U1 0959 I, ( y) R(—HT) 0 x

= in — .
e ! o 1|4 (1.19)

Upp 0 1

5 o < 5

—_= u2

Les équations (1.18) et (1.19) peuvent alors s’écrire sous forme condensée

g= Z u; X;(9) + P(g,t) (1.20)

avec :
— pour le robot de type « unicycle », g = (z,y,0)" et les X; définis par 1'équa-
tion (1.12);
— pour le robot de type « voiture », g = (z,y,0,¢
tion (1.14).

)T et les X; définis par 1'équa-

Le fait que les champs de vecteurs X; sont les mémes pour les équations du mouvement
de nos robots par rapport a un repere fixe, ou par rapport a un repere mobile, n’est pas le
fait du hasard. En effet, et nous y reviendrons dans le chapitre 2, ceci est une conséquence
directe de la propriété d’invariance a gauche de ces systeémes sur le groupe de Lie SE(2),

le groupe des transformations rigides dans le plan.

1.3 Le probleme de stabilisation de trajectoire

1.3.1 Formulation du probleme

Considérons de facon générale un systeme de commande

¢=flgu), qe€Q (1.21)
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avec Q une variété de dimension n, u € R™, et f : Q@ x IR™ —— IR"™ une application
infiniment différentiable. On appelle trajectoire admissible — ou réalisable — du sys-
teme (1.21) toute fonction ¢, définie sur un intervalle de temps [0,7] pour laquelle il

existe une fonction u" définie sur ce méme intervalle de temps telle que

Vte [0,T], G-(t) = f(q(t),u"(t))

Le probleme de stabilisation de trajectoire est alors généralement posé comme suit : étant
donné une trajectoire admissible ¢, définie, pour simplifier, sur I'intervalle de temps [0, 0o,
et ¢ := q — ¢, déterminer une commande par retour d’état u(q, ¢,,t) telle que 'origine

du « systeme d’erreur »
Ge = f(Q7u(Q7 qr, t)) - f(CZr?ur)

soit asymptotiquement stable.

Pour un robot de type « unicycle », par exemple, le probleme est de stabiliser asymp-
totiquement a zéro l'erreur de situation entre le corps du robot et celui d’un robot de
référence — virtuel —, comme cela est illustré sur la figure 1.6. Autrement dit, il s’agit

d’asservir le repere R,, 1ié au robot a un repére de référence R,.

Unicycle a commander

Unicycle de référence

/\97«

=y

=1

Ro

Figure 1.6 — Stabilisation de trajectoires admissibles

1.3.2 La stabilisation asymptotique de trajectoires admissibles

Dans cette partie, nous nous intéressons uniquement a la stabilisation de trajectoires
admissibles pour notre robot. Afin d’illustrer les difficultés induites par un tel but de
commande, nous allons faire une analogie avec le cas des systemes linéaires. On s’intéresse

donc temporairement a la stabilisation de trajectoires admissibles pour un systeme linéaire
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¢=Aq+ Bu (1.22)

ou la paire (A, B) est commandable. Etant donnée une trajectoire admissible ¢ — g,.(t)

pour ce systeme, c’est-a-dire ¢, = Aq, + Bu", on montre facilement, que le retour d’état
u(q, gr,u") = u" + K(q — g, (1.23)
appliqué au systeme (1.22), entraine, en posant ¢. = q¢ — ¢, :
Ge = (A+ BK)qe

Si la matrice K est telle que la matrice A + BK soit Hurwitz-stable, alors le retour
d’état (1.23) stabilise asymptotiquement la trajectoire ¢,(t). Comme ce retour d’état est
défini pour toute trajectoire g,.(t) admissible, on en déduit que toutes les trajectoires
admissibles d'un systeme linéaire commandable sont asymptotiquement stabilisables par
un retour d’état unique.

Cette propriété des systemes linéaires ne se transpose malheureusement pas aux sys-
témes non-linéaires tels que le systeme (1.6). Une premiere difficulté provient du fait que
dans le cas du systeme (1.6), et contrairement a un systeme linéaire commandable, la sta-
bilisation asymptotique d'un point fixe ne peut étre obtenue par un retour d’état continu
dépendant uniquement de 1’état.

Théoréme 2 (Brockett, 1983) Soit un systéme de commande

q=f(q,u)

avec f 1 QX IR™ —— IR™ réguliere. On suppose que ce systéme posséde un point d’équilibre
en (qo, uo), i.e. f(qo,uo) = 0. Alors une condition nécessaire pour qu’il existe un retour
d’état différentiable — ou seulement continu — u(q) qui rende le point d’équilibre (qo, uo)
localement asymptotiquement stable est que l'image par f de tout voisinage de (qo,uo)

soit un voisinage de 0.

Un corollaire immédiat de ce théoreme est

Corollaire 1 Pour tout systéme (1.6) tel que les X; soient linéairement indépendants en

qo, il n'existe pas de retour d’état u(q) continu permettant de stabiliser asymptotiquement

qo-
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Les retours d’état instationnaires continus, de la forme wu(q,t), ont été développés afin
de contourner 'obstruction apportée par le théoreme de Brockett, et afin d’apporter une
solution au probleme de stabilisation asymptotique d’un point fixe.

Il devient alors légitime de se demander si, a I'instar du retour d’état (1.23) pour les
systemes linéaires, des retours d’état continus instationnaires de la forme u(q,q.,u",t)
pourraient fournir une solution universelle? au probleme de stabilisation de trajectoires
admissibles pour nos systemes. Un résultat récent apporte une réponse négative a cette

question, en particulier pour les robots de type « unicycle » et « voiture » :

Théoréme 3 (Lizdrraga, 2004) Considérons le systeme (1.6) avec m = 2, ayant les
propriétés 5—6. Si les champs X; sont indépendants a 'origine, alors il n’existe pas de
retours d’état continus dépendant du temps, u(q,q,,u",t), avec du/ot et 0*u/(Ou"Ot)
définis partout et bornés sur {(q, q.,u",t) : ¢ = q.,u” = 0}, qui stabilise asymptotiquement

toute trajectoire admissible pour le systéme (1.6).

L’objectif de stabiliser asymptotiquement, a ’aide d’un unique retour d’état continu,
toutes les trajectoires admissibles du systeme (1.6) n’est donc pas réalisable. Ceci suggere
de s’orienter vers des objectifs de commande moins ambitieux, compatibles avec une
résolution « pratique » du probleme de suivi de véhicule.

Deux possibilités ont été étudiées dans la littérature. D'une part, on peut chercher a
ne controler qu’une partie de la configuration du systeme. D’autre part, on peut chercher

a ne stabiliser que certaines trajectoires admissibles du systeme.

1.3.2.1 Stabilisation de trajectoires sans contréle de 'orientation

Les techniques que 'on consideére ici consistent a stabiliser la position du robot par
rapport a une position de référence, sans chercher a stabiliser l'orientation du robot.
Conceptuellement, cela revient a donner au véhicule a commander les propriétés d'une
remorque « accrochée » de facon immatérielle au véhicule de référence. Cette approche
est classiquement utilisée dans le cas d’applications de type convoi de véhicules, ou le
véhicule de téte suit une trajectoire sans point de rebroussement.

Le principe de cette approche consiste a commander, non pas le point P,, utilisé
précédemment pour établir le modele cinématique, mais un point P déporté par rapport
a I’axe des roues, comme représenté sur la figure 1.7.

Dans le cas du robot de type « unicycle » (voir figure 1.7(a)), on considérera un point

rigidement lié au corps du robot et non situé sur de I’axe des roues motrices. Dans le cas

2. universelle au sens de « pour toutes les trajectoires du systeme »
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/’P
7 7
Ro v Ro v
(a) Cas de 'unicycle (b) Cas de la voiture

Figure 1.7 — Stabilisation sans controle d’orientation

du robot de type « voiture », figure 1.7(b), le point considéré sera lié a la roue directrice

du robot, mais non confondu avec son centre.

Afin d’illustrer I’approche, on considere uniquement le cas du robot de type unicycle
et, pour simplifier, on suppose que le point P est situé sur ’axe principal du robot, c’est-
a~dire m = I71, avec | > 0. Soit (x,y) € IR?, les coordonnées du point P dans le repere
Ro, et (z, (t),y.(t)) € IR? une trajectoire de référence pour ce point. On suppose, de

plus, que cette trajectoire est différentiable.

L’erreur de suivi exprimée dans le repere de la cible R, est

() ()

et il s’agit de stabiliser asymptotiquement cette erreur a zéro. Le systeme d’erreur a pour

¢ = R(—0,)R(0) (Z;) — R(-6,) (“; ) — 4, <:2> (1.24)

En posant eg = 0 — 6, et en introduisant les variables de commande intermédiaires (vq, vs)

(o) -7 i)

équation

définies par



26 Commande des véhicules non-holonomes Chap. 1

I'équation (1.24) devient

é= (:) — R(~6,) (2) — 4, (;‘?) (1.25)

Cette équation suggere de choisir une commande proportionnelle avec précompensation :

(2) — R(—0,) (i) +0, (;?) +Ke

de sorte a obtenir en boucle fermée ¢ = Ke. La stabilisation asymptotique de e a zéro
est alors obtenue en choisissant une matrice K Hurwitz-stable. Cette loi de commande
peut bien évidemment étre reformulée pour les composantes de la commande de départ

u puisque 'application (uq,us) — (v1,v2) est partout inversible.

La méme technique s’étend au cas de la voiture. En effet, il suffit de remarquer 1’ana-
logie entre une voiture et un unicycle équipé d’une remorque, comme présentée sur la
figure 1.8 : le probleme de suivi de trajectoire, sans controle actif de 'orientation, se

ramene a celui du suivi avec un robot de type « unicycle », qui aurait comme entrées de

up\ ug§ cos Y,
Us ugemem gy,

avec uf la vitesse longitudinale du corps de la voiture et u,, = ¥ la vitesse angulaire de

commande :

sa roue directrice.

/‘{ ,(/’Z)m

=y

=L

Ro

Figure 1.8 — Analogie cinématique entre la voiture et 'unicycle équipé d’une remorque
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Cette approche s’applique bien tant que la vitesse longitudinale du véhicule de ré-
férence reste positive. Cette limitation résulte du fait que 'orientation 6,,, et par suite
la différence d’orientation ey = 6,, — 6, entre le véhicule controlé et le véhicule de réfé-
rence, ne sont pas directement controlées. Intuitivement, la dynamique de cette variable

est stable tant que le véhicule de référence avance. La différence d’orientation reste alors

comprise entre —3 et 7. Si le véhicule de référence s’arrete puis recule, on montre que
eg tend a sortir de }—%,g[ pour rejoindre une valeur proche de 7 (retournement de

I'orientation). Le méme effet se produit pour une remorque d’abord tractée, puis poussée.
Pour I’éviter, il est nécessaire de commander et de stabiliser activement 1’orientation du

véhicule par d’autres techniques.

1.3.2.2 Stabilisation asymptotique de trajectoires particulieres

La stabilisation simultanée de la position et de l'orientation implique de pouvoir
controler ’évolution de I’état complet ¢ du robot. Comme indiqué dans la section 1.3.2; il
n’est pas possible de stabiliser asymptotiquement toutes les trajectoires d’un tel systeme
avec une seule loi de commande. Néanmoins, la stabilisation asymptotique de certaines

trajectoires demeure possible, en particulier, lorsque

1. la trajectoire de référence est réalisable par le véhicule commandé et la vitesse

longitudinale du véhicule de référence ne tend pas vers zéro.

2. la trajectoire de référence est réduite a un point fixe. Ce second cas peut, par

exemple, se présenter dans le cadre de I'automatisation de manceuvres de parking ;

Stabilisation asymptotique de trajectoire admissible sans point fixe Consi-
dérons un véhicule de type « unicycle ». Le point P,, est placé au milieu de l'axe
des roues arrieres, comme sur la figure 1.6. On suppose que la trajectoire de référence
t — (z,(t),y-(t)) est réalisable, c’est-a-dire que le robot virtuel de référence de la fi-

gure (1.6) est sujet aux mémes contraintes non-holonomes que le véhicule commandé :

T, = ujcosb,
Y = ujsinb,
0, = uj

En reprenant les notations de la section 1.2.4, il s’agit de stabiliser asymptotiquement
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a zéro l'erreur de suivi
T T, — Ty
R(_9r>
g=1y]|= Ym — Yr
0

Le calcul de la dérivée de erreur donne alors :

T = wujcost 4 upy — uj
= wupsind — ulz (1.26)
0 = uy— s

Pour déterminer une commande (uj,us) stabilisante, considérons le changement de

coordonnées et de variables de commande :

(g7u17u2) — (Z,'LUl,'LUQ)

défini par
21 =T r
B wy = up cosf — uf
2 =Y Wo — uz—ul
2 — 2
z3 = tan cos 6
Cette transformation n’étant définie que que pour 6 € }—g,%[, I’erreur d’orientation

relative initiale entre le robot et celul de référence doit étre inférieure & 5

Sous son action, le systeme (1.26), est transformé dans le systéme chainé « perturbé »

suivant :
21 = Wi+ U,z
22 = Wi1zk3 — U2r21 + U123 (127)
Z3 = wa

On a alors le résultat suivant :

Proposition 1 (Morin et Samson, 2001b) La loi de commande

{ wy = —ky|uf|(z1 + 2223) (k1 > 0) (1.28)

Wy = —kgl[/{Zg — k:3|u71"|23 (k‘g, kfg > O)

rend ['origine du systéme (1.27) globalement asymptotiquement stable si u] est une fonc-

tion différentiable, bornée, de dérivée bornée, qui ne tend pas vers zéro lorsque t tend vers
linfini.
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La synthese de la commande précédente est généralisable au cas des robots de type
« voiture ».

Cette approche permet de stabiliser un grand nombre trajectoires réalisables. Cepen-
dant, son application dans le cadre du suivi d’un véhicule réel n’est pas immédiate. En
effet, afin d’éviter que le véhicule commandé suiveur entre en collision avec le véhicule
de référence suivi, le repere R, doit étre déporté a l'arriere du véhicule référence, comme
indiqué sur la figure 1.9. La nécessité de recourir a un repere déporté pose le probleme
du choix de ce repere. En effet, s’il est simplement choisi rigidement 1ié au le véhicule de
référence, son mouvement ne correspond plus nécessairement a une trajectoire admissible
pour le robot suiveur. Il suffit par exemple, que le véhicule de référence de type « uni-
cycle » de la figure 1.9 tourne sur place, pour que le repere R, suive une trajectoire non
réalisable par le robot. Il faudrait donc dans ce cas déterminer le repere R, dynamique-
ment, de fagon a assurer que la trajectoire de ce repere soit admissible pour le véhicule
commandé. Ceci revient finalement a planifier dynamiquement une trajectoire admissible
pour le véhicule commandé en fonction de la trajectoire, a priori inconnue, suivie par le
véhicule de référence. Ceci n’étant clairement pas possible dans ’absolu, il convient alors
d’évaluer la robustesse de la loi de commande en fonction du degré de violation de la

propriété d’admissiblilité de la trajectoire de référence.

Unicycle a commander

(mm i /

Unicycle de référence

T
/\3 0,
(xmyr)
Ro v

Figure 1.9 — Stabilisation de trajectoires non-admissibles

Stabilisation asymptotique de configuration fixe Considérons maintenant le pro-
bleme de stabilisation asymptotique d'une position et d'une orientation de référence fixes.
Dans ce cas u” = 0 et la commande de la proposition 1 ne résout pas le probleme. Le théo-
reme de Brockett, évoqué auparavant, permet d’autre part d’exclure tout retour d’état

continu dépendant seulement de 1’état.
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Une possibilité consiste a considérer une classe de retours d’état plus grande, telle que
celle des retours d’état continus « instationnaires », utilisant le temps comme variable
complémentaire. Ce type de commande, proposé dans (Samson, 1990) pour la stabilisation
d’un robot de type « unicycle », a été largement développé par la suite. Un des premiers

résultats généraux d’existence de telles commandes stabilisantes est le suivant :

Théoréme 4 (Coron, 1992) Considérons le systeme (1.6) et supposons que les X; sont
tels que Lie(X;)(qo) = R™. Alors, pour tout T > 0, il existe un retour d’état instationnaire
réqulier u(q,t), périodique par rapport a t de période T, qui rend [’équilibre (qo,0) locale-
ment asymptotiquement stable. Si de plus @ = R™ et Lie(X;)(q) = IR™ pour tout q € Q, il

existe un tel retour d’état qui rend ’équilibre (qo,0) globalement asymptotiquement stable.

De nombreuses méthodes pour la synthese de telles commandes ont aussi été dévelop-

pées. L’étude de ces méthodes a cependant également mis en évidence certains limitations.

— les retours d’état instationnaires réguliers peuvent, éventuellement, posséder de

bonnes propriétés de robustesse vis-a-vis des dynamiques non modélisées, et sont

peu sensibles aux bruits de mesures. En contrepartie, ils ne garantissent pas la
convergence rapide — exponentielle — de ’état du systeme vers ’origine ;

— la convergence exponentielle peut étre obtenue avec des retours d’état continus, mais
non Lipschitz continus, au prix d’une sensibilité importante vis-a-vis des bruits de
mesures, et de problemes de robustesse vis-a-vis de dynamiques non modélisées.

Une étude détaillée de ces aspects de compromis entre robustesse et performance a été
faite dans (Morin et Samson, 2002).

1.4 Conclusion

La simplicité apparente des équations régissant le mouvement des robots mobiles sur
roues masque la complexité des problemes de commande sous-jacents. En particulier, il
n’existe pas de solution globale — universelle — au probleme de stabilisation asympto-
tique de points d’équilibre et de trajectoire admissibles. Il semble aussi qu’aucune solution
ne soit completement satisfaisante au niveau de la gestion du compromis entre robustesse
et performance.

Par exemple le théoreme 3 indique qu’il n’existe pas de retour d’état continu pouvant
stabiliser asymptotiquement toutes les trajectoires réalisables du systeme. En pratique,
ceci se traduit par la difficulté de choisir un retour d’état en I’absence de connaissances a
priori sur la trajectoire de référence. De plus, méme lorsque cette trajectoire est connue

a l'avance, comme dans le cas d’une configuration fixe désirée, le compromis entre la
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robustesse de la propriété de stabilité et le taux de convergence demeure problématique.
Enfin, dans certains cas, tel que le suivi d’un véhicule de référence présenté en figure 1.9,
on peut étre amené a considérer le « suivi » de trajectoires non-admissibles. Dans ce cas,
la stabilisation asymptotique est évidemment impossible.

Ces arguments mettent en évidence l'intérét, a la fois conceptuel et d’ordre pratique,
d’« assouplir » 'objectif de stabilisation asymptotique, soit parce qu’il n’est pas attei-
gnable, soit encore parce qu’il ne I'est pas de fagon efficace et robuste. Le but du chapitre
suivant est de montrer qu’en substituant a I'objectif de stabilisation asymptotique un ob-

jectif de stabilisation pratique, les problemes évoqués ci-dessus peuvent étre contournés.






Chapitre 2

Stabilisation pratique de trajectoires

générales
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2.1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la stabilisation asymptotique, qui plus
est rapide et robuste, d'une trajectoire de référence admissible est un objectif inatteignable
de fagon générique. Nous pouvons de plus étre amenés a considérer des trajectoires non-
admissibles, pour lesquelles cet objectif de stabilisation asymptotique ne peut étre atteint.
Ces considérations conduisent a envisager un objectif de stabilisation moins contraignant,
plus représentatif des possibilités de ces systemes et prenant mieux en compte le fait que
nombre d’applications s’accommodent d’erreurs de suivi non nulles pour peu qu’elles
soient petites.

Pour qualifier cet objectif moins contraignant, moins ambitieux, mais plus général,

nous parlerons par la suite de stabilisation pratique.

2.2 Approche par fonctions transverses et stabilisa-
tion pratique
Nous rappelons ici le résultat principal sur lequel est basée ’approche de commande

dite par fonctions transverses. On s’intéresse aux propriétés des systemes du type :

m

i=) uXiq) (2.1)

i=1

ou les X; sont des champs de vecteurs réguliers sur une variété Q.

Théoréme 5 (Morin et Samson, 2001a, théoréme 1) Soit Xy,...,X,, des champs de
vecteurs réguliers sur une variété Q de dimension n. On suppose que Lie(X;, ..., X.n)(q)
est de dimension constante dans un voisinage de qq. Alors, les deux propositions suivantes

sont équivalentes :
1. la condition de rang de [’algebre de Lie en qy est satisfaite par les champs X;

2. il existe n € IN et, pour tout voisinage U de qy, une fonction réguliére f : T" ™ —

U, tels que :
Yo € TV ™, Qfa) = span { X1 (f(@)),..., Xn(f(a)} + df (o) (T2™)

Dans le cas d'un systeme (2.1) commandable, au moins localement, ce théoréeme affirme

I'existence d'une fonction réguliere f telle qu’en tout point f(c), I'espace tangent Qs(q) est
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la somme de I'espace engendré par les vecteurs X; et de I'espace image de la différentielle
de la fonction f. Une telle fonction est appelée « fonction transverse » aux champs de

vecteurs X, ou plus simplement « fonction transverse » s’il n’y a pas d’ambiguité possible.

Afin de préciser 'intérét des fonctions transverses pour la commande du systeme (2.1),
considérons un systeme de coordonnées locales sur Q, tel que ¢y € Q soit associé a zéro
dans IR". Pour simplifier les notations dans la suite de ce document, nous utiliserons les
meémes notations pour les champs de vecteurs et leurs expressions dans le systeme de

coordonnées locales. Le théoreme 5, devient alors

Théoréme 6 (Morin et Samson, 2001a) Si Ualgébre de Lie Lie(Xy,...,Xmn)(q) est de

dimension constante, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. le systeme

¢=) uXiq) (2:2)

=1

est localement commandable en ¢ =0 ;

2. il existe n € IN et une famille (f.)eso de fonctions f. € C°(T"™; B,(0,¢)), telle

que pour tout € > 0 et pour tout a = (i1, ..., an) € TP la matrice
H(a):= (X e X __Of oo, _9f 2.3
(@) : 1(fe(a)) m(fe(@) —gai (@) e C) (2.3)

soit de rang plein.

Une premiere loi de commande envisageable est donnée dans la proposition suivante

Proposition 2 Soit le systéme (2.2), supposé localement commandable en ¢ = 0, et
fe : T +—— B,(0,¢), une fonction transverse pour ce systéeme. Soit le retour d’état
dynamique

(u.6)" = H(o)" (H(@)H(@)") " (K (¢ - f:(a))) (24)

avec H(a) la matrice définie par (2.3), et K une matrice Hurwitz-stable. Ce retour d’état

stabilise exponentiellement q — f-(«) a zéro.

Preuve : Par hypothese les champs de vecteurs g; satisfont la condition de rang de I’algebre

de Lie a lorigine et le théoreme 6 nous fournit l'existence de fonctions transverses f. pour
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ce systéme. On pose alors z = ¢ — f-(«), et on étudie la dérive de z par rapport au temps :

2 = q- fs(o‘)
m n 8 a .
= Z Xi(z)u; — Z (92: ()&
i=1 i=m+1 "
m n a a . m
= S Xlflen— Y ey Y0 () - Xl
i=1 i=m+1 i=1
En posant .
U= (Ul Uy Qs - -+ Q)
on obtient

Z i(fe(a))) ui

avec H(«) définie par (2.3). En apphquant le retour d’état (2.4), on trouve

z_Kz+Z Xi(fe(@))) us (2.5)

Comme les X; sont réguliers, et f. est a valeur dans le compact B, (0,¢), il existe n > 0, tel

que

lg = fe(@) |<77:>HZ fe(@) [ < Mliqg = fe(a)]

avec M > 0. En utilisant la déﬁnition (2.4) des u;, on déduit

lg = fe(a ||<n:$||2 fel@N)uill < M'llg = fe(@)lI* < M'||2||?

D’apres (2.5), on conclut alors que z = 0 est stable et que z(t) converge uniformément et

exponentiellement vers zéro si Uerreur initiale ||g(0) — f-(a(0))|| est suffisamment petite. B

Cette proposition illustre simplement comment le théoreme 6 peut servir a définir un
retour d’état continu rendant 'ensemble f.(T™ ™) localement attractif pour les solutions

du systeme commandé.

Néanmoins, la proposition 2 ne présente elle-méme qu’un intérét relatif car elle ne
garantit méme pas la bornitude des solutions ayant pour condition initiale z(0) = 0, méme
lorsque € est tres petit. Pour obtenir des lois de commandes qui stabilisent ’ensemble
fo(T™ ™) de fagon plus globale, il convient de mieux utiliser les propriétés structurelles du
systeme, en particulier celles résultant de sa commandabilité. Un cadre particulierement

favorable pour cela est celui des systemes invariants sur les groupes de Lie.



2.3. Cas des systemes invariants sur les groupes de Lie 37

2.3 Cas des systemes invariants sur les groupes de
Lie
2.3.1 Modélisation sur un groupe de Lie

Considérons le systeme suivant qui généralise le modele cinématique (1.20) présenté

dans la section 1.2.4 : .
9= wXi(g)+ P(gt) (2.6)
i=1

et faisons I’hypothese que le systeme sans dérive associé

m

g=> uXi(g) (2.7)

i=1
est un systeme sur un groupe de Lie GG, et que les X; € G sont invariants a gauche
par rapport a la loi de composition interne de ce groupe. La notion de base graduée de

I’algebre de Lie g, définie ci-dessous, sera utilisée par la suite :

Définition 1 Soit X1, ..., X,, € g des champs de vecteurs indépendants tels que dim(g) =

k—l]

n avec g = Lie(Xy,...,Xy). On définit par récurrence w* = uF=t + [uu avec

u = span(Xi,...,X,,), et on pose K = min{k : u¥ = g}. Une base graduée de g as-
sociée aux champs X1, ..., X, est une base ordonnée {X1,...,X,} de g, munie de deux

applications X\, p: {m+1,....n} — {1,... ,n}, et telle que :
1. pour tout k =1,..., K, uf = span{X;, Xs, ..., X dim(uh) } -

2. pour tout k > 2 et pour tout i tel que dim(u*~') < i < dim(u¥), X; = [Xyu), X,
avec Xy € ut, X, ) € uw, eta+b=k.

A chaque base graduée de g, on associe alors un vecteur de poids (71, ...,7,), défini par
ri =k <= X; cu" \ v <= dim(v") < i < dim(u")
En remarquant que 1 =r; <ry <--- <r, = K et en utilisant la définition 1,
Vi > m,ry = @) + o)

Avec cette définition, on obtient le résultat suivant qui précise le théoreme 5 pour des

systemes invariants sur des groupes de Lie :
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Théoréme 7 (Morin et Samson, 2003) Soient G un groupe de Lie de dimension n,
et g lalgébre de Lie associée. On suppose que les champs de vecteurs X, ..., X,, sont

indépendants. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Lie(Xy,...,.Xn) =9

2. pour tout voisinage U de e dans G, il existe une fonction f € C®(T" "™ U) telle

que pour tout o € T,

Gy = span{Xi(f(a)), ..., Xin(f(a))} ® df (a)(T5™™) (2.8)

De plus, si {X1,...,X,} forme une base graduée de g, un choiz possible pour f est donné
par

Va = (amy1, - an) € T, fla) = falam) fa1(@n-1) -+ fns1(@mir) (2.9)

avec fj : T —— G définie par

fi(a) = exp (55“” sin o; X\ ;) + 5;"”) cos o X () (2.10)
pour des réels positifs €41, . ..,En, adéquatement choisis, et X\,p : {m +1,... , n} —
{1,...,n} les deux applications associées a la base graduée.

Comme pour le théoreme 5, on peut spécifier un systeme de coordonnées sur G autour
de e. En gardant, pour simplifier, les méme notations pour les champs de vecteurs dans

G et leurs représentations dans IR", I’équation (2.8) signifie que la matrice

H(a) = (X2((@) - Xl () —52(0) = 2 () (211)

est inversible. Le théoreme 7 énonce 1'équivalence, pour un systeme sur un groupe de
Lie, entre la commandabilité du systeme et 'existence de fonctions transverses pour ce
systeme. Par rapport au théoreme 6, le théoreme 7 apporte cependant deux précisions

importantes :

— d’une part, la dimension de la variable o dont dépend la fonction transverse. Cette
dimension, égale a n — m, est clairement une borne inférieure pour la satisfaction
de la propriété de transversalité ;

— d’autre part, 'expression d’une famille (2.9) de fonctions transverses pour le sys-
teme (2.7).
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2.3.2 Commande d’un systeme sur un groupe de Lie

La proposition 2 peut alors étre modifiée afin d’obtenir une loi de commande un peu
différente de (2.4) et conduisant a un résultat de convergence plus global.
Pour simplifier I’'exposé, on suppose dans ce qui suit que le groupe G est globalement

isomorphe a IR" et que e = 0 est I’élément neutre pour 'opération de groupe.

Proposition 3 Soit le systéme (2.6) sur le groupe de Lie G. On suppose que le sys-
téeme sans dérive associé (2.7) est commandable et invariant a gauche sur G et que la
perturbation additive P est continue. Soit f : T"™™ —— G une fonction transverse au

systéme (2.7). Alors le retour d’état dynamique défini par

(Z) = H(a) 'dl,-1(g) (drf(a)(z)Z(z) - P(g,t)) (2.12)

avec z = gf '(a), H(a) la matrice inversible définie par (2.11), et Z un champ de

vecteurs quelconque, conduit a [’équation en boucle fermée
2 =27(2) (2.13)

Par conséquent, si Z est un champ de vecteurs qui stabilise asymptotiquement et globale-
ment Uorigine du systéme (2.13), toute solution du systéeme (2.6) commandé par (2.12)

converge vers ’ensemble f(T"™™).

Preuve : L’existence de familles de fonctions transverses au systeme (2.7) est immédiate
par application du théoréeme 7. Soit f :€ T"™™ —— G une fonction transverse au systéme.

La dérivée par rapport au temps de g = zf est donnée par :
g=dre(2)z +di.(f)f

d’ou,

En remarquant que :

(drp(z)) " =dryi(g) et (d(f)" =dl.-1(g)

on obtient

i =drp(g)dl.(f (dzzl (Zuu ) >+drf 1(9)P(g,1)

Les X; étant invariants a gauche :
m

dl.-(g) (Z uiXi(g)> = ZUiXi(Zilg) = ZuiXi(f)
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d’ou :
Z=drp-1(g) (dl-(f)H(a)u + P(g,1)) (2.14)
T
avec H(«) définie par (2.11) et @ := (u1 C Uy Gy o'zp) . Comme H («) est une matrice
inversible pour tout «, H(a)~! est bien définie, et il est facile de vérifier que 1’application

du retour d’état (2.12) donne
2=27Z(z)

Par rapport a la proposition 2, le domaine de convergence vers I'ensemble f(T"~™) dépend
seulement du choix de Z(z). Par exemple, Z(z) = Kz avec K une matrice Hurwitz-stable,
entraine une convergence uniformément exponentielle et globale.

Notons que la loi de de commande (2.12), avec Z(z) un champ de vecteurs stabili-
sant asymptotiquement 'origine, n’implique pas en général la stabilité asymptotique de
I'ensemble f(T" ™) pour le systeme en boucle fermée : supposons, en effet, que I'état
initial g(0) du systeme (2.6) appartienne a 'ensemble f(T"~ ™), c’est-a-dire qu'il existe
apg € T*™ tel que ¢g(0) = f(ap), et que a(0) soit différent de . Avec de telles valeurs
initiales, rien n’assure que g(t) va rester dans I'ensemble f(T"~™), on sait seulement que,
asymptotiquement, ’état du systeme va converger vers cet ensemble. La stabilité de cet
ensemble pour le systeme (2.6) peut cependant étre obtenue par un choix adéquat de
a(0).

Proposition 4 f(T"™) est asymptotiquement stable pour le systeme (2.6) controlé par

le retour d’état (2.12), si a(0) = a*(g(0)) avec a* une application telle que
d(g, f(T"™)) — 0= d(g, f(a*(g)) — 0 (2.15)

et d une distance sur G.

Preuve : On suppose, dans cette preuve, que Z(z) est un champ de vecteurs stabilisant
asymptotiquement l'origine du systéme (2.13). La convergence asymptotique des trajectoires
vers f(T"~™) est déja établie par la propriété 3. Il s’agit de montrer que

d(g(0), f(T"™™)) — 0 = sup d(g(t), f(T"™)) — 0 (2.16)

ou g(t) désigne la solution au temps ¢ associée a la condition initiale ¢(0), et d(g, f(T™™™))
est la distance de g & 'ensemble f(T"~™). Par la définition (2.15) de I’application o*
d(g(0), fF(T"™™)) — 0 = d(g(0), f(a"(9(0)))) — 0
= d(9(0), f(a(0))) — 0 (2.17)
= [2(0)[ —0
Puisque d’apres la propositions 3, z = e est un point d’équilibre asymptotiquement stable
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de (2.14), on a
2(0)] — 0 = sup,[2(t)] — 0

= sup, d(g(t), f(a(t))) — 0 (2.18)
—> sup, d(g(t), f(T"™™)) — 0
L’équation (2.16) découle de (2.17) et (2.18). |

Un autre point remarquable est que la propriété de convergence est obtenue indé-
pendamment du terme de perturbation P(g,t). La stabilisation pratique de trajectoires
quelconques — c’est-a-dire admissibles ou non — que nous allons maintenant aborder,

exploite ce dernier point.

2.3.3 Application a la stabilisation de trajectoires non nécessai-

rement réalisables

Soit un systeme commandable
Gm = Y Ui Xi(gm)
i=1

invariant sur un groupe de Lie G, et g.(t) une trajectoire de référence que I'on suppose
dérivable. Alors g := g 'g,, caractérise '« erreur » de suivi. En effet, cette erreur est
nulle si et seulement si g = e, ’élément neutre du groupe. Intéressons nous aux équations
du « systeme d’erreur » associé.
Puisque ¢,, = 9,9,
Gm = dlgr (9)9 + drg (gr)gr

Par conséquent

. -1 /. .

9 = (dlg,(9))" (gm — dry(gr)gr)
En utilisant le fait que

(dly, (9)™" = dl,—1 (gm)

et la propriété d’invariance a gauche des champs X;, on obtient :

9= dlg;1(9m> (Z i Xi(Gm) — d?“g(gr)g'r>

soit encore :
m

g=">_ wXig)+ Plg,t) (2.19)

=1
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avec

P(gvt) = _dlg;l(gm)drg(gr)gr (220)

Le systeme (2.19) étant de la forme (2.6), et P(g,t) étant continue des lors que g, est
continue, la proposition 3 s’applique directement en fournissant une loi de commande
pour la stabilisation pratique d’une trajectoire de référence quelconque dont la dérivée

est continue.



Chapitre 3

Suivi d’un véhicule manceuvrant
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons a l'unicycle I’approche de commande par fonctions
transverses présentée dans le chapitre précédent afin de suivre un autre véhicule suscep-
tible de faire des manceuvres. Pour cela, on considere un repere de référence lié au véhicule
que 'on souhaite suivre, comme par exemple le repere R, de la figure 1.5, et on se fixe
pour objectif de stabiliser 'unicycle par rapport a ce repere de référence. Dans un premier
temps, nous verrons comment une application quasi-directe de ’approche par fonctions
transverses permet de fournir une premiere famille de lois de commande, relativement
simples, permettant d’atteindre cet objectif. Cependant, comme nous l’illustrerons en-
suite, les parametres de commande associés a cette famille ne permettent pas toujours
d’obtenir de bons résultats en terme de précision de suivi, de dynamique des entrées
de commande, et de comportement transitoire du systeme. Ceci nous conduira a propo-
ser de nouvelles lois de commandes, plus élaborées que les précédentes, qui permettent

d’améliorer les caractéristiques en question.

3.2 Stabilisation pratique appliquée a 'unicycle

3.2.1 Une premiere famille de lois de commande

Rappelons que les équations cinématiques du robot unicycle par rapport a un repere

fixe (voir équation (1.11)) s’écrivent sous la forme condensée
2
Gm = Y i Xi(gm) (3.1)
i=1

avec ¢, = (xm,ym,ﬁm)T e R? xS, X;(gm) = (cos Qm,sinﬁm,O)T et X5 (gm) = (0,0, 1)T.

Considérons alors sur IR? x S ~ SE(2), 'opération de groupe (g1, g2) — g1g» définie par

x; T T2

+ R(0
Vgim12 = | yi | € SE2), 9192 = (?ﬂ) ) <y2> (3.2)
91‘ ‘91 -+ 92

On a la propriété :

Proposition 5 Les champs de commande X,(g) = (cosf,sin6,0)" et X5(g) = (0,0,1)"

sont invariants a gauche par rapport a lopération de groupe (3.2)
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Preuve : 1l suffit de vérifier que pour tout couple (g1, g2) de SE(2) x SE(2)

dlg, (92)X (g2) = X(9192)

Par définition
0 (9 1 92)

g, (12) = =5

donc, pour la loi de groupe (3.2) :

R(6) O
iy (52) = ( i 1) (3)
D’ou,
cos Oy cos(61 + 62)
R(6 0
dly, (g2)X1(g2) :< (01) > sinfy | = | sin(6; +62) | = X1(g192)
0 0

De méme

0 0

R(,) O
dlg, (g2)X2(g2) = < <01) 1) 0f=10]=X2(9192)
1 1

Les résultats de la section 2.3 sont donc directement applicables a 1'unicycle pour la
stabilisation pratique de trajectoires quelconques. Soit g, = (2, Y, GT)T la configuration
d’un repere de référence R, par rapport a un repere fixe Ry — voir la figure 1.5 pour les
notations. On déduit facilement, & partir de la définition de 1'opération de groupe (3.2),

Ty — T
-1 _ R(_QT) ( >
gr Im = Ym — Yr

0,, — Or

que

Au vu de (1.15), I'élément g := g 'g,, de SE(2) caractérise la situation de 1'unicycle par

rapport au repere de référence. D’autre part, d’apres (1.18), 'équation (2.19) est satisfaite

-y i7”
Pt =" (x> (5’(;9’”) f) i (3.4

0 1 0,

avec m = 2 et

La relation (3.4) n’est autre que la réécriture de la relation (2.20) dans le cas particulier
de l'unicycle.
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Une décomposition possible de la vitesse ¢, du véhicule de référence sur une base de
l'algebre de Lie du groupe SE(2) est :

Ty cos b, 0 —sin 6,
Gr= |9y | =ui | sind. | +uy | 0| +us| cosb,
0, 0 1 0

soit encore ,
g = uiXi(g,) (3.5)
i=1

avec X3 = [Xo, X1]. La composante u] est la vitesse « longitudinale » du repere, u} la
vitesse « latérale », et uh la vitesse de rotation instantanée. Selon que la composante w5
de la vitesse est nulle ou non, la trajectoire de référence est, ou n’est pas, admissible pour
I'unicycle. Nous verrons par la suite comment cette information peut étre intégrée dans
la loi de commande pour conférer certaines propriétés a la tache de suivi.

D’apres ce qui précede, I'équation du systeme d’erreur de suivi est

2
9= uXi(g)+ Plgt) (3.6)
i=1
avec
uy — yuy
P(g,t) = — | u} + zu} (3.7)
(L)

et il s’agit maintenant de stabiliser pratiquement le point e = 0 pour ce systeme. Une
solution de commande est fournie par la relation (2.12). La mise en ceuvre de cette loi de

commande nécessite de
1. déterminer une fonction transverse pour 'unicycle;
2. choisir un champ de vecteur Z(z) pour la dynamique de z = gf~! en boucle fermée;

3. choisir la condition initiale «(0) pour la variable exogene «, de sorte, par exemple,

a assurer la stabilité de ’ensemble f(T) pour le systéeme commandé.
Considérons d’abord la détermination de fonctions transverses. Pour l'unicycle, les
champs { X7, X5, [X1, X5]} forment une base graduée de g, associée au vecteur de poids
r = (1,1,2). Une famille de fonctions transverses associée a cette base est donnée par le

théoreme 7, c’est-a-dire par les équations (2.9)- (2.10) :

f(a) = exp (esin aX; + € cos aXy)



3.2. Stabilisation pratique appliquée a I'unicycle 47

Le calcul de cette expression donne
. sin(e cos a)
esin(a)= 50"

fla) = | esin(a) (u)

£ COsS «x

ECOS

Preuve : f(«) est la solution & l'instant ¢ = 1 du systéme suivant :

l"l COS T3 0 T
o | =esina | sinzg | +ecosa | 0 avec zo | (0)=0
.%"3 0 1 I3

Par intégration directe, on obtient :
x3(t) = ecosat

t
1 —cos s at
xo(t) = Esina/ sin(acosas)ds:gsin()z(cc)b(ecw)
0

ECcos

t :
t

x1(t) = Esina/ cos(ecosas)ds = esina (sm(ecosa))
0 gcosa

On vérifie facilement que la condition de transversalité (2.3) est satisfaite pour € €

}0, %} Une autre famille de fonctions transverses est donnée par le résultat suivant :

Proposition 6 Pour tout £ > 0 et pour tout e5 € }0, g], la fonction f: T — SE(2)
définie par
€1sin«
fla) = [ &2 cosasina (3.8)

€9 COS (v

est une fonction transverse pour les champs de vecteurs X; du systéme (3.6).

Preuve : La fonction (3.8) est obtenue en posant

fla) =exp (51 sin aX; + €5 cos an)
avec X1(g) = (1,93, O)T7 une approximation homogene autour de ¢ = 0 de Xi(g9) =
(cos g3, sin g3, O)T. La condition de transversalité est équivalente au fait que la matrice

P cos(egcosa) 0  —eqcosa
H(a):= <X1 (fla)) Xo — ai(a)) = | sin(egcosa) 0 —5152%
0 1 g9 Sin o
est inversible pour tout «. Un calcul simple donne
det(H) = —e1e9 |:COSQ N <sin(52 cosa)  cos(e2 cos a)) +sin?a cos(gz cos @) (3.9)
E9 COS QU 2 2

Pour &3 € (0, 5] et pour tout o € T, on a
cos(ez cos @)

<
0< 2

1
< Z
-2
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et
sin(eg cosa)  cos(eg cos a)

0<
€2 COS (X 2

Par conséquent, pour tout e; > 0 et €3 € (0, 5],
Ve, det H(a) < 0

Dans la section suivante, nous discuterons de I'influence des parametres €; et g5 sur le
comportement de I'unicycle, notamment en terme de précision du suivi et de dynamique

des commandes.

Posons f = (f1, fa, f3)" et utilisons I'opération de groupe (3.2) afin de calculer nos

nouvelles variables de commande :

ry o fi
2i=gf = <y> R~ 1) (f) (3.10)

0—fs
La dérivée de I'état z est donnée par (2.14) :
5 = dry(g) (dlz(f) (Xl(f(a)) X _g—g(a)) -+ P(g,t)> (3.11)

Puisque

—Y2
dlgl(g2) = (R(Ogl) (1)> et drgz(gl) = t2 R(01> ( X2 >
0 1

le retour d’état (2.12) s’écrit alors

= uy | = H(a) 'dl-(f) (dre(2)Z(2) — P(g,1)) (3.12)

avec u, = « et

Hio) == (Xi(f(a) X —Z(w)) (3.13)
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En appliquant le retour d’état (3.12) au systeme (3.11), on obtient en boucle fermée :
L= 7(2) (3.14)

Un choix possible pour le champ de vecteurs stabilisant Z(z) est Z(z) = Kz avec K une
matrice Hurwitz-stable. Un cas particulier consiste a découpler 1’évolution de chacune des

composantes de z en prenant K diagonale.

Proposition 7 En prenant Z(z) = —Kz, avec K une matrice définie positive, dans la
relation (3.12), la distance entre g(t) a f(a(t)) converge uniformément exponentiellement

vers zero.

Preuve : Au vu de (3.10), le taux de convergence de g vers f(a) est le méme que celui de z
vers e. En posant Z(z) = — Kz, le systéme en boucle fermée (3.14) devient 2 = — K z. Comme

K est une matrice positive, la convergence de z vers e est uniformément exponentielle. W

Il reste a considérer le choix de «(0). Afin d’obtenir la stabilité asymptotique de 1’ensemble
f(T) pour le systeme (3.6), et pas seulement la convergence de g vers cet ensemble, un
choix possible est donné par

6(0)

a(0) = arctan2 (%)) ;) (3.15)

En effet, on a
Proposition 8 L’application o* : g — arctan?2 (%, %) satisfait la propriété (2.15).

Preuve : On procede par contradiction. Supposons que (2.15) ne soit pas vérifiée. Il existe
alors une suite g™ et 6 > 0, tels que d(g™, f(T)) — 0 et d(g", f(a*(g™))) > 6. Comme
lensemble f(T) est un compact, il posseéde un voisinage compact et donc il existe, dans ce
voisinage compact, une sous-suite convergente g¥ de ¢g" telle que g¥ — g € f(T).

Puisque g € f(T), il existe a tel que g = f(&). En utilisant la définition (3.8),

T £1COS Y
g=|7|=rf(@)=|=2cosasina
0 g9 sina

z 9 ), soit en utilisant la définition de o de la

On en déduit alors que a = arctan2 (E’ =
proposition 8 :

a=a*(g)
On a donc extrait de la suite g” une sous-suite g* telle que d(g*, f(a*(g))) — 0 et donc

telle que d (g*, f(a*(g"))) — 0) puisque a* est continue sur un voisinage de f(T). Ceci est
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en contradiction avec I’hypothese initiale sur la suite g". ]

La simulation présentée sur les figures 3.1 et 3.2 illustre les résultats précédents.

-0.5

Figure 3.1 — Suivi de cible omnidirectionnelle : position cartésienne

Les parametres du retour d’état (3.12) sont les suivants :
— la fonction f est donnée par I'équation (3.8) avec &1 = 0.5 et g9 = 0.3;
— le champ de vecteurs stabilisant Z(z) est choisi comme dans la proposition 7 avec
K = diag (ky1, k2, k3), k123 =0.5;
— la valeur initiale «(0) de la fonction transverse f est déterminée par 'application
a* de la proposition 8 ;
— le terme de perturbation P(g,t) est directement calculé a partir de la vitesse u”
appliquée au modele cinématique de la cible (3.5).
Dans les simulations qui seront présentées par la suite, nous utiliserons toujours les
mémes conventions :
— le véhicule commandé, de type « unicycle » sur la figure 3.1, est représenté en bleu;
— le repere R, associé au véhicule commandé n’est pas représenté car confondu avec
le véhicule commandé;
— le véhicule de référence, omnidirectionnel, est représenté en rouge;
— le repere cible R,, rigidement lié au véhicule de référence, est représenté en vert.
C’est ce repere, appelé par la suite simplement la cible, que ’on cherche a stabiliser.
Durant la simulation représentée sur la figure 3.1, le véhicule de référence se déplace
comme suit. Pendant les dix premieres secondes, il est fixe et sa position correspond a
(2, yr,0,) = (0,0,0) dans un repere fixe Ry. Le robot de type « unicycle », initialement
placé en (T, Ym, Om) = (1, 1,0), effectue alors des manceuvres pour rejoindre la cible. On
notera en particulier la décroissance exponentielle des trois composantes de la variable

d’état z sur la figure 3.2(a), conformément au choix du champ de vecteur stabilisant Z(z).
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o1

0.4

(b) Commandes @ de 1'unicycle (c) Erreur en position g

Figure 3.2 — Suivi de cible omnidirectionnelle : courbes associées
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Apres cette phase initiale, le véhicule de référence se déplace avec une vitesse longi-
tudinale constante pendant dix secondes. Durant ce déplacement, o tend vers g = —7,
de sorte que (z,y,0) tend alors vers (—ey,0,0), — figure 3.2(c) pour ¢ € [10s,20s[. La
stabilité de I'équilibre de référence ag = —7% pour la variable a durant cette phase, est
facilement démontrable — voir I'annexe A.1.1. Une meilleure précision de suivi durant
cette phase peut étre obtenue en diminuant la valeur du parametre ¢;.

Pour ¢ €]20s, 30s], le véhicule de référence se déplace latéralement, en suivant donc
une trajectoire non-admissible pour le robot de type « unicycle ». Celui-ci effectue alors
des manceuvres afin de rester proche du véhicule de référence. Le nombre et la fréquence
de ces manceuvres sont directement liés a la taille des ¢;. De fagon générale, la réduction
de ces parametres améliore la précision de suivi au prix de manceuvres plus fréquentes.

A t = 30s, le véhicule de référence suit de nouveau une trajectoire réalisable par le
robot, en reculant avec une vitesse longitudinale constante. Comme montré dans ’an-
nexe A.1.1, il existe alors un nouveau point d’équilibre stable ag = 7, pour lequel la
position relative entre le robot et la cible est (z,y,6) = (¢1,0,0). A partir de ¢ = 40s, le
véhicule de référence est arrété. Tout point de f(T) est alors un point d’équilibre® pour
le systeme (3.6) en boucle fermée. En 'absence de bruits de mesure, la position du robot
n’évolue plus.

Terminons cette section par quelques remarques plus générales qui serviront de fil
directeur pour développer des variantes de la version de base de I’approche de commande
par fonctions transverses :

— la fonction transverse considérée ne s’annulant jamais, I'erreur de suivi g ne peut
tendre vers zéro. Cependant, apres la phase initiale correspondant a la convergence
de la variable z vers zéro, chacune des composantes de g est bornée par une valeur
indépendante de la trajectoire de référence. Cette valeur dépend uniquement des
parametres ¢; de la fonction transverse. Afin d’améliorer le suivi, on pourrait donc
envisager de diminuer la valeur des ¢; et donc de contraindre g a étre plus proche
de zéro;

— une difficulté porte alors sur le choix des parametres de commande et le réglage
du comportement sur la « zéro dynamique ». On appelle « zéro dynamique » le
systeme dans la variable o qui est obtenu lorsque 1’équilibre stable z = 0 est — qua-
siment — atteint. Puisque z = 0 entraine g = f(«), cette dynamique caractérise
celle de l'erreur de suivi apres extinction de la « phase transitoire », c’est-a-dire la
phase pendant laquelle z n’est pas proche de zéro. En particulier, des variations pé-

riodiques rapides de la variable « se traduisent par des comportements oscillatoires

1. non asymptotiquement stable par définition
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de I’état du systeme avec la méme fréquence. En pratique, de telles oscillations avec
une fréquence élevée sont rarement souhaitables? ;

— enfin il s’agit de régler le transitoire de convergence de z vers zéro en jouant sur
le choix de Z(z). Il peut en particulier étre souhaitable de minimiser Ueffort de
commande, ainsi que le nombre de manceuvres— ces deux aspects étant d’ailleurs

liés — pendant la phase transitoire, lorsque 'erreur initiale g(0) est grande.

3.2.2 Influence des ¢; sur la qualité du suivi

Dans la section précédente, nous avons illustré I’approche de commande par fonctions
transverses par la simulation du suivi d’une cible omnidirectionnelle par un robot de
type « unicycle ». Si globalement les choix initiaux des parametres de la commande ont
permis d’obtenir des résultats encourageants, un certain de nombre de questions restent
en suspens, en particulier concernant 'influence des parametres de la commande sur la
précision et la qualité du suivi.

La famille de fonctions transverses utilisée pour la simulation précédente 3.1 est donnée
par I’équation (3.8) :

g1sina
fla) = 2 cosasina
€9 COS (v
A Tissue du transitoire initial correspondant a la convergence de la variable z vers zéro,
on a g(t) = f(a(t)), pour tout t. Chacune des coordonnées de l'erreur de suivi ¢ est de
ce fait ultimement asymptotiquement majorée par une valeur dépendant uniquement du
choix des parametres ¢; :

Izl <&
lyll <=
1ol < e

Ces inégalités montrent qu’il est possible de régler les erreurs maximales en position et
en orientation via le choix des parametres €; et €. S’il est tentant, a premiere vue, de
choisir 1 et &9 tres petits de sorte a beaucoup réduire les erreurs de suivi, il convient
aussi de comprendre les inconvénients et limitations d’un tel choix.

Certaines limitations apparaissent déja au regard de la relation donnant 1’expression

2. Notons que dans certains cas, ces oscillations sont inévitables, comme dans ’exemple ot on souhaite
réaliser des déplacements dans la direction de I’essieu des roues arrieres.
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de la commande. En particulier, I'inverse de la matrice H intervient comme une « matrice
de gains », dont la norme est minorable par un nombre inversement proportionnel a la

valeur absolue du déterminant de H. Or, d’apres (3.9) :
3
—58162 < det(H) <0

Il en résulte que si les €; sont trop faibles,

— la matrice H est mal conditionnée, conduisant a des problemes numériques lors du

calcul de son inverse ;

— les commandes peuvent prendre de tres grandes valeurs lorsque P # 0.

En gardant ces considérations a ’esprit, examinons comment la modification des pa-
rametres €1 et 9 affecte qualitativement le comportement du suivi. Nous nous intéressons
dans un premier temps a l'influence du parametre €. Les simulations présentées sur la
figure 3.3 correspondent a la partie de la simulation de la figure 3.1, ou la cible passe
d’un déplacement longitudinal admissible a un déplacement latéral non-admissible. Les
parametres de la commande — fonctions transverses, gains, vitesse de la cible. .. — sont

les mémes que pour la simulation précédente, seul le parametre £; est modifié.

3 T T T 3

25F 1 25F
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05F ——  —
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(a) g1 = 0.5 et €9 = 0.3

Figure 3.3 — Influence du parametre £, sur le suivi de trajectoire non-admissible

La figure 3.3(a) correspond a la simulation initiale 3.1, ¢’est-a-dire que £; = 0.5, alors
que la figure 3.3(b) montre le comportement du robot pour ; = 0.1. Comme les inégalités
précédentes l'indiquent, €; influe en premier lieu sur I'erreur de position. Dans le cas d'une

trajectoire réalisable, correspondant par exemple a la région inférieure des figures 3.3(a)



3.2. Stabilisation pratique appliquée a I'unicycle 55

et 3.3(b), la réduction de e; entraine celle de l'erreur de position sans nécessairement
entrainer de manceuvres supplémentaires. Par contre, lorsque la trajectoire de référence
n’est plus réalisable, le fait de contraindre le robot a étre proche de la cible, entraine
logiquement un accroissement de la fréquence des manceuvres pour atteindre une telle
précision — comme cela peut étre observé sur la figure 3.3(b). Au niveau de la commande,
cela se traduit par des valeurs de & élevées, qui elles-mémes induisent des commandes
uy 2 oscillant a fréquence élevée, comme le montre la figure 3.4. Sur le plan pratique,
I'implémentation de telles commandes peut s’avérer problématique, notamment du fait

des limitations des actionneurs.

st MHM'\“\M ‘\““”\“‘\‘ Fhp b
“‘H“\‘H‘w‘\‘m\\\\“‘”“““‘\‘\‘Wmu“‘\\H‘”C

il VIV

| (T H\
I mum

o U“U“”“‘,““,‘UMHHHWJ‘W““{“ H‘\HH

(a) e1 = 0.5 et e2 =0.3 (b) ey =0.1et ey =0.3

Figure 3.4 — Influence du parametre ¢; sur la commande du robot « unicycle »

Une possibilité pour limiter ces dynamiques rapides consiste a augmenter le parametre
€9 de sorte a réduire la précision en orientation sans pour autant trop dégrader la précision
en position. La figure 3.5 représente le comportement du robot et des commandes dans
le cas ou €1 = 0.1 et €5 = 1.1. Avec un tel choix de parametres, le nombre de manceuvres
nécessaires au suivi de la cible lorsqu’elle se déplace latéralement, est sensiblement réduit.

Les simulations précédentes concernent des mouvements rectilignes du repere de réfé-
rence. La figure 3.6 illustre 'influence de 5 lorsque la vitesse angulaire de ce repere est
non nulle. Par rapport aux simulations précédentes, le repere R, qu’il s’agit de suivre est
rigidement déporté a 'arriere du véhicule de référence. La trajectoire de ce véhicule se
décompose comme suit : initialement positionné en (0, 0, 0), le véhicule se déplace d’abord
a vitesse constante v" = (v}, 0,0)7 pendant cing secondes, puis avec une vitesse constante

v" = (v],v5,0) jusqu’a la fin de la simulation. Il est important de remarquer que, bien



56 Suivi d’un véhicule manceuvrant Chap. 3
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(a) ey =0.1etey=1.1 (b) Commande pour 1 = 0.1 et g2 = 1.1

Figure 3.5 — Amélioration du suivi avec 'augmentation de 5

(a) g1 = 0.5 et €9 = 0.3 (b) €1 = 0.5 et Eg9 = 0.8

Figure 3.6 — Influence du parametre €5 sur l'existence d’équilibre ag lors du suivi de
trajectoires non-admissibles
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que le véhicule de référence se déplace le long d’une trajectoire admissible pour le robot
de type « unicycle »— puisque vz = 0 durant toute la simulation —, la trajectoire du
repere R, déporté n’est plus admissible lorsque la trajectoire du véhicule cible n’est pas
rectiligne.

Dans la simulation 3.6(a), ey est trop faible pour permettre au robot de suivre le
repere avec la précision désirée sans faire de manceuvre. En effet, il faudrait pour cela
que 'erreur angulaire 6 entre le robot et le repere reste inférieure a sup, |f3(a)| = eo.
Cependant, en prenant 5 suffisamment grand, et donc en acceptant une plus grande
erreur d’orientation, le robot peut suivre le repere sans faire de manceuvres. Ce dernier
cas illustre la possibilité de suivre « pratiquement » des trajectoires non-admissibles, sans
effectuer de manceuvres.

Les conditions d’existence de points d’équilibre asymptotiquement stables de la va-
riable exogeéne « en fonction de certaines trajectoires suivies sont résumées sous la forme

du lemme suivant :

Lemme 2 On s’intéresse au retour d’état (3.12) associé a la fonction transverse (3.8).

On suppose de plus que le véhicule omnidirectionnel de référence se déplace :

a. sur une ligne droite avec une orientation non nécessairement donnée par le vecteur

directeur de cette droite. Dans ce cas le repere R, associé se déplace avec une vitesse

T
u” = (u},0,us)” constante. Alors, si u} # 0 et arctan Z—? < &9,

u?"
arctan 2
ap = — sign(u]) arccos !
€2
est un point d’équilibre asymptotiquement stable de la variable o sur la zéro dynamique
z=0;

b. le long d’un cercle de rayon p avec une orientation donnée par la tangente au cercle
(¢c’est-a-dire en respectant la contrainte de non-holonomie de l'unicycle). Dans ce cas
le repére R, associé se déplace avec une vitesse u™ = (puly, ub, —dub)? constante, ot
d correspond au déport entre le repére R, et le véhicule de référence. Alors, si ey et
€9 sont choisis tels que d > €1 et arctan (%) <egy < %ﬁ, il existe un point d’équilibre

asymptotiquement stable de la variable o sur la zéro dynamique z = 0.

Preuve : La démonstration du lemme 2 est donnée dans ’annexe A.1. |

Remarque 1 Le point a) de ce lemme indique qu’une vitesse latérale non nulle du repere

de référence n’entraine pas nécessairement la réalisation de manceuvres par le véhicule
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commandé suiveur. Tout dépend de 'erreur d’orientation maximale tolérée donnée par

le parametre €9, en relation avec l'angle de « dérapage »— égal a arctan (%) — du
1

repere de référence. Les conditions du point b) du lemme montrent essentiellement qu’en
choisissant e; suffisament petit, il est toujours possible de trouver une valeur de g5 —

T

2
aussi que cette valeur augmente avec la distance de déport du repere R, par rapport au

inférieure a au dela de laquelle le suivi peut étre réalisé sans manceuvres. Elle montre

véhicule de référence, ainsi qu’avec la courbure du chemin suivi par ce véhicule.

Les simulations précédentes illustrent le compromis inévitable entre la précision de
suivi et la fréquence des manceuvres. En regle générale, et en 1’absence de connaissance
a priori sur la trajectoire de la cible :

— €1 suffisamment petit permet de garantir une faible erreur en position ;

— g9 suffisamment grand permet d’éviter, ou tout du moins réduire, le nombre et la
fréquence des manoceuvres nécessaires pour suivre la cible lorsque sa trajectoire n’est
pas admissible pour le robot.

Toutefois, quelque soit les valeurs choisies pour ce couple de parametres, certaines ma-
nceuvres non désirées (« parasites ») peuvent se produire, alors qu’elles ne semblent pas
nécessaires au suivi. Les simulations représentées sur les figures 3.7(a) et 3.7(b) illustrent
ce phénomene.

Il s’agit de suivre une cible effectuant un aller retour le long d’une ligne droite : durant
la premiere partie de la simulation, non représentée sur les figures, la cible avance avec
une vitesse constante u” = (a, 0, O)T, puis, durant la deuxieme partie de la simulation, la

cible recule avec la vitesse u” = (—a, 0, 0).

oaf ] ]

02 : : : ] :
0 0
—02f : : : ] : —02f
“0ap ] ~0.4}
I I I I
5 2 1.5 1

-45 -4 -35 -3 -2. — - = -0.5 0 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

(a) e1 = 0.5 et g2 =0.3 (b) e1 =0.5et e =0.8

Figure 3.7 — Manoceuvres parasites lors du passage marche-avant /marche-arriere

On montre que durant la premicre phase de la simulation, a converge vers —7 — voir

le lemme 2. La vitesse longitudinale de la cible étant négative dans la deuxieme partie de

la simulation, cette valeur —7 correspond alors a un équilibre instable pour la variable

«, alors que la valeur 7 devient un attracteur. Ce changement discontinu de la valeur
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d’équilibre de la variable v entraine la convergence, continue, de « vers la nouvelle valeur
d’équilibre stable 7. La dynamique de I'erreur g et celle de la variable o étant lices, le
robot effectue alors une manceuvre faisant passer l'erreur de position g de (—&;,0,0)7
— erreur & la fin de la premiére partie de la simulation —, & g = (1,0,0)?. L’amplitude
de cette manceuvre, ainsi que celle des commandes associées, dépend directement des
valeurs de 1 et 5. La premiere décroit lorsque ces parametres sont choisis plus petits.
Ceci est illustré sur les figures 3.8(a) et 3.8(b), dans le cas du parametre 5 (1 étant

gardé constant).

06 . . 0.8

02r-

—0.4f

(a) e1 =0.5 et e2 =0.3 (b) e1=0.5¢et e =0.8

Figure 3.8 — Erreurs de suivi pour deux valeurs de ey lors du passage marche-
avant/marche-arriere du repeére de référence

Cet aspect, tres lié a 'impossibilité de stabiliser asymptotiquement toutes les tra-
jectoires réalisables d'un systeme avec une seule loi de commande — théoreme 3, cha-
pitre 1 — fait que pour certaines d’entres elles, le comportement du systeme est quali-
tativement moins satisfaisant que celui obtenu avec d’autres lois de commande concues
spécifiquement pour ces trajectoires. On se trouve ici face & un compromis qui semble
inévitable. D’un coté, choisir €; petit — mais pas trop — et €5 grand semble générique-
ment convenir a un objectif de suivi avec une faible erreur en position, tout en limitant
le nombre de manoceuvres nécessaires pour suivre des trajectoires non-admissibles. D’un
autre coté, il est préférable de choisir €1 et 9 petits lorsque la trajectoire de référence
est réalisable, afin de limiter certains effets « parasites » au passage de points de re-
broussement. La gestion de ce compromis suggere de faire varier £; et €5 en fonction des
propriétés de la trajectoire de la cible. Néanmoins, le succés de toute solution de ce type

est forcément limité dans le cas ot on ne connait pas a priori la trajectoire que va suivre
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la cible. Une mise en ceuvre de cette possibilité, reposant sur 1'utilisation de variables
complémentaires dont dépend la fonction transverse pour moduler la taille de cette fonc-
tion de fagon « adaptative », plutot que sur un mécanisme de variation des parametres

€1 et g9, est étudiée dans la section suivante.

3.2.3 Une nouvelle famille de fonctions transverses

Dans (Morin et Samson, 2004a), le concept de fonction transverse « généralisée » a
été introduit, pour résoudre le probleme de la stabilisation asymptotique de g a zéro
lorsque la cible est fixe. L’idée sous-jacente, dans le cas particulier qui nous intéresse ou
m = n — 1, est d’utiliser une famille de fonctions transverses de deux variables « et (3,
telle que V3 € T, f(0,3) = 0. Le degré de liberté supplémentaire associé a la deuxiéme

variable (3 est alors utilisé pour faire tendre « vers zéro et donc f(«, 3) vers zéro.

Puisque, dans notre cas, la cible est — ou peut étre — en mouvement et que la
stabilisation asymptotique de g a zéro est généralement impossible — par exemple lorsque
la trajectoire n’est pas réalisable —, il est moins primordial que la fonction transverse
s’annule lorsque « tend vers zéro. Il est préférable qu’elle devienne petite, sans s’annuler,
des lors que cela permet de modifier a volonté la valeur de « via le choix de la variable de
commande complémentaire 3. Pour cette raison, nous nous intéressons a une extension

d’une famille de fonctions transverses généralisées définie dans (Morin et Samson, 2004a).

Proposition 9 Pour tout 1,9 > 0, et pour tout v € [0,1], f: T> — G définie par

= (JF17J?2,aTCtaHJF3)T (3.16)
]il €1 (sin(a + B) — ysin 5)
fo | (o, 8) = | 222 ((sin(a + ) — ysin 3) (cos(a + ) — ycos f) —ysina) | (3.17)
f3 g5 (cos(a+ B) — v cos )

est une famille de fonctions transverses au systeme (3.6), par rapport a la dépendance en

Q.

Preuve : La condition de transversalité par rapport a « est équivalente au fait que la
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matrice
of
H.9) = (X)) X - ) (3.18)
1 _
Wi 0 g1 cos(a + f)
_ fa 0 __e1e2(—=7 cos a+tcos(a+p3)(cos(a+B)—~ cos B) —sin(a+pB)(sin(a+B) —vsin 3))
0 1 sin(a+03)

- €2 142 (cos(a+3)— cos 8)2
avec f3 = eg(cos(a + ) — ycos B), soit inversible pour tout («,3) € T et v € [0,1]. Un
calcul simple donne

det H(a, ) = — c1e2
2\/1 + £2 (cos(a + B) — vy cos B)°
Donc pour €1,£2 > 0, et pour v € [0, 1]

Y(a, B) € T?, det H(or, 5) < 0

La variable (§ et le parametre v représentent des degrés de liberté supplémentaires qui
peuvent étre utilisés pour « controler » la taille de f(«, 3) et atteindre des objectifs de
commande secondaires. Cette possibilité est illustrée dans la suite de I'exposé par deux
propositions.

Remarquons auparavant que la dérivé de 1'état z = gf ! est donnée par — voir la
preuve de la proposition 3 :

. _ of _ of ‘

= drpo) (L) (U @) X ~Zau0)) u - dL() P 0,05+ Ploun)

(3.19)

On obtient alors le résultat suivant qui généralise la proposition 3 :

Proposition 10 Soit le systeme (3.6) sur le groupe de Lie G, tel que le systéme sans dé-
rive associé soit commandable et le terme de dérive P soit continu. Soit f : T? — G une
fonction transverse auz champs de vecteurs X; du systéme (3.6). Alors le retour d’état

dynamique défini pour tout 6 régulier, par

(4, 8)" = Hia, 8)dl, +(g) (drf(Z)Z(Z) L) 30,003 - Plo t)) (3.20)

avec z = gf Yo, B) et H(a, ) la matrice inversible définie par (3.18), appliqué au sys-

teme (3.19), conduit a ’équation en boucle fermée
2= 7(2) (3.21)

Par conséquent, si Z(z) est un retour d’état qui stabilise asymptotiquement l'origine du

systéme (3.21), z converge vers e, et donc g vers f(«,3).
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Preuve : Il suffit de reprendre la preuve de la proposition 3, en remarquant que

fla.8) = S ma+ SLiams

|
La proposition suivante indique comment le choix de ﬁ permet de garantir des propriétés

complémentaires.

Proposition 11 On suppose que le retour d’état @ = (u, &)T, défini par l’équation (3.20)

et la donnée d’un champ Z(z) qui stabilise asymptotiquement l'origine du systeme z =

Z(z), est appliqué au systeme (3.11), en utilisant une des fonctions transverses définies
par les équations (3.16)—(3.17). Alors :

1. Avecy =1, 3 = ug = ktan(a/2) avec k positif, a(0) = 0, et B(0) quelconque,

le point d’équilibre g = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable du sys-

téeme (3.6) lorsque la cible est fize.

2. Avec v €0, 1], k positif et quelque soit (a(0),5(0)) € |—m, [ x T

: = Up =
f=us 1+~2—=2vcosa 2 g9 1492 —2ycosa

a(t) converge exponentiellement vers zéro, lorsque la troisieme composante u} de
la vitesse de la cible (3.5) est nulle, c’est-a-dire pour des trajectoires de référence

admissibles. Dans ce cas, la convergence de g(t) vers f(T?) implique que la norme de

Verreur de suivi g est ultimement bornée par maxg || f(0, B)[| < (1—=7)|[(e1, €2, Z2)]|-

3. Quelque soit la loi de variation de 3 et la valeur de v € [0,1], la convergence de

g(t) vers f(T?) entraine que la norme de l'erreur de suivi g est ultimement majorée

par max(as [/ (@ B)]| < 2l(er, 22,212

Preuve : Voir 'annexe A.2 |

La premiere partie de cette proposition, avec v = 1, correspond a la définition et a
I'utilisation des familles de fonctions transverses généralisées présentées dans (Morin et
Samson, 2004a). En choisissant v = 1, on peut donc stabiliser asymptotiquement le repere
de la cible lorsque celle-ci est fixe. La deuxieme partie démontre la possibilité d’augmenter,
de fagon automatique, la précision du suivi lorsque la trajectoire de la cible est admissible
pour le robot commandé. On rappelle en effet que la cible suit une trajectoire admissible
pour le robot de type« unicycle » des que uj = 0 dans 1’équation (3.5). En choisissant

proche de 1, des erreurs de suivi tres faibles peuvent étre obtenues. Lorsque la trajectoire
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suivie n’est plus admissible, c’est-a-dire si u # 0, il est alors préférable de réduire la
précision du suivi afin de diminuer la fréquence, et donc le nombre, des manceuvres. Dans
ce cas, comme le montre la troisieme partie de la proposition 11, 'erreur de suivi g reste
majorée par un nombre dont la taille est toujours ajustable par le choix des parametres
g1 and &s.

Les simulations présentées sur les figures 3.9 et 3.10 illustrent les performances de
cette approche par rapport aux résultats obtenus avec une fonction transverse d’une
seule variable f(a). Afin de pouvoir comparer le retour d’état (3.20) avec le retour d’état
précédent (3.12), on utilise, lorsque c’est possible, les mémes parametres de commande.

Les parametres du retour d’état (3.20) sont donc les suivants :

— la fonction transverse f(a, 3) est donnée par I’équation (3.16) avec €1 = 0.5, g9 =
0.3, et v=0.9;

— le champ stabilisant Z(z) est le méme que celui de la simulation 3.1, c’est-a-dire
Z(z) = —Kz avec K =0.513;

— les valeurs initiales «a(0) et §(0) de la fonction transverse f sont respectivement
a(0) = 0 et 4(0) = %;

— la commande complémentaire ug = 3 est donnée par 'équation (3.22) avec k = 2.

2o}

-3+

_4}

i i i i i i i i i i
-1 0 1 2 3 4 5 - 0 1 2 3 4 5

(a) Commande (3.12) avec f(«) (b) Commande (3.20) avec f(a, 3)

Figure 3.9 — Amélioration de la précision du suivi : position cartésienne



64 Suivi d’un véhicule manceuvrant Chap. 3

Dans ces deux simulations la cible se déplace d’abord en suivant une trajectoire admissible
pour le robot de type « unicycle », c’est-a-dire uj = 0, avec une vitesse longitudinale
positive, puis avec une vitesse longitudinale négative. L’erreur de suivi est effectivement
réduite sur la seconde figure grace au mécanisme d’adaptation de la précision — comparer
pour plus de détails les figures 3.10(a) et 3.10(b). Pendant la deuxieme partie de la
simulation, la cible se déplace latéralement, donc selon une trajectoire non réalisable par
le robot. Celui-ci fait alors des manceuvres pour suivre la cible. Si la précision du suivi
n’est pas modifiée dans le cas de la simulation 3.9(a), elle est automatiquement réduite
dans le cas de la simulation 3.9(b), afin de limiter la fréquence des manceuvres du robot.
La troisieme partie de la simulation correspond finalement a la stabilisation pratique
d’une configuration fixe. La vitesse de la cible étant nulle, le mécanisme d’adaptation de

la précision permet d’obtenir une erreur finale réduite sur la figure 3.9(b) par rapport a
la figure 3.9(a).

06 06
0.4
021
0
-0.2

—0.4f

-0.6 B B -0.6-

o< x

08 L L I L L I o8 L L L L L |
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120

(a) Erreur en position g (b) Erreur en position g

Figure 3.10 — Amélioration de la précision du suivi : erreur de position g

Le mécanisme d’adaptation de la précision permet aussi de réduire fortement 1’am-
plitude des manceuvres « parasites » aux points de rebroussement. Cette amélioration
est illustée sur les figures 3.11(a) et 3.11(b). Ces deux courbes correspondent a la simu-
lation 3.7 ou il s’agit de suivre une cible effectuant un aller retour le long d’une ligne
droite. Les parametres des fonctions transverses utilisées sont e = 0.5 et ¢9 = 0.8. La
figure 3.11(a) reprend les résultats obtenus précédemment avec une fonction transverse
d’une seule variable o. En comparaison, les résultats obtenus avec le mécanisme d’adap-
tation de la précision sur la figure 3.11(b) montrent la quasi suppression de la manceuvre

« parasite ». Plus précisément, le fait que 'amplitude de la manceuvre soit dix fois plus
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faible est une conséquence directe des choix des parametres additionnels de la fonction

transverse de deux variables utilisée pour le mécanisme d’adaptation : v = 0.9 et k = 2.

08 . . 0.08

o< x
o< x

06 008F

04r

021

0.02

-0.2

-0.02-

-0.041

_06 I I I I I I I I I | ~0.06 L L L L L L L L L |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

(a) fonction transverse f(«) (b) fonction transverse f(«, 3)

Figure 3.11 — Diminution des erreurs de suivi lors du passage marche-avant /marche-arriere
du repere de référence avec le mécanisme d’adaptation de la précision

3.2.4 Réglage du transitoire via la résolution d’un probleme

d’optimisation

Dans ce qui suit, le champ Z(z) intervenant dans I’expression (3.20) de la commande
est vu comme un vecteur de commande auxiliaire noté v. L’approche de commande par
fonctions transverses permet de linéariser la dynamique de la variable z en 2 = v, de
sorte que tout retour d’état v = — Kz, avec (—K) une matrice Hurwitz-stable, peut étre
utilisé pour assurer la convergence exponentielle de z vers zéro. Néanmoins, rien ne permet
d’affirmer que ce choix garantit des propriétés intéressantes a la trajectoire cartésienne du
robot pendant la phase transitoire de convergence de z vers zéro. En fait, les simulations
réalisées avec une matrice K diagonale indiquent que le choix d’une matrice constante
n’est probablement pas le meilleur parce qu’il tend a produire un nombre important de
manceuvres, dont la fréquence élevée va de pair avec de grandes entrées de commande.
Afin d’améliorer cet aspect de la commande, nous proposons de choisir v de sorte a
minimiser la norme du controle u = (u, d)T, sous la contrainte de toujours obtenir une

décroissance exponentielle de la norme de z(t) vers zéro.



66 Suivi d’un véhicule manceuvrant Chap. 3

Par soucis de concision d’écriture des équations, mais aussi par soucis de généralité,

les systemes (3.11) et (3.19) sont rééerits sous la forme suivante :
i=Hi—w (3.23)

Avec

— pour le systeme (3.11) (avec une fonction transverse dépendant d’une seule variable)

H = drya(g)dl.(f)H(a)
w = —dr;*(g)P(g,1)

ou la matrice H(«) est définie par (3.13), et f par (3.8);
— pour le systeme (3.19) (avec une fonction transverse généralisée dépendant de deux

variables)

H = drg-1(g)dl(f)H (e, B)
of .
w = dra(gai(f) (555 - )P0
ou la matrice H (o, 3) est définie par (3.18), et f par (3.16)—(3.17);

n considere alors le probleme d’optimisation suivant :
O d lors 1 bl d’opt t t

min(u,d) J = % ((51HU||2 + (52042) (3 24)
i =—2TKz
avec u = (uy,us), 41,92 > 0, K une matrice définie positive, et Z donné par I’équa-

tion (3.23). La solution de ce probléme s’obtient simplement en appliquant la méthode

des multiplicateurs de Lagrange :

Lemme 3 La solution au probléme d’optimisation (3.24) est
u . —ﬁ(zTKz—sz)H'sz 595
) 0T — L (TKz - 2Tw)HT 2 (3.25)
dom 2

n=z"(6; ' HiH] + 65" 'H,Hj ) 2 (3.26)

avec

et Hy € R¥2 Hy € R3*! les matrices définies par H = (Hy, H>).

Preuve : La preuve du lemme 3 est donné dans 'annexe A.3. |



3.2. Stabilisation pratique appliquée a I'unicycle 67

Lorsque w = 0, le retour d’état (3.25) reste défini en z = 0 par continuité. Il est
alors égal a zéro. Sinon ce retour d’état n’est pas défini en z = 0. Pour contourner cette
difficulté, tout en gardant les qualités de la solution proposée par le lemme 3 lorsque
|z| est grand, on propose de combiner linéairement le retour d’état (3.25) avec le retour
d’état (3.20) — ou (3.12) — associé au choix Z(z) = —Kz.

Remarquons tout d’abord qu’en prenant Z(z) = —Kz comme champ de vecteurs

stabilisant, les deux retours d’état (3.12) et (3.20) peuvent s’écrire

Uy =H ' (w— Kz) (3.27)

avec l'indice zl rappelant que I’'on obtient un systeme linéaire par rapport a la variable z

en appliquant cette commande au systeme (3.23).

Proposition 12 Soit

_ _ o«
u=1———— )ty +———u 3.28
( n+ w) n+y (329
avec Uy, u*, et n définis respectivement par (3.27), (3.25), et (3.26), et ¢ une — petite —

constante positive. Alors, le retour d’état (3.28) est défini partout, et l'origine z = 0 du
systéme en boucle fermée (3.23)—(3.28) est exponentiellement stable lorsque la matrice K

est définie positive.

Preuve : La preuve de cette proposition est donnée dans ’annexe A.4. |

Les figures 3.12(a) et 3.12(b) montrent les trajectoires suivies par le robot lorsque la
cible est fixe et 'erreur de position initiale est grande. Le retour d’état utilisé est donné
par I’équation (3.27) dans le cas de la figure 3.12(a), et par ’équation (3.28) dans le cas
de la figure 3.12(b). Pour les deux simulations, la matrice K est choisie égale a la matrice
identité I3. Les parametres du retour d’état (3.28) sont les suivants : §; = 1, do = 0.1, et
© = 0.05. La fonction transverse — généralisée — utilisée est donnée par (3.16)—(3.17),
avec €1,62 = 0.3, et v = 0.9. La commande complémentaire ug = 3 est donnée par
I'équation (3.22) avec k = 3. Il apparait, au vu des figures 3.12(a) et 3.12(b), que la
commande (3.28) produit effectivement moins de manceuvres que la commande (3.27).
De méme les figures 3.13(a)-3.13(c) et 3.13(b)-3.13(d) montrent une nette diminution de
'effort de commande. On notera que par sa conception, la commande (3.28) se rapproche

de la commande (3.27) lorsque z est proche de zéro.
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6 6
5 5F
4t 4
3 3
2 sl
1 1r
0 L_ 0
g s ” 3 2 = o 1l s " > 2 o 0 1
(a) Commande (3.27) sans optimisation (b) Commande (3.28) avec optimisation

Figure 3.12 — Réduction du nombre de manceuvres pendant la phase transitoire : position
cartésienne
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Figure 3.13 — Réduction de l'effort de commande pendant la phase transitoire
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4.1 Dispositif expérimental

L’objectif de ce chapitre est de fournir des outils pour la mise en ceuvre des commandes
présentées précédemment, et de présenter quelques résultats expérimentaux obtenus avec
le systeme robotique du projet ICARE.

Ce systeme est composé de deux entités indépendantes :

— le robot ANIS;

— un ordinateur dédié au traitement d’image.

Ces deux entités échangent des données au travers d’une liaison de type ethernet.

Figure 4.1 — Le robot ANIS face a la cible omnidirectionnelle

Le robot ANIs, a droite sur la figure 4.1, est constitué d’'une base mobile de type
« unicycle », sur laquelle est monté un bras manipulateur six axes. Une caméra, fixée
sur le dernier axe, permet au robot d’observer son environnement. En plus de codeurs
incrémentaux, permettant de connaitre la position angulaire des différents axes du bras et
des deux roues motrices de la base, le robot est équipé de différents capteurs extéroceptifs
— laser a balayage horizontal, ceinture de capteurs ultra-sons... Toutefois ces capteurs
supplémentaires ne sont pas utilisés pour nos expérimentations.

L’architecture dédiée a la commande, embarquée sur la base mobile, est construite

autour d’un bus VME reliant trois cartes Motorola MVME 162. Chacune de ces cartes
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possede son propre processeur et est dédiée a ’exécution d'une des taches suivantes :

— asservissement bas-niveau des moteurs de la base et du bras, ainsi que gestion des

mesures odométriques ;

— gestion des capteurs extéroceptifs ;

— calcul des commandes et gestion des taches haut-niveau.

Comme cela est commenté dans la section 1.2.3, I'existence d’asservissements bas-niveau
sur les moteurs justifie la focalisation de 1'étude précédente sur la synthese de lois de
commande en vitesse. La commande est périodiquement calculée avec les moyens de
calcul de la carte dédiée aux taches haut-niveau. La réalisation des vitesses demandées
est du ressort de la carte dédiée aux taches d’asservissement bas-niveau qui calcule — a
une fréquence plus élevée — les intensités de courant requises dans les moteurs.

La cible utilisée pour représenter le véhicule de référence qu’il s’agit de suivre est
constituée d'un repere R, matérialisé par trois barres blanches verticales sur fond noir
— a gauche sur la figure 4.1. Ce repere matériel est monté sur une plate-forme pouvant
étre déplacée librement dans le plan — cible « omnidirectionnelle ».

La suite de ce chapitre est organisée comme suit. Nous étudierons dans un premier
temps une méthode de reconstruction de la position du robot par rapport a la cible, a
partir des données fournies par la caméra embarquée. Nous présenterons ensuite des résul-
tats sur la synthese d’estimateurs de la vitesse de la cible. Puis nous décrirons comment
la commande est implémentée en prenant en compte ’échantillonnage et les saturations

des actionneurs. Enfin, nous présenterons quelques résultats expérimentaux.

4.2 Reconstruction de la position relative du robot

par rapport a la cible

Afin d’estimer la situation relative du robot par rapport a la cible, on utilise la caméra
embarquée sur le bras du robot ANIS. Le centre optique de celle-ci est 1'origine C du repere
R. caractérisant la situation de la caméra dans le plan (voir figure 4.2). La méthode de
reconstruction géométrique utilisée est similaire a celle présentée dans (Sugihara, 1988) :
une cible, composée de trois barres verticales L, M et R, est observée par une caméra et
on extrait de I'image obtenue les amers correspondant aux projetés de ces barres sur le
plan image de la caméra.

A partir des projections yr,, Y, et yg associées a chacune des barres de la cible, il est

possible d’estimer les angles oy, avr et apr correspondant respectivement aux angles

— —

(LCM), (@) et (LCR). La forme de la cible étant connue, la géométrie euclidienne
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fournit des relations simples pour estimer la position et I'orientation du repere R. par

rapport au repere R,. En particulier, étant donné un segment AB, le lieu des points C
ACH |AB|

2sinaap
passant par les points A et B. Les équations des six cercles correspondant aux trois

tels que I'angle axp = (ACB) est constant, correspond aux deux cercles de rayon

segments LM, MR, et LR peuvent donc étre calculées a partir des angles o correspondants
et des coordonnées des points L, M, et R, exprimées dans le repere R,.. En utilisant le fait
que la caméra est toujours placée de fagon a voir la cible, c’est-a-dire que ’abscisse de C
dans le repere R, est toujours négative, on peut éliminer les trois cercles ne correspondant
pas a une telle configuration. Le point C se situe a l'intersection des trois cercles restants.
L’orientation de I’axe optique .. de la caméra par rapport a l’axe 7, de la cible est déduite

a partir des coordonnées du point C.

Figure 4.2 — Reconstruction géométrique de la position de la caméra par rapport a la
cible : coupe horizontale

La reconstruction géométrique précédente est implémentée sur une machine de calcul
dédiée aux traitements vidéo. Pour chaque barre, et dans le but de réduire la charge de
calcul, une zone d’intérét — fenétre active dans I'image (Rives et al., 1993) — est définie
— comme représenté sur la figure 4.3. A chaque nouvelle acquisition vidéo, les taches
suivantes sont exécutées pour chacune des fenétres (assimilée a une image de dimension
réduite) :

a. seuillage de I'image ;

b. calcul de I'abscisse du barycentre des points d’intensité lumineuse maximale ;
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c. déplacement du centre de la fenétre active sur I'abscisse calculée.

Figure 4.3 — Interface pour la vision : trois fenétres actives

Les coordonnées des trois barycentres, dans le plan image, donnent une estimée des pro-
jections yr,, Y, et yg associées a chacune des barres de la cible. A partir de ces données,
la position de la caméra dans le repere R, est calculée puis transmise, via le lien ethernet,
au systeme de commande embarqué sur le robot ANIS.

C’est au niveau de ce systeme qu’est calculée la situation de la base mobile par rapport
a la cible. La caméra ayant un champ de vision réduit, le bras embarqué sur le robot
ANIS est commandé de fagon a centrer la barre M dans le plan image de la caméra,
indépendamment des mouvements de la base mobile. Cet asservissement fait intervenir
un seul degré de liberté du bras manipulateur et est réalisé par via un simple retour d’état
proportionnel :

bc = kywm

ol k est une constante, 6 est I’angle entre le corps du robot et 1’axe optique de la caméra,
et ypr est la projection associée a la barre M de la cible dans le plan image de la caméra

(voir figure 4.4). Il importe peu que le centrage de la cible dans I'image ne soit pas parfait.

Les coordonnées de l'origine P,,, du repere de la base mobile exprimées dans le repere
R, ainsi que l'orientation du robot par rapport a la cible, se déduisent alors des coor-
données du point C et de 'angle (i, %.) obtenus par la vision, et de la mesure de I'angle

Oc obtenu par lecture des codeurs incrémentaux du bras.
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Figure 4.4 — Reconstruction géométrique de la configuration du robot par rapport a la
cible

4.3 Estimation de la vitesse de la cible

Le calcul du retour d’état (3.28), nécessite de connaitre la vitesse de la cible. Celle-
ci n’étant pas mesurée directement, un estimateur de vitesse est construit a partir des
mesures de lerreur de position g(t). Ces mesures, obtenues a partir des images prises
par la caméra, étant entachées de bruit, 'estimateur de vitesse de la cible integre un
mécanisme de filtrage.

De fagon générale, la conception d’un estimateur débute avec le choix d'un modele de
I’évolution des variables a estimer. Dans le cas présent, il s’agit d’estimer la vitesse u” du

repere R, rigidement lié a la cible — voir la figure 1.9.

4.3.1 Utilisation d’un modéele de vitesse constante dans la base
d’un repere fixe
Un modele d’évolution simple correspond, par exemple, a un déplacement a vitesse

— cartésienne et angulaire — constante du repere R, par rapport a un repere fixe Ry.

Ceci conduit au modele suivant :

T _ rT,,T
Uy UgUsg
wa N
u, = 0 (4.1)
wa _ T,,T
Uz = —Uly

ou les u, définis au chapitre 3, correspondent aux composantes de la vitesse de la cible

exprimées dans le repere R,.
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La prise en compte de variations possibles de la vitesse du repere R, conduit a modi-
fier (4.1) en

Uy = uyuz + v,
= vy (4.2)
Uy = —ubui + v,

ol v, Up, €t v, représentent des accélérations bornées, a priori inconnues mais générale-
ment petites.
Les vitesses u; et us du robot sont quant a elles mesurées en utilisant 'odométrie de

la plate-forme mobile.

Remarque 2 Bien que les entrées de commandes de la base mobile calculées a partir du
retour d’état (3.28) représentent des vitesses « désirées » pouvant, a ce titre, étre utilisées
pour 'estimation des vitesses de la cible, les mesures odométriques leur sont, en général,
préférées. En effet, elles sont souvent plus représentatives du comportement réel du robot,

du fait de dynamiques non-modélisées.

Toutefois les informations issues des mesures odométriques ne sont pas non plus parfaites.
En particulier, elles sont 1égerement corrompues par des bruits et des retards inhérents aux
traitements des signaux issus des capteurs. De plus, la satisfaction exacte de la contrainte
de roulement sans glissement des roues correspond a une idéalisation. Dans la pratique,
il convient de pouvoir réduire les effets d’écarts épisodiques entre les valeurs calculées a
partir de I’hypothese de satisfaction de cette contrainte et les mesures odométriques, et
la vitesse réelle du corps du robot.

Notons u§ et u§ les mesures de vitesses issues de l'odométrie. Les remarques précé-
dentes nous amenent a remplacer le systeme (3.6), utilisé pour modéliser la cinématique

de la plate-forme mobile, par le modele suivant :

&t = (u)+v1)cosb+ uby — uj
(ug 4 vy) sin @ — ubz — uj (4.3)
0 = (ug+vy) — uj

ol v1 et vy peuvent étre interprétées comme de petites perturbations bornées, associées
aux mesures odométriques.
Les mesures de p = (z,7)? et §, obtenues par les données issues de la caméra, sont

notées p* et #¥. A cause des imperfections de la mesure, nous écrivons :

P'=ptu=p+ (va,vy)" (4.4a)
0" =0 + vy (4.4D)
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ol Vg, vy, et vg représentent des erreurs de mesure bornées. Dans I'analyse suivante, on

définit v); = maxwv,, ou v, correspond a ’ensemble des termes v,, Uy, Ve, V1, V2, Vg, Uy, €6
) b ) ) ) ) b y?

Vg.
Les six équations des modeles (4.2) et (4.3) sont regroupées dans le systeme
X, = Ap(uh) X, + Up(0) + V, (4.5a)
Xg =ApXog+Ug+Vp (45b)
avec
Xp = (. y,uj, ug)T = (pTa uy, US)T , Xo= (0, UQ)T
Uy, = (u§ cosf,ug sin6,0,0)" Up = (us,0) (4.6)
V, = (v1 cos @, vy sin 6, v,, vp)7 Vo = (vg,ve)T
et
—ubS  —1 0 -1
Ay(ub) = 2 , Ay = 4.7
s ( , —wg) ; (0 [)) (@.7)

olt S est la matrice antisymétrique (§ ;'). La dynamique linéaire de Xp, et celle non-

linéaire de X, apparaissent clairement dans I’équation (4.5). L’estimateur que nous pro-

posons est le suivant

{&—%%Wﬁ%@+%@—@ (4.82)
Xy = ApXy+ Up + Dy(6" — 0) (4.8b)

ou D, et Dy sont des matrices de gains choisies pour assurer en premier lieu pour la sta-
bilité de I'estimateur. L’étude de cette stabilité est résumée dans la proposition suivante,

dont la démonstration est donnée dans ’annexe B.1.1.

Proposition 13 (Artus et al., 2003a) Soit

A, 0
0 Ap o
D, = , Dy = 4.9
P —5;; 0 0 (-ﬁe) ( )
0 -5

avec Ay, By, Xo, Bg > 0, et X = (X, — X,,,Xg — X@) Uerreur d’estimation. Il existe des
constantes positives c1, co et 7y telles que, si les vitesses uy et us du véhicule commandé,

et le vecteur d’état X,, sont des fonctions bornées du temps, alors, pour toutt >0 :

IX @) < crvar + coe (| X(0)]]
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Un moyen de préciser la valeur des composantes des gains D,, et Dy consiste a supposer
que tous les termes v; des équations précédentes sont des bruits blancs non-corrélés a
moyenne nulle. On peut alors déterminer un « pseudo » gain de Kalman asymptotique
associé a l'estimateur (4.8) prenant la forme d’une fonction des covariances des bruits.

Posons w; = E[v?], la covariance du terme v; de v,. Pour le sous-systéme linéaire (4.5b)
associé aux variables d’orientation Xy, la détermination du gain optimal Dy est classique
et ne pose pas de difficultés — voir, par exemple, la présentation du filtre de Kalman
faite dans (Kwakernaak et Sivan, 1972, Sec. 4.4). Le cas du sous-systeme (4.5a) associé
aux variables de position X, est plus difficile du fait que ce systéme est non-linéaire. En
supposant que le terme uj intervenant au niveau de la matrice A,(u}) est constant, et
en faisant '’hypothese que v; = 0 dans le terme V), le systeme (4.5a) devient linéaire et
le calcul de 'estimateur optimal de Kalman associé a ce systeme devient possible. Les
valeurs des gains ainsi obtenues continuent de présenter un intérét pratique lorsque les
hypotheses faites pour les obtenir ne sont pas grossierement violées. Le lemme suivant

basé sur des calculs présentés dans I'annexe B.2, précise ces valeurs de gain.

Lemme 4 Avec wy < Jwewy, le gain de Kalman asymptotique Dy associé au sys-
teme (4.4b)—(4.5b) est donné par la relation (4.9) avec

NI

Xo &~ V2(we/we)i By ~ (we/we) (4.10)

Le gain de Kalman asymptotique D, associé au systéme (4.4a)—(4.5a), « linéarisé » en
faisant Uhypothése que l'argument uy de la matrice d’état A, est constante, et en supposant

que wy = Wy, We = Wy, et wy =0, est donné par la relation (4.9) avec

N

Ao = V2wafwa)t ) By = (wafwr) (4.11)
Remarque 3 Le lemme précédent suggere de choisir les composantes de D, et Dy en

respectant les contraintes de proportionnalités

YR
@9 ﬂp

Cependant la notion de covariance appliquée aux vitesses de la cible ne traduit généra-

lement pas bien la réalité physique. De ce fait, il convient de ne pas assimiler les rela-

tions (4.10) et (4.11) a des formules applicables directement pour déterminer entierement

les gains D, et Dy. Pour cette raison, on posera par la suite \; = V2x; et f; = 2,
étant une variable dont il s’agit de préciser les valeurs en fonction de 'information dont

on dispose a chaque instant sur les mouvements de la cible.
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La figure 4.5 illustre les résultats obtenus avec 'estimateur (4.8). Cette figure corres-
pond a l'estimation des vitesses de la cible lors de la simulation 3.1 présentée dans la
section 3.2.1. Les vitesses réellement appliquées a la cible sont représentées en pointillé
afin de pouvoir les comparer avec leurs valeurs estimées en traits pleins. Les gains Ay,
Bo, A\p, et B, de I'estimateur sont choisis conformément a la remarque 3 avec z; = 2V/2.
Une valeur plus élevée permet une convergence plus rapide, au détrimant du filtrage des

bruits de mesure — ici non simulés —, et vice versa pour une valeur moins grande.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0.1

-0.2-

-0.3
0

Figure 4.5 — Estimateur (4.8) : vitesse d'une cible omnidirectionnelle

4.3.2 Utilisation d’un modéle de vitesse constante dans la base

du repere de la cible

Le modele (4.1), que nous avons utilisé dans (Artus et al., 2003a) pour estimer la
vitesse d'une cible omnidirectionnelle, n’est pas le mieux adapté dans certaines situations.
En effet, dans le cas ou le véhicule de référence est soumis a des contraintes non-holonomes
équivalentes a celles du robot commandé, et si le repere R, est rigidement lié a une
distance d derriere le véhicule, alors u; = —dusj, et cette relation n’est compatible avec
le modele d’évolution (4.1) que lorsque u} = @} = 0 (vitesse de rotation nulle). De
ce fait, si la vitesse de rotation de R, est différente de zéro, 'estimateur (4.8) fournit
une estimée biaisée de la vitesse de la cible, comme illustré par les courbes 4.6. Ces
courbes correspondent a l'estimation des vitesses du repere R, déporté par rapport au
véhicule non-holonome de référence qui est considéré dans la simulation 3.6 présentée en

section 3.2.2 (suivi de cercle a vitesse longitudinale constante).
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Figure 4.6 — Biais de l'estimateur (4.8). Le véhicule non-holonome de référence suit un

cercle a vitesse longitudinale constante.

Un second modele possible, mieux adapté aux particularités de ce type de suivi, est

le suivant :

0
0
0

(4.12)

Ce modele est par exemple compatible avec le cas d’un véhicule de référence non-holonome

se déplacant avec des vitesses longitudinales et angulaires constantes. Comme précédem-

ment, on modifie ce modele afin de prendre en compte des variations possibles sous la

forme de perturbations bornées :

Uy = v,
W o= v (4.13)
uy = U
Puis on regroupe les six équations des modeles (4.3) et (4.13) :
Xp = Ap(u3) Xp + Up(0) + (4.14a)
Xop=AgXp+Up+Vp (4.14b)
avec
Xp = (z,y,uj, ug)T = (pTv uy, u§>T , Xo= (0, US)T
Uy, = (u§cosf,ufsing,0,0)", Up = (u3,0)T (4.15)

Vi

(v1 cos @, vy sin @, v, vy

)T

’ ‘/9 - (1}2, UC)T
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—upS —1 0 —1
Ap(US)Z( 022 022>, Ay = (0 0) (4.16)

La seule différence avec le modele (4.5)—(4.6) se situe au niveau de la fagon dont la fonction

matricielle A, (u}) dépend de u}. Un estimateur possible s’écrit encore sous forme (4.8) :

{ Xp = Ap(ag)Xp + Up(é) + Dp(PU - ﬁ) (4.17&)
Xg = AgXp + Uy + Dy(6° — 6) (4.17D)

ou D, et Dy sont des matrices de gains, choisies pour assurer la stabilité de I'estimateur.
A cet égard, on montre — voir annexe (B.1.2) — que la proposition 13, avec I’hypothese
supplémentaire que u} est bornée, s’applique aussi a ce second estimateur. Il est donc
possible d’utiliser les mémes matrices de gains D, et Dy pour les deux estimateurs, a

condition de respecter la structure (4.9) de ces matrices.

Les courbes présentées sur la figure 4.7 permettent de comparer les estimées de vi-
tesse obtenues avec le second estimateur et celles obtenues avec I'estimateur précédent

— courbes 4.6 — en utilisant les mémes gains.

0.6

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [ v
0.4f- | Ve "\‘ urz
/ \ Ys
by \
021 i ms \
/ ul \
Ly 2
o - — - i U \_/\K
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—0.4f 021
osl
-0.6[
0.4F
08 ‘ ‘ L os ‘ ‘ ‘
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(a) Estimée de la vitesse u” (b) Erreurs relatives d’estimation u” — 4"

Figure 4.7 — Estimateur (4.17) non biaisé. Le véhicule non-holonome de référence suit un
cercle a vitesse longitudinale constante.

Dans la pratique, le choix entre les modeles de vitesse (4.1) et (4.12) et les estimateurs
associés dépend de 'information a priori dont on dispose concernant les déplacements
du repere de référence.
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4.4 Stabilité conjointe commande—estimateur

Il convient de vérifier la stabilité conjointe de la commande et de I’estimateur lorsque
les grandeurs estimées sont utilisées comme entrées des retours d’état. En effet, le principe
de séparation des systemes linéaires qui permet de conclure a la stabilité conjointe d’une
commande et d'un estimateur a partir de leurs stabilités respectives, ne s’applique pas aux
systemes non-linéaires. Cette vérification, technique, est utile dans la mesure ot le résultat
n’est pas aquis d’avance. Une premiere preuve de stabilité ayant été proposée dans (Ar-
tus et al., 2003b) pour un couple commande—estimateur essentiellement équivalent au
couple (3.12)—(4.8) basé sur le modele de vitesse (4.1), nous vérifions uniquement ici la
stabilité du couple (3.12)—(4.17) basé sur le modele de vitesse (4.12).

Pour cette vérification, on introduit deux hypotheses supplémentaires :
1. la vitesse u” du repere de référence R, est bornée;

2. le champ stabilisant Z(z) est donné par Z(z) = —Kz, avec la matrice de gain K

choisie diagonale par bloc, c¢’est-a-dire

K, 0
K = ( . ke) (4.18)

L’estimateur fournit des valeurs estimées g et u” pour les variables g et u”. Comme

ou K, est une matrice 2 x 2.

les valeurs mesurées par la vision g¥ de g sont également disponibles, la commande peut
étre calculée en utilisant g ou g¥ — ou une combinaison des deux. En particulier, lorsque
|Gi — 97| > 2vps, g7 est plus proche g; que g; ne Uest, et est donc une meilleure estimée. La
proposition suivante indique que la stabilité conjointe du couple commande—estimateur
est garantie pour un large choix d’estimées de ¢, a condition bien stir que les erreurs de

mesure et de modélisation ne soient pas trop importantes.

Proposition 14 On considere le retour d’état u(g,u”, ) donné par (3.12) et l’estima-
teur (4.17). Le champ stabilisant du retour d’état est Z(z) = —Kz ou la matrice K est
diagonale par blocs et définie positive. On suppose que la vitesse a estimer u” est bor-
née, et que le retour d’état u (g, u", a) est appliqué au systéme (3.6), avec g¢ égal soit
a g, soit a g, soit a toute autre estimée de g telle que |gf — g;| < vy avec i = 1,2,3,
Alors si vy est suffisamment petit, le systéeme en boucle fermé systeme (3.6)—(3.12) avec

Vestimateur (4.8) est stable et lim,_oo(||z(t)|| + || X (¢)||) < cvpr, avec ¢ une constante.

Preuve : La preuve de la proposition 14 est donnée dans ’annexe B.3. |
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Remarque 4 En pratique, le choix de faire plus confiance a la mesure directe (c’est-
a~dire ¢¢ = ¢¥) sera typiquement préféré au choix de se fier a l'estimateur (c’est-a-dire
g
clairement inappropriés, par exemple lors de changements abrupts de la vitesse de la

¢ = §) lorsque les modeles sur lesquels est basé la construction de 'estimateur sont

cible, ou dans le cas ou la contrainte de roulement sans glissement des roues n’est plus
assurée. Lorsque la vitesse estimée de la cible est constante, ou quasiment constante au

sens du modele (4.12), le choix inverse sera privilégié.

4.5 Discrétisation et saturation

Tout au long de ce sous-chapitre, T" représente la période d’acquisition de données du
systéme embarqué! et X[k] = X (kT) est la valeur de X & l'instant kT — k € IN. Le
vecteur de commande est mis a jour avec la période T, et il est gardé constant entre deux

instants d’échantillonage.

4.5.1 Implémentation sur un robot
4.5.1.1 Discrétisation de I’estimateur

L’estimateur (4.8) est implémenté en temps discret avec deux étapes de calcul :
prédiction—correction. Avec @ et 0 constants sur [kT, (k + 1)T, le systeme (4.8) est
linéaire sur cet intervalle. L’intégration analytique de ce systeme linéaire donne — voir
I'annexe B.4.1 pour les détails des calculs — la prédiction de X [k + 1] juste avant que les

données issues de la vision ne soient disponibles a U'instant (k + 1)1 :

X[k +1] = (R%[k] _zR[ng]) X[k + (Re[k ’ ”OApg[k " 1]> (4.19)

X, k+1) = ((1) _1T> Xolk] + (Mg [’g * ”) (4.19b)

avec :
— Ry [k] la matrice de rotation d’angle —T'u5[k] ;
— Rylk + 1] la matrice de rotation d’angle 8~ [k + 1] ;
— Ap?[k + 1] le déplacement cartésien du robot, mesuré par odométrie, entre les ins-
tants kT et (k+ 1) T, et exprimé dans le repere R, a l'instant (k + 1) T;

1. qui correspond en particulier a la cadence vidéo de la caméra
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— AQ°lk + 1] = 0, [k + 1] — 0, [k] le changement d’orientation du corps du robot entre
les instants k7" et (k + 1) T, mesuré par odométrie.

Dans le cas du deuxieme estimateur (4.17), la prédiction de X[k + 1] est donnée par

Xolk+1] = (R“O[k] _Tf“[k]> X[k + (Rf’[k + 110Apﬁ[k + H) (4.20a)

X;k+1) = ((1) _1T> Xy[k] + (Aeg [/g * ”) (4.20D)

avec les mémes notations que (4.19).
L’estimation de X[k + 1], qui utilise les mesures de la vision a l'instant (k + 1)7T", est

alors donnée pour les deux estimateurs par

Xplk+1] = X, [k + 1]+ TDy(p"[k + 1] — p~ [k + 1]) (4.21a)
Xolk+1] = X; [k + 1] + TDo(6°[k + 1] — 67 [k + 1]) (4.21D)

4.5.1.2 Discrétisation des fonctions transverses

Les variables exogenes a et 3 de la fonction transverse utilisée dans la commande
doivent étre intégrées numériquement a partir de leurs dérivées temporelles, telles que
spécifiées par le retour d’état. En remarquant que seuls les cosinus et sinus de ces variables
sont utilisés, il suffit que 'intégration porte sur ces fonctions trigonométriques. Posons
m = sina et 1y = cosa. Puisque 1y = any et 192 = —amy, la discrétisation de n; et 7.,

lorsque & est constant sur [kT, (k + 1)T), entraine
Ulk + 1] = R(—Talk])U[k] (4.22)

avec W[k] = (m[k],ma[k])" et R(—Ta[k]) la matrice de rotation d’angle —T¢[k]. Afin de

garantir la stabilité numérique de | V[£]|| = 1, la version modifiée suivante de (4.22) sera
implémentée :
Proposition 15 ||U[k]|| = 1 est un équilibre localement asymptotiquement stable de l’in-

tégrateur numérique
Wk +1] = (1+ ko (IU[F]]* — 1)) R(=Ta[k]) @ [k] (4.23)
deés que k, € (—1,0).

Preuve : D’apres (4.23),
W[k + 112 = (1+ ka ([P - 1)) 12 [k
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En définissant Ay := ||V[k]|> — 1, on a
Apr1 = (1+kaAp)* (A +1) — 1
= (1 + 2ka) Ak + ko (ko +2) A2 + E2A}
si bien que A = 0 est un équilibre localement asymptotiquement stable pour ce systéme si

ko € (—1,0). Ceci est équivalent a la stabilité locale de ||¥[k]|| = 1 pour le systeme (4.23).
|

La méme procédure est appliquée pour le calcul des fonctions cos 3 et sin 3.

4.5.2 Saturation des commandes de 'unicycle

Rappelons tout d’abord une propriété de « changement d’échelle de temps » pour les

systémes sans dérive (3.1). Formellement cette propriété peut s’énoncer comme suit.

Proposition 16 Soit une commande u(gy,, T) définie pour 7 € [0,T]. Soit x : [0,T'] —

IR une fonction continue telle que Vt, r(t) >0, et T tel que

T/
/ K(s)ds <T
0

Alors, si la commande v (gm,t) = £(t)u(gm, fot k(s)ds) est appliquée au systeme (3.1), a

partir de la valeur initiale go, la solution du systeme commandé est donnée par

du®) = an ([ 56135) . (0 = (1.2

0l g (T) est la solution de (3.1) associée a la commande (g, T).

Preuve : La preuve de ce résultat est immédiate : il suffit de dériver 1’égalité (4.24) par

rapport a t. |

Ce résultat signifie simplement que toute trajectoire dans l'espace d’état qui corres-
pond a une solution du systeme (3.1) peut étre parcourue, par 1'état de ce systeme, a
une vitesse quelconque, grace a un changement de variable temporelle revenant a intro-
duire un facteur multiplicatif sur la commande. Une application possible de ce résultat
concerne le mécanisme de saturation des entrées de commande pour prendre en compte
le fait que les vitesses u; sont généralement physiquement bornées en valeur absolue par

une valeur u; max. Considérons par exemple le systeme formé par 'équation (3.6) et la
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commande (3.28) :

g = Y (g, 6,t)X(g)+ Plg.t)
& = (g, a,0,1) (4.25)
B = ﬂ@(.gaauﬁut)

Lorsque P(g,t) = 0, c’est-a-dire lorsque la cible est fixe, le systeme (4.25) obtenu
est un systeme sans dérive et la commande @ est une fonction de ¢, a, et 3 uniquement
— elle ne dépend plus de la variable temporelle. La proposition 16 suggere de modifier la
commande initiale @ de fagon a ce que la nouvelle loi de commande @ satisfasse toujours
la condition |@}| < U maz, en prenant £(t) = 1/ max{1l, |4;(t)|/timax @ = 1,...,m}. L'effet
de ce changement d’échelle de temps dépend du mouvement de la cible :

— si elle est fixe, le systéme (3.6) est un systeme sans dérive. Dans ce cas, la trajectoire
parcourue par le robot n’est pas modifiée. Seule la vitesse de parcours de celle-ci
I'est ;

— si elle est en mouvement, le mécanisme de saturation proposé garantit que les
consignes de vitesses restent inférieures aux bornes spécifiées. Cependant, la conver-
gence de g vers f(a, 3), quelque soit le terme P(g,t), ne peut bien sur plus étre

garantie.

4.6 Reésultats expérimentaux

Les différents retours d’états présentés au chapitre 3, ainsi que les estimateurs du
chapitre 4 ont été implémentés sur le robot ANIS du laboratoire. Les expérimentations
ainsi menées ont permis de valider les résultats théoriques obtenus dans les chapitres
précédents pour un large échantillon de trajectoires de la cible. Toutefois, en ’absence
de capteurs capables de fournir des mesures de la position absolue et de la vitesse de la
cible, seuls des résultats expérimentaux obtenus avec une cible fixe sont présentés.

La premiere série d’expériences illustrent 'influence des parametres ¢; de la fonction
transverse sur le comportement du robot lorsque 'on utilise le retour d’état initial (3.12).
On a g5 = 0.3 pour la figure 4.8, et e = 1 pour la figure 4.10. Dans ces deux cas, e; = 0.5
et Z(z) = —0.5132.

Les trajectoires cartésiennes du robot, sur les figures 4.8(a) et 4.10(a), sont obtenues
a partir de l'estimation ¢¢ = g de g, fournie par l’estimateur (4.8). Elles ne correspondent
donc pas exactement aux trajectoires suivies réellement par le robot, mais a des approxi-

mations de celles-ci. Pour chacune des expérimentations, les résultats de la simulation
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correspondante, réalisée sans bruit sur la mesure, mais avec les mémes parametres de
commande, d’estimation et de saturation, ainsi que les mémes conditions initiales, sont
aussi montrés a des fins de comparaison.

Les différences entre les résultats expérimentaux et ceux de simulation refletent les
effets des différentes simplifications effectuées sur le modele considéré du robot, des ef-
fecteurs et des capteurs — frottements, perte d’adhérence des roues, dynamiques non-
modélisées, retards inhérents aux traitements vidéo... En particulier, la configuration
finale du robot physique est différente de celle prédite en simulation. Il y a deux raisons

théoriques a cela :

1. la convergence de z vers zéro implique que g tend vers f(6), et la convergence de 6
vers une certaine valeur, mais n’implique aucune contrainte sur la valeur asympto-

tique de 6,

2. les valeurs de £; et g de la fonction transverse f n’étant pas choisies petites, f(6;)

peut étre assez différent de f(6s) lorsque la différence d’angle 6 — 6, n’est pas petite.
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Figure 4.8 — Trajectoire cartésienne estimée du robot : €5 = 0.3

La convergence vers zéro des trois composantes de z est montrée sur les figures 4.9(a)
et 4.9(b), lorsque 5 = 0.3. Notons qu’elle n’est pas exponentielle au début du mouvement
du robot. C’est une conséquence des saturations imposées aux entrées de commandes du
robot.

Notons enfin que les différences ne sont pas systématiquement grandes, comme ceci est
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(a) Expérimentation (b) Simulation

Figure 4.9 — Evolution des variables d’état : e5 = 0.3

illustré par les figures 4.10(a) et 4.10(b) qui montrent une bien meilleure correspondance

entre simulation et expérimentation.
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(a) Expérimentation (b) Simulation

Figure 4.10 — Trajectoire cartésienne estimée du robot : €5 = 1

Terminons ce sous-chapitre par une expérimentation utilisant toutes les améliorations
proposées dans le chapitre 3. Cette expérience illustre le comportement obtenu avec le
robot ANIS lorsque l'on utilise le retour d’état (3.28) avec une fonction transverse gé-

néralisée dépendant de deux variables. Les parametres du retour d’état (3.28) sont les
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suivants :
— les parametres de la minimisation de l'effort de commande sont §; = 1, d5 = 0.1, et
¥ =0.01;
— la fonction transverse f(«, 3) est donnée par ’équation (3.16)—(3.17) avec 1 = 0.5,
g0 =0.3,et v =0.8;
— le champ de vecteurs stabilisant Z(z) est donné par Z(z) = —0.515 z;
— les valeurs initiales «(0) et 5(0) de la fonction transverse f(«, (3) sont respectivement
a(0) = =% et B(0) = 0;
— la commande complémentaire ug = ﬁ est donnée par 1'équation (3.22) avec k = 2.
Les gains de 'estimateur (4.17) sont x, = xy = V2. Comme pour les expériences précé-
dentes, la trajectoire cartésienne du robot est obtenue a partir de 'estimation g¢ = g de

g fournie par 'estimateur.
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(a) Expérimentation (b) Simulation

Figure 4.11 — Stabilisation d’une configuration fixe : trajectoire cartésienne

Les figures 4.11(a) et 4.11(b) illustrent 'action conjointe des deux retours d’état com-
binés linéairement dans (3.28). Pendant la phase d’« approche » de la cible, z est grand.
L’action du retour d’état (3.25) est alors prépondérante et U'effort de commande est ré-
duit : le nombre de manceuvres est limité en comparaison avec I'expérimentation 4.8(a).
Lorsque le robot est proche de la cible, la commande (3.28) se rapproche de la com-
mande (3.20), et I'erreur de position finale est sensiblement réduite. Notons enfin que la
différence d’orientation finale entre les figures 4.11(a) et 4.11(b) s’explique en partie par

I’absence de bruits de mesure dans la simulation.



Conclusions et perspectives

1 Contributions

Notre objectif dans ce mémoire était I’étude et 'expérimentation d’une nouvelle ap-
proche de commande des systemes non-linéaires en vue du suivi d’une cible, associée par
exemple a un véhicule leader. L’originalité de ce travail tient au cadre dans lequel il se
situe : contrairement aux études antérieures sur ce sujet, nous ne faisons aucune hypo-
these sur le mouvement de cette cible. Il devient ainsi possible d’effectuer le suivi d’un
véhicule leader quelque soit le mouvement de celui-ci (marche avant, marche arriere, ma-
neeuvres. . .). L’approche de commande étudiée ici est basée sur le concept de fonctions
transverses proposé dans (Morin et Samson, 2003), et consiste a effectuer une stabilisa-
tion pratique du repere cible. Nous avons ainsi mis en évidence l'intérét pratique de cette
nouvelle forme de stabilisation.

Nous avons contribué au développement et a 'amélioration de cette approche dans

deux directions principales :

a. la mise en place d'un systeme d’adaptation a ’aide de fonctions transverses géné-
ralisées a permis de modifier automatiquement la précision du suivi en fonction
de la capacité du robot a suivre exactement ou non la trajectoire de la cible. Ce
mécanisme permet d'une part une meilleure précision lors de la stabilisation de
trajectoire admissible, et d’autre part d’assurer une liberté suffisante au systeme

pour la stabilisation pratique de trajectoire non admissible.

b. la minimisation de la norme des commandes appliquées lors des phases transitoires
du suivi a permis de limiter I'effort de commande lorsque ’erreur initiale est grande.
En plus de diminuer 'amplitude du controle appliqué, cette minimisation permet
de réduire fortement le nombre des manceuvres nécessaires au systeme lors des

phases d’approche de la cible.

Notre travail a également comporté un aspect pratique. En effet, nous avons aussi

réalisé les premieres expérimentations de ces commandes sur un systeme physique. Pour
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cela nous avons développé les outils et solutions techniques nécessaires en vue de I'implé-
mentation des commandes obtenues sur le robot ANIS du projet ICARE :

— le développement d’un capteur basé sur la caméra embarquée sur le bras du robot
a permis la reconstruction de la situation du robot par rapport a la cible.

— la synthese d’estimateurs basés sur la fusion des données issues de la vision et de
celles issues des mesures odométriques a permis d’obtenir la vitesse de la cible, tout
en proposant un filtrage des données issues de la caméra;

— la vérification technique de la stabilité conjointe commande—estimateur a aussi été
réalisée.

La mise en ceuvre de cette commande sur le robot ANIS du laboratoire ICARE a
finalement permis de valider expérimentalement l'intérét pratique de 'approche de com-
mande par fonctions transverses. En particulier, la possibilité de s’affranchir d’un certain
nombre des limitations des approches de commande classique, comme 'impossibilité de
suivre des trajectoires non réalisables pour le systeme, permet d’envisager des perspec-
tives de recherche intéressantes concernant la conduite automatique des robots mobiles

sur roues.

2 Poursuite des travaux

A Tissue de ce travail de these, plusieurs problemes demeurent toutefois en suspens
et d’autres méthodes restent a développer. Nous présentons ici ce qui nous semble étre le
cadre d’investigations ou des avancées importantes sont tout a fait envisageables.

L’extension de I’approche de commande par fonctions transverses au cas de la voiture
est sans doute le probleme auquel il faudrait porter un intéret particulier. Partiellement
commencée durant ce travail de these, I’application de cette approche au cas de la voi-
ture n’a toutefois pu étre suffisamment avancée pour une présentation dans ce manus-
crit. En particulier, une premiere synthese d’'une commande de stabilisation pratique a
été effectuée. La commande ainsi obtenue a donné des premiers résultats de simulation
encourageants et conformes a ceux obtenus avec 'unicycle. La mise en place d’expérimen-
tations sur le robot CyCab du projet ICARE n’a toutefois pas été finalisée. Deux raisons
principales expliquent cela :

— les tests préliminaires de cette commande sur le CyCab ont mis a jour la nécessité
de prendre en compte certains aspects dynamiques dans la synthese de la com-
mande : a la différence du robot ANIS — beaucoup plus léger —, les différents
actionneurs et le poids du CyCab introduisent du « retard » dans ’application des

commandes calculées. C’est en particulier le cas pour le vérin linéaire commandant
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Iorientation des roues qui se comporte comme un filtre passe-bas vis-a-vis de la
commande. Sans traitements particuliers (redimensionnement des actionneurs, mo-
difications des asservissements bas-niveau ou de la commande elle-méme...), ces
retards conduisent généralement a des cycles limites des lors que la fréquence des
manceuvres augmente ;

— la reconstruction géométrique présentée dans ce manuscrit n’est pas adaptée aux
conditions extérieures : en intérieur, avec des lumieres artificielles et controlées, le
choix de détecter des barres blanches sur fond noir permet de simplifier la détection
des points d’intérét dans I'image, tout en garantissant certaines propriétés de robus-
tesse. Avec des conditions d’éclairage d’extérieur, moins uniformes, ce n’est plus le
cas. L’utilisation de balises infrarouges a la place des barres blanches ou d’un autre
type de capteur (basé sur une caméra ou non) est donc nécessaire afin de pouvoir
continuer les expérimentations.

Indépendamment du cas de la voiture, d’autres problemes nous semblent intéressants

a traiter dans le prolongement de cette étude :

— choix du champ stabilisant dans les fonctions transverses : outre le mécanisme de
minimisation, nous avons décidé d’utiliser des champs du type Z(z) = —Kz avec
K une matrice diagonale constante. D’autres choix sont toutefois possibles, en par-
ticulier la création de couplage entre les composantes d’orientation et de position
de I’état du systeme peut aider a limiter la fréquence des manoeuvres ;

— amélioration de la gestion du transitoire : méme si la minimisation des commandes
appliquées a permis d’améliorer le comportement du robot lors des phases d’ap-
proche de la cible, nous n’avons pas étudié 'influence de cette minimisation sur le
suivi pratique de la cible. En particulier, dii aux phases transitoires de I'estimation
et aux bruits de mesure, la « zéro dynamique » du suivi est rarement atteinte en
pratique;

— synthese d’autres familles de fonctions transverses afin de supprimer totalement
les manceuvres « parasites » lors du suivi de certaines trajectoires avec points de
rebroussement.

— extension a d’autres véhicules sur roues, ainsi qu’a d’autres types de systemes :
on pense en particulier aux véhicules multicorps sur roues : poids lourd, véhicule
tractant une remorque. . ., mais aussi éventuellement aux systemes mécaniques sous-
actionnés : satellite sous-actionné, aéroglisseur, dirigeable. . .

Certaines extensions de cette étude, vers d’autres domaines de la commande, sont

aussi a envisager :

— étude de la stabilité d’un ensemble de systemes commandés couplés : dans le cadre
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Conclusion

de convois de véhicules, le suivi pratique peut étre utilisé afin de réaliser la jonc-
tion immatérielle entre ces véhicules. Toutefois, rien n’indique que le comportement
global de I’ensemble soit satisfaisant ;

utilisation de la stabilisation pratique pour la réalisation d’une planification « pra-
tique » de trajectoires : en prenant en compte les libertés de position imposées par
la stabilisation pratique de trajectoires, il est possible de planifier des trajectoires
simples (arcs de cercle, droites. ..) ne tenant pas forcément compte des contraintes
de déplacement du véhicule commandé. Cette simplification de 1’étape de planifica-
tion permet alors d’y intégrer plus facilement des objectifs secondaires comme des
contraintes d’évitement d’obstacles, tout en garantissant que cette trajectoire, pas

forcément réalisable par le véhicule, soit « suivie » par celui-ci.



Annexe A

Résultats du chapitre 3

A.1 Existence d’équilibres asymptotiquement stables

pour la variable o

A.1.1 Déplacement le long d’une ligne droite

On suppose que le véhicule de référence, ainsi que le repere R.,., se déplacent le long

d’une ligne droite avec une vitesse
u” = (a,0,b)”

ou (a,b) sont deux constantes. Sur la zéro dynamique z = 0, I’équation (3.12) devient

U1 a

U = U2 = H(Oé)_l b

Q 0

En utilisant (3.13) et (3.8),
i=(0 0 1)u

<0 01 S22 cos(2a) —£1 Cos 0 a
- dotH(a) —&9 si.n(52 cosa)sina  cos(egcosa)egsina det H () b
sin(eq cos a) — cos(ez cos «) 0 0

asin(escosa)  beos(ez cosa)
det H(«) det H(«)
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On suppose dans un premier temps que la cible se déplace latéralement, c’est-a-dire que
a=0etb+#0. Comme ey € (0,7/2] — c’est une des conditions pour que f soit une
fonction transverse —, il est facile de vérifier qu’il n’existe pas de point d’équilibre pour
I’équation différentielle précédente. On suppose maintenant que a # 0 et b = 0. Il est
facile de vérifier, avec le méme argument sur €5 que précédemment, que les seuls points
d’équilibre de I'équation différentielle (A.1) sont alors ap = £7. Le linéarisé de cette

équation en chacun de ces points d’équilibre est

agq cos (g2 cos ap) sin o _

o=

det H(Oé0>
avec & := o — «. Par conséquent :
_ aeg ~ : _ T
&~ detH(Oto)a S1 Gp = 2
aes ~ : _ _r
det H(ag) ¥ S @0 2

Comme det H(«) < 0 pour tout «, on conclut que seul
ap = — sign(a)g

est asymptotiquement stable sur la zéro dynamique du systeme.

Finalement, on considere le cas ou ni a ni b ne sont nulles. Pour qu’il puisse exister

des points d’équilibre, il faut que 1’équation

asin (g5 cos &) = bcos (g9 cos ) (A.2)

admette une solution, d’ou la condition

> (A.3)

€9 > arctan

Si la condition (A.3) est remplie, alors les points d’équilibre de 1’équation (A.1) sont

arctan 2
ap = % arccos (—a) (A.4)

)
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Le linéarisé de cette équation en chacun de ces points d’équilibre est

_acos (arctan b) + bsin (arctan 9)

a

det H(()é())

g9 8in (ap) &

a =

avec &v ;= o — Q.

L’équation (A.2), combinée avec le fait que a et b sont différents de zéro, entraine

a

a cos (arctan é) + bsin (arctan é) # 0.
a

Par conséquent si ag # km, un des deux points d’équilibre donnée par ’équation (A.4)

est asymptotiquement stable, alors que ’autre est instable.

Pour exclure le cas ag = k, il suffit d’imposer

a

€9 > arctan

qui est une condition légerement plus forte que (A.3). Maintenant, puisque b # 0, on a

a cos (arctan %) + bsin (arctan g) >0 si a>0

a cos (arctan g) + bsin (arctan g) <0 st a<0

Comme det H(«) < 0, on déduit alors que seul

. arctan %
ap = —sign(a) arccos [ ———2
€2

est asymptotiquement stable sur la zéro dynamique du systeme.

Le point a du lemme 2 résume les résultats précédents.

A.1.2 Déplacement le long d’un cercle « déporté »

On suppose que le véhicule de référence se déplace tangentiellement a un cercle de
rayon p avec une vitesse angulaire ¢ constante et on cherche a suivre un repere déporté

de la distance d.
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A
s

Figure A.1 — Déplacement le long d’un cercle de rayon p « déporté » de la distance d

Avec un tel choix de trajectoire, la vitesse du repere cible R, est donnée par
(pC, ¢, _dC)T
Sur la zéro dynamique z = 0, I’équation (3.12) devient
U1 — /2 pc
_ -1 12
u={uy | = H(a) f1 —dc
« 0 1 c
En utilisant (3.13) et (3.8), on obtient que

o Clp— fo)sinfs +(d— fr)cos f3)
n det H(c)

(A.5)

avec fi = e1sina, f3 =egycosa et fo = % Comme &y € (0,7/2], il est facile de vérifier
que les seuls points d’équilibre possibles pour 1’équation différentielle précédente, sont

ceux pour lesquels

tan f3(ao) = —% si p# falao)

d = fi(a) si p= fa()

On suppose, pour simplifier I'étude, que p > =F2. Avec un tel choix, p > fo, et une

condition suffisante d’existence de points d’équilibre est

d
taney > — (A.6)
p
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Lorsque (A.6) est vérifiée, on a :

tan f3(0) + d= f:gg; taney + % >0
tan f3(m) 4+ ;l 2&:; —tanes + % <0

En appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires, et en utilisant la périodicité des

fonctions f;, on déduit

s tan f3(ap) = d= Silaw) a
day € [0,71'] 0t f3( 1) Py fQ(Ozl) (A7 )
dag € [, 27] @ tan f3(ag) = _% (A.7b)

On étudie alors l'existence de points d’équilibre asymptotiquement stables. Posons
p q ymp q

h:=(p— fo)sin f3 + (d — f1) cos f3

D’apres (A.5),

_ ch (a)
det H(«)

En notant A’ la dérivée de h par rapport a «,

R = —sinfs (fs+ (d— f1) f5) +cos fs ((p — f2) f5 — f1)

Si ay est un point d’équilibre, h(ag) = 0. Par conséquent
d— fi(ao) = = (p — fa(aw)) tan f3(ao)

On en déduit que
W (o) = — (e291 () sin ag + €192 () cos ay)

avec

a = CO_S];% b s1nf3
g2 = cosf3+ smf3

Puisque |f3] < 7, g2(a) > 0 pour tout . Par ailleurs, si p > %6182, alors g1 («) > 0. Dans
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ce cas, on obtient le tableau suivant pour le signe de A'(«) :

Qo 0 T 37” 2

h’(oz) —hl — —hg ? hl + hg ? —]'Ll

Iy

avec hy = ¢ (cos €9 + 5 sin 52) et hy = pey positifs puisque 0 < e < 7. Comme le

linéarisé de (A.8) autour d'un point d’équilibre «y s’écrit

. ch! ()
0= ——"—a
det H ()
avec & := a — ap, on déduit de ce tableau et du signe de det H(«) que tout point

d’équilibre o dans [7?, 37” [ est stable — respectivement instable — si la vitesse de rotation
c est positive — respectivement négative. Supposons maintenant que d > £; . Dans ce
cas les points d’équilibre oy et as donnés par (A.7) sont nécessairement dans }%, 7r[ et
}71’, 37”[ respectivement. Donc si la vitesse de rotation ¢ est positive, ay € ]7?, 37”[ est
asymptotiquement stable. Si ¢ est négative, as est répulsif, il existe alors nécessairement
un autre point d’équilibre asymptotiquement stable.

Le point b du lemme 2 résume les résultats précédents.

A.2 Preuve de la proposition 11

On étudie le systeme en boucle fermée (3.11)—(3.20), avec la famille de fonctions
transverses f définie par (3.16)—(3.17).

Pour chacun des points de la proposition 11, la convergence de g(t) vers I’ensemble
f(T?), indépendamment du choix de £ et de la vitesse de cible u”, est une conséquence
directe de la proposition 10. Les trois points de la proposition 11 se déduisent alors des
valeurs prises par la fonction f sur la zéro dynamique z = 0, en relation avec le choix de
3 et les propriétés de l'entrée de référence u’.

Sur la zéro dynamique z = 0, I’équation du systéme en boucle fermée (3.11)—(3.20)

devient :
(?‘) — e ) (G003 - PU70) (A9)
« &)
dont on déduit :
& =—(1+7°—2ycosa) B+ % (f3 (ubfo —ul) +ubfi — ub) (A.10)

1. ce qui est une hypothese raisonnable puisque d correspond a une distance de sécurité
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La relation entre & and B, exprimée par 1’équation (A.10), montre comment ﬁ peut étre

utilisé pour controler a.

Point 1 de la proposition Supposons que v =1 et u” = 0, I’équation (A.10) devient

a&=-2(1—cosa)f (A.11)
En choisissant B = ktan (%), on obtient
: a
& = —2k (1 — cosa) tan (§> (A.12)

Si k> 0et a0) € |-m, [, il est facile de montrer que la solution de I’équation (A.12)
converge vers zéro. De plus, avec 7 = 1, f(0,3) = 0 pour tout (. Par suite, f(«a(t), 5(t))
converge aussi vers zéro. Puisque ¢ = f(a, ) sur la zéro dynamique z = 0, nous en
déduisons que g(t) converge vers zéro, lorsque la commande (3.20) est appliquée au sys-
teme (3.11). La stabilité asymptotique de g = 0, en prenant en compte la phase transitoire
de convergence de z vers zéro, implique des arguments un peu plus techniques, détaillés
dans (Morin et Samson, 2004a).

Point 2 de la proposition On suppose maintenant que u" # 0, et v € (0,1). En

choisissant
. k 2 r u” ro_ u) 4 ul r
8= tan (g> + o (e = ui) + o
1+~%2 —2vycosa 2 g1682 14792 —2ycosa
I'équation (A.10) devient :
o 2
Y= —kt <_> YA A.13
a an | 5 61€2u3 ( )

Si k> 0 et uy = 0, 'équation (A.13) entraine que « converge exponentiellement vers
zéro. Comme g = f(a, ) sur la zéro dynamique z = 0, on en déduit que g(t) — f(0, 5(t))
converge vers zéro et que ||g(t)| est ultimement majorée par maxg || f(0, 5)||. On vérifie

d’autre part, a partir de 'expression (3.16)—(3.17) de la fonction transverse, que :

e1(l—7)sinf
fQ0,8) = =2 (1—- ~)?sin 3 cos 3
arctan (g5 (1 — ) cos 3)
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et, par un calcul simple :

£€1€2

max [|£(0, )l < (1 =ll(er, &2, =)l

Point 3 de la proposition Dans la troisieme partie de la proposition 11, la convergence
de g(t) vers Pensemble f(T?), indépendamment du choix de la dynamique (3, est aussi une
conséquence directe de la proposition 3.12. Par conséquent ||g(¢)|| est ultimement bornée
par max, g || f(a, B)||. Au vu de expression (3.16)—(3.17) de la fonction transverse :

f1(06, 6) S 281
\V/(CY, ﬁ) € Tz, 72((1, ﬁ) < 2e169
arctan (f3 (o, f)) < arctan(2e;) < 2e

dont on déduit que max, gyer || f(a, B)| < 2| (e1,€2,182) ||-

A.3 Preuve du lemme 3

On reprend les notations introduites dans le chapitre 3.2.4 avec lesquelles les sys-
temes (3.11) et (3.19) s’écrivent :

i =Hu—w (A.14)

On considere le probleme d’optimisation suivant :

(A.15)

T = —2TK>2

{ ming, g J = 3 (On]Jul]? + 6,6?)

avec u := (uy, us), 01,02 > 0, K une matrice définie positive, et Z donné par (A.14).
On pose H; € R**2 Hy € IR**!, les matrices telles que H = (H,, H). Le probleme

d’optimisation s’écrit alors sous la forme :

1
{ni;;J =3 (&1 |ull® + d267) (A.16a)
2 (Hyu+ Hyo —w) = —2"K=2 (A.16b)

On définit le lagrangien associé a ce probleme :

L:=J+X(z" (Hiu+ Hyd — w) + 2" Kz) (A.17)
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La solution au probleme d’optimisation (A.15) satisfait les équations suivantes :

oL _ A\
= =5+ XTH =0 pE—— A.18
5 wh + Azt Hy = u 5 1z ( a)
oL , _ . A\

35 = et MTHy=0 = & = —5—2H2Tz (A.18b)

En reportant les équations (A.18a) et (A.18b) dans ’équation (A.16b), le parametre A

peut étre éliminé :
N (07 H HE 4+ 65 HoHY )2 + 2"w = 2T K 2

Soit Ty T
A= 22 (A.19)
(O H HT + 05 'HyHY )2

Le lemme 3 se déduit des équations (A.15), (A.18) et (A.19).

Notons que, lorsque w = 0, le retour d’état (3.25) peut aussi étre défini par continuité

en z = 0, du fait de la bornitude uniforme de |A| par un nombre fini dans ce cas.

A.4 Preuve de la proposition 12

On combine les retours d’état (3.27) et (3.25) selon I’équation suivante :

(Y n .
u—(l —77+1/1)UZ1+77+1/1U (A.20)

avec 1, u*, et n définis respectivement par (3.27), (3.25), et (3.26), et ¢ une — petite —

constante positive.

On vérifie tout d’abord que, grace a la multiplication de u* par nJer’ la fonction u est

bien définie partout.
Montrons ensuite que l'origine z = 0 du systeme en boucle fermée (3.11)—(3.28) est
exponentiellement stable. Posons
1
V= §sz (A.21)

Sur les trajectoires du systéme en boucle fermée (3.11)—(3.28), sa dérivée par rapport au
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temps est V = 272 = 27 (Ha — w) avec @ défini par (A.20). On obtient alors

d(Hu—w) = ZT<H<(1_77+L¢>UZZ+UZ¢U*)_U)>

_ . .n T (Fm . _ N T (g—~_
= <1 77+¢)Z (Huzl w)+n+wz (Hu w)

Grace a la définition de u,; et a la construction de u*, on déduit

2P (Huy —w) = —2"Kz
2T (I:[ﬂ* - w) = —TKz

d’ou :
V = ZI(Hu-w)

n T nor
= —(1—-—— )2 Kz+— 2 Kz
( n+1/1> n+

V = —TKz (A.22)

Au vu de (A.21) et (A.22), et en utilisant le fait que K est définie positive, on a
Vt >0 : |z(t) < |2(0)|ez? avec v > 0 désignant la plus petite valeur singuliere de K. Ceci

démontre la stabilité exponentielle du point z = 0.



Annexe B

Résultats du chapitre 4

B.1 Etude des conditions de stabilité des estimateurs

B.1.1 Preuve de la proposition 13

En définissant Xp =X, - Xp et Xy = Xy — Xy et en utilisant les équations (4.4),
(4.5), et (4.8), nous déduisons

Xp = Ap(iy) X, — Dy(p — ) + Uy (6) — Up<é) + Vo = Dyvp + (Ap(uy) — Ap(d)) X,
X9 = A@X@ — D@(@ - 9) + ‘/9 - D@U@

(B.1)
La définition (4.6) donne
- 1000
p—p ppavecp<0100> (B.2)
0—0=CyXy avec Cy=(10) (B.3)
et
Ap(uy) — Ap(iiy) = (uy — i) Ay = Xy CugAy (B-4)

avec Cy; et A; des matrices constantes. En utilisant alors les équations (B.1), (B.2), (B.3),
et (B.4),

{ );(p = (Ap(ﬂg) - DpCp)Xp + XQTCUQAIXP + Up(e) - Up@) + V;) - Dpvp (B.5a)
X@ == (AQ - DQC@)X@ + ‘/g - D@U@ (B5b)
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Considérons, dans un premier temps, uniquement le systeme (B.5b). En utilisant les
définitions (4.7), (4.9), et (B.3), il est immédiat de vérifier que la matrice Ag — DyCy
est Hurwitz-stable. Soit Wy(Xy), une fonction de Lyapunov, quadratique définie positive,

pour le systeme .
Xo = (Ag — DgCp) Xy

Grace a la définition de vy, il découle de I’équation (4.6) qu’il existe une constante positive
cy, telle que
Vo — Dovel| < covm

Il existe donc deux constantes positives v et ¢ telle que la dérivée de Wy(Xy) le long des

solutions du systeme (B.5b) satisfasse

Wo(Xp) < —yWo(Xo) + covnr|| VIVy(Xo) ||
< —2WalXo) + o,

On déduit de cette inégalité que le long des solutions de (B.5b)

2, 5 ~
Wy(Xo(t)) < ;Cev?u + e 2" Wy(Xy(0))

Puisque Wg(Xg) est une fonction quadratique définie positive, il existe donc, d’apres

I"équation précédente, deux constantes positives dy et dj, telles que
IXo ()| < dovar + dje 3| X, (0)]] (B.7)

Par hypothese, u$, ug, et X, sont bornés; la définition (4.7) et '’équation (B.7) entrainent

alors
1X5 Cug A1 X, + Up(0) — Up(0) + V,, — D] < cuar + che™ 3| Xp(0) (B.8)

Le lemme suivant est démontré plus bas.

Lemme 5 Il existe une matrice définie positive P et un scalaire T > 0, tels que, pour

toute fonction U5(.), la dérivée de W, := %f(pTPX'p le long des solutions de

Xp = (Ap@g) - DpCp>Xp (B,9)
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satisfasse
Wy(X,) < —TWp(X,) (B.10)

En utilisant alors le méme raisonnement que pour X, on déduit de (B.5a), (B.10), et (B.8)
qu’il existe deux constantes positives d, et d,,, telles que le long des solutions du sys-
teme (B.5a),

IXp @) < dyvar + de™ 71X, (0)] (B.11)

La proposition 13 se déduit alors de (B.7) et de (B.11).

Preuve du lemme 5

Les définitions (4.7), (4.9) et (B.2), donnent

Soit

0 p3 O
0 p 0 p3

ps 0 p2 O
0 p3 0 po

pP= (B.12)

ou p1, P2, et p3 seront précisées ultérieurement. Avec un tel choix de matrice, la dérivée
de W, le long des solutions de (B.9) satisfait :

Wp(Xp) =72 (—p1 A, + p383y) — T3ps + T133 (P28, — P1 — P3)p)
+ 72 (=1 Ay + 3By) — Tips + ToFa (P28 — p1 — p3p)  (B.13)

Posons alors

+ p3A A2
P = 25])7 Pp3 = Apv D2 = ]% =2+ ﬂ_p (B14)
p p

Alors, d’apres (B.13)
Wp<Xp) = _)‘pﬁp (i% + j%) — A (5;73 + @21)

si bien que W,(X,) est définie négative. Il reste & montrer que W, est définie positive.
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D’apres (B.14)

By (P35 + podis + 2psTaT3) = 20237 + (28, + A2) T3 + 20, 0,01 85
> 20207 + NoT5 4 20, 0,71 73
> 257 + (Byd1 + Aps)’

P1T3 4 poTi + 2p3T173 est donc une forme quadratique en 7, et &y définie positive. D’ou,
d’apres (B.12)

W, = (P17 + pa3 + 2p38133) + (D135 + Pl + 2p3Taia)

et W), est bien définie positive. Ce qui conclut la preuve du lemme 5.

B.1.2 Preuve de la proposition 13 appliquée a ’estimateur (4.17)

Du fait des similarités entre les équations de I'estimateur (4.8) et de I'estimateur (4.17),
la preuve de stabilité de l'estimateur (4.17) est similaire & celle de 'estimateur (4.8)
présentée dans 'annexe B.1.1. Toutefois, le lemme 5 doit y étre modifié, afin d’obtenir la

propriété de stabilité. On propose alors le lemme suivant

Lemme 6 1] existe une fonction W, et un scalaire 7 > 0 tels que la dérivé de W), le long

des solutions de

Xp = (Aplay) — DpOp>Xp (B.15)

satisfasse

Wp( p) < _TWP(XP) (B.16)

qui permet de conclure la preuve.

Preuve du lemme 6
Les définitions (4.16), (4.9), et (B.2) donnent
-, uy -1 0

—ay -\, 0 —1
8, 0 0 0

Soit
Wo(Xp) =7 (B, (81 + &3) + &3 + &7) + Fodia + 173 (B.17)
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ol 7 est une constante positive et x; correspond a la i-eme coordonnée de Xp. La dérivée
de W, le long des solutions de (B.15) satisfait alors

Wp(Xp) - _275:0/\19 (ﬁ + jg) + ﬂp (ﬁ + j%) - (;‘é% + 95421)

— M\ (T1T3 + Toly) — U (T1T4 — ToT3)
Sans perte de généralité, supposons que 7y est telle que v\, > 1. Alors,
Wi(Xp) < =180 (33 +33) — (33 + 75) — Ny (3133 + ToFa) — b (3174 — Tod3) (B.18)

Par hypothese, u}y est bornée et donc d’apres (B.7), u} est également bornée par une

constante p. Par conséquent, en utilisant le fait que

1 X\ 2 2
<—((Z
V(z,y) e R et Vee R, |xy| < 5 (<€> + (ey) >
on déduit de (B.18) que

.- 1
Wi(Xp) < =7Bp A (j% + :T?%) - (573 + 5;?1) + ) (@2’, + 1321) + c(Ap, 1) (j% + j%) (B.19)

avec ¢\, i) une constante positive, choisie en fonction de A, et p1. Les équations (B.18)
et (B.19) donnent finalement

Wo(X,) < ~(1A — e i) (7 +33) — 5 (3 + ) (B.20)

En prenant v suffisamment grand dans les équations (B.17) et (B.20), W,(X,) est une

forme quadratique définie positive et Wp(Xp) est définie négative. Il existe alors une

constante 7 positive, telle que
Wp(Xp) < —7Wp(X))

Ce qui conclut la preuve du lemme 6.
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B.2 Preuve du lemme 4

B.2.1 Estimation de ’orientation

Le gain de Kalman asymptotique pour l'estimateur linéaire (4.8b) est donné par —
voir (Kwakernaak et Sivan, 1972, Sec. 4.4) pour plus de détails : Dy = XpCFw, !, avec
Cy = (1,0) et 3y la matrice définie positive, solution de I’équation algébrique de Ricatti,

associée au systeme (4.5b)—(4.4b) :
0= ApXg + TpA] — XeCywy 'CoSo + (¢ ) (B.21)

Puisque ¥y est une matrice de covariance, elle est symétrique :

Y X
Y= | O T (B.22)
Z12 E22

L’équation (B.21) est alors équivalente au systeme

2212 + i—il — w2 = 0
Ygg + ZUZ2 = () (B.23)
>t

—w. = 0

we

En utilisant le fait que ¥y doit étre définie positive et que par hypotheses wy < /w.wy,

on obtient la solution suivante du systeme (B.23)

Y= ywe(ws + 2y/wewy)
212 = —\/WWp (B24)
Yoo = /Welwa + 2,/wewp)

Avec (B.22), (B.24), et la définition de Dy, on trouve

Dy = we wo (B.25)
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Comme, par hypothese, wy < /w.wy, la matrice Dy est alors approximée par

Dy ~ <\i§;j) (B.26)

avec \g = 14/5—;.

B.2.2 Estimation de la position

Considérons le gain de Kalman asymptotique D,, pour l'estimateur (4.8a) associé au
systeme (4.5a)—(4.4a). Supposons que la vitesse ul, est constante et que w; = 0, la matrice
D,, est donnée par D, = ¥,Clw,*, avec C, = (I, 05) et X, la solution définie positive de

I'équation de Riccati associée au systeme (4.5a)—(4.4a) :

0=A4,5, +5,A - 5,Clw'C,E, +V (B.27)
avec
00 0 0
00 0 0 : 0
V= wp = “
00 w, 0 0 w,
00 0 w

Considérons d’abord le cas u, = 0. Alors,

00 -1 0

o 00 0 -1

Ap(“Q) = Ap = 00 0 0
00 O

et le systéme (4.5a)—(4.4a) défini deux systeémes découplés, similaires au systeme (4.5b)—

(4.4b) lorsque wy est négligé :

T x uf cos 0 0
(ug) = 4 <u1> +< 0 >+ (v) (B.28a)

r = T+ v,

y Yy ug sin 0 0
<u3> = A <u3> +< 0 >+ (vb) (B.28b)

Y= Yyt
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En utilisant les résultats de 'annexe B.2.1 donnés pour 'estimateur d’orientation, nous

obtenons le gain de Kalman asymptotique D, pour le systeme (4.5a)—(4.4a) :

V2N 0

0 V2 Wy W
D, ~ M= — A= 24/ — B.29
P -2 o Ve, 7 (B.29)

0 X

De méme, en utilisant les équations (B.22) et (B.24)

2Wgpr/WaWy 0 —\/Wely 0
5, — 0 \/ 2wy [y 0 — /Wy (B.30)
— /Wy 0 2War /Wy 0
0 — /Wy 0 2wy /Wy

Considérons maintenant le cas ou u}, # 0. Nous allons monter, sous I’hypothese w, =
wp et Wy, = wy, que X, définie par (B.30) est aussi la solution définie positive de I’équation
de Riccati associée au systeme (4.5a)—(4.4a), et donc que D, définie par (B.29) est aussi

le gain de Kalman asymptotique pour I'estimateur de position (4.8a).

En utilisant la définition (4.7) de A,(4}), 'équation de Riccati (B.27) est équivalente

—UTS — 12 UTS 02 12 _
I NI I _x "L o) +V o (B3I

avec S la matrice antisymétrique.

Décomposons >, en :
DT
Y=oy o (B.32)
iy X2
ou chaque ¥;; représente une matrice 2 x 2. L’équation (B.31) est alors équivalente au

systeme
Ug (2115 — 5211) — (212 + 2{2) — Enwp_lEn = 0

uh (X125 — S¥19) — X — lewp71212 = 0
uh (D928 — S%p0) = Slow, "B+ (5,) = 0
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Soit, en identifiant la matrice (B.32) avec (B.30)

¢ y 0 \/2u)y1 JWpwy — \/wa/wawx _ 0
2 \/ 2Wy A [Wpy — £/ 2Wgr/Wes 0
, 0 VWaWz — /Wpy
U
2 VWalz — |/Wpwy 0
o 0 \/wa1 [ply — \/Qwa‘/wawx _ 0
A =
\ \/ 2Wp /Wy — 1/ 2War/Way 0

Donc, si w, = wy, et w, = w,, I'équation (B.33) est satisfaite, ce qui conclue la preuve.

- 0 (B.33)

B.3 Preuve de la proposition 14

Remarque 5 Dans cette preuve, on trouve un certain nombre d’inégalités du type

X|| < evfh + ...+ ¢vht pour des constantes positives ¢; et pour des entiers 0 < p; <
M M P p

P2 ... < pr. Comme la proposition 14 ne concerne que des valeurs de vy, « suffisamment »

petites, ces inégalités seront, sans plus d’informations, simplifiées en || X || < cvh).

D’apres (3.11) :
Z=dry-1(g) (dl.(f)H(o)u+ P(g,t)) (B.34)

et d’apres (3.12), le retour d’état u(g®, u", ) est donné par

(g, i, ) = —H (o) ey (g°) (drf(ze)Kze + P(ge,t)) (B.35)
avec 2¢ := g°f(a)™! et
A @y - yei
P(ge,t) = — | ag + acay
()

En appliquant ce retour d’état au systeme (B.34), on obtient

2 = —dry s (9)dLgeey 2 (9)drs ()K= + drga(g) (P9, 1) = dlgeey () P(°,1))
soit

Z=—-Kz+ K(z—2°) —T1Kz° =Ty

(B.36)
— —Kze — FlKZe - FQ
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avec

Uy o= drp-1(g)dlze)-1 (g%)drs(2°) — 1

~ B.37
Ly = dryos(9) (P = dle () PLot 1) (137

D’apres la loi de groupe (3.2), et en posant g1 = (p1,01) et g2 = (p2,02), on a

() = (é SR(?””), ly (32) = (Rf” (1’) o' = (‘R(_‘Qf”pl) (B.35)

En utilisant (B.37), et (B.38), et le fait que la composante zy correspondant & I’orientation

dans z est donnée par zp = 6 — fy, on obtient

r
Fl = < (l],p 8) avec Fl,p = R(G — ‘96) - 12 (B39)

Considérons alors le terme I's dans (B.37). D’apres (3.7) et (B.38), on obtient :

uj — yug uy — yus _
T — + R(0 — 0¢ + b SR(z
FQ = <F2’p> = <'LL§ -+ xug) ( ) <ﬁ/§ + xeﬁg) 2 ( 9>fp (B40)
2,0

~T

D’apres (4.18), (B.36), (B.39), et (B.40) :

. ] (B.41)
zZp = ngg — kg(Zg — Zg) + ug

{ Zp = =Kz + Kp(zp — Z;) - FLprZ; — Ty
avec z, et zg les composantes de position et d’orientation de z, c’est-a-dire 2" = (2], z).
D’apres 'équation (B.41) et d’apres (B.5) qui donne la dynamique de l'erreur d’estima-

tion, on obtient :

'Z.p = — K2, + Kp(2p — Z;) - FLPKPZZ — Iy (B.42)
Xp = (Ap(ﬂg) - DpCp)Xp + XgCHSAlXp + UP(Q) - Up(e) + V;) - Dpvp
et
. — ko 4+
T —heeTU (B.43)
Xy = (Ao — DyCy)Xg + Vo — Dyguy

Le systeme (B.43) définit un systeme linéaire asymptotiquement stable — ce que 1'on
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peux vérifier facilement en utilisant le principe de séparation de la théorie des systemes

linéaires— , perturbé par le terme
(0, Ve — Doug)™

Puisque ce terme est borné en norme par c vy, ou ¢ est une constante positive, il existe une

fonction de Lyapunov quadratique Lg(zp, Xy) telle que, le long des trajectoires de (B.43),

Lg < —2719Lg + C@’U% (T9 > O) (B.44)

Considérons maintenant le systeme (B.42) écrit sous la forme simplifiée

0, = —Kpz, — A
> v TS (B.45)
Xp = (Ap(13) — DyCp) Xy + Ao
avec
Al = iKp(Zp - Z;) + FLprZz +AF2’p (B 46)
AQ = chugAlXp + Up(H) — UP(Q) + V;J - DpUp
La preuve du lemme technique suivant est donnée a la fin de cette annexe.
Lemme 7 Il existe une constante c telle que
1AL < e(1+ (1251 (var + VTo + Lo) + || X, ||(1 + /Lo + Lo) (B.AT)
[As] < e(X+ llzpll + 1 Xpl1) (var + v'Lo + Lo)
Soit () une matrice symétrique définie positive telle que
—(QK, + K} Q) < =271 (v, >0) (B.48)

Une telle matrice existe car —K est Hurwitz-stable si bien qu’en utilisant (4.18), —K,

est aussi Hurwitz-stable. Considérons la fonction
Lp(zp, Xp) = ZZQZP + ﬁW(Xp) (B.49)

avec (3 un parametre positif qui sera spécifié plus bas, et W la fonction de Lyapunov du

lemme 5. En dérivant L, le long des trajectoires de (B.45), on obtient :

. oL oL ~ oL oL
L =——"2K —P(A(&)+ K,C )X, — —ZA A B.50
p 9z, pZp T (9Xp( »(6) + K,Cp) X, 0z, 1+ ox, 2 ( )
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D’apres (B.16) et (B.48) et le fait que @) est définie positive, on déduit de (B.50) que

. - oL oL
L < -3 2 384 11X,11%7 + [|==2|||A —|IIIA B.51
p < =372 BY N1 Xl +”azp ] 1||+||8X 1] Azl (B.51)

p

our deux constantes v, > 0. Il découle alors de (B.47) et (B.49) que pour une constante
P v

c positive,
L, ow - - c B3y Bc?
LAz = Bll=—=l1Az]| < Be|| Xpll|A2]] < 87| Xl = [|Az]] < {1 X012 Ay
”axp”” 2| ﬁllaXpllll o[ < Bel| X[l Al < 57 pll,y,ll 2l = = p||+2,y,|| 2|
(B.52)
Avec des arguments similaires, on montre que pour une autre constante, encore notée c,
oL, v c?
—ZIIAL < 21217 + = ||A 2 B.53
g Ml < Sl + ol (B.53)

D’apres (B.51), (B.52), et (B.53), on obtient

Be?
29!

2
. ~ C
Ly < =29)l5|I* — 26| X,|1* + 5HA1H2 + 5 122 (B.54)

En utilisant (B.47) et (B.54), et une constante ¢ positive
Ly < =29ll2[1* = 2671 X, )17 + c(1 + |2 1) (03, + Lo + L§)

+e(L+ Lo + LI XIP + Be(L + llzl* + 1 X,1%) (w3 + Lo + L)

—llzll* (27 = e(L + B)(vis + Lo + L))

%12 (287" = o1 + Lo + L3) — Be(v + Lo + L)) + c(1 + B)(v3, + Lo + L3)
(B.55)
Montrons alors la stabilité, pour vy; = 0, du couple commande—estimateur. Si vy; = 0,

on déduit de (B.44) et (B.55) que

IN

Lg < —2T9L9 (B56a)
Ly < —[lz*(2y — e(1 + B8)(Lo + L3)
— [IX, /12287 — (1 + Lo + L) — Be(Lg + L3)) (B.56D)

+c(1+ B)(Lg + Lj)
Donc, pour tout 5 > 0 tel que 8" > ¢, il existe [,,, > 0 tel que pour Ly < [,,,

L, < —1,L, + Bc(Ly+ L) (1, >0) (B.57)
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La stabilité du systeme en boucle fermée découle des équations (B.56a) et (B.57).

Montrons enfin que ||z|| + || X|| est ultimement bornée par une valeur proportionnelle
a vy, lorsque vy est suffisamment petit. Considérons un 5 > 0 satisfaisant 57 > 2c.

Alors, il existe une constante v > 0 telle que pour tout vy, € [0, 0],

02
v 2 (14 B+ 2)vis + Soi)

. ¢ o o o 2 4 (B.58)
By = el + Zoy) + Be((1+ 2)vy, + T_gUM)

ou ¢y et 1y sont définis par (B.44). D’apres (B.44), on montre que le long des trajectoires

du systeme en boucle fermée,

Lo(t) < Ly(0)e~2t + 042,
27‘9
si bien qu’il existe un instant 7" tel que :
t>T = Ly(t) < —vy, (B.59)
To
On déduit alors de (B.55) et (B.59) que
; 2 €\ 2 Cj 4
Ly < =|lz[I° ( 27 — c(L + B)((1 + =)oy, + —5vu)
2 2
~ Co C Co C
—HXMQCWV—CO+—Wﬂ+—%%)—6d0+—ﬁﬁr+%@m)

2
C C
+ Be((1+ 2y + Zub,) (B.60)

D’apres (B.58) et (B.60),

12T =L, < —llzl? = 57 IZ ]2 + fe((1+ 2)03, + God)

< =27,L, + c,v3;

(B.61)

pour deux constantes 7, ¢, > 0. La bornitude de ||z +|| X || par une valeur proportionnelle
a vy, découle de (B.59) et (B.61) en utilisant le fait que Ly and L, sont deux fonctions

quadratiques.
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Preuve du Lemme 7

D’apres (3.2),

(=) (P RO ffe) e (=) (P B fofs (B.62)
ze 01y % 0~ fo |

On en déduit que

Y e (zp - Z;) _ (p —p°+ (R(0°—0) — 1) R(0 — fo) fp) (B.63)

2 — 2§ 0—0°
Pour les deux choix de ¢¢, c’est-a-dire ¢¢ = g et |gf — g;| < vps, Oon remarque que
10— 0°| < onr+ 18] < clon +VLo) et |lp—pl| < 20u + [IB]] < 200 + (1K, (B.64)
D’apres (B.63), et (B.64),

2o — 25|l < lp — p°|| + |6 — 6]
< c(vm + V' Lo) + | X5l

Considérons maintenant le terme I'y , K z5 = (R (0 — 0°) — 1) K25 de 'équation (B.46).

(B.65)

| (R (6 =) = L) Kyl < 10— 6°] 1 K %
< 10— 0[5yl + 10 = 0N Ky (2 — =) | (B.66)
< e (ou+ VL) (Il +¢ (vnr = VIs) +15,11)

Considérons enfin le terme I'y, dans (B.46). Ce terme peut s’écrire comme suit :

Bp=—<%_y%_yuﬁ*%Rw—ﬂﬂ—b)ch_y%>+ﬁwR@wﬁ

il + xill + F°0 i + 2o

d’ot, en utilisant le fait que ||u”|| est bornée et donc |uf| < ¢ (1 + |ab]|)

12l < el Kpll + lplls] + llp — <]l (1 + 5]
el0 = 0 (14 150+ (0 + Lagl) (1+ 150+ el ) ) + clla
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D’apres (B.64), et le fait que ||p|| < c+ ||zl < (14 ||z]) :

IPaul < e {114+ (Ut izl V2o + (o + 151 (14 VEo)
+ (v + VI) (1150 + (14 VEo) (14 150+ I111) )
+\/L_9}
< el% | (14 v/To + Lo) e (o + Vo) (14 VE) (L4 5l)  (B6Ta)

La premiere inégalité de (B.47) découle de (B.65), (B.66), et (B.67a).

Montrons maintenant la seconde inégalité de (B.47). Il est immédiat de vérifier que
IX5 Cug A1 X || < e(1+ |20 v/ Lo (B.68)

et que, d’apres (4.15),
Ve = Dpvy|| < com (B.69)

11 reste & considérer le terme U,(6) — U,(#) dans (B.46). On dérive une borne maximale
de ||la]|, avec u le retour d’état défini par (B.35). D’apres (3.7) et (B.38),

R —uy + yuy ay —uy 4 y° (up — )
P(g%t) = | —tg —afay | = | a5 — uf — 2° (uh — @)
— Uy — Uy

d’on,
126 DIl < e (14 1%11) + el + elig] (1 -+ 1)

<e(L+ 10+ l1z]) +ev/To (1+ 1% + 1))
<e(1+ VL) (1+1%0 +11z1)

On obtient alors

| (@) dley 1 (90) P Ol < ¢ (14 Vo) (14 150+ 115,1])
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Enfin
[~ (@) dl ey (ge)dr (2) K22 < e (Il ]l + 1251)
< c(llzll + 125 — 2zl + 125])
<c(1+ VI + 1%l + 12])
et
[all < (b + [lzpll + 1 X1+ v/ L) (B.70)
En utilisant (4.15),
1U,(8) = Up(O)] < 16 = 8llJw]| < 16](all + 2var) (B.71)

D’apres (B.70) et (B.71), on obtient finalement

1U,(6) = Up(@)Il < kv/Lo(1+ [zl + K, I)(L + v/Lo) (B.72)

La seconde inégalité de (B.47) découle de (B.68), (B.69), et (B.72).

B.4 Détails des calculs pour 'implémentation de la

commande

B.4.1 Discrétisation de ’estimateur (4.8)

Estimation de 1’orientation

L’estimateur (4.8b) est implémenté sous forme discrete en utilisant deux étapes :

1. Intégration sur [KT, (k + 1)T'[ de 'équation différentielle linéaire

A

X, = ApX, + Uy (B.73)

afin d’obtenir la prédiction X; [k + 1]. Dans cette premiere étape, les mesures is-
sues de 'odométrie sont utilisées afin de mieux évaluer la commande Uy réellement

appliquée.

2. Correction utilisant les données issues de la vision aux instants (k + 1)7" afin d’ob-
tenir lestimée Xy[k + 1].
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Ceci entraine :
R R T
X, [k +1] = exp™ Xy[k] + / expT =940 Uy (KT + 5)ds (B.74a)
0
Xolk+1) = X; [k + 1] + TDy (0”[k Y1 =0k + 1]) (B.74b)
avec .
Up=(ug 0) et 6 f+1]=(1 0) X [k+1]
A partir de la définition (4.7), un calcul direct donne
(A 1 —t
Vit e R, exp™? = (B.75)
0 1
et l'intégrale dans (B.74a) devient
T T
S(kT d
/ exp =94 Uy (KT + s)ds = (fﬂ usl . +9) S) (B.76)
0
En utilisant (3.1),
T
/ ug (KT + s)ds = 0y, [k + 1] — 0., [k] = AGy [k + 1] (B.77)
0
si bien que, d’apres (B.74a), (B.75), et (B.77),
. 1 =T\ . AO0 Ik +1
Xy lk+1] = (0 ) > Xo[k] + < m[O ]> (B.78)

Les relations (B.78) et (B.74b) correspondent exactement aux relations (4.19b) et (4.21b).

Estimation de la position

Nous procédons comme pour le cas précédent. En utilisant (B.75), on montre que

la. deuxiéme coordonnée @5~ (t) de la solution X, (f) du systéme (B.73) est constante
lorsque ¢ € [kT, (k+ 1)T], c’est-a-dire a5 (t) = ub[k]. Donc la matrice Ay,(u5 (t)) est

aussi constante sur cet intervalle, si bien que — & comparer avec le systeme (B.74) :

A~

Xk +1] =X, [k+1]+TD, (p°lk + 1] — p~ [k + 1])

~ ~ T n ~
X, [k +1] = exp”™ M X [k] + / exp =94 M T (KT + 5)ds

(B.79a)

(B.79D)



122 Résultats du chapitre 4 Chap. B

avec
ug cos 0~
P . A, o ~ ug sin 0~
Ayfk] = Ak 51 = (6 0) X+ et Op=| " 5 (B.80)
0

et donc

—teS —teS
—t
exptAr© = [P P ) (B.81)

Puisque A,[k] = A,(5[k]), on déduit de (B.81)

) x-S _f oy tis[kS
exptAelEl = ( P p

0 expt5[kS
(Bt —tR(~tilk]) )
0 R(—tus[k]) '
A partir de (B.80) et de (B.82),
. ik +1]
Ik +1] = / exp TN T (KT + 5) ds = 0
0
0

avec

L[k +1] ::/O uj (kT + s) R((s — T') ¢[k]) (:sz: é:§i§§> *
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Comme montré dans la section B.4.1, pour s € [0, 7],

0~ (kT + s) :é[k]—sﬁg[k:]+/ ug (KT + 1) dr
0

d’ou .
k1) = 6 (KT +5) + (s = T) @[ +/ W5 (KT +7) dr
si bien que
T cos (07 [k+1] — fST u§ (KT +7) dT)
Llk+1] = / ui (KT + s) . T ds (B.83)
0 sin (07 [k +1] — [ ug (kT +7) dT)
A partir de I'équation (3.1),
T
/ WS (KT + 1) dr = O, [k + 1] — O, (KT + ) (B.84)

et

/T (u(f (KT + 5) cos Om (KT + 3)> s = (xm k1] = [k]> (B.85)
o \u¢ (kT + s)sinb,, (kT + s) [

On déduit alors de (B.83), (B.84), et (B.85), que

Llk+1] = R (07 [k +1]) R (=0 [k + 1) (<zm> k+1] - (3;’”) [k:])

Donc
R (é—[k: + 1]) Ap?. Tk + 1]
Ik +1) = 0 (B.86)
0

Ap2, [k + 1] = Ry, [k + 1] ((j’”") [k + 1] — (§m> [k]) (B.87)

et ou Ry, [k + 1] est la matrice de rotation dans le plan d’angle —0,,[k + 1] et ou, z,,,
Ym, €t O, sont mesurées par 'odométrie. En utilisant (B.82), (B.86), et (B.87), (B.79a)
devient

avec

Ko fbt] = (Rs[k] —TRC[k]) 2+ (R,,[k+ 1]ﬁpgn [k + 1]) (B.58)
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avec R.[k| la matrice de rotation dans le plan d’angle —T'¢[k| et Rylk + 1] celle d’angle

~

0~ [k + 1]. Les équations (B.88) et (B.79b) correspondent alors aux équations (4.19a)
et (4.21a).

B.4.2 Discrétisation de ’estimateur (4.17)

Puisque les équations (4.8b) et (4.17b) sont équivalentes, la partie orientation de
I'estimateur (4.17) est discrétisée en utilisant la méthode présentée dans 'annexe B.4.1.

La deuxieéme partie de l'estimateur (4.17) est discrétisée en remarquant que

Aple) = (‘O‘f _01>

donne, par récurrence

VEk >0 (A, (e) = (

et donc

— —t —teS
exptr(®) = P P > (B.89)

L’équation (B.88) devient donc pour I'estimateur (4.17)

2 Lo 0

Ko = (Rc[k] —TRC[IC]> e <R9[/€+1]Apfn [k+1]>

avec les mémes notations que 1'équation (B.88).
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APPLICATION DE L’APPROCHE PAR FONCTIONS TRANSVERSES A LA COMMANDE DE
VEHICULES NON-HOLONOMES MANGEUVRANTS

Ce travail de these se place dans le cadre de la conduite automatisée des véhicules sur roues.
Notre objectif est le développement et I’expérimentation d’une nouvelle approche de commande
des systemes non-linéaires en vue du suivi d’une cible, associée par exemple a un véhicule de
référence. L’originalité de ce travail est que la cible n’est pas contrainte dans ces mouvements
et peut donc suivre des trajectoires non réalisables par le véhicule commandé. Il devient ainsi
possible d’effectuer le suivi d’un véhicule de référence quelque soit le mouvement de celui-ci
(marche avant, marche arriére, manceuvres. . .).

L’approche de commande étudiée ici est basée sur le concept de fonction transverse, et
consiste a effectuer une stabilisation pratique du repere cible. Dans un premier temps, nous
analysons l'influence des parameétres de commande sur le suivi du repére. A partir de cette
analyse, nous proposons ensuite de nouvelles commandes qui permettent d’améliorer la précision
du suivi et le comportement du systeme lors des phases transitoires. Enfin, nous présentons des
résultats d’expérimentations obtenus sur le systeme robotique du laboratoire ICARE. Cette phase
expérimentale a nécessité de développer un estimateur de la vitesse de la cible. Celui-ci est basé

sur la fusion des données issues de la vision et de celles issues des mesures odométriques.

Mots-clés : commande des robots mobiles, fonction transverse, stabilisation pratique, suivi de

cible, systeme non-holonome, estimateur de vitesse, expérimentation

APPLICATION OF THE TRANSVERSE FUNCTION APPROACH TO THE CONTROL OF
MANEUVERING NONHOLONOMIC VEHICLE

This PhD Thesis concerns the automated guidance of wheeled vehicles. Our objective is the
development and the experimentation of a new control approach for nonlinear systems in order
to achieve the tracking of a moving target, associated, for example, with a reference vehicle. An
original feature of this work is that the target is allowed to move freely in the plane and thus
to perform motions which are not feasible by the controlled vehicle. It becomes thus possible
to follow a reference vehicle independently of its motions (forward motion, backwards motion,
maneuvers. . . ).

The control approach is based on the transverse function framework, and consists to perform
the practical stabilization of the target. First, we analyze the influence of the control parameters
on the target tracking. Based on this analysis, we propose two extensions in order to improve
the tracking precision and the system’s behaviour during the transient phases. Finally, we
present experimental results obtained with the robotic system of the ICARE laboratory. To this
purpose, an estimator of the target’s velocity has been developed. It is based on visual and

odometry measurements.

Keywords: mobile robot control, transverse function, practical stabilization, target tracking,

nonholonomic system, velocity estimator, experiment

These préparée a 'INRIA Sophia-Antipolis dans le projet ICARE
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