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Chapitre 1

Introduction

La simulation numérique des procédés de fabrication prend aujourd’hui une place de
plus en plus importante dans l'industrie. Les objectifs sont, entre autres de limiter les
colits de production en remplacant les campagnes d’essais traditionnelles par des simu-
lations numériques réalistes et prédictives; d’améliorer la qualité des produits réalisés en
définissant les jeux de parametres optimaux pour le procédé; de mieux comprendre les
causes des différents phénomenes thermomécaniques mis en jeu afin de mieux maitriser
le procédé, la simulation numérique permettant d’avoir acces directement aux différents
champs de variables, accessibles ou non a la mesure, en tout point de la matiere.

La simulation numérique commence réellement a avoir sa place pour certains procédés,
comme par exemple le forgeage. Les logiciels associés sont aujourd’hui accessibles pour les
entreprises, depuis les grandes sociétés nationales jusqu’aux PME. Cette avancée n’est ce-
pendant pas étendue aujourd’hui a tous les procédés. En particulier, les procédés mettant
en jeu de tres grandes déformations, des vitesses de déformation élevées, la séparation
de la matiere ou des déformations tres localisées (usinage, mise en forme grande vitesse,
procédés mettant en jeu du cisaillement adiabatique, etc.) sont associés a des difficultés
liées a I'identification des comportements, plus riches et plus complexes que pour les faibles
vitesses de déformation. Cette complexité est accompagnée de difficultés supplémentaires
de mise en ceuvre numérique dans les codes de calculs. Nous nous intéresserons dans
cette these a I'identification de ces difficultés, et a proposer des solutions alternatives aux
techniques les plus répandues dans les codes de calculs actuels.

La méthode des éléments finis, bien qu’employée dans la grande majorité des codes de
simulation industriels présente un certain nombre de limitations dans la simulation des
procédés, notamment lors des grandes transformations, de la localisation des phénomenes
comme c’est la cas pour la formation de bandes de cisaillement ou de fissures. La nécessité
de reconstruire un maillage, soit pour éviter la déformation des éléments, soit pour confor-
mer le maillage aux localisations ou aux fissures, entraine des cotits de calculs addition-
nels tres importants, ainsi que des problemes de robustesse, particulierement pour les
géométries tridimensionnelles complexes.

Depuis une dizaine d’années, de nouvelles méthodes numériques, alternatives a la
méthode des éléments finis, ont été développées. Celles-ci tendent toutes a contourner les
difficultés liées au maillage en construisant une partie ou la totalité de 'approximation
par d’autres approches que la discrétisation spatiale par éléments. Parmi ces méthodes, on
trouve les méthodes appelées méthodes sans maillage, la méthode de partition de ['unité
ou encore les méthodes de grilles fizes. Ces techniques ont prouvé leur efficacité dans
le traitement de problemes délicats a aborder par la méthode des éléments finis. Il de

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

plus intéressant de noter que les concepts méthodologiques et/ou mathématiques mis en
ceuvre dans ces approches (partition de I'unité, approximations « diffuses », ...) sont tres
ouverts et offrent de nouvelles perspectives pour la simulation numérique des phénomenes
complexes rencontrés dans les procédés « a haute énergie ».

L’objectif de cette these est de développer des outils numériques basés sur les concepts
cités précédemment afin de mettre au point un logiciel de simulation des procédés per-
mettant de surmonter certaines des difficultés liées a la méthode des éléments finis. La
technique proposée, baptisée méthode « C-NEM », est une extension de la méthode dite
des « éléments naturels » (NEM) [SUK 98], dont les améliorations permettent un traite-
ment plus simple pour I'analyse des procédés. Les différentes techniques présentées dans
cette étude étant originales, nous nous cantonnerons a des exemples d’application simples
permettant de mettre en évidence la qualité des résultats et 'adéquation de notre approche
a la simulation des procédés. Une partie des travaux contenus dans cette these a fait 'objet
de publications dans des revues internationales [ALF 04, YVO 03, YVO 04a, YVO 04b].

Pour 'exposé de notre approche et de nos principaux résultats nous procédons comme
suit. Dans le chapitre 2, les motivations de cette étude sont présentées. Les difficultés liées
a la méthode des éléments finis pour la simulation numérique des procédés sont détaillées
et une étude bibliographique sur les méthodes sans maillage est présentée. Cette derniere
met en parallele les avantages et les inconvénients des techniques existantes. Dans le
chapitre 3, la méthode des éléments naturels (NEM) est présentée. Une extension de la
méthode, permettant notamment de généraliser I'imposition directe des conditions aux
limites pour des géométries quelconques, ou encore I'introduction de discontinuités dans un
domaine, est proposée. La méthode est baptisée méthode des éléments naturels contraints
(C-NEM). Les aspects techniques liés a son extension au cas 3D sont discutés, et une
nouvelle technique est proposée pour diminuer les temps de calculs. Dans le chapitre
4, les potentialités de la méthode pour les problemes en grandes transformations avec
localisation sont présentées. Une formulation C-NEM en grandes transformations élasto-
plastiques est détaillée. Les avantages de la méthode dans le cadre du raffinement adaptatif
sont discutés. Enfin, le chapitre 5 regroupe des exemples numériques 2D et 3D visant a
valider les différentes techniques précédemment proposées.



Chapitre 2
Motivations

Les principales difficultés liées a D'utilisation de la méthode des
éléments finis dans la simulation des procédés, et motivant les
différents outils développés dans cette these, sont présentés ici. Une
étude bibliographique sur les méthodes sans maillage est donnée. Les
différents avantages et inconvénients de ces méthodes sont discutés,
et le choix d’'une méthode particuliere, la méthode des éléments na-
turels, est justifié.

2.1 Simulation des procédés et méthode des éléments
finis

2.1.1 Les problemes liés au remaillage en grandes transforma-
tions

La simulation numérique par la méthode des éléments finis [CIA 78] de nombreux
problemes physiques formulés en termes d’équations aux dérivées partielles nécessite,
dans une premiere étape, la construction d'un maillage du domaine étudié. Cette étape
est ensuite suivie de 'étape de calcul. Le maillage est, au travers de sa forme et de sa
répartition, un élément fondamental dont dépend la qualité des résultats numériques ob-
tenus [GEO 97].

Le développement constant des calculateurs permet aujourd’hui d’adapter ces méthodes
a la simulation des procédés de fabrication et de mise en forme des matériaux. Dans ce type
de simulation, le maillage éléments finis de départ « dégénere » généralement au cours
de I'analyse, ce qui influence considérablement les résultats. Parmi les inconvénients d’un
maillage de mauvaise qualité on trouve : I'imprécision des résultats et dans certains cas la
non convergence du calcul ou 'arrét total de la simulation a cause d’un élément a jacobien
nul (élément aplati) ou négatif (élément retourné). Ce probleme est rencontré notamment
avec les codes utilisant une description lagrangienne des équations de mouvement. Dans
de telles formulations, les particules appartenant initialement & un méme élément sont
contraintes a rester dans cet élément tout au long de sa déformation. Pour éviter la distor-
sion du maillage, il existe plusieurs démarches dont I'une des plus efficaces est le remaillage
total de la structure analysée. Cette démarche génere ainsi un nouveau maillage qui tend
a respecter tous les criteres de non-dégradation imposés, et adapté a la nouvelle géométrie
(configuration) de la structure. Cette opération est nécessaire quasiment a chaque pas de
temps dans certains problemes o les déformations sont importantes, entrainant des cotts
de calculs prohibitifs. Si les remailleurs adaptatifs automatiques sont aujourd’hui efficaces
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et robustes en 2D, le probleme reste ouvert pour des géométries complexes tridimension-
nelles, comme peuvent 1'étre les fissures ou les zones endommagées [LES 03]. De plus,
I'utilisation des éléments hexaédriques, préférables aux éléments tétraédriques pour des
raisons de qualité, est problématique dans la génération automatique des maillages 3D
(IMUL 02]).

Pour limiter la déformation des éléments et les remaillages trop fréquents, les approches
Arbitraires Lagrangien/Eulerien (ALE) ont été développées. Les méthodes ALE tendent
a combiner les avantages des formulations Lagrangienes et Euleriennes. Cependant, le
controle du mouvement du maillage par rapport a celui de la matiere, visant a minimiser
a la fois les effets de transport convectifs et la distorsion du maillage est délicate, parti-
culierement pour les géométries complexes [LIU 91, HU 93]. Le traitement numérique des
effets de transport convectif nécessite de plus des cotts de calcul supplémentaires.

Un autre inconvénient du remaillage (dans les approches non-ALE et lagrangiennes)
est la nécessité de projeter les différentes informations matérielles, qui étaient connues
aux différents points d’intégration de I’ancien maillage, vers les points d’intégration du
nouveau maillage. Cette opération est une partie importante du temps de calcul lié a
I'opération globale du remaillage [BAK 02] et entraine une dégradation de la solution due
a une diffusion numérique des données apres chaque transfert de champ [PER 99]. Une
description du transfert des déplacements ainsi que des variables d’histoire de 1’ancien
maillage vers le nouveau est décrite en détails dans [PER 99]. Une bibliographie sur les
différents aspects de cette technique peut étre trouvée dans [ORT 91, LEE 94, PER 96].
Nous revenons sur ce point plus en détails dans la section 4.2.3.

2.1.2 Raffinement adaptatif lors de localisation de la déformation

Le remaillage est également nécessaire pour obtenir une bonne adéquation du maillage
avec les exigences de la physique a simuler. Ainsi, on peut déterminer par le biais d’estima-
teurs d’erreur que dans certaines régions du domaine de calcul, le maillage est trop grossier
(ou trop fin). Dans le premier cas, la solution n’est pas capturée par la discrétisation trop
grossiere. Dans le deuxieme cas, le calcul est inutilement couteux. Le remaillage étant
un processus coliteux en temps de calcul, certains auteurs introduisent des criteres glo-
baux de qualité de maillage pour éviter de remailler continiiment la structure. Ici encore, le
probleme du remaillage, contraint par la nécessité de raffiner dans des zones tres localisées,
introduit des problemes de robustesse, et particulierement pour les géométries complexes
tridimensionnelles. Parmi les travaux récents concernant les méthodes de controle adap-
tatif, adaptation de maillage et estimation d’erreur, nous citons les références [PER 87,
ZIE 87b, JIN 90, ORT 91, DEB 96, BOR 98]. Nous trouvons des applications pratiques
de ces techniques aux procédés de mise en forme dans les articles [CHE 88, DYD 92,

MAR 95].

2.1.3 Guidage des bandes de cisaillement ou des fissures par les
arétes des éléments finis

En I'absence de raffinement adaptatif, ¢’est a dire pour un maillage initial donné, les
éléments finis ont tendance a propager les phénomenes localisés suivant la direction du
maillage, méme si celle-ci ne coincide pas avec la direction du phénomene. Ce probleme
intervient par exemple dans la simulation de la propagation des bandes de cisaillement
ou des fissures. Cette pathologie numérique est définie comme une dépendance entre la
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solution éléments finis et la structure de son maillage. Ainsi, pour un méme probleme phy-
sique, il est possible d’obtenir des solutions différentes, lorsque différents maillages sont
utilisés [LI 00]. Ce type de situation est par exemple illustré dans les simulations de ci-
saillage adiabatique par la méthode des éléments finis [NEE 88, ZHO 96]. Dans [TVE 88|,
les éléments classiques quadrilatéraux (CST4) en 2D et les éléments BST24 en 3D furent
utilisés par Tvergaard pour la simulation de localisation de déformation. Dans cet article,
le maillage est réalisé afin que les bandes de cisaillement se forment toujours le long des
bords des éléments. De ce fait, les bandes de cisaillement méme tres minces sont capturées
efficacement. La difficulté de ce genre de technique est qu’il est nécessaire de connaitre la
direction de I'orientation de la bande de cisaillement a priori. Ainsi, dans [ZHO 96|, I'étude
de la formation d'une bande de cisaillement adiabatique dans une éprouvette fissurée sou-
mise a un impact est étudiée par la méthode des éléments finis. Typiquement dans cette
étude, la bande se propage le long des arétes des éléments de maniere rectiligne, alors que
les résultats expérimentaux indiquent que dans ce type d’essai, la bande de cisaillement est
incurvée. On voit encore ici 'importance de ce probleme qui est uniquement numérique.
En général, les éléments CST4 et BST24 montrent une forte sensibilité a I’alignement des
éléments, si l'orientation réelle de la bande est oblique par rapport a la diagonale ou au
bord des éléments quadrilatéraux / hexaédrique. Des éléments spéciaux ont été congus
pour atténuer cette sensibilité non-désirée. Les éléments QR4 en 2D et BR8 avec un point
d’intégration en 3D, ont relativement peu de dépendance sur l'orientation spatiale de la
construction du maillage, si le quadrilatere est un carré, ou si 1’élément brique est un
cube, car ils possedent une isotropie relative importante dans ’espace. Ces éléments sont
tres simples et utiles en pratique, et sont utilisés dans plusieurs simulations avec succes
a la fois en 2D et en 3D (voir par exemple [WAN 98, ZBI 92]). Leurs capacité a capturer
les bandes courbes a été reporté dans [BAT 98]. Cependant, comme indiqué par Li et Liu
[LI 99], ces éléments ne peuvent se raffiner de maniere simple et ne sont pas adaptés au
maillage des géométries complexes. Une autre classe d’éléments sont les éléments discon-
tinus (singuliers), qui peuvent éliminer la sensibilité de 1'alignement du maillage pour un
maillage arbitraire et sont utilisés dans des formulation mixtes particulieres. En pratique,
ils sont difficiles a implémenter dans des situations telles que le régime de post-bifurcation
ou la matiere subit de fortes déformations [LI 99]. Dans cette perspective, les remedes
disponibles dans le cadre de la méthode des éléments finis pour remédier a la sensibilité
a ’alignement sont soit trop complexes, ou soit trop adaptés pour certaines situations, ce
qui empéche de les utiliser dans un cadre général (en l’absence de raffinement adaptatif).

2.1.4 Difficultés liées a la création de nouvelles surfaces libres

Dans certains procédés tels que 1'usinage ou le poingonnage, la découpe de la matiere,
qui se traduit par une séparation physique de celle—ci ainsi que par la création de nouvelles
surfaces libres, pose des problemes liés a un changement dans la topologie de la descrip-
tion du domaine. Plusieurs techniques ont été adoptées pour gérer ce type de difficulté.
Dans le cadre de la simulation de 1'usinage, en ’absence de raffinement adaptatif, il est
nécessaire de prévoir la séparation du maillage entre la piece et le copeau au passage de
la pointe de I'outil. La technique consiste alors a séparer deux nceuds le long dune ligne
directrice prédéfinie. Les faiblesses de ce type d’approches (assez anciennes) sont : (a) la
nécessité de définir un critere de séparation géométrique [SHI 95, ZHA 94| ou physique
dépendant généralement d'une valeur critique déterminées empiriquement a ’aide d’essais
[IWA 84] (parmi d’autres) ; (b) la nécessité de connaitre la ligne de séparation a priori, ce
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qui exclue les géométries complexes 3D. Si ces techniques permettent plus ou moins de
prédire les efforts de coupe, elles ne permettent en aucun cas d’avoir des informations sur
les contraintes résiduelles ou encore de prédire la morphologie du copeau. La deuxieme
approche consiste a remailler et a raffiner le maillage de manieére continue lors de la pro-
gression de I'outil dans la matiere. La séparation de celle-ci se fait donc naturellement, mais
I’approche nécessite une puissance de calcul supérieure. Les premiers modeles intégrant
un programme de remaillage adaptatif ont été réalisés par Sehkon et Chenot [SEK 93]
avec le logiciel "FORGE2”. Un des premiers travaux les plus aboutis pour la simulation
de la coupe a été réalisé par Marusich et Ortiz [MAR 95], ou les auteurs, par le biais d’'un
logiciel de remaillage en continu, parviennent a simuler les localisations de déformations
et de températures a l'origine du festonnement du copeau. Un critere de rupture permet
de prédire le fractionnement du copeau. Si le raffinement adaptatif est a notre avis essen-
tiel pour représenter les phénomenes localisés et le suivi de la séparation de la matiere,
I'opération de remaillage associée est délicate et cotuteuse. L’extension aux géométries
complexes tridimensionnelles est encore limitée. Une derniere technique permettant de
représenter la séparation de la matiere est la technique « element-kill » [ANS 94] dans
laquelle les éléments sont supprimés lorsqu’un critere de rupture, associé a la déformation
plastique cumulée ou a un modele d’endommagement est vérifié. Cette méthode doit étre
couplée a un logiciel de raffinement adaptatif afin d’assurer la conservation du volume
et permettre le suivi des fissures. Une fois encore, I'extension au cas 3D se heurte a des
complexités importantes liées au raffinement et remaillage adaptatif 3D [LES 03].

2.2 Les méthodes sans maillage

2.2.1 Généralités sur les méthodes sans maillage, historique

Depuis de nombreuses années, la méthode des éléments finis, la méthode des différences
finies, ou des volumes finis se sont imposées pour la résolution des équations aux dérivées
partielles décrivant les systemes physiques et mécaniques. Cependant, ces techniques
souffrent de limitations pour certaines classes de problemes comme nous l’avons évoqué
dans la section précédente. Ces inconvénients ont entrainé le développement, depuis
un certain nombre d’années, d'une nouvelle classe de méthodes appelées méthodes sans
maillage.

Dans toute méthode numérique de résolution des équations aux dérivées partielles, une
étape nécessaire est la recherche de la solution du probleme dans un espace fonctionnel de
dimension finie, en se basant généralement sur une discrétisation spatiale du domaine. Ceci
permet d’obtenir un nombre fini d’inconnues dans le probleme. Contrairement a I’approche
éléments finis dans laquelle 'approximation est liée aux éléments, dans les méthodes sans
maillage I"approximation est construite exclusivement a ’aide des données nodales. Ces
caractéristiques offrent de nombreux avantages comme nous le détaillerons dans la section
2.2.2. Méme si certaines approches sans maillage comme la C-NEM utilisent néanmoins
un maillage sous-jacent (pour définir les connectivités et réaliser une partition du domaine
pour 'intégration), celui-ci n’est pas utilisé pour construite I'interpolation, et sa qualité
n’influe donc pas sur la qualité des résultats. En contrepartie, un certain nombre de
difficultés apparaissent dans les méthodes sans maillage, comme nous le montrons dans
la section 2.2.3. Néanmoins, ces techniques semblent prometteuses pour remédier aux
difficultés rencontrées dans la méthode des éléments finis. Nous présentons ici un bref
historique des méthodes sans maillage les plus utilisées.
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Bien que l'origine des méthodes sans maillage remonte a la fin des années soixante-
dix, D'effort de recherche consacré a ce theme jusqu’au début des années 90 est resté
tres faible. Les méthodes sans maillage furent initiées en 1977 avec la méthode Smooth
Particle Hydrodynamics (SPH) [LUC 77|, qui fut créée a l'origine pour la simulation
des phénomenes astrophysiques non bornés tels que l'explosion des étoiles ou encore
les mouvements dans les nuages de poussiere. Le nombre de publications concernant
cette méthode fut alors modeste et seules quelques améliorations furent apportées a cette
période [MON 82, MON 88|, sans réelles études concernant la qualité de la solution obte-
nue pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Plus tard, Swegle, Hicks and
Attaway [ATT 94] ont montré I'origine de certains problémes numériques de la méthode,
tels que le phénomene d’instabilité sur les bords libres (tensile instability) et ont pro-
posé d’inclure une viscosité artificielle pour stabiliser le phénomene. Johnson et Beissel
[JOH 96] ont proposé une technique pour améliorer le calcul des contraintes. L’avancée la
plus notable fut I'introduction d’une fonction de correction dans le noyau d’approximation
par Liu et al. [LIU 95] pour pouvoir obtenir la consistance linéaire (voir chapitre suivant
pour la définition) ou d’ordre supérieure. Liu et al. ont également étendu la méthode
aux formulations variationnelles, alors que la méthode SPH est une méthode de type
collocation. L’introduction d’une fonction de correction dans le noyau d’approximation
des méthodes SPH a donné naissance a la méthode Reproducing Kernel Particle Method
(RKPM) [LIU 95].

Partant d’une idée différente, Nayroles, Thouzot et Villon [NAY 92| ont proposé d’uti-
liser une approximation de type moindres carrés mobiles dans un schéma de discrétisation
de type Galerkin. La méthode fut alors baptisée méthode des éléments diffus. La tech-
nique dite Element Free galerkin (EFG) [BEL 94| proposée par Belytschko et al. est une
modification de la méthode des éléments diffus dans laquelle les dérivées des fonctions
de forme sont calculées exactement (il faut souligner cependant que les dérivées au sens
diffus sont plus simples a calculer et convergent vers les dérivées exactes). Cette classe de
méthodes est convergente et stable, mais plus cotiteuse que la méthode SPH.

Plus récemment une avancée dans la compréhension théorique de ces méthodes a été
fournie grace aux travaux de Duarte et Oden [DUA 96| et de Babuska et Melenk [BAB 96].
Ces auteurs ont montré que lorsque les fonctions de forme ¢; d'un schéma d’approximation
formant une partition de l'unité (3", ¢; = 1), il est alors possible d’enrichir ces fonctions
de forme avec d’autres fonctions quelconques, reproduites alors exactement par le schéma
d’approximation. Ces auteurs ainsi que Liu et al. [LIU 95] furent également les premiers
a prouver la convergence de cette classe de méthodes.

Les avantages et inconvénients de ces méthodes ont été discutés et comparés par
Belytschko et al. [BEL 96b, BEL 95|, Liu et al. [LIU 95, LIU 95, LIU 96a/, et dans le cas
de quelques probléemes non linéaires par Chen et al. [CHE 97]. Belytschko a également
montré dans [BEL 96|, que les méthodes sans maillage basées sur les moindres carrées
mobiles (EFG, RKPM) construisent des approximations strictement identiques.

D’autres approches ont été proposées comme la méthode des différences finies généra-
lisées, pouvant etre appliquées pour des nuages de nceuds quelconques. Une des contribu-
tions les plus anciennes fut proposée par Perrone et Kao (1975) [PER 75|, mais la plus
robuste de ces méthodes fut développée dans les années 80 par Liszka et Orkisz (1980)
[LIS 80]. Récemment, les améliorations apportées a ces méthodes les rapprochent de plus
en plus des méthodes de type moindre carrés mobiles et de type partition de I'unité. Breit-
kopf et al. ont amélioré la convergence de ce type de méthodes (consistance quadratique)
par le biais d'une double grille pour construire 'approximation [BRE 00].
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Une méthode sans maillage basée sur des principes totalement différents a émergé tres
récemment sous le nom de méthode des éléments naturels [SUK 98, SAM 95, CUE 03].
Cette technique utilise des fonctions de forme tres particulieres, basées sur les construc-
tions géométriques telles que le diagramme de Voronoi et la triangulation de Delaunay.
Nous détaillerons cette méthode dans la partie 3.1. Cette technique, comme nous le mon-
trerons par la suite, offre presque tous les avantages des méthodes sans maillage, mais
en éliminant un grand nombre d’inconvénients. De plus, les fonctions de forme, bien que
construites uniquement a partir des nceuds, deviennent linéaires sur les bords du domaine,
ce qui permet de les substituer directement aux fonctions de forme éléments finis (dans le
cas des éléments finis linéaires) dans un code de calcul congu au départ sur la base d'une
interpolation éléments finis.

2.2.2 Avantages des méthodes sans maillage

(i) A notre avis, le principal avantage des méthodes sans maillage dans la simulation
des procédés est la possibilité de traiter plus facilement les problemes en grandes transfor-
mations que dans la méthode des éléments finis. Les performances des méthodes meshless
sont expliquées par les facteurs suivants : (a) dans les formulations lagrangiennes, totales,
Iopérateur gradient de la transformation calculé en un point d’intégration est construit
sur la base d’un voisinage de noeuds généralement plus important que les seuls noeuds de
I’élément dans la MEF. Ainsi, la matrice jacobienne associée ne deviendra singuliere que
pour des distortions beaucoup plus importantes du voisinage [LI 00]; (b) la qualité de la
solution est beaucoup moins sensible a la position relative des noeuds, autorisant, dans les
formulations lagrangiennes actualisées, de construire la solution a partir de positions re-
latives entre les nceuds interdites dans la méthode des éléments finis; (c) la non-nécessité
de construire un maillage pour la construction de I'approximation permet de traiter des
domaines de géométries complexes, en 2D et en 3D, en utilisant seulement le nuage de
nocuds [MAR 04].

(ii) Un autre avantage majeur des méthodes sans maillage est la possibilité d’insérer,
ou de retirer des noeuds tres facilement, la position relative des nceuds entre eux étant tres
peu influente sur la qualité de la solution. Ce point, qui sera plus détaillé dans la partie
4.2, est particulierement attrayant pour définir des stratégies de raffinement adaptatif,
pour les problemes présentant de la localisation.

(iii) Les fonctions de forme meshless sont généralement tres isotropes, et réduisent
considérablement le probleme de la dépendance entre la direction des bandes de cisaille-
ment ou des fissures et la direction du maillage. Une illustration de cette propriété peut
étre trouvée dans [LI 99] ou dans [LI 02], dans lequel la propagation de bandes de cisaille-
ment courbes est simulée numériquement grace a la méthode RKPM.

(iv) Enfin, le support relativement large des fonctions de forme de type moindres
carrées mobiles permet de remédier a un certain degré aux problemes de blocages ren-
contrés dans les problemes d’incompressibilité. Dans [LI 00], Li et al. conduisent une simu-
lation en grandes déformations avec une formulation en déplacements sans introduire de
traitement spécifique pour les problemes liés a 'incompressibilité plastique. Dans [LI 00],
de la méme fagon, les problemes de volumetric locking et de shear locking rencontrés dans
la méthodes des éléments finis ne sont pas rencontrés avec 1'utilisation des méthodes me-
shless. Jusqu’a une certaine période, il a été affirmé que les méthodes sans maillage ne
souffraient pas de problemes de blocage. Cela a depuis été démenti. En effet, lorsqu’un
support de fonction de forme moins large et utilisé (pour des raisons de cott et de qua-
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lité), les problemes de blocage réapparaissent. Méme si les difficultés sont moindres, elles
subsistent donc dans le cas général. Ces aspects sont discutés dans [DOL 99] et [DE 01].

2.2.3 Inconvénients des méthodes sans maillage

(i) Le principal défaut de la plupart des méthodes sans maillage ”classiques” (SPH,
RKPM, DEM, EFG) est la difficulté liée a I'imposition des conditions aux limites. En
effet, pour pouvoir imposer les conditions aux limites de type Dirichelt de maniere di-
recte comme dans la méthode des éléments finis, il est nécessaire (a) que l'approxima-
tion construite passe par les valeurs nodales (interpolation stricte) et (b) que l'influence
des noeuds intérieurs s’annule sur le bord du domaine. Or la fonction d’approximation
construite pas les méthodes sans maillage les plus répandues ne vérifient aucune de ces
deux conditions. Ce probleme a donné lieu a un tres grand nombre de publications pro-
posant différentes techniques pour imposer les conditions aux limites dans les méthodes
sans maillage les plus utilisées. Parmi elles, on trouve : la méthode du multiplicateur
de Lagrange [BEL 94|, la méthode de transformation [CHE 97], 'approche basée sur le
principe de D’Alembert [GUN 97], I'introduction de fonctions poids singulieres [KAL 97,
une méthode de pénalité [ZHU 98] et une méthode de transformation mixte [CHE 98].
Plus récemment, Chen et al. ont proposé une technique permettant de rendre les fonc-
tions de forme RKPM interpolantes [CHE 04]. Bien qu’efficaces, ces techniques entrainent
des couts supplémentaires, et rendent difficiles les approches de type Lagrangien actua-
lisé, pour lesquelles les conditions aux limites sont imposées sur la configuration actuelle.
Une autre technique, rapidement abandonnée, fut le couplage des méthodes sans maillage
avec une bande d’éléments finis sur le bord du domaine, l'intérieur du domaine étant
discrétisé par une approche sans maillage [ATT 94]. Cette technique entraine évidemment
la réapparition de tous les problemes liés au maillage.

(ii) Le second inconvénient est lié a I'intégration numérique. En effet, dans la majo-
rité des cas, les fonctions de forme meshless ne sont pas polynomiales mais rationnelles,
ce qui rend les schémas d’intégration de type Gauss non-optimaux. Dolbow et Belyt-
schko [DOL 99] ont prouvé que des schémas d’intégration tres fins sont nécessaires pour
minimiser 'erreur due a la non-coincidence entre le support des fonctions de forme et
les cellules d’intégration, entrainant des cotits de calcul excessifs a cause d’un nombre
de points d’'intégration nécessaire tres important. Chen et al. [CHE 01] ont montré qu’a
I'opposé, une intégration nodale directe, entraine des instabilités numériques la rendant
inutilisable. Des solutions ont depuis été proposées pour remédier a cette difficulté. Nous
revenons sur celles-ci dans la section 3.2.8.

(iii) Un autre inconvénient de ces techniques est lié au support des fonctions de forme.
Dans la plupart de ces approches, le support, ou domaine d’influence d’un noeud est défini
par une sphere ou un parallélépipede centré sur le nceud. Comme il en est discuté dans
Liu et al. dans [LIU 95, LIU 95, LIU 96al, ce support doit couvrir un nombre suffisant de
particules pour que la méthode soit stable et donc étre suffisamment large. Au contraire,
un support trop large entraine des cotits de calcul plus importants et une qualité fortement
dégradée. Les conditions nécessaires pour garantir la stabilité de ces méthodes et pouvoir
assurer la reproduction des fonctions présentes dans la base sont données dans [LIU 95,
LIU 95] et [LIU 95¢|, respectivement. L’utilisation d’un support fixe dans les problemes
ou le nuage de nceuds subit de fortes distorsions peut entrainer I'instabilité de la méthode.
le réajustement continu de la taille du support au cours de la simulation peut permettre
d’éviter ce probleme mais entraine des problemes de robustesse, le choix de la taille du
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F1G. 2.1 — Support et fonction poids associée aux fonctions de forme moindres carrés
mobiles.

support par rapport a la densité locale n’étant pas un probleme trivial. Enfin ce probleme
limite fortement, comme il en est discuté dans [LEE 03a], 'application de ces méthodes
dans les problemes de raffinement adaptatif, pour lesquels la densité nodale est fortement
hétérogene en différentes régions du domaine ou encore pour les problemes ou la matiere
se sépare, comme c’est le cas dans la simulation de I'usinage.

(iv) Dans la plupart des méthodes sans maillage, des difficultés apparaissent pour
des géométries non convexes, comme par exemple la présence d’'un bord concave, d'une
cavité ou d’'une fissure, comme cela a été montré précédemment par Hegen [HEG 94]
et Belytschko, Krongauz et al. [BEL 95]. Le probleme essentiel lors de la présence de
bords non-convexes est lié une fois encore a la définition du support des fonctions de
forme (domaine d’influence d'un nceuds). Le probleme vient essentiellement des influences
mutuelles pouvant intervenir entre nceuds non voisins directement (de part et d’autre
d’une fissure, par exemple), mais pourtant présents dans le support lié & un neeud. La
technique dite du critere de visibilité introduite par Belytschko, Lu et Gu [BEL 94|, et
Krysl et Belytschko [KRY 96], permet de supprimer les influences mutuelles entre nceuds
présents de part et d’autres d’une fissure ou le long des bords non convexes. Cependant,
comme cela est discuté dans [BEL 96], le fait de couper un support circulaire introduit
des discontinuités parasites en pointe de fissure, pénalisant alors fortement la qualité
de la solution lors de l'extraction, par exemple, des facteurs d’intensité de contraintes
[LEM 90]. Bien que des techniques aient été proposées pour limiter le probleme [BEL 96],
un traitement cotiteux additionnel doit étre pris en compte. De plus les techniques décrites
ne peuvent étre étendues facilement au cas 3D.

Ces différents inconvénients ont largement contribué a un déclin de l'utilisation des
méthodes de type moindre carrés mobiles depuis quelques années. Comme nous le verrons
par la suite, I'utilisation de la méthode des éléments naturels et de ses différentes modifi-
cations proposées dans cette these permet de supprimer une grande partie des problemes
cités ci-dessus. En effet, les fonctions de forme particulieres utilisées dans la NEM contri-
buent a éliminer une partie des problemes cités. De plus nous verrons que la méthode
partage beaucoup de caractéristiques avec la méthode des éléments finis, en conservant
une partie des avantages des méthodes sans maillage, permettant une mise en ceuvre plus
aisée dans la perspective de la conception d’un code de calcul pour la mise en forme des
procédés.
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2.2.4 Applications des méthodes sans maillage

Malgré les difficultés citées ci-dessus, les méthodes sans maillage ont été utilisées
avec succes dans un tres grand nombre d’applications ou l'utilisation de la méthode
des éléments finis est limitée par les problemes de remaillage incluant, de maniere non-
exhaustive : I’étude de la fissuration statique et la propagation des fissures non-coinci-
dentes avec le maillage [FLE 97, BEL 96, RAO 02, CHE 02, BEL 99] I'analyse des matériaux
hyperelastiques en tres grandes déformations [CHE 01, CHE 96b], la mise en forme des
matériaux métalliques élastoplastiques en grandes déformations [CHE 98b, CHE 98, CHE 96b,
YOO 02, CHE 98¢, les problemes de grandes déformations dynamiques [DAN 00, LI 01],
la propagation des bandes de cisaillement [LIU 99, LI 00, LI 02], apparition de plis dans
I'emboutissage des toles [LU 04], la fissuration ductile avec endommagement [HAO 00],
le traitement de problemes d’interaction fluide-structure dans lesquels une formulation
lagrangienne est utilisée pour décrire le mouvement du fluide [IDE 03], I'injection des
polymeres [MAR 04], la simulation de I'usinage [CHI 04] (voir figure 5.47) ou encore 'ex-
trusion des métaux [ALF 04].

2.3 Conclusion

La simulation des procédés de mise en forme est généralement caractérisée par des
modeles de géométries complexes, pouvant fortement évoluer si de grandes transforma-
tions interviennent, avec d’éventuelles discontinuités matérielles. Face a ces difficultés,
la génération automatique des maillages dans le cadre de la méthode des éléments fi-
nis se heurte toujours aujourd’hui au cas des géométries complexes tridimensionnelles,
spécialement dans le cas ou des éléments hexaédriques sont utilisés, leur qualité étant
meilleure que celle des éléments tétraédriques. Les méthodes sans maillage, développées
depuis maintenant une dizaine d’années, permettent d’éviter de construire la solution a
partir d'un maillage d’éléments, en prenant seulement en compte le nuage de nceuds.
la majorité des méthodes sans maillage est cependant associée a des temps de calcul
beaucoup plus importants que dans le cadre de la MEF, et de difficultés dans I'impo-
sition des conditions aux limites. Malgré ces problemes, les méthodes meshless ont été
appliquées avec succes dans de nombreuses simulations de procédés tres difficiles a traiter
par la méthode des éléments finis. Dans la partie suivante, nous présentons une méthode
différente, la méthode des éléments naturels contraints, permettant de réduire les diffi-
cultés associées aux méthodes sans maillage habituelles tout en conservant les principaux
avantages.
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Chapitre 3

Méthode C-NEM

De par ses propriétés, la méthode des éléments naturels (NEM),
contourne la plupart des difficultés bien connues dans la majorité des
méthode sans maillage, telles que I'imposition des conditions aux li-
mites de type Dirichlet ou le réglage de la taille du support définissant
le schéma local d’interpolation. Cependant, la NEM est limitée dans
les applications pratiques aux domaines de géométries strictement
convexes. Pour remédier a ce probleme, nous proposons une exten-
sion de la méthode, baptisée méthode des éléments naturels contraints
(C-NEM), pouvant étre appliquée aux domaines de géométrie quel-
conque. De plus par cette technique, le traitement des discontinuités
matérielles est trivial. L’extension des méthodes de type voisins natu-
rels (NEM, C-NEM) en 3D se heurte a une grande complexité liée au
calcul des fonctions de forme, basé sur des constructions géométriques
complexes. Afin de réduire les temps de calcul et de faciliter la mise
en ceuvre, nous proposons a la fin de ce chapitre une méthode hybride
utilisant les caractéristiques des méthodes NEM, avec la méthodologie
des méthodes de type moindres carrés mobiles.

3.1 La méthode des éléments naturels

3.1.1 Diagramme de Voronoi et voisins naturels

Les notions de voisins naturels et d’interpolation basée sur les éléments naturels ont
été introduites par Sibson [SIB 80] pour réaliser des interpolations a partir d’ensembles
de points tres irréguliers. Cette interpolation est basée sur les constructions géométriques
connues sous le nom de diagramme de Voronoi et de triangulation de Delaunay. Le concept
de diagramme de Voronoi a été introduit a l'origine par les mathématiciens (Dirichlet,
1850 ; Voronoi, 1908) [VOR 08] et plus tard appliqué dans de nombreux domaines scien-
tifiques. Le diagramme de Voronoi est défini de la maniere suivante : un diagramme de
Voronoi d'un ensemble de points dans R divise I'espace de dimension m en régions Tj,
chacune associée a un neeud n;, telles que tout point a I'intérieur d’une de ces régions soit
plus proche du noeud définissant la cellule que de n'importe quel autre noeud. Un exemple
de diagramme de Voronoi dans le cas 2D est présenté dans la figure 3.1

Le diagramme de Voronoi est unique pour un ensemble de points donné. Il réalise une
partition de I’espace et peut étre étendu a n’importe quelle dimension. Le diagramme de
Voronoi est formellement défini par :

19
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F1G. 3.1 — (a) Diagramme de Voronol d'un ensemble de points dans le plan; (b) triangu-
lation de Delaunay associée et cercle circonscrit a un triangle.

T, ={xe R dxx;) <dxx;),Vj#i}, Vi (3.1)

ou T; est une cellule de Voronoi associée a un noeud n;, x est la position d'un point
quelconque z, x; définit les coordonnées du nceud n;, et d(x,x;) est la distance entre le
noeud n; et un point x.

En reliant les nceuds partageant une face de cellule de Voronoi commune, on obtient
la triangulation de Delaunay (introduite par Voronoi (1908) [VOR 08] et étendue par
Delaunay (1934) [DEL 34]) (voir figure 3.1 (b)). Les cercles circonscrits aux triangles de
Delaunay ont la propriété de ne contenir aucun noeud. Les cellules de Voronoi 7; sont des
polygones (polyedres en 3D) strictement convexes, et non bornés pour les noeuds présents
sur I'enveloppe convexe du domaine. Enfin les sommets des cellules de Voronoi sont les
orthocentres des triangles de Delaunay, centres des cercles circonscrits a ces triangles. Ces
définitions se généralisent en 3D (les triangles sont alors des tétraedres, les cercles des
spheres, et les polygones de Voronoi des polyedres).

Les voisins naturels d'un noeud sont les nceuds associés aux cellules de Voronoi voisines,
ou encore qui sont connectés au nceud par une aréte d'un triangle (tétraedre en 3D) de
Delaunay. On peut remarquer que dans tous les cas, méme lorsque la disposition des
noeuds est irréguliere, que la distance entre nocuds est importante dans certaines zones
ou encore que la distribution nodale est fortement anisotrope, que I'ensemble des voisins
naturels d’un nceud représente toujours le meilleur choix possible de noeuds voisins . Ces
noeuds sont donc de bons candidats pour définir un schéma d’interpolation locale.

3.1.2 Fonctions de forme éléments naturels

Les fonctions de forme éléments naturels ont été introduites par Sibson [SIB 80] pour
construire une interpolation a partir de nuages de nceuds quelconques. Les concepts de
voisin le plus proche et de voisins naturels sont associés aux cellules de Voronoi décrites
précédemment, appelées encore cellules du premier ordre. Par extension, on peut définir
des cellules de Voronoi d’ordre supérieur (a l'ordre k, k > 1). Le cas de l'ordre 2 a un
intérét particulier. Une cellule de Voronoi du second ordre T;; est associée a un couple
de neeuds (k nceuds pour l'ordre k), telle que Tj; est la zone dans laquelle tout point z a
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°
=3

<

F1a. 3.2 — Calcul des fonctions de forme de Sibson (a gauche) et de Laplace (a droite).

pour plus proche voisin le noeud n; et pour deuxiéme voisin le plus proche le nceud n;. La
cellule du second ordre T;; est définie formellement par [SIB 80] :

Ty ={xeR":d(x,x;) < d(x,x;) <d(x,x3,) Vk #i, Vk # j, i # j} (3.2)

Si 'on considere I'exemple 2D de la figure 3.2, la cellule du premier ordre 7). associée
au point z est le polygone (bcef) et la cellule du second ordre T; associée au point x et
au noeud n; est le polygone (abed).

Pour calculer la valeur de l'interpolation en un point x, on construit la cellule de Vo-
ronol associée au point x dans le diagramme de Voronoi du nuage de points. L’expression
des fonctions de forme est donnée ci-dessous.

Fonctions de forme de Sibson

Soit K, une mesure de Lebesgue (longueur en 1D, aire en 2D, volume en 3D) de la
cellule du premier ordre T}, et x,; la mesure de Lebesgue de la cellule du second ordre T;.
La fonction de forme calculée au point z associé au nceud n; est défini comme le rapport
entre Kg; et Ky, soit :

K =
dilx) = = 2; (3:3)

Si 'on considere 'exemple 2D de la figure 3.2 (gauche), la fonction de forme calculée
en x et associée au noeud n; est donnée par :

~ Aire(abed)

bilx) = Aire(bcef)

(3.4)

Fonctions de forme de Laplace (ou non-Sibsoniennes)

Il existe d’autres fonctions de forme similaires de type éléments naturels, appelées
fonctions de forme de Laplace ou fonctions de forme non-Sibsoniennes [BEL 97]. Soit f;
la mesure de Lebesgue de la face de Voronoi (longueur en 2D, aire en 3D) séparant le
point 2 du noeud n; et d; la distance euclidienne entre x et n; (voir fig. (3.2, droite)). Les
fonctions de forme sont alors données par I’expression suivante :
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a;(x) = % (3.5)

a;(x)
Z;'L:I a;(x)’

ou n est le nombre de voisins naturels. Les fonctions de forme de Laplace sont moins
couteuses a calculer que les fonctions de forme de Sibson, car elles ne nécessitent que
I'évaluation de longueurs (aires en 3D), alors que les fonctions de forme de Sibson nécessitent
I'évaluation des aires (volumes en 3D) des intersections entre cellules de Voronoi. Cepen-
dant, les fonctions de forme de Laplace posseédent seulement une continuité C° sur les
cercles de Delaunay alors que les fonctions de Sibson sont C!' sur ces mémes cercles.

¢i(x) =

Autres fonctions de forme basées sur les voisins naturels

Hiyoshi et Sugihara [HIY 02] ont généralisé la définition des fonctions de forme de type
voisins naturels. De cette maniere, il est possible de construire une famille de fonctions de
forme appelées « coordonnées standard a 'ordre k », les fonctions de forme obtenues a
'ordre k possedent une continuité C° au nceuds, une continuité C* sur les cercles (spheres
en 3D) de Delaunay, et une continuité C'* partout ailleurs. Les fonctions de forme de
Sibson et de Laplace sont les deux premieres classes de coordonnées standard, d’ordre 1
et 0, respectivement. Chaque amélioration de la continuité sur les cercles de Delaunay
(augmentation de 'ordre k), est accompagnée d’une augmentation considérable du temps
de calcul associé a chaque fonction de forme.

Dans le chapitre 3.3.2, nous proposons de nouvelles fonctions de forme basées sur les
voisins naturels, mais non basées sur des constructions géométriques de type Voronoi, afin
de faciliter la mise en ceuvre et de diminuer les temps de calcul dans le cas 3D.

Dérivées des fonctions de forme

Piper [PIP 93] a donné une expression exacte des dérivées des fonctions de forme de
Sibson. Si l'on réécrit 1'expression des fonctions de forme comme :

w;

¢i(x) = ST w0 (3.6)

J

ol w; est le poids défini dans I'Eq. 3.3 et n est le nombre de voisins naturels, I'expression
du gradient Vw; est donnée par :

_fi
d;
avec f; la longueur (aire en 3D) de la face de Voronoi entre x et n;, d; la distance entre
x et n;, et ¢; les coordonnées du centre de gravité de la face de Voronoi entre = et n;.

L’expression du gradient de la fonction de forme de Sibson calculée en x et associée au
noeud n; est alors donnée par :

Vw3 wy) — w35, Vwg)
(D 5=y ws)?
On remarque que 'expression des fonctions de forme de Laplace possede des similarités

avec l'expression des dérivées des poids de Sibson donnée dans I'équation 3.7. Les dérivées
d’ordre supérieur peuvent étre obtenues par différences finies autour du point x.

Vw; (ci —x) (3.7)

Vi (3.8)
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Fia. 3.3 — Comparaison entre supports éléments naturels et moindres carrés mobiles.

3.1.3 Support des fonctions de forme éléments naturels

Toutes les fonctions de forme de type éléments naturels citées précédemment possedent
un support (domaine d’influence) défini comme d’union des n cercles (spheres en 3D)
passant par les sommets des triangles (tétraedres en 3D) de Delaunay contenant le nceud
n;. Ce support est local (compact) et est automatiquement défini par le voisinage d’un
noeud n;, aucun parametre associé a sa taille n’est impliqué, contrairement au support
des fonctions de forme de type moindre carrés mobile ou RKPM. Ce support représente
toujours le meilleur voisinage, méme lorsque la distribution relative des nceuds est for-
tement irréguliere ou anisotrope. Une comparaison entre les supports NEM et moindres
carrés mobiles est donnée dans la figure 3.3

Interpolation NEM

Braun et Sambridge [SAM 95] ont été les premiers a appliquer les fonctions de forme
de Sibson dans un schéma d’approximation de type Galerkin pour résoudre des équations
aux dérivées partielles dans lequel les fonctions d’approximation et les fonctions test sont
toutes deux évaluées par les fonctions de forme de Sibson. Ces auteurs ont nommé cette
méthode la méthode des éléments naturels (Natural Element Method). Par la suite, nous
désignerons cette méthode sous le sigle NEM.

Ainsi, l'interpolation d'une fonction quelconque u(x) (scalaire, vectorielle...) est
donnée par :

u'(x) = Z di(x)u (3.9)

ounw; (1 € [1,...,n]) représente u(x;) (x; sont les coordonnées du noeud n;), n est le
nombre de voisins naturels du point x, et ¢;(x) est la fonction de forme associée au noeud
n; et donnée par I’ Eq. (3.4) ou (3.5).

Sukumar a montré dans [SUK 98] que dans le cas 1D, les fonctions de forme NEM
coincident avec les fonctions de forme linéaires éléments finis. Dans le cas 2D, si un point a
trois voisins, alors les fonctions de forme sont exactement les coordonnées barycentriques
du point dans le triangle, et coincident avec les fonctions de forme éléments finis linéaires.
Si le point a quatre voisins, 'interpolation NEM correspond a l'interpolation bi-linéaire
sur les éléments EF quadrangulaires. L’interpolation NEM continue a étre définie pour
un nombre de voisins quelconque.
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3.1.4 Propriétés de 'interpolation élément naturels

Dans cette section, les principales propriétés des fonctions de forme éléments naturels
sont brievement passées en revue. Le lecteur intéressé peut se reporter aux travaux de
Sukumar [SUK 98] pour plus de détails.

La propriété du delta de Kroenecker

Les fonctions de forme NEM partagent la propriété suivante avec les fonctions de forme
éléments finis :

¢i(x;) = i (3.10)

Ce qui implique u”(x;) = u;. Ainsi, avec la propriété de linéarité de I'interpolation sur
les bords convexes (voir ci dessous), I'imposition directe des conditions aux limites de type
Dirichlet (déplacements, températures. . .) est direct pour les nceuds concernés, ce qui est
une des principales difficultés rencontrées dans les méthodes sans maillage habituelles.

La partition de I'unité

Par construction nous avons la relation suivante :

D ilx) =1, ¥x e (3.11)
i=1

Cette propriété assure la reproduction des champs constants, mais autorise surtout
I’enrichissement de ces fonctions de forme avec n’importe quelle autre fonction dans le
cadre de la partition de 'unité proposée par Melenk et Babuska [BAB 96].

Consistance linéaire

Sibson [SIB 80], Piper [PIP 93] et Hiyoshi et Sugihara [HIY 02] ont démontré que les
fonctions de forme NEM possedent par construction la consistance linéaire, c¢’est-a-dire :

X = Z hi(X)x; (3.12)

ce qui implique qu’avec I’'Eq. (3.11), les fonctions de forme NEM peuvent reproduire
exactement l'espace des champs linéaires.

Linéarité sur les bords convexes

Les fonctions de forme NEM sont les seules fonctions de forme meshless strictement
linéaires sur les bords convexes du domaine. Nous reprenons ici pour le cas bidimensionnel
la démonstration faite par Sukumar [SUK 98] de cette propriété. Soit un domaine convexe
2 modélisé par un ensemble de nceud N et dont le bord 9€2 de 'enveloppe convexe CH (N)
est discrétisé par un ensemble de segments linéaires. Sur le bord du domaine convexe, la
fonction d’approximation u”(x) est strictement linaire entre deux nceuds appartenant a
un segment du bord. On cherche & évaluer la fonction d’approximation u"(¢) au point
¢ le long de I'aréte ni—ngy (voir fig 3.4). Comme on le voit sur cette figure, le point £ a
quatre voisins, car la cellule du premier ordre 7, paratge des faces avec les noeuds ny, no,
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L | n2 n3

F1G. 3.4 — Linéarité des fonctions de forme NEM sur les bords.

nsz et ny. Nous utilisons un systeme de coordonnées locales £ le long de 'aréte ny; — no
telle que £ = 0 au noeud ny et & = 1 au neeud ny. Par définition, les fonctions de forme
sont données dans ce cas par :

¢i(§) = Ai(§)/A(E) (3.13)

Ou A() = > Ai(§). Les cellules de Voronoi des nceuds du bord convexe sont non
bornées. Nous pouvons alors exprimer Ay, Ay, Az, A4 comme suit :

A(&) = L& + 61, As(§) = L& + 62
Ag(@ =03, A4(§) =04

Oué; = (1-¢)/2,& = (£)/2 et 01, 02, 93 et d4 sont finies. Par exemple, sur la figure 3.4,
3 est donnée par 'aire du triangle A.. En utilisant ’'Eq. (3.13), nous pouvons écrire :

(3.14)

L(1—§)+251

L—o00 L+251<|[>§52~;253+254
; +202

le L+201+2624+203+204

) =
i L= - (3.15)
) =

P2(§
¢3(¢

[I//i/’ZLo L+261 +25§+253 +204
204

le I T251 125,205+ 204

2113

En prenant la limite L — oo dans les équations précédentes, on obtient : ¢1(§) = 1—¢,
$2(&) =&, d3(&) = ¢4(€) = 0. Ainsi, le long de I'aréte ny —no, seules les fonctions de forme
associées aux noeuds n; et ny sont non-nulles. Ce résultat est valable pour un nombre de
voisins quelconque. En utilisant I'équation précédente, la fonction d’approximation est
bien linéaire et s’écrit :

u'(§) = (1 = + Euy (3.16)

Associée a la propriété donnée par I’'Eq. (3.10), on peut remarquer que bien qu’étant de
continuité C'* a l'intérieur du domaine (sauf sur les cercles de Delaunay et aux noeuds), les
fonctions de forme NEM dégénerent en fonctions de forme linéaires sur les bords convexes
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Fia. 3.5 — Influences entre nocuds sur les bords non convexes.

du domaine, permettant alors de les susbstituer directement aux fonctions de forme EF
linéaire dans un code de calcul, par opposition a la vaste majorité des fonctions de forme
meshless. Cette propriété est valable en 3D, les fonctions de forme sont alors bilinéaires sur
les facettes triangulaires définissant le bord du domaine convexe. Si les facettes sont co-
planaires, I'interpolation sur le bord est une interpolation NEM 2D dépendant du nombre
de voisins du point. Nous verrons par la suite comment étendre cette propriété aux bords
NON-CONVexes.

3.2 La méthode C-NEM

3.2.1 Les problemes liés a I’'imposition des conditions aux limites
sur les bords non-convexes

Les fonctions de forme NEM étant construites sur la base du diagramme de Voronof et
de la triangulation de Delaunay, des problemes apparaissent si des domaines de géométries
non-convexes sont considérés. En effet le diagramme de Voronoi et la triangulation de
Delaunay remplissent completement ’enveloppe convexe formée par les nceuds, et ne
prennent pas en compte la frontiere réelle du domaine qui peut étre non-convexe.

Ainsi, sur les bords des domaines non-convexes, certaines cellules de Voronoi peuvent
partager une facette et devenir des voisins naturels. Dans cette situation, la propriété de
linéarité des fonctions de forme sur les bords n’est plus valide. Pour illustrer ce probleme,
nous considérons le domaine non-convexe représenté sur la figure 3.5, Ot un point x est
introduit. Afin de calculer I'interpolation en ce point une nouvelle cellule de Voronoi est
créée, tandis que les cellules relatives aux noeuds voisins du point x sont modifiées. Sur
la figure 3.5 (gauche) la nouvelle cellule de Voronoi partage des faces avec les cellules
associées aux nceuds nq, no, n3 et ny, qui deviennent ainsi des voisins naturels du point
x. Cependant, afin d’imposer les conditions aux limites de type Dirichlet au point x il est
a la fois nécessaire que la fonction de forme associée au nceud ng s’annule au point x et
que l'influence du neceud ny sur le point x soit nulle, ¢’est-a-dire que le nceud ny ne soit
pas un voisin naturel du point x. Le probleme est d’autant plus accentué que le domaine
est non-convexe, comme le montre 'exemple d'une fissure sur la figure 3.5 (de droite).

Plusieurs techniques ont été proposées pour éviter ce probleme associé aux domaines
de géométries non-convexes. Un couplage entre les éléments finis et les éléments naturels
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[SUK 01] ou encore l'utilisation du concept des formes-ac [CUE 00] peuvent étre citées
parmi plusieurs autres possibilités.

Cependant, des difficultés persistent dans les cas ou les domaines sont fortement non-
convexes, comme dans le cas des fissures, par exemple. Dans le contexte des “a-NEM”,
Cueto et al. [CUE 00] proposent de décrire la géométrie du domaine au sens des formes
a, ce qui nécessite un controle de la densité nodale. Partant d’un autre principe, Sukumar
[SUK 98] a proposé I'introduction d’une description explicite de la frontiere du domaine a
I’aide d’'une liste de segments décrivant un contour polygonal. En nous basant sur des idées
similaires, nous proposons dans la section suivante une extension de la NEM permettant
de contourner les difficultés citées ci-dessus.

Une nouvelle extension de la méthode des éléments naturels est proposée. Celle-ci
utilise le principe du « critere de visibilité », introduit pour restreindre les voisins na-
turels. Un diagramme de Voronoi dit « contraint » est construit par introduction de ce
critere dans la construction habituelle du diagramme de Voronoi. Ce nouveau digramme
sera utilisé pour définir de nouvelles fonctions de forme conservant toutes les propriétés
de l'interpolation NEM décrites précédemment, et ce pour n’importe quelle géométrie,
convexe ou non.

3.2.2 Le critere de visibilité

De notre avis, le moyen le plus simple pour résoudre les difficultés discutées dans la
section précédente est d’introduire un critere permettant d’éliminer les influences parasites
entre nceuds sur les bords des domaines non convexes. Ce critere doit interagir avec une
description CAD de la frontiere. Organ et al. ont introduit dans [ORG 96] un critere
de visibilité pour définir le domaine d’influence des fonctions de forme moindres carrés
mobiles au voisinage des bords non convexes, tels que les fissures. Dans leur approche, le
point x est dans le domaine d’influence d’un nceud n; si x est dans une région telle que
la fonction de forme associée a n; soit non-nulle (¢; > 0) et si ce point est visible depuis
le noeud n; en considérant la frontiere comme opaque. Nous définissons alors :

0 = {xlx € Q, 6,(x) > 0}
Qz"/ls = {X[Sx—x, NI =0}
Ou Q; est le domaine d’influence associé au nceud n; avant introduction du critere de

visibilité, QY15 est la région de 'espace visible” depuis le noeud n; et Sy .y, le segment
de droite reliant x et n;, i.e.

(3.17)

Sxox; = X+ AX;i—x), Ae€[0;1] (3.18)

ou I' est la frontiere du domaine. Ainsi, le domaine d’influence d’un nceud n;, 2}, est
défini par :

Q= Ny (3.19)

Autrement dit, un point = est visible depuis un nceud n; intérieur au domaine si un
segment tracé entre n; et x ne coupe en aucun point la frontiere I'.

3.2.3 Interpolation C-NEM

Si le critere de visibilité est introduit dans la NEM, les voisins naturels deviennent
des voisins naturels “contraints”. L’ensemble des voisins naturels sera alors restreint par
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Fi1G. 3.6 — Comparaison entre supports des fonctions de forme NEM et C-NEM.

application du critere de visibilité introduit dans la section précédente.
Ainsi, le nouveau schéma d’interpolation peut étre écrit comme :

Vv
u'(x) = Z o¢ (x)u; (3.20)

ot V est le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x et ¢{ est la fonction
de forme NEM-contrainte (C-NEM). Le calcul de ces fonctions de forme est similaire a
celui des fonctions de forme NEM classiques, mais on utilise a la place du diagramme de
Voronoi le diagramme de Voronoi contraint, introduit par la suite.

3.2.4 Support des fonctions de forme C-NEM

Dans la méthode C-NEM, le support de ¢¢ est constitué de I'union des n cercles
(spheres en 3D), passant par les sommets des triangles de Delaunay (tétraedres en 3D)
définis par le nceud n;, et les V' voisins naturels visibles depuis le nceud n;. De plus, comme
indiqué par Edelsbrunner [EDE 01], ces cercles peuvent s’étendre au dela des frontieres,
mais ne peuvent contenir de nceuds non-visibles. Sur la figure 3.6 (schéma de droite),
I'intersection entre le support des fonctions de forme NEM-contraints ¢¢ et le domaine
est représentée.

La discontinuité est explicitement décrite par les noceuds. Grace a la forme particuliere
du support, qui passe par les voisins visibles, les fonctions de forme sont toujours conti-
nues au voisinage d'un bord non-convexe, méme dans des cas extrémes (autour de la
pointe d'une fissure). Ce probleme de continuité est pénalisant dans les méthodes de type
moindres carrés mobiles, ol des techniques particulieres sont requises [ORG 96] pour
éviter les discontinuités parasites inhérentes.

Sibson [SIB 80] a prouvé que les propriétés de partition de 1'unité et de consistance
linéaire sont satisfaites pour les fonctions de forme NEM si et seulement si le point ol
I’on calcule I'interpolation est contenu dans l’enveloppe convexe formée par ses voisins
naturels. On peut remarquer que dans le contexte de l'interpolation C-NEM, un point a
I'intérieur du domaine est toujours a 'intérieur du domaine convexe formé par ses voisins
naturels contraints (visibles). En conséquence, les propriétés de partition de I'unité et de
consistance linéaire sont conservées dans la méthode C-NEM.
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Fic. 3.7 — (a) Triangulation de Delaunay; (b) Triangulation de delaunay contrainte par
le segment [a-c].

F1G. 3.8 — (a) Diagramme de Voronoi; (b) Diagramme de Voronoi contraint par les seg-
ments du bord [ny — ng|, [ne — n3, [ng — n4l, [ng — ns), [ns — nel et [ng — nq).

3.2.5 Diagramme de Voronoi contraint

La triangulation de Delaunay contrainte est similaire a la triangulation de Delaunay,
mais prend en compte le bord, représenté en 2D par une liste d’arétes et en 3D par
une liste de faces triangulaires. Deux points formant une aréte d'un triangle de Delaunay
(d’un tétraedre en 3D) doivent étre mutuellement visibles (voir paragraphes précédent). La
triangulation de Delaunay contrainte vérifie deux propriétés : (i) les arétes des triangles du
bord doivent étre confondues avec les arétes du bord ; (ii) les cercles circonscrits a chaque
triangle ne doivent contenir aucun nceud visible depuis l'intérieur du triangle. Sur la figure
3.7 sont représentés une triangulation de Delaunay standard (a) et une triangulation de
Delaunay contrainte par le segment [ac] (b). On voit que le triangle A, ne peut exister
dans la triangulation de Delaunay standard, car son cercle circonscrit contient un noeud.
Dans la triangulation de Delaunay contrainte, ce triangle existe car il ne contient pas de
neeud visible depuis 'intérieur du triangle.

Le diagramme de Voronoi contraint (DVC) introduit par Seidel [SEI 88] est le strict
dual de la triangulation de Delaunay contrainte. Dans le DVC, chaque aréte du bord est
associée a une aréte de Voronoi normale a celle-ci et infinie (voir fig. 3.8). Une définition
rigoureuse du DVC peut étre trouvée dans [EDE 01].

Sur la figure 3.9 (b), 'intersection entre le DVC et le domaine est représentée. Le
diagramme qui en résulte est composé de cellules T, une pour chaque nceud n;, tel que
tout point z & l'intérieur de T est plus proche de n; que de n'importe quel autre noeud
n; visible depuis z. Nous appelons ces régions les cellules de Voronoi contraintes, celles-ci
étant définies formellement par :
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g f
e
h [ L a [ d
i b c
(b)

Fic. 3.9 - (a) Diagramme de Voronoi; (b) Intersection du diagramme de Voronol contraint
avec le bord composé des segments (a-b-c-d-e-f-g-h-i-b) .

T ={x e R" 1 d(x,%;) <d(x,%;),Vj # i, Sgon, NT =0, Sp,, NI =0} (3.21)

ou I' est la frontiere du domaine, composée par un ensemble de segments en 2D.

Une généralisation de la triangulation de Delaunay contrainte en 3D n’existe pas dans
tous les cas sans ajouter de noeuds, comme cela est montré dans [SCH 28]. Cependant, ceci
n’est pas un obstacle a I'application pratique de la méthode en 3D, car trouver la valeur
d’un nouveau neceud sur le bord ne nécessite que de réaliser une interpolation bilinéaire, les
fonctions de forme étant bilinéaires sur les bords. Des techniques permettant de construire
les triangulation de Delaunay contrainte en 3D sont proposées dans [SHE 98, SHE 00],
utilisant si nécessaire des ajouts de noeuds.

Le diagramme de Voronoi contraint apporte les avantages suivants :

(i) Une fois qu'un tel diagramme (ou son dual la triangulation de Delaunay contrainte)
est construit, les algorithmes classiques de construction des fonctions de forme,
comme les algorithmes de Watson-Bowyer [SAM 95] ou de Lasserre [SAM 96] peuvent
étre appliqués directement sur la base des voisins naturels visibles.

(ii) Récemment un nouvelle technique d’intégration numérique pour les méthodes sans
maillage, I'intégration nodale stabilisée de Chen et al. [CHE 01] a permis de réduire
les erreurs d’intégration dans les méthodes sans maillage tous en conservant un
nombre de points d’intégration réduit. Cette technique, comme nous le montrerons
par la suite, est particulierement bien adaptée dans le contexte de la méthode C-
NEM, car certains éléments géométriques utilisés dans la méthode d’intégration
coincident exactement avec les cellules de Voronoi contraintes.

3.2.6 Construction des fonctions de forme C-NEM

Une fois le diagramme de Voronoi contraint construit, la sélection des voisins natu-
rels visibles est directe car ce diagramme ne contient que des connexions entre nocuds
mutuellement visibles.

Sur la figure 3.10 (a) un exemple de construction de fonction de forme NEM utilisant le
diagramme de Voronoi standard est représenté. Nous remarquons que les valeurs nodales
des nceuds nq, ne ng et ny contribuent a l'interpolation en x (placé sur un bord non-
convexe). Nous observons que la solution calculée en x est mauvaise car sa valeur n’est
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(b)

F1G. 3.10 — Construction des fonctions de forme NEM sur un domaine non-convexe (a)
sur la base du diagramme de Voronol standard (b) Sur la base du diagramme de Vo-
ronol contraint.
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pas le résultat d’une interpolation linéaire entre les valeurs nodales des nceuds n; and
ns. L’'influence du noeud interne (n2) ne s’annule pas, pas plus que U'influence parasite du
noeud (ny) placé sur le bord opposé de la fissure.

Sur la figure 3.10 (b), le méme calcul est réalisé en utilisant comme base le diagramme
de Voronoi contraint. Dans un tel diagramme, comme décrit précédemment, toute face
de Voronoi associée a deux noeuds non mutuellement visibles est supprimée. Dans ce cas,
la valeur calculée en x ne dépendra que des valeurs nodales en ny, ny et n3. De plus, en
prenant en compte le fait que les cellules du second ordre T3, et T3, ont des aires infinies,
la contribution du neeud interne ny s’annule ('aire de Ty, est finie et négligeable devant
les deux autres).

Nous pouvons résumer ces points de la maniere suivante : les cellules de Voronoi du
second ordre associées a des nceuds appartenant a la frontiere du domaine (convexe ou
non) ont des aires infinies car les influences entre noeuds non-visibles ont été supprimées
pendant la construction du diagramme de Voronoi contraint.

Dans ce cas, 'influence des nceuds intérieurs s’annule aussi. Ainsi, les conditions aux li-
mites peuvent étre imposées directement sur n’importe quel frontiere du domaine (convexe
ou non), car 'approximation y est toujours linéaire.

Pour construire le diagramme de Voronoi, seule une liste de points et une descrip-
tion CAD du bord I' est nécessaire. Nous pouvons également introduire des cavités ou
des discontinuités en introduisant de nouvelles frontieres a l'intérieur du domaine. Ainsi,
I’analyse des fissures et de l'auto contact peut étre traitée, de méme que l'introduction
d’interfaces mobiles, lorsque leur cinématique est connue.

3.2.7 Formulation en élasticité linéaire statique

Nous considérons le probleme 2D en élasticité linaire (I’extension au 3D est immédiate)
décrit par I’équation d’équilibre :

V.o +b=0dans (3.22)

ol Q € RN? est le domaine materiel, V est 'opérateur gradient, o est le tenseur des
contraites de Cauchy et b est un terme de force volumique.
La relation de comportement est donnée par :

o =Ce (3.23)

ou o et € sont les formes colonnes des composantes du tenseur des contraintes et du
tenseur des déformations linéarisées (partie symétrique), respectivement. Ceux-ci sont
écrits suivant les notations conventionnelles :

011 €11
g — 099 € = €99
012 2€12

avec C le tenseur élastique sous sa forme matricielle. Les conditions aux limites essen-
tielles et naturelles sont données par :

u=1usurl,
o-n=tsurly (3.24)
oul =T1,UTYy est le bord du domaine de €2, n est la normale unitaire sortante a I,

i et t sont les déplacement et efforts imposés, respectivement.
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La formulation variationnelle (principe des travaux virtuels) associée au probleme
élastostatique est donnée par :
Trouver u € HY(Q) cinématiquement admissible (u = a sur T',) tel que

/ o-edQ) = / v - bdQ +/ v* . tdl, W* € H) () (3.25)
0 Q r,

ot HY(Q2) et H}(£2) sont les espaces fonctionnels de Sobolev [ADA 75] usuels.

En substituant les fonctions d’approximation et les fonctions test (toutes les deux
approximées par le schéma C-NEM) dans 1'équation précédente et en utilisant le fait que
le champ v* est arbitraire, on obtient le systeme d’équations linéaires apres intégration
numérique :

Kd = fet (3.26)

ou d est la colonne contenant les déplacements nodaux, avec la matrice K donnée par :

K = / B'CBS) (3.27)
Q

On a de plus :

fert — / N'Edl + / N'bdf (3.28)
Ft Q

N est la matrice contenant les fonctions de forme :

N:{(bl 0 ¢ 0 ... on O}
0 ¢1 0 ¢ ... 0 on

B est la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme C-NEM :

iz 0 oy 0 ... Onp O
B = 0 d1y 0 @2y ... 0 oOny (3.29)
(bl,y (bl,z ¢2,y ¢2,x cee ¢N,y (bN,x

La matrice de comportement élastique linéaire isotrope C est donnée en déformations
planes par :

E
C= 1-— 0
(1—=2v)(1+v) g 0 ——

et dans le cas des contraintes planes par :
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3.2.8 Intégration numérique

L’intégration de Gauss réalisée sur les triangles de Delaunay introduit une erreur
due aux points suivants : (a) les fonctions de forme meshless ne sont pas polynomiales
mais rationnelles, I'intégration de Gauss ne permet donc pas d’intégrer exactement celles-
ci; (b) les domaines d’influence des fonctions de forme meshless ne coincident pas avec
les triangles de Delaunay [DOL 99]. Un tres grand nombre de points d’intégration est
donc nécessaire pour minimiser les erreurs, rendant l'intégration numérique cotiteuse.
L’intégration réduite directe, utilisant les nceuds comme des points d’intégration, conduit
a des instabilités numériques [CHE 01]. Une technique a récemment été proposée par
YongChang et Hehua [YON 04] pour réduire le nombre de points d’intégration. Afin
d’obtenir une forme faible plus réguliere, des fonctions de forme différentes sont utilisées
pour évaluer les fonctions test et les fonctions d’approximation : 1'utilisation de fonctions
de forme éléments finis pour les fonctions test et de fonctions de forme NEM pour les
fonctions d’approximation permet effectivement, dans les exemples élastiques traités, de
réduire par quatre le nombre de points d’intégration avec 'intégration de Gauss. L’in-
convénient de cette approche est précisément 1'utilisation des fonctions de forme éléments
finis, qui font intervenir a nouveau tous les problemes de distorsion du maillage en grandes
transformations.

Dans ce travail, nous utilisons la procédure d’intégration proposée récemment par
Chen et al. [CHE 01] : la méthode d’intégration nodale stabilisée conforme (SCNI) que
nous nommerons par la suite intégration stabilisée par souci de simplification. Dans cette
approche, une intégration nodale est réalisée, et une stabilisation est effectuée pour éviter
les oscillations parasites inhérentes a l'intégration nodale.

La méthode SCNI est basée sur la substitution du gradient par un gradient moyenné
autour de chacun des nceuds sur un domaine représentatif entourant le nceud [CHE 01] :

Yl (x;) = A% /Q V() (3.30)

ou x; sont les coordonnées du noeud n;.
Le tenseur des déformations modifié est alors donnée par :

oul (%)
1 1 i)
& (x,) = _/ € (x)d) = —/ o d<2 (3:31)
A; Q; A; Q; oul(x) ' " (x)
T oy Ox

En appliquant le théoreme de la divergence, on obtient la forme suivante :

u(x)n,

1
€h(Xz‘) =5 'Uh(x)ny dr’ (3.32)
Az‘ /I¥ uh(X)ny —+ ’Uh(X)nx

ou €); est le domaine représentatif associé au nceud n; et I'; et A; sont les bords et
'aire (volume en 3D) du domaine représentatif, respectivement (voir figure 3.11).
En introduisant a présent 'approximation NEM introduite dans ’eq. 3.32 on obtient :

&' (x;) = Byd (3.33)

qui est donnée explicitement par :
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( u1 )
U1
l;xl(xi) 0 83;2(XZ‘) 0 . EmN(Xi) 0 Ug 3
gh(XZ) =93 _ Z}yl (xi) ~ Z}y2(xz) ~ l}yN(Xi) v2 = Bid
(k) ba(x) Ba(x) bua(x) . buvlx) bavix) ) |
un
\ /UN Vs
(3.34)

ol d ets la colonne de tous les degrés de liberté de Iinterpolation et b,;(x;) et by;(x;) sont
définies par :

baj(xi) = / ¢j(x)n.(x (3.35)

by;(x;) = /¢J Jny(x (3.36)

Un grand nombre de termes dans la matrice B; sont nuls. Cela est du au fait que les
fonctions de forme C-NEM ont un support compact. Chen et al. [CHE 01] ont proposé
d’utiliser comme domaines représentatifs €2; I'intersection des cellules de Voronoi avec le
domaine. En introduisant ’approximation C-NEM, la déformation stabilisée et I'intégration
nodale, la matrice de rigidité globale est obtenue en assemblant la contribution de chacun
des noeuds ny, :

K=>K;=) ABICB, (3.37)

Il est possible d’associer a chaque cellule une contrainte ”moyenne” obtenue a partir des
dérivées stabilisées par :

= CB,d (3.38)

On remarque que l'application du théoreme de la divergence permet d’éviter le calcul
des dérivées des fonctions de forme, seules les fonctions de forme sont requises. Cette
méthode a été appliquée pour la premiere fois dans la méthode NEM par Gonzalez et
al. [GON 04], et a permis de mettre en évidence une amélioration significative de la
qualité en comparaison avec I'intégration de Gauss. Cette nouvelle technique d’intégration
numérique peut étre naturellement appliquée a la méthode C-NEM, car on remarque que
les domaines d’intégration coincident exactement avec les cellules de Voronoi contraintes.
On peut voir sur la figure 3.11 que U'intersection du diagramme de Voronoi standard avec
le domaine laisse des zones d’intégration vides dans certains cas de figure. L’utilisation du
diagramme de Voronoi contraint est alors nécessaire pour déterminer correctement une
partition du domaine pour I'intégration.

3.3 Extension de la méthode au cas 3D

Dans le cas 3D, le calcul des fonctions de forme, basé sur le diagramme de Voronof,
sollicite un nombre important de constructions géométriques. Pour faciliter ces construc-
tions, nous proposons dans un premier temps un algorithme permettant de transformer la
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F1G. 3.11 — Domaines d’intégration pour l'intégration stabilisée : (a) intersection entre
le diagramme de Voronol et le domaine; (b) intersection entre le diagramme de Vo-
ronoi contraint et le domaine.
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base de donnée habituellement fournie par les algorithmes de construction du diagramme
de Voronoi en une description topologique des différentes entités (cellules, faces, arétes,
sommets). Dans un deuxieme temps, nous proposerons une technique pour calculer de
nouvelles fonctions de forme basées sur les voisins naturels, et ne faisant appel a aucune
construction géométrique de type Voronoi, permettant de simplifer I'implémentation et
de réduire fortement les temps de calcul.

3.3.1 Calcul des fonctions de forme 3D par une approche topo-
logique

Le diagramme de Voronoi [VOR 08] est une structure fondamentale en géométrie algo-
rithmique. Le diagramme deVoronoi et son dual, la triangulation de Delaunay [DEL 34],
sont utilisés dans de nombreux problemes géométriques, comme par exemple la recons-
truction de surfaces ou de volumes [BRU 92, BOI 82], la génération de maillage [GEO 97,
SCH 90, SHE 98, SHE 00, SHE 02], la construction de surfaces médianes en 2D et 3D
[BOI 82] ou encore l'interpolation dans des nuages de points irréguliers [SIB 80, BEL 97].

Dans la plupart des méthodes sans maillage, le diagramme de Voronoi, méme s’il
n’est pas utilisé pour construire l'interpolation, est d’une grande utilité pour par exemple
trouver les nceuds contenus dans le support d'une fonction de forme sans effectuer de
recherche globale, ou encore pour construire des domaines représentatifs autour des nceuds
pour lintégration [CHE 01]. Dans le contexte de la méthode des éléments naturels, le
diagramme de Voronoi est en méme temps utilisé pour construire I'interpolation.

De nombreux algorithmes ont été proposés pour construire le diagramme de Voronoi et
son dual la triangulation de delaunay. Parmi ceux-ci on trouve les algorithmes dénommés :
Divide and conquer [PRE 98], sweepline [FOR 87, les algorithmes incrémentaux [WAT 81,
BOW 81] (ou algorithmes de Watson-Bowyer), bucketing [BEN 80], giftwrapping [DWA 91],
et Quickhull [BAR 93]. Un état de I’art incluant une comparaison de ces différents algo-
rithmes peut étre trouvé dans [SU 97]. Ces algorithmes ont des complexités variant entre
O(n?), O(nlogn) et O(n). Les sorties fournies par la plupart de ces algorithmes sont habi-
tuellement des bases de données de type Bowyer (décrite dans la section suivante), c’est
a dire une table de connectivité reliant chaque orthocentre de tétraedre aux orthocentre
voisins, ainsi qu’aux nceuds du tétraedre. Cette forme permet de retrouver les voisins
naturels, les entités des cellules de Voronoi, mais apres un certain nombre d’opérations
géométriques supplémentaires. Nous proposons ici un algorithme transformant directe-
ment cette base de donnée en une base de donnée topologique décrivant les entités de
Voronoi et leurs connexions mutuelles. Cette base de donnée est plus adaptée aux calculs
impliqués dans le calcul des fonctions de forme ou dans I'intégration numérique tels que
le calcul des volumes de Voronoi, des aires des faces, etc.

Base de donnée de Bowyer

L’algorithme de Watson-Bowyer [WAT 81, BOW 81] construit directement le dia-
gramme de Voronol. L’originalité de cet algorithme réside dans la base de donnée construite.
Cette structure se base sur le fait que chacun des orthocentres des tétraedres de Delau-
nay (sommet de Voronoi) est connecté a quatre orthocentres voisins et aux quatre noeuds
du tétraedre dans le cas 3D (voir fig. 3.12). Malgré le nombre variable de faces, d’arétes
décrivant les cellules de Voronoi, I'information reste bornée et peut étre stockée dans
une matrice de taille (4 x ns), avec ns le nombre de sommets de Voronoi. Les propriétés
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S2 n3

n1

S1
n4 nz

S3

Fia. 3.12 — Structure de donnée de Bowyer. Un sommet de Voronoi s a quatre sommets
voisins si, S, S3, S4 et quatre noeuds ny, ns, n3, ng définissant un tétraedre dont il est
I'orthocentre.

précédentes sont codées dans une structure de données particuliere illustrée par la figure
3.12. Une autre matrice de taille (4 x ns) permet de décrire les tétraedres de Delaunay.

Pour avoir acces au diagramme de Voronoi depuis les nocuds composant la triangu-
lation de Delaunay, un noeud n; peut étre associé a un sommet s dans le digramme de
Voronol. Avec une telle structure, on peut également : (a) trouver ’ensemble des sommets
de Voronoi d'une cellule de Voronoi; (b) trouver l’ensemble des sommets appartenant a
une face de Voronol; (c) trouver les deux sommets constituant une aréte. Cependant ces re-
cherches impliquent des efforts de calcul supplémentaires a chaque fois qu’il est nécessaire
de décrire ces entités. Les détails de 'implémentation pratique de cet algorithme peuvent
étre trouvés par exemple dans [BER 94].

Cette description par les sommets de Voronoi n’est cependant pas la plus appropriée
pour calculer le volume d’une cellule de Voronoi, 'aire d’une face, ou encore pour placer
des points d’intégration dans une cellule de Voronoi. Or ces opérations sont centrales dans
le calcul des fonctions de forme NEM en 3D ainsi que pour I'intégration numérique. Pour
faciliter ces opérations, nous proposons un algorithme convertissant cette base de données
en une structure topologique, plus appropriée, décrite ci-dessous.

Base de donnée topologique

La description topologique est bien connue dans le contexte des éléments finis. Ainsi, en
plus d'une table de connectivité classique reliant un élément (un tétraedre par exemple)
a ses noeuds, il peut étre judicieux de connecter également un tétraedre avec ses faces
triangulaires, chaque face a ses trois arétes, et chaque face a deux tétraedres. Cette des-
cription, appelée description topologique, a pour principal intérét dans le domaine des
maillage éléments finis, de permettre des recherches ou des remaillages locaux.

En nous inspirant de cette philosophie, nous proposons la description suivante des
différentes entités composant les cellules du diagramme de Voronor :

1. Chaque cellule est connectée a ses faces de Voronoi. Nous notons que par rapport au
cas du maillage élément fini, le nombre de faces de Voronoi est variable (celui-ci est
égal au nombre de voisins naturels du nceud). D’un point de vue informatique, un
stockage sous forme de listes chainées est plus approprié pour stocker cette structure
qu'un tableau. Dans I’algorithme décrit dans ’encadré 1., cette structure est appelée
[Connect-Cellule-Faces].

2. Chaque face de Voronoi est reliée a ses arétes. Ici encore, le nombre d’arétes de
Voronof est variable. Nous appelons cette structure [Connect-Face-Arétes|.
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p Face

Cellule Aréte

Sommet

/

[Connect-Cellule-faces]

C t-Face-2-Cellul
[Connect-Face ellules] [Connect-Face-Arétes]

F1G. 3.13 — Description topologique du diagramme de Voronoi 3D.

3. Chaque aréte de Voronoi est reliée a deux sommets de Voronoi. Cette structure,
nommée [Connect-Artéte-2-Sommets]|, peut étre stockée dans un tableau de taille
(na x 2), avec na le nombre total d’arétes dans le diagramme.

4. Tl est nécessaire, pour retrouver les voisins naturels par exemple, de construire
également la structure suivante : chaque face de Voronoi est reliée aux deux cellules
de part et d’autre de celle-ci. Cette structure que nous appelons [Connect-Face-2-Cellules]
est un tableau de taille (nf x 2), avec nf le nombre total de faces de Voronoi dans
le diagramme.

Les différentes entitées, ainsi que les bases de connectivité reliant celles-ci le unes aux
autres, sont résumées dans la figure 3.13.

Conversion de la base de donnée de Bowyer en base de donnée topologique

Nous proposons ici un algorithme permettant de transformer la base de donnée de
Bowyer en base de donnée décrivant la topologie du diagramme de Voronoi. Bien que
simple, nous n’avons pas trouvé d’algorithme similaire dans la littérature. L’explication
vient peut-étre du fait que le diagramme de Voronoi est le plus souvent exploité dans
des domaines ou la seule structure de Bowyer est suffisante. Nous notons toutefois que
'algorithme implanté dans Matlab 6.5 (©)(basé sur 'algorithme du Quickhull de Barber et
al. [BAR 93]) fournit en plus de la base de donnée de Bowyer une connexion des cellules
a leurs sommets. Cependant, cette structure est trop peu riche en informations pour
effectuer les opérations décrites précédemment.

L’algorithme ci-dessous est basé sur le fait qu'un sommet de Voronoi est toujours le
point d’intersection de 6 faces de Voronol et de 4 arétes de Voronoi (voir figure 3.14).
Cet algorithme consiste a faire une boucle sur tous les sommets de la base de donnée de
Bowyer et de remplir au fur et a mesure les différentes structures topologiques décrites
précédemment.

L’algorithme est décrit dans ’encadré 1 de ce chapitre.
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FiG. 3.14 — Un orthocentre est le point d’intersection de six faces de Voronoi et de quatre
arétes de Voronol.

Encadré 1. Algorithme de conversion de la base de donnée de Bowyer
en base de donnée topologique.

BOUCLE sur tous les sommets de Voronoi s; :
(i) Créer les nouvelles faces
Chaque face possede deux nceuds générateurs (voir Fig.3.14). Les différentes
combinaisons sont indiquées dans la table I.
BOUCLE sur chacune des combinaisons :
Créer une face si celle-ci n’a pas déja été créée
(i-1) Vérifier que la face n’a pas déja été créée. La face
a déja été créée si les deux noeuds (cellules) générateurs ont une face en commun dans
[Connect-Cellule-Face]
ST la face n’existe pas déja ALORS :
(i-i-1) Incrémenter le nombre de face.
(i-i-ii) Connecter la nouvelle face a ses deux noeuds générateurs dans
[Connect-Face-2-Cellules| a ’aide de la table I.
(i-i-iii) Connecter chacun des deux noeuds générateurs aux nouvelles faces
dans [Connect-Cellule-Face].
FIN
FIN
(ii) Créer les nouvelles arétes
Chaque aréte est connectée a deux sommets de Voronol, et a trois facettes (voir la figure 3.14).
Les différentes combinaisons sont indiquées dans la table II.
BOUCLE sur chacune des combinaisons :
Créer une aréte si celle-ci n’a pas déja été créée
(ii-1) Vérifier que l'aréte n'a pas déja été créée. L’aréte
a déja été créée si le deuxieme sommet connecté possede un indice inférieur au sommet s;.
SI 'aréte n’existe pas déja ALORS :
(ii-i-1) Incrémenter le nombre d’arétes.
(ii-i-ii) Connecter les trois faces (voir la table II) a la nouvelle aréte
dans [Connect-Face-Aréte].
(ii-i-iii) Connecter la nouvelle aréte a ses deux sommets dans
[Connect-Artéte-2-Sommets].
FIN
FIN
FIN
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Encadré 2. Calcul des volumes des cellules de Voronol et des aires des faces de Voronol.

(a) Calcul du volume d’une cellule de Voronoi.
Choisir un sommet sq appartenant a la cellule.
BOUCLE sur chacune des faces F; de la cellule de Voronoi;
SI la face F; ne contient pas le sommet s; ALORS
Calculer I'aire de la face de Voronoi F;.
Calculer le volume de la pyramide formée par la face F; et le sommet sq.
Incrémenter le volume total de la cellule.
FIN
FIN
(b) Calcul de I’aire d’une face de Voronoi.
Choisir un sommet sy appartenant a la face.
BOUCLE sur chacune des aréte a; de la face de Voronoi;
SI 'aréte a; ne contient pas le sommet s, ALORS
Calculer I'aire du triangle formé par I'aréte a; et le sommet sg.

Incrémenter aire totale de la face.
FIN
FIN

Table I. Combinaisons possibles des connexions entre les faces et leurs nceuds générateurs.

Faces Noeuds générateurs

Fy N1, M52
Fy N1, M43
F3 N1, Ni4
Fy N2, M43
F5 13, Mi4
Fg N2, Ni4

Table II. Combinaisons possibles des connexions entre les arétes, les sommets et les faces.

Arétes Sommets Faces
ay 50, S1 Fy, Fy, F5
as so, s2 Iy, F5, Fg
as s0, s3I, F3, Fg
ay S0, 84 Iy, I3, Fy

Grace a cette base de donnée, les différentes informations concernant le voisinage des
différentes entités est directement disponible. De plus, les calculs de volume des cellules
de Voronoi et d’aire de faces de Voronoi impliqués dans les calculs des fonction de forme
sont grandement facilités. Les algorithmes de calcul des volumes des cellules de Voronoi et
des aires des faces de Voronoi sont données dans ’encadré 2.

3.3.2 Fonctions de forme pseudo-NEM

L’'un des inconvénients majeurs de la NEM est la complexité associée au calcul des
fonctions de forme, tout particulierement dans le cas 3D. Les difficultés sont dues a la
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complexité du calcul des aires et volumes des cellules de Voronoi, impliquant des construc-
tions géométriques et des algorithmes complexes, difficiles a mettre en ceuvre, et cotteux
en temps de calcul. Afin de simplifier le calcul, nous proposons ici de nouvelles fonctions
de forme ayant les mémes propriétés que les fonctions de forme NEM, mais calculées
sans aucune construction géométriques de type Voronoi. Pour obtenir ce résultat, nous
construisons une fonction poids ayant le méme support que les fonctions de forme NEM.
Cette fonction poids est ensuite utilisée dans une procédure standard de type moindre
carrés mobiles [NAY 92, BEL 94| afin de garantir la consistance linéaire. Les fonctions de
forme obtenues possedent les propriétés suivantes : (a) interpolation stricte (¢,; = 0;;),
(b) linéarité sur les bords, (c) consistance linéaire (d) support compact basé sur les voi-
sins naturels. La méthode est une méthode hybride moindres carrés mobiles / éléments
naturels (MLS-NEM). Elle apporte a la méthode NEM une complexité en temps de cal-
culs fortement réduite en n’impliquant aucune construction géométrique de type Voronoi,
ainsi qu’'une tres grande simplicité de mise en ceuvre. Elle apporte aux méthodes de type
moindres carrés mobiles (DEM, EFG, RKPM) : (a) la possibilité d’imposer les conditions
aux limites directement, grace aux fonctions de forme interpolantes et linéaires sur les
bords; (b) une connectivité basée sur les voisins naturels, ne faisant appel a aucun pa-
rametre de taille de support, et prenant en compte automatiquement les différences de
densités nodales ou d’anisotropie dans le domaine. La méthode peut étre généralisée a
toute dimension supérieure a 1.

Construction des fonctions de forme hybrides Moindres carrés mobiles - Ele-
ments naturels L’algorithme classique de calcul des fonctions de forme NEM (Sibson
ou Laplace) regroupe les étapes suivantes en chaque point d’intégration :

1. Trouver les voisins naturels du point x
2. Créer la nouvelle cellule de Voronoi associée au point x.

3. Calculer les volumes ou aires associés aux entités de Voronol servant au calcul des
fonctions de forme.

4. Calculer les fonctions de forme

Les étapes (2) et (3) représentent une partie importante du temps impliqué dans le
calcul des fonctions de forme NEM en chaque point. Par la suite, nous proposons de
supprimer ces étapes, grace a la procédure décrite ci-dessous.

L’étape (1) implique la recherche des voisins naturels du point. Les voisins naturels
d’un point x sont définis comme 1'union des sommets des tétraedres de Delaunay dont
la sphere circonscrite contient le point x. Une premiere approche consiste a faire une
boucle sur tous les tétraedres de Delaunay afin de trouver ceux qui vérifient ce critere.
L’inconvénient de cette approche est sa complexité (O(n?)), ce qui, en 3D, conduit rapi-
dement a des temps de calculs prohibitifs. La complexité de cette étape peut étre réduite
a (O(n)), en effectuant une recherche locale dans le diagramme de Voronoi, en partant
du sommet de Voronoi correspondant a l'orthocentre du tétraedre (connu) dans lequel on
a placé le point d’intégration.

Cette procédure permet de rendre 1’étape (1) peu couteuse. Par la suite, nous décrivons
comment, a partir des coordonnées des voisins naturels trouvés dans 1’étape (1), calculer
des fonctions de forme de type voisins naturels sans effectuer les étapes (2) et (3).

L’idée est d’introduire une fonction poids ayant le méme support que les fonctions de
forme NEM dans une approximation de type moindres carrés mobiles afin de satisfaire
la consistance linéaire par enrichissement. Nous commencons par rappeler la construction



3.3. EXTENSION DE LA METHODE AU CAS 3D 43

des fonctions de forme dans les méthodes de type moindre carrés mobiles (Moving Least
Squares, ou MLS), en prenant comme cas particulier la méthode Element Free Galerkin
[BEL 94] ou des éléments finis diffus [NAY 92].

e Approximation MLS.

Soit le schéma d’approximation suivant :

u"(x) = p’(x)a(x) (3.39)
Avec pT(x) une base polynomiale (ex : p?(x) = [1, z,y, 2] pour une base linéaire en
3D, et a(x) un vecteur de coefficients inconnus a;, (j = 1,2,3,4). Afin de déterminer

a(x), on définit la fonctionnelle suivante :

=5 ) wlo) [ (ax) - )’ (3.40)

avec u; les inconnues nodales associés aux voisins du point x dont les fonctions de
forme sont non-nulles en x et w;(x) des fonctions poids a choisir. En minimisant J par
rapport aux coefficients a;, nous obtenons :

8aJ ;ak sz X)p; (i) Pk (X:) Zwl x)p;(x;)u; =0 (3.41)

ce qui conduit au systeme d’équation suivant :

Aa = Bu (3.42)

Avec A et B des matrices définies par :

Aji = Z wi(X)p; (X:)pr(x:) (3.43)

i=1

Bij = wi(x)p;(x;) (3.44)

En substituant a dans I’équation (3.42), on obtient :

u"(x) = pT(x)A"'Bu (3.45)

Par identification, les nouvelles fonctions de forme sont données par :

¢(x) =p' (x)A"'B (3.46)

Dans I'équation précédente, ¢(x) est un vecteur contenant les fonctions de forme
associées aux voisins du point z.

Nous devons a présent définir une fonction poids w;(x) telle que les fonctions de forme
conservent toutes les propriétés des fonctions de forme NEM, soit :

1. La propriété d’interpolation (¢;(z;) = d;;);
2. La consistance linéaire (qui est satisfaite grace a I’équation (3.39))
3. La linéarité des fonctions de forme sur les bords du domaine;

4. Un support compact basé sur les voisins naturels.



44 CHAPITRE 3. METHODE C-NEM
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F1c. 3.15 — Fonction conique décentrée.

|nj

0g” 02

F1a. 3.16 — (a) Zone associée a une portion de cone; (b) fonction poids.

Nous remarquons que les fonctions poids habituellement utilisées (radiales) violent les
conditions (1), (3) et (4).

e Fonction poids pseudo-NEM.

Nous proposons ici une fonction poids interpolante, ayant le méme support que les
fonctions de forme NEM et continue sur les cercles de Delaunay. Cette fonction poids est
construite par I'union de portion de cones décentrés dont la base coincide avec les cercles
de Delaunay passant par le nceud et dont la projection du sommet sur sa base correspond
au noeud (voir figure 3.15). La définition étant vectorielle, on peut utiliser cette derniere
aussi bien en 2D qu’en 3D. Les triangles de Delaunay et les cercles en 2D correspondant
aux tétraedres et aux spheres, respectivement, dans le cas 3D.

La fonction cone décentrée est donnée par 'expression :

[[0; P — [Jmix]]

Flx) = (3.47)
[n; P
Avec :
mP — 2 (7) (3.48)
;X - ;X

Afin d’éviter la superposition des portions de cones tout en garantissant la continuité de
la fonction poids, une portion de cone est associée a chacun des triangles de Delaunay
reliés a n;. La fonction cone est donc non-nulle si elle appartient a I'intersection entre le
le cercle de Delaunay associé et le secteur défini par le noeud n; et les deux demi-droites
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Encadré 3. Calcul de la fonction poids pseudo-NEM en un point z.

(1) Trouver les voisins naturels et les tétraedres (cercles) contenant le point x;
(2) BOUCLE sur chacun des voisins naturels n; :
BOUCLE sur chacun des tétraedres t; contenant les voisins naturels :
SI le noeud n; est I'un des sommets du tétraedre ¢; :
Déterminer si le point x est dans le secteur associé au tétraedre
ST oui :
w;(x) = f(x) (voir Eq. (3.47))
END
END
END
END

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
W (x)

F1c. 3.17 — Lissage de la fonction poids conique.

d’origine n; et portées par les vecteurs njn; et nyny, n; et ny étant les deux autres noeuds
du triangle (voir fig. 3.16 (a)). On peut aisément tester si un point est dans un secteur en
calculant les coordonnées du point dans le repere (n;, njn;, ning). Le point est dans le
secteur si ses coordonnées dans ce repere sont positives. La forme particuliere du support
confere a cette fonction poid des propriétés d’interpolation, car les cercles de Delaunay
passent par les noeuds. De plus, cette fonction est décroissante de fagcon monotone en
partant du nceud central, et s’annule sur les bords des cercles de Delaunay. Les fonctions
coniques étant linéaires entre deux noeuds, on a également la continuité en passant d’une
portion de cercle a une autre, garantissant la continuité de l'interpolation. L’algorithme
de construction de cette fonction poids est résumé dans ’encadré 3.

Nous remarquons que la fonction poids construite ne possede qu'une continuité C° sur
les cerces de Delaunay. Afin d’améliorer la continuité, nous pondérons la fonction poids
de la fagon suivante (voir fig. 3.17) :

wi(x) = 3w;(x)? — 2w;(x)* (3.49)

7
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nj f
)

Fia. 3.18 — Modification de la fonction poids pour assurer la linéarité des fonctions de
forme pseudo-NEM sur le bord.

Nous remarquons que la fonction poids d'un nceud intérieur ne s’annulant pas sur
les bords, les fonctions construites ne sont pas strictement linéaires sur les bords dans le
cas général. Dans ce cas, nous modifions la fonction poids de la maniere suivante : nous
remplacons, dans le cas ot I'un des tétraedres connecté au noeud associé a la fonction de
forme contient au moins un nceud du bord, la portion de cone par une fonction de forme
linéaire élément fini sur le tétraedre (voir figure 3.18). De cette manieére, on garantit que
la fonction poids associée aux nceuds intérieur s’annule sur le bord, rendant les fonctions
de forme associées aux nceuds du bord, de par les propriétés de partition de 'unité et de
consistance linéaire, strictement linéaires sur les bords.

Un exemple numérique de validation de la méthode dans le cas 3D est donnée dans le
chapitre 5. Une étude de convergence est proposée, ainsi qu'une comparaison des temps
de calcul avec la méthode standard, impliquant des calculs géométriques. Les exemples
3D en grandes transformations (compression du lopin) présentés dans le chapitre 5 sont
effectués sur la base de cette interpolation.

3.4 Conclusion

La méthode des éléments naturels permet d’obtenir une qualité équivalente aux éléments
finis quadrilatéraux / hexaédriques dans la MEF, tout en utilisant la technologie auto-
matique de la triangulation de Delaunay [YON 04], unique pour un nuage de nceuds
donné. La méthode diminue les difficultés rencontrées dans la plupart des méthodes sans
maillage : les conditions aux limites peuvent étre imposées directement, et le support des
fonctions de forme est déterminé automatiquement. Cependant la méthode NEM n’est
pas utilisable directement, car celle-ci est restreinte aux domaines de géométries stricte-
ment convexes. Un traitement est alors nécessaire, afin d’éliminer les influence parasites
sur les bords non-convexes et pouvoir imposer les conditions aux limites sur n’importe
quelle portion de la frontiere. La méthode C-NEM proposée ici résout le probleme par
I'introduction d'un critére de visibilité, utilisé pour restreindre les voisins naturels (nceuds
influents) d'un point du domaine. La méthode permet d’étendre la NEM aux géométries
quelconques, et permet le traitement simple des discontinuités matérielles. Des exemples
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de validation sont proposés dans le chapitre 4. Une méthodologie a été proposée pour I'ex-
tension de la méthode dans le cas 3D. Une premiere approche a été proposée, facilitant le
calcul des fonctions de forme impliquant de nombreuses constructions géométriques, par
une description topologique du diagramme de Voronoi. le calcul des fonctions de forme
3D a été implémenté dans le logiciel de recherche du LMSP (Nessy). Dans une deuxieme
approche, nous proposons de construire de nouvelles fonctions de forme ”pseudo-NEM”
basées sur les éléments naturels, en supprimant toute construction géométrique par 1'uti-
lisation d’une méthodologie de type moindres carrés mobiles. Cette technique permet de
simplifier la mise en ceuvre et de fortement diminuer les temps de calculs, comme nous le
montrons au travers d'un exemple dans le chapitre 5.
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Chapitre 4

Grandes transformations et
raffinement

La simulation numérique des procédés de mise en forme est
généralement caractérisée par la présence de grandes transformations
et de fortes localisations des déformations et des températures. Les
méthodes sans maillage sont particulierement performantes dans le
traitement de ces points caractéristiques comparé a la méthode des
éléments finis. En effet, la plus grande régularité de la solution, I’ab-
sence de maillage et de critere géométrique sur la position relative
des nceuds facilite grandement le traitement des grandes transfor-
mations. De par ’absence d’éléments, il est aisé d’ajouter ou d’en-
lever des nceuds n’importe ou dans le domaine, sans se soucier de
leurs positions relatives, ce qui facilite le développement de stratégies
de raffinage adaptatif. Dans cette partie, une formulation en grands
déplacement dans le cadre de I’élastoplasticité, avec un couplage ther-
momécanique est rappelée, afin d’introduire les exemples d’applica-
tion de la partie suivante. Nous proposons ensuite une stratégie de raf-
finage adaptatif dans la méthode C-NEM, dans le cadre de I'élasticité
linéaire puis dans le cadre des problemes non-linéaires.

4.1 Formulation du probleme thermomécanique couplé

Préliminaires

Nous rappelons ici les notions basiques de cinématique en transformations finies. Nous
considérons deux configurations d’un corps : la premiere, la configuration de référence €2
dont la frontiere est notée 9§ (pas nécessairement la configuration initiale) avec X les
coordonnées d’un point dans cette configuration de référence, la deuxieme, la configuration
actuelle notée €2, dont la frontiere est notée 0€2, a I'instant ¢, avec x les coordonnées d’un
point dans cette configuration actuelle. La position d'un point x est liée a la position de
ce point X dans la configuration non-déformée par :

x =X +u(X, ) (4.1)

Le gradient de la déformation est défini par :

ox

F=——
X

=1+ Vxu, J=det(F)>0 (4.2)

49
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L’hypothese de base pour 'analyse en transformations finies élastoplastiques est la
décomposition multiplicative du gradient de la transformation en parties élastiques et

plastiques :
F = F°F? (4.3)

Cette hypothese, proposée a l'origine par Lee [LEE 69] admet 'existence d’une confi-
guration locale intermédiaire sans chargement. Comme dans la théorie des petites per-
turbations, la fonction énergie libre 1) est supposée étre localement dépendante de la
déformation par I'intermédiaire de la partie élastique F¢ du gradient de la déformation.
Le gradient de la vitesse correspondant L = FF-! peut étre décomposé additivement
par :

L=L+L (4.4)

ou L et LP sont respectivement les contributions élastiques et plastiques définies par :

L¢ = F°[F°|"!, LP = F°F? [F?] ' [F] " (4.5)

De fagon similaire, la matrice symétrique des taux de déformation Eulérien, D := sym/|[L],

peut étre décomposé par :
D =D+ D?P (4.6)

avec les tenseurs des déformations élastiques et plastiques donnés par :

D¢ = sym|[L°], D” = sym[L”] (4.7)

Loi de comportement hyperélastique basée sur la déformation logarithmique

On trouve principalement deux formulations pour exprimer la loi de comportement
en élastoplasticité. La premiere, dite « hypoélastique » exprime le taux de déformation
élastique en fonction du taux de contraintes. La deuxieme est une formulation « hy-
perélastique » basée sur une décomposition multiplicative du gradient de la déformation,
la réponse élastique étant décrite par une loi de comportement de type « hyperélastique ».
Dans la premiere formulation en taux, 'objectivité du tenseur de déformation élastique
est obtenue par exemple, a 'aide de 'algorithme d’objectivité incrémentale de Hughes
et Winget [HUG 82]. Le module tangent élastoplastique est obtenu par linéarisation
cohérente avec la prédiction élastique et une correction de type “return mapping” [SIM 98]
a été proposée pour conserver la vitesse de convergence quadratique dans la méthode
de Newton-Raphson. Dans la formulation hyperélastique, les prédictions élastiques de-
viennent exactes et la nécessité de rendre les tenseurs objectifs est entierement évitée.
En pratique, l'implémentation d'une loi de comportement hyperélastique avec une loi
d’écoulement de type Jo (Von Mises) est réduite a une modification triviale de ’algo-
rithme classique du « return mapping ». On peut alors également obtenir un module
tangent, cohérent avec la procédure d’intégration de la relation de comportement, dont
I’expression peut étre déterminée analytiquement. Cependant, nous utilisons dans cette
these un algorithme explicite, qui évite la construction et I’assemblage de 'opérateur tan-
gent élastoplastique. Le lecteur intéressé par le développement des procédures implicites
peut se reporter aux travaux suivants : [PER 92, PER 99, SIM 92, MIT 88, CUT 92]. Nous
supposons par la suite que la loi de comportement est également isotrope.

Par décomposition polaire, F¢ est donné par :

F° = R°U° (4.8)
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ou U*° et R° sont respectivement le tenseur des dilatations droit et la rotation élastique
résultant de la décomposition polaire de F¢. Soit €° le tenseur Eulérien (ou spatial) de la
déformation logarithmique [BAT 86] :

€° = In[U°] (4.9)

ou In[.] représente le logarithme tensoriel qui nécessite une décomposition spectrale de
U¢. En suivant le démarche décrite dans Peric¢ et al. [PER 99] nous supposons ’existence
d’une fonction énergie élastique de forme quadratique ¥¢(€®) donnée par une fonction
scalaire symétrique de ses dilatations \; (i = 1,2,3) dont Iexpression est :

VN X8, X5) = 1[I+ In(3)° + 1n(35)?] + SA(T)? (4.10)

ou p et A sont les coefficients de Lamé et (J¢) = A{ASAS est le jacobien. En suivant un
développement standard, on obtient la loi de comportement hyperélastique suivante :

awe e ., (&
T = Pee = C®: € (4.11)
avec
T = [R°]" 7R¢ (4.12)

ou T est un tenseur de contraintes dans la configuration « tournée », 7 = Jo est
la tenseur des contraintes de Kirchhoff, C¢ est le tenseur élastique constant isotrope
du quatrieme ordre. Plus de détails sur les fondements thermodynamiques peuvent étre
trouvés dans [ETE 90].

Intégration numérique de la loi de comportement

Dans le contexte d'une procédure numérique pour résoudre le probleme dont la so-
lution dépend de I'histoire du chargement, on adopte une procédure incrémentale et
une approximation de la loi de comportement matérielle est nécessaire pour actualiser
I'état de contraintes 7 ainsi que les variables internes o = & (déformation plastique
cumulée) du probleme a chaque incrément. Dans notre contexte, si 'on connait la va-
leur des variables {7,, F? «,} au début d'un increment de temps [t,,t,41], un algo-
rithme pour l'intégration de la loi de comportement est nécessaire pour actualiser les
valeurs de {Tn+1, F? 1 anH} a la fin de lincrément. En utilisant une expression si-
milaire a 'actualisation des déformations élastiques donnée par l'algorithme standard
du return-mapping pour la théorie infinitésimale [ETE 90, SIM 92, CUI 92, SIM 92b], la

déformation élastique logarithmique est actualisée par :

€11 = €$L+1mal — AN, (4.13)
Avec : 3 dev(T,.,)
ev n+1
N, =-—~ "7 4.14
T2 Iy (Tei) (4.14)
avec : ‘ '
Tﬁfﬁl =C°: eflﬂmal (4.15)

ot Jo(.) est le second invariant de (.). La déformation élastique de prédiction €2 "

est définie par :

€ = In[U° ] (4.16)
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ot (U*)rial résulte de la décomposition polaire de (F¢)i défini par :

F, " = Foa(Fh)~ (4.17)
En utilisant ’'Eq. (4.11) on obtient :

dev(T, 1) = 2udev(e, 1) (4.18)
En utilisant 'Eq. (4.13), 'Eq. (4.14) et I'Eq. (4.18) on obtient :

deV(Tn+1)

dev (T, ;1) = dev(T") — 3uA 4.19
qui conduit apres quelques manipulations a :
Jo(Tpi1) = Jo(TyL) — 3uly (4.20)
Nous supposons que fyfl’i“ll = Jo(Tii) — 5,(Av) est une fonction non-linéaire (voir
paragraphe suivant). Dans la cas d'un incrément de déformation plastique ( fyﬁall > 0),
nous devons trouver 'inconnue A~y a partir de I’équation scalaire non-linéaire :
Jo(Ty) = 3uly — 0y (Av) = 0 = Jo(Tppa) — 0, (Ay) =0 (4.21)
Nous résolvons cette équation par une méthode de newton-Raphson.
En utilisant I’'Eq. (4.19) on obtient :
dev(Tiria
dev(T, ) = 1(#21) (4.22)
+ J2(Tn+1)
et : ]
T,y = dev(T, ) + gTr(T;t;f;l) (4.23)
Le tenseur des contraintes de Cauchy est alors obtenu par :
1 =T ial1—1
. — Retmal Tn Retmal 4.94
Ont1 7det(Fn+1) [ n+1} +1[ n+1] ( )

Finalement en utilisant I'Eq. (4.13) et I'Eq. (4.16) on obtient, apres quelques manipu-
lations :

[n[U 1] = In[U] = AN, (4.25)
In(REAFS ) = In(REA[FE )7 — AN, (4.26)
In(REAF, 0 [F2 4] = In((REA) ™ Fra[F2) ) — AyN. (4.27)
R F,F ] = R Fo 2] eap(— AN, 1) (4.28)

On fait 'hypothese que :

R;., = R (429)
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Encadré 1. Intégration de la loi de comportement.

(i) Pour un déplacement donné u™*!, évaluer I'incrément du gradient
de déformation total :
Frtl =14 Vyu"t! =1+ B(X)u"!
avec B(X) la matrice contenant les derivées des fonctions de forme
dans la configuration de référence.
(ii) Evaluer le gradient de déformation élastique de prédiction :

(F)iy = (Fusn) (F2)

iii) Effectuer une décomposition polaire de (F*¢
p p
etrial _ pe e trial
(F )nJrl - Rn+1Un+1
(iv) Evaluer le tenseur des déformations élastique logarithmique

(€)y = n[U5 {5

(v) Evaluer le tenseur des contraintes de prédiction :
riQ e e rial
T = C*: (€n+1)t
(vi) Tester le critere de plasticité
SI Jg(TfL’"j“ll)‘— oy <0 ALORS :
(i1 = ()72 ofFIN
SINON aller en (vii)
(vii) Correction plastique. Trouver I'inconnue A~y en résolvant I’équation non-linéaire :
Jo(Tns1) — 0y "1 (Av) = 0, avec Jo(Tpi) = Jo(THY) — 3udy
(viii) Actualiser le tenseur des contraintes de Cauchy :
Onr1 = TR T RO, avee Thpy = dev(Tp) + 5Tr(TH)1
dev[T4'] — _  3uA
deV[Tn-i—l] - 1+E+1 )y — JQ(/%nzl)
(ix) Actualiser la partie plastique du gradient de déformation :
Fy = exp[AyN""! |F]
Nn+1 _ §deV(Tn+l)
~ 2 J3(Tui1)

trial
n+1

On obtient donc :

[Fh ] = [F2)  eap(—AyNy1) (4.30)

qui conduit a I'expression suivante pour I’évaluation de la partie plastique du gradient
de la déformation (voir [ETE 90, SIM 92, CUI 92]) :

Fy . = exp[AyNyy JF) (4.31)

Comme il est noté dans [PER 99], en conséquence de l'approximation exponentielle ci-
dessus dans I'intégration implicite de la loi d’écoulement, I'incompressibilité de 1I’écoulement,
plastique pour un critere de plasticité insensible a la pression est conservé exactement par
la loi incrémentale (4.31). De plus, on retrouve 'algorithme standard du return-mapping
lié a la théorie des petites perturbation [SIM 98], dans lequel les effets des transforma-
tions finies n’apparaissent qu’au niveau de la cinématique. Nous résumons les étapes de
I’algorithme d’intégration de la loi de comportement dans I'encadré 1.
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Formulation explicite Lagrangienne

La formulation variationelle correspondant a 1’équilibre dynamique est (principe des
puissances virtuelles) :

/ p(t)i - ndQ’ —I—/ o' VndQ = / p(t)b - ndQ’ —I—/ t-ndl* Vnped (4.32)
Q t t o0,

ou 1 est 'espace des vitesses virtuels. Afin de simplifier 1'utilisation de 1’équation
(4.32), les propriétés suivantes sont utilisée :

ox

F=-—
X

=1+ qu (433)

J = det[F], dQ' = J'dQg, podQ = p(t)dSY (4.34)

Ce qui conduit & :

/ poti - ndS€Y +/ P! : VxndQy = / pob - md€Y +/ t-ndl* Vned  (4.35)
Qo Qo Qo o0t

ol P est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirschhoff relié & o par P = JF'o.

En appliquant le schéma de discrétisation C-NEM, la formulation variationelle (4.35)
est transformée en un ensemble d’équations discretes algébriques dépendant du temps,
exprimé, sous forme matricielle, par :

M, (1) = F(1) — 2 (w,,0) (4.36)

ou t est le temps, F"(u, t) la colonne des efforts intérieurs, F¢**(¢) la colonne des efforts
extérieurs, et M est la matrice masse. Les différentes matrices sont définis par :

M = . pod” (X)(X)d (4.37)
F(u,,t) = / J.F, o, B(X)dQy (4.38)
Qo
Fert = ¢ (x)tdl™ (4.39)
a0t

avec ¢ la matrice contenant les fonctions de forme dans la configuration de référence et
B(X) la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme dans la configuration de
référence. Dans le cadre de I'intégration nodale stabilisée, la matrice M est naturellement
diagonale, et les termes diagonaux sont donnés par m; = po€;, avec ; l'aire (volume en
3D) de la cellule de Voronoi associée au noeud n;.

Les vitesses v = 1 et accélérations i = v sont approximées en utilisant la méthode des
différences centrées avec pas de temps variable. Si l’'on définit une variable dont ’exposant
est n comme la solution numérique au temps t = t,, nous avons :

Aty + Aty ,
Viilj2 = Vao1j2 + %un (4.40)

Up+1 = Uy -+ At2vn+1/2 (441)
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Finalement, I'algorithme général de la procédure explicite est décrit ci-dessous. Celui-
ci commence par la définition des conditions initiales. Ensuite, pour chaque incrément de
temps, connaissant W, v,_1/2, Uy, Fy, FL :

1. Actualiser les déplacements et les vitesses

Vit1/2 = Vp—1/2 + %ﬁn
U1 = U, + Abov, )9

2. Evaluer 0,11, F!; En utilisant I'encadré 1 de ce chapitre.

3. Actualiser les accélérations 1,1
(di)n+1 = m%Z {(F;ext)n+1 - [Elnt]n+1} (1)

Couplage thermomécanique

L’équation de la chaleur est donnée pour une conduction thermique isotrope de type
Fourrier par :

ple®)T = k(AT + 7' dans (4.42)

ou p' est la masse volumique, ¢(t) est la capacité thermique et k() est la conductivité
thermique du matériau et r* une source de chaleur, toutes définies au temps ¢. Par la suite,
nous supposerons que la capacité thermique et la conductivité thermique sont constantes
dans les problemes que nous traiterons. Nous les noterons donc ¢ et k. La formulation
variationelle associée au probleme de thermique sur la configuration actuelle Q' est donnée
par :

Trouwver T € HY(Q) , T =T sur 0,9, tel que :

/ ptcTnth—i—/ k:VXT-Vxnth:/ rtnth—i—/ qndl'* Vn € Vp (4.43)
Qo o) ot 329

ou 0182 est la partie du bord ou les températures sont imposées, Vr est I'espace des
températures virtuelles et g est le flux imposé sur le bord 0,€2. Comme précédemment, nous
pouvons réécrire la formulation donnée dans I'Eq. (4.43) dans la configuration actuelle :

/ pocT - 77d90+/ k:VXTFTFlvxndQ():/ det(F)TtndQO—i—/ gndl't ¥n € Vp
Qo Qo Qo

020
(4.44)
Ce qui donne apres discrétisation le systeme :
CT+KT=Q (4.45)
qui dans le cadre d’'une approche explicite est exprimé sous la forme :
CT"™ = [C + AtK]T" + AtQ"
avec :
C= [ meo" (X)8(X)ds (4.46)
Qo

'Remarque : pour les nceuds en contact, le déplacement u,,; est seulement utilisé comme une
prédiction, qui doit étre corrigée par le biais des accélérations résultant des déplacements imposés ou
des efforts de contact.
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K= [ kB'X)FTF 'B(X)d (4.47)

Qo

Comme pour le matrice masse, dans le cadre de l'intégration nodale stabilisée, la
matrice C est naturellement diagonale, et les termes diagonaux sont donnés par ¢; = pocf2;,
avec §); l'aire (volume en 3D) de la cellule de Voronoi associée au nceud n;. Afin d’établir
un couplage thermomécanique, nous supposons que la source de chaleur r* est produite
par le travail plastique, soit :

rt = yot : DP(t) (4.48)

Avec :

D (t) = sym [(Fp> (Fp_l)] (4.49)

avec o' le tenseur des contraintes de Cauchy & Iinstant ¢, D?(¢) la partie plastique du
tenseur Eulérien des taux de déformation a I'instant ¢, x un coefficient, appelé parfois co-
efficient de Taylor-Quinney [TAY 34| précisant la fraction du travail plastique transformé
en chaleur. dans les simulations présentées, nous prenons ce coefficient égal a y = 0.9
IMAR 95]. Le reste du travail plastique (10% restant), est dissipé sous forme d’énergie
nécessaire aux transformations de phases, a I’écrouissage ou a d’autres transformations
métallurgiques. Le couplage entre les problemes thermique et mécanique est d’une part
réalisé au travers de la source de chaleur produite par le travail plastique (Eq. 4.48) et
d’autre part au travers d’'une loi d’écrouissage prenant en compte les effets d’adoucisse-
ment du a la température, comme par exemple (parmi plusieurs choix possibles) la loi de
Johnson-Cook [JOH 83] :

0,(&) = [A+ B@)"] [1 + Cln (ﬁ)] [1 . (;“f;TT)m] (4.50)

ou A est la limite élastique du matériau, B et n sont des coefficients influents sur la courbe
d’écrouissage du matériau, €’ est la déformation plastique cumulée, C' traduit le compor-
tement visqueux du matériau, il détermine la sensibilité & la vitesse de déformation. €”
est le taux de déformation plastique & linstant ¢, € est le taux de déformation plas-
tique de référence. T est la température du matériau, Ty est la température de référence
(température ambiante), T est la température de fusion du matériau et m est le coefficient
d’adoucissement thermique, il traduit la sensibilité a 1’élévation de température.

On remarque qu’en fixant les coefficients C' et m a zéro et n a 1, on obtient un modele
d’écrouissage linéaire, et en fixant en plus B a zéro un modele de plasticité parfaite. Le
tableau 1 donne les valeurs des coefficients de Johnson-Cook pour quelques matériaux.

Dans I’approche explicite, nous résolvons successivement les problemes mécaniques et
thermiques. Le probleme mécanique fournit des données permettant le calcul du travail
plastique, définissant la source de chaleur pour le probleme thermique. La résolution du
probleme thermique permet de calculer le terme d’adoucissement du a la température
dans la loi d’écrouissage pour le probleme mécanique.



4.2. RAFFINEMENT ET ADAPTATIVITE o7

Tableau 1. Coefficients de Johnson-Cook pour quelques matériaux.

Matériau A(Mpa) B(MPa) n C m Ty (°K) ¢
42CD4 595 582 0.133  0.023 13 1793 1
35NCD16 1197 2998 0.134 0.044 13 1793 1
TA6V4 881 468 0.122  0.039 7 1923 1
304 L 253.32  685.1 0.3128 0.097 2.044 1698 1
(acier inoxydable)

Cuivre 400 100 1.0 0.025 1.09 1348 1

4.2 Raffinement et adaptativité

4.2.1 Méthodes sans maillage et adaptation

Un des avantages des méthodes sans maillage est de tolérer de grandes distorsions du
nuage de nceuds de départ sans introduire d’erreurs significatives dans la solution. Cepen-
dant, il est évident que dans tous les cas, une densité nodale appropriée est nécessaire pour
décrire les forts gradients pouvant intervenir dans la solution du probleme. C’est pourquoi
une adaptation de la densité nodale est nécessaire pour calculer la solution numérique des
problemes gouvernés par les équations aux dérivées partielles.

Dans le contexte de la méthode des éléments finis, ces adaptations sont incluses dans
I'opération de remaillage. Le remaillage est nécessaire par exemple quand la géométrie des
éléments devient trop déformée suite a de grandes déformations du domaine. De plus, il
peut étre nécessaire, pour améliorer la qualité de I'interpolation dans le voisinage d’un fort
gradient dans la solution, d’ajouter de nouveaux nceuds, ou de les repositionner. Cette
tache n’est pas simple car le maillage associé a la nouvelle distribution nodale ne doit pas
contenir elle-méme d’éléments distordus. La qualité géométrique sur les éléments est une
contrainte qui complique fortement les procédures de raffinement, spécialement dans le
cas 3D.

A Topposé, dans les méthodes sans maillage, aucune contrainte géométrique sur la
position relative des nceuds n’est imposée. Ainsi, I'introduction, 1’élimination ou le repo-
sitionnement de nceuds est une tache triviale. De cette maniere, des noceuds peuvent étre
ajoutés sans vérifications géométrique dans les régions ot la qualité de la solution doit étre
améliorée (identifiées par un indicateur d’erreur approprié¢). Une fois les nouveaux noeuds
placés dans le domaine, dans le cas ou le probleme fait intervenir des variables d’his-
toire, l'initialisation de ces variables dans le cadre d’une intégration nodale (toutes les
variables sont alors définies aux nceuds) peut étre réalisée de manieére triviale en utilisant
le schéma d’interpolation meshless. Cet aspect attractif simplifie de maniere significative
les procédures de raffinement.

Pour déterminer les zones dans lesquelles un raffinement est nécessaire, des estimateurs
ou indicateurs d’erreurs sont nécessaires. Si I'estimation d’erreur est bien établie dans le
cadre de la méthode des éléments finis [LAD 01] [BAB 79] [ZIE 87b], I’émergence de pu-
blications sur ces sujets dans le contexte des méthodes sans maillage est plus récente.
Dans le contexte de la Reproducing Kernel Particle method (RKPM), Belytschko et
al. [BEL 98], et Liu et al. [LIU 97] ont proposé des estimateurs d’erreurs basés sur les
résidus de I'équation d’équilibre. You et al. [YOU 03] ont proposé une approche origi-
nale en utilisant 'approximation RKPM comme un filtre passe-bas et le filtre passe-haut
correspondant est utilisé pour localiser les régions a forts gradient, similaire a ’analyse
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multirésolution et I’analyse ondelettes. Dans le contexte de la méthode Element Free Ga-
lerkin (EFG), 'estimation d’erreur a été fortement étudiée en utilisant des indicateurs
basés sur des procédures de reconstruction (recovery methods) [ZIE 87b]. Les fonctions
de forme possédant une grande continuité, la procédure de reconstruction des contraintes
ne nécessite pas de projection comme dans la méthode des éléments finis utilisant des
fonctions de forme C°. Chung et Belytschko [CHU 98] ont introduit par ce biais des
estimations d’erreur locales et globales dans la méthode EFG. L’essence de cet indica-
teur d’erreur est d’utiliser la différence entre les valeurs obtenues par reconstruction des
contraintes et celles obtenues directement par la solution EFG. Une étude plus appro-
fondie a été menée par Lee et Zhou [LEE 03b, LEE 03a] et dans la méthode RKPM par
Lu et Chen [LU 02]. Cependant, des difficultés apparaissent, car la qualité de 'indicateur
d’efficacité dépend du nombre de noeuds contenus dans le support de la fonction moindre
carrés mobiles utilisée pour le calcul et pour la projection [CHU 98]. De plus, des diffi-
cultés associées a l'adaptation de la taille du support des fonctions de forme pendant le
raffinement apparaissent, comme il en est discuté dans [LEE 03a]. Ces difficultés sont liées
au fait que la taille du support des fonctions de forme moindres carrés mobiles doit étre
réglée afin qu’il couvre un nombre suffisant de nceuds, sans toutefois en contenir un nombre
trop important pour préserver la qualité. Par la suite, nous montrons que 'utilisation des
fonctions de forme de type éléments naturels permet d’éviter ces difficultés.

4.2.2 Méthodologie de raffinement adaptatif pour ’élasticité linéaire
en statique

Dans cette partie limitée a 1’élasticité linéaire, nous proposons une procédure de raffine-
ment adaptatif utilisable dans le contexte de la méthode C-NEM incluant deux indicateurs
d’erreurs a posteriori, tous deux basés sur une technique de reconstruction des contraintes
de type Zienkiewicz—Zhu [ZIE 87b], ainsi qu'une technique de raffinement basée sur les
cellules de Voronoi afin de permettre le raffinement dans des nuages de nceuds irréguliers.

Un premier indicateur basé sur la reconstruction de champs de déformations
discontinus

Dans la méthode des éléments finis, la procédure de reconstruction des champs de
Zienkiewicz — Zhu [ZIE 87b] consiste a comparer le champ de contraintes fourni par le
résultat du calcul (discontinu au passage des éléments) avec un champ reconstruit plus
continu (obtenu par une projection de type moindres carrés mobiles), censé fournir une
solution de meilleure qualité que la solution EF.

Dans la NEM, la solution fournie par le résultat du calcul est au contraire tres continue
méme au passage d'une cellule de Voronoi a une autre. L’intégration nodale (voir partie
3.2.8), par contre, utilisant un gradient moyen par cellule, dégrade cette continuité et
fourni un champ de contraintes discontinu au passage des cellules. Par analogie avec la
méthode de Zienkiewicz — Zhu, nous utilisons le champs discontinu obtenu par I'intégration
nodale comme le champ solution. Le champ reconstruit (de référence) est lui donné par
une interpolation de type NEM des valeurs nodales des contraintes. Nous détaillons la
procédure ci dessous.

Soient u” les déplacements nodaux obtenus a partir de la résolution du systeme linéaire
(3.26) résultant de la discrétisation NEM de la formulation variationnelle (3.25). Par
application de I'intégration nodale stabilisée conforme (SCNI) décrite dans la partie 3.2.8,
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un champ de contraintes constant dans chaque cellule (discontinu sur les bords des cellules
de Voronoi) peut étre calculé a partir de ¢ (Eq. (3.34)). Ainsi, le champ de contrainte
peut étre obtenu dans chaque cellule de Voronoi comme :

Gt = C&l = CBju" (4.51)

avec B; défini dans I'Eq. (3.34). De plus, nous définissons en tout point x € 2 le champ
de contraintes reconstruit o(x) en interpolant a l’aide des fonctions de forme NEM les
valeurs nodales 67 résultant du calcul. Ce champ reconstruit possede la méme continuité
que l'interpolation naturelle.

o(x) = Z of (x)a) (4.52)

ot V est le nombre de voisins naturels visibles du point x et ¢§ sont les fonctions
de forme C-NEM définies dans V'Eq. (3.4) et construites sur la base du diagramme de
Voronoi contraint (voir partie 3.2). La différenciation entre ces deux champs peut étre
utilisée comme un indicateur d’erreur local que nous désignerons par NN1. Celui-ci est
utilisé par le biais d'une norme en énergie prenant la forme suivante :

1
NN1:él = [/ 5(&? —o)'c (gt - 5)dQ)V? = ||g" — 5|, (4.53)
Q;

ou {; est la cellule de Voronol contrainte associée au noeud n;.

Un deuxieme indicateur basé sur la reconstruction de champs de déformations
continus

Nous reprenons la méthodologie du paragraphe précédent, mais en substituant le
champ de contrainte discontinu par un champ de contrainte continu obtenu en tout point
a partir des dérivées des fonctions de forme. Ce champ est défini de la maniere suivante :

o"(x) = CB"(x)u” (4.54)

ott B"(x) est une matrice contenant les dérivées des fonctions de forme calculées au
point x. Il est & noter cependant que o(x) n’est pas défini pour x = x;.

Un deuxieme indicateur d’erreur peut maintenant étre obtenu comme la différenciation
entre les champs définis dans les Eqs. (4.52) et (4.54). Nous désignons cet indicateur par
NN2.

1

NNZ: eh = [/ Lo —3)7C (0"~ )] = 0" ~ 5], (4.55)
Q;

Nous notons toutefois que l'indicateur NN2 ne peut étre mis en ceuvre simplement que

dans le cadre des problemes linéaires.

Indices d’efficacité Afin d’évaluer numériquement les intégrales définies dans les Eqgs.
(4.53) et (4.55), les cellules de Voronoi sont triangulées (voir fig. 4.1), et une intégration
de Gauss est appliquée dans chaque triangle.

Comme les cellules de Voronoi contraintes définissent une partition du domaine, 1’er-
reur globale peut étre calculée comme :
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O Points d'intégration

F1G. 4.1 — Intégration de 'erreur dans chaque cellule.

()" =>_ () (4:56)
et

(ct)” = i (el)” (4.57)

ou N est le nombre de noeuds dans le domaine. Nous pouvons également définir les
contributions locales a l'erreur globale associées aux erreurs NN1 et NN2 comme :

L@
0, = 7= (4.58)
GE
h
h €i
n— 4.59
" Tl )

Les indices d’efficacité 6 associés sont définis comme le rapport entre 'erreur estimée
et 'erreur exacte :

B 6" — 5 llo
m ey |lo" — o] (4.60)
e lo" —5llo
0 —ph =2 _ _1r T 4.61
NN2 e ot — oo ( )

Un bon indice d’efficacité est censé étre proche de 1 (ou au moins de maniere asympto-
tique lorsque la densité nodale augmente). Comme dans Zienkiewicz et al. [ZIE 99], nous
pouvons établir la borne suivante pour l'indicateur NN1 :

6" =Glla =I(" — o) = (& — 0**) o (4.62)

d’ou :
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I6" = o**lla =115 — 0**la < [I6" = Flla < [I6" — 0o + (|5 — a**|lo (4.63)
et en divisant chaque terme par [|" — 0*||q on obtient :

N il [° o = o*lla

1 <Ony1 <1+

15" — o< lla 15" — o< lla

(4.64)

On peut écrire une relation similaire pour I'indice d’efficacité associé NN2. A partir
de (4.64) nous pouvons conclure que si la solution de & converge a une vitesse supérieure
a celle de la solution approximée ", I'estimation de I'erreur doit étre exacte asymptoti-
quement.

Stratégie de raffinement basée sur les cellules de Voronoi

Pour améliorer la qualité de 'approximation sans détriment pour le temps de calcul,
c’est a dire d’adapter la densité nodale a la solution du probleme, la connaissance de la
contribution locale de 'erreur est particulierement importante. Pour cela, nous définissons
une erreur limite tolérée globale 7 et une erreur tolérée dans chaque cellule 7; satisfaisant
la relation :

7=y () (4.65)
i=1
Si I'on cherche a homogénéiser les erreurs dans le domaine, l'erreur tolérée 7; = n,, Vi
dans chaque cellule est donnée par :

_ N
7« JN
Par la suite nous utilisons le fait que notre indice d’efficacité est proche de 1 pour
qualifier 7 comme 'erreur pour des raisons de simplicité. En suivant Zienckiewicz et. al
[ZIE 99], nous nous proposons de calculer la longueur caractéristique de la nouvelle cellule
par rapport a la cellule I'ayant générée en supposant un ordre de convergence de la solution
d’ordre p (O((h?))). Nous avons alors, pour I'indicateur NN2 par exemple :

1 1
i [  [2el o
hg' i VNel '

Comme nous le constatons dans les applications numériques du chapitre suivant, la
vitesse de convergence dans les approximations utilisant les fonctions de forme éléments
natures sont tres proches de celles obtenues par I'utilisation d’éléments finis linéaires (due
a la consistance linéaire de l'interpolation de Sibson). Ainsi, p est supposée étre la vitesse
de convergence en utilisant la norme énergie.

Pour décider quand une nouvelle cellule doit étre ou non divisée, non supposons que la
longueur caractéristique des nouvelles cellules engendrées par celle-ci sont 2 fois inférieures
(voir fig. (4.2)), pour raisons de simplicité.

(4.66)

hnew 1
Jold < 9
On peut alors déterminer si une cellule doit étre subdivisée lorsque 'on a :

(4.68)
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Fia. 4.2 — Stratégies de raffinement basées sur les cellules de Voronoi. (o) : nceuds addi-
tionnels.

o =

La stratégie représentée sur la figure 4.2 (a) consiste, lorsque Ierreur dans une cellule
dépasse la limite décrite dans 'Eq. 4.69, a rajouter des nceuds sur les sommets de la
cellule de Voronoi. Cette stratégie a été utilisée par plusieurs auteurs [YOU 03] [LU 02] et
permet en effet de raffiner des nuages de noeuds irréguliers. La stratégie illustrée dans la
figure 4.2 (b) consiste a rajouter, pour une cellule dont 'erreur dépasse la valeur limite, a
rajouter des nceuds entre le noeud n; et les voisins naturels n;. Nous recommandons plutot
d’utiliser plutot la stratégie (b) car dans le cas de grilles quasi-régulieres, les orthocentres
sur lesquels vont étre placés les nouveaux nocuds peuvent étre tres proches les uns des
autres, voir se superposer pour des grilles régulieres. La stratégie (b) est équivalente a une
subdivision des éléments dans la méthode des éléments finis.

Nous pouvons noter que dans la méthode des éléments naturels, toutes les entités as-
sociées au diagramme de Voronoi étant déja construites pour les besoins de I'interpolation,
aucune de construction supplémentaire n’est introduite pour les besoins de I'interpolation,
contrairement aux méthodes de type moindres carrés mobiles. De plus, nous ne trouvons
pas le probleme du réglage de la taille du support des fonctions de forme, car celui-ci est
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automatiquement défini par ses voisins naturels, s’adaptant naturellement a la densité et
a l'anisotropie locale.

4.2.3 Méthodologie de raffinement adaptatif pour les problemes
non-linéaires a variables internes

Dans cette section, une stratégie de raffinement adaptatif pour les problemes non-
linéaires avec variable d’histoire est développée dans le cadre de la méthode C-NEM.
Celle-ci inclut : (a) un indicateur d’erreur de type Ziekiewicz-Zhu [ZIE 87b] basés sur
la déformation plastique cumulée; (b) une technique de transfert de variables internes
facilitée par une intégration nodale [CHE 01]; et (c), une stratégie de raffinement pour
les problemes évoluant dans le temps basée sur les cellules de Voronoi.

Indicateur d’erreur pour les problemes non-linéaires a variables internes

Dans le cadre de la méthode des éléments finis, et pour le cas des problemes ellip-
tiques linéaires, les techniques visant a établir des stratégies de raffinement adaptatif sont
aujourd’hui bien établies et utilisées de maniere routiniere dans les codes éléments finis.
Au contraire, bien que des progres aient été effectués pour certaines classes de problemes
non-linéaires (voir par exemple [BAB 86] pour une des premieres contributions), seul un
nombre relativement limité de travaux publiés existent sur les estimations d’erreur a poste-
riori et les approches adaptatives pour les problemes non linéaires avec variables d’histoire
en mécanique du solide. Des exceptions notables sont les contributions de Ladeveze et al.
[LAD 86], de Jin et al. [JIN 89], Belytschko et al. [BEL 89], Ortiz et Quigley [ORT 91],
Johnson et Hansbo [JOH 92], Lee et Bathe [LEE 94], Peric et al. [PER 96], Gallimard et
al. [GAL 96], et Deb et al. [DEB 96].

Par la suite, nous proposons un indicateur d’erreur simple reposant sur des concepts
similaires a ceux décrits pour l'indicateur d’erreur NN1 de la partie précédente. Les
concepts ci-dessous, ainsi que la formulation du probleme en grandes transformations
élastoplastiques, ont été publiés dans [YVOO04c]. Soit «(X,t) une variable, soit associée
aux dérivées spatiales des inconnues du probleme (par exemple F(X,))), ou soit une va-
riable interne (par exemple €’(X, t)). Dans le contexte de la méthode C-NEM, I'intégration
nodale stabilisée introduite par Chen et al. [CHE 01] construit des champs constants
par morceaux associés aux dérivées des champs du probleme, discontinus au passage
d’une cellule de Voronoi a une autre. C’est une conséquence du schéma de stabilisation
(moyenne des gradients) utilisé dans I'Eq. (4.73). De plus, les différentes variables internes
peuvent étre définies aux noeuds, car ceux-ci sont dans ce schéma d’intégration confondus
avec les point d’intégration. des champs constants associés aux variables «(X,t) peuvent
alors étre considérés dans chaque cellule. Une solution simple de champ lissé reconstruit
a* (X, t) (avec une convergence supposée plus rapide), est 'interpolation des valeurs no-
dales a"(X;,t) dans le schéma C-NEM :

|4

aX, 1) =) ¢ (X)a"(X;, 1) (4.70)

i=1

Ainsi, on peut définie une indication de l'erreur basée sur la déformation plastique
cumulée dans chaque cellule €2; et dans la configuration de référence comme :
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e, = [ (0%, 01— 0K ) i (a.11)

Avec :

[ (X, 1)] Z¢c SO, T = det(F) (4.72)

Ou [’ (X}, t)]h est la déformation plastique cumulée associée avec le voisin naturel visible
n; du point x, supposé constante dans le cellule ;. Pour évaluer (4.71), les cellules de
Voronoi sont triangulées, et un schéma d’intégration de Gauss est appliqué dans chaque
triangle.

On peut par cette technique construire tout type d’indicateur d’erreur, comme par
exemple des indicateurs d’erreurs basés sur le taux de déformation plastique ou encore
sur I'endommagement [PER 99]. Par simplicité, nous considérons ici seulement 'indica-
teur basé sur la déformation pastique cumulée. L’erreur globale est obtenue, de maniere
standard, par : |e3, = SN le[g,. Enfin, une erreur relative 7 peut étre définie par :

i = lela,/|e]o-

Transfert des variables internes dans la méthode C-NEM

Dans la méthode des éléments finis, lorsque la déformation des éléments ne garan-
tit plus une certaine qualité de la solution ou lorsqu’un raffinement est nécessaire pour
représenter des phénomenes décrits par des dimensions inférieures a la taille du maillage,
un nouveau maillage doit étre généré. Le nouveau maillage est généralement completement
différent du précédent. Pour ce maillage, un ensemble de nouvelles variables d’état comme
les déplacements, les contraintes, ou les parametres d’écrouissage associés au nouveau
maillage doivent étre reconstruites a partir de I’ancien maillage. On distingue deux sortes
de variables d’état : celles qui sont stockées aux nceuds (comme par exemple les dépla-
cements) et celles qui sont stockées aux points d’intégration (comme par exemple les
variables d’écrouissage). Pour ces dernieres il est nécessaire de définir un opérateur de
transfert (ou de projection) pour permettre le transfert des variables internes associées a
I'ancien maillage vers le nouveau [ORT 91, LEE 94, PER 96].

Une discussion sur ces différents aspects, ainsi que différentes techniques possibles
peuvent étre trouvées dans le cadre de la MEF dans [ORT 91, LEE 94, PER 96, CAM 96,
CAM 97, PER 99]. Les principales difficultés sont associées a la localisation des an-
ciens points d’intégration dans le nouveau maillage (opération cotteuse) et a la diffusion
numérique des données a chaque transfert (dégradation de la solution).

Pour alléger les différentes difficultés décrites ci-dessus, nous proposons par la suite
une méthodologie utilisant les caractéristiques de la méthode des éléments naturels pour
définir un opérateur de transfert simplifié entre deux actualisations ou raffinages. Il est a
noter que dans le cadre des méthodes meshless, le transfert des variables internes intervient
dans le cadre d’une réactualisation de la connectivité des noeuds ou d’un raffinement.

Dans cette section, nous proposons d’utiliser la méthode d’intégration nodale stabilisée
conforme (SCNI) [CHE 01] afin (a) d’améliorer la qualité de I'intégration numérique de la
forme faible associée aux équations d’équilibre et (b) pour pouvoir transférer les variables
internes de maniere simple en stockant toutes les variables, y compris les variables habi-
tuellement stockées aux points d’intégration de Gauss (comme les variables d’écrouissage
ou de déformation plastique cumulée), aux noeuds.
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F1G. 4.3 — Domaine représentatif autour du nceud pour évaluer le gradient nodal F;.

Une formulation Lagrangienne est utilisée (voir Eq.(4.35) ), dans laquelle les connecti-
vités, les fonctions de forme ainsi que les dérivées sont définies sur la base du diagramme de
Voronoi de 'ensemble des nceuds dans la configuration de référence (2 (pas nécessairement
la configuration initiale).

Dans la section 3.2.8, l'intégration nodale stabilisée (SCNI [CHE 01, CHE 01]) a été
appliquée dans le cadre de D'élasticité linéaire en petites perturbations. Afin d’appli-
quer cette technique pour les problemes non-linéaires, nous considérons le gradient de
déformation stabilisé au point matériel (nceud) n; [CHE 01] :

5 1

e

ou €2; est un domaine représentatif autour du noeud (typiquement une cellule de Vo-

ronol) (voir fig. 4.3). Par introduction du schéma de discrétisation C-NEM dans I'Eq.
(4.73) nous trouvons :

Q;

U?X(Xi)
S o hig ) uwy (%) | _ g .
Vxu'(x;) = v%((xi) = By, (4.74)
'U,Y(Xi)
ot B; is exprimé par :
dix 0 ¢ax 0 ... gnx O
5 oy 0 ¢y 0 ... ony O
B, = ' ~ ‘ ~ ’ ~ 4.75
0 (Zél,X 0 ¢£27X 0 QEN’X ( )
0 &y 0 ooy ... 0  ony

et avec u; les déplacements généralisés associés aux voisins naturels de I’ensemble de
tous les points d’intégration utilisés pour évaluer 'intégrale dans I’Eq. 4.73. Dans le cadre
d’une procédure Lagrangienne, les options suivantes peuvent étre envisagées :

1. Une procédure Lagrangienne totale, dans laquelle le diagramme de Voronoi et les
fonctions de forme sont calculées une seule fois dans la configuration de référence;

2. Une procédure Lagrangienne actualisée dans laquelle le diagramme de Voronoi et les
fonctions de forme sont recalculées a chaque pas de temps (nécessaire par exemple
dans le cas de la découpe) ;

3. Une procédure Lagrangienne actualisée périodiquement dans laquelle le diagramme
de Voronoi et les fonctions de forme sont recalculées apres un certain nombre de pas
de temps durant lesquels une procédure Lagrangiene totale est utilisée.
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méme nuage
de nceuds

Actuaﬁsation M
Ft _r
—> w (00 = (e5)(1)

<(oci)o 4 - \

(OLi)(t) nouveaux nceuds
(raffinage,
repositionnement...)

+
Actualisation

Yn
0l : variable interne stockée au noeud nj : (04)'0 = kz_:q)k(OLk)(t)
(Oti)' : variable interne stockée au noeud nj ; -
dans la nouvelle configuration de référence ;
nj : nouveau noeud ou noeud repositionné
nk : nceud avant actualisation ;

(I)k : fonction de forme associée a un nceud nk ;

F1G. 4.4 — Projection des variables internes.

Dans le cadre d’une procédure lagrangienne totale, aucun transfert de variables in-
ternes n’est nécessaire. Par contre, dans le cadre de procédures lagrangiennes actualisées
(2) et (3), il est nécessaire de réactualiser la configuration de référence, ce qui implique
une recostruction du diagramme de Voronoi et un recalcul des fonctions de forme. Dans ce
cas, l'utilisation du gradient de la transformation donné dans I’'Eq. 4.73 permet de définir
toutes les variables internes telles que la déformation plastique cumulée, aux nceuds. Dans
le cadre d'une procédure explicite, les différentes grandeurs définies au pas de temps
précédent sont également toutes définies aux nceuds. Si le méme nuage de noeuds est uti-
lisé pour réactualiser la configuration de référence, le transfert est direct car les points
d’intégration sont confondus avec les nceuds. Si un nuage de noeuds différent est utilisé
(raffinement, repositionnement des nceuds. .. ), une interpolation directe de type C-NEM
a partir des valeurs nodales des anciens noeuds peut étre effectuée pour le transfert des
variables internes (voir figure 4.4).

Stratégie de raffinement adaptatif Nous proposons la stratégie suivante : a partir
d’une configuration de référence (instant ¢y, on effectue un nombre fixé d’incréments dans
le cadre d'une procédure lagrangienne, jusqu’a un temps t,. Au temps t,, les erreurs sont
évaluées grace a U'indicateur décrit dans 'Eq. (4.72). Pour les cellules (noeuds) dépassant
le seuil d’erreur toléré, des noceuds sont ajoutés entre le nceud et ses voisins naturels dans la
configuration de référence. Le calcul est repris au temps ¢, avec de nouveaux noeuds. On
va ensuite de nouveau jusqu’au temps t,, et ainsi jusqu’a ce qu’il n'y ait plus de cellules
dépassant le seuil d’erreur tolérée. Si au temps ¢, il n’y a plus de cellules a subdiviser, la
configuration est actualisée au temps t, et devient la nouvelle configuration de référence.
Cette procédure est résumée dans l'encadré 3 et la figure 4.5.
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Encadré 3. Procédure de raffinement adaptatif dans le cadre de la méthode C-NEM
pour les problemes non-linéaires avec variables d’histoire.

TANT QUE t < tfina

(i) Actualiser la configuration ,.;(X), o™/

(ii) Effectuer la simulation a l'aide de la procédure Lagrangienne jusqu’au temps t,.
x =X+ u(X,t)

(iii) Evaluer l'erreur globale a posteriori.

(iv) SI ERR > TOL
- Rajouter des noeuds de coordonnées X’ dans la configuration de référence €2,;.
X~ XUX’;
- Actualiser le pas de temps;
- Interpoler les variables internes des nouveaux noeuds a partir des variables dans la
configuration de référence : a(X) = 321, (X)) ;
- Retourner en (i)

SINON
Aller en (v)

(v) Initialiser :
X=x
aref — O[t

Retourner en (i)

t=ta
toF X t)
—
X=X+ u(X t)
Ao0=0o
X=X
N =N’
F-1(X,t)
) « Raffinage ?
OUIl
NON

(i) Rajouter des noeuds N'
de coordonnées X'
N = NouN'
X = XuX' X=x
(i) Interpoler les variables internes 00 = ota)
des nouveaux noeuds a partir to=1to +ta
des variables dans la configuration
de référence
o(X) = X ¢i(X) aio

F1G. 4.5 — Stratégie d’adaptation pour les problemes en grandes transformations.
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4.3 Conclusion

Dans cette partie, les avantages des méthodes meshless (et de la méthode C-NEM)
en particulier), ont été pris en compte dans le cadre des grandes transformations et du
raffinement adaptatif pour la simulation des procédés. Une formulation élastoplastique
en grandes transformations a été rappelée, puis une stratégie de raffinement adaptatif
a été proposée dans le cadre de la méthode C-NEM, pour les problemes en élasticité
linéaire, puis pour les problemes élastoplastiques en grandes transformations. La méthode
C-NEM offre les avantages suivants pour l'adaptation : (a) il est possible d’ajouter ou
de retirer des noeuds sans restrictions géométriques sur la position relative des nceuds;
(b) la structure de Voronoi permet de raffiner un nuage de nceuds quelconque, y compris
évoluant dans le temps; (c¢) dans les problemes en grandes transformations, la possibilité
de stocker les variables internes aux nceuds, par le biais de I'intégration nodale stabilisée,
facilite le transfert de champs entre deux actualisations de la configuration de référence.
Des exemples d’application sont proposés dans le chapitre suivant.



Chapitre 5

Exemples numériques

Dans ce chapitre, les différentes techniques proposées précédemment
sont validées ou testées par des exemples numériques. Dans un pre-
mier temps, nous évaluons au travers de problemes avec solutions ana-
lytiques la qualité de la méthode C-NEM dans (a) le traitement des
discontinuités matérielles fixes en élasticité linéaire ; (b) le traitement
des discontinuités mobiles (interfaces) dans le cadre de problemes
de thermique avec changement de phase; (c) une stratégie de raffine-
ment adaptatif dans le cadre de I’élasticité linéaire, dans laquelle nous
évaluons la qualité des indicateurs d’erreur proposés dans le chapitre
4, ainsi que la capacité de la stratégie de raffinement a localiser les
concentrations de contraintes; (d) la qualité de la méthode dans le
cas 3D, en utilisant le procédure hybride NEM/Moindres Carrés mo-
biles. Dans un deuxiéme temps, nous évaluerons qualitativement les
potentialités de la méthode dans le cadre de la simulation de quelques
procédés de mise en forme. Le but de cette derniere partie n’étant pas
de valider les solutions proposées, mais de montrer par ces résultats
préliminaires les potentialités de la méthode pour la simulation des
procédés.

5.1 Validation des techniques proposées

5.1.1 Introduction des discontinuités fixes
e EXEMPLE 1 : Cylindre composite soumis a une pression interne.

Nous considérons le premier exemple suivant : un cylindre creux composé de deux
matériaux est soumis a une pression interne. La géométrie est représentée sur la figure
5.1 (les conditions de symétrie ont été prises en compte). L'intérét principal de cette
simulation d’un probleme élastostatique est d’analyser la capacité des C-NEM a traiter
les géométries non-convexes, avec prise en compte éventuelle d’interface a l'intérieur du
domaine. Quatre nuages de nceuds ont été utilisés, comprenant 147, 315, 687 et 1863
noeuds. Des distributions régulieres et aléatoires ont été testées.

La solution exacte en déplacements pour ce probleme est donnée par :

u =ar+2 (5.1)

Dans notre cas nous pouvons écrire les déplacements dans chaque domaine sous la
forme :

69
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\VAVAVAVAV

A 6 A A 6D

Fic. 5.1 - (a) Géométrie du probleme de cylindre bi-matériaux; (b) Diagramme de Vo-
ronoil contraint du cylindre bi-matériaux pour une distribution nodale irréguliere.

Uy = 0,17" -+ % Rint <r< R1 (52)

et
u, = a’r + % Ry <r < Ry (5.3)

a partir desquels les déformations et les contraintes peuvent étre déduites :

611"1":0’1_1% Egr:a’2_$_§
€y =a' + 1’3—; €29 =a’+ :f—z (5.4)
€9 =0 €9 =0
ol = al(\ +2p1) = 24 02 = (N2 + 2p0%) — 24
ohy = ' (N +2ut) + 24 0F) = (N + 2p%) + 2 (5.5)
0pp =0 079 =0

o At et uf, i = 1,2, sont les coefficients de Lamé pour les deux matériaux, reliés aux
module d’élasticité et au coefficient de Poisson par :
N _ viE;
i = gy € A= G (5.6)
Les parametres a' et b, i = 1,2, peuvent étre calculés en appliquant les conditions
aux limites et de continuité suivantes :

(5.7)

ou P représente la pression interne.

Les résultats numériques pour les déplacements et les contraintes sont comparés a la
solution analytique pour un nuage de 315 noeuds régulierement espacés sur les figures 5.2
et 5.3 (Ripy = 0.5 mm, Ry = 0.7 mm, R,y = 0.9 mm, vy = 0.3, E; = 210000 MPa, vy =
0.2, B = 105000 MPa, P = 1 MPa). La solution C-NEM est en tres bon accord avec la
solution analytique (voir Table I.) et la discontinuité dans la contrainte ogy au passage de
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. 14r-
Displacements

_ urexact

ur C-NEM
n ug exact
v ugp exact
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Fia. 5.2 — Déplacements dans 1’épaisseur du cylindre bi-matériau avec passage a travers

I'interface.

25+
Stress
A A a }
of Ya, | Oy exact
ag | . O C-NEM
fau, ! Ggg exact
ol fau s Ogy C-NEM
— — — Orgexact
v O C-NEM
A

051+

05 -

Fi1Gg. 5.3 — Contraintes dans ’épaisseur du cylindre bi-matériau
I'interface.

avec passage a travers

la discontinuité est reproduite avec précision. Sur la figure 5.4, h correspond a la distance

radiale entre les noeuds.

Table I. Erreur en norme énergie pour le probleme du cylindre bi-matériaux.

-5 ~h
6" — oealle 6" — oealle
Nombre de noeuds Distribution de noeuds réguliere Distribution de noeuds irréguliere

147 1.13 1074
315 7.41 1075
687 4.95 107°
1863 3.06 107

1.21 1074
8.10 107°
5.48 107°
3.46 107°

e EXEMPLE 2 Analyse d’une fissure en mode-I.

Une analyse d'un probleme de fissure par la méthode NEM

peut étre trouvée dans

[SUK 98], o1 grace a une symétrie du probleme, le calcul était effectué sur une moitié de
domaine convexe. Nous étudions ici le méme type de probleme sans prendre en compte la
symétrie, pour montrer que la méthode C-NEM permet de traiter ’analyse de problemes

fortement non-convexes tels que les fissures, pour n’importe que

lle géométrie. Dans cet
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-3.8

-39 -
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F1G. 5.4 — Convergence pour la solution C-NEM du probléeme bi-matériaux avec distri-
bution nodale réguliere.

L

Fia. 5.5 — (a) Géométrie de la fissure en mode I; (b) Chargement correspondant a la
solution analytique du probleme.
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Fi1Gg. 5.6 — Erreur en norme énergie pour la solution C-NEM du probleme de fissure en
mode [.

exemple, une plaque fissurée avec ouverture en mode I est considérée. La géométrie du
probleme est représentée sur la figure 5.5 (a).

La solution analytique en contraintes de ce probleme dans le voisinage de la fissure est
donné par [PER 78] :

o1 = \/%cosg(l - smgsin%) (5.8)
O = \/%cosg(l + sinfsin??) (5.9)
019 = \/%(Singcosgcos%—@) (5.10)

Afin d’étudier la convergence de la solution numérique dans tout le domaine, nous
imposons les conditions de chargement correspondant a la solution analytique ci dessus :
F; = 0..n sur le bord du domaine étudié. Dans cet exemple, L = 1 mm, a = L. / 2 mm
et K] =1.

La convergence de la solution C-NEM est représentée sur la figure 5.6. Le parametre
h correspond a la distance entre deux nceuds dans un nuage de nceuds réguliers. Nous
remarquons que la vitesse de convergence de la norme énergie de 'erreur est de 0.42, ce
qui est proche de la vitesse de convergence pour la solution numérique obtenue par un
calcul éléments finis utilisant des éléments linéaires, la pente étant alors donnée par I'ordre
de la singularité dans la solution (0.5).

e EXEMPLE 3 Plaque contenant une fissure interne soumise a des modes mixtes.

L’objectif de cet exemple est de montrer qu’il est simple, dans la méthode C-NEM,
d’introduire une discontinuité dans un domaine en ajoutant une nouvelle frontiere coinci-
dant avec celle-ci.

Dans cet exemple, nous considérons le probleme défini dans la figure 5.7 avec 2a = 0.2
mm, 2W = 2 mm et 055 = 1 Mpa. Des conditions de contraintes planes sont supposées
avec un module d’élasticité de E = 1 MPa et un coefficient de Poisson de v = 0.3. Dans
un premier temps, nous considérons le cas ou v = 0, dont la solution dans une plaque
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2W

Fia. 5.7 — Plaque contenant une fissure inclinée. (a) géométrie et chargement (b) distri-
bution nodale.

F1a. 5.8 — Zoom du diagramme de Voronol contraint pres de la fissure (detail).

infinie est fournie par Muskelishvili [LEM 90]. Pour v = 0 et # = 0 dans la figure 5.7, la
solution est :

o11(0 =0,7v=0,r) =055 — 09

0=0.v=0 — g0__atr
{ 022( Y 7T) ‘722\/m (5.11)

Lorsque la taille de la fissure est tres petite par rapport a la taille du domaine, la
solution de Muskelishvili’s peut étre utilisée comme solution de référence. Un nuage de
760 noeuds est considéré dans la simulation C-NEM (400 noeuds répartis uniformément,
20 disposés sur chaque parois de la fissure, et 320 autres noeuds concentrés sur les bords
de la fissure), comme représenté sur la figure 5.7 sans prendre en compte aucune condition
de symétrie. Les résultats numériques sont reportés sur la figure 5.9.

A présent, nous considérons le cas d'une fissure inclinée. Le facteur d’intensité de
contrainte K a été calculé en utilisant la méthode de l'intégrale d’interaction [YAU 80]
avec une intégrale de contour, les différentes valeurs utiles étant facilement interpolées
grace au schéma C-NEM. La taille du domaine carré utilisé pour le calcul est de 0.6a x 0.6a
(voir Fig. 5.7). Les résultats numériques concernant le facteur d’intensité de contraintes
K pour différentes valeurs de v sont donnés dans la figure 5.10 avec la solution exacte
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F1G. 5.9 — Contraintes radiales a I’avant de la pointe de fissure pour v = 0.
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F1c. 5.10 — Facteur d’intensité de contraintes K; pour différentes valeurs de I’angle d’in-
clinaison v de la fissure.

donnée dans [LEM 90] :

K| = 055\/macos*y (5.12)

La qualité peut étre améliorée en augmentant la densité nodale dans le voisinage de
la pointe de la fissure. Une autre possibilité est d’enrichir les fonctions de forme par
addition de termes reproduisant le comportement local de type /r. Comme les fonctions
de forme C-NEM ¢¢(x) définissent une partition de 1'unité, il est possible de les enrichir
dans le cadre de la méthode de la partition de 1'unité [BAB 96]. Soit 2y C © un sous-
domaine dans une zone autour de la pointe de la fissure ou la singularité due a la pointe
de fissure domine. Alors la fonction enrichie pour un probleme de fissure bi-dimensionnel
peut prendre la forme suggérée par Sukumar dans [SUK 98] :

u'(x) = > of0w VY d5(x)a (5.13)

ou a; sont des inconnues nodales supplémentaires associés avec les m noeuds dans 2.
Cette approche n’a pas été expérimentée dans le cadre de cette these.
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F1c. 5.11 — Probleme de thermique bi-phasique.

5.1.2 Introduction des discontinuités mobiles

Dans cette section, nous montrons que la méthode C-NEM peut permettre d’introduire
de maniere simple des discontinuités mobiles dans un nuage de noeuds fixe quelconque de
maniere triviale, par simple insertion ou suppression d’une nouvelle frontiere intérieure.
Comme aucun critere sur la position relative des noeuds n’est requis, une simple actua-
lisation du diagramme de Voronoi contraint est effectuée apres 'insertion de l'interface.
L’apparition de triangles de Delaunay completement aplatis ne dégrade pas, comme nous
allons le prouver au travers d’exemples de problemes de changement de phase.

Formulation du probléeme de thermique avec changement de phase

Soit 2 € R? un domaine borné et T un champ de température. Nous appellerons I'y
le bord du domaine ot la température est imposée T'(x € T'y,t) = T'(x,t) et I'y le bord du
domaine ot le flux thermique g est imposé. Le modele thermique est défini dans I'intervalle
de temps [0, t,n4,]. La température initiale T'(x, t = 0) = Tp, ou Tj est supposée au dessus
de la température de fusion 7,,. Au temps t = 0, Une partie de la frontiere du domaine I'y
est soudainement soumise a une température T} < T,,. Un front de solidification mobile
[';(t), est alors généré, avec une position évoluant dans le temps, divisant le domaine €2
en deux (€2;(¢) contenant la phase solide au temps t et 25(¢) contenant la phase liquide),
comme représenté sur la figure 5.11. Par simplicité nous considérerons, par la suite, un
modele de conduction isotrope et homogene dans chaque phase.

Le modele de conduction de la chaleur est défini dans chaque phase, en négligeant les

termes de sources de chaleur volumique, par :

5.14
O (x.1) (koVT)  dans Qs(t) (5.14)

01% V- (kVT)  dans Qy(t)
27 ot V-

ou ¢y et ¢y sont les capacités thermiques volumétriques dans chacune des phases, et k;
et ko sont les conductivités thermiques respectives. Les conditions aux limites et initiales
respectives sont :

T(X,tZO):TO vx €

T(x,t) =T(x,t) Vx € I'y, Vte|0,tna (5.15)
—kVT(x,t) -n=q(x,t) Vx € Iy, Vte0,tnal

L’évolution de 'interface I';(¢) est décrite par la condition de Stefan :

VxeTl(t) = @ n;(x) (5.16)
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ou V est la vitesse de U'interface, L est la chaleur latente volumétrique de fusion, ny(x)
est le vecteur normal unitaire a l'interface au point x, orienté du solide vers le liquide, et
[[¢]] le saut de flux thermique au passage de l'interface I';(¢), donné par :

[lg]] = <k1VT|r;(t) - k’2VT|rI+(t)> n; (5.17)
La contrainte supplémentaire imposée sur Uinterface I';(t) est :
T(x,t) =T, Vx € I['[(t) (5.18)

ou 7T, est la température de fusion.

Discrétisation C-NEM
Dans cette partie, les températures sont approximées par le schéma C-NEM suivant :

v

T"x) =) ¢C(X)T; (5.19)

ot V est le nombre de voisins naturels visibles depuis le point x et ¢¢ est la fonction de
forme C-NEM associée au iéme nceud voisin visible du point x. Le calcul des fonctions
de forme C-NEM est similaire a celui des fonctions de forme NEM, lorsque 1'on utilise
comme base le diagramme de Voronoi contraint introduit précédemment. Nous avons
montré précédemment que 'utilisation du diagramme de Voronoi contraint n’affecte pas
les propriétés de l'interpolation NEM, et permettant I'extension de la linéarité des fonc-
tions de forme sur n’importe quelle portion de la frontiere du domaine, qu’elle soit convexe
Ou non convexe.

Si l'on définit au temps ¢ deux diagrammes de Voronoi contraints (DVC) correspondant
a (t) et Qy(t), tous les deux contraints par l'interface I';(¢), le champ de température
interpolé est de continuité C'! partout, sauf aux nceuds et au passage de l'interface I'z(t)
ol celui-ci est seulement C°. Ainsi, cette interpolation semble étre appropriée pour simuler
le probleme de Stefan.

Pour illustrer cette propriété de I'interpolation, nous considérons la situation illustrée
par la figure 5.12, ou le point x se déplace de €2y vers {25. Si x est dans €2y, le champ in-
terpolé est construit a partir de 1'éq. (5.19) en utilisant les voisins naturels visibles depuis
le point x (I'; est supposée opaque). Si x est sur I';, d’apres la discussion précédente, le
champ interpolé est strictement linéaire car il dépend seulement des deux voisins situés
sur I';. Finalement, lorsque x est dans €2, le champ interpolé est défini en utilisant les
voisins visibles depuis le point x (I'; étant opaque). La continuité de I'interpolation est
garantie, mais une discontinuité apparait dans le champ des dérivées, car un changement
brusque des voisins naturels visibles intervient au passage de l'interface. Nous pouvons
ainsi reproduire naturellement la continuité du champ dans le domaine, ainsi que la dis-
continuité attendue au passage de 'interface. En supposant I'y = I';, la formulation faible
associée a 'Eq. (5.14) est :

Trowver T € H*(Q) vérifiant T =T sur 'y tel que :

/ c(x)%—fcsm: _ / k(X)VT - VOTdQ + / [@)STdY, V6T € HY(Q) (5.20)

T'r(t)
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F1G. 5.12 — Reproduction de dérivées discontinues au passage de I'interface par utilisation
du diagramme de Voronoi contraint.
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ol ¢(x) = ¢; si x € Qy, k(x) = k; si x € Q. H'(Q) et H}(Q) sont les espaces fonctionnels
usuels de Sobolev. En substituant la fonction d’approximation et la fonction test (toutes
deux approximées par le schéma C-NEM) dans 1’équation précédente, et en utilisant le
fait que le champ 07 est arbitraire, le systeme d’équations suivant est obtenu :

CT+KT=F (5.21)

ou T est la colonne contenant les températures nodales inconnues. Nous considérons la
solution dans l'intervalle de temps [0, #mq.], divisé en pas de temps [t", 1" 1] et la loi de
discrétisation temporelle trapézoidale caractérisée par le parametre « :

n n n orm
ornt T T — (1 a) AL

(5.22)
ot aAt
ce qui conduit a :
(Cn+1 + OzAtKn+1)Tn+1 — Fn-l—l(Tn’ Hq”n—l—l) (523)
avec :
Ccntl — Nie,NdQ + N'c,NdQ (5.24)
Qntt Qptt
ot Q" = QU st
Kntl _ / Bk, BdQ + / B'k,BdS) (5.25)
Qntt Qptt
et
arm
FrH! = "I 4 (1 — o)At Nfc——dQ + aAt N*[[g]"*"dl  (5.26)

Qn+1 at F?+1
ou N est le vecter contenant les fonctions de forme nodales :

N={¢1 ¢ ... on }

et B est la matrice contenant les dérivées des fonctions de forme :

_ gbl,m ¢2,z ¢N,m
B—{ ¢1,y ¢2,y (bN,y }

L’intégration stabilisée de Chen et al. in [CHE 01] décrite dans la partie précédente
est utilisée pour intégrer numériquement K. Une matrice diagonale C est obtenue natu-
rellement en utilisant les aires des cellules de Voronoi contraintes comme poids nodaux.

L’algorithme de résolution incrémental est défini de la maniere suivante :

Connaissant T™ et |[q]|" au temps t™, le probleme non-linéaire associé avec I'équation
(5.23) se résume a trouver T et |[q]|" ! tels que les équations (5.18) et (5.23) soient
satisfaites. Dans ce but nous procédons de la maniere suivante :

1. Calculer la vitesse de l'interface V"(x) en utilisant 1’équation (5.16) et actualiser

la position de l'interface au temps t"*! en utilisant le schéma d’Euler avant :

X=X+ AtV () (5.27)

ou x; sont les noeuds définissant 'interface.
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2. Actualiser localement le diagramme de Voronoi contraint et les fonctions de forme
associées aux points d’intégration dans le voisinage de l'interface. Ensuite, résoudre
'équation (5.23) en utilisant la méthode de Newton-Raphson ot la matrice tangente
est évaluée numériquement.

4. Répéter tant que " < t,40-

Un schéma alternatif utisant la méthode Latin [LAD 98] dans le contexte de la méthode

X-FEM a été traité par Merle et Dolbow [MER 02].

e EXEMPLE 4 : Solidification unidirectionnelle d’un massif semi-infini.

Dans cette section, nous illustrons le potentiel de notre technique pour simuler un
probleme de changement de phase de type probleme de Stefan. Ce probleme est unidirec-
tionnel, mais nous le résolvons ici en 2D pour mettre en évidence les caractéristiques de
la méthode.

Le probleme de Stefan modélise la solidification unidimensionnelle d’un massif semi-
infini (x > 0). La température initiale T est supposée constante dans tout le domaine,
et au dessus de la température de fusion 7,,. Au temps t = 0 la température sur le
bord gauche x = 0 est brusquement soumise a une valeur 7} inférieure a la température
de fusion, créant un front de solidification qui progresse depuis le bord z = 0 dans la
direction x. La position exacte du front x(¢) est donnée par :

z5(t) = 20/ Bt (5.28)

ou (s = ks/cs est la diffusivité thermique de la phase solide, et la constante \ satisfait le
relation :

2 k T _Tm —nA2
e _ l\/ﬁ( 0 )6 i )\Lﬁ (529)

erf(/\) ks(Tm - Tl)erfc(/\\/ﬁ) Cs(Tm - Tl)
avec 1) = 35/, le rapport entre les diffusivités thermiques et ou k; représente la conducti-
vité de a phase liquide. Le champ de température dans la phase solide 0 < x < x () est
alors donné par :

Tm — Tl i
Tty =Tty ! (wm)

et dans la phase liquide x > z(t) par :

(5.30)

To — T, T
T(x,t) =Ty — W@ch (2—\/@) , (5.31)

ou erf et erfcsont les fonctions mathématiques “erreur” et “erreur complémentaire”,
respectivement.

Dans cette étude, nous utilisons les propriétés thermiques fournies dans [LYN 81]
qui sont listés dans la table I. T} et Ty sont initialisée & -10 et 4.0 °C' respectivement
(A =0.3073). Nous simulons ’évolution du champ de température dans Q = [0, 1] x [0, 0.5]
cm. Afin d’utiliser la solution de référence, donnée pour un domaine infini, nous imposons
la température en x = 1 avec la valeur exacte donnée par I’équation (5.31).
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Fia. 5.13 — Comparaison entre la position théorique du front et la solution C-NEM pour
une grille réguliere 20 x 10.
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FiG. 5.14 — Erreur dans la position calculée du front.

Table I. Propriétés thermiques du matérieu défini dans [LYN 81].

Propriétés Solide Liquide
Capacité volumétrique (cal."C~Lem=3) 0.49 0.62
Conductivité thermique (cal.cm~1s~1.0C—1) 9.6.107* 6.9.1073
Température de fusion ( °C) 0.0
Chaleur volumétrique latente de fusion (cal.crm™3) 19.2

Dans un premier test, nous considérons un domaine € a 20 x 10 discrétisé par une
grille uniforme, avec At = 2s. La figure 5.13 compare les positions calculées et exactes de
I'interface. Nous remarquons la tres bonne qualité de la solution calculée, comme le montre
la figure 5.14 ou 'erreur dans la position du front est représentée. La figure 5.15 montre le
profil de température a différents instants. Nous pouvons voir que la discontinuité dans le
gradient de température est capturée avec précision, et un tres bon accord avec la solution
exacte est observé.

Dans un deuxieme test, nous considérons un domaine {2 contenant 200 nceuds répartis
aléatoirement. L’intérét de ce test est d’évaluer les caractéristiques « meshless » de notre
technique, dans laquelle aucune restriction sur la position relative des noeuds n’est im-
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F1G. 5.15 — Profil de température le long de la ligne y = 0.25 en utilisant une grille
réguliere.

posée. En plagant les noeuds de facon aléatoire, des triangles de Delaunay tres aplatis
peuvent se former (surtout lorsque 'interface se déplace). Nous cherchons ici a déterminer
si la qualité de la solution est bien indépendante de la disposition des noeuds entre eux.
La figure 5.16 représente le nuage de nceuds et la position de l'interface, ainsi que le
diagramme de Voronoi contraint. En dépit de la discrétisation totalement aléatoire, nous
notons que l'interface reste rectiligne au cours de sa propagation a travers le domaine.
Nous remarquons que la direction et la vitesse de chaque point de l'interface ne sont pas
imposés, et dépendent uniquement du résultat du champ de température calculé au temps
précédent. A partir des figures 5.14 et 5.17 nous concluons que la qualité n’est effective-
ment pas altérée par l'irrégularité de la distribution nodale. Dans la figure 5.18 des profils
de température le long de la ligne y = 0.25 sont représentés, montrant un tres bon accord
avec la solution théorique.

Afin d’étudier la convergence de la méthode, nous avons procédé a une série de calculs
en diminuant progressivement la distance entre noeuds. Les résultats pour l'erreur relative
sur la position du front au temps ¢ = 50 sont donnés dans la figure 5.19 montrant la
convergence du calcul.

e EXEMPLE 5 : Evolution d’un front de solidification radial.

Dans ce probleme, un domaine = [—1,1] x [—1,1] cm, initialement entierement
a l'état liquide (To > T,,), est soudainement refroidi en un point par une source de
chaleur de valeur négative localisée au point (0,0), créant alors un front de solidification
axisymétrique séparant une phasee liquide et une phase solide dont le rayon augmente
avec le temps. Ce probleme a été traité précédemment par Ji et al. dans [JI 02] dans le
contexte de la méthode X-FEM. La solution théorique de ce probleme dans un domaine
infini de R? peut étre trouvée dans [CAR 59]. Le rayon du front de solidification est donné
par :

Ry = 2\\/Bit (5.32)

La température dans la région solide » < R est donnée par :

T(r,t) = T + 4ka [Ez (-4;;) - Ez'(—v)] (5.33)
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Fia. 5.18 — Profils de température le long de la ligne y = 0.25 en utilisant une grille
aléatoire.
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Fia. 5.19 — Erreur relative sur la position moyenne du front pour ¢ = 50s.
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dans la région liquide r > Ry par :

T() — Tm . 7’2
T(r,t) =Ty — Ei|— 5.34
(r7 ) 0 EZ(AQTI) ? ( 4ﬁlt) ( )
Dans les équations précédentes, A est une racine de I’équation :
Q x_ o ki(To — Tm)
=N = N[, L — 5.35
An* b Ei(—\*n) (5:35)

avec () la valeur de la source de chaleur, Ei est la fonction exponentielle intégrale et 7 le
rapport des diffusivités thermiques :

_ B
Bi

Dans notre probleme, seul un quart € = [0, 1] x [0, 1] du domaine est modélisé, grace a
la symétrie de celui-ci. En imposant les conditions aux limites exactes sur le bord extérieur,
nous modélisons un probleme axisymétrique dans un domaine carré. Nous notons que
la solution exacte est singuliere pour r = 0. Afin de contourner cette difficulté, nous
déplagons le point situé a lorigine au point (+h/2,+h/2), h étant la distance nodale
entre deux noeuds sur le bord. Nous utilisons dans les applications numériques ) = 10,
ks =9.6.102cal.em™'.s71.9C !, k; = 6.9.10 %2cal.cm~!'s7'1°C~! et X\ = 0.3513.

Des simulations avec des grilles régulieres et irrégulieres ont été effectuées. Dans un
premier exemple, le domaine contient 144 nceuds dans une grille réguliere, avec 8 nceuds
supplémentaires sur l'interface, initialisée a sa position exacte pour t, = 1s. La figure
5.20 montre ’évolution des cellules de Voronoi contraintes au cours de la simulation. Le
diagramme de Voronoi ainsi que les fonctions de forme C-NEM sont actualisées localement
autour de l'interface, ce qui réduit les temps de calcul par rapport a une actualisation
globale a chaque pas de temps.

Sur la figure 5.21, La solution calculée de la position du front est comparée avec la
solution théorique. Malgré un nuage de noeuds fixe totalement aléatoire, la forme du front
reste circulaire pendant le simulation. Comme on le voit sur les figures 5.22 et 5.23, un
tres bon accord avec la solution analytique est observé.

e EXEMPLE 6 : Solidification d’une piece de fonderie.

" (5.36)

Dans cet exemple, un probleme de solidification d'une piece de fonderie est étudié, dans
lequel une piece en aluminium, initialement a la température 77 = 1000K, supérieure a
la température de fusion 7T,, = 933K, est refroidie en la soumettant soudainement sur
son bord externe a une température de 300K, déclenchant la formation et la propa-
gation d'une interface entre la phase liquide et solide. La géométrie du probleme est
représentée sur la figure 5.24. Le probleme est idéalisé, en négligeant I'influence de la for-
mation de microstructures et en considérant des capacités et des conductivités thermiques
constantes, malgré leur légere dépendance a la température dans le cas réel. L’intéret de
ce test est d’étudier les potentialités de notre approche plutot que d’entreprendre la si-
mulation réaliste du procédé. Les propriétés réelles du matériau peuvent étre trouvées
dans [BRA 83]. Le but de cet exemple est de montrer la capacité de la méthode dans la
propagation des fronts mobiles courbes.

Dans la figure 5.25, I’évolution des cellules de Voronoi contraintes est représentée pour
différentes positions de l'interface. Dans le figure 5.26, les positions de l'interface sont
représentées a différentes instants.
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t=2.65s

t=1.15s

ontraintes avec une distribution de nceuds

ellules de Voronoi ¢

F1G. 5.20 — Evolution des ¢

irréguliere.
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F1G. 5.21 — Comparaison entre la solution calculée (ligne en trait continu) et la solution

analytique (ligne en pointillés)

= 7.15s, (f)t = 8.65s.

Exact
C-NEM régulier
C-NEM irégulier

5 6
time (s)

F1a. 5.22 — Position du rayon de l'interface.

I
7

:(a) t = 1.15s, (b)t = 2.8s, (c)t = 4.3s, (d)t = 5.65s, (e)t
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Régulier
| — — Irrégulier

5 6
temps (s)

Fia. 5.23 — Erreur dans la prédiction de la position du front circulaire.

15.2

F1G. 5.24 — Géométrie du domaine.
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FiG. 5.25 — Cellules de Voronoi contraintes pour différentes positions de l'interface.

5.1.

interface a différents instants.

Y

Position de 1

Fi1G. 5.26 —

5.1.3 Raffinement adaptatif pour les problemes linéaires

e EXEMPLE 7 : Exemple sans concentration de contraintes.

(voir la figure

Une plaque carrée de longueur L est soumise au chargement suivant :

5.27) :

(5.37)

%)egenxlzo
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F1a. 5.27 — (a) Modele de la plaque soumise a des contraintes planes. (b) Cellules de
Voronoi contraintes.

Table I. Indices d’efficacité pour le probleme de la plaque soumise a des contraintes planes.

NN1 NN2
Nb. De nceuds oh on
5% 5 0.925 0.954

10 x 10 0.967 0.985
20 x 20 0.984 0.991
30 x 30 0.989 0.994

ou e; et ey sont les vecteurs unitaires définissant les axes de directions xy et xo.
Ce probleme a été proposé dans le cadre de la méthode des éléments finis par Ladeveze
et Pelle [LAD 01]. La solution exacte en contraintes est donnée par :

o = (% - 1) (x—Ll - 1) (5.39)

099 — 0 (540)

i) j)
_ 2 —) 41
012 I ( I (5 )

Afin de comparer les indicateurs d’erreur NN1 et NN2 définis dans le paragraphe 4.2.2,
les normes en énergie associées au champ de contraintes exact et aux différents champs
de contraintes calculés sont tracés sur la figure 5.28 pour différentes densités nodales.
Nous pouvons noter que la solution de référence o converge a une vitesse supérieure a
celle des autres solutions calculées. L’indice d’efficacité est donc supposé s’approcher de
1 de maniere asymptotique pour ce probleme en particulier. La norme énergie pour les
différents indicateurs d’erreur est tracée sur la figure figure 5.29, a partir de laquelle nous
remarquons la vitesse de convergence supérieure de [|T — ge||-

La table 1 et la figure 5.30 montrent les indices d’efficacité associés aux indicateurs
d’erreur NN1 et NN2. Les deux indicateurs sont proches de 1, on remarque cependant
que le second indicateur est légerement meilleur. Dans ce probleme, la solution est assez
réguliere, et peu de différences apparaissent entre les deux indicateurs.

e EXEMPLE 8 : Exemple avec concentration de contraintes.
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F1G. 5.28 — Convergence des solutions exactes et calculées du champ de contraintes pour
le probleme de la plaque soumise a des contraintes planes.
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log(error in the energy norm)

35 . . . . . h N N 7
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log(h)

F1G. 5.29 — Convergence des différents indicateurs d’erreur dans le probleme de la plaque
soumise a des contraintes planes.
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F1G. 5.30 — Indices d’efficacité associés aux indicateurs NN1 et NN2 pour le probleme de
la plaque soumise a des contraintes planes.
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F1G. 5.31 — (a) Modele de la plaque trouée; (b) Modele discret et conditions aux limites.
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F1G. 5.32 — Norme énergie de l'erreur pour le probleme de la plaque trouée.

Dans cet exemple, une plaque trouée en son centre est soumise a un chargement
de traction en contraintes planes. Celle-ci est représentée sur la figure 5.31. La solution
exacte pour une plaque de taille infinie par rapport au rayon du trou et soumise a un effort
de traction unitaire sur les bords pour lesquels les vecteurs normaux coincident avec la
direction xy, est donnée par [TIM 70] :

a’ 3 3at
Oezyy = 1 — 7"_2{5608(20) + cos(40)} + 57“_4608(40) (5.42)
a’ 1 3at
— L 0s(20) — cos(40)) — 2L cos(4 4
o TQ{QCOS( 0) — cos(40)} 2704005( 0) (5.43)
a® 1 . 3at
Oewiy = —T—2{§sm(29) + sin(40)} + éﬁsm(élﬁ) (5.44)

Pour éviter les erreurs induites par la taille finie de la plaque, des conditions aux
limites en efforts correspondant a la solution exacte Fy; = o.,n sont imposés sur les bords
de la plaque. Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la plaque est analysé. Sur
la figure 5.32 nous remarquons que la solution de référence o converge toujours plus vite
que les autres solutions. Les indices d’efficacité sont présentés sur la figure 5.33 ainsi que
dans la table II, a partir de laquelle nous observons que I'indicateur NN2 semble une fois
encore étre meilleur que 'indicateur NN1. Une séquence de raffinement adaptatif utilisant
I'indicateur NN2 est représentée sur la figure 5.34.

Nous constatons que le raffinement est bien activé autour du trou central, o1 la solution
en contraintes présente une concentration significative.

o EXEMPLE 9 : Exemple avec singularité en contraintes.

Dans ce dernier exemple, une plaque fissurée soumise a une ouverture en mode I est
considéré. La géométrie est représentée sur la figure 5.35 (a).

La solution exacte pour ce probleme a été fournie dans le paragraphe 5.1.1 (Eq. 5.8,
5.10). Ici encore, les conditions aux limites en efforts correspondant a la solution exacte
sont imposées sur le bord. Nous prenons pour valeurs numériques L = 1 mm, a = L. / 2
mm (voir figure 5.5) et K; =1 dans les Egs. 5.8 et 5.10.
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F1a. 5.33 — Indices d’efficacité pour le probleme de la plaque avec le trou.

P ° ° ° ° ° ° °

Erreur estimée : 15.8 % Erreur estimée : 8.3 %
Erreur exacte : 15.2 % Erreur exacte : 8.1 %

rreur estimée : 3.010 %
rreur exacte : 3.003 %

eur estimée : 4.62 %
Erreur exacte : 4.60 %

el
=
&
__.-""%;00
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Fi1G. 5.34 — Raffinement adaptatif pour le probleme de la plaque trouée.
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Table II. Indices d’efficacité pour le probleme de la plaque trouée.

NN1 NN2

Nb. noeuds oh oh
5x5 0.746 1.041
10 x 10 0.891 1.023
20 x 20 0.960 1.003
30 x 30 0.969 1.003

F1G. 5.35 — (a) Géométrie de la plaque fissurée en mode-1. (b) Conditions aux limites.
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Table III. Indice d’efficacité pour le probleme de fissure en mode 1.

NN1 NN2
Nb. De nceuds oh on
5% 5 0.721 1.000

10 x 10 0.748 1.033
20 x 20 0.722  1.011
30 x 30 0.720 1.017

-02 -

0.4 LB

-0.6 [

o
®

Log(erreur en énergie)

1 1 1 1
-1.5 -1.4 -1.3 -1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6

log (h)

F1G. 5.36 — Norme en énergie des erreurs estimées et exactes pour le probleme de la fissure
en mode 1.

La figure 5.6 montre que dans ce probleme qui présente une singularité dans la solution,
I'indicateur d’erreur NN2 ne converge pas. Malgré cela, 'indice d’efficacité reste proche
de 1 (voir figure 5.37). D'un autre coté, l'indicateur d’erreur NNlcontinue de converger
malgré la singularité. Ceci peut s’expliquer par le fait que l'intégration nodale stabilisée
régularise celle-ci. Malgré la moindre performance de I'indicateur NN1 vis-a-vis de NN2,
(voir figure 5.37), cet indicateur d’erreur permet de localiser la singularité de contraintes
autour de la pointe de le fissure, avec une indice d’efficacité constant. Il peut donc étre
utilisé pour les procédure de raffinement mettant en jeu des singularités.

Une séquence de raffinement adaptatif utilisant I'indicateur NN1 est représentée sur
la figure 5.38. Nous constatons que le raffinement s’effectue bien autour de la pointe de
la fissure ou la singularité dans le champ de contraintes apparait.

5.1.4 Probleme de Poisson 3D
e EXEMPLE 10 : Probleme de Poisson 3D.

Le but de cette partie est de tester la qualité de la méthode MLS-NEM au travers d’un
exemple numérique tridimensionnel. Une comparaison des temps de calcul est également
effectuée pour mettre en évidence la performance de ces fonctions de forme par rapport
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Fia. 5.37 — Indices d’efficacité pour le probleme de la fissure en mode I.
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F1G. 5.38 — Procédure de raffinement pour la fissure en mode-I.
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F1G. 5.39 — Nuage de noeuds et solution exacte pour le probleme de Poisson.

aux fonctions de forme NEM.

Nous considérons dans cet exemple un probleme de conduction de la chaleur tridimen-
sionnel dans un cube unité 2 = (1 x 1 x 1) dont le champ de température est défini dans
Q) par :

T (x) = 22 — y? — 2% dans (5.45)

Ce champ est solution du probleme si I’on impose la solution exacte 5.45 sur le bord I'.
Les fonctions de forme pseudo-NEM sont utilisées dans le calcul a la place des fonctions
de forme NEM pour comparaison. Afin de tester la convergence de la méthode, I'erreur
en norme énergie est calculée par :

1/2

1
lellz = {5 / (GradT* — GradT")" k (GradT® — GradT") dS) (5.46)
Q

Dans les calculs numériques, 4 points de Gauss sont utilisés dans chaque tétraedre
pour I'évaluation de l'intégration de la forme faible. Les mémes points sont utilisés pour
évaluer l'intégrale dans le calcul d’erreur de I’équation (5.46).

Pour le test de convergence, quatre nuages de nceuds ont été testés, comprenant res-
pectivement (3 x 3 x 3), (5 x5 x5), (7Tx7x7)et (10 x 10 x 10) nceuds.

Les résultats de convergence sont représentés sur la figure 5.40. Les comparaisons des
temps de calculs sont indiqués dans la figure 5.41 et la table I. Nous notons que pour le
nuage de noeuds 7 X 7 X 7 un gain de 1028 est obtenu par rapport au calcul NEM dans
Matlab (le temps CPU indiqué sur la figure 5.41 n’étant pas en secondes, mais en temps
normalisé par rapoort a une valeur de référence). L’utilisation des fonctions de forme
pseudo-NEM permet donc des réductions de temps de calculs importantes par rapport
a la NEM, en n’affectant que tres légerement la qualité. Cette légere perte de qualité
est compensée par les gains significatifs en temps de calcul. Par la suite, les simulations
tridimensionnelles ont été effectuées avec ces fonctions de forme.

Figure : temps CPU

Table I. Comparaison des temps de calculs consacrés au calcul
des fonctions de forme NEM et MLS-NEM.



5.1. VALIDATION DES TECHNIQUES PROPOSEES

021 —@— pseudo-NEM grille réguliére (lissées)
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Fia. 5.40 — Convergence pour le probleme de Poisson 3D.
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Fi1G. 5.41 — Comparaison des temps de calcul NEM et pseudo-NEM.
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L1
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L

F1G. 5.42 — Géométrie de I’éprouvette pour le test de traction.

Temps CPU  Temps CPU

nb. noeuds NEM MLS-NEM  gain en temps de calcul
3x3x3 415 14.8 1/24

5x5xb 3590 147 1/28

TXTXT 50720 700 1/72

10 x 10 x 10

5.2 Exemples d’application en mise en forme

Dans les exemples qui suivent, la méthode C-NEM est appliquée dans le cadre des
grandes transformations élastoplastiques. La simulation de quelques procédés de mise en
forme est proposée pour montrer les potentialités de la méthode au travers de résultats
qualitatifs. Pour des raisons de temps, il n’a pas été possible dans cette these de valider ces
exemples, ce point fait partie de nos futurs objectifs. Le but de ces exemples est donc de
montrer la capacité a simuler un certain nombre de phénomenes connus en mise en forme.
Dans tous les exemples 2D traités, le schéma d’intégration nodale stabilisée décrit dans le
paragraphe 4.2.3 est utilisé. Pour les exmples 3D, une intégration de Gauss classique sur
les tétraedres de Delaunay est appliquée.

5.2.1 Eprouvette de traction

Ce premier exemple a pour but de montrer (a) une simulation en élastoplasticité par
la méthode C-NEM ; (b) la capacité de la méthode a localiser les bandes de cisaillement.
La géométrie du probleme est présentée dans la figure 5.42. Une éprouvette en cuivre
(modele de plasticité parfaite) est soumise a un champ de déplacement en traction (les
neeuds supérieurs et inférieurs ne peuvent se déplacer horizontalement, et un déplacement
vertical leur est imposé). La procédure explicite suffit, sans modification supplémentaire,
a faire apparaitre la localisation des déformations au centre de 1’éprouvette.

On peut voir les phénomenes caractéristiques de cet essai, comme 'apparition d’une
striction au centre de I’éprouvette, ainsi que la formation de bandes de cisaillement en «
X » au centre.
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F1G. 5.43 — Traction d’'une éprouvette : nuage de noeuds.
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x107° x107° deformation plastique cumulée

-2 -15 -1 -05 o 05 -2 -15 -1 o 05 1 15 2
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" .
x10° deformation plastique cumulee x10 deformation plastique cumulee

Fi1G. 5.44 — Traction d'une éprouvette : deformation plastique cumulée.

5.2.2 Compression d’un lopin 2D et 3D

Dans cet exemple, un lopin élastoplastique est compressé & une vitesse de V=11 m.s~!

(voir fig. 5.45). Le modele utilisé est un modele de Johnson-Cook (acier inoxydable 304
L).

Un couplage avec les effets thermiques est réalisé. Un frottement de type Coulomb est
considéré, avec un coefficient de frottement de 0.1. La figure 5.46 montre les deux nuages
de noeuds au cours de la simulation. On peut voir qu’il est possible de mener la simulation
jusqu’a une compression de 70 % de la hauteur initiale du lopin avec le méme nuage de
points. Une procédure lagrangienne actualisée est utilisée. Malgré la distribution fortement
anisotrope des nceuds en fin de simulation, le support basé sur les voisins naturels permet
de sélectionner les noeuds les plus appropriés pour I'interpolation locale.

L’exemple suivant montre I'une des premieres application C-NEM en 3D et en grandes
transformations. La compression de lopins élastoplastiques 3D est étudié ici. Le modele
est identique a I'exemple 2D traité précédemment, la vitesse de compression est identique
(V=11 m.s™'). Des conditions de contact sans glissement sont utilisées. Une intégration
classique de Gauss sur les tétraedres de Delaunay a été effectuée dans cet exemple, car
I'intégration nodale stabilisée requiert des outils géométriques 3D (intersection des cel-
lules de Voronoi 3D avec le bord triangulé) qui sont toujours aujourdh’hui en cours de
développement au sein de notre groupe de recherche. Une procédure lagrangienne totale
a été utilisée, car en adoptant l'intégration de Gauss, le transfert des variables internes
dans les points de Gauss d'une configuration a 'autre n’est pas direct. Les résultats de
déformées sont présentés dans les figures 5.48 et 5.49.
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Fia. 5.45 — Géométrie pour le probleme de compression de lopin.

5.2.3 Cisaillage

Cet exemple a pour but de montrer la capacité de la formulation explicite dynamique
C-NEM a simuler la formation dynamique des bandes de cisaillement lors d'un impact.

Dans cet exemple, un poincon vient impacter une tole a une vitesse constante de V
= 11m.s~!. La géométrie du probleéme est décrite dans la figure 5.50. Le matériau est un
TA6V4, le modele utilisé est un modele de Johnson-Cook.

Une premiere simulation est effectuée avec un rayon d’outil et de matrice nul. On voit
sur les figures 5.54 et 5.55 la formation dynamique d'une bande de cisaillement. Apres
I'impact, une premiere bande se forme sur la partie supérieure de la piece, a la base du
rayon du poincon. Une onde de compression plastique traverse alors la piece a une vitesse
supérieure a celle de la premiere bande. Lorsque 'onde rencontre la face inférieure de la
piece, une deuxieme bande commence alors a se former, puis les deux bandes se rejoignent.
La procédure de raffinement adaptatif décrite dans le chapitre précédent est appliquée.
On peut voir la capacité de la procédure a localiser les forts gradients de déformation
plastique intervenant dans la bande de cisaillement au cours de I'impact.

L’exemple suivant reprend les mémes conditions précédentes, mais les rayons d’outil
et de matrice sont plus importants. L’exemple montre la formation d’une bande inclinée
(voir figures 5.57 et 5.58).

La figure 5.56 présente une séquence de raffinement adaptatif utilisant les indicateurs et
la stratégie définie dans le paragraphe 4.2.3. La méthode permet effectivement de localiser
les forts gradients de déformation, méme pour les problemes non-linéaires. Cependant, du
a la méthode explicite, des localisations de contraintes peuvent appraitre momentanément
du aux ondes élastiques, et provoquant le raffinement dans des zones non-appropriées. Des
améliorations de la procédure de raffinement sont en cours de travaux.

5.2.4 Forgeage

Cet exemple présente une simulation d'un procédé de forgeage dans la masse d’une
piece parallélépipédique par un outil cylindrique. La géométrie du probleme est représentée
sur le figure 5.59. Le matériau est un TA6V4 avec loi d’écrouissage de type Johnson-Cook.

Le but de cet exemple est de montrer 'intéret de ’approche sans maillage pour les
problemes en tres grandes transformations.
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F1a. 5.46 — Compression d'un lopin : nuages de noeuds ; taux de compression de : (a) 0%,

32%, 55%, 70%.
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t=1651.1551 us
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F1a. 5.47 — Compression d'un lopin : Deformation plastique cumulée (colonne de gauche)

et températures (colonne de droite)
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Fi1G. 5.48 — Compression d’un lopin cylidrique 3D.

F1G. 5.49 — Compression d’un lopin parallélépipédique 3D.
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F1G. 5.50 — Géométrie pour le probleme de cisaillage d'une tole.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dans un premier temps validé notre méthode par des
problemes avec solutions analytiques dans le cadre de 1'élasticité linéaire ou de la ther-
mique, afin d’en évaluer la qualité. Dans un deuxieme temps, nous avons effectué une
premiere avancée dans l'application de la méthode a la simulation des procédés, en
procédant a des études qualitatives sur quelques procédés. Au vu des résultats, la méthode
C-NEM offre les avantages suivants :

e (a) La possibilité de traiter les domaines non-convexes ou des discontinuités matérielles
de facon simple;

e (b) La possibilité de traiter les discontinuités mobiles dans des nuages de noeuds fixes
ou mobiles, de maniere simple;

e (c) La possibilité de développer des stratégies de raffinement adaptatif simples et effi-
caces, pour les problemes linéaires ou non-linéaires.

e (d) La possibilité de traiter des problemes en tres grandes déformations en simplifiant
la tache associée a l’actualisation des fonctions de forme.
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F1G. 5.51 — Cisaillage : raffinement adaptatif au cours du temps (nuage de points)
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=12us

Fic. 5.52 — Cisaillage : raffinement adaptatif au cours du temps (cellules de Vo-
ronoi contraintes).
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Fic. 5.53 — Cisaillage : raffinement adaptatif au cours du temps (cellules de Vo-
ronol contraintes).
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t=12pus

F1a. 5.54 — Formation dynamique de la bande de cisaillement (champ de températures).
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F1a. 5.55 — Formation dynamique de la bande de cisaillement (champ de températures).
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=86 pus

Fi1G. 5.56 — Cisaillage : raffinement adaptatif au cours du temps avec rayon d’outil plus
important (nuage de noeuds).
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t=12us

F1a. 5.57 — Formation dynamique de la bande de cisaillement (champ de températures)
avec rayons de raccordement plus importants.
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F1G. 5.58 — Formation dynamique de la bande de cisaillement (champ de températures)
avec rayons de raccordement plus importants.

lv

L

F1G. 5.59 — Géométrie pour le probleme de compression de forgeage.
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F1G. 5.60 — Forgeage : distribution nodale au cours du temps.
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F1G. 5.61 — Forgeage : distribution nodale au cours du temps.
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Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Dans cette étude, nous avons montré les potentialités des méthodes de type éléments
naturels pour atténuer les blocages liés au maillage dans la méthode des éléments finis
dans le cadre de la simulation numérique des procédés. Notre contribution a consisté :

e Au développement de la méthode C-NEM permettant d’étendre l'utilisation de la
méthode des éléments naturels a ’analyse des domaines de géométrie quelconques et
présentant éventuellement des discontinuités matérielles. La méthode a été validée
dans le cadre de 'élasticité linéaire avec fissures [YVO 04b] et dans le cadre de la
thermique bi-phasique avec changement de phase (interfaces mobiles) [YVO 04a].
Une application Matlab complete a été développée pour réaliser les exmples en 2D
et 3D. L’implémentation en FORTRAN de différentes routines (Construction du
diagramme de Voronoi 3D, description topologique et calcul des fonctions de forme
3D) a dors et déja été effectuée dans le logiciel de recherche du LMSP Nessy.

e Au développement de procédures visant a faciliter 'extension des méthodes de type
NEM dans le cas 3D. Une premiere approche a été proposée, par 1'utilisation d'une
description topologique du diagramme de Voronoi qui facilite les constructions
géométriques et les calculs d’aire et de volumes relatifs au calcul des fonctions
de forme. Dans une deuxieme approche, nous avons utilisé la méthodologie de la
méthode des moindres carrés mobiles pour alléger les constructions géométriques im-
pliquées dans le calcul des fonctions de forme NEM, et ainsi faciliter I'implémentation
et réduire les temps de calcul.

e A l'extension de la méthode dans le cadre des grandes transformations, avec un cou-
plage thermomécanique. Des exemples en élastoplasticité dynamique ont été testé
qualitativement, pour tendre dans un futur proche vers des exemples plus réalistes.
Des résultats prometteurs ont été obtenus.

o Au développement d’une procédure de raffinement adaptatif pour les problemes linéaires
et non linéaires dans le cadre des méthodes de type éléments naturels. La flexibi-
lité due a 'absence de structure d’éléments permet facilement d’ajouter des nceuds
dans le domaine pour le raffinement adaptatif sans critere lié a la position relative
des nceuds, le transfert des variables internes pour les problemes non-linéaires est
facilité par la possibilité de stocker toutes les variables internes aux noeuds, et la
structure sous-jacente de Voronoi permet de raffiner un nuage de noeuds quelconque.
La méthode a été validée dans le cadre de 1’élasticité linéaire, pour des problemes im-
pliquant des concentrations de contraintes plus ou moins importantes. Un exemple
en élastoplasticité (cisaillage) a permis de tester la technique pour I'application aux
procédés.
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Les développements futurs concernant cette étude incluent :

Le développement d’une interpolation de type NEM permettant 1'utilisation des for-
mulations mixtes, afin de traiter le probleme lié a l'incompressibilité plastique.
Différentes voies sont a I’étude, comme le développement d’une interpolation de
type Hermite dans le cadre de la NEM ou I'utilisation d’une approche similaire a
I'élément « bulle » (bubble en anglais) dans la méthode des éléments finis.

Le traitement de 'endommagement et de la séparation de la matiere, afin de pouvoir
traiter les problemes tels que 1'usinage ou la découpe par cisaillage ;

L’amélioration de la procédure de raffinement adaptatif;

La validation expérimentale de la méthode dans le cadre de problemes de mise en
forme réels et leur utilisation dans I'identification par approches inverses des lois de
comportement.
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NOUVELLES APPROCHES SANS MAILLAGE BASEES SUR LA METHODE DES
ELEMENTS NATURELS POUR LA SIMULATION NUMERIQUE DES PROCEDES DE MISE
EN FORME

RESUME : La méthode des éléments finis, bien qu’employée dans la grande majorité des codes
de simulation industriels, présente un certain nombre de limitations pour la simulation des
procédés de mise en forme, notamment lors de grandes déformations, de la localisation des
phénoménes comme c’est le cas pour la formation de bandes de cisaillement ou de fissures. La
nécessité de reconstruire un maillage vérifiant un certain nombre de critéres de qualité entraine
des codts de calcul additionnels, ainsi que des problémes de robustesse, particulierement pour les
problémes tridimensionnels complexes. Depuis une dizaine d’années, de nouvelles méthodes
numeériques, alternatives a la méthode des éléments finis, ont été développées. Ces méthodes,
appelées méthodes sans maillage, construisent une partie ou la totalité de I'approximation
entierement a partir du nuage de nceuds. L'objectif de cette thése est de développer un certain
nombre d’outils numériques basés sur les concepts précédemment cités affin de mettre au point un
logiciel de simulation des procédés permettant de surmonter certaines des difficultés liées a la
méthode des éléments finis. La technique proposée, baptisée méthode C-NEM, est une extension
de la méthode des éléments naturels (NEM) dont les améliorations permettent un traitement plus
simple pour I'analyse des procédés. La premiere partie présente la méthode et son intérét pour les
problemes présentant des discontinuités fixes ou mobiles. La deuxiéeme partie présente des
approches permettant de traiter les probléemes en grandes déformation avec éventuellement une
localisation des phénomeénes. La derniére partie illustre la méthode au travers d'exemples
numériques.

Mots-clés : simulation numérique des procédés, méthodes sans maillage, méthode des éléments
naturels contraints (C-NEM), localisation.

NEW APPROACHES BASED ON THE NATURAL NEIGHBOR
MESHFREE METHODS FOR NUMERICAL SIMULATION OF FORMING
PROCESSES

ABSTRACT: Despite that the finite element method is employed in most industrial software for
numerical simulation, some issues still occur in forming processes simulations, especially in the
context of large strains, localization of phenomena, i.e. for adiabatic shear banding or crack
formation. The need to construct a mesh satisfying quality criteria induces additional costs as well
as problems of robustness, especially for complex tri-dimensional problems. In recent years, new
numerical techniques, alternative to the finite element method, have been developed. These
methods, coined as meshfree methods, construct a part or the whole solution exclusively on the
basis of the nodes of the domain. The aim of this thesis is to develop some numerical tools based
on these concepts In order to design a forming processes software that would reduce the
difficulties related to the finite element method. The proposed technique, coined as Constrained
Natural Element method (C-NEM), is an extension of the so-called Natural Element Method (NEM),
which allows a simpler treatment in forming processes analysis. The first section is an introduction
to the proposed method, and presents its interest for discontinuities analysis. The second section
presents approaches based on natural neighbors for large strains and localization analysis. In the
last section, the proposed techniques are illustrated through numerical examples.

Keywords: Forming processes, numerical simulation, meshfree methods, constrained natural
element method (C-NEM), localization.
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