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Notations

|.| : Norme euclidienne dans R
d

|.|1 : Norme l1dans Z
d

x ∧ y : min(x, y)

x ∨ y : max(x, y)

[x] : partie entière de x

fidi−→ : convergence des lois fini-dimensionnelles

D([0,1]d)−→ : convergence dans l’espace de Skorokhod D([0, 1]d)

< x, y > : produit scalaire dans R
d

bruit blanc : suite de variables aléatoires centrées non-corrélées deux à deux

bruit blanc fort : suite de variables centrées i.i.d.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préliminaires

Notre cadre de travail est celui des champs aléatoires sur un réseau, c’est-à-dire des
processus aléatoires (Xn)n∈Zd portés par le réseau Z

d. Ces objets probabilistes sont des
outils de modélisation en étude d’images, en géostatistique, en physique des particules
ou encore en économétrie spatiale.

Les champs aléatoires que nous étudierons sont suppposés être du second ordre et
stationnaires : ils vérifient, pour tout n et h dans Z

d, E(Xn) = E(X0) et cov(Xn, Xn+h) =
cov(X0, Xh).

La dépendance d’un champ aléatoire stationnaire du second ordre, lorsqu’on se res-
treint aux caractéristiques d’ordre 2, peut être quantifiée par sa fonction de covariance,
définie pour tout h ∈ Z

d par
r(h) = cov(X0, Xh).

Un autre outil de mesure de la dépendance, très utilisé en géostatistique, est le va-
riogramme V défini par 2V (h) = E(Xn − Xn+h)

2. Une présentation du variogramme
se trouve dans le livre de Chiles et Delfiner (1998) et dans le livre de Cressie (1993).
Contrairement à la fonction de covariance, le variogramme est indépendant de n même
lorsque X est non stationnaire, pourvu que ses accroissements le soient. Lorsque X est
stationnaire, comme ce sera le cas pour nous, la relation V (h) = r(0) − r(h) montre
qu’il est équivalent de mesurer la dépendance à l’aide du variogramme ou à l’aide de la
fonction de covariance. Nous garderons la fonction de covariance comme outil principal.

De façon équivalente, la dépendance d’un champ aléatoire du second ordre peut être
étudiée au travers de sa mesure spectrale µ définie par

r(h) =

∫

[−π,π]d
ei<h,λ>dµ(λ).

Nous supposons dans toute cette étude que les mesures spectrales des champs considérés
sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue et admettent donc une
densité spectrale f appartenant à L1([−π, π]d).
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1.2 Présentation des champs à longue mémoire

1.2.1 Longue mémoire et longue mémoire isotrope

Définition 1. Un champ aléatoire stationnaire et du second ordre est à longue mémoire,
ou fortement dépendant, si sa fonction de covariance est non sommable, i.e.

∑

h∈Zd

|r(h)| = ∞.

Une définition alternative de la longue mémoire se rencontre parfois dans le domaine
spectral : on dit qu’un champ aléatoire est fortement dépendant s’il admet une densité
spectrale non-bornée. C’est en fait un point de vue plus restrictif que celui de la définition
précédente :

Proposition 1. Si un champ aléatoire X admet une densité spectrale non-bornée, alors
il est à longue mémoire au sens de la définition 1.

Démonstration. Lorsque la fonction de covariance est sommable, la densité spectrale
peut être explicitement exprimée en fonction de la fonction de covariance par la formule
f(λ) =

∑
h∈Zd ei<h,λ>r(h), quel que soit λ ∈ [−π, π]d, et dans ce cas, la densité spectrale

est continue donc bornée sur [−π, π]d.
Si la densité spectrale de X est non-bornée, la fonction de covariance de X est donc

non sommable et le champ est à longue mémoire.

Nous travaillerons par la suite essentiellement dans le domaine spectral. Afin de
spécifier la façon dont la densité spectrale est non-bornée, nous précisons la notion de
singularité d’une fonction en un point. Nous restreignons abusivement cette notion au
type de singularité qui nous intéresse.

Définition 2. Une fonction de R
d à valeurs complexes sera dite singulière en un point

x si elle est non définie en ce point et si, au voisinage de x, le module de la fonction
diverge vers l’infini au moins le long d’une direction.

Avant de définir la longue mémoire isotrope, nous introduisons l’ensemble des fonc-
tions à variation lente. Il existe plusieurs définitions de cette notion. Nous adoptons la
suivante, due à Zygmund (1959). La fonction L est à variation lente en l’infini si elle est
à valeurs positives et si, pour tout δ > 0, il existe tδ tel que, lorsque t > tδ, t−δL(t) est
décroissante et tδL(t) est croissante.

Remarque 1. La définition précédente d’une fonction à variation lente implique que pour
tout s > 0, la limite, lorsque t → ∞, de L(st)/L(t) vaut 1 (voir Zygmund (1959), page
186). Cette dernière propriété est parfois donnée comme définition d’une fonction à
variation lente ; c’est par exemple le cas dans Dobrushin et Major (1979).

Nous précisons à présent ce que nous entendons par un champ aléatoire à longue
mémoire isotrope. La définition peut s’énoncer soit dans le domaine spectral, soit dans
le domaine temporel. Même si les critères relatifs à ces deux points de vue ne sont pas
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équivalents, nous parlerons indistinctement de longue mémoire isotrope dans les deux
cas. Le Théorème 1 donné ci-après, dû à Wainger (1965), établit un lien entre les deux
points de vue.

Définition 3. Un champ aléatoire stationnaire est à longue mémoire isotrope si l’une
des deux conditions suivantes est vérifiée

– sa densité spectrale est continue partout sauf en l’origine où elle vérifie :

f(x) ∼
0
||x||α−d b

(
x

||x||

)
L

(
1

||x||

)
, 0 < α < d. (1.2.1)

– sa fonction de covariance vérifie

r(n) = ||n||−αL(||n||)b
(

n

||n||

)
+ en, 0 < α < d. (1.2.2)

où, dans les expressions (1.2.1) et (1.2.2), L est une fonction à variation lente à l’infini,
b est une fonction continue sur la sphère unité de R

d, (ek)k∈Zd est une suite sommable
et ||.|| représente une norme quelconque dans R

d.

Remarque 2. L’expression "longue mémoire isotrope" employée dans la définition 3 se
comprend grâce à l’expression (1.2.2) de la fonction de covariance. Si un champ admet
une telle fonction de covariance alors sa forte dépendance est guidée par le terme ||n||−α.
Lorsque la norme est la norme euclidienne, ce terme décroît de façon isotrope. De plus,
si un champ aléatoire vérifie (1.2.2), quelle que soit la norme considérée, l’intensité de
sa longue mémoire, quantifiée par l’exposant α, sera la même dans toutes les directions.
C’est pourquoi nous parlons de longue mémoire isotrope. Le terme est toutefois abusif
car la fonction r n’est pas strictement isotrope à cause de la présence de la fonction L et
de la fonction b et car la norme n’est pas nécessairement euclidienne. Enfin, le Théorème
1 ci-dessous montre que dans la plupart des cas, le comportement (1.2.1) de la densité
spectrale à l’orgine est une conséquence de (1.2.2). C’est la raison pour laquelle nous
adoptons également le terme de longue mémoire isotrope lorsque (1.2.1) est vérifiée.

Afin d’énoncer le théorème de Wainger (1965) liant (1.2.1) et (1.2.2), nous intro-
duisons la classe S, sous-ensemble des fonctions à variation lente. La fonction L appar-
tient à la classe S si, étant donnée la suite (hj)j∈N définie par h0 = L et pour j ≥ 1,

hj(t) = t
d

dt
hj−1(t),

(i) L est indéfiniment dérivable sur [0,∞[,
(ii) Pour tout j ∈ N, la fonction hj est à variation lente.

Remarque 3. La plupart des fonctions à variation lente connues appartiennent à S. Nous
renvoyons à l’annexe de Wainger (1965) pour une large classe d’exemples.

Le théorème suivant montre qu’en se restreignant aux fonctions à variation lente dans
S et à la norme euclidienne, (1.2.2) implique (1.2.1), pourvu que la densité spectrale soit
supposée continue partout hors de l’origine.
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Théorème 1 (Wainger (1965)). Soit 0 < α < d, soit b une fonction C∞ sur la sphère
unité de R

d, soit L une fonction à variation lente à l’infini appartenant à la classe S et
soit (ek)k∈Zd une suite sommable.

Soit f une fonction 2π-périodique, intégrable sur [−π, π]d et continue partout sauf en
l’origine. En notant |.| la norme euclidienne dans R

d, si les coefficients de Fourier de f
vérifient

r(n) = |n|−αL(|n|)b
(
n

|n|

)
+ en, (1.2.3)

alors f admet le comportement suivant à l’origine :

f(x) = |x|α−db̃

(
x

|x|

)
L

(
1

|x|

)
+ o

(
|x|α−dL

(
1

|x|

))
+O(1),

où b̃ est une fonction C∞ sur la sphère unité de R
d obtenue par transformation de b.

1.2.2 Revue des travaux préexistants

Les travaux existants sur les champs aléatoires à longue mémoire sont de deux types.
On trouve d’une part des travaux de modélisation des champs fortement dépendants
contenant parfois des procédures d’estimation, et d’autre part, lorsque la longue mé-
moire est isotrope, des recherches plus théoriques sur les outils de base de la statistique
asymptotique comme les sommes partielles ou le processus empirique.

Certains modèles de champs à longue mémoire ont été introduits en dimension d = 2
afin de modéliser des textures d’image. Ils reposent sur des filtrages fractionnaires de
bruit blanc, généralisation à la dimension d = 2 des représentations FARIMA pour
les séries temporelles (nous revenons sur le filtrage fractionnaire dans le chapitre 2).
Les travaux dans ce domaine sont dûs à Kashyap et Lapsa (1984), Kashyap et Eom
(1989), Bennett et Khotanzad (1998) et Eom (2001). Les modèles proposés par ces
auteurs conduisent à des champs à longue mémoire isotrope ou à longue mémoire de
type produit (c’est à dire que la fonction de covariance s’écrit r(h1, h2) = r1(h1)r2(h2)
où (r1(h)) et/ou (r2(h)) sont des suites non-sommables).

Les articles de Bennett et Khotanzad (1998) et Eom (2001) proposent, de façon
heurisitique, une méthode algorithmique d’identification des paramètres des modèles
qu’ils présentent.

Dans le cas de champs à longue mémoire de type produit, Kashyap et Lapsa (1984)
et Kashyap et Eom (1989) proposent un estimateur des paramètres du modèle basé sur
le log-périodogramme, comme cela se rencontre en dimension d = 1. Par ailleurs, Sethu-
raman et Basawa (1995) étudient eux-aussi un modèle, en dimension d = 2, conduisant
à un champ à longue mémoire de type produit. La forte dépendance du champ résultant
n’a en fait lieu que dans une direction et ils montrent la consistance de l’estimateur par
maximum de vraisemblance des paramètres de leur modèle.

Enfin, dans Anh et Lunney (1995), les auteurs disposent d’une photo d’écorce d’un
arbre qu’ils modélisent par un champ à longue mémoire isotrope. Ils supposent plus
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précisement que la densité spectrale du champ sous-jacent s’écrit f(λ) = c|λ|α où α < 0.
Ils montrent, sous cette hypothèse, la consistance de l’estimateur de Whittle de la densité
spectrale et ils estiment par cette méthode les paramètres de leur modèle.

D’autres travaux concernent les outils de la statistique asymptotique lorsque le champ
aléatoire est à longue mémoire isotrope. Il s’agit, pour l’étude des sommes partielles, des
articles de Dobrushin et Major (1979) et de Surgailis (1982). Nous revenons dans la
section suivante sur les énoncés précis des théorèmes limite que ces auteurs obtiennent.

L’étude du processus empirique d’un champ linéaire à longue mémoire isotrope a été
effectuée par Doukhan et al. (2002). Les théorèmes limite montrent une dégénérescence
asymptotique du processus empirique dans le sens où le processus limite admet la forme
f(x)Z où f est une fonction déterministe et Z une variable aléatoire.

Les formes quadratiques d’un champ à longue mémoire isotrope ont été étudiées par
Heyde et Gay (1993) et dans un cadre plus large par Doukhan et al. (1996).

Enfin, on trouve une étude de l’asymptotique des temps locaux d’un champ à longue
mémoire isotrope dans Doukhan et Leon (1996).

1.3 Revue de l’asymptotique des sommes partielles d’un
champ aléatoire

Les sommes partielles sont un outil central en statistique asymptotique. Nous pré-
sentons dans cette section une revue des résultats connus selon que le champ sous-jacent
est à courte mémoire ou qu’il est à longue mémoire.

1.3.1 En courte mémoire

Lorsque le champ aléatoire X est d’ordre 2, on dit qu’il est à courte mémoire si
sa fonction de covariance est sommable. Cette définition complémentaire à celle de la
longue mémoire se décline en réalité sous diverses formes. On distingue entre autres des
champs de type accroissement d’une martingale, des champs mélangeants (il en existe de
diverses sortes), des champs fonctions de gaussiens, des champs linéaires et des champs
associés. Nous ne présentons pas ces notions qui sont détaillées dans Doukhan (2003).
Dans cet article, on trouve également une revue de l’asymptotique des sommes partielles
en dimension d = 1 selon le type de dépendance considérée.

En dimension d, le processus des sommes partielles deX est défini pour tout (t1, . . . , td)
et pour tout n ∈ N par

Sn(t1, . . . , td) =
1

nd/2

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk1,...,kd
. (1.3.1)

On peut étendre cette définition en considérant la somme intervenant dans (1.3.1) non
plus sur [0, nt1]× · · · × [0, ntd] mais sur des ensembles boréliens de R

d. La définition des
sommes partielles devient la suivante. Soit, pour i ∈ Z

d, le cube Ri défini par

Ri = ]i1 − 1, i1] × · · · × ]id − 1, id] .
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Le processus des sommes partielles indexé par une classe A d’ensembles boréliens de
[0, 1]d est défini pour tout A ∈ A par

S ′
n(A) =

1

nd/2

∑

i∈Zd

λ(nA ∩Ri)Xi, (1.3.2)

où λ représente la mesure de Lebesgue sur R
d. Lorsque la classe A correspond à l’en-

semble des quadrants [0, t1] × · · · × [0, td], on remarque que S ′
n défini en (1.3.2) est une

version lissée de Sn défini en (1.3.1).
En faible dépendance, le comportement asymptotique des sommes partielles lorsque

n tend vers l’infini a été étudié dans les deux situations précédentes : pour les sommes
partielles (1.3.1) indexées par des quadrants et pour les sommes partielles (1.3.2) indexées
par des boréliens. Nous renvoyons à la thèse de El Machkouri (2003) pour une revue
précise des résultats.

Nous présentons un résultat de Dedecker (2001) pour les sommes partielles sur les
quadrants. Nous introduisons dans un premier temps quelques notations. En notant ≺
l’ordre lexicographique dans Z

d, nous posons V 1
i = {j ∈ Z

d : j ≺ i} et, pour k ∈ N,

V k
i = V 1

i ∩ {j ∈ Z
d : |i− j|∞ ≥ k}

où, pour i ∈ Z
d, |i|∞ = max1≤p≤d{|ip|}. Soit enfin FΛ = σ(Xi; i ∈ Λ) la tribu engendrée

par les variables aléatoires (Xi) pour i ∈ Λ.
Le théorème suivant établit la convergence des sommes partielles d’un champ faible-

ment dépendant sous la condition projective (1.3.3). Dans l’article de Dedecker (2001),
l’auteur montre que cette condition est vérifiée sous des conditions raisonnables de α-
mélange.

Théorème 2 (Dedecker (2001)). Soit (Xn)n∈Zd un champ strictement stationnaire er-
godique et centré. Si, pour p > 1, E(X2p

0 ) <∞ et

∑

k∈V 1
0

E
(
XkE

(
X0|FV

|k|
0

))p

<∞, (1.3.3)

alors σ2 =
∑

k∈Zd E(X0Xk) <∞ et

1

σnd/2

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk1,...,kd

D([0,1]d)−→ W (t1, . . . , td),

où W est le drap brownien et où la convergence en loi a lieu dans l’espace D([0, 1]d)
muni de la norme uniforme.

Le théorème précédent témoigne du comportement typique des sommes partielles en
faible dépendance : la normalisation est nd/2 et le champ limite est le drap brownien.
Dans un cadre plus restreint (le champ X est supposé être du type accroissement d’une
martingale), Basu et Dorea (1979) montrent le même type de résultat en n’exigeant que
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des moments d’ordre 2 finis pour X. Pour les champs associés, en supposant l’existence
de moments d’ordre strictement supérieur à 2, Bulinski et Keane (1996) et Marinucci
et Poghosyan (2001) montrent le même type de convergence pour les sommes partielles
indexées par des quadrants.

Dans le cas des sommes partielles indexées par des boréliens, Dedecker (2001) montre
un théorème central limite fonctionnel sous une condition projective de type (1.3.3), en
supposant la classe A de taille raisonnable (en contrôlant son entropie) et sous l’hypo-
thèse que le champX est borné. Lorsque le champ n’est pas supposé borné, El Machkouri
et Volny (2003) montrent que, quel que soit p ∈ N, on peut construire une classe A véri-
fiant les conditions d’entropie usuelles et un champ X d’ordre p tels que la convergence
fonctionnelle de S ′

n n’ait plus lieu. Cela montre que contrairement au cas i.i.d traité par
Bass (1985) et Alexander et Pyke (1986), la maîtrise des moments d’ordre 2 ne suffit
plus, en courte mémoire, pour obtenir un théorème central limite fonctionnel lorsque
les sommes partielles sont indexées par des boréliens. Il est à noter qu’un tel contre-
exemple n’est pas connu lorsque les sommes partielles sont indexées par des quadrants.
Dans Dedecker (2001), l’auteur conjecture qu’il n’en existe pas, autrement dit que le
contrôle des moments d’ordre 2 devrait être suffisant pour obtenir un théorème central
limite fonctionnel en faible dépendance lorsque les sommes partielles sont indexées par
des quadrants.

1.3.2 En longue mémoire

En longue mémoire, seules les sommes partielles indexées par des quadrants ont été
étudiées. De plus, les résultats existants sur les sommes partielles d’un champ fortement
dépendant X se placent sous l’hypothèse de longue mémoire isotrope. Le travail de Do-
brushin et Major (1979) suppose par ailleurs que le champ X est fonction de champs
gaussiens tandis que dans l’article plus récent de Surgailis (1982), l’auteur suppose que
X est fonction de champs linéaires non nécessairement gaussiens. Enfin, dans ces tra-
vaux, les convergences ont été établies en lois fini-dimensionnelles et non dans un espace
fonctionnel comme dans le Théorème 2 relatif à la courte mémoire.

Afin d’énoncer les résultats de ces travaux, nous commençons par définir le processus
de Hermite d’ordre m.

Définition 4. Le processus de Hermite Zm d’ordre m est défini par

Zm(t) =

∫

Rmd

d∏

j=1

e
itj

“

x
(1)
j +···+x

(m)
j

”

− 1

i
(
x

(1)
j + · · · + x

(m)
j

)ZG0(dx
(1)) . . . ZG0(dx

(m)) (1.3.4)

où ZG0 est une mesure spectrale aléatoire gaussienne de mesure de contrôle G0. La
mesure de contrôle G0 dépend d’un paramètre α et d’une fonction b continue sur la
sphère unité de R

d ; elle est déterminée par la relation

2d

∫

Rd

ei<t,x>

d∏

j=1

1 − cos(xj)

x2
j

G0(dx) =

∫

[−1,1]d

b
(

x+t
|x+t|

)

|x+ t|α
d∏

j=1

(1 − |xj|)dx.
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Lorsque d = 1 (1.3.4) se simplifie car G0 admet une densité proportionnelle à |x|α−1

et dans ce cas

Zm(t) = κ−k/2

∫

Rm

eit(x(1)+···+x(m)) − 1

i(x(1) + · · · + x(m))

m∏

k=1

∣∣x(k)
∣∣α−1

2 dW (x(k)),

où W est la mesure spectrale aléatoire d’un bruit blanc gaussien et où κ =
∫

R
eix|x|α−1.

Les sommes partielles d’un champ fonctionnel de champs gaussiens reposent sur le
développement d’une fonction dans la base des polynômes de Hermite.

Théorème 3 (Dobrushin et Major (1979)). Soit (Xn)n∈Zd un champ aléatoire gaussien
stationnaire centré. Soit H une fonction mesurable telle que

∫ ∞

0

H(x)e−
x2

2 dx = 0 et

∫ ∞

0

H2(x)e−
x2

2 dx <∞.

Notons m son rang de Hermite.
On suppose que (Xn) admet une fonction de covariance équivalente, lorsque |k| → ∞,

à

r(k) ∼ |k|−αL(|k|)b
(
k

|k|

)
, (1.3.5)

où 0 < mα < d, où L est une fonction à variation lente à l’infini et où b est une
fonction continue sur la sphère unité de R

d.
Alors

1

nd−mα/2(L(n))m/2

[nt1]∑

j1=1

. . .

[ntd]∑

jd=1

H(Xj)
fidi−→ cmZm(t),

où Zm est le processus de Hermite de degré m défini par (1.3.4) et où cm est le coefficient
d’ordre m dans le développement de Hermite de H.

Le comportement asymptotique des sommes partielles donné dans le théorème pré-
cédent est typique de la forte dépendance : la normalisation n’est plus nd/2 comme en
faible dépendance et le processus limite n’est plus nécessairement gaussien (le processus
de Hermite n’est gaussien que lorsque m = 1).

Nous retrouvons les mêmes spécificités pour les sommes partielles d’une fonctionnelle
de champs linéaires à longue mémoire isotrope. La fonctionnelle est en fait un polynôme
d’Appell, précision due au travail de Avram et Taqqu (1987) dans lequel on trouve une
présentation de ces polynômes. Dans le cas particulier où le bruit ξ est gaussien, les
polynômes d’Appel ne sont rien d’autre que les polynômes de Hermite.

Théorème 4 (Surgailis (1982), Avram et Taqqu (1987)). Soit

Xk =
∑

j∈Zd

ajξk−j,
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où (ξk)k∈Zd est un bruit blanc fort et où

aj = |j|−βL(|j|)b̃
(
j

|j|

)
,
d

2
< β < d,

avec L une fonction à variation lente à l’infini et b̃ une fonction continue sur la sphère
unité de R

d.
Alors,

1

nd−m(β− d
2
)L(n)m

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Pm(Xk1,...,kd
)

fidi−→
n→∞

Zm(t),

où Pm représente le polynôme d’Appell d’ordre m et où Zm est le processus de Hermite
d’ordre m défini par (1.3.4) avec α = 2β − d et

b(t) =

∫

Rd

b̃

(
s

|s|

)
b̃

(
s− t

|s− t|

)
|s|−β|t− s|−βds.

Remarque 4. Le champ X défini dans le Théorème 4 est à longue mémoire isotrope. En
effet, lorsque |h| → ∞,

r(h) = |h|−αL(|h|)2

(
b

(
h

|h|

)
+ o(1)

)
, (1.3.6)

où α et b sont définis dans le théorème.

1.4 Plan de la thèse

Le chapitre 2 de la thèse contient des exemples de modèles conduisant à des champs
fortement dépendants. Les chapitres 3 et 4 sont consacrés à la convergence des sommes
partielles de champs à longue mémoire (voir aussi Lavancier (2005a)). La connaissance
de l’asymptotique des sommes partielles nous permet, dans le chapitre 5, de construire
une procédure pour tester la faible dépendance contre la forte dépendance dans les
champs aléatoires. Dans le chapitre 6, nous utilisons une nouvelle fois le comportement
des sommes partielles pour en déduire la convergence du processus empirique de champs
à longue mémoire (voir aussi Lavancier (2005c)). Enfin, nous nous intéressons dans le
chapitre 7 à la convergence des formes quadratiques d’un champ fortement dépendant
et nous obtenons en première application la loi asymptotique de la fonction de cova-
riance empirique ; ce travail est en cours de développement avec Anne Philippe. Certains
résultats de cette thèse sont présentés dans Lavancier (2005b), article qui consiste en
une revue des champs à longue mémoire, à paraître dans un ouvrage collectif sur la dé-
pendance en statistique (lecture notes in statistics, Springer-Verlag) ; ce travail contient
quelques modèles de champs fortement dépendants issus du chapitre 2 et présente des
résultats de convergence des sommes partielles et du processus empirique comme dans
les chapitres 4 et 6 respectivement.
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Chapitre 2 : Modélisation de champs aléatoires à longue mémoire

Nous modélisons dans ce chapitre des champs fortement dépendants à l’aide de dif-
férentes méthodes. Dans un premier temps, en nous inspirant des modèles développés
en dimension d = 1 pour les séries temporelles à longue mémoire, nous présentons le
filtrage fractionnaire d’un bruit blanc et l’agrégation de champs à courte mémoire. Ces
deux techniques peuvent conduire à des champs à longue mémoire et nous présentons,
pour chacune de ces deux méthodes, des exemples de modèles produisant de la forte
dépendance. Nous remarquons, dans un cas particulier du filtrage fractionnaire, qu’un
simple champ autorégressif peut admettre de la forte dépendance en dimension d ≥ 2,
ce qui est impossible en dimension d = 1.

Nous nous intéressons également dans ce chapitre à des systèmes de mécanique sta-
tistique assez simples comme le modèle d’Ising. Pour ces systèmes de particules, nous
notons une propriété intéressante : il existe un lien étroit entre le fait que le système
soit instable et le fait que le champ aléatoire constitué des particules du système soit à
longue mémoire. Dans le cas de systèmes à interactions homogènes quadratiques, ce lien
est même une équivalence.

Nous concluons par des simulations de champs à longue mémoire (isotrope ou non)
obtenus par les méthodes présentées dans le chapitre.

Chapitre 3 : Convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles

Ce chapitre traite de la convergence des lois fini-dimensionnelles des sommes partielles

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk1,...,kd
, (1.4.1)

proprement renormalisées, lorsque X est un champ à longue mémoire. Des résultats en
longue mémoire isotrope existent déjà et ont été présentés dans la section précédente.
L’objectif est d’obtenir l’asymptotique des sommes partielles lorsque le champ est à
longue mémoire non isotrope.

L’étude des sommes partielles est effectuée par une approche spectrale, généralisation
à la dimension d ≥ 2 de la démarche de Lang et Soulier (2000) en dimension d = 1. En
supposant le champ linéaire, nous écrivons les sommes partielles comme une intégrale
stochastique par rapport à une mesure dépendant de n et nous montrons un théorème
de convergence de ce type d’intégrales.

En dimension d = 2, nous obtenons par cette méthode la convergence de (1.4.1)
lorsque X est un champ linéaire issu du filtrage d’un bruit et lorsque nous contrôlons
le comportement du filtre à l’origine. Dans le cas où ce bruit est un bruit blanc, cela
revient à contrôler le comportement de la densité spectrale de X à l’origine. Lorsque le
filtre est équivalent à l’origine à une fonction homogène de degré α < 0, nous obtenons
la convergence des sommes partielles de X, renormalisées par n−1+α, vers un champ
qui n’est plus le drap brownien comme c’est le cas en faible dépendance. Ce résultat
inclut des situations de forte dépendance non isotrope ; c’est par exemple le cas lorsque
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le filtre dont est issu X est équivalent à l’origine à |x1 + x2|α où α < 0. Nous retrouvons
ainsi les specificités de l’asymptotique des sommes partielles en forte dépendance : une
normalisation et un champ limite non standards.

Les résultats de convergence sont étendus à la dimension d ≥ 3 sous quelques hy-
pothèses supplémentaires sur le filtre dont est issu X. Nous obtenons notamment, en
dimension quelconque et lorsque X est obtenu par un filtrage particulier, le drap brow-
nien fractionnaire comme champ limite des sommes partielles de X.

Chapitre 4 : Convergence des sommes partielles dans D([0, 1]d)

Dans ce quatrième chapitre, nous étendons la convergence des lois fini-dimensionnelles
des sommes partielles en une convergence fonctionnelle.

Dans un premier temps, nous montrons un critère d’équitension des sommes partielles
d’un champ aléatoire dans D([0, 1]d), adapté d’un critère d’équitension général dû à
Bickel et Wichura (1971).

Selon le type de forte dépendance du champ sous-jacent, nous montrons alors l’équi-
tension des sommes partielles d’un champ à longue mémoire. En longue mémoire iso-
trope, nous étendons ainsi la convergence du Théorème 3 obtenu par Dobrushin et Major
(1979) à une convergence fonctionnelle. Ensuite lorsque le champ est linéaire, obtenu à
partir du filtrage d’un bruit, nous montrons l’équitension des sommes partielles pour
une large classe de filtres pouvant induire de la forte dépendance non isotrope.

Les situations de forte dépendance dans lesquelles nous obtenons la convergence
fonctionnelle des sommes partielles sont résumées dans la section 4.4 de ce chapitre.

Chapitre 5 : Tester la faible dépendance contre la forte dépendance dans les
champs aléatoires

Le test que nous proposons dans ce chapitre se base sur le comportement des sommes
partielles d’un champ aléatoire.

Les deux hypothèses que nous confrontons sont, à quelques hypothèses techniques
près,

– Hypothèse nulle (courte mémoire) :
∑ |r(h)| < ∞, où r représente la fonction de

covariance de X, et

n−d/2

σ

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk
D([0,1]d)−→ B(t),

où B est le drap brownien sur [0, 1]d et où σ2 =
∑
r(h).

– Hypothèse alternative (longue mémoire) : il existe une suite normalisatrice dn véri-
fiant dn = nγL(n), où γ > d/2 et où L est une fonction à variation lente à l’infini,
telle que

d−1
n

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk
D([0,1]d)−→ Y (t),

où Y est un champ aléatoire mesurable.
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Bien qu’en toute rigueur ces hypothèses ne soient pas respectivement équivalentes à
la définition de la faible dépendance et de la forte dépendance, on remarque que la grande
majorité des champs à courte mémoire vérifient l’hypothèse nulle, comme le montrent
les résultats rappelés dans la section 1.3.1, et que tous les champs à longue mémoire
étudiés dans les chapitres 3 et 4 vérifient l’hypothèse alternative.

Généralisant la procédure proposée dans Giraitis et al. (2003) pour tester la faible
dépendance contre la forte dépendance dans les séries temporelles, nous montrons que
la statistique V/S, basée sur l’estimation de la variance des sommes partielles, converge
en loi sous l’hypothèse nulle et diverge vers l’infini sous l’hypothèse alternative.

Nous simulons la loi asymptotique rencontrée sous l’hypothèse nulle et nous mettons
en œuvre le test sur différentes réalisations de champs à longue mémoire pour en évaluer
la puissance.

Chapitre 6 : Processus empirique de fonctionnelles de champs gaussiens à
longue mémoire

Etant donné un champ gaussien X à longue mémoire, nous étudions le processus
empirique doublement indexé par x ∈ R et t ∈ [0, 1]d, défini à une normalisation près
par

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

[
I{G(Xk1,...,kd

)≤x} − F (x)
]
, (1.4.2)

où G est une fonction mesurable et où F est la fonction de répartition du champ aléatoire
(G(Xn))n∈Zd .

Dans de nombreux cas, le comportement asymptotique de cette quantité est directe-
ment lié au comportement asymptotique des sommes partielles de X. Ce lien est donné
par le principe de réduction uniforme, initialement montré en dimension d = 1 par
Dehling et Taqqu (1989) et que nous généralisons à notre cadre d’étude.

Nous utilisons alors le comportement asymptotique des sommes partielles d’un champ
à longue mémoire obtenu dans les chapitres 3 et 4 pour en déduire la convergence de
(1.4.2) dans D(R × [0, 1]d).

Nous montrons ainsi que le processus empirique d’un champ fortement dépendant
est asymptotiquement dégénéré dans le sens où son champ limite s’écrit f(x)Z(t) où
f est une fonction déterministe et Z un champ aléatoire. Cette propriété de la longue
mémoire, connue en dimension d = 1, semble donc persister dans le cadre des champs
aléatoires même si la forte dépendance n’est pas isotrope.

Les applications statistiques de ce résultat reposent sur le théorème de continuité ou
sur la delta méthode. Nous présentons en exemple la loi limite des U-statistiques d’un
champ à longue mémoire.
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Chapitre 7 : Etude des formes quadratiques

On s’intéresse dans ce chapitre aux formes quadratiques d’un champ X définies par

Jn(g) =
∑

k∈An

∑

l∈An

gk−lXkXl,

où An = {1, . . . , n}d. Le comportement asymptotique de Jn est fonction de la dépendance
du champ X et de la suite (gk)k∈Zd . La connaissance de cet asymptotique permet en
application de montrer la convergence de l’estimateur de Whittle du paramètre de longue
mémoire présent dans la densité spectrale ou encore d’obtenir la loi limite de la fonction
de covariance empirique.

Lorsque le champ X est linéaire, et sous des hypothèses de de nullité des cumulants
d’ordre 4 du bruit, nous abordons l’étude de Jn(g) en l’écrivant sous forme d’une intégrale
stochastique double par rapport à des mesures dépendant de n.

Nous établissons ensuite un théorème de convergence des suites d’intégrales doubles
de ce type. Ce résultat permet de ramener l’étude de la convergence en loi de Jn(g) à
une convergence de suite de fonctions dans L2.

En nous plaçant sous différentes situations de forte dépendance, nous obtenons en
première application un théorème limite non central pour Jn(g) lorsque la suite des
coefficients (gk)k∈Zs est telle que la fonction g(x) =

∑
j∈Zd gje

−i<j,x> est continue à
l’origine et vérifie g(0) 6= 0. La loi limite de l’estimateur de la fonction de covariance est
un cas particulier de ce résultat.

La suite de ce travail est en cours. Elle concerne l’étude de Jn(g) lorsque g(0) = 0,
une situation qui nous permettra par la suite d’obtenir la loi limite de l’estimateur de
Whittle.
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Chapitre 2

Modélisation de champs aléatoires à

longue mémoire

Nous présentons dans ce chapitre diverses manières de modéliser des champs à longue
mémoire. Nous verrons qu’il est assez aisé de construire de tels champs et que, par
ailleurs, la forte dépendance apparaît déjà dans certains modèles familiers.

Dans les deux premières parties, nous nous inspirons des modèles existants en dimen-
sion d = 1 afin de les adapter au cadre des champs. Il s’agit respectivement des champs
obtenus par filtrage d’un bruit blanc ou par agrégation de champs à courte mémoire.

Dans le cas du filtrage, on obtient un champ fortement dépendant dès que le filtre
est non-borné. On verra notamment que les champs ARMA, contrairement aux séries
temporelles ARMA en dimension d = 1, peuvent être à longue mémoire. Nous présentons
également le filtrage fractionnaire qui est une technique de modélisation déjà rencontrée
dans certains travaux en image pour obtenir des propriétés de forte dépendance.

La modélisation de la longue mémoire par agrégation, présentée dans la seconde par-
tie, est une technique populaire en dimension 1, grâce notamment à son interprétation en
économie. Mais l’agrégation semble être une démarche inédite en dimension supérieure.
Nous verrons qu’elle peut garder un sens en économétrie en dimension d ≥ 2 et nous
proposerons quelques exemples de champs agrégés fortement dépendants.

La troisième partie présente des modèles issus de la mécanique statistique. Ils sont
donc plus spécifiques du cadre des champs. On verra que la transition de phase est un
phénomène très lié à la forte dépendance.

Quelques démonstrations sont reléguées dans la quatrième partie. Finalement, des
simulations de champs à longue mémoire concluent le chapitre.

2.1 Modélisation par filtrage

Soit un bruit blanc (εn)n∈Zd de variance σ2 admettant la représentation spectrale

εn =

∫

[−π,π]d
ei<n,λ>dZ(λ),
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où la mesure contrôle de Z est de densité constante σ2/(2π)d sur [−π, π]d.
On dit que le champ X est obtenu par filtrage de (εn)n∈Zd à travers le filtre a ∈

L2([−π, π]d) lorsque

Xn =

∫

[−π,π]d
ei<n,λ>a(λ)dZ(λ). (2.1.1)

La densité spectrale de X s’écrit alors

fX(λ) =
σ2

(2π)d
|a(λ)|2 , ∀λ ∈ [−π, π]d. (2.1.2)

En posant (ak)k∈Zd la suite des coefficients de Fourier de a, i.e.

ak =
1

(2π)d

∫

[−π,π]d
a(λ)e−i<k,λ>dλ,

la fonction a se décompose en a(λ) =
∑

k∈Zd ake
i<k,λ>, où la convergence de la série a

lieu dans L2, et on peut réécrire le filtrage (2.1.1) dans le domaine temporel :

Xn =
∑

k∈Zd

akεn−k.

D’après l’expression (2.1.2) de sa densité spectrale, le champX sera à longue mémoire
dès que |a| est non-borné.

Avant de nous focaliser sur des classes particulières de filtres (les filtres ARMA et
les filtres fractionnaires), nous donnons un exemple de filtrage en dimension d = 2
conduisant à un champ dont la densité spectrale est singulière sur toute une ligne.

Exemple 1. Soit un champ aléatoire (Xn1,n2)(n1,n2)∈Z2 obtenu par filtrage d’un bruit blanc
fort par a(λ1, λ2) = |λ1 + θλ2|α où −1/2 < α < 0 et θ ∈ R. Sa densité spectrale, définie
sur [−π, π]2, est proportionnelle à |λ1 + θλ2|2α. Le champ est à longue mémoire non-
isotrope puisque sa densité spectrale ne vérifie par (1.2.1). De plus le lemme suivant
montre que sa fonction de covariance ne vérifie pas (1.2.2).

Lemme 1. Soit un champ aléatoire (Xn1,n2)(n1,n2)∈Z2 dont la densité spectrale, définie
sur [−π, π]2 vaut f(λ1, λ2) = |λ1 + θλ2|2α, où −1/2 < α < 0 et θ ∈ R. Alors sa fonction
de covariance ne vérifie pas (1.2.2).

La démonstration est donnée dans la section 2.4.

2.1.1 Les champs ARMA

Les champs ARMA sont obtenus dans le cas particulier où le filtre s’écrit, pour tout
λ = (λ1, . . . , λd) ∈ [−π, π]d, a(λ1, . . . , λd) = Q

P
(eiλ1 , . . . , eiλd) où P et Q sont des poly-

nômes. Pour plus de lisibilité, nous focalisons notre étude sur les champs autorégressifs
c’est à dire lorsque le polynôme Q est identiquement égal à 1.

Nous allons montrer que contrairement aux processus autorégressifs en dimension 1,
un champ autorégressif peut être fortement dépendant. En nous plaçant dans le domaine
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spectral, nous donnons auparavant quelques conditions générales d’existence des champs
autorégressifs.

En notant Lj l’opérateur retard par rapport au jeme indice, c’est à dire

LjXn1,...,nd
= Xn1,..., nj−1, nj−1, nj+1,...,nd

,

ou encore dans le domaine spectral,

LjXn1,n2...,nd
=

∫

[−π,π]d
ei<n,λ>e−iλjdZX(λ),

où ZX représente la mesure spectrale aléatoire du champ stationnaire X, on remarque
qu’un champ autorégressif est solution de l’équation plus familière :

P (L1, . . . , Ld)Xn1,...,nd
= εn1,...,nd

. (2.1.3)

Nous avons considéré un champ autorégressif comme le filtrage d’un bruit par la
fonction P−1(eiλ1 , . . . , eiλd) ; dès que cette dernière est dans L2([−π, π]d), nous sommes
garantis de la stationnarité de X. Réciproquement, sous quelles conditions la représen-
tation (2.1.3) admet-elle une solution stationnaire ? En dimension d = 1, le résultat est
bien connu : il est nécessaire et suffisant que le polynôme P n’ait aucune racine de mo-
dule 1 (cf par exemple Brockwell et Davis (1991)). Cette équivalence n’est plus vraie en
dimension quelconque comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2. Soit (εn)n∈Zd un bruit blanc de mesure spectrale aléatoire Z. La repré-
sentation

P (L1, . . . , Ld)Xn1,...,nd
= εn1,...,nd

(2.1.4)

admet une unique solution stationnaire si et seulement si
∫

[−π,π]d

∣∣∣∣
1

P (eiλ1 , . . . , eiλd)

∣∣∣∣
2

dλ <∞. (2.1.5)

Dans ce cas

Xn =

∫

[−π,π]d

1

P (eiλ1 , . . . , eiλd)
ei<n,λ>dZ(λ). (2.1.6)

Démonstration. Supposons X stationnaire. En notant ZX la mesure spectrale aléatoire
de X, (2.1.4) s’écrit

∫

[−π,π]d
P (eiλ1 , . . . , eiλd)ei<n,λ>dZX(λ) =

∫

[−π,π]d
ei<n,λ>dZ(λ).

Ceci prouve que X admet une densité spectrale proportionnelle à
∣∣1/P (eiλ1 , . . . , eiλd)

∣∣2
qui est par définition intégrable sur [−π, π]d. Réciproquement, si (2.1.5) est vérifiée, le
champ ∫

[−π,π]d

1

P (eiλ1 , . . . , eiλd)
ei<n,λ>dZ(λ)

est solution de (2.1.4) de façon évidente. Supposons qu’il existe une autre solution sta-
tionnaire à (2.1.4), le filtrage de cette dernière par 1/P (eiλ1 , . . . , eiλd) montre qu’elle est
égale à X.
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Remarque 5. Il est important, en vue d’applications, de savoir sous quelles conditions
la solution (2.1.6) admet une écriture sous forme de moyenne mobile causale. Cette
question présuppose une relation d’ordre dans Z

d. Notre objectif étant juste de souligner
l’existence de la forte dépendance dans des champs autorégressifs, nous ne rentrons pas
dans ces considérations. On trouve dans Guyon (1993) une description des principales
écritures de (2.1.6) selon la relation d’ordre choisie.

La condition (2.1.5) est équivalente en dimension d = 1 à l’absence de racines de
module 1 pour P . Ce dernier point est suffisant en dimension d ≥ 2 pour garantir (2.1.5)
mais pas nécessaire.

Il est en effet possible qu’un polynôme P vérifie (2.1.5) et qu’il existe par ailleurs
(ν1, . . . , νd) tel que P (eiν1 , . . . , eiνd) = 0. D’après la proposition précédente , la représen-
tation (2.1.4) associée à ce polynôme admet une solution stationnaire dont la densite
spectrale est proportionnelle à

∣∣1/P (eiλ1 , . . . , eiλd)
∣∣2. Cette solution stationnaire sera

donc fortement dépendante car sa densité spectrale est non bornée.
Nous donnons un exemple simple d’une représentation AR conduisant à un champ

fortement dépendant.

Exemple 2. En dimension d = 5, la représentation

Xn1,...,n5 −
1

5
(Xn1−1,n2,...,n5 +Xn1,n2−1,n3,n4,n5 + · · · +Xn1,...,n4,n5−1) = εn1,...,n5 ,

où ε est un bruit blanc de variance σ2, admet une solution stationnaire de densité
spectrale

fX(λ) =
σ2

(2π)5

∣∣∣∣∣
1

1 − eiλ1+···+eiλ5

5

∣∣∣∣∣

2

.

Elle est singulière à l’origine et X est à longue mémoire.

Démonstration. Il suffit de vérifier que

∫

[−π,π]5

∣∣∣∣∣
1

1 − eiλ1+···+eiλ5

5

∣∣∣∣∣

2

dλ <∞.

Le module à intégrer est inférieur à [1− (cos(λ1) + · · ·+ cos(λ5))/5]−2. Cette expression
est majorée par 7π2[λ2

1 + · · · + λ2
5]

−2 car pour tout x ∈ [−π, π], cosx ≤ 1 − (2/π)x2. Un
changement en coordonnées polaires prouve l’intégrabilité recherchée.

Remarque 6. Le même exemple, mais en dimension d = 3, est proposé dans Rosenblatt
(1985). Mais il n’est pas valide comme le précise le lemme suivant prouvé dans la partie
2.4.

Lemme 2. La représentation

Xn1,n2,n3 −
1

3
(Xn1−1,n2,n3 +Xn1,n2−1,n3 +Xn1,n2,n3−1) = εn1,n2,n3

n’admet aucune solution stationnaire.
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2.1.2 Filtrage fractionnaire

L’idée du filtrage fractionnaire est la suivante. On considère une écriture AR dont le
polynôme autoregressif P admet des racines sur le cercle unité et ne satisfait pas (2.1.5).
On élève alors ce polynôme à une certaine puissance α de telle sorte que

∫

[−π,π]d

∣∣P−α(eiλ1 , . . . , eiλd)
∣∣2 dλ <∞.

On appelle filtrage fractionnaire le filtrage d’un bruit blanc par P−α(eiλ1 , . . . , eiλd)
qui devient dès lors légitime. Par construction, le champ résultant sera stationnaire et il
sera à longue mémoire car de densité spectrale non bornée.

Cette démarche apparait pour la première fois en dimension 1 dans Granger et Joyeux
(1980) et Hosking (1981). Ces auteurs introduisent la classe bien connue des modèles
FARIMA (Fractionnal Autoregressive Integrated Moving Average) obtenus en filtrant
un bruit blanc par a(x) = (1 − x)α, avec −1/2 < α < 1/2, éventuellement multiplié par
un filtre ARMA classique.

Les modèles existants en dimension 1

Nous rappelons quelques propriétés des modèles issus du filtrage fractionnaire en
dimension 1. Il s’agit d’une part de la classe des processus FARIMA évoqués ci-dessus et
des processus GARMA (dont le développement en moyenne mobile infinie fait intervenir
les polynômes de Gegenbauer). Nous nous en inspirerons pour proposer quelques modèles
en dimension supérieure.

Proposition 3. Soit (εn)n∈Z un bruit blanc de variance σ2.
L’équation

∀n ∈ Z, Xn = (1 − L)αεn,

avec −1/2 < α < 1/2 admet une unique solution stationnaire (Xn)n∈Z qui s’écrit

Xn =
∞∑

j=0

ψjεn−j, où ψj =
Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
=

j∏

k=1

k − 1 − α

k
, j ∈ N.

On a de plus ψj ∼ j−α−1

Γ(−α)
lorsque j → ∞,

∑∞
j=0 ψ

2
j <∞ et

∑∞
j=0 ψj = ∞.

La densité spectrale de Xn s’ecrit

∀λ ∈ [−π, π[, f(λ) =
σ2

2π
|1 − e−iλ|2α ∼ cλ2α en 0,

c étant une constante strictement postive.
Enfin sa fonction de covariance vaut pour tout k ∈ N

r(k) = σ2(−1)k Γ(1 + 2α)

Γ(k + 1 + α)Γ(1 − k + α)
,



22 Modélisation de champs aléatoires à longue mémoire

elle est équivalente, lorsque k → ∞, à

r(k) ∼ ck−2α−1

c étant une constante strictement positive.

Ces propriétés peuvent être trouvées dans Brockwell et Davis (1991). On remarque
que le processus X est à longue mémoire dès que −1/2 < α < 0 car sa densité spectrale
est singulière en l’origine et la suite de ses covariances est non sommable.

Nous focalisons à présent la classe des processus GARMA. Les processus GARMA
sont construits en filtrant un bruit blanc par un filtre du type a(x) = (1−2x cos ν+x2)α

avec |α| < 1/2 éventuellement multiplié par un filtre ARMA classique. Ce modèle a été
proposé par Hosking (1981) et son étude, effectuée par Gray et al. (1989), fait intervenir
les polynômes de Gegenbauer dont nous donnons la définition et quelques propriétés.

Définition 5. Les polynômes de Gegenbauer, notés Cα
j (2 cos ν), interviennent dans la

décomposition suivante

(1 − 2x cos ν + x2)α =
∞∑

j=0

Cα
j (2 cos ν)xj, |x| ≤ 1, α 6= 0.

Leur forme explicite est

Cα
j (2 cos ν) =

[j/2]∑

k=0

(−1)kΓ(−α+ j − k)
(2 cos ν)j−2k

Γ(−α)Γ(k + 1)Γ(j − 2k + 1)
.

Ils vérifient Cα
0 (2 cos ν) = 1, Cα

1 (2 cos ν) = −2α cos ν et, pour tout j ≥ 2, la relation de
récurrence

Cα
j (2 cos ν) = 2 cos ν

(
1 − α+ 1

j

)
Cα

j−1(2 cos ν) −
(

1 − 2
α+ 1

j

)
Cα

j−2(2 cos ν).

Enfin les polynômes de Gegenbauer admettent l’équivalent suivant lorsque j → ∞

Cα
j (2 cos ν) ∼ cos[(j − α)ν + (απ/2)]

Γ(−α) sin−α(ν)

(
2

j

)1+α

.

On peut à présent énoncer des propriétés sur les processus GARMA.

Proposition 4. Soit (εn)n∈Z un bruit blanc de variance σ2. L’équation

∀n ∈ Z, Xn = (1 − 2 cos ν L+ L2)αεn,

avec | cos ν| 6= 1 et |α| < 1/2, α 6= 0, admet une unique solution stationnaire qui s’écrit

Xn =
∞∑

j=0

Cα
j (2 cos ν)εn−j
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où les Cα
j sont les polynômes de Gegenbauer de la définition 5.

La densité spectrale de X s’écrit

∀λ ∈ [−π, π], f(λ) =
σ2

2π
(2| cosλ− cos ν|)2α ∼ σ2

2π
|λ2 − ν2|2α lorsque λ→ ν.

La fonction de covariance de X adment l’équivalent suivant, lorsque k → ∞,

r(k) ∼ c cos(kν)k−2α−1,

où c est une constante strictement positive.

Ces propriétés des processus GARMA peuvent être trouvées dans Leonenko (1999).
On remarque que les processus GARMA sont à longue mémoire lorsque −1/2 < α < 0.
Ils admettent alors des singularités spectrales en des points différents de l’origine et la
suite de leurs covariances est non sommable. Ce phénomène est connu sous le nom longue
mémoire saisonnière et est étudié dans Ould Haye (2001).

Quelques exemples de filtrage fractionnaire produisant des champs à longue
mémoire en dimension d ≤ 2

Nous nous inspirons des modèles FARIMA et GARMA pour construire des champs
à longue mémoire.

Certains des modèles que nous présentons sont utilisés en modélisation de textures
d’images. Une présentation générale des modèles basés sur le filtrage fractionnaire et
appliqués à l’étude d’images est proposée dans Bennett et Khotanzad (1998). Dans
Kashyap et Lapsa (1984), on trouve des modèles comparables à ceux que nous présentons
dans les exemples 2, 3 et 4 ci-dessous : les champs résultants sont fortement dépendants
dans des directions privilégiées. Dans Kashyap et Eom (1989), les auteurs s’appuient
sur le modèle produit (2.1.7) pour la détection de ruptures dans des textures d’images.
Enfin un modèle amenant de la forte dépendance isotrope est proposé dans Eom (2001) ;
nous le présentons pour finir dans l’exemple 7.

Dans tous les modèles qui suivent, nous notons (εn)n∈Z2 un bruit blanc de variance
σ2.

1. Soit le filtrage de type produit tensoriel

Xn1,n2 = (1 − L1)
α1(1 − L2)

α2εn1,n2 (2.1.7)

où |α1| < 1/2 et |α2| < 1/2.

La proposition 3 nous permet directement d’obtenir l’expression deX sous la forme
d’une moyenne mobile :

Xn1,n2 =
∑

i≥0

∑

j≥0

ψi,1ψj,2εn1−i,n2−j
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où ψi,1 et ψj,2 ont la même expression que ψj dans la proposition 3 mais associés
respectivement à α1 et α2. On en déduit de même la densité spectrale de X :

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2
|1 − eiλ1|2α1 |1 − eiλ2|2α2

.

Enfin sa fonction de covariance s’écrit

r(h, l) =
r1(h)r2(l)

σ2

où les ri sont comme dans la proposition 3 mais associés à αi et leur équivalent
fournit

r(h, l) ∼ ch−2α1−1l−2α2−1

lorsque h→ ∞ et l → ∞.
Ainsi, lorsque −1/2 < α1 < 0 ou −1/2 < α2 < 0, le champ X défini par (2.1.7)
est fortement dépendant. On parlera dans ce cas particulier de longue mémoire
séparable ou de type produit.

2. Nous pouvons construire un champ fortement dépendant dans une direction par-
ticulière en considérant le filtrage suivant

Xn1,n2 = (1 − L1L
k
2)

α
εn1,n2 , (2.1.8)

où k ∈ Z − {0} est fixé et −1/2 < α < 0.
D’après la proposition 3, on obtient une écriture de X sous forme de moyenne
mobile infinie :

Xn1,n2 =
∑

i≥0

ψiεn1−i,n2−ki (2.1.9)

où ψi = Γ(i−α)
Γ(−α)Γ(i+1)

.
Sa densité spectrale vaut

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2
|1 − ei(λ1+kλ2)|2α

.

La fonction de covariance de X se calcule à partir de (2.1.9)

r(h, l) =
∑

i≥0

∑

j≥0

ψiψjE(εn1−i,n2−ki εn1+h−j,n2+l−kj)

ce qui, en s’appuyant sur la proposition 3, nous donne
{
r(h, kh) = σ2(−1)k Γ(1+2α)

Γ(k+1+α)Γ(1−k+α)
h = ±1,±2, . . .

r(h, l) = 0 si l 6= kh.

Le champ issu du filtrage (2.1.8) admet donc une densité spectrale singulière sur
toute la ligne λ1 + kλ2 = 0. D’autre part sa fonction de covariance est non som-
mable dans la direction l = kh car asymptotiquement proportionnelle à h−2α−1. Le
champ X ne vérifie ni (1.2.1) ni (1.2.2), il est donc à longue mémoire non-isotrope.
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En s’inspirant des modèles GARMA, on peut étendre les deux exemples précédents
afin de permettre des singularités spectrales hors de l’origine.

3. Considérons le filtrage de type produit tensoriel suivant

Xn1,n2 = (1 − 2L1 cos ν1 + L2
1)

α1(1 − 2L2 cos ν2 + L2
2)

α2εn1,n2 (2.1.10)

où |α1| < 1/2 et |α2| < 1/2.

On peut obtenir toutes les propriétés de X en s’appuyant sur la proposition 4. Sa
densité spectrale sera

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2
(2| cosλ1 − cos ν1|)2α1(2| cosλ2 − cos ν2|)2α2 ;

elle est singulière sur les axes λ1 = ±ν1 ou λ2 = ±ν2 dès que −1/2 < α1 < 0 ou
−1/2 < α2 < 0.

Sa fonction de covariance sera équivalente lorsque h→ ∞ et l → ∞ à

r(h, l) ∼ c cos(hν1)h
−2α1−1 cos(lν2)h

−2α2−1

et est non sommable.

4. Considérons le filtrage suivant

Xn1,n2 = (1 − 2 cos ν L1L
k
2 + L2

1L
2k
2 )

α
εn1,n2 . (2.1.11)

En procédant comme pour la représentation (2.1.8) ci-dessus et en utilisant la
proposition 4 on obtient

f(λ1, λ2) ∼ |(λ1 + kλ2)
2 − ν2|2α

lorsque λ1 + kλ2 → ±ν.
Le champ construit par (2.1.11) admet donc une densité spectrale singulière le long
de deux lignes ne passant pas par l’origine.

De même {
r(h, kh) = r0(h)
r(h, l) = 0 si l 6= kh,

où r0(h) ∼ c cos(hν)h−2α−1 lorsque h→ ∞.

La fonction de covariance de X est non sommable dans la direction l = kh où elle
tend vers 0 de façon oscillante.

Dans l’exemple suivant, bien qu’issu d’un filtrage assez élementaire, le champ construit
admet une densité spectrale qui n’est singulière qu’en l’origine mais qui n’admet pas la
forme isotrope (1.2.1).
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5. Considérons le champ filtré

Xn1,n2 =

(
1 − L1 + L2

2

)α

εn1,n2 , (2.1.12)

où −1/2 < α < 0.
La densité spectrale de X vaut

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

∣∣∣∣1 − eiλ1 + eiλ2

2

∣∣∣∣
2α

,

qui s’écrit

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

(
4 sin2 λ1

2
sin2 λ2

2
+ sin2

(
λ1 + λ2

2

))α

.

La densité spectrale de X est singulière en l’origine. De plus son comportement en
0 dépend des directions d’approche puisqu’il est directement lié au comportement
de λ1+λ2 par rapport à λ1λ2, deux quantités qui ne sont pas toujours comparables
à l’origine. Il est donc vain d’espérer un équivalent de f en 0 de la forme (1.2.1).
Dans l’exemple 5 de la section 2.2.2 consacrée à la modélisation par agrégation,
on rencontre le même type de singularité spectrale et la figure 2.1 nous en montre
une représentation.

On peut évidement construire un champ ayant une singularité spectrale du même
type que précédemment mais en une fréquence autre que λ = 0 :

6. Soit le champ construit par le filtrage suivant

Xn1,n2 =

((
1 − eiν1L1 + eiν2L2

2

)(
1 − e−iν1L1 + e−iν2L2

2

))α

εn1,n2 ,

avec −1/2 < α < 0, ou écrit autrement

Xn1,n2 =

(
1 − cos ν1L1 − cos ν2L2 +

2 cos(ν1 − ν2)L1L2 + L2
1 + L2

2

4

)α

εn1,n2 .

Ce champ admet la densité spectrale

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

∣∣∣∣1 − ei(λ1+ν1) + ei(λ2+ν2)

2

∣∣∣∣
2α∣∣∣∣1 − ei(λ1−ν1) + ei(λ2−ν2)

2

∣∣∣∣
2α

qui s’exprime après calculs de la manière suivante :

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

(
4 sin2 λ1 − ν1

2
sin2 λ2 − ν2

2
+ sin2 λ1 − ν1 + λ2 − ν2

2

)α

×
(

4 sin2 λ1 + ν1

2
sin2 λ2 + ν2

2
+ sin2 λ1 + ν1 + λ2 + ν2

2

)α

.
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La densité spectrale de X est singulière aux points (ν1, ν2) et (−ν1, −ν2) et son
comportement au voisinage de ces points dépend comme dans le modèle (2.1.12)
des directions d’approche.

La figure 2.2 représente une densité spectrale ayant les mêmes types de singularités.
Il s’agit de la densité du champ agrégé de l’exemple 6 de la section 2.2.2.

Remarque 7. Dans les exemples précédents, il est possible d’augmenter la quantité des
singularités spectrales sur [−π, π]2 des champs construits. Il suffit pour cela d’ajouter
une puissance p ∈ N à tous les opérateurs Li, i = 1, 2, intervenant dans les filtres. A
titre d’exemple, dans le filtrage (2.1.8) cela donnerait :

Xn1,n2 = (1 − L1
pLpk

2 )
α
εn1,n2 ,

avec −1/2 < α < 0. Le champ induit aura une densité spectrale singulière le long des
axes λ1 + kλ2 = j 2π

p
, j ∈ {0,±1, . . . ,±[p/2]}.

Pour finir le modèle proposé par Eom (2001) amène de la forte dépendance isotrope.

7. On considère le filtre

P α
(
eiλ1 , eiλ2

)
= (3 − cos(λ1) − cos(λ2) − cos(λ1) cos(λ2))

α ,

où −1/2 < α < 0. La représentation suivie par le champ X est alors

Xn1,n2 =

(
1 − 1

2

(
L1 + L−1

1 + L2 + L−1
2

)

− 1

4

(
L1L2 + L−1

1 L2 + L1L
−1
2 + L−1

1 L−1
2

)
)α

εn1,n2 . (2.1.13)

La densité spectrale de X est proportionnelle à

|3 − cos(λ1) − cos(λ2) − cos(λ1) cos(λ2)|2α .

Elle est continue partout sauf en l’origine où elle est proportionnelle à (λ2
1 +λ2

2)
2α.

Le champ X est donc à longue mémoire isotrope selon la définition (1.2.1).

Afin d’obtenir une densité spectrale singulière à l’originemais dont les lignes de ni-
veau sont des ellipses, Eom (2001) propose de généraliser ce modèle en introduisant
des paramètres θ ∈ [0, 2π] et e ≥ 1 dans le filtre. Ce dernier s’écrit

(3 − cos(ν1) − cos(ν2) − cos(ν1) cos(ν2))
α , (2.1.14)

où ν1 = λ1

e
cos θ − λ2

e
sin θ et ν2 = λ1 sin θ + λ2 cos θ.

La densité spectrale du champ obtenu par ce filtrage est proportionnelle à

|3 − cos(ν1) − cos(ν2) − cos(ν1) cos(ν2)|2α
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expression qui est équivalente en 0 à
∣∣∣∣λ2

1

(
cos2 θ

e2
+ sin2 θ

)
+ λ2

2

(
sin2 θ

e2
+ cos2 θ

)
+ λ1λ2

(
sin 2θ

e2 − 1

e2

)∣∣∣∣
2α

. (2.1.15)

La densité spectrale est donc singulière en l’origine et ses lignes de niveau au
voisinage de λ = 0 sont des ellipses. Cependant, son comportement satisfait (1.2.1)

puisque (2.1.15) s’écrit ||λ||4αb
(

λ1

||λ||
, λ2

||λ||

)
où ||λ||2 = λ2

1 + λ2
2 et où

b(x, y) =

∣∣∣∣x2

(
cos2 θ

e2
+ sin2 θ

)
+ y2

(
sin2 θ

e2
+ cos2 θ

)
+ xy

(
sin 2θ

e2 − 1

e2

)∣∣∣∣
2α

est une fonction continue sur la sphère unité de R
2. Le champ résultant X est

donc à longue mémoire isotrope selon la définition 3 et sa fonction de covariance,
d’après le théorème 1 de Wainger (1965), satisfait (1.2.2).
Remarque 8. L’écriture (2.1.13) ne fait pas intervenir un polynôme fonction de
(L1, L2) comme nous l’exigeons dans la définition du filtrage fractionnaire mais
nous pouvons nous y ramener en effectuant un changement d’indices. Par contre
le filtrage par (2.1.14) n’est pas un filtrage fractionnaire au sens où nous l’avons
défini.

2.2 Modélisation par agrégation

L’idée est venue des économètres. Elle apparaît pour la première fois dans Granger
(1980) pour des processus temporels (d = 1). Cette façon de construire des processus
à longue mémoire suggère l’interprétation économétrique suivante : un grand nombre
de comportements microéconomiques à courte mémoire (temporelle) peut engendrer un
comportement global, donc macroéconomique, à longue mémoire.

Nous expliquons dans un premier temps l’idée de l’agrégation en dimension d quel-
conque. Les justifications théoriques en dimension 1 se trouvent notamment dans Oppen-
heim et Viano (2004) et sont identiques en dimension supérieure. Nous donnerons ensuite
des résultats spécifiant sous quelles conditions, en dimension 1, l’agrégation conduit à un
processus à longue mémoire. Enfin, nous les utiliserons pour donner quelques exemples
en dimension d = 2 de champs agrégés présentant de la forte dépendance.

Soit (εn)n∈Zd un bruit blanc de variance σ2. Considérons une suite (X(q))q≥1 de copies
indépendantes du champ autorégressif

P (L1, . . . , Ld)Xn1,...,nd
= εn1,...,nd

, (2.2.1)

où P est un polynôme dont les coefficients sont aléatoires et qui vérifie presque sûrement,
pour tout (λ1, . . . , λd) ∈ [−π, π]d, P (eiλ1 , . . . , eiλd) 6= 0.

La représentation (2.2.1) admet presque sûrement la solution

Xn =
∑

j∈Zd

cjεn−j, (2.2.2)
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où (cj)j∈Zd est la suite des coefficients du développement sous forme de série de P−1.
Le champ X donné par (2.2.2) appartient à L2(Ω) si et seulement si

∑

j∈Zd

E(|cj|2) <∞, (2.2.3)

et sa densité spectrale vaut alors

f(λ1, . . . , λd) =
σ2

(2π)d
E

∣∣∣∣
1

P (eiλ1 , . . . , eiλd)

∣∣∣∣
2

. (2.2.4)

On peut à présent définir le champ agrégé Y comme suit

Yn = lim
N→∞

1√
N

N∑

q=0

X(q)
n , n ∈ Z

d,

où la convergence a lieu en loi. Le champ Y existe bien d’après le Théorème Central
Limite, il est gaussien et admet les mêmes caractéristiques d’ordre 2 que les champs
X(q), q ≥ 1. En particulier la densité spectrale de Y est (2.2.4).

Ainsi, le champ agrégé Y est à longue mémoire dès que E
∣∣P−1

(
eiλ1 , . . . , eiλd

)∣∣2 est
non borné. Il suffit donc de choisir correctement la loi que suivent les coefficients de P
pour obtenir la forte dépendance désirée.

Remarque 9. Quelle interprétation en économétrie peut avoir l’agrégation de champs
aléatoires ?

En dimension 1, on considère que l’indice est le temps et que chaque particule (q)
est un acteur économique ayant un comportement X(q) à l’instant t qui dépend de son
passé selon (2.2.1). Le processus agrégé peut être vu comme le comportement global de
tous ces acteurs économiques à l’instant t. Il dépend de son passé de manière différente
de ce qui se passe pour les particules puisqu’on vient de le voir : il peut être à longue
mémoire alors que chaque particule est à courte mémoire.

En dimension supérieure, il est plus délicat de comprendre ce que signifie l’empilement
de variables situées sur le même pixel. Cependant une interprétation économétrique est
encore possible. Lorsque l’indice est dans Z

2, nous pouvons considérer qu’il représente
les coordonnées géographiques de l’acteur économique (q). Ces coordonnées sont issues
d’un quadrillage régulier du domaine d’observation et il est tout à fait possible qu’il
y ait plusieurs acteurs ayant les mêmes coordonnées. Typiquement le domaine d’étude
pourrait être une grande ville que l’on quadrille en zones régulières : toute observation
située dans une zone est assimilée au centre de la zone. On peut ainsi supposer qu’il y
a un très grand nombre d’acteurs économiques dans chaque zone. L’agrégation aurait
alors l’interprétation suivante : chaque acteur économique (q) admet un comportement
X(q) au point (n1, n2) dépendant de son voisinage selon (2.2.1) ; le champ agrégé est
le comportement global de tous les acteurs situés en (n1, n2). Les modèles présentés en
2.2.2 montre que Y peut admettre une dépendance spatiale forte alors que chaque acteur
économique ne dépend que faiblement de son voisinage.

En dimension d = 3, on peut de la même façon imaginer une intérprétation spatio-
temporelle à l’agrégation.
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2.2.1 Processus agrégés à longue mémoire en dimension 1

Nous donnons deux lemmes spécifiant des conditions sur la loi des coefficients de
P dans (2.2.1) qui conduisent à un processus agrégé à longue mémoire. Ils sont dus
à Oppenheim et Viano (2004) et nous seront utiles dans la partie suivante pour la
construction de champs agrégés fortement dépendants en dimension 2.

Nous supposons que le polynôme autorégressif dans (2.2.1) s’écrit

Pa(z) =

2p∏

k=1

(1 − akz)

où le vecteur des paramètres a = (a1, . . . , a2p) est aléatoire et indépendant du bruit ε. La
loi des ak a pour support la boule ouverte unité afin que l’écriture (2.2.2) existe presque
surement.

Les ak peuvent être réels ou complexes (on note dans ce cas ρk leur module et θk

leur argument). Supposons que deux seulement sont réels. On choisit de mettre de l’aléa
sur les modules des ak, supposés indépendants entre eux et de densité de probabilité
respective gk. La densité spectrale (2.2.4) de Y est alors proportionnelle à

∫ 1

0

g1(s)

|1 − seiλ|2ds
∫ 1

0

g2(s)

|1 + seiλ|2ds
p+1∏

k=3

∫ 1

0

gj(ρ)

|1 − ρei(λ+θj)|2|1 − ρei(λ−θj)|2dρ (2.2.5)

pour λ /∈ {0, π,±θ1, . . . ,±θp}.
Les deux premières intégrales ci-dessus peuvent amener des singularités spectrales

en 0 ou en π tandis que les autres peuvent en produire en ±θj, j = 3, . . . , p + 1. Pour
cela il suffit de spécifier le comportement des densités de probabilité gk au voisinage de
x = 1, autrement dit le comportement aléatoire des ak au voisinage des points interdits.
Les deux lemmes suivants le précisent.

Lemme 3. Soit α ∈]− 1, 1[ et ∀s ∈ [0, 1] g(s) = (1− s)−αΦ(s) où Φ est borné sur [0, 1]
et est continu au point s = 1 tel que Φ(1) 6= 0, alors

lim
λ→0

|λ|1+α

∫ 1

0

g(s)

|1 − seiλ|2ds = Φ(1)

∫ ∞

0

s−α

1 + s2
ds.

De même,

lim
λ→π

|λ− π|1+α

∫ −1

0

g(−s)
|1 − seiλ|2ds = Φ(1)

∫ ∞

0

s−α

1 + s2
ds

et les intégrales de gauche sont C∞ sur respectivement ]0, π[ et ] − π, 0[.

Lemme 4. Si g(ρ) = (1− ρ)−αΦ(ρ), avec α ∈]− 1, 1[, et où Φ est borné sur [0, 1] et est
continu au point ρ = 1 tel que Φ(1) 6= 0, alors

lim
λ→θ

|λ− θ|1+α

∫ 1

0

g(ρ)

|1 − ρei(λ+θ)|2|1 − ρei(λ−θ)|2dρ =
Φ(1)

4 sin2 θ

∫ ∞

0

s−α

1 + s2
ds,
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De même,

lim
λ→−θ

|λ+ θ|1+α

∫ 1

0

g(ρ)

|1 − ρei(λ+θ)|2|1 − ρei(λ−θ)|2dρ =
Φ(1)

4 sin2 θ

∫ ∞

0

s−α

1 + s2
ds

et les intégrales de gauche sont C∞ sur les intervalles ] − π,−θ[, ] − θ, θ[ et ]θ, π[.

En prenant les densité gk comme dans ces lemmes, la condition (2.2.3) est remplie et
le processus agrégé Y admet une densité spectrale (2.2.5) non bornée dès que α < 0 : il
est à longue mémoire.

Enfin le lemme suivant donne la fonction de covariance de Y lorsque les densités gk

sont choisies comme ci-dessus.

Lemme 5. Sous les hypothèses précédentes concernant la forme de Pa et en supposant,
pour tout k = 1 . . . p + 1, gk(s) = (1 − s)−αkΦk(s) avec −1 < αk < 0 et où Φk est
continu au point s = 1 tel que Φ(1) 6= 0, le processus agrégé Y admet comme fonction
de covariance, lorsque h→ ∞,

r(h) = nα


 ∑

{k|αk=α}

ck cos(hθk) + o(1)


 ,

où α = sup{αk} et où les ck sont des constantes complexes.

Ce lemme est issu comme les deux précédents de Oppenheim et Viano (2004).
Le processus agrégé admet sous ces hypothèses une fonction de covariance non-

sommable ce qui confirme sa forte dépendance.

2.2.2 Quelques champs agrégés à longue mémoire en dimension

d = 2

La modélisation par agrégation conduit à des champs ayant les mêmes types de singu-
larités spectrales que celles rencontrées dans la modélisation par filtrage. La particularité
de l’agrégation par rapport au filtrage est simplement qu’elle conduit nécessairement à
un champ gaussien.

L’intérêt majeur est que l’agrégation nous fournit une alternative au filtrage pour la
simulation de champs à longue mémoire.

Présentons quelques exemples. Ils sont ordonnés de la même manière que pour le
filtrage, selon le type de singularités spectrales qu’ils amènent. Pour chacun d’entre eux,
nous précisons le polynôme autorégressif à paramètres aléatoires intervenant dans la
représentation (2.2.1) des particules composant le champ agrégé.

1. Des champs à longue mémoire de type produit peuvent être construits en consi-
dérant le polynôme autorégressif P (L1, L2) = (1 − aL1)(1 − bL2). Les paramètres
sont aléatoires sur [0, 1] et on suppose que leur densité de probabilité vaut respec-
tivement ga(x) = (1 − x)−α1Φ1(x) et gb(x) = (1 − x)−α2Φ2(x), où Φ1 et Φ2 sont
comme dans le lemme 3 et où α1 et α2 appartiennent à ] − 1, 0[.
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Le lemme 3 nous assure alors que la condition (2.2.3) est remplie et nous fournit
un équivalent de la densité spectrale du champ agrégé Y :

f(λ1, λ2) ∼
c

|λ1|1+α1|λ2|1+α2
en (0, 0),

où c est une constante non nulle.
La fonction de covariance de Y nous est donnée par le lemme 5 : r(h, l) est asymp-
totiquement proportionnelle à hα1lα2 et est donc non sommable.

2. De la longue mémoire dans une direction particulière peut être construite à l’aide
du polynôme autorégressif P (L1, L2) = 1 − aL1L

k
2 où k ∈ Z − {0} est fixé et où a

est un paramètre aléatoire sur [0, 1]. En choisissant la densité de probabilité de a
égale à (1−x)−αΦ(x) où α ∈]− 1, 0] et où Φ vérifie les mêmes conditions que dans
le lemme 3, la condition (2.2.3) est vérifiée. De plus, d’après le lemme 3 la densité
spectrale du champ agrégé Y vérifiera

f(λ1, λ2) ∼
c

|λ1 + kλ2|1+α
,

en λ1 + kλ2 = 0, où c est une constante non nulle.
La fonction de covariance de Y se déduit du lemme 5 : r(h, l) est asymptotiquement
proportionnelle à hα dans la direction l = kh et r(h, l) = 0 si l 6= kh.
Le champ agrégé est donc à longue mémoire non isotrope.

Il est possible de construire les mêmes types de champs fortement dépendants mais
avec des singularités spectrales hors de l’origine.

3. Pour un champ présentant de la longue mémoire de type produit, il suffit de consi-
dérer le polynôme autorégressif

P (L1, L2) = (1 − 2ρ1L1 cos ν1 + ρ2
1L

2
1)(1 − 2ρ2L2 cos ν2 + ρ2

2L
2
2),

où ρ1 et ρ2 sont des paramètres aléatoires. On suppose que leur densité de proba-
bilité vaut respectivement gρ1(x) = (1 − x)−α1Φ1(x) et gρ2(x) = (1 − x)−α2Φ2(x)
avec Φρ1 et Φρ2 deux fonctions vérifiant les hypothèses du lemme 4 et où α1 et α2

appartiennent à ] − 1, 0[.
La densité spectrale du champ agrégé Y admettra alors les équivalents suivants en
(∓ν1,∓ν2)

f(λ1, λ2) ∼
c

|λ1 ± ν1|1+α1|λ2 ± ν2|1+α2
,

où c est une constante non nulle.
Le lemme 5 nous permet d’obtenir sa fonction de covariance : r(h, l) est asympto-
tiquement proportionnelle à hα1 cos(hν1)l

α2 cos(lν2).

4. En considérant le polynôme autorégressif

P (L1, L2) = 1 − ρ cos β L1L
k
2 + ρ2L2

1L
2k
2
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où ρ est aléatoire sur [0, 1] et où β 6= 0 et k ∈ Z − {0} sont fixés, on obtient un
champ agrégé dont la densité spectrale est singulière tout le long d’une ligne ne
passant pas par l’origine. Il suffit pour cela de supposer que la densité de probabilité
de ρ vaut (1 − x)−αΦ(x).
La densité spectrale de Y vérifie, au voisinage de chacune des deux lignes λ1+kλ2 =
∓β,

f(λ1, λ2) ∼
c

|λ1 + kλ2 ± β|1+α
.

Sa fonction de covariance r(h, l) sera nulle si l 6= kh et sera asymptotiquement
proportionnelle à hα cos(hβ) dans la direction l = kh.

L’exemple suivant fournit un champ à longue mémoire non istotrope ayant une seule
singularité spectrale à l’origine.

5. Considérons le polynôme autorégressif

P (L1, L2) = 1 − a
L1 + L2

2

où a est aléatoire sur [0, 1] de densité de probabilité g(x) = (1 − x)−αΦ(x) avec
α ∈ [−1, 0] et avec Φ bornée sur [0, 1] et continue au point x = 1 tel que Φ(1) 6= 0.
Pour une particule X, ce polynôme conduit à la représentation

Xn1,n2 − a
Xn1−1,n2 +Xn1,n2−1

2
= εn1,n2 , (2.2.6)

où ε est un bruit blanc de variance σ2. En inversant cette écriture, nous obtenons

Xn1,n2 =
∑

k≥0

ak

2k

k∑

j=0

Cj
kεn1−k+j, n2−j, (2.2.7)

ce qui nous permet de donner une condition pour que (2.2.3) soit vérifiée. Il faut
et il suffit que

∑

k≥0

(
1

22k

k∑

j=0

(Cj
k)

2

)
E(a2k) <∞ ⇔ E

(
1

1 − a2

)
<∞ (2.2.8)

car 1
22k

∑k
j=0(C

j
k)

2 est borné quelque soit k ≥ 0. Cette condition est vérifiée compte
tenu du choix de α.
La densité spectrale du champ agrégé Y vaut alors

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

∫ 1

0

g(x)

|1 − x eiλ1+eiλ2

2
|2
dx. (2.2.9)

Le lemme suivant établit que le choix de g ci-dessus implique que le champ X est
à longue mémoire.



34 Modélisation de champs aléatoires à longue mémoire

Lemme 6. Soit −1 < α < 0, g(x) = (1 − x)−αΦ(x) avec Φ bornée sur [0, 1] et
continue au point x = 1 tel que Φ(1) 6= 0. Alors f(λ1, λ2) définie par (2.2.9) est
singulière en l’origine et est bornée sur tout intervalle ne contenant pas 0.

De plus, son comportement au voisinage de 0 dépend des directions d’approche
comme le montre la démonstration du lemme donnée en section 2.4. Le champ est
donc à longue mémoire non isotrope.

La figure 2.1 représente la densité spectrale (2.2.9) lorsque α = −0.75 et Φ ≡ 1.
Cette représentation confirme les résultats du lemme : la densité est singulière en
l’origine et la divergence est plus rapide dans certaines directions, comme le long
de l’axe λ1 + λ2 = 0.

Enfin le même type de singularité spectrale que précedemment mais en des points
différents de l’origine peut être construit selon l’exemple suivant.

6. Considérons le polynôme autorégressif

P (L1, L2) =

(
1 − ρ

eiν1L1 + eiν2L2

2

)(
1 − ρ

e−iν1L1 + e−iν2L2

2

)
,

où ρ est un paramètre aléatoire sur [0, 1] de densité de probabilité g(x) = (1 −
x)−αΦ(x) avec −1 < α < 0 et avec Φ bornée sur [0, 1] et continue au point x = 1
tel que Φ(1) 6= 0. Cela conduit à la représentation suivante

Xn1,n2 − ρ cos ν1Xn1−1,n2 − ρ cos ν2Xn1,n2−1

+
ρ2

2
cos(ν1 − ν2)Xn1−1,n2−1 +

ρ2

4
Xn1−2,n2 +

ρ2

4
Xn1,n2−2 = εn1,n2 .

La densité spectrale du champ agrégé Y vaudra alors

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

∫ 1

0

g(x)

|1 − x ei(λ1+ν1)+ei(λ2+ν2)

2
|2|1 − x ei(λ1−ν1)+ei(λ2−ν2)

2
|2
dx. (2.2.10)

Elle est singulière aux points (ν1, ν2) et (−ν1,−ν2) et bornée sur tout intervalle ne
contenant pas ces points comme le montre le lemme 7 de la partie 2.4. De plus son
comportement en (ν1, ν2) et (−ν1,−ν2) dépend des directions d’approche comme
dans l’exemple précédent. On peut le vérifier sur la figure 2.2 qui représente la
densité spectrale (2.2.10) lorsque α = −0.75 et Φ ≡ 1. On remarque par exemple
une divergence plus forte dans la direction λ1 − ν1 + λ2 − ν2 = 0 au voisinage de
(ν1, ν2).

Remarque 10. Comme pour le filtrage fractionnaire, il est possible d’augmenter la fré-
quence des singularités spectrales sur [−π, π]2 des champs agrégés. Il suffit pour cela
d’ajouter une puissance p ∈ N à tous les opérateurs Li, i = 1, 2, intervenant dans les
polynômes autorégressifs.
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2.3 La forte dépendance en mécanique statistique

L’objet de la mécanique statistique est de rendre compte du comportement macro-
scopique d’un système de particules à partir de la modélisation et de l’étude de son com-
portement microscopique (état des particules, interactions entre elles). La mécanique
statistique a été initialement introduite par les physiciens pour modéliser des phéno-
mènes thermodynamiques et magnétiques dont la transition de phase. La transition de
phase est un état instable du système en des valeurs d’un paramètre tel que la tempé-
rature ou un champ magnétique extérieur. Elle apparaît par exemple lorsque la matière
passe d’un état à un autre en thermodynamique ou lorsqu’un matériau magnétique
passe de l’état ferromagnétique à l’état paramagnétique. Le formalisme mathématique
permettant l’étude rigoureuse des modèles de mécanique statistique est apparu plus tar-
divement et s’appuie sur l’éxistence et l’étude des mesures de Gibbs. Sans vouloir entrer
dans les détails de ce formalisme, nous introduisons les notions nécessaires à la pré-
sentation de quelques modèles. Une présentation rigoureuse du domaine se trouve par
exemple dans Georgii (1988). L’objectif est de souligner des propriétés de forte dépen-
dance dans des systèmes de particules en transition de phase. Les modèles présentés sont
le modèle d’Ising, très populaire en mécanique statistique, et les modèles à interactions
quadratiques.

On considère un système de particules sur Z
d. L’état d’une particule située en j ∈ Z

d

est donnée par le spin xj, une variable aléatoire à valeurs dans un espace polonais X.
L’interaction entre les particules (on la suppose ici par paires) est modélisée par le
potentiel d’interaction Φi,j, fonction de X ×X à valeurs reelles.

Les configurations possibles du système sont notées ω = (xi)i∈Zd ∈ XZ
d

. On définit
l’énergie sur un ensemble fini Λ de Z

d par

EΛ(ω) =
∑

{i,j}⊂Λ

Φi,j(xi, xj) +
∑

i∈Λ
j∈Λc

Φi,j(xi, xj), (2.3.1)

où Λc est le complémentaire de Λ dans Z
d. L’energie EΛ tient compte à la fois de la

quantité d’energie au sein de l’ensemble Λ mais aussi des interactions au bord modélisées
par la seconde somme dans (2.3.1).

Considérons à présent une mesure produit ρ = ⊗i∈Zdρi où ρi est une mesure sur
X (typiquement ρi est la mesure de lebesgue si X = R ou la mesure de Bernouilli si
X = {±1}). On dit qu’une mesure µ sur XZ

d

est une mesure de Gibbs pour le potentiel
Φ par rapport à ρ si

µ (dωΛ|ωΛc) =
1

ZΛ(ωΛc)
e−EΛ(ω)ρ(dω), (2.3.2)

où ωΛ est une configuration sur Λ et ωΛc une configuration sur Λc et où ZΛ(ωΛc) est
une constante de normalisation dépendante de la configuration extérieure à Λ appelée
fonction de partition. Une mesure de Gibbs est donc définie localement selon (2.3.2),
formalisme proposé par Dobrushin, Landford et Ruelle qui garantit la cohérence des lois
conditionnelles.
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Pour un modèle donné, une question primordiale consiste à s’assurer, selon les valeurs
prises par les paramètres du modèle, de l’existence d’une mesure de Gibbs. Lorsqu’il y a
existence mais non-unicité de la mesure de Gibbs, on dit que le modèle est en transition
de phase. Dans ce cas, on sait que l’ensemble des mesures de Gibbs est un convexe dont
les élements extrémaux sont appelés phases pures.

Considérons à présent le système de spins comme un champ aléatoire probabilisé
par la mesure de Gibbs. Lorsque les moments d’ordre 2 existent, on peut mesurer la
dépendance entre deux sites i et j grâce à r(i, j) = cov(xi, xj) ou r(h) = cov(xi, xi+h)
lorsque le champ est stationnaire. Dans les exemples suivants, cette fonction de cova-
riance peut être non-sommable, témoignant de la forte dépendance du système : dans
le modèle d’Ising, en la valeur critique au delà de laquelle il y a transition de phase et
dans les modèles gaussiens, pour des interactions particulières.

2.3.1 Le modèle d’Ising

Le modèle d’Ising est le plus connu des modèles de mécanique statistique. Il a été
introduit pour l’étude du magnétisme et de la dynamique des fluides. L’espace d’état
est X = {−1, 1}, la mesure de référence est le mesure de Bernouilli 1/2(δ−1 + δ1) et le
potentiel d’interaction se limite aux plus proches voisins :

Φi,j(xi, xj) =

{
βxixj si

∑d
k=1 |ik − jk| = 1

0 sinon,

où β > 0 est une constante représentant l’inverse de la température.
En dimension d = 1, il y a existence et unicité de la mesure de Gibbs quelque soit β, il

n’y a donc jamais transition de phase. En dimension d ≥ 2, il y a transition de phase au
delà d’un certain βc dépendant de la dimension d. Cela fut montré en dimension d = 2
par Onsager (1944) en utilisant l’approche physique du modèle, puis par Dobrushin
(1965) dans le formalisme mathématique en dimension quelconque. Lorsque d = 2,
βc = 1

2
ln(1 +

√
2) ≈ 0.441.

Intéressons-nous à la fonction de covariance. Dans leur approche physique du modèle
d’Ising, Kaufman et Onsager (1949) et Fisher (1964) obtiennent la vitesse de décroissance
de r selon les valeurs de β. Si β 6= βc, la fonction de covariance décroit exponentiellement
mais lorsque β = βc elle décroit géométriquement et n’est plus sommable. On a

r(h) ∼
h→∞

{
|h|−1e−κ|h| si β 6= βc

|h|−(d−2+µ) siβ = βc,

où κ > 0 est la constante de Boltzmann et µ ∈ [0, 2] est un paramètre critique valant
1/4 dans le cas d = 2.

Dans le modèle d’Ising en dimension d ≥ 2, le champ aléatoire des spins est donc
fortement dépendant en la valeur critique βc, la longue mémoire étant isotrope.

Remarque 11. La propriété de forte dépendance dans le modèle d’Ising est relevée dans
Cassandro et Jona-Lasinio (1978) ; on y trouve également d’autres modèles physiques
pouvant présenter de la longue mémoire en des points critiques. Dans Pickard (1987),
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l’auteur s’intéresse à l’estimation dans le modèle d’Ising et souligne les difficultés liées
au comportement de forte dépendance au point critique.

Remarque 12. Il est à noter qu’il existe certains modèles compliquant le modèle d’Ising
qui exhibent de la forte dépendance sans qu’il y ait transition de phase. C’est le cas pour
le modèle XY ou le modèle d’Heisenberg qui n’admettent pas de transition de phase
lorsque d ≤ 2 mais dont la fonction de covariance en dimension d = 2 est non sommable
sur tout un intervalle de basses températures (cf Kosterlitz et Thouless (1978)).

2.3.2 Les modèles à interactions quadratiques

L’espace d’état est X = R, la mesure de référence est la mesure de Lebesgue et le
potentiel d’interaction par paires est :

Φi,j(xi, xj) =

{
β
(

1
2
J(0)x2

i + exi

)
si i = j

βJ(i− j)xixj si i 6= j,

où β et e sont des constantes représentant respectivement l’inverse de la température
et un champ magnétique ambiant et où (J(i))i∈Zd est une suite réelle définie positive
vérifiant J(i) = J(−i) pour tout i et

∑
i∈Zd |J(i)| <∞. Nous supposerons pour simplifier

e = 0 qui reste un cas fondamental à partir duquel nombre de résultats peuvent se déduire
pour e quelconque. Par ailleurs, contrairement au modèle d’Ising, la température est sans
influence sur l’apparition de transition de phase, le paramètre déterminant est donc la
suite J que l’on appellera par abus le potentiel d’interaction.

Ce type de modèles a été étudié par Künsch (1980) et Dobrushin (1980). On peut
trouver les résultats qui vont suivre dans Georgii (1988). L’intérêt du modèle présenté
est qu’il conduit à des mesures de Gibbs gaussiennes dont les caractéristiques sont di-
rectement liées au potentiel J . Soit

Ĵ(λ) =
∑

n∈Zd

J(n)ei<n,λ>, λ ∈ [−π, π]d,

on a en effet le théorème suivant :

Théorème 5 (Kunsch, Dobrushin). Sous les hypothèses précédentes sur J et dans le cas
e = 0, l’ensemble des mesure de Gibbs associées au modèle précédent est non vide si et
seulement si ∫

[−π,π]d
Ĵ−1(λ)dλ <∞.

Dans ce cas, les phases pures sont les mesures gaussiennes de fonction de covariance

r(h) =

∫

[−π,π]d
Ĵ−1(λ)ei<h,λ>dλ (2.3.3)

et de moyenne une suite (un)n∈Zd telle que ∀k ∈ Z
d,
∑
J(n)uk+n = 0.
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Remarque 13. Le cas e 6= 0 nécessite une hypothèse supplémentaire sur J pour assurer
l’existence d’une mesure de Gibbs.

L’apparition de transition de phase dans notre cas particulier où e = 0 se déduit de
ce théorème et est résumé dans le corollaire suivant dû à Künsch. Bien que les phases
pures soient gaussiennes, toutes les mesures de Gibbs ne le sont pas forcément. Lorsque
le système est en transition de phase, certaines mesures peuvent ne pas avoir de second
moment. Le corollaire suivant ne concerne que les mesures du second ordre.

Corollaire 1 (Kunsch). Sous les hypothèses du Théorème 5, il existe plusieurs mesures
de Gibbs du second ordre si et seulement si Ĵ admet une racine dans [−π, π]d.

Autrement dit, en transition de phase, toutes les mesures de Gibbs du second ordre
sont à longue mémoire. En effet Ĵ−1 correspond à leur densité spectrale d’après la forme
(2.3.3) de leur covariance : elle sera non-bornée dès que Ĵ admet une racine, c’est à dire
lorsqu’il y a transition de phase.

Exemple 3. Soit le potentiel harmonique en dimension d ≥ 3 :

J(n) =





− 1
2d

si
∑d

j=1 |nj| = 1

1 si n = 0
0 sinon .

On a

Ĵ(λ) = 1 −
∑

|n|=1

1

2d
ei<n,λ> = 1 − 1

d

d∑

k=1

cos(λk).

Le dernier terme est équivalent en 0 à 1
2

∑d
k=1 λ

2
k dont l’inverse est intégrable sur [−π, π]d

car d ≥ 3. Cela nous assure, d’après le théorème 5, l’existence de mesures de Gibbs
associées au potentiel J . Par ailleurs Ĵ(0) = 0, d’après le corollaire 1 le système est en
transition de phase et les mesures de Gibbs du second ordre sont à longue mémoire. On
remarque de plus que la longue mémoire est ici isotrope. Le potentiel harmonique est
donc un exemple simple d’interactions à portée finie conduisant à des champs à longue
mémoire isotrope.

Exemple 4. Soit, en dimension d = 2, le potentiel suivant :

J(k, l) =





∏
0<j≤k

j−1+α
j−α

si l = pk, |k| > 1

1 si k = l = 0
0 sinon

où p est une constante non nulle et α ∈] − 1/2, 0[.
La suite J(k, pk) correspond à la fonction d’autocorrélation d’un processus station-

naire intégré d’ordre α dont on trouve la présentation et des propriétés dans la Propo-
sition 3. On en tire

J(k, pk) ∼ Γ(1 − α)

Γ(α)
k2α−1
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lorsque k → ∞ ce qui montre la sommabilité de J . Par ailleurs, en notant r̃ et f̃ la
fonction de covariance et la densité spectrale d’un processus intégré d’ordre α,

∑

k∈Z

J(k, pk)eikλ =
2π

r̃(0)
f̃(λ) =

Γ2(1 − α)

Γ(1 − 2α)

∣∣∣∣2 sin

(
λ

2

)∣∣∣∣
−2α

.

Ainsi

Ĵ(λ1, λ2) =
∑

k,l∈Z2

J(k, l)ei(kλ1+lλ2) =
∑

k∈Z

J(k, pk)eik(λ1+pλ2)

=
Γ2(1 − α)

Γ(1 − 2α)

∣∣∣∣2 sin

(
λ1 + pλ2

2

)∣∣∣∣
−2α

.

L’inverse de Ĵ est intégrable sur [−π, π]2 car α ∈] − 1/2, 0[ et l’existence d’une mesure
de Gibbs associée au potentiel J est garantie par le théorème 5. D’autre part, Ĵ s’annule
sur toute la ligne λ1 + pλ2 = 0 ce qui montre que le système est en transition de phase
d’après le corollaire 1 et que les mesures de Gibbs sont à longue mémoire. Leur densité
spectrale est de plus singulière le long de toute une ligne, la longue mémoire est donc ici
non-isotrope.

2.4 Preuves des lemmes

Preuve du lemme 1

La fonction de covariance vaut

r(h, l) =

∫

[−π,π]2
|λ1 + θλ2|2αei(hλ1+lλ2)dλ1dλ2.

On se restreint au calcul de r(h, θh), pour les h tels que θh ∈ Z, suffisant pour conclure.

r(h, θh) =

∫

[−π,π]2
|λ1 + θλ2|2αeih(λ1+θλ2)dλ1dλ2.

On effectue le changement de variable u = λ1 + θλ2 et v = θλ2 − λ1. Nous supposons,
sans nuire à la généralité, que θ ≥ 1 ; on obtient alors le nouveau domaine d’intégration

{
−(θ − 1)π < u < (θ − 1)π
−2π + u < v < 2π + u

⋃{
−(θ + 1)π < u < −(θ − 1)π
−2θπ − u < v < 2π + u

⋃{
(θ − 1)π < u < (θ + 1)π
−2π + u < v < 2θπ − u.
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On a donc

r(h, θh) =

∫ (θ−1)π

−(θ−1)π
|u|2αeihudu +

∫ −(θ−1)π

−(θ+1)π
(2u + 2(θ + 1)π)|u|2αeihudu

+

∫ (θ+1)π

−(θ−1)π
(2(θ + 1)π − 2u)|u|2αeihudu

= 2

∫ (θ−1)π

0
u2α cos(hu)du + 4(θ + 1)π

∫ (θ+1)π

(θ−1)π
|u|2α cos(hu)du

− 4

∫ (θ+1)π

(θ−1)π
u|u|2α cos(hu)du

=
1

h2α+1

(
2

∫ (θ−1)πh

0
u2α cos(u)du + 4(θ + 1)π

∫ (θ+1)πh

(θ−1)πh
|u|2α cos(u)du

− 4

h

∫ (θ+1)πh

(θ−1)πh
u|u|2α cos(u)du

)
.

La première intégrale admet une limite finie non nulle et les deux derniers termes
convergent vers 0. Ainsi

r(h, θh) ∼ ch−2α−1,

lorsque h→ ∞, où c est une constante positive non nulle.
Si le champ X admettait une fonction de covariance du type (1.2.2), alors, d’après

le calcul de r(h, θh), elle devrait vérifier

r(h, l) ∼ |(h, l)|−2α−1L(|(h, l)|) b
(

(h, l)

|(h, l)|

)

lorsque |(h, l)| → ∞. On pourrait appliquer le théorème de Dobrushin et Major (1979)
sur la convergence de ses sommes partielles présenté dans le chapitre introductif. Pour ob-
tenir cette convergence, la normalisation des sommes partielles serait alors nα−3/2L(n)−1/2.
Or le (ii) du théorème 7 du chapitre 3 montre que les sommes partielles de X convergent
en loi avec une normalisation égale à nα−1. La fonction de covariance de X n’est donc
pas de la forme (1.2.2).

Preuve du lemme 2

D’après la Proposition 2 il suffit de montrer que

∫

[−π,π]3

1

|3 − (eiλ1 + eiλ2 + eiλ3)|2
dλ = ∞. (2.4.1)

Le dénominateur est proportionnel à 6+cos(λ1) cos(λ2)+cos(λ1) cos(λ3)+sin(λ1) sin(λ2)+
sin(λ1) sin(λ3)+cos(λ2) cos(λ3)+sin(λ2) sin(λ3)−3 cos(λ1)−3 cos(λ2)−3 cos(λ3). Nous
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pouvons intégrer son inverse par rapport à λ3 sur [−π/2, 0] et après calculs nous obtenons

∫ 0

−π/2

1

|3 − (eiλ1 + eiλ2 + eiλ3)|2
dλ3 =

1

G(λ1, λ2)

(
arctan

[
sin(λ1) + sin(λ2)

G(λ1, λ2)

]
+

arctan

[
cos(λ1) cos(λ2) − 4 cos(λ1) + sin(λ1) sin(λ2) − sin(λ1) − 4 cos(λ2) − sin(λ2) + 9

G(λ1, λ2)

])
,

où
G(λ1, λ2) = | cos(λ1) cos(λ2) + sin(λ1) sin(λ2) − 3 cos(λ1) − 3 cos(λ2) + 5|.

Lorsque (λ1, λ2) ∈ [0, π
6
]2, on obtient donc facilement

c

G(λ1, λ2)
≤
∫ 0

−π/2

1

|3 − (eiλ1 + eiλ2 + eiλ3)|2
dλ3 ≤

π

G(λ1, λ2)
, (2.4.2)

où 0 < c < π. Or, sur [0, π
6
]2,

cos(λ1) cos(λ2) + sin(λ1) sin(λ2) − 3 cos(λ1) − 3 cos(λ2) + 5

≤ λ1λ2 +
3λ2

1

2
+

3λ2
2

2
≤ 3

2
(λ1 + λ2)

2

et

cos(λ1) cos(λ2) + sin(λ1) sin(λ2) − 3 cos(λ1) − 3 cos(λ2) + 5

≥ −λ
2
1

2
− λ2

2

2
+
λ2

1λ
2
2

4
≥ −λ

2
1

2
− λ2

2

2

de telle sorte que

G(λ1, λ2) ≤ max

(
3

2
(λ1 + λ2)

2,
1

2
(λ2

1 + λ2
2)

)
=

3

2
(λ1 + λ2)

2.

Ainsi 1/G n’est pas intégrable sur [0, π
6
]2 et grâce à (2.4.2), (2.4.1) s’ensuit.

Preuve du lemme 6

Le dénominateur dans l’intégrale de (2.2.9) vaut

D =
(
1 − x

2
(cosλ1 + cosλ2)

)2

+ x2 (sinλ1 + sinλ2)
2

4

ce qui se développe à l’aide de formules trigonométriques en

D =

(
x cos

λ1 − λ2

2
− cos

λ1 + λ2

2

)2

+ sin2 λ1 + λ2

2
.
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D’après (2.2.9) on a donc

f(λ1, λ2) =
σ2

4π2

∫ 1

0

(1 − x)−αΦ(x)

(x cos λ1−λ2

2
− cos λ1+λ2

2
)2 + sin2 λ1+λ2

2

dx

ce qui montre que f est borné sur tout intervalle ne contenant pas 0. Par ailleurs, pour
tout y ∈ [0, 1], f est supérieur à

σ2

4π2

∫ y

0

(1 − x)−αΦ(x)

(x cos λ1−λ2

2
− cos λ1+λ2

2
)2 + sin2 λ1+λ2

2

dx.

La dernière intégrale est asymptotiquement proportionnelle à
∫ y

0
(1 − x)−α−2Φ(x)dx

lorsque (λ1, λ2) tend vers 0. En faisant tendre y vers 1, on remarque que f est singulière
en l’origine.

Etudions son comportement lorsque (λ1, λ2) tend vers 0 le long des quelques direc-
tions particulières. certaines directions d’approche.

– Si λ1 + λ2 = 0, D = (x cosλ− 1)2. En posant u = (1− x) cos λ
1−cos λ

dans l’intégrale
de (2.2.9), on a :

f(λ,−λ) =
σ2

4π2

(1 − cosλ)−α−1

cos−α+1 λ

∫ cos λ
1−cos λ

0

u−α

1 + u2
Φ

(
1 − u

1 − cosλ

cosλ

)
du

∼ c|λ|2−α−2

∫ ∞

0

u−α

1 + u2
du,

en λ = 0 et avec c une constante non nulle.
– Si λ1 +λ2 6= 0, on pose dans l’intégrale u =

x cos
λ1−λ2

2
−cos

λ1+λ2
2

sin
λ1+λ2

2

, et on obtient, en 0,

f(λ1, λ2)∼
σ2

4π2

1

sin λ1+λ2

2

∫ B

A

(2 sin λ1

2
sin λ2

2
− u sin λ1+λ2

2
)−α

1 + u2
Φ(1)du (2.4.3)

avec A = − 1

tan(
λ1+λ2

2
)

et B =
2 sin

λ1
2

sin
λ2
2

sin
λ1+λ2

2

.

Le comportement dans ce cas dépend encore des directions, relevons-en trois :
. Si λ1 + λ2 6= 0 et λ1 + λ2 = o(λ1λ2) en 0, alors l’expression (2.4.3) nous donne

l’équivalent :

f(λ1, λ2)∼c
|λ1λ2|−α

λ1 + λ2

avec c une constante non nulle.
. Si λ1 + λ2 6= 0 et λ1λ2 = o(λ1 + λ2) en 0, alors

f(λ1, λ2)∼c(λ1 + λ2)
−α−1

où c est une constante non nulle.
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. Si λ1 + λ2 6= 0 et si λ1λ2 est du même ordre que λ1 + λ2 en 0, on obtient
l’équivalence

f(λ1, λ2)∼c(λ1 + λ2)
−α−1

où c est une constante non nulle.
Il y a évidemment d’autres directions pour lesquelles le comportement est différent
car λ1 + λ2 et λ1λ2 ne sont pas toujours comparables au voisinage de 0.

Nous énonçons maintenant un lemme similaire à celui que nous venons de démontrer.
Il concerne l’exemple 6 de la section 2.2.2.

Lemme 7. Soit −1 < α < 0, g(x) = (1 − x)−αΦ(x) avec Φ borné sur [0, 1] et continu
au point x = 1 tel que Φ(1) 6= 0. Alors f(λ1, λ2) définie par (2.2.10) est singulière aux
points (ν1, ν2) et (−ν1,−ν2). Elle est bornée sur tout intervalle ne contenant pas ces
points.

Démonstration. Supposons que (λ1, λ2) est dans un voisinage de (ν1, ν2) ; alors la fonction

x 7→
∣∣∣∣1 − x

ei(λ1+ν1) + ei(λ2+ν2)

2

∣∣∣∣
2

est majorée sur [0, 1] par une constante 1/c strictement positive. D’où, pour tout y dans
[0, 1],

f(λ1, λ2) ≥
σ2

4π2

∫ y

0

(1 − x)dΦ(x)∣∣∣1 − x ei(λ1+ν1)+ei(λ2+ν2)

2

∣∣∣
2∣∣∣1 − x ei(λ1−ν1)+ei(λ2−ν2)

2

∣∣∣
2dx

≥ c
σ2

4π2

∫ y

0

(1 − x)dΦ(x)∣∣∣1 − x ei(λ1−ν1)+ei(λ2−ν2)

2

∣∣∣
2dx.

Lorsque (λ1, λ2) tend vers (ν1, ν2), la dernière intégrale est asymptotiquement pro-
portionnelle à

∫ y

0
(1−x)−α−2Φ(x)dx qui diverge vers +∞ lorsque y tend vers 1. La densité

spectrale est donc singulière en (ν1, ν2). Le même résultat s’obtient en (−ν1,−ν2). Sur
tout intervalle en contenant ni (ν1, ν2) ni (−ν1,−ν2), la densite spectrale est bornée de
façon évidente.

2.5 Simulation de champs fortement dépendants

Les figures 2.3 à 2.7 représentent des champs aléatoires gaussiens, leur périodogramme
(en trois dimension à gauche et projeté en deux dimension à droite) et l’estimation de
leur fonction de covariance (en 3D et projeté en 2D). Leur réalisation sont des images
de taille 100 × 100. La valeur de chaque variable aléatoire Xi,j située au pixel (i, j) est
symbolisée par un niveau de gris.
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La figure 2.3 représente un champ faiblement dépendant. Il est issu du modèle auto-
régressif de type produit :

(1 − 1

2
L1)(1 − 1

2
L2)Xn1,n2 = εn1,n2 ,

où ε est un champ i.i.d gaussien. La structure produit se lit sur le périodogramme et sur
la fonction de covariance dont la forme en croix révèle deux directions privilégiées de
décroissance le long des axes. Le périodogramme ne témoigne pas de singularités spec-
trales particulières et la fonction de covariance décroit très rapidement ce qui confirme
la courte mémoire du champ.

A titre de comparaison, les figures 2.4 à 2.7 représentent des champs à longue mé-
moire. Tous admettent d’une part un périodogramme témoignant visiblement d’une
densité spectrale non-bornée et d’autre par d’une fonction de covariance à décroissance
lente.

La figure 2.4 est une simulation du champ agrégé considéré dans l’exemple 1 de la
partie 2.2.2 où l’on a choisi ga(x) = gb(x) = 3

2

√
1 − x et N = 1000. L’image possède des

taches de niveau de gris uniforme beaucoup plus étendues que l’image de la figure 2.3
ce qui témoigne de sa forte dépendance. Le périodogramme témoigne d’une singularité
spectrale prononcée en l’origine et la fonction de covariance décroit faiblement ce qui
confirme le caratère fortement dépendant du champ. La stucture produit se remarque
clairement sur les représentations.

La figure 2.5 montre une simulation du champ agrégé de l’exemple 2 de la partie 2.2.2
avec k = 1, g proportionnel à (1− x)0.9 et N = 1000. La forte dépendance le long d’une
direction oblique se voit clairement sur l’image. Elle se confirme sur le périodogramme
qui montre une singularité spectrale tout le long de la ligne λ1 +λ2 = 0 et sur la fonction
de covariance r(k, l) qui ne décroit faiblement que dans la direction k = l.

Le champ de la figure 2.6 a été obtenu par filtrage d’après la procédure de simulation
présentée dans Eom (2001). Il s’agit de l’exemple 7 de la partie 2.1.2 avec α = −0, 48,
θ = 0 et e = 1. La forte dépendance du champ se remarque comme précédemment
grâce aux taches de niveau de gris uniforme, à la singularité spectrale suggérée par le
périodogramme et à la décroissance lente de la fonction de covariance. La divergence du
périodogramme en l’origine ainsi que la décroissance de la fonction de covariance ont
visiblement lieu de façon isotrope.

La figure 2.7 représente également une simulation du champ considéré dans l’exemple
7 de la partie 2.1.2 avec α = −0, 48 mais avec θ = π/6 et e = 2. Le champ est clairement
à longue mémoire. Bien que la forte dépendance soit isotrope au sens de la définition 3,
la divergence du périodogramme à l’origine n’est pas invariante par rotation des axes.
D’après l’équivalent (2.1.15), cette divergence a plutôt lieu de manière elliptique ce qui
semble confirmé sur les représentations du périodogramme.
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Chapitre 3

Convergence fini-dimensionnelle des

sommes partielles

Soit X un champ linéaire fortement dépendant. L’objectif de ce chapitre est d’étudier
le comportement asymptotique des lois fini-dimensionnelles de ses sommes partielles

Sn(t) = d−1
n

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd
, (3.0.1)

pour t ∈ [0, 1]d et où dn est une suite normalisatrice qui sera précisée par la suite.
La convergence fonctionnelle de ces sommes nécessite l’étude de leur équitension dans

l’espace de Skorohod D([0, 1]d) et fera l’objet du chapitre suivant.
Nous basons notre étude sur un théorème de convergence de mesures spectrales dé-

montré dans le cas d = 1 par Van der Meer (1996) et Lang et Soulier (2000) et que nous
généralisons au cadre des champs dans la section 3.1. Le théorème 6 permet l’étude de
statistiques linéaires pouvant s’écrire sous forme d’une intégrale stochastique. C’est le
cas des sommes partielles (3.0.1) lorsque le champ X s’écrit

Xn1,...,nd
=
∑

k∈Zd

ak1,...,kd
ξn1−k1,...,nd−kd

,

où ξ est un bruit dont nous préciserons les propriétés plus tard et où les ak peuvent être
vus comme les coefficients de Fourier d’un filtre a ∈ L2([−π, π]d). Ce filtre détermine la
structure de dépendance de X puisqu’il est très lié à sa densité spectrale : cette dernière
est proportionnelle à |a|2 lorsque ξ est un bruit blanc.

Dans la section 3.2, on applique le Théorème 6 pour les dimensions d = 1 et d = 2.
Des conditions de dépendance sur le champ X, précisées via le filtre a dans le Théorème
7, nous permettent d’obtenir la limite de Sn. Les résultats se déclinent selon que le filtre
est continu en 0 ou non. Dans la première situation, Sn admet un comportement de type
centrale limite. Dans la seconde, nous supposons le filtre équivalent en l’origine à une
fonction homogène de degré négatif, un cadre typique amenant de la forte dépendance,
et nous obtenons un théorème limite non-central dans le sens où la normalisation n’est
plus standard.
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La section 3.3 généralise l’étude précédente à d ≥ 3. Notre approche, basée sur le
Théorème 6, ne permet pas d’obtenir la convergence de Sn sans renforcer les hypothèses
faites sur a dans la section précédente. Néanmoins, nous retrouvons la distinction prin-
cipale selon que le filtre est continu en 0 ou non, impliquant un théorème limite de type
central ou non-central respectivement.

Dans un cas particulier, nous obtenons comme limite de Sn le drap Brownien frac-
tionnaire en dimension d (voir remarque 19).

La section 3.4 contient la démonstration du Théorème 6 et la partie 3.5 résume
quelques propriétés sur les approximations de l’unité que nous utilisons dans les preuves.

3.1 Approche spectrale

3.1.1 Théorème de convergence de mesures spectrales

Nous énonçons le résultat principal qui nous permettra d’étudier la convergence des
sommes partielles d’un champ linéaire. Il établit la convergence de mesures spectrales
construites à partir d’un champ aléatoire vérifiant un théorème de type Donsker.

Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire réel. On adopte l’hypothèse suivante :

H 1. Le champ aléatoire stationnaire (ξk)k∈Zd est centré et admet une densité spectrale
fξ bornée par un réel positif M > 0. De plus la suite Sξ

n définie sur ]0,∞[d par :

Sξ
n(t1, . . . , td) = n−d/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

ξk1,...,kd

converge au sens des lois fini-dimensionnelles vers un processus B.

Dans le cas où ξ est un bruit blanc fort B(t1, . . . , td) est le drap brownien de fonction
de covariance σ(s, t) = (s1 ∧ t1) . . . (sd ∧ td) (cf Wichura (1969)).

La variable aléatoire ξk admet la représentation spectrale suivante :

ξk =

∫

[−π, π]d
ei<k,x>dW (x), (3.1.1)

où la mesure de contrôle de W a pour densité fξ.
Pour n ≥ 1, on considère la mesure aléatoire Wn à accroissements orthogonaux sur

[−nπ; nπ]d définie par
Wn(A) = nd/2W (n−1A).

Le théorème suivant étend au cas d > 1 un résultat obtenu par Lang et Soulier (2000)
en dimension d = 1.

Théorème 6. Sous H1, il existe une application linéaire I de L2(Rd) dans L2(Ω,A, P )
qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) Si Φn est une suite de fonctions qui converge dans L2(Rd) vers Φ, alors
∫

Φn(x)dWn(x)
converge en loi vers I (Φ) .
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(ii) ∀Φ ∈ L2(Rd), E (I (Φ))2 ≤ (2π)dM ||Φ||22
(iii) I

(
x 7→∏d

j=1
eitjxj−1

ixj

)
= B(t1, . . . , td)

(iv) Si ξ est un bruit blanc fort, quelque soit Φ dans L2(Rd), I(Φ) =
∫

ΦdW0, où W0

est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

La preuve de ce théorème est donnée dans la section 3.4.

Remarque 14. Le (ii) du théorème montre que l’application I n’est pas nécessairement
une isométrie et qu’elle ne peut pas toujours être vue comme une intégrale stochastique.
Cette interprétation devient possible lorsque ξ est un bruit blanc fort comme spécifié
dans le (iv). Dans ce cas, B est le drap brownien et la propriété (iii) correspond à sa
représentation harmonisable :

B(t1, . . . , td) =

∫ d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dW0(x1, . . . , xd).

3.1.2 Application à la convergence de Sn

Le Théorème 6 nous permet, en particulier, d’étudier le comportement asymptotique
de toute statistique linéaire de la forme

∑
k∈Dn

ckξk où Dn est un sous-ensemble de Z
d, où

les ck sont des constantes complexes, pourvu qu’elle puisse se réécrire sous forme d’une
intégrale stochastique. Nous détaillons la démarche dans le cas particulier des sommes
partielles d’un champ linéaire X, notre centre d’intéret.

Soit

Xn1,...,nd
=
∑

k∈Zd

ak1,...,kd
ξn1−k1,...,nd−kd

, (3.1.2)

où ak1,...,kd
sont les coefficients de Fourier (à (2π)d/2 près) d’un filtre a ∈ L2([−π, π]d) et

vérifient
a(x) =

∑

k∈Zd

ak1,...,kd
e−i<k,x>.

Dans les résultats de convergence présentés par la suite, nous spécifierons la structure
de dépendance du champ X à partir du filtre a. Ce dernier est lié à la densité spectrale
fX de X par la relation :

fX(x) = fξ(x)|a(x)|2,
où x = (x1, . . . , xd) ∈ [−π, π]d. En particulier, si ξ est un bruit blanc de variance σ2,
fX(x) = σ2

(2π)d |a(x)|2.
Les sommes partielles de X (ici classiquement normalisées par n−d/2) sont définies,

pour tout t = (t1, . . . , td) dans [0, 1]d, par

Sn(t) = n−d/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd
. (3.1.3)



54 Convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles

En utilisant la représentation spectrale (3.1.1) de ξ et la définition de Wn, on a

Sn(t) =

∫

[−nπ,nπ]d
a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj)dWn(x). (3.1.4)

où x = (x1, . . . , xd) et où

Dn(xj, tj) =
eixj([tjn]+1)/n − 1

n(eixj/n − 1)
I[−nπ, nπ](xj). (3.1.5)

Cette écriture nous permet d’utiliser le théorème 6. A t fixé et à une renormalisa-
tion près, les sommes partielles de X convergent en loi dès que a(x/n)

∏d
j=1Dn(xj, tj)

converge dans L2(Rd).

3.2 Sommes partielles en dimension d ≤ 2

Le théorème suivant donne le comportement asymptotique des sommes partielles
d’un champ linéaire en dimension 2, construit soit à partir d’un filtre continu à l’origine,
soit à partir d’un filtre équivalent en 0 à une fonction homogène.

Théorème 7. Soit (ξk)k∈Zd un champ stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Zd un champ
aléatoire défini par (3.1.2), construit en filtrant ξ à travers un filtre a.

(i) Si a ∈ L2([−π, π]d) est continu en l’origine avec a(0) 6= 0, alors, pour d ≤ 2,

1

nd/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

a(0)B(t), (3.2.1)

où B est la limite des sommes partielles de ξ introduit dans H 1.
(ii) Si a est équivalent en 0 à une fonction homogène ã de degré α ∈]−1; 0[ assurant
a ∈ L2([−π, π]d), i.e. ∀λ ã(λx) = |λ|α ã(x), alors, pour d ≤ 2,

1

nd/2−α

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

I

(
ã(x)

d∏

i=1

D(xi, ti)

)
, (3.2.2)

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.

Remarque 15. Lorsque d = 1, nous retrouvons les résultats montrés dans Lang et Sou-
lier (2000) ; cependant nous en allégeons un peu les hypothèses, car là où ces auteurs
supposent le filtre continu à l’origine et borné sur [−π, π], nous ne supposons que la
continuité en 0. De même, dans (ii), le filtre n’a pas besoin d’être homogène sur tout
[−π, π] mais seulement en l’origine.
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Remarque 16. Le filtrage du bruit ξ par une fonction vérifiant les hypothèses du (i)
peut produire un champ faiblement dépendant ; c’est le cas lorsque par exemple a est
continu sur [−π, π]d. Mais il peut aussi amener de la forte dépendance lorsque a est
singulière en des points de fréquence non nulle. Dans ce contexte, la dépendance est
forte car la fonction de covariance est non sommable mais, comme attendu lorsque
les singularités spectrales ne se situent pas à l’origine, le comportement asymptotique
des sommes partielles n’est pas modifié par rapport à un cadre de faible dépendance.
En dimension d = 1, ce cadre de forte dépendance faisant intervenir des singularités
spectrales hors de l’origine est connu sous le nom de longue mémoire saisionnière, voir
à ce sujet Ould Haye (2001).

Remarque 17. Lorsque le filtre vérifie les hypothèses du (ii) du Théorème 7, le champ
résultant est à longue mémoire. Il est à longue mémoire isotrope lorsque le filtre est
de la forme a(x, y) = |(x, y)|α. Nous obtenons de la longue mémoire non-isotrope en
considérant par exemple le filtre discuté dans l’exemple 1, de la forme a(x, y) = |x+θy|α,
avec −1/2 < α < 0 et θ ∈ R.

Remarque 18. Dans (3.2.2), le processus limite n’admet pas une forme explicite dans
le cas général. Mais dans le cas particulier où ξ est un bruit blanc fort, il peut s’écrire
comme une intégrale stochastique par rapport à la mesure spectrale associée au bruit
blanc gaussien (cf la remarque 14).

Preuve du Théorème 7. Nous commençons pas montrer (i).
Pour montrer la convergence en loi de Sn(t) à t fixé, nous employons la démarche

expliquée dans la section 3.1.2 en vue d’appliquer le Théorème 6 et nous devons montrer :

lim
n→∞

∫

Rd

∣∣∣∣∣a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj) − a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0. (3.2.3)

Par cette méthode, la convergence des lois fini-dimensionnelles, ramenée ici à une conver-
gence dans L2, se déduit aisément de la convergence en loi de Sn(t) à t fixé.

Séparons l’intégrale (3.2.3) de la façon suivante :

∫

Rd

∣∣∣∣∣a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj) − a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx

=

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj) − a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx

+

∫

∪d
j=1{|xj |>nπ}

∣∣∣∣∣a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx.

La dernière intégrale converge vers 0 à t fixé, car xj 7→ D(xj, tj) est continu sur R et
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vérifie |D(xj, tj)|2 < 2x−2
j , donc est intégrable sur R. Pour la première intégrale,

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj) − a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx

≤2

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣a
(x
n

)
− a(0)

∣∣∣
2

d∏

j=1

|Dn(xj, tj)|2 dx

+ 2

∫

[−nπ,nπ]d
a2(0)

∣∣∣∣∣
d∏

j=1

Dn(xj, tj) −
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx.

D’après le Lemme 12 de la section 3.4, la dernière intégrale tend vers 0 lorsque n tend
vers l’infini. Il nous reste à traiter la première intégrale du terme à droite de l’inégalité.
Le changement de variable x/n→ x nous donne :

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣a
(x
n

)
− a(0)

∣∣∣
2

d∏

j=1

|Dn(xj, tj)|2 dx =

∫

[−π,π]d
|a(x) − a(0)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx,

(3.2.4)

avec

F̃[ntj ]+1(xj) = 2π
[ntj] + 1

n
F[ntj ]+1(xj), (3.2.5)

où Fn est le noyau de Fejer :

Fn(x) =

{
1

2πn
sin2(nx/2)

sin2(x/2))
si x 6= 0

n
2π

si x = 0.
(3.2.6)

Si d = 1, F̃[nt1](x1) est, à une constante près, une approximation forte de l’unité ;
comme |a(x) − a(0)|2 est continu en x = 0, le Théorème 13 donné dans la partie annexe
3.5 s’applique et (3.2.3) est montré. Le même argument ne peut pas être appliqué lorsque
d ≥ 2 car le produit tensoriel

∏d
j=1 F̃[ntj ](xj) n’est plus qu’une approximation de l’unité

au sens faible (voir la Proposition 5 en annexe). Cependant, lorsque d = 2, le résultat
reste vrai comme nous le prouvons ci-dessous.

Nous séparons le domaine d’intégration du membre de droite dans (3.2.4) de la façon
suivante :

∫

[−π,π]2
|a(x) − a(0)|2

2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx

=

∫

||x||≤δn

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx+

∫

||x||>δn

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx,

où la suite (δn)n>0 devra être convenablement choisie par la suite et où la norme consi-
dérée est ||(x1, x2)|| = max(|x1|, |x2|). D’après la continuité de a(x) en x = 0, le premier
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terme tend vers 0 dès que δn → 0. Maintenant,

∫

||x||>δn

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx ≤ (3.2.7)

∫

|x1|>δn

∫ π

−π

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx+

∫

|x2|>δn

∫ π

−π

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx.

Les deux termes du membre de droite ci-dessus sont traités de la même manière. Consi-
dérons par exemple le premier :

∫

|x1|>δn

∫ π

−π

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx

=

∫ π

−π

F̃[nt2]+1(x2)

(∫

|x1|>δn

|a(x) − a(0)|2 F̃[nt1]+1(x1)dx1

)
dx2.

La Proposition 6 de l’Annexe 3.5 implique, F̃ étant défini dans (3.2.5),

sup
|x1|>δn

F̃[nt1]+1(x1) ≤
π2

nδ2
n

.

Donc
∫

|x1|>δn

∫ π

−π

|a(x) − a(0)|2
2∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx ≤ π2

δ2
n

1

n

∫ π

−π

F̃[nt2]+1(x2)b(x2)dx2,

où b(x2) =
∫

[−π,π]
|a(x) − a(0)|2dx1 est intégrable sur [−π, π].

Toujours d’après la Proposition 6,

v2,n =
1

n

∫ π

−π

F̃[nt2]+1(x2)b(x2)dx2 −→
n→∞

0.

Posons de façon analogue

v1,n =
1

n

∫ π

−π

F̃[nt1]+1(x1)b(x1)dx1

où b(x1) =
∫

[−π,π]
|a(x) − a(0)|2dx2.

Il suffit pour conclure de choisir δ2
n = (v1,n∨v2,n)1/2. Ce choix garantit limn→∞ δn = 0

et implique la convergence vers 0 de chaque terme de (3.2.7).
Nous montrons à présent le (ii) du théorème 7 en nous restreignant encore à la

convergence en loi à t fixé. Nous utilisons le Théorème 6 et devons montrer que

lim
n→∞

∫

Rd

∣∣∣∣∣n
αa
(x
n

) d∏

i=1

Dn(xi, ti) − ã(x)
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0. (3.2.8)

Nous donnons d’abord quelques propriétés du filtre ã.
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Lemme 8. Si d ≤ 2,

(i)

∫

[−π,π]d
|ã|2(x)dx <∞, (ii)

∫

Rd

|ã|2(x)
d∏

i=1

(x−2
i ∧ 1)dx <∞.

Preuve du Lemme 8. Nous supposons que d = 2 car la preuve lorsque d = 1 ne présente
aucune difficulté. Comme a(x) est équivalent à ã(x) en x = 0, il existe 0 < η < π tel que
|x| < η implique |ã2(x)/a2(x)| < 2. Ainsi,

∫

|x|<η

|ã|2(x)dx =

∫

|x|<η

|a|2(x) |ã|
2(x)

|a|2(x)dx ≤ 2

∫

[−π,π]d
|a|2(x)dx <∞.

Par ailleurs, en passant aux coordonnées polaires et par homogénéité de ã,
∫

|x|<η

|ã|2(x)dx =

∫ η

0

r2α+1dr

∫ 2π

0

|ã|2(cos θ, sin θ)dθ =
η2α+2

2α+ 2

∫ 2π

0

|ã|2(cos θ, sin θ)dθ.

La dernière intégrale est donc nécessairement finie et
∫

[−π,π]d
|ã|2(x)dx =

π2α+2

2α+ 2

∫ 2π

0

|ã|2(cos θ, sin θ)dθ <∞,

ce qui montre le (i) du Lemme 8.
Pour le (ii) :

∫

Rd

|ã|2(x)
d∏

i=1

(x−2
i ∧ 1)dx

=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

r2α+1|ã|2(cos θ, sin θ)
(
(r−2 cos−2 θ) ∧ 1

) (
(r−2 sin−2 θ) ∧ 1

)
dθdr

≤
∫ 1

0

r2α+1dr

∫ 2π

0

|ã|2(cos θ, sin θ)dθ

+

∫ ∞

1

∫ 2π

0

r2α+1|ã|2(cos θ, sin θ)
(
(r−2 cos−2 θ) ∧ 1

) (
(r−2 sin−2 θ) ∧ 1

)
dθdr

L’intégrale sur le domaine r ≤ 1 est finie ; pour la dernière intégrale sur r > 1,
on peut ramener le domaine d’intégration selon θ sur [0, π] et il convient de scinder ce
dernier selon que |θ − π/2| < π/4 ou non. Sur {|θ − π/2| < π/4}, sin−2 θ < 2 et sur
{|θ − π/2| > π/4}, cos−2 θ < 2 de telle sorte que

∫ ∞

1

∫ 2π

0

r2α+1|ã|2(cos θ, sin θ)
(
(r−2 cos−2 θ) ∧ 1

) (
(r−2 sin−2 θ) ∧ 1

)
dθ

≤ c

∫ ∞

1

r2α−1dr

∫ 2π

0

|ã|2(cos θ, sin θ)dθ <∞

ce qui montre le (ii) du lemme 8.
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Nous revenons à la preuve de (3.2.8).

∫

Rd

∣∣∣∣∣n
αa
(x
n

) d∏

i=1

Dn(xi, ti) − ã(x)
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

≤ 2

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣nαa
(x
n

)
− ã(x)

∣∣∣
2

d∏

i=1

|Dn(xi, ti)|2dx

+ 2

∫

Rd

|ã|2(x)
∣∣∣∣∣

d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx. (3.2.9)

Le lemme suivant traite de la convergence de la première intégrale dans (3.2.9).

Lemme 9.

lim
n→∞

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣nαa
(x
n

)
− ã(x)

∣∣∣
2

d∏

i=1

|Dn(xi, ti)|2dx = 0

Preuve du Lemme 9. Après un changement de variables et grâce à l’homogénéité de ã,

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣nαa
(x
n

)
− ã(x)

∣∣∣
2

d∏

i=1

|Dn(xi, ti)|2dx

= n2α

∫

[−π,π]d
|a(x) − ã(x)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx,

où F̃[ntj ]+1 est défini en (3.2.5). Soit α < β < 0, nous coupons le domaine d’intégration
de la dernière intégrale de la manière suivante :

n2α

∫

[−π,π]d
|a(x) − ã(x)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx = (3.2.10)

n2α

∫

|x|≤nβ

|a(x) − ã(x)|2
d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx+ n2α

∫

|x|>nβ

|a(x) − ã(x)|2
d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx.

Comme β > α et d’après le Lemme 8, la convergence vers 0 de la dernière intégrale se
montre exactement comme celle de (3.2.7). Quant à la première intégrale dans le membre
de droite de 3.2.10, on utilise le fait que a(x) ∼ ã(x) lorsque x tend vers 0. Fixons ε > 0,
il existe alors n0 tel que pour tout n > n0, |x| ≤ nβ implique

|a(x) − ã(x)| ≤ ε|ã(x)|.



60 Convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles

Ainsi, pour tout n > n0,

n2α

∫

|x|≤nβ

|a(x) − ã(x)|2
d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx

≤ εn2α

∫

|x|≤nβ

|ã|2(x)
d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx

≤ cε

∫

|x|≤nβ+1

|ã|2(x)
d∏

j=1

sin2
(

[ntj ]+1

n

xj

2

)

x2
j

(
xj

2n
)2

sin2(
xj

2n
)
dx

≤ cε

∫

Rd

|ã|2(x)
d∏

j=1

(1 ∧ (tj + 1)2x2
j)

x2
j

dx.

La dernière intégrale est finie d’après le Lemme 8 d’où la convergence vers 0 de (3.2.10).

Revenons à la preuve du (ii) du Théorème 7. D’après (3.2.9) et le Lemme 9, il reste
à prouver que

lim
n→∞

∫

Rd

|ã2|(x)
∣∣∣∣∣

d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0.

Nous séparons le domaine d’intégration de cette intégrale :

∫

Rd

|ã|2(x)
∣∣∣∣∣

d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

=

∫

[−nπ,nπ]d
|ã|2(x)

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx+

∫

∪i{|xi|>nπ}

|ã|2(x)
d∏

i=1

|D(xj, tj)|2dx.

Le dernier terme tend vers 0 par intégrabilité sur R
d de la fonction sous l’intégrale.

Pour la première intégrale, le changement de variables x/n→ x conduit à :

∫

[−nπ,nπ]d
|ã|2(x)

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

= n2α+d

∫

[−π,π]d
|ã|2(x)

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx.

D’après le Lemme 12 de la section 3.4, nous avons

sup
x∈[−π,π]d

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

= O(n−2). (3.2.11)
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Comme
∫

[−π,π]d
|ã|2(x)dx <∞, nous obtenons finalement

∫

[−nπ,nπ]d
|ã|2(x)

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx = O(n2α+d−2)

qui converge vers 0 puisque d ≤ 2 et α < 0.

3.3 Sommes partielles en dimension d quelconque

La méthode adoptée pour montrer la convergence des sommes partielles se base sur la
convergence dans L2 de a(x/n)

∏d
j=1Dn(xj, tj). D’après le Théorème 7, cette convergence

se décline assez bien en dimension d = 2 selon que le filtre a est continu en l’origine ou
non. Ce n’est plus le cas en dimension d ≥ 3 : le lemme suivant montre que l’on ne
peut pas généraliser les résultats obtenus en dimension 2 sans hypothèse supplémentaire
sur a. Le filtre présenté vérifie en effet les hypothèses du (i) du Théorème 7 mais la
convergence souhaitée dans L2 n’a pas lieu.

Lemme 10. Soit le filtre a sur [−π, π]3 défini par :

a(x1, x2, x3) =

{
1 si |x1| ≤ c ou si x2x3 = 0

|x2|α/2|x3|α/2 + 1 sinon,

où −1 < α < −1/2 et 0 < c < π.
Ce filtre appartient à L2([−π, π]3), il est continu en 0 avec a(0) 6= 0 et la fonction

a(x/n)
∏3

j=1Dn(xj, tj) ne converge pas dans L2([−π, π]3).

Démonstration du lemme 10. Le candidat pour la limite dans L2 de a(x/n)
∏3

j=1Dn(xj, tj)

est
∏3

j=1D(xj, tj), sa limite presque sûre. Or

∫

R3

∣∣∣∣∣a
(x
n

) 3∏

j=1

Dn(xj, tj) −
3∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx

=

∫

R3

∣∣∣∣∣
(
a
(x
n

)
− 1
) 3∏

j=1

Dn(xj, tj) +
3∏

j=1

Dn(xj, tj) −
3∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx.

En utilisant la minoration |x+ y| ≥
∣∣|x| − |y|

∣∣, on a :



∫

R3

∣∣∣∣∣
(
a
(x
n

)
− 1
) 3∏

j=1

Dn(xj, tj) +
3∏

j=1

Dn(xj, tj) −
3∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx




1/2

≥
∣∣∣∣∣∣∣

(∫

R3

∣∣∣a
(x
n

)
− 1
∣∣∣
2

3∏

j=1

|Dn(xj, tj)|2dx
)1/2

−



∫

R3

∣∣∣∣∣
3∏

j=1

Dn(xj, tj) −
3∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx




1/2
∣∣∣∣∣∣∣
.
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Le second terme converge vers 0 lorsque n → ∞ donc reste borné à partir d’un certain
rang. Quant au premier terme, après le changement de variable x/n→ x et en procédant
comme dans (3.2.4) dans la preuve du Théorème 7, il s’écrit

∫

|x1|>c

F̃[nt1]+1(x1)dx1

∫ π

−π

|x2|αF̃[nt2]+1(x2)dx2

∫ π

−π

|x3|αF̃[nt3]+1(x3)dx3

où F̃ a été défini en (3.2.5). D’après la propriété 3. de la Proposition 6 de la partie
annexe 3.5, cette expression est supérieure à

1

n

(
π − c+

sin(([nt1] + 1)c)

[nt1] + 1

)∫ π

−π

|x2|αF̃[nt2](x2)dx2

∫ π

−π

|x3|αF̃[nt3](x3)dx3.

Le dernier point de cette proposition nous fournit également un équivalent pour les deux
intégrales ci-dessus et finalement pour n assez grand,

∫

|x1|>c

F̃[nt1](x1)dx1

∫ π

−π

|x2|αF̃[nt2](x2)dx2

∫ π

−π

|x3|αF̃[nt3](x3)dx3 ≥ κn−2α−1,

où κ > 0 est une constante dépendante de c et des ti. Comme α < −1/2, nous obtenons
donc, à t fixé, que

lim
n→∞

∫

R3

∣∣∣∣∣a
(x
n

) 3∏

j=1

Dn(xj, tj) −
3∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = ∞.

Nous présentons deux types de résultats concernant la convergence des sommes par-
tielles en dimension d quelconque. La première partie concerne des champs aléatoires
construits à partir d’un filtre continu et non nul en x = 0. Nous venons de montrer que
cette condition n’est pas suffisante pour obtenir la convergence souhaitée, nous suppo-
serons donc que le filtre est de plus borné ou qu’il appartient à une classe restreinte de
filtres non-bornés et continus en l’origine. Les sommes partielles de champs aléatoires
construits à partir de tels filtres suivront un théorème central limite comme dans le (i)
du Théorème 7.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à des champs aléatoires dont les sommes
partielles ne vérifient pas un théorème central limite. Ce sont des champs construits à
partir de filtres non continus en x = 0. Ces derniers seront supposés homogènes ou
de type produit tensoriel de telle sorte que le champ aléatoire résultant sera à longue
mémoire non-isotrope.

3.3.1 Champs aléatoires obtenus à partir d’un filtre continu à

l’origine

Nous supposons d’abord que le filtre est continu en x = 0 et qu’il est borné sur
[−π, π]d. Dans ce cas les sommes partielles du champX construit selon (3.1.2) convergent
vers la même limite que celles de ξ, en particulier vers le drap Brownien lorsque ξ est
un bruit blanc fort.
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Théorème 8. Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant H 1.
Soit a ∈ L2[−π, π]d, borné sur [−π, π]d et continu en 0 tel que a(0) 6= 0.
Soit (Xk)k∈Zd le champ aléatoire défini par (3.1.2), construit en filtrant ξ à travers

a, alors

1

nd/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

a(0)B(t),

où B est la limite des sommes partielles de ξ introduit dans H 1.

Démonstration. Nous montrons la convergence en loi à t fixé, la convergence des lois fini-
dimensionnelles s’en déduisant facilement. D’après le Théorème 6 nous devons montrer
que

lim
n→∞

∫

Rd

∣∣∣∣∣a
(x
n

) d∏

j=1

Dn(xj, tj) − a(0)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0. (3.3.1)

Nous coupons le domaine d’intégration comme pour l’intégrale (3.2.3) dans la dé-
monstration du Théorème 7 et nous utilisons les mêmes arguments jusqu’à l’étude de

∫

[−π,π]d
|a(x) − a(0)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx.

Pour tj > 0 fixé, F̃[ntj ]+1(xj) est, à une constante près, une approximation forte de
l’unité. D’après la Proposition 5 de l’Annexe 3.5,

∏d
j=1 F̃[ntj ]+1(xj) n’est plus qu’une

approximation de l’unité au sens faible. Cependant, comme |a(x)−a(0)|2 est continu en
x = 0 et borné sur [−π, π]d, le Théorème 13 nous assure à travers (3.5.3) que

lim
n→0

∫

[−π,π]d
|a(x) − a(0)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx = 0.

Nous nous plaçons à présent dans le cas de champs obtenus à partir d’un filtre continu
en 0 mais non nécessairement borné.

Théorème 9. Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Zd

le champ aléatoire défini par (3.1.2).
Nous supposons que le filtre a ∈ L2([−π, π]d) est de la forme

a(x1, . . . , xd) = g

(
d∑

i=1

cixi

)
,

où les ci sont des constantes réelles et où g est une fonction définie sur un ensemble
compact de R, de carré intégrable et continue en x = 0 avec g(0) 6= 0.
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Alors,

1

nd/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

a(0)B(t),

où B est la limite des sommes partielles de ξ introduit dans H 1.

Démonstration. Nous devons montrer (3.2.3). En suivant les mêmes arguments que dans
la preuve du Théorème 7 nous sommes amenés à étudier

∫

[−π,π]d
|a(x) − a(0)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx =

∫

[−π,π]d

∣∣∣∣∣g
(

d∑

i=1

cixi

)
− g(0)

∣∣∣∣∣

2 d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx.

Nous supposons sans perte de généralité que c1 6= 0 et nous effectuons le changement de
variable u = x1 +

∑d
i=2

ci

c1
xi, les autres variables restant inchangées. Ainsi,

∫

[−π,π]d
|a(x) − a(0)|2

d∏

j=1

F̃[ntj ]+1(xj)dx ≤

∫

[−τ,τ ]

|g(c1u)−g(0)|2
(∫

[−π,π]d−1

F̃[nt1]+1

(
u−

d∑

i=2

ci
c1
xi

)
d∏

j=2

F̃[ntj ]+1(xj)dx2 . . . dxd

)
du,

où [−τ, τ ] est un ensemble compact contenant le domaine d’intégration de u. Soit

Kn(u) =

∫

[−π,π]d−1

F̃[nt1]+1

(
u−

d∑

i=2

ci
c1
xi

)
d∏

j=2

F̃[ntj ]+1(xj)dx2 . . . dxd,

nous devons montrer que lorsque n→ ∞,
∫

[−τ,τ ]

|g(c1u) − g(0)|2Kn(u)du −→ 0. (3.3.2)

Dans le cas particulier où pour tout i, ci = ti = 1, Kn est, à une constante multlipli-
cative près, le produit de convolution (d − 1)ème du noyau de Fejer Fn avec lui-même.
D’après la Proposition 5 de la partie annexe 3.5, Kn est donc, à une constante près, une
approximation de l’unité au sens fort sur [−τ, τ ].

Le Théorème 13 conclut alors la preuve puisque |g(c1u) − g(0)|2 est intégrable et
continu en u = 0.

Dans le cas général où les ci (ou les ti) ne sont pas tous égaux à 1, il est facile
d’adapter le raisonnement précédent pour obtenir (3.3.2).

3.3.2 Champs aléatoires obtenus à partir d’un filtre singulier à

l’origine

Nous supposons dans un premier temps que le champ aléatoire X est issu d’un filtre
de type produit tensoriel. Cette situation est en fait très similaire au cas d = 1. Le
produit tensoriel composant le filtre est supposé construit à partir de filtres suivant les
hypothèses dans (i) ou dans (ii) du Théorème 7.
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Théorème 10. Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Zd

le champ aléatoire défini par (3.1.2) où le filtre a admet la forme

a(x1, . . . , xd) =
d∏

j=1

aj(xj), (3.3.3)

expression dans laquelle
– ou bien aj ∈ L2([−π, π]) est continu en 0 avec aj(0) 6= 0
– ou bien aj(x) est équivalent en 0 à ãj(x) où ãj est homogène de degré αj ∈ ]−1/2, 0[

garantissant aj ∈ L2([−π, π]).
En notant J l’ensemble des indices j tels que aj est équivalent en 0 à une fonction

homogène de degré αj et en notant I les autres indices,

1

n(d/2−
P

j∈J αj)

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

(∏

j∈I

aj(0)

)
I

(∏

j∈J

ãj(xj)
d∏

j=1

D(xj, tj)

)
,

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.

Remarque 19. Si ξ est un bruit blanc fort, I peut alors s’écrire comme une intégrale
stochastique (voir la remarque 14). Dans ce cas et lorsque pour tout j, ãj(x) = |x|αj

avec −1/2 < αj < 0, la limite des sommes partielles est le drap Brownien fractionnaire

1

n(d/2−
Pd

j=1 αj)

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

∫

Rd

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj|xj|−αj
dW0(x),

où W0 est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

Preuve du Théorème 10. La convergence des lois fini-dimensionnelles se déduit aisément
de la convergence en loi à t fixé. Nous appliquons le Théorème 6 en montrant que

lim
n→∞

∫

Rd

∣∣∣∣∣n
(
P

j∈J αj)

d∏

j=1

aj

(xj

n

)
Dn(xj, tj) −

∏

j∈I

aj(0)
∏

j∈J

ãj(xj)
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0.

Ce résultat est déjà montré en dimension d = 1 dans le Théorème 7 et il n’est pas
difficile de l’étendre par récurrence pour tout d en s’appuyant sur la décomposition :

AB − CD = (A− C)(B −D) + (A− C)D + (B −D)C.

Le Théorème 11 ci-dessous concerne des champs à longue mémoire non-isotrope. Ils
sont construits à partir d’un filtre singulier sur tout un sous-espace linéaire de [−π, π]d.
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Théorème 11. Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Zd

le champ aléatoire défini par (3.1.2) où a est de la forme :

a(x) =

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

α

,

où −1/2 < α < 0 et où les ci sont des constantes réelles. Alors
(i) Si d ≤ 3,

1

nd/2−α

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

fidi−→
n→∞

I

(
a(x)

d∏

i=1

D(xi, ti)

)
, (3.3.4)

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.
(ii) Si d ≥ 4 et si − 1

d−2
< 2α < 0 alors la convergence (3.3.4) a encore lieu.

Démonstration. Nous devons montrer que

lim
n→∞

∫

Rd

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx = 0.

Nous découpons le domaine d’intégration de cette intégrale comme suit :

∫

Rd

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

=

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

+

∫

∪i{|xi|>nπ}

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α d∏

i=1

|D(xj, tj)|2dx.

La dernière intégrale converge vers 0 ; pour la première, le changement de variables
x/n→ x conduit à :

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(xi, ti) −
d∏

i=1

D(xi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

= n2α+d

∫

[−π,π]d

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx. (3.3.5)

Définissons à présent l’ensemble suivant :

An =



x ∈ [−π, π]d ;

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α

≥ nγ où γ < 1 − 2α



 .
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En notant An le complémentaire de An dans [−π, π]d, nous découpons l’ensemble d’in-
tégration de (3.3.5) selon An et An. D’après le Lemme 12 de la section 3.4

∫

[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣
∏

j

Dn(xj, tj) −
∏

j

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = O(n−1),

donc ∫

[−π,π]d

∣∣∣∣∣
∏

j

Dn(nxj, tj) −
∏

j

D(nxj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx = O(n−d−1). (3.3.6)

Ainsi

n2α+d

∫

An

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

≤ n2α+d+γ

∫

[−π,π]d

∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx = O(n2α−1+γ).

Comme γ < 1 − 2α, ce terme tend vers 0 lorsque n→ ∞.
Il reste à étudier l’intégrale (3.3.5) sur An. D’après (3.2.11)

n2α+d

∫

An

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∏

i=1

Dn(nxi, ti) −
d∏

i=1

D(nxi, ti)

∣∣∣∣∣

2

dx

≤ O(n2α+d−2)

∫

An

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α

dx. (3.3.7)

Après un changement de variables,

∫

An

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α

dx =

∫ n
γ
2α

−n
γ
2α

|u|2αdu

∫

[−π,π]d−1

dx2 . . . dxd = c n
γ
2α

(2α+1).

Afin d’obtenir la convergence vers 0 du terme de droite dans (3.3.7), il suffit que

∫

An

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

λixi

∣∣∣∣∣

2α

dx = o(n2−d−2α),

ce qui est satisfait lorsque

γ

2α
(2α+ 1) − 2 + d+ 2α < 0. (3.3.8)

Si d = 3,
γ

2α
(2α+ 1) + 2α+ 1 < 0 ⇔ γ > −2α
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et (3.3.4) est prouvé en choisissant γ dans ] − 2α; 1 − 2α[.
Si d ≥ 4, la condtion (3.3.8) est vérifiée si

γ > −2α
d+ 2α− 2

2α+ 1
,

ce qui est possible dès que − 1
d−2

< 2α < 0 compte tenu de la condition initiale γ < 1−2α.

3.4 Démonstration du théorème 6

Nous commençons par un lemme établissant la mesurabilité du champ B défini dans
l’hypothèse H 1.

Lemme 11. Sous H 1, le champ aléatoire B est mesurable et séparable.

La démonstration de ce lemme est reporté à la section 3.4.1.
La preuve du théorème 6 s’inspire de celle de Lang et Soulier (2000) en dimension

d = 1.
Définissons le champ Bn sur R

d par :

Bn(t1, . . . , td) =

∫

[−nπ, nπ]d

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dWn(x1, . . . , xd). (3.4.1)

L’intégrale est bien définie car l’intégrand, étant proportionnel à la transformée de
Fourier dans L2(Rd) de I[0,t1]×···×[0,td], est de carré integrable.

L’idée de la démonstration est de définir l’intégrale stochastique par rapport à Bn

dans L2(Rd), puis de transformer son expression afin de pouvoir utiliser des arguments
de convergence et faire apparaître le champ B. Ceci nous conduira à la définition de
l’application linéaire I.

La mesure de contrôle de Wn est fn(x) = fξ(n
−1x), x ∈ [−nπ, nπ]d ; elle est donc,

comme fξ, bornée par M .

Pour tj ∈ R et xj ∈ R, on rappelle que D(tj, xj) = eitjxj−1
ixj

si xj 6= 0 et D(tj, 0) = tj.
On a

E(Bn(t1, . . . , td)
2) =

∫

[−nπ, nπ]d

d∏

j=1

|D(tj, xj)|2fn(x)dx

≤M

d∏

j=1

∫ ∞

−∞

|D(tj, xj)|2dxj

≤M

d∏

j=1

4|tj|
∫ ∞

0

1 − cosu

u2
du ≤ c

d∏

j=1

|tj|, (3.4.2)

où c est une constante strictement positive.
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Montrons dans un premier temps la convergence de Bn vers B au sens des répartitions
finies. On peut réecrire Sξ

n de la manière suivante :

Sξ
n(t) = n−d/2

[nt1]∑

k=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

∫

[−π, π]d
ei<k; x>dW (x)

= n−d

[nt1]∑

k=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

∫

[−nπ, nπ]d
ei<k; x/n> dWn(x)

=

∫

[−nπ, nπ]d

d∏

j=1

n−1




[ntj ]∑

kj=0

eikjxj/n


 dWn(x)

=

∫

[−nπ, nπ]d

d∏

j=1

Dn(xj, tj) dWn(x).

Ainsi

E
(
Bn(t1, . . . , td) − Sξ

n(t1, . . . , td)
)2

=

∫

[−nπ, nπ]d

∣∣∣∣∣
d∏

j=1

D(xj, tj) −
d∏

j=1

Dn(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

fn(x)dx.

(3.4.3)

La suite de fonctions fn étant uniformément bornée par M , la convergence vers 0 de
(3.4.3) découle du lemme 12 ci-dessous. Cette convergence et l’hypothèse H1 impliquent
la convergence de Bn vers B au sens des répartitions finies.

Lemme 12. Nous avons les taux de convergence suivants :

sup
x∈[−nπ,nπ]d

∣∣∣∣∣
d∏

j=1

Dn(xj, tj) −
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

≤ O(n−2) (3.4.4)

∫

[−nπ, nπ]d

∣∣∣∣∣
d∏

j=1

Dn(xj, tj) −
d∏

j=1

D(xj, tj)

∣∣∣∣∣

2

dx ≤ O(n−1) (3.4.5)

Démonstration du Lemme 12. En dimension d = 1, à t fixé et pour tout |x| < nπ :

|Dn(x, t) −D(x, t)| =

∣∣∣∣
eix([tn]+1)/n − 1

n(eix/n − 1)
− eitx − 1

ix

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(eix([tn]+1)/n − 1)

(
1

n(eix/n − 1)
− 1

ix

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣
eix([tn]+1)/n − eitx

ix

∣∣∣∣

≤ 2

∣∣∣∣
1

n(eix/n − 1)
− 1

ix

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
eix([tn]+1)/n − eitx

ix

∣∣∣∣ .
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D’une part,
∣∣∣∣

1

n(ei x
n − 1)

− 1

ix

∣∣∣∣
2

=
|ix− n(ei x

n − 1)|2
4n2x2 sin2( x

2n
)

=
(x− n sin(x

n
))2 + n2 sin4( x

2n
)

4n2x2 sin2( x
2n

)

=
sin2( x

2n
)

x2
+

(x
n
− sin(x

n
))2

4x2 sin2( x
2n

)
.

Le premier terme de la somme est inférieur à 1/(4n2) et le second est une fonction paire
de u = x/n qui appartient à [−π, π] ; de plus,

(u− sin(u))2

4n2u2 sin2(u
2
)
≤ 1

n2

1 ∧ u4

4 sin2(u
2
)
≤ c

1

n2
∀u ∈ [0, π].

Ainsi ∣∣∣∣
1

n(ei x
n − 1)

− 1

ix

∣∣∣∣
2

≤ c
1

n2
. (3.4.6)

D’autre part,
∣∣∣∣∣
eix

([tn]+1)
n − eitx

ix

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣eix( ([tn]+1)
n

−t) − 1
∣∣∣
2

x2

=
4

x2
sin2

(
x

2

(
[tn] + 1

n
− t

))

≤
∣∣∣∣
[tn] + 1

n
− t

∣∣∣∣
2

= O

(
1

n2

)
. (3.4.7)

Ainsi par (3.4.7) et (3.4.6)

sup
x∈[−nπ,nπ]

|Dn(x, t) −D(x, t)|2 ≤ O

(
1

n2

)
. (3.4.8)

Par ailleurs, fn étant borné,
∫ nπ

−nπ

|Dn(t, x) −D(t, x)|2fn(x)dx ≤ O

(
1

n2

)∫ nπ

−nπ

fn(x)dx ≤ O

(
1

n

)
. (3.4.9)

Les inégalités (3.4.8) et (3.4.9) prouvent le Lemme 12 pour d = 1. Maintenant, lorsque
d = 2,

sup
x∈[−nπ,nπ]2

|Dn(x1, t1)Dn(x2, t2) −D(x1, t1)D(x2, t2)|2

≤ 3 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|Dn(x1, t1) −D(x1, t1)|2 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|Dn(x2, t2) −D(x2, t2)|2

+ 3 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|Dn(x1, t1) −D(x1, t1)|2 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|D(x2, t2)|2

+ 3 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|Dn(x2, t2) −D(x2, t2)|2 sup
x∈[−nπ,nπ]2

|D(x1, t1)|2.
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A t fixé, D(., t) est borné et la première inégalité du Lemme 12 découle de (3.4.8). Il
est aisé d’étendre de la même manière le résultat au cas d > 2.

La preuve de (3.4.5) est similaire : il suffit de changer la norme sup par la norme
L1.

Revenons à la démonstration du théorème 6.
Pour toute fonction Φ de L2(Rd), on note Φ̂ sa transformée de Fourier définie de telle

sorte que la transformation Φ 7→ Φ̂ soit une isométrie. Considérons l’application linéaire
de L2(Rd) dans L2(Ω) qui à Φ associe (2π)d/2

∫
Φ̂dWn.

En applicant cette dernière à Φ = I[0,t1]×···×[0,td] et en interprétant Bn(t1, . . . , td)
comme Bn([0, t1] × · · · × [0, td]), on remarque que (3.4.1) permet d’écrire l’application
linéaire que nous venons de définir comme une intégrale stochastique par rapport à Bn.
Nous posons donc :∫

Rd

Φ(t)dBn(t) = (2π)d/2

∫

[−nπ, nπ]d
Φ̂(x)dWn(x), (3.4.10)

où x = (x1, . . . , xd) et t = (t1, . . . , td).
Nous nous intéressons à la convergence en loi de cette intégrale.
On se restreint dans un premier temps au cas où Φ est différentiable à support

compact pour réecrire Φ̂. Dans l’expression

Φ̂(x1, . . . , xd) = (2π)−d/2

∫

Rd

Φ(t1, . . . , td)e
it1x1 . . . eitdxddt1 . . . dtd,

on effectue d intégrations par parties en dérivant Φ et en intégrant le reste en t1, puis en
t2, etc. jusqu’à td (à chaque étape on change l’ordre d’intégration en utilisant Fubini).
La première étape est la suivante :

Φ̂(x1, . . . , xd) = (2π)−d

∫

Rd−1

[
Φ(t1, . . . , td)

ei(t1x1+···+tdxd)

ix1

]

t1∈R

dt2 . . . dtd

− (2π)−d

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1

(
ei(t1x1+···+tdxd)

ix1

+ (−1)d−(d−1) e
i(t2x2+···+tdxd)

ix1

)
dt1, . . . , td,

le premier terme est nul car Φ est à support compact et l’on a

Φ̂(x1, . . . , xd) = −(2π)−d

∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1

(
ei(t1x1+···+tdxd)

ix1

− ei(t2x2+···+tdxd)

ix1

)
dt

= −(2π)−d

∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1

eit1x1 − 1

ix1

ei(t2x2+···+tdxd)dt.

L’intégration par parties suivante nous donne :

Φ̂(x) = (2π)−d

∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1∂t2

(
ei(t1x1+···+tdxd)

ix1ix2

− ei(t2x2+···+tdxd)

ix1ix2

+
ei(t3x3+···+tdxd)

ix1ix2

− eit1x1ei(t3x3+···+tdxd)

ix1ix2

)
dt

= (2π)−d

∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1∂t2

eit1x1 − 1

ix1

eit2x2 − 1

ix2

ei(t3x3+···+tdxd)dt.
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De même à l’étape p, on choisit une primitive en tp avec 2p−1 termes constants par

rapport à tp. Ces termes constants sont tous les produits possibles entre eitp+1xp+1+···+itdxd

ixp

d’une part et 1, eit1x1 , . . . , eitp−1xp−1 d’autre part, affectés du signe (−1)d−q si q est le
nombre de ti distincts présents dans le produit. Tous ces termes contiennent eitp+1xp+1 et
on peut passer à l’intégration par parties suivante concernant tp+1 qui factorisera 1/ixp+1.
Finalement à la dernière étape, tous les termes intégrés représentent une somme de (1+∑d

p=1 2p−1) termes, soit 2d termes qui correspondent au développement de
∏d

j=1
eitjxj−1

ixj
.

Ainsi dans le cas où Φ est différentiable à support compact, on a

Φ̂(x1, . . . , xd) = (−1)d(2π)−d/2

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1 . . . ∂td

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dt1 . . . dtd.

En utilisant le théorème de Fubini stochastique, qui se démontre dans notre cas
comme dans le lemme 3 de Lang et Soulier (2000), on peut réecrire l’intégrale (3.4.10)
de la manière suivante :

∫

Rd

Φ(t)dBn(t) = (2π)d/2

∫

[−nπ, nπ]d
Φ̂(x)dWn(x)

= (2π)d/2

∫

[−nπ, nπ]d

(
(−1)d(2π)−d/2

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1 . . . ∂td

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dt

)
dWn(x)

= (−1)d

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1 . . . ∂td

(∫

[−nπ, nπ]d

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dWn(x)

)
dt

= (−1)d

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1 . . . ∂td
Bn(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd (3.4.11)

Nous utilisons à présent un lemme qui généralise le théorème de Grinblatt (1976).

Lemme 13. Soit les processus mesurables (Yn(t))n∈N et Y (t) définis pour t ∈ K, K étant
un compact de R

d. Supposons que la suite (Yn(t))n∈N converge au sens des répartitions
finies vers Y (t). Si E|Yn(t)| est uniformément borné par rapport à n ∈ N et t ∈ K, et si
E|Yn(t)| → E|Y (t)| pour tout t ∈ K lorsque n → ∞, alors pour toute fonctionnelle H
continue sur L1(K), H(Yn) converge en loi vers H(Y ).

Sa démonstration est donnée dans la partie 3.4.2.
D’après (3.4.2), E(B2

n(t)) est uniformément borné en n et t, donc E|Bn(t)| est unifor-
mément bornée ; en outre la suite Bn est uniformément intégrable. La convergence en loi
de Bn(t) vers B(t) donnée par le lemme 12 jointe à l’uniforme intégrabilité de Bn nous
donne la convergence de E|Bn(t)| vers E|B(t)|. D’après le lemme 11, B est mesurable et
on peut appliquer le lemme 13 avec Yn = Bn et K un compact de R

d à la fonctionnelle

H(g) =

∫

Rd

∂Φ(t1, . . . , td)

∂t1 . . . ∂td
g(t1, . . . , td)dt1 . . . dtd,
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où Φ est différentiable à support compact. Cette fonctionnelle H est bien continue sur
L1(Rd).

Ainsi, pour toute Φ différentiable à support compact, H(Bn) converge en loi vers
H(B). Donc d’après (3.4.11),

∫
ΦdBn converge en loi vers (−1)d

∫
Rd

∂Φ(t)
∂t1...∂td

B(t)dt. No-
tons IB l’application linéaire :

IB(Φ) = (−1)d

∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1 . . . ∂td
B(t)dt.

L’ensemble des applications différentiables à support compact est dense dans L2(Rd) et
l’application linéaire IB(Φ) est bornée puisque

E (IB(Φ))2 = E

(∫

Rd

(−1)d ∂Φ(t)

∂t1 . . . ∂td
B(t)dt

)2

≤ lim E

(∫

Rd

∂Φ(t)

∂t1 . . . ∂td
Bn(t)dt

)2

≤ lim E

(
(2π)d/2

∫

[−nπ, nπ]d
Φ̂dWn

)2

≤ (2π)dM ||Φ̂||22 = (2π)dM ||Φ||22. (3.4.12)

En vertu du théorème de Hahn-Banach, nous pouvons donc étendre IB à L2(Rd) et
(3.4.12) reste valide pour toute fonction Φ de L2(Rd) :

E (IB(Φ))2 ≤ (2π)dM ||Φ||22. (3.4.13)

Nous définissons à présent l’application I du théorème par

I(Ψ) = IB(Ψ̌), ∀Ψ ∈ L2(Rd)

où Ψ̌ est la transformée de Fourier inverse de Ψ.
La propriété (ii) du théorème provient de ce que

E (I(Ψ))2 = E
(
IB(Φ̌)

)2 ≤ (2π)dM ||Ψ̌||22 = (2π)dM ||Ψ||22.

On s’intéresse maintenant au résultat de convergence (i) du théorème. On s’appuie
sur le théorème 4.2 de Billingsley (1968) qui affirme que lorsque les hypothèses suivantes
sont vérifiées (toutes les variables aléatoires qui interviennent étant à valeurs dans le
même espace séparable métrisé par ρ) :

(i) pour tout k, Xk,n converge en loi vers Xk

(ii) Xk converge en loi vers X
(iii) ∀ε > 0 limk→∞ limn→∞P{ρ(Xk,n, Yn) ≥ ε} = 0,

alors Yn converge en loi vers X.
Soit une fonction Ψ quelconque de L2(Rd), on considère une suite de fonctions Ψk

tel que Ψ̂k soit différentiable à support compact, convergeant dans L2(Rd) vers Ψ. On a
alors :
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(i)
∫

ΨkdWn converge en loi vers I(Ψk) d’après le lemme 13,
(ii) E (I(Ψk) − I(Ψ))2 ≤ (2π)dM ||Ψk − Ψ||22 −→ 0 quand k → ∞
(iii) E(

∫
ΨkdWn −

∫
ΨdWn)2 ≤ (2π)dM ||Ψk − Ψ||22, donc

lim
k→∞

limn→∞E(

∫
ΨkdWn −

∫
ΨdWn)2 = 0.

En prenant Xk,n =
∫

ΨkdWn, Xk = I(Ψk), X = I(Ψ) et Yn =
∫

ΨdWn, toutes à
valeurs réelles, on remarque que les trois conditions de Billingsley sont respectivement
impliquées par les trois points précédents, et donc pour toute fonction Ψ de L2(Rd),∫

ΨdWn converge en loi vers I(Ψ).
Si l’on considère enfin une suite de fonctions Ψn qui converge vers Ψ dans L2(Rd),

on obtient directement que
∫

ΨndWn converge en loi vers I(Ψ) et la propriété (i) du
Théorème 6 est montrée.

En particulier pour Ψ̌ = I[0,t1]×···×[0,td]

I

(
d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

)
= lim

n→∞

∫ d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj

dWn(x) = lim
n→∞

Bn(t) = B(t),

qui est la propriété (iii) du Théorème 6.
Montrons enfin (iv) concernant le cas où ξ est supposé être un bruit blanc fort

dont nous imposons, pour simplifier, la variance égale à 1. Dans ce cas B(t) est le drap
Brownien de fonction de covariance σ(s, t) =

∏d
j=1 tj ∧ sj. D’après le (ii) du théorème,

la norme de l’application I est inférieure à 1 car M = (2π)−d ; par ailleurs cette valeur
est atteinte au point particulier considéré en (iii). Ainsi I est une isométrie. Soit W0 la
mesure définie pour tout ensemble A par W0(A) = I(IA). C’est une mesure orthogonale
car I, en tant qu’isométrie, conserve le produit scalaire. De plus

0 ≤ E (W0(A)) ≤ lim inf
n→∞

E (Wn(A)) = 0.

Donc I peut dans ce cas être considérée comme une intégrale stochastique par rapport
à W0 :

∀Φ ∈ L2(Rd) I(Φ) =

∫
ΦdW0.

Dans ce cas, nous remarquons que le (iii) est en fait la représentation harmonisable du
drap brownien et nous en déduisons que W0 est la mesure spectrale associée au bruit
blanc gaussien.

3.4.1 Démonstration du lemme 11

Si le champ (B(t))t∈Rd est continu en probabilité presque partout, c’est à dire si pour
presque tout t ∈ R

d, pour tout ε > 0,

lim
s→t

P (|B(s) −B(t)| > ε) = 0, (3.4.14)
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alors il existe une version mesurable et séparable de B(t) (cf par exemple Gikhman et
Skorokhod (1965)).

D’après H1 la distribution jointe de (Sξ
n(s), Sξ

n(t)) converge vers celle de (B(s), B(t)).
Ainsi, comme l’ensemble {(x, y) ∈ R

2 : |y − x| > ε} est un ouvert de R
2,

P (|B(s) −B(t)| > ε) ≤ lim inf
n→∞

P
(∣∣Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

∣∣ > ε
)
. (3.4.15)

Evaluons E(Sξ
n(s) − Sξ

n(t))2.

E(Sξ
n(s) − Sξ

n(t))2 = E


n−d/2

[ns1]∑

k1=0

. . .

[nsd]∑

kd=0

ξk − n−d/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

ξk




2

.

On décompose les ensembles de sommation de la façon suivante

d∏

j=1

{
0, . . . , [nsj]

}
=

d∏

j=1

{
0, . . . , [ntj] ∧ [nsj]

}
∪
{

[ntj] ∧ [nsj] + 1, . . . , [nsj]
}
,

en posant
{

[nsj] + 1, [nsj]
}

= ∅. En développant, cela donne

d∏

j=1

{
0, . . . , [nsj]

}
=

d−1⋃

l=1

⋃

Cl
d

∏

j∈Cl
d

{
0, . . . , [ntj] ∧ [nsj]

} ∏

j∈Cl
d

{
[ntj] ∧ [nsj] + 1, . . . , [nsj]

}

⋃ d∏

j=1

{
[ntj] ∧ [nsj] + 1, . . . , [nsj]

}⋃ d∏

j=1

{
0, . . . , [ntj] ∧ [nsj]

}

où C l
d parcourt l’ensemble des l-uplets de {1, . . . , d} et où C l

d est le complémentaire de
C l

d dans {1, . . . , d}.
On peut à présent réecrire Sξ

n(s)−Sξ
n(t) en utilisant cette décomposition et en remar-

quant que les termes associés à la dernière union ci-dessus s’annulent. Nous convenons
dans les sommes qui suivent que lorsque l = 0, la sommation se fait uniquement sur
j′ ∈ C

0

d = {1, . . . , d}.

Sξ
n(s)−Sξ

n(t) =
1

nd/2

d−1∑

l=0

∑

Cl
d

∑

j∈Cl
d

j′∈C
l
d




[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[nsj′ ]∑

kj′=[ntj′ ]∧[nsj′ ]+1

ξk −
[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[ntj′ ]∑

kj′=[ntj′ ]∧[nsj′ ]+1

ξk


 .
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En utilisant la convexité de x 7→ x2, il vient

E
(
Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

)2 ≤ 2(2d − 1)
d−1∑

l=0

∑

Cl
d

E


n

−d/2
∑

j∈Cl
d

j′∈C
l
d

[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[nsj′ ]∑

kj′=[ntj′ ]∧[nsj′ ]+1

ξk




2

+ 2(2d − 1)
d−1∑

l=0

∑

Cl
d

E


n

−d/2
∑

j∈Cl
d

j′∈C
l
d

[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[ntj′ ]∑

kj′=[ntj′ ]∧[nsj′ ]+1

ξk




2

.

La stationnarité de ξ nous permet de translater les indices dans les sommes

E
(
Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

)2 ≤ 2(2d − 1)
d−1∑

l=0

∑

Cl
d

E


n

−d/2
∑

j∈Cl
d

j′∈C
l
d

[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[nsj′ ]−[ntj′ ]∧[nsj′ ]−1∑

kj′=0

ξk




2

+ 2(2d − 1)
d−1∑

l=0

∑

Cl
d

E


n

−d/2
∑

j∈Cl
d

j′∈C
l
d

[ntj ]∧[nsj ]∑

kj=0

[ntj′ ]−[ntj′ ]∧[nsj′ ]−1∑

kj′=0

ξk




2

.

Maintenant il suffit de remarquer que pour tous p1, . . . , pd appartenant à {0, . . . , n}

E

(
n−d/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

ξk

)2

= n−d

p1∑

k1,k′
1=0

. . .

pd∑

kd,k′
d
=0

∫

[−π,π]d
fξ(λ)ei<k′−k,λ>dλ

≤Mn−d

p1∑

k1,k′
1=0

. . .

pd∑

kd,k′
d
=0

∫

[−π,π]d
ei<k′−k,λ>dλ

≤M
d∏

j=1

pj + 1

n
.

Ainsi

E
(
Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

)2 ≤c
d−1∑

l=0

∑

Cl
d


∏

j∈Cl
d

[ntj] ∧ [nsj] + 1

n






∏

j∈Cl
d

[nsj] − [ntj] ∧ [nsj]

n




+ c

d−1∑

l=1

∑

Cl
d


∏

j∈Cl
d

[ntj] ∧ [nsj] + 1

n






∏

j∈Cl
d

[ntj] − [ntj] ∧ [nsj]

n


 ,
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où c est une constante strictement positive, et finalement

E
(
Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

)2 ≤

c
d−1∑

l=0

∑

Cl
d

∏

j∈Cl
d

(tj ∧ sj + n−1)



∏

j∈Cl
d

(
sj − tj ∧ sj + n−1

)
+
∏

j∈Cl
d

(
tj − tj ∧ sj + n−1

)

 .

Cette dernière inégalité montre que

lim
s→t

lim inf
n→∞

E
(
Sξ

n(s) − Sξ
n(t)

)2
= 0 (3.4.16)

car C l
d n’est jamais vide lorsque l ≤ d− 1.

Il suffit enfin, pour obtenir (3.4.14) et conclure la démonstration, d’appliquer l’inéga-
lité de Tchebychev dans (3.4.15) et d’utiliser (3.4.16).

3.4.2 Démonstration du lemme 13

On reprend la démonstration du théorème de Grinblatt (1976) en la détaillant et en
l’adaptant à notre cadre multidimensionnel.

On suppose, sans nuire à la généralité, que le compact K de l’énoncé est [0, 1]d.
Notons µn la mesure induite par Yn(t) sur L1([0, 1]d) et µ celle induite par Y (t).

Nous devons montrer la convergence faible de µn vers µ. Il suffit de montrer que la suite
{µn} est faiblement compacte, la convergence des lois fini-dimensionnelles nous donnant
alors le résultat. Pour cela on utilise le théorème de Prohorov donné par exemple dans
Billingsley (1968) :

Théorème 12 (Prohorov). Soit X un espace mesuré et B sa tribu borélienne. Si pour
tout ε > 0 il existe un compact K tel que supnµn(X \ K) < ε, alors la suite {µn} est
faiblement compacte.

Nous utilisons par ailleurs la caractérisation d’un compact dans Lp([0, 1]d) due à
Fréchet et Kolmogorov (voir Brezis (1983)).

Lemme 14 (Fréchet et Kolmogorov). Un ensemble K ∈ Lp([0, 1]d) est compact si et
seulement si :

1. supx∈K ||x||p <∞
2. supx∈K lim|t|→0

∫
[0,1]d

|x(t+s)−x(s)|pds = 0. (On considère la somme t+s “modulo

1” pour rester dans [0, 1]d).

Notons (Ω, P ) l’espace probabilisé sous-jacent et µo la mesure produit λd ×P où λd

est la mesure de Lebesgue sur R
d. On note Y (t, ω) le processus Y où ω ∈ Ω et t ∈ [0, 1]d.

Nous commençons la démonstration en montrant le lemme suivant :
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Lemme 15. Quel que soit ε > 0, il existe un ensemble de cubes (Bi)i∈Iε
mutuellement

disjoints, de volume Vi, vérifiant ∪i∈Iε
Bi ⊂ [0, 1]d et

∑
i∈Iε

Vi > 1 − ε2, tels que, pour
tout i dans Iε,

λd(T
i
ε) > (1 − ε2)Vi,

où T i
ε = {t ∈ Bi : E|Y (bi) − Y (t)| < ε2} et bi ∈ Bi.

Preuve du lemme 15. D’après la mesurabilité de Y (t, ω), on peut l’approcher par des
fonctions en escaliers, c’est à dire que pour ε > 0, il existe des ensembles mutuellement
disjoints Ω̂1, . . . , Ω̂k, des cubes mutuellement disjoints B1, . . . , Bk, et une fonction Ŷ (t, ω)
tels que :

1. Ω = ∪k
i=1Ω̂i et [0, 1]d = ∪k

i=1Bi

2. La fonction Ŷ (t, ω) est constante sur les ensembles Bj × Ω̂i

3. ∫
|Y (t, ω) − Ŷ (t, ω)|dµo(t, ω) <

ε6

2
. (3.4.17)

Notons Ŷj = Ŷ (t) lorsque t ∈ Bj. On choisit (b1, . . . , bk) des éléments respectifs de
B1, . . . , Bk tels que :

k∑

j=1

Vj E|Y (bj) − Ŷj| <
ε6

2
, (3.4.18)

où Vj représente le volume de Bj.
Montrons dans un premier temps que ce choix est possible. Supposons que quel que

soit (x1, . . . , xk) ∈ B1 × · · · ×Bk,
∑k

j=1 VjE|Y (xj) − Ŷj| ≥ ε6

2
. On aurait alors

∫

B1×···×Bk

k∑

j=1

VjE|Y (xj) − Ŷj|dx1 . . . dxk ≥
∫

B1×···×Bk

ε6

2
dx1 . . . dxk,

et donc

k∏

i=1

Vi

k∑

j=1

∫

Bj

E|Y (xj) − Ŷj|dxj ≥
ε6

2

k∏

i=1

Vi.

On aboutirait à
∑k

j=1

∫
Bj
E|Y (x)− Ŷj|dx ≥ ε6

2
ce qui contredirait (3.4.17). On peut donc

choisir (b1, . . . , bk) dans B1 × · · · ×Bk qui vérifient (3.4.18).
Soit maintenant

Iε =

{
i :

∫
Bi
E|Y (bi) − Y (t)|dt

Vi

< ε4

}
.

On a d’une part

k∑

j=1

∫

Bj

E|Y (bj) − Y (t)|dt ≤
k∑

j=1

∫

Bj

E|Y (bj) − Ŷj|dt+
k∑

j=1

∫

Bj

E|Ŷj − Y (t)|dt < ε6
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d’après le choix de b1, . . . , bk et la propriété (3.4.17) ; d’autre part

k∑

j=1

∫

Bj

E|Y (bj) − Y (t)|dt ≥
∑

i∈Iε

∫

Bi

E|Y (bi) − Y (t)|dt ≥ ε4
∑

i∈Iε

Vi,

d’après la définition de Iε, le complémentaire de Iε dans l’ensemble {1, . . . , k}. Si
∑

i∈Iε
Vi ≥

ε2, on aboutit à une contradiction. Donc
∑

i∈Iε

Vi > 1 − ε2.

On considère à présent, pour i ∈ Iε, l’ensemble T i
ε du lemme 15. En appliquant

l’inégalité de Markov et le fait que i ∈ Iε, on obtient

λd(T
i
ε)

Vi

> 1 − 1

ε2Vi

∫

Bi

E|Y (bi) − Y (t)|dt > 1 − ε2.

Ceci achève la preuve du lemme 15.

Nous savons que, pour tout t ∈ [0, 1]d, limn→∞E|Yn(t)| = E|Y (t)|. En conservant
les notations du lemme précédent, on a donc pour tout t ∈ [0, 1]d

Φi
n(t) := E|Yn(bi) − Yn(t)| −→

n→∞
Φi(t) := E|Y (bi) − Y (t)|. (3.4.19)

Nous allons maintenant contrôler uniformément cette dernière convergence sur T i
ε . Pour

ε > 0 et i ∈ I, on suppose que t ∈ T i
ε . La convergence ponctuelle (3.4.19) implique la

convergence en mesure, nous pouvons donc écrire :

∀η > 0 ∃N ∀n ≥ N λd

{
|Φi

n(t) − Φi(t)| < ε2
}
> Vi(1 − ε2) − η.

Soit t ∈ T i
ε , Φi(t) < ε2, donc

|Φi
n(t) − Φi(t)| < ε2 ⇒ Φi

n(t) < 2ε2.

En posant Si
ε,n = {Φi

n(t) < 2ε2}, on a donc

∀η > 0 ∃N ∀n ≥ N λd(S
i
ε,n) ≥ λd

{
|Φi

n(t) − Φi(t)| < ε2
}
> Vi(1 − ε2) − η.

Soit maintenant
Si

ε,N =
⋂

n≥N

Si
ε,n.

Quel que soit η > 0, il existe un N > 0 tel que

Si
ε,N =

{
t ∈ T i

ε : ∀n > N, Φi
n(t) < 2ε2

}
et λd(S

i
ε,N) > Vi(1 − ε2) − η.

Pour ε > 0 fixé, choisissons à présent η = ε2Vi, nous obtenons que quelque soit i ∈ Iε, il
existe un N > 0 et un ensemble Si

ε ⊂ T i
ε tel que
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1. ∀t ∈ Si
ε, ∀n > N Φi

n(t) < 2ε2

2. λd(S
i
ε) > (1 − 2ε2)Vi.

Nous voulons appliquer le Théorème de Prohorov ; il nous faut donc contrôler supn µn(K)
où K est un compact de L1([0, 1]d). Ce compact sera directement construit à partir des
ensembles suivants :

Kε,δ =

{
x(t) ∈ L1([0, 1]d) : sup

|τ |<δ

∫

[0,1]d
|x(t+ τ) − x(t)|dt < 4ε

}
.

On a

µn(Kε,δ) = P

(
sup
|τ |<δ

∫

[0,1]d
|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt < 4ε

)
.

Nous allons donc à présent contrôler cette probabilité en construisant un évènement Ωn

approprié.
Rappelons que E|Yn(t)| est par hypothèse uniformément borné en n et en t. En notant

A cette borne uniforme et Si
ε le complémentaire de Si

ε dans Bi, on a, pour n > N ,

E

∫

Bi

|Yn(bi) − Yn(t)|dt =

∫

Si
ε

Φi
n(t)dt+

∫

Si
ε

Φi
n(t)dt

< 2ε2λd(S
i
ε) + 2Aλd(Si

ε)

< 2ε2Vi + 4Aε2Vi

< 4ε2Vi(1 + A),

et donc

E
∑

i∈Iε

∫

Bi

|Yn(bi) − Yn(t)|dt < 4ε2(1 + A).

Pour n > N on considère à présent l’ensemble

Ω(1)
n = {ω :

∑

i∈Iε

∫

Bi

|Yn(bi, ω) − Yn(t, ω)|dt < ε}.

D’après l’inégalité de Markov, P (Ω
(1)
n ) > 1 − 4ε2(1+A)

ε
= 1 − 4ε(1 + A).

Soit maintenant δ > 0. Pour chaque i ∈ Iε, on considère le cube B(−2δ)
i de même

centre que Bi et de rayon Ri − 2δ si Ri est le rayon de Bi. On note son volume V (−2δ)
i .

Soit l’ensemble Q = [0, 1]d − ∪i∈Iε
B

(−2δ)
i . On a

λd(Q) = 1 −
∑

i∈Iε

λ(B
(−2δ)
i ) = 1 −

k∑

i∈Iε

V
(−2δ)
i .

On sait que
∑

i∈Iε
Vi > 1− ε2, on choisit alors δ assez petit pour que λd(Q) < 2ε2. Ainsi,

E
∫

Q
|Yn(t)|dt < 2ε2A.
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On considère l’ensemble Ω
(2)
n = {ω :

∫
Q
|Yn(t, ω)|dt < ε}. D’après l’inégalité de

Markov, P (Ω
(2)
n ) > 1 − 2εA.

Soit maintenant Ωn = Ω
(1)
n ∩ Ω

(2)
n ,

P (Ωn) > 1 − 4ε(1 + A) − 2εA.

Considérons Q′ = [0, 1]d −∪i∈Iε
B

(−δ)
i . L’implication Q′ ⊂ Q est évidente. Si ω ∈ Ωn,

n > N et |τ | < δ, alors
∫

[0,1]d
|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt

=
∑

i∈Iε

∫

B
(−δ)
i

|Yn(t+ τ, ω) − Yn(bi, ω) + Yn(bi, ω) − Yn(t, ω)|dt

+

∫

Q′

|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt,

d’où
∫

[0,1]d
|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt

≤
∑

i∈Iε

∫

B
(−δ)
i

|Yn(t+ τ, ω) − Yn(bi, ω)|dt+
∑

i∈Iε

∫

B
(−δ)
i

|Yn(t, ω) − Yn(bi, ω)|dt

+

∫

Q′

|Yn(t+ τ, ω)|dt+

∫

Q′

|Yn(t, ω)|dt.

Dans les intégrales du premier et du troisième terme de l’expression ci-dessus, on applique
le changement de variable u = t + τ . Notons ci le centre de Bi. Si t ∈ B

(−δ)
i , |t − ci| ≤

Ri − δ ; sachant que |τ | < δ, on a alors |u − ci| ≤ Ri et donc u ∈ Bi. Si t ∈ Q′, on a
∀i ∈ Iε, |t− ci| > Ri − δ, donc |u− ci| > |t− ci| − |τ | > Ri − 2δ et u ∈ Q. En utilisant
dans les termes restants le fait que B(−δ)

i ⊂ Bi et que Q′ ⊂ Q, on obtient, si ω ∈ Ωn,
n > N et |τ | < δ :
∫

[0,1]d
|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt ≤

∑

i∈I

2

∫

Bi

|Yn(bi, ω) − Yn(t, ω)|dt+ 2

∫

Q

|Yn(t, ω)|dt

≤ 4ε.

On peut revenir maintenant à l’ensemble

Kε,δ =

{
x(t) ∈ L1([0, 1]d) : sup

|τ |<δ

∫

[0,1]d
|x(t+ τ) − x(t)|dt < 4ε

}
.

Si ω ∈ Ωn, n > N et |τ | < δ,
∫

[0,1]d
|Yn(t+ τ, ω) − Yn(t, ω)|dt < 4ε,
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donc pour n ≥ N ,
µn(Kε,δ) ≥ P (Ωn) > 1 − (4 + 2A)ε. (3.4.20)

Pour tout n fixé, n < N , on peut appliquer la même idée que dans le lemme 15. Pour
tout ε > 0, il existe B1,n, . . . , Bk,n mutuellement disjoints tels que ∪k

i=1Bi,n = [0, 1]d et

k∑

i=1

∫

Bi,n

E|Yn(t) − Ŷi,n|dt < ε2, (3.4.21)

où Ŷi,n = Ŷn(t) pour t ∈ Bi,n. On considère alors Qn = [0, 1]d − ∪k
i=1B

(−δn)
i,n . On peut

choisir δn tel que λd(Qn) < ε2 et alors

∫

[0,1]d
E|Yn(t+ τ) − Yn(t)|dt =

k∑

i=1

∫

B
(−δn)
i,n

E|Yn(t+ τ) − Yn(t)|dt+

∫

Q

E|Yn(t+ τ) − Yn(t)|dt.

Le second terme est majoré par 2ε2A ; on décompose le premier de la façon suivante :

k∑

i=1

∫

B
(−δn)
i,n

E|Yn(t+ τ) − Yn(t)|dt

≤
k∑

i=1

∫

B
(−δn)
i,n

E|Yn(t+ τ) − Ŷn(t+ τ)|dt+
k∑

i=1

∫

B
(−δn)
i,n

E|Ŷn(t+ τ) − Ŷn(t)|dt

+
k∑

i=1

∫

B
(−δn)
i,n

E|Ŷn(t) − Yn(t)|dt.

Si |τ | < δn, le premier et le dernier terme sont majorés par ε2 d’après (3.4.21) et le terme
du milieu est nul. Ainsi, ∀n < N , d’après l’inégalité de Markov, µn(Kε,δn

) > 1 − cε, où
c est une constante strictement positive qui pourra varier de ligne à ligne dans la suite.

Il suffit à présent de choisir pour chaque ε > 0, δo = max{(δn)n<N , δ} et la propriété
(3.4.20) est vraie pour tout n, i.e :

∀ε > 0, ∃δ sup
n

µn(Kε,δ) > 1 − cε. (3.4.22)

Soit maintenant εo > 0 et Kεo
= ∩k≥1K εo

k2 ,δ où δ est choisi tel que la minoration dans

(3.4.22) soit vraie. On a, en posant K le complémentaire de K dans L1([0, 1]d),

µn

(
Kεo

)
= µn

(
∪

k≥1
K εo

k2 ,δ

)
≤
∑

k≥1

µn

(
K εo

k2 ,δ

)
≤
∑

k≥1

c
εo

k2
= c′εo,

où c′ est une constante strictement positive.
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Posons enfin, pour εo > 0 fixé,

K ′
εo

= Kεo
∩
{
||x||1 <

A

εo

}
.

Nous noterons par la suite B = {||x||1 < A
εo
}. L’ensemble K ′

εo
remplit de façon évidente

la première condition du lemme 14, i.e.
∑

x∈K′
εo

||x||1 <∞.

Pour la seconde condition : soit η > 0, il existe k1 ≥ 1 tel que η > 4 εo

k2
1
, on a alors

∀x ∈ K ′
εo
⊂ K εo

k2
1

,δ1 , |τ | ≤ δ1 ⇒
∫

[0,1]d
|x(t+ τ) − x(t)|dt < 4

εo

k2
1

< η.

Les deux conditions du lemme 14 sont satisfaites et donc K ′
εo

est un ensemble compact
de L1([0, 1]d). Quelque soit n > 0,

µn(K ′
εo

) = µn(Kεo
) − µn(Kεo

∩B),

or

µn(Kεo
∩B) ≤ µn(B) = P

(∫

[0,1]d
|Yn(t)|dt ≥ A

εo

)
≤
E
∫

[0,1]d
|Yn(t)|dt
A

εo ≤ εo,

donc, quelque soit n > 0, µn(K ′
εo

) ≥ 1 − (c′ + 1)εo.
Quelque soit εo > 0, il existe donc un ensemble compact K = K ′

εo/(c′−1) inclus dans
L1([0, 1]d) tel que supn µn(L1([0, 1])\K) < εo. L’application du théorème de Prohorov
permet de conclure la démonstration du lemme 13.

3.5 Annexe : propriétés des approximations de l’unité

Dans cette partie, nous résumons quelques propriétés des approximations de l’unité
dont nous avons besoin pour nos démonstrations. Certaines sont connues ou évidentes,
d’autres sont particulières à l’utilisation que nous en avons et n’ont pas été trouvées dans
la littérature. Il s’agit notamment des propriétés du produit tensoriel et du produit de
convolution d’approximations de l’unité. Ces propriétés dépendent de la nature des ap-
proximations de l’unité que l’on considère. Nous en distinguons deux classes : la première
concerne les approximations de l’unité en un sens faible (c’est le sens courant d’une ap-
proximation de l’unité), l’autre en un sens fort. Nous appliquons ces résultats au noyau
de Fejer qui est une approximation de l’unité au sens fort ; nous en résumons finalement
les propriétés spécifiques, transversales aux démonstrations des parties précédentes. En
vue de cette utilisation finale, nous focalisons notre étude sur des approximations de
l’unité définies sur [−π, π]d.
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Définition 6. Nous dirons qu’une fonction Kn : [−π, π]d → R est une approximation
de l’unité au sens faible si ∀n, Kn ≥ 0,

∫
[−π,π]d

Kn(x)dx = 1 et si

∀δ > 0, lim
n→∞

∫

|x|>δ

Kn(x)dx = 0. (3.5.1)

Nous dirons qu’une fonction Kn : [−π, π]d → R est une approximation de l’unité au sens
fort si ∀n, Kn ≥ 0,

∫
[−π,π]d

Kn(x)dx = 1 et si

∀δ > 0, lim
n→∞

sup
|x|>δ

Kn(x) = 0. (3.5.2)

Une approximation de l’unité au sens fort l’est aussi clairement au sens faible. Ces
fonctions sont principalement utilisées pour la propriété bien connue suivante, applicable
à une plus large classe de fonctions dans le cas des approximations de l’unité au sens
fort.

Théorème 13. Soit Kn une approximation de l’unité au sens faible de [−π, π]d, alors
pour toute fonction g ∈ L1([−π, π]d), bornée et continue en 0,

lim
n→∞

∫

[−π,π]d
g(x)Kn(x)dx = g(0) (3.5.3)

Soit Kn une approximation de l’unité au sens fort de [−π, π]d, alors pour toute fonction
g ∈ L1([−π, π]d) continue en 0,

lim
n→∞

∫

[−π,π]d
g(x)Kn(x)dx = g(0) (3.5.4)

Démonstration. Dans le cas d’une approximation de l’unité au sens faible, (3.5.3) pro-
vient de la décomposition suivante, sachant que pour tout ε > 0, la continuité de g en 0
assure l’existence d’un δ > 0 tel que |x| ≤ δ ⇒ |g(x) − g(0)| < ε :

∣∣∣∣
∫

[−π,π]d
g(x)Kn(x)dx− g(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

[−π,π]d
(g(x) − g(0))Kn(x)dx

∣∣∣∣

≤
∫

|x|≤δ

|g(x) − g(0)|Kn(x)dx+

∫

|x|>δ

|g(x) − g(0)|Kn(x)dx

≤ ε+ 2 sup
x∈Rd

{|g(x)|}
∫

|x|>δ

Kn(x)dx,

la première majoration étant due à la continuité de g en 0 et la seconde au fait que g est
borné. En utilisant enfin la propriété (3.5.1) d’une approximation au sens faible, nous
obtenons la convergence vers 0 voulue.

Dans le cas d’une approximation de l’unité au sens fort, g n’est pas nécessairement
borné : ∣∣∣∣

∫

[−π,π]d
g(x)Kn(x)dx− g(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

|x|≤δ

(g(x) − g(0))Kn(x)dx+

∫

|x|>δ

g(x)Kn(x)dx− g(0)

∫

|x|>δ

Kn(x)dx

∣∣∣∣ ,
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d’où
∣∣∣∣
∫

Rd

g(x)Kn(x)dx− g(0)

∣∣∣∣

≤
∫

|x|≤δ

|g(x) − g(0)|Kn(x)dx+ ||g||L1 sup
|x|>δ

{Kn(x)} + |g(0)|
∫

|x|>δ

Kn(x)dx.

En choisissant δ correctement, le premier terme est aussi petit que l’on veut par conti-
nuité de g à l’origine. Le second terme tend vers 0 lorsque n → ∞ par la propriété
(3.5.2) d’une approximation de l’unité au sens fort et le dernier terme également par la
propriété (3.5.1) vérifiée par une approximation de l’unité au sens faible, à plus forte
raison par une approximation de l’unité au sens fort.

La propriété d’approximation de l’unité se conserve de la manière suivante pour le
produit de convolution et le produit tensoriel :

Proposition 5. Soit K
(1)
n , . . . , K

(d)
n des approximations de l’unité de [−π, π] dans R.

Si les K
(i)
n sont des approximations de l’unité au sens faible, alors

1. K
(1)
n ∗· · ·∗K(d)

n (t) est encore une approximation de l’unité au sens faible de [−π, π].

2. Pn(x1, . . . , xd) =
∏d

i=1K
(i)
n (xi) est une approximation de l’unité au sens faible de

[−π, π]d.

Si les K
(i)
n sont des approximations de l’unité au sens fort, alors

1. K
(1)
n ∗ · · · ∗K(d)

n (t) est encore une approximation de l’unité au sens fort de [−π, π].

2. Pn(x1, . . . , xd) =
∏d

i=1K
(i)
n (xi) n’est plus une approximation de l’unité au sens fort

de [−π, π]d, mais uniquement au sens faible.

Démonstration. Nous montrons ces propriétés pour d = 2, les résultats se généralisant
facilement par récurrence à d quelconque.

Soit pour commencer K(1)
n et K(2)

n deux approximations de l’unité au sens faible de
[−π, π]. Ces deux approximations de l’unité peuvent être considérées comme des densités
de probabilité sur [−π, π]. Soient donc (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires ayant
pour densité K(1)

n et (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires ayant pour densité K(2)
n .

La condition (3.5.1) sur K(1)
n et K(2)

n signifie :

Xn
P−→

n→∞
0 et Yn

P−→
n→∞

0,

les convergences ayant lieu en probabilité. La suite (Xn+Yn)n∈N est de densité K(1)
n ∗K(2)

n

et converge elle aussi en probabilité vers 0. Le produit de convolution de K(1)
n et K(2)

n

vérifie donc la propriété (3.5.1), est positif et d’intégrale 1 quel que soit n ∈ N : c’est
donc une approximation de l’unité au sens faible.

Considérons à présent le produit Pn(x, y) = K
(1)
n (x)K

(2)
n (y). La fonction Pn est po-

sitive et de somme 1 dans [−π, π]2 de façon évidente. Regardons la propriété (3.5.1),
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nous supposons sans perte de généralité que la norme est la norme infini : ||(x, y)|| =
max(x, y), on obtient ainsi :

∫

||(x,y)||>δ

K(1)
n (x)K(2)

n (y)dxdy ≤
∫

|x|>δ

K(1)
n (x)dx+

∫

|y|>δ

K(2)
n (y)dy,

car les K(i)
n sont positifs et de somme 1. La propriété (3.5.1) s’en déduit directement et

Pn est une approximation de l’unité au sens faible de [−π, π]2.
Soit maintenant K(1)

n et K(2)
n deux approximations de l’unité au sens fort de [−π, π].

Considérons leur produit de convolution Kn(t) = K
(1)
n ∗K(2)

n (t), il est positif et de somme
1 dans [−π, π] de façon évidente. Montrons qu’il vérifie la propriété (3.5.2). Soit δ > 0,
soit 0 < γ < δ,

sup
|t|>δ

Kn(t) = sup
|t|>δ

(∫

|x|>γ

K(1)
n (t− x)K(2)

n (x)dx+

∫

|x|≤γ

K(1)
n (t− x)K(2)

n (x)dx

)
.

Soit ε > 0, à partir d’un certain rang on a sup|x|>γ K
(2)
n (x) < ε. D’autre part, si |t| > δ et

|x| ≤ γ, alors |t− x| > δ− γ > 0 et donc, uniformément sur ce domaine, K(1)
n (t− x) < ε

à partir d’un certain rang. D’où quel que soit ε > 0, à partir d’un certain rang,

sup
|t|>δ

Kn(t) ≤ ε sup
|t|>δ

∫

|x|>γ

K(1)
n (t− x)dx+ ε sup

|t|>δ

∫

|x|≤γ

K(2)
n (x)dx ≤ 2ε,

car les K(i)
n sont de somme 1. La propriété (3.5.2) est donc vérifiée pour Kn et c’est une

approximation de l’unité au sens fort.
Enfin, le produit tensoriel de deux approximations de l’unité au sens fort n’est pas

nécessairement une approximation de l’unité au sens fort. Pour s’en convaincre, il suffit
de considérer le noyau de Fejer Fn défini en (3.5.5) ci-dessous. C’est une approximation
de l’unité au sens fort, mais on a Fn(0)Fn(π) = 0 si n est pair et Fn(0)Fn(π) = 1

4π2

si n est impair. La propriété (3.5.2) n’est donc pas vérifiée pour le produit tensoriel
(x, y) 7→ Fn(x)Fn(y).

Nous nous focalisons maintenant plus particulièrement sur le noyau de Fejer, défini
sur [−π, π] par

Fn(x) = 1
2πn

sin2(nx/2)

sin2(x/2))
si x 6= 0

= n
2π

si x = 0.
(3.5.5)

Nous résumons certaines de ses propriétés dont nous avons constamment besoin dans
les autres parties.

Proposition 6. Soit Fn le noyau de Fejer défini sur [−π, π].

1. Fn est une approximation de l’unité au sens fort de [−π, π] dans R

2. ∀δ > 0 sup|x|>δ Fn(x) ≤ π
2nδ2

3. ∀δ > 0
∫
|x|>δ

Fn(x)dx ≥ 1
2πn

(
π − δ + sin(nδ)

n

)
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4. ∀g ∈ L1([−π, π]),
∫ π

−π
g(x)Fn(x)dx = o(n) lorsque n→ ∞

5. Soit α > −1, alors
∫ π

−π
|x|αFn(x)dx ∼ κn−α lorsque n→ ∞, où κ est une constante

strictement positive.

Démonstration. Soit δ > 0 et δ < |x| ≤ π, par concavité de la fonction x 7→ sin x sur
[0, π/2],

Fn(x) ≤ 1

2πn

1

sin2(δ/2)
≤ π

2nδ2
,

ce qui montre le point 2.
On sait par ailleurs que Fn est positif et de somme 1 sur [−π, π]. La propriété (3.5.2)

est impliquée par l’inégalité précédente donc Fn est un noyau au sens fort.
Pour δ > 0,

∫

δ<|x|≤π

Fn(x)dx ≥ 2

2πn

∫ π

δ

sin2(nx/2)dx

≥ 1

2πn

∫ π

δ

(1 − cos(nx))dx =
1

2πn

(
π − δ +

sin(nδ)

n

)
,

ce qui montre le point 3.
Enfin, quel que soit x ∈ [−π, π],

g(x)Fn(x)

n
≤ g(x)

2π
,

qui est dans L1([−π, π]). Par ailleurs x 7→ g(x)Fn(x)
n

converge presque surement vers 0
lorsque n→ ∞, donc d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue,

lim
n→∞

∫

[−π,π]

g(x)Fn(x)

n
dx = 0,

ce qui montre le point 4.
Le point 5 est montré dans le lemme 9 de Viano et al. (1995).
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Chapitre 4

Convergence des sommes partielles

dans D
(
[0, 1]d

)

Que ce soit dans les résultats pré-existants ou dans ceux montrés dans le chapitre
précédent, le comportement asymptotique des sommes partielles de champs aléatoires à
longue mémoire a été étudié au travers de la convergence des lois fini-dimensionnelles.
Il est intéressant, en vue d’applications, d’étendre cette convergence à une convergence
fonctionnelle sur D

(
[0, 1]d

)
. Nous présentons à cette fin un critère d’équitension des

champs aléatoires dû à Bickel et Wichura (1971) que nous adaptons au cas des sommes
partielles dans le corollaire 2 ci-dessous.

Nous appliquerons ce critère d’équitension à différents cas de longue mémoire isotrope
et non-isotrope dans les sections 4.2 et 4.3.

La section 4.4 résume les situations de forte dépendance où la convergence de Sn

dans D
(
[0, 1]d

)
est établie, en s’appuyant d’une part sur la convergence en loi fini-

dimensionnelle montrée notamment dans le chapitre précédent et d’autre part sur l’équi-
tension étudiée ici.

4.1 Critère d’équitension pour les sommes partielles

Soit C = [s1, t1[× · · ·× [sd, td[ un sous ensemble de [0, 1]d et soit Sn un processus dans
D
(
[0, 1]d

)
. On note Sn(C) la quantité

Sn(C) =
∑

ε1...εd=0,1

(−1)d+
Pd

i=1 εiS (s1 + ε1(t1 − s1), . . . , sd + εd(td − sd)) . (4.1.1)

Les théorèmes 2 et 3 de Bickel et Wichura (1971) nous donnent le critère d’équitension
suivant.

Théorème 14 (Bickel et Wichura (1971)). Soit Sn(t), t ∈ [0, 1]d, un processus de
D
(
[0, 1]d

)
dont les lois fini-dimensionnelles convergent en loi vers celle d’un processus

Y (t).
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On suppose que Y (t) est continu en t = 1 et que Sn(0) = 0.
S’il existe β > 1, γ > 1 et une mesure finie positive µ sur [0, 1]d tels que, pour tous

C = [s1, t1[× · · · × [sd, td[ et C ′ = [s′1, t
′
1[× · · · × [s′d, t

′
d[,

∀n E (|Sn(C)|γ1|Sn(C ′)|γ2) ≤ (µ(C))β1 (µ(C ′))
β2 , (4.1.2)

avec β1 + β2 = β, γ1 + γ2 = γ, où Sn(C) et Sn(C ′) sont définis par (4.1.1), alors

Sn

D([0,1]d)−→ Y.

Le corollaire suivant, dont les conditions sont plus pratiques à vérifier, concerne le cas
particulier où Sn est le processus des sommes partielles d’un champ aléatoire stationnaire.

Corollaire 2. On considère un champ aléatoire stationnaire (Xk)k∈Zd et ses sommes
partielles

Sn(t) = d−1
n

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd
, t ∈ [0, 1]d. (4.1.3)

Si Sn converge au sens des lois fini-dimensionnelles vers Y et s’il existe c > 0 et
β > 1 tel que pour tous p1, . . . , pd appartenant à {1, . . . , n}

lim sup
n→∞

(
d∏

i=1

pi

n

)−β

E

(
d−1

n

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

≤ c, (4.1.4)

alors

Sn

D([0,1]d)−→ Y.

De plus le champ Y admet une version à trajectoires continues.

Démonstration. Bickel et Wichura (1971) montrent en remarque de leur théorème 3 qu’il
suffit de vérifier la condition (4.1.2) pour des ensembles du type Cn = [i1/n, j1/n[×. . .
×[id/n, jd/n[ (il, jl = 0 . . . n, l = 1, . . . , d). Cette condition, en employant les mêmes
notations, se lit alors

lim sup
n→∞

(µ(Cn))−β1 (µ(C ′
n))

−β2 E (|Sn(C)|γ1|Sn(C ′)|γ2) ≤ 1. (4.1.5)

Dans le cas d = 2, d’après (4.1.1) on a

Sn

([
i1
n
,
j1
n

[
×
[
i2
n
,
j2
n

[)

= Sn

(
i1
n
,
i2
n

)
− Sn

(
j1
n
,
i2
n

)
− Sn

(
i1
n
,
j2
n

)
+ Sn

(
j1
n
,
j2
n

)

= d−1
n

(
i1∑

k1=0

i2∑

k2=0

Xk1,k2 −
j1∑

k1=0

i2∑

k2=0

Xk1,k2 −
i1∑

k1=0

j2∑

k2=0

Xk1,k2 +

j1∑

k1=0

j2∑

k2=0

Xk1,k2

)

= d−1
n

j1∑

k1=i1

j2∑

k2=i2

Xk1,k2 .
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On obtient par récurrence le même résultat quelque soit d :

Sn(Cn) = d−1
n

j1∑

k1=i1

. . .

jd∑

kd=id

Xk1,...,kd
.

Si C ′
n = [i′1/n, j

′
1/n[× · · · × [i′d/n, j

′
d/n[, en utilisant l’inégalité de Schwartz et la station-

narité de X, on obtient

[
E (|Sn(Cn)||Sn(C ′

n)|)
]2

≤ E

(
1

dn

j1∑

k1=i1

. . .

jd∑

kd=id

Xk1,...,kd

)2

E


 1

dn

j′1∑

k1=i′1

. . .

j′d∑

kd=i′
d

Xk1,...,kd




2

≤ E

(
1

dn

j1−i1∑

k1=0

. . .

jd−id∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

E


 1

dn

j′1−i′1∑

k1=0

. . .

j′d−i′d∑

kd=0

Xk1,...,kd




2

.

Ainsi, si (4.1.4) est vraie alors la condition (4.1.5) est remplie avec γ1 = γ2 = 1,
2β1 = 2β2 = β et µ la mesure de Lebesgue sur [0, 1]d (à un facteur multiplicatif près).

La continuité du champ aléatoire limite Y se montre exactement comme celle de
B dans le lemme 11 prouvé en section 3.4.1, où le rôle de Sξ

n est joué par Sn et où la
normalisation nd/2 est remplacée par dn, de telle sorte qu’en utilisant l’hypothèse (4.1.4)
on aboutit à

E (Sn(s) − Sn(t))2 ≤

c

d−1∑

l=0

∑

Cl
d

∏

j∈Cl
d

(tj ∧ sj + n−1)β



∏

j∈Cl
d

(
sj − tj ∧ sj + n−1

)β
+
∏

j∈Cl
d

(
tj − tj ∧ sj + n−1

)β



dont le majorant converge bien vers 0 lorsque n→ ∞ et s→ t.
En remarquant enfin que Sn(0) = 0, toutes les conditions du théorème 14 sont

remplies et la convergence annoncée dans le corollaire s’en déduit.

4.2 Équitension en longue mémoire isotrope

Nous montrons l’équitension des sommes partielles dans la situation standard de
longue mémoire isotrope : lorsque le champ est une fonctionnelle de champs gaussiens,
hypothèse de travail de Dobrushin et Major (1979).

Proposition 7. Soit (Xn)n∈Zd un champ aléatoire gaussien stationnaire centré. Soit H
une fonction mesurable telle que

∫ ∞

0

H(x)e−
x2

2 dx = 0 et

∫ ∞

0

H2(x)e−
x2

2 dx <∞.
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Notons m son rang de Hermite.

On suppose que (Xn) admet comme fonction de covariance

r(k) = |k|−αL(|k|)b
(
k

|k|

)
, (4.2.1)

avec r(0) = 1, où 0 < mα < d et où L est une fonction à variation lente à l’infini et
b une fonction continue sur la sphère unité de R

d.

Alors le processus des sommes partielles de H(Xn),

1

nd−mα/2(L(n))m/2

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

H(Xk1,...,kd
),

est équitendu dans D([0, 1]d).

Démonstration. On utilise le corollaire 2 et l’on doit évaluer, pour p1, . . . , pd appartenant
à {1, . . . , n},

E

(
1

nd−mα/2(L(n))m/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

H(Xk)

)2

. (4.2.2)

En utilisant la décomposition de H(Xk) dans la base de Hermite

H(Xk) =
∞∑

i=m

Ji

i!
Hi(Xk),

où
∑

i∈Zd

J2
i

i!
<∞, (4.2.3)

et la relation

cov(Hk(Xi), Hl(Xj)) = δk,lk!r(j − i)k,

où Hk est le polynôme de Hermite d’ordre k, on obtient

E

(
p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

H(Xk)

)2

=

p1...pd∑

k,l=0

∞∑

i=m

J2
i

i!
ri(l − k)

≤
p1...pd∑

k,l=0

rm(l − k)
∞∑

i=m

J2
i

i!

≤ c

p1...pd∑

k,l=0

rm(l − k),
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car 0 ≤ r(l − k) ≤ 1 et en utilisant (4.2.3). On a donc

E
( p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

H(Xk)
)2

≤ c

p1−1,...,pd−1∑

k=−p1+1,...,−pd+1

|k|−mαL(|k|)mbm
(
k

|k|

) d∏

j=1

(pj − |kj|)

≤ c
d∏

j=1

pj

(
1 + 2d

p1,...,pd∑

k=1

(|k|)−mαL(|k|)m

)
, (4.2.4)

la fonction b étant bornée.
Le théorème de Potter sur les fonctions à variation lente (cf Bingham et al. (1987))

affirme que si y ≤ x alors pour tout η > 0, il existe une constante c telle que

L(y) ≤ c
(y
x

)−η

L(x). (4.2.5)

Nous appliquons cette inégalité avec y = |k| = k1 + · · · + kd et x = dn en choisissant

η =
d

2m
− α

2
> 0. (4.2.6)

Nous utilisons de plus le fait que la moyenne arithmétique de quantités positives est
toujours supérieure à leur moyenne géométrique et (4.2.4) est majoré par

c

d∏

j=1

pj

(
1 +

p1,...,pd∑

k=1

d∏

j=1

k
−(α+η)m/d
j L(dn)mnmη

)

≤ c

d∏

j=1

pj

(
1 + L(dn)mnmη

d∏

j=1

p
−(α+η)m/d+1
j

)
.

Ainsi (4.2.2) est majorée par

cnmα−2dL(n)−m

(
d∏

j=1

pj + L(dn)mnmη

d∏

j=1

p
−(α+η)m/d+2
j

)

≤ c

(
L(dn)

L(n)

)m d∏

j=1

(pj

n

)β
(
n−mηL(dn)−m

d∏

j=1

p1−β
j + 1

)
, (4.2.7)

avec β = −(α + η)m/d + 2. D’après (4.2.6) et comme 0 < mα < d, on a β > 1. Ceci
montre par ailleurs que le terme entre parenthèses dans (4.2.7) reste borné. De plus L
étant une fonction à variations lentes, L(dn)/L(n) est borné. Ainsi

∀(p1, . . . , pd) ∈ {1, . . . , n}d,

E

(
1

nd−mα/2(L(n))m/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

H(Xk)

)2

≤ c

(
d∏

j=1

pj

n

)β

,

avec β > 1 et la condition (4.1.4) du corollaire 2 est vérifiée.
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4.3 Équitension en longue mémoire non-isotrope

Nous considérons dans cette partie différentes situations de longue mémoire non-
isotrope pour lesquelles nous montrons l’équitension des sommes partielles. Le champ X
considéré est supposé issu du filtrage d’un bruit ξ à travers un filtre a comme dans (3.1.2)
et les conditions de dépendance que nous considérons portent comme précédemment sur
la fonction a.

L’objectif est de montrer l’équitension de Sn dans les situations de forte dépendance
considérées lors de l’étude des lois fini-dimensionnelles du chapitre précédent : dans le
(ii) du Théorème 7 en dimension d ≤ 2 ou dans les Théorèmes 10 et 11 en dimension d
quelconque.

A défaut de pouvoir le faire en toute généralité pour des raisons techniques, nous
restreignons un peu notre étude.

En dimension d = 2, nous considérons des filtres homogènes de degré −1 < α < 0 et
nous scindons l’étude selon que −1 < α < −1/2 et −1/2 < α < 0. Dans le premier cas,
l’équitension est obtenue dès que a est équivalent en l’origine à une fonction homogène
de degré α : le filtre a n’a en fait pas besoin d’être supposé homogène sur tout [−π, π]2.
Par contre, dans le second cas, lorsque −1/2 < α < 0, nous supposons que a est un
polynome homogène à une certaine puissance : a appartient donc à une classe restreinte
de fonctions homogènes.

En dimension d quelconque, nous considérons d’une part des filtres de type pro-
duit tensoriel, chaque composante du produit étant homogène à une certaine puissance,
d’autre part des filtres singuliers sur un sous-espace linéaire de [−π, π]d comme dans le
Théorème 11.

Proposition 8 (d = 2). Soit (ξk)k∈Z2 un champ aléatoire stationnaire vérifiant H 1.
Soit (Xk)k∈Z2 le champ aléatoire défini par (3.1.2) obtenu par le filtrage de ξ à travers
a ∈ L2([−π, π]2) où a vérifie l’une des deux conditions suivantes :

(i) Pour tout (x, y) ∈ [−π, π]2,

a(x, y) = |Pk(x, y)|α/k , (4.3.1)

où −1/2 < α < 0 et où Pk est un polynome homogène de degré k à deux variables,
c’est à dire Pk(λx, λy) = |λ|kPk(x, y).

(ii) a(x) ∼ ã(x) en x = 0 où ã est une fonction homogène de degré α avec −1 <
α < −1/2.

Alors le processus des sommes partielles de X défini par (4.1.3) est tendu dans D([0, 1]2).

Proposition 9 (d quelconque). Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant
H 1. Soit (Xk)k∈Zd le champ aléatoire défini par (3.1.2) obtenu par le filtrage de ξ à
travers a ∈ L2([−π, π]d) où a vérifie l’une des deux conditions suivantes :

(i) Pour tout x = (x1, . . . , xd), a(x) =
∏d

i=1 ai(xi) où les ai sont équivalents en 0 à
une fonction homogène de degré αi, −1/2 < αi < 0.
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(ii) Pour tout x = (x1, . . . , xd),

a(x) =

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

α/2

, −1 < α < 0,

où (c1, . . . , cd) ∈ R
d.

Alors le processus des sommes partielles de X défini par (4.1.3) est tendu dans D([0, 1]d).

4.4 Convergence de Sn dans D
(
[0, 1]d

)
: bilan

Nous résumons les situations de forte dépendance pour lesquelles nous avons établi
la convergence dans D

(
[0, 1]d

)
des sommes partielles. Celle-ci provient d’une part de

la convergence des lois fini-dimensionnelles montrée dans des travaux préexistants en
longue mémoire isotrope (par exemple dans Dobrushin et Major (1979)) ou étudiée dans
le chapitre précédent, d’autre part de l’équitension des sommes partielles prouvée dans
les sections précédentes.

Nous focalisons tout d’abord le cas d ≤ 2 puis, pour d quelconque, nous donnons
deux résultats : le premier en longue mémoire isotrope dans le cadre de Dobrushin et
Major (1979), le second dans deux situations de longue mémoire non-isotrope.

Le théorème suivant se restreint à d ≤ 2. Il se déduit du Théorème 7 et de la
Proposition 8.

Théorème 15. Soit (ξk)k∈Z2 un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Z2

le champ aléatoire défini par (3.1.2) obtenu par le filtrage de ξ à travers a ∈ L2([−π, π]2).
(i) Si, pour tout (x, y) ∈ [−π, π]2,

a(x, y) = |Pk(x, y)|α/k ,

où −1/2 < α < 0 et où Pk est un polynome homogène de degré k à deux variables
(c’est à dire Pk(λx, λy) = |λ|kPk(x, y)), alors

1

n1−α

[nt1]∑

k1=0

[nt2]∑

k2=0

Xk1,k2

D([0,1]2)−→
n→∞

I

(
|Pk(x, y)|α/k

2∏

i=1

D(xi, ti)

)
,

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.
(ii) Si a(x) ∼ ã(x) en x = 0 où ã est une fonction homogène de degré α avec
−1 < α < −1/2, alors

1

n1−α

[nt1]∑

k1=0

[nt2]∑

k2=0

Xk1,k2

D([0,1]2)−→
n→∞

I

(
ã(x)

2∏

i=1

D(xi, ti)

)
,

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.
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Remarque 20. Dans le cas où ξ est un bruit blanc fort, la limite obtenue dans le théorème
précédent s’écrit comme une intégrale stochastique par rapport à la mesure spectrale d’un
bruit blanc gaussien (voir la remarque 14 du chapitre précédent).

Le Théorème 16 ci-dessous complète celui de Dobrushin et Major (1979) en étendant
la convergence fini-dimensionnelle des sommes partielles en une convergence fonctionnelle
dans D

(
[0, 1]d

)
grâce à l’équitension établie à la Proposition 7. Dans le cas particulier

où d = 1, le Théorème 16 équivaut au Théorème 5.6 de Taqqu (1979).

Théorème 16. Soit (Xn)n∈Zd un champ aléatoire gaussien stationnaire centré. Soit H
une fonction mesurable telle que

∫ ∞

0

H(x)e−
x2

2 dx = 0 et

∫ ∞

0

H2(x)e−
x2

2 dx <∞.

Notons m son rang de Hermite.
On suppose que (Xn) admet comme fonction de covariance

r(k) = |k|−αL(|k|)b
(
k

|k|

)
,

avec r(0) = 1, où 0 < mα < d et où L est une fonction à variation lente à l’infini et
b une fonction continue sur la sphère unité de R

d.
Alors

1

nd−mα/2(L(n))m/2

[nt1]∑

j1=1

. . .

[ntd]∑

jd=1

H(Xj)
D([0,1]d)−→ cmZm(t),

où Zm est le processus de Hermite de degré m défini par (1.3.4) et où cm est le coefficient
d’ordre m dans le développement de Hermite de H.

Enfin le Théorème suivant se place dans deux situations de longue mémoire non-
isotrope en dimension quelconque. Le champ X, défini par (3.1.2), est obtenu par filtrage
d’un bruit. Le premier cas concerne des filtres singuliers sur tout un sous-espace linéaire
de [−π, π]d et le résultat découle du Théorème 11 et de la Proposition 9. Le second
cas concerne des filtres de type produit tensoriel et la limite fonctionnelle des sommes
partielles est dans un cas particulier le drap Brownien fractionnaire (voir la remarque
ci-dessous) ; ce résultat se déduit du Théorème 10 et de la Proposition 9.

Théorème 17. Soit (ξk)k∈Zd un champ aléatoire stationnaire vérifiant H1. Soit (Xk)k∈Zd

le champ aléatoire défini par (3.1.2) obtenu par le filtrage de ξ à travers a.
(i) Si pour tout x ∈ [−π, π]d

a(x) =

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

α

,

où −1/2 < α < 0 et où les ci sont des constantes réelles. Alors
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– Si d ≤ 3,

1

nd/2−α

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

D([0,1]d)−→
n→∞

I

(
a(x)

d∏

i=1

D(xi, ti)

)
, (4.4.1)

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.
– Si d ≥ 4 et si − 1

d−2
< 2α < 0 alors la convergence (4.4.1) a encore lieu.

(ii) Si pour tout x = (x1, . . . , xd) ∈ [−π, π]d

a(x1, . . . , xd) =
d∏

j=1

aj(xj),

avec aj(xj) ∼ ãj(xj) en xj = 0 où ãj est homogène de degré αj ∈ ] − 1/2, 0[
garantissant aj ∈ L2([−π, π]),

1

n(d/2−
Pd

j=1 αj)

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

D([0,1]d)−→
n→∞

I

(
d∏

j=1

ãj(xj)
d∏

j=1

D(xj, tj)

)
, (4.4.2)

où I est l’application linéaire définie dans le Théorème 6.

Remarque 21. Dans le cas où ξ est un bruit blanc fort, l’application I peut s’écrire comme
une intégrale stochastique et lorsque pour tout j, ãj(x) = |x|αj avec −1/2 < αj < 0, la
limite de (4.4.2) correspond au drap brownien fractionnaire

1

n(d/2−
Pd

j=1 αj)

[nt1]∑

k1=0

. . .

[ntd]∑

kd=0

Xk1,...,kd

D([0,1]d)−→
n→∞

∫

Rd

d∏

j=1

eitjxj − 1

ixj|xj|−αj
dW0(x),

où W0 est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

4.5 Démonstrations

4.5.1 Démonstration de la Proposition 8

Preuve du (i) de la Proposition 8

D’après le corollaire 2, il suffit de montrer qu’il existe une constante strictement
positive c et β > 1 tels que

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
(p
n

q

n

)β

.

On sait que Xk1,k2 =
∫

[−π,π]2
a(λ1, λ2)e

i(k1λ1+k2λ2)dW (λ1, λ2), où W est la mesure spec-
trale de ξ. Ainsi
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E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤M
1

n2−2α

∫

[−π,π]2
a2(x, y)

sin2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy,

où M est le majorant de la densité spectrale de ξ. Par suite

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
a2(x, y)

(
1 ∧ (px)−2

) (
1 ∧ (qy)−2

)
dxdy,

(4.5.1)
où c est une constante strictement positive qui pourra varier dans la suite de ligne à
ligne.

Par hypothèse a(x, y) = |Pk(x, y)|α/k où Pk est un polynome à deux variables, homo-
gène de degré k que l’on peut écrire

Pk(x, y) = xkPk(1, y/x). (4.5.2)

Posons Qk(t) = Pk(1, t) ; Qk est un polynome réel de degré k que l’on peut factoriser de
la façon suivante

Qk(t) = R(t)
r∏

i=1

|t− ri|τi ,

où les ri sont les r racines réels de Qk d’ordres de multiplicité respectifs τi et R est un
polynome irréductible dans R qui vérifie donc |R(t)| ≥ c pour un certain c > 0.

Nous allons distinguer les cas où r = 0 (Qk n’admet aucune racine réelle), r = 1 et
r ≥ 2.

Si r = 0, a(x, y) = |x|α |Qk(y/x)|α/k où Qk n’admet aucune racine réelle. L’hypothèse
a ∈ L2([−π, π]2) impose dans ce cas α > −1/2. En partant de (4.5.1), on a donc

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|x|2α

(
1 ∧ (px)−2

) (
1 ∧ (qy)−2

)
dxdy

≤ c
(p
n

)1−2α ( q
n

)∫

R2

|u|2α
(
1 ∧ u−2

) (
1 ∧ v−2

)
dudv,

en ayant posé u = px et v = qy. La dernière intégrale est finie et l’on a donc

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
(p
n

)1−2α ( q
n

)
, (4.5.3)

où c est une constante strictement positive ne dépendant pas de p et q.
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Si r = 1, en définissant γ1 = α(1 − τ1/k),

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|x|2α

∣∣∣y
x
− r1

∣∣∣
2ατ1/k (

1 ∧ (px)−2
) (

1 ∧ (qy)−2
)
dxdy

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|x|2γ1 |y − r1x|2ατ1/k (1 ∧ (px)−2

) (
1 ∧ (qy)−2

)
dxdy

≤ c
1

n2−2α
(pq)1−α

∫

R2

|u|2γ1 |v − r1u|2ατ1/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv, (4.5.4)

en ayant posé u = x
√
pq et v = y

√
pq. Nous scindons l’intégrale précédente en deux

selon les domaines A1 = {|v − r1u| > 1} et A2 = {|v − r1u| ≤ 1}.
∫

A1

|u|2γ1 |v − r1u|2ατ1/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤
∫

A1

|u|2γ1

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv,

car α < 0. En posant à présent s = u
√
p/q et t = v

√
q/p, on obtient

∫

A1

|u|2γ1 |v − r1u|2ατ1/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤
(
q

p

)γ1
∫

R2

|s|2γ1
(
1 ∧ s−2

) (
1 ∧ t−2

)
dsdt. (4.5.5)

La dernière intégrale est finie car 2γ1 > 2α > −1.
Par ailleurs en effectuant le changement de variables s = u

√
p/q et t = v − r1u

∫

A2

|u|2γ1 |v − r1u|2ατ1/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤
(
q

p

)γ1+ 1
2
∫

R

|s|2γ1 1 ∧ s−2ds

∫

|t|≤1

t2ατ1/kdt, (4.5.6)

où toutes les intégrales sont finies.
Finalement, lorsque r = 1, par (4.5.4), (4.5.5) et (4.5.6),

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c

[(p
n

)1−α−γ1
( q
n

)1−α+γ1

∨
(p
n

)1/2−α−γ1
(p
n

)3/2−α+γ1
]
,

où c est une constante strictement positive ne dépendant pas de p et q.



100 Convergence des sommes partielles dans D
(
[0, 1]d

)

Enfin, si r ≥ 2, en posant γ = α(1 −∑r
i=1 τi/k),

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|x|2α

r∏

i=1

∣∣∣y
x
− ri

∣∣∣
2ατi/k (

1 ∧ (px)−2
) (

1 ∧ (qy)−2
)
dxdy

≤ c
p2q2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|x|2γ

r∏

i=1

|y − rix|2ατi/k (1 ∧ (px)−2
) (

1 ∧ (qy)−2
)
dxdy

≤ c
1

n2−2α
(pq)1−α

∫

R2

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv, (4.5.7)

en ayant posé u = x
√
pq et v = y

√
pq. Nous scindons à présent la dernière intégrale

selon les domaines A = ∩r
i=1{|v − riu| > 1} et B = ∪r

i=1{|v − riu| ≤ 1}.
∫

A

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤ c

∫

R2

|u|2γ

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤ c

(
q

p

)γ ∫

R2

|s|2γ
(
1 ∧ s−2

) (
1 ∧ t−2

)
dsdt, (4.5.8)

en posant s = u
√
p/q et t = v

√
q/p.

Par ailleurs, sur B, soit il existe un unique indice i = i0 tel que |v − ri0u| ≤ 1 et
pour tout j 6= i0, |v − rju| > 1, notons alors Bi0 cet ensemble et C1 = ∪i0=1Bi0 , soit il
existe au moins deux indices i0 et j0 6= i0 tels que |v− ri0u| ≤ 1 et |v− rj0u| ≤ 1, notons
l’union de ces ensembles C2.

∫

C1

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤ c
r∑

i0=1

∫

Bi0

|u|2γ |v − ri0u|2ατi0
/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv.

On effectue le changement de variables s = u
√
p/q et t = v − ri0u et

∫

C1

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤ c
r∑

i0=1

(
q

p

)γ+1/2 ∫

R

|s|2γ 1 ∧ s−2ds

∫

|t|<1

|t|2ατi0
/kdt

≤ c

(
q

p

)γ+1/2

. (4.5.9)
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Et sur C2, en nommant Ki0,j0 un ensemble compact de R
2 incluant {|v − ri0u| ≤

1} ∩ {|v − rj0u| ≤ 1}, puis K un ensemble compact contenant tous les Ki0,j0 ,

∫

C2

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k

(
1 ∧ q

pu2

) (
1 ∧ p

qv2

)
dudv

≤ c

r∑

i0=1

r∑

j0=1

∫

Ki0,j0

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k dudv

≤ c

∫

K

|u|2γ

r∏

i=1

|v − riu|2ατi/k dudv, (4.5.10)

où toutes les intégrales sont finies.
Finalement, lorsque r = 2, partant de (4.5.7) et d’après (4.5.8), (4.5.9) et (4.5.10),

on obtient

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c

n2−2α

[(
p1−α−γq1−α+γ

)
∨
(
p1/2−α−γq3/2−α+γ

)
∨
(
p1−αq1−α

)]
, (4.5.11)

où c est une constante strictement positive indépendante de p, q et n.
Le raisonnement précédent se base sur la factorisation (4.5.2). Nous pouvons de

même factoriser le polynome Pk par y ce qui conduit à l’étude du polynome réel Q′
k(t) =

Pk(t, 1). Soit r′ le nombre de racines réelles de Q′
k, selon que r′ = 0, r′ = 1 ou r′ ≥ 2,

nous obtenons respectivement les inégalités (4.5.3), (4.5.7) et (4.5.11) où les rôles de p
et q sont inversés et où γ est remplacé par γ′ = α(1−∑r′

i=1 τ
′
i/k) en notant τ ′i les ordres

de multiplicités des racines réelles de Q′
k.

Pour conclure, il suffit de considérer les différents cas selon les valeurs possibles de
r et r′. Traitons le cas r ≥ 2 et r′ ≥ 2, les autres situations se démontrent de la même
manière. Si r ≥ 2 et r′ ≥ 2, l’inégalité (4.5.11) est vérifiée à la fois telle quelle et en
inversant les rôles de p et q de telle sorte que

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c

n2−2α

([ (
p1−α−γq1−α+γ

)
∨
(
p1/2−α−γq3/2−α+γ

)
∨
(
p1−αq1−α

) ]

∧
[(
q1−α−γ′

p1−α+γ′
)
∨
(
q1/2−α−γ′

p3/2−α+γ′
)
∨
(
q1−αp1−α

)]
)
.

Supposons p < q, alors il est aisé de montrer que
(
p1−α−γq1−α+γ

)
∨
(
p1/2−α−γq3/2−α+γ

)
∨
(
p1−αq1−α

)
= p1/2−α−γq3/2−α+γ.
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De même, si p < q,
(
q1−α−γ′

p1−α+γ′
)
∨
(
q1/2−α−γ′

p3/2−α+γ′
)
∨
(
q1−αp1−α

)
= q1−α−γ′

p1−α+γ′

.

De plus,
p1/2−α−γq3/2−α+γ ∧ q1−α−γ′

p1−α+γ′ ≤ q1−α−γ′

p1−α+γ′

.

On montre enfin facilement que lorsque p < q

( q
n

)1−α−γ′ (p
n

)1−α+γ′

≤
(p
n

q

n

)β

.

où β est choisi tel que 1 < β < 1−α+γ′ ce qui est possible car γ′ = α(1−∑r′

i=1 τ
′
i/k) > α.

Lorsque p > q, on procède de la même manière et on obtient ainsi le résultat recherché

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c
(p
n

q

n

)β

, (4.5.12)

où β est choisi tel que 1 < β < (1 − α+ γ) ∧ (1 − α+ γ′).

Preuve du (ii) de la Proposition 8

D’après le corollaire 2, il suffit de montrer qu’il existe une constante strictement
positive c et β > 1 tels que

lim sup
n→∞

1
(

p
n

q
n

)βE
(

1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c.

On sait que Xk1,k2 =
∫

[−π,π]2
a(λ1, λ2)e

i(k1λ1+k2λ2)dW (λ1, λ2), où W est la mesure spec-
trale de ξ. Ainsi

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤M
1

n2−2α

∫

[−π,π]2
|a|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy,

où M est le majorant de la densité spectrale de ξ. On utilise à présent le lemme suivant

Lemme 16. Soit a ∈ L2([−π, π]2) tel que a(x) ∼ ã(x) en x = 0 avec ã une fonction
homogène de degré α < −1/2 telle que

n2α−2

∫

[−π,π]2
|ã|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy ≤ c

(p
n

q

n

)β

. (4.5.13)

Alors

n2α−2

∫

[−π,π]2
|a|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy = O

((p
n

q

n

)β
)
,

lorsque n→ ∞.
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Sa démonstration est donnée à la suite de celle-ci. D’après le lemme 16, il suffit de
montrer que

n2α−2

∫

[−π,π]2
|ã|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy ≤ c

(p
n

q

n

)β

. (4.5.14)

Après le changement de variables u = px et v = py et en utilisant l’homogénéité de
ã, on obtient

n2α−2

∫

[−π,π]2
|ã|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

≤ cn2α−2p−2αq2

∫

R2

|ã|2(u, v)
(
1 ∧ u−2

) (
1 ∧ p2

q2v2

)
dudv

≤ cn2α−2p−2αq2

(
1 ∨ p2

q2

)∫

R2

|ã|2(u, v)
(
1 ∧ u−2

) (
1 ∧ v−2

)
dudv,

où c est une constante strictement positive indépendante de p, q et n qui peut varier
de ligne à ligne. La dernière intégrale est finie (cf lemme 8 du chapitre précédent) et,
puisque l’on peut mener exactement les mêmes majorations en inversant les rôles joués
par p et q, on obtient

n2α−2

∫

[−π,π]2
|ã|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

≤ c

[
p−2αq2

(
1 ∨ p2

q2

)]
∧
[
q−2αp2

(
1 ∨ q2

p2

)]
.

Il est aisé de montrer que ce majorant est inférieur à c
(

p
n

q
n

)β
avec β = 1/2 − α > 1 ce

qui achève la démonstration.

Preuve du lemme 16

Soit δ > 0 tel que si ||(x, y)|| < δ, où ||.|| désigne la norme uniforme, alors |a2(x,y)
ã2(x,y)

| < 2.
On utilise la décomposition suivante

E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤M
1

n2−2α

∫

[−π,π]2
|a|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

≤M
1

n2−2α

[∫

||(x,y)||<δ

|a|2(x, y)
|ã|2(x, y) |ã|

2(x, y)
sin2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy (4.5.15)

+

∫

||(x,y)||>δ

|a|2(x, y)sin
2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

]
.
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Par hypothèse il existe c > 0 et β > 1 tels que la première intégrale dans (4.5.15) est
majorée par

2

n2−2α

∫

[−π,π]2
|ã|2(x, y)sin

2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy ≤ c

(p
n

q

n

)β

. (4.5.16)

Il reste donc à traiter la seconde intégrale dans (4.5.15). Nous allons montrer que si
α < −1/2,

n2α−2

∫

||(x,y)||>δ

|a|2(x, y)sin
2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy = O

((p
n

q

n

)β
)

(4.5.17)

lorsque n→ ∞.
En notant Fp le noyau de Fejer défini par (3.5.5) dans la section 3.5 du chapitre

précédent,
∫

||(x,y)||>δ

|a|2(x, y)sin
2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

≤ pq

∫

||(x,y)||>δ

|a|2(x, y)Fp(x)Fq(y)dxdy

≤ pq

∫ π

−π

Fq(y)

(∫

|x|>δ

|a|2(x, y)Fp(x)dx

)
dy

+ pq

∫ π

−π

Fq(x)

(∫

|y|>δ

|a|2(x, y)Fq(y)dy

)
dx.

Les deux dernières intégrales se traitent de la même manière. Observons la première en
utilisant la propriété du noyau de Fejer :

∀δ > 0 sup
|x|>δ

Fn(x) ≤ π

2nδ2
.

Ainsi

pq

∫ π

−π

Fq(y)

(∫

|x|>δ

|a|2(x, y)Fp(x)dx

)
dy ≤ c

pq

pδ2

∫ π

−π

Fq(y)b(y)dy,

où b(y) =
∫ π

−π
|a|2(x, y)dx.

On obtient, en notant d(x) =
∫ π

−π
|a|2(x, y)dy,

n2β

(pq)β
n2α−2

∫

||(x,y)||>δ

|a|2(x, y)sin
2(px/2)

sin2(x/2)

sin2(qy/2)

sin2(y/2)
dxdy

≤ n2β

(pq)β
n2α−2

(
q

δ2

∫ π

−π

Fq(y)b(y)dy +
p

δ2

∫ π

−π

Fp(x)d(x)dx

)

≤ cn2β+2α−1

(
un,q

pβqβ−1
+

vn,p

pβ−1qβ

)
, (4.5.18)
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où un,q = n−1
∫ π

−π
Fq(y)b(y)dy et vn,p = n−1

∫ π

−π
Fp(x)d(x)dx.

Or on sait que
∫ π

−π
Fq(y)b(y)dy = o(q) lorsque q → ∞ (voir la Proposition 6 du

chapitre précédent), ainsi un,q tend vers 0 lorsque n→ ∞ quelque soit q ≤ n ; de même
un,p tend vers 0 lorsque n→ ∞.

Pour finir on sait que l’inégalité (4.5.13) est vraie pour β > 1, elle est donc vraie
également si l’on impose 1 < β < 1/2 − α ce qui est possible dans le cas α < −1/2.
Finalement d’après (4.5.16) et (4.5.18)

n2β

(pq)β
E

(
1

n1−α

p∑

k1=0

q∑

k2=0

Xk1,k2

)2

≤ c(1 + n2β+2α−1(un,q + vn,p)). (4.5.19)

Le majorant est borné et le lemme est prouvé.

4.5.2 Démonstration de la Proposition 9

Pour la démonstration du (i), en utilisant le corollaire 2 et la représentation spectrale
de X, il faut montrer que pour tout (p1, . . . , pd) appartenant à {1, . . . , n},

d∏

i=1

[
n2αi−1

∫ π

−π

|a|2(xi)
sin2(pixi/2)

sin2(xi/2)
dxi

]
= O

(
d∏

i=1

pi

n

)β

, (4.5.20)

lorsque n→ ∞ où β > 1. Il suffit de le montrer pour chaque composante. Fixons i dans
{1, . . . , d}, comme ai(xi) ∼ ãi(xi) en xi = 0, d’après le Lemme 16 (adapté trivialement
à la dimension 1), il suffit de montrer que

n2αi−1

∫ π

−π

|ã|2(xi)
sin2(pixi/2)

sin2(xi/2)
dxi ≤ c

(pi

n

)βi

,

ce que le changement de variable xi 7→ xi/pi nous fournit directement avec βi = 1− 2αi.
Dans le cas général où a(x) =

∏d
i=1 ai(xi), (4.5.20) s’en déduit avec β = min(1−2αi, i =

1, . . . , d).
Montrons à présent le (ii) en utilisant le corollaire 2. D’après la représentation spec-

trale de X, pour tout (p1, . . . , pd) dans {1, . . . , n},

E

(
p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

≤ c

∫

[−π,π]d

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

cixi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(pjxj/2)

sin2(xj/2)
dx

≤ c
d∏

j=1

1

pj

∫
Qd

j=1[−pjπ,pjπ]

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ci
xi

pi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(xj/2)

sin2(xj/2pj)
dx

≤ p1−2α
1

d∏

j=2

pj

∫

Rd

∣∣∣∣∣c1x1 +
d∑

i=2

cip1

pi

xi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(xj/2)

(xj/2)2
dx.

(4.5.21)
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(
[0, 1]d

)

L’intégrale dans (4.5.21) est finie. On peut le vérifier en effectuant le changement de
variables u = c1x1 +

∑d
i=2

cip1

pi
xi et xi = xi pour i ≥ 2 sur le domaine {|u| < 1},

l’intégrabilité sur {|u| > 1} étant évidente.
On a donc montré

E

(
nα−d/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

≤ cn2α−dp1−2α
1

d∏

j=2

pj.

Cette inégalité reste vraie en permutant les pj entre eux, ansi

E

(
nα−d/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

≤ cn2α−d min
i=1,...,d

{
p1−2α

i

∏

j 6=i

pj

}

≤ cn2α−dp1−2α
−

∏

pj 6=p−

pj = c
(p−
n

)1−2α ∏

pj 6=p−

pj

n
,

en notant p− = min{pj}. Un passage au logarithme montre facilement que

(p−
n

)1−2α ∏

pj 6=p−

pj

n
≤
(

d∏

j=1

pj

n

)1−2α/d

.

On obtient donc finalement

∀(p1, . . . , pd) ∈ {1, . . . , n}d, E

(
nα−d/2

p1∑

k1=0

. . .

pd∑

kd=0

Xk1,...,kd

)2

≤ c

(
d∏

j=1

pj

n

)β

,

où β = 1 − 2α/d > 1. La condition (4.1.4) du corollaire 2 est donc vérifiée.



Chapitre 5

Tester la faible dépendance contre la

forte dépendance dans les champs

aléatoires

Nous présentons une procédure pour tester la faible dépendance contre la forte dé-
pendance d’un champ aléatoire (Xi)i∈Zd du second ordre et stationnaire.

En dimension d = 1, la plupart des procédures construites pour tester la faible
dépendance contre la forte dépendance se basent sur une estimation des variations des
sommes partielles de X (on trouve par ailleurs des tests d’adéquation à des familles
de modèles). Dans tous les tests développés, l’alternative consiste en des modèles de
processus à longue mémoire, typiquement des processus FARIMA. Lo (1991) a proposé
un test reposant sur la statistique R/S qui estime la taille de l’ensemble des valeurs
prises par les sommes partielles de X. Ce test, très utilisé en pratique, a été critiqué
pour sa faible puissance. Le test KPSS a été initalement développé par Kwiatoski et al.
(1992) pour tester la stationnarité (sous des hypothèses de faible dépendance) contre la
présence d’une tendance déterministe ou la présence d’une racine unité. Lee et Schmidt
(1996) ont remarqué que le test KPSS peut être adapté pour tester la courte mémoire
contre la longue mémoire ; dans ce cas, la statistique de test repose sur une estimation
du moment d’ordre deux des sommes partielles de X. Dans Giraitis et al. (2003), les
auteurs introduisent la statistique V/S basée sur une estimation de la variance des
sommes partielles de X ; le test qu’ils développent à partir de la statistique V/S pour
tester la faible dépendance contre la forte dépendance s’avère plus puissant que le test
basé sur la statistique R/S et que le test KPSS. Il est à noter que récemment, Giraitis
et al. (2002) ont proposé un test basé lui aussi sur la statistique V/S qui permet de
discrimer la stationarité de la présence de tendance déterministe ou de la présence d’une
racine unité ; leur procédure, contrairement au test KPSS, englobe sous l’hypothèse nulle
à la fois des processus stationnaires faiblement dépendants, mais aussi des processus à
longue mémoire.

Nous présentons en première partie la généralisation à la dimension d ≥ 2 de la
statistique V/S introduite par Giraitis et al. (2003) en dimension d = 1. Nous donnons
également dans cette partie les hypothèses sous lesquelles nous prouvons la consistance
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du test : l’hypothèse nulle concerne la faible dépendance et l’hypothèse alternative en-
globe des situations variées de longue mémoire.

La seconde partie présente les résultats théoriques qui valident la procédure de test.
La troisième partie est consacrée d’une part à la simulation de la loi limite recontrée
sous l’hypothèse nulle, d’autre part à la mise en oeuvre du test sur des champs simulés.

Enfin la quatrième partie contient les preuves des lemmes.

5.1 Hypothèses et statistique du test

L’hypothèse nulle du test est une hypothèse de courte mémoire. Il y a de nombreuses
manières de supposer un champ faiblement dépendant, aussi nous nous focaliserons sur
les hypothèses nécessaires pour valider le test, à savoir un contrôle des moments et
la validité du théorème central limite fonctionnel classique. Ces hypothèses que nous
noterons CM sont référencées ci-dessous. Nous montrerons par ailleurs la consistance
du test sous l’hypothèse alternative LM qui est un cadre très général de longue mémoire.

CM : Hypothèses de courte mémoire. X est un champ aléatoire stationnaire
du second ordre de fonction de covariance r tel que

CM1 ∑

j∈Zd

|r(j)| <∞ et σ2 :=
∑

j∈Zd

r(j) > 0. (5.1.1)

CM2
sup
i∈Zd

∑

(j,k)∈Z2d

|c4(i, j, k)| <∞,

où c4(i, j, k) représente les cumulants d’ordre 4 de X (la Définition 7 du chapitre
7 rappelle ce que sont les cumulants d’un champ aléatoire).

CM3
n−d/2

σ

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk
D([0,1]d)−→ B(t),

où B est le drap brownien sur [0, 1]d.

LM : Hypothèses de longue mémoire. X étant un champ aléatoire stationnaire
du second ordre, on suppose qu’il existe une suite normalisatrice dn vérifiant dn = nγL(n)
où γ > d/2 et où L est une fonction à variation lente à l’infini, telle que

d−1
n

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

Xk
D([0,1]d)−→ Y (t), (5.1.2)

où Y est un champ aléatoire non dégénéré mesurable.

Remarque 22. L’hypothèse CM1 est classique en courte mémoire, CM2 est une hy-
pothèse technique et CM3 est vérifiée dans toutes les situations de faible dépendance
étudiées jusqu’à présent (voir la partie 1.3.1).
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Remarque 23. Il n’existe aucun exemple de champ à longue mémoire en dimension d = 2
ne vérifiant pas LM. La partie 4.4 du chapitre 2 donne des conditions très générales sous
lesquelles LM est vérifiée.

Pour procéder au test, on utilise la statistique de variance renormalisée nommée
également V/S, généralisation en dimension d > 1 de celle proposée par Giraitis et al.
(2003) en dimension d = 1.

Introduisons dans un premier temps les notations. Soit, pour j = (j1, . . . , jd),

S∗
j =

j1∑

i1=1

. . .

jd∑

id=1

(
Xi1,...,id −Xn

)
,

où Xn = n−d
∑

j∈An
Xj avec An = {1, . . . , n}d. Soit q un entier dans [1, n]. On prendra

comme estimateur de σ2, défini en (5.1.1),

ŝ2
n =

∑

j∈Bq−1

ωq,j r̂(j), (5.1.3)

où Bq = {−q, . . . , q}d, où ωq,j =
∏d

i=1(1 − |ji|
q

) sont des poids assurant la positivité de
ŝ2

n (cf la remarque 24 ci-dessous) et avec

r̂(j) =
1

nd

n−|j1|∑

k1=1

. . .

n−|jd|∑

kd=1

(
Xk1,...,kd

−Xn

) (
Xk1+|j1|,...,kd+|jd| −Xn

)
.

La statistique V/S est finalement définie par

Mn = n−d
V̂ ar

(
S∗

j , j ∈ An

)

ŝ2
n

,

où V̂ ar
(
S∗

j , j ∈ An

)
= n−d

∑
j∈An

(
S∗

j − S∗
n

)2
ce qui donne en développant

Mn =
n−2d

ŝ2
n


∑

j∈An

S∗
j
2 − n−d

(∑

j∈An

S∗
j

)2

 . (5.1.4)

Remarque 24. Il est à noter que ŝ2
n = f̂q(0) où f̂q est l’estimateur de la densité spectrale

de X à l’aide des fenêtres de Bartlett (cf par exemple Brockwell et Davis (1991)) i.e.

f̂q(λ) =
1

(2π)d

∑

j∈Bq−1

ωq,j r̂(j)e
−i<j,λ>.

Soit In(ν) = n−d
∣∣∣
∑

j∈An
(Xj −Xn)e−i<j,ν>

∣∣∣
2

le périodogramme de X. En notant E =

[−π, π]d, comme r̂(j) = (2π)−d
∫

E
ei<j,λ>In(ν)dν,

f̂q(λ) =
1

(2π)d

∫

E

In(ν)
d∏

i=1

1

2πq

sin2 q(λi − νi)/2

sin2(λi − νi)/2
dν.

Donc f̂q est toujours positif et ŝ2
n également.
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5.2 Comportement asymptotique de Mn

Dans ce qui suit, l’entier q intervenant dans la définition 5.1.3 est en réalité une
fonction qn de n. Pour alléger les notations, l’indice n sera parfois omis au profit de la
notation qn = q. Les deux propositions suivantes établissent la consistance du test sous
l’hypothèse nulle CM et sous l’hypothèse alternative LM dès que la suite qn est choisie
convenablement.

Proposition 10. Sous l’hypothèse CM et en choisissant qn tel que limn→∞ qn = ∞ et
limn→∞ qn/n = 0, on a

Mn
L−→
∫

|0,1]d

(
B(t) −

(
d∏

i=1

ti

)
B(1)

)2

dt−
[∫

[0,1]d

(
B(t) −

(
d∏

i=1

ti

)
B(1)

)
dt

]2

,

(5.2.1)
où B est le drap brownien standard sur [0, 1]d.

Démonstration. On remarque que si k
n
≤ t1 <

k+1
n

, alors S∗([nt1] + 1, . . . , [ntd] + 1) =
S∗(k + 1, [nt2] + 1, . . . , [ntd] + 1). Ainsi

n−d
∑

j∈An

S∗
j =

∫

[0,1]d
S∗([nt1] + 1, . . . , [ntd] + 1)dt.

La même égalité est vraie en remplaçant S∗ par S∗2 et la représentation (5.1.4) de Mn

devient

Mn =

n−d

ŝ2
n

[∫

[0,1]d
S∗2([nt1] + 1, . . . , [ntd] + 1)dt−

(∫

[0,1]d
S∗([nt1] + 1, . . . , [ntd] + 1)dt

)2
]
.

Posons Sn(t) = Sn(t1, . . . , td) = n−d/2
∑[nt1]

k1=1 . . .
∑[ntd]

kd=1Xk1,...,kd
, alors

Mn =

1

ŝ2
n



∫

[0,1]d

(
Sn(t) −

d∏

i=1

[nti] + 1

n
Sn(1)

)2

dt−
(∫

[0,1]d
Sn(t) −

d∏

i=1

[nti] + 1

n
Sn(1)dt

)2

 .

(5.2.2)

Ainsi ŝ2
nMn s’écrit comme l’action sur la fonction Sn(.) d’une fonctionnelle continue.

La convergence vérifiée en CM3 et l’utilisation du théorème de continuité nous donne
la convergence en loi de ŝ2

n

σ2Mn vers la limite annoncée en (5.2.1). Il suffit pour conclure
d’utiliser la convergence en probabilité de ŝ2

n vers σ2 établie dans le lemme suivant

Lemme 17. Sous les hypothèses de la Proposition 10,

ŝ2
n

P−→ σ2.
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La démonstration du lemme 17 est donnée dans la partie 5.4 ; on y remarque qu’en
fait la condition CM3 est inutile pour prouver le lemme 19.

Proposition 11. Sous l’hypothèse LM et en choisissant qn tel que limn→∞ qn = ∞ et
pour tout δ > 0, limn→∞ qn/n

δ = 0, on a

Mn
P−→ ∞.

Démonstration. D’après l’écriture (5.2.2) de Mn, on peut utiliser la convergence (5.1.2)
et le théorème de continuité pour obtenir la convergence suivante :

ŝ2
n

nd

d2
n

Mn
L−→
∫

|0,1]d

(
Y (t) −

(
d∏

i=1

ti

)
Y (1)

)2

dt−
(∫

[0,1]d
Y (t) −

(
d∏

i=1

ti

)
Y (1)dt

)2

.

On utilise enfin le lemme suivant :

Lemme 18. Sous les hypothèses de la Proposition 11,

nd

d2
n

ŝ2
n

P−→ 0,

lorsque n→ ∞.

La démonstration du lemme 18 est donnée dans la partie 5.4.

La condition sur la vitesse de divergence de q imposée dans la Proposition 11 n’est
pas celle que l’on rencontre dans les travaux équivalents en dimension d = 1 (comme par
exemple dans Giraitis et al. (2003) ou dans Giraitis et al. (2002)). Dans ces articles, la
suite q est supposée vérifier les mêmes conditions de divergence sous l’hypothèse nulle
et sous l’hypothèse alternative, c’est à dire q → ∞ et q/n → 0. En pratique, la suite
q est à choisir en fonction de n et il n’est pas plus contraignant de lui imposer les
conditions de divergence présentes dans la Proposition 11 que celles présentes dans la
Proposition 10. Nous montrons néanmoins qu’en se plaçant sous l’hypothèse alternative
LM’ suivante, nous retrouvons les hypothèses sur q de la Proposition 10. Cela montre
que les hypothèses sur q imposées dans la Proposition 11 ne semblent pas témoigner
d’une spécificité due à la dimension. Nous nous focalisons pour cela sur des modèles de
champs à longue mémoire plus particuliers que dans LM :

LM’ : X est un champ aléatoire centré, admettant une densité spectrale et vérifiant
une des deux hypothèses suivantes

(i) Sa densité spectrale f est homogène de degré 2α < 0 tel que

∫

Rd

f(λ1, . . . , λd)
d∏

i=1

[
1 ∧ λ−2

i

]
dλ <∞

et LM est vérifiée avec dn = nd/2−α.
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(ii) En dimension d ≤ 2, la densité spectrale de (Xn)n∈Zd est équivalente en 0 à une
fonction homogène f̃ de degré 2α < 0 garantissant

∫
E
f̃(x)dx < ∞. On suppose

de plus LM avec dn = nd/2−α.

Remarque 25. Les hypothèses de longue mémoire LM’ sont vérifiées pour les champs
obtenus par filtrage considérés dans le chapitre 2 (voir les Théorèmes 15 et 17).

Proposition 12. Sous l’hypothèse LM’ et en choisissant q fonction de n tel que limn→∞ q =
∞ et limn→∞ q/n = 0, on a

Mn
P−→ ∞.

Démonstration. La démonstration est identique à celle de la Proposition 11. Elle repose
sur le lemme suivant.

Lemme 19. Sous l’hypothèse LM’, en choisissant q fonction de n tel que limn→∞ q = ∞
et limn→∞ q/n = 0, on a

nd

d2
n

ŝ2
n

P−→ 0,

lorsque n→ ∞.

La démonstration de ce lemme est donnée dans la partie 5.4.

5.3 Simulations en dimension d = 2

Nous simulons dans un premier temps la loi asymptotique de Mn sous l’hypothèse
nulle. D’après la Proposition 10 il s’agit de la loi de

∫

|0,1]2

(
B(t) −

(
2∏

i=1

ti

)
B(1)

)2

dt−
[∫

[0,1]2

(
B(t) −

(
2∏

i=1

ti

)
B(1)

)
dt

]2

, (5.3.1)

où B est le drap brownien standard sur [0, 1]2. L’expression (5.3.1) se réécrit après
développement

∫

|0,1]2
B(t1, t2)

2dt1dt2 − 2B(1, 1)

∫

|0,1]2
t1t2B(t1, t2)dt1dt2 −

(∫

|0,1]2
B(t1, t2)dt1dt2

)2

+
B(1, 1)

2

∫

|0,1]2
B(t1, t2)dt1dt2 +

7

144
B(1, 1)2.

Pour simuler une réalisation suivant cette loi, nous approchons chaque intégrale par une
somme de Riemann

∫

|0,1]2
B(t1, t2)dt1dt2 ≈

1

n2

n∑

k1=1

n∑

k2=1

B

(
k1

n
,
k2

n

)
,
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∫

|0,1]2
B(t1, t2)

2dt1dt2 ≈
1

n2

n∑

k1=1

n∑

k2=1

B

(
k1

n
,
k2

n

)2

,

∫

|0,1]2
t1t2B(t1, t2)dt1dt2 ≈

1

n2

n∑

k1=1

n∑

k2=1

k1

n

k2

n
B

(
k1

n
,
k2

n

)
;

et, étant donné une réalisation d’un bruit blanc gaussien (εj)j∈Z2 , une réalisation de(
B
(

k1

n
, k2

n

))
1≤k1,k2≤n

est donnée par

B

(
k1

n
,
k2

n

)
=

1

n

k1∑

j1=1

k2∑

j2=1

εj1,j2 , ∀(k1, k2) ∈ {1, . . . , n}2.

Nous avons choisi n = 7000 dans les approximations précédentes et 10 000 réalisations
de la loi (5.3.1) ont alors été tirées. L’histogramme de l’échantillon résultant est le
suivant :
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A partir de l’échantillon, nous relevons les statistiques suivantes :

m v c90% c95%

0, 0897 0, 0018 0, 1448 0, 1692

où m représente la moyenne, v la variance empirique, c90% et c95% les quantiles d’ordre
respectifs 90% et 95%.

Les simulations qui suivent ont pour objectif d’évaluer la qualité du test dans dif-
férentes situations de dépendance. Sous l’hypothèse alternative, les champs fortement
dépendants sont simulés soit par filtrage soit par agrégation conformément aux modèles
présentés dans le chapitre 2. Le temps de calcul nécéssaire à ces simulations est mal-
heureusement trop long pour considérer de gros échantillons. Nous restreignons à des
champs de taille 50×50. Nos simulations sont donc insuffisantes à une évaluation conve-
nable du test ; elles soulignent néanmoins un lien étroit entre sa puissance et la structure
de forte dépendance du champ sous l’alternative.

5.3.1 Choix de q

A n fixé, le choix de q intervenant dans la définiton de Mn est problématique. Nous
décidons de le choisir en fonction de la qualité du test sous l’hypothèse nulle. Plus
précisement, nous retenons le q pour lequel la loi de Mn sous différentes situations de
faible dépendance est la plus proche possible de la loi asymptotique (5.3.1).

Nous avons calculé Mn pour n = 50 et pour différentes valeurs de q sur 10000 champs
i.i.d gaussiens. En notant Mn la moyenne de l’échantillon résultant, ŝ2

n sa variance et
ĉ95% son quantile d’ordre 95%, nous obtenons :

q = 4 q = 6 q = 8 q = 10 q = 12 q = 14

Mn 0, 0919 0, 0923 0, 0929 0, 0939 0, 0953 0, 0970
ŝ2

n 0, 0016 0, 0015 0, 0013 0, 0011 0, 0010 0, 0009
ĉ95% 0, 1720 0, 1678 0, 1644 0, 1599 0, 1566 0, 1531

Le calcul de Mn sur 10000 réalisations d’un champ autorégressif de type produit
suivant la représentation (1 − 0.5L1)(1 − 0.3L2)Xn1,n2 = εn1,n2 donne :

q = 6 q = 8 q = 10 q = 12 q = 14

Mn 0, 1300 0, 1157 0, 1087 0, 1051 0, 1035
ŝ2

n 0, 0035 0, 0024 0, 0018 0, 0015 0, 0012
ĉ95% 0, 2464 0, 2133 0, 1922 0, 1784 0, 1697

Au vu des résultats précédents, nous choisissons de retenir q = 8 pour n = 50, ce qui
semble un compromis acceptable entre les performances relevées dans le cas d’un champ
i.i.d et dans le cas du champ autorégressif précédent.

Remarque 26. La différence notable entre les répartitions empiriques rencontrées ci-
dessus et la loi asymptotique (5.3.1) confirme l’insuffisance de la taille de nos échantillons
pour une évaluation correcte du test.
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5.3.2 Simulations sous différentes alternatives

Nous implémentons le test sur différents champs aléatoires à longue mémoire prove-
nant de modèles présentées dans le chapitre 2. Tous les champs simulés sont gaussiens
de taille 50 × 50. Le calcul de Mn se fait avec le choix q = 8.

Nous avons simulé dans un premier temps des champs à longue mémoire de type
produit semblables à ceux présentés dans l’exemple 1 de la partie 2.2.2 où nous avons
choisi ga et gb toutes deux proportionnelles à (1 − x)γ et N = 1000. L’implémentation
du test sur 1000 réalisations de ces champs conduit à l’estimation de la puissance p̂
suivante :

γ 0, 25 0, 5 0, 75
p̂ 81% 75, 4% 62, 4%

La puissance du test est bonne. Elle se dégrade comme attendu lorsque γ croît car la
forte dépendance est alors de moins en moins prononcée.

Nous avons ensuite implémenté le test sur 1000 réalisations d’un champ à longue
mémoire isotrope construit comme dans l’exemple 7 de la partie 2.1.2 avec θ = 0, e = 1
et α valant -0.48, -0.35 puis -0.2. Les résultats sont les suivants :

α −0, 48 −0, 35 −0, 2
p̂ 75% 58, 1% 32, 7%

Lorsque la forte dépendance est isotrope, la puissance du test semble moins bonne que
dans le cas d’une longue mémoire de type produit. La puissance reste cependant accep-
table lorsque la forte dépendance est prononcée (lorsque |α| est élevé) mais elle decroît
lorsque |α| décroît.

Enfin, suivant la procédure d’agrégation de l’exemple 2 de la partie 2.2.2 où nous
avons choisi k = 1, N = 1000 et g proportionnnelle à (1 − x)γ, nous avons simulé des
champs à longue mémoire non-isotrope dont la forte dépendance n’a lieu que dans une
direction. L’implémentation du test sur 1000 réalisations donne :

γ 0, 25 0, 5 0, 75
p̂ 27% 27% 24, 5%

Dans ce cas, la puissance est assez faible. Cela peut s’expliquer par la petite taille
de l’échantillon qui ne permet pas de capter la forte dépendance, présente uniquement
dans une seule direction.

5.4 Preuve des lemmes

Preuve du lemme 17

La démonstration est une adaptation de celle de Giraitis et al. (2003) au cadre des
champs.
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En notant

r̃j =
1

nd

n−|j1|∑

k1=1

. . .

n−|jd|∑

kd=1

(Xk1,...,kd
− µ)

(
Xk1+|j1|,...,kd+|jd| − µ

)

où µ est l’espérance de X, on décompose ŝ2
n de la façon suivante

ŝ2
n =

∑

j∈Bq−1

ωq,j r̃j +
∑

j∈Bq−1

ωq,j (r̂j − r̃j) := un + vn, (5.4.1)

où un représente la première somme et vn la seconde. Nous allons montrer dans un
premier temps que E(|vn|) → 0 lorsque n→ ∞ puis que un → σ2 en probabilité.

Quelques manipulations conduisent à

r̂j−r̃j =
d∏

i=1

(
1 − |ji|

n

)(
Xn − µ

)2−n−d
(
Xn − µ

) n−|j1|∑

k1=1

. . .

n−|jd|∑

kd=1

(
(Xk − µ) + (Xk+|j| − µ)

)
.

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz

E(|vn|) ≤
∑

j∈Bq−1

E |r̂j − r̃j|

≤
∑

j∈Bq−1

{
E
(
Xn − µ

)2
+ n−d

√
E
(
Xn − µ

)2
[
√√√√√E




n−|j1|∑

k1=1

. . .

n−|jd|∑

kd=1

(Xk − µ)




2

+

√√√√√E




n∑

k1=|j1|

. . .
n∑

kd=|jd|

(Xk − µ)




2]}
.

Sous l’hypothèse CM1, si ri < si pour tout i = 1 . . . d,

E

(
s1∑

i1=r1

. . .

sd∑

id=rd

(Xi − µ)

)2

=

s1∑

i1,i′1=r1

. . .

sd∑

id,i′
d
=rd

r(i− i′) ≤ c
d∏

i=1

(si − ri),

où c est une constante strictement positive. Ainsi

E(|vn|) ≤ c
∑

j∈Bq−1

(
n−d + 2n−dn−d/2

d∏

i=1

√
n− |ji|

)
≤ cqdn−d

et la convergence vers 0 du terme de droite est assurée dès que q/n tend vers 0.
Montrons maintenant que un, définie en (5.4.1), converge en probabilité vers σ2

lorsque n tend vers l’infini. On remarque tout d’abord que

E(un) =
∑

j∈Bq−1

ωq,j

(
d∏

i=1

n− |ji|
n

)
r(j) → σ2;
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il suffit pour le voir de séparer la somme en deux selon que, pour i = 1 . . . d, |ji| ≤ [
√
q]

ou |ji| > [
√
q].

D’après (5.4.1), il suffit donc, pour prouver que ŝ2
n converge en probabilité vers σ2,

de montrer que E (un − E(un))2 converge vers 0.

E (un − E(un))2 = E


 ∑

j∈Bq−1

ωq,j [r̃(j) − E (r̃(j))]




2

=
∑

j,j′∈B2
q−1

ωq,jωq,j′cov(r̃(j), r̃(j′))

≤
∑

j,j′∈B2
q−1

|cov(r̃(j), r̃(j′))|

≤ 1

n2d

∑

j,j′∈B2
q−1

∑

k,k′∈A2
n

∣∣cov
(
(Xk − µ)(Xk+|j| − µ), (Xk′ − µ)(Xk′+|j′| − µ)

)∣∣ .

Or, d’après la définition des cumulants,

cov
(
(Xk − µ)(Xk+|j| − µ), (Xk′ − µ)(Xk′+|j′| − µ)

)
=

cum(Xk, Xk+|j|, X
′
k, Xk′+|j′|)+r(k−k′)r(k′−k+ |j′|−|j|)+r(k−k′−|j′|)r(k−k′+ |j|).

D’une part, en utilisant CM2,

1

n2d

∑

j,j′∈B2
q−1

∑

k,k′∈A2
n

∣∣cum(Xk, Xk+|j|, X
′
k, Xk′+|j′|)

∣∣

≤ 1

n2d

∑

j∈Bq−1

∑

k∈An

∑

i,i′∈B2n

∣∣cum(X0, X|j|, Xi, Xi′)
∣∣

≤ 1

nd

∑

j∈Bq−1

∑

i,i′∈B2n

|c4(|j|, i, i′)|

≤ c
( q
n

)d

,

où c est une constante strictement positive.
D’autre part

1

n2d

∑

j,j′∈B2
q−1

∑

k,k′∈A2
n

|r(k − k′)r(k′ − k + |j′| − |j|) + r(k − k′ − |j′|)r(k − k′ + |j|)|

≤ 1

n2d

∑

j∈Bq−1

∑

k∈An

∑

i,i′∈B2n

2 |r(i)r(i′)|

≤ c
( q
n

)d

,

où c est une constante strictement positive.
Finalement E (un − E(un))2 converge vers 0 dès que q/n→ 0 et le lemme est montré.
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Preuve du lemme 18

On part de la même décomposition qu’en (5.4.1). On remarque que E(|vn|) < cqd de
façon trivial. D’autre part

E(un) =
∑

j∈Bq−1

r(j)
d∏

k=1

(
1 − |jk|

q

)(
1 − |jk|

n

)

=
∑

j∈Bq−1

∫

E

ei<j,λ>f(λ)dλ
d∏

k=1

(
1 − |jk|

q

)(
1 − |jk|

n

)

=

∫

E

f(λ)
d∏

k=1

q−1∑

j=−q+1

eijλk

(
1 − |j|

q

)(
1 − |j|

n

)
dλ.

Ainsi,
E(ŝ2

n) ≤ cqd,

et donc

nd

d2
n

E(ŝ2
n) ≤ cqd nd

n2γL(n)

ce qui montre le lemme 18 puisque qn−δ → 0 pour tout δ > 0.

Preuve du lemme 19

Nous devons montrer que n2αŝ2
n converge vers 0 en probabilité.

E(ŝ2
n) =

∑

j∈Bq−1

ωq,j E(r̂j)

=
∑

j∈Bq−1

r(j)
d∏

k=1

(
1 − |jk|

q

)(
1 − |jk|

n

)

=
∑

j∈Bq−1

∫

E

ei<j,λ>f(λ)dλ
d∏

k=1

(
1 − |jk|

q

)(
1 − |jk|

n

)

=

∫

E

f(λ)
d∏

k=1

q−1∑

j=−q+1

eijλk

(
1 − |j|

q

)(
1 − |j|

n

)
dλ.

Le lemme suivant donne quelques propriétés du noyau

Kn(x) =

q−1∑

j=−q+1

eijx

(
1 − |j|

q

)(
1 − |j|

n

)
, x ∈ [−π, π].
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Lemme 20. Pour tout x ∈ [−π, π],

Kn(x) = K1,n(x) +K2,n(x) (5.4.2)

où

K1,n(x) =
n− q

nq

sin2(qx/2)

sin2(x/2)
,

K2,n(x) =
1

sin4(x/2)

(
1

n
sin2(x/2) − 1

4qn
sin qx sin x

)
.

On a de plus les propriétés suivantes.

(i) supx∈[−π,π]K1,n(x) ≤ cq et sup|x|>δ K1,n(x) ≤ cq−1, où c est une constante stric-
tement postive indépendante de n.

(ii) ∀x ∈ [−qπ, qπ], K1,n(x/q) ≤ cq (1 ∧ x−2).

(iii) supx∈[−π,π]K2,n(x) ≤ c q2

n
et sup|x|>δ K2,n(x) ≤ cn−1, où c est une constante

strictement postive indépendante de n.

(iv) ∀x ∈ [−qπ, qπ], K2,n(x/q) ≤ c q2

n
(1 ∧ x−2).

Démonstration du lemme 20.

Kn(x) =

q−1∑

j=−q+1

eijx

(
1 − |j|

q

)(
1 − |j|

n

)

=

q−1∑

j=−q+1

eijx − 2
n+ q

nq

q−1∑

j=1

j cos(jx) +
2

nq

q−1∑

j=1

j2 cos(jx). (5.4.3)

Le développement de
∑q−1

j=1 e
ijx ainsi que celui de ses dérivées par rapport à x nous donne

q−1∑

j=1

j cos(jx) =
q cos(q − 1)x− (q − 1) cos qx− 1

4 sin2(x/2)
,

q−1∑

j=1

j2 cos(jx) =

(q − 1)2 cos(q + 1)x− q(3q − 4) cos qx+ (q − 1)(3q + 1) cos(q − 1)x− q2 cos(q − 2)x

16 sin4(x/2)
.
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On peut remanier ces expressions à l’aide de formules trigonométriques pour obtenir

q−1∑

j=−q+1

eijx =
sin(q − 1/2)x

sin(x/2)
,

q−1∑

j=1

j cos(jx) =
q

2

sin(q − 1/2)x

sin(x/2)
− sin2(qx/2)

2 sin2(x/2)
,

q−1∑

j=1

j2 cos(jx) =
q2

2

sin(q − 1/2)x

sin(x/2)
+
q

2

cos qx

sin2(x/2)
− sin qx sin x

8 sin4(x/2)
.

Les trois expressions précédentes, utilisées dans (5.4.3), nous donnent (5.4.2).
A une constante multiplicative près, K1,n est toujours inférieur au noyau de Fejer

Fq ce qui nous donne les propriétés (i) et (ii). Pour le (iii), le développement en série
entière de K2,n(x) pour |x| < π/q donne

K2,n(x) =
2q2

3n

(
1 +

1

2q2

)
− q4

30n

(
1 − 1

q4

)
x2 +O(x4).

Ainsi K2,n(x) ≤ c q2

n
pour tout |x| < π/q où c est une constante strictement positive. Par

ailleurs en écrivant K2,n(x) sous la forme suivante

K2,n(x) =
4

nx2

(
(x/2)2

sin2(x/2)
− cos(x/2)

sin qx

qx

(x/2)3

sin3(x/2)

)
, (5.4.4)

on voit que K2,n(x) ≤ c q2

n
pour |x| ≥ π/q où c est une constante strictement positive.

Maintenant si |x| ≥ δ, l’écriture (5.4.4) nous montre directement que K2,n ≤ cn−1 où c
ne dépend que de δ. Le (iii) est ainsi montré.

Enfin d’après (5.4.4), il est clair que K2,n(x/q) ≤ c q2

n
x−2 de telle sorte que, grâce à

(iii), on peut trouver une constante strictement positive c telle que pour tout x dans
[−qπ, qπ], K2,n(x/q) ≤ c q2

n
(1 ∧ x−2).

Nous utilisons à présent les propriétés de Kn pour étudier

E(ŝ2
n) =

∫

E

f(λ)
d∏

k=1

q−1∑

j=−q+1

eijλk

(
1 − |j|

q

)(
1 − |j|

n

)
dλ (5.4.5)

lorsque le champ X vérifie LM’.
Supposons dans un premier temps que X vérifie l’hypothèse (i) de LM’. L’expression

(5.4.5) s’écrit

E(ŝ2
n) =

∫

E

f(λ)
d∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ

=
d∑

k=0

∑

i∈Ck
d

∫

E

f(λ)
k∏

j=1

K1,n(λij)
d∏

j=k+1

K2,n(λij)dλ, (5.4.6)
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où Ck
d est l’ensemble des vecteurs (i1, . . . , id) dont les k premiers éléments (i1, . . . , ik)

sont les combinaisons de k éléments dans {1, . . . , d} et les n − k autres éléments sont
le complémentaire de (i1, . . . , ik) dans (1, . . . , d). On convient que pour toute suite uj∏0

j=1 uj = 1 et
∏d

j=d+1 uj = 1.
Un changement de variables et l’homogénéité de f donnent

d∑

k=0

∑

i∈Ck
d

∫

E

f(λ)
k∏

j=1

K1,n(λij)
d∏

j=k+1

K2,n(λij)dλ

=
d∑

k=0

∑

i∈Ck
d

q−2α

∫

qE

f(λ)
k∏

j=1

1

q
K1,n

(
λij

q

) d∏

j=k+1

1

q
K2,n

(
λij

q

)
dλ.

On utilise à présent le (ii) et le (iv) du lemme 20 et

E(ŝ2
n) ≤ cq−2α

d∑

k=0

∑

i∈Ck
d

d∏

j=k+1

q

n

∫

Rd

f(λ)
d∏

j=1

[
1 ∧ λ−2

j

]
dλ. (5.4.7)

Comme q/n→ 0 lorsque n→ ∞, on obtient E(ŝ2
n) = o(n−2α), le résultat recherché.

Supposons à présent que X vérifie l’hypothèse (ii) de LM’. On montre le résultat
pour d = 2, le cas d = 1 s’en déduit facilement.

E(ŝ2
n) =

∫

E

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ

+

∫

E

f̃(λ)
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ. (5.4.8)

La dernière intégrale est un o(n−2α). En effet, le raisonnement conduisant à (5.4.7) peut
être réitéré car f̃ est homogène et vérifie nécessairement

∫
Rd f̃(λ)

∏2
i=1

[
1 ∧ λ−2

i

]
dλ <∞

lorsque d ≤ 2 (voir le lemme 8 du chapitre 3).
En notant | | la norme sup dans R

2, la première intégrale de (5.4.8) se décompose en

∫

|λ|<δ

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ

+

∫

|λ|>δ

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ. (5.4.9)

Puisque f ∼ f̃ en 0, on peut choisir δ tel que

∫

|λ|<δ

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ ≤
∫

E

f̃(λ)
d∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ
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qui est alors un o(n−2α). Il reste à traiter la dernière intégrale dans (5.4.9).

∫

|λ|>δ

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ

≤
∫

|λ1|>δ

∫ π

−π

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ1dλ2

+

∫

|λ2|>δ

∫ π

−π

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ2dλ1.

Ces deux dernières intégrales se traitent de la même manière. Montrons par exemple que
la première est un o(1) donc à plus forte raison un o(n−2α). D’après les propriétés (i) et
(iii) du lemme 20, on a pour n assez grand,

∫

|λ1|>δ

∫ π

−π

(f(λ) − f̃(λ))
2∏

k=1

(K1,n(λk) +K2,n(λk)) dλ1dλ2

≤ c

q

∫ π

−π

(K1,n(λ2) +K2,n(λ2))

(∫ π

−π

(f(λ) − f̃(λ))dλ1

)
dλ2, (5.4.10)

où c est une constante strictement positive dépendant de δ. Soit g(λ2) =
∫ π

−π
(f(λ) −

f̃(λ))dλ1. D’après le lemme 20, la fonction

1

q
(K1,n(λ2) +K2,n(λ2)) g(λ2)

est, à une constante près, uniformément bornée par g qui est intégrable sur [−π, π].
De plus elle tend presque sûrement vers 0. Par application du théorème de convergence
dominée le majorant dans (5.4.10) converge donc vers 0.
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Chapitre 6

Processus empirique de fonctionnelles

de champs gaussiens à longue mémoire

et applications

L’objectif de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotique du processus
empirique d’une fonction d’un champ gaussien à longue mémoire. Nous considérons ici
le processus empirique doublement indexé par x ∈ R et t ∈ [0, 1]d. Il est défini, à une
normalisation près dépendante de n, par

[nt1]∑

k1=1

. . .

[ntd]∑

kd=1

[
I{G(Xk1,...,kd

)≤x} − F (x)
]
, (6.0.1)

où G est une fonction mesurable et où F est la fonction de répartition du champ aléatoire
(G(Xk))k∈Zd .

En dimension d = 1, cette étude a été effectuée par Dehling et Taqqu (1989) sous
l’hypothèse où X est gaussien et où sa fonction de covariance vérifie r(h) = hαL(h) où
−1 < α < 0 et où L est une fonction à variation lente à l’infini. Ces auteurs montrent la
dégénérescence asymptotique du processus limite, celui-ci ayant la forme f(x)Z(t), où f
est une fonction déterministe et Z un champ aléatoire.

Ce comportement, en dimension d = 1, semble être une caractéristique exclusive des
processus à longue mémoire et l’on peut se demander si cette dégénérescence persiste
dans le cadre plus large des champs.

En dimension d quelconque, la convergence de (6.0.1) est étudiée en t = 1 dans Dou-
khan et al. (2002) lorsque G est la fonction identité et lorsque le champ stationnaire X
est linéaire et à longue mémoire isotrope. Le résultat de ces auteurs montre la même dé-
générescence asymptotique du processus empirique que celle qui se produit en dimension
d = 1.

Dans le corollaire 3, nous reprenons l’étude de Doukhan et al. (2002) et montrons,
pour un champ gaussien à longue mémoire isotrope, et pour une fonction G quelconque,
la convergence du champ (6.0.1) proprement normalisé dans l’espace D(R × [0, 1]d). Ce
travail étend donc aux dimensions d ≥ 2 celui de Dehling et Taqqu (1989).



126
Processus empirique de fonctionnelles de champs gaussiens à longue

mémoire et applications

Nous supposons ensuite, dans les corollaires 4 et 5, que le champ X est linéaire,
gaussien et qu’il est à forte dépendance non-isotrope. Nous établissons alors la conver-
gence dans D(R × [0, 1]d) du processus empirique proprement normalisé lorsque le rang
de Hermite de G vaut 1.

L’ensemble de ces résultats repose sur le principe de réduction uniforme introduit par
Dehling et Taqqu (1989), que nous généralisons dans le théorème 1. Il lie le comportement
asymptotique du processus empirique d’un champ aléatoire à longue mémoire à celui de
ses sommes partielles.

Dans la section 6.1, nous établissons le principe de réduction uniforme et nous ob-
tenons en application la convergence du processus empirique doublement indexé dans
diverses situations de longue mémoire. La loi limite du processus empirique nous permet,
dans la partie 6.2, d’obtenir le comportement asymptotique des U-statistiques et des sta-
tistiques de Von-Mises d’un champ fortement dépendant. Enfin la section 6.3 contient
la preuve du théorème 1.

6.1 Convergence du processus empirique dans diffé-
rentes situations de forte dépendance

Soit (Xj)j∈Zd un champ gaussien stationnaire de fonction de covariance r tel que
r(0) = 1. Soit G une fonction mesurable. On considère le développement suivant sur la
base des polynômes de Hermite :

I{G(Xj)≤x} − F (x) =
∞∑

q=m

Jq(x)

q!
Hq(Xj),

où F (x) = P (G(X1) ≤ x) est la fonction de répartition de G(X1). Hq est le polynôme
de Hermite de degré q et

Jq(x) = E
[
I{G(X1)≤x}Hq(X1)

]
. (6.1.1)

m est appelé le rang de Hermite de la fonction I{G(X1)≤x} − F (x). Soit

Rn(x) =
∑

j∈An

[
I{G(Xj)≤x} − F (x) − Jm(x)

m!
Hm(Xj)

]
,

où An = {1, . . . , n}d.

Théorème 18. Avec les notations précédentes, soit

d2
N = V ar

(∑

j∈AN

Hm(Xj)

)
= m!

∑

j,k∈A2
N

rm(k − j). (6.1.2)

Si limN→∞ dN = ∞, on a, pour tout δ > 0 et tout n ≤ N ,

P

(
sup

x
d−1

N |Rn(x)| > ε

)
≤ C(ε)N δd−2

N

∑

j,k∈A2
N

|r(k − j)|m+1 +
d2

n

N2d
, (6.1.3)
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où C(ε) est une constante positive qui dépend de ε.

La démonstration du Théorème 18 se trouve dans la partie 6.3.1.
Si l’on connait la distribution limite de d−1

N

∑
j∈AN

Hm(Xj), l’inégalité (6.1.3) nous
fournit le comportement asymptotique du processus empirique (6.0.1) dès que le majo-
rant dans (6.1.3) tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini.

Nous présentons des corollaires dans lesquels ces deux conditions sont remplies. Le
premier concerne des champs à longue mémoire isotrope tels qu’étudiés dans Dobrushin
et Major (1979). Les autres concernent des situations de longue mémoire non isotrope :
nous considérons d’une part des champs à longue mémoire de type produit et d’autre
part des champs dont la densité spectrale est singulière sur des sous espaces linéaires de
[−π, π]d.

6.1.1 Longue mémoire isotrope

Le corollaire suivant donne la convergence du processus empirique d’une fonctionnelle
d’un champ gaussien à longue mémoire isotrope.

La limite fait intervenir le processus de Hermite Zm de degré m défini dans le chapitre
introductif par (1.3.4).

Corollaire 3. Soit (Xn)n∈Zd un champ aléatoire gaussien stationnaire centré. Soit G
une fonction mesurable et F la fonction de répartition de G(Xn).

Soit m le rang de Hermite de la fonction I{G(X1)≤x} − F (x) et soit Jm(x) défini par
(6.1.1).

On suppose que (Xn) admet comme fonction de covariance

r(k) = |k|−αL(|k|)b
(
k

|k|

)
, (6.1.4)

avec r(0) = 1, où 0 < mα < d, où L est une fonction à variation lente à l’infini et où b
une fonction continue sur la sphère unité de R

d.

Alors

1

nd−mα/2(L(n))m/2

[nt1]∑

j1=1

. . .

[ntd]∑

jd=1

[
I{G(Xj)≤x} − F (x)

] D(R̄×[0,1]d)
=⇒ Jm(x)

m!
Zm(t),

où la convergence a lieu dans D(R× [0, 1]d) muni de la topologie uniforme et de la tribu
engendrée par les boules ouvertes et où Zm représente le processus de Hermite de degré
m.

Démonstration. D’après le Théorème 16, lorsque N tend vers l’infini,

d2
N ∼ N2d−mα(L(N))m. (6.1.5)
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Cherchons d’autre part l’ordre de
∑

j,k∈AN
|r(k − j)|m+1 :

∑

j,k∈AN

|r(k − j)|m+1

≤ Nd + 2d
∑

k∈AN−1

|k|−(m+1)αL(|k|)m+1

(
b

(
k

|k|

))m+1 d∏

j=1

(N − kj)

≤ Nd + cNd
∑

k∈AN−1

|k|−(m+1)αL(|k|)m+1,

car la fonction b est bornée, c étant une constante strictement positive. Le théorème de
Potter sur les fonctions à variation lente (cf. Bingham et al. (1987)) affirme que si y ≤ x
alors pour tout η > 0, il existe une constante c telle que

L(y) ≤ c
(y
x

)−η

L(x).

Nous appliquons cette inégalité à y = |k| et x = dN en choisissant η < α. On a donc

∑

j,k∈AN

|r(k − j)|m+1 ≤ Nd + cNd
∑

k∈AN−1

|k|−(m+1)(α+η)L(dN)m+1(dN)(m+1)η

≤ Nd + cN2d−(m+1)αL(N)m+1L(dN)m+1

L(N)m+1
.

Comme L est une fonction à variation lente, L(dN)/L(N) est borné et l’on obtient
finalement ∑

j,k∈AN

|r(k − j)|m+1 = O(N2d−(m+1)αL(N)m+1) +O(Nd). (6.1.6)

Ainsi, grâce à (6.1.5) et (6.1.6), on voit que le terme de droite dans l’inégalité (6.1.3)
converge vers 0 dès que δ < α ∧ (d−mα).

On a donc :
∥∥∥∥∥∥

1

Nd−mα/2(L(N))m/2

∑

j∈A[Nt]

[
I{G(Xj)≤x} − F (x) − Jm(x)

m!
Hm(Xj)

]∥∥∥∥∥∥
∞

−→ 0 (6.1.7)

en probabilité où la norme considérée est la norme uniforme par rapport à la variable
x ∈ R et la variable t ∈ [0, 1]d.

Dobrushin et Major (1979) obtiennent la convergence des lois fini-dimensionnelles des
sommes partielles du processus Hm(Xj) vers le processus de Hermite Zm. Le Théorème
16 montre que cette convergence a lieu dans D([0, 1]d). Le processus Zm appartenant à
C([0, 1]d), on peut donc, d’après le théorème de représentation de Skorohod et Dudley,
trouver une version Z̃m de Zm et une version Z̃m,N des sommes partielles normalisées
telles que

‖Z̃m,N(.) − Z̃m(.)‖D([0,1]d)
p.s.−→ 0,
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la norme considérée étant la norme uniforme. D’où

‖Jm(.)Z̃m,N(.) − Jm(.)Z̃m(.)‖D(R̄×[0,1]d)
p.s.−→ 0,

Jm étant fonction bornée dépendante de x ∈ R et Zm étant fonction de t ∈ [0, 1]d. Ainsi

Jm(x)d−1
N

∑

j∈A[Nt]

Hm(Xj)
D(R̄×[0,1]d)

=⇒ Jm(x)Zm(t). (6.1.8)

L’espace D(R̄ × [0, 1]d) n’étant pas séparable, il convient de considérer la tribu engen-
drée par les boules ouvertes plutôt que la tribu borelienne pour rendre le processus
empirique mesurable dans cet espace (cf. par exemple Pollard (1984)). La convergence
faible considérée dans D(R̄ × [0, 1]d) ci-dessus est donc à entendre dans cette tribu.

Finalement (6.1.7) et (6.1.8) nous donnent la convergence annoncée.

6.1.2 Longue mémoire non-isotrope

Nous donnons à présent des résultats de convergence du processus empirique de
champs à longue mémoire non isotrope. Comme notre démarche s’appuie sur l’inégalite
(6.1.3), elle nécessite la limite des sommes partielles de Hm(X). Lorsque X est à longue
mémoire non istrope, le comportement de ces sommes partielles est obtenu dans les
Théorèmes 15 et 17 du chapitre 4 dans le cas où m = 1. C’est pourquoi, dans les résultats
suivants, nous supposerons que le rang de Hermite de la fonction I{G(Xn)≤x}−F (x) vaut
1 (c’est par exemple le cas lorsque G est la fonction identité).

Dans un premier temps nous focalisons notre étude sur des champs gaussiens à longue
mémoire de type produit.

Corollaire 4. Soit (εn)n∈Zd un champ gaussien stationnaire de densité spectrale bornée.
On considère le champ linéaire

Xn =
∑

k∈Zd

akεn−k,

où les (ak) sont, à une constante normalisatrice près garantissant V ar(X1) = 1, les
coefficients de Fourier du filtre

a(λ) =
d∏

j=1

s(λj)|λj|αj , (6.1.9)

où, pour tout j, −1/2 < αj < 0 et où sj est borné, continue en 0 tel que sj(0) 6= 0.
Soit G une fonction mesurable et F la fonction de répartition de G(Xn). On suppose

que le rang de Hermite de la fonction I{G(Xn)≤x} − F (x) vaut 1.
Alors,

1

nd/2−
Pd

j=1 αj

[nt1]∑

j1=1

. . .

[ntd]∑

jd=1

(
I{G(Xj)≤x} − F (x)

) D(R̄×[0,1]d)
=⇒ J1(x)Bf (t),
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où
J1(x) = E[I{G(X1)≤x}X1],

et où la convergence a lieu dans D(R × [0, 1]d) muni de la topologie uniforme et de la
tribu engendrée par les boules ouvertes. Le champ Bf (t) est le champ limite intervenant
dans (4.4.2) ; dans le cas particulier où ε est un bruit blanc, il s’agit, à une constante
près, du drap brownien fractionnaire

Bf (t) =

∫

Rd

d∏

j=1

sj(0)|λj|αj
eitjλj − 1

iλj

dW (λ),

où W est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien.

Remarque 27. On ne peut pas alléger l’hypothèse (6.1.9) sur a en ne spécifiant qu’un
équivalent du filtre en 0, ce qui suffit pourtant à obtenir la convergence des sommes
partielles (cf. le Théorème 17). Alors que les pôles non-nuls de la densité spectrale de X
ne jouent aucun rôle dans le comportement asymptotique de ses sommes partielles, ils
peuvent modifier celui du processus empirique. Ould Haye (2002) a montré en effet, en
dimension d = 1, que le comportement asymptotique du processus empirique pouvait
être gouverné non pas par le premier terme dans son développement de Hermite mais
par son second terme, et ce à cause des pôles non nuls de sa densité spectrale. C’est par
exemple le cas lorsque la densité spectrale du processus considéré s’écrit

f(λ) = |λ|α0 |λ2 − 1|α1 (6.1.10)

avec −1 < α1 < −1/2 et 2α1 < α0 − 1. En dimension d = 2, le même phénomène se
produira en considérant par exemple un filtre de type produit tensoriel i.e. a(λ1, λ2) =
a1(λ1)a2(λ2) dont l’une des composantes vaut (6.1.10) et l’autre est constante ; son seul
équivalent en 0, qui est de la forme (6.1.9), ne suffira donc pas à donner le comportement
asymptotique du processus empirique associé.

Démonstration. Dans ce qui suit, c désigne une constante dont la valeur peut différer
d’une équation à l’autre. En utilisant la représentation spectrale de X, on remarque que
sa fonction de covariance vérifie

r(k1, . . . , kd) ≤ c
d∏

j=1

∫ π

−π

eikjλ|λ|2αjdλ.

On sait par Zygmund (1959) que
∫ π

−π
eikjλ|λ|2αjdλ = ck

−2αj−1
j . D’où

r(k1, . . . , kd) ≤ c

d∏

j=1

k
−2αj−1
j .

Ainsi
∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) ≤ nd + c
∑

k∈An−1

d∏

j=1

k
−4αj−2
j (n− |kj|)
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et ∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) = O(nd) +O(n−4
Pd

j=1 αj).

Le théorème 17 nous donne d2
n = nd−2

Pd
j=1 αj de telle sorte que dans tous les cas

d−2
n

∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) = o(n−η),

pour un η > 0. D’autre part, pour tout N ≥ n, d2
n/N

2d → 0 lorsque N → ∞. Dans
l’inégalité (6.1.3), vérifiée sous les hypothèses du corollaire 4, le majorant tend donc vers
0 lorsque N tend vers l’infini dès que δ < η.

Le théorème 17 prouve par ailleurs la convergence dans D([0, 1]d) des sommes par-
tielles de (Xn)n∈Zd vers B ∈ C([0, 1]d). En utilisant le même argument que dans la
démonstration du corollaire 3 qui s’appuie sur cette convergence dans D([0, 1]d) et sur
la convergence vers 0 du majorant dans (6.1.3), on obtient le résultat annoncé.

Nous donnons maintenant un resultat de convergence dans le cas de champs gaussiens
à longue mémoire non-isotrope. Ces champs ont une densité spectrale singulière sur un
sous espace linéaire de [−π, π]d.

Corollaire 5. Soit (εn)n∈Zd un champ gaussien stationnaire de densité spectrale bornée.
On considère le champ linéaire

Xn =
∑

k∈Zd

akεn−k, (6.1.11)

où les (ak) sont, à une constante normalisatrice près garantissant V ar(X1) = 1, les
coefficients de Fourier du filtre

a(λ) =

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciλi

∣∣∣∣∣

α

, −1/2 < α < 0, (6.1.12)

où λ = (λ1, . . . , λd) et (c1, . . . , cd) ∈ R
d, et vérifient donc, au sens de la convergence

dans L2,

a(λ) = (2π)−d/2
∑

k∈Zd

ake
−i<k,λ>.

Soit G une fonction mesurable et F la fonction de répartition de G(Xn). On suppose
que le rang de Hermite de la fonction I{G(Xn)≤x} − F (x) vaut 1.

Alors, quel que soit −1 < 2α < 0 lorsque d ≤ 3 et sous la restriction − 1
d−2

< 2α < 0
lorsque d ≥ 4,

1

nd/2−α

[nt1]∑

j1=1

. . .

[ntd]∑

jd=1

(
I{G(Xj)≤x} − F (x)

) D(R̄×[0,1]d)
=⇒ J1(x)B(t),
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où
J1(x) = E[I{G(X1)≤x}X1],

et où la convergence a lieu dans D(R × [0, 1]d) muni de la topologie uniforme et de la
tribu engendrée par les boules ouvertes. Le champ B(t) est le champ limite intervenant
dans (4.4.1) ; dans le cas particulier où ε est un bruit blanc il vaut :

B(t) =

∫

Rd

a(λ)
d∏

j=1

eitjλj − 1

iλj

dW (λ),

où W est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien.

Pour la démonstration du corollaire 5, on utilisera la proposition suivante

Proposition 13. La fonction de covariance du champ linéaire (6.1.11) vérifie lorsque
n→ ∞

si − 1/2 < 2α < 0,
∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) = O(nd),

si − 1 < 2α < −1/2,
∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) = O(nd−1−4α),

où An = {1, . . . , n}d.

Preuve de la proposition 13. Soit fX(λ), λ ∈ [−π, π]d la densité spectrale de X. D’après

la définition (6.1.11) deX on sait que fX est majorée à une constante près par
∣∣∣
∑d

i=1 ciλi

∣∣∣
2α

.

Dans le cas où −1/2 < 2α < 0, la densité spectrale de X est donc de carré intégrable et
par la formule de Parseval sa fonction de covariance est de carré sommable. On a ainsi

∑

j,k∈An

r2(k − j) =
∑

k∈A′
n

r2(k)
d∏

j=1

(n− |kj|) ≤ nd
∑

Zd

r2(k),

où A′
n = {−n+ 1, . . . , n− 1}d, ce qui prouve la première partie de la proposition 13.

Dans le cas où −1 < 2α < −1/2, on utilise la représentation de la fonction de
covariance à l’aide de la densité spectrale et on obtient

∑

j,k∈An

r2(k − j) = nd

∫

[−π,π]2d

fX(x)fX(y)
d∏

j=1

Fn(xj − yj)dxdy, (6.1.13)

où Fn est le noyau de Fejer :

Fn(x) =
1

2πn

sin2(nx/2)

sin2(x/2)
.

On effectue dans (6.1.13) le changement de variables sj = xj − yj, j = 1 . . . d, les xj

restant inchangés. On note K le nouvel ensemble d’intégration que l’on sépare en deux
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en notant ∆n son intersection avec l’ensemble ∩j{|sj| ≤ n−δ} où 0 < δ < −2α et ∆′
n le

complémentaire de ∆n dans K :

∑

j,k∈An

r2(k − j) = nd

∫

∆n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

+ nd

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds. (6.1.14)

Traitons tout d’abord la seconde intégrale (6.1.14). Sur ∆′
n, il existe au moins un j

tel que |sj| > n−δ, l’integrand étant positif, on a

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

≤
d∑

i=1

∫

|si|>n−δ

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds.

On sait que |si| > n−δ implique Fn(si) ≤ cn−1+2δ où c est une constante positive non
nulle qui pourra par la suite varier de ligne à ligne. On a donc

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

≤ c
1

n1−2δ

d∑

i=1

∫

K

fX(x)fX(x− s)
∏

j 6=i

Fn(sj)dxds

≤ c
1

n1−2δ

d∑

i=1

∫

K

∣∣∣∣∣
d∑

k=1

ckxk

∣∣∣∣∣

2α ∣∣∣∣∣
d∑

k=1

ck(xk − sk)

∣∣∣∣∣

2α∏

j 6=i

Fn(sj)dxds. (6.1.15)

On effectue à présent dans chaque intégrale de (6.1.15) le changement de variables u =∑d
k=1 ckxk, y =

∑d
k=1 cksk et, pour j 6= i, vj =

∑j
k=1 ckxk et sj = sj. On obtient

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds ≤ c
1

n1−2δ

∫

K′

|u|2α|u− y|2α
∏

j 6=i

Fn(sj)dudyds,

où K ′ est un compact de R
d+1. Soit K1 ⊂ R

2 et K2 ⊂ R
d−1 deux cubes tels que

K ′ ⊂ K1 ×K2, on a

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

≤ c
1

n1−2δ

∫

K1

|u|2α|u− y|2αdudy

∫

K2

∏

j 6=i

Fn(sj)ds ≤ c
1

n1−2δ
. (6.1.16)
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D’après (6.1.16) et comme δ < −2α on a

nd

∫

∆′
n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds = o(nd−1−4α). (6.1.17)

D’après (6.1.14) et (6.1.17),

∑

j,k∈An

r2(k − j) = nd

∫

∆n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds+ o(nd−1−4α) (6.1.18)

Il nous reste à traiter l’intégrale dans (6.1.18). Pour tout j = 1, . . . , d, on a

|sj| ≤ n−δ ⇒ |Fn(sj)| ≤ cn
sin2(nsj/2)

(nsj/2)2
.

En utilisant cette propriété et en effectuant dans l’intégrale de (6.1.18) le changement
de variables u =

∑d
i=1 cixi, et, pour j = 1, . . . , d − 1, vj =

∑j
i=1 cixi, les sj restant

inchangés, on obtient

nd

∫

∆n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

≤ cn2d

∫

K′

|u|2α

∣∣∣∣∣u−
d∑

i=1

cisi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(nsj/2)

(nsj/2)2
dsdu, (6.1.19)

où K ′ est un compact de R
d+1. On effectue enfin dans (6.1.19) le changement de variables

v = nu et tj = nsj pour tout j

nd

∫

∆n

fX(x)fX(x− s)
d∏

j=1

Fn(sj)dxds

≤ cnd−1−4α

∫

Rd+1

|v|2α

∣∣∣∣∣v −
d∑

i=1

citi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(tj/2)

(tj/2)2
dtdv. (6.1.20)

On se sert à présent du lemme suivant :

Lemme 21. Si −1 < 2α < −1/2 et cj ∈ R, j = 1 . . . d,

∫

Rd+1

|x|2α

∣∣∣∣∣x−
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

2α d∏

j=1

sin2(yj)

y2
j

dxdy1 . . . dyd <∞. (6.1.21)

Sa démonstration est donnée dans la section 6.3.2
La dernière intégrale dans (6.1.20) est finie d’après le lemme 21 et (6.1.18) et (6.1.20)

montrent le résultat de la proposition 13 dans le cas −1 < 2α < −1/2.
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Preuve du corollaire 5. Le Théorème 17 nous donne, lorsque n→ ∞,

d2
n ∼ nd−2α. (6.1.22)

En utilisant la Proposition 13 on a donc, dans tous les cas,

d−2
n

∑

j,k∈A2
n

r2(k − j) = o(n−η),

pour un η > 0. D’autre part, d’après (6.1.22), on a, pour tout N ≥ n, d2
n/N

2d → 0
lorsque N → ∞. L’inégalité (6.1.3) est vérifiée sous les hypothèses du corollaire et son
majorant tend donc vers 0 lorsque N tend vers l’infini dès que δ < η.

Le Théorème 17 établit la convergence des sommes partielles de (Xn)n∈Zd vers un
champ dans C([0, 1]d). Il suffit pour conclure d’appliquer le même raisonnement que dans
la démonstration du corollaire 3.

6.2 Application aux statistiques de Von Mises et aux
U-statistiques

Soit h une fonction mesurable de R
k dans R invariante par permutation des variables.

On considère la U-statistique définie par

Un(h) =
∑

(j1,...,jk)∈Ak
n

jp 6=jq si p 6=q

h(Yj1 , . . . , Yjk
), (6.2.1)

où Yj = G(Xj) est un champ fonction du champ gaussien X.
On considère de plus la statistique de Von Mises

Vn(h) =
∑

(j1,...,jk)∈Ak
n

h(Yj1 , . . . , Yjk
). (6.2.2)

On suppose que la fonction h est intégrable par rapport à
∏k

j=1 F (dxj) où F est la
fonction de répartition de Y et que h est dégénérée dans le sens où

∫

R

h(x1, . . . , xk)F (dx1) = 0, ∀ x2, . . . , xk. (6.2.3)

Corollaire 6. Soit la U-statistique définie par (6.2.1) et la statistique de Von Mises
définie par (6.2.2) sous les hypothèses précédentes sur h. Si l’on suppose de plus que h
est à variation bornée et que h(x1, . . . , xk) n’a pas de points de discontinuité en commun
avec

∏k
j=1 F (xj) alors,

(i) Sous les hypothèses du corollaire 3 (section 6.1.1), en posant dn = nd−mα/2(L(n))m/2,
les statistiques d−k

n Un(h) et d−k
n Vn(h) convergent toutes deux en loi vers

(
Zm(1)

m!

)k ∫

Rk

h(x1, . . . , xk)Jm(dx1) . . . Jm(dxk),

où les fonctions Jm et Zm sont définies dans le corollaire 3.
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(ii) Sous les hypothèses du corollaire 4 (section 6.1.2), en posant dn = nd/2−
Pd

j=1 αj ,
les statistiques d−k

n Un(h) et d−k
n Vn(h) convergent toutes deux en loi vers

(Bf (1))k

∫

Rk

h(x1, . . . , xk)J1(dx1) . . . J1(dxk),

où Bf et J1 interviennent dans la limite établie dans le corollaire 4.
(iii) Sous les hypothèses du corollaire 5 (section 6.1.2), en posant dn = nd/2−α, les

statistiques d−k
n Un(h) et d−k

n Vn(h) convergent toutes deux en loi vers

(B(1))k

∫

Rk

h(x1, . . . , xk)J1(dx1) . . . J1(dxk),

où B et J1 interviennent dans la limite établie dans le corollaire 5.

Démonstration. Sous les hypothèses du corollaire 6 et en notant Fn le processus empi-
rique de Y , i.e.

Fn(x) = n−d
∑

j∈An

I{Yj≤x},

on peut écrire Vn de la façon suivante

Vn(h) = nkd

∫

Rk

h(x1, . . . , xk)
k∏

j=1

(Fn(dxj) − F (dxj)) . (6.2.4)

En effectuant une intégration par parties dans (6.2.4), on obtient

Vn(h) = nkd

∫

Rk

k∏

j=1

(Fn(xj) − F (xj))h(dx1, . . . , dxk),

d’où

d−k
n Vn(h) =

∫

Rk

k∏

j=1

ndd−1
n (Fn(xj) − F (xj))h(dx1, . . . , dxk).

L’application de D(R) dans R qui à Q associe
∫

Rk

∏k
j=1Q(xj)dh(x1, . . . , xk) est conti-

nue par rapport à la norme uniforme. On peut donc utiliser la convergence dans D(R)
de ndd−1

n (Fn(x) − F (x)) = d−1
n

∑
j∈An

I{Yj≤x} − F (x) obtenue dans les corollaires 3, 4 et
5 (selon les hypothèses sur le champ X) pour obtenir finalement la convergence en loi
de Vn.

Pour la convergence de Un il suffit de remarquer que

d−k
n (Vn(h) − Un(h)) → 0

en probabilité. Cela est justifié dans Dehling et Taqqu (1989) dans le cas d = 1 et la
dimension d ne jouant aucun rôle dans l’argument, on peut conclure au même résultat
dès que d−1

n = o(n−d/2) ce qui le cas dans les situations considérées dans le corollaire
6.
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6.3 Preuves

6.3.1 Preuve du théorème 18

Le schéma de preuve est classique, il utilise l’argument de chaînage de Dehling et
Taqqu (1989). On notera dans la suite, pour une fonction f , f(x, y) = f(y) − f(x).

On montre dans un premier temps le lemme suivant.

Lemme 22.
E
(
S2

n(x, y)
)
≤ F (x, y)

∑

j,k∈A2
N

|r(k − j)|m+1 (6.3.1)

Démonstration du lemme.

Sn(x, y) =
∑

j∈An

[
I{x<G(Xj)≤y} − F (x, y) − Jm(x, y)

m!
Hm(Xj)

]

=
∑

j∈An

∞∑

q=m+1

Jq(x, y)

q!
Hq(Xj).

Donc

E
(
S2

n(x, y)
)

=
∑

j,k∈A2
n

∞∑

q=m+1

J2
q (x, y)

(q!)2
E (Hq(Xj)Hq(Xk))

=
∞∑

q=m+1

J2
q (x, y)

q!

∑

j,k∈A2
n

rq(k − j)

≤
∞∑

q=m+1

J2
q (x, y)

q!

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|q

≤
∞∑

q=m+1

J2
q (x, y)

q!

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1 .

Or
∞∑

q=m+1

J2
q (x, y)

q!
≤ E(

(
I{x<G(Xj)≤y} − F (x, y)

)2

= F (x, y)(1 − F (x, y)) ≤ F (x, y).

Définissons

Λ(x) = F (x) +

∫

G(s)≤x

|Hm(s)|
m!

Φ(s)ds, (6.3.2)

où Φ est la densité d’une loi normale standard. C’est une fonction positive, croissante
et bornée. D’autre part, F (x, y) et (1/m!)Jm(x, y) sont bornées par Λ(x, y). On pose
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xi(k) = inf{x : Λ(x) ≥ Λ(∞)i2−k} pour i = 0, . . . , 2k − 1. Ainsi les xi(k) constituent, à
k fixé, une partition de R. Pour tout x et tout k = 0, . . . , K où K sera choisi plus tard,
on définit ik(x) par

xik(x)(k) ≤ x < xik(x)+1(k).

On peut ainsi définir une chaîne liant chaque point x à −∞ :

−∞ = xi0(x)(0) ≤ · · · ≤ xiK(x)(K) ≤ x < xiK(x)+1(K).

On utilise ce chaînage pour étudier Sn(x) :

Sn(x) =
K−1∑

k=0

Sn

(
xik(x)(k), xik+1(x)(k + 1)

)
+ Sn

(
xiK(x)(K), x

)
. (6.3.3)

On traite dans un premier temps le dernier terme de (6.3.3). Pour une fonction f ,
on note f(x−) sa limite à gauche en x. On a toujours

Λ(xi−1(k), x
−
i (k)) ≤ Λ(∞)2−k. (6.3.4)

Comme x < xiK(x)+1(K) et (1/m!)Jm(x, y) ≤ Λ(x, y), on a
∣∣∣Sn

(
xiK(x)(K), x

)∣∣∣

≤
∑

j∈An

(
I{xiK(x)(K) < Yj ≤ x} + F

(
xiK(x)(K), x

))

+

∣∣∣∣
1

m!
Jm(xiK(x)(K), x)

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣

≤
∑

j∈An

[
I{xiK(x)(K) < Yj ≤ xiK(x)+1(K)} + F

(
xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K)

)]

+ Λ(xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K))

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣ .

On en déduit
∣∣∣Sn

(
xiK(x)(K), x

) ∣∣∣

≤
∣∣∣Sn(xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K))

∣∣∣+ 2ndF (xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K))

+ 2Λ(xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K))

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣ .

Finalement, d’après (6.3.4) et car F (x, y) ≤ Λ(x, y)

∣∣Sn

(
xiK(x)(K), x

)∣∣ ≤
∣∣∣Sn(xiK(x)(K), x−iK(x)+1(K))

∣∣∣

+ 2Λ(∞)nd2−K + 2Λ(∞)2−K

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣ . (6.3.5)
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Ainsi, puisque
∑∞

k=0
ε

(k+3)2
≤ ε

2
, d’après (6.3.3) et (6.3.5),

P

(
sup

x
d−1

N |Sn(x)| > ε

)
(6.3.6)

≤
K−1∑

k=0

P

(
sup

x
d−1

N

∣∣Sn

(
xik(x)(k), xik+1(x)(k + 1)

)∣∣ > ε

(k + 3)2

)

+ P

(
sup

x
d−1

N

∣∣∣Sn

(
xiK(x)(K), x−iK(x)+1

(K)
)∣∣∣ > ε

(K + 3)2

)

+ P
(
2Λ(∞)2−Kd−1

N

∣∣∣
∑

j ∈ AnHm(Xj)
∣∣∣ > ε

2
− 2Λ(∞)ndd−1

N 2−K
)

Les partitions construites ci-dessus impliquent que les points xik(x)(k) et xik+1(x)(k+1)
sont soit égaux, soit voisins dans la partition associée à k + 1. Ainsi, si pour tout i =
0, . . . , 2k+1 − 1,

d−1
N Sn(xi(k + 1), xi+1(k + 1)) ≤ ε

(k + 3)2
,

alors

sup
x
d−1

N

∣∣Sn(xik(x)(k), xik+1(x)(k + 1))
∣∣ ≤ ε

(k + 3)2
.

On a donc

K−1∑

k=0

P

(
sup

x
d−1

N

∣∣Sn

(
xik(x)(k), xik+1(x)(k + 1)

)∣∣ > ε

(k + 3)2

)

≤
K−1∑

k=0

2k+1−1∑

i=0

P

(
d−1

N Sn(xi(k + 1), xi+1(k + 1)) >
ε

(k + 3)2

)

≤
K−1∑

k=0

(k + 3)4

ε2
d−2

N

2k+1−1∑

i=0

E
(
S2

n(xi(k + 1), xi+1(k + 1))
)
,

d’après l’inégalité de Chebyshev. En utilisant (6.3.1)

K−1∑

k=0

P

(
sup

x
d−1

N

∣∣Sn

(
xik(x)(k), xik+1(x)(k + 1)

)∣∣ > ε

(k + 3)2

)

≤ ε−2d−2
N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1
K−1∑

k=0

(k + 3)4

2k+1−1∑

i=0

F (xi(k + 1), xi+1(k + 1))

≤ ε−2d−2
N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1
K−1∑

k=0

(k + 3)4. (6.3.7)
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On obtient la même majoration pour le second terme de (6.3.6) :

P

(
sup

x
d−1

N

∣∣∣Sn

(
xiK(x)(K), x−iK(x)+1

(K)
)∣∣∣ > ε

(K + 3)2

)

≤ ε−2d−2
N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1 (K + 3)4. (6.3.8)

Maintenant, en choisissant α > 0 assez grand pour garantir

Nd−α

dN

≤ 1

8Λ∞

,

on choisit

K =

[
log2

(
Nα

ε

)]
+ 1.

On a alors, puisque n ≤ N ,
2Λ∞n

dd−1
N 2−K ≤ ε

4
. (6.3.9)

Et donc, d’après (6.3.9) et la définition (6.1.2) de dn,

P

(
2Λ∞2−Kd−1

N

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣ >
ε

2
− 2Λ∞n

dd−1
N 2−K

)

≤ P

(
d−1

N

∣∣∣∣∣
∑

j∈An

Hm(Xj)

∣∣∣∣∣ >
ε

4

2K−1

Λ∞

)

≤ 2−2K+2Λ2
∞16ε−2d−2

N V ar

(∑

j∈An

Hm(Xj)

)

≤ d2
n

N2d
. (6.3.10)

Finalement, d’après (6.3.6) et par (6.3.7), (6.3.8) et (6.3.10),

P

(
sup

x
d−1

N |Sn(x)| > ε

)
≤ ε−2d−2

N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1
K∑

k=0

(k + 3)4 +
d2

n

N2d

≤ Cε−2d−2
N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1 (K + 3)5 +
d2

n

N2d
,

où C est une constante positive. On a par ailleurs, pour tout δ > 0,

(K + 3)5 ≤
(

log2

(
Nα

ε

)
+ 1

)5

≤ C(ε)N δ,

où C(ε) est une constante positive qui dépend de ε. Ainsi, pour tout δ > 0,

P

(
sup

x
d−1

N |Sn(x)| > ε

)
≤ C(ε)N δd−2

N

∑

j,k∈A2
n

|r(k − j)|m+1 +
d2

n

N2d
.
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6.3.2 Preuve du lemme 21

Si tous les cj sont nuls le lemme est vrai de façon évidente. Supposons qu’au moins
un cj est non nul et posons, dans (6.1.21), x = u

∑d
i=1 ciyi, les yj restant inchangés.

L’intégrale (6.1.21) est alors inférieure à une constante multiplicative près à

∫

Rd+1

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

|u|2α|u− 1|2αdy1 . . . dyddu

=

∫

Rd

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

dy1 . . . dyd

∫

R

|u|2α|u− 1|2αdu.

La seconde intégrale est finie puisque −1 < 2α < −1/2. Il reste à montrer que

∫

Rd

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

dy <∞.

On découpe l’ensemble d’intégration en deux :

∫

{|
Pd

i=1 ciyi|>1}

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

dy ≤
∫

Rd

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )dy <∞.

Par ailleurs

∫

{|
Pd

i=1 ciyi|<1}

d∏

j=1

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

dy ≤
∫

Rd

d∏

j=2

(1 ∧ y−2
j )

∣∣∣∣∣
d∑

i=1

ciyi

∣∣∣∣∣

4α+1

dy. (6.3.11)

On peut effectuer le changement de variables u =
∑d

i=1 ciyi, les yj restant inchangés, et
(6.3.11) est majorée à une constante multiplicative près par

∫ 1

0

|u|4α+1du

∫

Rd−1

d∏

j=2

(1 ∧ y−2
j )dy2 . . . dyd <∞.

6.4 Conclusion

Les situations de forte dépendance étudiées dans ce chapitre (forte dépendance iso-
trope comme dans le corollaire 3 et forte dépendance non isotrope comme dans les
corollaires 4 et 5) témoignent d’un comportement asymptotique dégénéré du processus
empirique. C’est une propriété connue en dimension d = 1 qui semble donc persister
dans le cadre des champs aléatoires même lorsque la forte dépendance n’est pas iso-
trope. L’asymptotique du processus empirique peut-être étudié dans d’autres situations
de forte dépendance en s’appuyant sur l’inégalité (6.1.3) du théorème 18. Il suffit pour
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cela de connaître le comportement des sommes partielles du champ sous-jacent (ce que
la partie 4.4 du chapitre 4 nous fournit dans un large cadre) et d’établir l’ordre de∑

A2
n
r2(k − j).

Par ailleurs la loi limite du processus empirique mène à de nombreuses applications
comme par exemple l’obtention de la loi asymptotique des U-statistiques ou des statis-
tiques de Von-Mises établie dans la partie 6.2. Nous renvoyons pour ces applications à
la partie III de l’ouvrage collectif édité par Dehling et al. (2002).



Chapitre 7

Etude des formes quadratiques

On s’intéresse dans ce chapitre aux formes quadratiques d’un champ X définies par

Jn(g) =
∑

k∈An

∑

l∈An

gk−lXkXl,

où An = {1, . . . , n}d et où (gk)k∈Zd est une suite sommable. Dans le cas particulier où
gk = δ−h(k), Jn(g) est l’estimateur de la fonction de covariance de X au point h. Plus
généralement, Jn(g) est une statistique que l’on retrouve dans de nombreux problèmes
comme par exemple dans la démonstration de la convergence de l’estimateur de Whittle
du paramètre de longue mémoire d’une série temporelle.

En posant g(x) =
∑

j∈Zd gje
−i<j,x>, on peut réécrire la forme quadratique Jn(g) sous

forme d’une intégrale faisant intervenir la fonction g et le périodogramme de X.
Le périodogramme d’un champ aléatoire X est en effet défini sur E = [−π, π]d par

In(x) =
1

nd

∣∣∣∣∣
∑

k∈An

Xke
i<k,x>

∣∣∣∣∣

2

=
1

nd

∑

k,l∈A2
n

XkXle
−i<k−l,x>

et on vérifie facilement que

Jn(g) =

∫

E

g(t)In(t)dt. (7.0.1)

En dimension d = 1, l’étude de (7.0.1) lorsque X est gaussien à longue mémoire a
été réalisée par Fox et Taqqu (1985, 1987). Lorsque X est linéaire à longue mémoire, la
même étude a été conduite par Giraitis et Surgailis (1990) qui appliquent leur résultat à
la convergence de l’estimateur de Whittle. Ces auteurs ont montré que Jn(g)−E(Jn(g))
ne suivait pas nécessairement un théorème central limite. Plus précisement, on peut
distinguer deux situations selon que g(0) = 0 ou g(0) 6= 0. Dans le premier cas, on
retrouve un théorème central limite (Fox et Taqqu (1987) et Giraitis et Surgailis (1990))
et dans le second, on obtient un théorème non central (Fox et Taqqu (1985) et Terrin et
Taqqu (1990)).

En dimension d ≥ 1, Doukhan et al. (1996) montrent le même type de résultats
lorsque le champ X est gaussien à longue mémoire isotrope.
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Notre objectif est de généraliser ces résultats aux champs linéaires, non nécessaire-
ment gaussiens et à longue mémoire non isotrope. Pour cela nous adoptons une démarche
spectrale en réécrivant (7.0.1) sous forme d’une intégrale stochastique double.

Dans la partie 7.1, nous reprenons la construction de l’intégrale doubles de Major
(1981) dans un contexte non gaussien. On rappelle ensuite la formule d’Ito pour ces
intégrales.

Nous présentons dans la partie 7.2.1 un théorème de convergence de mesures spec-
trales doubles, généralisation du Théorème 6 du chapitre 3. L’étude de l’asymptotique
de (7.0.1), écrit sous forme d’une intégrale stochastique double, se base sur ce théorème.

Enfin, dans la section 7.3, nous montrons un théorème non central pour Jn(g) lorsque
g(0) 6= 0. Nous obtenons en application la loi limite de l’estimateur de la fonction de
covariance d’un champ fortement dépendant.

La partie 7.4 contient les preuves de lemmes techniques.

Remarque 28. Ce travail sur les formes quadratiques est en cours. Un de nos objectifs
était de sortir du cadre gaussien. Mais un point reste encore insatisfaisant : il s’agit de
la définition de l’intégrale double par rapport à des mesures aléatoires à accroissements
orthogonaux non gaussiennes. Lorsque les cumulants d’ordre 4 de la mesure sont supposés
nuls, la définition de l’intégrale s’adapte directement du cas gaussien et c’est l’hypothèse
que nous ferons tout au long du chapitre. Cette hypothèse reste à alléger car elle induit
des hypothèses difficilement interprétables dans les Théorèmes 20 et 21.

Si on suppose que les champs aléatoires sont gaussiens, les hypothèses effectuées
dans le Théorème 21 (le résultat principal du chapitre) deviennent naturelles. Dans cette
situation, le Théorème 21 étend au cadre de forte dépendance non-isotrope le résultat de
convergence de type non central des formes quadratiques d’un champ aléatoire montré
dans Doukhan et al. (1996).

7.1 Intégrales doubles non gaussiennes

Soit Z une mesure aléatoire à accroissements orthogonaux. Lorsque Z est gaussienne,
l’intégrale multiple par rapport à Z est définie dans Major (1981). La construction de
l’intégrale double par rapport à Z telle qu’elle est présentée dans Major (1981) reste
valable en dehors du cadre gaussien si les cumulants d’ordre 4 de Z sont supposés nuls.
Pour nous en convaincre, nous rappellons dans cette partie la définition de cette intégrale.

Nous commençons par rappeller une définition des cumulants (cf par exemple Brillin-
ger (1981) ou Kendall et Stuart (1958)).

Définition 7. Les cumulants de k variables aléatoires Y1, . . . , Yk sont définis par

cum(Y1, . . . , Yk) =
∑

ν

(−1)p−1(p− 1)!E

(∏

j∈ν1

Yj

)
. . . E


∏

j∈νp

Yj


 , (7.1.1)

où ν = (ν1, . . . , νp) est une partition de {1, . . . , k} et où la somme se fait sur toutes ces
partitions.
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Dans le cas particulier où (Yt)t∈Rd est un champ aléatoire strictement stationnaire,
ses cumulants d’ordre k, lorsqu’ils existent, sont définis grâce à la stationnarité par

cum(Yt1 , . . . , Ytk) = cum(Y0, Yt2−t1 , . . . , Ytk−tk−1
) = ck(h1, . . . , hk−1),

en notant hj = tj+1 − tj pour j = 1 . . . k − 1.

Nous supposons que Z est une mesure aléatoire à accroissements orthogonaux dont
les cumulants d’ordre 4 sont nuls. Nous supposons de plus que la mesure de contrôle µ
de Z est non atomique.

L’intégrale double par rapport à Z est définie sur Hµ où Hµ est l’espace des fonctions
complexes f dépendant de deux variables telles que

(i) f(−x,−y) = f(x, y)
(ii)

∫
|f(x, y)|2dµ(x)dµ(y) <∞.

On définit dans un premier temps l’intégrale double pour les fonctions simples de
Hµ (définies ci-après) puis on l’étend à toute fonction de Hµ par le théorème de Hahn-
Banach.

Définition 8. Soit un système de rectangles ∆j, j = ±1, . . . ,±N de R
d où ∆−j = −∆j.

– On dit qu’une fonction est adaptée au système de rectangles précédent si elle est
constante sur les ensembles du type ∆i × ∆j pour i 6= ±j, nulle à l’exterieur de
A = ∪i,j ∆i × ∆j et nulle sur les ensembles du type ∆j × ∆±j.

– Une fonction de Hµ est dite simple s’il existe un système de rectangles auquel elle
est adaptée, c’est donc une fonction en escalier à support compact. Nous notons
Ĥµ l’ensemble des fonctions simples.

Pour toute fonction simple f ∈ Ĥµ on définit l’intégrale double par rapport à Z par
∫∫

f(x, y)dZ(x)dZ(y) =
∑

i,j=±1,...,±N
i6=±j

f(xi, yj)Z(∆i)Z(∆j), (7.1.2)

où f(xi, yj) représente la valeur de f sur ∆i ×∆j (f étant constante sur ces ensembles).
Il est facile de voir que pour une fonction simple donnée, cette définition est indé-

pendante du système de rectangles choisi.
Pour toute fonction f ∈ Ĥµ, on a les propriétés immédiates suivantes :

E

(∫∫
f(x, y)dZ(x)dZ(y)

)
= 0, (7.1.3)

∫∫
f(x, y)dZ(x)dZ(y) ∈ R, (7.1.4)

car f vérifie (i) et pour tout ensemble A, Z(A) = Z(−A), et enfin
∫∫

f(x, y)dZ(x)dZ(y) =

∫∫
sym(f)(x, y)dZ(x)dZ(y), (7.1.5)



146 Etude des formes quadratiques

où sym(f)(x, y) = 1
2
(f(x, y) + f(y, x)).

Afin d’étendre la définition de l’intégrale sur Hµ par le théorème de Hahn Banach, il
nous faut évaluer sa norme.

Lemme 23. Si Z est une mesure aléatoire à accroissements orthogonaux dont les cu-
mulants d’ordre 4 sont nuls alors, pour toute fonction f ∈ Ĥµ,

E

(∫∫
f(x, y)dZ(x)dZ(y)

)2

≤ 2

∫

R2d

|f(x, y)|2dµ(x)dµ(y). (7.1.6)

Si f est symétrique i.e. f(x, y) = f(y, x), (7.1.6) est une égalité.

Démonstration. D’après (7.1.5) et l’inégalité

∫
|sym(f)|2dµdµ ≤

∫
|f |2dµdµ,

il suffit de ne prouver le résultat que pour les fonctions symétriques de Ĥµ. Montrons
que

E

(∫∫
f(x, y)dZ(x)dZ(y)

)2

= 2

∫

R2d

|f(x, y)|2dµ(x)dµ(y).

On note f(xi, yj) les valeurs constantes de f sur ∆i × ∆j lorsque i 6= ±j.
D’après la définition (7.1.2) de l’intégrale, il suffit de prouver

∑

i6=±j

∑

k 6=±l

f(xi, yj)f(xk, yl)E
(
Z(∆i)Z(∆j)Z(∆k)Z(∆l)

)

=
∑

i6=±j

f(xi, yj)f(xi, yj)µ(∆i)µ(∆j).

Puisque, pour tout i, Z(∆i) = Z(−∆i) = Z(∆−i), et compte tenu de la définition 7 des
cumulants,

E
(
Z(∆i)Z(∆j)Z(∆k)Z(∆l)

)

= cum (Z(∆i), Z(∆j), Z(∆−k), Z(∆−l)) + E (Z(∆i)Z(∆j))E (Z(∆−k)Z(∆−l))

+ E (Z(∆i)Z(∆−k))E (Z(∆j)Z(∆−l)) + E (Z(∆i)Z(∆−l))E (Z(∆j)Z(∆−k)) .

Nous avons supposé que les cumulants d’ordre 4 de Z sont nuls. En s’appuyant sur
l’orthogonalité des accroissements de Z, i.e. E[Z(∆i)Z(∆j)] = δ{i=−j}µ(∆i), on obtient

E
(
Z(∆i)Z(∆j)Z(∆k)Z(∆l)

)

= δ{i=−j}µ(∆i)δ{k=−l}µ(∆k) + δ{i=k}µ(∆i)δ{j=l}µ(∆k) + δ{i=l}µ(∆i)δ{j=k}µ(∆j)
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de telle sorte que

∑

i6=±j

∑

k 6=±l

f(xi, yj)f(xk, yl)E
(
Z(∆i)Z(∆j)Z(∆k)Z(∆l)

)

=
∑

i6=±j

(
f(xi, yj)f(xi, yj) + f(xi, yj)f(xj, yi)

)
µ(∆i)µ(∆j).

Par symétrie de f , on obtient le résultat recherché.

Comme µ est non-atomique, l’ensemble Ĥµ est dense dans Hµ (voir à ce propos
Major (1981), pages 28 et 29). L’application qui à f ∈ Ĥµ associe

∫∫
fdZdZ est de plus

linéaire et contractante d’après le lemme précédent. Nous pouvons donc prolonger sur
Hµ l’intégrale définie par (7.1.2) grâce au Théorème de Hahn-Banach.

Ainsi pour toute fonction f ∈ Hµ, l’intégrale

∫∫

R2d

f(x, y)dZ(x)dZ(y)

a un sens et les propriétés (7.1.3), (7.1.4), (7.1.5) et (7.1.6) restent vraies.
Nous rappellons enfin la formule d’Ito pour ces intégrales.

Théorème 19. Soit Z une mesure aléatoire à accroissements orthogonaux, de mesure
de contrôle µ, dont les cumulants d’ordre 4 sont nuls.

Alors, pour toutes f et g dans Hµ,

∫∫
f(x)g(y)dZ(x)dZ(y) =

∫
f(x)dZ(x)

∫
g(y)dZ(y) −

∫
f(x)g(x)dµ(x). (7.1.7)

La démonstration de ce théorème est donnée dans Major (1981) dans le cas gaussien.
Elle ne s’appuie que sur les propriétés d’orthogonalité des accroissements de Z et sur le
fait que les cumulants d’ordre 4 de Z sont nuls.

7.2 Convergence de mesures spectrales doubles

Nous montrons un théorème de convergence de mesures spectrales doubles. Comme
dans le chapitre 3, ce théorème est utile pour étudier le comportement asymptotique de
toute statistique pouvant s’écrire sous forme d’une intégrale double par rapport à une
mesure spectrale.

Nous l’appliquons aux formes quadratiques d’un champ fortement dépendant. En
adoptant une démarche spectrale, nous écrivons en effet les formes quadratiques sous
forme d’une intégrale stochastique double par rapport à des mesures spectrales dilatées.
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7.2.1 Théorème de convergence de mesures spectrales doubles

Soit (εn)n∈Zd un bruit blanc fort admettant des moments d’ordre 4 finis.
Soit W la mesure spectrale aléatoire de ε et Wn la mesure aléatoire sur [−nπ, nπ]d,

définie pour tout borélien A par

Wn(A) = nd/2W (n−1A).

Théorème 20. Soit ε un bruit blanc fort admettant des moments d’ordre 4 finis et dont
la mesure spectrale W admet des cumulants d’ordre 4 nuls.

Si Φn est une suite de fonctions de Hλ, où λ représente la mesure de Lebesgue sur
R

d, qui converge en moyenne quadratique vers Φ alors

∫∫
Φn(x, y)dWn(x)dWn(y)

L−→
∫∫

Φ(x, y)dW0(x)dW0(y), (7.2.1)

où W0 représente la mesure spectrale aléatoire du bruit blanc gaussien et où L symbolise
la convergence en loi.

Remarque 29. L’hypothèse portant sur le bruit ε dans le Théorème 20 est difficilement
interprétable car elle fait intervenir les cumulants de sa mesure spectrale aléatoire. Cette
hypothèse provient de la difficulté de définir l’intégrale double par rapport à des mesures
aléatoires à accroissements orthogonaux non gaussiennes (voir la Remarque 28). Dans
le cas gaussien, l’hypothèse sur le bruit est trivialement vérifiée mais dans ce cas, le
résultat de convergence établi dans le théorème devient évident.

Démonstration. La démonstration suit le même schéma que celle du Théorème 6. Il faut
juste effectuer au préalable quelques manipulations grâce à la formule d’Ito (7.1.7).

Soit

Bn(s, t) =

∫∫

R2d

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

eitjyj − 1

iyj

dWn(x)dWn(y).

L’intégrale existe bien car la fonction intégrée est dans Hλn
. D’après le théorème 19,

Bn(s, t) = B∗
n(s)B∗

n(t) −
∫

[−nπ,nπ]d

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

e−itjxj − 1

−ixj

dx,

où B∗
n(s) =

∫
Rd

∏d
j=1

eisjxj−1
ixj

dWn(x). D’après la démonstration du Théorème 6 donnée
dans le chapitre 3, les lois fini-dimensionnelles de B∗

n convergent vers celles du drap
brownien B car ε est un bruit blanc fort, donc

Bn(s, t)
fidi−→ B(s)B(t) −

∫

Rd

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

e−itjxj − 1

−ixj

dx.
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La fonction x 7→ ∏
eisjxj−1

ixj
est la transformée de Fourier de I[0,s1]×···×[0,sd], l’intégrale

ci-dessus vaut donc

∫

Rd

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

e−itjxj − 1

−ixj

dx =< I[0,s1]×···×[0,sd], I[0,t1]×···×[0,td] >=
d∏

j=1

sj ∧ tj,

en notant < > le produit scalaire dans L2(Rd).
Ainsi

Bn(s, t)
fidi−→ B(s)B(t) −

d∏

j=1

sj ∧ tj.

En utilisant la représentation harmonisable du drap brownien,

B(s) =

∫

Rd

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

dW0(x),

où W0 est la mesure du bruit blanc gaussien, et par application, une nouvelle fois, de la
formule d’Ito, on en déduit une répresentation sous forme d’intégrale double :

Bn(s, t)
fidi−→

∫∫

R2d

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

eitjyj − 1

iyj

dW0(x)dW0(y).

La suite de la preuve est la même que dans la démonstration du Théorème 6. Nous
en donnons les grandes lignes.

On définit l’application linéaire sur Hλ

Fn(Φ) =

∫∫

R2d

Φ̂(x, y)dWn(x)dWn(y).

Elle se réécrit pour les fonctions Φ différentiables à support compact, après des intégra-
tions par parties successives et grâce à Fubini,

Fn(Φ) =

∫

R2d

∂Φ(s, t)

∂s1 . . . ∂sd∂t1 . . . ∂td
Bn(s, t)dsdt. (7.2.2)

Nous pouvons appliquer le lemme 13 du chapitre 3, généralisation du théorème de Grin-
blatt (1976) à la dimension d car, à s et t fixés, E (Bn(s, t))2 est uniformément bornée.
En effet, d’après (7.1.6),

E (Bn(s, t))2 ≤ 2
σ2

(2π)d

∫

R2d

(
d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

eitjyj − 1

iyj

)2

dxdy ≤ 2
σ2

(2π)d

d∏

j=1

|tj||sj|.

Ainsi Fn(Φ) converge en loi vers
∫

R2d

∂Φ(s, t)

∂s1 . . . ∂sd∂t1 . . . ∂td
B(s, t)dsdt,
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où

B(s, t) =

∫∫

R2d

d∏

j=1

eisjxj − 1

ixj

eitjyj − 1

iyj

dW0(x)dW0(y).

En procédant par intégration par parties comme pour obtenir (7.2.2), la limite se
réécrit

Fn(Φ)
L−→
∫∫

R2d

Φ̂(x, y)dW0(x)dW0(y).

Notons F (Φ) cette limite. C’est une application linéaire sur l’ensemble des fonctions
différentiables à support compact. Elle est contractante :

E (F (Φ))2 ≤ 2
σ2

(2π)d

∫

R2d

|Φ(x, y)|2 dxdy.

On peut donc étendre F à Hλ. La convergence de Fn vers F sur Hλ découle du Théorème
4.2 de Billingsley (1968). Pour finir, si Φn est une suite d’éléments de Hλ qui converge
en moyenne quadratique vers Φ, on a directement que Fn(Φn) converge en loi vers F (Φ)
en utilisant l’inégalité triangulaire.

7.2.2 Etude des formes quadratiques : approche spectrale

Soit un bruit blanc fort (εn)n∈Zd de mesure spectrale W . Nous supposons que ε admet
des moments d’ordre 4 finis et que les cumulants d’ordre 4 de W sont nuls. Nous noterons
dans toute la suite E = [−π, π]d.

Soit X le champ aléatoire construit à partir du filtrage de ε à travers un filtre a ∈
L2(E) :

Xn =

∫

E

a(x)ei<n,x>dW (x).

Soit enfin g une fonction définie sur E. Nous étudions la convergence en loi de Jn(g)
défini par (7.0.1) lorsqueX est fortement dépendant. Pour cela nous utilisons une écriture
sous forme d’intégrale double. On a

Jn(g) =
1

nd

∑

k,l∈A2
n

(∫

E

g(t)e−i<k−l,t>dt

)
XkXl,

d’où

Jn(g) − EJn(g) =

∫

E

g(t)

[
1

nd

∑
e−i<k−l,t>(XkXl − r(l − k))

]
dt, (7.2.3)

où r représente la fonction de covariance de X. Or, d’après la formule d’Ito (7.1.7),

XkXl − r(l − k) =

∫

E

a(x)ei<n,x>dW (x)

∫

E

a(y)ei<l,y>dW (y) −
∫

E

ei<k−l,x>a2(x)dµ(x)

=

∫∫

E2

a(x)a(y)ei(<k,x>+<l,y>)dW (x)dW (y),
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où µ est la mesure spectrale de ε, proportionnelle à la mesure de Lebesgue.
Si par ailleurs g vérifie g(−t) = g(t) et si le filtre a vérifie a(−x) = a(x), la fonction

a(x)a(y)

[
1

nd

∫

E

g(t)
∑

ei<k,x−t>
∑

ei<l,y+t>dt

]

appartient à Hλn
et on peut donc écrire

Jn(g) − EJn(g) =

∫∫

E2

a(x)a(y)

[
1

nd

∫

E

g(t)
∑

ei<k,x−t>
∑

ei<l,y+t>dt

]
dW (x)dW (y).

En notant Hn(t) =
∑

k∈An
ei<k,t>,

Jn(g) − EJn(g) =

∫∫

E2

a(x)a(y)

[
1

nd

∫

E

g(t)Hn(x− t)Hn(y + t)dt

]
dW (x)dW (y).

Enfin, en notant Wn la mesure dilatée de W définie pour tout borélien A de E par
Wn(A) = nd/2W (n−1A),

Jn(g) − EJn(g) =

n−d

∫∫

(nE)2
a
(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]
dWn(x)dWn(y).

(7.2.4)

A l’aide de cette dernière écriture, nous pouvons utiliser le Théorème 20 pour étudier
la convergence en loi de Jn(g)−EJn(g). Elle se ramène à l’étude d’une convergence L2.

7.3 Théorème limite non-central

Nous donnons le comportement asymptotique de Jn(g) − EJn(g), défini en fonction
du bruit blanc ε et du filtre a comme dans la section 7.2.2, dans le cas particulier où g
est continue et non nul en l’origine. Ce résultat sera appliqué dans le corollaire 7 pour
obtenir la convergence en loi de l’estimateur de la fonction de covariance d’un champ
fortement dépendant.

Théorème 21. Soit ε un bruit blanc fort admettant des moments d’ordre 4 finis et dont
la mesure spectrale aléatoire admet des cumulants d’ordre 4 nuls.

Soit X le champ aléatoire obtenu par le filtrage de ε à travers un filtre a homogène
de degré α < 0 vérifiant a(−x) = a(x) et

∫

R2d

|a|2(x)|a|2(y)
d∏

i=1

1 ∧ (xj + yj)
−2dxdy <∞. (7.3.1)
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Soit g une fonction définie sur [−π, π]d à valeurs complexes. Si g vérifie g(−t) = g(t),
si g est de module borné et est continue en 0 tel que g(0) 6= 0 et si de plus la suite de
ses coefficients de Fourier est sommable, alors

nd+2α(Jn(g) − EJn(g))
L−→ g(0)

∫∫

R2d

a(x)a(y)
d∏

j=1

ei(xj+yj) − 1

i(xj + yj)
dW0(x)dW0(y), (7.3.2)

où W0 est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

Remarque 30. . La condition (7.3.1) portant sur le filtre a n’est pas évidente à véri-
fier pour un filtre quelconque. Nous donnons trois exemples de filtres pour lesquels les
conditions du Théorème 21 sont vérifiées :

(i) le filtre
a(x) = |x|α,

où −d/2 < α < −d/4. Ce filtre conduit à un champ à longue mémoire isotrope
et la convergence (7.3.2) correspond dans ce cas au résultat du Théorème 5.1 de
Doukhan et al. (1996). Le fait que ce filtre vérifie (7.3.1) est montré dans Major
(1981), page 63.

(ii) le filtre produit

a(x) =
d∏

j=1

|xj|αj

où, pour tout j, −1/2 < αj < −1/4. Ce filtre conduit à un champ dont la forte
dépendance est de type produit.

(iii) en dimension d = 2, le filtre

a(x1, x2) = |x1 + θx2|α,

où −1/2 < α < −1/4, conduisant à un champ à longue mémoire non-isotrope. La
propriété (7.3.1) de ce filtre est établie dans le lemme 26 donné en section 7.4.

Remarque 31. La condition portant sur ε n’est pas interprétable facilement car elle s’ap-
puie sur les moments de sa mesure spectrale aléatoire. Lorsque ε est un bruit blanc
gaussien, les conditions portant sur ε sont trivialement vérifiées. Le Théorème 21 étend
alors au cas non-isotrope le Théorème 5.1 de Doukhan et al. (1996) établissant le com-
portement limite de type non-central des formes quadratiques d’un champ à longue
mémoire.

Corollaire 7. Soit X un champ aléatoire vérifiant les hypothèses du Théorème 21 et
soit r̂n(h) sa fonction de covariance empirique définie, pour h ∈ N

d, par

r̂n(h) =
1

nd

n−h1∑

k1=1

. . .

n−hd∑

kd=1

XkXk+h.
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Alors

nd+2α[r̂n(h) − E(r̂n(h))]
L−→ 1

(2π)d

∫∫

R2d

a(x)a(y)
d∏

j=1

ei(xj+yj) − 1

i(xj + yj)
dW0(x)dW0(y),

où W0 est la mesure spectrale associée au bruit blanc gaussien.

Remarque 32. En prenant a(x) = |x|α où −1/2 < α < −1/4, on retrouve le résultat
de Hosking (1996) en dimension d = 1 : la loi limite de l’estimateur de la fonction de
covariance n’est pas asymptotiquement normal. Lorsque, dans le cas particulier précé-
dent, −1/4 < α < 0, la loi limite obtenue par Hosking (1996) en dimension d = 1 est
gaussienne ; c’est une situation qui sort du cadre du Corollaire 7 et qui est en cours
d’étude.

Démonstration du corollaire 7. La preuve est une conséquence du Théorème 21 en pre-
nant g(t) = (2π)−dei<h,t>. On vérifie alors facilement que Jn(g) = r̂n(h).

Démonstration du Théorème 21. D’après l’écriture (7.2.4),

nd+2α(Jn(g) − EJn(g))

=

∫∫

nE2

n2αa
(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]
dWn(x)dWn(y).

D’après le théorème 20, pour montrer la convergence (7.3.2), il suffit de montrer que

lim
n→∞

∫

nE2

(
n2αa

(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(x)a(y)H(x+ y)

)2

dxdy = 0, (7.3.3)

où H(x+ y) =
∏d

j=1
ei(xj+yj)−1

i(xj+yj)
.

On ramène dans un premier temps l’ensemble d’intégration à nD2 = ∩d
i=1{|xi +yi| <

nπ} ∩ nE2. Sur l’ensemble d’intégration nE2 − nD2, il existe au moins un indice j tel
que |xj + yj| > nπ. Traitons sans perte de généralité le cas où x1 + y1 > nπ et où pour
tout j ≥ 2, |xj + yj| < nπ, ensemble que nous notons nA1. Dans l’intégrale

∫

nA1

(
n2αa

(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(x)a(y)H(x+ y)

)2

dxdy, (7.3.4)

on effectue le changement de variable u1 = x1 + y1 − 2nπ et, pour j ≥ 2, uj = xj + yj.
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La fonction a(x)IE(x) est le filtre à partir duquel le champ X est construit, elle est
donc 2π-périodique. En utilisant cette périodicité et celle de Hn et H, l’intégrale (7.3.4)
s’écrit après le changement de variables précédent

∫

nV1

(
n2αa

(
u− y

n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(
u− y

n
− t

)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(u− y)a(y)H(u)

)2

dudy,

où nV1 est le nouveau domaine d’intégration qui est contenu dans nE2. Le changement
de variable x = u− y et y = y nous donne à présent
∫

nA1

(
n2αa

(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(x)a(y)H(x+ y)

)2

dxdy

=

∫

nD2
1

(
n2αa

(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(x)a(y)H(x+ y)

)2

dxdy,

où nD2
1 = {−nπ < x1 + y1 < 0} ∩d

j=2 {|xj + yj| < nπ} ∩ nE2 est un ensemble inclu dans
nD2.

Ainsi montrer (7.3.3) se ramène à montrer

lim
n→∞

∫

nD2

(
n2αa

(x
n

)
a
(y
n

)[ 1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]

− g(0)a(x)a(y)H(x+ y)

)2

dxdy = 0.

En utilisant l’homogénéité de a, l’intégrale ci-dessus s’écrit
∫

nD2

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd

∫

E

g(t)Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt− g(0)H(x+ y)

]2

dxdy

et elle est majorée par

2

∫

nD2

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd

∫

E

(g(t) − g(0))Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]2

dxdy

+ 2g2(0)

∫

nD2

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd

∫

E

Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt−H(x+ y)

]2

dxdy.
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On vérifie facilement que
∫

E
Hn

(
x
n
− t
)
Hn

(
y
n

+ t
)
dt = Hn

(
x+y

n

)
, il nous reste donc

à montrer

lim
n→∞

∫

nD2

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd

∫

E

(g(t) − g(0))Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

]2

dxdy = 0,

(7.3.5)

lim
n→∞

∫

nD2

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd
Hn

(
x+ y

n

)
−H(x+ y)

]2

= 0. (7.3.6)

Commençons par prouver (7.3.6). Il est clair que l’intégrand tend vers 0 pour presque
tout x et y dans R

d. Par ailleurs,

1

nd
Hn

(
x+ y

n

)
−H(x+ y) =

d∏

j=1

1

n
ei

xj+yj
n

ei(xj+yj) − 1

ei
xj+yj

n − 1
−

d∏

j=1

ei(xj+yj) − 1

i(xj + yj)
. (7.3.7)

Pour d = 1

∣∣∣∣
1

n
ei x+y

n
ei(x+y) − 1

ei x+y
n − 1

− ei(x+y) − 1

i(x+ y)

∣∣∣∣
2

≤ 2

(x+ y)2

∣∣∣∣∣
ei x+y

n i(x+ y)

n(ei x+y
n − 1

− 1

∣∣∣∣∣

2

.

Le module du terme de droite est uniformément borné sur {|x+ y| < nπ} car

∣∣∣∣∣
ei x+y

n i(x+ y)

n(ei x+y
n − 1

− 1

∣∣∣∣∣

2

=

(
x+y
2n

)2

sin2
(

x+y
2n

) − x+ y

n

cos
(

x+y
2n

)

sin
(

x+y
2n

) + 1

≤
(

x+y
2n

)2

sin2
(

x+y
2n

) + 2

∣∣∣∣∣
x+y
2n

sin
(

x+y
2n

)
∣∣∣∣∣+ 1.

En dimension d quelconque, on obtient de même

∣∣∣∣
1

nd
Hn

(
x+ y

n

)
−H(x+ y)

∣∣∣∣
2

≤ c
d∏

j=1

1

(xj + yj)2
,

où c est une constante strictement positive. Le résultat se montre à l’aide d’une récurrence
sur la dimension en utilisant la décomposition AB − CD = (A − C)D + (B − D)C +
(A− C)(B −D).

De plus, d’après (7.3.7), |n−dHn

(
x+y

n

)
− H(x + y)| reste toujours bornée et l’on a

donc la majoration uniforme

|a|2(x)|a|2(y)
[

1

nd
Hn

(
x+ y

n

)
−H(x+ y)

]2

InD2(x, y) ≤ c|a|2(x)|a|2(y)
d∏

j=1

1∧ 1

(xj + yj)2
.

Le majorant est par hypothèse intégrable sur R
2d et par le théorème de convergence

dominée de Lebesgue, (7.3.6) est prouvée.
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Intéressons nous maintenant à (7.3.5). Le lemme 5.1 de Doukhan et al. (1996) montre
que comme g est continue en 0 et bornée sur [−π, π]d, le terme entre crochets dans (7.3.5)
converge vers 0 pour presque tout x et y fixés dans R

d. Nous allons maintenant majorer
l’intégrand dans (7.3.5) uniformément en n. En notant ϕ(t) = g(t) − g(0),
∣∣∣∣

1

nd

∫

E

(g(t) − g(0))Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
1

nd

∫

E

ϕ(t)
∑

k∈An

ei<k, x
n
−t>

∑

j∈An

ei<j, y
n

+t>dt

∣∣∣∣∣

2

=
1

n2d

∣∣∣∣∣
∑

k∈An

∑

j∈An

ei<k, x
n

>+i<j, y
n

>

∫

E

ϕ(t)ei<t,j−k>dt

∣∣∣∣∣

2

=
1

n2d

∣∣∣∣∣
∑

k∈An

∑

j∈An

ei<k, x
n

>+i<j, y
n

>ϕ̂k−j

∣∣∣∣∣

2

,

où (ϕ̂k)k∈Zd est la suite des coefficients de Fourier de ϕ. En posant l = k − j dans
l’expression précédente, on obtient
∣∣∣∣

1

nd

∫

E

(g(t) − g(0))Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

∣∣∣∣
2

=
1

n2d

∣∣∣∣∣
∑

k∈An

ei<k, x+y
n

>
∑

k−l∈An

e−i<l, y
n

>ϕ̂l

∣∣∣∣∣

2

.

(7.3.8)

On utilise à présent une généralisation de la transformation d’Abel pour les sommes
à plusieurs indices établie dans le lemme 24 ci-dessous. Nous introduisons quelques no-
tations.

Pour j entier non nul fixé entre 1 et d, nous noterons Cd
(k1,...,kj ,n) l’ensemble des d-

uplets ayant j termes égaux respectivement à k1, k2, . . . , kj, les d − j autres termes
valant n et tels que, si p < q, le rang du terme égal à kp soit inférieur au rang du terme
égal à kq. Nous noterons {k, n}d les éléments de cet ensemble. Par exemple le d-uplet
{k, n}d = (n, k1, n, . . . , n, k2, n, k3, k4, . . . , kj) contenant d−j termes égaux à n appartient
à Cd

(k1,...,kj ,n) mais pas (n, k2, k1, n, . . . , n, k3, . . . , kj). Lorsque j = d, Cd
(k1,...,kd,n) est réduit

à l’élément (k1, . . . , kd).
Soit la suite (ai)i∈Nd et la suite marginale ã de a dépendant des j indices k1, . . . , kj

définie par ãk1,...,kj
= a{k,n}d

. Nous définissons les accroissements ∆j de a{k,n}d
au point

k comme suit :

∆j

(
a{k,n}d

)
= ∆j

(
ãk1,...,kj

)
=

1∑

ε1=0

. . .
1∑

εj=0

(−1)(
P

εi) ãk1+ε1,...,kd+εd
.

Lemme 24 (Transformation d’Abel).

∑

i∈Ad
n

aibi = anBn +
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∆j

(
a{k,n}d

)
B{k,n}d

, (7.3.9)
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où Ad
n = {1, . . . , n}d et où Bp1,...,pd

=
∑p1

i1=1 . . .
∑pd

id=1 bi1,...,id.
Dans le cas d = 1 cette formule correspond à la transformation d’Abel classique :

n∑

i=1

aibi = anBn +
n−1∑

k=1

(ai − ai+1)Bk,

où Bk =
∑k

i=1 bi.
Dans le d = 2, elle s’écrit

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jbi,j = an,nBn,n +
n−1∑

k1=1

(ak1,n − ak1+1,n)Bk1,n +
n−1∑

k2=1

(an,k2 − an,k2+1)Bn,k2

+
n−1∑

k1=1

n−1∑

k2=1

(ak1,k2 − ak1+1,k2 − ak1,k2+1 + ak1+1,k2+1)Bk1,k2 ,

où Bk1,k2 =
∑k1

i=1

∑k2

j=1 bi,j.

La démonstration de ce lemme est donnée dans la partie 7.4.
On applique la transformation d’Abel à l’expression (7.3.8) avec bk = ei<k, x+y

n
> et

ak =
∑

k−l∈An

e−i<l, y
n

>ϕ̂l.

Cela donne
∣∣∣∣
∑

k∈An

ei<k, x+y
n

>
∑

k−l∈An

e−i<l, y
n

>ϕ̂l

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
anBn +

d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∆j

(
a{k,n}d

)
B{k,n}d

∣∣∣∣∣∣∣

2

≤ 2 |anBn|2 + 2




d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∣∣∆j

(
a{k,n}d

)∣∣ ∣∣B{k,n}d

∣∣




2

.

Dans l’expression ci-dessus, pour tous p1, . . . , pd dans {1, . . . , n},

|Bp1,...,pd
| =

∣∣∣∣∣

p1∑

k1=1

. . .

pd∑

kd=1

bk1,...,kd

∣∣∣∣∣ =
d∏

j=1

∣∣∣∣∣∣

pj∑

kj=1

ei<kj ,
xj+yj

n
>

∣∣∣∣∣∣
=

d∏

j=1

∣∣∣∣∣
sin
(
pj

xj+yj

2n

)

sin
(xj+yj

2n

)
∣∣∣∣∣

≤ c

d∏

j=1

pj

[
1 ∧

(
n

pj

1

|xj + yj|

)]
≤ c

d∏

j=1

n

[
1 ∧ 1

|xj + yj|

]
,
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où c est une constante strictement positive. Par ailleurs |an| ≤ |ϕ̂|1 avec |ϕ̂|1 =
∑

k∈Zd |ϕ̂k|.
Ainsi
∣∣∣∣
∑

k∈An

ei<k, x+y
n

>
∑

k−l∈An

e−i<l, y
n

>ϕ̂l

∣∣∣∣
2

≤ cn2d

d∏

j=1

[
1 ∧ 1

(xj + yj)2

]



|ϕ̂|21 +




d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∣∣∆j

(
a{k,n}d

)∣∣




2

.

(7.3.10)

Nous allons montrer pour finir que le terme entre parenthèses reste borné. Pour cela
nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 25. Soit j entier naturel non nul et soit une suite (u(l))l∈Zd.

∆j




k1−n∑

l1=k1−1

. . .

kj−n∑

lj=kj−1

u(l1, . . . , lj)




=
1∑

ε1=0

. . .
1∑

εj=0

(−1)(
P

εi)u(k1 − 1 + ε1(2 − n), . . . , kj − 1 + εj(2 − n)). (7.3.11)

La démonstration de ce lemme est donnée dans la partie 7.4.
On a

∆j

(
a{k,n}d

)
= ∆j




k1−n∑

l1=k1−1

. . .

kj−n∑

lj=kj−1

u(l1, . . . , lj)


 ,

où u(l1, . . . , lj) =
∑n−1

lj+1=0 . . .
∑n−1

ld=0 e
−i<l, y

n
>ϕ̂l dans le cas où a{k,n}d

= ak1,...,kj ,n,...,n.
Lorsque l’indice {k, n}d est quelconque, u(l1, . . . , lj) s’écrit de la même manière mais
en permutant les indices li dans e−i<l, y

n
>ϕ̂l. La permutation des indices ne change

rien au raisonnement qui suit et nous écrirons abusivement par la suite {k, n}d =
(k1, . . . , kj, n, . . . , n).

Appliquons à présent (7.3.11)

d∑
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n−1∑
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. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∣∣∆j

(
a{k,n}d

)∣∣

=
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∣∣∣∣
1∑

ε1=0

. . .

. . .
1∑

εj=0

(−1)(
P

εi)u(k1 − 1 + ε1(2 − n), . . . , kj − 1 + εj(2 − n))

∣∣∣∣.
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D’où la majoration

d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∣∣∆j

(
a{k,n}d

)∣∣

≤
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

1∑

ε1=0

. . .

. . .
1∑

εj=0

n−1∑

lj+1=0

. . .
n−1∑

ld=0

∣∣ϕ̂(k1 − 1 + ε1(2 − n), . . . , kj − 1 + εj(2 − n), lj+1, . . . , ld)
∣∣

≤ c|ϕ̂|1, (7.3.12)

où c est une constante dépendant de d.
D’après (7.3.8), (7.3.10) et (7.3.12),

|a|2(x)|a|2(y)
∣∣∣∣

1

nd

∫

E

(g(t) − g(0))Hn

(x
n
− t
)
Hn

(y
n

+ t
)
dt

∣∣∣∣
2

InD2(x, y)

≤ c|ϕ̂|21|a|2(x)|a|2(y)
d∏

j=1

[
1 ∧ 1

(xj + yj)2

]

qui est intégrable sur R
2d et par le théorème de convergence dominée, (7.3.5) est montrée.

7.4 Preuves des lemmes

Démonstration du lemme 24. La preuve se fait par récurrence sur d. Le cas d = 1 est
évident. Nous supposons que (7.3.9) est vérifiée au rang d et nous allons la montrer au
rang d+ 1.

∑

i∈Ad+1
n

aibi =
n∑

id+1=1


∑

i∈Ad
n

aibi


 =

n∑

id+1=1

an,...,n,id+1
B′

n,...,n,id+1

+
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

n∑

id+1=1

∆j

(
a({k,n}d,id+1)

)
B′

({k,n}d,id+1)

oùB′
p1,...,pd,pd+1

=
∑p1

i1=1 . . .
∑pd

id=1 bi1,...,id,id+1
et où le vecteur des d+1 indices ({k, n}d, id+1)

est composé du vecteur de d indices {k, n}d complété en dernière position par l’indice
id+1. En utilisant la transformation d’Abel classique aux sommes indicées par id+1 dans
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la dernière expression, on obtient

∑

i∈Ad+1
n

aibi = anBn +
n−1∑

k=1

(an,...,n,k − an,...,n,k+1)Bn,...,n,k

+
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

∆j

(
a({k,n}d,n)

)
B({k,n}d,n)

+
d∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj ,n)

n−1∑

kd+1=1

[
∆j

(
a({k,n}d,kd+1)

)
−∆j

(
a({k,n}d,kd+1+1)

)]
B({k,n}d,kd+1).

Il est clair que

∆j

(
a({k,n}d,kd+1)

)
− ∆j

(
a({k,n}d,kd+1+1)

)
= ∆j+1

(
a({k,n}d,kd+1)

)
.

Ainsi

∑

i∈Ad+1
n

aibi = anBn +
n−1∑

k=1

∆1 (an,...,n,k)Bn,...,n,k

+
d∑

j2=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj2
=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj2

)

∆j2

(
a({k,n}d,n)

)
B({k,n}d,n)

+
d∑

j3=1

n−1∑

k1=1

. . .

n−1∑

kj3
=1

∑

{k,n}d∈Cd
(k1,...,kj3

)

n−1∑

kd+1=1

∆j3+1

(
a({k,n}d,kd+1)

)
B({k,n}d,kd+1). (7.4.1)

Comparons cette expression au résultat recherché :

anBn +
d+1∑

j=1

n−1∑

k1=1

. . .
n−1∑

kj=1

∑

{k,n}d+1∈Cd+1
(k1,...,kj ,n)

∆j

(
a{k,n}d+1

)
B{k,n}d+1

. (7.4.2)

La question est de savoir si l’ensemble des indices {k, n}d+1 dans (7.4.2) décrit le même
ensemble que dans les sommes de (7.4.1).

Lorsque j = d + 1 dans la somme de (7.4.2), l’ensemble Cd+1
(k1,...,kd+1) est réduit à

l’élément (k1, . . . , kd+1) et les termes associés à j = d+1 dans (7.4.2) se retrouvent dans
la dernière somme de (7.4.1) en y prenant j3 = d.

En prenant j2 = 1 dans la seconde somme de (7.4.1), on retrouve presque tous les
termes associés à j = 1 dans (7.4.2). Il ne manque que les indices {k, n}d+1 pour lesquels
le terme k1 est placé en dernière position du (d+1)-uplet : il s’agit de la première somme
de (7.4.1).

Enfin, lorsque j = 2, . . . , d dans (7.4.2), il est facile de se convaincre que tous les
termes se retrouvent d’une part dans la seconde somme de (7.4.1) (on y retrouve pour
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j2 = j les indices {k, n}d+1 pour lesquels le dernier élément reste fixé à n) et d’autre
part dans la dernière somme de (7.4.1) pour j3 = j − 1 (on récupère alors les indices
{k, n}d+1 pour lesquels le dernier élément est kj).

Démonstration du lemme 25. On démontre le résultat par récurrence sur j. Pour j = 1,

∆1

(
k−n∑

l=k−1

u(l)

)
=

k−n∑

l=k−1

u(l) −
k−n+1∑

l=k

u(l) = u(k − 1) − u(k − n+ 1)

ce qui correspond bien à (7.3.11). Supposons la formule vraie au rang j.

∆j+1

( k1−n∑

l1=k1−1

. . .

kj+1−n∑

lj+1=kj+1−1

u(l1, . . . , lj+1)

)

=
1∑

εj+1=0

(−1)εj+1

kj+1+εj+1−n∑

lj+1=kj+1+εj+1−1

∆j




k1−n∑

l1=k1−1

. . .

kj−n∑

lj=kj−1

u(l1, . . . , lj+1)




=
1∑

εj+1=0

(−1)εj+1

kj+1+εj+1−n∑

lj+1=kj+1+εj+1−1

Uk1,...,kj
(l + 1),

où

Uk1,...,kj
(l+ 1) =

1∑

ε1=0

. . .

1∑

εj=0

(−1)(
Pj

i=1 εi)u(k1 − 1 + ε1(2−n), . . . , kj − 1 + εj(2−n), lj+1).

On obtient donc

∆j+1

( k1−n∑

l1=k1−1

. . .

kj+1−n∑

lj+1=kj+1−1

u(l1, . . . , lj+1)

)

=

kj+1−n∑

lj+1=kj+1−1

Uk1,...,kj
(l + 1) −

kj+1+1−n∑

lj+1=kj+1

Uk1,...,kj
(l + 1)

=
1∑

εj+1=0

(−1)εj+1Uk1,...,kj
(kj+1 − 1 + εj+1(2 − n))

=
1∑

ε1=0

. . .
1∑

εj+1=0

(−1)(
P

εi)u(k1 − 1 + ε1(2 − n), . . . , kj+1 − 1 + εj+1(2 − n)).

Nous terminons en prouvant l’intégrabilité énoncée dans le (iii) de la Remarque 30.

Lemme 26. Soit −1/2 < α < −1/4 et θ ∈ R, alors
∫

R4

|x1 + θx2|α|y1 + θy2|α
[
1 ∧ (x1 + y1)

−2
] [

1 ∧ (x2 + y2)
−2
]
dxdy <∞. (7.4.3)
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Démonstration du lemme 26. En posant dans (7.4.3) u = x+ y et x = x, l’intégrale est
majorée par

∫

R2

[
1 ∧ (u1)

−2
] [

1 ∧ (u2)
−2
] ∫

R2

|x1 + θx2|α|u1 + θu2 − (x1 + θx2)|αdxdu.

Posons à présent dans cette intégrale v1 = u1 + θu2 et v2 = u2. Elle se réécrit alors
∫

R2

[
1 ∧ (v1 − θv2)

−2
] [

1 ∧ (v2)
−2
] ∫

R2

|x1 + θx2|α|v1 − (x1 + θx2)|αdxdv.

Finalement, le changement de variables x1 = v1t1 et x2 = v1t2 montre que cette dernière
expression est égale à
(∫

R2

[
1 ∧ (v1 − θv2)

−2
] [

1 ∧ (v2)
−2
]
|v1|4α+2dv

)(∫

R2

|t1 + θt2|α|1 − (t1 + θt2)|αdt
)
.

Comme −1/2 < α < −1/4, les deux intégrales ci-dessus sont finies.
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