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INTRODUCTION

Les objets étudiés dans cette thése sont des variétés presque hermitiennes. On ne re-
garde pas tant ces derniéres comme des généralisations des variétés complexes — d’ailleurs
la structure presque complexe des variétés qui nous intéressent, aux chapitres 4, 5 ou 6
n’est pas intégrable — que comme des exemples de G-variétés (des variétés réelles admet-
tant une réduction du fibré des repéres a un sous groupe linéaire G) ou G = U(n), le
groupe unitaire. Parmi les groupes de Lie pouvant advenir comme groupe d’holonomie
d’une variété riemannienne non localement symétrique, irréductible, d’aprés la liste faite
par Berger [8], certains groupes — SU(n), Gy, Spin(7) et Sp(q) — peuvent étre définis
comme les stabilisateurs dans GL(m,R) d’une ou plusieurs formes extérieures sur R™.
Alors une G-structure sur une variété M de dimension m correspond a l’existence d’une
forme différentielle a (ou encore de plusieurs formes différentielles) satisfaisant certaines
conditions algébriques. Par exemple la présentation moderne du groupe exceptionnel G,
(voir par exemple [11]) insiste sur la 3-forme de R” qu’il préserve. L’avantage est que la
condition d’holonomie réduite (ou d’intégrabilité a 'ordre 1 de la G-structure) s’exprime
simplement par le fait que la forme différentielle o est paralléle pour la connexion de
Levi-Civita V ; autrement dit la torsion intrinséque est identifiée a la dérivée covariante
Va.

Au contraire, pour définir une réduction a U(n) on a besoin, outre la forme de Kéhler,
soit de la métrique, soit de la structure presque complexe. Cependant, certaines variétés
presque hermitiennes en dimension 6 ont une réduction supplémentaire naturelle & SU(3).
Le groupe SU(3) est le stabilisateur, non pas d’une mais de deux formes de R®. Par
conséquent une structure SU(3) sur une variété de dimension 6 correspond a la donnée
d’une 2-forme w et d’une 3-forme 1) vérifiant

(1) w A =0.
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D’aprés Hitchin [36], celles-ci suffisent a retrouver la structure presque complexe J, la
métrique g et la forme volume complexe

2) U=y tip, 6ec A

intervenant dans la description habituelle d'une variété spéciale presque hermitienne. Alors
w est la forme de Kéhler, de type (1,1), et (1) s’interpréte : ¢ est de type (3,0) + (0,3). En
outre, la torsion intrinséque est déterminée seulement par les différentielles, dw, dy et do,
des trois formes invariantes (voir [16]). Par conséquent une classe de géométrie spéciale
SU(3) est caractérisée par un systéme différentiel portant sur les formes différentielles w,

v, .

Maintenant, pour une variété presque hermitienne de dimension 6, la différentielle de la
forme de Kéhler dw est une 3-forme et sa partie de type (3,0)+(0,3) induit une réduction
a SU(3), sur un ouvert ou elle ne s’annule pas. Dés lors, la caractérisation par un systéme
différentiel est toujours possible, au moins localement, pour certaines classes de variétés
presque hermitiennes (non intégrables) de dimension 6. Ce systéme différentiel est de loin
plus facile & manipuler que la condition originale utilisant la connexion de Levi-Civita.
C’est, cette stratégie qui est utilisée pour obtenir deux résultats centraux de cette thése.

Cette démarche a été inaugurée par Reyes Carrion [47] pour les variétés approximati-
vement kdhleriennes (« nearly-Kéhler », en anglais, nous abrégerons NK) ou elle apparait
particuliérement naturelle. Alfred Gray avait en effet noté dans [30| une propriété es-
sentielle des variétés NK non kdhleriennes en dimension 6 : la propriété dite « de type
constant ». Pour nous cela signifie qu’elles admettent une réduction globale a SU(3), avec
la particularité que la 3-forme ) = dw dans ce cas est exacte. En effet la différentielle de
la forme de Kihler est de type (3,0)4(0,3), de norme constante, pour une variété NK.
Le systeme différentiel dont on parlait est alors remarquablement simple. En le posant
de cette facon, le probléme de la recherche des structures NK invariantes sur le produit
de sphéres S? x S? devient possible & résoudre, or il est central pour la classification des
variétés NK homogénes accomplie au chapitre 5.

Le deuxiéme résultat concerne la classification de Gray, Hervella [31]. On montre que
toute variété de la classe W, @ W, est localement conforme & une variété NK en dimen-
sion 6. Pour cela on montre que la 1-forme de Lee 6 aparaissant dans la décomposition
de dw est fermée donc représente localement, par le lemme de Poincaré, un changement
conforme de métrique. La encore, la présentation de cette classe par un systéme différen-

tiel est pertinente : c’est en le différentiant qu’on obtient les informations nécéssaires sur
de.
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Ces deux résultats prennent part chacun a un probléme plus large.

Pour le premier, on I’a dit, il s’agit de la classification des variétés NK non kéhleriennes
homogénes en dimension 6. On apporte en méme temps la réponse a une vieille conjecture
de Gray et Wolf [53] : toutes les variétés strictement NK (i.e. qui ne peuvent pas étre
décomposées en un produit d’une variété kéhlerienne par une variété NK), homogénes sont
des espaces 3-symétriques. Ces derniers sont définis par Gray [29] comme des espaces
homogeénes G/H ou le groupe G est muni d’'un automorphisme d’ordre 3 dont H est
I’ensemble des points fixes. Cette configuration est moins singuliére qu’il parait. En effet
on montre que les espaces localement 3-symétriques sont des variétés presque hermitiennes
telles que la torsion et la courbure de la connexion intrinséque sont paralléles, un cas
particulier de variété localement homogéne. Pour une G-structure générale, R. Cleyton et
A. Swann [17], [18] construisent une situation trés générale o cela arrive en considérant
des G-variétés telles que la représentation de G sur I'espace tangent est irréductible et la
torsion intrinséque est une 3-forme. La derniére condition est vérifiée par définition par les
variétés NK. Dés lors, un théme secondaire de cette thése est le lien entre les géométries
spéciales et les espaces homogeénes.

Pour le second, la question de trouver quelles sont les variétés de type Wy & Wy en
dimension 6 est apparue en cherchant a quelles conditions la structure presque complexe
de T'espace de twisteurs réduit d’une variété presque hermitienne est intégrable. Ce der-
nier est construit au chapitre 6 comme la sous variété de I'espace de twisteurs conforme
engendrée par les sections, ou les structures presque complexes compatibles avec la mé-
trique, commutant avec la structure presque complexe de départ de la variété presque
hermitienne. Un autre théme secondaire par conséquent est la géométrie twistorielle, en
lien avec les G-structures.

On va maintenant résumer le contenu de cette thése, chapitre par chapitre.

Le chapitre 1 est consacré a des faits élémentaires concernant les G-structures, les G-
connexions et, a la derniére section, les espaces homogénes réductifs. Un lecteur moyenne-
ment expérimenté pourra le passer. On établit ’équivalence entre les points de vue d’une
G-structure définie par un fibré principal ou par un tenseur. L’exposé est centré sur la
notion de torsion intrinséque. La torsion intrinséque 7 d’une G-structure est nulle si et
seulement si cette derniére est intégrable a 'ordre 1 ou dans le cas ou G C SO(m) si et
seulement si I’holonomie riemannienne est contenue dans G. Mais on peut aussi demander
qu'une partie seulement de 77 s’annule. Cela définit des géométries spéciales qui ne sont
pas des holonomies spéciales. Ce chapitre a surtout pour objet de fixer un cadre général
et des notations. Il présente peut-étre seulement deux résultats qui ne sont pas tout a
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fait classiques. D’abord on reproduit les équations de Cleyton exprimant la différence de
la courbure de la connexion intrinséque avec la courbure riemannienne en fonction de la
torsion intrinséque et de sa dérivée covariante. Ces équations (1.37) et (1.41) seront utiles
au chapitre 4, section 2 ainsi qu’au chapitre 6, section 3. Deuxiémement, la fin de la sec-
tion 3 est consacrée aux espaces locaINement homogénes : comment reconstruire un espace
homogeéne a partir d’une connexion V dont la torsion et la courbure sont paralléles :

(3) VI'=0, VR=0

Cela sera utile au chapitre 5, les espaces localement 3-symétriques correspondant au cas
ou V est la connexion intrinséque d’une variété presque hermitienne, quasi-kiahlerienne.

Chapitre 2. Dans ce chapitre non plus il n’y a pas de résultat nouveau mais un exposé
sur la théorie des représentations : 1a encore, le lecteur qui connait un peu ce domaine
n’apprendra presque rien, au moins jusqu’a la section 3. Le but est de pouvoir expliquer
la méthode de Salamon [48], chapitre 6, de décomposition « a la main » des produits
tensoriels. Cela consiste a calculer les poids dominants des composantes irréductibles de
V ® W et leur multiplicité en manipulant la liste de tous les poids de V auxquels on
ajoute le poids dominant de W (il n’est pas nécéssaire de connaitre les autres poids de
W). De cette fagon on calcule proposition 2.3.2 la décomposition irréductible de 1'espace
des tenseurs de courbure hermitienne algébriques, en vue de la résolution des équations
du chapitre 6, section 2 et 3. On en profite pour fixer quelques notations : I’espace des
r-formes réelles de type (p,q) + (q,p), p+q = r est noté [AP4] si p # ¢q ou [APP] sinon. De
plus la section 1 est consacrée aux relations entre les représentations réelles et complexes
d’un groupe.

Le chapitre 3 est central, bien qu’il ne contienne presque aucun résultat original. A la
section 1 on parle de choses bien connues, sur les variétés complexes et presque complexes.
A la section 2 on parle de la classification de Gray, Hervella [31] avec beaucoup de pré-
cisions. Celle-ci consiste a décomposer ’espace ou vivent la torsion intrinséque ou Vw en
chaque point en 4 composantes irréductibles sous l'action de U(n) :

ANM[N] =W, W, Wy o W,

de telle sorte que chaque sous-espace W = @, Wi, I & {1,2,3,4} définit une classe
de géométrie spéciale, presque hermitienne en demandant que la torsion intrinséque 7 €
W. C’est I'objet de la proposition 3.2.5 dont grace au chapitre 2 on peut donner une
preuve plus courte que l'originale, sans passer par les invariants quadratiques, ce qu’avaient
d’ailleurs déja fait Salamon lui-méme avec Falcitelli, Farinola dans I'article [20]. Bien str
le sous-espace nul correspond a la géométrie kdhlerienne. Le sous-espace W; correspond
a la classe des variétés NK. Le principe de cette classification peut étre appliqué pour
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classifier les G-structures, quel que soit le groupe de Lie G C SO(m). Par exemple, pour
(o, cela avait été fait par le méme Gray et Fernandez dans [21]. Pour SU(n) c’est un
travail récent de Chiossi, Salamon [16] lorsque n = 3 — le cas qui nous intéresse surtout
a la section 3 — et de Cabrera [15] pour n quelconque. Le seul résultat original de cette
section consiste en quelques précisions apportées par rapport a [16], au lemme 3.3.14 et &
la proposition 3.3.16, qui seront cruciales au moment de caractériser les variétés de type
Wy @ Wy au chapitre 6, section 4. On remarque aussi ici que la 3-forme ¢ dans (2) ne
dépend que de v, J. Or, par une remarque de Hitchin, la structure presque complexe
est elle-méme déterminée par la 3-forme . En effet le stabilisateur de cette derniére
est isomorphe en tout point & SL(3,C). Lorsqu’on recherchera au chapitre 5, section 4,
les structures NK invariantes de S x S3, cela permet d’éviter jusqu’au dernier moment
de calculer la métrique. De plus, on obtient cette derniére a partir de w et J donc .
Cela suggére qu’on peut caractériser les variétés SU(3) uniquement en termes des formes
différentielles w, v, ¢. En effet, de méme que la torsion intrinséque d’une variété presque
hermitienne est déterminée par la différentielle de la forme de Kéhler dw et le tenseur de
Nijenhuis N (si bien que les variétés kdhleriennes peuvent étre autrement définies comme
les variétés a la fois complexes et symplectiques), on montre, section 3, aprés [15], que
dw, di), d¢ suffisent & déterminer la torsion intrinséque d’une variété SU(3).

Chapitre 4. Ce chapitre est consacré a une synthése sur les variétés NK. La struc-
ture presque complexe d'une variété NK n’est pas intégrable, sauf si la variété est en
fait kdhlerienne. Cependant sa torsion intrinséque, comme variété presque hermitienne,
vérifie deux propriétés importantes étudiées en général pour une G-variété par Cleyton
[17]. D’abord, par définition, elle est totalement antisymétrique. Ensuite, elle est paralléle
pour la connexion intrinséque V (la connexion hermitienne canonique). Cela a quelques
conséquences importantes. La connexion intrinséque préserve une 3-forme 1 via la mé-
trique. Comme c’est une connexion métrique, ¥ est de norme constante par conséquent,
vu son type algébrique, en dimension 6, ou bien elle est identiquement nulle et la variété
est kihlerienne, ou bien la variété admet une réduction a SU(3). C’est ce deuxiéme cas
qui nous intéresse particulierement : les variétés NK non kihleriennes en dimension 6
sont appelées, dans cette these, variétés de Gray. On les étudie a la section 1. Proposi-
tion 4.1.8 on montre, aprés Reyes-Carrion [47], qu’elles sont caractérisées par un systéme
différentiel simple portant sur ¢ et w. A la section 2, on s’intéresse a la relation entre
la courbure et la torsion intrinséque : on montre que la torsion intrinséque d’une variété
NK est paralléle pour V (proposition 4.2.2). Puis on montre proposition 4.2.10 que la
courbure riemannienne d’une variété de Gray est trés proche d’un tenseur de courbure de
type Calabi-Yau. Les variétés a holonomie contenue dans SU(3) sont Ricci-plates. Alors
les variétés de Gray sont d’Einstein (théoréme 4.2.8), comme A. Gray l'avait démontré
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lui-méme dans [30]. Notre preuve est conceptuellement plus simple : proche de celle de
[20], elle fait appel a I’étude des représentations plutot qu’a des formules explicites. Enfin
a la section 3 on parle d’holonomie faible. On cherche a rendre compte des propriétés
communes plusieurs fois constatées dans des travaux de formes trés différentes (voir [4],
[28], [36]) de certaines géométries spéciales en petites dimensions 5, 6, 7, 8. Notre point
de vue est plus proche de celui de I'article [49] de U. Semmelmann. On appelle variété
a holonomie faible une variété riemannienne admettant une forme de Killing spéciale.
Remarquons qu’une variété a holonomie réduite contenue dans G, pour les groupes déja
cités, n’est autre qu’une variété admettant une ou plusieurs formes paralléles d’un certain
type algébrique. Une conséquence des travaux de Christian Bér [4] repris par U. Semmel-
mann [49| est que le cone d’une variété a holonomie faible est a holonomie réduite. Ainsi
le cone d’une variété de Gray est a holonomie contenue dans Gy (corollaire 4.3.15). Puis
en combinant des observations comme celle de Hitchin dans [36] qu’on peut définir une
structure SU(3) uniquement par w et ¢ et d’autres comme celle de Chiossi, Salamon (voir
chapitre 3) que la torsion intrinséque est entiérement déterminée par les différentielles des
formes, on voit qu’on peut se passer a priori de la métrique.

Chapitre 5. Le contenu de ce chapitre suit assez fidélement Particle [13], sauf la section
2, un exposé sur les espaces 3-symétriques, qui a été ajoutée. Pour le reste, on a seulement
supprimé quelques passages qui seraient redondants avec les propres préliminaires de cette
thése et revu quelques notations. Les espaces 3-symétriques définis par Gray [27] en 1970
sont une généralisation presque point par point des espaces symétriques riemanniens. Ce
sont des espaces homogénes M = G/H réductifs : il existe un supplémentaire Ad(H )-
invariant de l'algébre de Lie ) de H dans 'algébre de Lie de G : g = b & m. Pour les
espaces symétriques, GG est muni d’une involution s, un automorphisme d’ordre 2, tel
que h est le sous-espace propre pour la valeur 1 et m est le sous-espace propre pour la
valeur propre -1 de la différentielle de s a l'origine. Pour les espaces 3-symétriques s est
un automorphisme d’ordre 3 et on choisit m pour avoir, au niveau du complexifié,

(4) m®g C =m"? @m’!

ot m'? (resp. m®!) est le sous-espace propre associé a la valeur j = —1 + \/732 (resp.
7%). Alors que les espaces symétriques riemanniens ont en général seulement une struc-
ture métrique, une telle décomposition (4) pour les espaces 3-symétriques est équivalente
a la donnée d’une structure presque complexe invariante telle que la variété est quasi-
kahlerienne. Si on demande que I’espace homogéne soit naturellement réductif, la variété

est NK. On a aussi une notion d’espace localement 3-symétrique : on montre proposition
5.2.12 que ce sont les variétés quasi-kédhleriennes telles que la torsion et la courbure de la
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connexion intrinséque sont paralléles :
(5) V=0, VR=0

En particulier une telle variété est localement homogéne (voir (3)). On peut voir (5) comme
une généralisation de ’équation VR = 0 définissant une variété localement symétrique
(en effet la connexion de Levi-Civita est sans torsion). Maintenant, Gray et Wolf [53]
ont conjecturé réciproquement que tout espace strictement NK homogéne est un espace
3-symétrique. La résolution de cette conjecture est un résultat original de cette thése et
I'objet de ce chapitre. Elle est rendue vraisemblable pour nous par le fait qu'on a déja
Vi = 0 (cf chapitre 4) donc il ne reste qu’a démontrer la deuxiéme partie de (5). Mais
c’est une autre méthode qu’on emploie. On classifie les variétés de Gray et on vérifie que
ce sont toutes des espaces 3-symétriques connus. Or P.A. Nagy avait classifié partiellement
les variétés strictement NK homogénes en toute dimension dans [43] en les décomposant
en produit d’espaces 3-symétriques et de variétés strictement NK homogénes de dimension
6. A la section 3 on fait une premiére liste d’espaces homogénes qui peuvent admettre une
structure strictement NK invariante (lemme 5.3.4). On les examine un par un. Section 4
on résoud le probléme pour S® x S3 en utilisant le systéme différentiel de Reyes Carrion.
Ce cas est le plus difficile car on ne peut s’appuyer sur I'isotropie, réduite a 0. Section 5
on traite des cas qui s’y raménent. Considérés respectivement aux section 6 et 7, ’espace
projectif complexe CP(3) et I'espace de drapeaux F'(1,2) sont des espaces de twisteurs
kihleriens au dessus de variétés riemanniennes de dimension 4, S* et CP(2). En variant
la métrique et la structure presque complexe le long de la fibre on obtient une variété de
Gray telle que I’holonomie de V est contenue dans U(2) ([47], p57). Pour montrer qu’il
n’y a pas d’autre structure NK, non kihlerienne a4 une homothétie prés sur ces espaces,
la méthode est de décomposer la représentation d’isotropie. Pour CP(3), il y a deux
composantes irréductibles donc I'espace des métriques invariantes est de dimension 2 et
si on s’autorise un changement d’échelle il ne reste que les métriques twistorielles. On
conclut par un théoréme de Friedrich dans [23]. Pour F(1,2) la démarche est similaire
bien qu’il y ait trois composantes irréductibles. Enfin a la section 8, pour la sphére de
dimension 6, munie de sa métrique ronde, on utilise que le cone dans ce cas est plat. Alors
une structure NK sur S correspond a une 3-forme générique constante sur R7, par le
théoréme de Bér cité au chapitre 4, section 3 ou 4.3.15.

Chapitre 6. Ce chapitre contient essentiellement 2 résultats originaux, résumés par les
théorémes 6.1.1 et 6.1.2, qui ont fait 1'objet de I'article unique [14]. On considére la sous-
variété Z de l'espace de twisteurs classique associé a une métrique riemannienne (ou une
classe conforme) formée des structures presque complexes compatibles avec la métrique
et qui commutent avec la structure presque complexe d’une variété presque hermitienne
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(M,g,J). On munit Z d’une structure presque complexe J en utilisant une connexion
hermitienne V. Une premiére question naturelle est : & quelle condition deux connexions
définissent la méme structure presque complexe sur ’espace de twisteurs réduit. Une autre
question naturelle est l'intégrabilité de J. Finalement, par la proposition 6.3.5, seule la
structure presque complexe associée a la connexion hermitienne canonique V peut étre
intégrable. Les conditions pour que cela arrive portent sur la torsion de V — la torsion
intrinséque — et sa courbure et s’expriment naturellement en termes de représentations
de U(n). On utilise des décompositions obtenues au chapitre 2. On trouve d’abord que
la variété doit étre de type Wi @ Wy dans la classification de Gray, Hervella. Alors on
montre, théoréme 6.4.5, que les variétés de type Wi @& Wy sont localement conformément
NK ce qui constitue le premier résultat annoncé. On s’inspire de ’étude des variétés NK,
on tente d’exporter les méthodes utilisées au chapitre 4. Grace au chapitre 3, section 3, ces
variétés peuvent étre caractérisées localement par un systéme différentiel. En le résolvant
on montre que la forme de Lee est fermée. En revenant a ’espace de twisteurs, on montre
finalement que la structure presque complexe de 'espace de twisteurs réduit est intégrable
si et seulement si, en dimension 6, la variété est localement conforme & la sphére S° avec
sa structure NK canonique, ou en dimension paire quelconque strictement supérieure a 4,
localement conforme & une variété kiahlerienne, Bochner-plate. C’est le second résultat. A
la section 5, on situe le premier résultat de ce chapitre comme une piéce d’un probléme
plus général. Parmi les 4 composantes de la torsion intrinséque dans W;, ¢ =1,2,3,4, les
trois premiéres sont invariantes par un changement conforme. Par conséquent la classe
P, Wi®W,y, I C 1,2,3 contient les variétés localement conformes a des variétés de type
P,c; Wi et on peut se demander si ce sont les seules. La réponse est positive par exemple
pour Wy, la classe des variétés localement conformément kéhleriennes ainsi que, on I'a
montré, pour la classe W7 @ W, en dimension 6. En revanche on montre au corollaire 6.5.9
qu’il existe des variétés de type Wy @& Wy @ Wy non localement conformes & des variétés
de type Wy @& W5 (quasi-kdhleriennes). On introduit une notion de géométrie conforme
presque hermitienne mieux adaptée aux problémes traités dans ce chapitre.



CHAPITRE 1

G-STRUCTURES ET G-CONNEXIONS

1.1. G-structures et réductions des G-structures

Soit M une variété réelle de dimension m, T'M son fibré tangent. On note GL(M) le
fibré des repéres de M dont la fibre au-dessus de x € M, GL,(M), est 'ensemble des
bases de T, M. On note 7w : GL(M) — M la projection correspondante.

Un changement de base de T, M est représenté par une matrice inversible de taille
m X m, soit un élément du groupe GL(m,R), qui agit dés lors sur GL,(M). Ou bien,
un élément p € GL,(M) peut aussi étre vu comme un isomorphisme p : R — T, M
et 'action de GL(m,R) consiste en la composition a droite : pg = p o g. Cette action
est libre et transitive sur chaque fibre ou de facon équivalente si on considére 'action de
GL(m,R) sur la variété GL(M) entiére, M ~ GL(M)/GL(m,R). Ceci fait de GL(M) un
fibré principal de groupe GL(m,R), au sens de la

Définition 1.1.1. — Un fibré principal de groupe G est la donnée de deux variétés P et
M et d’une submersion w: P — M telles que

(1) G agit librement & droite sur P. On note cette action (g,p) — pg ou Ry(p).

(ii)) M ~ P/G et 7 est la projection canonique.

(7ii) Le fibré m: P — M est localement trivial : Vo € M, il existe un voisinage U de x et
un difféeomorphisme

Plp=7'U) — UxG
p — (7(p)gu(p))

ol gy est G-équivariant.



14 CHAPITRE 1. G-STRUCTURES ET G-CONNEXIONS

Ce qui est spécial avec les fibrés principaux c’est que par I'action d’un élément du
groupe GG on peut obtenir n'importe quel élément d’une fibre & partir d’'un autre. Par
conséquent une section locale sy de P, définie sur U, définit une trivialisation locale en
posant, quel que soit p € P avec w(p) = © € U que gy(p) est 'unique élément de G
vérifiant p = sy (2)gy(p). En particulier P est trivial, ¢’est-a-dire isomorphe globalement
au fibré trivial M x G (pour lequel 7 est la premiére projection), si et seulement si il
posséde une section globale.

Maintenant, lorsque deux ouverts U, V' de M associés a des trivialisations locales sy,
Sy, ont une intersection non nulle, la fonction de transition hyy : U NV — G est définie
par sy = SUhUV-

Les fonctions de transition vérifient hyy = e, hyy = h;}] et enfin, pour UNVNW # {0},
huvhyw = hyw. Réciproquement si on se donne un recouvrement de M par des ouverts et
des fonctions associées, a valeurs dans G, avec ces propriétés, on peut construire un fibré
principal dont elles soient les fonctions de transitions. On arrive a une autre définition d’un
fibré principal : a isomorphisme preés, ¢’est un élément du premier groupe de cohomologie
de Cech sur le faisceau des fonctions de M & valeurs dans G.

Une section locale de GL(M) est appelée repére local de M ou TM. Le fibré GL(M)
est défini pour une variété réelle quelconque mais on s’intéresse a des variétés spéciales
munies de sous-fibrés principaux de GL(M ), associés a des sous-groupes de GL(m,R).

Définition 1.1.2. — Soient 7 : P — M wun fibré principal de groupe G et H un sous-
groupe fermé de G. On appelle réduction de P a un sous-groupe fermé H un sous-fibré
principal Q) de groupe H.

Cela signifie qu’on peut choisir les sections sy plus haut a valeurs dans ce sous-fibré
c’est-a-dire encore telles que les fonctions de transitions Ay soient a valeurs dans H. Le
groupe H agit bien siir sur P par restriction de I'action de G et si on les a choisies de
cette facon, toutes les sections sy sont équivalentes, en quotientant par cette action. Elles
définissent donc une section globale du fibré P/H. On a donc une définition alternative

Définition 1.1.8 (bis). — Soit 7 : P — M un fibré principal de groupe G. Une réduc-
tion de P a H est une section s : M — P/H.

Les deux définitions sont lides par Q, = 75 (s(z)) ot 7 est la projection canonique
P— P/H.
NB : en définissant une réduction ) de P a H on définit en méme temps toutes les
réductions isomorphes : Qg, g € G.
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Maintenant, soit G un sous-groupe de GL(m,R), une G-structure sur M est une réduc-
tion du fibré des repéres GL(M) a G. Nous nous intéresserons particuliérement dans cette
thése aux structures U(n) en dimension paire m = 2n. En général on notera G(M) une G-
structure de M en omettant le cas échéant la dimension dans le nom de G : par exemple on
notera Sp(M,R), non Sp(2n, R)(M), une structure Sp(2n,R), on Sp(2n,R) C GL(2n,R)
est le groupe symplectique. Il s’agit d’une notation abusive, puisqu’il existe fréquemment
plusieurs réductions non isomorphes de GL(M) & un sous-groupe linéaire G donné, mais
qui veut justement indiquer qu’on en a distinguée une, soit qu’on étudie toujours en-
semble une variété M et une G-structure fixée une fois pour toute, G(M). Ainsi une
variété presque hermitienne M?" est une variété réelle avec une structure U(n), notée
U(M). Lorsqu’on étudiera, chapitre 6, 'espace de twisteurs réduit de cette variété, dont
les sections sont des structures presque complexes — d’autres structures U(n) —, cela évitera
qu’on les confonde avec la premiére, qui a permis de définir I’espace de twisteurs.

Si H est un sous-groupe de G, lui méme un sous-groupe de GL(m,R), on a une pro-
jection évidente GL(M)/H — GL(M)/G. I’image d’une réduction & H, donnée par une
section s : M — GL(M)/H, par cette projection est une section de GL(M)/G appelée
G-structure sous-jacente. On pense par exemple au cas traité au chapitre 3, section 3, ou

H =S8U(n) et G=U(n).

Voici deux exemples bien connus :
— G = GLy(m,R), le sous-groupe de GL(m,R) formés des matrices inversibles a déter-
minant strictement positif. Une variété admet une G L, (m,R)-structure si et seulement
si elle est orientable (i.e. admet une orientation « continue » de chaque espace tangent.)
Le sous-fibré () de P est I'ensemble des repéres directs.
— G = O(m), le groupe orthogonal. Une structure O(m) est associée a une métrique g sur
M et ) est 'ensemble des repéres orthonormeés.

L’intérét de considérer en premier le fibré principal des repéres est qu’on peut décrire
tous les fibrés de tenseurs & travers lui. Plus généralement, soient (P, 7) un G-fibré prin-
cipal, V une variété et (g,v) — p(g)v une action différentiable de G sur V. On définit une
action de G sur le produit P x V par

(1.1) Vge G, g.(p,v) = (pg, plg~")v)
Alors

Définition 1.1.4. — Le fibré associé a P, de fibre V — on dit encore : le fibré associé a
P par Uaction p — est le quotient, noté P XV de P xV par action (1.1).
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Soit p € P et v € V, la classe d’équivalence de (p,v) est notée [p,v]. On a donc

(1.2) [p,v] = [pg, p(g~")v]
Il s’agit bien d’un fibré sur M, de fibre isomorphe a V, la projection étant donnée par
[p, v] = m(p).

Cette construction est particuliérement utilisée pour les espaces homogénes (voir section
3 de ce chapitre) ou lorsque la variété est un espace vectoriel et les difféomorphismes p(g),
g € G, des applications linéaires. Soit V' un espace vectoriel, sur R ou C. On note GL(V)
le groupe des automorphismes de V', égal & GL(V,R) lorsqu’il est réel ou GL(V,C) s’il est
complexe. De méme on note gl(V') son algébre de Lie, canoniquement identifiée a I'algébre
des endomorphismes de V. En avance sur le chapitre 2 on donne la définition suivante :

Définition 1.1.5. — Soit G un groupe de Lie. Une représentation de G sur un espace
vectoriel V' est un homomorphisme continu p : G — GL(V)

On peut la voir autrement comme une action G x V' — V. Alors le fibré associé P xgV
est un fibré vectoriel par

Vu,v €V, VA€ R ou C, A[p,u] + [p,v] = [p, \u + v]

NB : comme G agit transitivement sur la fibre de P, en utilisant (1.2), deux éléments de
P x5V dans la méme fibre peuvent toujours s’écrire [p, u], [p, v] relativement & un méme
repere p.

On définit en outre une action dérivée de l'algeébre de Lie,

dp : g — gl(V)
par
d
(1.3) YoeV, dp(X)v= pr plexp(tX))v
t=0

Qu’est-ce a présent, dans ce formalisme, qu’une section v de P Xg V7 Il existe pre-
miérement une section p de P et une section v de V telles que pour tout x € M,
v(z) = [p(z),v(z)]. Cependant, avec une telle écriture on privilégie arbitrairement un
repére p(x) dans chaque fibre de P. De plus si v est une section globale de P xg V, on
ne peut pas prendre p différentiable sur tout M, & moins que P soit trivial. Il y a alors
deux stratégies : on peut travailler localement sur un ouvert U de M et dans ce cas on
s’arrange, grace a la transitivité de l'action de G sur P, pour que p : U — P coincide
avec une section locale distinguée de P (par exemple plus loin intégrable ou paralléle).
La difficulté est alors reportée sur I’étude de la fonction v : U — V. Ou bien on rétablit
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I'invariance par G : comme M = P/G, on voit v comme une fonction a valeurs dans P et
ainsi v est identifiée a une fonction v : P — V), équivariante

(1.4) v(pg) = dp(g~")v(p)
telle que
v(z) = [p,v(p)]
quel que soit p € P,. L’avantage de cette fagon de voir est que v est a valeur dans un
espace fixe, simple (vectoriel dans le meilleur des cas.)

Un cas particulier important est la représentation standard de GL(m,R) sur R™. Le
fibré associé de GL(M) par cette représentation est le fibré tangent. Soit X € TM,
on lécrit X = [p,v] ou p € GL(M) et v € R™ est le vecteur des coordonnées de X
dans le repére p. La notion de fibré associé d’un fibré principal peut dés lors étre vue
comme une généralisation des notions de repére et de coordonnées. En effet, de méme
que p € GL(M) représentait un isomorphisme R”™ — T, M, ou x = 7(p), pour un G-fibré
principal P quelconque agissant sur une variété V, p € P est identifié¢ a 'isomorphisme

V — (PXGV>;E

v o= p]
ou z = 7(p).

Par le théoréme de Peter-Weyl toute autre représentation de GL(m,R) peut étre vue
comme un sous-espace de X’ R @ Q?(R™)* pour deux entiers p et ¢ et les fibrés associés
de GL(M) sont les fibrés de tenseurs de M parmi lesquels les fibrés extérieurs : dans la
suite on désigne par AP (au lieu de APM ou APT*M) I'espace des p-formes de M et par
N = AP Tespace des p-formes complexes. En particulier on écrira souvent A' le fibré
co-tangent T*M. Pour une G-structure G(M) (un sous-fibré principal de GL(M)) et
une représentation p de G sur V, le fibré associé G(M) x V sera souvent noté V (M),
voire simplement V. Cela suppose généralement de noter différemment les espaces de
représentations de sous-groupes distincts de GL(m, R).

Pour un fibré principal P quelconque, on a les trois exemples fondamentaux suivants de
fibrés associés. D’abord, par souci d’unité, notons que P est son propre fibré associé par
la représentation a droite de G sur lui-méme. Ensuite, G peut encore agir sur lui-méme
par conjugaison : (g, h) — Inn,h = ghg™'. Le fibré associé est noté Int P et appelé fibré
intérieur de P et ses sections sont les automorphismes intérieurs de P. Enfin G agit sur
son algébre de Lie g par la représentation adjointe (voir le chapitre suivant) et le fibré
associé p est appelé fibré adjoint. Le fibré intérieur est un fibré en groupes pour I’opération
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[p,9][p, h] = [p, gh|] (en ramenant au méme repére). De méme le fibré adjoint est un fibré
en algébres de Lie.

Il y a une action des sections locales du fibré intérieur sur le fibré principal : soient
® une section de Int P et p € P,. 1l existe h € G tel que ®(x) = [p, h], alors on pose
®p = ph. On note que ® préserve les fibres de P. En outre, soit p’ = pg un élément de
la méme fibre, ®(z) = [p, h] = [pg, g 'hg] donc ®p' = pgg~'hg = (Pp)g c’est-a-dire que
® est équivariant. Ces deux propriétés caractérisent les automorphismes intérieurs. Une
autre facon de décrire cette action est en considérant la fonction équivariante ® : P — G
associée a ¢ (voir plus haut). Alors ®p = p®(p). On peut maintenant définir une action
de Int P, ou des automorphismes intérieurs, sur tous les fibrés associés. Soit v un point
(ou une section) de P xg V. On note ®v l'action d’un automorphisme intérieur sur v
définie par

(1.5) ®[p,v] = [®p,v] = [p, p(®(p))v]

Lorsque la fibre est un espace vectoriel V', on peut en outre dériver cette action pour
obtenir une action du fibré adjoint p. Soit A = [p, X] € p, ou X € g et soit v un élément
de P x¢ V au-dessus du méme point. On pose ®; = [p,exp(tX)]| € Int P. Alors

(1.6) Av = % . P, = [p, dp(A(p))v]

Lorsque P = GL(M), le fibré intérieur Int GL(M) et le fibré adjoint gl(M) agissent en
particulier sur le fibré tangent. On peut alors les identifier respectivement au fibré des iso-
morphismes et au fibré des endomorphismes de 7'M (par 1a on entend que, fibre par fibre,
Int,GL(M), resp. gl (M) sont constitués des isomorphismes, resp. des endomorphismes
de T, M.) Les fibrés associés sont les fibrés de tenseurs et on a besoin de d’expliciter (1.5),
(1.6) lorsque v est une p-forme, une section de AP, ou plus généralement un champ de
tenseur p-fois covariant. Soit v € @" T*M. Soient X1, X, ..., X, € TM,

(1.7) Pv(Xy,..., X,) =v(®'Xy,..., 27 X,)
et
(18) A.V(Xl, C ,Xp) = —V(AXl, c. ,Xp) — ... V(Xl, Ce ,AXp>

NB : Conformément aux notations établies, le fibré adjoint de G(M) est g(M).

Plus le sous-groupe G de GL(m,R) auquel on peut réduire GL(M) est petit, plus on
a d’informations sur la variété. Beaucoup de tels sous-groupes peuvent étre définis via
une représentation de GL(m,R) comme le stabilisateur d’un certain tenseur. Par exemple
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O(m), le groupe orthogonal, est défini comme le stabilisateur dans G L(m, R), agissant sur
le produit symétrique S?(R™)*, d’un produit scalaire (une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée) de R™. On sera particuliérement intéressé ici par les groupes définis comme
stabilisateurs de formes extérieures.

Soit (V,p) une représentation fidéle de G (de telle sorte qu’on peut identifier G et
son image par p). Soit a un élément de V. On appelle H le stabilisateur de a dans G,
I'ensemble des éléments h € G tels que p(h)a = a.

H = Stabga

Alors la donnée d’un champ de tenseurs, une section a de V' (M), qui ressemble en tout
point & a est équivalente a la donnée d’une réduction & H de G(M). « Ressembler »
signifie ici qu’en tout point x € M on peut trouver un repére de T, M dans G(M) ou
les « coordonnées » de o dans V' soient a. C’est 1'objet du lemme fondamental des G-
structures :

Lemme 1.1.6. — Soient P une G-structure, p une action différentiable de G sur une
variété ¥V, a € V. Soit H le stabilisateur de a dans G. Il existe une réduction de P a H
st et seulement si il existe une section globale o du fibré associé P x,V telle que

(1.9) Ve e M, 3p € P, tel que a(x) = [p,d

Démonstration. — Supposons premiérement qu’il existe une section oo comme dans I’énoncé.
Le sous-fibré principal ) de P qu’on cherche est justement formé de tous les éléments qui
vérifient (1.9) :

Q={peP|[pa =ar(p)}
Soit p,p’ deux éléments de la méme fibre de Q, p’ = pg on a [pg,al = [p,al = [pg, p(g)al
par (1.2) d’ou, comme G agit simplement sur les fibres, p(g)a = a c’est-a-dire g € H.
Donc @) est bien un sous-fibré principal de P de groupe H.

Réciproquement, si on se donne @) et des sections locales sy de () associées & un re-
couvrement de M par des ouverts U, a est définie par la collection des sections [sy, a]
(c’est-a-dire © € U +— [sy(z),a]) de P x, V. Elle est bien définie et ne dépend pas du
choix des sections locales car si sy, sy sont deux sections associées a des ouverts U,V
d’intersection non vide, la fonction de transition hyy est & valeurs dans H d’ou

[sv,a] = [suhuv,a] = [su, p(huv)a] = [su, d]

sur UNYV. O
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Notons que cette réduction est définie moins par référence a un élément a particulier de
V que par rapport a des « propriétés » algébriques (par exemple la propriété d’étre non-
dégénérée pour une 2-forme) qu’il transmet au tenseur «. Ces propriétés sont invariantes
par G c’est-a-dire qu’elles sont caractéristiques d’une orbite de G' dans V. Si on prend
un élément o' de la méme orbite O que a, a’ = p(g)a, g € G, la réduction Q' définie
par le lemme 1.1.6 n’est pas la méme mais elle s’en déduit aisément : Q) = Qg. Par 1a
on a d’ailleurs une identification des deux points de vue sur les réductions d'un G-fibré
principal a un sous-groupe H : par le stabilisateur (lemme 1.1.6) et par la section globale
de P/H (cf définition 1.1.3). En effet si p : G — Diff (V) est un plongement, Porbite O
est isomorphe a I'espace homogéne G/H par gH +— p(g)a. Par conséquent les fibrés P/H
et P X O sont isomorphes.

Exemples

— Une réduction & O(m) du fibré des repéres équivaut a la donnée d’un produit scalaire
sur chaque espace tangent variant de maniére différentiable avec le point ou autrement
dit d'un tenseur g, une section de S*T'M, telle que g, € S*T'M est définie positive quel
que soit x € M. Un tel tenseur est appelé une métrique de la variété M et une structure
O(m) est appelée une structure métrique.

— Le groupe Go peut étre défini comme le stabilisateur d’'une 3-forme p de R” (voir
Bryant [11]). Par conséquent, lorsque M est de dimension 7, une structure Gy de M
est la donnée d’'une 3-forme différentielle ressemblant en tout point & p. Alors il existe
une unique métrique g telle que Go(M) C SO(M). De méme une structure Spin(7) en
dimension 8 est la donnée d’une 4-forme €2 avec certaines propriétés algébriques.

— Lorsque G est l'intersection des stabilisateurs de 2 objets a € V et b € W, on peut
aussi dire qu'il est le stabilisateur de (a,b) € V x W. La présentation du lemme 1.1.6
vaut encore pour ce cas. L'appartenance de (a,b) a une orbite déterminée de GL(m,R)
s'intérpréte alors en partie par des conditions de compatibilité entre a et b. On pense a
I'exemple de U(n) (m = 2n) qui sera traité au chapitre 3. Une structure U(n), ou structure
presque hermitienne, est définie par la donnée d’une métrique g et d’une structure presque
complexe J — le choix d'un endomorphisme de carré -1 de chaque espace tangent — qui
vérifient g(J X, JY) = ¢g(X,Y) quels que soient X,Y € TM.

Dans l'exposé qui précéde on a souhaité étre le plus général possible en parlant de
fibrés principaux non nécéssairement obtenus par réduction du fibré des repéres GL(M).
Cependant il y a des notions et des objets relatifs & ce dernier qui ne sont pas ou mal
définis pour un fibré principal général. Par exemple, le fibré tangent étant un fibré associé
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de GL(M), on peut définir une 1-forme sur celui-ci, & valeurs dans R™ :
(1.10) X eT,P— 7(X)=p ' (mX)

Cette 1-forme 7 est appelée la forme tautologique.

D’autre part le fibré des repéres a des sections privilégiées. En effet une carte de la
variété ¢ : U — R™, ou U C M est I'ouvert de carte, induit une section locale

s, U — GL(M)
(1.11) r +— Do(x)?
NB : dans cette thése on utilise les deux notations suivant les cas pour la différentielle
d’une fonction f: M — N : f, : TM — TN ou Df et Df(x) : T,M — TpyN. Si f
est un diffecomorphisme, D f(x) est inversible quel que soit x € M. En outre pour une

fonction f a valeurs dans R™, on calcule D f en prenant la dérivée extérieure de chaque
fonction coordonnée. On notera donc aussi bien df.

On appelle section intégrable de GL(M) une section localement issue d’une carte (ou
d’un isomorphisme local de M dans R™) de la maniére (1.11). Elle est caractérisée par

Lemme 1.1.7. — Soit s : U — GL(M) une section locale du fibré des reperes. Elle est
intégrable si et seulement si s*(dt) =0

Démonstration. — Pour une section s quelconque, w08, = Id donc VX € T, M, s*7(X) =
s(z)~'X. Alors pour une section intégrable, s = s, localement, s*7(X) = dp(X) donc
s*(dt) = d(s*1) = 0. O

Voici une autre fagon de le voir. Si ¢ = (x1,...,x,,) sont les coordonnées de la carte,
z;: M — R, s, est le repére local {8%1, . %}, s*t = (dxy,...,dz,,) dou d(s*1) = 0.

On peut définir de méme les sections intégrables de GL(M)/G, pour un sous-groupe G
de GL(m,R), simplement en passant au quotient.

Maintenant on a une notion plus faible, d’intégrabilité a 'ordre 1, qui appliquée aux
G-structures produira une grande variété de géométries :

Définition 1.1.8. — On dit qu’une section s de GL(M) est intégrable o ordre 1 (1-
plate) en x si son 1-jet jls coincide avec le 1-jet d’une section intégrable en ce point.

D’aprés le lemme 1.1.7 cela signifie
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Lemme 1.1.9. — Soit s une section de GL(M). On définit un sous-espace D, = T,s(M)
de GL,(M). Alors s est intégrable a l'ordre 1 en x si et seulement si d7|p2p, = 0.

On souhaite maintenant définir des notions d’intégrabilité et d’intégrabilité a 'ordre 1
pour des G-structures.

Définition 1.1.10. — Soit une G-structure donnée par un sous-fibré principal G(M)
de GL(M). Elle est intégrable (plate) si et seulement si il existe localement des sections
intégrables a valeurs dans G(M). Elle est intégrable a l'ordre 1 si en tout point x € M
on peut trouver un ouvert U, contenant x, et une section s, : U — G(M), intégrable a
l’ordre 1.

On peut aussi dire que la section globale de GL(M)/G est intégrable, au sens indiqué
plus haut. On voit que le fibré des repéres GL(M) est spécial en ce qu'il est toujours,
tautologiquement, intégrable : en tout point de GL(M) on peut faire passer une section
intégrable. Vue la définition de s,, on peut alors voir GL(M) comme le fibré des 1-jets
d’isomorphismes locaux de M dans R™.

En outre, notons que le 1-jet en x d’une section de P (en quelque sorte un repére d’ordre
2) peut-étre identifié comme en 1.1.9 & un sous-espace horizontal de T, P (un sous-espace
D de dimension m tel que la restriction de m, soit un isomorphisme.)

On se propose de mesurer le 1-jet d’'une G-structure par référence aux 1-jets des struc-
tures intégrables. Pour cela on a besoin d’une notion de connexion.

1.2. Connexions et torsion intrinséque d’une G-structure

Une connexion sur un fibré est un moyen de décrire les 1-jets de ses sections. On note
J¥P, pour un fibré quelconque P, I’espace des k-jets de sections de P. Pour k =0, J°P
est identifié & P : soit s : U — P une section locale, son 0-jet en = est simplement s(x).
Pour k£ =1 on a une fibration

o JP— P
On identifie le 1-jet de s au point x a la différentielle de s en ce point :
Jos = (s(z), Ds(x))
Alors 7' (jls) = s(x).

Pour un fibré P quelconque, il y a une distribution canoniquement définie, intégrable,
donnée par 'espace tangent aux fibres :



1.2. CONNEXIONS ET TORSION INTRINSEQUE D’UNE G-STRUCTURE 23

Définition 1.2.1. — La distribution verticale V de P est définie par
Vpe P, V,=T,Py
Alternativement V' = ker m,. En passant on donne aussi la

Définition 1.2.2. — On appelle sous-espace horizontal de TP au point p, un supplé-
mentaire de V,, dans T,P.

Par exemple, I'espace tangent d’une section de P est un sous-espace horizontal en s(z)
quel que soit x € M.

Lemme 1.2.3. — Le fibré m' : J'P — P est un fibré affine modelé sur m*T*M @ V.

Démonstration. — Soient s et s’ deux sections locales au voisinage de © € M telles que
s(x) = s'(x) = p. On pose f = Ds(x) — Ds'(x) : T,M — T,P. Alors VX € T, M,
f(X) € kerm, car m, 0 Ds(x) = m, o Ds'(x) = Id|r,» pour deux sections. O

A partir de 14 on a une premiére définition d’une connexion :

Définition 1.2.4. — Une connexion est une section h de n* : J'P — P.

Cela revient a fixer une origine dans chaque fibre. Dés lors la différence de jl's avec hos
est une section d’un fibré vectoriel sur M avec laquelle on peut calculer : la dérivée co-
variante. Avant de l'introduire, on souhaite donner une autre définition d’une connexion.
On se souvient qu’on peut voir le 1-jet d’une section s en z comme un sous-espace hori-
zontal de Ty, P. Par conséquent une connexion assigne a tout point de P un sous-espace
horizontal :

Définition 1.2.5 (bis). — Une connexion de P est une distribution horizontale HC
TP.

Autrement dit on demande
VpeP, T,P=V,&H,

Si P est un fibré principal de groupe G, on fait une hypothése supplémentaire sur H pour
définir une G-connezion.
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Définition 1.2.6. — Une G-connexion sur un fibré principal P est une distribution ho-
rizontale équivariante :
(1.12) Vpe P, Yge @, H,=(R,).H,

Il y a encore un troisiéme point de vue pour les connexions dans le cas des fibrés
principaux par la forme de connexion.

Soit G un groupe de Lie. On sait que son fibré tangent est trivial, canoniquement
isomorphe a G x g. L’isomorphisme est donné par la forme de Maurer-Cartan, 6 : TG — g :
VX e T,G, 0(X)=(Ry1)X

en identifiant g a ’espace tangent au point e € GG. Pour un G-fibré principal P, la fibre
n’est pas canoniquement isomorphe a G' mais il faut choisir un point p de P,, alors P, ~ G
par 'application pg — ¢. Cependant il existe encore une forme de Maurer-Cartan sur P,,
autrement dit la définition d’une forme sur T'P,, copiée sur 6, ne dépend pas du choix du
point base. On note encore 6 cette forme. Elle est définie sur la distribution verticale. On
adonc V, ¥ get V >~ P x g, par des isomorphismes G-équivariants. Explicitement, un
élément a de g définit une action

RxP — P
(t,p) +— pexp(ta)

préservant les fibres. Par conséquent le champ de vecteurs tangents X* au flot de cette
action est vertical :

. d
(1.13) X, = 7 tzopexp(ta) eV,

Maintenant ’application
g —
a — X
est I'isomorphisme cherché : 0(X?) = a.

Or la distribution horizontale associée & une connexion permet de compléter 6 en une
1-forme sur P en décrétant :

Définition 1.2.7. — La I-forme de connexion w associée a une ditribution horizontale
H est définie par
wlg=0, wly=40
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Mais la distribution horizontale H permet aussi de projeter sur V. Soit s une section

locale de P. La différentielle en x € M est la somme d’une partie horizontale et d’une
partie verticale :
— La partie horizontale ne dépend que du 0-jet de la section en x et de la connexion.
Autrement dit on associe a tout vecteur X, € T, M et tout point p € P, un vecteur,
X € H : le relevé horizontal de X dans Hp, tel que mX =X (car s est une section.) Le
relevement horizontal est donc une scission de la suite exacte courte

0—-V TP —-7"TM — 0

ou m*I'M est le fibré induit de T'M par Iapplication 7 : P — M, défini par Vp € P,
(ﬂ'*TM)p = Tw(p)M.
— Quant a la partie verticale,

Définition 1.2.8. — La dérivée covariante Vs dune section s de P est la partie verti-
cale de sa différentielle s, :

VX €TM, s.(X)=Vyxs+X,

Soit X € T, M, Vys € Vi(z)- Par conséquent Vs est une section de T*M ® s*V, un
fibré vectoriel sur M.

Définition 1.2.9. — On dit qu’une section s de P est paralléle pour une connerion H
st Vs =0.

Finalement tous ces points de vue sont équivalents. Pour un fibré principal de groupe
G, V@) ~ g donc on peut voir Vs comme une 1-forme sur M & valeur dans g :

(1.14) 0(Vs) = s*w

La 1-forme w vaut 0 sur I:jp et est un isomorphisme sur V,, quel que soit p € P : on
I'identifiera a la projection sur V' parallélement & H. Enfin la distribution horizontale est
engendrée par le 1-jet des sections paralléles :

H, = {s,(T,M) | s: M — P, s(z) =p, (Vs)(z) =0}

Le point de vue de la dérivée covariante est particuliérement pertinent pour un fibré
vectoriel E (pour lequel en revanche, il n’y a pas quelque chose comme la 1-forme de
connexion) car dans ce cas le fibré vertical est identifié canoniquement au fibré E lui-
méme. Soit £ — M un fibré vectoriel, Vx € M, Yv € E,, comme FE, est un espace
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vectoriel, T, E, ~ E,. Par conséquent VX € T'M, 6){8 est encore une section de F si bien
qu’on peut par exemple calculer Vy(Vys), etc.

Mais l'intérét de regarder les connexions des fibrés principaux, et plus précisément une
G-connexion sur un G-fibré principal P est qu’elle induit une connexion sur chaque fibré
associé, grace a 'hypothése supplémentaire faite en 1.2.6. Pour la construire on a besoin
de comprendre 'espace tangent de P xg V.

L’espace tangent de P x V en un point (p,v) est bien sir 7,,P & T,)V. Mais puisqu’on
a quotienté par Paction de G, toutes les variations dans 'orbite de (p,v) sont nulles.
Celles-ci sont engendrées infinitésimalement par les t — exp(ta)(p,v), quel que soit a € g.

L eplta)po) = L pexplta) + L] plexp(—ta)w

dt|,_, dt|,_, dt|,_,
A gauche du signe + on reconnait X}, qu’on identifiera a a (plus rigoureusement au couple
(p,a)). Le terme de droite est, par définition, —dp(a)v € T,V. Lorsque V est un espace
vectoriel, dp coincide avec la représentation dérivée de p (1.3). Alors on identifie I’espace
tangent en [p, v] au quotient de T,P & T,V par le sous-espace vectoriel {(a, —dp(a)v) | a €
g} ce qu’on note

T[Pw](P Xp V) = TpP Dy T,V

De plus, un élément de Tj, ,j(P x, V') représenté par a € g ~ T,P et X € T,V est noté
la + X].

Quel est a présent Pespace vertical 7 Soit x = m(p). Comme le groupe G agit transi-
tivement sur la fibre de P contenant p, lorsque u décrit V, [p,u] décrit toute la fibre de
P x¢V au dessus de x. Par conséquent le fibré vertical V est canoniquement isomorphe a
'espace tangent a V : Vp, ,j = {0} @47, V. Mais comme d’autre part en se déplagant dans
la fibre de p € P, on reste dans la méme fibre de P x,V, on a aussi V, &4 {0} C V.
En effet

(1.15) Vaecg, [a+0]=1I[0+dp(a)l
Alors
Définition 1.2.10. — Soit une G-connexion sur un fibré principal P donnée par une

distribution horizontale équivariante H. La connexion induite sur P XqV est donnée par
Hipo) = Hp ©g {0}

On dit que H est une G-connexion sur le fibré associé.
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Cette connexion est bien définie grace & (1.12) : H,, = (Ry).H, car le sous-espace
horizontal ne dépend pas du représentant choisi. Voyons maintenant quelle est la dérivée
covariante associée, encore notée V, Vv € T*M ® s,V. Soient v = [p,v] une section de
PxgVetXeTl, M,

Vi X) = [p(X) 4 0.(X)]

En projetant sur V (en identifiant V) a g),

Vv = w(pa(X)) + 0.(X)] = [0+ (dp(p'w(X))o + 0.(X))
grace a (1.15). Pour un fibré vectoriel £ = P XV, V est identifié¢ 4 £ et on a

Proposition 1.2.11. — Soit w la 1-forme associée a une G-connexion sur P. La dérivée
covariante de la connexion induite sur E = P xXgV est donnée, pour une section v = [p,v]
de E, par

VX e TM, Vxv=Ip, dp(p'w(X))v+ X

Pour une section locale p : U — P, la 1-forme & valeur dans g, p*w est appelée symbole
de Christoffel universel de la connexion eu égard au fait que toute section v : U — P xgV
peut s’écrire par rapport a ce repére local [p, v], pour une section v : U — V.

On peut aussi utiliser, pour définir la connexion induite, 'autre point de vue sur les
sections d’un fibré associé £ = P X V, par les fonctions équivariantes P — V. Si v est
une telle fonction, la section de E, v = [p,v(p)] est bien définie. Alors quel que soit le
champ de vecteurs X € T'M, la section Vxv est représentée par la fonction équivariante
dv(X) :

Lemme 1.2.12. — Si v = [p,v] est une section du fibré associé E de P, la dérivée
covariante est donnée par

(1.16) Vxv = [p,dv(X,)]

Démonstration. — Soit une section p de P, v(z) = [p(x), v(p(x))]. On différentie puis on

projette sur V :
vi(X) = [p(X) + dv (p.(X))]

Vv = [w(p.(X)) + dv(p.(X))]
On décompose p,(X) = Vxp + X.
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En dérivant (1.4) on obtient :
Va€g, dv(X®) =—dpla)v
d’ou, par (1.14)
(1.17) dv(Vxp) = —dp(0(V xp))v = —dp(w(p.X))v
Finalement, par (1.15) B B
Vxv=1[0+dv(X)]
O]

Autrement dit la 1-forme Vv & valeurs dans le fibré E est associée 4 une 1-forme sur P a
valeurs dans V.

Définition 1.2.13. — Soit 3 une q-forme sur P, a valeurs dans un espace de représen-
tation V de G. On dit que 8 est horizontale si elle vérifie les conditions :
(i) B est nulle appliquée a un vecteur vertical : VX € V, 1x3 = 0.

(it) B est équivariante : R} (3 = p(g~")0.

La 1-forme sur P
(1.18) dv : X — dv(X")

ot VX € TP, X" est la projection de X sur ]:], parallélement a V', est une 1-forme
horizontale.

Plus généralement, avec cette définition, une g-forme o sur M a valeurs dans P xg V'
correspond & une g-forme horizontale a & valeurs dans V. La correspondance est donnée
par

Vpe P, ¥Xy,...,.X, € T,P, [p,a(Xy,...,X,)]=a(mX,...,mX,)

et pour toute connexion H,

Ve e M, VXy,..., X, € T,M, Vpe Py, [pa(Xy,...,X,)] =a(Xy,...,X,)

Considérons un G-fibré principal P et une réduction () de P a H. Une G-connexion sur
P induit une H—conngxion sur () si le sous-espace horizontal H est tangent & () en tout
point de Q) : Vp € @), H, C T,Q). De fagon équivalente la 1-forme de connexion w restreinte
a T'Q) est a valeurs dans h. Supposons maintenant que la réduction () est définie comme
en 1.1.6 par une section o de P x, V. On note a € V le tenseur tel que H = Stabga et
a = [p, al, quel que soit p € Q.
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Proposition 1.2.14. — Une G-connexion V sur P induit une H-connezion sur Q si et
seulement st Va = 0.

Démonstration. — Localement on peut écrire o = [p, a] pour une section p de Q. Alors
par la proposition 1.2.11,

VX € TM, Vya=Ip, dp(p'w(X))a]

car a est constante. Par conséquent Va = 0 si et seulement si quel que soit X € T'M,
quelle que soit la section locale p de @, w(p.(X)) € b.

Pour le prouver d’une autre fagon, on écrit « = [p, a(p)] pour une fonction o : P — V
équivariante valant a sur @) (et seulement sur @)). Soit p € ), X € T,,P est tangent a @

si et seulement si da(X) = 0 par conséquent V est une H-connexion si et seulement si

Vpe @, VX € Tﬂ(p)M, da(X) =0

Cette derniére équation s’étend a P tout entier, par G-équivariance. Cela signifie Va =0
par le lemme 1.2.12. O

Exemple

Une connexion O(m), ou connerion métrique, est une connexion dont la dérivée cova-
riante vérifie Vg = 0.

On peut maintenant donner une condition plus pratique d’intégrabilité d'une G-structure
a l'ordre 1. On se souvient que la définition 1.1.10 de cette derniére propriété faisait inter-
venir une famille (s,).car de section locales de P telle que s, est définie au voisinage de .
Une telle famille engendre une connexion H. En effet par équivariance de la distribution
horizontale il suffit de fixer [:fp pour un élément p de chaque fibre. On pose alors
H, (z) — szw(M)

x

Réciproquement une connexion définit une famille convenable de sections : pour tout
sous-espace horizontal flp C 1,P on peut trouver une section s, dont il soit le 1-jet.
Par conséquent on réécrit 1.1.10, en se servant de 1.1.9 : G(M) est intégrable a 'ordre 1 si
et seulement si il existe une G-connexion H telle que dr| 2 = 0. On définit une 2-forme
sur P :
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Définition 1.2.15. — Soit H une G-connezion sur P. On appelle torsion de H et on
note © la 2-forme a valeurs dans R™ définie par

O(X,Y) =dr(X" Y"

Finalement

Proposition 1.2.16. — Une G-structure G(M) est intégrable a l'ordre 1 si et seulement
st elle admet une connexion sans torsion, c’est-a-dire telle que © = 0.

Pour qu’une section s : U — P soit intégrable, il suffit qu’elle soit intégrable a I'ordre 1
en tout point de U par le lemme 1.1.7, ¢’est-a-dire qu’elle soit tangente & une distribution
horizontale sans torsion.

Définition 1.2.17. — La courbure €) de H est la 2-forme a valeurs dans g définie par
QX,Y) =dw(X", Y

Proposition 1.2.18. — La distribution H est intégrable si et seulement si sa courbure
est nulle.
Corollaire 1.2.19. — Une G-structure est intégrable si et seulement si elle admet une

connexion sans torsion, o courbure nulle : © =0 et Q = 0.

Démonstration. — Par le théoréme de Frobenius H est intégrable si et seulement si, quels
que soient les champs de vecteurs X et Y a valeurs dans H, [X,Y] € H, soit w([X,Y]) = 0.
Pour une 1-forme «,

(1.19) da(X,Y) = X.aY) - Y.a(X) — o([X,Y])

Or w(X) = w(Y) = 0 quels que soient X,Y € H par définition de la 1-forme de connexion.
D’ou

(1.20) W([X,Y]) = —Q(X,Y)

Maintenant les variétés intégrales de H sont les images de sections de P car H est
horizontale et si elle est sans torsion, ces sections sont intégrables. O]

De la facon dont on les a définies, O, ) sont bien siir des 2-formes horizontales. Elles
correspondent par conséquent a des 2-formes sur M : on retrouve de cette fagon les
définitions usuelles de la torsion et de la courbure par la dérivée covariante.
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Proposition 1.2.20. — La 2-forme horizontale © a valeurs dans R™ est associée a la
2-forme T a valeurs dans le fibré tangent T'M définie par
(1.21) T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

La 2-forme horizontale ) a valeurs dans g est associée a é, a valeurs dans le fibré adjoint
g(M), définie par

(1.22) Ryy =[Vx,Vy] = Vixy

ot le premier crochet désigne le commutateur : [%X, %y] = 6)(%5/ — %y%x. Les tenseurs
T et R sont aussi appelés respectivement la torsion et la courbure de V.

Démonstration. — Pour la torsion. La 1-forme 7 est horizontale par définition (1.10).
Elle correspond simplement a l'identité de T'M. Par conséquent la fonction p — T()?p)
est associée au champ de tenseurs X et )Z'T(f/) est associée & VyV par le lemme 1.2.12.
Maintenant
O(X,Y)=dr(X,Y)=X1(Y)-Y.7(X)-7(X,Y])
Pour des champs de vecteurs projetables X, Y de %[X, Y] = [m.X, 7.Y] donc la partie
horizontale de [X, Y] est [X, Y] et 7([X,Y]) = 7([X,Y]). Finalement le tenseur 7" associé
a O est bien
T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

Pour la courbure. On calcule R € g(M) via son action sur les fibrés associés. Soit v une
fonction équivariante de P dans V représentant une section v : M — P X V. La dérivée

covariante Vv est représentée par dv définie en (1.18).

0=dv(X,Y) = X.dv(Y) - Y.dv(X) — dv([X,Y))

On décompose [X,Y] suivant H §V :

d’ou
(X, Y]") = X.dv(Y) - V.du(X) — dv([X,Y))
Par (1.17), (1.20),
(X, T1%) = —dp(w[X, v = dp(A(X, V)
et par définition de l'action du fibré adjoint (1.6),

Q()?, ?)V = 6xﬁyu — 6yﬁxV — %[X,Y]V
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La différence de deux connexions, données par leurs 1-formes w, W/,
/
nN=w —w

est une 1-forme horizontale, & valeurs dans g car w|y = W'|yy = 6. Elle représente donc un
tenseur

(1.23) n=V-VeT*MgM)
ou @ est la dérivée covariante de .

De plus, soit V une G-connexion, il n’est pas difficile de vérifier réciproquement que
quel que soit le tenseur n € A' @ g(M), V = V + 17 est encore la dérivée covariante
d’une G-connexion sur G(M). Ce n’est rien d’autre que 1.2.3 dans le contexte des fibrés
principaux. La différence des torsions est alors bien sir

(1.24) (T' = T)(X,Y) = nx¥ —ny X = (on)x Y’

ol
VA @g(M) - AN RTM

On peut alors quotienter par 'image de 0 :

Définition 1.2.21. — Soit une G-connexion %, de torsion T, sur G(M). La classe
d’équivalence To(G) de T dans A* @ TM/o(A' @ g(M)) ne dépend pas de la connezion
choisie, par (1.24). Elle est appellée torsion intrinséque de la G-structure G(M).

Maintenant il existe une connexion sans torsion si et seulement si, pour toute connexion,
T est dans 'image de 0 :

Proposition 1.2.22. — Une G-structure G(M) est intégrable a ['ordre 1 si et seulement
st sa torsion intrinséque To(G) est nulle.

On peut voir la torsion intrinséque comme le 1-jet de la G-structure.

L’exemple fondamental est G = O(m). Dans ce cas
V: A ' ®@so(M) - A2 ®@TM

est un isomorphisme, par conséquent
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Proposition et définition 1.2.23. — Toute structure O(m) est intégrable a l'ordre 1
et admet une unique connexion métrique, sans torsion : la connexion de Levi-Civita, notée
V, de la métrique g.

Pour une autre connexion métrique %, on pose n =V — V de sorte que
on="T
et réciproquement 77 = 07T c’est-a-dire

sMkKZ):—%@UKKY%Z%+QWZJ%XU+QUWZX%Y)

Par abus de langage on appellera aussi 7 la torsion de V.

Si G est compact G C SO(m) et G(M) est une réduction a G de SO(M), une G-

connexion V sur G(M) s’étend en une connexion métrique. Soit g l'orthogonal de g
dans so(m). On note g+ (M) le fibré associé¢ de G(M).

(1.25) A ®@so(m)=A'®gM) & A'® g (M)

par conséquent

(1.26) A?@@gi(ﬁf)gzgé%fg§§gé§5

La partie de 77 dans A' ® g* (M), appelée 7, ne dépend pas de la G-connexion V. En effet
si V, V sont deux G-connexions leur différence vérifie (1.23). On définit une connexion
métrique V par

V=V-7
C’est une G-connexion. En effet V=V + (7 —7) on 7 — 7 € A! @ g(M).

Définition 1.2.24. — La connezion V est appelée connezion intrinséque (ou G-connezion
canonique) de G(M). Le tenseur 1=V —V est la torsion intrinséque de G(M).

En effet, 77 est identifiée a To(G) par (1.26).

Finalement, pour toute G-connexion V,

V-V = V-V

_I_
(1.27) AN @so(M) = AN@gM)* @ A'®gM)
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La connexion intrinséque peut étre définie plus directement par sa 1-forme de connexion,
en demandant que w soit la projection dans g de wyc, la 1-forme de connexion de la
connexion de Levi-Civita, a valeurs dans so(m).

On se place maintenant dans la situation de la proposition 1.1.6 : H C G est le stabili-
sateur d’un tenseur a € V', on suppose que G(M) admet une réduction H (M), définie via
un champ de tenseurs o € V(M) ressemblant en tout point & a. Alors par la proposition
1.2.14,

Proposition 1.2.25. — H(M) est intégrable a l'ordre 1 si et seulement si Va = 0 pour
une G-connexion V sans torsion.

Corollaire 1.2.26. — Soit G(M) une réduction de SO(M) ot G = Stabsoumya. Elle
est intégrable a l'ordre 1 si et seulement si Va =0, ou V est la connexion de Levi- Civita.

L’action du fibré adjoint so(M) sur V(M) induit une action de A' ® so(M) sur V (M),
a valeurs dans A' @ V(M). Soit v € V(M), n € A' @ so(M), on note 7.v la contraction
den®uv:

(n-v)x =nx.v
Cette action peut-étre explicitée pour un tenseur p-fois covariant (voir (1.8)) :
nv)x(Xq,...,Xp) = —v(nx Xy, ..., Xp) — ... —v(Xy,...,nxX,)

Pour toute G-connexion V (et V la connexion de Levi Civita),
ﬁosza—%a:Voz
Le noyau de
A @so(M) — A'®@ V(M)
n o= o

est A' @ g(M) donc la restriction & A* ® gt est injective et Vo est identifiée a la torsion
intrinséque 7, ce qui est une autre explication du corollaire 1.2.26.

Remarque 1.2.27. — Par le corollaire 1.2.26, la notion d’intégrabilité a [’ordre 1 rejoint
la notion d’holonomie : une G-structure, G C SO(m) est intégrable a l'ordre 1 si et
seulement si [’holonomie riemannienne de (M, g) est contenue dans le groupe G. En effet
le groupe d’holonomie d’une G-connezion est bien sir inclus dans G.
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Il existe un lien entre la courbure d’une connexion et sa torsion exprimé par deux
équations, les identités de Bianchi, obtenues en calculant la différentielle extérieure de ©,
Q2 (voir [38], p121 ou p135 pour une preuve). Exprimées en termes des tenseurs sur la

base T', R,

Proposition 1.2.28. — Soit T, R la torsion et la courbure d’une connexion linéaire
(une GL(m,R)-connexion) V. On a la premiére identité de Bianchi :

(1.28) S{RxyZ} = S{T(T(X,Y),Z) + (VxT)(Y,Z)}
ot & désigne la permutation circulaire sur X,Y, Z, et la deuziéme identité de Bianchi :

(1.29) (‘5{(6)(}})1/,2 + ﬁT(X,Y),Z} =0

On va voir une expression plus commode plus loin de ces identités lorsque V est une
connexion métrique, en utilisant 77 au lieu de 7. Ce qui nous intéresse pour I'instant sont
les connexions sans torsion. On définit [’opérateur de Bianchi :

b: QAN QTM — AN @TM
par
b(a)(X,Y. 2) = B{a(X,Y. Z)} = a(X,Y, Z) + a(Y, Z,X) + a(Z,X.Y)
Alors, pour une connexion V sans torsion, de tenseur de courbure R, (1.28) devient
simplement b(R) = 0, c’est-a-dire

(130) VX, Y. Z € TM, RX,YZ + RY,ZX + RZ,)(Y =0

Définition 1.2.29. — On appelle espace des tenseurs de courbure algébriques a valeurs
dans g le sous-espace

K(g) =kerbNA?® g

Lemme 1.2.30. — Soit V une G-connexion sans torsion. Sa courbure R appartient a

K(g).

Lorsque G C SO(m), V ne peut étre que la connexion de Levi-Civita. Par consé-
quent d’aprées une remarque précédente 1.2.27, ou plus profondément d’apres le théoréme
d’Ambrose-Singer [2], K(g) est 'espace abstrait des tenseurs de courbure riemannienne
des métriques a holonomie contenue dans G.

On peut préciser la place de K(so(m)) dans A? @ so(M). Soit b’ antisymétrisation sur
les 4 variables de A? ® A? :

(1.31) Vo, € N, V(a®p)=aAp
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Son image est évidemment A*. Alors

Proposition 1.2.31. — Soit M wune variété riemannienne. L’espace des tenseurs de
courbure riemannienne algébriques, KC(so(m)), est un sous-espace du produit symétrique
O*(A?), en identifiant A*> ® so(M) a A? ® A® via la métrique. Plus précisément

(1.32) K(so(m)) = ker b’ N (D*(A?)

alors

(1.33) A2@ A% = A*(A2) @ A* @ K(so(m))

Démonstration. — On commence par décomposer A?®A? en la somme directe du produit

antisymétrique et du produit symétrique :
Ao A2 = NY(A) @ O(A)
Or l'opérateur de Bianchi b est injectif sur le premier sous-espace. Soit v € A\*(A2) tel
que b(a) =0,
XY, Z2,T) = —aY,Z,X,T)—a(Z,X,Y,T)

= oX, 1Y, 2)—a(Y,T, X, 7)

= oX, .Y, 2)+ (T, X, Y, Z)+ a(X,Y, T, Z)

= —a(X,Y,Z,T)
d’out a = 0. Cela démontre la premiére assertion.

Deuxiémement, le produit symétrique (O)*(A?) contient A*. Soit a € A*, on a évidem-
ment b(a) = 3a. Donc Popérateur de Bianchi est injectif sur ce sous-espace. Finalement
b: N2(A) @A — AP @ AL

est injectif.
D’autre part, soit a 'antisymétrisation suivant les deux premiéres variables :
a: NN RN RTM — NN @ TM
a(ﬁ)X,Y = BX,Y - ﬂY,X

Montrons que sa restriction a : A' ® A> — A? ® A? est injective et que son image est
contenue dans A*(A%) @ A%,

— Elle est injective. Soit 3 € A' ® A3 tel que a(f) = 0. En utilisant tour a tour la symétrie
sur les deux premiéres variables et 'antisymétrie sur les trois derniéres variables :
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BX,Y,Z,T) =

I
D22
N
=
S
\_/\/5 ~— ~—

_ﬁ(X7 K Z7 T)

d’ou B =0.

~ Son image est contenue dans A\*(A2?) & A*. On souhaite décomposer A' ® A%, Pour cela
on introduit ¢ :

(1.34) c(B)(X,Y,Z,T) = B(X,Y,Z,T) — B(Y, Z,T, X) + B(Z, T, X,Y) - B(T, X,Y, Z)
soit
Vo e A", Vae A, clo®a)=0Aa
L’image de c est A*. De plus, quel que soit a € A?, ¢(a) = 4a d’on
AN =A@ kerc

Soit 3 € A' @ A3, a(B) € N\*(A?) si et seulement si, pour tous X,Y, Z,T € TM
a’(ﬁ)(Xa Y7 Z7T> = _a(6>(Z7T7 X7 Y)
— XY ZT) - BYV.X.2T) = —B(ZTX,Y)+ (T, Z,X,Y)

— ﬁ(X,Y,Z,T)—ﬁ(KZ,T,X) + ﬁ(Z7T7X7Y)_ﬁ(T’X7Y7Z) =0

i.c. si et seulement si ¢(3) = 0 par conséquent a(kerc) C A*(A?). Bien sir, quel que soit
B e A, a(B) =28 d’ott a(A?) = AL

Finalement on a démontré :
Lemme 1.2.32. — Les applications
A1®A3i>/\2(A2)EBA4—b>A3®A1
sont des isomorphismes.
On en déduit que kerb et A*(A?) @ A* € A2 ® A? sont supplémentaires et
O*(A?) =kerb @ A?

D’autre part quel que soit o € A*, ¥'(a) = 4 out I est défini par (1.31) donc la restriction
de b a A* est un isomorphisme. Comme b, b sont tous deux GL(m,R)-invariants, on a
(1.32). Cela termine la preuve de la proposition. ]
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Il y a une contraction évidente, tr sur A> ® A% donnée par :

(1.35) Za ei X, Y, &)
=1
Définition 1.2.33. — La contraction de Ricci, notée ric, est la restriction de la contrac-

tion tr a O)7(A?). Pour une variété riemanienne, de courbure riemannienne R, on pose
Ric = ric(R) le tenseur de Ricci.

L’image de ric est ¥2 = (O*(A') qui se décompose en
¥2 — 32 @ Ry

ou g est la métrique. De plus, vu la définition (1.35), ric(a) = 0 évidemment quel que
soit a € A* donc il existe un sous-espace W de K(so(m)) tel que

kerric = W @ A*
On a alors le résultat bien connu (voir par exemple [9], p47) :

Proposition 1.2.3}. — Soit M une variété riemannienne.
K(so(m)) ~W & X2 @R
est la décomposition irréductible en chaque point de IC(so(m)) sous l'action de O(m).

Définition 1.2.35. — Soit M une variété riemannienne. La composante de R dans W
est appelée le tenseur de Weyl de M. De plus on note Ricy la composante de Ric dans
2. Enfin la fonction s a valeurs dans R telle que

Ric = Ricy + sg
est appelée la courbure scalaire de M.
Définition 1.2.36. — Une variété M est dite d’FEinstein si R € W &R 1.e. Ricg =0,
Ric = sg

Dans ce cas la courbure scalaire s est constante. C’est une conséquence de la seconde
identité de Bianchi (1.29).

Enfin notons que I'image de ¢r restreinte cette fois a A?(A2) est A2. Soit V son noyau.
(1.36) MNMoA=ANaVaoA

par le lemme 1.2.32 et on peut montrer que cette décomposition est irréductible sous
l'action de O(m).
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Sment V ¥ deux connexions sur M, de différence n = V-V et de courbures respectives
R et R. Soit T la torsion de V. Par (1.21), (1.22),

EX,Y = [ﬁx, Vy
= [VX7 VY
= [VX7 VY] — V[X,Y] + [Vx,ny] — USRS Vy,nx] + N, x T Nr(xy) + nx,ny]

|- Vixy
]

+ [V, mv] + [nx, V] + [nxs vl — Vixy] — iy

= Rxy + (Vxn)y — (Vyn)x + nrx,y) + [1x, vy

car (%Xﬁ)y :6X77Y 77v y — [VX777Y] ﬁﬁxY'

Lorsque V= V, la connexion de Levi-Civita, n =1 = V-V et T(X,)Y)=—-nxY+nX
car V est sans torsion. On remarque

(M0 xy = —Tayy + [1x,y]

Alors I'équation devient

(1.37) R =R+ a(V) + a(@q) — [7,7]
ou en inversant le role de V et %,
(1.38) R =R+ a(V7) — [7,7]

Si on applique maintenant I'opérateur de Bianchi a (1.37) on trouve

(1.39) b(R) = b([7, 7] — a(@.5 + V7))

qui n’est rien d’autre que la premiére identité de Bianchi (1.28) dans le contexte des
connexions métriques. On l'interpréte ainsi : I'image de R par b ne dépend que de la
torsion 7] et sa dérivée covariante pour V. On décompose A’ ®@ g :

N ®g=K(g) oK)"
Suivant cette somme directe, la courbure de V s'écrit
(1.40) R=Ry+R*

ott R+ ne dépend que de n, 677 par (1.39), car la restriction de b a K(g)* est injective.
En particulier, en prenant V = V la torsion intrinséque,
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Lemme 1.2.37. — Si SO(M) admet une réduction a G, la courbure riemannienne est
déterminée, modulo un tenseur de courbure algébrique a valeur dans g, par la courbure
intrinséque 17 de G(M) et sa dérivée covariante par V :

(1.41) R = Ry + b ([7,7] — a(7.7 + V7))

ol EO S lC(g)

1.3. Espaces homogénes

Les espaces homogénes donnent des exemples de G-structures, lorsque le groupe d’iso-
tropie est inclus dans G.

Définition 1.3.1. — Un espace homogéne est le quotient a droite M = G/H d’un groupe
de Lie connexe G par un sous-groupe fermé H. Sous ces hypothéses, M est une variété
différentiable.

Alors, quasiment par définition,

Proposition 1.3.2. — Si M = G/H est un espace homogéne, G muni de la projection
canonique m: G — G/H est un fibré principal sur M, de groupe H.

(il faut seulement démontrer qu’il est localement trivial).

Par ailleurs, outre I'action a droite de G sur lui-méme qui permet de définir le fibré
principal et I'espace homogéne, en méme temps, il y a une action ou une multiplication a
gauche, qui passe au quotient : G agit sur M par

(1.42) Vg, € G, ¢'n(g) =m(d'9)

en notant de la méme fagon g un élément du groupe et 'application de M dans M ainsi
définie. On peut montrer que cette application est un difféomorphisme. On note g, la
différentielle. Soit o = 7(e) le point distingué de M. Le groupe d’isotropie de cette action
en o est H. Plus généralement, soit x = m(g), on vérifie facilement que le groupe d’isotropie
en x est le sous-groupe conjugué de H, gHg *.

L’action a droite de H sur G définit des vecteurs verticaux distingués X%, a € h, comme
sur toute fibration principale (1.13), coincidant avec les champs de vecteurs invariants a
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gauche a* de G. L’action & gauche de G sur M induit des champs de vecteurs sur M,
notés a”, a € g :

d
Vee M, of = —| exp(ta)z
dt{,_,

Par anticipation, les champs de vecteurs a® sont appelés les champs de Killing de M. Ce
sont les projections sur M des champs de vecteurs invariants a droite a® sur le groupe
G. En effet, soit a € g, m(exp(ta)g) = exp(ta)m(g) par définition (1.42). En dérivant par
rapport a ¢,

(1.43) m(al) = af(g)

L’action de G sur M est évidemment transitive. On demande souvent, pour définir
un espace homogéne, qu’elle soit en outre effective c’est-a-dire que I’homomorphisme
G — Diff (M) qu’elle induit soit injectif. Il nous suffit de le supposer, quitte & quotienter
par le noyau N de cet homomorphisme (i.e. a substituer la paire (G/N,H/N) a (G, H) :
I'espace homogéne est le méme.)

Maintenant on fait une hypothése supplémentaire sur ’espace homogéne :
Définition 1.3.3. — L’espace homogéne M = G/H est dit réductif si b admet un sup-

plémentaire Ad(H)-invariant dans g :

(1.44) g=bdm, VheH, Adym=m

Pour un vecteur a € g on note a”, resp. a™, les projections de a sur b, resp. m, confor-
mément & (1.44).

L’espace vectoriel m est alors un espace de représentation de H, pour la restriction de

Ad, et on peut construire le fibré associé :

Lemme 1.3.4. — Soit M = G/H un espace homogéne réductif : g = b @ m. Le fibré
m(M) = G xgm est canoniquement isomorphe au fibré tangent.

Démonstration. — En identifiant g a T.G, § = T, H = ker 7, et m, induit un isomorphisme
m >~ T, M. De plus cet isomorphisme est H-équivariant :

Vh € H,Vv em, m.(Adpv) = h,m.(v)
Il suffit pour I'obtenir de dériver m(hexp(tv)h™') = hr(exp(tv)). Alors I'application
m(M) — TM

(1.45) [g,0] — gum(v) = vk,
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est bien définie et est un isomorphisme. Il

Autrement dit, de méme que l'algébre de Lie d’un groupe g peut-étre définie comme
'algébre des champs de vecteurs invariants a droite sur G en identifiant a et a®, m est
identifié¢ & I'espace des champs de vecteurs de Killing, soit v € m & v, Or, pour un espace
homogeéne, les champs de vecteurs de Killing engendrent ’espace tangent en chaque point.

Gréace au lemme 1.3.4 on peut voir le fibré principal G comme un sous-fibré de GL(M) :
une H-structure. Les sections des fibrés associés sont des champs de tenseurs sur M,
identifiés a des fonctions équivariantes de G dans I'espace de tenseurs correspondant de
m. Si de plus ces sections sont G-invariantes pour Iaction (1.42),

Lemme 1.3.5. — Soit v une section d’un fibré associé G X g V. Elle est G-invariante si
et seulement si la fonction associée v : G — V est constante, Ad(H)-invariante.

Démonstration. — L’action de G sur les sections de G x g V' est donnée par

glg.v] =199, v]
Lorsque V' = m, on vérifie que cela correspond a I'action (¢', X') — ¢, X sur T'M par (1.45).
Par conséquent une section v est G-invariante si et seulement si Vg, ¢ € G, v(¢'g) = v(g)
i.e. si et seulement si v est constante. En outre, v € V ne peut définir une section du
fibré associé que si quel que soit le changement de repére h € H, dp(h™')v = v, i.e. v est
invariante pour la représentation de H sur V. O]

Dans ce langage, une métrique G-invariante sur M n’est rien d’autre qu’un produit
scalaire Ad(H )-invariant sur m. Cela revient a construire g en fixant sa valeur en un point
puis en translatant par ’action du groupe, en utilisant la transitivité. Réciproquement si
H est compact, on peut toujours trouver un tel produit scalaire c’est-a-dire une métrique
G-invariante sur G/H. Alors les diffeomorphismes (1.42) sont des isométries et G' peut-
étre vu, si 'action est effective, comme un sous-groupe du groupe d’isométries. Cela donne
lieu a la définition alternative d’un espace homogéne :

Définition 1.3.6. — Un espace homogéne riemannien est une variété riemannienne
(M, g) telle que le groupe d’isométries agit transitivement sur M.

Le fibré tangent de G est isomorphe & G x g. La distribution verticale, engendrée par
les a”, a € b, est identifiéce & G x h. Par conséquent un supplémentaire m de b fournit
aussi une distribution horizontale, G x m ou

my = (Lg).m
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Pour qu’elle soit H-équivariante, mgy, = (Rj).my, il faut et il suffit que m soit Ad(H)-
invariant. Alors m, est la distribution horizontale d’'une H-connexion sur G. La forme de
Maurer-Cartan 6 : TG — g de G se décompose suivant (1.44) en 6 = 6% + ™. Alors

Proposition 1.3.7. — Pour un espace homogéne réductif M = G/H, il existe une H-
connezion sur G associée a m, de dérivée covariante V™, de 1-forme de connezion w = Y.
Cette connexion est G-invariante : Vg € G, (Ly).w = w. On ’appelle la connexion normale
de l’espace homogene réductif.

Dés lors, la torsion et la courbure de V™ aussi sont G-invariantes c’est-a-dire, par le
lemme 1.3.5, représentées par des tenseurs constants de m.

Lemme 1.3.8. — La torsion T™ de V™, vue comme un tenseur de m, est une 2-forme
a valeurs dans m :

Vu,v em, T(u,v) = —[u,v]™
Démonstration. — Un vecteur horizontal dans m, peut-étre vu, via ¢, comme le couple

(g,v) € G x m. Par (1.45), il se projette sur le vecteur g,m.(v) € Ty (), image de v € m
par le repere g : m — T, M. Par conséquent la forme tautologique de G' est

T=60"

en identifiant m & R™. Soient u,v € m. Les champs de vecteurs u sont horizontaux.
De plus 7(u') = 6(uf') = u est constante, et de méme 7(v™) = v. Par conséquent

R’ UR

dr(uf,vf) = —1([uf,vf])) = —[u,v]™
m
Lemme 1.3.9. — La courbure R™ de V™, vue comme un tenseur de m est une 2-forme
a valeur dans b :
RY, = [u,0]"
Démonstration. — En effet, la courbure est un tenseur de A2®h(M) donc identifiée a une

2-forme horizontale sur G a valeurs dans b, ou encore a une fonction de G dans A’m* ® h.
Comme elle G-invariante cette fonction est constante et il suffit pour trouver sa valeur de
I’évaluer en e : soient u,v € m,

R;:U = w([uvv]) = [uvv]h
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La connexion normale a une propriété exprimée par le lemme suivant :

Lemme 1.3.10. — Toute section v d’un fibré associé de G, invariante, est paralléle pour
la connexion normale : V™v = 0.

Démonstration. — Soit v une section d’un fibré associé de G, associée a une fonction
équivariante v. La dérivée covariante est donnée par

xv = [g,dv(X,)]

Maintenant, si v est G-invariante, v est constante par le lemme 1.3.5 donc V™v =0. [

En particulier 7™ et R™ sont G-invariantes donc

Proposition 1.3.11. — La torsion et la courbure de la connexion normale sont paralléles
pour V™ :
v"T™ =0, V"R™"=0

Réciproquement, on va voir qu’une connexion dont la torsion et la courbure sont paral-
leles détermine sous certaines conditions une structure d’espace homogéne sur la variété.

Soit H un sous-groupe de Lie de GL(m,R), d’algébre de Lie h. Soient
T € A*(R™)* ®@ (R™)*
et B
R e A*(R™)*®b

deux tenseurs invariants par H vérifiant

(1.46) S{RxyZ}=6S{T(T(X,Y),2)}
et
(1.47) S{Rr(xy)z} =0

Par les lemmes 1.3.8 et 1.3.9, la torsion et la courbure de la connexion normale d’un
espace homogeéne déterminent les composantes dans m, [, respectivement, du crochet de
deux vecteurs, c’est-a-dire en fin de compte la structure d’algébre de Lie de g. De méme
ici on pose

g=hoR"
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et on définit un produit antisymétrique sur g, prolongeant le crochet de Lie de b :
(1.48) Va € h,Vu € R™, [a,u] = —[u,a] = a(u)

(1.49) Vu,v € R™,  [u,v] = Ryy — T(u,v)

Notons que par (1.48), [h,R™] C R™ ce qui correspond a I’hypothése Ad(H)m C m
pour un espace homogéne réductif.

Lemme 1.3.12. — L’espace vectoriel g muni du crochet défini par (1.48), (1.49) est une
algébre de Lie.

Démonstration. — On vérifie 'identité de Bianchi. Bien str pour a, b, c € b,
Ha> b]> C] + HC’ a]’ b] + Hba C]» a] =0

Soient a,b € h et u € R™,
HCL, b]7u] + Hu7 (IL b] + Hba U], (l] = [CL7 b](u) + b(a’(u)) - a(b(u)) =0
car le crochet sur h C gl(m,R) coincide avec le commutateur.
Soient a € h et u,v € R™,
la,ul,v] + [[v,a],u] + [[u,],d]
= Ry — T(a(u),v) = Rewyu — T(a(v),u) + [Ryo, al + a(T(u,v))
= —(a.R)yy+a.T(u,v)
= 0
car T et R sont des tenseurs invariants. Enfin soient u,v,w € R™,

Huvv]vw] = [;RVU,va]_[T(u7v)7w]

= Ru,vw - ET(u,v),w + T(T(ua U)? w)

En scindant suivant f & R, en permutant circulairement suivant u,v,w, on reconnait
(1.46), (1.47) donc on a bien

[[u7 v],w] + Hw7u]>v] + [[an]7u] =0
]

Le couple (g, bh) est appelé modéle infinitésimal. 11 existe un unique groupe de Lie G
simplement connexe dont g soit ’algébre de Lie et un unique sous-groupe de Lie H C G,
d’algébre de Lie . F. Tricerri [52| a donné la condition pour qu’on obtienne de cette fagcon
un espace homogene, en faisant le quotient G/H :
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Proposition 1.3.13. — Les tenseurs T et R, vérifiant (1.46), (1.47), sont la torsion
et la courbure de la connexion normale d’un espace homogéne réductif au point o si et
seulement si H est un sous-groupe fermé de G. Dans ce cas le modeéle infinitésimal qu’il
permettent de construire est dit « régulier ».

Considérons maintenant la situation suivante

Définition 1.3.14. — On appelle variété localement homogéne une variété munie d’une
connezion V dont la torsion T' et la courbure R sont paralléles :
(1.50) VI=0 e VR=0

Soient H le groupe d’holonomie de V et P la réduction d’holonomie (une H-structure).
Bien sir V est une H-connexion sur P. Puisque la torsion 7" est paralléle, par (1.16),
la fonction T : P — A?(R™)* @ (R™)* est localement constante. De méme R : P —
A?(R™)*®b. De plus elles vérifient (1.46), (1.47) : ce ne sont rien d’autre que les identités de
Bianchi (1.28) et (1.29), compte-tenu de (1.50). On dispose donc d’un modéle infinitésimal
a partir duquel on peut construire un espace homogéne comme a la proposition 1.3.13 s’il
est régulier.

Proposition 1.3.15 (Tricerri). — Une variété localement homogéne est localement dif-
féomorphe a un espace homogéne si et seulement si le modeéle infinitésimal associé est
réqulier.

Si la variété est simplement connexe, on peut trouver un difféomorphisme global.

Remarque : Si H est un groupe compact et que la torsion de V est nulle, [R™ R™] C R™
par (1.49) c’est-a-dire

(1.51) b, Ch, [hm]Cm et [mm]Ch

Cela correspond aux espaces symétriques. Dans ce cas on peut construire sur G un auto-
morphisme o d’ordre 2 en demandant que la différentielle de o en e vale Id sur b (alors
H est inclus dans ’ensemble des points fixes de o) et —Id sur m puis en intégrant via
I’exponentielle. On peut alors définir les espaces localement symétriqgues comme un cas
particulier de 1.3.14 : ce sont les variétés riemanniennes (M, g) telles que la courbure
riemannienne est paralléle pour la connexion de Levi-Civita : VR = 0 (voir [39], chapitre
11, pour les détails).
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REPRESENTATIONS

On construit les fibrés associés d’un fibré principal G(M) en connaissant les représen-
tations de GG. Soit V' une représentation linéaire de G

p:G— GL(V)

En décomposant V' en composantes irréductibles V' = €D, Vi, on décompose le fibré
V(M) = G(M)xgV en autant de sous-fibrés supplémentaires, associés & G(M) par les re-
présentations induites p; : G — GL(V;). On utilisera ce procédé dans le cas out V = Al@gt
pour classifier les G-structures en regardant leur torsion intrinséque V € A! ®@ gt (M)
(voir chapitre 3, section 2 et 3, pour les variétés presque hermitiennes, resp. les variétés
SU(3)). D’autre part la résolution de problémes naturels sur les G-variétés — comme pour
G = U(n) lintégrabilité de la structure presque complexe de l'espace de twisteurs réduit
(voir chapitre 6) —, conduit a des équations G-équivariantes c’est-a-dire les équations de
sous-espaces de tenseurs stables sous I'action du fibré intérieur IntG(M). Pour ces rai-
sons il est utile de rassembler ici quelques définitions et résultats sur les représentations
des groupes de Lie compacts. Aprés avoir rappelé les définitions des poids et racines, on
consacre une section a la décomposition des produits tensoriels de représentations irréduc-
tibles telle que la méthode, sans utiliser de logiciel informatique, est exposée par Salamon
au chapitre 6 de son livre [48]. On a aussi fait de nombreux emprunts au livre [10] de T.
Brocker et T. tom Dieck, surtout a la section 2.

2.1. Représentations réelles, représentations complexes

Dans la suite du chapitre, on s’intéressera surtout aux représentations complexes de G.
Ce qui rend cette restriction légitime, quoiqu’on prenne toujours pour objet des variétés
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réelles, est visible dans le cas de U(n) ou on sait par exemple que la décomposition en types
réels d’une forme réelle o € AP (selon la décomposition en sous-espaces irréductibles de la
représentation réelle sous-jacente) n’est qu’une sous-décomposition de la décomposition
en types complexes, obtenue en considérant o comme un élément du complexifié \? = AZ.
Par exemple une forme réelle de type (3,0)+(0,3) est la somme de deux formes (complexes)
conjuguées de type (3,0) et (0,3), respectivement. Mais on peut donner une raison générale,
pour un groupe de Lie G compact quelconque, comme on le fait dans cette section.

Soit V un C-espace vectoriel. On appelle structure réelle sur V un C-anti-automorphisme
7 de carré 1, 72 = Id. On appelle structure quaternionique de V un C-anti-automorphisme
j de carré —1. Une représentation complexe irréductible de G sur V est dite de type réel
(resp. quaternionique) si et seulement si V' admet une structure réelle (resp. quaternio-
nique) équivariante. Dans ces deux cas V' est isomorphe, comme représentation de G, a la
représentation duale V. Si au contraire V o V la représentation est dite de type compleze.
Or il s’agit des trois seules possibilités et elles sont exclusives :

Proposition 2.1.1. — Soit V un espace de représentation irréductible complexe de G.
Une seule proposition parmi les trois suivantes est vraie.
(i) La représentation est de type réel : V ~V et

dim(S*V*)% =1, dim(A*V*)9 =0
(ii) La représentation est de type quaternionique : V ~ V et

dim(S*V*)% =0, dim(A*V*)Y =1
(iii) La représentation est de type compleze : V #£ V.

Démonstration. — Par le lemme de Schur, I’ensemble des endomorphismes équivariants
de V est de dimension 1 pour une représentation irréductible :
dim(V*®@ V)¢ =1

Le groupe G étant compact, il préserve un produit scalaire hermitien ( , ) grace a quoi V*
est isomorphe comme représentation a V. Si V % V on est dans le cas (iii) par définition.
SiV~V,
et méme

(V* @ V)¢~ (S°V*)% @ (A2VH)C

donc les deux seuls cas possibles sont (i) et (ii).
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Un élément invariant o de V* ® V* définit, en se servant du produit scalaire, un en-
domorphisme C-antilinéaire équivariant f € V* ®@ V tel que (f(u),v) = a(u,v). On voit
que f est autoadjoint si a est symétrique, anti-autoadjoint si o est antisymétrique mais
dans les deux cas le carré de f est C-linéaire, hermitien, donc par le lemme de Schur c’est
un multiple réel de lidentité : f2 = X\d, A € R. De plus si f est conjugué Yu € V\{0},
(f2(u),u) = (f(u), f(u)) > 0 donc A > 0 et si f est anticonjugué, A < 0. Dans le premier
cas la structure réelle est donnée par 7 = VAf et dans le deuxiéme cas j = vV—A\f est
une structure quaternionique. ]

Pour faire le lien avec les représentations réelles on peut simplement regarder V' comme
un sous-espace réel en « oubliant » la structure complexe : soit V' un espace de représenta-
tion complexe de G, on note [V] espace de représentation réel sous-jacent, de telle sorte
que dimg[[V] = 2dimcV. Cependant si V' est irréductible, ce n’est pas nécéssairement
le cas de [V]. En effet si V' est de type réel, appelons [V] le sous-espace propre de 7
pour la valeur propre 1, dimg[V] = dimc V. Comme 7 est C-antilinéaire, ce n’est pas un
sous-espace complexe, en revanche c’est un sous-espace propre réel G-invariant de [V].
De plus, V' est la somme directe des sous espaces propres de 7 pour les valeurs propres ¢
et —i:

(2.1) V =[V]®ilV]

Proposition 2.1.2. — Soit V une représentation complexe irréductible de G. La repré-
sentation réelle [V] est irréductible si et seulement si V' est de type complexe ou qua-
ternionique. Lorsque elle est de type réel, V est la complexification d’une représentation

réelle, [V] ®@g C et [V] =~ 2[V] ou [V] est irréductible.

Exemple

L’exemple fondamental pour nous est 'espace des formes de type (p, ¢) qui sera défini au
chapitre 3. On sait que I'intersection de cet espace X7 avec les r-formes réelles (r = p+q)
est nulle si p # ¢. En revanche \»? @ A\%P est la complexification de I'espace des formes
réelles de type (p,q) + (g, p), isomorphe comme représentation réelle a [AP]. De l'autre
cOté si p = ¢ on a directement que PP est la complexification de [AP?], 'espace des formes
réelles de type (p,p).

Maintenant si on part d’une représentation réelle U :

Proposition et définition 2.1.3. — Toute représentation réelle wrréductible U est de
la forme
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(i) U ~ [V] avec V' une représentation irréductible complexe de type réel. Dans ce cas la
représentation réelle U est elle aussi dite de type réel.

(i1) ou U ~ [V] avec V irréductible de type complexe ou quaternionique. Dans ce cas U
est dite de type complere ou quaternionique, respectivement.

Démonstration. — On pose W = U®grC, W est une représentation complexe de GG. Alors,
de deux choses I'une. Si elle est irréductible, elle est de type réel avec 7 la conjugaison :
Yu,v € U, T(u+1iv) = u—iv. Si elle est réductible, comme [W] ~ 2U et U est irréductible,
onaW =V +V"avec V, V' irréductibles et [V] ~ [V'] ~ U. Les deux seules possibilités
sont donc V'~V avec V %V ou V' ~ V. Elles correspondent respectivement bien sir a
V' de type complexe ou quaternionique. Il

La justification des noms donnés aux types de représentation réelles ou complexes est
la suivante. Soit U une représentation réelle, de dimension m. Comme G est compact,
il préserve un produit scalaire sur U et I'existence d’une telle représentation fournit une
inclusion G C SO(m). De méme si V' est une représentation complexe de dimension
(complexe) m/, G C U(m'). Qu’on puisse construire la représentation complexe U ®g C
a partir de la représentation réelle U comme a la démonstration précédente est une autre
fagon de dire SO(m) C U(m). De plus,

Proposition 2.1.4. — Si U est de type complexe, m est pair, m = 2n et G C U(n). Si
U est de type quaternionique, m = 4q, ¢ € N et U C Sp(q).
Si U est de type réel on n’a en général pas mieux que G C SO(m).

Démonstration. — Lorsque U est de type complexe ou quaternionique, par la démons-
tration de la proposition 2.1.3, U @g C =V & V pour une représentation complexe V' de
dimension n avec m = 2n. Si U est de type quaternionique, V' est muni d’un endomor-

phisme 7, de carré -1. Donc n doit étre pair, n = 2q et G préserve i, j et k = 1j = —J1,
donc il est inclus dans Sp(q). O
Exemple

La particularité du cas qui nous intéresse G = U(n) est qu’une représentation réelle U
peut toujours vue comme une représentation complexe, sans passer par la complexifica-
tion. En effet elle préserve un endomorphisme J de carré —1 de U et on pose, pour tout
u € U, iu = Ju. La représentation complexe ainsi obtenue est notée UC de telle sorte que
[U°] =U.

Or on a le résultat trés important (cf [10], p268) :



2.1. REPRESENTATIONS REELLES, REPRESENTATIONS COMPLEXES 51

Proposition 2.1.5. — Les représentations irréductibles de U(n) sont de type réel ou
compleze, jamais quaternionique.

On a donc les trois possibilités données par Nagy dans [43|

Lemme 2.1.6. — Soit U une représentation réelle de U(n). Une seule proposition parmi
les trois suivantes est vraie :

(i) UC est réductible (alors U est aussi réductible).

(ii) UC est irréductible mais U est réductible, donc UC est de type réel.

(iii) UC et U sont irréductibles et de type compleze.

De plus si on sait décomposer les représentations complexes de U(n) en composantes ir-
réductibles, il faut peu de travail pour obtenir la décomposition des représentations réelles.
C’est, pourquoi a la section 3 on se limitera aux produits tensoriels de représentations
complezes. Pour obtenir de 1a les décompositions de produits tensoriels de représentations
réelles, la marche a suivre est donnée par la

Proposition 2.1.7. — Soit V., W des représentations complexes de G. Lorsque ces ex-
pressions ont un sens (i.e. en (2.3) et (2.4), lorsque V', ou'V et W, admettent une structure
réelle) :

(2.2) VieW]l~[VeW]a[VeW]
(2.3) Vie[W]=[VeW]
(2.4) Ve [W]~[VeW]

NB : lorsque V' et W admettent une structure réelle, V' ® W en admet une aussi.

Démonstration. — Soit U, U’ deux représentations réelles de G.
(U@rU')@rC=(U®gC)®c (U ®rC)

Alors, supposons qu’il existe deux représentations complexes V, W telles que U = [V] et
v = [wj,

UeU)erC=VeoW
d’ou (2.4). SiU = [V], U = [W],

UeU)erC2VoWaeW)~VeW & VoW
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c’est-a-dire (2.3). En effet V ~ V a cause de la structure réelle. Enfin si U = [V] et
u'=[wl,

UeU)@rC= (VoW o VaW)o(VeaW @ VeV)
c’est-a-dire (2.2). O

2.2. Poids et racines

Dans toute cette section G désigne un groupe de Lie compact, connexe, g son algébre
de Lie et V un espace de représentation complexe de G,

p:G— GL(V)

On définit une action dérivée de l'algébre de Lie, qui peut-étre identifiée a la différentielle
a l'origine

dp:g— gl(V)
En effet g ~ T,.G. Cette application vérifie en outre
(2.5) dp([X, Y1) = [dp(X), dp(Y)]

On rappelle que gl(V') est identifiée canoniquement a 1’algébre des endomorphismes de V.
Le crochet dans le membre de droite est alors interprété comme le commutateur. Une telle
application est appelée représentation de 1’algébre de Lie g. Il sera souvent commode de
travailler avec cette version infinitésimale de p. Notons que dp avait été autrement définie
précédemment par (1.3). Alors par naturalité de I'exponentielle le diagramme

(2.6) g—" quv)
expL lexp
G — GL(V)

commute.

On appelle tore un sous-groupe abélien de G. Comme G est compact, un tel sous-
groupe est isomorphe & un produit de cercles S x ... x S1. Un tore mazimal est un tore
contenu dans aucun autre tel sous-groupe. Tous les tores maximaux d’un groupe compact
sont conjugués ([10], p159) et leur dimension commune (ou celle de leur algébre de Lie)
s’appelle le rang du groupe. On en fixe un par conséquent, noté 7. On appelle t son
algébre de Lie, de dimension p : t est une sous-algébre de Cartan — un sous-espace abélien
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de dimension maximale de g. La théorie des représentations est fondée sur le fait qu’il
suffit pour caractériser une représentation de GG d’étudier sa restriction a un tore maximal.
Or les représentations d’un groupe abélien sont les plus simples possibles.

Lemme 2.2.1. — Les représentations irréductibles complexes d’un groupe abélien sont
de dimension 1.

Démonstration. — Soit T' un groupe abélien, V' une représentation complexe irréductible
de T. Quel que soit ¢ € T, p(g) est un endomorphisme équivariant de V. En effet,
Vg,h € T, p(g) o p(h) = p(gh) donc p(g) commute avec p(h) pour tout h € T car le
groupe est abélien. Alors par le lemme de Schur, Vg € T, p(g) doit étre un multiple de
I'identité. Mais cela implique que tout sous-espace complexe de V' est invariant donc V'
est une droite complexe, V' ~ C. [

On a méme une description plus précise de cette représentation, c¢’est-a-dire du multiple
A(g) € C dans p(g)v = A(g)v. Comme V est de dimension 1, GL(V) est identifié & C* et
si on choisit un produit scalaire invariant sur V, Vg € G, p(g) € U(V), identifié & U(1)
ou S' = {e?™@ 7z € R}. Il existe finalement A : T — R telle que \(g) = e*™40),

Au niveau des algébres de Lie cela se traduit par 'existence d’une forme linéaire o € t*
telle que, pour tous X e t, v eV

dp(X)v = 2mia(X)v
A cause de (2.6) les deux applications sont liées par
(2.7) a(X) = Alexp(X))

Soit maintenant V' un espace de représentation complexe de GG ou g. On décompose la
représentation induite de t en composantes isotypiques

(2.8) V=P,

L’indice est une forme linéaire comme expliqué plus haut. La dimension de V,, n’est pas
nécéssairement égale a 1.

Définition 2.2.2. — Une forme linéaire o, apparaissant dans (2.8), caractérisant une
représentation irréductible du tore de dimension p, est un poids de la représentation V' de
G. Le nombre mult(a) = dimcV,, est la multiplicité de o en tant que poids de V. Enfin
lensemble des poids de V' est noté P(V).
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Cependant « ne peut pas étre n’importe quelle forme dans t*. Pour que p soit une
représentation il faut p(e) = Id donc A(e) € Z. On obtient donc, par (2.7), que tout poids
a de V' est un élément de

P={aect |VX tq exp(X) =¢, a(X) € Z}

Le sous-ensemble P de t* est appelé réseau des poids abstraits. 11 existe des coordonnées
sur t* ~ RP telles que P soit le réseau entier :

P={(d,....d) €t |Vi=1,...,p, d; € L}

Exemple

On représente conventionnellement U(n) par 'ensemble des matrices carrées de taille
n x n a coefficients complexes, unitaires et son algébre de Lie u(n) par les matrices
antihermitiennes. Le sous-groupe des matrices diagonales

21 0 ... 0
T={ 0 2 . |Vi=1,...,n, z € C,|z| =1}
0 ... 0 =z,

est évidemment un tore. De plus ¢’est un tore maximal de U(n). En effet 'inclusion d’un
tore T" dans U(n) est une représentation unitaire de 7" sur C". Grace au lemme 2.2.1, on
décompose C en sous-espaces complexes de dimension 1 sur lesquels 7" agit trivialement,
autrement dit il existe une base hermitienne ou les matrices de 7" sont toutes diagonales.
Le changement de base est représenté par un élement de U(n) et T" est conjugué par cet
élément a un sous-groupe de 7.

Donc le rang de U(n) est n. On se donne les coordonnées canoniques sur 7’

627rm1

Vri,...,2, € R (xlu"'7‘rn) o

27Ty
et sur t

(T1,...,mp) =

2miz,

Dés lors P est le réseau entier pour les coordonnées duales comme annoncé.
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Pour organiser les poids, et par suite classer les représentations de ¢, on doit considérer
une réprésentation importante : la représentation adjointe de GG sur son algébre de Lie.
Soit la conjuguaison

Inng: G — G
h +— ghg™'

Alors Ad : G — GL(g) est définie par Ad(g) = (Inng).. et la représentation dérivée
ad : g — gl(g) vaut
ad(X)Y = [X,Y]

Notons que (2.5) n’est rien d’autre dans ce cas que l'identité de Jacobi. On étend ces
représentations a gc = g ®r C par C-linéarité. Pour tout poids o de Ad, on abrége (gc)a
en g,. Le poids 0 correspond au sous-espace gy de gc ou t agit trivialement et puisque ad
est le commutateur et t un sous-espace abélien, go contient tc = t ® C. Comme t est de
plus maximale on a gy = t¢. Outre ce poids trivial, les poids non nuls de la représentation
gc sont appelés les racines de G. Leur ensemble fini, dénoté R est appelé systéeme de
racines. On va voir qu’il vérifie des conditions trés fortes.

D’abord on doit faire une remarque importante compte-tenu qu’on s’intéresse particu-
lierement au groupe U(n). Soit Z(G) le centre de G. Quasiment par définition, la repré-
sentation induite de la représentation adjointe Ad & Z(G) est triviale. Cela implique que

les racines vivent éventuellement dans un sous-espace propre de t*. Soit Z(g) l'algébre de
Lie de Z(G). Bien stur Z(g) C Z(t) = t.

Lemme 2.2.3. — Les racines a € R appartiennent o [’annihilateur R de Z(g) dans t*.

De plus Z(g) = (,er ker a, donc R engendre exactement R et le rang de R est égal a la
co-dimension du centre. En particulier R est un systéme générateur de t* si et seulement
si Z(g) = {0} c’est-a-dire si Z(G) est fini donc G est semi-simple (G est compact). Dans
le cas contraire (comme celui du groupe unitaire), I’étude de la représentation adjointe ne
permet pas de d’écrire les poids d’une représentation quelconque de GG mais il faut aussi
regarder la représentation du centre.

Parmi les bases de R on en distingue certaines :

Définition 2.2.4. — Un sous-ensemble B de R est appelé base du systéme de racines si
(i) B est une base de R = Vect(R)
(ii) Tout élément o € R peut s’écrire

(2.9) o= nyp

BeB
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ot les ng sont des entiers soit tous positifs ou tous négatifs.

On admet qu’il en existe. Alors R est I'union disjointe de R, et R_, respectivement
les racines positives — celles dont les coefficients ng dans (2.9) sont tous positifs — et les
racines négatives.

Exemple

Le complexifié de u(n) est gl(n,C), 'ensemble des matrices carrées de taille n x n a
coefficients complexes. Le sous-espace pour le poids nul de la représentation adjointe (com-
plexe) est u(n)y = t ® C, 'ensemble des matrices diagonales. Un supplémentaire évident
est m, 'ensemble des matrices avec des zéros sur la diagonale. Soit X = (z1,...,x,) € t,
Y = Yir)i<jr<n €m (V5 =1,...,n,Y;; =0). Les coordonnées de ad(X)Y sont données
par

(X, Y] = 2mi(z; — xi) Yk

Par conséquent la base canonique de m, formée des matrices £, j # k avec 1 a la j-iéme
ligne de la k-iéme colonne, 0 partout ailleurs, fournit la décompososition en composantes
irréductibles (2.8) et les racines :

(2.10) (X, Eji] = 2mi(z; — x3) Eji
On note aussi z; € t*, j = 1,...,n la fonction coordonnée :
it (T1,. .., 2,) T

Alors

Proposition 2.2.5. — On peut donner du systéme de racines R de U(n) la description
sutvante :

(i) Les racines sont les v; — xy, j,k=1,...,n, j # k.

(ii) Le sous-espace correspondant est w(n)y,—o, = CEjy et la multiplicité 1.

(1it) Une base du systéme de racines est B={z; —xjs1 | j=1,...,n—1}.

(iv) Les racines positives sont les xj — xy, j < k.

Dans les coordonnées duales des coordonnées canoniques de t, les racines positives sont
de la forme

aeR, a=(0,...,0,1,0,...,0,—1,0,...,0)

et les éléments de la base sont les (0,...,1,—1,...,0) avec 1 prenant toutes les places
jusqu’a la (n — 1)-iéme.
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Démonstration. — Les points (i) et (ii) résultent de (2.10). Bien sir x; — z, j > k n’est
rien d’autre que —(x, — x;). Alors (iii) et (iv) viennent de

k—1
Vi<k, x;—a= le — T4
=y
O

A présent, le centre Z(G) de U(n) est constitué des multiples z1,, |z| = 1 de I'identité et
Z(g) ={2mizl, | x € R} = {(21,...,2,) €t| 21 =... = 2,} est de dimension 1. Comme
prévu VX € Z(g),Va € R, a(X) = 0 et R est de rang n — 1 bien que le groupe U(n)
soit de rang n. Cela se traduit dans les coordonnées canoniques par R = {(z1,...,x,) €
t | >7_,z; = 0}. On appelle S le sous-espace analogue de t.

On appellera ainsi dans la suite S un supplémentaire de Z(g) dans t, de dimension g.
Le sous-espace R peut étre identifié au dual S* et les racines a ne seront regardées que
dans leur restriction a S.

Pour tout @ € R, vue comme une forme linéaire sur S, son noyau ker a est un hyperplan
de S et I'ensemble de ces hyperplans divise S en un nombre fini de domaines convexes,
les chambres de Weyl du systéme de racines.

Définition 2.2.6. — Les composantes connexes de S\|J,cx ker a sont appelées chambres
de Weyl de R. Une chambre de Weyl T est ouverte dans S par définition et on désigne
par ¥ Uadhérence. Lorsqu’un hyperplan ker o rencontre Y ailleurs qu’en 0, Uintersection
est de dimension q¢ — 1 (un demi-hyperplan de S) et dénommée mur de la chambre de

Weyl Y. L’union des murs est le bord, 9T = T\ T.

Tout ceci est plus clair avec un dessin : voir figure 1.

Un autre objet important est le groupe de Weyl. Soit N(7T') le normalisateur de T dans
G : N(T)={g € G| gTg! = T}. Le centralisateur de T" (I'ensemble des g € G qui
commutent & tous les élements de T') est T lui-méme.

Définition 2.2.7. — Le groupe de Weyl de G est l’ensemble W des automorphismes de
T qui sont la restriction d’un automorphisme intérieur : W = {w = Inng|, | g € N(T)}.

On voit que W ~ N(T)/T.
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FiG. 1. Racines et chambres de Weyl

' ker

/ oY

Soit p : T'— GL(V') une représentation de 7', h € N(T'). La représentation p’ = polnn,
est équivalente a p via I'isomorphisme p(h) de V. En effet

Yo eV, pg)(p(h)v) = plhgh™")p(h)v = p(h)p(g)v
La méme chose est vraie au niveau infinitésimal. Par conséquent p et p’ ont la méme

décomposition (2.8) donc quel que soit h € N(T'), Inny, laisse P(V') stable dans t*. De
plus on peut quotienter par 7" :

Lemme 2.2.8. — le groupe de Weyl W agit sur P(V).

C’est-a-dire qu’il permute les poids d’une représentation. En particulier il y a la re-
présentation adjointe : VW permute les racines de GG. Par conséquent il permute aussi les
chambres de Weyl et les murs. Soit ( , ) un produit scalaire WW-invariant sur t. Si on
prend S l'orthogonal de Z(g) dans t, W agit sur S et si on appelle s,, pour une forme
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linéaire v de S, la réflexion par rapport a 'hyperplan ker o, on peut montrer que W est
engendré dans le groupe des automorphismes de S par les s,, a parcourant R. En outre
il agit effectivement et transitivement sur ’ensemble des chambres de Weyl.

Exemple

On a vu plus haut qu’on pouvait choisir comme tore maximal 7" de U(n) le sous-espace
des matrices unitaires diagonales.

Lemme 2.2.9. — Le groupe de Weyl W de T' est isomorphe au groupe symétrique G,
agissant en permutant les valeurs diagonales.

Démonstration. — Deux matrices conjuguées ont les mémes valeurs propres par consé-
quent W permute les valeurs diagonales de g € T'. De plus il n’est pas difficile de trouver
une matrice h de U(n) telle que Inn;, permute effectivement deux valeurs diagonales &
des places données de n’importe quel g € T Il

Par conséquent il agit trivialement sur les multiples de l'identité. Le produit scalaire
canonique associé aux coordonnées canoniques

<("L‘17 cee vmn)v (yla ce >y7L)> = szyz

est évidemment W-invariant. Le sous-espace S choisi plus haut est bien I'orthogonal de
Z(g) = R(1,1,...,1) par ce produit scalaire. Le noyau de o« = x; — x; est kera =
{(z1,...,2n) | z; = x;} et la réflexion s, est 'application qui échange z; et z; dans les
coordonnées canoniques. Bien siir le groupe symétrique est engendré par les transpositions.

Ce qui restreint beaucoup les dispositions possibles des racines dans R et permet finale-
ment de classifier les groupes de Lie, en regardant leur systéme de racines, est ’'observation
suivante. Le produit scalaire ( , ) permet d’identifier S & R ~ S*. Soit « € R, s, vue
comme endomorphisme de R est la réflexion par rapport a 'orthogonal de «, identifié a
ker a. Elle est donnée explicitement par

2(a, )
VBER, sa(B)=8- """ a
(a,q)
Maintenant si [ aussi est une racine, s,(/3) est une racine et s,() — [ est un poids
(abstrait). Comme il est colinéaire & «, c’est un multiple entier de « :

2(a, B)

(o, a)

Nag = €7
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—

Si on note (a, #) Pangle entre « et 5 défini par le produit scalaire
8]
Nag = 27— cos (a,
af ’a| ( ﬁ)
ou |a| = y/(a, a). Inversement, en partant de la racine [ et de la réflexion associée sz on
définit de méme ng, € Z et le produit
_— 2
dap = NapNpa = 4cos (a, ()
est un entier compris entre 0 et 4. Le cas d,g = 4 correspond & 3 = fa. Les 4 autres

cas 0,1, 2,3 correspondent a cos (a, 3) égal a 0, j:%, i%ﬁ, i\/?g puis en retournant a n,g

on détermine le rapport des normes % Il y a donc un petit nombre fini de cas. Chacun

de ceux qui ont effectivement lieu, pour un groupe de Lie G, est décrit par un type de
diagramme de Dynkin.

Soit la matrice carrée ¢xq, M = (dq 3)a,geB, pour un choix de base B de R. Le graphe de
Coxeter de M est le graphe dont les sommets sont indexés par les éléments de BB et chaque
paire de sommets distincts a, 3 est liée par d, g arétes. Mais les nombres d, s donnent

uniquement le cosinus de Pangle (o, 3), au signe prés. Pour reconstituer la géométrie du
systéme de racines il faut également des informations sur le rapport des normes de «, 3 :

Définition 2.2.10. — Le diagramme de Dynkin d’un systéme de racines R est le graphe
de Coxeter de M, avec une fleche > ou < sur chaque double ou triple aréte dirigée vers
le sommet correspondant & la racine la plus courte (de norme inférieure).

En effet dans le cas ou d,p = 1, les normes sont égales : |a| = |3]. On peut montrer que
le diagramme de Dynkin ne dépend pas du choix d’une base et caractérise le systéme de
racines puis P'algébre de Lie (deux algébres de Lie sont isomorphes si et seulement si les
diagrammes associés sont isomorphes, au sens des graphes.)

Exemple
On a (xj,z;) = ;5. Donc deux racines distinctes o = z; — z;41 et [ = T — Tp1
de la base B ont un produit scalaire non nul si et seulement si 7 et k£ sont deux entiers

—

consécutifs. Dans ce cas dq 3 = 1. De fait les normes sont égales et I'angle (c, ) vaut 2.
Le diagramme de Dynkin de U(n) est alors celui dessiné a la figure 2.

Retournons & une représentation quelconque V' de G. Les poids nous intéressent aussi
parce qu’ils permettent d’indexer de facon univoque les représentations de G. Pour cela il
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FiG. 2. Diagramme de Dynkin

Un) O Oo— - —O O

faut choisir une chambre de Weyl qu’on appellera chambre fondamentale et qu’on notera
I'. 11 y a une bijection entre les chambres de Weyl et les bases de R. Autrement dit il y
a une (unique) chambre fondamentale I' associée & B. Soit a@ € R, P, est un demi-plan
limité par ker « :

Po={vet|{av)>0}
Alors on pose
I'=()Pa={vetNaeB, (a,v)>0}
aEB

Exemple

Soit &« = x; — xy. Le demi-plan P, est 'ensemble des X = (z1,...,z,) € t tels que
x; > xg lorsque j < k (le. o € RT) ou z; < w8t j > k (a € R™). Alors la chambre
fondamentale associée a notre choix de base est

F={(z1,...,2n) |JT1 >22>...> 2, }

On a aussi _
C={(z1,...,2n) |21 > 29> ... > 2, }

Maintenant I’ensemble des poids de V' est une union disjointe d’orbites de YV et comme
le groupe de Weyl agit effectivement et transitivement sur les chambres de Weyl, chaque
orbite a un et un seul élément dans I'adhérence de la chambre fondamentale :

PV)= || Wa
acP(V)NT

En outre on a une relation d’ordre sur les orbites. Soit O une orbite de YW dans V. On
note Conv(Q) 'enveloppe convexe de O. Alors pour deux orbites O, O on définit :

O0=0 < Conv(0) C Conv(O)

Proposition et définition 2.2.11. — Soit G un groupe de Lie compact, connere.
(i) Pour chaque représentation irréductible V' de G, il existe une unique orbite de W dans
P(V) mazimale pour la relation <. Le poids 7y de cette orbite dans l’adhérence I' de la
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F1a. 3. Base et chambre fondamentale de U(n)

chambre fondamentale est appelé poids dominant de la représentation irréductible V. Sa
multiplicité est 1.
(1i) Deuz représentations irréductibles de G avec le méme poids dominant sont équiva-

lentes.
(iii) A tout poids dans T correspond une représentation irréductible de G.

Exemples

Pour la représentation usuelle A\'* de U(n) sur C", la décomposition en composantes
irréductibles (2.8) de la représentation de 7' est donnée par la base canonique. Les poids
associés sont les z;, i = 1,...,n et le poids dominant est z; = (1,0,...,0).

L’ensemble des poids de la représentation adjointe de U(n) ne contient que deux orbites :
{0} et R. L’unique racine dans I' : v = (1,0, ...,0,—1) est le poids dominant. Mais u(n)c
n’est pas irréductible. En effet le centre Z(g) ~ R est invariant (ad vaut 0 sur Z(g)).
Autrement dit, u(n)c est isomorphe a l'espace des formes de types (1,1), qui contient
I’élément invariant w. Alors

AV =gt @ Rw
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ou /\(1)’1 =[1,0,...,0,—1] est irréductible. Plus de détails seront donnés au chapitre 3.
Plus généralement, quels que soient p,q > 1, on définit ’application équivariante
L \P~Lha—l _, \pa

a — wAwo

Définition 2.2.12. — L’espace des formes primitives de type (p,q), noté \y?, est lor-
thogonal de l’image de L dans NP1,

Lorsque p + g < n, 'application L est injective, par conséquent
M~ ’ _17 -1
qu ~ )\8 q fasy )\p q
et on peut montrer que A7 est la représentation irréductible de U(n) de poids dominant
(1,...,1,0,...,0,—1,...,—1)
N—— ———
p q

Finalement, pour p+¢ <n, p > q,
NPT oo NP @ APl gy AP

En particulier \j? est la composante primitive — la composante irréductible de plus grande
dimension — de AP, Pour p + ¢ > n en revanche \y? = {0}.

On définit aussi
ol — @p)\l,O ® @qAO,l
par analogie a (3.4). Si p = 0 ou ¢ = 0, o7 est irréductible mais lorsque p,q > 1, on note
ob'? la composante primitive de 09, de poids dominant (p,0,...,0, —q).

2.3. Décomposition irréductible des produits tensoriels

Désormais on indique entre parenthése aprés le nom d’une représentation son poids
dominant si elle est irréductible : V(7), ou méme simplement [y]. Soient donc V' (v) et
W()) deux représentations irréductibles de G. Le poids v+ A € T est le poids dominant
d’une représentation irréductible, appelée produit de Cartan de V et W qu’on peut voir
comme un sous-espace de V @ W. Plus généralement, on obtient tous les poids de V@ W
en additionnant n’importe quel poids de V' a n’importe quel poids de W. Cependant si
on cherche la décomposition en composantes irréductibles de V @ W

(2.11) VoW =Y (VeWw)

a€eD
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ou les (V ® W)“ sont les composantes isotypiques
(V@ W) ~m,la]

on n’est intéressé, parmi les poids de V& W, que par les poids dominants des représenta-
tions intervenant dans (2.11) c’est-a-dire par le sous-ensemble D de P(V @ W) NT, ainsi
que par les multiplicités m,. Ce que dit Salamon (48], p81, voir les références données
par Pauteur) c’est qu’on peut les obtenir uniquement en manipulant la liste des v + 3,
B € P(W) ie. on a besoin de connaitre tous les poids d’une représentation sur deux
seulement. La méthode n’est cependant pas directe : non seulement v + 3 n’appartient
pas généralement a I' mais il ne suffit pas de prendre le poids de I'orbite correspondante
W (v + () dans la chambre fondamentale I'. Ce qu’il faut faire est trés bien résumé par le
schéma a la page 82 de [48]. On le rappelle briévement.

Avant tout on définit la quantité utile

h:%Za

a€RT

Elle vérifie 3 € T si et seulement si 3 + h € I'. D’autre part, on associe a tout élément
w de W son signe e(w) = £1 selon qu’il est engendré par un nombre pair ou impair de
réflexions s,, o € R.

A présent, soit 5 € P(W). On associe au poids v + [ un poids a € D si et seulement
si il existe w € W tel que w(y+ B+ h) € T. Alors a = w(y + S+ h) — h € T. L’ensemble
des (3 qui le vérifient est noté P'(W). Comme W agit effectivement et transitivement sur
les chambres de Weyl, w lorsqu’il existe est unique. Plusieurs cas se présentent.

1) Si v+ 3 €T, c’est tel quel le poids dominant d’une représentation irréductible de la
décomposition de V@ W : a = v+ ( € D mais il reste a calculer la multiplicité m,. Dans
ce cas w est 'identité.

2) Si y+[+h n’appartient pas a I', comme en 1), mais & OI", pour tout w € W, w(y+5+h)
appartiendra au mieux & un autre mur de I' donc w(y + 3+ h) — h ¢ T. Par conséquent
il faut rejeter ce poids : § ¢ P'(W).

3)Siv+5+h¢ T alors il existe un unique w tel que w(y + B+ h) € T et de deux choses
I'une :

a) si v+ [ + h appartenait & un mur, w(y +  + h) € O et on est ramené au cas 2).

b) mais §’il appartenait a I'intérieur d’une chambre, w(y+ 3+ h) € I' comme on souhaite.
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Finalement on a la formule pour calculer les multiplicités :

VaeD, my= 3. e(w)mult(s)

BeP' (W)
w(y+p+h)—h=a

On va maintenant présenter quelques décompositions calculées par cette méthode.
Comme Salamon on abrégera assez clairement 5 € P/ (W) en v/ et 5 ¢ P (W) en x.
Exemples

D’abord on calcule h pour U(n) :

1
h = 5 Z (xj — xp)
1<j<k<n
1
= 5> D (w—m)
1<j<n j<k<n
1
= §(n—1,(n—2)—1,(n—3)—2,...,—(n—1))
1
= §(n—1,n—3,...,—n—|—1)

Notons que la différence entre deux coordonnées consécutives de h est 1. Soit un poids
a=(dy,...,d,) tel quil existe j tel que d;j1; —d; = 1. Alors les coordonnées de a + h =
(dy,...,d,) vérifient d;,, = d} c’est-a-dire que a+ h appartient & un mur. Par conséquent
si ce poids, a apparait dans la liste de la somme des poids de V' et W, il est a rejeter, par
2) ou 3)a) ci-dessus.

On cherche a décomposer A' @ [A1] :
] @ MM = [AM @ ALY
Il existe un sous-espace U?, U(n)-invariant tel que
AL @ AL = 221 g 2
Lemme 2.3.1. — Soit n > 3. Soit UZ la composante primitive de U?. La décomposition
(2.12) A WM~ A @ [UF] @ 20"

est la décomposition en composantes irréductibles de la représentation de U(n). Pour
n =2, la décomposition reste valable mais [A\2'] = {0}.
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Démonstration. — On connait les poids de la représentation adjointe u(n)c ~ A, Ce-
pendant cette représentation n’est pas irréductible. Pour appliquer la méthode de Salamon
on doit plutot regarder /\(1)’1, de poids dominant (1,0,...,0,—1). On sait que

1,1
)\1,0 ® Al’l ~ ALO D ALO ® )\0

Pour plus de clarté on fixe n = 4.

g v+p T+B+h @
(1, 0,0, O) (2, 0,0, —1)\/ (2, 0,0, —1)
(0,1,0, 0) (1,1,0,—1)\/ (1,1,0,-1)
(070’1’0) (170717—1) <g7%7%’_g)x
(0,0,0,1) (1,0,0,0)/ (1,0,0,0)

On a bien
[1,0,0,0] @ [1,0,0,—1] = [2,0,0,—1] @ [1,1,0, —1] ® [1,0,0,0] = U2 ® A\g"" @ \}°
O

La représentation U2 est par définition la représentation irréductible de U(n) de poids
dominant (2,0,...,0,—1) c’est-a-dire op'" et [U?] =~ [o>!].

L’espace abstrait des tenseurs de courbure hermitienne est A>® [A"!] (I'endomorphisme

Rxy commute a J quels que soient les vecteurs X et Y). On le décompose en composantes
irréductibles. On a premiérement

AQ ® [)\1,1] — [[)\Q,OH ® [/\1,1] oy P\l,l] ® [)\1,1]
Puis
Proposition 2.8.2. — Soient V! la représentation irréductible de U(n) de poids domi-
nant (2,0,...,0,—1,—1) et V2 =1[2,1,0,...,0,1]. Pour n > 4, les décompositions
[[)\2,0]] ® P\l,l] — [[)\2,0 ® )\1,1]]
(2.13) ~ [le V] e\ e 0]
et
P‘Ll] ® [)\1,1] — P\l,l ® )\1,1]
(2.14) ~ e Vel @ 4] @ 2R
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sont les décompositions en composantes irréductibles des représentations de U(n). Pour
n = 3 ces décompositions deviennent

(2.15) M) @ AV =~ [V?] @ 2[A*°] @ [0*°]
et
(2.16) A e M > [V @ or?] @40 @ 2R

Enfin pour n =2, [V] et [V?] sont en outre réduits a 0.

Démonstration. — On doit démontrer, au niveau des représentations complexes,
PR =N B Ve N @ o0
et
AR AT 222 gV eV @o?@ 22 o R
On prend n =4 (pour n > 4 les démonstrations sont similaires).

On connait tous les poids de Ay et le poids dominant de A>° : (1,1,0,0). On peut donc
appliquer l'algorithme de décomposition des produits tensoriels :

(1,0,0,—1) (2,1,0,—1)y/ (2,1,0,—1)
(1.0.-L0) (21,-L0) (5.3~} -
(1,—1,0,0) (2,0,0,0)/ (2,0,0,0)
(0,1,0,—1) (1,2,0,-1) (5,3, —3.-3)x
(0,1,-1,0) (1,2,-1,0) (3,3, -%, —3)x
(-1.1,0,0) (0,2,0,0)  (3.3,—3—3) —(3.3.—3—3) —(110,0)
(0,0,1,—-1) (1,1,1,-1)y/ (1,1,1,-1)
(0,—1,1,0) (1,0,1,0) (3,41 —3)x
(-1,0,1,0) (0,1,1,0)  (3,3,%,-3)x
(0.0,.-1.1) (LL-L1)  (33,-3,—3) —(5:5 -3 -3) —(1,10,0)
(0,-1,0,1) (1,0,0,1) (3,1, —1 —L)x
(-1,0,0,1) (0,1,0,1) (3,3, -1, -1)x
3(0,0,0,0) 3(1,1,0,0)y/ 3(1.1,0,0)

En particulier la multiplicité de A*° = [1,1,0,0] est 3—1—1 = 1. Les autres composantes

sont V2 = [2,1,0,—1], le produit de Cartan de Ab! et A>0, 020 = [2,0,0,0] et \}'

[1,1,1, —1]. Le facteur 3 & la derniére ligne correspond & la multiplicité du poids 0 dans la
représentation )\(1)’1, strictement supérieure a 1 dés que n > 2. On sait que le tore maximal



68 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS

de U(n) est de dimension n donc u(n) est de dimension complexe n mais A\y"' ~ u(n)c®C
donc mult(0) =n — 1.

En ce qui concerne la deuxiéme décomposition,

(1,0,0,=1)  (2,0,0,=2)y/ (2,0,0,-2)
(1,0,—1,0) (2,0,—1,—1)y/ 2.0, -1 1)
(1,-1,0,0) (2,-1,0,-1) (I, =1 —1 3y
(0,1,0,71) " (1,1,0,=2)v/ (1,1,0,-2)
(0,1,-1,0) (1,1,—1,-1)y/ (11,1, -1)
( 1’1’0’0) <0’1’07 1) (%7%7_%7_g)><
(070’1’_1) (170a1> 2) (g’%>%a_%)x
(0.-1,1,0 (1L,-11,-1)  G-53-3) —G3-5-3 —1,00-1)
(-1.0.1,0) (0.0.1,=1) (5.5, —3)x
(0707_171) (1,0, 17()) (27%7_%7_%)X
(0,-1,0,1) (1,-1,0,0) (3, -3, -1 —3)x
(=1,0,0,1)  (0,0,0,0)y/ (0,0,0,0)
3(0,0,0,0) 3(1,0,0,—-1)y/ 3(1,0,0, 1)

On identifie : \j™" est de multiplicité 3 — 1 = 2, o> = [2,0,0, 2], V! = [2,0, -1, —1]
par définition et V= [1,1,0,—2]. En effet le représentant de l'orbite de (—2,0,1,1) =
—(2,0, -1, —1) dans la chambre fondamentale T est (1, 1,0, —2). Enfin \o”” = [1,1, -1, —1]
n’est pas défini lorsque n = 3 et [0,0,0, 0] est isomorphe a R.

]
Afin de caractériser V! on remarque que A*?, 02?2 sont inclus dans le produit symétrique.
En fait
(2.17) O\ = 222 @ 022
Or
X2t e\ @R
02?2 ~ 0[2)’2 @ )\(1)’1 o R
car o' = A" =[1,0,...,0,—1]. On en déduit
AN = [V @ 2]
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D’autre part on déduit de (2.17) :

Lemme 2.3.3. — L’espace abstrait des tenseurs de courbure kihleriens se décompose en
composantes irréductibles pour U(n) en
(2.18) Ku(n)) ~ [0*? ~ [0 & [\ @ R

De plus, l’espace des tenseurs de courbure riemannienne des variétés a holonomie contenue
dans SU(n) (les variétés de Calabi-Yau) est isomorphe en tout point &

(2.19) K(su(n)) ~ [07]

Démonstration. — En effet,
K(u(n)) ¢ O*(A*) N A’ @u(n) = O°\"]

Maintenant intersection de A* avec (D*[A"!] est évidemment [A*2] et par la proposition
1.2.31 on a (2.18).

Pour la deuxiéme partie du lemme, su(n) ~ [\y'] d’od

K(su(n)) = Ku(n) NO* '] = [057]






CHAPITRE 3

VARIETES PRESQUE HERMITIENNES

3.1. Variétés complexes, variétés presque complexes

Le groupe GL(n,C) est le groupe des endomorphismes complexes de C", soit des ma-
trices carrées de taille n x n a coefficients complexes. Mais C" peut-étre vu aussi comme
R2" par

(3.1) (21, 2n) = (T, Ty Y1y ), Vi =100, 2j = x; + iy,

Alors la multiplication par ¢ est 'endomorphisme de carré —1

(3.2) J (T, T Yty s Yn) o (Y —Yn, Ty ey D)

et le groupe GL(n, C) est 'ensemble des endomorphismes R-linéaires de R*" qui préservent
J. Le plongement est donné au niveau des matrices par

) A —-B
A+ZB—>(B A>

Soit. M une variété réelle de dimension paire m = 2n. Par le lemme 1.1.6, une réduction
du fibré des repéres a GL(n,C), notée GL(M,C), est la donnée (différentiable) d’un
endomorphisme J, de carré —1 de chaque espace tangent 7, M. Le champ de tenseurs J
est appelé structure presque complexe de M. Les repéres appartenant a GL(M,C) sont
ceux de la forme {Xy,..., X,,,Y1,..., Y, }avec, Vj=1,...,n, Y, = JX;.

La représentation complexe usuelle de GL(n,C) sur C" engendre le fibré vectoriel com-
plexe associé¢ T1°. Quant a la représentation conjuguée elle est associée a T%!. On peut

voir T et T%' comme des sous-fibrés de T°M = TM ®gr C. Pour cela, on étend J a
TCM par C-linéarité. Alors T+ en tout point x € M est le sous-espace propre de .J, pour



72 CHAPITRE 3. VARIETES PRESQUE HERMITIENNES

la valeur propre i et T>'! est le sous-espace propre pour la valeur —i.
(3.3) T°M =T @ T

Puisque GL(n,C) est défini dans GL(m,R) comme I’ensemble des endomorphismes qui
commutent a J, il préserve ses sous-espaces propres.

Soit X un vecteur complexe, on note X X%! les composantes de X dans la décom-
position (3.3). Comme J?> = —Id, les projections sont données par X0 = $(X —iJX),
et X% = 1(X +iJX). En particulier

™ — 710 et TM — To1
X - X—iJX X = X+iJX

sont des isomorphismes.

De méme les représentations duales de GL(n, C) sur (C")* et (C")* donnent naissance
aux fibrés A0 et A%, qu’on peut voir comme les sous-espaces propres de J, agissant sur
A= Ag par Ja(X) = —a(JX) :

)\1 — )\1,0 D )\0,1
Plus généralement on pose
(3.4) AP = APALO @ ATNOL

I'ensemble des formes complexes de type (p,q). Alors

= ae
ptg=r
Maintenant J est un endomorphisme inversible de 7'M, d’inverse —J. Il peut donc agir sur
les fibrés de tenseurs par (1.5) ou (1.6). Pour des p-formes (méme complexes) 'action de
J comme section du fibré adjoint gl(M, C) est donnée par (1.8). Alors AP? est caractérisée
dans A", r = p+ ¢ par
Vae P, Ja=i(p—qu
Alternativement A0 (resp. A%!) est I'ensemble des 1-formes complexes qui annulent 7!
(resp. T9) :
ae X’ ssi VX eTM, a(X +iJX)=0
et A9 est ’ensemble des formes complexes qui s’annulent si on les applique a p+1 vecteurs
de type (1,0) ou ¢ + 1 vecteurs de type (0,1).

Il y a des variétés qui ont une structure GL(n, C) naturelle : les variétés complexes (ou
les variétés réelles sous-jacentes d’une variété complexe). Dans ce cas la structure presque
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complexe est la multiplication par ¢ sur chaque espace tangent. Mais cette structure
GL(n,C) n’est pas quelconque.

Les cartes complexes de M sont des fonctions holomorphes donc elles fournissent des
sections de GL(M, C), localement autour de tout point de M par (1.11). Réciproquement

Lemme 3.1.1. — Une variété admet une structure GL(n, C) intégrable si et seulement
st elle est compleze.

Démonstration. — Soit s une section intégrable de GL(M, C), définie autour d’un point
x € M, associée a une carte ¢ : U — R?", La différentielle de s doit vérifier DpoJ = JoDy
ou en identifiant R?*" 4 C" comme en (3.1),

DypoJ=1iDy

Puis si (¢, U), (¢, U’) sont deux telles cartes, quel que soit z € (U NU’), D(¢~toy')(z)
est C-linéaire donc ¢ ' o ¢’ : p(UNU') — ¢ (UNU’) est une application holomorphe.
Par conséquent a partir d’une structure GL(n,C) intégrable on peut construire un atlas
de variété complexe sur M. O

Soit s ={X1,..., X, Y1,..., Y, } une section de GL(M), s*7 = (Z1,. .., Tn, Y1, -+, Yn)-
On pose Z; = X; —iY; € T°M et z; = x;+iy; € \!. Alors s est une section de GL(M, C)
si et seulement si quel que soit j = 1,...,n, ¥; = JX; cest-a-dire Z; € T"Y ou encore
z; € MY, De plus par le lemme 1.1.7, s est intégrable si et seulement si d(s*r) = 0. Par
conséquent,

Lemme 3.1.2. — Soit M une variété de dimension m = 2n munie dune GL(n,C)-
structure GL(M,C). Elle est intégrable si et seulement si on peut trouver, au voisinage
de chaque point, n formes fermées de type (1,0) linéairement indépendantes.

Dans un tel co-repére, toute 1-forme o € A0 s’écrit
a=fizn+ ...+ fazn
pour des fonctions f; : U — C. Alors
da=dfy Nz1+ ...+ dfy N 2,

d’ou, puisque df; € A! pour tout j = 1,...,n est la somme d’une forme de type (1,0) et
d’une forme de type (0,1), da € A20 & \LL,

Donc si « est de type (1,0), i.e.
VX € T%, a(X)=0



74 CHAPITRE 3. VARIETES PRESQUE HERMITIENNES

quels que soient X,Y € T
(3.5) 0 = da(X,Y) = —a([X,Y))
Autrement dit, puisque (3.5) est valable pour toute forme a € A0, GL(M,C) est
intégrable si et seulement si
(3.6) VX, Y e T, [X,Y] e T%
c’est-a-dire ssi la distribution 7%! est intégrable dans TCM par le théoréme de Frobenius.
Soient X,Y € TM. La partie de type (1,0) de [X%!, Y%1] est donnée par

(X0 yohto = }L(Id —iJ)[X +iJX,Y +iJY]
(3.7) = NX,Y)—-iJN(X,Y)
ou
Définition 3.1.3. — Le tenseur N est le tenseur de Nijenhuis de J. Il est défini par

(3.8) N(X,Y) = i(ux, JY] = JIJX,Y] = JIX, JY] = [X,Y])

Il mesure 'intégrabilité a 'ordre 1 de la structure presque complexe mais d’aprés le
théoréme de Newlander, Nirenberg [44], on a en fait que J est intégrable si et seulement
si N =0.

En résumé :

Proposition 3.1.4. — Soit M une variété de dimension m = 2n. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) GL(M,C) définie par J est intégrable.

(ii) Quelle que soit o € A0 (da)?? = 0.

(iii) Les distributions T*° ou T%' sont intégrables.

(iv) Le tenseur de Nijenhuis N est nul.

Les points (ii) a (iv) sont équivalents par ce qui précéde. En revanche (i) est plus
forte a priori. Que (iv) implique finalement (i) est précisément le contenu du théoréme de
Newlander, Nirenberg.

Soit € A0, quels que soient X,Y € TCM,
(39)  (da)°%(X,Y) = da(X™ Y*") = —a((X* YO) = —a(N(X,Y))

Y
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en combinant (3.5), (3.7) (en étendant N a TCM par C-linéarité). On a bien (da)*° = 0
pour toute forme o € AM? ssi N = 0. Par 14 le tenseur N peut-étre vu comme un élément
de Hom (A0, \%2) ~ X0l @ \02 ou autrement dit le tenseur réel N vit dans un espace
isomorphe a [A%! @ \°2].

Soit une forme décomposable o = a;; A... Ay, A By, A B;, € AP? ou pour tout j, a; est
de type (1,0) et 3, est de type 0, 1. En prenant la différentielle extérieure on voit aisément

dow € \P~1a+2 @ \Patl g \PHLa gy \Patl
Mais si J est intégrable, par la proposition 3.1.4, (ii),
d(QY(M)) c Q*° (M) @ QY1 M)

et par conjugaison
d(QH(M)) c QY (M) @ Q% (M)

D’ou
Proposition 3.1.5. — La structure presque complexe J est intégrable si et seulement si
quels que soient p,q=1,...,n,

d(Qp’q(M)) C Qp,qul(M) ey Qp+1,q(M)

3.2. Variétés presque hermitiennes, classification de Gray-Hervella

Le groupe U(n) peut étre décrit de deux fagons — comme G L(n,C) — comme le groupe
des endomorphismes C-linéaires unitaires de C", muni de son produit scalaire hermitien
canonique h —'ensemble des matrices carrées n x n a coefficients complexes, hermitiennes
—ou a l'intérieur de GL(2n,R), comme le sous-groupe des endomorphismes qui préservent
le produit scalaire canonique g de R*" et .J, défini par (3.2), a la fois.

L’endomorphisme J est lui-méme orthogonal, par conséquent g et J définissent une
2-forme w par

(3.10) VX, Y €RY, w(X,Y)=g(JX,Y)

En effet g(JX,Y) = g(J?X,JY) = —g(X, JY). Les tenseurs h, g et w sont liés entre eux
par
MY, Y) = g(X,Y) + iw(X, V)
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Alors, une réduction a U(n) du fibré des repéres équivaut a la donnée d’une métrique et
d’une structure presque complexe, ou d’une métrique et d’'une 2-forme, compatibles au
sens de la

Définition 3.2.1. — Une variété presque hermitienne est une variété M donnée avec
une réduction du fibré des repéres GL(M) a U(n) ou autrement dit, avec une métrique g
et une structure presque complexe vérifiant

(3.11) VXY € TM, ¢(JX,JY)=g(X,Y)

Définition 8.2.2. — La 2-forme différentielle w définie par (3.10) est la forme de Kdhler
de la variété presque hermitienne.

Le stabilisateur d’une 2-forme non-dégénérée sur R*"* est Sp(2n,R), le groupe sym-
plectique. Une structure U(n), définissant une variété presque hermitienne, est donc l'in-
tersection d’une structure Sp(2n,R) et d’une structure GL(n,C) (ou structure presque
complexe).

Les sections s de Sp(M) sont telles que si s*7 = (z1,..., %0, Y1, .-, Yn), la 2-forme w
s’écrit
w=T1 ANy1+...+x, AyYp
Si s est intégrable, dr; = dy; = 0 pour tout j = 1,...,n donc si Sp(M) est intégrable,
dw = 0. La réciproque est vraie : c’est le théoréme de Darboux. D’autre part on a vu a
la section 1, proposition 3.1.4, que GL(M, C) est intégrable si et seulement si N = 0. Par

conséquent, pour une variété presque hermitienne, si U(M) est intégrable, ou seulement
intégrable a l'ordre 1, on doit avoir dw =0 et N = 0.

Soit SO(M) la réduction de GL(M) a SO(m) induite par la métrique g, U(M) est la
réduction de SO(M) a U(n) induite par w. En effet

U(n) = Stabso(myw

Notez qu’on désigne ici de la méme facon, par w, le tenseur constant de A2R?" et la
2-forme différentielle.

Soit V la connexion de Levi-Civita de g, la torsion intrinséque de U (M) (cf définition
1.2.24) est identifiée & Vw ou VJ. L’identification est donnée par

(3.12) Nw = Vw
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Le sous-espace u(M) de so(M) est 'ensemble des endomorphismes qui commutent & .J
alors, comme J est orthogonal, u(M)! est I'ensemble des endomorphismes qui anticom-
mutent & J. La torsion intrinséque en particulier vérifie

Pour une variété métrique, ’application
so(M) — A
(3.14) A~ {(X,)Y)—g(AX)Y) }

est un isomorphisme. Pour une variété presque hermitienne on a en outre les isomor-
phismes U (n)-invariants

w(M) ~ MM et u(M)*T ~ [A]

La dérivée de la forme de Kihler Vw est une section de A' ® [A*°]. En effet, en dérivant
J? = —Id on obtient

(3.15) (VxJ)J +J(VxJ)=0
Comme V est une connexion métrique,

(3.16) Vxw(Y, Z) = g(VxJ)Y, Z)
Finalement

Vxw(JY,JZ)=-Vxw(Y,Z)
Proposition et définition 3.2.83. — La connexion hermitienne canonique ¥V définie par
VxY =Vy— %J(VXJ)
est la connexion intrinséque de U(M).

Démonstration. — En utilisant (3.16), 'équation (3.12) devient
—9(JNxY, Z) = g(JY,x Z) = g(VxJ)Y, Z)

D’ou, puisque 7y est antisymétrique et anticommute a J,

1 —
(3.17) VX € TM, ﬁxziJ(VXJ):V—V
m
Définition 3.2.4. — Une variété kihlerienne est une variété presque hermitienne (M, g, w)

intégrable a ['ordre 1 c’est-a-dire telle que Vw = 0.
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Lorsque M n’est pas intégrable a 'ordre 1, il y a cependant des cas ol son 1-jet vérifie
certaines conditions utiles : soit Vw = [p, Vw(p)], on demande que Vw prenne ses valeurs
dans un sous-espace propre W ¢ A' ® [A*?]. Comme elle est équivariante, W doit étre
stable par U(n). Il faut donc décomposer A' ® [A*°] en composantes irréductibles de la
représentation de U(n). C'est ce que font Gray, Hervella dans Particke [31].

Proposition 3.2.5 (Gray & Hervella). — Pourn > 3, on désigne par U la représen-

tation irréductible de U(n) de poids dominant (2,1,0,...,0). Alors on a la décomposition
en composantes irréductibles :

(3.18) M) =W, e Wy W W,

avec

(3.19) Wi~ N3], Wo [UY], Wy [A'] et Wy~ Al

Pour n = 2, cette décomposition est toujours valable mais Wy, W3 sont réduits a 0.
Démonstration. — On écrit premiérement

(3.20) AL @ [N20] = M0 @ A2 @ [\ @ A7)

Or

(3.21) D @ X20] = A1) = 2] & A

Il existe un sous-espace U', U(n)-invariant (éventuellement réduit & 0) tel que
(3.22) AR A0~ N30 g !

Or cette décomposition est la décomposition irréductible de A'? @ A2, Par la méthode
de Salamon, pour n = 4,

(1,0,0,0) (2,1,0,0)y/ (2,1,0,0)
(0,1,0,0) (1,2,0,0) (3,3, -1 —3)x

(0,0,LO) (171717())\/ (1,1,1,0)
(0,0,0,1) (1,1,0,1)

d’ou
[1,0,0,0] ®[1,1,0,0] = [2,1,0,0] @& [1,1,1,0]

c’est-a-dire (3.22)
Ao D] =] U] e [r'] oA



3.2. VARIETES PRESQUE HERMITIENNES, CLASSIFICATION DE GRAY-HERVELLA 79

Cette décomposition est en fait valable quel que soit n > 2 mais en dimension 4, [A*°]
et [A\o"'] sont réduits a 0. O

A chaque composante irréductible W; on associe un sous-fibré W;(M) de A' @ u(M)*,
invariant par les automorphismes intérieurs de U(M).

Définition 3.2.6. — Soit I C {1,2,3,4}. On appelle variété de type P
riété presque hermitienne (M, g, J) telle que Vw est une section de €
appelle classe @,.; W; Uensemble de ces variétés.

ier Wi, une va-
et Wi(M) et on
iel

On peut procéder de méme a partir de 77 et on obtient les mémes classes car 7 et Vw
sont échangés par des isomorphismes U(n)-invariants : par (3.16), (3.17),

(3.23) Vw(X,Y,Z) =29(nxY, JZ)

Plus précisément, soient w;, ¢ = 1,2, 3,4 les composantes de Vw dans la décomposition
(3.18) : Vi = 1,2, 3,4, w; est donc une section de W; (M), et soient £, (, x, ¥ les composantes
de 77 dans la décomposition correspondante. On peut identifier, via (3.23), wy & &, wy & ¢
etc. On préfére noter differemment, pour la clarté du propos, des tenseurs qui pourtant du
point de vue de la structure U(n), ou des représentations de U(n), sont équivalents c’est-
a~dire sont échangés par des isomorphismes U(n)-invariants connus, faisant intervenir
la métrique, la structure presque complexe, et des opérations linéaires universelles des
variétés.

Par exemple, la variété M de type Wi & Wy si et seulement si we = w3 = 0 mais aussi,
de facon équivalente, ( =& = 0.

On souhaite préciser les propriétés algébriques de cette décomposition en se référant
par exemple a [1| ou [31], & nouveau. D’abord les projecteurs p_, p, correspondant a la
décomposition (3.20) sont donnés par

pBX,Y,2) = S(BX, Y, 2) = BUIX, JY, 2)

et

1
en effet les tenseurs o € M0 @ A2] = Wy @ Wy et 8 € [N @ N2 = Wy W,
sont caractérisés respectivement par a(JX,JY,Z) = —a(X,Y,Z) et (JX,JY,Z) =
B(X,Y, Z).

Par ailleurs,
Al ® A2 — Al ® [[)\2,0]] D Al ® [)\1,1]
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On a calculé la décomposition en composantes irréductibles de A’ ® [AM] en (2.12). Fi-
nalement on a la décomposition en composantes isotypiques :

(3.24) A @A~ [N @ 2] @3A o [UY] o [UF]
Maintenant A C A! ® A? se décompose en
(3.25) A =DTo '] oA

Il y a un unique sous-espace isomorphe a [A*°] dans (3.24). Par conséquent W; dans (3.18)

et [A3>°] C A3 coincident. En fait on peut montrer que A*N (A @ [A\2°]) = [A\3?], c’est-a-

dire que T est le sous-espace de A'@[A\*°] formé des tenseurs totalement antisymétriques.
w1 (XY, Z) = —u (Y, X, Z)

et aussi

ExY =& X

Si on prend h D u(n) égal a sp(n) ou gl(n, C),
A2 @TM . AN @TM
(AT @ B(M)) ~ (AT @u(M))

Par conséquent le tenseur de Nijenhuis /V et dw sont déterminés par Vw.

~ A ® [A?7]

En effet, le permutation circulaire sur les 3 variables envoie A' ® [A?°] surjectivement

sur I’espace des 3-formes et Vw sur dw :
dw(X,Y,Z) =Vw(X,Y,Z) +Vw(Z,X,Y) + Vw(Y, Z, X)

De plus, son noyau est Ws. Comme elle est U(n)-équivariante, elle permet donc d’identifier
les composantes wy,ws et wy, respectivement, aux composantes de dw dans la décomposi-
tion (3.25), c’est-a-dire la décomposition en types. On note 1 = (dw)>° la partie de type
(3,0)+(0,3) de dw. Le sous-espace isomorphe a A' de A3 est plus précisément I'image de
Papplication L qui fait le produit extérieur des 1-formes avec w et ainsi on appelle 6 la

1-forme telle que _
dw =1 + (dw)e" +w N8

Définition 3.2.7. — La 1-forme 6 est la forme de Lee de la variété presque hermitienne.

Elle est liée & la co-différentielle de w :
1

mais elle est plus maniable dans ce contexte.



3.2. VARIETES PRESQUE HERMITIENNES, CLASSIFICATION DE GRAY-HERVELLA 81

Comme w; € [A*°] est déja antisymétrique, ¢ = 3w; et par (3.23)

(3.26) 69(¢xY, Z) = —0(JX.Y. Z)
Quant & 1, elle est donnée a partir de § € A par la formule :
(3.27) MWy =X"N0—JX"NJO

ou b désigne I’ « isomorphisme musical » qui & un vecteur associe sa 1-forme duale par la
métrique. Notons également que ’expression ci-dessus identifie un endomorphisme anti-
symétrique de l'espace tangent ¥ x et une 2-forme différentielle (voir (3.14)).

En ce qui concerne le tenseur de Nijenhuis, la torsion de V est définie par
[(X,Y]=VxY - VyX —T(X,Y)
En remplacant dans (3.8) et en remarquant V;xJY — JV,xY = (V,xJ)Y =0, etc.,

(3.28) N(X,Y) = i(—T(JX, JY)+ JT(JX,Y)+JT(X,JY)+T(X,Y))

ce qui peut encore s’écrire

N =2(p-n)
car T = 7. Cela implique que N peut-étre identifié 4 la somme & + ¢ (ou w; + wy via
la métrique). On avait déja remarqué, équation (3.9), en interprétant l'intégrabilité de J
via les 1-formes, que le tenseur de Nijenhuis vit dans un espace isomorphe a [A? @ A%0].
En tenant compte maintenant de (3.22) on le décompose en

N = N; + N,

ou IV est totalement antisymétrique et N, vérifie I'identité de Bianchi. Alors £ est identifié
a Ny par

(3.29) M(X,Y) =2Y
et Ny est identifié a ¢ ou wy par
Nao(X,Y) = (xY — v X
ou
g(No(X,Y), Z) = %wQ(JZ, X,)Y)

Récapitulons. On peut écrire une premiére série de tenseurs « équivalents » : wy, &, ¥
ou (dw)®®, et Ny. Une autre série est wy, ¢, No. Une troisiéme ws, X, (dw)y”. Enfin on
identifiera wy, ¥, w A 0 ou 0 et la co-différentielle de la forme de Kéahler dw.
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FiG. 1. Décomposition de Gray, Hervella

Wy N3] | Wy~ [N']

Wy ~ [[Ul]] W42A1

FiG. 2. Décomposition des tenseurs 77, dw et N

§ X ¥ (dw)g"

Ny

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

Tout cela, ces notations et ces correspondances, est résumé par les figures 1 et 2.
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3.3. Réduction d’une variété presque hermitienne de dimension 6 & SU(3)

On s’intéresse dans cette section a des variétés presque hermitiennes telles que U (M)
a une réduction supplémentaire a SU(n), le groupe spécial unitaire. Plus précisément on
s'intéresse a la dimension 6 et a des variétés SU(3).

Le groupe spécial unitaire est le sous-groupe de U(n) formé des éléments de déterminant
complexe égal & 1, c’est-a-dire qui préservent une n-forme complexe — une forme extérieure
de type (n,0) — non nulle. Alors

Définition 3.3.1. — Une variété spéciale presque hermitienne est une variété presque
hermitienne M?** munie d’une forme volume compleze ¥ : une forme différentielle com-
pleze de type (n,0), de norme 1.

La forme volume complexe ¥ se décompose en la somme de sa partie réelle et sa partie
imaginaire :
(3.30) U =1 +i¢

oY =1(U+ W) e [\ et ¢ = —1(¥ — ¥) € [\"] sont des formes réelles. Elles sont
liées entre elles par

(3.31) WXy, X)) =0(J Xy, .0, X))
En effet W(X;,...,X,) est nulle dés qu'un des X est de type (0, 1) donc
(3.32) V(X1 X X)) = —0(X, . TXG, ., X

La convention adoptée ici et dans la suite pour la norme des formes différentielles est
la suivante. Si (eq, ..., e,,) est un repére local orthonormé, un repére local orthonormé de
AP est donné par les formes

Gil/\"'/\eip, 1§21<12<<2p§n

De méme pour les formes complexes en utilisant un repére unitaire (uq,...,u,). Par
conséquent ¥ est de norme 1 si et seulement si elle sécrit localement

U=u AugA---ANu,

et on peut calculer que la norme de sa partie réelle ¢ est 2(*~1/2,

Par (3.31), ¢ est déterminé a partir de ¢ par la structure presque complexe, puis bien
entendu ¥ = ¢ + i¢. Finalement on a la définition équivalente a 3.3.1 :

Définition 3.3.2. — Une variété spéciale presque hermitienne est une variété presque
hermitienne M?" munie d'une forme différentielle réelle 1) € [\"°] de norme 2"=1/2,
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Les n-formes W ou 1, suivant la définition choisie, ne sont pas canoniquement définies
par la structure SU(n). En effet on peut toujours multiplier U par une constante apparte-
nant a C. Sur une variété presque hermitienne il existe en fait un fibré en cercle au dessus
de M dont la fibre est constituée des éléments de norme 2"~/2 de [A™°] en chaque point.
La variété presque hermitienne est réductible & SU(n) s’il existe des sections globales de
ce fibré. La définition ci-dessus 3.3.2 consiste a en choisir une. On en obtient d’autres
simplement en faisant des rotations dans chaque fibre.

On remarque que (3.32) implique V(Xy,...,JX;,..., X,,) = U(Xq,..., JX},.... X,)
pour tous j,k =1,...,n ou encore

(3.33) U(X1, . X T X X)) = =Xy, X X X))

Pour une forme de type (0,n) le signe change dans (3.32) mais (3.33) reste vraie. Fina-
lement cette derniére équation caractérise les formes de type (n,0)+ (0,n). En particulier
P, ¢ € [A\Y] la satisfont.

On souhaite rappeler quelques propriétés algébriques des formes réelles de type (n,0) +
(0,n). Temporairement, v désigne une forme différentielle de type (n,0) 4+ (0,n) quel-
conque. Plus tard les résultats s’appliqueront & la forme définissant une variété spéciale
presque hermitienne par 3.3.2, mais pas seulement. De plus, dans la suite ¢ désigne
I'unique n-forme telle que ¥ = 1) + ¢ est de type (n,0). Alors ¥, ¢ sont liées par :

Lemme 3.8.8. — Soit ¢ € [N\"°] et soit ¢ € [N"°] lunique forme telle que U =1 + i¢
est de type (n,0).
(’L) VX e TM, wa:ij¢
(i) w A ix = —JX° N1, et de méme pour .
(iii) Vnp e AY, nAd=JnAé
Démonstration. — Le premier point (i) n’est qu’une réécriture de (3.31).

On prouve (ii). On a d’abord, par définition de la forme de K&hler

Lxw = JX’

Puis par distributivité du produit intérieur

ix(WAY) = JX Ath+w A ixi

Or le premier membre est nul car w est de type (1,1) mais il n’y a pas de forme de type
(n+1,1)+ (1,n + 1) en dimension 2n.
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Enfin (iii) résulte de (i) et (ii)
NAY=wAL) =—wA Lo =JnN\o

ot # désigne I'isomorphisme inverse, de A' dans T'M, de b. O

Si ¢ et ¢ ne s’annulent pas, elles forment un repére global de [A\"°] (dim¢ A™® = 1 d’ou
dimg [\ = 2).

Dans la suite, on se place en dimension 6, n = 3. On peut réécrire (3.31)
(3.34) o=—-JY

Sur une variété presque hermitienne, on a une forme de type (3,0)+(0,3) naturellement
définie

T = ()"
Alors on note ¢ la 3-forme définie par
3——J¥
et
U =1 +ip e\’

En général 1) n’est pas de norme constante et a des zéros sur M. Par conséquent elle ne
définit pas de réduction globale a SU(3). Cependant, ce sera le cas localement pour des
variétés considérées au chapitre 6 et surtout, les variétés NK non kdhleriennes en dimension
6 (appelées ici variétés de Gray) sont telles que 1 est de norme constante non nulle. Quitte
a multiplier la métrique par une constante on peut supposer que cette norme est 2. Alors
on définira la structure SU(3) naturelle d’une variété de Gray en posant simplement 1) = ¢
dans 3.3.2. Cela explique qu’on ait choisi des notations proches. Toutefois, pour I'instant
on s’occupe de variétés SU(3) en général donc elles sont bien distinctes jusqu’au chapitre
suivant.

En dimension 6, on a une autre relation utile entre ¢ et ¢ :

Lemme 3.3.4. — Pour une variété spéciale presque hermitienne (M, g,w, ) de dimen-
ston 6,

(3.35) ¢ = 1)
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Démonstration. — Soit (ej)j:17.._76 un repére local adapté a la structure presque hermi-
tienne : orthonormeé et vérifiant

Vi=1,...,3 Jegj_1 =ey;
On note (€');=1.. ¢ le repére dual : Vj = 1,...,6, e' = 7. Alors la forme de Kihler est
(3.36) w=e? e+ e

ol e!? = el Ae?, etc. Une base unitaire de 710 est (e; — ieq, €3 — iey, €5 — ieg) et une base
de A0 (e! +ie?, e® + ie?, e® + ie®). Par conséquent la forme volume complexe ¥ s’écrit
localement

U = (e! +ie?) A (e* +iet) A (€ +ie?)
et 1, ¢ sont données dans un co-repére local par
(3.37) b= 13 _ QM6 _ 236 _ 245

¢ = 130 | M5 4 o235 _ 246

Deés lors (3.35) résulte d’une simple vérification O

La forme volume réelle est

1
(3.38) vol = ¢!#3156 = &v ANwAw

On voit 5
w/\cﬁ:w/\*wzélvolzgw/\w/\w

Cela suggére de définir le produit scalaire ( , ) et la norme | .| associée sur [A\>°] par
Définition 8.3.5. — Soient ¢, ¢ € [A*].

(3.39) WA = (1, )vol

Pour une variété spéciale presque hermitienne de dimension 6, les formes ¢ et ¢ sont
de norme 2 a cause de la convention choisie.

Une autre expression de (3.39) nous sera utile :

Lemme 3.8.6. — Soit (e;)i=1...6 est un repére orthonormé

6
(3.40) 2 Z Lo, A L, = (1, ) w Aw
i=1
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Démonstration. — On introduit la convention, pour toute forme « et tous vecteurs X, Xo, . ..

EXOAXGALAXE Q= LXg - LX X &
si bien que, par exemple, par (3.36),
low =3

et par (3.38)

1
(3.41) L, Vol = W Aw

NB : Ce produit intérieur généralisé par une p-forme n’est pas une dérivation, sauf dans
le cas ou p = 1.

Dans un repére orthonormé quelconque
6

1 . .
(3.42) w=3 izle] N Je’
Notons qu’avec les conventions choisies, (JX)” = JX°. En contractant dans (3.39), en
utilisant (3.41) et le fait que, pour tout X € T'M et toute forme 1 de type (3,0)+(0,3),

txtyxa =0 par (3.32),

(W, Yw Aw = 2(), 9" )¢, vol

= 20,(Y A %))
6 6
= Z Le; Y N Lje, x1) — Z Lie; ¥ N Le; *1)
=1 =1
Or Vi € [A*?], soit ¢ = %1, Lyx¢ = 1x¢ (voir (i) du lemme 3.3.3). O

On veut décomposer la torsion intrinséque de SU(M) pour obtenir un analogue de
la classification de Gray, Hervella pour les variétés SU(3). On suit en cela Salamon et
Chiossi [16] mais on apporte des précisions par rapport a eux, par des formules explicites
qui seront utiles dans les calculs au chapitre 6.

La 3-forme de type (3,0)+(0,3) préservée par SU(3) en dimension 6 fournit des iso-
morphismes SU (3)-invariants entre certaines représentations de U(3) ou au niveau de la
géométrie, 1) ou ¢ fournissent des isomorphismes entre certains fibrés associés de U(M) :
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Lemme 3.3.7. — Pour une variété spéciale presque hermitienne (M, g,w, ) de dimen-
sion 6 on a les isomorphismes SU(3)-invariants :

[[/\3,1]] ~ [[/\2,0]] ~ Al

Démonstration. — Les applications
D] — ]

(3.43) a — aAw

Al o 2]
(3.44) a = L
et

Al S 3
(3.45) a — alA

sont les isomorphismes cherchés. En effet, ils ne font intervenir que w, ¥ et la métrique
pour le second. Par conséquent ils sont SU(3)-invariants. Il n’est pas difficile de montrer
qu’ils sont inversibles. En ce qui concerne les deux derniers, une facon de le voir est la
suivante.

Toute forme « de type (2,0)+(0,2) peut s’écrire comme le produit intérieur d’une 3-
forme de type (3,0)+(0,3) par un vecteur X € T'M. Maintenant (1, ¢) est une base de
[A3°] donc a est une combinaison linéaire de 1x1), tx¢ mais de plus, par le lemme 3.3.3
(i), tx¢ = —uyx®. Finalement toute forme de type (2,0)+(0,2) peut s’écrire de fagon
unique tx pour un vecteur X.

Un raisonnement similaire en se servant cette fois de 3.3.3 (ii) montre que toute forme
de type (3,1)+(1,3) peut s’écrire v A1) pour une unique 1-forme a donc (3.44), (3.45) sont
des isomorphismes.

Pour le dernier cela implique en particulier que [Ag"'] = {0}, en dimension 6.
[

. . 2,2 PN . .
En outre, un examen des dimensions montre que [Ay”] est réduit & 0 en dimension 6
c’est-a-dire

(3.46) M2~ N eR
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Au niveau des représentations complexes, une forme volume complexe définit une forme
bilinéaire non dégénérée A\*° x A0 — R via le produit extérieur. Par conséquent ¥ induit
un isomorphisme

(3.47) A2 o (ALO)* o 20

On est maintenant prét a décomposer I'espace A' @ su(3)%, otl vit la torsion intrinséque
en chaque point, en composantes irréductibles de 1'action de SU(3). D’abord

u(n) ~su(n) @R
ce qui correspond & la décomposition de [A11] :
A = A @ Rw
Dés lors sut(n) ~ u(n)* @ R puis
(3.48) A @sut(n) = A'@u(n)t © W
ot W5 C A' ® u(n) est isomorphe a Al. De la une premiére décomposition de la torsion
intrinséque :

Lemme 3.3.8. — Soitn, = V — V, la torsion intrinséque de SU(M). On désigne tou-
jours par 1 la torsion intrinseque de la variété presque hermitienne sous-jacente, c’est-a-
dire de U(M). Alors

Ne="n+¢
ot ¢ € Wi,

Démonstration. — Une connexion spéciale hermitienne (une SU(n)-connexion) est une
connexion hermitienne donc la projection de V — V, sur A! @ u(n)* est 7, par définition
de la torsion intrinséque. Il

Cependant la décomposition (3.18) de A* @ u(n)* ~ A' @ [A*"] n’est plus irréductible
pour SU(3).
Proposition 3.3.9. — La décomposition
(3.49) A @ su(n)t ~ 2R @ 20 @ 2\ @ [07]

est la décomposition en composantes irréductibles de la représentation de SU(3). En par-
ticulier

W1 >~ 2R7 W2 >~ 2[}\(1)71], W3 >~ [[0'2’0]]
et toujours Wy ~ A' pour une variété SU(3).
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Démonstration. — Par (3.47),
Wi @ Wy = A0 @ A2 ~ [AY @ A2 ~ 2AM] ~ 2[\)'] @ 2R
La base (¢,v) de [A>°] fournit la décomposition de W} :

(3.50) W, ~ 2R
On en déduit
(3.51) Wy ~ 2\

D’autre part,
Wi @ Wy = [N @ X2 ~ A0 @ A0 ~ [62°] @ [A*Y]
Or on sait que Wy ~ A! ~ [A\?Y]. Finalement
Ws = [\g'] = [0*°]
est irréductible.

De tout ceci et (3.48) on déduit la décomposition de I'espace total (3.49). On pouvait
d’ailleurs 1'obtenir directement (rappelons que [o'!] ~ [AL1])

A @[N]~ At @A ~ S A% = [02] @[N] @ 2\ @ 2R
O

Le groupe SU(n) peut étre vu comme le stabilisateur de (w, ) dans SO(m). Alors la
torsion intrinséque de SU(M) est représentée par (Vw, V). Cependant, dans 'identifi-
cation aux composantes de 7, certaines composantes sont déterminées « en double », a
la fois par Vi et Vw (au contraire pour une variété presque hermitienne, il y a un iso-
morphisme entre Vw et 77). Toutefois aucun des deux tenseurs ne suffit non plus a obtenir
toutes les composantes de 7,.

En effet
Vw=Vw—Vw=7,w
mais ¢.w = 0 car VX € TM, ¢x € u(n). Par conséquent ¢ ne peut pas étre obtenue &
partir de Vw. De méme on verra que la composante x de 7, ou 77 dans W5 =~ [[Ag’l]] ne

peut pas étre obtenue a partir de Vi car x.¢ = 0.

Comme on a identifié 3 composantes parmi 4 de 77 & dw pour une variété presque
hermitienne via la permutation circulaire, de méme pour une variété spéciale presque
hermitienne on identifie certaines composantes de 7, a des composantes de di), d¢.
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Pour cela on rappelle la définition de ¢, (1.34)
(3.52) c(B)(X,Y,2,T) =B(X.Y,2,T) - B(Y,Z,T,X) + B(Z,T,X,Y) - B(T, X,Y, Z)

ou encore
Vo e A, Va e \’, clo®a)=0Aa

Bien siir, pour une 3-forme «,

(3.53) c(Va) = da

Puis on définit
ey N @su(M)t — A*
no = cn)
et de méme ¢, par cy(n) = c(n.¢). Alors
Lemme 3.3.10. — Pour une variété SU(3), (M, g,w, ),
Ci/)(ﬁs) = dlﬂy c¢>(ﬁs) = d¢
ot ¢ = —J.

Démonstration. — Ce n’est que Papplication de (3.53) a

Ns =V, 0,0 =Vo
O

Comme ¢, est SU(3)-équivariante, surjective, pour chaque composante irréductible
V de A* il existe un sous-espace invariant V¥ C A' ® su(M) telle que la restriction
c: V¥ — V est un isomorphisme de représentations de SU(3). On définit de méme V.
On a le raffinement de la proposition 3.3.9 :

Proposition 8.3.11. — Pour une variété SU(3) on a la décomposition en composantes
wrréductibles

(3.54) AMRsun)t=WeW oW, e Wy, o Ws & W, & Ws

01l

(3.55) Wi =RY, Wy =R’ W= W=D Wi~A!
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Démonstration. — Par le lemme 3.3.7 et (3.46)

A4 — [[)\3,1]] o [)\2,2]
~ ]eeR
~ A?

Alors les composantes irréductibles de A* correspondent par ¢, aux sous-espaces de A' ®
su(n)*, respectivement RY C Wy, [\y']¥ € Wa, enfin [A>']¥ € W, @ Ws. D’un autre coté
on a aussi bien sir R? € Wy, [A\y']? € Wa, [A*1]¢ € W,@Ws. 1l faut seulement vérifier que
RY NR? = {0}, de méme [\)']%, [A\y']? sont en somme directe mais [\>']¥ = [A\*>']?. O

On peut alors définir des classes de variétés SU(3) comme pour les variétés presque
hermitiennes. Cependant cette définition contrairement a celle de Gray, Hervella dépend
d’un choix arbitraire au point de vue des représentations car 3 composantes isotypiques,
Wy, Wy et Wy W5, ont une multiplicité strictement supérieure a 1. L'important pour nous
est la fagon dont est déterminée dans la structure SU(3) la structure presque hermitienne,
surtout les composantes dans Wy, W5 de la torsion intrinséque.

Proposition 3.3.12. — Soit M une variété spéciale presque hermitienne de dimension
6. Il existe n1, my € R et vo, g € [)\(1)’1] telles que

(3.56) (d)*? =nw Aw + vy Aw
(3.57) (dp)*? = miw Aw + g A w
Alors

1) la composante de 7, dans Wi (resp. Wi ) est nulle si et seulement si ny = 0 (resp.
mp = O) 5
2) la composante dans Wy (resp. Wy ) est nulle si et seulement si vy = 0 (resp. po = 0).

Corollaire 3.3.13. — Soit M une variété presque hermitienne de dimension 6 admet-
tant une réduction a SU(3) :

1) wy ou & sont nulles si et seulement si ny =my =0 et

2) wy ou ¢ sont nulles si et seulement si vy = g = 0.

On souhaite donner une version plus précise de cette proposition en calculant explici-
tement ny et my :
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Lemme 3.3.14. — Pour une variété spéciale presque hermitienne de dimension 6, (M, g,w,v),
s0it 1 = (dw)° et ¢ = —J),

(3.59) m=—2G4) et m=—2(.0)

Avant de le démontrer, on établit un lemme algébrique :

~~~~~~~~~~

dual. Soient n € A' @ so(M), o € AP :

6

(3.59) c(n.a) = Z el A (nejek)b A e, X
k=1
Et sin=¢,
18

(3.60) (Ea)x = ~5 Lx (Le; ) N tejx

j=1
(3.61) £ = —olow A

. P =——|p|"wAw
24
1 —

(3.62) c(.a) = —6(¢, a)w A w
Démonstration. — L’action du fibré adjoint est donnée par

6
VAeso(M), Aa= Z(Aej)b A Le,
j=1
dans le repére orthonormé. Quant a c il vaut

6

(363 () =3¢ A A,

J=1

On en déduit premiérement (3.59).
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Par (3.26), (£xY)" = —tux(ty @) d’ou (3.60) puis
6

ca) = —é Z & A te, (e ®) N Lo,

k=1
18
— —gZLejqb/\Leka
j=1
En effet, pour toute p forme ~,
6
(3.64) D € Ay =py
j=1

En utilisant I'expression du produit scalaire (3.40) on obtient (3.62). En outre, lorsque

a =g, .
LX(%jE) A Leja = §LX(Lej5 A Leja)

par conséquent &.¢ est déja une 4-forme sans passer par Uantisymétrisation c. O

La démonstration du lemme 3.3.14 est maintenant immeédiate, en se rappellant que la
composante de & dans RY est par définition identifiée a la composante de di) proportion-
nelle d wAw:

c€)) =mwAw
et de méme
c(€.0) =mw Aw

Quant aux composantes dans Ws ~ 2[\)'] on écrit seulement
0
(3.65) o ANw=c(CY) et ps Aw=c(C.0)

Remarque : Puisque w;, @ = 1, 2, est identifié & N;, on peut donner une autre preuve de
(3.58) en passant par le tenseur de Nijenhuis. En effet, rappelons 3.1.5 que N = 0 si et
seulement si, pour toute forme o € A\P4, dav est de type (p+1,¢) + (p, g + 1). Autrement
dit pour une variété presque hermitienne quelconque la partie de type (p — 1,¢ + 2) — ou
(p+2,g—1) — de da est donnée par le tenseur de Nijenhuis. Soit o une forme de type
(p,0). On a I’équation, généralisant (3.9),

(3.66)  (da)™*(Xo,..., X)) = (—1)Ta(N(X;, X;), Xo,..., Xir.. ., X, X))

1<j
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Par la formule inscrite au membre de droite de (3.66) on définit un produit, noté
#:(A>®@TM) x AP — AP*1. On note 7 un analogue du produit intérieur défini par

VT e @ TM, jxT(Y,Z)=(T(Y,Z),X)
Alors

6
VI € N @TM, Ya € N, TH#Ha=—-Y 3T At
=1

dans un repére local orthonormé. Remarquons que jxN; = %LXE par (3.26), (3.29).
La 3-forme 1) est de type (3,0)+(0,3). Donc
(d)*? = N#a = Ni#a + Nofta

ou
1 6
N1#¢ - _gizlbei¢AL6iw

_é<§_b’ 1/}>w N w

par (3.40). De méme pour ¢. En comparant avec (3.56), (3.57) on obtient bien (3.58) mais
aussi (3.65) par

(3.67) Vo ANw = NoF#p et pg Aw = No#o

On s’intéresse maintenant a (dy))*!, (dg)>*.

Proposition 8.3.16. — Pour une variété SU(3), il existe une 1-forme o telle que
1) La composante de 7, dans Wi, s est nulle si et seulement si 0 =0 (NB : on a toujours
que ¥ € Wy est nulle si et seulement si 0, la forme de Lee, est nulle).

2) (A = —(Jo +0) A et (dd)' = —(Jo + 0) A 6.

Démonstration. — Les sous-espaces stables, isomorphes a [A*1] ~ Al de A'®su(n)* sont
Wy et Ws. Donc

(d)* = c(d.4 + <)

Le deuxiéme terme, dans le membre de droite, est

S =T, =T =V
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Or V est une connexion hermitienne donc elle préserve les types : VX € TM, Vxy € [A\>°]
c’est-a-dire est une combinaison linéaire de ¥ et ¢. Mais d’autre part

VX €TM, (V) = 3X.Juf =0

car ¢ est de norme constante. Finalement, il existe une 1-forme o telle que VX € T'M,
Vxtp = o(X)¢ soit

(3.68) Vp=0®¢
Puis
(3.69) c(c))y=cANp=—Jo A

par 3.3.3 (iii).
En outre, puisque V préserve .J, on a aussi par (3.34)
Vo=—-0x®19
d’ou
(3.70) c(s.0) =—Jo Ao

En ce qui concerne ¢, les choses sont plus compliquées et on doit utiliser un repére
orthonormé. On substitue dans (3.59) a n I'expression (3.27) de ¥ en fonction de 6 :

4(19%.6;@)b = 00 — O(er)e! — g(Jej, er) O+ JO(er) J e

On a
6

6 6
de(W.)) = Zej NON L) + Z g(Jex,e5)ye? N JON 1,10 + Z eI N Jed N JO(eg)ie,

J=1 Jk=1 dk=1
6 6
= —9/\2(3] N te; ) — J@/\ZJej A ge; ) + 2w A Lyt
j=1 j=1
en tenant compte de (3.42). Puis, par (3.64)
de(W.)) = =30 AN —3JON ¢ + 2w A Lyge1)

Enfin, en utilisant le lemme 3.3.3,
(3.71) c(Wah) =—0 N
Bien siir on obtiendrait de méme (cela ne dépend que du type algébrique de la 3-forme)

(3.72) c(.0) = —0 A ¢
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Les équations (3.69), (3.70) et (3.71), (3.72) permettent finalement de prouver a la fois
les points 1) et 2). O

En corollaire, on a ’équation de Salamon et Chiossi :
L¢¢ = L¢¢)

En résumé, pour obtenir la projection de 7, dans la composante isotypique 2A', di, d¢
ne suffisent pas, contrairement a Wy ~ 2R et Wy =~ [\y"'] (voir la proposition 3.3.11) mais
on a besoin de dw car [A*1]¥ = [A*!]?. De plus, ce dernier sous-espace est diagonal par
rapport a la somme directe Wy & Ws.

Cependant, de méme que N et dw suffisent & calculer toutes les composantes de 7, ici
on a le fait fondamental suivant :

Remarque : Les différentielles de ¢, ¢ et w déterminent entiérement la torsion intrinséque
de la structure SU(3). En particulier une variété SU(3) est Kihler, Ricci-plate si et
seulement si dw = dy = d¢ = 0. Cela permet d’employer des méthodes utilisant des
formes différentielles, sans avoir recours a la métrique, chaque fois qu’on peut réduire
une variété presque hermitienne de dimension 6 & SU(3). En dimension supérieure a 8,
F. Cabrera [15] a méme montré que toute I'information pour la torsion intrinséque est
contenue dans dw et dv ou do.






CHAPITRE 4

) VARIETES APPROXIMATIVEMENT
KAHLERIENNES ET VARIETES DE GRAY

4.1. Structure SU(3) naturelle d’une variété de Gray
On commence par une définition.

Définition 4.1.1. — Une variété approximativement kdhlerienne est une variété de type
Wy dans la classification de Gray, Hervella.

Le mot anglais est « nearly-Kéhler ». On notera souvent simplement dans la suite NK.
Vu les définitions des composantes W;, i = 1,2,3,4, une variété NK a les propriétés
élémentaires suivantes :

Lemme 4.1.2. — Soit (M, g,w) une variété NK,

(i) Vw est une 3-forme : Vw = zdw.

(7i) 7 est totalement antisymétrique : TyxY = —Ty X.

(iii) dw est de type (3,0) + (0,3) : dw = 1.

(iv) dw A w = 0.

(v) Le tenseur de Nijenhuis N est totalement antisymétrique.

Les deux premiers points sont équivalents & la définition 4.1.1 car (A' ® [A*°]) N A? =
Wy. Les points (iii) et (iv) sont équivalents : ils caractérisent les variétés quasi-kdhleriennes
c’est-a-dire de type W1 @ Ws. Enfin (v) caractérise les variétés de type G (voir la définition
de cette classe dans [33]) ou Wy & W3 @ Wy, dans le formalisme de Gray, Hervella.

Les tenseurs ws, w3, wy (ou ¢, x,?) sont donc nuls et la torsion intrinséque est 7 = ¢
pour une variété NK. Elle est identiquement nulle si et seulement si wy, N; ou % sont
nuls. Par conséquent la classe des variétés NK est orthogonale & la classe des variétés
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hermitiennes (caractérisée par N = 0, c’est-a-dire Vw € W3 @ W,) mais aussi a la classe
des variétés symplectiques (ou « presque kihleriennes » : dw = 0 ¢’est-a-dire Vw € W) :

Lemme 4.1.3. — Soit (M, g,w) une variété NK. La structure presque compleze est in-
tégrable, N = 0, si et seulement si M est kahlerienne. De méme la forme de Kdhler est
fermée, dw = 0, si et seulement si la variété est kahlerienne.

En dimension 6, on distingue des variétés NK, non kdhleriennes :

Définition 4.1.4. — On appelle variété de Gray une variété NK de dimension 6 telle
que la norme de dw est constante, non nulle.

Cette hypothése peut paraitre arbitraire mais il s’avére que les variétés de Gray oc-
cupent une place centrale parmi les variétés NK : en dimension 6, une variété NK est
kdhlerienne ou de Gray (voir proposition 4.2.5) et ces derniéres jouent un role crucial
dans la classification de Nagy [43| en dimension quelconque. Elles se trouvent de plus au
croisement de la géométrie presque hermitienne et de I’holonomie faible telle que la notion
en sera précisée a la section 3.

Les variétés de Gray ont une réduction naturelle & SU(3). Quitte & pratiquer une
homothétie dans la variété, on peut supposer que la norme de dw est 2, en accord avec
la convention choisie pour la 3-forme 1 définissant une réduction & SU(3) au chapitre
précédent.

Définition 4.1.5. — On appelle structure SU(3) naturelle d’une variété de Gray la ré-
duction de U(M) obtenue en posant

Yi=dw=1
On peut dés lors appliquer les résultats du chapitre 3, section 3.

En outre, la connexion hermitienne canonique est la connexion intrinséque de la struc-

ture SU(3) :

Lemme 4.1.6. — La torsion intrinseque d’une variété de Gray est paralléle pour la
connexion hermitienne canonique V :
(4.1) Vi =0

De fagon équivalente, V = V.
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Démonstration. — La 3-forme servant a définir la structure SU(3) naturelle d’une variété
de Gray est exacte donc fermée, d’ott (di))*>! = (d*w)>! = 0. La composante de Vw dans
W, est nulle pour une variété NK, d’ott # = 0. Par la proposition 3.3.16, (di)>! et  sont
associés a des sous-espaces irréductibles supplémentaires de la composante isotypique 2A*
de A' ® su(3)*t. S’ils sont nuls a la fois, ¢ € W5 ~ A ou o sont nuls aussi d’oi1 77, = 7 par
le lemme 3.3.8 puis V, = V. En particulier V est une connexion SU(3) :

(1.2) Vo= 0@ 6—0

De plus, ¥ et 77 = & sont liés par (3.26) donc les équations (4.1) et (4.2) sont équivalentes.
]

Le lemme 4.1.6 est en fait valable pour une variété NK quelconque comme on verra a
la section 2.

Le groupe SU(3) est le « bon » groupe structural & considérer. On en verra une confir-
mation dans la forme de la courbure calculée au chapitre suivant.

Proposition 4.1.7. — Les variétés de Gray sont les variétés SU(3) de type Wi, non
kihleriennes dans la classification de Chiossi, Salamon [16].

Démonstration. — Une variété de Gray est de type W; comme variété presque hermi-
tienne. De plus, 77, = 7 par le lemme 4.1.6 donc 7, € W;. Enfin ¢ = dw implique di) = 0
d’ou ny = 0.

Réciproquement, si 17, € W, , 1, =7 et la variété presque hermitienne est de type W7,
c’est-a-dire NK. En particulier dw est de type (3,0) + (0,3) donc on peut I’écrire

dw = M + pe
En prenant la dérivée extérieure :
0=d*w=d\ANdy+ \dp+du ¢+ pdo

Or d¢ est de type (2,2) pour une variété de type Wit @ W, mais dAAdy et duA ¢ sont de
type (3,1) et dip = 0 car ny = 0. On a donc g = 0 puis d\ = 0 c¢’est-a-dire \ est constante,

dw = N

Si A est non nulle, M est finalement une variété de Gray munie de sa structure SU(3)
naturelle. O
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Grace a la remarque faite a la fin du chapitre précédent que la torsion intrinséque, donc
la classe d’une variété SU(3), ainsi que la classe de la variété presque hermitienne sous-
jacente, ne dépendent que des différentielles de 1, ¢, w, les variétés NK non kéhleriennes
en dimension 6 sont caractérisées par un systéme différentiel :

Proposition 4.1.8 (Reyes Carrion). — Une variété SU(3), (M, g,w,v) est une va-
riété de Gray si et seulement si sa structure SU(3) vérifie :

(4.3a) Y = dw
(4.3b) dp = —gw/\w

On peut compléter ce systéme par I’équation
(4.4) dip =0

déduite évidemment de (4.3a).

Démonstration. — D’abord si la variété SU(3) vérifie (4.3), par (4.3a), dw est de type
(3,0)+(0,3) donc la variété est de type Wy @ Wy, Puis, par (4.3b), d¢ est proportionnelle
a w A w ie. sa projection sur [Ay'] C [A*?] est nulle donc py = 0. En outre vy = 0
évidemment a cause de (4.4). Alors, par le corollaire 3.3.13, la composante de Vw dans
Wy est nulle, c’est-a-dire que la variété est finalement de type Wy, ou NK.

Réciproquement si M est une variété de Gray munie de sa structure SU(3) naturelle,
par définition on a (4.3a). Par la proposition 3.3.16, (di)*! = 0 implique (d¢)>! = 0. La
composante de d¢ dans [A\;'] C [\>?] est nulle aussi car w, = 0. Enfin, comme 9 = ¥,
b=, m = —%|77/J|2 = —% par le lemme 3.3.14 d’ou (4.3b). [

C’est en étudiant cette équation différentielle, & I'aide de la théorie de Cartan-Kéhler,
que Reyes Carrion ([47], p62) peut démontrer l'existence locale des variétés NK en di-
mension 6.

4.2. Courbure et torsion intrinséque d’une variété NK

On a défini les variétés de Gray comme des variétés presque hermitiennes a torsion
intrinséque totalement antisymétrique puis on a décrit leur structure SU(3) naturelle.
Vus les résultats collectés dans ce chapitre et le précedent on peut se demander si elles ne
devraient pas plutot d’emblée étre définies comme des variétés SU(3).
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En effet, on a le résultat di a Cleyton [17], p58,

Lemme 4.2.1. — Soit M wune variété SU(n). Si la torsion intrinséque est totalement
antisymétrique, la variété presque hermitienne sous-jacente est NK.

Démonstration. — On montre
A @su(M): N A=W,
Alors 77, € A3 si et seulement si 77, € Wi ce qui implique en particulier que 77 € W}.

On sait que A' @ u(M)+ N A3 = Wy, Or su(M)+ ~ u(M)*+ @ Al. Par conséquent, il
suffit de vérifier que le sous-espace isomorphe a A, {x Aw | K € A’} C A3, orthogonal a
Wy, est encore orthogonal & la somme W, & W5 ~ 2AL.

kANw(X,Y, Z) = k(X)w(Y,Z) — k(Y)w(X,Z) + k(Z2)w(X,Y)
ce qu’on réécrit avec le méme abus de notation que précédemment :
(kAW)x = (KOwW)x + JX° Ak
La projection sur A' @ u(M),

1
(K Aw)x = (/@®w)x+§(JXb/\/<a—X"/\J/<:)

appartient & W5 = A! ® Rw si et seulement si x = 0. Par conséquent kK Aw € W, @ W; si
et seulement si il est nul. ]

On énonce maintenant un résultat fondamental pour les variétés NK, généralisant 4.1.6,
du a Belgun, Moroianu [6] ou avant eux Kirichenko [37] :

Proposition 4.2.2. — La torsion intrinséque d’une variété NK est paralléle pour la
connezion hermitienne canonique
V=0

C’est A. Gray lui-méme qui I'avait démontré implicitement, sans faire le lien avec V.
En effet, on lui doit la formule dans [30] :

20((V*)xy 2, T) = &{g((V)xY, (V])zJT)}

qu’on réécrit
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En effet, 7 ou VJ sont totalement antisymétriques donc

ﬁ-VW(Xv Y? Zv T) = _g<<vﬁXYJ)Z7 T) - g((vYJ)ﬁXza T) - g((VYJ)Za ﬁXT)
= —g(xY,(V2J)T) — g0z X, (VyJ)T) — g((VyJ)Z,nxT)
(45) = LSV )Y, (V2I)IT))
Alors

V(Vw)=V(Vw) —.w=0

On va donner une nouvelle démonstration de la proposition 4.2.2, conceptuellement
proche de celle de Gray. Auparavant on a besoin d’un lemme. Soit n € A! ® so(M). On
définit les tenseurs non et > € A' ® A' ® gl(M) par

(meon)x,y =nxony
et
9xy 2, T) = g(nxY,nzT)
On voit que
[, ] = a(non)
Lemme 4.2.8. — Soit le tenseur totalement antisymétrique & € A> C A' ® so(M). Les
tenseurs [€,€] et €2 appartiennent au sous-espace (O°(A%) C A2 ® so(M). De plus

(4.6) £&=—E+1¢¢
et
(4.7 £6=b(E08) = ~b(e) = Hh((6.€]) € A

Démonstration. — Comme {xY = —&v X, €2 € A2 ®@ s0(M) ~ A? @ A% De plus il est
évident par sa définition qu’il est symétrique par paires : £2 € OZ(AQ). Par ailleurs
9()xyZ.T) = g(exY,£2Y) = g(&exv 2, T)
donc
£&=—+1¢¢
c’est-a-dire
(4.8) 9(E&)xyZ,T) = —g(&xY, &2T) — 9(§2 X, &T) — 9(&v Z, ExT)
analogue a (4.5). On reconnait £.£ = —b(£?) mais aussi £.£ = b(€ o £) compte-tenu de

g0 )xyZ,T) = géx&v 2, T) = —g(éxT, &y Z)
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Enfin on vérifie sur (4.8) que £.£ € A’ Par conséquent on a aussi [£,£] = £+ &2 €

O™(A?). 0

Pour une variété presque hermitienne, § € Wj. Dans ce cas, que &.§ soit une 4-forme
résultait déja de (3.61). En effet £ est identifié via la métrique a ¢ (ou ¢ pour une variété
de Gray munie de sa structure SU(3) naturelle). Par conséquent,

EEeRwAwW

On peut maintenant démontrer la proposition 4.2.2.

Démonstration. — Pour une variété NK, 7 =¢§ € W; C A3 donc on peut réécrire (1.37)
pour la connexion intrinséque V, en utilisant le lemme 4.2.3.
(4.9) R=R+a(V§) + 266~ [¢,¢]

Comme ¢ € A3, VE € A'®@A3 et par le lemme 1.2.32, a(V¢) € A2(A?)@ A% D’autre part V
est une connexion hermitienne donc 7 € A'@u(M)* implique VE = Vi € A'@At@u(M)*
et finalement

a(VE) € (N* @ u(M)") N (A*(A%) & AY)
Or dans (4.9), R € K(so(m)), orthogonal a A%(A?) @ A* par 1.33 et R € A2 ®@ u(M),
orthogonal a A? ® u(n)* donc ils sont tous les deux orthogonaux a a(V¢). En ce qui
concerne les deux derniers termes, on décompose leur somme

b(2¢.§ — 3[¢. &) = 3b([¢, 1) — 3b([€, &) =0

par (4.8) c’est-a-dire 26.£—3[¢, €] € K(so(m)) et [€, €] € A2@u(M) (en effet, £ anticommute
a J donc £ o £ commute avec J).

Finalement a(V¢) est orthogonal a n’importe quel autre tenseur de (4.9) donc il doit
étre nul. L’application a est injective sur A' ® A? donc V& = 0. O

En fait ce raisonnement est presque entiérement valable pour une G-structure quel-
conque lorsque la torsion intrinséque est totalement antisymétrique. En particulier on a
toujours R € A2 ® g. On a seulement besoin de ’hypothése supplémentaire, vérifiée par

U(n),

(4.10) o507 Cg
Cependant (4.10) s’interpréte : SO(m)/G est localement symétrique. En consultant la
liste des espaces symétriques compacts, on voit qu’il n'y a qu'une autre possibilité : g =
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so(p) x s0(q), p+ g = m. Cette remarque est faite par Cleyton dans [17], p39. II reste
tout de méme que

Lemme 4.2.4. — Pour une G-structure, G C SO(m), a torsion intrinséque VeANwgh

totalement antisymétrique, la dérivée covariante V1 est déterminée par la projection de
[7,7] dans A* @ g*.

Une conséquence importante de la proposition 4.2.2 est la suivante. Comme V est une
connexion métrique, Vdw = 0 implique que dw est de norme constante.

Proposition 4.2.5. — Soit M une variété NK de dimension 6. Les deuz seules possibi-
lités sont :

(i) M est kihlerienne
(1i) M est une variété de Gray

On peut alors se concentrer sur les secondes. Cette classification sommaire des variétés
NK de dimension 6 avait été obtenue par Gray [30]. Les variétés de Gray sont les variétés
NK de type constant, pour lui.

Ce qu’on a montré a la section précédente est finalement valable pour toute variété
NK, non kéhlerienne. On peut voir la proposition (4.2.5) comme un cas particulier d’une
proposition en dimension quelconque, due a Nagy [42].

Définition 4.2.6. — On dit qu’une variété M, NK est strictement approrimativement
kdhlerienne (SNK) si
VX eTM, Ex#0

Proposition 4.2.7. — Une variété NK, M, compléte, simplement connexe est le produit
riemannien d’une variété kihlerienne par une variété SNK.

Démonstration. — Soit E; la d_istribution de T'M formée du noyau de X — £x. Comme
& = 1 est V-paralléle, E; est V-paralléle. Or sur Ei, la connexion de Levi-Civita et la
connexion hermitienne canonique coincident :

VX €TM, VY € By, VxY =VxY +&Y =VxY —&X =VyY

Donc Ej est finalement V-paralléle. Maintenant, la distribution orthogonale E5 est aussi
V-paralléle car V est métrique. Par le théoréme de De Rham, vues les hypothéses sur la
variété, I, Es sont les espaces tangents de deux variétés My, M,y dont M est le produit.

Sur la premiére, £ = 0 c’est-a-dire Vw = 0 donc elle est kédhlerienne. Sur la deuxiéme :
VX eTM, VY € By, &Y =-&&X=0
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Donc si x est nul sur Es, il est identiquement nul sur 'espace tangent c’est-a-dire X € Ej.
Par conséquent M5 est SNK. O

En dimension 2 ou 4, Wy ~ [A*°] = {0} donc les variétés NK sont kithleriennes. C’est
pourquoi par la proposition 4.2.7 en dimension 6 il ne reste que les 2 possibilités : M est
kahlerienne ou M est SNK.

On peut maintenant démontrer le résultat célébre de Gray :

Theoréme 4.2.8. — Les variétés de Gray (ou les variétés SNK de dimension 6) sont
d’Einstein.

On commence par un lemme

Lemme 4.2.9. — La courbure hermitienne de la connezion intrinséque d’une variété NK
est symétrique par paires : R € QQ(AZ).

Démonstration. — L’équation (4.9) devient maintenant

(4.11) R=R—2+[¢¢

Outre R, tous les tenseurs dans cette équation appartiennent @2(/\2) par le lemme

4.2.3. U

NB : On peut écrire (4.11) plus explicitement sous la forme

R(X,Y,Z,T) — R(X,Y,Z,T)—%g((VXJ)Y, (V4J)T)

n }l(g((vxj)z, (Vy ))T) — g(Vx )T, (VyJ) Z))

C’est la formule donnée par Gray dans [30].

La proposition 4.2.2 implique que I’holonomie de V est strictement incluse dans U(n)

en chaque point si la variété n’est pas kdhlerienne. En dimension 6, elle est incluse dans
SU(3).

Lemme 4.2.10. — La courbure hermitienne de la connexion intrinséque V d’une variété
de Gray peut étre décomposée en

(4.12) R=TRo+R"
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ot Ry € K(su(3)) et i dépend algébriquement de £ ® £ donc appartient ¢ un sous-
espace invariant de la représentation de SU(3) sur A*> ® su(3) en chaque point. Quant
la courbure riemannienne,

(4.13) R € K(su(3)) DR R®

ot RS est le tenseur de courbure de la sphére de dimension 6, munie de sa métrique ronde.

Démonstration. — Par le lemme 4.1.6, V4 = 0 donc V est une connexion SU(3) (en fait
V = V,). Par conséquent R € A? ® su(3) et on peut la décomposer comme en (1.40).

On obtient (4.12). Puisque b(R) dépend algébriquement de & ou 1, s appartient & un
sous-espace invariant de K(su(3))*. Enfin (4.11) donne la derniére partie du lemme. [

Il faut bien comprendre que les sous-espaces isomorphes a R qui interviennent dans la
décomposition de R ou R, sont distincts. En effet le premier est inclus dans /C(s0(6)) et
le deuxiéme est inclus dans @211(3) mais tous les deux ont une intersection nulle avec

Kw(3)) = [op"] @ W] @ R.
Au contraire, les composantes de R et R dans K(su(3)) = [02%] sont les mémes.

En vue de ces préliminaires la démonstration du théoréme 4.2.8 est maintenant immé-
diate :

Démonstration. — Les variétés a holonomie contenue dans SU(3) sont d’Einstein et méme
Ricci-plates. Au niveau de l'algébre, cela signifie que K(su(3)) n’a pas de composante
commune avec Y2,

Dés lors, par (4.13), pour que la variété M soit d’Einstein, il suffit que 32 n’ait pas de
composante irréductible isomorphe & R. La représentation de SU(3) sur I'espace tangent
(la représentation standard de SU(3) de dimension 6) est irréductible. Cela équivaut par
le lemme de Schur a

(T*M @ T*M)SY® ~ (T*M @ TM)V® = {0}

d’ou
(£5)57® = {0}
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En dimension strictement supérieure a 6, la forme de la courbure est toujours assez
simple : par le lemme 4.2.9, en dimension supérieure a 10,

Re O (W) 00" @ X" @ 200 "] @ 2R
par (2.17) et en dimension 8, par [20],
ReKum)@N'1OoR~or”®2[\'] ® 2R

mais la variété n’est plus d’Einstein en général. En revanche Nagy [42]| a montré que le
tenseur de Ricci d’une variété SNK est paralléle donc la courbure scalaire est constante.
On est, nous, pour U'instant intéressé par le résultat suivant, conséquence de (1.40), (1.41),
valable en particulier pour les variétés NK, et qui sera utile au chapitre 5 :

Lemme 4.2.11. — Soit M une G-variété, G C SO(m), telle que la torsion intrinséque

est paralléle pour la connexion intrinséque : V11 = 0. Alors
VR=VR=VR,

ot R est la courbure de la connexion intrinséque et Ry € K(g).

4.3. Holonomie faible

On peut exprimer autrement le fait énoncé a la proposition 4.2.2 sans passer par la
connexion intrinséque, dans le langage des formes de Killing. c’est ce qu’on fera a la
proposition 4.3.5. Auparavant on donne quelques définitions.

Un champ de vecteurs de Killing X € T'M est un champ de vecteurs vérifiant
Lxg=20
De facon équivalente
VW, Z eTM, g(VyX,Z)=—-g(VzX,Y)

ou encore, en appelant a = X° € A! la 1-forme duale, Va est totalement antisymétrique.
Pour une p-forme,

Définition 4.3.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. On appelle
p-forme de Killing une forme o € AP telle que sa dérivée covariante pour la connexion de
Levi-Civita soit totalement antisymétrique.
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En général, sia € AP, Va € A'@AP. Or, ce dernier espace se décompose en composantes
irréductibles en chaque point sous I’action de O(m) en

(4.14) A @ AP ~ APTL @ TP @ AP

On avait déja écrit cette décomposition en (1.36) pour p = 3. Une forme de Killing est
donc une forme différentielle telle que Va est a valeurs dans le premier sous-espace :

Va e AP

De plus on connait les composantes de Vo dans (4.14) :

_ 1 1 5
Va—mda+Ta+m_p+15a

ou R

VBENA, Bx=X ApB
Définition 4.3.2. — L’opérateur twisteur T, de QP(M) dans l’espace des sections de
TP, est défini pour tout entier p par

_ 1 ! b
Txya =Vxa pHLXda m—p+1X A da

Par conséquent on a les définitions relatives aux autres sous-espaces de (4.14) :

Définition 4.3.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne,

(i) on appelle forme twisteur une forme o € AP telle Va est a valeurs dans AP™ & AP~!
c’est-a-dire T'ao = 0.

(ii) on appelle forme co-Killing une forme « telle que Va est a valeurs dans AP~! C
A ®@ AP, ie. Tao = da = 0.

Bien sir une forme « est dite fermée si da = 0 et co-fermée si da = 0.

Une variété N K est une variété presque hermitienne telle que la forme de Kéahler w est
une forme de Killing : Vw est une 3-forme. Cependant, en dimension 6 on a mieux.

Définition 4.3.4. — On appelle forme de Killing spéciale une forme de Killing w telle
que

Vxdw = AXP A w
ot A € R c’est-a-dire Vdw = \©.
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En particulier dw est co-Killing. Alors

Proposition 4.3.5. — Pour une variété de Gray, la forme de Kdhler w est une forme
de Killing spéciale.

Démonstration. — On se sert de 'équation (3.61) : pour une variété de Gray, ¢ = dw et
la norme de v est 2 donc
1
p=—=wAw
§6=—3
Maintenant Vi) = 0 pour une variété NK implique
Vip =&

et
1 1
Ex ¢ =—8ixp= —LJX(éw ANw) = gXb A w

De plus, toujours par (3.61),
Vo =6 e A

donc ¢ est une forme de Killing.

Définition 4.3.6. — Soit G un groupe de Lie. On appelle variété a holonomie faible G
une variété riemanienne (M, g) de dimension m admettant une forme de Killing spéciale
soit deuz formes w € AP et ¢ € AP™! non nulles définissant une réduction de SO(M) a
G —i.e. G est lintersection des stabilisateurs en chaque point dans SO(m) de w, 1 — et
vérifiant

(4.15a) Y= (p+1)Vw
(4.15b) Vi = u

Selon cette définition, une variété de Gray est une variété a holonomie faible SU(3)
mais aussi :

Exemples

— les variétés a holonomie faible Gy (« nearly-parallel G2 », en anglais). Le groupe G
est le stabilisateur d'une 3-forme de R”. Par conséquent par 1.1.6, une variété de dimen-
sion 7 admet une réduction a G, si et seulement si elle est munie d’une 3-forme globale
p, d’'un type algébrique déterminé (voir par exemple [11] ou [48], chapitre 110). Comme
Gy C SO(7), cela définit en méme temps une métrique g. On note * le dual de Hodge défini
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par g et V la connexion de Levi-Civita de ¢g. La torsion intrinséque peut étre identifiée a
Vp. Les variétés « presque paralléles » G sont définies par Vp totalement antisymétrique,
i.e. p est de Killing et on peut montrer que c’est en fait une forme de Killing spéciale, avec
dp = X\ xp. Par conséquent elles sont & holonomie faible G5 (NB : le groupe Gy préserve
aussi #).

— Suivant la définition habituelle, une variété de Sasaki est une variété riemannienne
(M, g) munie d’une structure de contact (p, X,n) telle que
(i) X est un vecteur de Killing
(i) VY, Z € TM, (Vyp)Z = g(Y, Z)X —n(Z)Y
Maintenant, par définition de la structure de contact, n = X” donc (i) équivaut a : 1 est
une 1-forme de Killing et dn(Y, Z) = 2¢(Y, ¢(Z)) donc (ii) équivaut a

VY € TM, Vydnp=—-2Y"An

Finalement une formulation équivalente a (i) et (ii) est que 1 est une 1-forme de Killing
spéciale, par conséquent les variétés de Sasaki de dimension 2n + 1 sont des variétés a
holonomie faible U(n), suivant notre définition (en effet, une structure de contact n’est
autre qu’une réduction de SO(M) a U(n), en dimension impaire).

On peut affaiblir la condition d’holonomie ou d’holonomie faible :

Définition 4.3.7. — On appelle variété critique forte une variété riemannienne (M, g)
munie d’une p-forme p non nulle telle que

(4.16a) dp =0

(4.16b) dxp=0

ot * désigne 'opérateur de Hodge de la métrique g.

Définition 4.3.8. — On appelle variété critique faible une variété riemannienne munie
de deur formes w € AP et 1) € APT! non nulles telles que

(4.17a) Y =dw

(4.17b) d*) = p*w

avec |1 € R.

Alors,
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Proposition 4.3.9. — Soit M une variété riemannienne munie d’une p-forme p non
nulle. Si l’holonomie de M est contenue dans G = Stabsom)p, i.e. st p est parallele pour
la connexion de Levi-Civita, la variété est critique forte.

Démonstration. — En effet, le dual de Hodge * commute a la connexion V, car ¢’est une
connexion métrique, par conséquent Vp = 0 implique V xp = 0 d’ol, en projetant sur
A™PHLd % p = 0 mais aussi bien str dp = 0. O

Réciproquement, (4.16) implique Vp = 0 pour certains groupes G. Ainsi pour G, on
sait qu’il suffit pour que la 3-forme p soit paralléle qu’elle soit fermée et co-fermée (voir
[21]) et pour Spin(7) on a méme V& = 0 équivaut a d® = 0 (et de plus *® = &, pour la
métrique induite par Uinclusion Spin(7) C SO(8)).

Exemples
— Par la proposition 4.3.9, les variétés telles que leur groupe d’holonomie préserve une

forme extérieure, comme les variétés a holonomie contenue dans Go, Spin(7), etc., sont
des variétés critiques fortes. Mais ce ne sont pas les seules.

— Les variétés symplectiques (M, w) sont des variétés critiques fortes. Soit g une métrique
telle que (M, g, w) est une variété presque hermitienne (w est la forme de Kéhler), la forme

volume s’écrit vol = %w” et xw = ﬁw”‘l, ou 2n est la dimension de la variété. Alors

dw = 0 implique d *w = ﬁdw A w2 = 0.

— Soit (M, g, J, %) une variété SU(3). On a ¢ = x par (3.35). Alors, si ¢ vérifie les
équations (4.16), dyp = d¢ = 0, la structure presque complexe J est intégrable. En effet,
par le corollaire 3.3.13, N; = Ny = 0 donc le tenseur de Nijenhuis est nul.

De méme,

Proposition 4.3.10. — Une variété a holonomie faible G, ot
G = Stabso(m)u) N Stabso(m)w
est critique faible.

Démonstration. — En effet (4.15a) implique dw = v c’est-a-dire (4.17a) et (4.15b) im-
plique

p=k(m—-—p+ 1w
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c’est-a-dire (4.17b) car la co-différentielle est I’application adjointe de la différentielle
extérieure pour le dual de Hodge :

5t = (—1)"P+ s d kg

]

Réciproquement (4.17) est équivalente a (4.15) sous la condition que w et 1 sont des
formes twisteurs. En effet (4.17a) implique que v est fermée et (4.17b) implique que w
est co-fermée par conséquent, si ce sont des formes twisteurs, elles sont respectivement
Killing et co-Killing.

L’holonomie faible et I’holonomie réduite d’une part, les variétés critiques faibles et
critiques fortes d’autre part, sont liées via la construction du céne riemannien. Pour les
permiéres c¢’est une découverte de Bér [4], qui cherchait a classifier les variétés admettant
un spineur de Killing réel, reprise dans le langage des formes de Killing par Semmelmann
[49]. Pour les secondes, c’est implicite par exemple dans le travail de Hitchin [36].

Définition 4.3.11. — Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Le cone
riemannien au dessus de M est la variété M = M x RY, munie de la métrique

g =rg+dr?

dans les coordonnées (z,r).

Soit 0, le vecteur radial tel que dr(0,) = 1.

Lemme 4.3.12. — La connexion de Levi-Civita V et le dual de Hodge * sur le cone ]\/4\,
relativement a g, sont donnés par les formules :
—soient X, Y € T M, vus comme champs de vecteurs sur M,

V.0, =0
(4.18) Vxd, = Vxd, = 1X
VxY = VyY —rg(X,Y)0,
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— pour une p-forme w sur M wvue comme p-forme sur M,

(4.19a) Vo dr =0, Vxdr=rX"
(4.19h) Vow = —Lw
(4.19¢) @Xw =Vxw — %dr A Lxw
— enfin

(4.20) Fw=r""PxwAdr

Les premiéres formules sont issues de [25]. La derniére a fait I'objet d’un lemme dans
[49].

Sur le cone, les formes différentielles paralléles dans la direction radiale peuvent étre
factorisées en utilisant des formes différentielles sur la base :

Lemme 4.3.13. — Soit p une (p + 1)-forme, p € N, sur le cone M d’une variété M,
Vo.p =0 si et seulement si il existe deuz formes w € AP et 1) € APT sur M telles que

P+l
(4.21) p=rPdr ANw+ T
Démonstration. — D’abord, on peut toujours factoriser p en
p=dr AN+ 1

ol w, {Dv sont des formes horizontales, i.e. t9,&0 = Laﬂz = 0. Par (4.19a), p est paralléle

dans la direction de 0, si et seulement si w, 1 le sont or pour des formes horizontales cela
recquiert qu’on puisse les écrire suivant leur degré,

O=rlw et =1ty

ou w, ¥ sont des formes différentielles sur la base. C’est une conséquence directe de (4.19a),
(4.19b). ]

Puis, pour que p soit paralléle dans les autres directions, horizontales, les formes w et
v sur la base doivent satisfaire certaines relations :

Proposition 4.3.14. — Soit M une variété riemannienne. Il existe une (p + 1)-forme

p sur ]/W\, paralléle si et seulement si il existe w, ¥ vérifiant (4.15) sur la base telles
que p s’écrit (4.21). Autrement dit le cone riemannien est G holonomie réduite contenue
dans G' = Stabsom)p si et seulement si la variété M est & holonomie faible G, ot
G = Stabso(m)w N Stabgo(m)lb.
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Démonstration. — Si p est paralléle, elle 'est en particulier dans la direction radiale donc
elle peut s’écrire (4.21). Réciproquement, si on a w, 1, on construit une (p+ 1)-forme sur
le cone par (4.21).

Soit X € TM. Par (4.19c¢),

rp+1

= rPdr A (Vxw — Sqixy) + rP(X° Aw + S Vx)

— 1x¥=(p+1)Vxw et wa:—(p—i-l)Xb/\w

@Xp =0 <= "X AwrPdr AVxw +

]

Corollaire 4.3.15. — Une variété riemannienne de dimension 6 admetl une structure
SNK (i.e. est une variété de Gray) si et seulement si son cone riemannien est  holonomie
contenue dans Go.

Grace a la proposition 4.3.14 on peut classifier toutes les variétés a holonomie faible a
partir de la classification par Berger [8] des groupes d’holonomie riemannienne des variétés

irréductibles (voir |4] puis [49].) En effet, le cone M est ou bien irréductible ou plat.

Quant aux équations définissant les variétés critiques faibles (4.17), elles correspondent
a une (p + 1)-forme p sur le cone, fermée et co-fermeée :

Proposition 4.3.16. — La (p + 1)-forme p définie sur le cone par (4.21) vérifie (4.16)
si et seulement si w, ¢ vérifient (4.17) sur la base. Par conséquent le cone riemannien
M d’une une variété critique faible est une variété critique forte.

Démonstration. — D’abord,

rpt+1

dp=0 <= —r”dr/\dw+r”drA2/J+p+1

— Y=dw et dyp=0

dyp =0

la premiére équation a la derniére ligne impliquant évidemment la seconde. Puis par (4.20),

o~ o p -~ T.p+1/\
xp = 1Py *w + p+1*1/J

= (—1)Pr"Prw+ ’”Z;p;l x 1 Adr
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d’ou
rm—p-1 m— rm—p-1 _
dxp=0 <= ()" drAsw+ (=1)Pr"Pdsw+—m—d*p ANdr=0
= g A (%ﬁp *w + (—l)mﬁd x1)) + r"Pd xw
— dxYp=p*xw et dxw=0
N _ (_1\m+1p+1l
ou p = (=1)m = O

Remarque : Par la, on a une autre preuve de 4.1.8, & peu preés celle de Hitchin dans
[36]. En effet, on reconnait dans le systéme différentiel (4.3) trouvé par Reyes Carrion
[47] les équations d'une variété critique faible (4.17). Par conséquent, par la proposition
4.3.16, si une variété SU(3) les vérifie, pour la forme de Kéhler w et la 3-forme 1), la 3-
forme p définie sur le cone par (4.21) et induisant une réduction a G de M est fermée et
co-fermée. Or on a vu que cela équivaut, par un résultat de Gray, Fernandez [21] & ce que
p soit paralléle pour la connexion de Levi-Civita, ¢’est-a-dire encore a ce que 1’holonomie
de M soit réduite, contenue dans G,. Alors, par le corollaire 4.3.15, en retour, M est une
variété de Gray.

De la méme fagon, on peut déduire de ce que V& = 0 est équivalent, pour une variété
Spin(7), a d® = 0 et & = *xP, que 'équation

dp=Axp

définit une variété a holonomie faible G5, comme 1’ont montré différemment, directement,
Friedrich, Kath, Moroianu et Semmelmann |24].

Le travail de Hitchin [36] autour de ce que nous appelons variétés critiques, consiste
alors en deux choses. Premiérement, remarquer qu’on peut se passer de la métrique, autre-
ment dit qu’on peut inverser I’ordre et voir ¢ comme déterminée par la forme différentielle
p ou les formes w et ¢ a condition de les prendre d’un certain type algébrique. Alors *p
(ou *w, *1)) ne dépend que de p — elle est en fait obtenue a travers une fonctionnelle
dépendant de p — et les équations (4.16) ou (4.17) ne font plus intervenir la métrique.
Deuxiémement, ayant observé que pour certains groupes les équations (4.16) ou (4.17)
d’une variété critique faible ou forte, faisant intervenir uniquement les différentielles des
formes, sont en fait équivalentes a celles définissant I’holonomie (faible ou forte) et qui
utilisent la dérivée covariante V, montrer qu’on peut obtenir les premiéres comme points
critiques (ce qui justifie qu’on leur donne ce nom) des mémes fonctionnelles naturelles sur
les formes différentielles.
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Ce qui permet en premier lieu de poser le probléme variationnel est la définition choisie
par Hitchin d’une forme stable.

Définition 4.3.17. — Soit p une p-forme sur R™. Elle est dite stable si son orbite sous
GL(m,R) est ouverte dans AP(R™)*.

Par extension, on appellera stable une forme différentielle sur une variété M, stable en
tout point de M.

Remarque : Si GL(m,R) a une orbite ouverte dans A?(R™)*, alors il en a une aussi dans
le dual APR™. Or, moyennant le choix d’une m-forme non nulle, APR™ ~ A™ P(R™)* par
conséquent s’il existe des p-formes stables en dimension m, il existe aussi des (m — p)-
formes stables.

Exemples

Hitchin a recensé tous les exemples de formes stables, caractérisées par leur stabilisateur.
Ce sont :

— Toutes les 1-formes non nulles, quel que soit m.

— Les 2-formes de rang 2n en dimension impaire m = 2n + 1 ainsi, par la remarque
précédente, que les (2n — 1)-formes.

— Les 2-formes non dégénérées en dimension paire m = 2n (et les (m — 2)-formes). Leur
stabilisateur est le groupe symplectique Sp(m, R).

— Les 3-formes en dimension 6 étudiées dans [35], de stabilisateur isomorphe a SL(3, C)
ou SL(3,R) x SL(3,R). Le premier cas nous intéresse particuliérement. En effet c’est de
ce type qu’est la 3-forme 1) associée & une structure SU(3).

— Les 3 ou 4-formes en dimension 7, de stabilisateur Gs.

— Les 3-formes, ou les 5-formes, en dimension 8, de stabilisateur isomorphe a SU(3),
SU(2,1) ou SL(3,C) agissant par leur représentation adjointe.

On remarque que le stabilisateur de ces formes, sauf pour les deux premiers exemples,
préserve une forme volume. Par conséquent on a une application G L(m,R)-invariante
définie sur un ouvert (I'orbite) :

vol : AP(R™)* — A™(R™)*
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On peut s’intéresser aux variations de vol : Dvol € APR™ @ A™(R™)*. Or le produit
exterieur induit un isomorphisme

(4.22) A APR™ 5 AMP(R™)* @ AMR™

(cette fois cela ne dépend du choix d’aucune forme volume). Alors,

Lemme et définition 4.3.18. — Quelle que soit la p-forme stable p sur R™, il existe
une unique (m — p)-forme notée op telle que Dvol(p) = ep A p.

Par GL(m,R)-invariance,
(4.23) vol(APp) = A"vol(p)
alors par la formule d’Euler,

(4.24) °pAp= %Vol(p)

Exemples
On explicite a la fois vol(p) et ep grace a (4.24).

— Pour une 2-forme non dégénérée w en dimension paire m = 2n, vol(w) est la forme
volume symplectique : %w” (le produit extérieur de n-copies de w) et la (m — 2)-forme
associée est

n—1

ow =1 W

(n—1
comme on vérifie aisément en différentiant vol.
— Pour les 3-formes en dimension 7, Gy C SO(7) donc p détermine une métrique et

une forme volume (pour plus de détails, voir [11] ou [36]). On prend cette derniére pour
vol(p) et alors ep = *p pour le dual de Hodge correspondant.

— C’est peut-étre le cas qui nous intéresse le plus, celui des 3-formes 1) en dimension 6, le
plus difficile. En reprenant la présentation (et les notations) de Hitchin [35], on commence
par définir une application

Ky R — R® @ A°(R%)*
associée & ¢ via l'isomorphisme (4.22) (pour p = 5 et m = 6)en posant
(4.25) Ky(X) = A(xy ANY)
Puis on définit la quantité

() = étr K2 € (A™(R%)")?
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Alors, d’aprés Hitchin [35], ou bien z(1)) = 0 et la forme n’est pas stable ou on peut
regarder son signe. On entend par 14 qu'un élement u € (A®°(R%)*)? est positif (u > 0) si
on peut l'écrire u = v ® v et négatif sinon (u < 0, alors il existe v telle que u = —v ® v
car A%(R%)* est de dimension 1).

Proposition 4.3.19 (Hitchin). — Une 3-forme ¢ en dimension 6 est stable si et seule-
ment si z(1) # 0. De plus suivant le signe de ce dernier, on est dans un des deux cas
suivants :

(i) z(¢) > 0 si et seulement si 1 est la somme de deux formes réelles décomposables
a, B € N3(RO)* telles que a A 3 # 0. Autrement dit il existe une base de (R®)*, (e7)1<;<¢
telle que

b= e 4 et — o 4 3
Alors on pose
o) — !B _ 16— o _ 3

vol(1)) = a A B = !4 = % oY N

(11) z(p) < 0 si et seulement si 1 est la partie réelle d’une 3-forme volume complexe
décomposable c’est-a-dire si et seulement si il existe une base (e?)1<j<e, telle que

U =1 +id = (e' +ie?) A (e +ie*) A (€’ +ie®)
ot

¢ = o) =ImV
VOl(’QD) — 26123456 _ %¢ A w

Toutes les formes au (i) sont dans la méme orbite de GL(6,R) : il suffit de prendre
I'isomorphisme qui envoie la base (e’);<;<g, utilisée pour exprimer la premiére forme, sur
la base utilisée pour la seconde forme. De méme toutes les formes dans le cas (ii). Par
conséquent z > 0, z < 0 définissent deux orbites disjointes ouvertes de GL(6,R) car
I’application z est continue.

De plus, dans les 2 cas, on déduit des expressions explicites données a la proposition
4.3.19 :

(4.26) K} =z(¢)®Id
et
(4.27) 2(¢) = £vol(y)*
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Le stabilisateur des formes décrites au (i) doit, soit préserver chaque forme «, 3, ou
bien envoyer lI'une sur l'autre, par conséquent la composante connexe de l'identité de
Stabgrer) est isomorphe dans ce cas & SL(3,R) x SL(3,R). Quant au stabilisateur
des formes vérifiant (ii), il préserve la 3-forme volume complexe U et est isomorphe &
SL(3,C). Ce dernier préserve aussi un endomorphisme de carré -1. En effet en posant

1

on a bien J? = —Id, par (4.26) et (4.27).

On ne prouve pas la proposition 4.3.19 en entier (il faut se rapporter a [35]). On se
contente du lemme suivant :

Lemme 4.3.20. — Soit ¢ une 3-forme sur en dimension 6 telle que son stabilisateur
en tout point est isomorphe a SL(3,C). Il existe une unique structure complexe J (un
endomorphisme de carré -1) sur RS telle que v est de type (3,0)+(0,3), donnée par (4.28).

En effet, quand on regarde, comme nous, des variétés SU(3), on sait toujours d’avance
qu’on se trouve dans le cas (ii).

Démonstration. — Supposons que la 3-forme 9 est de type (3,0)+(0,3) par rapport a une
structure complexe J. Alors 1 est la partie réelle d’une 3-forme complexe de type (3,0),
nécéssairement décomposable,
U=z'A22N 28

Comme v # 0, (21, 29, 23) est une base de A0 c’est-a-dire, en notant 2! = e! + ie?, ainsi
de suite, ou les ¢/ sont des formes réelles, (e7);<;<¢ est un co-repére de R tel que si on
note le repére dual (ej)lgjgﬁ on a Jeg;_1 = eg; pour tout ¢ = 1,2,3. Cela détermine J.
Alors bien siir

b= 13 _ QM6 _ 236 _ 245
comme au chapitre 3, équation (3.37), et vol(¢)) = 2¢'?3%5¢ facilement.

Montrons que la structure complexe trouvée coincide avec (4.28). Le stabilisateur de
¥, SL(3,C) par hypothése agit transitivement sur les vecteurs. Par conséquent il suffit de
le vérifier pour e;.

Loyt = €35 — ¢4
puis
Loy Np = =235 = A~ ey @ vol(v))
ou A est donné par (4.22). O
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Maintenant, dans chaque cas, on peut trouver une métrique g telle que pour le dual de
Hodge associé on ait *p = ep. Par conséquent on peut remplacer les équations (4.16) par

(4.29) dp=0=dep
De plus, on peut voir (4.29) comme la solution d’un probléme variationnel. Soit M une

variété topologique compacte, orientée. On définit le volume associé a une forme stable
par

Vip) = /M vol(p)

Par 1.1.6, une p-forme différentielle stable p sur une variété peut étre vue comme une
G-structure, ou le stabilisateur de p en tout point est isomorphe & G. De fait on a vu que
I'espace des G-structures peut étre identifié a 'espace des sections de GL(M, R) X g1mr)O,
ou O est l'orbite ouverte dans A?(R™)* formée des formes stables dont le stabilisateur est
un sous-groupe conjugué de G. Alors,

\

Proposition 4.3.21. — Une G-variété critique (M, p) est un point critique de V(p) ou
p varie dans une classe de cohomologie fizée de M.

Démonstration. — On ne peut parler de classe de cohomologie que si, au point ol on se
trouve, on demande déja que dp = 0. Alors montrons que d ep = 0 aussi.

V() = [ Do) = [ wpns

par (4.3.18). Si on ne s’autorise que des variations dans la classe de cohomologie, il existe
a € AP telle que p = da. Par le théoréme de Stokes, sur une variété sans bord,

DV (da) = (—1)p+1/ dep N\«

M
est nul quel que soit « si et seulement si

dep=10
O]

Cependant, un tel point critique ne peut exister dans la classe triviale. On ne peut avoir
a la fois que p = da est exacte et d ep = 0, sinon le volume serait nul :

V(p):/ op/\dozz/ depNa=0.
M M

En revanche, en partant de deux formes différentielles stables w, 1 telles que w et
ey sont exactes, les variétés critiques faibles peuvent étre obtenues comme solution d’un
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probléme variationnel plus compliqué. Pour que cela soit intéressant cependant il faut que
w, 1 soient telles que l'intersection de leur stabilisateur est isomorphe a un groupe G fixe,
c’est-a-dire qu’elles définissent une G-structure sur la variété M.

On est intéressé nous au cas d’une 2-forme et d’une 3-forme différentielles sur une
variété de dimension 6. Or, comme 9 détermine une structure presque complexe J sur la
variété par 4.3.20 puis w, J déterminent la métrique

(4.30) 9(X,Y) = w(X,JY)

pour une variété presque hermitienne, w et 1 sont en principe suffisantes pour définir une
variété SU(3). Toutefois pour cela ait effectivement lieu, elles doivent vérifier certaines
conditions. D’abord ¢ € A? doit étre dans la bonne orbite en chaque point :

(r1) 2(¢) <0
Puis w doit étre non dégénérée :

(r2) vol(w) = éw ANwAw#0

Telle qu’on a définie J, ¢ est automatiquement de type (3,0)+(0,3) par rapport a elle
mais il faut aussi que w soit de type (1,1). Cela équivaut a la premiére condition de
compatibilité :

(c1) wAY =0

Alors (4.30) définit une forme bilinéaire symétrique g. On demande qu’elle soit définie
positive de facon a ce que la variété soit riemannienne :
(c2) (X,)Y)—g(X,Y)=w(X,JY) >0.

Enfin la derniére condition est que v soit de norme 1 pour g, ce qui dans le langage des
formes s’écrit

(c3) vol(¢)) = 2vol(w).

Finalement 2 formes w € A% et ¢ € A3 en dimension 6 qui vérifient (r1) et (r2), respec-
tivement et (cl), (c2), (¢3) définissent une structure SU(3). Par rapport a la métrique g,
o) = ¢ = *Y et ow = %w Aw = *w et les équations

v = dw
dep = pew

définissent une variété de Gray.






CHAPITRE 5

CLASSIFICATION DES VARIETES NK
HOMOGENES

Le contenu du chapitre qui suit reproduit a peu prés Particle [13]. On a seulement
changé quelques notations et supprimés des passages dans les préliminaires qui se trouvent
maintenant développés au chapitre 1, section 3 (section sur les espaces homogénes) et au
chapitre 3 pour ce qui concerne les variétés presque hermitiennes. On a méme gardé
I'introduction, qui contient les deux théorémes principaux 5.1.1 et 5.1.2, prouvés dans le
corps du texte. De plus, on a ajouté une section, la section 2. On y trouvera une synthése,
avec plus de précisions que dans l'article, des principaux résultats de Gray sur les espaces
3-symétriques contenus dans [30] — dont I’énoncé de la conjecture 5.2.16 résolue dans
ce chapitre — et surtout une présentation plus avantageuse de ces résultats utilisant la
connexion et la torsion intrinséque.

5.1. Introduction

Une variété approximativement kéhlerienne (ou Nearly Kéhler, en anglais : dorénavant
on note NK) est une variété presque hermitienne telle que la derivée covariante pour la
connexion de Levi-Civita de la forme de Kéahler w est antisymétrique.

Les variétés strictement approximativement kéhleriennes (SNK) — c’est a dire qui ne
sont pas simplement kihleriennes — en dimension 6 sont particuliéres a plusieurs titres.
Notamment elles admettent un spineur de Killing (voir [32]) et sont d’Einstein ([29]).
Depuis les travaux de Nagy dans |42] on sait que de leur classification dépend beaucoup
celle des variétés NK en toute dimension.

Une voie privilégiée de construction des variétés NK est celle des espaces 3-symétriques.
A. Gray a montré en 1972 que tout espace homogéne 3-symétrique naturellement réductif
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est muni canoniquement d’une structure NK (voir [30]). Auparavant A. Gray et J.A. Wolf
avaient conjecturé en 1968 dans [53| que tout espace homogéne SNK est 3-symétrique.
Retournant a l'intérét manifesté dans les années 70 pour ces variétés, P.A. Nagy ([43]) a
décomposé les variétés SNK de dimension quelconque en produits riemanniens d’espaces
de twisteurs au-dessus de variétés Kéahler-quaternioniques, d’espaces homogeénes et de
variétés SNK de dimension 6. Si la variété est de plus homogéne, il ne reste que des espaces
homogeénes, de divers types mais tous 3-symétriques et des variétés SNK homogénes de
dimension 6 de telle sorte qu’il suffit pour que la conjecture soit vraie qu’elle le soit en
dimension 6.

Dans cet article on prouve la conjecture en classifiant totalement les variétés SNK
homogeénes simplement connexes de dimension 6.

Theoréme 5.1.1. — Tous les espaces homogénes strictement NK de dimension 6 sont
des espaces 3-symétriques munis de leur structure presque complexe canonique.

Plus précisément on a

Theoréme 5.1.2. — Les seuls espaces homogenes strictement NK simplement connexes
de dimension 6 sont isomorphes a G/H ou G et H sont les groupes de Lie donnés dans
la liste :
-G =8x85%et H={1}
-G =Gy et H est SU(3) (dans ce cas G/H est la sphére de dimension 6) ou un de
ses sous-groupes finis
~ G =8p(2) et H=S'xSU(2) (alors G/H est l’espace projectif complexe CP(3)) ou
un de ses sous-groupes finis
- G=28U(3), H=S5"xS" et G/H est l'espace de drapeauz F(1,2)
De plus sur chacun de ces espaces homogénes il y a une seule structure presque complexe
NK invariante a une homthétie pres.

Pour achever la classification il faudra examiner les quotients finis des espaces homo-
genes dont la liste est dans le théoréme 5.1.2. En effet les variétés SNK sont compactes,
de groupe fondamental fini d’aprés Nagy ([42]). En dimension 6 cela résultait déja de la
démonstration par Gray dans [29] qu’elles sont d’Einstein, a courbure scalaire strictement
positive.

Dans la section 3, des préliminaires algébriques a la classification permettent d’établir
une premiére liste des groupes G et H tels que leur quotient G/H est susceptible d’ad-
mettre une structure SNK invariante. Dans la section 4, on traite le cas jugé le plus difficile
du produit de sphéres S® x S3. En résolvant I’équation différentielle de Reyes Carrion [47],



5.2. ESPACES 3-SYMETRIQUES 127

qui caractérise les variétés SNK en dimension 6, sur ’espace des 2-formes invariantes, on
montre que S*x S? admet une seule structure homogéne SNK correspondant a la construc-
tion de Ledger et Obata dans [40] d’un espace 3-symétrique. Dans la section 5 on traite
plusieurs cas qui se raménent au précédent. Dans la section 6 et la section 7, le moyen
de déterminer les structures presque hermitiennes invariantes de F'(1,2) et CP(3) est de
décomposer la représentation linéaire isotropique en représentations irréductibles. Cette
recherche apparait liée a la théorie des espaces de twisteurs des variétés de dimension 4
(ici CP(2) et S* respectivement.) 11 faut alors calculer quelles métriques sur ceux-ci sont
NK. Enfin dans la section 8, la donnée d’une structure NK de la sphére S°® est rappelée
étre équivalente & la donnée d’une 3-forme générique constante sur I'espace euclidien R”
et cela termine notre étude.

5.2. Espaces 3-symétriques

Dans cette section on omet le détail de certaines preuves, pour lesquelles on peut se
reporter a l'article fondateur de Gray [29].

Les espaces 3-symétriques sont une généralisation des espaces symétriques. Ceux-ci
sont définis comme des espaces homogénes G/H ou G est muni d’une involution — un
automorphisme d’ordre 2 — dont H est ’ensemble des points fixes. De méme,

Définition 5.2.1. — Un espace 3-symétrique est un espace homogéne G/H o G est
muni d’un automorphisme s d’ordre 3, s3> = Id tel que

Gy, C HCG?

ot G* ={g € G | s(g) = g} est ’ensemble des points fizes de s et G est la composante
conneze de l'identité de G°.

Soit s, : g — g la différentielle de s a l'origine, h = g° est le sous-espace propre de s,

pour la valeur propre 1. Puisque s2 = Id, les autres valeurs propres sont j = —% + z%g et
P=j=—10L

Lemme 5.2.2. — Un espace 3-symétrique est un espace homogéne réductif.
Démonstration. — On étend s, & gc = g ®r C par C-linéarité. Alors soient m;, m;2 les

sous-espaces propres de S pour les valeurs propres j, j2, respectivement.

(5.1) gc = bc ®m; & mye
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On pose m = (m; @ mj;2) N g de telle sorte que g = h & m et m est Ad(H )-invariant car s
est un automorphisme. O

NB : pour un espace symétrique, un supplémentaire m, Ad(H )-invariant est défini de
fagon similaire comme le sous-espace propre pour la valeur propre -1 de la différentielle
de 'automorphisme en e.

Dans la suite on fait ’hypothése supplémentaire suivante : m est muni d’'un produit
scalaire Ad(H )-invariant g (représentant une métrique invariante sur M par rapport a
laquelle G est un sous-groupe du groupe d’isométries, cf chapitre 1, section 3) tel que

(5.2) Yu,v em,  g(s.u, s.v) = g(u,v)

c’est-a-dire s, est orthogonal. Dans ce cas, on dit que M = G/H est un espace 3-
symétrique riemannien (ou parfois encore un espace 3-symétrique tout court).

En passant au quotient, on définit un difféeomorphisme de M :

so(m(g)) = m(s(g))
Il est bien défini (il ne dépend pas du représentant choisi) car Vh € H, s(h) = h (H C G?)
done 7(s(gh)) = n(s(g)h) = 7(s(g))-

Lemme 5.2.3. — Le point o est un point fize isolé de s,.

Démonstration. — Soit g € G tel que x = 7(g) est un point fixe de s, :

m(s(9)) = so(m(9)) = 7(9)
Par conséquent il existe h € H tel que g = s(g)h. Puis g = s3(g)h® = gh® d’ou 13 = e.
Or les racines cubiques de l'identité de G sont en nombre fini (inférieur a 3). Si on est
proche de o, on peut choisir g assez proche de e pour que h = e et g € G. Alors g € H
et z = o. [l

En conjuguant par I'action (transitive) du groupe on obtient des difféeomorphismes s,
attachés a chaque point x = 7(g) de M :
Sy =0 08,0 g’1
Cela suggere la définition

Définition 5.2.4. — On appelle famille de difféomorphismes locaux cubiques de M, une
famille de difféeomorphismes (f.)zenr variant avec x de fagon différentiable, tels que
(i) f. est défini localement sur un voisinage de x.
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(ii) x est un point fize isolé de f,.
(ii) f2 = 1d

Pour un espace 3-symétrique, la famille (s,),cps est bien sir une famille de difféomor-
phismes locaux cubiques. Réciproquement on va voir qu’une telle famille définit un espace
3-symétrique, sous certaines conditions.

Mais d’abord, quel est le lien entre les espaces 3-symétriques et les variétés presque
hermitiennes ?

Soit (fz)zenm une famille de diffeomorphismes locaux cubiques de M. On pose F, =
Df.(x) : T,M — T,M. Par analogie avec I’écriture des racines cubiques de I'identité dans
C on définit J, par

1 3
(5.3) Fo= 5 1dJr,u + glr

Lemme 5.2.5. — L’endomorphisme J : TM — TM défini par (5.3) est une structure
presque complexe sur M.

Démonstration. — On a F2 + F, 4+ Id = 3(J2 +1d). Or 0 = F? — Id = (F, — Id)(F? +
F,+1d) et par (ii) de la définition 5.2.4, 1 n’est pas une valeur propre de F, donc F, — Id
est inversible. Finalement F? + F}, + Id = 0 d’ou J? = —Id quel que soit z € M. O

Définition 5.2.6. — La structure presque complexe définie par (5.3) est appelée struc-
ture presque complexe canonique associée a la famille (fy)zen. La structure presque com-
plexe canonique d’un espace 3-symétrique est la structure presque complexe canonique
associée a la famille de difféomorphismes cubiques locaux dite canonique (Sz)zen -

Réciproquement si on a une structure presque complexe J, il existe une famille de dif-
féomorphismes locaux cubiques dont elle la structure presque complexe canonique. On
définit (F,)zcn par (5.3). Alors on peut trouver un voisinage U, de x et un difféomor-
phisme f, défini sur U, tel que Df,(z) = F, et f, vérifie les conditions de la définition
5.2.4.

Bien sir le champs d’endomorphismes de TM, F préserve (i.e. commute a) J et si
(M, g,J) est presque hermitienne, il préserve aussi g :

VX, Y € TM, ¢(FX,FY)=g(X,Y)

On peut maintenant donner une autre définition des espaces 3-symétriques :
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Définition 5.2.7. — Un espace localement 3-symétrique riemannien est une variété rie-
mannienne M munie d’une famille de difféomorphismes locaux cubiques (S;)zenm telle que
quel que soit x € M, s, est une isométrie holomorphe, relativement a g et la structure
presque complexe canonique J.

Proposition et définition 5.2.8. — Un espace 3-symétrique riemannien est un espace
localement 3-symétrique riemannien connexe dont les isométries holomorphes cubiques s,
sont définies globalement.

Démonstration. — Soit G le plus grand groupe connexe d’isométries holomorphes. Il agit
transitivement sur M : on rappelle briévement la preuve de Gray.

Il s’agit de montrer que pour tout © € M Porbite de x sous G est ouverte. Alors le
complémentaire de G.z aussi est ouvert, comme réunion d’orbites G.y, y ¢ G.x. Par
conséquent G.x est ouvert et fermé et puisque M est connexe, l'orbite de x est la variété
entiére.

Pour cela on définit ¢ : M — M par ¢(y) = s,(x). Comme y — s, est différentiable
par définition d’une famille de difféomorphismes locaux cubiques, ¢ I’est aussi et on peut
calculer que Dyp(x) = Id|7,p — Sz. Comme tout a 'heure, x est un point fixe isolé de s,
donc Dp(x) est inversible. 1l existe un voisinage U de z tel que ¢ est un diffeomorphisme
sur U. Maintenant Yy € ¢(U), il existe z € U tel que y = s,(x). Or s, est une isométrie
holomorphe par hypothése et on peut choisir U pour que s, € GG. Par conséquent y € G.x
et p(U) est un voisinage de = dans 'orbite. C’est ce qu’on voulait démontrer.

On définit un automorphisme s de G. Soit x € M,

5(9) :SxogOS;I

Bien siir s(g) est encore une isométrie holomorphe et s*(g) = s 0 go s, = g. Soit H le
sous-groupe d’isotropie en z. Il reste a vérifier G§ C H C G°.

Montrons H C G*®. Soit ¢ € G, g € G* si et seulement si s, 0 g = g o s, Alors
s.(gz) = gs.(x) = gzx. Le point x est un point fixe isolé de s, donc si g est assez proche
de e, gr = z, c’est-a-dire g € H.

Dans l'autre sens : soit h € H, la différentielle en x de s(h) est
s(h), = Sz 0h,o S;l

Or h est une isométrie holomorphe, donc h, commute a J,, et a S, par (5.3) : s(h). = hs
d’ot s(h) = h (deux isométries qui ont la méme différentielle en un point coincident
partout) c’est-a-dire h € G*.
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Finalement M ~ GG/H est un espace 3-symétrique au sens de la définition 5.2.1. O

En outre, classiquement, :

Proposition 5.2.9. — Un espace localement 3-symétrique riemannien connexe, simple-
ment connezre est un espace 3-symétrique riemannien.

Que les s, soient des isométries holomorphes est une propriété globale qu’on peut
cependant remplacer par des conditions algébriques c’est-a-dire des relations entre des
tenseurs de M.

On part d’une variété presque hermitienne (M, g, J). On définit S par (5.3). Soit x € M.
Par un théoréme de Kobayashi-Nomizu [39], p259, si S, préserve les dérivées successives
de la courbure riemannienne au point z,

VpeN, S(VPR)=V’R

il existe une isomeétrie locale s, telle que Ds,(x) = S,. En fait Gray montre qu’il suffit
que S préserve R et VR. Puis isométrie s, est holomorphe si et seulement si .S, préserve,
outre J, V.J et V2J.

Or, compte-tenu de la relation (5.3), on peut exprimer ces conditions en utilisant J au
lieu de S. Par exemple,

Proposition 5.2.10. — Soit (M, g) une variété presque hermitienne. Le champs de ten-
seurs S préserve g, J. Il préserve en outre VJ si et seulement si la variété est quasi-
kéhlerienne.

Démonstration. — Soit a un tenseur 3-fois covariant, S préserve « si et seulement si pour
tous X,Y,Z € TM

(5.4) (XY, Z) =a(ST'X,S7Y, ST Z) = a(S?X, S*Y, S%7)

Or 5% = —%I d—+ \/75(] . Des manipulations algébriques prouvent alors que (5.4) est équiva-
lente a

(5.5) (XY, Z)=—a(JX,JY,Z) = —a(X,JY,JZ) = —a(JX,Y, ] Z)

Appliqué a VJ ou 7 = %J o V.J (on sait que S préserve J) cela donne
VXY, nxY = —7;xJY
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En effet on a déja g(fyJY,JZ) = —g(JNyY,JZ) = —g(xY,Z). Autrement dit S
préserve V.J si et seulement si la variété presque hermitienne (M,g,J) est de type
W1 D WQ- ]

Gray transforme de méme la condition Sa = « pour « d’ordre 4 ou 5. En appliquant
a R, VJ et VR, il obtient les conditions nécéssaires et suffisantes :

Theoréme 5.2.11. — Soit (M, g, J) une variété presque hermitienne. Il existe une fa-
mille de difféomorphismes locauz cubiques (Sz)zem dont J est la structure presque com-
plexe canonique, telle que M est un espace localement 3-symétrique, si et seulement si les
conditions suitvantes sont réalisées : quels que soient W, XY, Z,T € T'M,

M est quasi-kihlerienne : (VxJ)Y + (VyxJ)JY =0

S préserve V2J

5.6¢) R(X,)Y,Z,T)=R(JX,JY,Z,T)+ R(JX,Y,JZ,T)+ R(JX,Y,Z,JT)
5.6d) (VwR)( XY, Z,T)+ (VwR)(JX,JY,JZ,JT) =0

Or nous voyons que le systéme d’équations (5.6) est équivalent a cet autre, exprimé en
termes de la connexion intrinséque de variété presque hermitienne :

(5.7a) NxY +7;xJY =0
(5.7b) Vn=0
(5.7¢) VR=0

En effet, premiérement (5.6a) et (5.7a) sont clairement équivalentes, montrons que
(5.7b), avec (5.6a) ou (5.7a), impliquent (5.6b).

Par (3.17), VxJ = =2Jnx d’ou
V2] =2J(2n07 — V7)
En outre Vij = V7 + 7.7 donc si Vij = 0, V2J dépend algébriquement de 7 et il est par
conséquent préservé par S, comme ce dernier.

Réciproquement, supposons que S préserve V.J et V2J et montrons qu’il préserve V7.
La connexion V est hermitienne donc

(Vi) xavJZ + (V)xyZ =0
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On utilise les équations de Gray dans [29]. Pour un tenseur d’ordre 4, si S préserve V7 :
Vi(X,Y,Z,T) = Vp(JX,JY,Z,T)+Vn(JX,Y,JZ,T)+Vn(JX,Y, Z,JT)
= 3Vn(JX,JY,Z,T)
car V est hermitienne mais aussi, en remplacant X par JX et Y par JY
— — 1—
Finalement V7(X,Y,Z,T) = 0 quels que soient X,Y,Z, T c’est-a-dire S préserve VT,
avec 1 € Wy @ W, si et seulement si Vi = 0.

D’autre part (5.7b) implique aussi (5.6¢), par le travail de Falcitelli, Farinola et Salamon
dans [20]. Avec leurs notations, (5.6¢) s’écrit en effet

Relo=KpK_18K_28Cy

Or, pour une variété quasi-kdhlerienne (voir les tables page 271 de [20]), les composantes
de la courbure dans le supplémentaire de Lo sont données par V7 (et méme seulement

par V().
Quant aux deux derniéres équations (5.6d) et (5.7¢),
VR=VR+7.R
puis, par le lemme 4.2.11, compte-tenu de (5.7b),
VR=VRy+7.R
ol Ry € K(u(n)).
L’équation (5.6¢) implique
R(X,Y,Z,T) = R(JX,JY,JZ,JT)
Mais 77 anticommute a J donc
(5.8) @.R)w(X,Y,2,T) = —(7.R)w(JX, JY, JZ,JT)

De T'autre cote, E() est un tenseur de courbure kahlerien donc il vérifie en particulier
Ro(X,Y,Z,T) = Ro(JX,JY,JZ, JT) et puisque V est une connexion hermitienne,

(5.9) VR(X,Y,ZT)=VR(JX,JY,JZ JT)

On en déduit que (5.6d) est équivalente & V Ry = 0 ou VR = 0 sous les conditions (5.7b)
et (5.6¢).

Finalement on a démontré
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Theoréme 5.2.12. — Une variété presque hermitienne M est un espace localement 3-
symétrique si et seulement si elle est quasi-kihlerienne et la torsion et la courbure de la
connexion hermitienne canonique sont paralleles pour V : Vi =0 et VR = 0.

On souhaite donner une autre preuve, beaucoup plus directe, de ce résultat, sans passer
par les équations de Gray. On commence par démontrer :

Proposition 5.2.13. — Soit M = G/H un espace homogéne presque hermitien, réduc-
tif. C’est un espace 3-symétrique si et seulement si la variété est quasi-kdihlerienne et la
connezion normale coincide avec la connexion hermitienne canonique.

Démonstration. — Pour un espace homogéne presque hermitien réductif, g = hdm, m est
muni d’un endomorphisme .J de carré -1, correspondant a une structure presque complexe
invariante de M. Cela induit une décomposition invariante

TCM — Tl,O D TO,l
ou

(5.10) me =m"? @ m®!

Cette décomposition vérifie en outre, puisque m et J sont Ad(H )-invariants,
(5.11) H,m ) cm'? et [h,m"] Ccm®

Bien stir on a toujours [h, h] C h. Cela va nous servir a construire un automorphisme s de
G par analogie avec (5.1). On construit une application linéaire f de g en posant

f|b = [d|h7 f|m1,0 = j1d|m1,o et f|m0,1 = j2]d|mo,1
Elle s’intégre en un automorphisme d’ordre 3 de G défini par
VX €g, s(exp(X)) = exp(f(X))

comme G est simplement connexe, l’exp()nentielle exXp : g — G est surjective) si et
J
seulement si

VXY eg, [f(X),f(YV)]=f(X,Y])
Pour cela il suffit, a cause de ce qu’on a vu plus haut (5.11) que
(5.12) M0 m cm® [ m®cm® et M m®)ch

On peut comparer (5.12) a la condition (1.51) pour un espace symétrique. La torsion de
la connexion normale V™ est représentée par le tenseur constant 7™ :

T (u,v) = —[u,v]™
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On peut donc réinterpréter (5.12) en
Yu,v €m0 T™(u,v) € m®!
Vu,v € m®!, T™(u,v) € m"?
Vu e m'? vo e m®t, T™(u,v) =0

En voyant T™ comme un tenseur 3 fois covariant, cela signifie que 7™ vit dans I'intersection
de A? @ A' avec @3(m!0)* @ @3(mO%h)* : T™ € [A\*° @ A1) alors

™ e W, e W, C A @ut(n)

On en déduit premiérement que V™ est la connexion intrinséque puis que la torsion
intrinséque est n™, appartenant a Wy & Ws.

Finalement, (5.10) est la décomposition en sous-espaces propres d’'un automorphisme s
d’ordre 3 de G si et seulement si la connexion normale de G/ H est la connexion intrinséque
et la variété est quasi-kdhlerienne. Il

A partir de 13, il est aisé de démontrer le théoréme 5.2.12 :

Démonstration. — Soit M une variété presque hermitienne, vérifiant Vi = 0 et VR = 0.
Alors M est localement isomorphe a un espace homogéne réductif presque hermitien G/H
dont la connexion normale est la connexion hermitienne canonique par le travail de Tricerri
(voir proposition 1.3.15). Si en outre la variété est quasi-kihlerienne, par la proposition
5.2.13, M est un espace 3-symétrique.

Réciproquement, si M est un espace 3-symétrique, la décomposition (5.1) définit une
structure presque complexe invariante qui n’est autre que la structure presque com-
plexe canonique. De plus, par la proposition 5.2.13, la variété est quasi-kdhlerienne et
la connexion normale est la connexion hermitienne canonique, donc Vij =0 et VR = 0
par la proposition 1.3.11. O

Les conditions au théoréme 5.2.12 peuvent étre comparées a la définition d’un espace
localement symétrique par VR = 0. En effet on peut voir la connexion de Levi-Civita V
comme la connexion intrinséque, de torsion nulle, de la structure métrique (la structure
SO(m)). On peut se demander quel espace homogéne on obtient en généralisant ces
conditions pour une G-structure quelconque.

Maintenant, a 'intérieur de la classe des variétés quasi-kédhleriennes, il y a les variétés
NK. Les variétés NK sont les variétés presque hermitiennes dont la torsion intrinséque
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est totalement antisymétrique. Or, par la proposition 5.2.13 la connexion intrinséque d’un
espace 3-symétrique est la connexion normale de ’espace homogéne réductif.

Définition 5.2.14. — On dit qu’un espace homogéne riemannien est naturellement ré-
ductif s’il est réductif et

VXY, Z em, g([X,Y)],Z)=g(X,[Y,Z])

De fagon équivalente, la torsion de la connexion normale est totalement antisymétrique.

C’est le cas en particulier si le produit scalaire g, Ad(H )-invariant sur m est la restriction
d’une métrique biinvariante de G.

Dés lors, puisque la connexion normale coincide avec la connexion intrinséque pour un

espace 3-symétrique,

Proposition 5.2.15. — Un espace 3-symétrique est NK si et seulement si il est natu-
rellement réductif.

Réciproquement on reformule géométriquement la conjecture de Gray et Wolf, énoncée
dans [53] (4 la fin, p113 ou dans I'introduction, p79) dans le langage de la théorie des
groupes de Lie :

Congecture 5.2.16. — Tout espace homogene SNK est un espace 3-symétrique naturel-
lement réductif muni de sa structure presque complexe canonique.

Pour une variété NK, on a toujours V7 = 0, par la proposition 4.2.2 par conséquent le
théoréme 5.2.12 devient, dans ce cas :

Proposition 5.2.17. — Une variété NK telle que la courbure de la connexion hermi-
tienne canonique est parallele, V R = 0, est un espace 3-symétrique.

P.A. Nagy [43] trouve dans Cleyton [17] une condition suffisante pour que cela arrive :

Proposition 5.2.18. — Une variété SNK, de dimension strictement supérieure a 6 telle
que la représentation du groupe d’holonomie de V sur [’espace tangent est irréductible est
un espace 3-symétrique.

Nous nous fondons sur les énoncés plus précis de I'article de Cleyton et Swann [18] :
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Theoréme 5.2.19 (Cleyton et Swann). — Soit (M, g) une G-variété riemannienne
wrréductible. Si la torsion intrinséque de M est non nulle, invariante, antisymétrique,
alors ou bien (M, g) est une variété de Gray, G = SU(3) ou une variété a holonomie faible
G, ou bien elle est localement isométrique a un espace homogéne a isotropie irréductible.
En particulier, (M, g) est d’Einstein.

NB : Une G-variété irréductible est une variété munie d’une G-structure telle que la res-
triction & G de la représentation standard de GL(m,R) sur R™ (permettant de construire
le fibré tangent & partir du fibré des repéres) est irréductible.

Soit M une G’-variété telle que la torsion intrinséque 7 est paralléle pour V. Alors on
a une réduction supplémentaire au stabilisateur G de 77 pour lequel évidemment c¢’est un
tenseur invariant. Puisque V77 = 0, V est une G-connexion et la torsion intrinséque de
G(M) est toujours 7 car G C G’ implique 7 € A' ® g'- C A' ® gt. Par conséquent le
théoréme s’applique dans ce cas.

Les variétés SNK vérifient bien stir Vi; = 0. Les groupes G’ et G sont respectivement
U(3) et SU(3) en dimension 6 et en dimension quelconque supérieure a 8, G' = U(n) et
G = Staby(n)y. La proposition 5.2.18 est alors un corollaire du théoréme 5.2.19.

La démonstration du théoréme 5.2.19 (ou directement, de la proposition 5.2.18) se
fonde, briévement, sur les arguments suivants. M. Berger [8] a établi la liste des groupes
d’holonomie G pouvant advenir pour une variété riemannienne irréductible en étudiant
I'espace K(g) défini plus haut des tenseurs de courbures algébriques a valeurs dans g. En
effet on peut montrer

Proposition 5.2.20 (Cleyton & Swann). — Soit V' une représentation irréductible
d’un groupe de Lie G. On est dans un des trois cas suivants :

(1) K(g) = {0}

(ii) G est un groupe d’holonomie riemannienne de la liste de Berger et V' est la représen-
tation d’holonomie

(i11)) G = Sp(n)U(1) et V = [E ® L] ou E, resp. L, sont les représentations complexes
standards de Sp(n) et U(1).

NB : La preuve de Berger prescrit en méme temps que le groupe d’holonomie sa repré-
sentation sur I'espace tangent. C’est d’elle qu’il s’agit au (ii).
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Maintenant, si G préserve une 3-forme, on ne peut étre dans le cas (iii), et dans le cas
(ii), les deux seules possibilités sont SU(3) et Gy avec leur représentation standard en
dimension 6 ou 7.

Pour une variété NK, on pose G égal comme précédemment au stabilisateur de 1 dans
U(n) : G ¢ U(n) si la 3-forme n’est pas identiquement nulle, i.e. la variété n’est pas
kahlerienne. Par conséquent en dimension supérieure & 8, si la représentation de G sur
I'espace tangent est irréductible, G ne peut pas étre SU(3) et on est dans le cas (i)
de la proposition précédente : K(g) = {0}. Or par la proposition 4.2.11, VR = V Ry
avec Ry € K(g) d'ott dans ce cas VR = 0, c’est-a-dire que la variété est localement
3-symeétrique.

5.3. Espaces homgénes presque hermitiens

Définition 5.3.1. — Un espace homogéne presque hermitien (M, g, J) est un espace ho-
mogene dont la métrique et la structure presque complexe sont invariantes pour [’action
de G et en font une variété presque hermitienne.

Si I’espace homogéne est réductif, elles sont donc identifiées respectivement a un produit
scalaire et un endomorphisme de carré —1 de m, Ad(H )-invariants, notés encore g et J.

Un espace 3-symétrique est bien stir un espace homogéne presque hermitien, la structure
presque complexe étant donnée par

1 V3
S, =—=1Id —J,
pldlroas + =5
Il est aussi réductif par le lemme 5.2.2.

La dérivée covariante V d’une connexion n’est pas un tenseur, en revanche A défini
par Ax = Lx — Vx, si. Il y a donc une correspondance bijective entre les connexions
G-invariantes et les applications A : m — so(m), c’est a dire vérifiant

(5.13) (AX)Y|Z) + (A(X)Z|Y) =0 pour tous X,Y €m

donnée par A(X) = (—Ax),, en identifiant m et T,M. Il s’agit du théoréme de Wang
spécialisé aux espaces homogénes réductifs (théoréme 2.1, p191 de [39]). Si V =V, la
dérivée covariante de la connexion de Levi-Civita, qui est sans torsion, on a de plus

(5.14) AX)Y —AY)X =[X,Y]n pourtous X,Y €m
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La notation m en indice signifie la projection sur ce sous-espace du vecteur indicé. Les
équations (5.13) et (5.14) définissent une unique application A donnée par la formule du
théoréeme 3.3, p201 [39|

1

(5.15) AX)Y = X, Y]w+ U(X,Y)
(5.16) 2(U(X.Y)|Z) = ([2,Y]alX) + ([Z, X]u|Y)

Désormais M = G/H désigne un espace homogéne réductif simplement connexe de
dimension 6. On cherche a quelles conditions il admet une structure presque hermitienne

NK. Or

Proposition 5.3.2. — Soit M = G/H un espace homogéne riemannien de dimension 6,
non isométrique & la sphere standard S®. S’il admet une structure presque complexe NK,
elle est unique et invariante pour ’action du groupe G.

Démonstration. — L’exposé ci-dessous suit le livre [5], surtout les section 5.2 et 5.3.

En dimension 6, les variétés NK sont caractérisées par l'existence d’un spineur de
Killing : si on note XM le fibré des spineurs complexes, il existe o € I'(X M), f € R\{0}
tel que

VXO = ﬁX.O

en notant encore V la connexion induite sur I'(X) par la connexion de Levi-Civita. Quant
au point, il désigne la multiplication de Clifford. Comme on est en dimension paire on peut
scinder o en une partie négative 0~ € X~ M et une partie positive ot € ¥ M, suivant la
décomposition en sous-espaces irréductibles de la représentation de Spin(6). Alors

Vxot = 6X.0~
VXo'_ = ﬁX.U—’_

+

si bien que le conjugué de 0, @ = 0™ — 0~ est encore un spineur de Killing :

Vxo=-0pX7o

De plus et —f sont les seules valeurs possibles car il faut que la courbure scalaire vaille
s = 4’n(n — 1), ot n = 6 est la dimension de M. On définit alors la structure presque
complexe J associée a o par

(5.17) JX.ot @ iX.ot
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aprés avoir vérifié que 'ensemble {X.0 | X € T, M} est un sous-espace complexe de ¥ M
en tout point © € M. A présent si M n’est pas la sphére S% I’ensemble des spineurs de
Killing pour la valeur 3 est de dimension 1 ([5]|, proposition 1, p126) et la structure
presque complexe associée J est NK. Inversement si on se donne une structure presque
complexe NK J sur M, il existe un spineur de Killing tel qu’elle en soit la structure
presque complexe associée (voir [32]). On en déduit qu’il y a une seule structure presque
complexe NK sur M. De plus on peut définir une action du groupe d’isométrie sur les
spineurs. Pour un espace homogéne riemannien, les spineurs de Killing sont invariants et
par conséquent J aussi, par (5.17). ]

Ainsi, tout espace homogéne riemannien de dimension 6 hormis la sphére S¢, muni d’une
structure presque complexe NK est un espace homogéne presque hermitien.

Dans I'examen de la conjecture 5.2.16 en dimension 6 on distingue deux types d’espaces
homogeénes. Les cas ou G et H sont des groupes produits des sphéres S et S*. On veut
démontrer qu’ils se raménent tous au cas de S% x 3 c’est a dire, comme on le verra
a la section suivante, que la variété admet au plus une structure SNK homogéne qui
est de plus 3-symétrique comme on souhaite. Et les cas exceptionnels de l'espace des
drapeaux F(1,2), de 'espace projectif CP(3) et de la sphére S® qu’on sait admettre eux
aussi une telle structure et on voudrait démontrer en examinant la représentation linéaire
isotropique de H qu’il n’y en n’a pas d’autre.

Une telle démarche est systématique :

Proposition 5.3.3. — Soit G/H un espace homogéne SNK de dimension 6. Le groupe
H est contenu dans SU(3).

Démonstration. — D’abord M = G/H est un espace homogeéne presque hermitien, m est
muni d’'un endomorphisme de carré —1 et on le voit comme un espace vectoriel complexe
de dimension 3. Alors Ad(H) C U(m), le groupe des transformations unitaires de m,
exprimant que la métrique et la structure presque complexe sont invariantes, ce qui s’écrit
encore g*w = w, ol w est la forme de Kahler. Puis

g'dw =d(g*w) = dw

Or pour une variété SNK de dimension 6, dw est non nulle, de type (3,0) + (0,3), Ad(H)
préserve aussi dans ce cas une 3-forme complexe sur m et doit finalement étre contenu

dans SU(m). O
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Celui-ci étant compact, de dimension 8, les seuls groupes qui conviennent, hormis lui-
méme, sont U(1) = S, SU(2) = Sp; = S? et leurs produits directs et leurs quotients
finis.

Pour un espace homogéne on a la suite d’homotopie
(5.18) oo = m(G/H) — m(H) — 71(G) — m(G/H) — H/H* — 0
Cela implique que le rang du groupe fondamental de GG doit étre inférieur ou égal a celui

du groupe fondamental de H. Et si on suppose G connexe, H ’est aussi.

A partir de ces considérations on peut établir une liste des groupes H possibles et la
liste, en regard, des couples (G, H), compatible avec ces faits. Il nous reviendra d’examiner
cas par cas a partir de cette liste ce que 'existence de cette application surjective

(5.19) ¢:m(H) — m(G)

impose plus précisement au plongement de H dans G. Pour éviter de citer tous les quo-
tients finis d’un groupe on écrit seulement la liste des algebres de Lie :

Lemme 5.3.4. — Soit G/H un espace homogéne SNK simplement conneze de dimension
6 et soient g et b les algébres de Lie de G et H, respectivement. Elles apparaissent a la
méme ligne du tableau ci-dessous :

(dim b b g |
0 |{0} su(2) @ su(2)
1 |4R iR @ su(2) & su(2)

2 |iR@iR iR & iR & su(2) & su(2)
Ra&iR | su(3)

su(2) su(2) @ su(2) & su(2)

4 [iR®su(2) | (R su(2) @ su(2) dsu(2)
iR @ su(2) | sp(2)

8 |su(3) g2

w

Démonstration. — Cette liste est établie, en commencgant par § jusqu’a su(3) qui doit la
contenir a cause de la proposition 5.3.3, a partir de la liste par ordre de dimension crois-
sante des groupes simples, compacts, connexes : S® ~ SU(2) ~ Sp(1), SU(3), Spin(5) ~
Sp(2), Ga, etc. Le dernier groupe cité est de dimension 14 car SU(3) est de dimension 8
et G/H est de dimension 6.
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Outre les raisons de dimension qui peuvent I’empécher, on se demande quelles algébres
de Lie h sont vraiment des sous-algébres de su(3). C’est bien stir le cas de iR, su(2) et
iR @ iR. C’est encore le cas de iR & su(2) via le plongement

iR@su(2) — su(3)

. 1 0

iwtd = ( 0 A—i.x[g)
o A est une matrice 2 X 2 antihermitienne & trace nulle. En revanche ce n’est plus le
cas de su(2) @ su(2). En effet a partir d’une application ¢ : su(2) @ su(2) — su(3), non
identiquement nulle, en restreignant & chaque facteur on obtient deux représentations
complexes py, po de su(2) de dimension 3 qui commutent. Alors de deux choses I'une : ou
bien une représentation est irréductible et la seconde est triviale, par le lemme de Schur.
Ou bien il existe pour chacune un sous-espace de de dimension 1 et un sous-espace de
dimension 2 invariants, orthogonaux. Cette décomposition est la méme pour p; et p, car
elles commutent et les deux représentations sont nulles sur le premier espace car su(2)
n’admet pas de représentation autre que triviale avant la dimension 2. Par conséquent ¢
est le prolongement par zéro d’une application su(2) Gsu(2) — su(2). Dans ce cas, comme
dans le précédent, elle ne saurait étre un plongement. Enfin ‘R ¢ iR & iR et toutes les
algébres qui la contiennent (en premier iR & iR & su(2)) ne peuvent pas étre plongées
dans su(3) car les sous-algébres de Cartan de celle-ci sont de dimension 2. O

Si G n’est pas simplement connexe, soit 7 : G — G son revétement universel et H' le
sous-groupe de G, 7~ '(H). Alors

Lemme 5.8.5. — Les deuz espaces homogénes M = G/H et M' = G/H' sont iso-
morphes.

Démonstration. — L’isomorphisme est donné par
M — M
9] — [(9)]

qui est bien définie et injective car g et ¢’ définissent la méme classe, ¢'g! € H', si et
seulement si 7(¢')w(g)™t € H, c’est a dire 7(g), m(¢’) définissent la méme classe de M.
Elle est aussi surjective car 7 ’est. O

Si le groupe fondamental de G est fini, G et H' sont encore compactes, 'algebre de Lie
de H', b’ = b est encore incluse dans su(3) et bien sir 'algébre de Lie de G est g. Dans
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la suite on supposera donc que G est simplement connexe (sections 3, 5, 6, 7) ou que G
et H sont des produits finis des groupes S* et S® ou des quotients finis de ces produits
(section 4). Dans le premier cas, comme les groupes sont connexes, la représentation
linéaire isotropique de M, Ad(H), est donnée par la représentation de l'algébre de Lie,
ad(h), sur le supplémentaire invariant choisi. On peut donc finalement se contenter de
chercher les structures presque hermitiennes invariantes des espaces G/H ou G et H sont
les groupes simples, compacts, connexes, dont les algébres de Lie apparaissent & une méme
ligne du tableau 5.3.4.

5.4. Le groupe de Lie S x §3

On se propose ici de chercher toutes les structures NK sur le groupe de Lie S® x S3,
invariantes a gauche. On en connait d’avance une, correspondant a la construction de
Ledger et Obata (voir [40]).

Si GG est un groupe de Lie compact, g son algébre de Lie, g une métrique biinvariante
sur G, on appelle A le sous-groupe diagonal, isomorphe a G, de de G x G x G. L’espace
homogeéne M = G x G x G/A est isomorphe & G x G et on choisit I'identification concréte

GxGxG/A - GxG
[z,y,1] — (z,9)

ou [z,y, 1] désigne la classe de (z,y,1). Toute classe contient un unique triplet de cette
forme donc 'application est bien définie. On choisit alors pour supplémentaire Ad(H )-
invariant de l’algébre de Lie h de A dans g @ g @ g, le sous-espace vectoriel m formé des
vecteurs a composante tangente au premier facteur nulle de telle sorte que la restriction
de g X g X g & m donne une métrique sur M qui n’est pas la métrique produit de G x G
mais le rend naturellement réductif. Maintenant la permutation circulaire de G x G x G
est un automorphisme d’ordre 3 qui induit une structure d’espace 3-symétrique sur M et,
finalement, une structure NK.

Lorsque G = SU(2) ~ S3, si on joint deux bases orthonormées de g et qu’on prolonge
par invariance a gauche, on obtient un repére sur M non orthonormé mais dans le co-repére
associé (eq, ea, es, f1, fo, f3) duquel la forme de Kahler s’écrit

(5.20) w:?(61/\f1+62/\f2+63/\f3)
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Notre but est de démontrer que la structure SNK ainsi décrite sur S® x S est la seule
(bien sir cela dépend de la métrique biinvariante choisie, mais comme SU(2) est simple
elles sont toutes proportionnelles) :

Proposition 5.4.1. — Soit (g, J) une structure presque hermitienne invariante de S3 x
S3. 80 (5% x S3,g,J) est SNK, il est isomorphe, en tant qu’espace homogéne presque her-
mitien, a la construction de Ledger et Obata. En particulier c’est un espace 3-symétrique.

Définition 5.4.2. — Etant donné un co-repére (eq, ea, es, f1, f2, f3) de S®x.S®, on appelle
2-forme canonique, la forme donnée en (5.20).

Les variétés SNK de dimension 6 sont caracterisées par la vérification par la forme
de Kéhler d'une équation différentielle donnée par Reyes Carrion au théoréme 4.9 page
48 de [47| (pour une présentation et une demonstration différentes du méme fait voir
aussi [35] ou le chapitre 4 de cette thése.) On appelle ¢ une 3-forme de type (3,0)+(0,3)
proportionnelle a dw et ¢ 'unique 3-forme telle que v + i¢ est une forme complexe de
type (3,0). On a

(5.21) -2 \w Aw =d¢p
ol A est une constante réelle. Plus précisement
(5.22) dw = 3\

Dés lors on cherche des 2-formes invariantes sur S* x S3 vérifiant (5.21) ou encore des
triplets (w, 1, \) vérifiant (5.21) et (5.22).

Pour faciliter les calculs on introduit un repére approprié dans lequel ’expression de la
forme de Kahler est proche de celle de la 2-forme canonique.

Sur la sphére S? il existe un repére global (X, X5, X3) privilégié, invariant a gauche et
vérifiant

(X1, Xo] = 2X;
[XQ,X3] - 2X1
(X3, X1] = 2X,

En prenant la base duale de ’espace cotangent en chaque point on obtient un repére des
1-formes (eq, ez, e3) tel que

(523) dei = €11 A\ €;12
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en notant les indices dans Z/3Z. On remarque que n’importe quel co-repére obtenu a
partir d’un tel repére par une isométrie directe a encore la propriété (5.23).

Définition 5.4.8. — On appelle co-repére circulaire un co-repére (e, eq, €3, f1, fa, f3) de
S3 x 83 tel que les trois premiéres (resp. les trois derniéres) formes sont nulles en chaque
point sur l’espace tangent du second (resp. du premier) facteur et vérifient (5.23).

C’est, dans un tel co-repére que les calculs seront faits.

Lemme 5.4.4. — Dans un co-repére circulaire (e, es, es, f1, f2, f3), la forme de Kilher
d’une variéte NK s’écrit comme combinaison linéaire de termes « miztes » e; N\ fj 1,j =
1,2,3

Démonstration. — On écrit pour 'instant en toute généralité

3 3 3
w= Z a;i€ip1 N €iya + Z bifis1 N fiza + Z cijei N fj
i=1 i=1

ij=1

Que les coefficients soient des constantes, non des fonctions sur la variété, traduit 'inva-
riance de w. Puis, en exprimant seulement que la forme est non dégénerée, soit wAwAw # 0,
on obtient d’abord

LACB + det C # 0

ol A est le vecteur colonne des a;, 1 = 1,2,3, B le vecteur colonne des b; et C' la matrice
des ¢; ;. Mais pour une variété NK, dw est une 3-forme de type (3,0) + (0, 3). Comme w
est elle-méme de type (1,1), on doit avoir

(5.24) wAdw=0
c’est a dire que w A w est fermée. En fait elle est méme exacte par (5.21). Cela conduit a
'‘CA=0 et CB=0
puis a
YACB =0
Finalement det C # 0, c’est a dire C' et ‘C' sont inversibles et il faut A = B = 0. O

Remarquons que I’énoncé est toujours valide si on remplace « NK » par « quasi-kéhlerienne ».

On peut méme mieux choisir sa base pour que C' soit diagonale :
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Lemme 5.4.5. — Il existe un co-repere circulaire (e1, ea, €3, f1, f2, f3) tel que
(5.25) w:)\161/\f1+)\262/\f2+)\363/\f3

ou les \; 1 = 1,2,3 sont des constantes réelles non nulles.

Démonstration. — Soient M, N deux matrices de SO(3). Partant d’un co-repére circu-
laire (eq, ea, €3, f1, f2, f3) on lui associe le co-repére obtenu en appliquant sur chaque espace
tangent aux 3 premiéres formes la matrice de changement de base M et aux 3 derniéres
la matrice V. Comme remarqué précédemment, c’est encore un co-repére circulaire (cela
revient & appliquer sur chaque facteur du produit une isométrie directe de la métrique
biinvariante de SU(2).) Alors si w s’écrivait dans I’ancien co-repére grace a la matrice C,
son expression dans le nouveau fait intervenir la matrice MC!N. En écrivant C' comme
produit d’une matrice symétrique (donc diagonalisable par un changement de base ortho-
normée) et d’une matrice orthogonale on voit qu’on peut choisir M et N telles qu’elle soit
diagonale. O]

A partir seulement de la forme de Kéahler d’une variété SNK, on peut retrouver la
structure presque complexe, puis la métrique. En effet, par le lemme 4.3.20 et (c3), ¢ est
de type (3,0) + (0,3) par rapport a J si et seulement si il existe une constante positive ¢
telle que

(5.26) Lx AN = cuyxvol
ot vol désigne la forme volume de g.

Cette expression intrinséque de J permet de le calculer dans n’importe quel repére : soit
(X1, Xo, X3, Y7, Y5, Y3) le repére associé a un co-repére circulaire (eq, e, €3, f1, f2, f3) dans
lequel la forme de Kihler s’écrit (5.25). Rappelons la définition (4.25) de Ky : TM —
TM ® A°. En différentiant 'expression (5.25) de w grace aux formules (5.23), on trouve

(5.27) Kao(X1) = (A = A3 = A X1 = 2003Y1) ® s
oll s = e; AeaAes A fi A fa A f3. Pour calculer la constante c on se sert du fait que J? = —Id.

En appliquant K, une nouvelle fois a la partie vectorielle de Pexpression (5.27) ci-dessus,
on trouve

1
e = axy/ =M = M= X 20808 + 2080 + 20803

Dans cette base, J admet donc la matrice

(5 5)
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avec
A2 22— N2 0 0
D=- 0 AZ— 22— )2 0
¢ 0 0 A2 — A2 - A2
et
—2Xo )3 0 0
E=- 0 —223\; 0
¢ 0 0 —2X\1 Ay

On progresse : il est maintenant possible de calculer ¢ sans passer par la métrique,
ce qui va nous permettre de résoudre I’équation différentielle (5.21). Quels que soient les
champs de vecteurs X,Y, Z sur M on a

QX Y, Z) =(JX, JY, JZ) = —4(X,Y, J Z)

Lemme 5.4.6. — Soit (83 x S®,w, J) une variété NK et soit (1, ez, €3, f1, fo, f3) un co-
repére circulaire dans lequel w s’écrit (5.25). Alors (5.21) est équivalente a

1_

(5.28) k)\' = NN =L, — A, Vi=1,2.3
avec
6\2det C
(5.29) =20
c
Démonstration. — Soit (ey, ea, €3, f1, f2, f3) un co-repére circulaire dans lequel w s’écrit,

comme démontré au lemme 5.4.4, > ¢ je; A f; et tel que J est représenté dans le repére

associé par la matrice
D FE
F G

3A(€it1, €itas fi) = —(C'G)i 4

3)\¢(6i7 fj-i-la fj+2) = (DC)%]
puis
3
3\ dﬁ = Z (—CtG + DC)Z'J‘ €itr1 A €i+2 VAN fj+1 A fj+2

ij=1
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Quant au calcul de w A w il fait apparaitre les mineurs d’ordre 2 de C, ¢’est a dire son
inverse. L’équation caractéristique (5.21) s’écrit alors

2k''C™ = -C'G + DC
avec
(5.30) k' = 6)\%det C

Ce n’est rien d’autre que (5.28), en tenant compte de nos simplifications successives. [

On résoud facilement (5.28). Premiérement notons que si tous les \; sont égaux ou
seulement de signes différents les trois équations sont vérifiées a la fois pour k = \| =
A3 = A3. Autrement si on note S = A} + A3 + A3 les A\? doivent d’abord tous vérifier la
méme équation du second ordre

20> — S — k=0

Puis supposons que A? et A3 soient deux racines distinctes et, par exemple, A3 = A\3. Alors
A2)A2 vaut le produit des racines : —g et I’équation (5.28), i = 2 implique k& = 0, ce qui
signifierait que w est dégénérée. Par conséquent toutes les valeurs diagonales sont égales
au signe pres.

Il reste & trancher cette ambiguité. On le fait en introduisant pour la premiére fois la
métrique et en demandant qu’elle soit positive.

D’abord, remarquons que le cas ou les trois signes sont positifs est identique au cas ou
un signe sur trois seulement I’est. En effet on obtient I’'un a partir de 'autre en changeant
e1 en —e; et es en —es (en supposant que Ay, Ay sont négatifs) c’est-a-dire en effectuant
une rotation d’angle 7 autour de es dans le premier facteur. De méme les deux cas restant.

Effectivement, si on étudie la forme quadratique X +— w(JX, X), on voit qu’elle est soit
définie positive si le déterminant de C' est positif, ou définie négative dans le cas contraire.

Proposition 5.4.7. — Soit w une 2-forme différentielle sur S® x S® vérifiant ’équation
différentielle (5.21). Il existe un co-repére circulaire tel que w est un multiple de la 2-
forme canonique. Il est strictement positif si et seulement si w représente une variété
riemannienne NK.

Démonstration. — Pour tout ¢ dans Z/3Z

2 2
W(Jei,el) = _E/\i+1>\z'+2 w(fhel) = E)\1)\2)\3
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1
w(Je;, fi) = E)‘i(/\z? - /\22+1 - )‘?+2)

La forme quadratique X +— w(JX, X) est la somme de trois formes quadratiques de degré
2

’ 2, ,
- (/\i+1)‘i+2m22 - ()‘22 - )‘?+1 - /\22+2)xiyi + )‘i+1/\i+2yi2)a 1=1,2,3

q; =

dont le discriminant est c?, positif, et les coefficients des termes carrés ont le signe de
det C. ]

Ceci achéve en méme temps la preuve de la proposition 5.4.1.

5.5. Espaces homogénes quotients de groupes produits des sphéres

Soit (g,h) un couple d’algébres de Lie dans la liste du lemme 5.3.4. On cherche les
plongements possibles de f dans g a conjugaison prés. En travaillant avec les algéebres
de Lie on écarte provisoirement la question des quotients finis des groupes. Cependant
si G est de la forme (S1)? x G'/T et H = (S")4 x H'/Y ou T' et ¥ sont des groupes
finis et G’ et H' sont simplement connexes, on retient que la surjectivité de ¢ vue en
(5.19) implique premiérement p < ¢, deuxiémement que le morphisme de groupe obtenu
en restreignant au facteur (S')? de H et en projetant dans G sur le facteur (S1)? est
lui-méme surjectif. Au niveau des algébres de Lie cela se traduit, en notant p la projection
sur @ iR, parallélement a € su(2), par

(5.31) hgD @iR est surjectif

Dans cette section on s’intéresse aux espaces homogeénes G/H ou G et H sont des
produits directs de S! et S ou des quotients finis de ces produits. Par conséquent b
doit étre R, iR @ iR, su(2) ou iR @ su(2) et d’aprés le lemme 5.3.4 on a toujours g =
h @ su(2) @ su(2). Cependant on ignore encore si su(2) @ su(2) aparaissant dans cette
décomposition est Ad(H )-invariant.

Proposition 5.5.1. — Soit M = G/H un espace homogéne NK simplement connexe de
dimension 6 avec g et b sommes directes d’algébres de Lie isomorphes a iR ou su(2).
Alors b admet pour supplémentaire dans g un idéal m isomorphe a su(2) ® su(2) et M
est isomorphe a S® x S® muni de son unique structure NK 3-symétrique invariante.

Démonstration. — Un idéal est bien str en particulier ad(h)-invariant et méme Ad(H)-
invariant puisque H est connexe. Considérons chaque cas :
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- g=1R@su(2) dsu(2),h=1iR

D’aprés (5.31), ¢ o p est surjectif, c’est & dire dans ce cas bijectif. L'intersection du
plongement ¢ avec le noyau de la projection p est donc ¢(h) N (su(2) & su(2)) = {0}
et ce dernier est par conséquent toujours un supplémentaire de h dans g, quel que soit
précisément le plongement.

- g=iIR®iR®su(2) dsu(2),h=iR iR

De méme ici m = su(2) @ su(2) convient.

— g =su(2) ®su(2) dsu(2),h =su(2)

En projetant sur chaque facteur su(2) de g on obtient un endomorphisme d’algébre
de Lie de su(2), soit une représentation unitaire de dimension 2 de su(2). Or su(2) n’a
qu’une seule représentation irréductible complexe en chaque dimension. En dimension 2
on ne peut donc avoir qu'un isomorphisme de su(2) ou la représentation triviale. Si les
trois représentations étaient triviales ¢ ne serait pas un plongement. Il y a donc au moins
un facteur su(2) tel que la projection p vérifie comme plus haut : ¢ o p est surjectif et on
prend m égal au noyau de p : la somme des deux autres. C’est encore un idéal.

—g=1iR @ su(2) ®su(2) ®su(2),h = iR o su(2)

Cela résulte de la combinaison des deux arguments précédents pour les facteurs ‘R et
su(2), respectivement, de g.

Un idéal est en particulier une sous-algebre de Lie. La variété M étant simplement
connexe, elle est diffeomorphe a S% x S3. De plus puisque m ~ su(2) @ su(2), on peut
toujours le munir de l'unique (& multiple prés) 2-forme w susceptible de représenter une
structure NK invariante d’aprés les résultats de la section 3. Mais ici H n’est plus tri-
vial et il faut que w soit Ad(H)-invariante pour le plongement précis de H choisi. Par
construction, c’est le cas dés que Ad(H) est inclus dans le sous-groupe diagonal. C’est
de plus une condition nécéssaire, Ad(H) agissant séparément sur chaque facteur de la
somme. Les seules possibilités pour H sont finalement les sous-groupes de S3 : {1}, St et
les quotients finis de S®. En effet un espace homogeéne qu’on écrit M = G/H peut toujours
s’écrire difféeremment M = G’/H' ou G’ est un sous-groupe d’isométries plus petit que G
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mais agissant toujours transitivement sur M et H’ le sous-groupe d’isotropie dans G’ :
H =HnNG.

]

5.6. L’espace des drapeaux

L’espace des drapeaux F'(1,2) d’un espace vectoriel hermitien E de dimension 3 est
'espace des couples (I, p) ou [ est une droite de E et p un plan contenant cette droite. Il
apparait naturellement dans notre liste comme SU(3)/S* x S mais on peut aussi I’écrire
U(3)/U(1) x U(1) x U(1) : un point (I, p) est autrement défini par une base orthonormée
(e1, e, e3) telle que I = Ce; et (e, e2) est une base orthonormée de p; Uaction naturelle de
U(3) sur E induit une action sur les drapeaux dont le groupe d’isotropie en un point (I, p)
est formé d’endomorphismes qui préservent les trois droites complexes Ceq, Cesy, Ceg, ¢’est
a dire d’endorphismes diagonaux dans la base (ej, €2, e3). De fagon équivalente il existe
trois fibrations F'(1,2) — CP(2) a fibres isométriques & CP(1). Sur la fibre de la premiére
c’est la droite qui varie dans le plan, sur celle de la seconde c’est le plan autour de la
droite et sur la fibre de la troisiéme, la deuxiéme droite du plan, Ces, est fixe et la droite
[ varie dans le plan orthogonal et le plan p avec elle autour de e;. En fait chacune de ces
fibrations est la fibration d’un espace de twisteurs au-dessus d’une variété de dimension 4.
Cela permet que F'(1,2) soit muni naturellement de trois structures kihleriennes puis, par
variation canonique de la submersion riemannienne, d’une structure NK (voir [43] pour
la construction d’une variété NK & partir d’une submersion kihlerienne générale, [5] pour
les espaces de twisteurs NK). Pour chercher toutes les structures NK de F'(1,2) on ne
privilégie aucune fibration ou aucune direction complexe associée & un point de ’espace
de drapeaux, on regarde la représentation complexe Ad(H) de H = U(1) x U(1) x U(1)
associée au plongement naturel dans G = U(3). Tous les plongements de H dans G sont
conjugués et donnent lieu au méme espace homogéne G/H en fin de compte car leur image
est un tore maximal. On choisit un supplémentaire m, Ad(H) invariant.

Lemme 5.6.1. — L’espace des métriques invariantes presque hermitiennes de F(1,2)
est de dimension 3.

Démonstration. — La représentation complexe Ad(H) sur m (ou la représentation linéaire
isotropique) est réductible : elle se décompose en une somme de trois représentations
irréductibles. En effet si on représente habituellement U(3) par les matrices unitaires et
le sous-groupe H = S' x S' x S1 par les matrices diagonales, u(3) est I'ensemble des
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matrices anti-hermitiennes et I’ensemble € des matrices avec des zéros sur la diagonale est
un supplémentaire évident de h. Or il est Ad(H )-invariant. En fait si on note

y 0 a b
Va,b,ce C (a,b,c) L] -a 0 ¢
—b —¢ 0
, . ‘ e 0 0
(5.32) Adh<a, b, C) — <€Z(tfs)a’ ez(tfr)b’ ez(sfr)c> oil h — 0 ¢ 0 c i
0 0 e

On le scinde en trois sous-espaces invariants :
[ = {(a,0,0) |a €C}
m = {(0,0,0)|beC}
et n = {(0,0,c¢)|ceC}
On voit par (5.32) que
(5.33) 0,0 =1 [b,m]=m, [p,n] =n

La représentation Ad(H ) restreinte a [, m ou n est irréductible, par conséquent I'espace des
produits scalaires Ad(H )-invariants de £ ou de fagon équivalente I’espace des métriques
invariantes de F(1,2) est de dimension 3. O

De plus on peut calculer

[(a,0,0),(0,b,0)] = (0,0, —ab)
[(a,0,0),(0,0,¢)] = (0,ac,0)
[<07 ba O>7 <0,0,C>] = <_b670a0>
et
iz 0 0
[{a,0,0),(d’,0,0)]= O —iz O ou z = 2Im(aa’)
0O 0 0

et de méme pour m et n si bien que

(5.34) L] Ch, mm]Ch, [n,n]Ch
(5.35) Lm]=mn, [mun]=10[ [nl=m
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Ces relations sont compatibles avec celles calculées par les auteurs de [5] pl41 ou notre
« [@Bm» est noté « m». On considére comme eux le produit scalaire sur u(3) donné par :

(X[Y) = —%Re(tr(XY))

Les trois sous-espaces invariants sont deux a deux orthogonaux, on peut donc appliquer
une homothétie dans chacun et obtenir encore une métrique invariante. En fait on les
obtient toutes de cette facon. On note g la métrique invariante associée aux coefficients
d’homotétie r, s,t €]0; +00[ ¢’est & dire au produit scalaire

(1) =7l o+ s (LD fmxm 4+ EC)

C’est la métrique d’une submersion riemannienne au-dessus de CP(2) muni de la métrique
standard si et seulement si deux paramétres, supposons 7 et s, sont égaux a 1. Alors n
est 'espace tangent a la fibre en lorigine et (5.34) exprime le fait que les fibres sont
totalement géodésiques. Puisqu’il s’agit de la fibration d’un espace de twisteur au-dessus
d’une variété d’Einstein auto-duale de courbure scalaire égale a 24, le théoréme de Hitchin
[34] ou Friedrich [22] dit que (F(1,2),g) est kihlerienne si et seulement si le troisiéme
paramétre ¢ vaut 2. De plus, par un autre théoréme de Friedrich dans [23],

Theoréme 5.6.2. — Soit (M*,g) une variété riemannienne de dimension 4. Si son es-
pace de twisteurs Z = M, muni de la métrique 7 g+tds®, o ds* est la métrique standard
de CP(1), est d’Einstein pour un certain t > 0, alors (M*, g) est auto-duale, d’Einstein,
a courbure scalaire strictement positive R, et t vaut 4—5 ou %.

La variété (F'(1,2), g) est d’Einstein si et seulement si ¢ = 1 ou t = 2. Dans le deuxiéme
cas elle est donc Kéhler-Einstein, dans le premier il s’avére (voir [5], p145) qu’elle est
strictement NK. Comme en dimension 6 une variété NK est kdhlerienne ou d’Einstein
(|27]), les seules possibilités que la variété soit NK dans le cas ot deux paramétres sont
égaux, par exemple r = s, sont finalement t = 2r = 2set t =r = s.

A cause de (5.33), (5.34), (5.35), on cherche une application A : € — so(£), représentant
la connexion de Levi-Civita de g, de la forme

AXWU = aofX,U]

AU)A = BIU,A]
AA)X = 1A X]
AX)Y = AUV =AA)B=0
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ou X,Y el, UV emet A B €n. Par (5.14) on a alors
AODYX = (1-a)U X]
AMAU = (1-B)[A,U]
AX)A = (1=7)[X 4]

En prenant dans (5.13) X € [[Y € m, Z € n puis en permutant circulairement on obtient
les conditions, d’ailleurs suffisantes

at = (1—7)s
(5.36) pr = (1—a)t
s = (L=0)r
Lemme 5.6.3. — Les seules structures presque complexes invariantes de [’espace des

drapeauzx, compatibles avec g, sont celles représentées par la multiplication par +i de
chacun des trois nombres complezes intervenant dans l’écriture des matrices de €.

Démonstration. — On note de la méme facon J une structure presque complexe invariante
de F(1,2) ou 'endomorphisme de carré —1 de ¢ qui la représente. Si on note

VaeC, J{a,0,0)= (V)

et 0
Adm]((l, 0, 0> — <€i(t—5)a/’ ei(t—r)bl’ ei(s—r)cl> pour h— 0 eis 0 cH
0 0 e

Dans I'autre sens
Ady(a,0,0) = (¢9a,0,0)
On choisit de faire s = t. Alors il faut quels que soient r et s
(a0, ) = JAdy(a,0,0) = AdypJ{(a,0,0) = (a’, Y )

car I'égalité centrale doit étre vraie quel que soit h € H. La seule solution est que b’ = ¢’ =
0 quel que soit a € C. On procéde de la méme maniére pour les deux autres sous-espaces
et on trouve que J préserve [, m et n. Sur ces sous-espaces de dimension 2, ce ne peut-étre
que la rotation d’angle &7 par rapport a (.].)|ixt, (-|.)|mxm 01 (-].)nxn. O

On note dans la suite €1, €9, €3 les nombres, égaux a +1, tels que

J{a,b,c) = (e1a, —eab, e3c)
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Puisqu’on connait la connexion de Levi-Civita V on peut calculer V.J. En exprimant qu’il
doit étre antisymétrique :

(VxJ)Y = —=(VyJ)X
on obtient des conditions sur €1, €5, €3 et «, 3, . Les trois sous-espaces étant préservés par
J, (VxJ)Y =0deés que X,Y appartiennent au méme. Les autres cas donnent :

05(62 + 53) = (1 — &)(81 + 83)
(5.37) Blert+es) = (1-0)(e1+e2)
(e te2) = (1—a)(e2 +e3)

Si les trois signes sont égaux a = 1 — «, c’est a dire a = % puis =y = % En reportant
dans (5.36) on trouve r = s = t, c’est a dire que g est un multiple strictement positif de la
métrique NK connue. S’il y a deux signes distincts en revanche toutes les lignes de (5.37)
sont nulles c’est a dire VJ = 0 et selon desquels il s’agit un paramétre dans I’écriture de
la métrique est égal a la somme des deux autres. On appelle ces métriques g, (quand o
est nul — les coefficients de la métrique sont alors s =\, t = et r = A+ p), " (lorsque
B =0) et gy, (v =0), pour chaque couple de nombres strictement positifs (A, ;). On a
démontré la

Proposition 5.6.4. — L’espace des drapeaux peut-étre muni d’une seule métrique stric-
tement NK homogeéne, trois-symétrique, a un changement d’échelle et a isométrie pres,
et des seules métriques kihleriennes homogénes gx ., gh,, €t gx ., A, 1 €]0; +oo[. Ces der-
nieres, lorsque N\ = W, correspondent, a un changement d’échelle prés, a la métrique
kdhlerienne naturelle de espace de twisteur de CP(2), la fibration étant réalisée de trois
fagons différentes a partir de F(1,2).

5.7. L’espace projectif complexe de dimension 3

Dans cette section h = iR @ su(2), g = sp(2), algébre de Lie de Sp(2).

Lemme 5.7.1. — Il y a deuz plongements non equivalents de iR @ su(2) dans sp(2). Le
premier est le plongement standard de u(2) dans sp(2) induit par le plongement naturel de
C dans H. Le deuzieme est donné par la composition des plongements naturels iR — sp(1)
et su(2) — sp(1) et du plongement diagonal sp(1) @ sp(1) — sp(2).

Démonstration. — On cherche les plongements j : iR & su(2) — sp(2). On considére la
représentation complexe p de dimension 4 induite par la restriction de j a su(2). Elle
commute & tout élément X de 'image de iR. Comme tout endomorphisme de sp(2), on
peut voir X comme un endomorphisme complexe via 'inclusion sp(2) C su(4). Il est alors
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diagonalisable et son spectre est de la forme {\i, ui, —Ai, —pi} on A\, u € R car quel que
soit le vecteur propre u de X, ju est un vecteur propre pour la valeur propre opposée.
Si les quatre valeurs propres sont distinctes, p préserve 4 sous-espaces de dimension 1,
c’est-a-dire est triviale et j n’est pas un plongement. Si A = g ou A = —pu, X est la
multiplication dans H? par un nombre imaginaire pur et p est la somme directe de deux
représentations irréductibles de dimension 2, nécéssairement conjuguées. Cela correspond

au premier plongement décrit dans ’énoncé du lemme. Enfin le cas ou A ou u = 0
correspond au deuxiéme plongement car la somme des sous-espaces propres de A et —A
(ou p et —p) est stable par la multiplication par i, j, k. ]

En se limitant aux groupes simples, cela donne lieu & deux espaces homogénes M; =
Sp(2)/St x SU(2) et My = Sp(2)/S* x SU(2) différents. Cependant le premier peut étre
écarté d’emblée :

Lemme 5.7.2. — L’espace homogene My n’admet aucune 3-forme invariante.

En particulier on ne peut trouver aucune structure SNK invariante sur Sp(2)/S*x SU(2)
pour ce plongement.

Démonstration. On représente habituellement sp(2) dans ’espace des matrices carrées 2x 2
a coefficients quaternioniques comme le sous-espace des matrices anti-autoconjuguées :

sp(2) ={A€H(?2)| A+ A* =0}
ot la conjugaison quaternionique est donnée explicitement, quels que soient u,v € C par
H — H
a=u+jv — a"=u—jv
Alors, un supplémentaire Ad(H )-invariant de u(2) dans sp(2), est 'ensemble m des ma-
trices jA + kB ou A, B sont des matrices & coefficients réels, symétriques. On remarque

que [m, m] = u(2) par conséquent M est un espace symétrique. L’automorphisme d’ordre
2 correspondant est la restriction de u + jv — u — jv, u,v € C.

Maintenant puisque ¢ anticommute avec 7, k, le centre de u(2),

0
Z(u(2)) —R( 0 >
agit sur m avec 'unique valeur propre 2¢ et sur /\3m* avec la valeur propre —6i. Par
conséquent il n’y a pas de sous-espace invariant de I’espace des 3-formes pour I'action de
Z(u(2)), ni a fortiori pour celle de 'algébre de Lie u(2) ou du groupe. [J
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Dans la suite on ne considére plus que le deuxiéme plongement décrit dans I’énoncé du
lemme 5.7.1. L’espace homogéne M est isomorphe a CP(3).

En général CP(2n — 1) est isomorphe a Sp(n)/S' x Sp(n — 1). En effet le groupe
Sp(n) agit transitivement sur C?", identifié¢ & H", en préservant les droites complexes et
le groupe d’isotropie en u € CP(2n — 1) de Daction induite est constitué d’endomor-
phismes qui préservent non seulement u mais aussi ju et agissent comme Sp(n — 1) sur
'orthogonal, vu comme H" 1. Pour n = 2, Sp(2) ~ Spin(5) agit transitivement sur la
sphére S* par I'intermédiaire de SO(5) et le groupe d’isotropie est I'image réciproque, par
le revétement & 2 feuillets 7 : Spin(5) — SO(5), de SO(4) i.e. Spin(4). Par conséquent
St ~ Sp(2)/Spin(4) et on définit une fibration CP(3) — S* par le plongement naturel
St x Sp(1) — Sp(1) x Sp(1) =~ Spin(4). C’est en fait la fibration de 'espace de twisteurs
de S* comme expliqué dans [47] p45.

Dés lors si on décompose I'algébre de Lie de Sp(2) en sp(5) = spin(4)dm, m est identifié
a I'espace tangent a l'origine de S*. L’espace tangent a l'origine de CP(3) est lui identifié
A m@®n ou n est un supplémentaire de iR dans su(2) si bien que g = h & m @ n, spin(4)
étant isomorphe a su(2) @ su(2).

m={( 0§ )locm

0 .
=G 0 )la=dothn nyer)
Leur somme € = m & n est un supplémentaire de h. Bien plus, chacun de ces sous-espaces
i0
est préservé par Ad(H). Un élément h € H représenté par ( 60 2 >, u € Sp(1) agit par

On pose cette fois

I’action adjointe comme

0 a 0 eab
Ad, ( a* 0 ) - ( b*a*e " 0 )

sur les éléments de m et 0i0
a 0 e%a 0

sur n. Les deux représentations de H ainsi décrites sont irréductibles, la premiére, de
dimension 4, a fortiori car les représentations de Sp(1) données par la multiplication &
droite ou a gauche dans H le sont. Par conséquent Ad(H)t C € et € = m @& n est une
décomposition irréductible. L’espace des métriques homogénes est de dimension 2 et si on
s’autorise un changement d’échelle elles ne sont plus décrites que par un seul parameétre,
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la courbure scalaire de la fibre, isomorphe a CP(1), de la fibration riemannienne CP(3) —
S*. Autrement dit ce sont les multiples strictement positifs des métriques twistorielles au

dessus de S*, munie de sa métrique standard. Plus précisément, avec le produit scalaire
sur £ donné par (X,Y) = —1Re(tr(XY)) soit par

(o o) (oo p=me@n o5 o) (60 )= yheta)

et m et n sont orthogonaux, les métriques twistorielles sont les métriques invariantes g,
valant (., ) |mxm + £(., ) |axn sur T,M ~ £ En effet on a vu que m est identifié a espace
tangent & S* & Dorigine. C’est lui qui recoit la métrique de la base.

Finalement, & cause des mémes théorémes de Friedrich et Hitchin sur les espaces de
twisteurs en dimension 6 cités a la section précédente on a

Proposition 5.7.3. — Dans la famille (g¢)i=0 de métriques homogénes de CP(3) =
Sp(2)/S* x Sp(1), seules g1, strictement NK 3-symétrique, et go, Kihler-Einstein, sont
des métriques NK. Toutes les métriques NK homogénes sur CP(3) sont des multiples de
celles-ci.

5.8. La sphére de dimension six

Le groupe exceptionnel G5, vu comme le groupe d’automorphismes des octonions, agit
transitivement sur la sphére S®, vue comme la sphére unité du sous-espace isomorphe
a R des nombres imaginaires purs. Le groupe d’isotropie est SU(3). Par conséquent
S6 ~ Gy/SU(3) (voir [47], p4l pour les détails.)

Il y a une seule facon, qui vient d’étre décrite, de construire un espace homogéne
M = G5/SU(3) - i.e. un seul sous-groupe de Gs a conjugaison prés isomorphe a SU(3) —
car les deux groupes sont de méme rang. La représentation d’isotropie est la représentation
standard de SU(3). Elle est irréductible et préserve une unique métrique, a homothétie
prés, et une unique structure presque complexe sur S®. De plus on peut montrer que la
variété presque hermitienne est SNK.

Proposition 5.8.1. — La sphére S8, vue comme 'espace homogéne Go/SU(3), admet
une seule structure presque hermitienne invariante a homothétie pres. Elle est NK, 3-
symétrique.

En revanche, si on part de la variété riemannienne S® munie de sa métrique ronde g, sans
privilégier de structure homogéne, elle admet une infinité de structures presque complexes
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NK. En effet, contrairement a ce qui se passe pour les autres variétés NK, comme F(1,2),
CP(3) et S? x S3, il n’y a pas ici une seule droite de spineurs de Killing qui permettrait
de définir I'unique structure presque complexe compatible avec g rendant la variété NK
(voir proposition 5.3.2). Afin de « compter » ces structures, on utilise 'agument suivant.
A un choix de structure SNK sur (S, g) correspond une maniére de la réaliser comme
I'espace homogéne G5/SU(3), c’est-a-dire un sous-groupe différent, isomorphe a Go, du
groupe d’isométries SO(7) (g étant fixée). Par conséquent :

Proposition 5.8.2. — L’ensemble J des structures presque complexes sur S® compa-
tibles avec g, qui rendent la variété NK, est isomorphe o SO(7)/Gy ~ RP(7).

Démonstration. — Par le travail de Christian Bér [4] (voir aussi le corollaire 4.3.15), les
structures SNK sur une variété riemannienne de dimension 6 sont en correspondance bi-
jective avec des 3-formes différentielles sur le cone définissant une réduction de ’holonomie
a Go. Plus précisément, une structure SNK en dimension 6 est définie par 2 formes w et
1 = Adw, A # 0. Alors la 3-forme sur le cone est

.2 3
p=rdr \Nw+ 5

Or, pour la sphére ronde S, le cone riemannien est simplement R” muni de sa métrique
canonique (& un facteur prés) et une forme paralléle n’est autre qu’une forme constante.
Par conséquent les structures SNK sur (S%, g) correspondent a des 3-formes extérieures
stables p sur R”. Celles-ci forment par définition 4.3.17 un ouvert de A*(R")*, de dimension
35, une orbite de GL(7,R) : O ~ GL(7,R)/G;. Cependant, ce n’est pas n’importe quelle
forme stable qui est acceptable mais il faut que le produit scalaire canonique déterminé
par p (par l'inclusion G5 C SO(T7)) soit le produit scalaire canonique. Par conséquent J
n’est pas isomorphe & O mais & SO(7)/Gy ~ RP(7). O

Une conséquence est que toute structure complexe en un point peut-étre étendue en
une structure presque complexe NK de la sphére.

Fixons dans la suite la courbure scalaire de la sphére : s = 10. Cela correspond a la
convention choisie au chapitre 4, section 1 pour les variétés de Gray : dw est de norme
2. En effet, pour une variété SNK de dimension 6, la norme de Vw = %dw est constante
(c’est la propriété de « type constant », démontrée par Gray [29|) et cette constante k est
liée & la courbure scalaire par s = 15k. Donc les variétés de Gray sont d’Einstein (voir
théoréme 4.2.8), de courbure scalaire égale a 10.

Alors,
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Lemme 5.8.3. — Soient x € S° et J, un endomorphisme de carré -1 de T,.S®, compatible
avec g,. Il existe une structure presque complexe J sur S° telle que (S, g, J) est une variété
de Gray et J vaut J, au point x.

Démonstration. — L’endomorphisme J, définit comme d’habitude une 2-forme
wy = g(Jp.,.) € A*(TFSP)

On choisit aussi une 3-forme 1 appartenant a la sphére de dimension 1, de rayon 2, de
I'espace des 3-formes de T,,S® de type (3,0)+(0,3) par rapport a J,. La 3-forme constante
sur R” donnée par

P(z1) = dr N\ Wy + %¢
définit une réduction de I’holonomie & Go. Par conséquent, par [4], la 2-forme

1
W= 5lop
est la forme de Kihler d’une structure NK sur S°® prolongeant J,, avec ¢ = (dw),. O

[’ensemble des endomorphismes de carré —1 sur 7,S% compatibles avec g, comme dans
la proposition 5.8.3 est la fibre de l'espace de twisteurs riemannien de S°, isomorphe a
SO(6)/U(3). Cependant puisqu’il faut choisir aussi une 3-forme v, 'ensemble des struc-
tures presque complexes NK compatibles avec g est finalement paramétré par SO(6)/SU(3),
ce qui donne une version géométrique de I'isomorphisme

SO(6) _ SO(T)

U3 S G ~RP(7)~ T

Ceci achéve la classification des variétés NK homogénes simplement connexes de di-
mension 6. En passant on a démontré la conjecture 5.2.16 en dimension 6 et d’aprés Nagy
[43], en toute dimension. Les résultats sont résumés dans les théorémes 5.1.1 et 5.1.2.



CHAPITRE 6

ESPACE DE TWISTEURS REDUIT D’UNE
VARIETE PRESQUE HERMITIENNE DE
DIMENSION 6

Ce chapitre aussi, comme le précédent, est issu d’un article [14], ce qui explique sa
structure (par exemple le grand nombre de sections et une introduction, partiellement
redondante avec I'introduction principale de la thése). On a cependant extrait notamment
certains lemmes et propositions a la section 4 qui préparaient le résultat principal de cette
section, le théoréeme 6.4.5, pour les généraliser a d’autres variétés presque hermitiennes
admettant une structure SU(3) au chapitre 3, section 3.

6.1. Introduction

La théorie des twisteurs inventée par R. Penrose (voir l'article fondateur [45]) est un
moyen d’utiliser les techniques efficaces de la géométrie holomorphe pour résoudre des
problémes de géométrie riemannienne ou pseudo-riemannienne.

Soit M une variété de dimension paire m = 2n. On part d’'une variété complexe Z,
donnée avec une submersion a fibres complexes m : Z — M. On associe a tout point j
de Z un endomorphisme de carré -1 de T5(;)M (ou a toute section, une structure presque
complexe de M) en transportant la multiplication par ¢ de 7;Z par I'isomorphisme dé-
pendant du point (7,); : T;2/V; — Tr;yM, ot V est la distribution verticale. Soit Z le
fibré de M dont la fibre au-dessus de = est ’ensemble des endomorphismes de carré -1 de
T, M. On note my : Z — M la projection canonique. On a donc une application ¢ de Z
dans Z, préservant les fibres. D’autre part, il est connu que 2, = 7, *(z) est isomorphe en
tout point a 'espace symétrique hermitien GL(m,R)/GL(n,C) donc admet une structure
presque complexe naturelle intégrable. Alors on demande que ¢ soit injective et que, pour
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tout x € M, la restriction de ¢ a Z, soit une injection holomorphe. Dans ce cas, Z est
appelé un espace de twisteurs complexe de M.

Réciproquement, pour obtenir un espace de twisteurs sur M, on prend Z une sous-
variété de Z telle que la restriction de my & Z est toujours une fibration et pour tout x € M,
Z, est une sous-variété complexe de Z,. On construit une structure presque complexe J
sur Z de telle sorte qu’il soit un espace de twisteurs complexe, avec ¢ l'injection canonique,
si et seulement si J est intégrable. Pour cela on a besoin d’une section de la suite exacte

0>V ->TZ->TZ/V -0

donnée d’habitude par une connexion sur M qui s’étend a Z.

Le parfait exemple d’une telle situation est la fibration a fibres CP(1) de l'espace
projectif complexe CP(3) sur la sphére S* dont les vertus furent découvertes par Atiyah,
Hitchin et Singer dans [3]. Les mémes auteurs ont cherché une généralisation aux variétés
riemanniennes de dimension 4, en posant a priori que Z est la sous-variété de Z constituée
des structures presque complexes compatibles avec la métrique. Cela peut d’ailleurs étre
fait en dimension paire supérieure mais dés la dimension 6 la condition obtenue pour
I'intégrabilité de J est que la variété soit conformément plate tandis qu’en dimension 4
elle a lieu pour toute la riche classe des variétés auto-duales, en raison d’une singularité de
la décomposition en composantes irréductibles, en m = 4, de la réprésentation de SO(m)
sur ’espace des tenseurs de courbure riemannienne abstraits.

O’Brian et Rawnsley |46] regardent, eux, des espaces de twisteurs associés a une G-
structure et une G-connexion. Le cas originel correspond bien sir & G = SO(m) et la
connexion de Levi-Civita. Ils se sont particuliérement intéressés au cas ou G = U(n) : M
étant munie d’une structure presque hermitienne (g, Jy), on demande que les sections de
Z soient compatibles avec g et commutent avec .JJy et on montre section 4 qu’on peut, sans
perte de généralité pour notre probléme ('intégrabilité de [J'), choisir la connexion presque
hermitienne canonique V. Les conditions établies en section 3 porteront non seulement
sur la courbure hermitienne de V mais aussi sur sa torsion qui n’est pas nulle en général,
cette fois.

En dimension supérieure a 10, J est intégrable si et seulement si la variété est localement
conforme a une variété kdhlerienne (LCK) dont le tenseur de Bochner est nul. Ces derniéres
sont intéressantes et leur étude difficile est présentée par exemple dans [12] (voir aussi
[19]). On s’intéresse ici a la dimension 6. On montre que les conditions imposées a la
torsion sont moins strictes puisque outre les variétés LCK, toutes les variétés de type
W, & W, dans la classification de Gray-Hervella [31] les satisfont. Parmi celles-1a il y a en
particulier les variétés strictement « nearly Kéhler » (NK). Mais la forme de la courbure
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de ces variétés en dimension 6 est si particuliére que les conditions imposées en outre a
celle-ci pour que J soit intégrable ne sont finalement satisfaites que par la sphére S°.

Or on montre section 5 que

Theoréme 6.1.1. — Les variétés presque hermitiennes de dimension 6, de type W1 Wy
sont localement conformes a une variété NK.

Ce théoréme et la discussion précédente permettent de conclure :

Theoréme 6.1.2. — Soient M une variété presque hermitienne de dimension 6, Z son
espace de twisteurs réduit, J la structure presque complexe sur Z associée a la connexion
hermitienne canonique : J est intégrable si et seulement si M est localement conforme
a une variété kdhlerienne dont le tenseur de Bochner est nul ou si M est localement
conforme a la sphére S® munie de sa structure NK.

Cet article est dés lors organisé en deux parties, correspondant aux deux théorémes
principaux 6.1.1 et 6.1.2, quasiment indépendantes. C’est la résolution compléte du pro-
bléme soulevé dans la premiére partie qui rendait nécéssaire ’écriture de la seconde.

La méthode utilisée a la section 5 s’inspire de 1’étude des variétés NK de dimension
6. Alfred Gray a montré dans [30] que celles-ci sont soit kédhleriennes soit strictement
NK (SNK). Dans le dernier cas elles ont une réduction naturelle a SU(3). C’est de tenir
toujours un meilleur compte de cette structure SU(3) que sont venus les derniers résul-
tats les concernant. D’abord Reyes-Carrion [47] a montré que la connexion hermitienne
canonique était en fait une connexion SU(3). Puis il a découvert, ce que Hitchin a rendu
explicite [36], que toute I'information pour la structure SU(3), y compris la métrique et
la structure presque complexe, est comprise dans la donnée de deux formes : la forme
de Kéhler w et la forme volume complexe ¥ (ou dans ce cas la différentielle de la forme
de Kéhler dw), ce qui permet de caractériser les variétés SNK de dimension 6 par une
équation différentielle simple portant sur la structure SU(3).

Ici on s’intéresse a d’autres variétés presque hermitiennes de dimension 6 qu’on appelle
spéciales ¢’est-a-dire a d’autres structures U(3) qui induisent une structure SU(3) sur la
variété par I'intermédiaire de dw. Salamon et Chiossi [16], prolongeant le travail de Gray
et Hervella ont classifié les variétés ayant une structure SU(3) en considérant la torsion
intrinséque. Or celle-ci est donnée par la décomposition en types de dw,dWV. Les variétés
Wi & Wy sont alors caractérisées par 2 équations différentielles portant notamment sur la
forme de Lee 6 et on peut montrer que celle-ci est fermée, donc elle représente localement,
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par le lemme de Poincaré, un changement conforme par lequel la variété est issue d’une
variété NK.

Section 6, vue l'invariance conforme de la définition de I'espace de twisteurs, réduit
ou non, on reformule les résultats de la section 5 en considérant des variétés presque
hermitiennes conformes. On laisse ouverte la question de savoir si un théoréme tel que
6.1.1 a lieu en toute dimension et pour d’autres classes de variétés presque hermitiennes,
stables par transformation conforme. Cette question est liée a I'existence des variétés de
type G1, G2 de Hervella et Vidal [33]. On donne seulement un résultat d’existence locale
de variétés de type W1 & Wy & W, de dimension 6 non localement conformes a des variétés
de type Wi & Ws.

Enfin la section 2 est consacrée a des préliminaires.

6.2. L’espace de twisteurs réduit et sa structure presque complexe

Soit Z(n) 'ensemble des endomorphismes unitaires de carré —1 de C". Un élément J
de Z(n) a donc P'inverse J~! = *J mais aussi, comme J? = -1, J=' = —J d’ott J+ J = 0.
Par cette remarque Z(n) est Uintersection U(n)Nu(n) du groupe unitaire et de son algébre
de Lie. La donnée d’un endomorphisme de Z(n) est équivalente a la donnée d’un couple
de sous-espaces complexes orthogonaux (F, F'1), ses sous-espaces propres pour les valeurs
propres ¢ et —i. En classant suivant la dimension p de F, on voit que Z(n) a plusieurs
composantes connexes, chacune isomorphe & une Grassmanienne complexe G,(C"). Le
groupe U(n) agit transitivement par

(9,J) — gJg™*

sur chaque composante connexe qui s’identifie ainsi a 1’espace homogéne U(n)/U(p) X
U(n —p). En particulier la composante correspondant & p = 1 est isomorphe & CP(n —1).
En revanche on élimine les composantes singuliéres correspondant & la multiplication par
i et —i de C™. De plus Z(n) est muni d’une structure presque complexe canonique U (n)-

invariante notée J,,, donnée par la multiplication & gauche par J sur chaque espace tangent

Soit (M, g, Jo) une variété presque hermitienne de dimension m = 2n (NB : par éco-
nomie de notation, on appelle Jy, dans cette section et la suivante, la structure presque
complexe.) L’espace de twisteurs réduit Z de M est le fibré associé du fibré principal
U(M) relativement & I'action de U(n) sur Z(n). Le sous-fibré vertical TV Z (tangent aux
fibres) est muni d’un endomorphisme 7", de carré —1, copié sur J,.
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On adopte les notations suivantes : j désigne toujours un point de Z, m : Z — M est la
projection canonique, z = m(j). Bien sir on peut voir j comme un endomorphisme de carré
—1 de T, M, commutant avec (Jy), et compatible avec g,. Alors ij est la multiplication
a gauche par j dans TjVZ. D’un autre coté on notera par une majuscule J une section de

Z, globale ou locale, c¢’est-a-dire une structure presque complexe sur M ou un ouvert de
M.

Toute connexion de U(M), c¢’est-a-dire toute connexion hermitienne V, définit une
connexion sur Z. On note H la distribution horizontale. Elle permet de compléter JV
en une structure presque complexe de Z : on demande que la restriction de J a T™VZ
coincide avec JV et la restriction & H en tout point j € Z soit le relevé par m, de j
lui-méme, vu comme structure presque complexe de T, M.

N Maintenant si on utilise une autre connexion @ et la distribution horizontale associée
H C TZ, on obtient une structure presque complexe a priori différente 7’. On note

nx = 6){ - ﬁx
pour tout X € T'M.
Proposition 6.2.1. — Deux connexions hermitiennes définissent la méme structure presque
complexe sur l’espace de twisteurs réduit Z si et seulement si leur différence vérifie
(6.1) nx. J] = Jnx, J]

pour tout vecteur X et toute section J de Z, c’est a dire toute structure presque complexe
de M commutant avec Jy.

Démonstration. — Soit U un vecteur tangent en j & Z. On appelle X = 7,(U) sa projec-
tion sur 7, M. Alors il existe une section locale J de Z telle que J, = j, J.(X) = U. Par
définition de la dérivée covariante

U=J.(X)=VxJ+X

ot X désigne le relevé horizontal dans ﬁ[j de X. Cette décomposition est en outre la
décomposition de U en sa partie verticale et sa partie horizontale, qui nous permettra de
calculer JU. Mais de méme N R
U=VxJ+X
D’otut on déduit premiérement que
X=X+VxJ—VxJ=X+[nx,J]

Puis . N

JU =T (VxJ)+JX
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JU=7J"(xJ)+JX
On trouve que deux connexions V et V donnent la méme structure presque complexe si
et seulement si leur différence vérifie

[nJX7 J] = jv[nX7 J]
qui n’est rien d’autre que (6.1), par définition de JV. [

Une question naturelle maintenant est I'intégrabilité de J, en fixant une connexion, ou
une classe d’équivalence de connexions définie par (6.1).

Proposition 6.2.2. — La structure presque compleze J de Z associée a la connexion
V, de torsion T et de courbure R, est intégrable si et seulement si

(6.2) TJX,JY)—-JT(X,JY)-JI(JX,)Y)-T(X,Y)=0

et

(6.3) [Ryxsv — JRixy — JRx.jv — Rxy,J] =0

pour tous vecteurs X,Y et toute structure presque complere J commutant avec Jy.
Démonstration. — Soit N le tenseur de Nijenhuis de J. Comme en (3.8),

(6.4) N(U,V) = i([JU, JV] - JITUV] - T, JV] - [U,V])

pour deux champs de vecteurs U et V de Z. De plus on peut toujours décomposer ces
derniers en la somme d’un champ de vecteurs vertical et d'un champ de vecteurs horizontal
et par linéarité de AV on peut supposer que U est ou bien vertical ou horizontal, et de
méme pour V.

Si U et V sont deux champs de vecteurs verticaux, N (U, V) au point j n’est que le
tenseur de Nijenhuis de 7, appliqué a U;,V;, moyennant 'identification de la fibre Z,
a Z(n). Or celui-ci est nul car la structure presque complexe de Z(n) est intégrable :
N(U, V) =0.

Si V' est un champ de vecteurs vertical et U = X est le relevé horizontal pour V d'un
champ de vecteurs X de M, [X,V] et [X, JV] se projettent tous deux sur 0, ¢’est a dire
sont verticaux, et _ _

JX, TV + X, V] =TV (LzTV)V
Rappelons que pour un tenseur 7 et un vecteur U, de flot (p;)er

d *
EUT = — % o (gOt) T
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Mais J" dépend uniquement du point ol on se trouve : quels que soient j € Z, V € T]-VZ ,

() TV = (90):3V = 0:(j§) (1) V = TV (00)sV

d’ou, en dérivant, £¢J V' = 0. Les choses sont plus compliquées pour la deuxiéme partie
de I'expression

(6.5) TX,TV] - TTX. V] = (L,5T)V

a cause du fait que JX n’est pas projetable donc [J)?, JV], [.75(:, V] ne sont pas verti-
caux. Cependant on peut prouver que (6.5) aussi est nul et par suite N (X,V) = 0. On
trouvera une approche pour la démonstration dans [26], annexe Al.

Enfin si U et V sont horizontaux, on décompose [U, V] suivant la somme directe TV Z @
H :
U, V] =[U,V]"+[U,V]"
Or pour deux vecteurs horizontaux, [U, V]” au point j ne dépend que de U;, V; ('appli-
cation est tensorielle) et vaut

U, V)Y = [Bxy, j]
ou X =m(U), Y = m (V). Par définition de J, au point j, m.(JU) = jX et la partie
verticale de N (U, V) finalement est

(6.6) N(U, V)] = %([ﬁjX,jYaj] - j[EjX,Y,j] _j[EX,jYaj] - [EX,YajD

Pour calculer la partie horizontale, comme N est un tenseur, on suppose que U et V
sont basiques (prOJetables et horlzontaux) i.e. il existe deux champs de vecteurs X et Y
de M tels que U = X et V =Y. Alors la partie horizontale du crochet, appartenant a H
est

(6.7) X, V) = [x,Y]

Les champs de vecteurs J X et JY ne sont pas basiques. En particulier, il n’existe aucune
section J de Z telle que J X =JX. Cependant il en existe telles que cette égalité ait lieu
sur une sous-variété de dimension m de Z et c’est suffisant pour ce calcul. Pour le voir on
a besoin d’un lemme (signalé par Paul Gauduchon, qui I'a déja utilisé dans des situations
similaires) :

Lemme 6.2.3. — Soient M une variété, N une sous-variété de M, x € N. Soient X et
Y deux champs de vecteurs de M tels que
(i) X est nul tout le long de N
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(ii) Y, € T,N
Alors leur crochet de Lie au point z est [X,Y], = 0.

Démonstration. — Le flot de X, (¢¢)ier, est égal a U'identité sur N a cause de (i). Par
conséquent, en tout point y de N la différentielle du flot aussi, restreinte a T'N, est
I'identité de T))N :

YU ET,N (p)U=U

On a donc
d d

(LxY)e=— 2| (p)Yowy=— 5| Ya=0
dt|,_, v dt|,_,

Donnons-nous maintenant une section J de Z telle que
(a) J£:j
(b) (VJ)z =0
Par définition de 7, JY coincide tautologiquement le long de J(M) C Z avec JY quel
que soit le champ de vecteurs Y de M :

YyeM, JY, =JY,

ce qui correspond au point (i) du lemme 6.2.3, pour le champ de vecteur JY — JY et la
sous-variété J(M). D’autre part (b) ci-dessus implique que T;.J(M) = H; donc tout champ
de vecteurs horizontal sur Z vérifie (ii) au point j. Cela implique que [X,JY — JY]; =0
c¢’est-a-dire

[)?7ji>]] = [Xaj\i/]j
mais aussi [j)?,j?]j = [JX, j?]] et comme JX coincide aussi avec JX le long de
J (M),

[jX,j?]j:[j\X/’j\{/]ﬁ [jiv?]j:[ﬁvy]j

On peut désormais appliquer (6.7) a chaque crochet, pour trouver que la partie horizontale
de NV est

P e N T e N T

N(X,Y)h = i([JX, JY] =X, JY] - j[JX,Y] - [X,Y]) = N,(X,Y)



6.3. RESOLUTION DES EQUATIONS D’INTEGRABILITE 169

ou Ny est le tenseur de Nijenhuis de J. Cependant cette expression, contrairement a (6.6),
n’est pas tensorielle en la section J. Pour y arriver on met a profit la formule

Ny(X,Y) = }l(T(JX, JY) = JT(JX,Y) = JT(X,JY) - T(X,Y))

%«ﬁ,x(})y — J(Vx )Y = (VD)X + J(Vy)X)

Par (b), la deuxiéme ligne est nulle au point j pour notre section particuliére et N()’E, 57)?
est le relevé horizontal dans H; de

imx, JY) = JTGX,Y) — jT(X,jY) ~ T(X,Y))

qui doit étre nul par conséquent, pour que J soit intégrable, quels que soient X, Y €
TM. m

En transformant les tenseurs via la métrique en des tenseurs totalement covariants,
(6.1), (6.2) et (6.3) deviennent respectivement

(6.9) T(X,Y,Z) —~ T(JX,JY,Z) — T(JX,Y,JZ) — T(X,JY, JZ) = 0

(6.10) R(X,Y,Z,T)— R(JX,JY,Z,T) — R(JX,Y,JZ,T) — R(X,JY,JZ,T)
+ R(JX,Y,Z,JT)+ R(X,JY, Z,JT) + R(X,Y,JZ,JT) — R(JX,JY,JZ,JT) = 0

6.3. Résolution des équations d’intégrabilité

Pour résoudre ces équations, on complexifie I'espace tangent et tous ses espaces de
tenseurs et on étend les tenseurs 7, n, R par C-linéarité. Chaque vecteur X de Tt M peut
étre décomposé suivant les sous-espaces propres 750, T%! de J, en

X = Xl,O 4 XO,l
Il peut aussi étre décomposé suivant les sous-espaces propres de .J en
X =X;"+ X9

ol X}’O = %(X —1JX) est la projection de X sur le sous-espace propre T}’O de J pour la

valeur propre 7 et X}’O = %(X +1JX) € T?’l est la projection sur le sous-espace propre
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de —1.

On s’attache premiérement a résoudre 1’équation portant sur la torsion, c’est-a-dire
qu’on cherche des conditions nécéssaires pour que, une connexion hermitienne V étant
fixée, la structure presque complexe associée J soit intégrable.

Rappelons que le tenseur de Nijenhuis /N; d’une structure presque complexe J mesure
le défaut pour le crochet de deux vecteurs de type (1,0) d’étre de type (1,0).

0,1 1,0 1,1,070,1
(6.11) N(X,Y); = [X;7Y,7 5
De méme on peut réécrire (6.2)
1,0 1,1,010,1

T(X,5 Y, =0
soit, quel que soit J compatible avec g
(6.12) T(X°, v} 7200 =0
équation équivalente, par conjugaison (puisque 7" est I'extension d’un tenseur réel) a
(6.13) (X9 v z0h =o.
De la méme facon, on obtient que (6.1) est équivalente a
(6.14) (X%, Y 2% =o.

On a vu que J, en tant que section du fibré adjoint so(m), agit sur les espaces de tenseurs,
en particulier sur I'espace des tenseurs 3 fois covariants par

JT(X,Y,Z) = -T(JX,Y,Z) - T(X,JY,Z) - T(X,Y, ] Z)

Comme J est diagonalisable, avec les valeurs propres i et —i sur A!, il I’est encore sur
®* \! avec les valeurs propres 3i (c’est a dire i +1i 4 i), —3i, i(= i 4+ i — 1) et —i. Soit T
un vecteur propre pour la valeur propre 3.

(6.15) 3T(X,Y,Z)=-T(JX,Y,Z) - T(X,JY,Z) - T(X,Y,JZ)

On peut supposer sans perte de généralité que tous les vecteurs aparaissant dans cette
) . A 1 . B R ¥
équation, X, Y et Z sont de « type pur », c’est a dire appartiennent soit a 7', soit a T;".
L’équation (6.15) dit alors que T'(X,Y, Z) est nul sauf si X,Y, Z appartiennent tous les
trois & T’ 3’1. Par conséquent pour des vecteurs quelconques

T(X,Y,Z) = T(X3", v, Z25h
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On verrait de méme que 71" appartient au sous-espace propre pour la valeur propre —3¢ si
et seulement si

T(X,Y,2) =T(X;",Y;", 2;")
et par conséquent (6.12) et (6.13) sont les équations de la somme directe des sous-espaces
propres de i et —i dans @’ AL

Maintenant, pour que la partie horizontale de N soit nulle, T" doit vérifier cette équation
quel que soit J commutant avec Jy. Appelons 7 D'espace des tenseurs de type torsion
qui le vérifient. Il est U(n)-invariant. En effet, J n’est pas en général invariant par un
élément g € U(n) mais envoyé par lui sur une autre structure presque complexe gJg !
commutant avec .Jy. C’est pourquoi pour trouver 7, on décompose ’espace des tenseurs
de type torsion en chaque point en composantes irréductibles de la représentation de U(n)
et on fixe une structure presque complexe J commutant avec .Jy. Si une composante W
a une intersection non nulle avec les sous-espaces propres de J pour les valeurs propres
3i ou —3i, elle n’apparait pas dans la décomposition de 7. Dans le cas contraire, si J
n’a que les valeurs propres ¢ et —: sur W, par invariance, c’est aussi le cas de toutes
les autres structures presque complexes obtenues a partir de J par conjugaison avec un
certain g € U(n), c’est-a~dire appartenant & la méme composante connexe de Iespace
de twisteurs Z. Pour obtenir une condition d’intégrabilité de 7 il suffit par conséquent
d’étudier les sous-espaces propres d’une section J par composante connexe ou bien on
peut chercher des conditions d’intégrabilité partielle de 7, en se restreignant & une sous-
variété connexe de Z. Les conditions obtenues sont éventuellement différentes pour des
composantes connexes distinctes, comme on va montrer que c’est le cas en dimension 8.

Comme on a vu au chapitre 1, il revient au méme de travailler avec T ou 1 =V — v

T(X)Y)=nxY — iy X

On choisit le second, qui est une section de A’ ® so(M) ~ A! @ A%. Décomposons cet
espace sous 'action de U(n).

Al ® A2 — (Al ® H}\Q,O]]) @ (AI ® [)\I,ID
Le premier sous-espace se décompose comme en (3.18) en
Ao ) > ) e U] TeA
Pour le second, on reproduit (2.12) :
)\1,0 ® )\1,1 ~ )\2,1 D U2

Proposition 6.3.1. — Si M est de dimension supérieure a 10, T ~ A* @ A' @ AL, Si
M est de dimension 6, T ~ A @ A' & A @ [A37].
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Le cas de la dimension 8 recoit plus loin, a la proposition 6.3.3, un traitement plus
raffiné.

Démonstration. — Soit J un endomorphisme de carré —1, commutant avec Jy. On dia-
gonalise simultanément J et Jy en chaque point. Soient F' le sous-fibré de TCM ou J
coincide avec Jy, G le sous-fibré sur lequel il vaut —Jy. On a F @ G = TCM et méme

)\1,0 — )\1’OF D )\1’OG
)\071 — )\O’IF D )\O’IG

oit A\MOF est 'ensemble des formes de type (1,0) qui s’annulent sur G, etc. Une autre fagon
de le dire est AYOF = ALO N0 ou 110 est Pespace des 1-formes de type (1,0) par rapport
a J, \'°G = AN 1% etec. On a donc aussi
ll,O — ll,OF D ll,OG
— )\I,OF D )\O,lG

ot ["F est comme on s’y attend l'ensemble des formes de type (1,0) par rapport a J qui
s’annulent sur G, etc.

Les composantes de 7 sont celles qui ne rencontrent pas (O*1'° ni %!, Or
@3l1’0 _ @3)\1,017 @ (QQ)‘LOF ® )\0’1G) ® (Al,OF ® @2)\071G) ® @3)\071G
Examinons premiérement l'intersection de chaque terme de cette somme directe avec
A @ A0,
Le premier, O’A"YF a une intersection non réduite a 0 avec A3° : A>0F. Tl a aussi une
intersection non nulle avec U' qu’on peut noter U'F.

Le deuxieme (O’AF @ A%'G a une intersection non nulle avec A\y' : A20F @ \o'G
(11 est & noter que, comme F et G sont J-stables, orthogonaux, A*°F @ A\*!'G a une
intersection nulle avec A'° car celui-ci est obtenu dans A\*! en faisant le produit extérieur

avec w € \MF & A\MGL)

Enfin les deux derniers sous-espaces \"OF @ (O*A%'G et (O’A%1G ont une intersection
nulle avec A\! @ \*0.

. A . L (21
On procéde de méme pour les composantes de A\! @ ALL. Le sous-espace isomorphe a A3
i . 3 . 3 .
a une intersection non nulle avec ()M : A20F @ A\%'G et UZ intersecte (D" suivant
o F @ NG,

Finalement il semble que tous les sous-espaces irréductibles de A' @ A2, sauf ceux
isomorphes & A', rencontrent le sous-espace propre de J pour la valeur 3i. Cependant il
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faut voir que si les dimensions de F' ou G sont petites, certaines des intersections sont
réduites & 0. Ainsi si F' est de dimension 2 ou 4, A>°F = {0}. Mais alors et pourvu que
M soit de dimension supérieure & 10, G est de dimension supérieure a 6 et \>" rencontre
O’ §'il ne rencontre pas ()*110. O

Corollaire 6.3.2. — Soit (M, g, Jy) une variété presque hermitienne de dimension m =
2n. Une condition nécéssaire d’intégrabilité de J est que M soit localement conformément
kdhlerienne en dimension supérieure a 10 ou de type W1 & Wy en dimension 6.

Démonstration. — Pour une connexion hermitienne %, la partie de la différence n = V-V
dans A' @ u(M)* ~ A' @ [A?°] est fixe, égale a 77 par (1.27). Or les conditions imposées
a T ou 7] pour que J soit intégrable impliquent que les composantes dans Wy ~ [U'] et
Wy ~ [A>'] sont nulles en dimension 6, ainsi que la composante dans W, en dimension
supérieure a 10. ]

La particularité de la dimension 6 vient de ce que dimcF' et dimcG sont toutes deux
strictement inférieures a 6 pourvu que J ne soit pas Jy, ni son opposé. Alors A\MOF, A\%1G
sont de dimension 1 ou 2 et A>°F, A\%3@ sont réduits a 0. En dimension 8 c’est encore le cas
si dimcF = dimcG = 4 ¢’est a dire si J et Jy déterminent la méme orientation. Appelons
Zy le sous-fibré de Z engendré par ces sections et Z5 le sous-fibré supplémentaire. Or les
composantes connexes de Z sont exactement caractérisées par les dimensions des sous-
espaces F' et G, car il faut voir Jy comme la multiplication par i. On en déduit que Z;
est connexe tandis que Z; a deux composantes connexes correspondant respectivement a
dimcF =2, dimcG = 6 et dimcF = 6, dimcG = 2. Si J est une section de Z,, un parmi
MNOF X3, selon les cas, est non réduit a 0 par conséquent, quel que soit le tenseur
T de [M\*Y], il existe J € Zy tel que T ne vérifie pas (6.2). Ce qui nous intéresse alors
en cette dimension sont plutot les restrictions notées J;, Jo de J & ces sous-fibrés. Soit
M une variété presque hermitienne de dimension 8. On note 7; (resp. 73) le sous-espace
de D'espace des tenseurs de torsion abstraits dont les éléments vérifient (6.2) quelle que
soit la section J de Zy (resp. Zs), c’est-a-dire correspondant a une condition nécéssaire
d’intégrabilité de J; (resp. Ja).

Proposition 6.3.3. — En dimension 8, T ~ N'@A' @A S[N>C] mais T, ~ A" A @A
Corollaire 6.3.4. — Soit M de dimension 8. La structure presque complexe Ji de Zy

est intégrable seulement si la variété est de type Wy @ Wy mais pour que Jo soit intégrable
il faut que M soit localement conformément kahlerienne.
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Aucun travail supplémentaire n’est nécéssaire pour réduire (6.1) qui est identique a
(6.2) a ceci prés que 7 vit dans le sous-espace A' ® [AM!] de A' ® A%. On en déduit que
deux connexions hermitiennes définissent la méme structure presque complexe de 'espace
des twisteurs réduits si et seulement si leur différence est dans A' @ Al. On définit de
cette facon une relation d’équivalence sur les connexions hermitiennes de (M, g, Jy) de
telle sorte que la construction de J sur I’espace de twisteurs réduits est une injection de
I’ensemble des classes d’équivalence dans 1’espace des structures presque complexes de Z.
L’énoncé suivant groupe les deux résultats

Proposition 6.3.5. — La structure presque complexe de Z associée a une connerion
hermitienne ne peut étre intégrable que si cette connexion appartient a la méme classe
d’équivalence que la connexion hermitienne canonique V. De plus il faut que la torsion
de ¥ appartienne a A* ~ Wy en dimension supérieure a 8 ou ¢ A' @ [N>°] ~ W, & W,
en dimension 6.

On est donc fondé dans la suite (recherche de conditions suffisantes) a s’intéresser
seulement a la connexion hermitienne canonique V.

On veut maintenant résoudre 'équation (6.3) portant sur la courbure. Soit R la courbure
de V. De méme que pour la torsion, 7 était le plus gros sous-espace U(n)-invariant tel
qu’une structure presque complexe J commutant avec Jy, agissant sur les tenseurs de type
torsion, n’y ait que les valeurs propres ¢z et —¢, jamais 3¢ ni —3i, de méme R, ’ensemble
des tenseurs qui vérifient (6.3), est I'espace, isomorphe a la représentation A? @ [AV!]
de U(n), des tenseurs de courbure hermitienne abstraits, a 'exclusion des composantes
irréductibles qui admettent 44, comme valeur propre de J. En effet J agit sur A\? ® \?2
avec les valeurs propres 0, £2i, +4i et (6.3) peut étre réécrite

(6.16) R(XMO v 0 70 110y — ¢

Si on note p, ¢ les projecteurs de A\? ® \? définis par
p(R)(X.Y.Z.T) = R(X}". Y, 2, T} ")
(R)(X.Y. 2,T) = (X3 Y, 25" 15"

le sous-espace propre pour la valeur propre 4i est 'image de p (d’équation p(R) = E)
tandis que le sous-espace propre pour la valeur —4i est Im(q). Par conséquent la somme
des sous-espaces propres des valeurs propres restantes, 0 et £27, est l'intersection des
noyaux de p, ¢ et R est dans celui-ci le sous-espace des tenseurs réels (un tenseur réel R

qui vérifie p(R) = 0, c’est a dire (6.16) vérifie automatiquement g(R) = 0.)
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On décompose A? @ [A1!] sous I'action de U(n) :
A2 [)\1 1] [[)\2 OH ® [)\1 1] D [)\1,1] ® [)\1,1]
La décomposition en composantes irréductibles des deux sous-espaces intervenant dans
la derniére décomposition est donnée par (2.13) et (2.14) respectivement, en dimension

supérieure a 8, et (2.15), (2.16) en dimension 6. On examine l'intersection de chaque
composante avec ()10 et ()01,

®4l1,0 — ®4>\1,0F D (®3>\1,0F ® AOJG) D (@2)\170F ® @2/\0’1G)
® ()\l’oF ® @3)\0’1G) @ @4)\0’1G

4 . . A 4
— O AMF n’a d’intersection non nulle qu’avec A*° @ A2%. De méme () A*'G ne nous
intéresse pas.

~ O’AYF ®A%'G a une intersection non nulle avec A" (égale a A3 F @ \'G) et avec
V2 (isomorphe a U'F @ \>1G.)

~AOF @ O’ A1@ est le conjugué du précédent.

~ Enfin O°AYF @ O°A%!'G a une intersection non nulle avec A\o? (\20F @ \°2G), V!
(A20F @ 022@G), VT et 03? (0*°F @ 0°2G).

Par conséquent les composantes qu’il faut éliminer sont [A>'], [V2], [2e?], [V'], [o07],
en dimension supérieure & 10 et [V2], [V'], [0o?] en dimension 6.

Cependant,
Proposition 6.3.6. — Soit (M, g, J) une variété presque hermitienne de type Wy & Wy,

de dimension 6. Les composantes dans [V'] et [V?] de la courbure R de la connexion
hermitienne canonique V sont nulles.

Démonstration. — Soit une variété de type Wy & W,. Les composantes de la torsion
intrinséque dans W5 et W3 sont nulles,
(6.17) n=&+7

Par consequent (1.39) devient

= b([§,¢] — a(VE) — a(VV) — a(&.€)
(6.18) +E 9]+ [0, €] — a(0.8) — a(€.0) + [9,9] — a(VY) — a(0.9))
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Comme V est une connexion hermitienne, Vx¢ € W, c¢’est-a-dire V¢ est une section de
A @ W, ~ A' @ [\*°]. De méme V¥ en tout point vit dans un espace isomorphe, comme
espace de représentation de U(n), & A' ® A! car W, ~ Al. Puis, les tenseurs a(£.€) et
€, €] vivent dans un espace isomorphe a [A*] @ [A3°] ; les tenseurs a(9.€), a(£.9), [, V] et
[0, €] dans un espace isomorphe a A' @ [A*°], enfin a(d 9) et [¢,9] vivent dans un espace
isomorphe a A' ® A'. Or par (1.40),

(6.19) R=TRy+ R

ot B dépend algébriquement de b(R) et Ry € K(u(n)) est un tenseur de type courbure
kahlerienne. On décompose les divers espaces de représentation :

(6.20) AMoAN =DNTeRo [N e [*°])®R
A @[N] = [V e Ml e '] @ (3]
ot V3 est la représentation irréductible (complexe) de poids dominant (2,1,1,0,...,0).

En dimension 6, [A*°] et [A3"] sont réduits a {0} dans la derniére décomposition. De
plus,
N Te =D TeReR

Enfin la décomposition de IC(u(n)) est donnée par (2.18). On voit qu’aucun de ces sous-
espaces ne contient une composante isomorphe & [V;'] ou [V{] par conséquent les com-
posantes correspondantes de R sont nulles. Il

Par ailleurs seul R a éventuellement une composante non nulle dans [05] par consé-
quent, en dimension 6, la condition porte indifféremment sur la courbure hermitienne ou la
courbure riemannienne. C’est ce qui autorise I'interprétation de O’Brian et Rawnsley dans
[46] en termes de tenseur de Bochner généralisé tel que défini par [51] pour la courbure
riemannienne de toute variété presque hermitienne.

Theoréme 6.3.7. — Soit M une variété presque hermitienne de dimension 6 et V une
connezion hermitienne. La structure presque complere J de U'espace de twisteurs réduit
associée a 'V est intégrable si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites
(i) La connexion V définit la méme structure presque complexe que la connexion hermi-
tienne canonique V ;

(i) La variété est de type W1 & Wy ;

(iii) Le tenseur de Bochner est nul.

En particulier, par (4.13) pour une variété de Gray, (iii) implique que R est le tenseur
de courbure de la sphére SS.
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Corollaire 6.3.8. — L’unique variété strictement NK dont ’espace de twisteurs réduit
est muni d’une structure presque complexe J, intégrable, associée a la connexion hermi-
tienne canonique, est la sphére S°.

En dimension supérieure & 10 la variété doit étre localement conformément kéhlerienne,
ce qui correspond a £ = 0 dans (6.17). Par conséquent, compte-tenu de (6.20), la condition
est 1a encore réduite a annulation de la composante dans [05°]. En outre, la méme
remarque précédant le théoréeme 6.3.7 est valable. Comme de plus le tenseur de Bochner
est un invariant conforme on a

Theoréme 6.3.9. — Soit M une variété presque hermitienne de dimension supérieure
a 10. La structure presque complere J de lespace de twisteurs réduit, associé a une
connezion hermitienne V est intégrable si et seulement si

(i) V définit la méme structure presque complexe sur Z que la connexion hermitienne
canonique V

(ii) M est localement conforme a une variété kihlerienne dont le tenseur de Bochner est
nul

C’est le résultat obtenu par O’Brian et Rawnsley. Il reste valable en dimension 8 &
condition de se restreindre a la sous-variété Z, de Z définie plus haut.

6.4. Variétés de type W, & W,y

La question posée dans cette section est : toutes les les variétés de type Wi & Wy, de
dimension 6, sont-elles localement conformément NK 7 Autrement dit, pour ces variétés,
la forme de Lee, 6 représente-t-elle toujours un changement conforme local, c’est a dire
est-elle fermée (localement exacte) ?

Par le travail fait au chapitre 3, section 2, les variétés de type Wi & Wy & W, sont
caractérisées par

do=v+wAb
ot € [N et 6 € A et parmi celles-1, les variétés de type Wi @ W, sont celles vérifiant
(6.21) T=E+0.

A titre de comparaison, les variétés de type Wy @ W, sont caractérisées par

dw=wAN_0.
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De cette derniére équation on tire, en différentiant
0=dw=wAdf

De 1a que, en dimension supérieure ou égale a 6, 6 est fermée (localement exacte) et les
variétés de la classe Wy & Wy sont localement conformes & des variétés de type Ws. En
particulier Vw € W, si et seulement si la variété est conformément kihlerienne, comme
il est bien connu. En dimension 4 a contrario, toutes les variétés presque hermitiennes
sont de type Wy & Wy et de type Wy si et seulement si la structure presque complexe est
intégrable.

On donne maintenant la définition suivante

Définition 6.4.1. — On appelle « spéciale » une variété presque hermitienne telle que
la norme de ¢ = (dw)>° est constante, égale a 2.

Or on peut toujours supposer pour notre probléme qu’une variété Wy & Wy est spéciale,
localement autour d’un point ol ¢ n’est pas nulle. En effet, d’abord la classe Wy @ W,
est stable par un changement conforme (voir [31].) Puis, si on substitue ¢’ = fg a g, ou
f est une fonction strictement positive sur la variété, w est remplacée par w’' = fw et

dv' =d(fw) = df Nw+ fdw
daf

= (7+9)/\fw+fw

Par conséquent 6 est remplacée par la 1-forme cohomologue 6’ = 6 + % (en particulier 6

est fermée si et seulement si 6’ I’est), ¥ par E/ = f1 et sa norme par
[ |y = fldly = f2[Ylg
Localement sur un ouvert ot ¢ ne s’annule pas on peut donc choisir f pour que la norme
—/
de ¢ = (dw')*° par rapport a la nouvelle métrique ¢’ soit constante égale & 2.

De plus, en dimension 6, ce ne peut-étre que par ce changement conforme, ou un
changement proportionnel, qu’on transforme si possible la variété de type Wi & Wy en
variété NK ou de type Wi. En effet le changement conforme est donné par le rapport
des normes de ¥ et ¢’ comme on vient de voir. Or les variétés NK non kéhleriennes en
dimension 6 sont de « type constant » ¢’est-a-dire ont Vw ou 1/ de norme constante. Cette
discussion est résumée dans le

Lemme 6.4.2. — Les propositions suivantes sont équivalentes
(i) Les variétés de type W1 @& Wy, de dimension 6 sont localement conformément NK
(11) Les variétés de type Wy @ Wy spéciales de dimension 6 sont NK.
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On se restreint dans la suite aux variétés de type Wy @& W, spéciales de dimension 6.
L’intérét est qu’on peut s’appuyer sur cette 3-forme qui ne s’annule jamais pour obtenir
des restrictions sur la géométrie de la variété, en s’inspirant des méthodes utilisées pour
les variétés SNK. En premier lieu on dispose sur M d’une structure SU(3) en posant,
comme pour les variétés de Gray, 1) = 1.

On peut appliquer les résultats du chapitre 3, section 3. Cependant la situation est
plus favorable que dans le cas générique car la structure SU(3) n’est pas quelconque par
rapport a la structure presque hermitienne mais la 3-forme 1) est issue de la différentielle
de la forme de Kéhler dw comme sa partie de type (3,0)+(0,3). Alors le lemme 3.3.14
s’explicite en

Lemme 6.4.3. — Pour une variété presque hermitienne spéciale de dimension 6, ny = 0,
i.e.
(dw)2’2 =1 ANw

1,1 , .
avec vy € [Ny'], et my est constante égale 4 —3.

Remarque

Une démonstration du lemme 3.3.14 faisait intervenir le tenseur de Nijenhuis via la
formule (3.66) pour des formes de type (3,0) ou (0,3). Appliquée maintenant & une 2-
forme a € \29,

(da)t? = Ni#a + No#a
Plus précisément,
(da)y® = Notta

En effet, soit (X,Y,Z) un repére orthonormé de T'°M. Alors (X,Y,Z) est un repére
orthonormé de 7' M.

(d)*(X,Y,Z) = a(X,N(Y,2))

— a(X, MY Z))

car N1(Y,Z) est colinéaire & X (le tenseur réel N; est totalement antisymétrique.) Par
conséquent, pour une variété presque hermitienne (do)y? est nulle quelle que soit a de
type (2,0) si et seulement si No = 0. Les variétés de type Wy @ W, vérifient de surcroit

(dw)y® = 0. C’est ce qui autorise la construction par Salamon (dans [48], p44) d’un
sous-complexe du complexe de de Rham pour ces variétés.
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Proposition 6.4.4. — Soit M une variété presque hermitienne de type W1 ® W, spéciale
de dimension 6. Il existe k € A! telle que

(6.22) dp =k NY
(6.23) dgb:fi/\qﬁ—gw/\w

Démonstration. — On applique la proposition 3.3.16, (ii) pour obtenir la partie de type
(3,1)+(1,3) de dyp, d¢ :

(d)™ = kAP
(dp)* = kAo
ou K = —(Jo + 0). En ce qui concerne la partie de type (2,2), pua = v, = 0 par la
proposition 3.3.13 puis my, n; sont donnés par le lemme 6.4.3 :
(dy)** = 0
2
(dp)*? = —gw/\w
On obtient (6.22), (6.23) en additionnant les deux équations. O

On peut maintenant énoncer le

Theoréme 6.4.5. — Soit M une variété de type W1 & Wy & Wy c’est-a-dire vérifiant
(6.24) dw=1v+wAb

(i) (d)?? =0 si et seulement si (df)! =0
(ii) Et si M est de dimension 6, No = 0 ou wy = 0, i.e. M est de type W1 & Wy si et
seulement si elle est localement conformément NK.

Démonstration. — Le premier point résulte simplement de la différentiation de I’équation
caractéristique (6.24)
(6.25) O=dy+yYNO+wANdb

La 4-forme w A df se scinde suivant les types en
wAdl =wA (dO)*° +w A (dO)!
Le dernier terme est nul si et seulement si di est de type (3,1)+(1,3).



6.5. VARIETES PRESQUE HERMITIENNES CONFORMES 181

Pour prouver le deuxiéme point on se place dans les hypothéses de la proposition 6.4.4
en se ramenant aux variétés spéciales grace au lemme 6.4.2. Par (6.22), di) est de type
(3,1)+(1,3) donc (i) s’applique :

(d) =0
En outre, en différentiant, on obtient
0=d*)=drx A
ce qui implique que dk est de type (1,1) car Papplication
[[)\270]] N A5
a — aAY

est bijective. Mais alors on a aussi do A ¢ =0 (il n’y a pas de forme de type (4,1)) et en
différentiant maintenant (6.23), en tenant compte que ) A w = 0,

4
0 = —/f/\dgzﬁ—gdw/\w

2 Aw A 49/\ A
= “RAWAw—-0ANwAw
3 3

2
= 5(5—29)/\w/\w

Par conséquent 6 = %f@ et df est de type (1,1) c’est-a-dire, finalement, nulle.

Comme on a supposé que la variété était spéciale, ¢’est-a-dire la norme de la 3-forme 1
déja constante, on doit montrer que cela implique que 6 aussi est nulle. Or (6.25) devient
maintenant di = 0 A et (6.22), dip =20 Ap d'ott § A p = 0.

Réciproquement Gray et Hervella [31] ont montré qu’une variété localement conforme-
ment NK est de type W, & Wi.

Les équations (6.22) et (6.23) sont finalement les équations caractéristiques d’une variété
de Gray (4.3). Toute variété presque hermitienne de type W; & Wy spéciale de dimension
6 est strictement NK et par le lemme 6.4.2 toute variété de type Wy & W, de dimension
6 est localement conformément NK. O]

6.5. Variétés presque hermitiennes conformes

De ce théoréme et du corollaire 6.3.8 découle le théoréme annoncé 6.1.2. Mais c¢’est aussi
une piéce d’un probléme plus général.
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Gray et Hervella [31] ont défini 16 classes @,., Wi, 1 C {1,2,3,4} de variétés presque
hermitiennes en décomposant le tenseur V.J (ou Vw, ces deux tenseurs étant interchan-
geables, via la métrique, pour ce probléme) sous l'action du groupe de structure U(n). Or
ils remarquent que 8 parmi ces classes, celles dont la définition comprend Wy, sont inva-
riantes conformes et que VI C {1,2,3}, @,.; Wi ® Wy contient non seulement les variétés
de de la classe plus petite €, ., W; mais encore toutes les variétés localement conformes a
des variétés de ce type. La question se pose alors si ces derniéres épuisent toute la classe.

Par le théoréme 6.4.5 la réponse est positive en dimension 6 dans le cas de Wy @ Wy,
On a vu au début de la section 5 que Wy & W, était de méme constituée seulement
de variétés localement conformément Wy (presque kihleriennes ou symplectiques) et que
W, ne contenait que les variétés localement conformément kédhleriennes, en dimension
supérieure a 6.

Au contraire il existe des variétés hermitiennes, c¢’est-a-dire dans la classe W3 @ Wy, non
localement conformes a des variétés de type W3. En effet soit M le produit d’une surface
de Riemann S, de forme de Ké&hler wy, et d’une variété hermitienne N de dimension 4
(une surface complexe) non LCK (c’est le cas génériquement). La forme de Kéhler w; de
N veérifie donc dw; = 67 A wy pour une 1-forme #;, non fermée par hypothése. Alors la
forme de Kéahler de M = S X N est w = wy + wy et on vérifie que la forme de Lee est
0= %6’1, telle que df # 0.

De plus on s’appréte a donner (voir corollaire (6.5.9) ) un résultat d’existence locale de
variétés de type Wy @& Wy & W,y de dimension 6 non issues de variétés semi-kihleriennes
par un changement conforme c’est-a-dire vérifiant (6.24) mais 1a encore df # 0.

Afin de donner une formulation intrinséque de ces résultats, on considére des variétés
presque hermitiennes conformes, au sens suivant. Soient une variété M, de dimension m.

Pour tout £ on note £F et on appelle fibré des scalaires de poids k le fibré associé de
GL(M)

LF = GL(M) X | goypeim R

de sorte que le fibré des scalaires de poids 0 s’identifie & M x R et £¥ ® £! = £, Une
structure conforme sur M est la donnée d'une classe conforme de métriques C' ou encore
d’une section ¢ de S*(T*M) @ L2 telle que pour tout vecteur X non nul, ¢(X, X) est
strictement positif (c¢’est-a-dire s’écrit [ ® [ pour une section non nulle I de £). Le lien
entre ces deux définitions est que le choix d’une métrique g dans C' correspond & une
trivialisation ou une section [ de £ qui permette d’écrire

g=c®
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La structure conforme c fournit les isomorphismes
™ — A o2
X - X€
et
A - TM®L?
a — o

analogues des « isomorphismes musicaux » X — X’ et o — af dans le cas riemannien. La
compatibilité entre une métrique et une structure presque complexe, telle qu’elle définit
une variété presque hermitienne, si elle a lieu pour une métrique de C', a lieu pour toutes
les métriques de la classe. C’est pourquoi

Définition 6.5.1. — On appelle variété presque hermitienne conforme une variété M
munie d’une structure conforme c et d’une structure presque complexe J compatibles au
sens que

VX, Y e TM, c(JX,JY)=c(X,Y)

De fagon équivalente il existe une réduction du fibré des repéres a CU(n), identifié
canoniquement & R* x U(n). En I’absence de métrique on ne dispose plus de connexion
de Levi-Civita mais de connexions de Weyl : soit D la dérivée covariante d’une telle
connexion, linéaire, sans torsion et préservant c. On regarde DJ € A' ® co(M). En fait
VX € TM, DxJ est antisymétrique (relativement a ¢ ou a toute métrique de la classe
conforme), c’est-a-dire appartient a so(M ), bien défini méme en I’absence de métrique. De
plus en dérivant J? = —Id on obtient qu’il anticommute & .J. Par conséquent DJ € A' ®
u(M)* (ot orthogonal est toujours pris dans so(M)). En restreignant la représentation
de CU(n) a U(n) on peut décomposer cet espace en composantes irréductibles comme en
(3.18) dans le cas riemannien. Or les sous-espaces W, sont aussi invariants sous 1’action
de R% donc il s’agit finalement de la décomposition en composantes irréductibles de la
représentation de CU(n). Choisissons maintenant une connexion de Weyl différente D’.
On cherche & comparer DJ et D'J. Chacune de ces deux connexions induit une connexion
linéaire sur £, notée respectivement D et D’. On peut calculer D ou D’ connaissant D
(resp. D) par un analogue de la formule de Koszul :

2e(DxYZ) = Dx(c(Y,Z2))+Dy(c(X,Z)) —Dz(c(X,Y))
+c(Z,[X,Y]) — (Y, [X, Z]) — (X, Y, Z])
On appelle 7 la 1-forme telle que, pour [ € L
(Dx — D'x)l =27(X)I
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Alors
c(D-D"NxY,Z)=7(X)c(Y,Z)+7(Y)e(X,Z) — 7(Z)e(X,Y)
soit
(6.26) (D—-DxY =71(X)Y +7(YV)X — (X, Y)7°
puis

c(D—-DNYxD)Y,Z2)=7Y)e(X,JZ) = 7(Z)e(X, JY) +7(JY)c(X, Z) — 7(JZ)c(X,Y)
c’est-a-dire, en identifiant so(n) et A ®@ L2,

(6.27) (D—-D"xJ=XNJr+JX AT

Par conséquent on voit qu’en changeant la connexion de Weyl on ne change pas les trois
premiéres composantes de D.J (c’est exactement ce qu’ont démontré Gray et Hervella, en
se retreignant aux structures de Weyl fermées c’est-a-dire coincidant localement avec la

connexion de Levi-Civita d’une métrique de C') mais seulement la quatriéme, appartenant
a Wy. D’ailleurs on peut toujours modifier D pour que celle-ci soit nulle :

Proposition et définition 6.5.2. — Soit (M, c, J) une variété presque hermitienne con-
forme. Il existe une unique connezion de Weyl, notée D’ telle que la composante de D”.J
dans Wy est nulle. On appelle cette connexion la connexion associée a J de la variété
presque conforme.

Démonstration. — Soit une connexion de Weyl quelconque D. Il existe une 1-forme 7 telle
que la composante dans W, de DJ peut s’écrire (voir (3.27) pour I’analogue riemannien)
L(D)=JX" An+ X" AJn

Il suffit alors de poser, en s’inspirant de (6.26)
DY = DxY —n(X)Y —n(Y)Z + (X, Y)n°
Alors par (6.27), L(D?) = L(D) — (D — D?)J = 0. O

On est alors fondé a définir 8 classes de variétés presque hermitienne conformes de telle
sorte que la classification ne dépende pas du choix d’une connexion de Weyl.

Définition 6.5.3. — Soit (M,c,J) une variété presque hermitienne conforme. On dit
qu’elle est de type (ou qu’elle appartient a la classe) W€, oo W =@, ., Wi, I C {1,2,3},
st pour toute connexion de Weyl D, DJ est une section de W & Wj.

i€l

On a évidemment
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Proposition 6.5.4. — Soient (M, ¢, J) une variété presque hermitienne conforme et g €
C, la classe conforme définie par c. La variété presque hermitienne (M, g, J) est de type
D, Wi @ Wy si et seulement si (M, c,J) est de classe @,.; W¥.

De plus on donne la définition suivante

Définition 6.5.5. — Une variété presque hermitienne conforme (M, c, J) est dite fermée
(resp. exacte) si la connerion associée a J est fermée (resp. exacte) en tant que structure

de Weyl.

Rappelons qu'une structure de Weyl D est fermée (resp. exacte) si pour une métrique
g € C, la 1-forme 1 qui mesure la différence avec la connexion de Levi-Civita V comme
en (6.26)

(V= D)xY =n(X)Y +n(Y)Z — ¢(X,Y )}

est fermée (resp. exacte). La 1-forme 7 s’appelle la forme de Lee de (D, g) et la définition
d’une structure de Weyl fermée ou exacte ne dépend pas de la métrique choisie dans la
classe conforme car la forme de Lee de (D,g = €?/g) serait ' = 1 + df, cohomologue
a la premiére. Or pour la connexion associée a .J, la forme de Lee de (D7, g) est égale

a %9, c’est-a-dire, & un facteur prés, a la forme de Lee de la variété presque hermitienne
(M,g,J). En effet par (3.27)

1
(V-DNJ=LV)= E(XC ANJO+ JXNO)
On peut alors reformuler le théoréme 6.1.1

Theoréme 6.5.6. — Toute variété presque hermitienne conforme de dimension 6, de
type W est fermée.

Par une remarque précédente, on a le méme résultat pour les variétés presque hermi-
tiennes conformes de type Wy, en dimension supérieure a 6. Voyons ce qu’il en est des
variétés presque hermitiennes conformes dans la classe Wy @ Wy.

Rappelons (Hitchin [36], voir notre présentation a la fin du chapitre 4, section 3) que
2-formes différentielles, w € A? et 1 € A3 suffisent & déterminer une réduction d’une
variété de dimension 6 & SU(3), par conséquent aussi la structure presque hermitienne
sous-jacente, sous certaines conditions (rl), (r2) et (c1) a (c3).

Certaines de ces conditions sont ouvertes. Précisément,



186 CHAPITRE 6. ESPACE DE TWISTEURS REDUIT

Proposition 6.5.7. — Soit V un espace vectoriel de dimension 6. L’ensemble des couples
(w, ) € A2V* x A3V* wérifiant les conditions de régularité (1) et (r2) et la condition de
compatibilité (c2) est un ouvert non vide.

Maintenant si M est une variété presque hermitienne, V' = T,M, on peut choisir ¥
déterminée par le 1-jet de la forme de Kéhler au point (et méme seulement par w,, dw,).
On appelle 6, la 1-forme telle que

doNw=0,NwAw
En effet
Al — AP
a — aANwAw
est un isomorphisme si w est non dégénérée. Alors on pose
Yy =dw — 0, Nw

Les conditions du chapitre 4, section 3 portent maintenant sur le 1-jet de w : quel que
soit z € M on appelle U, C (J'A?),, Pouvert des 1-jets j tels que w et 1, satisfont les
conditions de la proposition 6.5.7.

Theoréme 6.5.8. — Soit M une variété de dimension 6, x € M. A tout 1-jet j € U,, on
peut associer localement, sur un voisinage de x, une structure SU(3) telle que la structure
U(3) sous-jacente est de type W1 & Wy @ Wy.

Démonstration. — Soit w une 1-forme différentielle dont le 1-jet en z, (j'w), = j € U,.
En un point y suffisamment proche de x, 'opération qui a une forme associe son 1-jet
étant continue, (j'w), reste dans U,,. Il existe un voisinage N de x tel que (w,¢,,) vérifient
(rl), (r2), (c2) en tout point de N. Elles vérifient aussi (c1) par définition de 1, 0, :

Vo Nw=dw ANw—0,NwAw=0
Enfin pour que (c3) soit vérifiée il faut plutot définir la structure SU(3) par (w, ¢’ = fi),)

2vol(w)
vol(v))

Les conditions (rl) et (r2) assurent que f est bien définie et w, ¢’ continuent a vérifier les
conditions, en particulier ¢’ ne s’annule pas, donc elles définissent une structure SU(3)
au voisinage de .

f=
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En effet

vol(fi) = fvol(v))
pour toute fonction f par (4.23) d’ou vol(¢)') = 2vol(w).

Maintenant la variété (IV, g, J) est automatiquement de type W1 ®Wo@ W), par construc-
tion :
dw= ' + 0, ANw

n’a pas de composante dans [A\>']. O

De plus, vue la liberté dans le choix de w, on peut toujours demander que df,, # 0.

Corollaire 6.5.9. — Il existe des variétés presque hermitiennes conformes de type W{®
W5 non fermées.

6.6. Conclusion

La théorie des twisteurs rencontre les variétés NK au moins & deux endroits.

Premiérement Hitchin [35] a démontré que les seuls espaces de twisteurs au dessus de
variétés de dimension 4, kihleriens sont CP(3) au dessus de S* et F/(1,2), I'espace des
drapeaux de C3, au dessus de CP(2), ¢’est-a-dire 2 parmi les 4 seules variétés homogénes
de dimension 6 admettant une structure SNK (voir [13]). On obtient cette derniére a
partir de la structure kihlerienne en faisant une homothétie et en changeant le signe de
la structure presque complexe le long de la fibre, isomorphe a CP(1). Or cette méthode
est générale pour obtenir des variétés SNK a partir de submersions riemanniennes dont
'espace total est kiihlerien, comme a démontré Nagy dans [42]. Il prouve ainsi 1’existence
d’une structure SNK sur I'espace de twisteurs d’une variété Kéhler-quaternionique.

Deuxiémement, par le théoréme 6.1.2, les seules variétés presque hermitiennes conformes
de dimension 6 ayant un espace de twisteurs réduit complexe, correspondent aux 2 types
de variétés NK de dimension 6 : les variétés kiahleriennes — pourvu qu’elles soient Bochner-
plates —, et les variété SNK — ici seulement S® munie de la structure conforme standard et
de la structure presque complexe issue des quaternions. Au regard de la raison (traduire
des problémes sur M dans des propriétés des structures holomorphes d’objets associés a
Z, voir |3|) qui fait s’intéresser aux espaces de twisteurs complexes, ce résultat est juste
préliminaire.

Par exemple, en ce qui concerne S%, étant conformément plate, elle admet aussi un es-
pace de twisteurs classique. Il s’agit de I'hypersurface quadrique de dimension 6 complexe
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Q. (voir [50]), dont I'espace de twisteurs réduit Z par conséquent est une sous-variété,
qu’il faudra précisement décrire.

En outre, on fait place & une observation de Berard-Bergery, Ochiai [7]. D’une impor-
tance cruciale dans la théorie des twisteurs en dimension 4 est la correspondance établie
en [3] entre les fibrés holomorphes de I'espace de twisteurs, holomorphiquement triviaux
sur chaque fibre, et certains fibrés appelés « auto-duaux » sur la base. Cela appelle une
généralisation si possible, en suivant Slupinski [50] dans le cas riemannien.

Enfin, une particularité de S® parmi les variétés SNK de dimension 6 est qu’elle admet
plusieurs structures presque complexes J compatibles avec une métrique donnée g telles
que (S, g, J) est NK. En lien aussi avec la théorie des spineurs de Killing, on peut espérer
donner une expression naturelle de ce fait en termes de sections de ’espace de twisteurs.
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