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Introduction

Le but de cette these est d’étudier diverses notions de positivité, dans le cadre de la géométrie
algébrique et de la géométrie d’Arakelov, pour un fibré vectoriel sur une variété algébrique pro-
jective, et de développer des applications a I’étude de 'algébricité des sous-schémas formels des
variétés algébriques et du comportement asymptotique des polygones de Harder-Narasimhan.

Hartshorne [53] a démontré que, si X est un schéma formel propre et régulier sur un corps
k et si le sous-schéma de définition Y de V est de dimension_> 1, connexe, localement une
intersection complete dans V, et dont le fibré normal dans 1% est ample, alors le degré de
transcendence de k(V)/k est inférieur ou égal & la dimension de V. 1l en déduit que si Y est
une sous-variété fermée d’une variété algébrique X et si V est un sous-schéma formel fermé
de Xy, alors V est algébrique. La condition d’amplitude de NyV peut étre affaiblie dans le
contexte de la géométrie analytique complexe par la condition de 1-positivité. Dans cette these,
on introduit une condition de positivité, appelée P;, plus faible que I'amplitude, et on montre
que le résultat d’algébricité de Hartshorne reste vrai lorsque ’on suppose que Ny V satisfasse
P3. Dans le cadre de la géométrie algébrique complexe, cette condition est aussi plus faible
que la 1-positivité. La démonstration s’inspire des techniques de “polynémes auxilliaires” de
I’approximation diophantienne, sous la forme de la méthode des pentes due a J.-B. Bost. En
outre, on développe un critere numérique de la condition Ps qui est la négativité de la limite
d’une suite de pentes maximales, qui définit la pente mazimale asymptotique du dual du fibré
normal Ny V. La démonstration de I'existence de cette limite de pentes maximales repose sur
des variantes du lemme de Fekete sur les suites sous-additives.

Il s’avere que le méme type d’argument, combiné avec des techniques combinatoires, permet
d’établir, dans le cadre de la géométrie algébrique et dans le cadre de la géométie d’Arakelov, la
convergence des polygones de Harder-Narasimhan (normalisés) d’une algebre graduée en fibrés
vectoriels sur une courbe projective et lisse, ou en fibré vectoriels hermitiens sur le spectre
d’un anneaux des entiers algébriques. La limite des polygones est une courbe concave sur [0,1]
qui est en général non-triviale. La démonstration de la partie arithmétique utilise une nouvelle
majoration de la pente maximale du produit tensoriel de plusieurs fibrés vectoriels hermitiens
établie dans cette these.

L’organisation de cette these est la suivante:

Dans le premier chapitre, on rappelle diverses conventions et définitions, et des résultats
classiques qui seront utilisés par la suite.

On introduit dans le deuxieéme chapitre la condition appelée P3 pour un couple (X,E) formé
d’une variété projective X de dimension > 1 sur un corps k, et d'un O x-module localement libre
de rang fini F : on dit que la condition P3(X,FE) est vérifiée, si pour tout Ox-module inversible L
sur X, ou de fagon équivalente pour un O x-module inversible ample L sur X, il existe A > 0 tel
que, pour tout entier d > \ et tout entier i > A\d, l’espace HO(X,S*(EY) ® L®%) est réduit a 0.
Par la dualité de Serre, si X est une courbe algébrique lisse et si le corps k est de caractéristique
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iv Introduction

0, alors la condition Ps est équivalente a 'amplitude de F sur X. En appuyant sur un résultat
di a Hartshorne, qui affirme I’équivalence de 'amplitude et la p-amplitude d’un fibré vectoriel
sur une courbe projective lisse définie sur un corps de caractéristique p > 0, on démontre
que, dans le cas ou X est une courbe projective lisse sur un corps de caractéristique positive,
Pamplitude de E implique la condition P3(X,FE). Dans le cas ou X est de dimension > 1, en
coupant X par des hyperplanes génériques, on montre que ’amplitude de FE sur X implique
celle de la restriction de E sur une courbe générique dans X et donc la condition P3(X,E). En
donnant un contre exemple, qui consiste en un produit de deux variétés projectives et un fibré
inversible produit tensoriel externe, on montre que la condition Ps est strictement plus faible
que 'amplitude. D’autre part, dans le cadre de la géométrie algébrique complexe, on montre
que la condition Pj3 est plus faible que la 1-positivité.

Dans la deuxieme partie du chapitre, on cherche a étudier la condition de positivité d’un
fibré vectoriel E sur une variété projective X de dimension > 1 dans la situation relative ol est
donné un morphisme projectif et surjectif 7 de X vers une courbe projective lisse C. En utilisant
une généralisation du lemme de Fekete sur les suites sous-additives, on démontre que, si L est

fimax (T (L")
—) admet
n n>1
une limite dans R que I'on note p7 ... (L) et que 'on appelle la pente mazimale asymptotique de

L (relativement & ). La sur-additivité de u7 . (L) par rapport & L (pour le produit tensoriel)
nous permet d’étendre la notion de la pente maximale asymptotique pour un fibré inversible
quelconque sur X . Cette pente maximale asymptotique est liée a la positivité de L: on a

un fibré inversible sur X ample relativement a 7, alors la suite (

Himax(L) > 0= pif 0 (L) < 0= P5(X,L).

C’est un critére numérique assurant la condition P;. On donne un exemple du calcul de la
pente maximale asymptotique 7, (L) en étudiant le cas ot X est un schéma abélien sur C.
Par passage au fibré inversible canonique sur le fibré projectif, on étend la définition de la
pente maximale asymptotique a un fibré vectoriel sur X et on démontre I’analogue du critere
numérique ci-dessus pour la condition Pj.

La derniere partie du chapitre est consacrée aux applications des résultats précédents aux
problemes d’algébricité. On établit 1’énoncé suivant :

Soient X une variété projective sur un corps k et Y une sous-variété fermée lisse de X.
Soit V un sous-schéma Jormel lisse du complété formel Xy de X le long de' Y, admettant Y
comme schéma de définition. Si le fibré normal NyV &Y dans V satisfait a la condition Ps,
alors V' est algébrique.

Ce critere d’algébrisation, combiné aux divers critéres assurant la condition Pz, permet
d’améliorer des résultats sur I’étude de la relation entre équivalence formelle et équivalence
étale des germes de plongement de variétés projectives. Plus précisément, si Y est une variété
projective lisse sur un corps k plongée dans deux variétés lisses X et Xo qui admet des
voisinages formels X1y et Xoy dans X; et X5 isomorphes de sorte que Ny X7y satisfasse a la
condition Pj, alors il existe des voisinage étales de Y dans X et X5 isomorphes. Ceci renforce
un résultat de Gieseker (valable sous une hypotheése d’amplitude sur le fibré normal), et établit
des versions algébriques du théoréme de Commichau-Grauert et Hirschowitz (démontrés dans
un cadre analytique).

Le troisieme chapitre est consacré a l’analogue dans le cadre de la géométrie d’Arakelov,
des définitions et des résultats établis dans le deuxiéme chapitre. On montre d’abord que, si
7w X — Spec Ok est une variété arithmétique et si .Z est un fibré inversible hermitien sur 2~

~ —Qn
Hmax (W* (f

tel que Lk soit ample sur Z, alors la suite ( ))) admet une limite 77, (%)
n>1

n
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dans R. On appelle cette limite la pente maximale asymptotique arithmétique du fibré inversible
hermitien .Z. L’application .Z + 17, () est aussi sur-additive par rapport & .Z (pour le
produit tensoriel), donc se prolonge sur ’ensemble des fibrés inversibles hermitiens généraux
sur Z . Par passage au fibré inversible canonique (muni de la métrique de Fubini-Study) on
peut définir la pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré vectoriel hermitien sur
Z.

On propose comme analogue de P5 la condition suivante: on dit qu’un fibré vectoriel her-
mitien E sur 2 est faiblement positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur 2~ (ou
de facon équivalente, pour un fibré inversible hermitien L arithmétiquement ample sur 2°) il
existe A > 0 tel que pour tout entier d > A et tout entier n > Ad, la norme de la plus petite

section non-nulle de S"E" ® Z®d croit exponentiellement par rapport a n. Cette condition
est plus faible que Pamplitude arithmétique de E sur 27, et on a aussi un critéere numérique
comme ci-dessous:

st ﬁfnaX(Ev) <0, alors E est faiblement positif.

Dans la derniere partie du chapitre on propose un critere d’algebricité des sous-schémas
formels et on en profite pour démontrer une généralisation d’un théoreme de Borel sur la
rationnalité d’une série formelle :

Soit o un élément dans Z[Ty, - - - ,T,,] qui définit une fonction méromorphe sur un voisinage
de la boule fermée B(0,R) de C™. Si R > +/n, alors ¢ est rationnel.

Apres avoir terminé la rédaction de ce travail et I’avoir soumis comme these, 'auteur a appris
que ce résultat avait été établi antérieurement par Y. André, sous une forme plus générale qui
généralise le théoreme de Borel-Dwork, dans son ouvrage [3], Chapter VIIIL.

Le quatrieme chapitre peut étre considéré comme un préliminaire a la seconde moitié de
la these. La notion de la filtration de Harder-Narasimhan, ou de la filtration canonique d’un
fibré vectoriel sur une courbe projective lisse remonte & ’article [51] de Harder et Narasimhan.
Son avatar en géométrie d’Arakelov est introduit par Stuhler [85] et Grayson [42] pour un fibré
vectoriel hermitien sur le spectre d’un anneau des entiers algébriques. Cette filtration, sous sa
forme classique, est indexée par un ensemble fini ordonné, donc est en fait un drapeau du fibré
vectoriel (hermitien) en question. Apparamment cette construction n’a aucune fonctorialité
par rapport au fibré vectoriel (hermitien) considéré, mais on montre dans ce chapitre que,
si on munit les sous-fibrés vectoriels dans ce drapeau de poids convenables, on obtient une
filtration indexée par R en sous-fibrés vectoriels du fibré vectoriel en question, et cette nouvelle
construction est fonctorielle. D’autre part, le foncteur, de la catégorie des fibrés vectoriels
(hermitiens), vers la catégorie des espaces vectoriels sur le corps des fonctions rationnelles sur
le schéma de base, défini par la restriction sur le point générique, préserve le rang. Donc la
filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel (hermitien) induit par ce foncteur une
R-filtration sur sa fibre générique. On peut donc ramener 1’étude des filtrations de Harder-
Narasimhan des fibrés vectoriels (hermitiens) en celle des R-filtrations des espaces vectoriels.

On introduit dans le premier paragraphe la théorie générale des filtrations dans une catégorie
quelconque. On se concentre dans le deuxieme paragraphe a 1’étude des filtrations des espaces
vectoriels sur un corps. La mesure de probabilité et le polygone associés a une R-filtration
sont aussi discutés dans ce paragraphe. Dans le troisieme paragraphe, on propose des axiomes
sur une catégorie exacte pour que le formalisme de filtration de Harder-Narasimhan puisse
s’établir. Enfin dans le dernier paragraphe on donne quelques exemples.

Le cinquieme chapitre est consacré a la majoration de la pente maximale d’un produit
tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok que ’on utilisera dans le dernier chapitre
de la these.
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Soit (Fi)léign une fgmille finie de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur Spec Ok . Si

onnote E=FE,®---®F,, alors

n

ﬁmax(E) < Z (,amax(Ei) + log I"g(Ez)) . (1)

=1

La démonstration repose sur la théorie des invariants. On cherche & majorer le degré d’Ara-
kelov d’un sous-fibré inversible hermitien M de E. Si M est semi-stable pour l'action du
groupe algébrique SL(E; k) X --- x SL(E, k), alors la théorie classique des invariants four-
nit une section d’une puissance tensorielle de E}, dont la norme est connue; sinon le critére
de Hilbert-Mumford et les résultats de Kempf [61] reformulés par Ramanan-Ramanathan [77]
dans la théorie géométrique des invariants nous ramenent au cas précédent.

C’est dans le dernier chapitre de la thése qu’est démontrée la convergence des polygones
de Harder-Narasimhan. Comme remarqué dans le quatrieme chapitre, si 2 = @, %, est une
algebre graduée en fibrés vectoriels (resp. fibré vectoriels hermitiens) sur une courbe projec-
tive lisse C' (resp. le spectre d’'un anneau O des entiers algébriques) de corps des fonctions
rationnelles K, alors la filtration de Harder-Narasimhan de chaque 4, induit une R-filtration
sur By, := %y, k. Si B est 'une des algebres suivantes :

1) B,>0m(L®™), ot 7 : X — C est un morphisme projectif et surjectif d’une variété projec-

tive sur C' et L est un Ox-module inversible ample relativement a 7,

2) B,,>0 7 (§®n), ot T : 2 — SpecOf est une variété arithmétique, et .Z est un fibré
inversible hermitien sur 2" tel que £k soit ample sur 2k,
alors il existe une fonction f : Zso — Rx¢ avec nlin;o f(n)/n = 0 telle que B = @,, By,
munie des filtrations induites comme ci-dessus, soit une K-algébre graduée f-quasi-filirée. En
particulier, la démonstration du cas 2) fait appel & l'inégalité (1) démontrée dans le chapitre
précédent.
Le résultat principal du dernier chapitre est la suivante:
Sotent f : Zso — Rx>o une fonction telle que nll)rfoof(n)/n = 0, K un corps et B =

®n20 B,, une K-algébre graduée f-quasi-filtrée, integre, de type fini sur K. Si B, et non-nul

ax (B
pour n suffisamment grand et si lim sup M
n—-+oo n

B,, convergent uniformément vers une courbe concave sur [0,1].

En appuyant sur la normalisation de Noether, on se ramene au cas ou B est une algebre
symétrique d’un espace vectoriel de rang fini sur K. Ensuit, la construction de mesures discretes
sur des produits d’ensembles de points a coordonnées entieres dans des simplexes dont les mar-
ginales par les projections et I'addition sont équidistribuées nous permet d’obtenir la presque
sur-additivité (par rapport & n) des mesures associées (normalisées) aux B,,. Enfin, une variante
du lemme de Fekete que l'on a utilisée dans le troisieme chapitre pour démontrer ’existence de
la pente maximale asymptotique permet d’obtenir la convergence vague des mesures associées
aux B, et donc la convergence uniforme des polygones associés aux B,,.

Des contre-exemples montrent I'impossibilité de généraliser le résultat ci-dessus au cas ou
B n’est pas integre, ou au cas d’'un module gradué quasi-filtré.

Dans le dernier paragraphe, on redémontre le théoreme de convergence pour un module
bigradué, en utilisant la méthode de “séries de Poincaré en deuzr variables’ inspirée par Fal-
tings et Wiistholz [30]. Bien que cette méthode ne soit valable que pour un cas tres restrictif
(bigradué), elle nous permet de calculer explicitement la limite des polygones. En particulier,
lorsque B = K[X,Y] est l'algebre des polynémes en deux variables, ot X est Y sont de bidegré

< 400, alors les polygones normalisés des
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(1,A) et (1,u), respectivement, avec A < p, alors la courbe limite est pz — “—;Ax? Cela montre
que la limite des polygones est en général non-triviale.
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Chapitre 1

Notations et préliminaires

1.1 Notations

Dans cette these, sauf mention au contraire, tous les anneaux sont supposés étre commutatifs
et uniferes.

Soit k£ un corps. On appelle variété algébrique sur k tout schéma integre et de type fini
sur Speck (donc quasi-compact et quasi-séparé sur Speck). On appelle courbe algébrigue sur
k toute variété algébrique sur k£ qui est de dimension 1.

On désigne par pt (resp. pte) Pespace annelé dont I’espace topologique sous-jacent est un
singleton et dont le faisceau d’anneaux structurel est le faisceau constant R (resp. C).

Si U est une partie ouverte de R?, on désigne par (’)giﬂr le faisceau des germes de fonctions
lisses a valeurs réelles sur U. C’est une algebre sur le faisceau constant R sur U. La structure
de R-algebre sur OHff détermine un morphisme de (U,08f) vers pt.

On appelle variété lisse (réelle) tout espace annelé X = (|X|,0%f) sur pt dont I'espace
topologique sous-jacent | X| est paracompact (cf. [39] I1.3.2) et qui est localement isomorphe &
un pt-espace annelé (appelé une carte locale) de la forme (U. ,(’)giﬂ), ol U est une partie ouverte
non-vide d’un espace affine R% (on dit que cette carte locale a pour dimension d). On appelle
la dimension de X la borne supérieure des dimensions des cartes locales de X, notée dim X.
Si | X| est connexe, alors toutes les cartes locales de X ont la méme dimension. On dit que X
est équidimensionnelle si toutes les composantes connexes de X ont la méme dimension.

Si V est une partie ouverte de C?, on désigne par O le faisceau des germes de fonctions
analytiques complexes sur V; c’est une algebre sur C. Si on considere V' comme une partie
ouverte de R??, on peut aussi considérer la R-algebre O sur V. Evidemment (V,0%") est un
espace annelé sur ptc.

On appelle variété analytique complexe tout espace annelé X = (|X|,0%) sur pte dont
lespace topologique sous-jacent | X| est paracompact et qui est localement isomorphe & un
ptc-espace annelé (appelé une carte locale) de la forme (V,O3) ol V est une partie ouverte
non-vide d'un espace affine C? (on dit que cette carte locale a pour dimension complexe d). On
appelle la dimension complexe de X la borne supérieure des dimensions des cartes locales de X,
notée dimc X. Si | X| est connexe, alors toutes les cartes locales de X ont la méme dimension
complexe. On dit que X est équidimensionnelle si toutes les composantes connexes de X ont
la méme dimension.

Si X est une variété analytique complexe, en recollant les faisceaux d’anneaux O?}H, ol
V' parcourt les cartes locales de X, on obtient un faisceau d’anneaux (’)}iﬂr sur |X|, appelé le
faisceau des germes de fonctions lisses sur X . Les sections de Og(iﬂ sont appelées des fonctions



2 Notations et préliminaires

lisses. C’est une R-algebre. L’espace annelé Xp = (| X |, O4T) est une variété lisse réelle. On
désigne par dimg X sa dimension. On a la relation dimg X = 2dim¢ X. D’autre part, on a un

homomorphisme naturel de C-algebres de O%" vers Og}fc.

On appelle schéma formel (noethérien et adique) tout espace topologiquement annelé X =
(|%],0%) dont l'espace topologique sous-jacent |X| est quasi-compact et qui est localement
isomorphe au spectre formel d’un anneau noethérien adique (cf. [50] 1.10). Le faisceau d’anneaux
topologiques Ox admet un plus grand idéal de définition Jx; c’est le seul idéal de définition J tel
que le schéma (usuel) (]%X],0x/7) soit réduit. Le schéma Xy = (|X|,0x/Jx) est appelé le schéma
de définition du schéma formel X. Le faisceau d’anneaux sous-jacent a Ox est isomorphe a la
limite projective lim Ox/J%. Pour tout entier n > 1, X,, = (1X],0x/3%T") est un schéma,
appelé le ni®™¢ voisinage infinitésimal de Xy dans X. L’espace localement annelé sous-jacent &
X est isomorphe a la limite inductive @n X,, dans la catégorie des espaces localement annelés.

Si X est un schéma noethérien et si Y est un sous-schéma fermé réduit de X défini par
l'idéal cohérent I, on appelle le complété formel de X le long de Y le schéma formel (noethérien

et adique) (Y], lim (Ox/I")|y), noté Xy. Le schéma formel Xy a pour schéma de définition

Y. Pour tout entier n > 1, le nie™me voisinage infinitésimal de Y dans )A(y est le sous-schéma
fermé de X défini par I'idéal cohérent 1™+,

Soient X un schéma formel noethérien et J un idéal cohérent de Ox. Si on désigne par ||
le support du faisceau d’anneaux Ox/(Jx +J) (c’est un sous-espace topologique fermé de |X|),
I'espace topologiquement annelé ) = (|9),(Ox/J)|jp|) est un schéma formel noethérien, appelé
un sous-schéma formel (fermé) de X. On remarque que 9 a pour schéma de définition |X] si
et seulement si J est contenu dans le plus grand idéal de définition Jx de X.

Si p est un nombre premier strictement positif, pour toute algebre A sur [F, on désigne
par Fy : A — A U'endomorphisme de Frobenius qui envoie x en zP. Si X : Algy — Ens
est un foncteur de la catégorie des IF-algebres vers la catégorie des ensembles, on désigne par
Fx : X — X la transformation naturelle de X vers lui-méme qui associe & toute Fy-algebre A
I’application

X(Fa): X(A) — X(A),

ou F4 : A — A est 'endomorphisme de Frobenius. On appelle F'x le morphisme de Frobenius
absolu de X. Si B est une algebre sur F,, et si X = Spec B est le schéma affine défini par B,
alors F'xy = Spec Fig. Il n’est généralement pas vrai que le morphisme de Frobenius absolu Fx
soit fini, mais lorsque X est un schéma localement de type fini sur un corps parfait k (& savoir,
Pendomorphisme de Frobenius Fj, : k — k est un automorphisme), le morphisme Fx est fini
et surjectif.

Soit k une extension de [Fp. Si X : Alng — Ens est un foncteur, et si ¢ : X — Speck est

un morphisme de fonteurs, on désigne par X ® le produit fibré (dans la catégorie des foncteurs
covariants de Algg vers Ens qui s’identifie a la catégorie des préfaisceaux sur SchAffy, — la
catégorie des Fp-schémas affines)

X)) ——F——= X

w(p)l | lcp

[EEE—
Speck Spec i Speck

Comme Spec Fj, o ¢ = ¢ o Fy, il existe un unique morphisme Fr de X vers X® tel que le
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diagramme

_—
Speck Soec Speck
soit commutatif. Le morphisme Fr est appelé le morphisme de Frobenius relatif. Lorsque k est
un corps parfait, le morphisme 7 : X — X est un isomorphisme de foncteurs sur Alg]Fp
(attention: ce n’est pas un isomorphisme de k-foncteurs si k # F, et si X est non-vide car dans
ce cas-1a le morphisme ¢®) : X(®) — Spec k ne satisfait pas p?) = @ o ).

1.2 Rappels sur les faisceaux de modules

1.2.1 Torsion dans un module sur un anneau, modules sans torsion

On rappelle dans ce sous-paragraphe quelques notations et résultats concernant les modules
sans torsion sur un anneau commutatif unifere. La référence est [64].

Définition 1.2.1 Soient A un anneau et K son anneau total des fractions (A savoir K = S™1A,
ou S est la partie multiplicative des non-diviseurs de zéro de A). Pour tout A-module M, on
désigne par Mo, le noyau de ’homomorphisme canonique M — K ® 4 M, appelé le sous-module
de torsion de M. On dit qu'un A-module M est sans torsion si My, = 0, i.e., 'homomorphisme
canonique M — K ® 4 M est injectif.

Lemme 1.2.2 Soient A un anneau réduit et a € A. Si pour tout idéal premier minimal p de
A, Uimage canonique de a dans A, est non-nulle, alors a est un non-diwviseur de zéro dans A.
La réciproque est vraie lorsque A n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimauz.

Démonstration. L’anneau A étant réduit, pour tout idéal premier minimal p, A, est un corps.
Par conséquent, pour tout élément = dans A, I'image canonique de z dans A, est nulle si et
seulement si x € p.

“=":51 b € A est tel que ab = 0, alors pour tout idéal premier minimal p de A, ona b € p
puisque a ¢ p. Par conséquent, on a b = 0 car A est réduit.

“«<=” Soient (p;)1<i<n les idéaux premiers minimaux de A. S’il existe ¢ € {1,--- ,n} tel

n

que a € p;, en choissisant b € ( m pj> \ pi, on a ab € m p; = {0}. Cela est absurde car a est
i#i i=1

un non-diviseur de zéro. a

Lemme 1.2.3 Soit A un anneau de dimension <0 — c’est-a-dire, un anneau dont tout idéal
premier est un idéal mazximal. On suppose que 'anneau A n’admette qu’un nombre fini d’idéaux
mazimaur (W;)1<i<n. Alors A s’identifie canoniquement a Uanneau produit Am, X -+ X Am, -

Démonstration. En effet, on a un homomorphisme canonique ¢ de A vers B = Ay, XX An, .
En tant que A-module, B s’identifie canoniquement & Ay, @ - -® Ay, . Comme A est un anneau
de dimension 0 on a (Am,)m,; = 0 pour i # j. En effet, Ap, est un anneau local de dimension
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0, donc son idéal maximal est nilpotent. Si m; est un idéal maximal autre que m;, alors A\ m,
contient un élément dans m;. Donc (Ay;)m; = 0. Par conséquent, pour tout 1 < i < n, ¢on,
est un isomorphisme, i.e., ¢ est un isomorphisme de A-modules, et donc un isomorphisme de
A-algebres. ]

Proposition 1.2.4 Soit A un anneau réduit. On suppose que l'anneau A n’admette qu’un
nombre fini d’idéaux premiers minimauz (p;)1<i<n. Alors Uanneau total des fractions de A
s’identifie canoniquement a Ay, X --- X Ay .

Démonstration. Soit S ensemble des non-diviseurs de zéros de A. Comme A est réduit
et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux, il n’a pas d’idéal associé im-
mergé (cf. [19] chap. IV, §2 n°3, Remarque) compte tenu du lemme 1.2.2. Par conséquent,
S = A\ (p1U---Up,). Donc S~1A est un anneau de dimension < 0 dont 'ensemble des idéaux
maximaux est {S~!py,--- ,S71p,}. Le lemme 1.2.3 montre que S7!A 2 A, x---x A, . O

Proposition 1.2.5 Soient A un anneau et S une partie multiplicative de A. Si on désigne
par K (resp. L) Uanneau total des fraction de A (resp. de S™*A), on a un homomorphisme
canonique injectif de ST'K dans L. Cet homomorphisme devient un isomorphisme lorsque A
et réduit et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaug.

Démonstration. Soient T la partie multiplicative des non-diviseurs de zéro dans A, U la partie
multiplicative des non-diviseurs de zéro de S~ A. Si a est un élément dans 7', alor a/1 est dans
U. En effet, si b/s € S est tel que ab/s = 0, alors il existe ¢ € S tel que abt = 0. Comme a
est un non-diviseur de zéro on a bt = 0, i.e., b/s = 0 dans S~'A. Par conséquent, on a un
homomorphisme de S™'T"1A = T-1571A4 vers U187 1A puisque 'image canonique de T
dans S7'A est contenue dans U. De plus, cet homomorphisme est injectif car U consiste en
des non-diviseurs de zéro de S~'A.

Si A est réduit et n’admet qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux pi, - - - ,p,. Alors
K est isomorphe a Ap, X --- x Ay . Si on suppose que (p;)i1<i<i soient les idéaux premiers
minimaux de A ne rencontrant pas S, alors ST'K est isomorphe a Ap, x -+ x A, . D’autre
part, L est isomorphe & (S7'A)g-1,, X -++ X (S7tA)g-1,, qui est naturellement isomorphe &
Ap, X oo x Ay, O

Proposition 1.2.6 Soient A un anneau réduit qui n’admet qu’un nombre fini d’idéaux pre-
miers minimauz, M un A-module. Les trois conditions suivantes sont équivalentes:

1) M est un A-module sans torsion;
2) pour tout idéal premier p de A, M, est un A,-module sans torsion;

3) pour tout idéal maximal m de A, My, est un An-module sans torsion.

Démonstration. Soit K ’anneau total des fractions de A. Pour tout idéal premier p de A, K,
est 'anneau total des fractions de Ay, et on a (K ®4 M), = K, ®4, M,. La proposition résulte
donc du [19] chap. IT §3 n°3 Théoreme 1. O

Proposition 1.2.7 Si A est un anneau et u: N — M est un homomorphisme de A-modules,
alors u envoie Nior dans Mior. En particulier, si M est un A-module sans torsion et si N est
un sous-A-module de M, alors N est aussi sans torsion.
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Démonstration. Soit K 'anneau total des fractions de A. On a un diagramme commutatif

N M
wl lw
KQAN——K®a M

oulyp: N —>K®Net1: M — K®M sont des homomorphismes canoniques. Par conséquent,
I’homomorphisme u envoie donc Nyor = Ker ¢ dans Mo, = Ker 1. O

Proposition 1.2.8 Soient A un anneau, K l'anneau total des fractions de A et M un A-
module. L’homomorphisme canonique

K®aM— K®a (M/My)
est un isomorphisme. Le A-module M /Mo, est sans torsion.

Démonstration. On a une suite exacte a gauche

0 Mior M K®aM. (1.1)
Comme K est un A-module plat, on a la suite exacte
0— KA Moy — KA M ——K®s M.
Donc K ® 4 Mo, = 0. Par conséquent,
K ®a (M/Mor) = (K ®4M)/(K ®4 Myox) = K ®4 M.
Enfin, la suite exacte (1.1) montre que 'lhomomorphisme canonique
M/Mioy — K®@a M 2 K ®4 (M/Mior)

est injectif, i.e., M /Mo, est un A-module sans torsion. O

Définition 1.2.9 Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M. On
appelle saturation de N dans M le noyau de ’homomorphisme composé

M ——> M/N —— (M/N)/(M/N)or ,
noté Ngat. Si N = Ngut, on dit que N est un sous-A-module saturé de F.

Proposition 1.2.10 Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-A-module de M. Le
A-module M /Ngat, est sans torsion. En outre, si N est un sous-A-module de M tel que N C N’
et que M/N' soit sans torsion, alors Ngay C N'. Ainsi Ngat est le plus petit sous-A-module N’
de M tel que N C N’ et que M/N' soit sans torsion.

Démonstration. Par définition M/Neyy = (M/N)/(M/N )tor est sans torsion d’apres la pro-
position 1.2.8.
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Si N’ est un sous-A-module contenant N, le morphisme M/N — M/N' envoie (M /N )ior
dans (M/N')tor. En particulier, si M/N’ est sans torsion, il se factorise en un homomor-
phisme (M/N)/(M/N)iox — M/N'. Par conséquent, le noyau N’ de 'homomorphisme quo-
tient M — M /N’ contient le noyau Nyay de I'homomorphisme M — (M/N)/(M/N )tor O

Lemme 1.2.11 (cf. [19] chap. 6 §3 n°6) Soit A un anneav de valuation. Tout A-module
sans torsion est plat, tout A-module sans torsion de type fini est libre.

Définition 1.2.12 Soient A un anneau et M un A-module. On appelle dual de M le A-module
MY = Homy(M,A). On a un homomorphisme canonique fonctoriel 8y : M — MYV donné

par O (z) 2 f = f(2).

Proposition 1.2.13 Soient A un anneau et M un A-module. Si Oy est injectif, alors M est
sans torsion.

Démonstration. Si M n’est pas sans torsion, il existe un élément non-nul = de M tel que
ann(z) contienne un non-diviseur de zéro r de A. Comme 6y est injectif, 057 (x) # 0. Donc il
existe f € Homa(M,A) tel que f(z) # 0. Mais rf(x) = f(rz) = 0. Cela est absurde car r n’est
pas un diviseur de zéro de A. O

Proposition 1.2.14 Si A est un anneau integre dont le corps des fractions est K, M est un
A-module de type fini et sans torsion, alors 0y est injectif.

Démonstration. S’il existe un élément non-nul x de M tel que 0,(x) = 0, alors pour tout
homomorphsime g : M — A on a g(z) = 0. L’homomorphisme canonique ¢ : M — K ®4 M
est injectif. On choisit un homomorphisme surjectif K-linéaire ¢ : K @4 M — K tel que
wi(x) # 0. Comme M est de type fini, il existe a € A, a # 0 tel que ap(M) C A. On a
f=api € Homy(M,A) et f(z) # 0. Cela est absurde. O

1.2.2 Torsion dans un faisceau de modules

Dans ce sous-paragraphe on discutera le sous-module de torsion d’un faisceau de modules
sur un espace annelé. Les résultats rappelés ici sont dans [50] 1.8.4 et [49] TV.20 (ou il y a
quelques erreurs corrigées par Kleiman dans [63]).

Soient (X,0x) un espace annelé, S un sous-faisceau de monoides du faisceau de monoides
(multiplicatifs) sous-jacent a Ox. Alors

U+ T(US)"'T(U,0x)

est un préfaisceau d’anneaux dont le faisceau d’anneaux associé est appelé le faisceau d’anneaux
de fractions de Ox & dénominateurs dans S, noté S~!Ox. Pour tout point z € X on a un
isomorphisme d’anneaux (S7'0x), 2 S;'Ox .. Donec S7'Ox est un Ox-module plat (c’est-
a-dire Id x-plat suivant la terminologie de [50] 0.5.7.1). Si F est un Ox-module, on désigne par
S71F le S71Ox-module S7'Ox ®p F. On a pour tout point z € X, (S71F), & S 1 F,.

Exemple 1.2.15 Si (X,0x) est un espace annelé, alors

Sx : U — {s € I'(U,0x) | 'homothétie hs : Oy — Oy est injective}
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est un sous-faisceau de monoides multiplicatifs de Ox. Le faisceau d’anneaux de fractions
Kx := S)_(lOX est appelé le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur X. Si F est un
Ox-module, alors Kx (F) := S)_(lf est appelé le faisceau des germes de sections méromorphes
de F. Si U est une partie ouverte de X, les éléments dans T'(U,Kx) (resp. I'(U,Kx (F))) sont
appelés les fonctions méromorphes (resp. sections méromorphes de F) sur U.

Remarque 1.2.16 Soit (X,0x) un espace annelé. Si U est un ouvert de X, I'(U,Sx) est
contenu dans l'ensemble des non-diviseurs de zéro de I'(U,Ox). Pour tout x € X, Sx, =

lim I'(U,Sx) est contenu dans le monoide des éléments réguliers de Ox ;. Par conséquent,
U>sx
K x o est un sous-anneau de I’anneau total des fractions de Ox , et ’homomorphisme canonique

Ox — Kx est injectif. En outre, x est un Ox-module plat.

Remarque 1.2.17 Si X = Spec A est un schéma affine, alors I'(X,Sx) est I’ensemble des non-
diviseurs de zéro de A. En effet, si a € A est tel que pour tout idéal premier p, I’homothétie de
A, définie par a soit injective, alors a est un non-diviseur de zéro. Par conséquent, I'(X,Sx )
contient (donc est égal &) ’ensemble des non-diviseurs de zéro de A.

Proposition 1.2.18 Soit (X,0x) un espace annelé. On suppose que l'une des conditions sui-
vantes soit vérifiée:

1) Ox est un Ox-module cohérent,

2) (X,0x) est un schéma réduit dont ’ensemble des composantes irréductibles est localement

fini.

Alors pour tout x € X, Sx 5 coincide avec le monoide des éléments réguliers de Ox 5 et Kx »
est Uanneau total des fractions de Ox 5. De plus, si la condition 2) est vérifiée, le faisceau Kx
est une Ox-algébre quasi-cohérente.

Démonstration. 1) On suppose que s soit une section dans I'(U,Ox) telle que s, soit un
élément régulier de Ox . Considérons 'homothétie s : Oy — Oy définie par s. Comme Ox
est un Ox-module cohérent, le noyau N de ’homothétie s est cohérent (cf. [50] 0.5.3.4), donc
de type fini. Si s, est injectif, alors A/, = 0. Par conséquent, il existe un voisinage ouvert V . C U
de x tel que Ny =0 (cf. [50] 0.5.2.2), i.e., s|y € T(V,Sx).

2) La question étant locale, on se rameéne au cas ou X = Spec A, avec A un anneau réduit
et & un nombre fini d’idéaux premiers minimaux. D’apres la remarque 1.2.17, I'(X,Sx) est
I'ensemble des non-diviseurs de zéro de A. En outre, pour tout élément f € A, I'(X;,Sx) est
I’ensemble des non-diviseurs de zéro de A¢. D’apres la proposition 1.2.5, on a

[(X;,Sx) 'T(X;,0x) = (T(X,Sx) 'T(X,0x));.

Ceci montre que le préfaisceau U — I'(U,Sx ) 'T'(U,0Ox) est isomorphe & K, onl K est anneau

total des fractions de A. Par conséquent, Kx = K est quasi-cohérent (cf. [50] I.1.4.1), et pour
tout idéal premier p de A, Kx , = K, est I'anneau total des fractions de Ox ;. a

Remarque 1.2.19 Si (X,0x) est un schéma integre de point générique 7, alors Kx est
isomorphe au faisceau constant défini par le corps Ox,. En effet, pour tout ouvert affine
U = Spec A de X, 'anneau total des fractions de A s’identifie & Oxy,.

Définition 1.2.20 Soit (X,0x) un espace annelé. Si F est un Ox-module, on désigne par Fio,
le noyau de ’homomorphisme canonique F — Kx (F), appelé le sous-Ox-module de torsion
de F. On dit que F est sans torsion si Fior = 0, autrement dit, si ’homomorphisme canonique
F — Kx(F) est injectif.
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Proposition 1.2.21 Soit (X,0x) un espace annelé tel que Ox soit un Ox-module cohérent
ou un schéma réduit dont l’ensemble des composantes irréductibles est localement fini. Soit F
un Ox-module. Le Ox-module F est sans torsion si et seulement si pour tout point x € X,
Fu est un Ox -module sans torsion.

Démonstration. En effet, 'homomorphisme canonique F — Kx (F) est injectif si et seule-
ment si pour tout point # € X, ’homomorphisme canonique F, — (Kx(F))y = Kx o @ Fy est
injectif, i.e., si et seulement si F, est un Ox z-module sans torsion puisque Ky , est ’anneau
total des fractions de Ox , (cf. la proposition 1.2.18). O

L’énoncé suivant découle aussitot des définitions:

Proposition 1.2.22 Si (X,0x) est un espace annelé et u : Fy — Fa un homomorphisme de
Ox-modules, alors u envoie Fi tor dans Fa tor. En particulier, si Fy est un Ox-module sans
torsion et si Fi est un sous-Ox-module de Fo, alors Fi est sans torsion.

Proposition 1.2.23 5i (X,0x) est un espace annelé, F est un Ox-module, alors F|Fior est
un Ox-module sans torsion, et on a

ICX ®OX -7:% ICX ®0X (—7:/—7:(:01")'
Démonstration. On a la suite exacte

0 ftor .7: ICX ®0X '7: . (12)

Comme Kx est un Ox-module plat, la suite

0 — Kx ®0x Fror —= Kx oy F —2= Kx ®oy F
est exacte, i.e., Kx ®p, Fror = 0. Par conséquent,
Kx @0y (F/Fior) = (Kx @0y F)/(Kx ®0x Fror) = Kx ®0x F.
Enfin, la suite exacte (1.2) montre que ’homomorphisme
F[Fior — Kx ®ox F =2 Kx @0y (F/Ftor)

est injectif, i.e., F/Fior est sans torsion. O

Définition 1.2.24 Soient (X,0x) un espace annelé, F un Ox-module et £ un sous-Ox-
module de F. On appelle saturation de & dans F I'image inverse de p~(F/E)or de (F/E)tor
par lapplication quotient p : F — F /&, noté Eat. On dit que € est un sous-Ox-module saturé
de M lorsque & = g, ou encore, de fagon équivalente, lorsque F /€ est sans torsion.

Proposition 1.2.25 Soient (X,0x) un espace annelé, F un Ox-module et € un sous-Ox -
de F. Le Ox-module F /&gy est sans torsion. En outre, si &' est un sous-Ox-module de F
tel que £ C &' et que F/E' soit sans torsion, alors Esxw C E'. Ainsi Esar est le plus petit
sous-Ox-module & de F tel que £ C &' et que F/E' soit sans torsion.
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Démonstration. Par définition F/Ey = (F/E)/(F/E)ior est sans torsion d’apres la proposi-
tion 1.2.23.

Si &’ est un sous-Ox-module de F contenant £, le morphisme F /& — F/E’ envoie (F/E)ior
dans (F/&')tor.- En particulier, si /&’ est sans torsion, il se factorise en un homomorphisme
(F/E)/(F/E)tor — F/E'. Par conséquent le noyau £ de 'homomorphisme quotient F — F/&’
contient le noyau sy de 'homomorphisme F — (F/E€)/(F/E)tor- O

Proposition 1.2.26 Soient X un schéma réduit dont I’ensemble des composantes irréductibles
est localement fini et F un Ox-module quasi-cohérent. Le Ox-module Fiop est quasi-cohérent,
la saturation de tout sous-Ox-module quasi-cohérent de F est quasi-cohérente.

Démonstration. Comme Kx est quasi-cohérent, le faisceau Ox-module Kx ®o, F est quasi-
cohérent. Le Ox-module Fi,, est donc quasi-cohérent car il est le noyau d’'un homomorphisme
de Ox-modules quasi-cohérents. Si € est un sous-O x-module quasi-cohérent de F, alors F /&
est quasi-cohérent. Par conséquent, (F/&)ior est quasi-cohérent. Enfin, £,y = Ker(F — F/€ —
(F/E)/(F/E)tor) est quasi-cohérent. 0

Proposition 1.2.27 Soit X un schéma intégre de point générique n. Pour qu’un Ox-module
quasi-cohérent F soit sans torsion, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe & un sous-Ox-module
G d’une somme directe ICE?. En outre, on peut choisir G et I de telle sorte que G engendre

ICE? comme Kx -module (donc le cardinal de I est égal au rang de F,, sur Ox ).

Démonstration. Suffisance: On a Kx(Kx) = Kx, donc Kx est un Ox-module sans torsion.
Tout sous-O x-module d’une somme directe de Kx est sans torsion (cf. la proposition 1.2.22).

Nécessité: Soit K = Ox . On suppose que U = Spec A soit un ouvert affine non-vide de
X, et que F|y s’écrive sous la forme M, ot M est un A-module. Comme Kx|lv = K (cf. la
proposition 1.2.18) on obtient Kx (F)|y = (K ®4 M)~. Donc T'(U,Kx (F)) = K ®a M = F,,.
Cela montre que Kx (F) est le faisceau constant défini par F,,, donc est un Kx-module libre.
D’autre part, si F est sans torsion, ’homomorphisme canonique de F vers Kx (F) est injectif,
i.e., F est un sous-Ox-module d’une somme directe IC%) avec card I = rg; Fy, et Kx (F) est
engendré comme K x-module par F. ]

Corollaire 1.2.28 Soit X un schéma intégre de point générique n. Tout Ox-module sans
torsion de rang zéro au point générique est nul.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.2.27, si F est un Ox-module sans torsion, il est un

IC?? rg(Fy)

sous-O x-module de . Donc F = 0 si F;, est de rang zéro. O

Corollaire 1.2.29 Soient X etY deuz schémas intégres, f : X — Y un morphisme dominant.
Pour tout Ox-module quasi-cohérent sans torsion F, f.F est un Oy-module sans torsion.

Démonstration. Comme le foncteur f. est exact a gauche, on se ramene au cas ou F = Kx.
Soient x (resp. y) le point générique de X (resp. Y), K = Oy, et L = Ox . Comme f est
dominant, L est une extension de K. Le faisceau f./x est constant défini par L, donc est une
somme directe de Ky = K. Par conséquent, f.F est un Oy-module sans torsion en vertu de
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la proposition 1.2.27. O

Proposition 1.2.30 Soit X un schéma integre, localement noethérien, régulier et de dimen-
sion 1.

1) Tout Ox-module de type fini et sans torsion est localement libre de rang fini.

2) Tout sous-Ox -module quasi-cohérent d’un Ox-module localement libre de rang fini est aussi
un Ox -module localement libre de rang fini.

3) Soit f : L — F un homomorphisme de Ox-modules sans torsion. Si L est de rang 1 et si
f est non-nul, alors [ est injectif.

Démonstration. 1) Soit F un Ox-module de type fini et sans torsion. Pour tout point z € X
Ox , est un anneau régulier de dimension < 1. Donc Ox , est soit un corps, soit un anneau de
valuation discrete ([47] Ory.17.1.4). Comme F,, est un Ox ,-module sans torsion et de type fini,
on obtient que F, est un Ox ;-module libre compte tenu du lemme 1.2.11. D’autre part, comme
X est localement noethérien, F est de présentation finie (cf. [50] 1.2.7.1). Par conséquent, F
est un Ox-module localement libre (cf. [50] 0.5.4.1). Enfin, F est de rang fini car il est de type
fini.

2) Soit £ un Ox-module localement libre de rang fini. Comme X est localement noethérien,
le Ox-module £ est cohérent, et tout sous-Ox-module quasi-cohérent F de £ est cohérent (cf.
[50] 1.2.7.1), donc de présentation finie. D’autre part, F est sans torsion (cf. la proposition
1.2.22), donc est localement libre de rang fini.

3) Soit E le noyau de f. L’image de f est un sous Ox-module de F, donc sans torsion. Si f
est non-nul, Im f est au moins de rang 1. Comme L est de rang 1, E est de rang zéro. Comme
E est un sous-Ox-module de L, il est sans torsion, donc nul. Par conséquent, f est injectif. O

Définition 1.2.31 Soient X un espace annelé et F un Ox-module. On appelle dual de F le
Ox-module F¥ = Home, (F,0x). On a un homomorphisme canonique fonctoriel

O : F — FYV.

défini de fagon suivante: pour tout ouvert U de X, & toute section a € I'(U,F), on fait corres-
pondre I'élément 0(a) € Home |, (F"|v,0x|v) qui envoie

f € F(Vafv) = Homox\v(f|VaOX|V)

en f(aly) € T(V,0x).

Proposition 1.2.32 Soient X un schéma intégre localement noethérien et F un Ox-module
cohérent. Si F est sans torsion, alors O est injectif.

Démonstration. Comme X est localement noethérien, on obtient que F" est cohérent (cf. [44]
1.9.1.1). Comme les Ox-modules cohérents sont de présentation finie (cf. [44] 01.5.3.2), on a
(0F)r = 07, pour tout x € X (cf. [44] 01.5.2.6). Si F est sans torsion, pour tout € X, Fy
est un Ox z-module sans torsion (cf. la proposition 1.2.21). Comme X est un schéma integre,
Ox , est un anneau integre, donc (6£), est injectif (cf. la proposition 1.2.14). O
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1.2.3 Faisceaux amples

Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu'un O x-module inversible L est
ample (cf. [45] 11.4.5.5 et [47] TV.1.7.14) si pour tout Ox-module quasi-cohérent et de type fini
F, il existe un entier ng > 0 tel que pour tout entier n > ng, F ® L®" soit engendré par ses
sections globales (autrement dit, il existe un entier a > 0 ainsi qu’un homomorphisme surjectif
de 09" vers F ® L®").

Soit f un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé X vers un
schéma Y. On dit qu'un Ox-module inversible L est ample relativement & f (cf. [45] 11.4.6.1) s’il
existe un recouvrement (U,) de Y par des ouverts affines tel que L|, soit ample sur f~1(U,)
pour tout a. Ceci revient a dire que pour tout Ox-module quasi-cohérent et de type fini F, il
existe un entier ng > 0 tel que pour tout entier n > ng, I’homomorphisme canonique

F(f(FOL®) — Fo Lo

soit surjectif (cf. [45] 11.4.6.8 et [47] IV.1.7.15). Si Y est affine, cela est équivalent & Pamplitude
de L sur X. Lorsque Y est noethérien et f est propre, Pamplitude de L relative & f (ou Y') est
aussi équivalente au fait que pour tout Ox-module cohérent F, il existe un entier ng > 0 tel
que, pour tout entier n > ng et tout entier ¢ > 0, on ait R?f,(F @ L") = 0 (cf. [46] 111.2.6.1).

Dans [52] (voir aussi [54]) Hartshorne a étendu la notion d’amplitude aux faisceaux locale-
ment libre de rang fini.

Définition 1.2.33 Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit qu'un O x-module
localement libre de rang fini £ est ample si pour tout O x-module quasi-cohérent de type fini F,
il existe un entier ng > 0 tel que pour tout entier n > ng, le faisceau S™ E ® F soit engendré par
ses sections au-dessus de X, c’est-a-dire, soit un quotient d’un Ox-module libre de rang fini,
ot S™F est la n'®™ puissance symétrique de E. On voit aussitét que tout quotient localement
libre non-nul d’un Ox-module localement libre de rang fini ample est encore ample.

Voici quelques propriétés classiques de 'amplitude des faisceaux localement libres de rang
fini, pour les démonstrations desquelles nous renvoyons a [52] et [6].

Soient X un schéma noethérien et £ un Ox-module localement de rang fini. Alors E est
ample si et seulement si le faisceau inversible canonique Og(1) sur P(E) est ample (cf. [52]
Proposition 3.2).

Soit f : X — Y un morphisme quasi-compact d’un schéma quasi-compact et quasi-séparé
vers un schéma. On dit qu'un Ox-module localement libre de rang fini E est ample relativement
a f (ouY) 8'll existe un recouvrement de Y par des ouverts affines (U,) de telle sorte que
E|y., soit ample sur f~(U,) pour tout a. Tout quotient localement libre d'un Ox-module
localement libre de rang fini ample relativement a Y est ample relativement & Y. Lorsque Y
est localement noethérien et f est de type fini, 'amplitude de F relativement a Y est équivalente
a Pamplitude de Og(1) relativement & Y. Lorsque Y est localement noethérien et f est propre,
ceci revient a dire que pour tout Ox-module cohérent F il existe un entier ng > 0 tel que,
pour tout entier n > ng et tout entier ¢ > 0, on ait RYf.(S"E ® F) = 0. En particulier, si X
est un schéma propre sur un schéma affine noethérien, alors un Ox-module localement libre
de rang fini E est ample sur X si et seulement si FE est ample relativement & Y, ou encore si
et seulement si pour tout Ox-module cohérent F, il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout
entier n > ng et tout entier ¢ > 0, on ait H4(X,S"EF ® F) = 0.

Soient Z un schéma noethérien, ¢ : ¥ — Z un morphisme propre et f : X — Y un
morphisme fini et surjectif. Par passage au faisceau canonique du fibré projectif, on voit qu’un
Oy-module localement libre de rang fini E est ample relativement a g si et seulement si f*F
est ample relativement a gf.
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Si X est un schéma de type fini sur un corps de caractéristique 0 ou un schéma propre
sur un corps de caractéristique > 0, tout faisceau tensoriel positif d'un Ox-module localement
libre de rang fini ample est ample. En particulier, le produit tensoriel de deux Ox-modules
localement libres de rang fini amples est ample (cf. [52] Theorem 5.2 et [6] Theorem 3.3).

Pour le cas ou X est un schéma séparé et de type fini sur un corps parfait k de caractéristique
p > 0. Hartshorne a introduit la notion de p-amplitude pour les faisceaux localement libres de
rang fini sur X.

Définition 1.2.34 Soient X un schéma séparé et de type fini sur un corps parfait k& de ca-
ractéristique p > 0 et Fx : X — X le morphisme de Frobenius absolu de X. On dit quun
Ox-module localement libre de rang fini E est p-ample si pour tout Ox-module cohérent F il
existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier n > ny, le faisceau (F%)"E @ F soit engendré
par ses sections au-dessus de X.

Soient X un schéma projectif sur k et L un Ox-module inversible ample. Si E est un Ox-
module localement libre p-ample, alors il existe deux entiers strictement positifs n et a tels
que (F)"E ® LV soit un quotient de OF“, autrement dit, (F3%)"E soit un quotient de L.
Par conséquent, (F¥)"E est ample. Comme le morphisme de Frobenius absolu Fx est fini et
surjectif, on obtient que E est ample. La réciproque n’est pas vraie en général (voir [34] pour
un exemple d'un faisceau localement libre de rang 2 ample sur P? qui n’est pas p-ample). C’est
le cas lorsque X est une courbe non-singuliére projective sur k (cf. [52] Proposition 7.3).

1.3 Modules localement libres sur une courbe projective
réguliere, semi-stabilité

Dans ce paragraphe, on fixe un schéma régulier integre C' de dimension 1 qui est projectif
sur le spectre d’'un corps k. On désigne par K le corps de fonctions méromorphes sur C,
n : Spec K — C le point générique, et g le genre de C. Harder et Narasimhan [51] furent les
premiers qui ont démontré que pour tout faisceau localement libre de rang fini et non-nul £
sur C, si F n’est pas semi-stable au sens de Mumford (voir la définition 1.3.10), alors il existe
un plus grand sous-Oc-module de E qui le déstabilise. On rappellera leur résultat dans ce
paragraphe.

1.3.1 Degré d’un faisceau localement libre, pente

Comme C est irréductible, il est connexe. Par conséquent, pour tout Oc-module localement
libre de rang fini F, le rang de E, sur O¢ , est constant pour x € C' (cf. [50] 0.5.4.1). On désigne
par rg E cette constante, appelée le rang de E. Les référence de ce sous-paragrphe sont [58] et
[67].

Les O¢-modules localement libres de rang fini sont invariants par plusieures constructions
tensorielles. Par exemple, si F est un Oc-module localement libre de rang fini, il en est de méme
de son dual EV := Hom(E,O¢). De plus, pour tout entier n > 0, le n'®™® produit symétrique
S™E et le n'®™° produit extérieur A*E de E sont aussi localement libres de rang fini. On a

n

” reE+n—1
re(s) = (B0

E
SiE#0, rg(A"E) = <rg )siogngrgE.

En particulier, A" PE est localement libre de rang 1. Le O¢-module inversible ainsi défini est
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appelé le déterminant de F, noté dét E.

Définition 1.3.1 Si E est un O¢c-module localement libre de rang fini, on appelle degré de E
Pentier deg(ci(E) N [C]), noté deg E (cf. [32] 3.2).

On résume ci-dessous des propriété des fonctions deg et rg (voir [32] pour les démonstrations).

Proposition 1.3.2

1) Si 0 E’ E E" 0 est une suite exacte de Oc-modules localement
libres de rang fini, alors

deg(E) = deg(E') + deg(E"), rg(E) =rg(E') + rg(E").
2) Si E est un Oc-module localement libre de rang fini, on a
deg(E) = deg(dét F).

3) Si E est un Oc-module localement libre de rang fini, on a deg(EY) = — deg(E).
4) Si L est un Oc-module inversible, s est une section méromorphe non-nulle de L, on a

deg(L) = deg(div(s)).

En particulier deg(O¢) =0, et st Hom(O¢,L) = T'(C,L) est non-nul, alors deg(L) > 0.
5) Si E et F sont deur Oc-modules localement libres de rang fini, on a

deg(FE @ F) = deg(E) rg(F) + rg(F) deg(F).

Proposition 1.3.3 Si E est un Oc-module localement libre de rang fini et F est un sous-O¢-
module localement libre de E de méme rang, alors deg(F) < deg(E).

Démonstration. Soit r =rg E = rg F. La proposition est triviale pour r =0.Sir =1, F et F
sont des Oc-modules inversibles. L’homomorphisme d’inclusion de F' vers E induit un homo-
morphisme non-nul de O¢ vers F¥Y @ E. Par conséquent, deg(FY ® F) = deg(FE) —deg(F) > 0.
Pour le cas ot r > 1, ’homomorphisme d’inclusion F' — FE induit un homomorphisme injectif
dét F — dét E. On se ramene ainsi au cas ou r = 1. a

Proposition 1.3.4 Soient E un Oc-module localement libre de rang fini et F' un sous-O¢-
module quasi-cohérent de E. Alors vg Fyuy = 1g F et deg(Fga) > deg(F).

Démonstration. Compte tenu de la proposition 1.2.23, on obtient
(Kx®E)/(Kx®F)2Kx ®(E/F)=Kx ® (E/Fut).

Par conséquent, on a rg(E/Fsa) = rg(E) — rg(F), et donc rg(Fsar) = rg(F). Enfin, comme
F est un sous-Oc-module quasi-cohérent de Fi,g, on a deg(F) < deg(Fsat) compte tenu de la
proposition 1.3.3. O

Lemme 1.3.5 Soient X un schéma intégre noethérien, L un Ox-module inversible ample et
F un Ox-module cohérent sans torsion. Alors il existe deux entiers a,m > 0 ainsi qu’un
homomorphisme injectif de F dans (L™)%e,
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Démonstration. Comme F est sans torsion, I’homomorphisme canonique
O : F — F

est injectif. Puisque L est ample, il existe un entier m > 0 tel que L™ @ FV soit engendré par
ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un entier a et un homomorphisme surjectif

Y (9??“ — L8 g FV.

Par dualité on obtient un homomorphisme injectif
vem 1897 - vem we O®a
L ®F L ®F X

qui induit un homomorphisme injectif F — (L®™)%e, O

Proposition 1.3.6 Soit E un Oc-module localement libre de rang fini. L’ensemble
{deg(F) | F est un sous-Oc-module quasi-cohérent de E} C Z

est borné supérieurement.

Démonstration. 1) On suppose d’abord que E soit libre, i.e., E 2 OZ" (n € N). Si F est
un sous-Oc¢-module quasi-cohérent de F, il est localement libre de rang fini (cf. la proposition
1.2.30). Soit r le rang de F'. On a un homomorphisme injectif de Oc-modules ¢ : dét F' — A" E
induit par ’homomorphisme d’inclusion de F' dans E. Le faisceau A" E est un Oc-module libre,
i.e., il existe un entier N € N tel que A"E = O%N. Soient m; : A"E — O¢ (1 < i < N) les
N projections canoniques. Comme ¢ est non-nul, il existe un entier ¢ € {1,--- N} tel que
mip # 0. Par conséquent, deg(F) = deg(dét F) < deg(O¢) = 0.

2) Soit L un O¢-module inversible. On traite le cas ou F est de la forme L®™ (n € N). Si
F est un sous-O¢-module de E, on a un homomorphisme injectif de F' ® LV vers (’)GCB". Par
I’étape 1) on obtient deg(F ® LY) = deg(F) — deg(L) < 0, i.e., deg(F) < deg(L).

3) On traite enfin le cas général. Soit .Z un O¢-module inversible ample. D’apres le lemme
1.3.5, il existe deux entiers a,m > 0 et un homomorphisme injectif de E vers (£®™)%*. Tout
sous-Oc-module F de E peut étre considéré comme un sous-Oc-module de (£®™)%e. Par
I'étape 2), on a deg(F) < deg(£®™) = mdeg(.%). O

Définition 1.3.7 Soit £ un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul. On appelle
pente de E le nombre rationnel u(F) := deg(E)/rg(E).

On déduit des propriétés de degrés (cf. la proposition 1.3.2) les propriétés suivantes de
pentes:

Proposition 1.3.8

1) Si 0 E’ E E" 0 est une suite exacte de Oc-modules localement
libres de rang fini et non-nuls, alors

rg(E")

1(E").
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2) Si E est un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul, on a u(EY) = —p(E).
3) Si L est un Oc-module inversible, on a p(L) = deg(L).

4) Si E et F sont deux Oc-modules localement libres de rang fini et non-nuls, on a

p(E® F) = p(E) + p(F).

1.3.2 Pente maximale, semi-stabilité, pente minimale

Proposition 1.3.9 Soit E un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul.
1) L’ensemble

Hig = {u(F) | F est un sous-Oc-module quasi-cohérent non-nul de E}

est borné supérieurement.

2) 1l existe un sous-Oc-module quasi-cohérent et non-nul Fyes de E tel que u(Faes) = sup Hg
et tel que, pour tout sous-Oc-module quasi-cohérent et non-nul F de E avec u(F) = sup Hg,
on ait F' C Fyes.

Démonstration. 1) D’apres la proposition 1.3.6, il existe une constante o > 0 telle que pour
tout sous-O¢-module quasi-cohérent F' de E, on ait deg(F) < «a. Par conséquent, si F est
non-nul, on a u(F) < a.

2) Les nombres dans Hg sont des nombres rationnels de la forme d/r, ou 1 < r < rgE.
Par conséquent, Hg est un sous-ensemble discret de R. Donc sup Hg € Hg. Autrement dit,
lensemble Ug = {FF C E | F # 0, p(F) = supHg} est non-vide. Si Fy et F» sont deux
éléments dans Ug, on a une suite exacte

O—FMNh——FoFh—FN+FHh——0.

On notea:supHE. Si FlmFQ :O, onaFl—I—Fg gFl@FQ, et /L(F1+F2) :,LL(Fl@FQ) =0,
sinon on a

w(Fy @ F)rg(Fy @ F2) — p(Fy N Fy) rg(Fy N F)

R+ F)=
Pl 1) ve(F + )
> O'(I‘g(Fl D FQ) - I‘g(Fl N FQ)) B
- I‘g(Fl +F2)

Par conséquent, on a toujours Fy + Fy € Ug. Comme C' est noethérien, ’ensemble U admet
un élément maximal. O

Définition 1.3.10 Avec les notations de la proposition 1.3.9, le nombre sup Hg est appelé la
pente mazimale de E, noté pimax(F). Evidemment on a pimax(E) > ((E). Si pimax(E) = u(E),
on dit que E est semi-stable. Par convention un O¢-module nul est semi-stable. Si E' n’est pas
semi-stable, on a Fqes C F, et on dit que Eg4es est le sous-O¢-module de E qui déstabilise E.

Proposition 1.3.11 Si E est un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul, alors
Eges est un sous-Oc-module saturé de E. De plus, Eqes est semi-stable de pente pimax(F).

Démonstration. Soit E' la saturation de Eges dans E. Comme deg(FEqes) < deg(E’) et comme
1g(Fqes) = rg(E’) (cf. la proposition 1.3.4), on a u(Eqes) < u(E’) et donc p(Faes) = p(E’). Or
E4es est maximale. Donc Eges = E', i.e., Eqes est saturé.
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Par définition p(FEges) = ptmax(E). D’autre part, tout sous-Oc-module quasi-cohérent F' de
Eqes est un sous-O¢-module quasi-cohérent de E. Si F' est non-nul, on a p(F) < pmax(F) =
1(Eges). Donc Eges est semi-stable. O

Proposition 1.3.12 Soient E un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul, L un
Oc¢-module inversible. On a pimax(E ® L) = pimax(E) + deg(L).

Démonstration. Comme Fges ® L est un sous-Og-module quasi-cohérent de E ® L, on a
$(Baes © L) = p(Edes) + deg(L) = pimax(E) + deg L < pimax(E ® L). (1.3)
Si on applique I'inégalité (1.3) & E® L et & LY, on obtient
fimax (B ® L) + deg(L") < pimax(E © L ® LY) = pimmax(E).
Par conséquent, on a pimax(E ® L) = pimax(E) + deg L. O

Lemme 1.3.13 Soit E un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul. Si H°(C,E)
est nul, alors pimax(E) < g —1.

Démonstration. Comme H°(C,E) = 0, pour tout sous-Oc-module quasi-cohérent F' de E on
a H°(C,F) = 0. D’apres le théoréme de Riemann-Roch, on a

dimy, H°(C,F) — dimy, H*(C,F) = deg(F) + rg(F)(g — 1).
Si H(C,F) = 0, alors deg(F) +rg(F)(1 —g) <0, ie u(F)<g-—1. O

Définition 1.3.14 Soit
b(C) = min{deg(H) | H € Pic(C), H est ample}.

C’est un entier strictement positif, et 'ensemble des valeurs de deg(H) lorsque H décrit Pic(C)
est exactement b(C)Z. Soit en outre a(C) = b(C) + g — 1.

Proposition 1.3.15 Pour tout Oc-module localement libre de rang fini et non-nul E, il existe
un sous-Oc-module inversible L tel que deg(L) > pmax(E) — a(C).

Démonstration. Soit M un O¢-module inversible de degré b(C'). On note r = [(g—pmax(F))/b(C)].

Ainsi
g — Hmax(E) <r< g — pmax(E) +0(C) — 1
b(C) - = b(C)

Alors
fimax(E ® M®") = pimax(E) + rb(C) > g.
D’apres le lemme 1.3.13 on obtient H°(C,E ® M®") # 0. Donc il existe un homomorphisme
injectif de O¢ vers E ® M®". Soit L = MV®". 1l existe alors un homomorphisme injectif de L
vers F/. En outre, on a
deg(L) = —rdeg(M) = —rb(C) > pimax(E) — g — b(C) + 1.

Comme a(C) = b(C) + g — 1, on obtient deg(L) > pmax(F) — a(C). O

Remarque 1.3.16 Sila courbe C' admet un k-point rationnel ou si k est un corps fini, b(C') =
1. On a alors a(C) = g.
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Proposition 1.3.17 Soit E un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul. Alors
l’ensemble
Br = {u(GQ) | G # 0 est un quotient sans torsion de E}

est borné inférieurement, et il existe un quotient localement libre Gy de E tel que pu(Gp) =
inf BE

Démonstration. Soit w : E — G un homomorphisme surjectif, ou G est un Og-module loca-
lement libre et non-nul. Soit F' le noyau de 7. Si F' = 0, alors G 2 E, et u(G) = pu(FE), sinon

e ~ deg(E) — u(F) rg(F) _ deg(E) — imax(E) 18(F)
wG) = 2(G) z 12(G)

Comme rg(G) = rg(E) — rg(F) ne prend qu’un nombre fini de valeurs possibles, on obtient
que Bg est borné inférieurement. Enfin, I’ensemble Bg C R est discret, donc inf B € Bg. O

Définition 1.3.18 Avec les notations de la proposition 1.3.17, la valeur inf Bg est appelée la
pente minimale de E, notée pimin (F). Evidemment on a pmin(E) < u(E).

Proposition 1.3.19 Si E est un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul, on a
/J'min(E) = _Mmax(Ev)'

Démonstration. On montre d’abord que pour tout Oc-module localement libre et non-nul E,
on a
,Umin(E) Z _,Umax(Ev) et ,umax(E) S _,Umin(Ev)-

En effet, si G est un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul, et si £ — G est
un homomorphisme surjectif, on a par dualité un homomorphisme injectif de G vers EV.
Par conséquent, —u(G) = u(GY) < pmax(E£Y). Comme G est arbitraire on a pyin(E) >
_,UJmax(EV)-

On considere la suite exacte

0 Eyes E E/Edcs —0. (14)

Comme Fyes est saturé, E/Fqes est sans torsion, donc localement libre. La suite exacte (1.4)
est alors localement scindée. Par conséquent, on a une suite exacte

0—— (E/EdeS)v EY E&/es 0.

Donc
—Hmax(E) = —p(Edes) = .U(Edves) 2 /Lmin(Ev)-
Enfin, en utilisant les inégalités obtenues, on a

/J'min(E) > _Mmax(Ev) > _(_Mmin(Evv)) = Nmin(E)a

d’ou ’égalité. o

Proposition 1.3.20 Soit E un Oc-module localement libre de rang fini et non-nul. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1) E est semi-stable;
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2) Mmin(E) = /'I’(E)’
3) EV est semi-stable.

Démonstration. “1)==2)": On suppose que G soit un Oc-module localement libre de rang
fini et non-nul et que 7 : E — G soit un homomorphisme surjectif. Si le noyau F' de 7 est
non-nul, on a
rg(E)p(E) — rg(F)pu(F)

rg(G)

p(G) =
Comme FE est semi-stable, yu(F) < p(FE), donc

(rg(E) —rg(F))u(E)

wG) 2 2(G)

= u(E).

Par conséquent, on a pmin(E) = p(E).
“2)==3)”: D’apres la proposition 1.3.19, on a

Nmax(Ev) = _Nmin(E) = _N(E) = M(Ev)a

donc EV est semi-stable.
“3)=1)": Comme E" est semi-stable, on obtient pmyin(EY) = u(E"Y). Par conséquent,

Nmax(E) = _Mmin(Ev) = M(E)

Proposition 1.3.21 Soient Ey et Fy deur Oc-modules localement libres de rang fini et non-
nul. Si ¢ : By — Eo est un homomorphisme non-nul, alors pimin(E1) < fimax(E2).

Démonstration. On désigne par F' 'image de ¢. Comme ¢ est non-nul, F' est un sous-O¢-
module non-nul de Fs. Par conséquent, pimin(E1) < u(F) < pimax(F2). O

Proposition 1.3.22 Si E; et Ey sont deux Oc-modules localement libres de rang fini et non-
nuls. On a

1) ,umax(El ® E2) < ,UJmax(El) + ,Umax(EQ) + a(O) + 1;
2) ,UJmin(El ® EQ) > ,UJmin(El) + ,UJmin(EQ) - a(O) -1
Démonstration. 1) Montrons d’abord que, si fimax(E1)+ max(E2) < 0, alors pimax(E1 @ Eg) <
g- En effet, si pimax (B1®E2) > g, alors HO(C,E1 ®@F3) # 0 (cf. le lemme 1.3.13). Par conséquent,
il existe un homomorphisme non-nul de EY’ vers Fs. D’aprés la proposition 1.3.21, cela implique
que

ﬂmax(E2) > Mmin(EI/) = _ﬂmax(El)u
e, fimax(F1) + tmax(FE2) > 0. Pour démontrer 1), on prend un Og-module inversible L tel
que —b(C) < pmax(F1) + ftmax(F2) + deg(L) < 0. On a alors fimax(E1 ® L) + pimax(F2) < 0, et
donc, d’apres le résultat déja établi, pmax(F1 ® L ® E3) < g. Par conséquent,

fimax(E1®E2) < g—deg(L) < tmax(E1)+#max(E2)+9+b(C) = pmax(E1)+fimax (E2)+a(C)+1.
2) En effet,
fimin(B1 ® E2) = —fimax ((E1 ® E2)Y) = —pimax(EY ® Ey)
> = (max (EY) + fmax (BY) + a(C) + 1) = pimin( B1) + pimin(B2) — a(C) — 1.
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Remarque 1.3.23 Une conséquence classique des travaux de Narasimhan-Seshadri [73] sur
les fibrés vectoriels stables sur les courbes complexes est que, si la caractéristique de k est nulle,
alors

,umax(El & EQ) - ,UJmax(El) + ,Umax(EQ), ,LLmin(El & EQ) = ,LLmin(El) + ,UJmin(EQ)

(voir aussi [77] et [66] 6.4.B). En revanche, ces égalités ne sont pas vraies en général si k est de
caractéristique > 0 (cf. [35])

1.4 Schémas de drapeaux

1.4.1 Quelques foncteurs représentables sur la catégorie des schémas

Dans ce sous-paragraphe, on fixe S un schéma et on désigne par Schg la catégorie des
S-schémas.

On rappelle qu'un foncteur F' : Schy’ — Ens est représentable si et seulement s’il existe
un S-schéma X et un isomorphisme naturel de F' vers Hom(—,X). D’apres le théoréme de
Yoneda, si G : Sch‘glD — Ens est un autre foncteur, alors il y a une bijection ag de Hom(F,G)
a G(X), ot Hom(F,G) est I'ensemble des transformations naturelles de F' & G. En particulier
Hom(F,F') = Hom(X,X) est en bijection avec F'(X). L’élément dans F(X) correspondant a
Idx est appelé 1'élément universel. Si G : Schy’ — Ens est un foncteur et si f : F — G est
une transformation naturelle, alors ag envoie f en 'image de 1’élément universel dans G(X)
par f.

On rappelle les définitions de quelques foncteurs représentables dans la suite de ce sous-
paragraphe (sans démonstration). La référence est [50] chap. I, §9.

Fibrés vectoriels sur un schéma
Soit £ un Og-module quasi-cohérent, le foncteur

Sch¢’ — Ens
(p: X —8) —— Homp, (¢*€,0x)

est représentable par le S-schéma V(E) = Spec(Sym(E)) qui est affine sur S, appelé le fibré
vectoriel sur S défini par &, ou Sym(E€) est la Og-algebre symétrique engendrée par £. Si
7 : V(E) — S est le morphisme canonique, on désigne par suniy : 7€ — Oy(g) 'élément
universel. On pourrait le considérer comme une section de (7*&)Y sur V(£), et on 'appelle
aussi la section universelle.

On suppose que E soit un Og-module localement libre de rang fini. Si f : X — S est
un schéma sur S, tout S-morphisme de schémas ¢ : X — V(E) correspond & une section de
S*(EY) sur X qui n’est rien d’autre que ©* (Suniv)-

Si F est un Og-module quasi-cohérent et si F est un Og-module localement libre de rang
fini, on définit Hom(F,F) comme le schéma V(EY @ F). Il représente le foncteur

(p: X = 5)— Homo, (" F,0"E).

En particulier, Hom(E,FE) est noté End(E). On désigne par GIL(E) le sous-schéma ouvert de
End(E) qui représente le sous-foncteur

(p: X = 5)— Auto, (¢"E).
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Ce foncteur se releve, par définition méme, en un foncteur a valeurs dans la catégorie des
groupes. En conséquence, GL(E) est un S-schéma en groupes, appelé le groupe linéaire général
relativement & E. On a une action de GL(FE) & gauche sur V(EVY) qui associe pour tout mor-
phisme ¢ : X — S a chaque couple

(fiu) € Autoy (9" E) x I'(X,¢"E)

Pélément f(u) € T'(X,@*E).

Si G est un S-schéma en groupes, on appelle une représentation de G dans F tout homo-
morphisme de S-schéma en groupes de G vers GL(F). On a alors une action de G sur V(EY)
induit par celle de GL(E).

Grassmanniennes

Si € est un Og-module quasi-cohérent, le foncteur

grass, (£) : Sch’ — Ens
(p: X —=8) — {quotients localement libres de rang n de p*E}

est représenté par un S-schéma Grass,(€), appelé la grassmannienne d’indice n de €. En
particulier si n = 1, Grass; (£) est appelé le fibré projectif de £, noté P(E). Le schéma Grass,, (&)
est séparé sur S. Si £ est un Og-module de type fini (resp. de présentation finie), Grass,, ()
est un S-schéma de type fini (resp. de présentation finie). Tout homomorphisme surjectif de
Og-modules quasi-cohérents g : £ — £’ induit une immersion fermée

Grass,,(g) : Grass, (£') — Grass, ().

Soit 7 : Grass,(€) — S le morphisme canonique. L’élément universel du foncteur grass,, ()
est un quotient de rang n de 7*&, appelé le module universel. Soit ¢ : X — S un morphisme
de schéma. Tout S-morphisme f de X vers Grass, (£) correspond par le théoreme de Yoneda
& un épimorphisme de ©*E vers f* Funiy, 0l Funiv est un module universel sur Grass, (£).

Si &£ est un Og-module quasi-cohérent et si f : £ — F est un épimorphisme, ou F' est un
Og-module localement libre de rang n, on a un épimorphisme

A"f: A" — A"F

de Og-modules. Cette construction est fonctorielle au sens suivant: si ¢ : T — S est un
morphisme de schémas, alors A"p*E = p*(A"E), A"p*F = p*(A"F), et A™(p* f) = ©*(A™f).
On obtient ainsi une transformation naturelle de grass, (€) vers grass; (A"E) qui induit un
morphisme de schémas wg : Grass, (£) — P(A"E), appelé le morphisme de Plicker. En fait, le
morphisme de Pliicker est une immersion fermée. Par conséquent, si £ est un Og-module de
type fini, Grass, (€) est un S-schéma projectif sur S (cf. [45] I1.5.5.2).

Schémas de drapeaux

Soient £ un Og-module quasi-cohérent et m = (m;)1<i<, une suite strictement croissante
d’entiers positifs ou nuls. On appelle drapeau de type m de £ toute suite (E;)1<i<p telle que

1) pour tout entier 1 < i < p, E; soit un quotient localement libre de rang m; de &;

2) pour tout entier 1 < ¢ < p, la projection canonique de £ vers E; se factorise par F;11 (de
fagon unique puisque ’homomorphisme canonique £ — F; 11 est un épimorphisme).
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Sip: X — S est un morphisme de schéma et si D = (E;)1<i<p est un drapeau de type m de
&, alors ¢*D def (p*Ei)1<i<p est un drapeau de type m de ¢*&, appelé 'image réciprogue de
D par .
On désigne par Drap,, (£) 'ensemble des drapeaux de type m du Og-module quasi-cohérent
&. Le foncteur
drap,,(€) : Sch’ — Ens
(p: X —8) —— Drapy,(p"€)

est représenté par un S-schéma, noté Drap,,, (£), appelé le schéma de drapeaux de type m de £.

P
On a une transformation naturelle canonique de drap,, (£) vers H grass,, (£) qui induit une
i=1

ig' : Drap,,(£) — HS Grass;, (€). (1.5)

mem

immersion fermée

Par conséquent, si £ est un Og-module quasi-cohérent et de type fini, alors Drap,,(€) est un
S-schéma projectif (cf. [45] 11.5.5.5).

Si7m: & — & est un épimorphisme de Og-modules quasi-cohérents, alors on a une trans-
formation naturelle canonique de drap,,(€’) vers drap,,(£) qui induit une immersion fermée

Drap,,(7) : Drap,,(£’) — Drap,, ().

Sim’ est une sous-suite de m, on a une transformation naturelle de drap,, (€) vers drap,,, (£)
qui associe pour tout morphisme de schémas ¢ : X — S & tout drapeau (E;)i<i<p de ¢*E
la sous-suite de (E;)1<i<p des quotients correspondant aux indices dans m. Cela induit un
morphisme de schémas

p?’m/ : Drap,, () — Drap,, (£),

appelé le morphisme de restriction. Si on désigne par

ng.,m’ : Hs Grass;, (£) — HS Grass;, (€)

mem m’em’
la projection canonique, on a
’ / /
m,m -m __ m m,m
Te oigh =1ig opg

Si on désigne par 7 le morphisme canonique de Drap,,(£) vers S. L’élément universel
du foncteur représentable drap,,(€) est alors un drapeau de type m de 7*&, noté Dypniy. Si
¢ : X — S est un morphisme de schémas, alors tout S-morphisme f de X vers Drap,,(£)
correspond par le théoreme de Yoneda au drapeau f*Dypiy-

Si@: X — S est un morphisme de schémas et si o est un automorphisme de ¢*&, alors o
induit une application de I’ensemble Drap,, (¢*E) vers lui-méme. On obtient ainsi une action
de Aut(¢*E) sur Drap,,(¢*E). Cette action est fonctorielle par rapport & ¢. On a donc une
action du schéma en groupes GL(E) sur Drap,, (£).

1.4.2 Faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux

Soient S un schéma, E est un Og-module localement libre de rang fini. Si on désigne par

m : P(E) — S le morphisme canonique, alors @W*O(n) s’identifie a l'algebre symétrique
n>0

Sym(FE) de E. De plus, E — Sym(F) est un foncteur de la catégorie des Og-modules quasi-

cohérents vers la catégorie des Og-algebres quasi-cohérentes. Le S-schéma P(FE) peut étre
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considéré comme le schéma des drapeaux de type (1) de E. Il est donc naturel de proposer les
autres liens entre des foncteurs de la catégorie des Og-modules quasi-cohérents vers la catégorie
des Og-algebres quasi-cohérentes et des images directes de certaines algebres sur des schémas
de drapeaux. En effet, dans [87] et [88], Towber a défini I’algébre des formes d'un R-module
E, ou R est un anneau commutatif unifere. Il a expliqué que c’est un foncteur de la catégorie
des R-modules vers celle des R-algebres. D’autre part, ce foncteur commute aux localisations,
donc induit un foncteur de Og-modules vers Og-algebres. Enfin, si R est un corps et si E est
de type fini, alors cette “algébre des formes” est en fait 1’algebre des coordonnées de la variété
des drapeaux complets de E. On résumera dans ce sous-paragraphe les résultats de Towber.
Le livre de Fulton et de Harris [33] (Lecture 6) est aussi une bonne référence.

Symétrie de Young et algebre des formes

Soient R un anneau et E un R-module. On désigne par /}RE I’algebre commutative uniféere
(dont l'opérateur de la multiplication est notée %) sur R librement engendrée par AEE =

@ AL E, modulo la relation suivante (appelée la symétrie de Young):
n>1

pour tous entiers p > g > r > 0, si (21, - ,2p) et (y1,--- ,yq) sont deux collections
d’éléments dans F, alors

(1A Axp)* (Y1 A Ayg)

= Z (@ A Aiy A AYL AT 1 Ao Ay, 1 A Ay A1 A Ap)
1<iy << <q
* (Tiy Ao ANTip ANYrgp1 Ao AYq).

L’algebre /}RE est appelée 1'algebre des formes de E. Le module AEE est la somme di-
recte des R-modules ALE (n € Zo), on a naturellement une N®2>0_graduation sur I'algebre
R[AEE], ot N®Z>0 egt le sous-ensemble de NZ>¢ des suites nulles presque partout. Comme la
symétrie de Young dans R[AEE] est homogenes pour cette graduation, I'algebre des formes
QRE est canoniquement munie d’une N®%>o_graduation'. Si a est un élément dans N®N, on
désigne par S; E' la composante d’indice o de QRE. En particulier, si E est projectif de rang
r, alors A"E = 0 pour tout n > r, on obtient donc une N graduation sur QRE. On a par

exemple SY"* O = §nE et SUVE = dét E.

Comme les foncteurs de localisation sont exacts, et commutent aux produits symétriques
et produits extérieurs, on obtient que pour tout o € N®2>0_ e foncteur S* commute aux
localisations. Par conséquent, si X est un schéma et si @ € N®2>0_ alors on peut définir un
foncteur S de la catégorie des Ox-modules quasi-cohérents dans elle-méme.

Faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux

Soient S un schéma et E un Og-module localement libre de rang r. Soit m = (m;)1<i<n
une suite strictement croissante d’entiers positifs. Dans ce sous-paragraphe on désigne par D
le schéma des drapeaux de type m de E. On désigne par 7 : D — S le morphisme canonique.
Sur le schéma D on a un drapeau universel de 7* E:

I n )
B = Epi +1 E, f E,_, f3 B f2 B f1 0.

1. La graduation que ’on considére ici est la méme chose que celle dans [87] ou celle dans [33], mais le choix
de ’ensemble des indices est différent.
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Pour tout entier 1 < i < n+ 1, on désigne par L; le faisceau inversible L; = dét (Ker f;). En
combinant les S-morphismes (1.5) et le produit fibré des morphismes de Pliicker, on obtient
une immersion fermée f de D dans P := P(A™E) x --- x P(A™ E). Pour tout 1 < i < n on
note P; = P(A™ E) et g; : P — P; la i®° projection. Si (a;)1<i<n est une famille de nombres
strictement positifs, alors le faisceau inversible (g1 f)*Op, (a1) @ -+ - ® (gnf)*Op, (a,) est ample
relativement & 7. D’autre part, on a Ly = (g1.f)*Op, (1) et pour tout entier 2 < i < n on a la
relation L; = (¢, f)*Op, (1)®(gi—1f)*Op,_,(—1). Enfin,ona L1 ®Lo®- - -Q Ly, 41 = 7*(dét (E)).
Par conséquent, si pour toute suite d’entiers a = (a;)1<i<n+1 on désigne par L? le faisceau
(LY @---@ Lati*)Y, alors L2 est ample relativement & 7 lorsque a est une suite strictement
croissante.

D’apres [27] IIT §4 n°7, lorsque S est le spectre d’un corps, alors le groupe Pic(D) est
librement engendré par Lq,--- ,L,.

Images directes de faisceaux inversibles sur les schémas de drapeaux complets

Soient X un schéma et E un Ox-module de rang fini. On désigne par r le rang de E. Soit
7m: D — X le schéma des drapeaux complets (& savoir, les drapeaux de type (1,--- ,r)). Pour
tout entier 1 < i < r on désigne par P; le X-schéma P(A*E). Soit f : D — P := Py xx---Xx P
I'immersion fermée canonique. Pour tout entier 1 < ¢ < r soit g; : P — P; la projection
canonique et soit H; le faisceau inversible f*gfOp,(1). Attention: le schéma P, est isomorphe

a X et Op. (1) = A"E. On a donc une Op-algebre quasi-cohérente définie par
o=  H  HMe- H
n=(ni)1<i<rEN"

qui est munie d’une N"-graduation. L’'image directe de .o par 7 s’identifie a I’algebre des formes
de F.

1.5 Suites presque sous-additives

On rappel dans ce paragraphe quelques généralisations du lemme de Fekete (voir [31] page
233 pour un cas particulier) affirmant que pour toute suite sous-additive (ay),>1 de nombres
réels (& savoir, anim < an + ay, pour tout (m,n) € Z2%), la limite lirf an/n existe dans

n—-+0o0

R U {—o00}.

Proposition 1.5.1 Soient (ap)n>1 une suite dans R>q et f : Zso — R une application telle

que
n
im £ .
n—oo N
Sl existe un entier ng > 0 tel que, pour toute suite finie ny,--- ,n; d’entiers supérieurs ou
égauzx a ng, on ait
Uny oy < Opy + -0+ any — f(na) == fm),

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R>q.

Démonstration. Sin, pet n <l < 2n sont trois entiers supérieurs ou égaux a ng, on a

Apn+1 <pan+al _pf(n)+f(l) <a’_n+ﬂ_pf(n)+f(l)

pn+l = pn+l pn+1 ~n  pn pn +1
Con a0, 1)
n - pn n n
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Comme
max a; max 7
iy PSi<2n ¢ n nSi<2n|f( ) o,
p—oo  pn pn

on obtient que, pour tout entier n > 0,

lim sup Im o fn oy M, (1.6)

m—oo M n n

lim sup dm < liminf (a_n + M) < liminf n + lim sup M — liminf 27

m—oo MM n—oo n n n—oo Mn n—oo n n—oo 1

Par conséquent, la suite (a,/n)p>1 a une limite, qui est clairement > 0, et finie d’apres (1.6).
O

Corollaire 1.5.2 Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et f : Zso — R une application

telle que lim M = 0. Si les deux conditions suivantes sont vérifiées:
n—oo n
1) il existe un entier ng > 0 tel que, pour toute suite ny,--- ,n; d’entiers supérieurs ou égaux

a ng, on ait
Any 4 tny > Qpy + -+ ap, + f(nl) +oeee f(nl)7

2) il existe une constante o > 0 telle que, pour tout entier n > 1, on ait a, < an,

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.

Démonstration. Considérons la suite b, = an — a,. C’est une suite de nombres positifs. Si

ni,--- ,n; sont des entiers supérieurs ou égaux a ng, n =ni + - - - + ng, alors
k l l
bnzan—anzag ni—angag ni—g (ani—i—f(ni))
i—1 i=1 i=1

:Z(ani—am—f(ni)) =bp, - Fbpy — f(n1) = = fl).

i=1

D’apres la Proposition 1.5.1, la suite (b, /n)n>1 admet une limite dans R. Comme

bn an
n n’
la suite (a,/n)p>1 a aussi une limite dans R. O

Corollaire 1.5.3 Soient (an)n>1 une suite de nombres réels et c1,co deux constantes positives
telles que:

1) pour tout couple (m,n) d’entiers suffisamment grands, on ait am + an < Gmin + €1,
2) pour tout entier n > 1, a, < can,

alors la suite (an/n)n>1 admet une limite dans R.
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Démonstration. 11 suffit d’appliquer le corollaire 1.5.2 a la fonction constante f = —c;. O

Lemme 1.5.4 Si f : Z~¢ — R>q est une application croissante telle que Z f(2%)/2% < 400,
a>1
alors

li —a 1) — .
23 ) <o
=0
Démonstration. Pour tout entier o > 0 soit S, = Z f(29) /2. Par la sommation d’Abel, on
i>a

a
[ e

Z f(QZ) = Z(SZ — Si+1)2i =5y — Sa+12a + ZSlQi_l.
=0 =0 =1

Comme liT S =0, 27¢ E S;2171 converge vers 0 lorsque o — +oo. Cela montre que
a— 100
i=1

lim 27*) " f(2') =0. O
1=0

a——+00

Proposition 1.5.5 Soient (by)n>1 une suite de nombres positifs et f : Zso — R>q une appli-

cation croissante telle que Z F(2%)/2% < 4o00. Sl existe un entier ng > 0 tel que, pour tout
a>1

couple (m,n) d’entiers > ng, on it bytm < by + by + f(Mm) + f(n), alors la suite (bn/n)n>1

admet une limite dans R>g.

Démonstration. Traitons d’abord le cas ol ng = 1. Comme f est une fonction croissante on
obtient que pour tout (m,n) € Z2,

Pour tout entier a > 0 soit S, = Zf(2i)/2i. D’aprés 'hypotheése on a lirf S, = 0. Si
i>a

20 <'n < 2°%1 est un entier, pour tout o € N, on a

boon < 2%, + 3 20T (27 1n)

=l (1.8)
< 2%, + Y 20 F(20F),
i=1
k
Sip= Zeﬂz, oue € {0,1} pour 0 <i < kete=1,etsi0<r<n estun autre entier, on
i=0
a d’apres (1.7) I'inégalité suivante:
k k i

brptr < bop +br + 2f(np+71) < €iboin +p +2) eif(z ej2jn) +2f(np+7)  (L.9)
i=0 i=0 j=0
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Compte tenu de I'inégalité (1.8), on a

k
bup+r < Zezzlb + b, +261221+1 TR 423 e f(21HH2) 4 2f(2KFAT2) (1.10)
i=1 j=1 =0

Par conséquent, on a

b P+ pb 9—k—
nptr n by B 9it+1-=j 2ﬁ+]
np+r_np+r+np+r ;JZI ut )
k
4 9 k-6+1 Z f(2i+6+2) + 2—k—ﬁ+1f(2k+ﬁ+2)'
i=0
Comme
k k k
9—k— ﬁZZQHl Jf 2ﬁ+J ﬁZZf 2ﬁ+3 9itl—j Z 2ﬁ+J 92—j— ﬁ*45ﬁ+1,
i=1 j=1 j=1 i=j j=1
on obtient que
b b b k+B+3
np+r < n T 48 27k—ﬁ+1 9t
mptr S mptr mptr et ; 4

D’apres le lemme 1.5.4, on a

bn bn bn
limsup — < lim inf ( + 45| 10g, nj+1) = liminf —.

m—-—4oo MM n—+00 n—+4oo N

Donc la suite (b, /n)n>1 est convergente.

Pour le cas général, en appliquant le résultat obtenu sur la sous-suite (bp,x)r>1 et la fonction
g(k) = f(nok), on obtient que la suite (bpyx/k)k>1 a une limite dans R>q. D’autre part, si
ng <1 < 2ng est un entier, alors pour tout entier £ > 1, on a I’encadrement

bno(k+2) — bang—1 — f(’nok + l) — f(2ng — l) < bgktt < bk + 01 + f(nok) + f(l) (1.11)
Si on divise (1.11) par nok + [, par passage a la limite k¥ — 400, on obtient

i brok+l m bnok
k—-+oo nok +1 k—+o0 nok ’

Comme [ est arbitraire, on en déduit la proposition. O

Corollaire 1.5.6 Soient (an)n>1 une suite de nombres réels, f : Zso — R>q une application
croissante et ¢ > 0 une constante. On suppose que

1) pour tous entiers n,m assez grands, on ait Gntm > an + am — f(n) — f(m),
2) an < cn pour tout entier n > 1,
f(2%)
3) Z o < +oo
a>0
Alors la suite (an/n)p>1 admet une limite dans R.
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Démonstration. On considere la suite b, = cn — a,,. C’est une suite de nombres réels positifs.
Si n et m sont deux entiers assez grands, on a

bptm =cn+m) — apim <cn+cem—ap —am + f(n)+ f(m) =b, + by + f(n) + f(m).

D’apres la proposition 1.5.5, la suite (b, /n),>1 admet une limite dans R Comme a,/n =
¢ — by /n, la suite (a,/n),>1 admet aussi une limite dans R. m|

1.6 Fibrés vectoriels hermitiens sur les variétés analy-
tiques complexes

1.6.1 Structure complexe, orientation

Soit E un espace vectoriel de rang fini sur R. On appelle structure complexe tout endomor-
phisme J : E — E de F tel que J? = —1Id.

Si J est une structure complexe sur F, alors J induit une représentation ¢ de la R-algebre C
dans F en associant a ¢ I’endomorphisme J. L’ensemble E admet donc une structure d’espace
vectoriel sur C. Cela implique que le rang de E sur R est pair. Inversement si E est un espace
vectoriel sur R et si ¢ : C — Endg(F) est un homomorphisme de R-algebres, alors 'action de
¢(i) est une structure complexe sur E. En particulier, si F est un espace vectoriel sur R muni
d’une structure complexe, I'isomorphisme naturel Endg(F) = Endg(FE") induit une structure
complexe sur EV.

Si E est un espace vectoriel muni d’une structure complexe J, alors —J est aussi une
structure complexe sur E. On désigne par E¢ I’espace vectoriel £ muni de la structure complexe
—J, appelé le conjugé complexe de E.

On suppose que FE soit un espace vectoriel de rang 2d sur R muni d’une structure complexe
J. L’endomorphisme J n’est pas diagonalisable sur E, mais si on tensorise E par C, ’endo-
morphisme de E¢ induit par J (noté encore J) est diagonalisable. On désigne par E10 (resp.
E%1) I'espace propre de J associé & la valeur propre i (resp. —i). Les sous-espaces BV et E01
de E¢ sont tous les deux de rang d sur C. D’autre part, les deux projections 710 : E — EM0 et
7%l . E — E%! sont des isomorphismes d’espaces vectoriels sur R. La conjugaison complexe
sur C se prolonge en une application R-linéaire C' sur E¢, appelé la conjugaison compleze. Si
(p,q) est un élément dans N2, on désigne par EP? 'espace ARLEY? @c ALE®!. Les vecteurs
dans EP'? sont appelés des (p,q)-formes de E. Pour tout entier r > 0 on a la relation

ALEc = @ EPa,

ptg=r

L’application R-linéaire C induit naturellement une application R-linéaire sur AfEg, noté
encore C. L’application C' envoie EP? en E?P. Dans toute la suite, si w est une r-forme, on
désigne par w la r-forme C(w). On dit qu’une r-forme w dans Ay E¢ est réelle si w = @. L'espace
vectoriel sur R des r-formes réelles s’identifie canoniquement a Ay E.

Si E est un espace vectoriel sur R muni d’une structure complexe, on a (EY)?*¢ = Homgc(EP9,C).
D’autre part, si on munit E™° et E%! des structures complexes qui proviennent de I'unité ima-
ginaire ¢ dans C, alors on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’espaces vectoriels
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sur R qui commutent aux structures complexes

N

E10—> EOl

(1.12)

Proposition 1.6.1 Si « est une d-forme dans E4°, alors w, = i a AT est une forme réelle
non-nulle. De plus, le demi-espace Ryw, dans A%dE ne dépend pas du choix de «.

Démonstration. En effet,
To = ()T i%ana = (-1)%CaNa = i% AT = wa,
donc w est une forme réelle. D’autre part, si v est un nombre complexe non-nul, alors
Wy = UTWq = |u|2wa.
Donc Riwyo = Ryw,. O

D’apres la proposition précédente, la structure complexe J sur E' détermine une orientation
de F qui est le demi-espace ouvert R (w,,) dans AﬁdE , oll cv est une forme non-nulle quelconque
dans E%Y. Les (d,d)-formes dans ce demi-espace sont dites fortement positives.

Plus généralement, si 0 < p < d est un entier et si o est une p-forme dans EP°, alors
P’ A @ est une (p,p)-forme réelle. On dit qu’une (p,p)-forme est fortement positive si elle est
combinaison linéaire & coeflicients positifs des formes de type P o A @, ol « est une (p,0)-
forme qui peut s’écrire comme produit extérieur de p (1,0)-formes (une telle forme est dite
décomposable). On dit qu'une (p,p)-forme est strictement positive si elle est fortement positive
et non-nulle. On dit qu’une (p,p)-forme [ est positive si pour toute (d—p,d— p)-forme fortement
positive v, 8 A v est dans Porientation définie par J (ou également, fortement positive). On
remarque qu'une (p,p)-forme fortement positive est toujours positive. En effet, si a est une
(p,0)-forme décomposable et si 3 est un (g,0)-forme décomposable, on a

(ip2a Aa) A (iq26 AB) — jrro? (a A 6) A (a—/\ﬂ)

Définition 1.6.2 Soit E un espace vectoriel sur R muni d’une structure complexe. On appelle
forme hermitienne sur E toute application C-linéaire de? E ®@¢ E°€ vers C telle que H(z ®y) =
H(y ® z) (ceci est équivalent au fait que H(z,z) € R pour tout x € E). On dit qu'une forme
hermitienne H sur E est semi-positive (resp. définie positive) si pour tout élément non-nul x
de E,ona H(z®z) >0 (resp. H(x ® ) > 0).

Remarque 1.6.3 Grace a (1.12), il y a une bijection naturelle entre ’ensemble des formes
hermitiennes sur E et celui des (1,1)-formes réelles sur EV.

1.6.2 Espaces vectoriels hermitiens

On rappelle (sans démonstration) dans ce sous-paragraphe la notion d’espace vectoriel
hermitien et les constructions dont on se servira dans les sous-paragraphes suivants. La référence
est [17].

2. On confond ici un espace vectoriel muni d’une structure complexe et la représentation de C associée.
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Espaces vectoriels hermitiens, sous-espaces, espaces quotients et espaces duals

Définition 1.6.4 Soit F un espace vectoriel de rang fini sur C. On appelle produit hermitien
sur E toute application (,) : E x E — C telle que pour tous les 1, 2, z, y dans F et tout
A € C, on ait

1) (y,x) = (),

2) (21 + 22,9) = (T1,9) + (T2,9),
3) (Az.y) = Az.y),

)

x,z) > 0, et I'inégalité est stricte lorsque z est non-nul.

On appelle espace vectoriel hermitien tout espace vectoriel E de rang fini sur C, muni d’un
produit hermitien.

On remarque qu'un produit hermitien sur E n’est rien d’autre qu’une forme hermitienne
définie positive sur E.

Si (E,(,)p) est un espace vectoriel hermitien, ¢ : F' — E est un homomorphisme injectif
de C-modules, alors I'application (,)n : F' x F' — C, (x,y)p = (p(x),0(y)) g est un produit
hermitien sur F, appelée le produit hermitien induit.

Soient (E, (,) ) un espace vectoriel hermitien et 7 : £ — G est un homomorphisme surjectif
de C-modules. Si on désigne par F' le noyau de 7, alors on a un isomomorphisme canonique
de F* vers G. On obtient donc un produit hermitien sur G' qui provient du produit hermitien
induit sur F'*, appelé le produit hermitien quotient sur G.

Si (E, (,)p) est un espace vectoriel hermitien, alors on a un isomorphisme canonique de £
vers son dual EY qui envoie z € E en forme linéaire 2V = (z,-). Evidemment (z¥,y") . =
(x,y) p est un produit hermitien sur EV, appelé le produit hermitien dual sur EY.

Somme directe orthogonale, produits tensoriel, produit symétrique et produit
extérieur

Si (E1,(,);) et (E2,(,),) sont deux espaces vectoriels hermitiens, alors

(@1,22),(Y1:92)) g, 0 1, = (T1:Y1)1 + (T2,92)5

est un produit hermitien sur £, @ Es, appelé la somme directe orthogonale de (), et (,),.
Si (E1,(,);) et (E2,(,),) sont deux espaces vectoriels hermitiens, alors il existe un unique
produit hermitien (, >E1®E2 sur Fy ® Fsy tel que pour tous les x1,y1 € E1 et tous les x2,y2 € Fo
on ait (v1 ® T2,y1 ® Y2) g, op, = (T1,Y1)1 (T2,Y2),, appelé le produit tensoriel de (,), et de (,),.
Si (E,(,)p) est un espace vectoriel hermitien et si n > 1 est un entier, alors S™E (resp.
A"E) est canoniquement muni d'un produit vectoriel hermitien (,)g. 5 (resp. (,),np) tel que
pour tout xi, - ,Tn,Y1,  Yn € E,

1 n
(T1 Tp Y1+ Yn)gnp = ] Z H (@190 5+

ceS, i=1
(resp. (LN ATt A AYn) pn g = dét ((wi,y])E)),

appelé la ni®™Cpuissance symétrique (resp. puissance extérieure) de () .

Si E est un espace vectoriel de rang 0 < r < 400 sur C, alors pour tout entier 0 < n <7,

A"(EV) x A'E SN C
(finN-ANfpxi Ao Aay) — dét (fi(x)))
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est un accouplement parfait. Cela induit un isomorphisme I de A"(EY) vers A"(E)V. Si de plus
FE est muni d’un produit hermitien, alors I'isomorphisme I est une isométrie pour les produits
hermitiens canoniques.

Remarque 1.6.5 Si E est un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur C, alors pour tout
entier n > 1, on a aussi un accouplement parfait

S"(EV)x S"E  — C
1
(P fuwreoan) = — 37 filzo()

oceG,

qui induit un isomorphisme de S™(E") vers (S™F)V. Mais si F est muni d’un produit hermitien,
cet isomorphisme n’est pas une isométrie pour les produits hermitiens canoniques des que n > 1.

Applications linéaires

Soient E et F deux espaces linéaires de rang fini sur C. L’espace Hom¢(E,F') est cano-
niquement isomorphe & EY ® F. Si E et F sont munis de produits hermitiens, il en est de
méme de Home(E,F). On remarque que pour toutes les applications linéaires ¢ et de 1 dans
Homg¢(E,F), le produit hermitien de ¢ et ¥ est donné par la formule {p,1)) = Tr(p¥ ). On
désigne par || - || la norme associée au produit hermitien. D’autre part, sur Homc¢ (E,F') on a
la norme de 'application linéaire || - || définie par

ol = e JE@E

zeE\{0} |z||E

(lorsque E = 0, ||0]] = 0 par convention). On a encadrement suivant: pour tout homomor-
phisme ¢ € Hom(E,F'),
el < llelln < vre(E)ell-

1.6.3 Structure hermitienne sur un fibré vectoriel holomorphe

Les références sont [26] et [89].

On appelle fibré vectoriel holomorphe sur (X,0%") tout O%-module localement libre de rang
fini. On appelle fibré inversible holomorphe sur (X,0%) tout 0% -module localement libre de
rang 1.

Soient X une variété analytique compacte et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. On
appelle structure hermitienne (ou métrique hermitienne) sur E tout homomorphisme ponctuel ®
de faisceaux d’ensembles sous-jacents h : (O%f{c ® E) x (OY%t ® E) — O%% de telle sorte que
pour tout x € X, 'homomorphisme induit h, : E, X E, — C soit un produit hermitien.
Lorsque h en est ainsi, on dit que le couple E = (E,h) est un fibré vectoriel hermitien sur X.
Les constructions algébriques sur les produits hermitiens introduits dans le sous-paragraphe
précédent se généralisent naturellement aux structures hermitiennes. On peut donc construire
par exemple la somme directe ou le produit tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens etc.

On appelle mesure de Lebesgue toute mesure borélienne \ sur X telle que, pour toute
carte locale V' de X, la mesure induite sur V soit équivalente a la mesure de Lebesgue, et sa
dérivée de Radon-Nikodym par rapport a la mesure de Lebesgue soit une fonction lisse. Grace

3. & savoir, si (s,t) et (s’,t’) sont deux sections de (Og(i% ® FE) x (Og(i% ® E) dont les restrictions sur la fibre
au-dessus de @ se coincident, alors h(s,t)e = h(s',t'). sur la fibre (OYfL), = C. Attention: ici le mot “fibre sur

2” représente I'image réciproque par I’application d’inclusion ({z},C) — (X,O‘)i(i%)_
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a la décomposition de I'unité en somme localement finie de fonctions lisses on sait qu’il existe
toujours une mesure de Lebesgue sur X. De plus, si X est compacte, toute mesure de Lebesgue
est de masse totale finie. On appelle mesure de probabililté de Lebesgue sur X toute mesure de
Lebesgue sur X qui a pour masse totale 1.

Soient X une variété analytique compacte et E un fibré vectoriel holomorphe sur X. L’en-
semble I'(X,E) des sections holomorphes de E au-dessus de X est un espace de dimension finie
sur C. Si on choisit une structure hermitienne A sur E et une probabilité de Lebesgue sur X,
on obtient une famille de normes sur I'(X,FE), notamment:

1) pour tout 1 < p < 400 et toute section s € I'(X,E),

lsllnnze = < [ Gl dx<x>) ;
X

2) pour toute section s € I'(X,E),

1
511, sup = sup (sz,82) -
zeX
Cette derniere ne dépend pas du choix de la probabilité de Lebesgue X. D’autre part, || - |5 x L2
correspond & un produit hermitien sur I'(X,E). Par conséquent, 'espace I'(X,F), muni de ce
produit hermitien, est un espace hermitien. Comme \ est une mesure de probabilité, 'inégalité
de Holder montre que pour tous les 1 < p < p’ < 400 et toute section s € I'(X,E),

Isllna.ze < sl 200 < lI5]ln, sup-

Si aucune ambiguité ne se produit sur la structure hermitienne et sur la probabilité de Lebesgue,
on note || - || (resp. || - |lsup) au lieu de || - ||n,x,zr (resp. || - ||n, sup) pour simplifier les notations.
On rappelle ici une inégalité due & Gromov qui compare la norme || - ||sup €t la norme || - || .2

(cf. [38] lemma 30 ou [84] VIIL.2.5 lemma 2)

Théoréme 1.6.6 (Gromov) Soient X une variété analytique complexe compacte, E un fibré
vectoriel hermitien sur X, L un fibré inversible hermitien sur X, et X\ une probabilité de Le-
besque sur X. Alors il existe une constante postive C > 0 qui dépend de X, X\, E et L telle
que, pour tout entier D > 0 et toute section s € I'(X,E @ L®P), on ait

[[sllsup < CDd”SHL?v
ot d est la dimension complexe de X.

Démonstration. Comme X est compacte, elle n’a qu’un nombre fini de composantes connexes
(Xi)1<i<r- De plus, on a

T
I'(X.E® L®P) = @ TI(X;,E o LEP),
i=1
et c’est une somme directe orthogonale par rapport & la norme L2. On est ramené donc au cas
ou X est connexe. Toutes les cartes de X ont donc pour dimension complexe d.

Soit (Uy)aer un recouvrement fini4 de X par les ouverts non-vides satisfaisant aux condi-
tions suivantes:

1) pour tout « € I il existe une application biholomorphe ¢, de U, vers la boule
By ={2¢€C%||z| <3}
de C¢,

4. Cela est toujours possible car X est compacte.
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2) pour tout « € I les restrictions de E et de L sur U, sont libres.
3) si on désigne par
By ={z€B||z] <1} C Bs

la boule unité ouverte, les ouverts ¢, !(B;) recouvrent X.
Pour tout o € I on désigne par g, la dérivée de Radon-Nikodym

_ dpax (Alv.)
Ja = 7([77 )
ou 7 est la mesure de Lebesgue sur B3. C’est une fonction lisse sur Bs. D’autre part, si on
désigne par E, (resp. Ly ) le fibré vectoriel sur Bs I'image direct de E|y, (resp. L|y, ) par ¢q,
alors la structure hermitienne de E (resp. L) induit (par ¢, ) une structure hermitienne ( , )
sur E, (resp. Ly). Si s est une section de E ® L®P au-dessus X, alors

5]122 = /X lsal2dA(z) > /U IseldA(z) = / | (Garslv s [ ga(2)dnz).

B3

Comme FE, est libre sur Bs, en identifiant E, a (O%r;)@rgE par une trivialisation choisie on
obtient une autre structure hermitienne ( , )  sur E,. Comme toutes les normes sur un espace
vectoriel de rang fini sont équivalentes, il existe deux nombres positifs C,Cy > 0 tels que pour
tout z € Bs = {z € B | |z] < 2} et toute section lisse u de OdBisffC ® E, au-dessus de B3, on ait

Cilluzlla < Jlusll < Caofluzlla-
D’autre part, en choisissant une trivialisation, L, s’identifie & O%). On obtient donc une struc-
ture hermitienne (, ) sur L, via la trivialisation. Il existe alors une fonction lisse strictement
positive p sur Bs telle que pour toute section v de L,, au-dessus de Bs et tout z € B3

vzl = p(2) vzl a-

Si D > 0 est un entier, alors Eq ® LEP = @o.(E|y, ® LI§7) est isomorphe & (O3 )®reF
via le produit tensoriel des trivialisations de F et de L comme ci-dessus. On obtient donc une
structure hermitienne ( , ), au-dessus qui provient de cette trivialisation produit tensoriel. En
fait, pour toute section lisse ¢ de E, ® L®P au-dessus de Bs et tout point z € B, on a la
comparaison suivante:

Cilt:llap(2)? < |Itz]l < Calltzllap(z)”.

Soit (e1,--- ,e,) une base de I'(Bs,E, @ LEP) correspondant a la trivialisation. Si s est une
section dans T'(X,E ®@ L®P), alors @a.(s|v, ) s’écrit sous la forme

90(1*(8|Ua) = flel + 4+ frera

ou fi1, - ,fr sont des fonctions holomorphes sur Bs. D’autre part, on a

I(axslua)=lla = [f1(2)]* + - + [ fr(2)]*

Comme g, est une fonction continue et strictement positive sur Bj, il existe une constante
C3 > 0 telle que g,(z) > C3 pour tout z € By. Comme p est une fonction continue sur Bz, la
fonction

p(w)? — p(2)?

Tp:
pi(zw) — |w — z|
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est alors définie et continue sur Bs x Bs privé le diagonale. De plus, comme p est de type C!,
T'p admet un unique prolongement continu sur B3 X Bs. Donc il existe une constante Cy > 0
telle que pour tout (z,w) € By X By on ait

Tp(z,w) < Cy.

D’autre part, p est strictement positive sur Bs, donc il existe C5 €]0,04] tel que p(w)? > Cs
pour tout w € Bs. On a donc pour tout (z,w) € By X Ba,

p(2)* = p(w)* (1 = Colw — ),

ou Cg = C4/C5. Par conséquent, on a pour tout w € By,
s> [ Npaeslu ) Pga(hintc)
|2—w|<1

S R ([N R B ENOLS
lz—w|<1/Cs

> Oy Cap(w)?” / (1 - Colz — wl) Z Fi(2)2dn (=)

lz—w|<1/Cs

Comme f; est holomorphe sur Bs, |fi|? est une fonction sous-harmonique. Par conséquent,
pour tout 0 < a < 1, si on désigne par ¢ la mesure de Lebesgue sur {z € Bs | |z — w| = a}, on
a

2d7‘rda2d71
[ e 2

d’ou

T(d+1)
C3Cs  2dn? 1/Ce _
> T+ e ”2/ (1= Coa)"a™da

2
0103 2dﬂ' D 2d 1d
~ Gttt l ¢
_ C3C3;  2dn? D+2d\ "
c?c?dr(dﬂ)”s =l (2d)” < 2d )

2 2 2D 2dm? 1/Cs D 2d—1
50132 > C3Csp(w) Zm / (1 = Coa)Pa?da

Par conséquent, il existe une constante C, > 0 telle que, pour tout z € ¢ '(B;) et toute
section s € I'(X,E ® L®P),
IslZ2 = C3 2D 7254

Enfin on prend C' = max C,, comme X est recouvert par les p_1(By),
(¢S

Islizz > C1 D™ s]lsup,

d'oit
Isllsup < CD?s]| 2.
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1.6.4 Connexions et courbures de Chern

Dans ce sous-paragraphe on fixe une variété analytique complexe X. On suppose que X
soit équidimensionnelle et de dimension complexe n.
Connexions et courbures des fibrés holomorphes

Définition 1.6.7 Si E est un fibré vectoriel holomorphe sur X, on appelle connezion sur E
tout homomorphisme de C-modules D : Og(if(}c ® E — Q% ® E tel que

D(fs)=df ® s+ fDs (1.13)

pour tout f € A%(U) et tout s € A°(U,E). Comme Q% = Q3° @ Q%', on désigne par D0 :
OO FE — QY ® Eet DO Ot ®E — Q%' ® E les deux projections de D.

Remarque 1.6.8 L’égalité (1.13) implique deux “formules de Leibniz” pour D' et D10
respectivement: pour tout f € A°(U) et tout s € A°(U,E),
DYO(fs)=0f @ s+ fD"0(s), (1.14)
DY (fs) =0f @ s+ fD"(s). (1.15)

Remarque 1.6.9 Soient E un fibré vectoriel holomorphe sur X, D une connexion sur F,

alors D definit un opérateur D : Qg(,c QF — Qg;f(é ® F tel que, pour tout o € A%(U) et tout

s € A%U,E), on ait D(a A s) = da A s+ (—1)%a A Ds. De méme, les opérateurs D19 et D%?
se prolongent en des opérateurs sur AQx c ® E de bidegrés (1,0) et (0,1) respectivement. On
a encore la relation D = D10 + D%! pour les oprérateurs prolongés. Enfin, les opérateurs D?,
(D19)% et (D%1)? sont AQx c-lindaires.

Définition 1.6.10 Soient E un fibré vectoriel holomorphe sur X, V une connexion sur F, on
définit sa courbure comme V2, et I'on pose O(V) = 2LV2. Comme V? est AQx c-linéaire, la

T
courbure et ©(V) sont des éléments dans A%(End E).

Connexion de Chern d’un fibré holomorphe hermitien

Si F est un fibré vectoriel holomorphe sur X, alors on a un opérateur de bidegré (0,1)
D'=0®Id: AQxc®E — AQxc®E.

Cet opérateur est bien défini car 9 est O3l-linéaire. On a aussi une “formule de Leibniz” pour
D": si U est un ouvert de X et si a« € AP4(U) et s € A°(U,E), on a

D"(aAs)=0aAs+ (—=1)PTa A D"(s).

Par conséquent, D" est un opérateur local, mais il n’est pas une connexion.
Si h est une structure hermitienne sur E, h se prolonge en un homomorphisme de faisceaux
d’ensembles
) +
(ol (i c®@E) x (W c®E) — QL EQE

tel que, pour tout u € AP(U), tout v € A4(U) et tous les s,t € A°(U,E), on ait

(WA su ALy, = (s,t), uAT.
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Définition 1.6.11 Si (E,h) est un fibré vectoriel hermitien. On dit qu’une connexion V sur
E est hermitienne si pour tous s,s’ € A°(U,E) on a

d(s,s"), = (Vs,s), +(s,Vs), .

Remarque 1.6.12 Si (E,h) est un fibré vectoriel hermitien, et si V est une connexion hermi-
tienne sur F, alors pour tout x € AP(U,E) et tout y € AY(U,E), on a

d{(z.y), = (Va,y), + (1P (x,Vy), .

Définition 1.6.13 Si (F,h) est un fibré vectoriel hermitien sur X, alors il existe une unique
connexion hermitienne V sur E telle que V%! = D”. Cette connexion est appelée la connexion
de Chern de (E,h), noté V(E,h). Sa courbure est appelée la courbure de Chern de (E,h). Enfin,
on note O(F,h) la forme O(V(E,h)). On vérifie facilement que la courbure de Chern et ©(E,h)
sont des formes dans Ab!(End(E)).

On rappelle ci-dessous le théoreme de Lelong-Poincaré, la démonstration se trouve dans
[26] chap. V §13.

Théoréme 1.6.14 (Lelong-Poincaré) Soient X une variété analytique compleze, (L,h) un
fibré inversible hermitien, s une section méromorphe de L au-dessus de X. Alors la fonction
log ||s||7 est localement intégrable et on a®

dd[log||s||7;] = [div(s)] — [O(L,h)].

Corollaire 1.6.15 Si (L,h) est un fibré inversible hermitien sur X, alors pour tout x € X,
O(L,h), est une forme hermitienne sur TX, (muni de la structure compleze J ).

Démonstration. D’aprés la formule de Lelong-Poincaré, ©(L,h) est une (1,1)-forme réelle,
donc ©(L,h), est une forme hermitienne sur 7'X,,, comme remarqué dans 1.6.3. a

Proposition 1.6.16 On suppose que X soit une variété analytique complexre compacte. Soit
(L,h) un fibré inversible hermitien sur X. Si L a une section holomorphe non identiquement
nulle sur X, alors il existe un point x € X tel que la forme hermitienne O(L,h), est semi-
positive.

Démonstration. Soit e une section holomorphe non identiquement nulle sur X. Soit zp un
point de X ou |le|| atteint son maximum. Grace & la compacité de X on obtient 'existence
d’un tel point zy. D’apres le théoreme de Lelong-Poincaré, sur un voisinage ouvert de xy on
a O(L,h) = —5=0dlog||e|?. On désigne par j : U — X une courbe complexe passant par g
telle que L se trivialise par e le long de j(U). On a alors

0?07

- 1
*O(L.h) = ——001 2= -—— (= 4+ =
77 O(L,h) = —5-99log e o | 47r((9x2 t 5

) log |le o i|*dz A dy.

Comme j est arbitraire, ©(L,h),, est une forme hermitienne semi-positive. |

5. On définit d° = ;1-(9 — ), d’ott dd® = -90.
T 27
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1.6.5 Métriques de Fubini-Study

Si E est un espace vectoriel de rang 0 < r < 400 sur C, alors I’ensemble des points de P =
P(E) & valeurs dans C (muni de la topologie analytique) est une variété analytique complexe.
Si on désigne par 7 : P(E) — Spec C le morphisme canonique, on a "’homomorphisme universel
f:7m*E — Og(1). On suppose maintenant que E soit muni d’une métrique hermitienne || - ||.
Alors la métrique hermitienne sur 7* F induit naturellement une métrique quotient sur Og(1),
appelée la métrique de Fubini-Study, noté || - |rs. Si s est un élément de norme 1 dans FE et si
H = (Cs)*, alors Py s'identifie & A(H), le faisceau Og(1) se trivialise (par s) sur Ps. D’autre
part, pour tout point complexe z de P; = A(H) (autrement dit, pour tout point z € H), la
norme carrée de s, est (1 + |z]?)~!. Par conséquent, sur Ps, la courbure de la métrique de
Fubini-Study sur Op(1) est dd°[log(1 +|z|?)]. Comme log(1 + |z|?) est une fonction strictement
plurisousharmonique (cf. [26] 1.5.12), on obtient que ©(Op(1)) est fortement positive en tout
point de P (cf. [26] 111.1.18). Comme s est arbitraire, ©(Op(1)) est fortement positive en tout
point complexe de P. La forme A = A"©(Op(1)) est une (r,r)-forme fortement positive en tout
point complexe de P qui détermine une mesure de Lebesgue sur P(C). En fait, ¢’est méme une
mesure de probabilité (cf. [26] V.15.10°).

Soit m > 1 un entier. On sait que sur P, le faisceau inversible Og(n) se trivialise par s
Par cette trivialisation, 'espace I'(P,Og(n)) = C[E], s’identifie & C[H]<,. Si u = fs®" est
une section dans I'(P,Og(n)), ot f € C[H]<x, on a pour tout z € H,

Xn

_ el el

= = G e e

Par conséquent, si W est une partie compacte de H alors

sup [f(2)| < Cw sup |uzl| < Cw |[ullsup,
zeW zeW

ott Cy = sup (1 + |z|)%.

zeW
Sin > 1 est un entier, la métrique de Fubini-Study induit par produit tensoriel une métrique
sur Op(n), notée encore | - ||rs. On s’intéresse a comparer les métriques || - ||ps x 2 et || - || sur
S™E. D’apres [13] lemme 4.3.6, on a la relation suivante:
n+r—1
0= (" B (1.16)

1.7 Fibrés vectoriels hermitiens sur les variétés arithmétiques

On rappelle dans ce paragraphe les définitions et les résultats élémentaires de géométrie
d’Arakelov que 1’on utilisera dans la suite. Les références sont [8], [10], [21], [78], [11] et [14].

On fixe pour ce paragraphe un corps de nombre K de discriminant Ag et on désigne
par Ok la fermeture intégrale de Z dans K. Soient ¥, l'ensemble des places finies de K (il
s’identifie canoniquement & I’ensemble des points fermés de Spec Ok), et Yo Iensemble des
plongements de K dans C. L’ensemble ¥, a pour cardinal [K : Q]. Pour tout p € £y on
désigne par v, : K* — Z la valuation discrete sur K définie par p. On rappelle que v, envoie
un élément non-nul a de Ok en la longueur de 'anneau local artinien Ok ,/aOk ,. Soient
Fp := Ok ,p/pOk,p le corps résiduel en p, et N, son cardinal. On désine par |- |, : K — R la

—vp (z)

valeur absolue telle que |z|, = N, pour tout x € K*. Pour tout plongement ¢ de K dans

6. Attention: dans cette these, la définition du symbole © differe de celle de [26] par une constante /2.
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C, on désigne par ||, : K — R la valeur absolue archimédienne qui envoie z € K en |o(z)|. La
conjugaison complexe sur C induit une involution ¢ — @ sur X,. On a la proposition suivante
qui est connue comme la “formule du produit”:

Proposition 1.7.1 Si x est un élément non-nul de K, alors pour toute sauf un nombre fini
de places finies p, |z|, = 1, de plus, on a

I 1zl IT lolo=1.

pEEf 0EY

1.7.1 Fibré vectoriel hermitien, degré d’Arakelov et pente arithmétique
Définitions et préliminaires

Si Z est un schéma propre et plat sur Spec Ok tel que Zk soit lisse, alors I'ensemble
des points de 2, vu comme Z-schéma, a valeurs dans C, est une variété analytique complexe
compacte. De plus, cette variété a une décomposition 2 (C) = HE Z5(C). La conjugaison

[ SPIINS

complexe induit une involution Fy, : 2 (C) — 2°(C) qui envoie £ (C) sur 2%(C).

Définition 1.7.2 Soit 2" un schéma propre et plat sur Spec Ok tel que £k soit lisse. On
appelle fibré vectoriel hermitien sur 2~ tout couple E = (FE,h) consistitué d'un O »-module
localement libre de rang fini et d’une structure hermitienne sur E(C) qui est invariante par
F,.. On appelle rang de E le rang du O 4-module localement libre sous-jacent E. On appelle
fibré inversible hermitien tout fibré vectoriel hermitien de rang 1.

Si E est un fibré vectoriel hermitien, la structure hermitienne sur E(C) induit des struc-
tures hermitiennes sur E(C)Y = EV(C), S"E(C) = (S"E)(C) et A"E(C) = (A"E)(C) qui sont
invariante par I’action de F,,. On note Ev, S"E et A™E les fibrés vectoriels hermitiens corres-
pondants. Si E et F' sont deux fibrés vectoriels hermitiens, alors (E @ F)(C) = E(C)® F(C) et
(E® F)(C) = E(C)® F(C) sont canoniquement munis des structures hermitiennes induites de
celles de E(C) et F(C). On note E® F et E® F les fibrés vectoriels hermitiens corrspondants.
Attention: A"(EV) est naturellement isomorphe & (A"E)", mais S™ (Fv) et (S"E)V ne sont en
général pas isomorphes comme fibrés vectoriels hermitiens.

Soient E un fibré vectoriel hermitien sur 2 et f : F — E un homomorphisme injectif d’un
O g--module localement libre de rang fini vers E. Si on munit F'(C) de la structure hermitienne
induite (fibre par fibre) de celle de E(C), on obtient un fibré vectoriel hermitien F, appelé un
sous-fibré vectoriel hermitien de E. Si p : E — G est un homomorphisme surjectif de E vers
un O g -module localement libre de rang fini, et si on munit le fibré vectoriel G(C) de métrique
quotient, G devient un fibré vectoriel hermitien sur 2, appelé un fibré vectoriel hermitien
quotient de E. Si F est le noyau de p, on note G = E/F.

Exemple 1.7.3 Un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok n’est rien d’autre que la donnée d’un
Og-module projectif de type fini E et, pour tout plongement ¢ de K dans C, d’un produit
scalaire hermitien ( , ), sur E ®o, o C telle que (z ® 2,y ® w), = (z ® Z,y @ W)

Définition 1.7.4 Soit L = (L,(|| - ||l+)o-x—c) un fibré inversible hermitien sur Spec Ox. On
appelle degré d’Arakelov (normalisé) de L la valeur

deg,, (L) = ﬁ (mg# (L/Oks)— 3 log|s |o> , (1.17)

0EY
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ol s est un élément non-nul dans L. On remarque que la valeur (1.17) ne dépend pas du choix
de s grace a la formule du produit. Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec O, on appelle
degré d’Arakelov normalisé de E et on désigne par deg,,(E) la valeur deg, (A" FFE).

Proposition 1.7.5 Soit E un fibré vectoriel hermtien de rang r sur Spec Ok . Si (s1,- -+ ,8,) €
E" est une base de Ex sur K, alors

d/e\gnE = ﬁ <10g #(E/OKsl +-- 4+ OKST) - % Z logdét (<Sivsj>g)> .

TEY

Démonstration. Comme (8;)1<i<r est une base de Ex sur K, © = s1 A --- A s, est non-nul
dans A"E. De plus, on a

#(Ok /Okx) = #(E/Oks1+ -+ Oks,y), |zl2 = dét ({si,s;),)-

Proposition 1.7.6 Soient E, F_Q et E trois fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O et F un
sous-fibré vectoriel hermitien de E tel que F soit saturé dans E. On a

1) d/e\gan = _d/e\gnE7
2) deg, F + deg, (E/F) = deg,E,
3) deg,(E1 ® E3) = rg(E;)deg, Es + rg(Es)deg, E .

Définition 1.7.7 Soit E un fibré vectoriel hermitien/s\ur Spec Ok . Si F est non-nul, on appelle
pente arithmétique de E et on note fi(E) la valeur deg, (E)/rg E, on appelle pente mazimale
arithmétique (resp. pente minimale arithmétique) la borne supérieure (resp. inférieure) des
pentes des sous-fibrés vectoriels hermitiens non-nuls (resp. fibrés vectoriels hermitiens quotients

non-nuls) de E, noté fimax(E) (resp. fimin(E)).

Remarque 1.7.8 Soit E # 0 un fibré vectoriel hermitien sur Spec O . L’existence de maxi-
male et du plus grand sous-fibré vectoriel hermitien ayant la pente maximale de E et méme
plus généralement celle du polygone canonique associé au fibré vectoriel hermitien E (cf. le
sous-paragraphe 4.4.2 infra) ont été démontrées, comme mentioné dans I’appendice de I'exposé
[8], par Stuhler et Grayson (cf. [85][42]).

Inégalités de pentes

Définition 1.7.9 Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok. Si p: Eg —
Fx est un homomorphisme non-nul et si ¢ € £ U X, on désigne par ||¢|, la norme de
I’application K,-linéaire ¢k : Ex, — Fk_, ou K, est le séparé complété de K par rapport a

la norme || - ||o. On définit la hauteur de ¢ comme la valeur
1
h(#) = 7= > logllelly + Y logllells
[K : Q] o=
f 0EY

Lemme 1.7.10 Soient A un anneau, M un A-module.

1) si N est un sous-A-module de M tel que M/N soit engendré par q éléments, alors pour
tout entier n > q, A"M = N""9 A (AIM).
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2) Si
MZMlDMQD-":)MiDMH.lD“'

est une une suite décroissante de sous-A-modules de M telle que, pour touti > 1, M;/M;11
soit isomorphe o un idéal principal de A, alors pour tout entier ¢ > 1

AIM = My A My A - A M,

Démonstration. D’abord 2) est une conséquence de 1). Pour démontrer 1), en utilisant la
méthode de récurrence en n, il suffit de le démontrer pour le cas ot n = ¢ + 1. Comme M /N
est engendré par ¢ éléments, on a AT (M/N) = 0 (cf. [16] chap. III, §7 n°3 proposition 3).
Comme le noyau de I’homomorphisme canonique

AM — A(M/N)
est l'idéal engendré par N (loc. cit.), on obtient

AT (M) C N A (AIM).

Proposition 1.7.11 Soient k un corps muni d’une valeur absolue || qui est localement com-
pact, E et F' deux espace vectoriel de rang fini sur k et ¢ : E — F un homomorphisme. Pour
tout entier 1 <1 <rg, E, soil
A = inf .
i Jdnf - lelv
codim V=i—1

Soit \; = 0 pour tout i > dimg E. Alors pour tout entier ¢ >0, on a
q
A%l < TT xi-
i=1
Démonstration. Soit m le rang de E sur k. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer
qu’il existe une suite décroissante de sous-espaces de E:
E=FE2FE, 2 -2 FE, (1.18)

telle que [|¢|g, || = Ai. Comme k est localement compact, la sphére unité de E est compacte,
donc il existe un vecteur x,, de norme 1 tel que

le(@m)ll = Am.
Supposons que E; 11 2 --- 2 E,, aient été choisis de sorte que
el |l = A

pour tout ¢ +1 < 57 < m. Encore par la compacité locale de k, il existe un vecteur z; € E
de norme 1 tel que ||¢(z;)|| = Ai. Comme tous ces vecteurs ne sont pas contenus dans F; 4
(d’apres la définition de A;), on obtient I’existence de F;. Par récurrence on démontre l'exis-
tence de la suite (1.18) et donc la proposition. m|
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Corollaire 1.7.12 Soient k un corps muni d’une valeur absolue |-| qui est localement compact,
E et F deux espaces vectoriels de rang fini sur k, ¢ : E — F un homomorphisme, et

E=FEyD>E D> D>Ey,DEpi1 D

une suite décroissante de sous-espaces de E. Pour tout entier n > 0, soit” A\, = ||¢|g,||. Alors®

log || A8 P || < Z 18(En/Ent1) log(An).

n>1

En particulier,
log [ A Fo|| < rg Elog o||-

Proposition 1.7.13 Awvec les notations ci-dessus, si @ est injectif, alors

ﬁmax(E) S ﬁmax(F) + h((p)
Démonstration. En remplacant E par son plus grand sous-fibré vectoriel hermitien ayant
la pente maximale, on peux supposer que [(FE) = [imax(E). Soit G un sous-Og-module de

F tel que Gk s’identifie a 'image de Ex dans Fx par . On désigne par r le rang de E.
L’isomorhpisme ¢ : Fx — Gk induit un isomorphisme d’espaces vectoriels de rang 1 sur K:

AT(p : ATEK — ATGK.

Soit L = (A"E)Y @ A"G. L’application A" peut étre considérée comme un élément dans L.
D’apres la définition de degrés d’Arakelov, on a ’égalité

deg, (@) — deg,,(E) = deg,, L = ~h(A"¢) = —rh(p).
ou la derniere inégalité provient du corollaire 1.7.12. Par conséquent, on a

A(E) < i(G) + h(¢) < fimax(F) + h(e).

Plus petite norme d’une section non-nulle

Soient E un Og-fibré vectoriel hermitien, W (E) I'espace vectoriel sur C somme directe
orthogonale des E,. Le Og-module E peut étre considéré comme un réseau dans W (FE) par
I'inclusion

E— P E®0.C.

TEY

Si on désigne par 7 : Spec O — SpecZ le morphisme structural, alors 7, F est le Z-module
associé au Ox-module E. Il est canoniquement muni d’une structure hermitienne, compatible
4 la conjugaison complexe, en identifiant E ®z C & W(E). On note 7. E le Z-fibré vectoriel
hermitien le Z-module 7, F muni de la structure hermitienne comme ci-dessus.

Définition 1.7.14 On note e(E) = min{|le| | e € 7. £\ {0}}. Si E est nul, on définit e(E) =
+o00.

7.8i B, =0, alors ||¢|g, || = 0.
8. Par convention log0 = —oco et 0+ (—o0) = 0.
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Proposition 1.7.15 (cf. [14]) Si E est un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O,
alors

—_— JR— —_ E
degm, F = degFE — rgOTK log |Ak|.

Soient E un fibré vectoriel hermitien non-nul sur Spec O, e un vecteur dans E tel que

lell = e(E).
Soit F' le sous-Og-module engendré par e, muni de la structure hermitienne induite. On a
—_— — = 1 — 1
degF = degm, F' + 3 log|Ag| = —loge(E) + 3 log |Ak|.

Donc on a l'inégalité suivante:

fimax(E) > = log[K : Q] — loge(E). (1.19)

N =

Proposition 1.7.16 (cf. [14]) On a l’inégalité suivante:

log |Ak|

foas(B) < ~loge(F) + 5 og(raa(F)) + 3ot

(1.20)

Meétriques sur 1’espace des sections globales, comparaison des métriques

Soit 2" un schéma propre et plat sur Spec Ok tel que Zk soit lisse sur Spec K et équidimensionnel
de dimension d. Si & est un fibré vectoriel hermitien sur 2", alors E = H°(2 ,&) est un
Oxk-module projectif de rang fini (autrement dit, un fibré vectoriel sur Spec Ok ). Pour tout
plongement ¢ : K — C on choisit une forme volume de type C'°°, partout strictement positive,
définissant une mesure de probabilité A, sur 2, (C). On suppose que la donnée (A, )scx.. soit
invariante par ’action de F,. On peut donc définir une famille de normes || ||o.r (1 < p < 400)
et || - |0, sup sur Ey := F ®0, o C telles que pour tout e € E, = H°(2,(C),&,),

P
llello,r = (/ Iezlﬁdka(x)> pour 1 < p < +oo,
Z5(C)

lello,sup = sup Jlex]lo.
TEXH(
Pour abréger on note || - ||o = || - ||,.z2. On désigne par || - || la norme hermitienne sur W (E).

Pour tout s € Ex, on a

Isl* =" lsl-

0EY

La proposition suivant est une conséquence immédiate du théoreme 1.6.6.

Proposition 1.7.17 Pour tout fibré vectoriel hermitien & et tout fibré inversible hermitien
L sur X, il existe une constante positive C > 0 (qui dépend de X, (A\s)oex.., & et L) telle
que pour toute section s € HO(Z ,& @ L®P) et tout plongement o : K — C,

Isllo, sup < CD?s]]o,

ot d est la dimension de 2k .
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Corollaire 1.7.18 Soient Ly et Ly deux fibrés inversibles hermitiens sur 2 et & un fibré
vectoriel hermitien sur 2 . Pour tous les entiers D1,Ds > 1, on note Ep, = HO(%,L?DI),
Fp, = H(Z L2 ®&) et Gp, p, = HO(Z ,LYP @ LYP2 @ &). Si on munit ces Ox -modules
de métriques L2, alors il existe une constante C tel que, pour tout (D1,D3) € Z2>0’

E(aDth) < CQDngE(FDl)E(FDz)'

Démonstration. D’apres la proposition 1.7.17, il existe une constant C telle que pour tout
plongement ¢ : K — C, tout entier D > 1 et tout élément s € Ep U Fp on ait ||s||,sup <
CD%|s||,. Par conséquent, pour tout (s1,s2) € Ep, x Fp,,

51 @ s2llo < [[s1 @ s2ll0,sup < 5110, suplls2llo, sup < C*DYD3|51|]I52]lo-
Donc on a

lsi@sol>= D" lsi@sally < > C*DIDFsal2 ]2l < C* D D3|l |52,
TEX 0EY

ie. ||s1 ® sa|| < C2D{Dg||s1]| - ||s2]|- Ceci implique la proposition. O

Lemme 1.7.19 Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2" et soit C'> 0 vérifiant la conclu-
sion de la proposition 1.7.17 avec & = O g . Pour tout entier D > 1 soit Ep = H°(%Z ,.%),
muni de métrique L2. Soient D1, --- ,D,, des entiers strictement poisitifs. Si D = Dy+---+D,,
alors

e(Ep) < C™(Dy---D,)%(Ep,) - ¢(Ep,). (1.21)

Démonstration. Si pour tout 1 < i < n, s; est une section dans H°(2 ,.Z%P)  alors pour
tout 0 € Yo,

51 @ @ snlle <51 @+ ® snllo, sup

N J (1.22)
< |Is1llo,sup IS0 llo,sup < C™(D1 -+ Dp)|Is1llo - - [[5nlo-
ls1®-@sal>= Y lls1®- @ sulls
0EY
< > C(Dy-- D) a2 llsall?
TEY
ccrm o) [T X ).
1=1 \oc€X
Par conséquent, on a
e(Ep) <C™(Dy--- Dn)da(EDl) ---e(Ep,).
O

Corollaire 1.7.20 Soit 2 un fibré inversible hermitien sur Z . Pour tout entier D > 1 soit
Ep = HY(Z,2%P), muni de la métriqgue L*. Soient n = (n;)1<i<, une famille d’entiers
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positifs, N = ny + --- + n,. On désigne par ¢ ’homomorphisme naturel de E,, ® --- @ By,
vers En qui envoie $1 ® -+ ® S en 81 --- 8. Alors on a linégalité

- 1
hMek) <rlogC + Z (dlogni + 3 log(rg En)), (1.23)
i=1

ot C est la constante (qui ne dépend que de 2, (\s)ses,, et Z) dont Uexistence est assurée
par la proposition 1.7.17 en prenant & = O g trivial.

Démonstration. Comme @g provient d'un homomorphisme de Ox-modules, on a ||px |, <1
pour toute place finie p. Soit ¢ : K — C un plongement. Si

(Si)lgigr € En1,a' X X E’H,T,G'u

alors

ls1--- ST”O’,Lz <ls1--- Sng, sup < H51||d sup " *° ||5T||d,sup-
D’apres la proposition 1.7.17, on obtient que, pour tout 1 < i < 7, ||8i[lo,sup < Cnd| sillo.12-
Donc

Is1--sello,2 < C™nd - nfllsillozz - llsello,2 = C™nd - nflls1 @ -+ @ sello, 2.

Comme E,, , ® --- ® E,, , admet une base orthogonale constituée de rg(Ey,) - --- - rg(En,.)
éléments de la forme 51 ® - -+ ® s, on déduit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que

lexlle < CTnlli T nf\/rg(Enl) o 18(En,)-

Par conséquent,

- 1
hMek) <rlogC + Z (dlogni + 3 log(rg En))

=1

1.7.2 Fibrés inversibles hermitiens arithmétiquement amples

Soit 2" un schéma propre et plat sur Spec O tel que Zk soit lisse sur Spec K. On suppose
choisie pour tout plongement ¢ de K dans C une probabilité de Lebesgue A, de telle sorte que
la donnée (A, )yex., soit invariante par 'action de Fio.

Définition 1.7.21 Soit £ un fibré vectoriel hermitien sur .2°. On dit qu’une section s €
H(Z ,E) est effective (vesp. strictement effective) si max Is]lo, sup < 1 (resp. max IIs]l&, sup <
0EY [eASPIPNS

1).

Remarque 1.7.22 Soient E un fibré vectoriel hermitien sur 2”, s une section dans H°(.2",E)

et ¢ : Oz — FE I’homomorphisme induit par s. Si on munit Qg de la métrique hermitienne

canonique, alors s est effective (resp. strictement effective) si et seulement si max lex|lo,sup <
[ SPIINS

1 (resp. Unel%x lex|lo,sup < 1).

Définition 1.7.23 (cf. [91], voir aussi [84]) Soit L un fibré inversible hermitien sur 2 .
On dit que L est (arithmétiquement) ample si pour tout fibré vectoriel hermitien E sur 2 il
existe un entier ng > 0 tel que pour tout entier n > ny, il existe un entier a(n) > 0 et un
homomorphisme surjectif de O%l(") vers £ ® L®" qui est induit par des sections strictement
effectives.
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Remarque 1.7.24 Soit L un fibré inversible hermitien sur 2°. Si L est arithmétiquement
ample, alors L est un O g -module inversible ample. D’aprés [13] proposition 3.2.4, si une

puissance tensorielle de L est engendrée par ses sections globales effectives et si ¢j(L) est

def 7 -

strictement positive, alors pour tout cycle effectif Z € Z,(2"), h(Z) = deg(¢i(L)?Z) > 0.
Zhang [91] a démontré que pour que L soit arithmétiquement ample, il suffit que (en considérant
2" comme un schéma sur Z)

1) Lg est ample et L est relativement semipositif,

2) pour tout sous-schéma fermé irréductible % de 2  qui est plat sur SpecZ, la hauteur

C1(L|g)3™¥ est strictement positive.

En particulier, si L est ample, si c¢;(L) est strictement positive et s’il existe une puissance L®"
de L qui est engendrée par ses sections effectives sur 2, alors L est arithmétiquement ample.

1.8 Morphismes d’évaluation et algébricité des sous-schémas
formels

Dans ce paragraphe, on étend les criteres d’algébricité de sous-schémas formels des variétés
projectives développée par J.-B. Bost dans [10] et [11], voir aussi [12].

1.8.1 Un critere numérique d’algébricité

Soient K un corps, ¢ : X — Spec K une variété algébrique projective sur K, L un Ox-
module inversible ample, Y un sous-schéma fermé intégre de X et V' un sous-schéma formel
fermé du complété formel Xy de X le long de Y dont Y est le schéma de définition. Si on
désigne par V; le i'®™¢ voisinage infinisémal de Y dans V, alors on a des immersions fermées
successives:

Y=VycVicVy---.
L’espace localement annelé sous-jacent a V s'identifie & limV;. On désigne par ¢; : V; — X

I'immersion fermée canonique, et par ¢ : V- Xle morphisme d’espaces localement annelés
induit par les ¢;.
Pour tout entier D > 0, on définit un espace vectoriel sur K

Ep = q.L®P = H°(X,L®P)

qui est de dimension finie puisque X est propre sur K. Observons que I'espace topologique
sous-jacent & V et aux V; est |Y|, et Papplication continue d’espaces topologiques sous-jacente
& p; et & @ est I'inclusion canonique |p| : Y| — | X]|.
On a des homomorphismes canoniques
Mp : Ep = ¢.L%P — qupinpi LY = HO(|Y |,p; L®P),
1 Ep = L% — qupup" LEP = HO(|Y],0"L®P).
Le faisceau d’anneaux sous-jacent a Oy est la limite projective des faisceaux Oy,. Comme le

systeéme projectif (O, )i>o de faisceaux d’anneaux satisfait & la condition de Mittag-Leffler (cf.
[46] Or11.13), on a * L7 = lim 7 L¥P. En particulier, on a

HO(|Y |,o*L®P) = lim HO(|Y | 0; L®7),

et np = limnp,.
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Pour tout i € N, soit I;41 I'idéal de Ox définissant le sous-schéma V;. Soit J le noyau
de I'homomorphisme canonique Op — Oy. C’est un idéal cohérent de Op qui s’identifie
canoniquement & ¢*I1. De plus, le noyau de ’homomorphisme canonique Oy — Oy, est par
définition I, qui s’identifie canoniquement & (cf. [28] théoreme 7.1) @* I+

Lemme 1.8.1 Soient W une variété algébrique projective sur Spec K et (L;)i<i<n une fa-
mille de Ow -modules inversibles. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout
(D1,---,Dy) € N, on ait

rg HOW,LEPT @ - @ LEP») < ¢(Dy + - - + D )8m W,

Démonstration. Soit L un Op-module inversible ample. Il exists un entier strictement positif
a tel que, pour tout entier 1 < i < n, le Ow-module L; est isomorphe & un sous-Oy-module

de L®?. Par conséquent, pour tout (Di,---,D,) € N* on a un homomorphisme injectif de
L?Dl ® - @ LEPn vers L@a(Dit+Dn) Ta proposition découle alors de la théorie des po-
lynémes de Hilbert. O

Dans la suite du paragraphe, on suppose que Y soit régulierement immergé dans ‘A/, c’est-
a-dire que 'idéal cohérent J de Oy soit localement engendré par une suite réguliere. Dans ce

cas-1a le fibré normal N (= Ny‘/}) := (3/3%)V est un Oy-module localement libre de rang fini,
et ’homomorphisme canonique de Oy-algebres

@ SZNV _ @ j’i/ji+1

i>0 i>0

est un isomorphisme (cf. [47] Ory.15.1.9).
Si on désigne par EY, le noyau de ngl, alors on a une suite décroissante d’espaces vectoriels
sur K (en posant EY = Ep)

Ep=E\D>ELDEL D - EpD---DESf o
Soit p : P(NY) — Y le morphisme canonique, alors
HY(Y,LISP @ S'NY) = H(Y,LI$" @ p.Op(nvy (i)
= H(Yp.(p*LI$P © Op(vvy (1)) = HOB(NY),p* LIPP © Opvvy (i)).

Soit d la dimension de V. Appliqué & W = P(NV), qui est de dimension d — 1, le lemme
précédent montre qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que

rgx HO(P(Nv)aP*L@D ® Op(nvy (7)) < c(i + D)* 1, (1.24)

Donc on a la majoration

rgk(Ep/Ep ™) < c(i+ D)

Soit Z la fermeture Zariski de V dans X , c’est-a-dire le plus petit sous-schéma fermé de X
contenant tous les V;. Le sous-schéma fermé Z de X est alors défini par 'idéal J = lill]n. On

a dimZ > dim V car le complété formel Z de Z le long de Y contient V. On dit que V est
algébrique si on a 1’égalité des dimensions dim Z = dim V.
Le noyau de np est égal a

(Vb = () (R8s 1°7) = 105,05 1°7),

i>0 i>0
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On a une suite exacte
0— H°(X,J ® L®P) —— HO(X,L®P) ——= H(X,(0x /J) ® L®P) —= H'(X,J ® L®P) .

Comme L est un Ox-module inversible ample, H*(X,J @ L®P) = 0 pour D suffisamment
grand. Donc il existe Dy > 0 tel que, pour tout D > Dy, on ait

ED/ () Ep = HY(X,(Ox/J) ® L®P) = H*(Zy*L®P),
>0

ou ¢ : Z — X est 'immersion fermée canonique. Son rang est donc équivalent a

deg; Z 4imz
D 1m
dim 7!

lorsque D — 4-00.
Comme J*1 est le noyau de Oy — Oy, on a un isomorphisme canonique

* D ~ * D i+1
or L2P = (" L®P) @0, (O3 /).
Par conséquent, on a une suite exacte

0—— SD*L®D Qo (ji/jiﬂ) - @?L®D - 80?71L®D —0

qui induit en identifiant ¢* L®P R0, SINY 3 L|§?D ®oy S'NY un diagramme commutatif dont
la premiere ligne est exacte:

00— H([Y|.LIP” ® S'NY) —— HO(|Y|,¢; L#P) — H°([Y |0}, L®P)

Si s est une section de L®P sur X, alors s appartient & B} = Kern’, ' si et seulement si 7%,
envoie s dans ('image de) H(|Y|,0*L®P ® S'NV). Donc 1%, induit un homomorphisme

77%) E - EZD - H0(|Y|7SD*L®D ®0‘7 SZNV)

dont le noyau est Eg'l, puis un homomorphisme injectif d’espaces vectoriels sur K
Vo Ep /B — HO(Y|.LIZ © S'NY).

Le critere d’algébricité ci-dessous étend celui établi par J.-B. Bost (cf. [11] Lemma 2.4)
lorsque dimY = 0.

Proposition 1.8.2 Si

.. Zizo(i/D)rgK(Ejj/Egl)
lim inf

el < +o0, (1.25)
D—oo 3o rg (Bh/ER ™)

alors V est algébrique.
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Démonstration. Soit A > 0 un entier, On a

i i i
Z D rgK(ED/EDH)
i>0
i i % %
> Z ErgK(ED/E ) Z rgx (Ep/Ept)
i>AD i>AD

=MD reg(ER/EFY = Y re(ER/ERT)

i>0 0<i<AD

>N\ rg(Ep/Eft) —ch > (i+D)*!
i>0 0<i<AD

> A g (Ep/ER') —eX(A+ 1) 1D
i>0

Comme

i i i deg Z im
ngK(ED/ED—H) = I8k (ED/ﬂED) ~ —LZ pdimZ (Z — +00),

, ! dim 7!
>0 >0

on obtient que

.. Zi>0(i/D) rgK(EE/ESrl) . dim Z!C)‘2()‘+ 1)d_1Dd
lim inf = - 7 > A\ — limsup T .
B2 o e (B By ) ponl " deg, ZDT

Supposons que V ne soit pas algébrique. Alors dim Z > d, donc

) dim ZleA?(A + 1)4-1 D4
lim sup

- =0.
Do degL 7 Ddim Z

Par conséquent, _ _
.. ZiZO (i/D) rgK(E}‘J/E})H)
lim inf - T >
D—oo > 18k (Ep/ER )

Comme A est arbitraire, on en déduit que

.. Zizo(i/D) rgK(Ej:)/EJi:;rl)
lim inf - T
D=eo 3 lisorek (Ep/ED )

:+OO
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O

La condition (1 25) est non seulement suffisante, mais encore “quasiment necessaire” pour

I’algébricité de V.En effet, on peut démontrer que, si 1% peut s’écrire comme le complété formel
le long de Y d’une sous-variété algébrique de X contenant Y, alors E%, / EZJr1 = 0 lorsque i/D

est suffisamment grand.

Lemme 1.8.3 Soient X une variété algébrique projective sur un corps k, L un Ox-module
inversible ample, Y une sous-variété de X, m : X — X [Uéclatement de X le long de Y et E
le diviseur exceptionnel. Alors il existe un entier N > 0 tel que, pour tout entier n > N, le

O -module inversible m* L™ @ O(—E) soit ample.
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Démonstration. Soit I I'idéal de Y dans X. Comme L est ample, il existe N € N tel que
L®N @ I soit engendré par ses sections au-dessus de X. Soit

O??a — L8N eI

un homomorphisme surjectif. Il induit pour tout n» > N un homomorphisme surjectif de Ox-
modules

Fy o= (LPM=N)y®e , on g,

On obtient alors un homomorphisme surjectif de O x-algebres quasi-cohérentes graduées

@ Sm(Fn) _ @ L®nm®lm.

m>0 m>0

Par la construction Projy, cela induit une immersion fermée i de X dans P(F,) compatible
avec projection sur X et telle que i*(OF, (1)) = 7*L®" @ O(—FE). Comme n > N, F,, est un
Ox-module inversible ample. Par conséquent, OF, (1) est aussi ample. Enfin, 7*L®" @ O(—F)
est ample car une immersion fermée est un morphisme affine. O

Proposition 1.8.4 On suppose que Y soit régulierement immergé dans V et qu’il existe une
sous-variété algébrique Z de X contenantY telle que V- = Zy (la variété Z est donc égale a la

fermeture Zariski de V dans X ). Alors il existe un nombre réel X > 0 tel que, pour tout entier
D > X et tout entier i > AD, on ait E%/EH! = 0.

Démonstration. Soient Z l'éclatement de Z le longde Y, v: Z—Zle morphisme canonique,
et E le diviseur exceptionnel. Soit d la dimension de Z. On note £ = v*(L|z). Soit ¢(L£,Y) la
constante

sup{q € Q| L ® O(—¢FE) est ample}.
Cette constante est strictement positive grace au lemme 1.8.3. Pour toute section s € E%, non
identiquement nulle sur Z, le diviseur de Cartier sur Z
v*div(s|z) —iF

est effectif. Sa classe dans CHy_1(Z) est

(Der(£) — i (O(E))) N [Z].

Pour tout ¢ € Q tel que v*L|z ® O(—¢F) soit ample et tout entier 0 < a < d, le degré de
I’élément

vi(c1(L)%c1 (L @ O(—qE)) 71 N [v* div(s|z) — i E])
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de CHy(Z) est positif ou nul. Par ailleurs, on a

v (c1(L)%c1 (L @ O(—gE)) 71 N [v* div(s|z) — iE])
d—a—1

=Y (g (d e 1>v*<c1<.c>d”cl<0<E>>ﬂ‘ (Der(£) — s (O(E))) 1 [Z)

d—a—1
- <—q>ﬂ‘D<d —a- 1>v*<cl () e (OB 1 (Z))
(1.26)

d—a Py d—a-—1 _; ; _
—;(—Q) 1@( P )U*(cl(c)d e (O(B) N [Z)

= Ddeg(2) = (—q)* " tivi(c1(£)"er (O(B)* N [Z])~

dfl(—q)rl {qD (d i 1> +z‘(d_ o lﬂ vi(er (D) er (O(B)Y N [Z)).

=1 i1
Notons que l'on a

J 71 = (—1) s, _J0, sij<d—dimY,
U*(Cl(O(E)) N [Z]) - ( 1) ! J (N)ﬂ [Z] - {(_1)31[}/], Slj — d—dle,

ol j' = j—d+dimY, N = NyZ et s;,(N) est la j"*° classe de Segre de N (cf. [32] Chap. 3
§1). La positivité de (1.26) devient

Ddeg,(2) — (—q)* = ideg (v, (1 (£) a1 (O(E) '~ N[2))) -
T o oo (70T (10T der (e e oy n12))
j=d—dim Y J J=
En particulier, si on prend a = dim Y, alors on a
Ddeg;(Z) —ig™ ™Y "1 deg, (V) > 0.
On a montré que, si B}, /EL # 0, alors

- Ddeg; Z
(3 - .
- E(E,Y)d—dle—l degL Y

1.8.2 Modeles des applications d’évaluation sur une base réguliere de
dimension 1

On garde les notations du sous-paragraphe 1.8.1. Soient A un schéma integre régulier de
dimension 1, a le point générique de A. On suppose dans ce sous-paragraphe que K soit le
corps des fonctions rationnelles sur A.

Soit w : & — A un morphisme projectif et plat tel que X = Z,. On désigne par v : X — 2~
le morphisme composé de cet isomorphisme et du morphisme “d’inclusion” £, — £ . Soit 2
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(resp. %, ¥;) Vadhérence schématique de Z (resp. Y, V;) dans Z7; c’est un sous-schéma fermé
de 2" dont l'idéal est noté # (resp. .#, Zi11). En fait, on a % = &, et les schémas %
admettent le méme espace topologique sous-jacent |#]. Observons que % est plat sur A.

Par définition, 1 (resp,. #) est le noyau de 'homomorphisme de O g--modules

Og —uu*Og —— u(Ox/1Li41)

(resp. Oy — uu*Og ——u.(Ox/J) ).
On a donc des inclusions d’idéaux de O o
FCCIp1 CIC-- C Iy C I

Par conséquent, on a les immersions fermées

e

D’autre part, on a .%;.%; C £, ; puisque I;I; C I;;; Notamment on a .#;.%;_; C .%; pour tout
entier ¢ > 1. Donc .%;/.%;11 peut étre considéré comme un Qg /. #1-module et (.F;/ F;11)]y est
canoniquement isomorphe & I; /I; 11 = S*(NV). On désigne par @; 'immersion fermée canonique
de #; dans Z". On a ¢; = @; k.

Supposons que Z soit un O g -module inversible ample relativement a 7w tel que £k = L.
Posons &p = m,.Z%P, d’on Ep = &p, k. Pour tout i € N on a un homomorphisme canonique

i T O — G5t LBP.
On a np, = 7 g Soit €}, le noyau de 'homomorphisme 75t Comme
g; L0 = (L%P @ (Og | )|,
on a une suite exacte
0—=(LOP @ (i) Iin)ly —= ¢; LOP ——= ¢, L%P ——0
qui induit une suite exacte

0 —— T Pox (”g'%D & (S Iiv1)lo) — W*Szi*@;'kz@D - W*‘ﬁi—l,*@;—lf@D

Donc on obtient un homomorphisme injectif
b b6 — Mo (L15° ® (Si) Tiv)lw). (1.27)

On remarque que 75 = :yﬁ -

Pour tout entier i > 1, (.#/.%i+1)|a est un Og-module sans torsion. Donc 7. @o. (Z|5" @
(4 /%+1)|g) est un Oy- module localement libre de rang fini.

Si V se prolonge en un sous-schéma formel ¥ du complété formel 2 o tel que & soit

régulierement immergé dans ¥, alors (I / Fix1)|o est isomorphe & SH(AV), olt A = Nao ¥ =
(I T2)]5-
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Chapitre 2

Positivité faible des fibrés
vectoriels et algébrisation I: cas
géométrique

2.1 Conditions de positivité géométriques

Dans ce paragraphe, on fixe un corps k.

2.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1 Soient X un schéma projectif de dimension > 1 sur k et £ un Ox-module

localement libre de rang fini et non-nul. On consideére les propriétés suivantes du couple (X,E):

Py (X,E): E est ample sur X.

Py (X,FE): 1l existe une variété projective Y de dimension > 1 sur un corps K extension
(éventuellement transcendante) de k, et un k-morphisme dominant h : Y — X tels
que h*FE soit ample sur Y.

P3(X,E) : Pour tout Ox-module inversible L, il existe A > 0 tel que, pour tout entier d > A
et tout entier n > Ad, on ait

H°(X,S"EY @ L®?) = 0.
L’énoncé suivant regroupe des propriétés classiques de 'amplitude des fibrés vectoriels.

Proposition 2.1.2

1) Soient X un schéma projectif de dimension > 1 sur un corps k et E un Ox-module locale-
ment libre de rang fini et non-nul. On a

2) Si f:Y — X est un morphisme fini et surjectif de schémas projectifs de dimension > 1 et
si B est un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul, alors

P (X,E) < P(Y.["E).
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3) Si X est un schéma projectif de dimension > 1 sur un corps k et si E est un Ox-module
localement libre de rang fini et non-nul, alors

P (X,E) <~ Pl(XervEer)a

ot FEeq est la restriction de E a Xyeq-

Proposition 2.1.3 Si f : Y — X est un morphisme surjectif de variétés algébriques projec-
tives de dimension > 1 surk et si E est un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul,
alors

P (Y,f*E) = Py(X,E).

Si en outre f est fini, alors

Py(X,E) = P(Y,f*E).

Démonstration. “Py(Y,f*E) = P2(X,E)”: Soient Z une variété projective de dimension > 1
sur une extension K de k et h : Z — Y un k-morphisme dominant tels que h*(f*(E)) soit
ample. Alors fh: Z — X est un k-morphisme dominant et (fh)*E = h*(f*E) est ample.

“Py(X,E) = Po(Y,f*E)”: Soient Z une variété projective de dimension > 1 sur une
extension de k et h : Z — X un k-morphisme dominant tel que h*FE soit ample. Soient
7'=ZxxYetp:Z —Y,q:Z — Z les deux projections.

Comme f est surjectif, il en est de méme de ¢ (cf. [50] 1.3.6.1), donc fp = hq est dominant
puisque h est dominant. Si on désigne par g (resp. yo) le point générique de X (resp. V), alors
flyo) = mo car f est surjectif. D’autre part, on a dimX = dimY car f est fini et surjectif
(cf. [48] IV.5.4.1). Si y est un point de Y tel que f(y) = zo, alors la restriction f; de f &
Y1 = {y} est finie puisque l'inclusion de Y; dans Y est une immersion fermée, donc fini (cf.
[45] 11.6.1.5). Par conséquent, f; est un morphisme fermé (cf. [45] 11.6.1.10), et donc f; est
surjectif. On a alors dimY; = dim X = dim Y. Comme Y est irréductible, Y1 =Y et y = yo.
On a donc démontré que f~1({zo}) = {yo}. Comme fp est dominant, zo est dans I'image
de fp. Par conséquent, yg est dans 'image de p, i.e., p est un morphisme dominant. Le fibré
vectoriel p*(f*E) = ¢*(h*E) est ample sur Z’ car ¢ est un morphisme fini. Si zo € p~!(yo), le
sous-schéma réduit {yo} =: Z de Z est projectif sur K, qlz - Z — Y est dominant et q|5(h"E)
est ample. O

Soient n un entier strictement positif et M un espace vectoriel de dimension n + 1 sur k.
Apres avoir choisi une base dans M, le schéma P = P} peut étre considéré comme le fibré
projectif P(M) de M sur Spec k, ou bien comme P(M") de MY en considérant la base duale.

Lemme 2.1.4 Soient f : X — Y un morphisme quasi-compact de schémas, g : Y' — Y un
morphisme d’un schéma affine Y vers Y, X' = X xy Y', 7 : X' — X la premiere projection
et E un fibré vectoriel sur X. Si X est quasi-compact et quasi-séparé et si E est ample, alors
E' = 7*(E) est ample sur X'.
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Démonstration. Compte tenu de [52] 3.2, il suffit de vérifier que le faisceau tautologique sur
P(E’) est ample. D’apres [45] 11.4.1.3, on a le diagramme commutatif suivant dont les carrés
sont cartésiens

P(E') —= X' ——=Y'

lgtgl

]P’(E)—>X—f>y

oup:P(E') — P(F) est la projection canonique. De plus, on a Og/ (1) = p*(Og(1)). Comme
E est ample sur X, Og(1) est ample sur P(E), donc Y-ample. D’apres [45] 11.4.6.13, Op (1)
est Y/-ample. Comme Y est un schéma affine, O/ (1) est ample compte tenu de [45] 11.4.6.6.
O

Remarque 2.1.5 En particulier si X est une variété algébrique projective de dimension > 1
sur un corps k, £ un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul, et K une extension
de k, alors

Pi(X,E) = Pi(Xk,EK).

En outre, d’apres le critere cohomologique de 'amplitude et la formule de changement de base
pour les groupes de cohomologie, on a

Pl(XK,EK) — Pl(X,E)

Lemme 2.1.6 Soit X une variété algébrique projective de dimension n > 1 sur k. Pour tout
entier m < n, il exriste une extension purement transcendante K de k, une variété algébrique
projective Y de dimension m sur K, et un K-morphisme h : Y — Xg qui ne se factorise
pas par un sous-schéma de Xg de la forme Fi, ou F est un sous-schéma fermé propre de X
(autrement dit, le k-morphisme de Y vers X est dominant), tels que, pour tout fibré vectoriel
ample E sur X, h*(Fk) soit ample sur'Y .

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur la dimension de X, il suffit de démontrer
le lemme pour m = n — 1. D’apres la normalisation de Noether, il existe un morphisme g fini
et surjectif de X vers P = P}. Soit Z la sous-variété d’incidence de P xj P, c’est-a-dire la
sous-variété fermée de P xj P vu comme P(M) x; P(M") définie par la relation f(x) = 0
(f € MV, x € M). C’est une sous-variété de codimension 1 de P Xy P. Posons T' = X xp Z et
considérons le diagramme commutatif suivant:

Pt X%, P—" > X

ENEN:
Z\ﬁf) P x; P—pri— P
P —— Speck
ou pr; : P X P — P est la premiere projection, pry est la deuxieme et 7 : X X, P — X est la

premiere projection, i: Z — PxPet j: T — X X P sont les immersions fermées canoniques.
Soit K le corps des fonctions rationnelles de P. C’est une extension purement transcendante
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de k, de degré de transcendance n. On note Pk := P X Spec K et Xk := X Xj Spec K, et on
définit T, par le carré cartésien

I'x —T

Spec K ——= P
On a le diagramme commutatif suivant:

Tx ——T
ik O J
Xgk ——=Xx, P—"—>X
9K 0 gp 0 lg
Py —— P x P —pr1— P

d pra d l

Spec K P Speck

Les schémas X et Tk sont projectifs sur Spec K. De plus, comme un corps est universellement
caténaire (d’apres [28] corollaire 13.5), on a

dimTg =dim7T —dimP =dimZ —dimP =2n—1—-n=n—1.

Comme pr;i : Z — P est surjectif, il en est de méme de 7j : T — X. D’autre part,
pr; oi : Z — P est localement pour la topologie de Zariski un fibré en P"~1, et par changement
de base, il en va donc de méme de pr; oj : T'— X. Cela montre que 7" est un schéma integre.
La projection canonique v de Tk vers T est donc dominant. Par conséquent, le morphisme
mju : T — X est dominant. Si E est un fibré vectoriel ample sur X, alors EFx est ample sur
Xk d’apres le lemme 2.1.4. Comme jx est une immersion fermée, j5 (Ex) est ample sur Tk.
Enfin, en prennant une composante irréductible de (T )req On obtient une variété algébrique
Y de dimension n — 1 sur K ainsi qu'un morphisme h : Y — X qui est le composé de jx avec
I'immersion fermée canonique de Y dans Tk de telle sorte que le morphisme canonique de Y
dans X soit dominant et que, pour tout fibré vectoriel ample E sur X, h*(Fk) soit ample sur
Y. i

Remarque 2.1.7 La démonstration ci-dessus montre que ’on peut construire K de degré de
transcendance sur k égal a

m<i<n

Remarque 2.1.8 Dans le lemme 2.1.6, si on suppose que X soit géométriquement réduit
(c’est-a~dire que le corps des fonctions rationnelles sur X soit une extension séparable sur k, cf.
[48] IV.4.6.1), alors on peut choisir Y géométriquement réduit. Cela repose sur une variante de
la normalisation de Noether (cf. [28] Corollaire 16.18) qui nous permet de trouver un morphisme
fini surjectif et séparable de X sur un espace projectif.
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Remarque 2.1.9 Soient X une variété projective de dimension > 1 et F un Ox-module
localement libre de rang fini et non-nul. D’apreés le lemme 2.1.6, la condition Py(X,E) est
équivalente a la condition suivante:

Pj(X,E): 1l existe une courbe projective C' sur une extension de k et un k-morphisme dominant
h:C — X tels que h*FE soit ample sur C.

Proposition 2.1.10 Soient X un schéma projectif de dimension > 1 et E un Ox-module
localement libre de rang fini. La condition P3(X,E) est équivalente & chacune des conditions
sutvantes:

1) Pour tout Ox-module inversible L et tout Ox-module cohérent sans torsion F, il existe
A > 0 tel que, pour tout entier d > X et tout entier n > A\d, on ait

H(X,S"EY @ L®'® F) = 0.

2) 1l existe un Ox-module inversible ample L tel que, pour tout Ox-module cohérent sans
torsion F, il existe A > 0 tel que, pour tout entier d > X et tout entier n > Ad, on ait

H(X,S"EY @ L®? @ F) = 0.

3) 1l existe un Ox-module inversible ample L et un nombre A > 0 tels que, pour tout entier
d > X et tout entier n > \d, on ait

H°(X,S"EY ® L®?%) = 0.

Démonstration. “1)==2)==-3)” est trivial.

“P3(X,E) =1)”: Soit L1 un Ox-module inversible ample tel que Ly = L1 ® LV soit tres
ample. D’apres le lemme 1.3.5 il existe deux entiers m et a ainsi qu'un homomorphisme injectif
de F dans (L{™)®. 11 induit un homomorphisme injectif

S"EY o4 QF — S"EV ® (L?(qum))@a ® L;/@d.

Comme L?d est tres ample, il est effectif, donc il existe un homomorphisme injectif de L;/@d
dans Ox. Par conséquent, on obtient un homomorphisme injectif

S"EV (L?(der))éDa ® L2v®d . (SnE\/ ® L?(der))éDa

Si (X,FE) vérifie la condition Ps, il existe A > 0 tel que, pour tout entier d > X et tout entier
n > A, HO(X,S"EY @ L™ = 0. Sous ces hypotheses, H*(X,S"EY @ L® @ F) = 0 car
c’est un sous-groupe du groupe H(X,S"EY ® L?(der))@“ =0.

“3)= P3(X,E)”: Soit L’ un Ox-module inversible. Alors il existe un entier m tel que
L™ @ L'V soit trés ample. Par conséquent, il existe un homomorphisme injectif Ox — L¥™®
L' qui induit un homomorphisme injectif L' — L®™. Par conséquent, pour tout entier n > 0
et tout entier d > 0 on a un homomorphisme injectif S"EY ® L' — SnEY @ LM, On a
donc un homomorphisme injectif des groupes de sections globales:

HY(X,S"EY @ L'®") — HY(X,S"EY © L®™4).

Lemme 2.1.11 Soit h : X — Y un morphisme dominant de schémas intégres. Si F est un
Oy -module localement libre de rang fini tel que H°(X,h*(F)) = 0, alors H(Y,F) = 0.
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Démonstration. Soit x (resp. y) le point générique de X (resp. Y). Comme h est dominant on
a h(z) =y. Sis€ HY(Y,F) # 0, alors s(y) # 0, donc son image canonique dans H°(X,h*(F))
est non-nulle puisque ’homomorphisme canonique F, — h*(F'), est injectif. O

Proposition 2.1.12 Soit h : X — Y un morphisme dominant de variétés algébriques et E un
Oy -module localement libre de rang fini et non-nul. Alors

Py(X.h*E) = P3(Y.E)

Démonstration. Si L est un Oy-module inversible, alors h*L est un Ox-module inversible.
Donc il existe A > 0 tel que, pour tout d > A et tout n > Ad, on ait

HO(X,8"(h*E)Y ® (h*L)®4) = HO(X,h*(S"(EY) ® L&) = 0.

Par conséquent, on a H(X,S"(EY) ® L®?) = 0 compte tenu du lemme 2.1.11. a

Remarque 2.1.13 Dans la proposition 2.1.12, il suffit de supposer que X soit un schéma
projectif sur k qui est réduit. En effet, dans ce cas-1a, toute composante irréductible de X est
integre. En appliquant la proposition 2.1.12 sur une des composantes irréductibles de X qui
domine Y on obtient le résultat.

Remarque 2.1.14 Soient X un schéma projectif sur k et £ un Ox-module localement libre
de rang fini et non-nul. Si K est une extension de k, alors

Pg(XK,EK) — P3(X,E)
En effet, pour tout Ox-module quasi-cohérent F, on a
H( X Fi) = H (X, F) @ K

compte tenu du [46] I11.1.4.15 (voir [47] IV.1.7.21), et si L est un Ox-module inversible ample
sur X, alors Lx est ample sur Xg.

Lemme 2.1.15 Soit 7 : X — Y wun morphisme surjectif de schémas projectifs sur k. Si L
est un Ox-module inversible ample relativement a m, alors il existe un Oy -module inversible
ample M tel que L @ m* M soit ample.

Démonstration. Comme L est ample relativement a m, il existe un entier n > 0, un Oy-module
localement libre de rang fini et non-nul E et une immersion f : X — P(E) compatible & 7 tels
que L®" = f*(Og(1)). On désigne par p : P(E) — X la projection canonique. On a ainsi un
diagramme commutatif:

x L pE)

| A

Y

Comme 7 est propre, le morphisme f est une immersion fermée. Comme Y est projective,
il existe un Oy-module inversible ample M tel que E @ M®" soit encore ample. On a alors
P(E) 2 P(E ® M®"), et

Ogpgumen(l) =2 Og(1) ® p*Me™,
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Comme f est une immersion fermée,
(Lo M)®" = f*(Op(1) ® f*(p"M)*" = [*(Op(1) ® p"M®") = f*(Opgaren(1))

est ample puisque £ ®@ M®" est ample. O

Proposition 2.1.16 Soit m : X — Y un morphisme surjectif de schémas projectifs sur k. Si
F est un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul, ample relativement a m, alors il
existe un Oy -module inversible ample M tel que F @ w* M soit ample.

Démonstration. Soient ¢ : P(F) — X le morphisme canonique et L = Op(1). Comme F est
ample relativement a w, L est ample relativement a f = wq. Si on applique le lemme 2.1.15 & f
et a L, on obtient qu’il existe un Oy-module inversible ample M tel que L ® f*M soit ample.
Comme L® f*M = L® q*(n* M) est isomorphe & Opgr+p(1), le faisceau F @ 7* M est ample.
O

Proposition 2.1.17 Soient X un schéma projectif de dimension > 1 surk et E un Ox-module
localement libre de rang fini et non-nul. Alors on a

P3(P(Ev),OEv(—1)) <~ Pg(X,E)

Démonstration. Dans la démonstration, on désigne par 7 : P(EV) — X le morphisme cano-
nique.

“=—": Soit L un Ox-module inversible. Comme (P(E"),0pv(—1)) vérifie la condition Ps,
il existe A > 0 tel que, pour tout entier d > A et tout entier n > Ad, on ait

HO(P(EY),0pv(n) @ m* L% = 0.
Comme on a un isomorphisme canonique
7. (Opv(n) @ m*L®Y) = 7, (Opv(n)) @ L® = S"EY @ L¥,
on en déduit que, si n > \d,
H(X,S"EY @ L®?) = H(P(EV),0(n) @ 7*L®?) = 0.

“«<=": D’apres le lemme 2.1.15, il existe un Ox-module inversible ample M tel que L =
M @ Opv (1) soit ample sur P(EY). Comme la condition P;(X,F) est satisfaite, il existe une
constante A > 0 telle que, pour tout entier d > X et tout entier n > Ad, on ait H*(X,S"EY ®
M®?) = 0. On en déduit que

HY(P(EY),0pv(n) ® L®") = HY(P(EY),0pv(n + d) @ m* M®?) = HY(X,S"MEY @ M®?)

est nul si n > (A — 1)d. Comme L est ample sur P(EY), cela montre que (P(EY),0pv(—1))
satisfait & la condition Ps. O
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2.1.2 Un théoreme de Hartshorne
Cette section est une “relecture” dans notre cadre des résultats établis par Hartshorne dans

[53].

Définition 2.1.18 Si X est un schéma et si F est un Ox-module cohérent localement libre,
on définit

I'"(E)=S"(EY)".
Si n! est inversible sur X, alors I'""(E) est (canoniquement) isomorphe & S™E. Il n’en va pas

ainsi en général.

Proposition 2.1.19 Soient X un schéma et ¢ : E — F un homomorphisme surjectif de
Ox-modules localement libres de rang fini. Alors pour tout entier n > 1, ¢ induit un homo-
morphisme injectif

S™(p") : S"(FY) — S™(EY)

et un homomorphisme surjectif
I"(p) : T*(E) — I™(F).
Démonstration. On note H = Ker p. Comme F est localement libre, la suite exacte

0 H E—2>F 0

est localement scindable. Donc H est aussi localement libre, et on a une suite exacte localement
scindable de fibrés vectoriels

\4

@

0 FY EVY HY 0.
Par conséquent, on a pour tout x € X
S™(EY): = @ SH(FY)e ® S"H(HY),. (2.1)
k=0

Cela signifie que S™(FV) est localement une composante directe de S™(EV), i.e., 'homomo-
phisme
S™(e¥) : SUEFY) — S"(EY)

est injectif. Par passage au dual, (2.1) donne
BV = @) SHEV)Y @ 5m Y)Y
k=0

Donc IT'™(F) est localement une composante directe de I'"(E). Par conséquent, ’homomor-
phisme canonique I'"(p) : I"™(E) — I'™(F') est surjectif. O

Lemme 2.1.20 Soient X un schéma projectif sur k et E et F' deur Ox-modules localement
libres de rang fini. Si E est ample, alors il existe un entier ng > 0 tel que, pour tout entier
n > ng, S"(E) ® F soit ample.
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Démonstration. En effet, il existe un entier my > 0 tel que S™(F) ® F soit engendré par
ses sections au-dessus de X. On suppose que ¢ : (9?@“ — S™0(E) ® F soit un homomorphisme
surjectif. D’autre part, il existe un entier dy > 0 tel que, pour tout d > dy, S?(E) soit un
faisceau localement libre de rang fini ample (cf. [52] et [6]). Enfin, pour tout entier d > dy, on
a un homorphisme surjectif

SYE)®* — SUE)® S™(E)® F.

Mais comme il existe un homomorphisme surjectif canonique de S%(E)®@S5™0 (E) vers S0 (E),
on voit que 4™ (E)® F est un quotient d’un fibré vectoriel ample, donc est aussi ample. O

Lemme 2.1.21 Soit X une courbe algébrique sur k. Si ¢ : F — G est un homomorphisme
surjectif de Ox -modules cohérents, alors ¢ induit un homomorphisme surjectif de cohomologies
de faisceauz

HYX,F) — HYX,G).

Démonstration. La suite exacte de faisceaux

0——Kerp F g 0
induit une suite exacte de cohomologies
- —— HYX F) —— HY(X,§) — H*(X,Kerp) —0 .

Comme X est une courbe, H?(X,Ker¢) = 0. Donc 'homomorphisme H'(X,F) — H'(X,G)
est surjectif. ]

Remarque 2.1.22 Le lemme 2.1.21 reste vrai lorsque ¢ est supposé surjectif seulement au
point générique. En effet, si on désinge par H 'image de F dans G et par K le conoyau de ¢,
alors on a une suite exacte

0 H g K 0.

Comme ¢ est surjectif au point générique, le support de K ne contient qu'un nombre fini
de point, donc on a H'(X,K) = 0. Par conséquent, on a un homomorphisme surjectif de
HY(X,H) dans H*(X,G). Enfin, comme on a un homomorphisme canonique surjectif de JF vers
H, Pannulation de H*(X,F) implique celle de H!(X,H) compte tenu du lemme 2.1.21. Cela
conduit & 'annulation de H!(X,G) d’apres la surjectivité de H(X,H) — H(X,G).

Lemme 2.1.23 Soient X une courbe projective sur k, E un Ox-module localement libre de
rang fini et non-nul sur X et L un Ox-module inversible ample. Si E est ample, alors il existe
un entier A tel que, pour tout entier d > X et tout entier n > \d, on ait

HY(X,S"(E)® L®™%) = 0.

Démonstration. Comme FE est ample, il existe ng > 0 tel que LY ® S™(E) soit ample. Par
conséquent, E® S™ (E)® LY est aussi ample. Donc il existe mgo > 0 tel que, pour tout m > my,
on ait

HYX,S™(E® S™(E)® L") = 0.
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Notons que
SME®S™(E)oLY)= P SP(E)®S51(S"™(E)e L)
ptg=m
et que SPT9"0(E) @ L®~1 est un quotient de SP(E) ® S4(S™ (E)® LY), donc, d’apres le lemme
2.1.21, on a
H'(X,8Pa (E) @ L¥71) =0

pour tout p,g > 0 et p+ q > mg. O

Lemme 2.1.24 Soient X un schéma projectif de dimension < 1 sur k, E un Ox-module
localement libre de rang fini et non-nul sur X, L un Ox-module inversible ample, et F un
Ox -module cohérent. S’il existe A > 0 tel que, pour tout entier d > X\ et tout entier n > \d, on
ait
HYXT"(E)® L¥%) =0,
alors il existe un X' > 0 tel que, pour tout entier d > X et tout entier n > N'd, on ait
HYXI"(E)® L* ‘o F)=0.

Démonstration. Comme L est ample, il existe un entier dy > 0 tel que L&% @ F soit engendré
par ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un homomorphisme surjectif (Ox)®? — L®d0 g F
qui induit un homomorphisme surjectif (L®~9)®¢ — F. Pour tout (n,d) € N? on obtient donc
un homomorphisme surjectif de faisceaux

p: (I"(E) @ L&~ WHdoh®e __ T(E)® L® g F.
Comme X est de dimension < 1, ¢ induit un homomorphisme surjectif
HYXTYE)® 2~ (dtd)y®a _ gl(X T"(E)® L® ¢ F)

compte tenu du lemme 2.1.21. Notons qu’il existe un entier A > dj tel que, pour tout entier
d > X\ —dp et tout entier n > A(d + dp), on ait

HY(XI™(E) @ L¥~(4td)) = 0.

Par conséquent, pour tout tel (n,d), on a H'(X,I'"(E) ® L®~?® F) = 0. Enfin, si on prend
XN > 2\, alors pour tout entier d > )\ et tout entier n > XNd on a d > 2\ > A —dy et
n > Nd > 2\ > M+ dp\. Donc on a HY(X,T"(E)® L®~4® F) = 0. O

Lemme 2.1.25 Soit f : X' — X un morphisme fini et surjectif de schéma noethériens
intégres. Si F est un Ox-module cohérent, alors il existe un Oxs-module cohérent G ainsi
qu’un homomorphisme « : f.G — F qui est surjectif au point générique.

Démonstration. Soit G’ = Homo (f«Ox/,F). Comme G’ est un f,.Ox/-module, il existe un
Ox-module cohérent G tel que f.G = G’ (cf. [50] 1.9.2.1 et 1.9.2.6). Soit « : G’ — F I'homo-
morphisme d’évaluation en la section unité. Comme f est surjectif, f.Ox/ est de rang > 0 au
point générique. Par conséquent, a est surjectif au point générique. O

Lemme 2.1.26 Soient X une courbe algébrique projective et lisse sur un corps k, E un Ox-
module localement libre de rang fini et non-nul et L un Ox-module inversible ample. Si E est
ample, alors il existe un entier \ tel que, pour tout entier d > X\ et tout entier n > \d, on ait

HY(XI™(E)® L® %) =0.
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Démonstration. En remplacant k par sa cloture algébrique, on peut supposer que k soit un
corps parfait. Si la caractéristique de k est nulle, on a S™(E) =2 I'"(E). Le lemme résulte alors
du lemme 2.1.23. Si la caractéristique de k est p > 0, comme FE est ample et X est une courbe,
E est p-ample (cf. [52] 7.3). Donc il existe un entier b > 0 tel que (F%)*E ® LV soit engendré
par ses sections au-dessus de X, i.e., il existe un entier @ > 1 et un homomorphisme surjectif

0% — (F3)'Ee LY

qui induit un homomorphisme surjectif L% — (F%)?E. Pour tout entier n > 0,

n+a—1

I\n(L@U«) [a] (L@m)@( n ) =~ Sn(LéDa)-

D’apres le lemme 2.1.23, il existe un entier A tel que, pour tout entier d > X\ et tout entier
n > Ad, on ait
HY(X.I™(LP) @ (Fx)'L)®™%) = 0.

D’apres la proposition 2.1.19, 'homomorphisme surjectif L& — (F%)’E induit pour tout
n € N un homomorphisme surjectif

I"(L%) — I"((F})"E),
et donc un homomorphisme surjectif
(L) © ((F3)PL)®~! — (F5)P (D" (B) & L8~7).
Compte tenu du lemme 2.1.21, on a donc pour tout d > A et tout n > A\d
HY(X,(FX)"(I™(E) ® L¥~ %)) =0.

D’apres le lemme 2.1.25, il existe un Ox-module cohérent G ainsi qu'un homomorphisme « :
(Fx+)’G — Ox surjectif au point générique. D’apres le lemme 2.1.24 appliqué au O x-module
localement libre (F%)PE et au fibré inversible ample (F3)?L(= L®P), il existe N > 0 tel que,
pour tout entier d > X\ et tout entier n > \d, on ait

HY(X,G® (F3)*(I"™(E) ® L®~%)) = 0. (2.2)
Comme I'"(F) ® L%~ est localement libre de rang fini, on a l'isomorphisme canonique
(Fx)'G@T™(E) @ L% = (Fx.)"(G @ (F%)"(I"(E) ® L®™%).
Le morphisme Fx : X — X étant fini, on a donc 1’égalité de groupes de cohomologie:
HY(X,(Fx-)"(G @ (F3)"(T"(B) ® L®~%)) = H (X.G ® (F3)"(I"(E) ® L*~%)).
Par conséquent, ’annulation du groupe de cohomologie (2.2) montre que
HY(X,(Fx.)’G © I"(E) @ L®~%) = 0.
Comme on a une surjection au point générique (Fx.)’G — Ox, on en déduit que
HYXTYE)® L® %) =0

compte tenu de la remarque 2.1.22. O
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Théoréme 2.1.27 (cf. [53] lemma 6.1) Soient X une courbe algébrique non-singuliére pro-
jective sur k, E un fibré vectoriel de rang r > 0 sur X, L un Ox-module inversible ample, et
F un Ox-module cohérent. Si E est ample, alors il existe un entier X tel que, pour tout entier
d > X et tout entier n > A\d, on ait

HYXI"(E)® L* o F)=0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du lemme 2.1.24 et du lemme 2.1.26. |

2.1.3 Comparaison des conditions de positivité

Proposition 2.1.28 Soient X une courbe projective géométriquement réduite sur k et E un
Ox-module localement libre de rang fini et non-nul. Alors

P (X,F) = P;(X,E)

Démonstration. Soit k la cloture algébrique de k. D’aprés la proposition 2.1.2 3) et la remarque
2.1.5, 0on a
P (X,E) < P (X;,E}).

D’autre part, on a P3(X%,Ef) <= P3(X,E) compte tenu de la remarque 2.1.14. Donc on est
ramené a démontrer

Pl((XIE)rcda(Elé)rcd) = PB((XIE)rcdv(El})rcd)-

Comme X est géométriquement réduite, le schéma Xj est réduit, donc est la réunion d’un
nombre fini de courbes algébriques. D’apres le remaque 2.1.13, on se ramene au cas ou X est
une courbe algébrique projective sur un corps algébriquement clos k. _

Soit A : X — X la normalisation de X. C’est un morphisme fini et surjectif, et X est une
courbe projective et lisse sur k. D’apres la proposition 2.1.2 on a

P (X,E) < Pi(X,h*E).
D’autre part, comme h est surjectif, on a
P3(X,h*E) = P3(X,E)
compte tenu de la proposition 2.1.12. Par conséquent, il suffit de vérifier que
P\ (X ,h*E) = Ps(X,h*E),

i.e., on peut supposer X lisse car k est algébriquement clos.
Par la dualité de Serre, (X,FE) satisfait a la condition Pj si et seulement s’il existe un entier
A > 0 tel que, pour tout d > A et n > Ad, on ait

dim HH(X.IT"(E) ® L¥ % @ wx) = 0,

ou wy est le fibré canonique de X. Donc le théoreme 2.1.27 implique que, si E est ample, alors
(X,E) satisfait a la condition Ps. O

Proposition 2.1.29 Soient X un schéma projectif sur k, E un Ox-module localement libre
de rang fini, et F' un quotient localement libre de E. Alors

P3(X,E) = P5(X,F).
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Démonstration. Supposons que ¢ : E — F soit un homomorphisme surjectif de fibrés vecto-
riels, alors on a un homomorphisme injectif ¢V : F¥ — EY qui induit pour tout Ox-module
inversible L et tous entiers n et D un homomorphisme injectif

S"(FY)® LY — S"(EY) ® L%

Par conséquent,
H(S"(EY)® L%) = 0= H°(S"(FV)® L) = 0.

Proposition 2.1.30 Soient X une courbe projective lisse sur k et L un Ox -module inversible.
Alors
P;(X,L) = P (X,L).

Démonstration. 11 suffit de montrer que deg L > 0. Supposons que L’ soit un O x-module
inversible ample. Alors il existe un entier n > 0 tel que

dim H(X,L® " ® L") = 0.

On peut supposer que deg L’ > g, ot g est le genre de X. D’apres le théoréme de Riemann-Roch,
on obtient

dim HO(X,L®? " @ L') —dim HO(X,wx @ L®" @ L'") =1 — g — ndeg L + deg L.

Donc on a
ndegL >1—g+degL > 0.

Proposition 2.1.31 Soient X une courbe projective lisse sur k et E un Ox-module localement
libre de rang fini. On suppose que k soit de caractéristique 0. Alors

Ps(X,E) = P,(X,E).

Démonstration. Pour montrer que E est ample il suffit de vérifier que, pour tout Ox-module
cohérent F,
HYX,S"E®F) =0

pour n suffisamment grand. Soit L un Ox-module inversible ample. Il existe un entier d tel que
L®1® F @ wY soit engendré par ses sections au-dessus de X. Donc il existe un entier a > 0 et
un homomorphisme surjectif ¢ : (L4 ® wx)®* — F. Comme (X,E) satisfait & la condition
Ps, il existe ng > 0 tel que H°(X,S"(EY) ® L®%) = 0 pour tout n > ng. Par la dualité de
Serre, cela revient a dire que

HY(X,S"(BE)® L® “®@wx) =0

puisque S™(F) = I'"(E). Comme dim X = 1, ’homomorphisme de faisceaux ¢ induit un
homomorphisme surjectif

H'(X,(S"(E) ® L* @ wx)®") — H'(X,S"(E) ® F),
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donc on a H*(X,S™"(E) ® F) = 0. O

Proposition 2.1.32 Soient X une variété projective de dimension > 1 sur k qui est géométriquement
réduite et E un Ox-module localement libre de rang fini. Alors

Pi(X,E) = Py(X,E) = Ps(X,E)

Démonstration. “Py(X,FE) = Py(X,E)” est trivial.

“Py(X,E) = P3(X,E)”: D’apres la remarque 2.1.9, il existe une courbe projective C' sur
une extension de k et un morphisme dominant h : C — X tel que h*FE soit ample sur C.
D’apres le lemme 2.1.28, (C,h* E) satisfait & la condition Ps. Enfin, comme h est dominant, on
en déduit que (X,F) satisfait aussi & la condition Ps, compte tenu de la proposition 2.1.12. O

2.1.4 Remarques sur les conditions de positivité

Il existe un exemple d’un fibré vectoriel F sur une variété algébrique X qui satisfait a la
condition P, mais pas a P;. En effet, on a la proposition suivante:

Proposition 2.1.33 Soient X et X' deur variétés algébriques de dimension au moins 1 sur
k. Soit E (resp. E') un Ox-module (resp. Ox:-module) localement libre de rang fini et non-nul
sur X (resp. X'). Posons W = X xj, X'. Soient pry : W — X et pry : W — X' les deux
projections. On note F' = pr} E® prs E'. Si l'un des faisceaur E et E' est ample, alors (W,F)
satisfait a la condition Ps.

Démonstration. On peut supposer que E soit ample sur X. Soit K le corps des fonctions
rationnelles sur X’. Alors on a Wi = Xk, et Fx = Ef. Par conséquent, Fi est ample sur
Wgk. O

Il est possible de comparer la condition P53 aux autres conditions de positivité dans divers
contextes. Par exemple, on a la comparaison suivante dans le cadre de la géométrie complexe:

Proposition 2.1.34 Soient X une variété projective sur C et L un faisceau inversible her-
mitien sur X (C). Si pour tout x € X, sa 2-forme de courbure normalisée ©(L) n’est pas
semi-négative en x, alors (X,L) satisfait a la condition Ps.

. . . e . . .
Démonstration. On raisonne par I'absurde. On suppose que L soit un faisceau inversible
hermitien sur X et (n;,d;);>1 une suite dans N2>0 avec lim n;/d; = 400 tels que

- 71— 400

HO(X,L\/@ni ® L/®di) 75 0

pour tout ¢ > 1. D’apres la proposition 1.6.16, pour tout entier ¢ > 1, il existe un point
z; € X(C) tel que la forme hermitienne —n;0O(L),, + di®(f/)xi soit semi-positive. Autrement

— d, —
dit, la forme hermitienne O(L),, — —ZG(L/)W est semi-négative. Comme X (C) est compacte
n

1
pour la topologie analytique, il existe une sous-suite de (z;);>1 qui converge Vers un point
zo € X(C). Comme lim d;/n; =0, par passage a la limite, on obtient que ©(L),, est semi-

1— 400

négative. Cela est absurde. O

Remarque 2.1.35 Dans la proposition précédente, I’hypothese de “non-semi-négativité” si-
gnifie encore que, pour tout x € X (C), il existe v € T, X = ngl’o)X((C) tel que ©(L)(v,v) > 0.
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2.2 Pente maximale asymptotique relative et positivité

Dans ce sous-paragraphe, sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés algébriques
sont supposées sur Speck, C désigne une courbe algébrique projective lisse sur k qui est de
genre g et 7 le point générique de C.

Rappel sur le domaine de définition d’une application rationnelle

Soient S un schéma et X et Y deux S-schémas; on rappelle qu une S-application rationnelle
de X vers Y est par définition une classe d’équivalence de S-morphismes de sous-schémas
ouverts denses de X vers Y (cf. [50] chap. I §8). Si f est une S-application rationnelle de X
vers Y, on note f: X ->Y . Si S est le spectre d’un corps k, si X est integre et si Y est
localement de type fini sur Spec k, alors les k-morphismes rationnels de X vers Y s’indentifient
aux k-points de Y a valeurs dans k(X).

Soient S un schéma et f: X ->Y une S-application rationnelle. On dit que f est définie
au point x € X ¢'il existe un morphisme g : U — Y dans la classe f tel que z € U. On appelle
domaine de définition de f le sous-ensemble de X des points ol f est définie. C’est un ouvert
dense dans X qui peut donc étre considéré comme un sous-schéma ouvert de X. Si X est réduit
et si Y est séparé sur S, alors il existe un unique morphisme du domaine de définition de f
vers Y qui est dans la classe f.

D’apres [50] 1.8.2.12, si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) X est réduit et localement noethérien,
2) Tensemble N des point € X ot X n’est pas régulier est de codimension > 2 dans X,
3) le morphisme structural Y — S est séparé et universellement fermé,

alors I’ensemble des points de X ou f n’est pas définie est de codimension au moins 2.

En particulier si S est le spectre d’un corps k, si X est une courbe réguliére sur une extension
K de k, et s1 Y est une variété propre sur Spec k, alors tout k-point de Y a valeurs dans K (X)
se prolonge de fagon unique en un morphisme de k-schémas de X vers Y.

Pente maximale asymptotique relative d’un module inversible

Lemme 2.2.1 Soit 7 : X — C un morphisme propre et surjectif d’une variété algébrique X
vers la courbe algébrique C. Alors il existe une extension de type fini et purement transcendante
k' de k, une courbe algébrique non-singulicre C' sur k', un morphisme fini p : C' — Cy/, et
un k-morphisme dominant f : C' — X tels que wf = qp, ot q : Cpy — C est la projection
canonique.

f

Cl'—>X

Cr c

L

Spec k' — Speck

Démonstration. Soient K (resp. K') le corps des fonctions méromorphes sur C' (resp. X).
Comme 7 est un morphisme de type fini, K’ est une extension de type fini de K, donc est une
extension finie d’une extension purement transcendante de K. Soit d de degré de transcendance
de K’ sur K, et soit k' une extension purement transcendante de degré d de k. On désigne par
(T;)1<i<a une base de transcendance de k' sur k. Le corps K" des fonctions rationnelles sur
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Cy = C x}, Speck’ est une extension purement transcendante de degré d de K. On désigne
par ¢ : Cy — C la projection canonique. En choisissant une base de transcendance (z;)1<i<d
de K’ sur K on obtient un homomorphisme ¢ de K" dans K’ qui associe a T; 1’élément z;.
On peut donc considerer K’ comme une extension finie de K" (via ¢). Le corps K’ est une
extension de degré de transcendance 1 sur k’. Soit C' une courbe projective normale sur k&’ de
corps de fonctions méromorphe K’ (C’est unique & un unique k-isomorphisme preés). L’homo-
morphisme ¢ : K” — K’ définit un point géométrique de Cj/ a valeur dans K’ au-dessus du
point générique de Cy (pour la notation cf. [44] 1.3.4.5), donc détermine une k’-application
rationnelle de C” vers Cy (cf. [44] 1.7.1.2 et 1.7.1.16). Celle-ci prolonge de fagon unique en un
k’-morphisme p : C' — Cys. Le morphisme p est fini car K’ est une extension finie de K".
D’autre part, comme X et C’ ont le méme corps des fonctions méromorphes K’, I’automor-
phisme Id : K’ — K’ définit une k-application rationnelle de C’ vers X & valeur dans K’
au-dessus du point générique du schéma X (cf. [44] 1.7.1.16) qui se prolonge de fagon unique
en un k-morphisme f de C’ vers X. Le morphisme f est dominant car son image contient le
point générique de X. Enfin, on a mf = gp puisqu’ils correspondent au méme k-point de C' a
valeurs dans K. O

Remarque 2.2.2 Dans le lemme précédent, Si k(X) est une extension séparable de k(C'), on
peut choisir K" tel que ¢ : K” — K’ soit une extension séparable. La courbe C’, de corps
de fonction K, réguliere, et finie sur C}, construite dans la démonstration ci-dessus, est alors
génériquement étale sur Cy/. Si de plus la courbe C sur k est géométriquement réduite, la
courbe C’ sur k' est aussi géométriquement réduite.

Proposition 2.2.3 Soient 7 : X — C un k-morphisme propre, surjectif et séparable d’une
variété algébrique projective X sur k vers C, L un Ox-module inversible. Si m. L admet un
sous-Oc-module inversible ample M, alors (X,L) satisfait aux conditions Py et Ps.

Démonstration. Avec les notations du lemme 2.2.1, on a un morphisme dominant f d’une
courbe C’ sur une extension purement transcendant de k, vers X, tel que w = 7 f = gp.

Comme M est un sous-Oc-module inversible de m. L, m.L @ MY = 7, (L @ 7*M") a une
section non-nulle au-dessus de C. Par conséquent, L ® 7* MY a une section non-nulle au-dessus
de X. Comme f est dominant, on sait que f*(L @ 7*MV) = f*L @ w*M" admet une section
non-nulle au-dessus de C’. Par conséquent, on a

dege (f*L @ w*MY) = degq (f*L) — deger (w*M) > 0

puisque f*L est un O¢r-module inversible. Comme M est ample sur C, w* M est ample sur C’
car ¢ est un changement de base par un morphisme de schémas affines et p est un morphisme
fini. Par conséquent, degq (w*M) > 0, et a fortiori dege (f*L) > 0. Comme f*L est de rang
1, il est ample. Donc (X,L) satisfait & la condition Ps, et a fortiori la condition P (cf. la
proposition 2.1.32). O

Corollaire 2.2.4 Soient w: X — C un morphisme propre, surjectif et séparable d’une variété
algébriqgue X wvers C et L un Oc-module inversible ample. Alors (X,m*L) satisfait auzx condi-
tions Py et Ps.

Démonstration. D’apreés 1'adjonction des foncteurs 7, et 7*, on a mn*L = 7, (Ox) ® L.
Comme I'(C,7,(Ox)) = I'(X,0x) # 0, L est un sous-fibré inversible de m,7*L. Cela montre
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que (X,7*L) satisfait aux conditions P, et P3 puisque L est ample sur C. O

Proposition 2.2.5 Soient # : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique X wvers C, F un Ox-module sans torsion et L un Ox-module inversible. Alors
il existe une constante e1(F) dans R telle que, pour tout tel entier n > 0, on @it tmax (7« (F @
Lem™)) < e1(F)n.

Démonstration. La variété X est projective sur k. On choisit un Ox-module inversible ample
£ sur X. En plongeant F dans une somme directe de faisceaux inversibles, on voit qu’il suffit
d’établir la proposition lorsque F est lui-méme inversible, ce que nous supposerons désormais.

Posons d = dim X et K le corps des fonctions rationnelles sur C'. Oberservons que 'on a
Pégalité dans le groupe de Chow CH;y(C):

m(e(L)) = (degg, XK)[C].

Supposons que M soit un Oc-module inversible et que ¢ : M — 7. (F @ £®") soit un
homomorphisme injectif. On désigne par @ : 7*M — F ®@ £®" le morphisme de Ox-modules
qui correspond a ¢ par adjonction. Ce dernier s’identifie a une section non-identiquement nulle
de MMV ®@ F ® £®", dont le diviseur div ¢ est effectif. On a donc

deg (cl(.Z)d’l[div(@)]) > 0.

Or [div @] = —m*c1 (M) + ¢1(F) + nei (L) dans CHY(X),

donc
degy (e1(£)" " [aiv(7)])
= degx (=7 e1(M) + 1 (F) + ner (D))en (£))
= —degg (01 (M)me(ca (f)d_l)) +degy (e1(F)er (L)1) + ndegx (cr(L)er (L)1),

Par conséquent,

degx (c1(L)er (L)) n degx (c1(F)er (-i”)d_l).

de M) <
gc(M) < dengKXK deggkXK

Enfin, d’apres la comparaison que l'on a établi dans la proposition 1.3.15, on déduit la majo-
ration linéaire en n de pmax(m«(F @ Z®™)) annoncée. O

Proposition 2.2.6 Soient 7 : X — C un morphisme surjectif d’une variété algébrique pro-
jective X wvers C' et By et By deux Ox-modules localement libres de rang fini et non-nuls. Si
7« (E1) et mo(Eq) sont non-nuls, alors on a

Nmax(ﬂ—* (El ® E2)) > ﬂmax(W*El) + Mmax(ﬂ—*E2) - 2(1(0)7
ot a(C) est la constante dépendant de C' dans la proposition 1.3.15.

Démonstration. Comme 7, (E1) et m.(E2) sont non-nuls, il en est de méme de 7, (E; ® E»).
D’apres la proposition 1.3.15, il existe deux Oc-modules inversibles M7 et M ainsi que deux
homomorphisme injectifs

My — m(Er), Mz — m.(E>)
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tels que
deg M1 > pimax(mE1) — a(C), deg M3 > pimax(m«E2) — a(C).

Comme M) ® 7.(F1) et My ® m.(F2) ont des sections non partout nulles au-dessus de C,
™ (M1)Y ® E1 et m*(M2)Y @ Es ont des sections non partout nulles au-dessus de X. Par
conséquent,

HY(X,m*(My @ Ms)" @ (B ® Ep)) = HY(C,(My @ Ms)Y @ m.(Ey ® Es)) # 0.

Donc
0 S ,Umax((Ml ® MQ)V ® 7T*(E1 & EQ)),

et donc

,Umax(Tr* (El & EQ)) Z deg Ml + deg M2 Z ,Umax(Tr* (E1)> + ,UJmax(ﬂ-* (E2)) - 20,(0)

Proposition 2.2.7 Soient 7 : X — C un morphisme surjectif d’une variété projective X vers
C et L un Ox-module inversible ample relativement a . Alors la suite (fimax (T« (L2™))/N)n>1
admet une limite dans R.

Démonstration. On note a, = fmax(m«(LE™)) si m.(L®™") # 0 ce qui a lieu deés que n est
suffisamment grand. D’apres la proposition 2.2.5, il existe une constante ¢ > 0 tel que a,, < cn
pour n suffisamment grand. D’autre part, la proposition 2.2.6 montre que, pour tous entiers
m,n suffisamment grands,

mtn = A+ an — 2a(C).

D’apres le corollaire 1.5.3, la suite (a,/n)n>1 admet une limite dans R. O

Remarque 2.2.8 La proposition précédente reste vraie si, au lieu de 'amplitude de L rela-
tivement & 7, on suppose seulement que I'(X K,L%") est non-réduit a 0 pour n suffisamment
grand.

Définition 2.2.9 Soit 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C. Pour tout Ox-module inversible L ample relativement & 7, on désigne par u” (L)

la limite o
IUJ;TnaX(L) = hm M())a

n— o0 n

appelée la pente mazximale asymptotique de L relativement a .

Proposition 2.2.10 Soit 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique

X wvers C.

1) Si L est un Ox-module inversible ample relativerment a m, alors pour tout entier n > 1, on
a

o (L2™) = npf . (L).

2) Si L est un Ox-module inversible ample relativement & 7 et si M est un Oc-module inver-
sible, alors
fimax (L ® 7 M) = deg M + g, (L).
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3) Si L1 et Ly sont deuxr Ox-modules inversibles amples relativement a m, alors
/Lfnax(Ll ® LQ) > :uglax(Ll) + /Lfnax(LQ)'

4) Soient Ly et Lo deuz Ox-modules inversibles amples relativement o w. S’il existe un homo-
morphisme non-nul ¢ : L1 — Lo de Ox-modules, alors pl .. (L1) < pk . (La).

Démonstration. 1) est immédiat d’apres la définition de p7l ..
2) On a pour n > 0,

fimax (T (LZ" @ T ME™)) = pimax (1 (LZ") © M®™) = pimax (1 (LE™)) + 1 deg M.

D’ou
1 1
Hm = fmax (74 (L™ @ 7 M®™)) = deg M 4+ Hm — piax (m (LZ™))
n—oo N,

n—oo N

3) Pour tout entier n > 0,
Hmax (7T (L?n ® Lgn)) > fmax (T (L?n)) + Hmax (T (Lgn)) = 2a(0).

Donc o o o o
fmax (T (L1 ® Ly™)) > fimax (T« (L1")) + fimax (7« (L3")) ~ 2a(C) .

n n n n

Par passage a la limite on obtient

tomax (L1 @ La) > pif o (L1) + ppax (L2).

4) Pour tout entier n > 1 on a un homomorphisme injectif ¢®" : L™ — L$™. En
prenant l'image directe on obtient un homomorphisme injectif de m,(LY™) vers m.(L™).
Par conséquent, on a fmax (T« (LE™)) < pmax (7 (LS™)). Par passage & la limite on sait que
Fmax(L1) < piax(L2). o

Définition 2.2.11 Soient 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’'une variété
algébrique vers C, L un O x-module inversible, .Z un Ox-module inversible ample relativement
a m. D’apres [45] chap II, 4.6.13, il existe un entier no(L,Z) > 0 tel que L ® £®™ soit ample
relativement & 7 pour tout entier n > ng(L,%). On définit pour tout entier n > ng(L,-%)
An(Lr’g) = anax(L ® g@n) - nﬂfnax("g)'

Proposition 2.2.12 Awvec les notations de la définition 2.2.11.

1) La suite (Ap(L,ZL))n>no(L, ) €st croissante et converge vers une limite dans R.

2) Si M est un Oc-module inversible, on a A,(L,.¢ @ 7*M) = A,(L, L) pour tout n >
no(L,f) .

3) Si on désigne par Z (resp. 2, ) Uensemble des Ox-modules inversibles amples (resp. amples
relativement a ), alors

inf lim A,(L,%)= inf lim A,(L,.%). (2.3)
L eEn—+oo L'eZ, n—+oo
4) Si L est un Ox-module ample relativement a w, alors la valeur (2.3) est égale a pl . (L).
5) Si L est de la forme m* M, ot M est un Oc-module inversible, alors la valeur (2.3) est égale
a degeo(M).
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Démonstration. 1) D’apres la proposition 2.2.10 3), pour tout entier n > ng(L,.Z),
Hrnax (L ® ZEH) > i (L © L57) + i (L),

Donc on a A,11(L,Z) > A,(L,%). D’autre part, comme £ est ample relativement a m, il
existe un O¢-module inversible M tel que £ @ 7* M soit ample (lemme 2.1.15). Donc il existe
un entier m > 0 et un homomorphisme injectif de L vers (£ @ 7* M)®™. Par conséquent, on a

Hinasx (L ® L") < o (£ @ 7 M)P™ @ L") = (m+ n)pg,. (L) +mdeg(M),

ie, An(L,Z) < m(u],.(ZL) + deg(M)). Par conséquent, la suite A (L,-L))n>n,(L, %) est
croissante et bornée supérieurement, donc converge dans R.

2) Si L ® £®" est ample relativement & 7, il en est de méme de L ® (£ ® n*M)®" =
L® L% @ a*M®™ ([45] chap 11, 4.6.5), et

prax(L @ (£ @ 7*M)®™) = ul (L @ L®™) + ndeg M.
Par conséquent,
AL ? & 7 M) = (L & L9) + 1 deg(M) — iy £ © 7 M) = An(L,2).

3) L’égalité (2.3) est une conséquence immédiate de 2) et de la proposition 2.1.16.
4) Pour tout O x-module inversible . ample relativement & 7, d’apres la proposition 2.2.10,
on a

M;Tnax (L ® g@n) - nu?nax (f) > N;ax(L) + M;Tnax ($®n) - nu?nax (f) = M;Tnax (L)

Donc on a inf liIJIrl An(L,.Z) > pmax(L). D’autre part, comme L est ample relativement a
cEEn—+o0
7T7

inf lim An(L.%) < lim Ap(L.L)= lim (ufnax(L®L®")—nu§wx(L)):ugwx(L).

¥ n——+oo n—-+oo n—-+o0o

Donc on a I’égalité.
5) Si L =7*M, ou M est un Og-module inversible, alors pour tout Ox-module inversible
ample relativement a 7, et tout entier n > 0,

ALy L) = (T M © L") = npi o (L) = deg(M) + pi0x (L") = npiax (L) = deg(M).

d

Définition 2.2.13 Soit 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C. Pour tout Ox-module inversible L on définit

:U‘;ax(L) = lféf nEIJIrloo (/L:'nax(L ® $®n) - n:u?'nax(z))v (24)

ou .Z parcourt tous les Ox-modules inversibles amples relativement a 7. C’est un élément de
[—00, + oo]. Il est fini et coincide avec la définition 2.2.9 lorsque L est ample relativement & 7
(cf. la proposition 2.2.12 4)).

Proposition 2.2.14 Soit 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X wvers C.
1) Pour tous Ox-modules inversibles Ly et Lo, on a

omax (L1 @ L2) > i o (L1) + ppax (L2).
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2) Pour tout Ox-module inversible L et tout entier n >0 on a

o (L2™) = npl o (L).

3) Si L1 et Ly sont deuz Ox-modules inversibles et s’il existe un homomorphisme non-nul de
Ly vers Lo, alors pl . (L1) < uT .. (L2).
4) Pour tout Ox-module inversible L et tout Oc-module inversible M on a

fmax (L @ T M) = i (L) 4 deg(M).

Démonstration. 1) Pour tout Ox-module inversible . ample relativement a 7 et tout entier
n suffisamment grand,

fimax (L1 ® Ly @ Z%%") > pult (L1 @ L) + pifan (L2 @ LEM),

d’ott Agy, (L1 ® L2, 7)) > Ap(L1,L) + A (L2, L). Par passage & la limite on sait que p7 . (L1 ®
L2) 2 phax(L1) + phax(L2)-

2) Pour tout O x-module inversible .¢ ample relativement & 7 et tout entier m assez grand,

on a

Pinax (LE" @ L) = i (L @ L5™).
Par conséquent, on a A, (L®", %) = nA,,(L,.Z). Par passage a la limite, on a p= (L®") =
i (L)

3) Pour tout Ox-module inversible . ample relativement & 7 et tout entier n suffisamment
grand, on a un homomophisme injectif de L; ® Z®™ vers Ly ® £®". Par conséquent, on a
P (D1 @ L% <l (Lo @ L9M), de., Ap(L1,L) < A, (Lo,.Z). Par passage a la limite, on
a anax(Ll) < /Lfnax(LQ)'

4) Pour tout Ox-module inversible .Z ample relativement & 7 et tout entier n suffisamment
grand, on a

Ay(L@m* ML) = Ap(L,ZL) + deg(M).

Par passage & la limite on obtient ul (L@ 7*M) = uZ . (L) + deg(M). 0

Corollaire 2.2.15 Soient 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébriqgue X vers C, L un Ox-module inversible.

1) Sipl (L) >0, alors pl, (LY) < 0.

2) Si =, (L) <0, alors H*(X,L) = 0.

3) Si L est ample, alors pT .. (L) > 0.

Démonstration. 1) Onap?  (Ox) = ul, . (7*0¢c) = deg(O¢) = 0, done pl . (L)+puf . (LY) <
0.

2) Si HY(X,L) # 0, alors il existe un homomorphisme non-nul de Ox vers L, d’ott u7,, (L) >
ﬂgax(ox) =0.

3) Soit M un O¢-module inversible tel que deg(M) > 0. Comme L est ample, il existe un
entier n > 1 tel que 7*MY ® L®" ait une section non identiquement nulle au-dessus de X.
D’apres 2), on a

foma (T MY @ L") = npf, (L) + deg(MY) > 0,

Donc pff, (L) > deg(M)/n > 0. m|

Théoreme 2.2.16 Soient 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique vers C et L un Ox-module inversible. Si pl ., (LY) < 0, alors (X,L) satisfait a
la condition P3. La réciproque est vraie lorsque L est ample relativement d .
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Démonstration. “=":Si uT  (LY) <0, alors il existe une constante £ > 0 et un O x-module
ample £ tels que, pour tout entier m suffisamment grand, A,,(LY,#) < —e. En prenant
une puissance tensorielle de ., on peut supposer que plt . (LY @ £) < ul, (Z) — e. Soit

A > ety (&) une constante. Pour tout entier d > 1 et tout entier n > Ad, on a d’apres la

proposition 2.2.14
(=) e (L) + 150 (LY OLPY) < il (LYRL)O") = i (LY ©L) < i (L) ).
Par conséquent, on a

e (LV87 @ 2%) <y, (L) = ne < 0.

Donc H(X,LV®" @ £%9) = 0. Ainsi (X,L) satisfait & la condition Ps.

“<=": On suppse que LV soit ample relativement & 7 et que la condition P3(X,L) soit
vérifiée. Soit M un O¢-module inversible ample. Comme (X,L) satisfait & la condition Ps, il
existe A > 0 tel que, pour tout entier d > A et tout entier n > Ad, on ait

HO(X,LV®" @ m* M%) = 0.
D’apres le lemme 1.3.13, on a
fianax (T (LVE" @ 7 M®)) = ddeg M + pimax (7. (LY®™)) < g — 1.

On prend une suite (dy,),>1 telle que
i) pour tout entier n > 1, d,, > A,

ii) pour n suffisamment grand, d,, < n/A,

iii) lim — = A
n—oo n

Alors pour n suffisamment grand, on a:
deg(M)d, + /LmaX(ﬂ'*(LV(gn)) <g-—1,

c’est-a-dire:

/LmaX(W*(LV(X)n)) < g—1

dn,
deg(M)W + - ==

Par passage a la limite, on obtient 7, (LY) < —A"tdeg M < 0. O

Corollaire 2.2.17 Soient 1 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété
algébrique vers C et L un Ox-module inversible. Si uT .. (L) > 0, alors (X,L) satisfait a
la condition Ps.

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.2.15, uZ  (LY) < 0. Le corollaire résulte donc du
théoreme 2.2.16. O

Pente maximale asymptotique relative d’un module localement libre

Définition 2.2.18 Soit 7 : X — C' un morphisme projectif et surjectif d’'une variété algébrique
X vers C. Si E est un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul et si p : P(E) — X
est le morphisme canonique, on définit

fmax (B) = i (Op(1)).
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Remarque 2.2.19 Si F est ample relativement a 7, alors Og(1) est ample relativement & 7p.
Dans ce cas-la on a

fax(E) = M fimay (7. (S"E)).

n—oo

Théoreme 2.2.20 Soient 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif dune variété
algébrique X vers C, E un Ox-module localement libre de rang fini et non-nul. Si p . (EY) <
0, alors (X,E) satisfait a la condition Ps. La réciproque est vraie lorsque EV est ample relati-
vement a .

Démonstration. “==": Soient p : P(EY) — X le morphisme canonique et f = wp. Comme
1 (Opv (1)) = o (EY) on a pf, (Opv(1)) < 0. Donc on a Py(P(EY),0pv(—1)) compte
tenu du théoreme 2.2.16. D’apres la proposition 2.1.17, on a P3(X,E).

“<=":Sion a P3(X,E), alors P3(P(EY),0gv(—1)) est vérifiée d’apres la proposition 2.1.17.
Si de plus EY est ample relativement & 7, alors Ogv(—1) est ample relativement a f. Le
théoréme 2.2.16 implique que uf,, (Ogv (1)) <0, i.e., uT . (EY) < 0. O

Un exemple de calcul des pentes maximales asymptotiques

On désigne par K le corps des fonctions méromorphes sur C.
Soient 7 : &/ — C un schéma abélien de dimension relative d, L un faisceau inversible sur
&7 . On désigne par ¢ : C' — & la section nulle et par T} le fibré tangent relatif.

Proposition 2.2.21 Si L est ample relativement a 7, on a

pn) — L des(m. (e (D)™ 0 [e))

1
= —dege*Ty;
d+1 deg; , (Fx) + g (8¢

si de plus L est symétrique, alors
1
w(m L) = B dege* T + dege™L.
Démonstration. 1) On a un isomorphisme de Og-modules 7*¢*T, ~ T, (autrement dit, le
O-module T, “provient de la base”). D’apres le théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck,
on a ch(Rm.L) = m.(ch(L) Td(Ty)). Comme L est ample relativement & 7, on a ch(m.L) =
7« (ch(L) Td(Ty)). Donc
deg(m, L) = deg m,(Td(n*e*Ty) ch(L))

= deg Td(e* Ty )m, (ch(L)) = deg (<1 + %cl (s*T,,)> w*(ch(L)))

= ﬁ deg(m, (c1 (L) N [])) + % degy . (k) deg(e™Tx).
D’autre part, on a
rg . L = dim H (e, L) = %deng .
Donc
w(meL) = dj— 1 deg(méz;(i{)(d;;r; ]) + %deg e Tx.
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2) D’apres la formule d’adjonction, on a
(e (L@ 7 e*LY)) = p(me (L) @ e*LY) = p(m. L) — dege*L.

D’autre part, on a
(L@ e*LY)=c*L®e" LY = Oy.
Donc on est ramené au cas ou €*L est trivial. Comme L est symétrique et €*L = O, pour
2
tout entier n, [n]*[L] = [L®™ ] dans Pic(A). Par conséquent,
0]« (22 (L) N []) = [n](er([n]* L) N [o])
= (L) Ny [of] = n?e (L) N ()

car [n] : &/ — o/ est une isogénie de degré n??. Par conséquent, on a
n* deg(m.(cL (L) N [])) = deg(m(c2(L)T 0 [])),
ie., deg(m.(c1 (L)1 N [</])) = 0 si on prend n > 1. o

Par ailleurs, la “théorie algébrique des fonctions théta” de Mumford [71] — qui décrit
'espace H (o, L7z) des sections de L sur la fibre générique géométrique de &7 — C comme une
représentation projective irréductible du sous-groupe H(Ly) C o (K) de Mumford — admet
comme conséquence (cf. [8] pour 'analogue dans la situation arithmétique plus compliquée ot
Pon s’intéresse a un fibré inversible hermitien cubiste sur un schéma abélien sur le spectre de
Panneau des entiers d’un corps de nombres):

Proposition 2.2.22 Si L est ample relativement o w et si k est de caractéristique 0, alors
L est semi-stable, et donc pmax(m« L) = p(miL).

Corollaire 2.2.23 Si L est ample relativement a 7 et si k est de caractérsitique 0, on a

* )= 1 deg(m(ci (L) N [e])) .
Hmax T d+1 deg(cr (L) N [ok]) 7

st de plus L est symétrique,
fmax (L) = deg(e"L).

Si L est un O, -module inversible quelconque et si .Z est un Og-module inversible ample
relativement & 7. On suppose que n est un entier positif tel que Z®" ® L soit ample relative-
ment & 7. D’apres le corollaire 2.2.23, on sait calculer A, (L,.%) (cf. la définition 2.2.11). Plus
précisément, on a

1 deg(m.((c1(L) + ner (£))™)

™ ny _
Himax (L ® Z757) = d+1 deg((c1(Lx) + nei(ZLx))?) (2.5)
1 deglm(en(2))ntt + (d+ 1) deglr.(a(L)er (£))nd + o(n)
d+1 deg(c1(ZLr)H)nt + ddeg(ci(Li)er(Lk )41 )nd=1 + o(nd=1)
D’autre part, on a
d+1
i 2) = - 2B Z)T) (26)

d+1 deg(c1(Zx)?)
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On déduit de (2.5) et (2.6) que

| _deg(mu(@(Der(2)Y) _d_dea(er(Li)en(Li) ) deg(ma(ea (£)1)
D) = T e @0 dr deg(e1 (Zi) )2 |

(2.7)
Si L et £ sont 'un et 'autre symétriques, on a pour tout entier n suffisamment grand

An(L,.L) = deg(e*L).
En particulier, si L est symétrique, u7 . (L) < deg(e*L).

Proposition 2.2.24 Pour tout O -module inversible L on a

(L) = inf deg(mi(c1(L)er(£)")  d deg(er(Lx)er(Lx)™") deg(m(ea (L))
Hrmax v deg(c1(Zr)?) d+1 deg(c1 (L )?)? ( ’)
2.8
ou L parcourt tous les Oy -module inversible ample relativement a .

2.3 Condition P; et algébricité

2.3.1 Un critere d’algébricité

Soit k un corps. Soient X une variété algébrique projective sur k, ¥ un sous-schéma fermé
integre de X, V' un sous-schéma formel du complété formel de X le long de Y. On suppose que
V' a pour schéma de définition Y et que le noyau J de 'homomorphisme canonique Oy — Oy
soit localement engendré par une suite réguliere. On désigne par N = (J/J?)V le fibré normal

de Y dans V. C’est un Oy-module localement libre de rang fini.

Proposition 2.3.1 Awvec les notations ci-dessus, st dimY > 0 et si (Y,N) satisfait a la condi-
tion Ps, alors V' est algébrique.

Démonstration. Reprenons les notations du paragraphe 1.8. D’apres la définition de la condi-
tion Ps, il existe A > 0 tel que, pour tout entier D > X et tout entier ¢ > A\D, on ait

H(Y,LIYP ® S'NY) = 0.

Comme chaque sous-quotient Ef/E5™ s'injecte, par v, dans H(Y,L|$P ® S'NV), on en
déduit que pour tout D > A

i i i i i/
Z D rgK(ED/ED+1) = Z D ng(ED/EDH)
i>0 0<i<AD

<A > reg(Ep/ER) <A rex(Bp/ERY).
0<i<AD i>0

La proposition résulte donc de la proposition 1.8.2. O

Comme la condition P3(Y,N) est plus faible que ’amplitude de N (la proposition 2.1.32),
on en déduit que si N est ample sur Y, alors V est algébrique. On retrouve donc un résultat
de Hartshorne (cf. [53] theéréme 6.7), établi sous 'hypothese supplémentaire de lissité formelle
de V sur k.
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On déduit de la proposition 2.3.1 et du théoréme 2.2.20 un criteére numérique d’algébricité
de V:

Corollaire 2.3.2 S'il existe une courbe projective lisse C' sur Speck ainsi qu’un k-morphisme
propre et surjectif m de Y wvers C tels que pT, . (NY) <0, alors V est algébrique.

Corollaire 2.3.3 On suppose satisfaites les conditions suivantes:

1) il existe une courbe algébrique C' projective lisse sur k et un k-morphisme propre et surjectif
w deY vers C de telle sorte que Y soit un schéma abélien de dimension relative d sur C;

2) N est un Oy -module inversible;
3) si on désigne par n le point générique de C, il existe un Oy -module inversible £ ample
relativement a m tel que le nombre

d_ deg(c1(Ny)e1(Z)* ") deg(me (1 (L)) deg(ma(ci(N)er(£)7))
d+1 deg(c1(L)%)? deg(c1(Z)?)

soit négatif.
Alors V' est algébrique.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.3.2 et du calcul explicite
(2.8). O

Remarque 2.3.4 Dans le corollaire 2.3.3, si on suppose que N soit symétrique sur le schéma
abélien Y, on peut remplacer la condition 3) par:

3) deg(e*N) >0, ot e: C =Y estla section nulle.

On reprend maintenant les notations du paragraphe 1.8 en supposant que A soit une courbe
projective lisse sur un corps k. Les résultats obtenus ci-dessus montre que, si V se prolonge en
un sous-schéma formel ¥ du complete formel B?fg/, alors la condition P3(%/, Ng///) implique

I’algébricité de ¥ et donc celle de V. Dans la suite du paragraphe, on étudiera le cas général.
D’abord on a 'inégalité

WEDH/ELT) < Hmax (TP (L1357 ® (Fi) Iiva)lo)
pour tout (i,D) € N2.

Proposition 2.3.5 On suppose qu’il existe trois nombres a,A,\ dans Rsq tels que les condi-

tions suitvantes soient vérifiées:

1) pour tout entier D > X et tout entier i > AD, on a u(&p/ERTY) < —ai (ici on utilise la
convention (1(0) = —oo );

2) pour tout entier D > 0 et tout entier i < A\D on a u(&)/Ep) < AD.

Alors V est algébrique.

Démonstration. Quitte & remplacer X par Z, on peut supposer que &} = 0 pour i suffisam-
ment grand. On a

deg(€p) =Y deg(&h/EH)
>0

< > ED/EHI)(N(@@B/%H)Jrai) —a irg(Eh/E5Y).

0<i<AD i>0
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Donc

LS L/ < PO LS (g (b 65 + i

rg(Ep) >0 > oD 2
w(ép) 1 o |
< _
= aD + aD rg(ED) 0<;>\D rg(ED/ED )(AD + al)
1(ép) 1 R
= * rg(Ep/ER ) (AD + aAD
D+ aDraEy) 2 TEER/ B )

~w(ép) N A+al
- aD a

Comme .Z est ample relativement a m, on connait l'existence de la limite Dlim w(ép)/D.
— 400

Donc u(ép)/D est borné inférieurement (on aurait pu raisonner de fagon plus élémentaire en
choisissant . ample sur X et en observant que &p est alors engendré par ses sections globales,
et donc de pente > 0, pour D suffisamment grand). D’apres la proposition 1.8.2; on en déduit

que V est algébrique. O

2.3.2 Une application: comparaison des voisinages formels et étales
des variétés projectives

Définition 2.3.6 On appelle couple de schémas (noethériens) tout couple (X,Y) constitué
d’un schéma noethérien X et d’un sous-schéma fermé et réduit Y de X. On applle morphisme
de couples de schémas de (X,Y) vers (X',Y”) un morphisme de type fini de X vers X’ dont la
restriction & Y donne un morphisme de Y vers Y.

Définition 2.3.7 On appelle voisinage étale d’'un couple de schémas (X,Y) la donnée d’un
couple de schémas (W)Y") et d’un morphisme de couples de schémas f : (W)Y) — (X,Y) dont
la restriction a Y est le morphisme identité et qui est étale en tout point y € Y.

Définition 2.3.8 On dit que deux couples de schémas (X,Y) et (W)Y") sont equ1valents dans

un voisinage formel §’il existe un isomorphisme de schémas formels ¢ : Xy — Wy dont la
restriction a Y est I'identité.

Définition 2.3.9 On dit que deux couples de schémas (X,Y) et (W)Y') sont équivalents dans
un voisinage étale s’il existe un couple (U,Y) et deux morphismes f : (U)Y) — (X,)Y) et
g: (UY) - (WY) qui font de (U,Y') un voisinage étale de (X,Y) et un voisinage étale de
(W.Y).

Lemme 2.3.10 ([37] 4.5) Soient (X,Y) et (U)Y) deux couples de schémas noethériens et
f(UY) — (X,)Y) un morphisme de couples de schémas dont la restrictions sur Y est le
morphisme d’identité. Alors f définit un voisinage étale de (X,Y') si et seulement si f induit
un isomorphisme de schémas formels f: Uy — Xy.

Démonstration. Le probleme étant local, on est ramené au cas ou X et U sont affines. Soient A
(resp. B) 'anneau de X (resp. U) et I (resp. J) I'idéal de Y dans X (resp. U). Soit ¢ : A — B
I’homomorphisme correspondant a f. Comme f est un morphisme de couples on sait que
I = ¢ 1(J) et f induit un isomorphisme de A/I vers B/J. D’autre part, pour tout entier
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n > 1, ’homomorphisme ¢ induit un homomorphisme de A/I™ vers B/J". Par _passage a
la limite inductive, 'homomorphisme ¢ induit un homomorphisme continu @ : A I — B 7
Autrement dit, f induit un morphisme de schémas formels f Uy — Xy

“=>": On suppose que le morphisme f soit étale en tout point de Y. En diminuant
éventuellement U et X on est ramené au cas ou f est un morphisme étale. Pour tout en-
tier n > 1 soit Y,, (resp. Y,!) le n'®™¢ voisinage infinitésimal de Y dans Uy (resp. Xy ). Comme
remarqué ci-dessus, on a un morphisme g, : Y, — Y, induit par f qui prolonge Idy. Le
sous-schéma fermé Y de Y,, est défini par un idéal nilpotent. Comme f est étale, I’application
canonique

Homx (Y,!,U) — Homx (Y,U)

est bijective. Soit h, : Y,, — U le morphisme qui prolonge I'immersion fermée de Y dans U.
Alors hy,g, est 'immersion fermée de Y,, dans U puisque ’application canonique

Homx (Y;,,U) — Homx (Y,U)

est bijective. Cela montre que h,, se factorise par Y,, et h,g, = Idy, . Enfin, par construction
gnhn = fhy, = Idy/ Donc g, : Y, — Y, est un isomorphisme.

“e=":Si on a Uy )?y, alors pour tout point y € Y, @U,y = (5X7y. Donc Oy, est une
algebre étale sur Ox , (cf. [49] IV.17.6.3), i.e., le morphisme f est étale en y. O

Théoréme 2.3.11 Soient (X,Y) et (W)Y) deux couples de variétés algébriques projectives sur
un corps k algébriquement clos. On suppose que X et W soient lisses sur k, que Y soit integre,
de dimension > 1 et localement une intersection complete dans Xy et que le fibré normal de Y
dans Xy satisfasse a la condition Ps. Alors (X,Y) et (W,Y') sont équivalents dans un voisinage
formel si et seulement s’ils sont équivanlents dans un voisinage étale.

Démonstration. “<=" est vrai d’apres le lemme 2.3.10.

d,Id
“=":S0it A: Y (I—I>) Y xp Y ——= X x; W la diagonale de Y dans X xj W. Suppo-

sons que @ : Xy — Wy soit un isomorphisme de schémas formels dont la restriction sur Y est
I'identité. Considérons le “graphe formel” de ¢

Fap : )?y — (X Xk W)A(y)

qui fait de )?y un sous-schéma formel de (X/x-k\W) A(y)- Comme Ny)?y satisfait a la condition
P, T, (Xy) est algébrique dans (X/xk\W)A(y), i.e., il existe un sous-schéma fermé integre Z de
X x, W contenant A(Y) tel que dim Z = dim Xy (= dim X = dim W) et que Z\A(y) D F@()A(y).
Soit v : Z — Z la normalisation de Z. Elle induit un morphisme Zfl(y) — Z\y Sa restriction

au-dessus de I' ()?y) formellement lisse, est un 1somorphlsme On en déduit 'existence d’'un
sous-schéma fermé mtegre Y dans Z tel que vlg : Y — Y soit un isomorphisme et que ¥ in-

duise un isomorphisme v : Z ¢ — Fg,(Xy). Par conséquent, les morphismes de schémas formels
induits par les morphismes de couples pryov : (Z,Y) — (X,Y) et pryov : (Z,Y) — (W,Y)
sont des isomorphismes. D’apres le lemme 2.3.10, (Z ,}7) définit un voisinage étale commun de
(X)Y) et (W)Y). ]

La question de comprendre quand ’équivalence de deux couples dans un voisinage for-
mel implique leur équivalence dans un voisinage étale, ainsi que sa version analytique (o
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on s’intéresse a 1’équivalence analytique dans un voisinage analytiques de couples d’espaces
analytiques formellement isomorphes) a donné lieu de nombreux travaux, depuis les premiers
résultats en géométrie complexe établies par Nirenberg et Spencer [74] en 1960 et Griffiths [43].
Nous renvoyons aux commentaires de Grauert dans [41] Vol.I pour une discussion détaillée et
des références. Signalons toutefois que le théoréme a été établi par Gieseker [37] lorsque le fibré
normal est ample (condition plus forte que P3) en appuyant sur les travaux de Harshorne sur
les conditions (G1)—(G3) (cf. [37][53]). Le théoréme 2.3.11, joint au fait que (Ps) est satisfaite
lorsque k = C si Y est lisse et si NxY admet une métrique hermitienne dont la courbure satis-
fait une hypothese de positivité faible (cf. proposition 2.1.34), fournit une variante algébrique,
valable lorsque k¥ = C, d’un théoréme établi par Commichau et Grauert [22] en géométrie
analytique complexe. Enfin, & cause du fait que la 1-positivité implique la condition Pj, le
théoreme 2.3.11 devient un avatar algébrique, valable sur tout corps algébriquement clos k,
d’un théoréme de Hirschowitz [55] qu’il a démontré dans un cadre analytique complexe par des
techniques de déformations.
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Chapitre 3

Positivité faible des fibrés
vectoriels et algébrisation II: cas
arithmeétique

Dans ce chapitre, on désigne par K un corps de nombre de discriminant Ag et par Ok
son anneau d’entiers algébriques. On fixe m : &~ — Spec Ok un schéma projectif et plat sur
Spec Ok tel que Zk soit lisse sur Spec K et équidimensionnel de dimension d. On choisit pour
tout plongement o : K — C une forme volume de type C'°° qui définit une mesure de probabilité
Ao sur 2, (C) et on suppose que la collection (Ay)s:kx—c soit invariante par 'action de Fi. Si
E est un fibré vectoriel hermitien sur 2°, on désigne par 7, E le Ox-module H°(2",E), muni
de la métrique L2. C’est un fibré vectoriel hermitien sur Spec O .

3.1 Pente maximale asymptotique arithmétique
3.1.1 Pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré inver-
sible hermitien ample sur la fibre générique

Lemme 3.1.1 Soit . un fibré inversible hermitien sur Z tel que Lk soit ample. Il existe
une constante C' telle que, pour tout entier n > 2 et tout élément (D;)1<i<n € 7%, si on note
D=Di+---+D,, ona

~ —®D O —®D; 1 . ,
P (Z77)) 2 3 B (m(Z°7)) = 5 log(vag HO( 2. Z2™))
i=1

n (3.1)
1 10g|AK|)
—d)» log(D;)+ z[K: Q] —n(logC+ ——7=].
> log(D) + 51K @ (1o + 22
Démonstration. D’apres (1.19), on a
~ —D 1 ——QD
i (1 (Z77)) = 5 log[K : Q] ~ loge(m(Z°)). (3.2)

D’autre part, compte tenu du lemme 1.7.19, on a

) > —nlogC — dilog D; — iloga(w*(y(g[)i)). (3.3)

i=1 =1

—loge(m. (§®D)
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Enfin, la proposition 1.7.16 montre que pour tout 1 <4 <n, on a

—®D;

5®D; . 1 v log|A
1087 (Z°)) 2 fiman 7. (7)) — S los(rg HO(Zi £27) — B2

2[K: Q]

En combinant (3.2), (3.3) et (3.4) on obtient (3.1). O

(3.4)

Lemme 3.1.2 Soit .Z un fibré inversible hermitien sur Z tel que Lx soit ample. Il existe

une constante C' telle que, pour tout entier D > 1, on ait

D
)

fimax(m.(Z°7)) < CD.

Démonstration. Soit L un fibré inversible hermitien sur 2~ qui est arithmétiquement ample

avec c¢1(L) > 0. Si s est une section de .£®P au-dessus de 2, alors div s est un diviseur effectif
de Z. Par conséquent, on a

hz(divs) = & (D)* - & (Z°7) +/ log ||slle1 () > 0.
Z(C)

D’autre part, comme c; (L) > 0, on sait que

/ log ||s]|c1 (f)d < max log|ls|e, sup/ ¢ (f)d.
Z(C) €30 Z(C)

On en déduit donc

-1
—maxlog s, sup < DE (f)d o (2) (/ ¢ (f)d> )
o 2(C)

D’apres la proposition 1.7.17, il existe une constante Cy tel que ||s||o, sup < CoD?||s||y.r2 pour
tout plongement o : K — C. Par conséquent,

1 1 o
—log s = —5log ( D lsl2 1) < —5log (C3 2D~ max ls|12 )

0EY
<logCy + dlog D — max log ||s]l&, sup < log Cy + dlog D + C1 D,
[ASPIPNS

-1
ou Cl = /C\l (f)d . /C\l (y) (/%(C) C1 (f)d> .

Donc I'inégalité 1.20 montre que

log |Ak| _

~ 8D L
< 5 =0
imax(m. (2 ) < log Co + dlog D + C1D + 5 log(rgy (m(£57))) + 2K Q]

o(D).

Proposition 3.1.3 Soit .Z un fibré inversible hermitien sur 2 tel que Lk soit ample. La
—n

suite (L fimax (e (L)) n>1 admet une limite dans R.
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Démonstration. Pour tout entier n > 1 on note a, = fmax (T« (§®n)). D’apres le théoreme
de Hilbert-Samuel, il existe une constante C; > 0 telle que rgg HY(Zx, L") < Cin? pour
tout entier n > 1. D’apres le lemme 3.1.1, il existe deux constantes Cs et C5 telles que, pour
tout (ni)1<i<r € ZLo (r > 1), sin =n1 +---+n,, on ait

s T
an > Z ap, — Co Zlogni — Csr.
i=1 i=1

La proposition résulte donc du corollaire 1.5.2 et du lemme 3.1.2. O

Définition 3.1.4 Soit .Z un fibré inversible hermitien sur 2" tel que £k soit ample. On

appelle pente mazimale asymptotique arithmétique de Z relativement & 7 et on note a7, (-Z)

N . 1 ~ —Qn
la limite ngrfoo ﬁumax(m (Z ).

Proposition 3.1.5 Soient £, yl_et Py trois fibrés inversibles hermitiens sur 2 dont les
restrictions sur Lk sont amples, M un fibré inversible hermitien sur Spec Ok .

1) pour tout entier n > 1, ﬁgwx(§®") =np’,. (ZL);
2) (@ © wFT) = dog(0) + el P
3) Iax (L1 ® L2) Z [i5,0(ZL1) + oy (£2).
Démonstration. 1) est immédiate d’apres la définition.
2) En effet, on a 7. ((Z @ 7*(M))®") = . (§®n) ® M. Par conséquent,

in o (Z @ % (M))®") = [im o (Z°") + ndeg().

3) D’apres le corollaire 1.7.18, on sait qu'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
entier n > 1, on ait

T (12 (P1 @ )BT > %1og[K . Q] - loge(m. (Z°" 0 Z°™))

1 —®n —Qn
> —log[K : Q] —210gC’—2dlogn—logs(ﬂ'*(‘i”i9 ) —1oga(7r*($®

-2
~ —®n ~ —®n 1 n
> [imax (T (L1 ) + Hmax(7(L5 1)) — §1og(rgQ HO(%KaZFK))

)

_ log|Ak|
(K : Q]

Si on divise les deux cotés de (3.5) par n, par passage a la limite, on obtient

1
~3 log(rgg HO(%K,‘ZSI?)) —2log C — 2dlogn.

finax (L1 @ ZL2) 2 [if0x(Z1) + finyax (L)

3.1.2 Pente maximale asymptotique arithmétique d’un fibré vectoriel
hermitien

Remarque 3.1.6 Soit 1 : Spec K — Spec Ok le point générique. C’est un morphisme plat.
On désigne par p : Zx — Spec K et q : Zx — Z les morphismes canoniques, qui s’inserent
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dans un carré cartésien:

VA% X

lgl

Spec K — Spec Ok .

D’apres [46] chap III, 1.4.15, pour tout Og-module quasi-cohérent %, I’homomorphisme
canonique N*m..# — p.q*F est un isomorphisme. Par conséquent, on a un isomorphisme
HY( 2k, FKk) = H(Z ,F)Kk. Si & et F sont deux O g--modules localement libres de rang fini,
alors Homoe ,, (&,%) s’identifie aux sections de &Y ® .# au-dessus de 2. D’autre part,

HOmO%.K (@@K,j]() = HO(%K,@@% ® j]{) = HO(%,@@V ® j)}(

Par conséquent, pour tout homomorphisme f : g — Fk, il existe un élément non-nul a €
Ok tel que f se prolonge en un homomorphisme de &, — .%,, autrement dit, I'image de
I’homomorphisme composé

&L 8 — uEx — . FK

est dans .%. On obtient ainsi un homomorphisme de & vers .%. Cet homomorphisme est injectif
lorsque f est injectif.

Soient & et .# deux fibrés vectoriels hermitiens sur 2" et f : &x — Fx un homomorphisme.
Alors f induit un homomorphisme ¢ : H*( 25,8k ) — H(Z¥k,FK). D’autre part, f peut étre
considéré comme une section de &) ® Fk au-dessus de 2. Soit 0 : K — C un élément dans
Yoo. Pour tout section s € HY( 2,8k ),

lo(s)% = /y (

“o

| f(s(@)[I5dAs (2) < ||f||3-,sup/ Is(@)]15dNo () = 1112, supllsll5s
C) Z+(C)

o

ol [|fllo,sup = sup || fz]|. Par conséquent, on a [|¢lls < || f[lo, sup-

TE€EZH(

Définition 3.1.7 Soient L et .Z deux fibrés inversibles hermitiens sur 2°. On suppose que
Pk soit ample. 11 existe alors un entier ng(L,-Z) > 0 tel que Lx ®@ Z2" soit ample pour tout
n > ng(L,.Z). On définit pour tout entier n > ng(L,.L),

ALZ) = i L@ Z7") = iy (2).

Proposition 3.1.8 Soit © l’ensemble des fibrés inversibles hermitiens L sur X tel que Lx
soit ample. Soit L un fibré inversible hermitien sur 2 .

1) Pour tout £ € O, la suite (A, (Zvy))nzno(L,K) est croissante et converge vers une limite.
2) Si M est un fibré inversible hermitien sur Spec Ok, £ € O, alors

AL.Z @5 M) = A (L.2)

pour tout n > ng(L,.L).

3) Si Ly est ample, alors

ar. (L) = inf lim A,(L,.2).
Zeon—too

4) Pour tout fibré inversible hermitien M sur Spec Ok, on a

deg(M) = inf lim A, (=*(M).2).
Pecon—+oo
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Démonstration. 1) D’apres la proposition 3.1.5, on a pour tout n > ny(L,-Z)

a0z
Donc on a A, 41(L,.Z) > A, (L,Z).

Comme Zi est ample, il existe un entier m > 1 et un homomorphisme injectif de Ly
vers f}?m qui induit un homomorphisme injectif ¢ : L — £®™ (cf. la remarque 3.1.6). Pour
tout n > no(L,-Z), 'homomorphisme ¢ induit un homomorphisme injectif ¢, : L @ £L®" —
Z®mEn) Soit by, : HY( 2, L ®.LE™) — HY( L5 .22 ™) Phomomorphisme injectif entre
les espaces de sections globales correspondant. D’apres I'inégalité de pentes, pour tout entier
u>1,0n a

) > (L@ L") + i (2).

—Qun Qu(n+m)

fimax(me (L7 © Z7™)) < fimax (7. (Z )) + h(W).

Comme %" provient d’un homomorphisme de Og-modules, on sait que [[¢2*||, < 1 pour
tout p € ¥y. Si 0 : K — C est un plongement, alors

”w%u”U S H(p;?,u H(pn K”a’ sup ||SDK||<7 sup*

Par conséquent,

—Qun Ru(n+m)
)

fimax (7. (L™ © Z < fimax (7 (Z ) +u Y loglexllo,sup-

TEY
Par passage a la limite, on obtient que

—® m+n)

~Tr - 9N ~
:umax(L(g)Z ) S:umax(f Z 10g|‘</)KHU sup-

0EY

Autrement dit,
An(L2) < miifax(Z) + Y log Ko, sup-

TEY

Par conséquent, la suite (A, (L,-Z)), >no(L,z) est bornée supérieurement, donc converge.
2) En effet, pour tout n > no(L 92”)

A (L2 @ 7 (M) = (L0 27" @ (M) = nfife(Z @ 7 (M) = An(L,2).

3) D’apres 1), A,(L,L) = p¥,. (L), donc u=, (L) > inf hIJIrl A, (L,Z). D'autre part,
fe@nﬂ o0

pour tout .Z € O,

Xn

An(L.Z) 2 o (D) + i (Z77) = i (£) = P (L)

4) En effet, pour tout .Z € O,

n - —_

A7 (M), 2) = a7 (M) @ Z°") = i (Z) = deg(M).

Définition 3.1.9 Avec les notations de la proposition 3.1.8, on appelle pente mazimale asymp-
totique arithmétique relativement a w de L la valeur

pr. (L) := inf lim A,(L,.2).
Zeon—too
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Lemme 3.1.10 Soient %4 et L5 deux fibrés inversibles hermitiens sur Z  dont les restrictions
sur Zx sont amples. Si f : L1 — £ est un homomorphisme non-nul, on a

ima (M (27 )) < Tmax (7. (25 ")) + g 2 108l (3.6)

[ UEZ

Démonstration. Pour tout entier n > 1 on désigne par ¢, : HO( 2k, Z25) — H (2K, L55%)
I’homomorphisme induit par f®”. D’apres l'inégalité de pentes, on a

~ =N ~ —®n
Fmax(m:(Z1 ) < Hmax(m(L5 ) Z log [lenlle
UGE
~ —®n 1
< fimax(m (L)) + K:Q] Z nlog || fx|lo, sup-
’ TEY
Par passage & la limite on obtient (3.6). O

Proposition 3.1.11 Soient L, Ly et Lo trois fibrés inversibles hermitiens sur 2, M un fibré
inwversible hermitien sur Spec Ok . On a

1) ﬁfnax(zl b2 IQ) > ﬁ?nax (Zl) + ﬁgax (ZQ);
2) Mmax( ) = nﬁ;ax(z) pour tout n > 1;
3) ’umaX(L ®m (M)) = ﬁfnax (Z) + deg(M)z

4) si f: Ly — Lo est un homomorphisme non-nul, on a

[l (L1) < Bfax(L2) + ]
UGE

Démonstration. Pour tout fibré inversible hermitien .Z sur 2 tel que 2% soit ample, et tout
entier m suffisamment grand, on a

N
(V]

=
Sy
®
b{
S

5
v
o
§

il
_|_
o
3
b{
S

5

m(L
An(T ©n* (M), 2) = Am(fay) + deg(M),
AT, 2) < Ap(L2,2) + Z 10g || fx [l sup-

GEE

Par passage & la limite, on obtient les (in)égalités annoncées. O

Définition 3.1.12 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur 2. On appelle pente mazimale
asymptotique arithmétique relativement a w de E la valeur

fimax(E) = it (OE (1)),

oup:P(E) — 2 est le morphisme canonique et olt la métrique sur Og(1) est la métrique de
Fubini-Study.
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Proposition 3.1.13 Awvec les notations de la définition 3.1.12, si Ex est ample, alors

JU N Ot .
/J‘max(E): lim Eﬂmax(ﬂ-*(s E))

n—-+o0o

Démonstration. Soit r le rang de E Pour tout entier n > 1, on désigne par || - ||rs (resp. || - ||)
la métrique L? sur 7, (S"E) = (7p).«(O(n)) par rapport & la métrique de Fubini-Study sur
Og(1) (resp. la métrique produit symétrique sur S™FE). D’apres (1.16), on a la relation

112 = (0 s

pour tout f € m.(S™E). La proposition 1.7.5 montre que, pour tout sous-Og-module F de
7 (S"E),

I 1) = A o) — g ton ("1 7).

Par conséquent, on a

~ n ~ n 1 n+r—1
a7 (S BV 1) = s (5" ) ) = 1o ("7 7).
Par passage a la limite on obtient

= o1 =
:umax(E): lim E,umax(ﬂ*(s E))

n—-+0o0o

3.2 Pente maximale asymptotique arithmétique et condi-
tions de positivité

Proposition 3.2.1 Soit L un fibré inversible hermitien sur 2 .
1) i i (L) > 0, alors i, (L) < 0;

2) si it (L) <0 (resp. i¥ .. (L) <0), alors L n’a pas de section effective (resp. strictement
effective);

3) si L est arithmétiquement ample, alors ¥, (L) > 0.

Démonstration. 1) Comme i7", (Og) =0, on a

r r  FV
:u’max(L) +ude(L ) S O

Donc A7, (L) > 0 implique ﬁglax(fv) <0.
2) D’apres la remarque 1.7.22, L a une section effective (resp. strictement effective) si et
seulement s’il existe un homomorphisme non-nul f : Og — L tel que max | frcllo,sup <1
[ SPIPNS

(resp. max || fxllo.sup < 1). D’apres la proposition 3.1.11 4), on obtient que a7, . (L) > 0

(resp. [ifax (L) > 0).

3) Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec Ok tel que cTe\g(M) > 0. Comme L est
arithmétiquement ample, il existe n > 1 tel que 7*(MV) ® L®" ait une section effectif. Cela
implique que

(7" (M) @ T°") = njif, (L) — deg(M) > 0.
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Donc f%,. (L) > 0. O

Lemme 3.2.2 Soient Z un fibré inversible hermitien sur 2~ qui est arithmétiquement ample
et L un fibré inversible hermitien quelconque sur Z . Pour tout e > 0, il existe un entier n > 1
et un homomorphisme injectif ¢ : L — L™ tel que max lex|lo,sup < €.

[ SPIES

Démonstration. On démontre d’abord le cas ott L = O 4. Comme .Z est arithmétiquement
ample, il existe un entier m > 1 tel que £®™ a une section strictement effective. Soit
Y Og — £ I'homomorphisme correspondant & la section. D’apres la remarque 1.7.22,
max l¥kllo,sup < 1. Par conséquent, il existe un entier p > 1 tel que max [ P——

Autrement dit, ¢ = ¥®P : O — LO™P vérifie la condition. Pour le cas général, comme &
est ample, il existe un entier ¢ > 1 et un homomorphisme injectif 7 de L vers £®9. Soit o =
max MK |0, sup- Soient ¢ : O — £®" un homomorphisme injectif tel que max loK o, sup <
0EY o [ SPIPNS

e/aet o =n® ¢. On a pour tout 0 € X, |9k |lo, sup < ||1]lo, supll@lle, sup < €. O

Lemme 3.2.3 Soient £ un fibré inversible hermitien arithmétiquement ample sur 2 et E
un fibré vectoriel hermitien sur 2 . Pour tout nombre € > 0 il existe deux entiers m,n > 1 et
un homomorphisme injectif ¢ : E — (ZL®™)®™ tel que max lekllo, sup < €.

oSO

Démonstration. Comme £ est arithmétiquement ample, il existe deux entiers p,m > 1 et un
homomorphisme injectif ¢ : E — (£L®P)®™. Soient o = max VK]0, sup €6 7 : O — £ un
[ SPIINS

homomorphisme injectif tels que max 5 |0 sup < €/, et que ¢ = Y@y : B — (L2PT0)dm,
[ SO

On a pour tout ¢ € X, ||¢K |6, sup < €. O

Remarque 3.2.4 Si on combine le lemme 3.2.3 et le lemme 3.1.2, on obtient que, pour tout
fibré inversible hermitien L sur 2~ et tout fibré vectoriel E sur 2, il existe une constante C

telle que, pour tout entier D > 1, on ait fmax (T« (E ® I®D)) < CD. C’est un analogue de la
proposition 2.2.5.

Définition 3.2.5 Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2°. On dit que E est faiblement
positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur 27, il existe A > 0 tel que, pour tout entier

. . —=VRn
D > X et tout entier n > AD, on ait e(m.(E

d’un vecteur non-nul (cf. définition 1.7.14).

® Z®D)) > 1, ol € est la plus petite norme

Proposition 3.2.6 Soit E un fibré inversible hermitien sur % . Les conditions suivantes sont

équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur 2, il eviste
A > 0 tel que, pour tout entier D > X\ et tout entier n > AD, on ait

em (B 0T 9 F) > 1
2) E est faiblement positif;
3) il existe un fibré inversible hermitien £ arithmétiquement ample sur 2, un nombre X > 0
tel que, pour tout entier D > X et tout entier n > \D, on ait

V®

e(m (B o Z°7)) > 1.
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Démonstration. “1)==2)==-3)” sont triviaux.
“3)=1)": D’apres les lemmes 3.2.2 et 3.2.3, il existe trois entiers p,q,r > 1 ainsi que deux
homomorphismes injectifs ¢ : F' — (ZL®P)¥" et o : L — £®1 tels que max ok llo,sup < 1 et
[ SPIEN

_sup < 1. Pour tout entier D > 1 on a un homomorphisme injectif ¢p = »®P @ ¢

de L®P @ F vers (L®Pa+P))Sr te] que max

max
0EY

3) il existe A > 0 tel

. . . = ®(D
que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait e(m, (EV® ® 2% q+p))) > 1. Par
D
conséquent, on a (. (E B 9 7% q+p)) ") > 1. Comme max 6D, Kllo,sup < 1, on sait que
[ SPIEN

VRn

em(E" 9T 2 F)) > 1. O

Théoréme 3.2.7 Soit L un Og -module inversible hermitien. Si ﬁ;ax(zv) < 0, alors L est
faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque LY, est ample.

Démonstration. “Nécessité”: Comme jf . (fv) < 0, il existe une constante € > 0 et un fibré
inversible hermitien .Z sur 2~ qui est arithmétiquement ample tels que A4,, (Zv L) < —¢ pour
tout entier m suffisamment grand. En remplacant . par une puissance convenable on peut
supposer que {5 .. (Zv ® L) < U (Z) —e. Soit A > e~1um  (Z) une constante. Pour tout
entier D > 1 et tout entier n > AD, on a d’apres la proposition 3.1.11,

—VRn

(n - )/Lmax(y) + ZZ:—naX(L ® §®D) < ﬁ?nax((zv ® §)®n) < n(ﬁ;ax(z) - E)'

Par conséquent,
Mmax(L ® f ) Nmax(y) —ne < 0.

— —®D
Donc L' °" ® 7% wa pas de section effective.
“Suffisance”: Soit M un fibré inversible hermitien sur Spec O tel que deg(M) > 0. Il existe
une constante A > 0 tel que, pour tout entier D > X\ et tout entier n > AD, on ait

VRn

e(m (T @ (A7) > 1,
P (1 (2" 1" (7)) = (o (L") + D (W) < 3 o (v (. <LV®n>>>+%'

Soit (Dy,)n>1 une suite telle que
i) D, > X pour tout entier n > 1;

ii) D, < n/)\ pour n suffisamment grand;
iii) ngmoo D =\
On a

—Ven

~ log |Ak]|
Hmax \ 7% L 2 -

) + S deB(T) < 5 lom(ogs (e (LVS7) + ool

Par passage a la limite on obtient

T (L) < —A~'deg(FT) < 0

Mmax
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Remarque 3.2.8 Si on utilise la convention £(0) = +00 et fimax(0) = —o0, alors les résultats
de 3.1.1 a 3.1.3 sont encore valables pour un fibré inversible hermitien . quelconque. On en
déduit donc I’existence d’une limite dans [—oo,+o0o[ de la suite (£ fimax (7« (§®n)))n21. Lorsque

Pk n’est pas ample, on sait seulement que cette limite est inférieure ou égale & 7 . (Z). De
plus, la partie “suffisance” de la démonstration du théoreme 3.2.7 montre aussitot que la

positivité faible de =z’ implique la négativité de cette limite.

Proposition 3.2.9 Soient L et £ deux fibrés inversibles hermitiens sur 2 . Si L est faible-
ment positif, alors il existe deux nombres réels a,\' > 0 tels que, pour tout entier D > N et

tout entier n > N'D, on ait (7. (Zv®n ® §®D)) > e,

Démonstration. D’apres le lemme 3.2.2 il suffit de démontrer la proposition pour le cas oti .Z
et L®.ZL admettent au moins une section effective. Soit M un fibré inversible hermitien sur
Spec Ok tel que deg(M) > 0. Comme L est faiblement positif, il existe A > 0 tel que, pour
tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait

e(m (T @ Z°7 @ n*(B)®P)) > 1.

On fixe maitenant deux entiers Dy > A et ng > ADy. Pour tout entier n > 0 on observe que

—V®nng _ —5®nDy

e(m(T © 2" @ ot (M)E"PoY) > 1.

On en déduit

~ —V®nn —®nD
fimax (m (T 0 2777
= Timax (e (L™ @ 27 @ 7 (M) ®"P0)) — nDydeg(M)

1 —V@nno _ —5@nDo log |Ak|
< - . S
< —nDodeg(M) + 5 log(rgy (m (L ®Z )+ 2[K : Q]

Par passage a la limite on obtient

—Vnng —Q®nDg

® Z°""")) < —Dodeg(31).

1 —Vnn ——XN 1
lm  ~fimax(m (" @ Z°"7°)) = — lim = loge(m (T

Par conséquent, il existe un nombre réel a > 0 et un entier n; > 1 tels que

—Vnng —®nDg

e(m«(L ®Z ) > e
pour tout n > n;. Comme .Z a une section effective, et comme il existe un homomorphisme ¢
de T” vers Z tel que max lok |0, sup < 1, on obtient
[ SPIINS
— ) _ —®D
e(m (@ @ Z%)) > e
pour tout entier Dy < D < nDy et tout entier 0 <[ < nDy — D. On note

nen1 ng 2n0)

A = ( YT N ) 12 N
0 = max (ng Dy D%+Do

— —&D
Pour tout entier D > Dy et tout entier m > AoD, on a s(w*(LV®m ®Z° )) > eam/(not1)

puisque dans ce cas-1a, il existe deux entiers n > nj et 0 <1 < nDg — D tels que m = nng + L.



Pente maximale asymptotique arithmétique et conditions de positivité 91

O

Définition 3.2.10 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur 2°. On dit que E est faiblement
positif si pour tout fibré inversible hermitien L sur 27, il existe deux nombres réels a,\ > 0 tel

—V _ —®D
que, pour tout entier D > A et tout entier n > AD, on ait a(m(S"EV A )) > e,

Proposition 3.2.11 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur 2 . Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1) pour tout fibré inversible hermitien L et tout fibré vectoriel hermitien F sur & il existe
deux nombres réels a,A > 0 tel que, pour tout entier D > X\ et tout entier n > AD, on ait

e(r(S"E’ @ I @ F)) > e

2) E est faiblement positif;
3) il existe un fibré inversible hermitien Z arithmétiquement ample sur 2, deur nombres
a,A > 0 tels que, pour tout entier D > X et tout entier n > \D, on ait

e(m (S"E @ Z%7)) > eam.

Démonstration. “1)==2)==-3)” sont triviaux.
“3)=1)": D’apres les lemmes 3.2.2 et 3.2.3, il existe trois entiers p,q,r > 1 ainsi que deux
homomorphismes injectifs ¢ : F' — (L)% et o : L — L9 tels que max ek llo,sup < 1 et
[ SPIEN

max 1Y klo, sup < 1. Pour tout entier D > 1 on a un homomorphisme injectif ¢pp = P @ ¢
[ SPIINS

de L®P @ F vers (L ®PatP))O" tel que max 6D, K|
[ SO

o,sup < 1. D’apres 3) il existe a,A > 0 tels

—Vv _ —&(D
que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD, on ait a(w*(S"Ev 0 2% q+p))) > e,

Par conséquent, on a a(w*(S”Ev ® §®(Dq+p))®’”) > . Comme max llép. x|
[ SPIEN

o, sup < 1, on

sait que s(w*(S"Ev ® %7 ®@ F)) > e O

Lemme 3.2.12 Soit p: % — 2 un schéma projectif et plat sur 2 tel que X soit lisse sur
Spec K et équidimensionnel de dimension d. Soit de plus L un fibré inversible hermitien sur %
tel que L soit ample relativement a p et tel que, pour chaque point y € 2°(C), c1(L|y-1(y)) soit

strictement positive. Alors il existe un fibré inversible hermitien M sur 2 tel que L ® p*(M)
soit arithmétiquement ample.

Démonstration. Comme 2 est projectif sur Spec O, il existe un fibré inversible hermitien
M tel que M; soit ample et tel que ¢ (M) soit strictement positive. Apres torsion de L par

une puissance tensorielle de p*M; on peut supposer que L soit ample et que c¢;(L) soit stric-
tement positive. Comme L est ample, il existe une puissance L™ de L qui est engendrée par
ses sections au-dessus de #. Plus précisément, il existe m sections (s;)1<i<m de f®n sur % tel
que 'homomorphisme ($;)1<i<m : (’)g’" — L®" soit surjectif. On désigne par h la métrique
hermitienne sur L®" qui provient de la métrique de L. Si a > 0 est un nombre réel, on désigne
par h, la métrique hermitienne sur L®" qui provient de la métrique de L ® p*(O4,|| - |lo), ol
I1zlle = a pour tout x € 2 (C). On a la relation ||sg|n, = a™||sz||n pour tout section s de
L®". En choisissant un a assez petit, on a ||s;|lsup,n, < 1 pour tout 1 < i < m. Cela montre
que (L ®@ p*(Oa,| - [la))®™ est engendré par des sections strictement effectives. La remarque
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1.7.24 montre que le fibré vectoriel hermitien L @ p*(Og,|| - ||o) est arithmétiquement ample.
O

Remarque 3.2.13 Le lemme 3.2.12 montre en particulier que sur 2" il existe un fibré inver-
sible arithmétiquement ample. En effet, comme le morphisme 7 : 2~ — Spec O est projectif, il
existe un faisceau inversible ample L sur 2 . Par conséquent, pour tout plongement o de K dans
C, L, est un faisceau inversible ample sur 2, (C). En remplagant L par 'une de ses puissances
tensorielles on peut supposer que L soit tres ample. On choisit un produit hermitien quelconque
sur E = H%(2,(C),L,). L’'image réciproque de la métrique de Fubini-Study sur P(E) par le
plongement canonique de £ (C) dans P(E) donne une métrique hermitienne strictement po-
sitive sur L. Enfin, si on applique le lemme 3.2.12 au morphisme 7 : 2~ — Spec Ok, on sait
qu'il existe un fibré inversible hermitien M sur Spec Ok tel que 7* M ® L soit arithmétiquement
ample.

Proposition 3.2.14 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur 2 . On désigne par L le fibré
inversible Opv(=1) sur P(EY), muni de la métrique duale de la métrique de Fubini-Study sur
Ogv(1). Alors E est faiblement positif sur 2 si et seulement si L est faiblement positif sur
P(EY).

Démonstration. On désigne par p : & := P(EY) — 2 le morphisme canonique et par r le
rang de F.

“«=": On suppose que M est un O 5--module inversible hermitien. Comme L est faiblement
positif, il existe deux nombres a,A > 0 tels que, pour tout entier D > X et tout entier n > AD,
on ait
VRn

e((mp)(L""" @ p"(M)?P) > e".

Par conséquent

n+r—1
n

VRn ®p*(ﬁ)®D) > em,

. (S"E » TT°P)) = ( )25((@)*@

“==": Le faisceau LY = O (1) est ample relativement & p. De plus, la métrique de Fubini-
Study sur LV est strictement positive sur les fibres. Par conséquent, il existe un fibré vectoriel
hermitien M sur 2 tel que .Z = ' ® p*(M) soit arithmétiquement ample (cf. le lemme
3.2.12).

Comme F est faiblement positif, il existe deux nombre réels a,A > 0 tels que, pour tout
entier D > X et tout entier n > AD, on ait

e(m(SPE @ 7)) > eon.

Autrement dit,

[SE

e((mp) (T " @ p*(FDEP)) = e((np) T °" 2 0 Z%7)) > e (n +r— 1) =

n

Soit ng € N tel que, pour tout n > ng, on ait

an(n—l—r—l)
e > 1.
n

=
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Soit A = max(ng,\), alors pour tout entier D > X et n > XD on a
—Vn —®D
e(mp) L 0 Z"") > 1.

Donc L est faiblement positif. O

Théoréme 3.2.15 Soit E un fibré vectoriel hermitien sur % . Si ﬁgax(Fv) <0, alors E est
faiblement positif. La réciproque est vraie lorsque EY. est ample.

Démonstration. Soient p : P(EY) — 2 le morphisme canonique et L le fibré inversible
Opgv(—1) muni de la métrique duale de celle de Fubini-Study sur Ogv (1).

“=": Comme ﬁ;ax(ﬁv) = [arp (fv) < 0 le fibré inversible hermitien L est faiblement

max

positif, donc il en est de méme de F.
“<=": Si E est faiblement positif, il en est de méme de L. D’autre part, si E}, est ample,

alors L} est aussi ample. D’apres le théoreme 3.2.7 on sait que a7, (FV) = pre (fv) <0. O

max

3.3 Etude du probléeme d’algébricité via les modeles sur
les entiers

On reprend les notations du paragraphe §1.8 en supposant les conditions suivantes:
1) K est un corps de nombres;
2) A est le spectre de Panneau des entiers algébrique Ok;

3) 2k et ¥k sont des schémas integres et lisses sur Spec K, et 2 (C) et #(C) sont munis de
formes volumes positives invariantes par conjugaison;

4) L et N sont munis de métriques hermitiennes;

5) les espaces vectoriels Ep , sont munis de métriques hermitiennes, qui induisent des métriques
“sous-quotient” sur (E%/EH),.

On obtient donc des fibrés vectoriels hermitiens &%,/&7," sur Spec Ok.

Proposition 3.3.1 Sl existe trois nombres \,a, et A dans R~q tels que les conditions sui-
vantes soient vérifiées:

1) pour tout entier D > X et tout entier i > \D on a i(&) /&) < —ai,
2) pour tout entier D > 0 et tout entier i < AD on a fi(&}/Ep) < AD,

alors V est algébrique.

Démonstration. La démonstration est la méme que celle de la proposition 2.3.5. O

Remarque 3.3.2 Sur l'espace Ep on a une métrique hermitienne “canonique” — celle de
L?, mais rien ne nous empéche d’obtenir la proposition 3.3.1 si nous prenons une métrique
hermitienne générale sur Ep.

Grace a 'inégalité de pentes on peut ramener la vérification des conditions dans la pro-
position 3.3.1 a I'étude de la “négativité” des fibrés vectoriels hermitiens (-%;/.%11)|a, ot les
structures hermitiennes proviennent de celles de L et de N. Une difficulté nouvelle par rapport
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au cas géométrique est que la hauteur de ’lhomomorphisme d’évaluation v%, intervient dans la
majoration. Plus précisément, on a I'inégalité pour tout (¢,D) € N,

&L/ Ep™) < pmax((100) (2157 @ (Fi/ Fi)lw)) + h(vp)- (3.7)

Proposition 3.3.3 On suppose que les Ep soient munis de métriques hermitiennes de L. §i,
pour un plongement 0 € Yo, le sous-schéma formel V, de Xy, est défini par un germe de
sous-variétés analytiques (lisses) autour de Y,(C) dans X,(C), alors il existe des réels a et 3
tels que, pour tout couple d’entiers naturels (i,D), on ait

log ||*yji3|\g < aD + ft.

Démonstration. Soient d la dimension de 2k et dy la codimension de %) dans Zk. Soit
o : K — C un plongement. Pour tout point y € %,(C) soit I‘lb’y I’homomorphisme canonique
de E%, vers LY?D ® SiN;/ . Ce dernier est muni de la métrique hermitienne qui provient des
structures hermitiennnes de L et de N. Soit ¢ : D(0; R) — 27(C) une carte locale qui envoie
0 en y, ott D(0; R,) = B(0; R;)d C C? est le produit direct de disques ouverts de rayon R,,. Soit
0< Ry < R; un nombre réel. On désigne par z1,--- ,2z4 les coordonnées de cette carte locale
et on suppose que dans la carte locale ¢, la sous-variété ' (C) est déterminée par ’annulation
des premieres dy coordonnées. On suppose de plus que dans cette carte locale, le fibré L se
trivialise via la section so. Localement une section s dans Ep ¢ s’écrit de la forme f S?D , oll
f est une fonction analytique sur D(0; R,). D’autre part, si la section s est dans E}lc, alors

localement I’homomomrphisme I'}, , envoie fsg@D en

. aq
7 al 0
aif(o) AL Py o @D
901 70 aq! ar! S0,y -
I:(aj)eNdoy Zl oo Zdo 1- d()'
|1|=i

Grace a l'inégalité de Cauchy, il est possible d’estimer la norme de l’application Flb,y (cf.
[10] [21]). En effet, d’apres la formule de Cauchy (cf [26] chap. I (3.8)), on a pour tout I =
(aj)1<j<do € NP

_ ot 1 fz1, e zdy,w)
nt——  _ f0w :7/ T TR Ly - dzg,,
Dzyt -0z, F0w) @2ryv/=1)" Jpo,r,) 201%1 ... ZZSUH ! do

ou par définition I! = a4!---ag,!. Dol

_ 1 1
IO < 7 s [fen e a0l < 7 s (7))
y \1‘1§|J<§}go, y 2€D(0;Ry)
ZjlIS vy

Si on note ooy, = sup || z;||nv, alors
C 1<§<do !

i « ‘
1T, (F @ 8P < l1so, 12, (—) sup  |f(2)]

Ry z€D(0;Ry)
D
1
l[sollz, (ﬂ) IIs||
- o,sup-
inf HSO7Q0(2)||L¢(Z) Ry ?

z€D(0;Ry)
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Comme %, (C) est compact, on sait qu’il existe deux constantes A, et By telles que, pour toute
section s € E}, et tout plongement o : K — C, on ait

17D () llosup < AT Billslo, sup-

D’apres la comparaison de la norme || - |sup et la norme L? (la proposition 1.7.17), il existe
deux constantes o, > 0 telles que

log |75 l» < aD + Bi. (3.8)

O

Proposition 3.3.4 On suppose que pour tout plongement o de K dans C, le sous-schéma
formel V, de X,y soit défini par un germe de sous-variétés analytiques lisses autours de

Y, (C) dans X,(C). Si de plus V se prolonge en un sous-schéma formel ¥ du complété formel

L tel que & soit réguliérement immergé dans 77, alors la condition 2) de la proposition 3.3.1
est satisfaite.

Démonstration. Soit .# = Ng¥. D’apres I'hypothese on sait que (S i) |l = sy
Donc pour tout place finie p et tout paire d’entiers naturels (i,D), on a ||y, < 1. Soit
P =P(ANV) et M le fibré inversible canonique sur &, muni de la métrique de Fubini-Study.
On désigne par p : & — % le morphisme canonique. Il existe une constante b > 0 tel que,
pour tout (i,D) € N2,

fimax(w| ) (0" 2|5P @ ")) < bli + D). (3.9)

En effet, on peut plonger de facon effective les fibrés inversibles hermitiens p*.Z|s et .4 dans
le méme fibré inversible hermitien arithmétiquement ample. L’inégalité (3.9) résulte donc du
lemme 3.1.2.

La comparaison de la métrique de Fubini-Study et la métrique produit symétrique (1.16)
montre que

fimax (72 )+ (2|57 ® S"F") < b(i + D) +log (l + d; a 1).

Par conséquent, on sait qu’il existe une constante A > 0 tel que, pour tout entier D > 0 et
tout entier ¢ < AD, on ait

fimax(7]0)-(Z15P @ STF) < AD.

La condition 2) de la Proposition 3.3.1 résulte donc de la majoration (3.7) et (3.8). a

Lemme 3.3.5 Soit f une fonction holomorphe sur un voisinage de B(0,R) C C™ qui admet
comme développement de Taylor a Uorigine f(z) = Zale. Si la fonction f s’annule d’ordre

I
au moins © en 0, alors
oyt IOy e Bl (.10
A(B(0,R)) J5(0,r) ~2i+n FS
1 n .
>4 - -4 2 . .
log sup [f(2)] 2 ilog R+ 5log oo + log |l°f s (3.11)

z€B(0,R)
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Démonstration. Pour tout nombre complexe ¢ tel que |t| < 1 soit fi(z Za t1=121. Alors
I'intégrale

[ PR
est sous-harmonique sur {t € (C‘ [t| < 1}. Comme f; = f et fo = j'f, on déduit que

1 2 1 NN
NB(O.R)) /B(O,Rﬂf( APAAE) 2 330wy /B o TP

Pour tout nombre réel 0 < r < R, soit o, la mesure de Lebesgue sur 9B(0,r). On a do, =

"~ doy et doy = 01(0B(0,1))do, ol o est la mesure de probabilité U,-invariante sur le cercle
unité dB(0,1). On a

1 -7 71 R .3
AB(0.R)) /B(O,R) I f P / i /aB(o 7) / i /88 0,r) g f(2)|2dor)
R
= (‘/0 1(0B(0,1)) / dr‘/aB(O : 21 Zf( )|2 n—1 a1(2B(0, 1))d0)

R -1 R _ . R
(/ r"ildr) (/ TQH”*ldr/ |jlf(z)|2da) :nR7"||jlf||12:S/ pin=lg,
0 0 9B(0,1) 0

n

_ R2 77 12,
B s

On obtient donc (3.10). Enfin, si on compare I'inégalité

1 2 ,
A(B(0,R)) /B(o,R) [f(2)7dA(z) < o 1£(2)]

et 'inégalité (3.10), on obtient (3.11). O

Lemme 3.3.6 Soient P(z) = ap+ a1z + -+ + anz™ un polynéme sur C et R > 0 un nombre

réel. On a pour tout 1 <i<n

1
a;| < sup |P(z
o < s 1P(E)

Démonstration. C’est une conséquence directe de la formule de Cauchy:

P@(0 1 P
W POO) G
Z! 271' /a <| R <n+1
O
Corollaire 3.3.7 Soit ¢ un élément dans Z[Ty,--- ,T,] qui définit une fonction méromorphe

sur un voisinage de la boule fermée B(0; R) de C", ot R > \/n, alors ¢ est rationnel.

Démonstration. Soient X = ]P’&Jr1 = ProjQ[Xy, - ,Xn,Z] et P : SpecQ — X un point

rationnel (de coordonnés (1 : 0 : ---: 0)). Le schéma formel Xp s'identifie au spectre formel
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~

de I’anneau topologique ! 5p >~ Q[Ty,- -+ ,Tp,Y]. L’élément ¢ définit un sous-schéma formel
fermé V de Xp d’idéal (Y — (T, -+ ,T,)). Le schéma formel \7, qui est isomorphe a 1&", peut
étre considéré comme le “graphe formel” de ¢.

On prend un modele entier 2" = IP’%H de X et on désigne par & : SpecZ — Z la section
qui prolonge P. Comme ¢ est a coefficients dans Z, le schéma formel V se prolonge en un
sous-schéma formel ¥ de 32/2\@ qui est isomorphe a IA&’ZL

Soient £ le faisceau inversible canonique sur 2 = ]P”Z“rl et L = Zp. On suppose que L¢
soit muni de la métrique de Fubini-Study. Soient A4 = Ng:”f? et N =M = pr/. D’apres la
définition, NV est un espace vectoriel de rang n sur Q, engendré par 11, - - - ,T,,. On munit N¢
de la métrique hermitien de sorte que 71, - -- ,T,, forment une base orthonormée.

Pour tout entier D > 1 soit

G@D - F*($®D) = Z[X07 e ,Xn,Z]D = Z[Tlu e 7Tn7Y]SD

et soit Ep = &pg. On utilisera les notations du paragraph §1.8. L’espace E%, s’identifie au
sous-espace de Q[T1, -+ ,T,,Y]<p des polynémes ¥ tels que

\I](Tlu e 7Tn730(T17 e 7Tn))

g’annule en (0,---,0) & Pordre au moins i. Soit ¥ un élément dans EE_’C. L’homomorphisme
Yp c envoie ¥ en le jet d’ordre i de W(T1, - -« ,Tn,p(Th, - -+ ,T)) en (0, - -+ ,0). Comme ¢ définit
une fonction méromorphe sur un voisinage du boule fermée B(0; R), elle sécrit de la forme ¢/,
ol ¢ et 6 sont des fonction holomorphe sur un voisinage de B(0; R) et 6(0, - - - ,0) = 1. En effet,
cela résulte de la résolubilité du deuxiéme probléme (ou probléme multiplicatif) de Cousin sur
le domaine B(0,R + ¢). Grosso modo, si §) est un ouvert d’une variété analytique complexe, on
dit que le deuxieme probleme de Cousin est résoluble pour 2 si ’application canonique

Q%) — T(Q.0 |OX)

est surjectif, ot .# (resp. O) est le faisceau d’anneaux des germes de fonctions méromorphes
(resp. holomorphes). Il est connu que lorsque le deuxiéme probléme de Cousin est résoluble
pour €2, alors le probleme de Poincaré est aussi résoluble, i.e., toute fonction méromorphe sur €2
peut s’écrire comme le quotient de deux fonctions holomorphes. Comme on a des suite exactes:

1 Ox V% M*JOX — 1

exp

0 Y/ (@) ox 1,

le deuxiéme probleme de Cousin est résoluble notamment si H*(9,0%) = 0 et si H?(Q2,Z) = 0.
On peut consulter [62] pour une présentation plus détaillée.
On suppose que W s’écrit sous la forme

D
U(Ty, - T, Y) =Y Wa(Th, - T,)YY,
d=0

(I)(Tlv T 7T’n.) = G(Tla e 7Tn)D\I/(T17 e 7Tn;@(T17 T aTn))
D

=Y Wu(Th,- - T)p(Th, - To)*0(Th, -+ T)P
d=0

1. en posant T; = X;/Xo pour tout 1 <i<netY =2Z/Xp.
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est une fonction holomorphe sur un voisinage de B(0; R). Comme (0, - -- ,0) = 1 et comme la
fonction (T4, - Ty, o(Ty, -+ ,Ty)) est d’ordre au moins ¢ en Porigin, on obtient

i 1 o . .
e =g 2 {m‘mwm T T
I=(a;)eN",
|I]=i

ou I' = ay!---an! pour I = (aj)i<j<n € N". Autrement dit, 7}, o(¥) s’identifie au jet d’ordre
i de la fonction holomorphe ®. D’apres le lemme 3.3.5, on déduit que

1 n

log |75 ¢ (U)||ps < log sup ||®(z)|| —ilog R — =— )
be®)les <1og_sup 92| o

D’apres la comparaison de la métrique produit symétrique et la métrique de Fubini-Study
(1.16),

i 1 n i+n—1
lo L~ <lo S (0] —jlogR— —— +1o . , 3.12
globe(Wll <log s [8(:) ~ilox R~ gt (TN )

ol la métrique sur S?N¢ est la métrique produit symétrique. De plus, on a la majoration

sup [ @(:)] < max ( sup [6(2)”, sup [0()|°) sup [ a(2)]
z€B(0;R) z€B(0;R) z€B(0;R) z€B(0;R)
0<d<D (3'13)

< CP O ¥ lsup,

olt C et Cy sont deux constantes positives uniformes pour /n < R < \/n+ 1, ||¥|[syp est la
norme sup pour la métrique de Fubini-Study. En outre, comme ¢ est a coefficients dans Z,
pour toute place finie p, hy (7)) < 0. D’autre part,

fimax(2°(Z°7) @ STH) = DAeg(P*Z) + Fimax(S'F)

T i
< Ddeg(2*.Z) + 3 log T

il (3.14)
(i/n+1)"

< Ddeg(2*Z) +ilog V/n.

D’apres I'inégalité des pentes (cf. proposition 1.7.13), combinée avec (3.12), (3.14) et la compa-
raison de la norme sup & la norme L? (cf. le théoréme 1.6.6), on obtient que, pour tout nombre
€ > 0, il existe deux nombres réels A\,a > 0 tels que, pour tout entier D > X et tout entier
i > AD, on ait

~ 7t Hitl .

(& /E5") < (log v/ — log R+ €)i + aD.

D’apres la proposition 3.3.1 et la proposition 3.3.4, si R > /n, ¢ est une fonction algébrique.
Par conséquent, il existe un polynéome @ a coefficient dans Z tel que Q¢ soit holomorphe sur
un voisinage de B(0,R). On est donc ramené au cas ot ¢ définit une fonction holomorphe sur
B(0,R). Comme R > /n, il existe > 1 tel que B(0,R) contient le polydisque D(0,r). Si on

suppose que
p(z) = arz,
1

alors d’apres la formule de Cauchy,

1
— sup Jo(2)]-

larl <
T 2eD(05r)
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Donc ay s’annule pour |I| suffisamment grand, i.e., ¢ est un polynome. O

Remarque 3.3.8 Le corollaire 3.3.7 généralise un résultat de Borel sur la rationalité d’une
série formelle & un indéterminé (voir [2] pour une démonstration classique, voir [21] pour une
présentation panoramique dans un point de vu Arakelovien dont la démonstration du corollaire
3.3.7 s’inspire). Récemment J.-B. Bost et A. Chambert-Loir ont démontré un théoreme fort de
rationnalité (d’une série formelle d’un indéterminé) en proposant une condition sur le domaine
de mémorphicité (complexe ou p-adique) plus faible que le critére de Borel-Dwork qui implique
la rationnalité de la série formelle.

Apres avoir terminé la rédaction de ce travail et I’avoir soumis comme these, I'auteur a
appris que le corollaire 3.3.7 avait été établi antérieurement par Y. André, sous une forme plus
générale qui généralise le théoréme de Borel-Dwork, dans son ouvrage [3], Chapter VIIIL.

Remarque 3.3.9 Dans le corollaire 3.3.7, la borne /n est optimale. En effet, toute série de
la forme Zsi (Ty---Tn)" (g; € {0,1}) définit une fonction holomorphe sur la boule ouverte
>0
B(0; R). Comme l’ensemble des séries formelles algébriques & coefficients dans Z forment un
ensmble dénombrable (cf. [11] page 410), il existe une suite (g;);>0 constituée en des 0 et des
1 telle que la série Zai(Tl ---Ty,)" ne soit pas algébrique.
i>0

Remarque 3.3.10 Il est possible d’affaiblir la condition dans le corollaire 3.3.7 en demandant

que la série ¢ définissent une fonction méromorphe sur le polydisque D(0;r), ou r > 1. En

effet, pour tout entier i > 0, SNV contient une base de la forme B; = (77" - - 'Tff")(aj);:leN"-
) || =1

Si on choisit la métique hermitien hg sur S*NV de sorte que B; soit une base orthonormée,

alors fimax(S' AV ho) = 0. D’autre part, I'inégalité (3.12) devient

i , 1 t+n—1
log [[vp,c(¥)[ln, <log sup [®(z)| —ilogr + 5 log ( )
zeD(0;r) 2 n—1

Par conséquent, pour tout € > 0, il existe deux nombres réels A\, > 0 tels que, pour tout
entier D > \ et tout entier ¢ > AD, on ait

A& /") < (—logr + )i + aD.

Par conséquent, ¢ est algébrique et donc rationnelle des que » > 1. Le méme contre-exemple
que celui dans la remarque 3.3.9 montre qu’ici la borne 1 est aussi optimale.
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Chapitre 4

Filtrations

4.1 Préliminaires sur les filtrations

4.1.1 Filtrations dans une catégorie

Dans ce sous-paragraphe, on donnera la définition de filtrations des objets dans une catégorie
et on discutera des constructions de nouvelles filtrations a partir d’une filtration donnée.

On fixe dans ce sous-paragraphe un ensemble non-vide totalement ordonné I. Soit I* le
prolongement de ’ensemble ordonné I obtenu en rajoutant un élément minimal —oco, & savoir,
I* := I'II {—o0}, et pour tout ¢ € I, —oo < i. L’ensemble totalement ordonné I* peut étre
vu comme une catégorie petite dont la classe d’objets est I* et telle que, pour tout couple
d’objets (i,5) € (I*)?, Hom(i,j) soit un singleton (resp. vide) sii > j (resp. sii < j). On notera
u;; V'unique élément de Hom(s,j) lorsque ¢ > j. L’ensemble I peut étre considéré comme une
sous-catégorie pleine de [*. L’élément —oco € I* est 'objet terminal dans la catégorie I*.

Si i < j sont deux élément dans I*, 'expression [i,j] (resp. ]i,j[, [¢,4[, ]¢,4]) désignera
lensemble {k € I* | i < k < j} (resp. {k € I* | i < k < j}, {k e I*|i <k <j}
{kelI"|i<k<j}).

4.1.2 Filtration d’un objet dans une catégorie, catégorie des filtra-
tions

Définition 4.1.1 Soient C une catégorie et X un objet de C. On appelle I-filtration de X dans
C tout foncteur F : I* — C tel que F(—o0) = X et que, pour tout morphisme ¢ de I'*; F(p)
soit un monomorphisme.

On dit qu'une filtration F est ezhaustive si imF|; existe et si le morphisme lim F|; — X
défini par le systeme (F(u;,—oo) : X; — X)ier est un isomorphisme. On dit que F est séparée
si lim F existe et est un objet initial dans C.

Si i est un élément de I, on désigne par I.; (resp. Is;) le sous-ensemble de I des éléments
strictement plus petits (resp. strictement plus grands) que i. On dit que I est dense 4 gauche
(resp. dense d droite) en i si I; (resp. Is;) est non-vide et sup I; = ¢ (resp. inf Is; = 1).

Proposition 4.1.2 Soit ¢ un élément de I. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) I est dense d gauche en i;

2) I; est non-vide et l’ensemble ]j,i[ est non-vide pour tout j < i;

3) I.; est non-vide et l’ensemble ]j,i[ est infini pour tout j < i.
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Démonstration. “1)==2)”: S’il existe j < i tel que ]j,i[= (), alors pour tout & < ionak < j.
Autrement dit, j est un majorant de I.;. Comme ¢ = sup I;, on a j > i, cela est absurde.

“2)==-3)": Soit j < ¢ un élément dans I. Comme ]j,i[# 0 on peut choisir jo €]j,i[. Sion a
déja choisi jo < j1 < -+ < jn—1 dans |4,i[, comme |j,_1,i[# 0 il existe un j, €|jn_1,i[. Par la
méthode de récurrence on peut extraire une suite infinie d’éléments dans ]j,i[. Donc ]j,i[ est un
ensemble infini.

“3)==2)" est trivial.

“2)=1)": Evidemment ¢ est un majorant de I;. Si j est un majorant de I; tel que j < ¢,
alors on peut trouver un élément k €]5,i[. Cela est absurde puisque k € I.; et j est un majo-
rant de I;. Par conséquent, tout majorant de I, est supérieur ou égal a ¢,i.e.,i =suplo;. O

Par dualité, on en déduit la proposition suivante:

Proposition 4.1.3 Soit i un élément de I. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) I est dense a droite en i;
2) I, est non-vide et l’ensemble ]i,j| est non-vide pour tout j > i;

3) Is; est non-vide et l’ensemble |i,j[ est infini pour tout i > j.

On dit que F est continue a gauche (resp. continue & droite) en i € I si I n’est pas dense &
gauche (resp. dense & droite) en ¢ ou si la limite projective (resp. inductive) de la restriction de
Fen I; (resp. I;) existe et le morphisme F (i) — lm F|;_, (resp. lim F|r_, — F(i)) défini par
le systeme (F(uij) : F(i) — F(j))j<i (resp. (F(uji) : F(j) — F())j>i) est un isomorphisme.
On dit qu’une filtration F est continue & gauche (resp. continue d droite) si elle est continue &
gauche (resp. continue a droite) en tout élément ¢ € I.

Soient F et G deux filtrations dans C. On appelle morphisme de filtrations de F vers
G toute transformation naturelle de F vers G. Les filtrations dans C et les morphismes de
filtrations forment une catégorie, notée Fil(C). C’est une sous-catégorie pleine de la catégorie
des foncteurs de I* vers C. On désigne par Fil?(C) (resp. Fil?(C)) la sous-catégorie pleine de
Fil(C) des filtrations continues & gauche (resp. continues & droite) dans C.

Soient (X,Y’) un couple d’objets de C, F (resp. G) une I-filtration de X (resp. Y'). On dit
qu’un morphisme f : X — Y est compatible aux filtrations (F,G) s’il existe un morphisme de
filtrations F : F — G tel que F(—oo) = f. Si un tel morphisme F existe, il est unique puisque
les morphismes G(i) — Y sont des monomorphiques.

Soit X un objet dans C. Les I-filtrations de X et les morphismes de filtrations valant Idx
en —oo forment une catégorie, notée Filx. On désigne par Fil% (resp. Filgl() la sous-catégorie
pleine de Filx des filtrations continues & gauche (resp. & droite). La catégorie Filx admet un
objet terminal C'x qui envoie tout ¢ € I* vers X et tout morphisme de I'* vers Idx.

Lemme 4.1.4 Soit C une catégorie et X R y —L> 7 deuz morphismes dans C. Si gf

est un isomorphisme et si g est monomorphique, alors f et g sont des isomorphismes.

Démonstration. Soit h : Z — X un morphisme dans C tel que hgf = Idx et gfh = Idz.
Comme gfhg =1dz g = g = gIdy et comme g est monomorphique on a aussi fhg = Idy. Cela
montre que f et g sont des isomorphismes. O

Proposition 4.1.5 Soient C une catégorie et F une filtration dans C. S’il existe des éléments
i > j dans I* tels que F(u;j) soit un isomorphisme, alors pour tout couple d’éléments (i',j')
dans I'* tel que i > i > j' > j, le morphisme F(uy ;) est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme F'(u; ;) = F(uy ;) F(u;) est un isomorphisme, le morphisme F'(u; ;)
est aussi un isomorphisme compte tenu du lemme 4.1.4. D’autre part, F(u; ;) = F(uj ;) F(uy ),
et, encore d’apres le lemme 4.1.4, le morphisme F'(u; j/) est un isomorphisme. o

4.1.3 Filtration continue a gauche (a droite) associée a une filtration

On considere les deux conditions suivantes sur une catégorie C:

(Mon) Tout systeme totalement ordonné de monomorphismes dans C admet une limite projec-
tive.

Mon™) Tout systeme totalement ordonné ( X; Mo x icg de sous-objets d’un objet X admet
y J J
une limite inductive. De plus, le morphisme Tl)nXl- — X induit par les morphismes
(avi)ieg est encore un sous-objet de X.

Proposition 4.1.6 Soit C une catégorie. On suppose vérifiée la condition (Mon) pour la
catégorie C. Si X est un objet de C, alors le foncteur d’oubli de Fil% vers Filx admet un
adjoint a gauche F — F9.

Démonstration. Pour tout i € objI ou I est dense a gauche on désigne par F9(i) la limite
projective de la restriction de F en I.;. Si I n’est pas dense a gauche en i € obj I, on pose
F9(i) = F(i). Enfin, soit F9(—o0) = X. Alors F9 : I* — C est un foncteur. On a une trans-
formation naturelle f de F vers F9 donnée par la propriété universelle de la limite projective.
La filtration F est continue a gauche si et seulement si la transformation naturelle f : 7 — F9
est un isomorphisme.

Si I n’est pas dense a gauche en 4, alors F9(i) = F(i). Donc le morphisme canonique
F9(i) — X est monomorphique. D’autre part, si i > j et si I n’est pas dense & gauche en j,
alors F9(j) = F(j), donc le morphisme F9(i) — F9(j) est monomorphique. Si I est dense
a gauche en j, alors il existe I < j. Comme F(i) — F(I) est monomorphique, le morphisme
FI(i) — F9(j) = lim F(k) est aussi monomorphique. Si I est dense a gauche en i, pour tout

k<j
Jj < on désigne par p;; le morphisme canonique de F9(i) = lim (k) vers F(j). Si u,v: Z —
k<i
F9(i) sont deux morphismes tels que p;;u = @;;v, alors pour tout k €]7,i[, on a piru = YV
puisque F(u;)) est monomorphique. Par conséquent, on a u = v puisque F9(i) = lim F(k).
j<k<i

Cela montre que le morphisme canonique F9(i) — F(j) est monomorphique. Donc F9(i) — X
est aussi monomorphique. En outre, si I est dense a gauche en j, alors il existe k < j. Comme
F9(i) — F(k) est monomorphique, le morphisme F9(i) — F9(j) est aussi monomorphique; si
I n’est pas dense & gauche en 7, alors F9(j) = F(j), donc F9(i) — F9(j) est monomorphique.
On a donc démontré que F9Y est une I-filtration de X.

On a un morphisme canonique de filtrations de F vers F9. Cette construction est fonctorielle
par rapport a F puisque la limite projective est fonctorielle. Si on répéte le procédé ci-dessus en
remplacant F par F9 on obtient une nouvelle filtration F99. Si I n’est pas dense a gauche en i,
alors F(i) = F9(i) = F99(3). Si I est dense a gauche en i, alors pour tout j < i il existe k € T
tel que j < k < 4. Le composé du morphisme canonique F99(i) — F?(k) et du morphisme
canonique F9(k) — F(j) donne un morphisme de F99(i) vers F(j). Ce morphisme ne dépend
pas du choix de k puisque I est totalement ordonné. Les morphismes F99(i) — F(j) induisent
un morphisme

F99(i) — lim F(j) = F(i)

j<i
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qui est inverse du morphisme canonique F9(i) — F99(i). Par conséquent, la transformation
naturelle canonique F9 — F99 est un isomorphisme, i.e., F9 est continue a gauche.

Si G est une I-filtration continue a gauche de X et si ¢ : F — G est un morphisme, alors
© induit par fonctorialité une transformation naturelle ¢ de F9 vers GY9. Par I'isomorphisme
G — GY on obtient une transformation naturelle @9 : F9 — G telle que le diagramme

F——=F9 (4.1)

N

g

commute. Pour tout ¢ € I ol I n’est pas dense & gauche, on a F (i) = F9(i), donc ¢9(i) = ¢(4).

Si I est dense a gauche en 4, alors F9(i) = lim F (k). Comme le diagramme (4.1) est commuta-
k<i

tif, d’apres la propriété universelle de la limite projective, le morphisme 9(i) est unique. Par

conséquent, le foncteur F — F9 est adjoint & gauche du foncteur d’oubli de Fil% vers Fily.

a

Proposition 4.1.7 Soit C une catégorie. On suppose la condition (Mon™) soit vérifiée pour
la catégorie C. Si X est un objet de C, alors le foncteur d’oubli de Filgl( vers Filx admet un
adjoint a droite.

Démonstration. Si I est dense & droite en i, on note F%(i) = lim F(j), sinon on note F4(i) =
J>i
F(i). Alors F? est un foncteur de I vers C, et on a une transformation naturelle canonique de
F? vers F. La filtration F est continue & droite si et seulement si la transformation naturelle
F? — F est un isomorphisme.
Montrons que F¢ est bien une filtration. D’apres ’hypothese (Mon®), pour tout élément i €
I, le morphisme canonique F%(i) — F(i) est monomorphique. Par conséquent, le morphisme
F4(i) — X est monomorphique. En outre, pour tout j < i, le morphisme F%(i) — F(j) est
aussi monomorphique. Cela implique que le morphisme F%(i) — F%(j) est monomorphique.
Montrons que la filtration F¢ est continue & droite. Il suffit de vérifier que F4¢ =2 F¢. Pour
les point ¢ € I ou I n’est pas dense a droite, 1’égalité est vraie par définition. Si I est dense
a droite en i, alors pour tout j > i il existe k tel que j > k > ¢. Le composé du morphisme
F(j) — F(k) et du morphisme F%(k) — F%(i) donne un morphisme de F(j) vers F(i). Ces
morphismes induisent un morphisme F%(i) — F94(7) qui est I'inverse du morphisme canonique
Fda(G) — Fa@).
Si G est une filtration continue a droite et si G — F est un morphisme, alors pour tout ¢ ou
I est dense & droite on a un morphisme canonique de G(i) = lim G(j) vers F%(i) = lim F(j).
> >
On obtient alors un unique morphisme de G vers F tel que le cjliagramme ’

G—> Fd

AN

f

soit commutatif. La proposition est donc démontrée. O

Corollaire 4.1.8 Soit C une catégorie.
1) Sous la condition (Mon), le foncteur d’oubli de Fil?(C) vers Fil(C) admet un adjoint a



Préliminaires sur les filtrations 105

gauche F — F9;
2) sous la condition (Mon*), le foncteur d’oubli de Fil*(C) vers Fil(C) admet un adjoint
droite F — F4.

4.1.4 Constructions de filtrations

On suppose que la catégorie C soit & produits fibrés!. Si f : X — Y est un morphisme dans
C et si G est une I-filtration de Y, alors le produit fibré dans la catégorie Fil(C)

f G : =G x¢, Cx

est une [-filtration de X, o Cx (resp. Cy) est la filtration triviale de X (resp. Y') qui envoie
tout ¢ € I* en X (resp. Y) et tout morphisme de I* en Idx (resp. Idy). La filtration f*G est
appelée 'image réciproqgue de G par le morphisme f. Comme le produit fibré commute aux
limites projectives, le foncteur image réciproque f* : Fily — Fily envoie Fil{. en Fil%. La
projection canonique P de f*G vers G donne un morphisme de filtrations dans Fil(C) tel que
P(—o0) = f. Autrement dit, le morphisme f est compatible aux filtrations (f*G,G).

Définition 4.1.9 Soit f: X — Y un morphisme de C. On appelle décomposition admissible
de f tout triplet (Z,u,v) de morphismes de C satisfaisant aux conditions suivantes:

1) Z est un objet de C;

2) w est un morphisme de X vers Z;

3) v est un monomorphisme de Z vers Y;

4) f=wu.

Si (Zu,w) et (Z' ') sont deux décompositions admissibles de f, on appelle morphisme de
décompositions admissibles de (Z,u,v) vers (Z'u',v") tout morphisme ¢ de Z vers Z' tel que
ou =u' et que v =1v'p.

Z/
Les décompositions admissibles et leurs morphismes forment une catégorie, notée Dec(f). Si
la catégorie Dec(f) admet un objet initial (Zy,uq,vg), on dit que f a une image. Le mono-

morphisme vy : Zg — Y est appelé une image de f, ou encore I'image de X dans Y par le
morphisme f, notée Im f.

Définition 4.1.10 Soit C une catégorie. On suppose que tout morphisme dans C admette une
image. Si f : X — Y est un morphisme dans C et si F est une filtration de X, on définit une
filtration f,F de Y qui associe & chaque i € I* le sous-objet Im(f o F(u; —)) de Y, appelé

1. C’est a dire, tout systéeme de la forme
X

|

Y ——Z7

dans C admet une limite projective. Dans ce cas-1a, pour tout catégorie petite D, la catégorie des foncteurs de
D vers C est aussi & produits fibrés. En particulier, la catégorie Fil(C) est a produit fibré.
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Iimage directe faible de F par le morphisme f. Si de plus la condition (Mon) est vérifiée pour
la catégorie C, la filtration f.JF := (f,F)9 est appelée I'image directe forte par f.

On remarque que pour toute filtration F de X, le morphisme f est compatible aux filtrations
(F.foF) et (F,f.F). D’autre part, f, (resp. f.) est un foncteur de Fily vers Fily (resp. Fil§,).

Proposition 4.1.11 On suppose que la catégorie C soit a produit fibré et que tout morphisme
dans C admette une image. Si f : X — Y est un morphisme dans C, alors le foncteur f* :
Fily — Filx est adjoint a droite du foncteur f,.

Démonstration. Soient F une filtration de Y, G une filtration de X et 7 : G — f*F un
morphisme. Pour tout ¢ € I soient ¢; : F(i) — Y et ¢; : G(i) — X les morphismes canoniques,
et soit (f,G(i),u;,v;) 'image de G(i) dans Y par le morphisme fi;. Comme le morphisme
@i : F(i) — Y est monomorphique, il existe un unique morphisme n; de f,G(i) vers F(i) tel
que @;1; = v; et tel que nu; = pry 7(7).

1
INERN

On a donc une application bijective fonctorielle

Hompi, (G,f* F) — Hompgu, (f,G,F).

Corollaire 4.1.12 On suppose que la catégorie C soit a produit fibré et que tout morphisme
dans C admette une image. On suppose de plus que la condition (Mon) soit vérifiée pour la
catégorie C. Si f : X — 'Y est un morphisme dans C, alors le foncteur f* : Filj, — Filx est
adjoint a droite du foncteur fi.

Démonstration. Pour toute filtration F de X et toute filtration G continue a gauche de Y, on
a les bijections canoniques fonctoriels

Hompi, (F,f*G) — Hompu, (f,7,G) — Hompay (f.F.G).

4.1.5 Filtrations de longueur finie

Définition 4.1.13 Soit C une catégorie. On dit qu'une filtration F de X € objC est de
longueur finie 8’1l existe une partie finie Iy de I telle que, pour tout i > j avec Ip N [j,i] = 0, le
morphisme F(u;;) est un isomorphisme. Le sous-ensemble Iy de I est appelé un lieu de sauts
de F.

On a plusieurs choix de lieux de sauts. En effet, si I; est un sous-ensemble fini quelconque
de I et si Iy est un lieu de sauts de F, alors Iy U I; est aussi un lieu de saut de F. On désigne
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par Filx ; (resp. Fil% ,, Fil§ ;, Fily(C), Fil}(C), Fil}(C)) la sous-catégorie pleine de Filx
(resp. Fil%, Fil%, Fil(C), Fil?(C), Fil*(C)) formée des filtrations de longueur finie.

Remarque 4.1.14 On suppose que C soit une catégorie a produits fibrés. Soit f: X — Y un
morphisme dans C. Si G est une filtration de longueur finie de Y, alors f*G est une filtration
de longueur finie puisque le produit fibré transforme un isomorphisme en un isomorphisme.

Définition 4.1.15 Soient C une catégorie, X un objet de C et F une [-filtration de X. On dit
que la filtration F est localement constante & gauche (resp. & droite) en ¢ € I si I n’est pas dense
a gauche (resp. & droite) en i ou s’il existe j < ¢ (resp. j > ) tel que F(u;;) (resp. F(uj;)) soit
un isomorphisme, ou, de fagon équivalente, tel que F(u;x) (resp. F(uk;)) soit un isomorphisme
pour tout k € [, (resp. pour tout k €]i,5]). On dit que la filtration F est localement constante
a gauche (resp. a droite) si elle est localement constante & gauche (resp. a droite) en tout i € I.

Proposition 4.1.16 Soient C une catégorie, X un objet dans C, F une filtration de longueur
finie de X, et Iy un lieu de saut de F. Pour tout i € I\ Iy, la filtration F est localement
constante a gauche et a droite en 1.

Démonstration. Soit i € I'\ Iy un élément ot I est dense & gauche. Comme I est fini, I.; NIy
est aussi un ensemble fini. Soit jo = max(I<; N Iy). On a jo < 4, donc 'ensemble ]jo,i[ est
non-vide (cf. la proposition 4.1.2). Soit j €]jo,i[. Alors [4,i] N Iy = @, donc F(u; ;) est un iso-
morphisme. Par conséquent, F est localement constante a gauche en i. La démonstration que
F est localement constante a droite en 7 est similaire. O

Proposition 4.1.17 Avec les notations de la definition 4.1.15, si la filtration F est locale-
ment constante a gauche (resp. a droite), alors elle est continue & gauche (resp. & droite). La
réciproque est vraie lorsque la filtration F est de longueur finie.

Démonstration. “=" est triviale.

“<=": On suppose que F soit une filtration de longueur finie et continue a gauche. Soit Iy
un lieu de sauts de F. Si I est dense a gauche en i, alors il existe un élément j < i dans I tel
que [j,i[NIp = . Comme F est continue & gauche en 7, F(i) est la limite projective totalement
ordonnée d’isomorphismes. Par conséquent, F(u;;) est un isomorphisme. La démonstration de
I’autre assertion est identique. O

Corollaire 4.1.18 Soit C une catégorie. On suppose que la condition (Mon) (resp. (Mon™))
soit vérifiée pour la catégorie C. Si F est une filtration de longueur finie dans C, alors F9 (resp.
F1) est aussi de longueur finie.

Démonstration. Soit Iy un lieu de sauts. On sait que la filtration F est continue a gauche en
dehors de I, donc pour tout ¢ € I'\ Iy on a F9(i) = F(i), et si [4,i] est un intervalle de I ne
rencontrant pas Iy, alors F9(u;;) = F(u;;). Par conséquent, F9 est de longueur finie, et Iy est
un lieu de sauts de F9. La démonstration de 'autre assertion est similaire. o

Corollaire 4.1.19 Soit C une catégorie. On suppose que tout morphisme dans C ait une image.
Soit f : X — Y un morphisme dans C. Si F est une filtration de longueur finie de X, alors
o F est une filtration de longueur finie de Y. Si de plus la condition (Mon) est vérifiée pour
la catégorie C, alors f.JF est aussi une filtration de longueur finie de Y .
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Remarque 4.1.20 Soient C une catégorie a objet initial et F une [-filtration d’un objet X

de C. On suppose que F soit de longueur finie. Alors

1) la filtration F est séparée si et seulement s’il existe i1 € I tel que F () soit un objet initial
pour tout ¢ > iy;

2) la filtration F est exhaustive si et seulement s’il existe iz € I tel que F(u;;) soit un isomor-
phisme pour tous ¢ < 5 < is dans I*.

Définition 4.1.21 Soient C et D deux catégories et F': C — D un foncteur. Si F envoie tout
monomorphisme de C en un monomorphisme de D, alors F' induit un foncteur F : Fil(C) —
Fil(D). Si X est un objet de C et si F est une filtration de X, ﬁ(]:) est appelée la filtration
de F(X) induite de F par le foncteur F.

Remarque 4.1.22 Avec les notations de la definition 4.1.21.
1) Si F est de longueur finie, alors il en est de méme de F(F).
2) Si F est localement constante & gauche (resp. & droite), alors il en est de méme de F(F).

)
3) Si la filtration F est de longueur finie et exhaustive, alors il en est de méme de F/(F).
)

4) On suppose que C et D soient a objet initial et que F' envoie 'objet initial de C en celui de

D. Si la filtration F est de longueur finie et séparée, alors il en est de méme de F (F).

4.2 R-filtrations d’un espace vectoriel

Dans ce paragraphe on s’intéresse aux propriétés particulieres des R-filtrations d’un espace
vectoriel de rang fini sur un corps. Les références sont [29] et [24].

On fixe dans ce sous-paragraphe un corps K et on désigne par Vecy la catégorie des espaces
vectoriels sur K. C’est une catégorie abélienne dont les suites exactes sont scindées. Toutes les
filtrations dans ce sous-paragraphe sont supposées étre des R-filtrations. Si E est un espace
vectoriel sur K et si F est une R-filtration de F, dans la suite, on utilisera souvent le symbole
F.E (ou méme le symbole E, s’il n’y a aucune ambiguité) pour le sous-espace F(r) de E, ou
r € R. On rappelle que la filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si

def def
Eioo = [ Er={0} (resp. E_o = | J E, = E).
reR reR

4.2.1 Fonction indice associée a une filtration

Définition 4.2.1 Soient E un espace vectoriel sur K, F une R-filtration sur E. Pour tout
élément x € E on appelle indice de x relativement a F 'élément sup{r € R | z € F, E} dans
R U {+o0}, (olt sup® = —c0), noté Ax(z) (ou simplement A(z) s'il n’y a aucune ambiguité),.
L’application Az : E — RU{£o00} est appelée la fonction de l'indice associée & la filtration F.

Remarque 4.2.2 Avec les notations de la définition 4.2.1, I'ensemble {r € R | z € F,.E} est
non-vide si et seulement si A(xz) > —o0; il est alors ou bien de la forme | — co,A(z)[, ou bien de
la forme | — 0o,A(z)]. Les propriétés suivantes de la fonction A sont immédiates:

1) A(z) = +oo si et seulement si x € EFy;
2) A(z) = —o0 si et seulement si x € E\ E_q;

3) A(z) > r si et seulement si z € U E;
s>r
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4) M(z) > r si et seulement si z € ﬂ E,.
s<r

Proposition 4.2.3 Avec les notations de la definition 4.2.1,
1) siae K* etsix € E,
Maz) = A(x);

2) six ety sont deuz éléments de E,
A@ +y) = min(A(z),A(y));

3) six ety sont deuz éléments de E tels que A(x) # A(y), alors x +y # 0, et
Az +y) = min(A(z),A(y))-

4) si E est de rang fini, l'image de \ est un sous-ensemble fini de R U {+oo} de cardinal
<rgig E+1.

Démonstration. 1) Comme a € K*, x € F.E si et seulement si ax € F.E. Donc
{reR|zeFE}={reR|axe F.E}

Par conséquent, on a A(x) = A(ax).
2) En effet, on a

{t|le+ye RE}D{r|ze FE}N{s|ye FE}.
D’apres la remarque 4.2.2, on a
sup{t | x +y € FtE} > min(sup{r |z € F,.E},sup{s |y € FsE}),

e, Mz +y) > min(A(z),A(y)).

3)Six+y=0,alors z = —y. D’apres 1) on a A(z) = A(y). Cela est absurde. Donc x + y
est non-nul. On pourra supposer que A(z) < A(y). Dans ce cas-1a pour tout r €]A(z),A(y)[ on
ay € F.E mais x ¢ F.E. Par conséquent = +y ¢ F, E, autrement dit A(z +y) < r. Comme 7
est arbitraire on obtient A(z +y) < A(z). D’aprés 2) on a ’égalité.

4) Supposons que x1, - - - ,&, soient des éléments non-nuls dans F tels que A(z1) < A(z2) <
<o < M) < 4o00. Dapres 1) et 3), pour tout (a;)1<i<n € K™\ {0},

Marzr + -+ apzy) = min{\(z;) | a; # 0} < +o0.

Cela montre que a1x1+- - -+anx, # 0. Par conséquent, z1, - - - ,x, sont linéairement indépendents.
Donc n <rgy E. o

On donnera a 'aide de la fonction de 'indice A des critéres numériques pour des conditions
sur les filtrations d’espaces vectoriels.

Proposition 4.2.4 Soit E un espace vectoriel sur K muni d’une R-filtration F. Alors la
filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si pour tout x € E \ {0} (resp.
x € E), Ma) < 400 (resp. M) > —o0).
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Démonstration. 1) Sila filtration est séparée, alors pour tout élément non-nul z de E, il existe
r € R tel que z € F.E, donc A(z) < r. Inversement pour tout élément non-nul z € E tel que
A(x) < +oo, si AM(z) € R, alors x € Fy(y)41F, sinon A\(x) = —oco et par définition x ¢ F,.E
pour tout r € R.

2) Si la filtration est exhaustive, alors pour tout élément = de E il existe 7 € R tel que
x € F.E. Par conséquent, A(z) > r. Inversement pour tout élément = € E tel que A\(x) > —oo,
ou bien A(z) € R, et © € F)(;)—1F, ou bien A\(x) = +oc0 et € F.F pour tout r € R. O

Soit E un espace vectoriel sur K. On rappelle qu'une R-filtration F sur E est continue a
gauche si et seulement si pour tout r € R,

FE=F{E=)F.E.

s<r

Proposition 4.2.5 Soit E un espace vectoriel sur K muni d’une R-filtration continue & gauche
F. Pour tout élément non-nul x de E et tout r € R, x € F.E si et seulement si A\(z) > r.

Démonstration. Par définition si x € F,.E alors r < A(x). Réciproquement si A(x) > r, alors
pour tout € > 0 on a A(z) > r — e. Par conséquent z € F,._.F pour tout £ > 0. Ceci montre
que

z€ () FrE=F.E.
e>0

Proposition 4.2.6 Si E est un espace vectoriel sur K est si F est une filtration de E, pour
tout élément x de E, on a

AF(z) = Aro(2).
Démonstration. Comme F,.E C FIE, on a
Ax(z) < Ara ().
D’autre part, si ¢ € FZE, alors pour tout s < r on a x € F,E, donc Ax(z) > r. Dol

Ar(x) > Apa(z).

Corollaire 4.2.7 Soient E un espace vectoriel sur K, F une filtration sur E. Si F est séparée
(resp. exhaustive), il en est de méme de F9.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.2.4 et la proposition
4.2.6. )
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4.2.2 Image réciproque, image directe faible, image directe forte

On rappelle d’abord quelques résultats obtenus dans le sous-paragraphe 4.1.1 dans la si-
tuation considérée ici des R-filtrations d’espaces vectoriels. Soit f : F — F une application
K-linéaire d’espaces vectoriels sur K. Si G est une R-filtration de F', alors I'image réciproque
de G par f est donnée par (f*G),E = f~1(G.F). Si F est une R-filtration de E, on sait que
I'image directe faible et 'image directe forte de F par f existent, et on a (f,F),F = f(F.E),
[oF = (hF)7.

On discutera ensuite quelques propriétés particulieres des filtrations images réciproques ou
images directes (faibles ou fortes).

Proposition 4.2.8 Soient E un espace vectoriel sur K, f : E' — E (resp. w : E — E") une
application K -linéaire injective (resp. surjective). On suppose que F soit une R-filtration de
E. Alors

1) sila filtration F est séparée, il en est de méme de f*F;
2) sila filtration F est séparée et si E est de rang fini, la filtration m,F est aussi séparée;
3) sila filtration F est exhaustive, les filtrations f*F, m,F et m.F sont toutes exhaustives.

Démonstration. 1) Si F est séparée, alors ﬂ FrE = {0}. Comme f est injectif, on a
reR

NG FE = FE =17 (V) = (o)) = {0},
reR reR reR

Par conséquent, la filtration f*F est aussi séparée.

2) Sirg E < 400, alors Ax ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Soit rg = sup ()\]:(E) \

{:l:oo}) < +00. Pour tout nombre réel r > ry et tout z € F.E on a Ag(x) > r > 1y, donc
Ar(z) = +o00, ie., x = 0 puisque la filtration F est séparée. Par conséquent, F,.E = 0 et
(mF)rE" = w(FE) = 0.
3) Comme la filtration sur E est exhaustive, on a U FrE = E. Par conséquent,
reR

Jur.e=UJEnre =n(|JFRE)=FnE=F,

reR reR reR
U(Trbf)rEN: UW(]:TE):W(U‘FTE):W(E):EN
reR reR reR

Donc les filtrations f*F et m,F sont exhaustives. Enfin, 7.F = (7, F)9 est exhaustive d’apres
le corollaire 4.2.7. ]

Proposition 4.2.9 Soient FE et F' deux espaces vectoriels de rang fini sur K, F (resp. G) une
R-filtration de E (resp. F), ¢ : E — F une application linéaire.

1) On suppose que @ soit injectif. Si F = ¢*G, alors pour tout x € E, Ar(z) = Ag(p(z)). La
réciproque est vraie lorsque les filtrations F et G sont toutes deux continues a gauche.
2) On suppose que ¢ soit surjectif. Si G = @, F, alors pour tout élément y de F,
Mo(y)= s Ar(a).

z€p~1(y)

La réciproque est vraie lorsque les filtrations F et G sont toutes deux continues & gauche.
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Démonstration. 1) “=": Comme F = ¢©*G, un élément non-nul z € E appartient dans F)
si et seulement si ¢(z) € Fy, d’out

Mz)=sup{reR|z e F.} =sup{r e R|p(z) € E.} = Xp(zx)).
“—=":Six € E,, alors A(¢(x)) > A(z) > r. Donc

p(x) € ﬂFS:FT
s<r

puisque la filtration sur F est continue & gauche. Inversement si 0 # = € ¢ 1(F,), alors
Az) = Mep(x)) > r, don

ze () Es=E:
s<r

puisque la filtration sur E est continue & gauche. Par conséquent, on a E,. = ¢~ 1(F,.).
2) “=7:Si x € E,, alors p(x) € F,, donc A(¢(x)) > A(z). D’otr pour tout y € F \ {0}

Ay) > sup  A(z).
z€p~1(y)

D’autre part, y € F,. implique que E; N~ 1(y) # 0 pour tout s < r. Par conséquent,

r< sup A(z),
vep1(2)
et donc
My)=sup{reR|ye F.} < sup A(x).
o~ (y)
“<=": Pour tout élément non-nul y de F, si y € F,, alors A\(y) > r, donc

sup  A(z) >r.
z€p~1(y)

Par conséquent, pour tout s < r, il existe x € o~ 1(y) tel que A(x) > s. Comme la filtration sur
E est continue a gauche, on a x € E;. Cela implique que

y € () ¢(Es).

s<r

Inversement si y est un élément non-nul dans p(FEy), alors il existe x € E; tel que y = ().
Donc A(y) > A(z) > s. Cela implique que y € F car la filtration sur F est continue & gauche.

Par conséquent,
() #(Es) C () Fe=F.

s<r s<r

4.2.3 Mesure de probabilité associée a une R-filtration

Dans ce sous-paragraphe, K désigne un corps commutatif, toutes les filtrations sont sup-
posées étre des R-filtrations d’un espace vectoriel de rang fini sur K (donc de longueur finie).
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Probabilité associée a une filtration pour une base

Définition 4.2.10 Soit £ un espace vectoriel de rang 0 < n < 4oo sur K, muni dune
filtration séparée et exhaustive F. Si e = (e;)1<i<n est une base de E, on définit une mesure
de probabilité sur (la tribu borélienne de) R

1 n
= — Ox(e)s
HFe = — ; Ae:)

appelée la probabilité associée a la filtration F et a la base e. S’il n’y a aucune ambiguité, on
note aussi e au lieu de pr e pour simplifier les notations.

Remarque 4.2.11 Avec les notations dans la definition 4.2.10, la proposition 4.2.6 montre
que fif e = [Fs e

Définition 4.2.12 Si u; et po sont deux mesures boréliennes bornées sur R, on dit que p; est
@ droite? de s si pour toute fonction croissante bornée f on a

/R fdp > /R fa,

noté w1 > ps. On dit que pp est strictement a droite de po si pg >> o mais o 3% 1.
Si p1 est a droite de po, on dit aussi que pg est a gauche de p1, noté pe < pg.

Base maximale, mesure associée & une filtration

Définition 4.2.13 Soit F un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration séparée
et exhaustive F. On dit qu'une base e de E est mazimale si pour toute base ¢’ de F on a
He > [le-

Proposition 4.2.14 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration F qui
est séparée, exhaustive et continue a gauche. Alors une base € = (e;)1<i<n de E est mazimale
st et seulement si pour tout nombre réel r,

card(eNE,) =rgE,.
Démonstration. “=": Comme e est une base de F, on a
cardleN E,) <rgE,
pour tout r € R. Supposons qu’il existe un nombre réel r tel que
card(e N E,) < rg E,.

Soit E! le sous-espace vectoriel de E, engendré par e N E,., on a rg E/. < rg F,. Donc il existe
e’ € E, \ E!.. Comme e est une base de E, il existe (a;)1<i<n € K™ tel que

/
e =aje;+ -+ aneny.

2. C’est, aussi équivalent & dire que pour tout r € R,

/]l[r,+oo[d;ufl Z/]l[r,+oo[dﬂ2~
R R
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Comme e’ € E!, il existe un 1 < i < n tel que e; € E, et tel que a; # 0. Alors
e/ = (617 e ,67;_176/,61'_;,_1, e 7677,)

est une base de E. De plus, comme e; € F,, on a A(e;) < r puisque la filtration est continue &
gauche. D’autre part, comme ¢’ € E,., on a A(e’) > r. Soit g une fonction croissante telle que

g(\(ei) < g(A(€),
alors

[ e = [ gdie = (oD - 9N (e0)) > 0.
R R

Cela est absurde car e est maximale.
“«<=": Pour tout nombre réel r et toute base € de F, on a

card(e' N E,) = n/ Ly 4 oo[dite -
R

Donc, pour tout nombre réel 7, on a

/n[r,-'roo[d,ue’ S/n[r,-i-oo[d,ue'
R R

Soit I = {ap < a1 < --- < a,} un sous-ensemble fini de R tel que supp pe Usupp per C I. Si g
est une fonction croissante et bornée, soit

n

ul{r—noog(y) + Zg(ai—l)ﬂ[ai,l,ai[ + ]l[an,Jroo[g(an)'
=1

go (:E) = ]l-]foo,ag[

C’est une fonction croissante bornée continue a droite telle que

/ gdpe = / godpie, / gdper = / Jodfier -
R R

Soit v la mesure de Lebesgue-Stieljes définie par gg, c’est-a-dire la mesure borélienne sur R tel
que pour tout —oo < a < b < +00, v(]a,b]) = go(b) — go(a). Alors pour tout r € R,

go(x) = / I)—opdy + lim_g(y).

D’apres le théoreme de Fubini,

/R gdjie = / go(z)dpe = glao) + / / 1) o ) (F) e ()
— glao) + / / Wiy oo (2)dpte ()0 (r)

> g(ao) + /R /R ]]-[T,Jroo[(x)d:u’e’ (,T)dy(’f‘)

= g(ao) + / / 1y oo o) (r)dvdpe = / Jodpier = / gdpter-
R JR R R

Proposition 4.2.15 Soit E un espace vectoriel de rang 0 < n < 400 sur K, muni d’une
filtration séparée et erhaustive F. Si e = (e1,---,en)? est une base de E, alors il existe
une matrice triangulaire A € My xn(K) avec diag(A) = (1,---,1) telle que Ae soit une base
mazimale de E.
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur le rang n de E. Sin = 1, alors

B — E, r<\ey),
"0, > Ae).

Donc on a
card(Er N{e1}) = rg E,.

Autrement dit, e est déja une base maximale.

Traitons le cas o n > 1. Soit F' I’espace quotient E/Ke,,, muni de la filtration image directe
forte. Alors € = ([e1],- -+ ,[en—1])T est une base de F, olt [e;] est 'image canonique de e; dans
F (1 <i<n-—1). Dapres 'hypotheése de récurrence on sait qu’il existe Ae M(n,l)x(n,l)(K)

avec diag(A) = (1,---,1) telle que
T = (a1, ) = A

soit maximale.
Soit 7 : E — F Papplication canonique. Pour tout 1 <4 < n — 1, choisissons e} € E tel que

Ae)) = max A(z).

zem— ()

Cela est toujours possible car la fonction A ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Soit €’ =
(ef, - el _1,en)T. On remarque que e’ s’écrit sous la forme Ae, ot

est une matrice triangulaire. Comme @ est une base maximale, on a
card(F, N @) =rg F,
pour tout r € R. D’autre part, e; € E, implique «; = m(e}) € F,.. D’ou

FT > ET - Er, n ET7
card(e’ N E,.) > 18y 2 rg(Ey) =g en ¢
rgF.+1>rgn(E,)+1=1gFE,, e,€E,.
Donc on a toujours
card(E, Ne') =rgE,,

i.e., € est une base maximale. m]

Remarque 4.2.16 On peut aussi démontrer la proposition 4.2.15 de la maniére suivante:
L’ensemble des drapeaux complets X de E est muni d’une action transitive de GL,,(K) et
s’identifie & 'espace homogene GL,,(K)/B, ou B est le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieurement (cf. [20]). La proposition résulte donc de la décomposition de Bruhat?® d’une
matrice inversible qui peut étre considérée comme une version intrinseque de 1’élimination
gaussienne (cf. [16] chap II, §10, n°13).

3.Si A est une matrice carrée inversible, alors A peut étre décomposée en produit de trois matrices carrée
A = PLU, ou P est une matrice de permutation, L est une matrice triangulaire inférieure et U est une matrice
triangulaire supérieure.
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Corollaire 4.2.17 Awvec les notations de la proposition 4.2.15, il existe toujours une base
mazimale de E.

Définition 4.2.18 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K, muni d’une filtration séparée
et exhaustive F. Si F # 0, on appelle mesure (de probabilité) associée & F pour E et on note
pur. g (ou simplement pg s'il n’y a aucune ambiguité) la mesure de probabilité pur e sur R,
ou e est une base maximale quelconque de E. Si F est 'espace nul, alors pug est définie par
convention comme la mesure nulle. La proposition 4.2.14 montre que la mesure pr g ne dépend
pas du choix de la base maximale e.

Remarque 4.2.19 Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K. La donnée d’une R-filtration
continue a gauche F sur E est la méme chose que la donnée d’un drapeau

EO® c @ c...c g

et une suite strictement décroissante (a;)1<;<n de nombres réels qui décrit le lieu de sauts. On
a
EO©  gip €lai, + ool,
FE=SED  sirclai,a), 1<i<n,

EM sir €] - oo,a,].

La filtration F est séparée (resp. exhaustive) si et seulement si B(®) = {0} (resp. E(™) = E).
Lorsque F est séparée et exhaustive, la mesure associée a F pour E est égale a

" rg E® — rgE(i*1)6
Z rg B @i

i=1

Remarque 4.2.20 Soit E un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K, muni d’'une R-
filtration séparée, exhaustive et continue a gauche F. Pour tout « € R, on a 1’égalité

rg By B
rg B

1 pe(] — oo.x]).

La fonction de répartition de la distribution pp est donc

E
F(z) = lim 1Bl
y—z+ rgE
Proposition 4.2.21 Soit
0 5> pr 0

une suite exacte courte d’espaces vectoriels de rang finie munis des R-filtrations continues a
gauche. On suppose vérifiées les conditions suivantes:

1) Uespace E est non-nul et la filtration de E est séparée et exhaustive;
it) la filtration de E' est limage réciproque par ¢ de celle de E;
iii) la filtration de E" est l’image directe forte par v de celle de E.
Alors
1) les filtrations sur E' et sur E" sont séparées et exhaustives;

1
2) pp = o~ ( 1g B g +1g E"uEu).
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Démonstration. 1) Si G est un espace vectoriel de rang fini muni d’une R-filtration, la filtration
de G est séparée et exhaustive si et seulement si la fonction A : G\ {0} — R U {£o0} prend
valeurs dans un intervalle borné de R (voir la proposition 4.2.3 4) et la proposition 4.2.4). Ceci
étant, d’apres la proposition 4.2.8, si la filtration de E est séparée et exhaustive, alors il en est
de méme des filtrations de E’ et E”.
2) Soit e’ = (€})1<i<n (vesp. € = (€])1<j<m) une base maximale de E’ (resp. £”). Soit
€ = (@(6/1)7 T 790(641)7611-1-17 T 7en+m)

une base de E telle que* pour tout 1 < j < m, ¢h(eny;) = €/ et Meny;) = A(€]). Par définition
on sait que

1
He = —(rg E'per +1g E”Ne”)-
rg B

Il suffit donc de vérifier que e est une base maximale.
Soit  un nombre réel. D’abord on a

card({¢(e}), - p(e,)} N E,) = card(e’ N E.) = rg E. (4.2)
D’autre part, si e,4; € Ey, alors A(e/) = A(en+;) > 7, donc €] € E;. Par conséquent
card({en+1, * senim} N E.) > card(e’ N E)) = rg(E)) > rg(v(E,)). (4.3)
La somme des inégalités (4.2) et (4.3) donne
card(e N E,) > rg(E.) + rg(v(E,)) =g B,

donc e est bien une base maximale. O

Espérance, variance et corrélation

Soit V' un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K. Si F est une filtration séparée,
exhaustive et continue a gauche sur V, alors elle détermine une probabilité de Radon sur R.
On désigne par E[F] (resp. var(F)) l'intégrale

BF) = [sdusy e, [ (o~ B sy, (1.4)

appelée 1'espérance (resp. la variance) de F.
Soit F = (F (1))193,1 une famille de filtrations séparées, exhaustives et continues a gauche
sur V. On considere la fonction G sur R” suivante:

Fva...nrmy)
rgV '

Gz, - ,xn)=1— g

5

La fonction G' détermine® une mesure de probabilité pr v sur R" telle que pour toutes familles

© 5,0

de nombres réels (az(-o))lgign et (az(-l))lgign telles que a, .~ pour tout 1 <i < n, on ait

e (Jai @] o xafPall) = 30 ()G, g™,

a:E—{0,1}

4. Cela est toujours possible grace & la proposition 4.2.3 4) et la proposition 4.2.9 2)
5. Voir le théoréme 2.25 de [60] pour une démonstration. Il faut faire attention que la fonction G ici est
continue & gauche pour chaque variable x;.
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ouE = {1,--- ,n}. Sion désigne par m; : R — Rles n projections, alors on a m. (ur,v) = pr, v,
autrement dit, 7, v sont les distributions marginales de pr,y. Toutefois, la mesure pr v est
un invariant plus fin de la famille F = (F));<;<,, que la famille de mesures (pz() y)1<i<n qui
décrit les “correlations” entre ces filtrations.

Si on considere la situation de deux filtrations séparés, exhaustives et continues a gauche
F et G sur V, il est naturel de définir leur covariance comme

cov(F,G) = /

2 (“’ - Em) (y - E[g])dmf,g),v- (4.5)

On définit le produit scalaire (cf. [86] §6) de F et de G le nombre

9= [ avdncrg.v (4.
On a la relation cov(F,G) = (F,G) — E[F]E[G].

4.2.4 Polygone associé a une filtration

Définition 4.2.22 Si f : R — [0,1] est une fonction décroissante et continue & droite telle que

lm f(@) =1 lm_f@)=0,
on définit le quasi-inverse de f lapplication f* :]0,1[— R qui associe & tout ¢ €]0,1[ la valeur
supla | f(z) > t}.

Proposition 4.2.23 Soit f : R — [0,1] une fonction décroissante et continue & droite telle
que

lim f(z) =1, lirf f(z)=0.

1) pour tout t €]0,1], et tout y € R, f(y) >t si et seulement siy < f*(t);
2) f* est une fonction décroissante, continue a droite;
3) on ab sup f*(t)=inf{z €R| f(x) =0} et inf f*(t) =sup{z € R| f(z)=1}.
t€]0,1] t€]o,1]
Démonstration. 1) Siy < f*(t) = sup{z | f(xz) > t}, il existe x € R tel que f(x) > ¢t et
que y < z. Comme la fonction f est décroissante, on a f(y) > f(x) > ¢t. Si y > f*(¢), alors
y & {x| f(x) > t}, ie, f(y) <t Enfin, si y = f*(¢t), comme f est une fonction continue a
droite, on a
fly) =F7 @) = lim  f(z) <t

o fr(t)+

2) Si s >t,alors {z | f(x) > s} C{z| f(x) > t}. Par conséquent, on a f*(t) > f*(s), i.e.,
f* est une fonction décroissante.

Soit ¢ €]0,1[. Il existe une suite croissante (z,)n>1 qui converge vers f*(¢) et telle que
f(zn) > t pour tout n > 1. Soit &, = min((f(x,) — t)/2,1/n), alors f(z,) > t + &y, ie.,
Ty, < f*(t + 6,). Par conséquent,

lim f*(s)= lim f*(t+0d,) > lim z, = f"(¢).

s—t+ n—-+oo n—-+4oo

Comme f* est décroissante, cela montre que lirg_ f*(s) = f(t).
S—

6. Par définition inf ) = +oo, et sup@ = —oco.
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3) En effet

sup f*(t) = sup sup{z € R| f(z) >t} <sup{z | f(z) > 0}.
te]0,1] te]0,1]

D’autre part, si f(z) > 0, alors il existe s €]0,1] tel que f(x) > s. Donc z < f*(s) < sup [f*(¢).
telo,1]
Comme z est arbitraire on en déduit que sup{z € R | f(z) > 0} < sup f*(¢). Enfin, comme
t€]0,1[
[ est décroissante et prend valeur dans [0,1], on obtient sup{z | f(x) > 0} = inf{x | f(z) = 0}.
Pour la deuxiéme , on a

. Sy S 1
b 1) = nf sup{z | f(z) >t} = sup{x | fz) = 1}
D’autre part, sup{z | f(z) =1} =inf{z | f(z) < 1}. Si f(z) < 1, alors il existe s €]0,1] tel que

1
f(z) < s. Par conséquent, z > f*(s) > i]%fl[f*(t). Donc
t€]o,

supla | f(@) = 1} = inf{e | f(@) <1} > inf (1),

Définition 4.2.24 On appelle polygone toute fonction continue, concave et linéaire par mor-
ceaux & valeurs dans R sur [0,1] qui vaut 0 au point 0.

Proposition 4.2.25 Soit ;i une mesure de probabilité sur R qui est une combinaison linéaire
finie de mesures de Dirac. Si on désigne par f : R — [0,1] la fonction f(x) = u(Jz,+ o0]), alors
la fonction sur [0,1] définie par

P(e:= [ 1 (s)as
est un polygone.

Démonstration. Comme p est une probabilité combinaison linéaire de mesures de Dirac, la
fonction f est décroissante, continue & droite, et constante par morceaux; de plus, f(z) = 0
(resp. f(z)=1) lorsque x est suffisamment grand (resp. petit). Par conséquent, f* est décroissante,
continue a droite, constante par morceaux et bornée. Comme P(u) est la fonction primitive de
f* qui vaut 0 en point 0, on sait que P(u) est un polygone. |

Remarque 4.2.26 En fait, si f : R — [0,1] est une fonction décroissante, continue & droite et
telle que lim f(z) =1et hIJIrl f(x) =0, alors la fonction ¢ — fot f*(s)ds sur [0,1] n’est rien

d’autre la transformation de Legendre de la fonction concave x — fox f(y)dy (cf. [57] chap. II
§2.2).

Définition 4.2.27 Avec les notations de la proposition 4.2.25, P(u) est appelé le polygone
associé a la mesure de probabilité u.

Définition 4.2.28 Soit £ un espace vectoriel de rang fini et non-nul sur K, F une filtration
séparée et exhaustive de F. On appelle polygone associé a la filtration F pour E le polygone
P(ur g), noté Pr g (ou simplement Pg §’il n’y a aucune ambiguité).
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Remarque 4.2.29 Si F est un espace vectoriel de rang fini sur K et si F est une R-filtration
séparée, exhaustive et continue a gauche correspondant au drapeau

EO cp®c...c g

et & la suite strictement décroissante (a;)1<i<n (cf. la remarque 4.2.19), alors on a

j—1 (4) (i—1) (4)
rg B rg B rg B
() Zizla rg E b )T rg E

pour tout t € g B M}

rgFE ' gk

4.3 Filtration de Harder-Narasimhan

4.3.1 Catégorie de Harder-Narasimhan

On rappelle d’abord quelques notions concernant les catégories exactes (au sens de Quillen).
La référence est [76].

Soient C une catégorie additive essentiellement petite (i.e., équivalente & une catégorie
petite) et £ une classe de diagrammes de la forme

0 X' X X" 0

dans C. On dit qu'un morphisme f : X — Y dans C est un monomorphisme admissible (resp.
épimorphisme admissible) " pour £ sil existe une suite de la forme

0 X Y Z 0
(resp. 0 Z X ! Y 0 )

dans €. On utilisera le symbole “ >——= 7" (resp. “ ——= 7) pour représenter un monomor-

phisme admissible (resp. épimorphisme admissible). Si F : 0 X' X X 0

et G: 0 Y’ Y Y” 0 sont deux suites dans &£, on appelle morphisme
de F vers G tout digramme commutatif

(®):0 X/ X X 0
Sa/l/ AP\L l(p//
0 V4 Y Y” 0

On dit que (@) est un isomorphisme si @', ¢ et ¢’ sont tous des isomorphismes dans C.

Définition 4.3.1 On dit que (C,€) est une catégorie exacte si les axiomes suivants sont vérifiés:
(Ex1) Pour toute suite

0 x e x e x 0

dans &, ¢ est le noyau de ¥ et ¥ est le conoyau de .

7. Quand C muni de la classe £ forme une catégorie exacte, au sens de la définition 4.3.1 ci-dessous, un mono-
morphisme admissible (resp. épimorphisme admissible) est ipso facto un monomorphisme (resp. épimorphisme)
d’apres laxiome (Ez1).
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(Ex2) Si X et Y sont deux objets dans C, alors la suite

(Id ,0) pro
00— X——XINY ——Y ——>0
est dans €.

(Ex3) Toute suite isomorphe & une suite dans £ est aussi dans £.

(Ex4) Sif: X —Yetg:Y — Zsont deux monomorphismes admissibles (resp. épimorphismes
admissibles) pour &, alors gf est un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme
admissible) pour £.

(Ex5) Pour tout monomorphisme admissible f : X’ — X et tout morphisme u : X’ — Y dans
C, le coproduit de f et u existe. De plus, si le diagramme

b

x—L
u

-
<

Y g9

N

est cocartésien, alors g est un monomorphisme admissible.

(Ex6) Pour tout épimorphisme admissible f : X — X" et tout morphisme u : Y — X" dans
C, le produit fibré de f et u existe. De plus, si le carré

™

S X//
est cartésien, alors g est un épimorphisme admissible.

g
—

7

(Ex7) Pour tout morphisme f : X — Y admettant un noyau (resp. conoyau) dans C, s’il existe
un morphisme g : Z — X (resp. g : Y — Z) tel que fg (resp. gf) soit un épimorphisme
admissible (resp. monomorphisme admissible), alors f est un épimorphisme admissible
(resp. monomorphisme admissible).

Sif:X — Y est un monomorphisme admissible, d’apres 'axiome (Ex1), le morphisme f
admet un conoyau, noté Y/X. Le couple (X,f) est appelé un sous-objet admissible de Y.

Exemple 4.3.2 Soient A une catégorie abélienne et C une sous-catégorie pleine additive de
A. Si € est la classe de suites exactes

0 X’ X X" 0

dans A telles que X', X et X" soient tous des objets dans C, alors (C,£) est une catégorie
exacte. Grace au foncteur de Yoneda (dans sa version additive & valeurs dans la catégorie des
groupes abéliens), toute catégorie exacte peut se réaliser comme une sous-catégorie additive
pleine d’une catégorie abélienne (cf. [76]).

Soit (C,£) une catégorie exacte. On désigne par Ky (C,E) le groupe commutatif libre engendré
par les classes d’isomorphisme d’objets de C, modulo le sous-groupe engendré par les éléments
de la forme [X] — [X'] — [X"], ou

0 X' X X" 0
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est une suite dans &£. Le groupe Ky(C,E) est appelé le groupe de Grothendieck de la catégorie
exacte (C,£).

Définition 4.3.3 Soient deg : K¢(C,£) — R et rg : K¢(C,E) — Z deux homomorphismes. On
suppose que rg([X]) > 0 pour tout objet non-nul X de C. Si X est un objet de C, deg([X])
(resp. rg([X])) est appelé le degré (resp. rang) de X, noté aussi deg(X) (resp. rg(X)), si de
plus X est non-nul, le quotient p(X) = deg(X)/rg(X) est appelé la pente de 'objet X. On dit
qu'un objet non-nul X de C est semi-stable si pour tout monomorphisme admissible non-nul
f: X' — X, onapX") < uX).

Remarque 4.3.4 Avec les notations de la définition 4.3.3, si X est de rang 1, alors il est semi-
stable. En effet, si Y est un sous-objet admissible de X, alors on a rg(X) = rg(V)+rg(X/Y) =
1. Par conséquent, ou bien on a rg(Y’) = 0, ou bien rg(X/Y) = 0, autrement dit, on a ¥ = 0,
ouY = X. Donc X est automatiquement semi-stable.

Proposition 4.3.5 Soit X un objet non-nul de C. L’objet X est semi-stable si et seulement
si pour tout épimorphisme admissible non-nul g : X — X" on a w(X") > pu(X).

Démonstration. Soit
g

0 X' X X" 0
une suite dans €. Si X’ est nulle, alors deg(X) = deg(X") et rg(X) = rg(X"), donc pu(X) =
w(X"). Si X' est non-nul, on a

() = B + B e,
done p(X') < p(X) = u(X") 2 (X), 0

Définition 4.3.6 Soient (C,£) une catégorie exacte, deg : Ko(C,£) — R et rg: Ko(C,E) — Z
deux homomorphismes. On suppose que rg(X) > 0 pour tout objet non-nul X de C. On dit
que (C,€,deg,rg) est une catégorie de Harder-Narasimhan si les axiomes suivants sont vérifiés:

(HN1) Pour tout objet non-nul X, il existe un sous-objet admissible non-nul Xges tel que
1(Xaes) = sup{u(Y) | il existe un monomorphisme admissible de Y vers X},

et tel que tout monomorphisme admissible Z — X avec u(Z) = pu(Xqes) se factorise
par Xdes'
(HN2) Si X et Y sont des objets semi-stables tels que pu(X) > p(Y), alors Hom(X,Y) = {0}

La pente de Xges est appelée la pente mazimale de X, notée pimax(X).

Remarque 4.3.7 Avec les notations de la définition 4.3.6, si X est un objet non-nul de C,
alors X qes est semi-stable. En effet, tout sous-objet admissible Y de X405 est aussi un sous-objet
admissible de X. Par la définition de Xges, on a p(Y) < pu(Xqes). Par conséquent, X = X
si et seulement si X est semi-stable. Si X n’est pas semi-stable, on dit que Xges est 'objet qui
déstabilise X.

Théoréme 4.3.8 Soit (C,E,deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, il existe une suite de monomorphismes admissibles dans C

OZXQ X1 anl —>Xn =X ) (47)
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unique a un unique isomorphisme pres, telle que
i) pour tout entier 0 <i <n, X;11/X; est semi-stable;
it) p(X1/Xo) > p(X2/X1) > -+ > p(Xn/Xn-1).

Démonstration. On démontre d’abord 'existence d’une telle suite par récurrence sur le rang
r de X. Le cas ou X est semi-stable est trivial, il suffit de prendre 0 — X. Donc le casour =1
est démontré (cf. la remarque 4.3.4). Pour le cas général, on prend X; = Xges. Alors X7 est
un objet semi-stable de pente pimax(X). Soit X’ = X/X;. On a rg(X’) < r. Si X’ = 0, alors
X = X est semi-stable, et on tombe dans le cas précédent, sinon on peut appliquer ’hypothese
de récurrence sur X’ pour obtenir une suite de monomorphismes admissibles:

i faz
0= X, —=X} X, LS X =X

de X' vérifiant les conditions. Comme I’homomorphisme canonique de X vers X’ est un
épimorphisme admissible, pour tout 1 < ¢ < n, si on pose X; = X xx/ X/, la projection
m; + X; — X/ est un épimorphisme admissible (’axiome Ex6). Pour tout entier 1 <4 < n, on
a un morphisme canonique de X; vers X;;1 et le carré

Xi—1% X (4.8)

mi iﬂ.Hl

li /
X — Xin
%

est cartésien. Comme le morphisme f! est monomorphique, il en est de méme de f; (cf. [68] V.
7). D’autre part, comme le carré (4.8) est cartésien, f; est le noyau du morphisme composé

Ti+1 ’ Ppi ’ ’
Xiy1 —= Xjy — X[ ,/X],

ol p; est le morphisme canonique. Comme ;41 et p; sont des épimorphismes admissibles, il en
est de méme de p;m; 1 (laxiom Ex4). Par conséquent, f; est un monomorphisme admissible.
De plus, pour tout entier 1 <1i < n, X;y1/X; = X/, ,/X] est semi-stable, et on a

( X2/ X1) > p(Xs/X2) > - > p(Xn/Xn1).

Enfin,
rg(Xo)pu(Xo) — rg(Xy)u(Xy)
rg(Xz) —rg(Xy)

puisque X1 = X{es, et donc p(Xs) > u(X1). Par conséquent, la suite

X2/ X1) = < p(X1)

O:XO X1 Xn_1—>Xn:X

satisfait aux conditions i) et ii).

On démontre ensuite 'unicité de la suite (4.7). Par récurrence (sur le rang de X), il suffit
de montrer que X7 est isomorphe & Xges comme sous-objet de X. Soit ¢ € {0,--- ,n — 1} le
premier indice tel que le morphisme canonique X405 — X se factorise par X;11. Le morphisme
composé Xges — Xit+1 — Xi+1/X; est non-nul. Comme Xges et X;11/X; sont semi-stables on
a 1(Xaes) < p(Xiy1/Xi). Sii > 0, cela implique que pu(Xqes) < p(X1), ce qui est absurde.
On a alors i = 0, u(Xqes) = p(X1), et donc X; — X se factorise par Xqes puisque Xges est
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maximal. Cela implique que Xges = X7. O

Remarque 4.3.9 D’apres la démonstration du théoréme 4.3.8, I'axiome (HN1) suffit pour
lexistence de la suite de Harder-Narasimhan. Mais pour avoir 'unicité, 'axiome (HN2) est
essentiel.

Corollaire 4.3.10 Soit (C,£,deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C et si Y est un sous-objet non-nul de X, alors pimax(Y) < pimax(X).

Démonstration. Comme Yjes est un sous-objet non-nul de X on se ramene au cas ou Y est
semi-stable. D’apres le théoreme 4.3.8 il existe une suite de monomorphisme admissibles

0=Xo— X1 — =X, 1 — X, =X,

qui vérifie les deux conditions du théoreme 4.3.8. Soit 4 le premier indice tel que le morphisme
canonique Y — X se factorise par X;;1, alors le morphisme composé ¥ — X; 11 — X;41/X;
est non-nul. Par conséquent

p(Y) < p(Xigpr/Xi) < p(X1) = pmax (X).

Définition 4.3.11 Soit (C,€, deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, on appelle la suite (4.7) dans le théoreme 4.3.8 la suite de Harder-Narasimhan de
lobjet X. La pente de X,,/X,,_1 est appelée la pente minimale de 'objet X, notée pimin(X).

Remarque 4.3.12 Soit (C,£, deg, rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C et si

0=Xy X1 Xn1—=X, =X
est la suite de Harder-Narasimhan de X, alors pour tout entier 1 <14 < n,

0=2Xo X Xi-1 X

est la suite de Harder-Narasimhan de X;. Par conséquent, on a pimin(X;) = u(X;/X;-1)

Corollaire 4.3.13 Soit (C,£,deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X et'Y sont
deuzx objets non-nuls de C et si f : X — Y est un épimorphisme, alors pimin(Y) > pimin(X)

Démonstration. En prenant un quotient semi-stable de pente pimin (YY) de Y on peut supposer
que Y soit semi-stable. Soit

0=Xp—Xy —-—X,.1 — X, =X

la suite de Harder-Narasimhan de X. Soit 4 le plus petit indice tel que le morphisme composé
Xiy1 — X ER Y soit non-nul. Comme le morphisme composé X; — X EN Y est nul on ob-
tient un morphisme non-nul de X, 1/X; vers Y, d’ott u(Y) > u(Xi41/X;) > pmin(X) d’apres
Paxiom (HNZ2). O

Corollaire 4.3.14 Soit (C,£,deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan. Si X est un objet
non-nul de C, alors

pmin (X)) < p(X) < pimax(X).
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Démonstration. Soit

OZXO Xl Xn71—>Xn:X

la suite de Harder-Narasimhan de X. On a deg X = Z deg(X;/X;_1), dou
i=1

n

_ Z X /Xz 1) (Xq,/Xz—l) c [Mmin(X),llzmax(X)]'
i=1

Corollaire 4.3.15 Soit (C,£,deg,rg) une catégorie de Harder-Narasimhan, si f : X — Y est
un morphisme non-nul dans C, alors pimin(X) < pimax(Y).

Démonstration. Soit

OZXO Xl Xn71—>Xn:X

la suite de Harder-Narasimhan de X. Pour tout entier 0 < 7 < n soit h; : X; — X le
monomorphisme canonique. Soit 1 < j < n le premier indice tel que fh; soit non-nul. Comme
fhj—1 = 0 on obtient que fh; se factorise par X;/X,;_1, d’ott on a un morphisme non-nul g de
Xj/Xj,1 ver Y. Soit

O:YO }/1 Ym—l Ym

la suite de Harder-Narasimhan de Y. Soit 1 < k < n le dernier indice tel que g se factorise
par Y. Si7: Yy — Yi/Yi_1 est le morphisme canonique, alors mg est non-nul puisque g ne se
factorise pas par Y;_1. Par conséquent, on a

fnin(X) < p( X5/ Xj-1) < p(Ye/Yi-1) < pimax(Y).

4.3.2 Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

Dans ce sous-paragraphe, on fixe une catégorie de Harder-Narasimhan (C,€, deg, rg).

Filtration de Harder-Narasimhan

Proposition 4.3.16 Soient X un objet non-nul de C et

0=X XN - XN ——= XN =X

sa suite de Harder-Narasimhan. Si, pour tout A € R, on note (avec par convention max{) =0)
ix(A\) = max{1 < <n | p(X;N/X1) > A}

et Xy = XE}(IA)’ alors (Xx)xer est une R-filtration continue & gauche de 'objet X. De plus,
cette filtration est séparée, exhaustive et de longueur finie.
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Démonstration. Si A > XN,onaix(A\) <ix(X\), donc (Xx)rer est bien une R-filtration de X.
D’autre part, pour tout A € R, Xy € {X{IN, ... XIN1 donc cette filtration est de longueur
finie. Quand A > fimax(X), ix(A\) = 0, donc X = XN = 0 est 'objet nul, donc la filtration
est séparée. Lorsque A < pimin(X), ix(A) = n, donc X = X; ainsi la filtration est exhaustive.
Enfin, pour démontrer la continuité a gauche de cette filtration, il suffit de vérifier que la fonc-
tion A — ix(A) est continue & gauche. En effet, cette fonction est méme localement constante
a gauche: si ix(\) = 0, alors pour tout entier 1 <i < n on a u(XIN/XHY) < A, donc il existe
g0 > 0 tel que pour tout 0 < & < gg on ait u(XIN/XHN) < X — ¢, ie., iX(/\ —¢) =0;si
ix(A\) = n, alors pour tout entier 1 < i < n et tout € > 0 on a p(XIN/XHIN) > X > X\ —¢,
d'ott ix(A —¢) = n; enfin si 1 < ix(A\) < n—1, alors on a u(XZIil\g)\ /XzHl\(I)\ D> A
et M(XZ o) +1/XZX (v) < A, donc il existe eg > 0 tel que pour tout 0 < & < g9 on ait

w(X zx(A /X (- )= A—cet u(Xg(l\(I/\Hl/X&l\(IA)) <A—gle,ix(A—¢)=ix(A). O

Définition 4.3.17 Avec les notations de la proposition 4.3.16, la filtration (X ) xer est appelée
la filtration de Harder-Narasimhan de X. La filtration de Harder-Narasimhan de 'objet nul est
par définition le foncteur constant qui associe a chaque A € R I'objet nul.

Remarque 4.3.18 On garde les notations de la proposition 4.3.16. Soit X un objet non-nul.
Si (Xa)aer est la filtration de Harder-Narasimhan de X, alors pour tous nombres réels a > b,
le monomorphisme canonique de X, vers X, est admissible. En effet, les morphismes dans la
suite de Harder-Narasimhan de X sont tous des monomorphismes admissibles.

Proposition 4.3.19 Awvec les notations de la proposition 4.3.16, tout morphisme dans C est
compatible avec les filtrations de Harder-Narasimhan de sa source et de son but.

Démonstration. Soit f: X — Y un morphisme dans C. Le cas o X ou Y est nul est trivial.
On supposera X et Y non-nuls. Soient

0=X{N XN = XN ——= XN =X

la suite de Harder-Narasimhan de X et

0=YHN v e v, —yiIN =y

celle de Y. Pour tous les entiers 0 < i < j < m, soit P;; le morphisme canonique de YJ»HN vers
YjHN / YZ-HN. Pour tout entier 0 < i < n soit U; le monomorphisme canonique de XZ-HN vers X.
Soit A un nombre réel. Si ix(A) = 0 ou si iy (A) = 0 on définit F) comme le morphisme nul
de X vers Yy; siiy(A) =mona Yy, =Y et on définit F\ comme le composé fUj;, (x); sinon
on a p(X} A)/XZX()\ 1) = Aet M(Y;I;H(\I)\ /YENA) 1) = A, mais p(YN/YIN) < X pour tout
7> Zy(/\)

Montrons par récurrence que le morphisme fU;, () se factorise par YHl(\I/\) D’abord le
morphisme fU; (y) se factorise trivialement par VI =Y. §’il se factorise par ¢; : Xg{l\(IA) —

YJ»HN, ol j > iy (A), alors le morphisme composé P; ;_1¢; est forcément nul car (cf. le corollaire

43.15)
pmax (YT /YD) < X < (X0 /X Oy —1) = Hmin(XEy))-

Donc le morphisme fUj, () se factorise par Y]}E\{ Par récurrence, on obtient que fU;, (») se fac-
torise (de fagon unique) par Fy : X; (n) — Yi, (»). Ainsi, la famille de morphismes F' = (F))xcr



Filtration de Harder-Narasimhan 127

est un morphisme de foncteurs tel que (F,f) soit un morphisme de filtrations. O

Remarque 4.3.20 Avec les notations de la proposition 4.3.16, on a un foncteur HN de la
catégorie C vers la catégorie Fil‘;’c(C) qui envoie chaque objet X de C vers sa filtration de
Harder-Narasimhan, que 'on appellera foncteur de Harder-Narasimhan de C. On remarque
que pour tout objet X de C, HN(X) est une filtration séparée, exhaustive, continue & gauche et
de longueur finie de X. De plus, si f : X — Y est un morphisme dans C, alors HN(f)(—o0) = f.

Polygone de Harder-Narasimhan

Soient X un objet non-nul de C et

0= XN XN e XN — XHN — x

sa suite de Harder-Narasimhan. Pour tout 0 < i < n on note t; = rg X/ /rg X. Pour tout
0<i<n-—1,onnote \; = u(X N /XN). Les relations

deg XN
rg X

deg X AN
Niltivg —t;) = ———21L
+ Ai(tit1 — i) g X

et A; > \;+1 montrent que la fonction

n—1
deg XN
Px(t) = Z (rgiX + it — ti)) L t401 ()
=0

est un polygone, appelé le polygone de Harder-Narasimhan de X.
On désigne par vy la mesure de Radon sur R définie par la formule

oy

appelée la mesure de Harder-Narasimhan de X. C’est une mesure de probabilité. La mesure
de Harder-Narasimhan de I'objet nul est par définition la mesure nulle.

Si F': C — Vecg est un foncteur exact, alors il induit un homomorphisme de groupes:
Ko(F) : Ko(C,£) — Ko(Veck). D’autre part, F induit un foncteur F' : Fil}(C) — Fil}(Veck).

Si X est un objet de C, alors F o HN est une R-filtration de I'espace vectoriel F(X).

5>\¢7

Proposition 4.3.21 On suppose que F' préserve ’homomorphisme de rang, i.e., I8y, ©Ko(F) =

rge, alors pour tout objet non-nul X de C, le polygone associé a la filtration ﬁOHN(X) est égal
au polygone de Harder-Narasimhan de X, et la mesure de probabilité associce a la filtration
F o HN(X) s’identifie & la mesure de Harder-Narasimhan de X .

Démonstration. Soit

0= XN XN e XN — XHN — x

la suite de Harder-Narasimhan de X. La dérivée de la fonction Px(t) existe presque partout.
Si on note ¢; = rg X;™N /g X pour 0 < i < net \; = p(XEN/XN) pour tout 0 < i <n—1,

alors on a .
= Z )‘i]l[ti,ti+1[(t)
i=0
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Soit v la mesure de probabilité associée & la filtration F o HN(X). On a

n—1
vV = Z(tiJrl - tz)(S)\l
i=0
Si on définit )
f(z) =v(z, +o0]) = Z ]1[,\i+1,,\i[($)ti+1,
i=0

ol par convention A, = +occ. On trouve immédiatement f* = P% . Par conséquent, le polygone
associé a la filtration F' o HN(X) s’identifie a Px. O

4.3.3 Catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique, filtrations et
polygones

Catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique

Proposition 4.3.22 Soient (C,£) une catégorie exacte et f : X — Y un morphisme dans C.
1) la suite

0 X(Idx -,f)X ny fopry —pry v 0

est dans E;
2) le morphisme [ se factorise en f = pryo(Idx ,f), ot pry : XIIY — Y est un épimorphisme
admissible et (Idx ,f): X — X II'Y est un monomorphisme admissible.

Démonstration. Soit Z = X II'Y. Considérons les morphismes v = (Idx ,f) : X — Z et
v =pry: Z — Y. Evidemment on a vu = f. D’autre part, d’apres 'axiome (Ex2), v est un
épimorphisme admissible. Il suffit donc de vérifier que u est un monomorphisme admissible.
On considere le morphisme w = f opr; —pry : Z — Y. Montrons que w est un conoyau
de u. D’abord on a wu = 0. D’autre part, tout morphisme « : Z — § s’écrit sous la forme
a=aopr;—azopry : Z — S, ou ag € Hom(X,S) et ag € Hom(Y,S). Si au = 0, on a
asf = ag, i.e., le diagramme

X —"=XIY —=Y

« ¥
S
est commutatif. Enfin, si §:Y — S est tel que fw = 6f — 8 = «, on a forcément § = as. On
a montré donc que le morphisme » a un conoyau.

Comme le morphisme composé X ——s 7 L X est le morphisme Idx, qui est un mo-
nomorphisme admissible, on obtient que u est aussi un monomorphisme admissible compte
tenu de l'axiome (ExT). O

Définition 4.3.23 Soit (C,£) une catégorie exacte. On appelle structure arithmétique sur (C,E)
les données suivantes:

1) une application A de objC vers la classe des ensembles;
2) pour tout monomorphisme admissible f : X — Y de C, une application f*: A(Y) — A(X);
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3) pour tout épimorphisme admissible g : X — Y de C, une application g. : A(X) — A(Y);

assujetties aux conditions suivantes:

(A1) A(0) est un ensemble & un élément;
(A2) si X—'s Y>—> 7 sont des monomorphismes admissibles, on a (ji)* = i*j*;
(A3) si X 25 v %5 7 sont des épimorphismes admissibles, on a (¢p)« = ¢«P«;
(A4) si f: X — Y est un isomorphisme, on a f*f. = Ida(x) et fof* = Idayy;
(A5) pour tout carré cartésien ou cocartésien

X——=Y

pi iq

W

dans C, o1 i et j (resp. p et ¢) sont des monomorphismes (resp. épimorphismes) admis-
sibles, on a j*q, = p«i™;

(A6) siS: 0 X —ts x 2 xv 0 est une suite dans &, Papplication (¢*,p,) :

A(X) — A(X') x A(X") est surjective;

(A7) si X —=Y>——= 7 est un diagramme de morphismes dans C ot u (resp. v) est un
épimorphisme admissible (resp. monomorphisme admissible) et si (hx,hz) € A(X) x
A(Z) est tel que u(hx) = v*(hz), alors il existe h € A(XI1Z) tel que (Id ,ou)*(h) = hx
et que pro, (h) = hz.

Pour tout objet X de C (qui est une catégorie exacte munie d’une structure arithmétique), on

appelle structure arithmétique sur X la donnée d’un élément h dans A(X). Le couple (X,h)

est alors appelé un objet arithmétique Si p : X — Z (resp. i : Y — X) est un épimorphisme

(resp. monomorphisme) admissible et si h est une structure arithmétique sur X, p,(h) (resp.

i*h) est appelée la structure arithmétique quotient (resp. induite) sur Z (resp. Y). Le triplet

(C,E,A) est appelé une catégorie exacte arithmétique.

Exemple 4.3.24 Soit (C,€) une catégorie exacte. Si pour tout objet X de £ on désigne par
A(X) l'ensemble & un élément, alors (C,E£,A) est une catégorie exacte arithmétique.

Définition 4.3.25 Soient (X’,h') et (X,h) deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte
arithmétique. On dit qu’'un morphisme f : X’ — X est compatible auz structures arithmétiques
de ces objets s’il existe

1) une décomposition

/\/\/ \/\

de f telle que les u; (1 < ¢ < n) soient des monomorphismes admissibles et que les v;
(1 <i < n) soient des épimorphismes admissibles.

2) pour chaque 1 < i < n, une structure arithmétique h; sur Y; telle que uih; = A/, que
Unshy = h et que pour tout 1 <i <n —1, vihy = uj 1 hig1.
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Remarque 4.3.26 On déduit aussitot de la définition des morphismes compatibles aux struc-

tures les assertions suivantes:

1) Si(X7,h1) et (Xa,h2) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique
et si f: X7 — Xo est un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme admissible) tel
que f*hg = hy (resp. fih1 = hg), alors f est compatible aux structures arithmétiques.

2) Si (X1,h1) et (X3,h2) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique
et si f: X7 — Xs est un morphisme nul, alors f est compatible aux structures arithmétiques.

3) Le composé de deux morphismes compatibles aux structures arithmétiques est compa-
tible aux structures arithmétiques. Par conséquent, si (C,£,A) est une catégorie exacte
arithmétique, alors les objets arithmétiques de (C,E) et les morphismes compatibles aux
structures arithmétiques forment une catégorie.

4) Par le raisonnement par récurrence, ’axiome (A7) implique aussitot que si (X,hx) et
(Y,hy) sont deux objets arithmétiques dans une catégorie exacte arithmétique et si f :
X — Y est un morphisme qui est compatible aux structures arithmétiques, alors il existe
un objet arithmétique (Z,hz) de la catégorie exacte arithmétique considérée ainsi qu’un
décomposition X>= 7 — =Y de f en le composé d’un épimorphisme et d’un mono-
morphisme tel que hx = u*(hz) et que hy = v.i(hz).

Définition 4.3.27 Soit (C,£,4) une catégorie exacte arithmétique. On désigne par C4 la
catégorie des objets arithmétiques et des morphismes compatibles aux structures arithmétiques.
Dans la suite, pour simplifier les notations, on utilise le symbole X pour désigner un ob-
jet arithmétique (X,h) ¢’il n’y a aucune ambiguité sur la structure arithmétique que l'on
consideére. Si X et Y sont deux objets arithmétiques, alors Home, (X,Y) est le sous-ensemble
de Hom¢(X,Y) des morphismes compatibles aux structures arithmétiques.

Par abus de notation, on désigne par C4 la classe des couples (X,h), ou X est un objet de
C et h est une structure arithmétique sur X. Un tel couple est appelé un objet arithmétique de
(C,£,A). On dit qu'un objet arithmétique (X,h) est non-nul si X est non-nul dans C. On dit
que deux objets arithmétiques (X,h) et (X’,h’) sont isomorphes et on note (X,h) = (X',h')
s’il existe un isomorphisme f: X — X’ tel que A’ = f.(h) (et donc h = f*(h')). Comme C est
essentiellement petite, la classe C4/ = est en fait un ensemble.

On désigne par £4 la classe des suites de la forme

0 — (X",1') — = (X,h) —— (X" }"") —=0
ou (X',n), (X,h) et (X”,h") sont des objets arithmétiques et ou

% p

0 X' X X" 0

est une suite dans £ tel que b’ = i.(h) et que h” = p,(h). On dit que (X',h") (resp. (X" ,h"))

est un sous-objet arithmétique admissible (resp quotient arithmétique admissible) de (X,h).
On désigne par Ky(C,E,A) le groupe commutatif libre engendré par C4/ =2, modulo le

sous-groupe engendré par les éléments de la forme [(X,h)] — [(X',h")] — [(X",h")], ou

2

0—— (X/ah/) — (Xah) —p> (X//vh”) —0

est une suite dans £4. Le groupe Ky(C,E,A) est appelé le groupe de Grothendieck de la catégorie
exacte arithmétique (C,£,4). On a un homomorphisme “d’oubli” du groupe Ky(C,E,A) vers
Ky(C,E), qui envoie [(X,h)] vers [X].



Filtration de Harder-Narasimhan 131

Soient gég : Ko(C,E,A) — Ret rg : Ko(C,E) — Z deux homomorphismes de groupes. On
suppose que rg([X]) > 0 pour tout X non-nul. Pour tout objet arithmétique (X,h) dans (C,£)
on note d/eTg(X,h) (resp. rg(X)) pour (Te;g([(X,h)]) (resp. rg([X])), appelé le degré arithmétique
(resp. rang) de (X,h). Si (X,h) est non-nul, le quotient j1(X,h) = d/eTg(X,h)/ rg(X) est appelé la
pente arithmétique de (X,h). On dit qu’un objet arithmétique non-nul (X,h) est semi-stable si
pour tout sous-objet arithmétique admissible non-nul (X’,h") de (X,h) on a u(X',h") < u(X,h).

Proposition 4.3.28 Awvec les notations comme ci-dessus.
1) Si 00— (X",1) (X,h) (X",h") ——=0 est une suite dans E4, alors on a

deg(X,h) = deg(X',1') + deg(X" ,h").

2) Si (X,h) est un objet arithmétique de rang 1, alors il est semi-stable.

3) Si (X,h) est un objet arithmétique non-nul, alors il est semi-stable si et seulement si pour
tout quotient arithmétique admissible (X" h") non-trivial (¢ savoir X" # X et X" #0),
on a fi(X,h) < fi(X" 1.

Démonstration. Comme d/% est un homomorphisme de K¢(C,£,4) vers R, 1) est claire.
2) Si (X',h') est un sous-objet admissible non-nul de (X,h), on a une suite dans C4:

0 — (X",0) —L= (X,h) —= (X" ") —=0 .
Comme X’ est non-nul, rg(X’) > 1. Donc rg(X"”) = 0 et X’ = 0. Autrement dit, f est un
isomorphisme. Donc on a a(X’,h') = G(X,h).
3) Pour toute suite
O N (X/7h//) N (X,h) N (X//,h//) N O

dans €4, (X”,h") est non-trivial si et seulement si (X’,h') est non-trivial. De plus si (X',h) et
(X",h") sont non-triviaux, on a

~ rg(X')A Y rg(X”)A "o
w(X,h) = (X' n) + (X" .h".
(&) rg(X) ( ) rg(X) ( )
Donc on a u(X',h') < p(X,h) < n(X",h") > @(X,h). O

Définition 4.3.29 Soient (C,£,A) une catégorie exacte arithmétique, d/é\g : Ko(C,E,A) — Reet
rg : Ko(C,E) — Z deux homomorphismes tels que rg(X) > 0 pour tout X non-nul. On dit que

c,g ,A,cTe\g,rg) est une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique si les axiomes suivants
sont vérifiés:

(HNA1) Pour tout objet non-nul X de C et toute structure arithmétique h sur X, il existe
un sous-objet arithmétique admissible (Xges,hdes) de (X,h) tel que

1(Xdes,haes) = sup{(X’,h’) | (X’,h") est un sous-objet arithmétique admissible de (X,h)}.

De plus, pour tout sous-objet arithmétique (Xo,ho) tel que 11(Xo,ho) = G(Xdes,des),
il existe un monomorphisme admissible f : Xy — Xg4es qui rend le diagramme

f
XO —— Xdes

N

X
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commutatif, ou 7 et j sont des monomorphismes admissibles canoniques, et tel que
f*(hdes) = hO-

(HNAZ2) Si(X7,h1) et (X2,h2) sont deux objets arithmétiques semi-stables tels que fi(X1,h1) >
1(Xa,hs), alors il n’y a pas de morphisme non-nul de X; vers X5 qui soit compatible
aux structures arithmétiques.

Remarque 4.3.30 Avec les notations de la definition 4.3.29, si X est un objet non-nul de C et
h est une structure arithmétique sur X, alors (Xqes,Rdes) €st un objet arithmétique semi-stable.
Si (X,h) n’est pas semi-stable, on dit que (Xges,ldes) €st le sous-objet arithmétique admissible
qui déstablise (X,h).

Théoréme 4.3.31 Soit (C,S,A,d/e?g, rg) une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique. St
(X,h) est un objet arithmétique non-nul, alors il existe une suite de monomorphismes admis-
sibles dans C,

O:Xo Xl Xn—l %Xn =X , (49)

unique a un isomorphisme unique pres, telle que, si on désigne par h; la structure arithmétique
sur X; induite par h (0 < h <n) et si on munit X;/X;_1 de la structure arithmétique quotient
de h; (1<j<mn), alors

1) Vobjet arithmétique X;/X,;—1 ainsi défini est semi-stable pour tout 1 < j < n;
9) i(X1/X0) > i(Xa/X1) > -+ > i(Xnf Xno1).

Démonstration. On montre d’abord 'existence par récurrence sur le rang r de X. Le cas ou
(X,h) est semi-stable est trivial, et a fortiori 'existence est vraie pour r = 1. Pour le cas ol
(X,h) n’est pas semi-stable on prend (X71,h1) = (Xdes,des). C’est un objet semi-stable. De
plus X’ = X/X; est non-nul. Le rang de X’ est strictement plus petit que r, on peut donc
appliquer 'hypothese de récurrence sur (X’,h'), ot ' est la structure arithmétique quotient et
on obtient ainsi une suite de monomorphismes admissibles

0=X] X} X, —=X =X

vérifiant les conditions. D’apres un procédé de relevement analogue a celui de la démonstration
du théoreme 4.3.8, on obtient un diagramme commutatif

0=2X, X, X, e X1 X, =X
7r1l/ Wzl lﬂ'nl lﬂ'
0=X] X} o X, X =X’

ou les lignes sont des monomorphismes admissibles et le fleches verticales sont des épimorphismes
admissibles. De plus, pour tout entier 1 < ¢ < n — 1, on a un isomorphisme naturel ¢; de
Xiv1/X; vers X[, /X[ On désigne par f; (resp. f/) le morphisme canonique de X; (resp.
X!) vers X (resp. X’). On désigne par h; (resp. h}) la structure arithmétique induite sur X;
(resp. X!). On a d’apres V'axiome (A5) m;,(hi) = 7 fF(h) = fI*m.(h) = h}. Par conséquent,
@i, envoie la structure arithmétique quotient sur X;y1/X; vers celle sur X;, ,/X]. L'objet
arithmétique X;;1/X; est donc semi-stable et on a I’égalité i(X;11/X;) = u(X/,,/X/). Enfin,
on a

rg(Xo)a(X2) — rg(X1)n(X1)

ﬁ(m) = rg(X2) —rg(Xy)

< f(X1)
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puisque X1 = X ges. Par conséquent, la suite

O:XO X1 Xn_1—>Xn:X

satisfait aux conditions.

On démontre ensuite 1'unicité de la suite (4.9). Par récurrence, il suffit de montrer que
X1 22 X ges. Soit 7 le premier indice tel que le morphisme canonique Xges — X se factorise par
Xi+1. Le morphisme composé Xges—Xi+1—X;11/X; est non-nul. Comme X des €t Xiv1/X;
sont semi-stables on a [i(Xges) < 1(Xi+1/X;). Cela montre que i = 0 et (X ges) = A(X1)-
Donc le morphisme X; — X se factorise par Xges. Par conséquent, Xges = X7. O

Définition 4.3.32 Avec les notations du théoreme 4.3.31, la suite (4.9) est appelée la suite
de Harder-Narasimhan de lobjet arithmétique (X,h). On la note parfois

0=Xo X, Xp1—= X, =X

pour souligner les structures arithmétiques. La valeur ;’Z(Yl_) (resp. i(X/Xy—1)) est appelée la
pente mazimale (resp. pente minimale) de X, notée fimax(X) (resp. fmin(X)).

Proposition 4.3.33 On suppose que dans la catégorie exacte (C,E), tout épimorphisme ad-
mette un noyau dans C. Soient (X,hx) et (Z,hz) deux objets arithmétiques, (Y,hy) un quo-
tient arithmétique admissible de (X,hx), et f : Y — Z un morphisme dans C. Soit 7 :
X — Y Uépimorphisme admissible canonique. Le morphisme f est compatible aux structures
arithmétiques si et seulement si fm lest.

Démonstration. Comme 7 est compatible aux structures arithmétiques on obtient que si f est
compatible aux structures arithmétiques, il en est de méme de fr. Il suffit donc démontrer que
la compatibilité aux structures arithmétiques de fm entraine celle de f. D’apres la remarque

4.3.26 4), il existe un objet arithmétique (W,hy) et une décomposition X>—— ¥ L5z
de wh tels que i*hw = hx et que p.hyw = hz. Soit T le produit cofibré de i et 7 et soient
j:Y = Tet qg: W — T les morphismes canoniques. D’aprés 1’axiome (Ex5), j est un
monomorphisme admissible. Soit 7: U — X le noyau de 7, on a ¢ = Coker(i7). En effet, on a
qiT = jnT = 0. D’autre part, si « : W — V est un morphisme dans C tel que aiT = 0, alors
il existe un unique morphisme §:Y — V tel que 7 = ai puisque 7 est le conoyau de 7. Par
conséquent, il existe un unique morphisme v : T' — V tel que vqg = a. Par conséquent, ¢ est le
conoyau de i1, donc est un épimorphisme admissible. Les morphismesp : W — Z et f: Y — Z
induissent un morphisme g : T — Z:

T

X— W

10X

Yr——T ——>7
7 g

Comme g est un épimorphisme, par ’hypothese il a un noyau dans C. Donc ¢’est un épimorphisme
admissible d’aprés Paxiome (ExT7). Enfin, si on désigne par hr la structure arithmétique q.hw
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sur T, on a g (hr) = p«(hw) = hz et j*(hr) = T (i*hw) = T (hx) = hy. O

Corollaire 4.3.34 Soit (C,E,A,(Te\g, rg) une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique. On
suppose que tout épimorphisme dans C admette un noyau dans C. St X et Y sont deur ob-
jets arithmétiques et si f : X — Y est un morphisme non-nul compatible aux structures

arithmétiques, alors fimin(X) < fmax(Y)-

Démonstration. Soit

0=Xo X1 7n71—>Xn=7

la suite de Harder-Narasimhan de X. Pour tout entier 0 < i < n soit h; : X; — X le
monomorphisme canonique. Soit 1 < j < n le premier indice tel que fh; soit non-nul. Comme
fhj—1 =0, le morphisme fh; se factorise par X;/X;_1, d’ott on a un morphisme non-nul g de
X;/X;_1 vers Y. D’apres la proposition 4.3.33, g est compatible aux structures arithmétiques.
Soit

02?0 71 ?m71—>?m

la suite de Harder-Narasimhan de Y. Soit 1 < k < n le premier indice tel que ¢ se factorise
par Yj. Si 7 : Yy — Yi/Yi_1 est le morphisme canonique, alors 7g est non-nul puisque g ne se
factorise pas par Yi_1. De plus, il est compatible aux structure arithmétiques. Par conséquent,
on a

fimin(X) < (X /X j-1) <AV 8/Yi-1) < fimax(Y)-

Filtration et polygone de Harder-Narasimhan

On fixe dans toute la suite du sous-paragraphe une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique
(C,E,Adeg, rg).
Proposition 4.3.35 Soient X un objet arithmétique non-nul et

0=X" x N E X —XN_x

sa suite de Harder-Narasimhan. Si pour tout A € R on pose (avec max() = 0 par convention)

ix(\) =max{1 <i<n| X, /Xi0) = A}

HN

et Xy = Yiy(k)’ alors (X )xer est une R-filtration continue a gauche de l'objet X dans Cy.

De plus, cette filtration est séparée, exhaustive et de longueur finie.

Démonstration. Si X > X, onaig(\) <ig(N), donc (X»)aer est bien une R-filtration de X.
D’autre part, pour tout A € R, X € {Y?N, e ,YSN}, donc cette filtration est de longueur

finie. Quand A > fimax(X), ix(A) = 0, donc X = YgN = 0 est l’objet nul, donc la filtration
est séparée. Lorsque A < [imin(X), ix(A) = n, donc X = X, i.e., la filtration est exhaustive.
Enfin, pour démontrer la continuité & gauche de cette filtration il suffit de vérifier que la fonc-
tion A — i¢(A) est continue & gauche. En fait, cette fonction est méme localement constante &
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. ~HN —HN I
gauche: si i(A\) = 0, alors pour tout entier 1 <7 <nona (X; /X;_;) <A, donc il existe
SN N . .
g0 > 0 tel que pour tout 0 < € < g9 on ait u(X, /X, ;) < A— 5 ie., ig(A—¢) = 0;si

i(A) = n, alors pour tout entier 1 < i < n et tout € > 0 on a M(X /X?Nl) >A>A—g¢,

dolt i(A —¢e) = n; enfin si 1 < ix(\) < n — 1, alors on a (X, ()\ /Xlx n-1) = A
et ﬁ(YE\ZA H/YHN y) < A, donc il existe g9 > 0 tel que pour tout 0 < e < g9 on ait

—HN —HN . .
1(X5 () /X A) 1) =>A—cet N(Xz—(/\)H/Xiy(A)) <A =g, le, ix(A—¢) =ix(). U

Définition 4.3.36 Avec les notations de la proposition 4.3.35, la filtration (X ,)aer est appelée
la filtration de Harder-Narasimhan de X . La filtration de Harder-Narasimhan de 'objet nul est
par définition le foncteur constant qui associe a chaque A € R I'objet nul.

Proposition 4.3.37 Avec les notations de la proposition 4.3.35, tout morphisme dans C4 est
compatible avec les filtrations de Harder-Narasimhan de sa source et de son but.

Démonstration. Soit f: X — Y un morphisme compatible aux structures arithmétiques. Le
cas ou X ou Y est nul est trivial. On supposera X et Y non-nuls. Soient

__HN —HN —HN

0=X," X, X, ,— X=X
la suite de Harder-Narasimhan de X et
0=Y" i v —=vY N oy

celle de Y. Pour tous entiers 0 < ¢ < j < m soit P;; le morphisme canonique de YjHN vers
YjHN / YiHN. Pour tout entier 0 < i < n soit U; le monomorphisme canonique de XiHN vers
X. Soit A un nombre réel. Si i(\) = 0 ou si i3-(A) = 0 on définit F\ comme le morphisme

nul de X vers Y,\, si iY()\) = mon a 7,\ =Y et on définit F comme le composé fUl-X()\)'
sinon on a ji(X, A)/XZX()\ D> Xet (Y, A)/Yl (VM—1) = A, mais M(Y /Y )<)\p0ur
tout j > ig-(A). On démontre par récurrence que le morphisme fU;_(») se factorise par ng( NE
D’abord le morphisme fU;_(») se factorise certainement par YHN — Y. Sl se factorise par
©vj Xl.Hyl\(IA) — YjHN, olt j > iy (A), alors le morphisme composé P;j j_1¢p; est forcément nul car
(cf le corollaire 4.3.34)

—HN —~ —HN
Hmax(Y /YJ 1) <A< (X z—()\)/X >\) 1) = Hmin(Xi())-

Donc le morphisme fU;_(y) se factorise par Yﬁl\{ Par la méthode de récurrence on obtient que
fUi-(n) se factorise (de fagon unique) par F) : X;_() — Yi—(»). Enfin, la famille de morphismes
F = (F)\)xer est un morphisme de foncteurs tel que (F,f) soit un morphisme de filtrations. O

Remarque 4.3.38 Avec les notations de la proposition 4.3.35, on a un foncteur HN de la
catégorie C4 vers la catégorie Fil‘; (C4) qui envoie chaque objet arithmétique X de C vers sa
filtration de Harder-Narasimhan, appelé le foncteur de Harder-Narasimhan de C4. On remarque
que pour tout objet arithmétique X de C, HN(X) est une filtration séparée, exhaustive, continue
4 gauche et de longueur finie de X. De plus, si f : X — Y est un morphisme compatible aux
structures arithmétiques, alors HN(f)(—o0) = f.
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Proposition 4.3.39 Soient X un objet arithmétique non-nul, Y un sous-objet arithmétique
admissible de X, et X un nombre réel. Si fimin(Y) > A, alors le monomorphisme canonique
f:Y — X se factorise par X .

Démonstration. Comme f est compatible aux structures arithmétiques, la restriction de f sur

Y, se factorise par X. Comme [imin(Y) > A, on a Yy, =Y, donc f se factorise par Xj. O

Soient X un objet arithmétique non-nul dans C,4 et

0=X" xN X ——xXN =X

sa suite de Harder-Narasimhan. Pour tout 0 < ¢ < n on note t; = rg XZ-HN/rgX. Pour tout
0 <i<n-—1,onnote \; = (XY /XFN). Alors la fonction

n—1 (Te\gYHN
Pe(t) =" <rg7X +Ai(t — m) g, i) (2)-
=0

est un polygone, appelé le polygone de Harder-Narasimhan de X .
La mesure de probabilté

vy =

g (XN — rg(XIY)
— rg X Ai

i=1
est appelée la mesure de Harder-Narasimhan de X. On définit la mesure de Harder-Narasimhan
d’un objet arithmétique nul comme la mesure nulle sur R.

_Si F': C — Veck est un foncteur exact, alors il induit un homomorphisme de groupes:
Ko(F) : Ko(C,£,A) — Ko(Veck) et un foncteur F : C4 — Veck qui envoie un objet
arithmétique X en F(X). Le foncteur F induit un foncteur F : Fil}(Ca) — Fil}(Veck).
Si X est un objet arithmétique dans Cy, alors Fo HN(X) est une R-filtration de l’espace
vectoriel F(X).

Proposition 4.3.40 On suppose que F' respecte ’homomorphisme de rang, & savoir
I8Vec OKO(F) =TIgc -

Alors pour tout objet arithmétique non-nul X dans Cy, le polygone associé a la filtration Fo

HN(X) est égale au polygone de Harder-Narasimhan de X, la mesure de probabilité associée a
F o HN(X) s’identifie a la mesure de Harder-Narasimhan de X .

Démonstration. Soit

__HN —HN —H

0=2X," X, X, —xXN_X

n

la suite de Harder-Narasimhan de X. La dérivée de la fonction Px(t) existe presque partout.
Si on note t; = rg XN/ rg X pour 0 < i < n et i = ﬁ(Y?ﬂ/YlHN) pour tout 0 < i <n—1,
alors on a

n—1

P/Y(t) = )‘i]l[ti7ti+1[(t)'

-
Il
=)
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Soit v la mesure de probabilité associée & la filtration F o HN(X). On a

n—1

vV = Z(tiJrl - tz)dxl = VY

i=0

Si on définit

—

n—

fo) = (e, + o)) = 315

=0

'L+1;Xi[(x)ti+17

ou par convention Xn = +00. On trouve immédiatement f* = P%. Par conséquent, le polygone
associé & la filtration F' o HN(X) s’identifie & Ps. m|

4.4 Quelques exemples de catégories de Harder-Narasimhan
ordinaires ou arithmétiques

4.4.1 Exemples de catégories de Harder-Narasimhan
La catégorie des faisceaux localement libres sur une courbe non-singuliére

Soient k£ un corps, C' une courbe projective non-singuliére sur k, 1 le point générique de
C et K le corps des fonctions méromorphes sur C. On désigne par Coh(C') (resp. Vec(C)) la
catégorie des Oc-modules cohérents (resp. localement libres de rang fini). La catégorie Coh(C')
est abélienne. D’apres [76], on sait que Vec(C') est une sous-catégorie exacte de Coh(C'). Dans
la section 1.3 on a associé a chaque O¢-module localement libre de rang fini F deux entiers
deg(E) et rg(F). La proposition 1.3.2 1) montre que, si on désigne par £ la classe des suites
exactes dans Vec(C'), alors deg et rg induisent des homomorphisme de Ky(Vec(C),E) vers Z.
D’autre part, pour tout Oc-module localement libre E, rg E > 0. La proposition 1.3.6 implique
que Paxiom (HN1) est vérifié. Enfin, si E et F' sont deux Oc-modules localement libres semi-
stables et si ¢ : E — F est un homomorphisme, alors I'image G de ¢ dans F est un O¢-module
localement libre, et

M(E) = Nmin(E) < M(G) < Nmax(F) = M(F)

Donc Paxiome (HN2) est aussi vérifié. Par conséquent, (Vec(C'),E,deg,rg) est une catégorie
de Harder-Narasimhan. Enfin on remarque que le foncteur F — Ej est un foncteur de Vec(C')
vers la catégorie des espaces vectoriels sur K qui préserve rg.

La catégorie des faisceaux sans torsion sur une variété polarizée

Soient X un schéma projectif et géométriquement normal sur le spectre d’un corps K et L
un Ox-module inversible ample. Soit d la dimension de X. On suppose que d > 1. On désigne
par FST(X) la catégorie des Ox-modules cohérents sans torsion. Si

0 E' E E" 0

est une suite exacte de O x-modules cohérents et si E’ et E” sont sans torsion, alors il en est de
méme de E. Par conséquent, FST(X) est une sous-catégorie exacte de Coh(X) — la catégorie
abélienne des Ox-modules cohérents. Si E est un Ox-module sans torsion, le degré de F est
par définition le nombre d’intersection deg F := ¢; (L)% !¢;(E). Si E est non-nul, on désigne
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par u(E) le quotient deg E/rg E. D’apres [69] (voir aussi [83]), si on désigne par £ la classe
des suites exactes

0 E E E" 0
dans Coh(X) telles que E’, E et E” sont tous sans torsion, alors (FST(X),£, deg,rg) est une
catégorie de Harder-Narasimhan.

4.4.2 Exemples de catégories de Harder-Narasimhan arithmétiques
La catégorie des fibrés vectoriels hermitiens sur Spec O

Proposition 4.4.1 Soit ¢ : E — F une application linéaire d’espaces vectoriels hermitiens.
Si |lo|| <1, alors il existe une structure hermitienne sur E @ F telle que dans la décomposition

Id, . . . . L
E (—Q EaoF Py F de o, (Id ) soit une inclusion® et pry soit une projection orthogo-

nale.

Démonstration. Comme ||¢| < 1, on obtient ||¢*|| < 1. Par conséquent, on a ||¢*¢| < 1
et |op*|] < 1. Donc Idg —¢p*p et Idp —pp* sont des matrices hermitiennes & valeurs propres
positives. Par conséquent, il existe deux endomorphismes hermitiens a valeurs propres positives
P et Q de E et F respectivement tels que P? = Idg —¢*p et Q? = Idp —pp*.

Si = est un vecteur propre de pp* de valeur propre A, alors ¢*z est un vecteur propre
de ¢*¢ de méme valeur propre. Par conséquent, p*Qz = /1 — Ap*x = Pp*z. Comme F est
engendré par les vecteurs propres de pp*, on a p*@Q = Py*. D’aprés la méme raison on a

_ cp_ (P ¢
Qy = pP. Soit R (<p 20

R <P2 +¢*p Po*—9*Q

). Alors R est hermitienne, et

eP —Qp oyt +Q° ) = ldzor -

Par conséquent, R est une isométrie. Soit i : F — E @& F Iapplication d’inclusion qui envoie x

en (g) Le diagramme

est commutatif. Comme ¢*¢ est auto-adjointe, il existe une base orthonormée (x;)1<;<n de
E telle que ¢*px; = A\jz;. On suppose que 0 < A\; < 1 pour tout 1 < j < ket A\; =1 pour
tout k < j < n. Soit B : E — FE l’application C-linéaire telle que B(x;) = /1 — \;z; pour

By ) EFEQF — E®F. Comme

1 < i<k et telle que B(x;) = z; pour j > k et soit S = (0 Idp

Ri = <P) et comme
¥

(1 — /\Z)Iz +)\ixi = X4, 1 S 7 S k,
0Bx; + x; = x4, P>k,

8. & savoir, I'image réciproque de la structure hermitienne sur E @ F par (Id,p) et la structure hermitienne
sur E coincident.
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on a un diagramme commutatif

EoF

ourt = <I(30E) . On munit E® F du produit hermitien (-,-), tel que pour tout (z,y) € (E® F)?

on ait
(Ty)g = (572,57 1y),

ou (-,-) est le produit hermitien la somme directe orthogonale. Alors pour tout (u,v) € E x E,

(r(u),m(v))o = (SRi(u),SRi(v))o = (Ri(u),Ri(v)) = (i(u)i(v)) = (u,v) .

Enfin, le noyau de pr, est stable par S, donc les images directes de (:,-), et de (-,-) par pr, sont
les mémes. i

Soit K un corps de nombres. On désigne par Vec(Og) la catégorie des Ox-module locale-
ment libre de rang fini. Si on désigne par £ la classe des suites exactes courtes de Og-modules
dans Vec(Og), alors (Vec(Ok),E) est une catégorie exacte. Pour tout Og-module localement
libre de rang fini F, on désigne par A(F) l’ensemble des métriques hermitiennes sur E(C). Si
i : F — E est un sous-Ox-module saturé de F on a une application i* : A(F) — A(F) qui
envoie une métrique hermitienne h sur E(C) vers la restriction de h sur F(C). Si7: E — G
est un homomorphisme surjectif de Ox-modules localement libres, on a une application 7, :
A(FE) — A(G) qui envoie une métrique hermitienne h sur E(C) vers la métrique quotient de
h sur G(C). Le triplet (Vec(Ok),E,A) satisfait aux axiomes dans la définition 4.3.23, donc
est une catégorie exacte arithmétique. Les objets arithmétiques dans cette catégorie exacte
arithmétique sont les fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok .

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens. Si ¢ : E — F est un homomorphisme de
Ogk-module compatible aux structures arithmétiques, alors pour tout plongement o : K — C
on a |¢lls < 1. Réciproquement soit ¢ : £ — F un homomorphisme de Og-modules tel que
pour tout plongement o : K — C on ait ||¢|l, < 1. Soient j = (Id,p) : E — E@ F et
m: E®F — F la deuxieme projection. D’apres la proposition 4.4.1, pour tout plongement
o : K — C, il existe un produit scalaire hermitien sur (F & F), tel que j, : E, = (E® F),
soit un sous-espace hermitien et tel que 7, : (E & F), — F, soit un quotient hermitien. Cette
construction est stable par la conjugaison complexe car les métriques hermitiennes sur F(C)
et sur F'(C) le sont. On a donc trouvé une métrique hermitienne h sur (E @ F)(C) telle que
(E @ F,h) soit un fibré vectoriel hermitien sur Spec O de telle sorte que j : E — (E @ F,h)
soit un sous-fibré vectoriel hermtien et que 7 : (E @ F,h) — F soit un fibré vectoriel hermitien
quotient. Par conséquent, ¢ est compatible aux structures arithmétiques.

Si E et F sont deux fibrés vectoriels hermtiens sur Spec Ok, ¢ : E — F un homomorphisme
non-nul compatible aux structures arithmétiques. D’apres I'inégalité de pentes, on a

— — 1 1 -
Amin E S Amax F + lo + = lo o S Amax F).
2 ( ) 1% ( ) [K : Q] pezgf g ||90||p [K . Q] UGZEOO g ”90” 1% ( )

En particulier, si E et F sont semi-stables et si fi(E) > ji(F), il n’y a pas d’homomorphisme
non-nul de E vers F' qui soit compatible aux structures arithmétiques. Ainsi on a construit



140 Filtrations

une catégorie de Harder-Narasimhan arithmétique (Vec(Ok),E ,A,d/é\g, rg). D’autre part, on a
un foncteur de Vec(Of ) vers la catégorie des espace vectoriel de rang fini sur K qui envoie E
en Fg. De plus, ce foncteur préserve la fonction de rang.

Si E est un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok, on sait définir le polygone de Harder-
Narasimhan de E (cf. le sous-paragraphe 4.3.3).

Soient E et F deux fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, ¢ : Ex — Fx un homomor-
phisme non-nul d’espaces vectoriels sur K. On rappelle que la hauteur de ¢ est par définition
la valeur

1 1
h(p) = —= 1 —_ 1 o
O =g X Vsl + g 2 el

Le lemme du produit montre que, si a € K est un élément non-nul, alors h(p) = h(ap). En
fait, il existe un élément non-nul a € Ok tel que ap admette un relevement ¢ : E' — F. Soit
(Ex)aer (resp. (F'a)aer) la filtration de Harder-Narasimhan de E (resp. F). Soit E I'image
de E\ dans F par ®. D’apres I'inégalité de pentes on a fimin(Ey) < ﬁmin(Fi\) + h(p). Par
conséquent, on a Hmin(EY) > A — h(p), et donc la restriction de ¢ sur Ej g se factorise par
Fr—h(e). K-
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Chapitre 5

Pente maximale du produit
tensoriel de fibrés vectoriels
hermitiens

5.1 Enoncé du théoréeme principal

Soient K un corps de nombres et Ok son anneau des entiers algébriques. Si (Ei)lgign est
une famille de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur Spec Ok, alors on a

//Zmax(El & - Zﬁ dx E (51)

En effet, pour chaque entier 1 <14 < n, il existe un sous-Ox-module F; de E; tel que Aa(F;) =
Imax(F;). D’autre part, F1 ® - -- ® F), est un sous-Og-module de F1 ® - -- ® F,,. On a donc la
comparaison

> fimax(E: Z =0F1 @ @ Fp) < fimax(B1 ® -+ ® Ey). (5.2)
J.-B. Bost a conjecturé que 'on a 1’égalité (cf. [9])
ﬁmax(El Q- ® En) = Zﬁmax(Ei)-

Ceci est aussi équivalent a dire que le produit tensoriel d’'un nombre fini de fibrés vectoriels
hermitiens semi-stables est encore semi-stable. D’apres (5.2), il suffit de démontrer I'inégalité
inverse qui reste encore ouverte. Certains cas particuliers ont été démontrés, et des résultats
sont connus pour 'inégalité inverse de (5.2) & des termes d’erreurs (qui dépendent des rg E;)
pres. Notamment:
1) De Shalit et Parzan [25] ont démontré récemment que si E et F sont deux fibrés vectoriels
hermitiens semi-stables sur Spec Z, et si rg E +1g F < 5, alors E® F est encore semi-stable.
2) Dans [8] (voir aussi [40]), en utilisant la comparaison d’un fibré vectoriel hermitien & la
somme directe de fibrés inversibles hermitiens, J.-B. Bost a démontré que

e (B1 ® ) < Z (Aimax(F2) + 312 B log(rg ) ).
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3) Dans le cas ou il ne s’agit que le produit tensoriel de deux fibrés vectoriels non-nuls sur
Spec Ok, Bost et Kiinnemann [14] ont démontré que

~ ~ - 1 log |A
fmax(E ® F) < limax(E) + Hmax (F) + 5(10grgE +logrg F) + M

, 5.3
kg Y
ou Ak est le discriminant de K.

Remarque 5.1.1 L’inégalité (5.3) entraine par récurrence que si (E;)1<i<, sont des fibrés
vectoriels hermitiens non-nuls sur Spec Ok, alors

[log, n]

max(Br @+ @ Fp) < 3 (A(F) + 2 log(rg i) ) + 2% . 5.4
fimas(F1 ® -+ ® )_; (B + —2—log(rg ) ) + 2K Q) (5-4)
On énonce ici le théoreme principal du chapitre:
Théoréme 5.1.2 Soient Ey,--- ,E,, une famille finie de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls
sur Spec Ok, alors
finax(Br @+ 0 Fp) <3 (fimax(Bs) + loglrg y)). (5.5)
i=1

On résume d’ici les étapes principaux de la démonstration:

1) Majoration du degré d’Arakelov d’un sous-fibré inversible sous des hypotheses de semi-
stabilité (au sens de la théorie geométrique des invariants). L’idée remonte & un article de
J.-B. Bost [7], inspiré par Bogomolov [80], Gieseker [36] et Cornalba-Harris [23]. On utilisera
la théorie des invariants “classique” qui fournit des polynomes invariants définis sur Z et de
normes archimédiennes controlées.

2) La technique de Ramanan-Ramanathan [77] (reformulée par Totaro [86]), qui est une va-
riante de la construction de Kempf [61], permet d’enlever ’hypothese de semi-stabilité dans
Pétape 1).

3) La comparaison de la pente maximale et du plus grand degré de sous-fibré inversible deve-
loppée dans [14] implique une inégalité qui est un peu plus faible que (5.5).

4) Enfin, un astuce de “passage & la limite” permet de conclure.

Remarque 5.1.3 Dans le cas ou il ne s’agit que le produit tensoriel de deux fibrés vectoriels
hermitiens et ot K = Q, I'inégalité (5.3) est plus forte que (5.5).
Si on applique le théoreme 5.1.2 a (E;/)lgign on obtient le corollaire suivant:

Corollaire 5.1.4 Soit (Fi)_lgign une collection de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok .
Sionnote E=F1®---Q FE,, alors

n

fimin(B) 2 S (fimin () — log(rg(E1) )

=1
5.2 Rappels sur la théorie des invariants

5.2.1 Rappels sur la théorie géométrique des invariants

Dans ce sous-paragraphe, on rappelle quelques résultats dans la théorie géométrique des
invariants. Les références sont [72] et [77].
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Modules inversibles G-linéaires, sous-groupes a un parametre, et invariants de
Mumford

Soient K un corps, G un groupe algébrique réductif sur Spec K et X un schéma sur Spec K.
On suppose que G agisse a gauche sur X et on désigne par 0 : G xxg X — X D'action du
groupe. On désigne par m : G X G — G la loi du groupe. Soit L un Ox-module inversible.
On rappelle qu'une G-linéarisation de L est par définition un isomorphisme ¢ : 0*L — prs L
tel que le diagramme

[pry o(ldg x0)]* L === [0 0 pry3]"L
(Ide ><<7)*¢T lpr;3¢
[0 0 (Idg xo)]"L [pry o prog]* L

[oo(m xIdx)]*L 5 [pryo(m x Idx)]*L

(mxldx)*
commute, ou 'on a désigné par pr, et prys les projections sur les derniers facteurs:
pro : G xg X — X, et pryg : G xg G xg X — G xg X.

Le couple (L,p) est appelé un Ox-module inversible G-linéaire. Si ¢ est une G-linéarisation
de L, alors ¢¥ : o*LY — prj LY est une G-linéarisation de LY. Si (L1,¢1) et (La,p2) sont
deux Ox-modules inversibles G-linéaires, alors ¢; ® ¢ est une G-linéarisation de Li ® L.
Par conséquent, les classes d’isomorphismes de O x-modules inversibles G-linéaires forment un
groupe, noté Pic%(X).

On appelle sous-groupe a un paramétre de G tout morphisme de K-schémas en groupes de
Gm,x vers G. Soit h : Gy, gk — G un sous-groupe a un parametre de G. Si j : x — X est un
point rationnel de X, alors h et x induisent un morphisme de G, x vers X:

h ~ Id xj
Gmig —=G—>G xgr—>Gxg X 2= X.

D’apres [50] 1.8.2.12 (qui est essentiellement une conséquence du critere valuatif de propreté),
si X est propre sur K, ce morphisme se prolonge en un morphisme fj, . de Al vers X. Le point
fr.2(0) est un point rationnel de X et est invariant par I'action du groupe Gn x (via A). Par
conséquent, si L est un Oxy-module inversible G-linéaire, l'action de Gy, x sur L] .o (0) définit
un caractére de la forme t — t#(@n L) de Gm,x, ou p(x,h,L) € Z. De plus, si on fixe x et h,
alors p(z,h,-) : PicG(X) — Z est un homomorphisme de groupes.

Si G,k agit (& gauche) sur un espace vectoriel V' de rang fini sur K (i.e., si 'on se donne
un morphisme de groupes algébriques sur K de Gy, g vers GLg(V)), on a une décomposition
de V' en somme directe de sous-espaces stables par 'action de Gy,

vV=Evi,

i€z
ou laction de Gy, g sur V(i) est

G i i V(i) —= 2N G i xx V(i) — V(i)
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la seconde fleche étant 'action naturelle par multiplication. Cette décomposition induit une
R-filtration décroissante continue a gauche sur V:

Vi = @ V(i) pour tout A € R.
i>A

Clairement, F" peut étre aussi considérée comme une Z-filtration.

En particulier, si G est un groupe algébrique agissant a gauche sur V', tout sous-groupe a
un parametre h : Gy g — G définit une telle filtration, noté F k. Si I’action de G se factorise
par SLg (V), alors E[F"] = 0 (voir (4.4) pour la notation).

On suppose que V soit un espace vectoriel de rang fini sur K. Soient m = (m;)1<;<q+1 une
suite strictement croissante d’entiers positifs telle que m; = 0 et mgy1 = rgg (V), X le fibré de
drapeaux de VV de type m. Soient 7 : X — Spec K le morphisme canonique et (E;)1<i<d+1
le drapeau universel. C’est un drapeau de type m de F := 7*(VV). Par définition E; est un
quotient de rang m; de E et pour tout entier 1 < ¢ < d, 'homomorphisme canonique £ — E;
se factorise par F; ;1. Pour tout entier 1 < ¢ < d on note

Li = dét [KGI'(EH_l — El)]

Le groupe de Picard Pic(X) est engendré par les [L;], et on a un isomorphisme de faiseaux
inversibles G-linéaires sur X:

L1 ® - @Lg2a*(dét V)",

On notera que ce faisceau inversible est isomorphe & Ox comme O x-module, mais pas comme
faisceau inversible G-linéaire sur X si ’action de G sur V' ne se factorise pas par SLg (V).
Si a = (a;)1<i<q est un élément dans Z4, on note L® = (L™ ®--- @ L§**)V. Alors L? est
ample lorsque a est une suite strictement croissante.
Si x est un point rationnel de X, il détermine une chaine décroissante de sous-espaces de
V.
V=12V 2V =0.

Pour toute suite strictement croissante a = (a;)1<i<q, on définit une R-filtration décroissante
et continue a gauche F*% sur V telle que

Fv=J Vi
A<a;

Théoréme 5.2.1 (Mumford, voir [24] et [86]) Avec les notation ci-dessus, si G est un
groupe réductif qui agit linéairement sur V, alors laction de G sur V induit une action de
G sur X. D’autre part, pour tout a € Z%, on a une G-linéarisation naturelle sur L®. Si de plus
L2 est ample, alors pour tout sous-groupe a un paramétre h de G et tout point x € X (K), on

al

pw(x,h,L?) = (F' Far).
En particulier, si laction de G sur V se factorise par SLg(V), on a

w(z,h,L?) = cov(F", FaT).

1. Voir (4.5) et (4.6) pour les définitions de (, ) et de cov(, ).
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Semi-stabilité au sens de la théorie géométrique des invariants

Soient K un corps et 7 : X — K un K-schéma projectif. Soit (L,¢) un Ox-module inversible
G-linéaire. On dit qu’un point rationnel x de X est semi-stable pour 'action de G relativement
A (L,p) ¢'il existe un entier n € N et une section s € H(X,L®™) qui est invariante par I’action
de G telle que z € X, ol X est le sous-schéma ouvert de X des points y tels que s(y) # 0.
D’apres la définition on sait immédiatement que, pour tout entier strictement positif n, x est
semi-stable pour l'action de G relativement & (L,¢) si et seulement s’il est semi-stable pour
'action de G relativement a la puissance tensorielle (L™ ,¢®"). Cette remarque nous permet
d’utiliser les puissances tensorielles rationnelles lorsqu’on étudie la semi-stabilité d’un point
rationnel.

Par exemple, si X est de la forme P(V'V), olt V est un espace vectoriel de rang 0 < d < +00
sur K, alors GLg (V) et SLi (V) opérent naturellement sur X. Soit M un sous-espace de
rang 1 de V, c’est un point rationnel dans X. Le faisceau inversible Oy v (1) sur P(V") admet
une GLg (V)-linéairisation définie par “transport de structure”. Cette GLLg (V')-linéairisation
détermine par restriction une SL (V)-linéarisation sur Oy v (1). D’autre part, il y a des actions
non-triviales de GLk (V') sur le faisceau trivial de P(V'V). Ce sont des images réciproques d’un
espace vectoriel de rang 1 sur K ou Paction de GLk (V') est donnée par un caracteére (& savoir,
un K-morphisme de K-schéma en groupes de GLg (V) vers Gy, k). On rappelle que les seuls
caracteres de GLk (V') sont des puissances tensorielles du déterminant. Si x est un caracteére
de GLk(V), on désigne par O, le faisceau trivial sur P(VY) ou la GLk (V)-linéarisation est
induite par le caractere .

Résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan

Le théoreme suivant du a Hilbert et Mumford donne un critére numérique pour la semi-
stabilité d’un point rationnel x (cf. [72] Theorem 2.1).

Théoréme 5.2.2 (Hilbert-Mumford) Soient G un groupe réductif qui agit sur un schéma
X qui est propre sur le spectre d’un corps K de caractéristique 0, L € PicG(X) dont le Ox -
module inversible sous-jacent est ample et x € X(K). Alors x est semi-stable relativement ¢ L
si et seulement si p(x,h,L) > 0 pour tout sous-groupe & un paramétre de G.

D’apres le théoréme de Hilbert-Mumford, on obtient que, si & € X (K) n’est pas semi-
stable relativement & L, alors il existe au moins un sous-groupe a un parametre de G tel que
p(z,h,L) < 0. Kempf [61] et Rousseau [81] ont généralisé indépendamment le théoreme de
Hilbert-Mumford en les variétés propres sur le spectre d’un corps parfait, en démontrant que
lorsque = n’est pas semi-stable, alors il existe un (presque unique) sous-groupe & un parametre
ho de G (dit de Kempf) qui minimise certaine fonction. Le théoréme a été d’abord démontré
pour le cas ol K est algébriquement clos. Le cas général résulte de 'unicité du sous-groupe a
un parametre de Kempf par la technique de descente. En s’appuyant sur les résultats de Kempf,
Ramanan et Ramanathan ont démontré dans [77] que dans le cas olt K est de caractéristique 0,
tout fibré associé a un fibré principal semi-stable est encore semi-stable. En particulier, si C' est
une courbe projective non-singuliere sur un corps caractéristique 0, alors le produit tensoriel
de deux fibrés semi-stables sur C' est encore semi-stable.

En utilisant les résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan (reformulés en language
des filtrations), Totaro [86] a proposé une nouvelle démonstration d’une conjecture de Fontaine
qui a été d’abord démontrée par Faltings [29] que le produit tensoriel de deux isocristaux filtrés
faiblement admissibles semi-stables est encore semi-stable (voir aussi le note de de Shalit [24]).

Les résultats de Kempf et de Ramanan-Ramanathan peuvent aussi étre utilisés dans ’étude
de la pente maximale arithmétique du produit tensoriel de fibrés vectoriels hermitiens. On
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résume leur résultats dans la suite:

Soit V' un espace vectoriel de rang fini sur un corps K qui est de caractéristique 0. On
suppose que G soit un groupe réductif qui agit linéairement (& gauche) sur V' (donc on a une
G-linéarisation naturelle sur Oy (1)). D’aprés Kempf, on sait associer & chaque groupe & un
parametre A de G un nombre [|h|| > 0 (cf. [77] §1). Si x € P(V)(K) est un point qui n’est
pas semi-stable pour l'action de G relativement & O(1), alors il existe un sous-groupe & un
parametre (dit de Kempf) h, qui minimise la fonction

u(:v,h,(’)(l))
[

h+—

(5.6)

La valeur minimale est strictement négative. D’autre part, a chaque sous-groupe a un pa-
rametre h on peut associer un sous-groupe parabolique P(h) de G qui est engendré par un
tore maximal contenant h et les groupes de racines U, correspondant aux racines « telle que
a(h) > 0. Le radical nilpotent U(h) de P(h) est donc engendré par les U, avec a(h) > 0. On
considere F"= comme une Z-filtration. Le groupe réductif P(h,)/U(h.) agit naturellement sur
@B FlvyFi V.

qEZ

Théoreme 5.2.3 ([77] Proposition 1.12) Avec les notations ci-dessus, si on désigne par j
le plus grand indice tel que x € .7-';“\/, alors il existe un entier positif r et un caractére x sur
P(hy) tels que limage canonique de = dans .7-"]}-Im V/ff_’iflv = ]P’(]-";-Im V/ff_ﬁIV)(K) soit semi-
stable pour laction de P(h,)/U(hy) relativement a O(r) @ Oy -1, ou Oy -1 est le faisceau trivial

dont la P(h;)/U (hy)-linéarisation est induite par le caractére x 1.

5.2.2 Le théoréme du bicommutant

On rappelle dans ce sous-paragraphe le théoréeme du bicommutant. Les références sont [75],
[65] et [59].

Soit R un anneau commutatif et unifere. Contrairement a la convention générale, les R-
algebres dans ce sous-paragraphe peuvent étre non-commutatives (mais associatives et uniferes
quand méme).

Soit A une R-algebre. On dit qu'un A-module & gauche (resp. & droite) M est simple si M
est non-nul et si les seuls sous-A-modules de M sont 0 et M. On dit qu'un A-module a gauche
(resp. & droite) est semi-simple s’il est une somme directe de A-modules simples. Cette propriété
est satisfaite si et seulement si, pour tout sous-module N de M, il existe un sous-module N’
tel que M = N & N'.

On dit que A est une algebre semi-simple si elle est semi-simple comme module & gauche
sur A.

Remarque 5.2.4 Soit A une R-algebre. Clairement, il existe une version “a droite” de la semi-
simplicité de A. Toutefois, elle coincide avec la précédente: d’apres le théoreme de Wedderburn
(cf. [75] 3.5), la semi-simplicité de A est équivalente au fait que A est semi-simple comme
module & droite sur A. En outre, si A est semi-simple, alors tous les A-modules (& gauche ou
a droite) sont semi-simples.

Exemple 5.2.5 On suppose que R soit un corps. Si G est un groupe fini de cardinal n, alors
R[G] est une algebre de rang fini sur R. D’apres le théoreme de Maschke (cf. [75] 3.6 ou [65]
XVIII §1 Theorem 1.2), si n est inversible dans R, alors R[G] est une R-algébre semi-simple.
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Soit A une algebre sur R. On dit que A est simple si les seuls idéaux bilateres de A sont 0 et
A. Tl n’est pas vrai en général que la simplicité de A implique la semi-simplicité de A. C’est le
cas lorsque A est artinien & gauche (cette condition est aussi nécessaire pour qu'une R-algebre
simple soit semi-simple). En particulier, si R est un corps et si A est une R-algebre simple qui
est de rang fini sur R, alors elle est semi-simple.

Exemple 5.2.6 On suppose que R soit un corps. Si F est un espace vectoriel de rang fini
sur R, alors A = Endg(FE) est une R-algebre simple. De plus, l'espace vectoriel E est simple
comme A-module (cf. [65] XVII §5 Theorem 5.5).

Soient A une R-algebre et X un sous-ensemble de A. On appelle commutant de X la sous-
R-algebre
X' ={a€A|Vzx e X, ar=xa}

de A. La sous-R-algébre X" de A est appelée le bicommutant de X. On appelle centre de A la
sous-R-algebre A’ de A. On dit que la R-algebre A est centrale si A’ = R. 1l est clair que pour
tout sous-ensemble X de A on a X C X” donc X" contient la sous-R-algebre de A engendrée
par X. Dans Pautre c6té on a le théoréme suivant (voir [59] 4.10 pour la démonstration):

Théoréme 5.2.7 On suppose que R soit un corps et que A soit une algébre centrale et simple
qui est de rang fini sur R. Si B est une sous-algébre semi-simple de A, alors B"” = B.

5.2.3 Rappels sur la théorie classique des invariants

On rappelle dans ce sous-paragraphe le “premier théoréeme principal” de la théorie classique
des invariants due & Weyl ([90] Chapter I1I, voir aussi [4] Appendix 1). Dans ce sous-paragraphe
K désigne un corps de caractéristique 0.

Le cas d’un seul espace vectoriel

Pour tout espace vectoriel de rang fini V' sur K et tout entier strictement positif n on dispose
d’une appilication K-linéaire ¥ de Endg (V)®" — Endg (V®™) qui associe au produit tensoriel
T ®---®T, de n éléments de End (V) leur produit tensoriel comme endomorphisme de yon,
C’est un isomorphisme de K-algebres. En effet, il est clair que cette application K-linéaire
est un homomorphisme de K-algebres. En tant qu’homomorphisme d’espaces vectoriels sur K,
cette application se décompose en des isomorphismes naturels,

Endg (V)®" — (VY @ V)21 — (VV)8n @ V&1 — > (V)Y @ VE" — > Endy (VE")

donc est elle-méme un isomorphisme. En outre, on a une action naturelle du groupe symétrique
S, sur V®" par permutation des facteurs. Cette représentation de &,, définit un homomor-
phisme de lalgebre de groupes R[S,] dans Endg (V®™). Les éléments dans G,, agissent par
conjugaison sur End g (V®"). Si on identifie End g (VE™) & Endg (V)®" par I'isomorphisme ¥,
alors l'action de &,, correspondant est la permutation des facteurs dans le produit tensoriel.
Enfin, le groupe GLg (V) agit naturellement sur V®".

Lemme 5.2.8 Si on désigne par m : GLi (V) — Endg(V®™) la représentation naturelle de
GLx (V) sur Ve" alors Endg (V™) S s%identifie a la sous-algebre de Endy (VE™) engendrée
par limage de .
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Démonstration. 1l est clair que Endg (V®")®» est une sous-algebre de Endg (V®"). D’autre
part, I'action d’un élément arbitraire dans &,, par premutation sur V®" et 'action via 7
d'un élément quelconque dans GLg (V) sur VE® commutent. Par conséquent End g (V®7)S»
contient la sous-algébre de End g (V®™) engendrée par I'image de 7. 11 suffit donc de démontrer
I'inclusion inverse. Comme K est de caractéristique 0, Endg (VE")®» = (Endg (V)®")Sn =~
S™Endg (V). Comme S™Endg (V) est engendré comme K-espace vectoriel par les éléments
de la forme g®™ ot g € Endg (V), il est aussi engendré comme K-espace vectoriel par les g®"
ot g € GLg(V), car GLk (V') est Zariski dense dans End i (V') (K est de caractéristique 0). O

On rappelle maintenant le “premier théoréeme principal” de la théorie classique des inva-
riants:

Théoréme 5.2.9 Soient V un espace vectoriel de rang fini sur K et n,m > 1 deux entiers.
Si T est un élément non-nul dans VO™ @ VVO™ qui est invariant pour action de GLg (V),
alors m =m, et T est une combinaison linéaire de permutations (ici on identifie VO™ @ VV&n
a End(Vem)).

Démonstration. Soient a € K* un élément qui n’est pas racine de I'unité (cela est toujours
possible car K est de caractéristique 0) et g = aldy € GLg (V). L’action de g sur V€ @ VVem
est a" "™ 1Id. S’il existe un vecteur non-nul dans V" @ VVE™ invariant par ’action de GLx (V),
alors a”~™ = 1. Par conséquent, on a n = m puisque a n’est pas racine de l'unité.

Soient A = Endg(V®") et B la sous-K-algebre de A image de K[S,] dans A par la
représentation de permutations. La K-algebre A est simple, centrale et de rang fini sur K. La
sous-K-algeébre B est semi-stable. D’aprés le lemme 5.2.8, B’ = Endg (V®")®» est la sous-
algébre de A engendrée par I'image de la représentation 7 : GLx (V) — Endg (V®"). Compte
tenu du théoréme 5.2.7, on a B” = B. Donc les endomorphismes de V®" invariants par I’action
de GLk (V) appartiennent & B, c’est-a-dire, sont des combinaisons linéaires des permutations.
O

Le cas de plusieurs espaces vectoriels

Soient (V;)1<i<r une collection d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls sur K et
n = (n;)1<i<, une famille d’entiers strictement positifs. On désigne par G le groupe GLg (V1) X
-+ X GLg (V;), et par &y, le groupe &,,, X - -+ x &, . L’algebre de groupe K|[&,] est isomorphe
a K[6,,] ®k -+ @k K[6,,]. D’autre part, on a un isomorphisme naturel de K-algebres de
Endg (V™ @ -+ @ V") vers Endg(V1)®™ @ --- @ Endg (V,)®" . Le groupe G agit na-
turellement sur V"' @ --- ® V. On désigne par 7 : G — Endg (V¥ @ --- @ V2" ) la
représentation correspondante. Enfin, le groupe &,, agit sur V1®"1 ®---@V,2" par permutation
des facteurs dans le produit tensoriel, comme dans le cas ou il s’agit d’un seul espace vectoriel.

Lemme 5.2.10 L’algébre Endg (V™ @ --- @ V,2"r)®n est engendrée par l'image de .

Démonstration. Pour tout entier 1 < i < r on désigne par C; I'image canonique de K[S,,]
dans Endg (V™). L'algebre Endg (V2™ @ - @ V,€")®n est le commutant de l'image ca-
nonique de K[G,] dans Endg (V2™ @ -+ @ V@) = Endg (V;*™) @ - -+ ® Endg (V,2") qui
s'identifie & C7 ® --- ® C,. Comme le commutant du produit tensoriel est égal au produit
tensoriel des commutants, on a

Endg (V" @ @ VOS2l .- @ C).



Majoration du degré d’Arakelov d’une droite semi-stable 149

D’apres le lemme 5.2.8, la sous-K-algebre C! de Endg (V;*"™) est engendrée par l'image de
GLg (V;%™). Par conséquent, Cj ® --- ® C". est engendrée par I'image de G. O

On propose ci-dessous une généralisation du “premier théoreme principal” de la théorie
classique des invariants:

Théoréme 5.2.11 Avec les notations ci-dessus, si m = (m;)1<i<r est une famille de nombres
strictement positifs et si T est un élément non-nul dans W = V" @ VY¥™ @ ... @ VO @
VYOMe qui est invariant par Uaction de G, alors n = m, et T est une combinaison linéaire
d’éléments dans Gy,.

Démonstration. Soit a € K* un élément qui n’est pas racine de I'unité. Pour tout entier
1 <i <7, laction de U; o = Idy, x -+ x Idy,_, xaldy, x Idy;,, x -+ x Idy, sur W est I'ho-
mothétie par a™~™i. Comme W a un vecteur invariant par G, on a a™~ ™ = 1 et donc
m; = n;. On peut alors identifier I'espace vectoriel W a ’espace vectoriel sous-jacent a I’algebre
A =Endg(VE™ @ ---V.®"). Soit B la sous-K-algebre de A image canonique de K[&,] par
la représentation des permutations. L’algebre A est simple, centrale, et de rang fini sur K.
La sous-algebre B de A est semi-simple puisqu’elle est quotient de 1’algebre d’un groupe fini.
D’apres le théoreme du bicommutant (le théoreme 5.2.7), on a B” = B. Par conséquent, les
endomorphismes de V1®"1 ® -+ ® VO invariants par action de G appartiennent & B, donc
sont des combinaisons linéaires des éléments dans &,,. O

5.3 Majoration du degré d’Arakelov d’une droite semi-
stable

5.3.1 Application de la théorie classique des invariants dans 1’étude
de la semi-stabilité (au sens de la théorie géométrique des in-
variants)

Dans ce sous-paragraphe, le symbole K désigne un corps de caractéristique 0.

Proposition 5.3.1 Soit V un espace vectoriel de rang 0 < d < +oo sur K.

1) Pour que P(VV) ait un point rationnel semi-stable pour Uaction de GLk (V) relativement d
O(D) @ 7*(dét V)®", il faut que D = dn.

2) Si M est un point rationnel de P(VV) qui est semi-stable pour laction de GLk (V') relative-
ment & O(d) @ m*(dét V), alors il existe un entier n > 1 et une permutation o € S,q telle
que ’homomorphisme composé

MO @ dét VO —— 1 Ond g J4t VO

U®Idl
dét®" @Id

yond g dét VO ———————= 6t VO @ dét VVO > K

soit non-nul.

3) Un point rationnel M de P(VV) est semi-stable pour Uaction de SLk (V) relativement a
O(1) si et seulement s’il est semi-stable pour laction de GLk (V) relativement a O(d) ®
T (dét V)V.
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Démonstration. 1) On suppose que M soit un point rationnel de P(V") semi-stable pour
l'action de GLg (V) relativement & O(D) @ 7*(dét V)™, alors il existe un entier m > 0 et
une section non-nulle s dans

HOP(VY),0(mD) @ w*(dét V)™ = SmP(VV) @ (dét V)&mm

qui est invariante par GLk (V) et telle que M € P(V"Y),. En tant que GL (V)-module, S™PVY
(resp. A?V) est un facteur direct de VV®™9 (vesp. V®9) (cf. [33] Lecture 6). Par conséquent,
il existe un relevement 5 de s dans VV®™mP @ V®¥nmd quj est invariant par GLg (V). D’apres le
théoreme 5.2.11 on a mD = nmd, donc D = nd.

2) D’apres 'argument dans la démonstration de 1) on obtient que, si M est un point
rationnel (considéré comme sous-espace de rang 1 de V') de P(VV) qui est semi-stable pour
laction de GLk (V) relativement & O(d)®@7*(dét V'), alors il existe un entier n > 1 et un élément
s € 8™V ® dét VO™ qui est invariant par l'action de GLx (V) et tel que 'homomorphisme
composé

MO @ dét VVEr —— Y @ dét VVEr — = K

soit non-nul. D’autre part, s se releve en un élément 5 € VV®d @ V"4 qui est aussi invariant
par laction de GL(V'). D’apres le théoreme 5.2.9, I’élément § est une combinaison linéaire de
permutations. Par conséquent, il existe une permutation o € G,,4 telle que 'homomorphisme
composé

MO @ dét VVEn —— @nd @ qé | Ver

U®Idl
dét®"®I1d

yend g dét VO ———= dét VO @ dét VVEr 2 K

soit non-nul.

3) On suppose que n > 1 soit un entier. Si un élément s € VV®” est invariant par action
de SLi (V), alors le sous-espace M engendré par s est invariant par I’action de GLg (V). L’ac-
tion de GLg (V) sur M est un caractere, i.e., une puissance tensorielle du déterminant. Par
conséquent, il existe un entier m tel que, si on désigne par x un générateur de (dét V)®™, alors
I'élément s @ x € VYO @ (dét V)®™ soit invariant par I'action de GLk (V). On a donc d|n et
m = n/d. Réciproquement si un élément dans VV®" @ (dét V)®™ est invariant par I'action de
GLk(V), alors il est invariant par I’action de SLg (V) si on le considere comme un élément
de VV®" (I'action de SLi (V') sur dét V est trivial, donc dét V = K comme SLg (V')-module).
L’assertion 3) s’en déduit immédiatement. O

En utilisant la notion de puissance tensorielle rationnelle on peut aussi dire que M € X (K)
est semi-stable pour action de SLx (V) relativement & O(1) si et seulement si M @ (dét V)@
(vu comme point rationnel de P(VY ® (dét V)®a)) est semi-stable pour I'action de GLg (V).

Il est possible de généraliser la proposition 5.3.1 au cas d’un produit tensoriel de plusieurs
espaces vectoriels de rang fini. Notamment on a la proposition suivante:

Proposition 5.3.2 Soit (V;)1<i<r une famille d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls sur

K et (a;)1<i<r une famille d’entiers strictement positifs. Pour tout entier 1 < i < r on désigne

par d; le rang de V; sur K. Soient W = VP @---@ Ve X =P(WV) et 7: X — Spec K

le morphisme canonique. Soit G = GL(V1) Xk -+ X GL(V;.).

1) Soit x un caractére de G. Pour que X ait un point rationnel semi-stable pour laction de G
relativement & Ox (D) ® Oy, il faut que O, soit de la forme

T ((dét V7)®™ @ - - - @ (dét V) ®"r),
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ot n;d; = Da; pour tout 1 < ¢ <r;

2) St M est un point rationnel de X qui est semi-stable pour laction de G relativement a
Ox (D)@ 7*((dét V1)®™ @ - - - @ (dét V,.)®™r), il existe un entier m > 1 et une permutation
0 € Gmpay X+ X Gypa, tels que 'homomorphisme composé

M®m ® L\/®m - o W®mD ® L\/®m Lﬂd W®mD ® Lv®m (57)

dét{?l’""l ®---®déq‘%’"“®1dl
L®m @ VO™ > K

soit non-nul, ot L = (dét V1)®™ @ - @ (dét V,.)®"r.
3) Un point rationnel M de X est semi-stable pour laction de SL(V1) x --- x SL(V}.) rela-

tivement & Ox (1) si et seulement s’il est semi-stable pour laction de G relativement a
o

al

Ox(W) @ ([détV, ™ @ - @ dét Vy
Démonstration. 1) Comme G est le produit des schémas en groupes GLg(V;) (i = 1,--- 1),
tout caractere de G est un produit tensoriel de caracteres de GLk (V;). Donc O, est de la forme
T ((dét V1)®™ @ - - @ (dét V) ®mr).

On suppose que M soit un point rationnel de X qui est semi-stable pour I'action de G
relativement & Ox (D) ® L, ot L = 7*((dét V1)®™ ® - - - @ (dét V,.)®"r). 1l existe alors un entier
m > 0 et une section non-nulle s de

H°(X,0x(mD)® L®™) = S™P(VY¥" @ ... @ VY®u) @ (dét V7)™ @ - - - @ (dét V)™

invariante par action de G(K) tels que M € X,. D’apres la semi-simplicité de 'algebre de
groupe K[G(K)], il existe un relevement 5 de s dans

Vl\/®mDa1 ®R--® VT\/®mDar ® V1®mn1d1 ® - ® VT®mnrdT

qui est invariant par 'action de G(K). D’apres le théoreéme 5.2.11 on a mDa; = mn;d; (i.e.,
Da; = n;d;) pour tout 1 < i <r.

2) Si M € X(K) est un point rationnel (considéré comme un sous-espace de rang 1 de
W) qui est semi-stable pour laction de G relativement & Ox (D) ® n*L, alors il existe un
entier m > 0 et un élément s € S™(WV) ® L®™ invariant par l'action de G(K) tels que
I’homomorphisme composé

M®™D @ [Vom — > T™ (W) @ LVem —* > |

soit non-nul. D’autre part, on a Da; = n;d; pour tout 1 < ¢ < r. L’élément s admet un
relevement dans

Vl\/®mDa1 R ® V\/®mDaT ® V1®mDa1 ®R--® V®mDaT
T T

qui est invariant par l'action de G(K). D’aprés le théoréme 5.2.11, § est une combinaison
linéaire de permutations dans G,,pa; X -+ X Gppa,.. Par conséquent, il existe un élément
0 € Gmpa, X+ X Smpa, tel que Phomomorphisme composé (5.7) soit non-nul.

3) Si D > 1 est un entier, et si un élément s € WV®P est invariant par l'action de
SLi (Vi) x -+ x SLg(V;), alors le sous-espace M engendré par s est invariant par G(K).
L’action de G(K) sur M est un caratere de G(K). Par conséquent, il existe une famille d’en-
tiers (n;)1<i<, telle que, si on désigne par z un générateur de (dét V4)®™ @ --- ® (dét V,.)®"r,
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alors s @ x € WVOP @ (dét V1)®™ ® --- @ (dét V,)®™ soit invariant par Paction de G(K).
D’apres 1) on a Da; = n;d; pour tout 1 < ¢ < n. Réciproquement si un élément dans
Da Da,
WVP @ (dét Vy) TR ® (dét V)@ est invariant par 'action de G(K), alors il est inva-
riant par I'action de SLg (V1) x - - - x SLg/(V;.) si on le considére comme un élément dans WP
Da
d

Da T
car (dét Vl)fT1 ®---®(dét V;) d4r est trivial comme module sur SLy (V4) x---xSLg(V,.). O

Proposition 5.3.3 Soient (V;)1<i<r une famille d’espaces vectoriels de rang fini et non-nuls
sur K, 2 une famille finie d’applications de {1,--- 1} vers Zsq et (bi)i<i<r une famille de
nombres rationnels strictement positifs. On désigne par

i) W lespace
@ ® V®O¢(i) ,

acs 1=1
ii) G le groupe algébrique GLi (V1) Xk -+ Xk GLk (V;.) qui agit naturellement sur W,
iii) L le G(K)-module (détV;)®" @ --- @ (dét V,.)®br,
w) pour tout entier D > 1 et tout a = (aj)1<j<p € EP,

pr,, : WOP — y@erMttan) g g yoa(r) - +an ()

la projection canonique,
v) pour tout entier 1 < i <r, d; le rang de V; sur K.
Si M est un sous-espace de rang 1 de W (vu comme point rationnel de P(WY)) qui est semi-
stable pour laction de G relativement ¢ Owv (1) @ 7*L, ou m : P(WY) — SpecK est le
morphisme canonique, alors il existe un entier D > 1, et une famille « = (a;)1<j<p d’éléments
dans 2 tels que, si on note a = a1 + -+ -+ ap, alors a(i) = Db;d;. De plus, il existe un élément
0 € Gq1) X -+ X Gy tel que 'homomorphisme composé

M®D ® LV®D — s yy®D ® L\/®Dpro‘—®1>dvl®a(1) R ® VT®‘1(T) ® LVe®eD

a®Idl

Ve g...@ V24" g [veD
e P ®...®dét‘§j’3“®1dl
L®P @ VoD ~ K
so0it non-nul, ot la premiére fléche est induite par Uinclusion canonique de M®P dans WP

Démonstration. Comme M est semi-stable pour laction de G relativement & Owv (1) @ 7* L,
il existe un entier D > 1 et un élément non-nul s € SP(WV) ® L®P invariant par I'action de
G(K) tels que ’homomorphisme composé

M®D ® LV®D I FD(W) ® LV®D _S> K

soit non-nul. Soit s’ un relevement de s dans WV®P @ LOP qui est invariant par I'action de
G(K). 1l existe donc o = (aj)1<j<p € EP tel que 'homomorphisme composé

M®D g [VED — > [®D g Lv®Dpra_®I>dV1®a(1) @ ® Vr®a(r) & LVOD el K
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soit non-nul, ot @ = @1 4+ -+ + ap, et s/, est la composante d’indice a de s'. Soit s, un
relevement de s/, dans Vv®a(1) ® - verg V1®Dbld1 ®- @ VEPbrd invariant par G(K).
D’apres le theoreme 5.2. 11 on obtient que a(i) = Db;d;, et que s, est une combinaison linéaire
de permutations. La proposition est donc démontrée. O

5.3.2 La majoration

Dans ce sous-paragraphe, on fixe un corps de nombre K. Soient (E;);<;<, une famille de

fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ok, = une famille finie d’applications de {1,--- ,r} dans
Z>0 et
E-PE Ve 0B
a€E

Pour tout entier 1 <14 < r soient d; le rang de F; et L, le fibré inversible hermitien A% E,. On
suppose que (b;)1<i<, soit une famille d’entiers strictement positifs telle que d; divise b; pour

tout 1 <14 <. Soit L = L®bl/d1 -® L®b /d

Lemme 5.3.4 Soit V un espace vectoriel hermitien de rang m > 0. La norme de Uapplication
linéaire dét : VO™ — A™V est égale a v/m!.

Démonstration. En effet, dét peut s’écrire comme m! vecteurs orthogonaux et de norme 1
dans VV®™_ Par conséquent, la norme de dét est vm!. O

Théoréme 5.3.5 Avec les notations ci-dessus, on désigne par 7 : P(E),) — Spec K le mor-

phisme canonique. Sin > 1 est un entier et si M est un sous-Ox-module inversible de E tels

que My (vu comme point rationnel de P(EY,)) soit semi-stable pour Uaction de GL(E k) X i
- x i GL(E; k) relativement @ Opy (n) ® 7*L, alors

T

deg( ) < deg( + — Zb log(rg E;) = Z %(ﬁ(ﬁz) + %log(rg El))

=1

Démonstration. D’apres la proposition 5.3.3, il existe un entier D > 1, une famille a =
(j)1<j<np € Z"P et un élément o € Sa1) X -+ X By (Ol @ = a1 + -+ + aup) tels que
a(i) = Db;, et que ’homomorphisme composé

L ®1d
ME"P @ LY¥P — = Eg"P o LyEP = P © - 0 EZR) @ LyEP

U®Idl

®a(l) ®a(r) v®D
Erx ' ® - ®@E " ® Ly
détge(D/d ®»~®dét,‘§j§:)/dr®ldl
®D V@D ~
Ly @Lp”" =K

soit non-nul. D’apres 'inégalité de pentes, ainsi que le lemme 5.3.4, on obtient que

— — b; 1
nDdeg(M) — Ddeg(L) = nDdeg ZDqu ) < Z d B 1og (di") Z D— og
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Par conséquent,

1 bi log(d;!) b/ —  log(d;!
deg(M)Sﬁdeg +Z ;’sd :Z—( () + Og;di )).

Comme pour tout entier m > 1 on a log(m!) < log(m™) = mlogm, on obtient que

d/e\g( M) < deg +—Zblog :Z%( (E;) log(d))

5.4 La démonstration du théoreme principal

5.4.1 Un critére de semi-stabilité

Dans ce sous-paragraphe, on rappelle un critére de semi-stabilité (de fibrés vectoriels her-
mitiens) dit & Bogomolov dans le cas géométrique. (voir [80]).

Soient K un corps de nombres, E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur Spec Ok, et
V = Ek. On désigne par G le groupe GLk (V). On rappelle que tout sous-groupe parabolique
P de G correspond a une chaine décroissante

V=12W2 - 2Vi=0,

qui induit une chaine décroissante de sous-Og-modules localement libres saturés
P:E=FEy2FE 2 ---2FE;=0

de E. Pour tout entier 1 < i < d soient F; = F; ® (AT_\/)®l et Lig =dét(F;_1/F;)V. Si

a = (a;)1<i<a est un élément dans Z?, on note .,2”@ = (®$®al) La fibre générique .25

=1
est ample lorsque a = (ai)lgigd est une suite strictement croissante.

Proposition 5.4.1 Le fibré vectoriel hermitien E est semi-stable (resp. stable) si et seulement
si pour tout entier d > 1, toute chaine décroissante & de longueur d de sous-Op-modules
saturés de E, et toute suite strictement croissante a = (a;)1<i<q d’entiers, on a deg(yg) >0

(resp. d/e\g(yg) >0).

Démonstration. “=": En effet, on a

deg Z@ Z azdeg

d

=3 al- rg(Ef‘*“T‘ “EE) Gou(B) + deu(By-) - deu(E)|
d
== > [ (B ) (3B ) - A(E)) - xs(B) (B) ~ ()]
d—1
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Si E est semi-stable (resp. stable), alors pour tout 1 < i < d, on a fi(E;) < [i(E) (resp.
H(E;) < [i(E)). Par conséquent, on a cTe\g(§;) > 0 (resp. d/e\g(Q{;) > 0).

“«=": Soit E; un sous-Og-module saturé de E. On considere la suite 7 : £ = Ey 2 E1 D
E; =0 et la suite d’entiers a = (0,1). On a

deg(Zy) = 18(EV)(A(E) — A(E1)) 2 0 (resp. deg(Zyy) = rg(En)(A(E) — A(E1)) > 0),

donc 7i(Ey) < A(E) (vesp. fi(E1) < i(E)). Comme Ey est arbitraire, le fibré vectoriel hermitien
E est semi-stable (resp. stable). a

5.4.2 Majoration du degré d’Arakelov d’une droite dans un produit
tensoriel

Soit (E(j))lgjgn une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur Spec Ok . Pour
tout entier 1 < j < n soit r(9) le rang de EY). Onnote V = E(l) - - ®E(" Soient G le groupe
algébrique GL(ES)) - X GIL( ) H le sous-groupe algébrique SL(E(l)) - X SL( ) de
G. Soit M un sous-fibré inversible de F B! )®- . -®E( ), muni de la métrique hermitienne induite.
On a une action canonique de G (ou H) sur P(V'V). Soit 7 : P(VY) — Spec K le morphisme
canonique. On considere My comme un point rationnel de P(V'V). D’apres la proposition 5.3.2
3), le point Mg € P(VV)(K) est semi-stable pour l'action de H relativement & O(1) si et
seulement s’il est semi-stalbe pour I'action de G relativement a

®®7r AT )WET ol

- == 1
Si on note L = ®(AT "E J))®r<ﬂ'> , cecl est aussi équivalent & dire que My ® L}, vu comme
j=1
point rationnel de P(VY ® L), est semi-stable pour 1’action de G relativement & O(1). Dans
ce cas-la, on a, d’apres le théoreme 5.3.5,

n

deg Z ( % log(r(j))). (5.8)

j=1

Si Mg n’est pas stable pour laction de H, d’apres un résultat de Kempf [61], reformulé par
Ramanan et Ramanathan ([77] Proposition 1.12), il existe deux entiers strictement positifs c,
u et pour tout 1 < j < n,

i) une suite décroissantes de sous-Og-modules saturés de EU):

90 BV =EY 2 EY 2.2 BV =0,

ii) une suite strictement croissante d’entiers al) = (al(-j)) 1<i<d(
iii) une suite strictement décroissante d’entiers A7) = (/\E Jo<i<d®

tels que
1) ’homomorphisme d’inclusion de M vers E W@ ...@ EM se factorise par

> Eook?
AV AN >0
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2) l'image canonique de Mk ® LY, dans

S EBYee B e LY S B @B e L)

in, K

(1) (n) (1) (n)
Ail +'”+>‘in >a )‘il +"'+)‘in >a

n

= ( D ®<E55?K/E£;L,K>> ® Ly = Wi ® L
A oA =a =1

est semi-stable pour ’action du groupe

n d@

G = [TTICUED, «/E%)

j=1i=1

relativement & Owver (1) © @j_, (7 *ngi K)V® o7 :P(WY ® Lg) — Spec K est le

morphisme canonique et ’action de G sur L i est donnée par I'isomorphisme canonique

n d@

L @ Qdét (B o[BG

j=1 i=1

On peut aussi dire que 'image de Mg dans

n
_ ©) ©)
Wk = @ ®(E15K/Ezj+1K)
AD AW =a =1
est semi-stable pour l'action de G relativement Owv(l)® W*LK ® ®;1 (T *.,2”;((]])) K)V®T1L.
Pour tout 1 < j < n et tout 1 < i < d¥) on note ’I”(J) = rg( /E ) Par définition on

obtient que

= n dY) )
a’) v o <~>
LK®®( @<§->7K Ve ®®det E(J)1 K/E(J)) 7
J=1 j=1 i=1
() () d9 (4),.(9)
G _ T G0 Gy . e
ST T W) Zak Tyt >0
k=1
4
On a pour tout entier 1 < j <mn, Z Sl(_J) — 1. D’aprés le théoreme 5.3.5, on a
i=1
1 ) 1 n d@
deg deg(Z% $) @)
deg (M) < deg(T Z —deg(Lg0) + 5 Z;Z; 9 1og(r?)
n 1 o 1 n d@
< deg(L) - Z Edeg(yz;(j)) + 3 Z Z E 7) log(r))
L T (5.9)
= cTe\(Z) i 1d/e\(§am )+ 1 ilo (@)
= deg 2 gL 9w 5 1 g
J= =

—al@®

_ Z (//Z(F(J)) + %log(r(j)) — %deg(a?@u)))
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— — o
Si on suppose de plus que les fibrés vectoriels hermitiens £ @) soient semi-stables, alors deg(f ;m) >

0 pour tout 1 < j < n (cf. la proposition 5.4.1). L’inégalité (5.9) implique que

deg ( % log(r(j))). (5.10)

HM:

Ceci nous permet donc de démontrer la proposition suivante:

Proposition 5.4.2 Soit (E(j))lgjgn une collection de fibrés vectoriels hermitiens semi-stables

sur Spec Ok . Si on note E = E(l) R ® E(n), alors

log |Ak|
2[K : Q]

finax(B) < Y (A(EY)) + log(ra(BY)) ) +

Jj=1

Démonstration. On désigne par ud/eTg(F) le plus grand degré de sous-Ok-module inversible
de E (muni de la métrique induite). Les discussions ci-dessus montrent que

j=1 j=1
D’apres [14], on a
— — 1 log |Ak|
max E S d E _1 E
s (B) < wlen(E) + 5 log(ea(E)) + 5t
() - ) log |[Ak]|
< S AET) + Y loa(ra(EV) + gl

Corollaire 5.4.3 Soit (F(j))lgjgn une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls sur

Spec Ok. Si on note E = E(l) R ® F(n), alors
(B Z o ED) + 3 log(rg(20)) 1 281AK] (5.11)
e = 2[K : Q]

Démonstration. Soit M un sous-Ok-module de E. En prenant les suites de Harder-Narasimhan
des E(J) on obtient qu’il existe pour tout 1 < j < n un sous-quotient semi-stable F(J) /6(” d
E(]) tel que

SFY a9 < 5 —=(7)
1) p(F7/G™) < fimax(E7),
2) Thomomorphisme d’inclusion de M vers E se factorise par FO ... F®,
3) I'image canonique de M dans (F()/GM) @ ... @ (F(™ /G(™) est non-nulle.
En combinant le théoreme précédent et I'inégalité de pentes on obtient

ST NS () N G log |Ax|
A < g () + tog(rg(FD /G9) ) + S
(=) j log |Ak|
< 3 (AE) +loglra(B)) + 3520

<
Il
—
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Comme M est arbitraire on a

- ) log [Ak|
maX < aX ] 1 E(J) .
fi _; +; og(rg(EY)) + 3R Ql

5.4.3 Fin de la démonstration

Soient (E;)1<;
Q@ E,.Si N >

une collection de fibrés vectoriels hermitiens sur Spec Ox et £ = E; ®

<n
1 est un entier, d’apres le corollaire 5.4.3 on a

fimax (B Z (umax +10g(rgE)) 120§(|A6]| :

D’autre part, on a d’apres (5.1)

~ QN -
Mmax (E ) > Nﬂde(E)
Par conséquent, on a

log |Ak]|

finax(B) < 3, (mex(B) + 108t B0)) + g
i=1 '

Comme N est arbitraire, par passage a la limite, on obtient
n
/Lmax S Z (,Umax ) + log(rg E; ))

Le théoreme 5.1.2 est donc démontré.
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Chapitre 6

Polygones de
Harder-Narasimhan
asymptotiques

6.1 Algebres graduées quasi-filtrées

Dans ce paragraphe, on fixe un corps commutatif K. On rappelle qu'une K-algebre Zx>q-
graduée est une somme directe B = €, -, By, d’espaces vectoriels sur K indexés par Z>( munie
d’une structure d’anneau unifere (compatible! & sa structure d’espace vectoriel sur K) telle
que B, By, C Byym pour tout (mn) € Z2,. On appelle élément homogéne de degré n tout
élément de B,,. Il est clair que 1’élément unité de B est homogene de degré 0. Dans toute la
suite du paragraphe, I'expression “K-algébre graduée” désignera une K-algebre Zx¢-graduée.
Si B est une K-algebre graduée, on appelle B-module gradué tout B-module M muni d’une
décomposition M = P, ., M, en somme directe de sous-espaces vectoriels sur K telle que
B, M,, C Myt pour tout (n,m) € Z>g x Z. Les éléments dans M, sont appelés les éléments
homogénes de degré m de M.

6.1.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 6.1.1 Soient B = @, ., B, une K-algebre graduée et f : Z>o — R>o une ap-
plication. On dit que la K-algebre B est graduée f-quasi-filtrée si chaque B,, est muni d’une
R-filtration décroissante (B, s)scr telle qu’il existe un entier ng > 0 qui satisfait & la condition
suivante: pour tout entier r > 0, tout (n;)1<i<r € 7%, et tout (si)i<i<r € R",

T

ﬁBni7Si C BN,Sa ou N = ini, S = Z (Si — f(nl))
i=1 =1

i=1

Si B est une K-algebre graduée f-quasi-filtrée. On dit qu'un B-module gradué M =
D,.cz My est gradué f-quasi-filtré si pour tout entier n, M, est muni d’une R-filtration
décroissante telle qu’il existe un entier ng > 0 qui satisfait a la condition suivante: pour tout

1. i.e., pour tout couple (z,y) d’éléments dans B et tout élément a € K, on a a(zy) = (ax)y = z(ay).
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(ni)lgigr_,_l S ZTZJ;L%) et tout (Si)lgigr-i-l S RT—H, en posant

r+1 r+1

N:Zni, S:Z(si—f(”i)),

T
on a (HBni)S'L>MnT+175T+1 C MN7S'
i=1
Si f = 0 est la fonction identiquement nulle, une K-algebre graduée 0-quasi-filtrée A est
appelée une K-algebre graduée filtrée; un A-module gradué 0-quasi-filtrée est appelé un module

gradué filtré.

Remarque 6.1.2 Soient B une K-algebre Z>p-graduée et M un B-module Z-gradué. On
suppose que, pour tout entier n > 0, B, (resp. M,,) soit muni d’une R-filtration décroissante.
Soient f et g deux fonctions sur Zso & valeurs dans R>q telles que f(n) < g(n) pour tout
n € Z>g. Si B (resp. M) est graduée f-quasi-filtrée (resp. gradué f-quasi-filtré), alors B (resp.
M) est graduée g-quasi-filtrée (resp. gradué g-quasi-filtré).

Proposition 6.1.3 Soient B une K-algébre Z>o-graduée et f : Z>9 — R>q une fonction.
On suppose que, pour chaque n € Z>o, By, soit muni d’une R-filtration ezhaustive et continue
& gauche et on note A : B, —] — oo, + o0] la fonction indice associée. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes:

1) Ualgébre B est graduée f-quasi-filtrée,

2) il existe un entier ng > 0 tel que, pour tous les éléments homogénes ay, - - - ,a, de degré > ng

T
de B, si on note a = Hai, on ait
i=1

Ma) 2 37 (Mar) - F(deg(ar)))- (6.1)

Démonstration. Les filtrations étant exhaustives, la somme & droite de I’égalité (6.1) est bien
définie et prend ses valeurs dans R U {4o00}.
“1)==2)": Comme les filtrations sont continues a gauche, on a a; € Fx(a,)Bdeg(a,)- Soient

d =" deg(a;) et n =" (Aa:) — f(deg(a)).
i=1 i=1
Comme B est graduée f-quasi-filtrée, on obtient que a € F, B4, d’out A(a) > n.

“2)==1)": Supposons que aq, - -- ,a, soient des éléments homogenes de degré > ng de B.
kA

Pour tout entier 1 < ¢ < r soit d; = deg(a;). Soit a = Hai. Si pour tout 1 < ¢ < r on a
i=1
a; € Fi,Bg,, alors on a A(a;) > t;. Par conséquent,

Aa) > XT: (ti - f(di))'

Donc a € -7:t1+---+tr7f(d1)7---7j'(dr)Bd1+m+dr- O
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Corollaire 6.1.4 Soient f : Z>9 — Rx>¢ une fonction et B une K-algébre graduée f-quasi-
filtrée. On suppose que pour chaque n € Zx>q, la filtration sur B,, soit exhaustive et continue a
gauche.

1) Soit A une sous-K -algébre de B engendrée par des éléments homogénes, munie de la gradua-
tion induite. Si pour chaque n € Z>q, lespace A, est muni de la filtration image réciproque,
alors A est une K-algébre graduée f-quasi-filtrée.

2) Soient I un idéal homogéne de B et C = B/I, muni de la graduation quotient. Si pour
chaque n € Z>q, C,, est muni de la filtration image directe forte, alors C est une K -algébre
graduée f-quasi-filtrée.

Démonstration. 1) D’apres la proposition 4.2.8, la filtration sur A est exhaustive. Si a est un
élément homogene de A, alors deg 4 (a) = degg(a). D’autre part, comme les filtrations sur les

Ay, sont des filtrations images réciproques, on obtient A4 (a) = Ap(a). Donc pour toute famille
T

(ai)1<i<r d’éléments homogenes de degré > ny dans A avec a = H a;, on a
i=1
I

Aala) = Ap(a) > Z (As(a) - fldegg(a) =3 (Aalar) - F(dega(ar)) ).

i=1

Donc l'algebre A est graduée f-quasi-filtrée.

2) D’apres la proposition 4.2.8, la filtration sur C est exhaustive. Soit 7 : B — C T'ho-
momorphisme canonique. Supposons que (a;)1<i<, soit une famille d’éléments homogenes de
degré > ngy dans C. Pour tout 1 <14 < r soit d; = deg(a;) et t; = Ac(a;). D’aprés la proposition
' (@)

(.Z))j21 dans By, telle que 7T(O‘j ) = a; pour

4.2.9 2), pour tout 1 < i < r il existe une suite (a;

T
tout 7 > 1 et telle que la suite ()\B(ay)))jzl soit croissante et converge vers t;. Soit a = H a;
. i=1
et pour tout j > 1 soit oj = Hay). On a évidemment a = m(a;) pour tout j > 1. Par
i=1
conséquent, Ac(a) > Ag(a;). D’autre part,

Ag(aj) > zr: ()\B(a;w) — f(dl-)).
Donc ,
deola) 2 Y (Aslaf?) - £(@).

Par passage a la limite en prenant 7 — 400 on obtient

Ac(a) > Z(ti — f(dy)).
i=1

Proposition 6.1.5 Soient f : Z~o — R>q une application, B une K -algébre graduée f-quasi-
filtrée et M un B-module gradué. On suppose que pour tout entier n, M, soit muni d'une R-
filtration exhaustive et continue a gauche. On suppose que pour tout entier n > 0, la filtration
sur By, soit exhaustive et continue d gauche. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) le B-module gradué M est gradué f-quasi-filtreé;
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2) il existe un entier ng > 0 tel que, pour toute famille (a;)1<i<, d’éléments homogénes de degré
> ng de B et tout élément homogéne x de degré > ng de M, si on note y = (a1 ---a,)x,
alors

) > Z ( deg(az))) + A(x) — f(deg(x)).

Démonstration. “=": On note d; = deg(a;), d = deg(z), s; = Aai), s = A(z),

m=d+Y di, n=s5—fld)+ 3 (5= f(di)).
i=1 i=1
Comme les filtrations sont continues a gauche on a
a; € fsini, T € fs(Md).

Pusique M est gradué f-quasi-filtré, on a y € F,,M,,, donc A(y) > 7.

“«<=": Soient (a;)i1<i<, une famille d’éléments homogenes de degré > 0 de B et z un
élément homogene de degré > 0 de M. Pour tout 1 < i < r soit d; = deg(a;). Soit d = deg(x).
Supposons que a; € Fy, By, pour tout 1 < i <r et a € F;My. On a alors que A(a;) > t; pour
tout 1 <1 <7 et que A(a) > t. Soient

mzd—i—idi, n:t—f(d)Jri(ti—f(di)), y:(Ha)x
=1 =1 =1

On a A(y) > n par hypothese, donc y € F, M, puisque la filtration est continue & gauche. O

Corollaire 6.1.6 Soient f : Z~o — R>o une application, B une K-algébre graduée f-quasi-

filtrée et M un B-module gradué f-quasi-filtré. On suppose que pour tout entier n > 0, la

filtration sur By, (resp. My) soit exhaustive et continue d gauche.

1) Soit M un sous-B-module gradué. Si chaque M), est muni de la filtration image réciproque,
alors M’ est un B-module gradué f-quasi-filtré.

2) Soient M’ un sous-B-module homogéne de M et M" = M/M’. Si chaque M)/ est muni de
la filtration image directe forte, alors M" est un B-module gradué f-quasi-filtré.

Démonstration. 1) D’abord pour tout entier n, la filtration image réciproque sur M,, est
exhaustive et continue & gauche. Si z est un élément homogene de degré > 0 dans M’, on a
degyy (x) = degps(x) et Aar (z) = Apr(z). Si (ai)1<i<r est une famille d’éléments homogenes

de degré > 0 dans B et siy = (H%)% alors
i=1

T

Marr(y) = Aar () = M () = f(degys () + 3 (Ma:) = f(deg(ar)))

i=1
=\ (z) — fdegyy (z)) + Z ( deg(al)))
2) D’abord pour tout entier n, la filtration sur M/’ est exhaustive. Soit 7 : M — M"

Papplication canonique. Supposons que z soit un élément homogene de degré > 0 de M" et
que (a;)1<i<r soit une famille d’éléments homogene de degré > 0 de B. Soient d = deg(x) et
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t = A(z). Pour tout entier 1 < ¢ < r soient d; = deg(a;) et t; = A(a;). D’apres la proposition
4.2.9 2), il exite une suite (z;);>1 d’éléments dans My telle que 7(x;) = = pour tout j > 1 et
T

que la suite (Apr(z;));>1 soit croissante et converge vers A (). Soit a = H a; et pour tout
i=1
entier j > 1 soit y; = ax;. Puisque M est gradué f-quasi-filtré on a

A (y) > An(y) — f(d) + Z (fi - f(di))'
i=1

Comme 7(y;) = w(ax;) = am(x;) = ax, on obtient

T

N (a2) = A () = f(d) + Y (8 = F(di)).

i=1
Par passage a la limite on en déduit

T

Mpr(az) > 1= f(d) + 3 (6= F(d)).

=1

Par un raisonnement analogue, on démontre aussi:

Corollaire 6.1.7 Soient f : Zso — Rx>o une fonction, B une K-algébre graduée f-quasi-
filtrée, et M un B-module gradué f-quasi-filtré. On suppose que pour tout entier positif (resp.
tout entier) n, la filtration sur B, (resp. My, ) soit exhaustive et continue d gauche.

1) Soit A une sous-K -algébre de B engendrée par des éléments homogénes, munie de la gra-
duation induite. Si chaque espace vectoriel A, est muni de la filtration image réciproque,
alors M est un A-module gradué f-quasi-filtré.

2) Soient I un idéal homogéne de B contenu dans ann(M), C' = B/I, muni de la graduation
quotient. Si chaque Cy, est muni de la filtration image directe forte, alors M est un C'-module
gradué f-quasi-filtré.

6.1.2 Filtrations sur l’algebre symétrique d’un espace vectoriel de
rang fini

Pour tout couple d’entiers (n,d) tel que n > 0 et que d > 1, soit A le sous-ensemble de
Zio formé des décompositions de n en somme de d entiers positifs ou nuls. On introduit la

relation d’ordre lexicographique sur AE{” :
(a17 T aad) > (bla e 7bd)

si et seulement s’il existe 1 <7 < d tel que a; = b; pour tout 1 < j <7 et que a;41 > b4 si
1 < d. L’ensemble A%d) est totalement ordonné par cette relation d’ordre. D’autre part, pour
tout n = (n;)1<i<r € Z%), on a une application de Agf? X - X ASIdT) vers Agldl)Jr___Jrnr. qui envoie
(vi)1<i<r vers g + -+ - + a, (Paddition étant celle de Z?). Cette application n’est pas injective
en général mais est toujours surjective. En outre, si (a;)1<i<r €t (8i)1<i<r sont deux éléments
de AS{? X oo AS{? tels que a; > B; pour tout 1 <7 < r, alors

a1t ar 2 P+ B
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(@) Je sous-ensemble de Z‘igl formé des éléments

i

Pour tout n € Zy¢ on désigne par I'y

(ai)1<i<d—1 tels que 0 < a3 + -+ -+ aqg—1 < n. On a une application naturelle p( ). : ASI) —

définie par la projection sur les d — 1 premiers facteurs. L’application p%) est en fait une

bijection; son inverse est 'application qui envoie (a;)1<i<d—1 €n
(&17 CrrAd—1,1t — a1 — ot adfl)-

Pour tout n = (n;)1<i<r € Z%, on a le diagramme commutatif suivant

AW o A Al (6.2)

d d
pﬁl)x...xpigl lp%)

(d)

ou [n| =n1 +---+n, et ol les applications “+” sont définies par ’addition dans les monoides
7%, et Zigl, respectivement.

Théoréme 6.1.8 Soient r > 2 et d > 1 deux entiers. Pour tout n = (n;)1<i<r € 2%, il existe

une mesure de probabilité Un SUr A,(f? X - X A,(f? telle que limage directe de vy, par chacune
des r projections sur Am o A(d soit une mesure équiprobable, ainsi que son image directe
par Uapplication “+” a valeurs dans A‘n‘

Démonstration. Le théoreme est trivial lorsque d = 1 car alors, pour tout k € Zx, A,(cd) est

le singleton {k}. Dans la suite de la démonstration, on suppose d > 2. D’apres (6.2) il suffit de

)

construire une mesure de probabilité u, sur I‘( - X 1"( ) telle que I'image directe de u,, par

d
chacune des r projections sur I‘Sh), e ,FZT soit une mesure équiprobable, ainsi que son image

(d)

directe par I'application “+” a valeurs dans F‘n‘ .

Pour tout a = (a;)i1<i<d—1 € Z‘igl, on définit || = a1 + -+ + ag—1. L’ensemble 1"5{1)

s’écrit
sous la forme ') = {a e 28" | || < n}. Sia = (a;)1<i<d—1 est un élément de Z9", on note
al=a! x -+ xag_1.

On considére anneau des séries formelles de rd variables R = Z[t,X], ot t = (¢t1,--- ,tr),
X = (Xi;])1i<1<<dr ) .Sia= (a1, - ,a4-1) € Zif)l et si1 <¢<r, on désigne par X{* le produit

<5<d-

Xa} X oo X Xla; ~1. Sin = (ni)i<i<r est un élément de ZX, on désigne par t" le produit
t’fl X -+ x t". Soit H(t,X) la série formelle & coefficients entiers positifs

R (1 +-+a)l (40 —far + -+ ap])! HXaJ'
|ar

l... | _ 1. ..
n=(ni)€2%,  (a;)e(@L)" O O (n1 — Jaa)! (ny —

\o¢1|<nI

En faisant le changement d’indices m; = n; — |a;| et en permutant les sommations, puis en
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posant (31, ,Ba—1) =1 + -

H(tX) =
1

Z (al_'——ar HtlaJIXaj

165

+ a, et m =my + - - -+ m,., on obtient I'égalité dans Z[t,X]:

S tm),

mq!l---m,!

(a)e@dyhr m=(m;)€ZL,,
d—1
= Y JItXui+ o +6X0% > i+t
(Bi)ezd,t =1 meZzxo
d—1
=A=(t 4+ t) T [O = X+ X))
i=1

Ce calcul montre aussi (cf. [56] chap. IT §2.4) que le domaine de convergence absolue de Rein-
hardt de H(t,X) dans C"? est défini par les conditions

T T
Z|tj|<1et thj||X‘7i|<1.
j=1 j=1

Cette observation nous autorise a substituer le vecteur 1 = ( 1,---,1) & certaines des variables
——
d—1 copies

X, sans avoir & examiner de questions de convergence (qui en fait sont anodines).

On effectue le changement de variables m; = n; — |a;| pour 2 <14 < r, et on obtient

Ht,X) xe o xoe1

Do > A

n1>0 |ar|<ny

Z (a1 +-+a ) (nmg+mag+--+m, —
gl (n1 = Jen[)!ma! -

|041 Htm]HO‘”
(@i T
(ma)7. 2€Z>0

(a1+... )!
2 arar

T
o T
-] J
()], €5 i=2

o > Xy

n120 [ar|[<na

Z (n+mo+---+my — qu
(n1 — Jaa|)!ma! -

It

(mi)::zezggl

Pour tout a € Z>q, on a
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on en déduit donc
Z (a1 +--- )
041! .

T
o T
o) J
d—1 Qr =2
(ai);”:2€(220 yr—1 J=

(a1 + -+ a)!

(g + -+ ay)!

(ai)7_,e(zi=tyr—1 al!(a2+"'+O(T!) ol
1)i=2 >0

y sy
loy!
74-1 Qo RYE 7d—1yr—1
aezd] (i)_p€(zLy
az+-top=a

¥ .

an%Bl
et
Z (m + mo + -+ my — |041 H tm]
e S |O‘1|)'m2
i)i=2S%>0

(a2+ +a

T H t‘a]‘

+t) =1 =t +---

T
1

=2

+ tr))7|a1‘7d+1,

Ly mrmtem ) s
(n1 — o)l (ma 4+ ---+m.)! mo!--

(mq)7_ 2€Z>0

(m2 +

+m

-+ m,)! L
. | Htj ’
’I" J:2

— |aq| + M)!
—|;1|)!M! 2

N

M=0 (mi)i_o €255}
mat-dmp=M
(n1 — |aa| + M)! M
_ t et =
Z (ny — |oa|) 'M'(2+ +tr)
M>0

Par conséquent,

H(tX)|x,==x,=1 = »_ #1* (1= (t2 +

(I—(ta+--

r H th

b)) el

nleX

n1>0 ‘al‘gnl
n(n1+...+nr+d_1)l o (6-3)
- Z t (n+d—1Dng! - n,! Z X1
n=(n;)€Z%,, || <nq
De méme, pour tout 1 < j <r,ona
H(t,X)|X1:...:Xj71:Xj+1: =X,=1
- Y (nl +-tn,+d-1)! T X (6.4)
|. — 1)
nmrezs, naleomjq! (ng +d—=1njp!-n,l e
D’autre part,
H(t.X)|x,=.=x,=v
_ Z o Z (a1 +-Fa ) (ng+-+n, — |ag + - —|—(3¢T|)YmJr tar
aq!l- - ap! (ng — o)l (ny — |ag])!

n:(m)EZgo (ai)E(Z‘éBl)r

[a; | <y
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En faisant le changement d’indexation m; = n; — |a;| pour tout 1 < i < r, on obtient

HtX)|x,—exo—y

_ Z (1 -+ o) Htl%ly%+---+m Z (mat+ mT)!tm
J

ar!l ol mal---m.!
(i) ' o= m=(m;)€Z,, ! T
=Sttt Y YA ) = S )M S Y,
N>0 d—1 M>0 M
V€L, vI<

ol on a utilisé le changement d’indexation M = N+|v| dans la derniére égalité. Par conséquent,
on a

_ (m+-Fn) 0,
H(t,X)|X1:m:XT:Y = Z thl SRR Z Y7, (6.5)
n=(ni)€L%, [y|<nitetn,

Enfin,

H(t,(1,--- 1) = (1= (tr + -+ 6,)
N+d—1)! Nl
:Z(Ng(d_l)g) Z v...nryt
N>0

=(n;)EZL n:
B Z (nl—i---'—i-nr—i-d—l)!tn
U CER
i >0
Pour tout n = (n;) € Z%,, posons
_ (d—=1Dlnq!---n,l Z ((a1+"'+ar)!(n1+"'+”T_|0‘1+"'+O‘T|)!>5
Hn (n1+...+nr+d—1)!( e arl-ay) (n1 — Jaa])! - (ny — Jou])! (a1, o)
(673 >0
lai|<n;

La définition de H(t,X) et les égalités (6.4), (6.5) et (6.6) montrent que py, vérifie les conditions
requises. O

Soit E un espace vectoriel de dimension d sur un corps K. Pour tout entier n > 0 soit B, =
Sym" E. Choisissons une base e = (e;)1<i<qa de E. On a alors une application ¢, : A%d) — B,
qui envoie o = (a1, -+ ,aq) en

e®i=el" eyl
L’image de Agld) par ¢, est une base de B,. Si pour chaque n € N, B,, est muni d’'une R-
filtration séparée, exhaustive et continue & gauche, alors (cf. la proposition 4.2.15) il existe
pour chaque n € N une base maximale u(® = (UQ)QGA(d) de B,, pour cette filtration telle que

Ug € €~ + ZKeﬁ. (6.7)
B<a

Sin=(n;)i<i<r €Z%, et N =mn3 +---+n,, pour tout vy € Agf,l) soit ugn) un élément dans

{ﬁuai a; € Agi), iai = Fy} .
i=1 i=1
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tel que
MYy = max  AMun. -
)‘(uvn ) - afreli)gd,) )‘(uoq uow)'
o an=y

De (6.7), on déduit
uEYn) ce’ + Z Ke®.
6<y

Donc u™ := (ugn))weA(d) est une base de By.
N

Définition 6.1.9 On désigne par C.(R) 'espace des fonctions continues & support compact
sur R. On rappelle qu'une mesure de Radon n’est rien d’autre qu’'un forme linéaire positive
sur C.(R). On désigne par .#, le cone convexe des mesures de Radon sur R. On désigne par
7 Vensemble des mesures de probabilité sur la tribu borélienne de R. Par le théoréme de
représentation de Riesz, .#; s’indentifie & 'ensemble des éléments A de .Z4 tel que ||A|| :=
sup{A(f) [IIf € Cc(R) et || f|lsup = 1} = 1. C’est une partie convexe de .Z .

Si ¢ est un nombre réel, on désigne par ¢. : R — R ’application qui envoie = en = + c.
Elle induit un automorphisme de cone convexe 7. : A#4 — A4 qui envoie p € .4+ en I'image
directe de pu par @.. On définit ainsi une action de R sur .#, qui laisse .#; invariant, et qui
préserve la realtion “étre & droite” >> entre les mesures (cf. la définition 4.2.12).

Si € est un nombre réel strictement postif, on désigne par 7. : R — R I’application qui envoie
x € R en ex. Cette application induit un automorphisme de coéne convexe T; : A — A+ qui
laisse .1 invariant, et qui préserve la relation “étre a droite” >>.

Proposition 6.1.10 Soient f : Z>o — R>¢ une application et E un espace vectoriel de di-
mension 0 < d < 400 sur K et, pour tout entier n > 0, soit B, = Sym™ E. Soient ¢ un
nombre réel positif et g : R — R une fonction croissante concave c-lipschitzienne. On suppose
que chaque espace vectoriel By, soit muni d’une R-filtration décroissante séparée exhaustive et
continue a gauche telle que B = @, ., By soit une algébre graduée f-quasi-filtrée.

Si pour tout entier n > 0 on pose

1= [ 9d(Ts,).

alors on a pour tout entier r > 2 et tout n = (n;) € Zgno avec N =n1+ -+ n,,
T
NIN Z Z (nllm — Cf(nﬂ)
i=1

Démonstration. Pour tout entier n > 0 on désigne par &, la mesure équiprobable sur A%d),
par v, une mesure sur Ag{? X o+ X Ag{? satisfaisant aux conditions du théoréme 6.1.8, et par
u™ une base de By construite comme ci-dessus. On a alors (cf. la définition 4.2.18)

Iy > /Rgd(T%uum) = /A(d)g <%>\(U(J‘))> dén ()

- L@
- /A#gx---mg;g g <N)‘(“a1+»~+aqn)) dvn (g, - ).

. . N 7 ol n
Comme g est une fonction croissante, d’apres la définition de U(v ), on a

1
> (n1) ... 4 () .
= /A;dfx...m;dg ! (N M) J il an)
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Comme l'algebre B est graduée f-quasi-filtrée et comme g est croissante, on en déduit

1 T
> — E (ni)y _ ) .
In > /A;dl)x---xAng g <N . (/\(uai ) f("%))) an(Oél, 7ar)

Car la fonction g est c-lipschitzienne, on a I'inégalité

1 — ¢ —
> — E (na)y | — = E . - )
Iy > /A;dl)xmxAgi‘) lg (N . /\(uai )) N . f(nz)‘| an(alv ,Oér)

Ensuite, la concavité de g implique que

"y /\(u((fi)) ¢ —
Iy > g [ S ) | dvalaa, ) — ;
N _/ASLCLI)X"'XA(ndT) l 1 Ng< n; vn(o ) N;f(n)

1=

Enfin, comme les images directes de vy, par les r projections sont des mesures équiprobables,
on obtient que

In > ;%Im - %;f(nz)

Corollaire 6.1.11 Awvec les notations de la proposition 6.1.10, si la suite (Ip)n>0 est bornée

supérieurement (par exemple si g est bornée supérieurement, ou s’il existe a € R tel que

supp pp, C| — oo,nal pour tout entier n suffisamment grand) et si liril f(n)/n =0, aors la
n—-—+oo

suite (In)n>0 admet une limite lorsque n — +o0o.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.1.10 et du corollaire
1.5.2. |

6.1.3 Convergence de polygones d’une algebre graduée quasi-filtrée
Terme principal de la fonction de Hilbert-Samuel d’un module gradué

Soient A un anneau artinien, B une A-algebre Z>(-graduée de type fini et engendrée par
B, et M un B-module gradué de type fini et non-nul. Pour tout n € Z, M, est un A-module
de type fini, donc de longueur finie. On désigne par H), la série de Poincaré (cf. [18] chap. VIII
§4 n°2) associée & M, i.e., Hy(X) = >, oy long,(M,)X™ € Z[X]. La théorie classique des
séries de Poincaré affirme qu’il existe un entier r > 0 tel que Hps(X) s’écrive sous la forme

Hy(X) =a (X)(1 = X)" 4+ a1 (X)(1 - X)) 4 4 ap(X), (6.8)
olt ag, - -+ ,a, sont des éléments dans Z[X,X ~1], a, est & coefficients positifs et non-nul si M est
non-nul. D’autre part, les valeurs de r et de a,(1) ne dépendent pas du choix de (ag,--- ,a,).

En effet, r s’'identifie & la dimension de M. On note ¢(M) = a,(1). Evidemment on a

long 4 (M) = (:(i\/[l))'nrl +o(n"1)
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lorsque n — 400, et il existe un polynéme Qps & coefficients dans Q tel que Qp(n) =
long 4 (M,,) pour n assez grand. Si M est un B-module nul, par convention on note dim(M) =
—o0 et ¢(M) = 0.
Si
0 M’ M M 0

est une suite exacte courte de B-module gradué de type fini, on a Hy; = Hypp + Hypv. Par
conséquent, dim M = max(dim M’, dim M"), et

(M) = (M) Laim v >dim M + ¢(M") Ldim r17>dim 07 - (6.9)

Quelques résultats de la théorie des mesures

Lemme 6.1.12 Pour toute fonction f € C.(R),
;i_l)%”foﬂ)/lJra_stup:O; i%|‘f®%ﬁg—f||sup:0-

Démonstration. On suppose que supp(f) C [-K,K] (K > 0). Pour tout nombre —1/2 < ¢ <
1/2,

[fovite = fllsup = sup |f(x+ex)— f(z).
—2K<z<2K

Comme f est uniformément continue,
lim  sup |f(z+ex) - f(z)] =0,
e—0 oK <zr<2K

donc on a
lim [|f o y14e = fllsup = 0.
e—0

L’autre identité n’est rien d’autre que la définition de la continuité uniforme de f. O

Définition 6.1.13 Si (un)n>1 est une suite de mesures de Radon sur R et si p est une mesure
de Radon sur R, on dit que la suite (g, )n>1 converge vaguement ver p (cf. [15] chap. III, §1
1n°9) si pour toute fonction f € C.(R), la suite de nombres ([, fdjn)n>1 converge vers [ fdpu.

Lemme 6.1.14 Soient (fin)n>1 une suite de mesures de Radon sur R de masse uniformément
bornée, p une mesure de Radon sur R, et (an)n>1 une suite de nombres réels dans | — 1,4 oo
qui converge vers 0. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1) la suite (pn)n>1 converge vaguement vers i;
2) la suite (Th+a, fin)n>1 cONVErge vaguement vers L,
3) la suite (Ta, fin)n>1 converge vaguement vers f.

p . 1 _ -1 7 . . -
Démonstration. Comme 7, " = 7_q, et 11, = T(144,)-1 = Tl_uzn’ il suffit de vérifier

“1)= 2)” et “1)==3)”. Pour tout entier n > 1 on note pu,, = Titq, tn €t Hr = T4, fin. On
suppose que sup ||, || < M. Si f est une fonction continue & support compact sur R, alors
>1

] [ sast,~ | san
‘ [ s~ [ s,

< / 1 ottan — Fldin < M o11a — Flla-

S/leowan — Fldpn < M £ 0 Par — Fllawp -
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Le lemme 6.1.12 montre que

lim U fd,u;l—/fd,un = lim U fduii—/fdun
n—+oo | Jp R n—+oo | Jr R

Si les p,, convergent vaguement vers p, alors

lim / Fdpin = / fdu,
n—-+o0o R R

lim /fdu;: lim /fd,u;;:/fdu.
n—-+4oo R n—-+oo R R

=0.

donc

Lemme 6.1.15 Soit (1y)n>1 une suite de mesures de probabilité boréliennes sur R qui converge
vaguement vers une mesure (. Si les supports de p,, sont uniformément bornés, alors 1 est aussi
une mesure de probabilité.

Démonstration. Supposons U supp(in) C [m,M]. Si ¢ est une fonction continue & support
n>1
compact qui prend ses valeurs dans [0,1] et telle que |, 7 = 1. On a

/cpd,u: lim /cpd,unzl.
R n—oo R

Comme ¢ est arbitraire, on voit que p(R) = 1 d’apres le théoreme de convergence dominée. O

Convergence vague des mesures associées a une algebre graduée quasi-filtrée

Définition 6.1.16 Soient B une K-algebre Z>o-graduée de type fini, engendrée par By, M
un B-module Z-gradué de type fini de dimension d > 0. On suppose que pour chaque entier
n > 0, M, soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue a gauche. On dit que M
satisfait a la condition de convergence vague et on note CV (M) si la suite de mesures de Radon
(T% KM, )n>1 converge vaguement. Enfin, si NV est un B-module gradué qui est de dimension 0

ou qui est nul, alors par convention N satisfait & la condition de convergence vague?.

Proposition 6.1.17 Soient f : Z>q9 — R>q une application telle que liIJIrl fn)/mn =0 et
- - n—-1+:0oo

E un espace vectoriel de dimension 0 < d < 400 sur K. Pour tout entier n > 0 soit B, =
Sym" E. On suppose que chaque B, est muni d’une R-filtration décroissante séparée exhaustive
et continue a gauche de telle sorte que B = @, -, By soit une algébre graduée f-quasi-filtrée.
Alors B satisfait a la condition de convergence vague.

Démonstration. Soit G ’ensemble des fonctions boréliennes g sur R telle que pour tout n €
Z>y, g soit intégrable par rapport & p, et telle que (E,, (¢))n>0 soit une suite convergente. Le
corollaire 6.1.11 montre que GG contient toutes les fonctions croissantes concaves lipschitziennes
et bornées supérieurement. Evidemment G est un espace vectoriel sur R. Supposons que f soit
une fonction dans C§°(R). Soit I = [a,b] un intervalle qui contient le support de f. Notons que

2. En fait, on a alors pour tout entier n suffisamment grand, N, = 0, donc T'1 pp,, est la mesure nulle.
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1" et f” sont aussi des fonctions lisses et le support de f’ (resp. f”) est contenu dans I. Par
conséquent, f’ et f” sont des fonctions bornées. Soient C' = || f/||sup €t C" = || f" ||sup/2- Soit h
la fonction
C'b—a)2x—a—0b)+C(x—b), z<a,
h(z) =< —C'(b—z)?> + C(z — b), a<x<b,
0, x >b.

C’est une fonction croissante concave (2C'(b — a) + C)-lipschitzienne, bornée supérieurement
par 0. Donc h € G. D’autre part, h + f est aussi une fonction croissante concave car, sur [a,b],
W > C et h” = —2C". Elle est de plus (2C’(b— a) 4 2C)-lipschitienne et bornée supérieurement
par || flsup- Par conséquent, on a h + f € G. On en déduit que f € G. Enfin, comme C§°(R)
est dense dans l'espace normé (C.(R),]|| - ||sup), on a C.(R) C G.

Soit S : C.(R) — R lopérateur qui associe & chaque fonction continue & support compact
g la limite de la suite (E,, (g))n>1. C’est un opérateur linéaire. De plus, si g est une fonction
positive, alors E,,, (g) > 0 quel que soit n € Zx(. Par conséquent, on a S(g) > 0. D’apres le
théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure de Radon g sur R (muni de
la tribu borélienne) telle que S(g) = [; gdp. Par défintion la suite de mesure (pin)n>1 converge
vaguement vers p. O

Lemme 6.1.18 Soit B une K -algébre graduée de type fini, engendrée par By, et soient

0 M= N — T g 0

une suite exacte courte de B-modules gradués de type fini et f : Z>o — R>o une application
telle que hr—? f(n)/n =0. On note
n—-1+0oo

d =dimM', d=dimM, d'=dimM",

et on suppose que pour chaque entiern > 0, By, (resp. M, ) soit muni d’une R-filtration séparée,
exhaustive et continue a gauche de sorte que B soit une K -algebre graduée f-quasi-filtrée et que
M soit un B-module gradué f-quasi-filtré. On suppose de plus que pour chaque entier n > 0,
M) (resp. M]!) soit muni de la filtration image réciproque (resp. image directe forte), alors

1) sid >d’, CV(M') < CV(M);
2) sid’ > d, CV(M") < CV(M);
3) sid =d", CV(M') et CV(M") = CV(M).

Démonstration. Soient
o =c(M'), a=c(M), " =c(M").

Si dim M’ = 0, alors pour n assez grand, on a M,, = M,/, donc CV(M") <= CV(M). Donc
la proposition est vraie lorsque dim M’ = 0. De méme elle est vraie lorsque dim M"” = 0. Dans
toute la suite de la démonstration, on supposera min(d’,d”) > 1. On a d = max(d’,d”). Pour
tout entier n > 0 soient

fn =Trpnar,,  pin =Trpar,,  py = Tipry
ro=rgM r,=rgM,, 1 =rgM.
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Pour n suffisamment grand, r/,, 7, et 7/ sont strictement positifs, et

/ /1
T T
_'n / n 1
Tn Tn

(cf. la proposition 4.2.21). Les mesures pl,, un et u, sont de masses uniformément bornées.
Notons que

1

!
r_ o d' -1 d' -1 "o__ « d’—1 d’—1 o ”
T‘n—mn —|—0(n ), Tn—mn —i—o(n ), Tn—T'n+Tn.
1) Sid' > d”, alors
r "
lim -2 =1, lim -2 =0,
n—-+o00 1)y n—-+40oo Ty,

donc (pn)n>1 converge vaguement si et seulement si (u],),>1 converge vaguement, et si c’est
le cas, elles ont la méme limite.
2) Sid" > d', alors
,r./ 1
lim -2 =0, lim 2 =1,
n—-+4oo n n—-+o0o Tn

donc (pn)n>1 converge vaguement si et seulement si (u))>1 converge vaguement, et si c’est le
cas, elles ont la méme limite.
3)Sid'=d, alorsa=a' 4+ a”, et

. o . rl o
lim =2 = — lim - = —
n—+00 1y, o+« n—+00 Ty o+«

Si (p4,)n>1 converge vaguement vers p’ et si (ul)),>1 converge vaguement vers p', alors (fn )n>1
/ 1
a
!/

converge vaguement vers "
Oél + Oé” Oél +

"
a K =

Lemme 6.1.19 Soient E et E' deux espaces vectoriels de rang fini sur K, munis de filtrations
séparées et exhaustives, p : E — E' un isomorphisme de K -espaces vectoriels et ¢ un nombre
réel. Si, pour tout élément x € E, on a M) < Me(x)) + ¢, alors up < Tepp.

Démonstration. Soit e = (e;)1<i<n une base maximale de E. Alors €' = (p(e;))1<i<n est un
base de E’. On a

1« 1 o
Tl B 2> Tefbe! = n Z ON(p(e)+e > n Z Ox(es) = ME-
i=1 i=1

Théoréme 6.1.20 Soient f : Z>o — Rx>o une fonction telle que liI}_l f(n)/n =0 et B

une K -algebre graduée, integre et de type fini sur K, engendrée par By comme K -algebre. On
suppose que
i) d =dim B est strictement positif,
it) pour tout entier posilif n, l’espace vectoriel B,, soit muni d’une R-filtration séparée, ex-
haustive et continue a gauche F de sorte que B soit une K-algébre graduée f-quasi-filtrée,

A
iii) limsup sup ﬂ < +o00.
n—+o0o 0#a€B,
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Si pour tout entier n > 0 on note p, = T1 B, , alors les supports des p, (n > 1) sont
uniformément bornés et la suite de mesures (,un) >1 converge vaguement vers une mesure de
probabilité borélienne sur R.

Démonstration. Pour tout entier n > 1 soient

A — sup A(a) et A = min A(a).
0#a€B,, a€By

Le support de u, est contenu dans [\ /n A% /p]. Comme 0 < d < 400, pour tout entier
n > 0, B, est un espace de dimension finie et non-nul, donc A2 € R puisque la filtration sur
B,, est exhaustive. D’autre part, il existe un élément a,, dans B,, tel que \i'™ = A(a,,). Soit

Wy,=4by----- by, | b; € By pour tout 1 <14 <mn}.

Puisque B est engendrée par By, B,, est engendré comme espace vectoriel sur K (méme comme
groupe commutatif) par W,,. D’apres la proposition 4.2.3 2) on peut supposer que a,, € W,.
Evidemment a,, est non-nul pour tout entier n > 1. Si n = (n;)1<;<, est un multi-indice dans
25y et si N =mni +---+n,, on peut écrire ay comme la produit de r éléments cy,--- ,c,, ol
¢ € By, \ {0}. Par conséquent,

AR = Max) = Y (Mew) - Fm)) = 3 (A ). (6:10)
=1

=1

La condition iii) implique que limsup A™"/n < +oo, donc la suite (AR"/n),>; admet une
n—-+o0o
limite dans R (cf. le corollaire 1.5.2), donc est bornée inférieurement. D’autre part, la condition
iii) montre que la suite (A**/n),>1 est bornée supérieurement. Par conséquent, les supports
des mesures p, (n > 1) sont uniformément bornés.
Pour la deuxieme assertion du théoreme, d’apres le lemme 6.1.15, il suffit de vérifier CV(B).

On la démontrera en trois étapes:

E‘tape 1: quelque réductions.

D’abord, par extension des scalaires, en introduisant une extension infinie de K on peut
supposer que K soit un corps infini.

Si ¢ est une constante réelle, on peut considérer la filtration F¢ sur B telle que F7B,, =
Fi—enBp. Autrement dit, pour tout élément a € B,, on a la relation Agc(a) = Ax(a) 4+ cn. Si
(ni)i1<i<r € ZL, est un multi-indice et si pour tout i, a; est un élément dans B,,,, en posant
N=n+--4+na=ay - -ar,ona

Are(a) = A\x(a) +eN > Z (Af a;) — f(n; ) + chl = Z (Afc(ai) - f('M))a

i=1

autrement dit, B est graduée f-quasi-filtrée pour la filtration F¢. D’autre part, si on désigne
par ug la probabilité associée a B, pour la filtration ¢, on a u = Tenpip, . Par conséquent,
on a T1 W, = =T1TenitB, = TCTl g, - Autrement dit, B satlsfalt a la condition de convergence
vague pour la fiftration F si et seulement si c’est le cas pour la filtration F¢. D’apres la
démonstration de la premiere assertion on obtient que A™® = O(n). Comme f(n) = o(n)
on obtient que A" — f(n) = O(n). En remplagant la filtration F par F¢ ot ¢ € Rsq est
suffisamment grand, on est ramené au cas ott A™" — f(n) > 0 pour tout n > 1. En particulier,
pour tout élément homogeéne a de degré n de B, on a A(a) — f(n) > 0.
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Etape 2: Comme K est un corps infini, par la normalisation de Noether (cf. [28] Théoréme

13.3), il existe d éléments 1, - - - ,z4 dans B; tels que

1) homomorphisme de l’algebre de polynémes K|[T1,--- ,T4] vers B qui envoie T; en ;, soit
un isomorphisme de K-algebres graduées de K[T7,--- ,Ty] sur son image.

2) Sion désigne par A cette image, c’est-a-dire la sous- K-algebre de B engendrée par 1, - - - , 24,

alors B est un A-module gradué de type fini.

L’algebre A, munie de la filtration image réciproque de celle de B, est une K-algebre graduée
f-quasi-filtrée. D’autre part, B est un A-module gradué f-quasi-filtré. La proposition 6.1.17
montre que 'on a CV (A4).

Soit a un élément homogene de A. On munit Aa de la filtration image réciproque. Comme
dim A/Aa < dim A, on a CV (Aa) compte tenu du lemme 6.1.18. De plus, les suites de mesures
de probabilité sur R (T, )n>1 €t (T4 4a), )n>1 convergent vaguement vers la méme mesure
de probabilité sur R.

Si  est un élément homogene de degré m > 0 dans B, alors il existe un polynéme unitaire
P € A[X] de degré p > 1 tel que P(x) = 0. On suppose que P soit de degré minimal et s’écrive
sous la forme

P(X)=XP+ap,_ 1 XP' +- +ao.

Comme P est minimal et comme B est un anneau integre, ag est non-nul. Pour tout entier
0 <i < p soit @; la composante de degré (p — i)m de a;. Si on note

P(X) = X"+ a1 X1+ + G,

alors on a ﬁ(x) = 0 puisque = est homogene de degré m. On peut donc supposer que pour
tout 0 < i < p, a; soit homogene de degré (p — i)m. Soit y = 2P~! + ap_12P72 + -+ + a1. 1l
est homogene de degré (p — 1)m. En outre on a zy + ag = 0. Si u est un élément homogeéne de
degré n de A, alors

AMuag) = AMuzy) > Muz) — f(n+m) + Ay) — f((p —1)m) > Auz) — f(n+m). (6.11)
On en déduit A(ux) < A(uag) + f(n + m). D’autre part,
A(uz) = Au) + (@) — f(m) = f(n) = Au) = f(n). (6.12)

Soient M = Aag, M’ = Az. L’algébre B étant intégre, pour tout entier n > 1, I'application
uxr +— uag (u € A,) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels de M), vers My {mp.
D’apres (6.11) et le lemme 6.1.19, on a K Tf () Mo g D’autre part, application
u — ur (u € Ay) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels de A, vers M/ .. D’apres
(6.12) et le lemme 6.1.19, on obtient que ua, < Tf(n)M:,, > OU €NCOTe T_ f(p)fha, <K fing) .
On a donc 'encadrement

T—f)HA, KM K Tf(ntm) A Momp

et donc
T T pmypa, <T_2_ping,, <K< T_L_Tp(ngm) Mgy

n+m n+m +m

ou encore

T_f(n)/(ntm)T—= TTll‘uA" LT 4 par,, < Tf(n+m)/(n+m)T7:S:;1nPT L UMy (6.13)

ntm ntm nt+mp

Comme observé plus haut, les suites (71 pa, )n>1 €t (T, )n>1 convergent vaguement vers
une méme limite p. D’apreés le lemme 6.1.14 et encadrement (6.13), on conclut que la suite
(T'1 piasr Jn>1 converge vaguement vers fi.
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E‘tape 3: Comme B est une algebre finie sur A, algébre L ® 4 B est de rang fini sur L, ou L
est le corps des fractions de A. Le A-module B est engendré par les éléments homogenes, il
existe donc des éléments homogenes x1, - - - ,x5; de B qui forment une base de L ®4 B sur L. Si
on note H = Axy + - - + Az, alors H est un sous-A-module libre de base (1, - ,z5) de B.
Soit H' = B/H; on a une suite exacte:
0—>H——>B—"> 0.

Comme 1®1% : L ®4 H— L ®4 B est un isomorphisme, on a L ® 4 H' = 0, donc H’ est un
A-module de torsion. On a alors dimy H' < dim A = dimy H = dimy B. D’aprés ’étape 2
on a CV(Az;) pour tout 1 < ¢ < s. D’apres le lemme 6.1.18, on a CV(H) et puis CV(B). O

Remarque 6.1.21 Dans le théoréeme 6.1.20, si on suppose que ’espace vectoriel B,, soit non-
nul pour n suffisamment grand?, alors la condition que B soit engendrée par B; n’est pas
nécessaire. En effet, d’apres [45] chap II, 2.1.6, il existe un entier d > 0 tel que B(®) = D, Bna

soit une By-algebre engendrée par Bgd) = By. D’autre part, si on désigne par g : Z>9 — Rx>¢
'application telle que g(n) = f(nd), alors B(?) est une K-algebre graduée g-quasi-filtrée.
D’apres le théoreme 6.1.20, algebre B(4) satisfait & la condition de convergence vague. Ensuite,
d’apres un argument semblable a 1’étape 2 de la démonstration du théoreme 6.1.20, pour tout
élément homogene non-nul = de B, B¥z satisfait & la condition de convergence vague, et
la suite de probabilité associée & B(®z converge vers la limite de celle associée & B(®. On
suppose que B,, # 0 pour tout n > mg. Alors pour tout entier mg < k < mg + d, le B(d-
module Bk = EBn>o Bpa+k est non-nul. D’apres un arguement semblable a 1’étape 3 de
la démonstration du théoréme 6.1.20, en utilisant le fait que B(Y est un anneau intégre, on
conclut que B(%*) satisfait & la condition de convergence vague, et que la limite de la suite de
probabilités associée & B(®F) coincide avec celle de la suite de probabilités associée & B(Y). Enfin,
en combinant ces suites de probabilités, le lemme 6.1.14 montre que la suite de probabilités
associée a B converge vaguement.

Remarque 6.1.22 1) L’assertion du théoréme 6.1.20 n’est pas vraie en général pour un mo-
dule gradué (quasi-)filtré. En effet, soit B algébre K[X] des polynémes & une variable
munie de la graduation usuelle et de la filtration F telle que

B, t<0,
ftBn =
0, t>0.

Evidemment B est une K-algebre graduée filtrée. Soit M le B-module gradué B. Si ¢ :
Z>p — R est une fonction croissante, on peut définir une filtration 7% sur M telle que

My, t<o(n),
0, t > ¢(n).

Alors M est un B-module gradué filtré et, pour tout entier n > 0, ppr,, = d,(n). Notons

que la condition CV (M) est équivalente au fait que lim M

n——+oco n
Si ¢ : Z>o — R est une fonction croissante telle que la suite (¢(n)/n),>1 ait plusieurs
points adhérents — par exemple, @(n) = 21182 CV (M) n’est plus satisfaite. Ce contre-
exemple montre I'impossibilité de démontrer le théoreme 6.1.20 par la version classique de
la technique de dévissage.

-

existe dans R U {+o0}.

3. Cette condition est vérifiée notamment lorsque B; # 0.
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2) L’assertion du théoreme 6.1.20 n’est pas vraie en général pour une algebre graduée quasi-
filtrée non-integre. En effet, si B est une algebre graduée quasi-filtrée sur K et si M est un
B-module gradué quasi-filtré. On suppose que la condition CV(B) soit vérifiée et que la
condition CV (M) ne soit pas satisfaite (cela est possible grace & 1)). Si on désigne par C
Pextension nilpotente de B par M (cf. [70] chap. 9 §25), alors C' est une algebre graduée
quasi-filtrée sur K, mais la condition CV(C) n’est pas vraie.

Convergence uniforme des polygones d’une algebre graduée quasi-fitrée

Proposition 6.1.23 Soit (un)n>1 une suite de mesures de probabilité boréliennes sur R qui
converge vaguement vers une mesure j. On suppose que les supports des i, soient uniformément
bornés. Pour tout entier n > 1, soit Fy, : © — pyn(] — 00,z]) la fonction de répartition de pi,.
Soit F : x — u(] — oco,x]) la fonction de répartition de p. Alors il existe un sous-ensemble
dénombrable Z de R tel que, pour tout point x € R\ Z, la suite (F,(x))n>1 converge vers F(x).

Démonstration. Soit Z I'ensemble des z € R tel que p({z}) # 0. Comme p est une mesure
finie, ensemble Z est dénombrable. Si r est un point dans R\ Z, ’ensemble des points de
discontinuité de la fonction 1j_ »j(x) est {r} qui est y-négligeable. D’apres [15] §5, n°12 Pro-
position 22, la suite (F},(z)),>1 converge vers F(z). ad

Proposition 6.1.24 Soit (f,)n>1 une suite de fonctions décroissantes continues a droite qui
prennent valeurs dans [0,1] telle que

i) supinf{z € R| f,(x) =0} < 400, 1I;f1 sup{z € R| fn(x) =1} > —o0;
n>1 n>

ii) il existe une partie dénombrable Z de R telle que pour tout x € R\ Z, la suite (fn(x))n>1
est convergente.

Si f : R — [0,1] est une fonction continue & droite telle que pour tout x € R\ Z on ait

flz) = lirf fn(x), alors

1) la fonction f est décroissante;

2) si on note A := limJirnf inf{z € R | fn(z) = 0}, B :=limsupsup{z € R| f,(x) = 1}, alors

n—-+oo n—-+4oo

f|]A,+Oo[ = 07 f|]*00.,B[ = 1;

3) il existe une partie dénombrable Z' de |0,1[ telle que f(t) (voir la défintion 4.2.22 pour les
notations) converge vers f*(t) pour tout t €]0,1[\Z’;

4) la suite de fonction (f(f E(s)ds)n>0 converge uniformément vers la fonction fot f*(s)ds.

Démonstration. 1) Si x < y sont deux nombres réels, il existe deux suites (2, )m>1 C R\ Z
et (Ym)m>1 C R\ Z telles que z < x,, < y < Y, pour tout entier n > 1 et telles que
lim =z, =2, lim vy, = y. Pour tout (n,m) € ZQ>0 on a fn(m) > fulym) puisque la

m——+o0 m——+0oo
fonction f,, est décroissante. Par passage & la limite on obtient f(z,,) > f(ym). Enfin, comme
f est continue a droite, on a f(z) = Emw flxm) > ml—i>I—Ii-100 flym) = fy).
2) Siy > A (resp. y < B), alors il existe un nombre infini d’entiers n > 1 tel que y >
inf{z | fn(x) = 0} (resp. y < sup{z | fn(x) = 1}), donc fn(y) = O (resp. fn(y) = 1). Par
conséquent, pour tout y €|A4, + co[\Z (resp. y €] — 00,B]), f(y) = 0 (resp. f(y) = 1). Enfin,
comme f est continue & droite et comme |A, +o0o[\Z (resp. | —o00,B[\Z) est dense dans |A, + oo
(resp. ] — 00,B(), on obtient f|j4,toof = 0 (resp. flj—co,5[ = 1)
3) D’apres la condition i), la fonction f* est bien définie pour tout n > 1. D’aprés 2), la
fonction f* est bien définie. Si ¢ est un nombre dans ]0,1] et si y = f*(¢), alors il existe une suite
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strictement croissante (Z,)m>1 C R\ Z qui converge vers y. Comme z,, < y on a f(z,,) > t.
Puisque z,, € R\ Z, il existe N(m) € Z>o tel que f,(zy) > t (ie., T, < fi(t)) pour tout
n > N(m). Cela implique que limJirnf fo@) > £ ().

n—-+oo

Pour tout entier n > 1 soit Z/, I'ensemble des t €]0,1[ tels que f,1({t}) ait un point intérieur.
Evidemment Z/, est un ensemble dénombrable. Soit Z” I'ensemble des ¢ €]0,1] tels que f~1({t})
ait un point intérieur. Soit Z’ 'union des Z/, et de Z”. C’est aussi une partie dénombrable de
]0,1[. Soient ¢ un point dans ]0,1[\Z’ et y = f*(¢). On prend une suite strictement décroissante
(Zm)m>1 C R\ Z qui converge vers y. Comme y ¢ Z"” on a f(z,,) < t. Par conséquent, il existe
N(m) € Zso tel que pour tout n > N(m), fn(zm) < t et a fortiori z, > f}(t). On a alors
limsup f(¢) = f*(t).

n—-+o00

4) D’apres la proposition 4.2.23 3), la condition i) implique que les fonctions f sont uni-
formément bornées. D’autre part, f,, — f converge vers la fonction nulle presque partout. D’apres
le théoreme de convergence dominée on obtient que

| s [

converge vers 0 lorsque n — +o0. O

1
< / F2() — £(s)lds

Corollaire 6.1.25 Awvec les notations du théoréme 6.1.20, si pour tout n € N on désigne
par P, le polygone associé a la probabilité w,, alors la suite de polygones (Pp)n>1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1]. Lorsque By, # 0 pour n suffisamment grand,
le méme résultat restera vrai si on enléve la condition que B soit engendrée comme K -algébre
par Bi.

6.1.4 Algebre graduée pseudo-filtrée

Dans ce paragraphe on propose une autre généralisation de la notion d’algebre graduée
filtrée qui est plus faible que celle d’algebre graduée f-quasi-filtrée. En imposant une condition
sur f qui est plus forte que 11111 f(n)/n = 0 on obtient aussi la convergence vague des mesures

n—-1+:0oo

associées aux filtrations et puis la convergence uniforme des polygones. On fixe un corps K
dans ce paragraphe. Tout les espaces vectoriels sont supposés sur K.

Définition 6.1.26 Soient B = P, ., B, une K-algebre graduée et f : Zso — R une
application. On dit que B est un K-algebre graduée f-pseudo-filtrée si chaque B, est muni
d’une R-filtration décroissante telle que pour tous entiers n,m assez grands, on ait

Bn,sBm,t - Bner.,ertff(n)ff(m) .

Si B est une K-algebre graduée f-pseudo-filtrée, on dit qu'un B-module gradué M = @, ., M,
est gradué f-pseudo-filtré si pour tout entier n, M, est muni d’une R-filtration décroissante
telle que pour tous entiers n,m assez grands on ait

Bn,st,t - Mner.,ertff(n)ff(m)'

Remarque 6.1.27 Avec les notations de la défition 6.1.26, B est un B-module gradué f-
pseudo-filtré. Si f = 0, alors B est une K-algebre graduée filtrée et M est un B-module gradué
filtré. Si g est une autre fonction dominant f, alors B est une K-algebre graduée g-pseudo-filtrée
et M est un B-module gradué g-pseudo-filtré.
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Les résultats dans §6.1.1 sont vérifiés sans difficulté pour les algebres graduées pseudo-
filtrées ou pour les modules gradués pseudo-filtrées. Notamment les corollaires 6.1.4, 6.1.6 et
6.1.7. 11 suffit simplement de remplacer les mots “quasi-filtré(e)” par “pseudo-filtré(e)” dans
les énoncés des résultats.

Soient f : Z>9 — R>( une fonction croissante, &2 un espace vectoriel de dimension 0 <
d < 400 sur K, et B ’algebre symétrique engendrée par E, munie de la graduation usuelle.
On suppose que pour tout n, B, soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue a
gauche telle que B soit une K-algebre graduée f-pseudo-filtrée. Soit g une fonction croissante,
concave et c-lipschitienne. Pour tout entier n > 0 soit I,, = fR ng7_1l B, - Alors pour tous les
entiers m,n assez grands, on a

Imn> dT m,n - - (mn) dmn
*—/Rg(m;m“u(”) /A:)M9<m+ Auy )>§+(”Y)

1 (m,n)
/A(d)xA<d)g (77’L—|—n)\(u‘lﬂj )> AV (m ) (@, 0)

1 n), (m)
NSNS g (m—|— Alu )“ﬁ )) AV (. m) (;3)

/wa)g( (ul”) + Mug™) = f(n) = f( ))dy(m_’n)(aﬁ)

Y%

Y%

m+n

AN A\ e(fn) + Flm
o o

ming <)‘(u<(ln))> + = g (A(Ugn))>] dV(mJl)(Oé,ﬁ) — M

m-+n

Y%

Y

m

AD S AD n n+m

)+ fm)
n+m " n4+m " m+n '

(6.14)

Si la suite (I,)n>0 est bornée supérieurement et si Z f(2%)/2% < +o0, alors la suite
a>1
(In)n>0 est convergente (cf. le corollaire 1.5.6). Par conséquent, si Z [(29)/2% < 400, la
a>1
suite de mesures (T1pp, )n>1 converge vaguement. Autrement dit, B satisfait a la condition
de convergence vague.

f(2%)
20¢

Théoreme 6.1.28 Soient f : Z>o — R>o une fonction croissante telle que Z
a>0
B une K -algébre graduée integre, de type fini sur K, et engendrée par Bi. On suppose que

7

i) d =dim B soit strictement positif,

it) pour tout entier positif n, B,, soit muni d’une R-filtration séparée, exhaustive et continue
a gauche F de sorte que B soit une K-algebre graduée f-pseudo-filtrée,

Aa
1) limsup sup Q < 400
n—+o0o 0#a€ B,
Si pour tout entier n > 0 on note p, = Tiup,, alors les supports des p, (n > 1) sont
uniformément bornés et la suite de mesures (un)>1 converge vaguement vers une probabilité de

Radon sur R.
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Démonstration. On reprend la démonstration du théoréeme 6.1.20 en précisant quelques mo-
difications. D’abord on remplace I'inégalité (6.10) par
N2, = N A f(n) — f(m)
pour m,n assez grands. D’apres le corollaire 1.5.6, la suite (A™i"/n),,>1 est convergente, donc
est bornée inférieurement.
Pour I’étape 1, comme Z f(29)/2% < 400, on a hIJIrl f(29)/2% = 0. Comme f est une
a— 100
a>0
fonction croissante, on a hrf f(n)/n = 0. Par conséquent, ’étape 1 de la démonstration du
n—-+400
théoreme 6.1.20 reste valable. En outre, ’étape 3 est un argument formel de la condition de
convergence vague, donc peut étre utilisé sans souci. Il reste a vérifier que pour tout élément
homogene = de B, le A-module gradué Az, muni de la filtration image réciproque, satisfait a la
condition de convergence vague. Cela correspond a I’étape 2 de la démonstration du théoreme
6.1.20. Enfin, aucun changement de 1'étape 2 est nécessaire car dans les inégalités (6.11) et
(6.12) il ne s’agit que de la fonction A du produit de deux éléments homogenes dans B. O

Corollaire 6.1.29 Awvec les notations du théoréeme 6.1.28, les polygones associés aux probabi-
lités pun convergent uniformément vers une fonction concave sur [0,1].

Remarque 6.1.30 Au lieu de supposer que B soit engendré par By, si on suppose que B, soit
non-nul pour n assez grand, le théoreme 6.1.28 reste vrai. On a aussi la convergence uniforme
des polygones.

6.2 Convergence des polygones de Harder-Narasimhan

6.2.1 Cas géométrique

Soient k£ un corps, C' une courbe projective non-singuliere de genre g sur k, n le point
générique de C et K le corps des fonctions rationnelles sur C. On désigne par Vec(C) la
catégorie des Oc-modules localement libres de rang fini sur C. C’est une sous-catégorie exacte
de la catégorie Coh(C) des O¢-modules cohérents. D’apres les arguments dans le chapitre 1,
notamment la proposition 1.3.9 et la proposition 1.3.11, la catégorie Vec(C) est une catégorie
de Harder-Narasimhan. On désigne par F : Vec(C) — Vecgk le foncteur qui envoie un Oc¢-
module localement libre E en sa fibre générique Fx. On rappelle que dans le sous-paragraphe
4.3.1, on a démontré que le foncteur F' induit un foncteur des catégories de filtrations (de
longueur finie) F : Fil}(Vec(C)) — Fil}(Veck). De plus, pour tout Oc-module localement

libre de rang fini F, le composé du foncteur de Harder-Narasimhan et du foncteur F donne une
filtration sur Ex dont le polygone associé coincide avec le polygone de Harder-Narasimhan de
E. Dans toute la suite, si E est un O¢-module localement libre de rang fini, on suppose que
Ek soit muni de la filtration F(HN(E)).

Proposition 6.2.1 Soit f : Z>9 — R>o la fonction constante qui envoie tout n € Z>o en
a(C) + 1. Soit B = @,,~¢ PBn une Oc-algébre graduée quasi-cohérente. On suppose que pour
tout entier n > 0, %, soit un Oc-module localement libre de rang fini. Alors B = Bk est une
K-algebre graduée f-quasi-filtrée.

Démonstration. On désigne par F les filtrations de Harder-Narasimahan sur les ,,. Comme
2 est une O¢-algebre, pour tout entier r > 2 et tout (n;)1<i<, € ZTZO, on a un homomorphisme
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pde B, @ Q@ RBy, vers By, ou N =n1+---+n,. Si (t;)1<i<r est une famille de nombres
réels, ’homomorphisme ¢ induit par restriction un homomorphisme i de Fy, 8, ®@- - -QFt, B,
vers Ay . Par définition de la filtration de Harder-Narasimhan on obtient que si les Fy, %,
sont non-nuls, on a pimin(Fr, Bn,) > t; pour tout i. Compte tenu de la proposition 1.3.22, on a

/J'mill(]:hggnl @ ®‘7:t7“'%n7‘) >+ F e — (T - 1)(0’(0) + 1)

D’apres la proposition 4.3.19, ¥ est compatible aux filtrations de Harder-Narasimhan, donc
¥ se factorise par Fy, ..., —(r—1)(a(C)+1)ZN- Par conséquent, B est une K-algebre graduée
quasi-filtrée. O

Théoreme 6.2.2 Soit B =@, PBn une Oc-algébre graduée quasi-cohérente et de type fini.
On suppose vérifiées les conditions suivantes:

i) pour tout entier n, B, est un Oc-module localement libre de rang fini;

i) il existe une constante C > 0 telle que pimax(%Bn) < Cn pour tout entier n > 1.
1) Br est un anneau intégre et By, est non-nul pour n suffisamment grand;
Pour tout entier n > 1, on désigne par P, le polygone de Harder-Narasimhan de %,,. Alors la
suite (Py)n>1 converge uniformément sur [0,1].

Démonstration. Soit f la fonction constante sur Zsq avec valeur a(C') + 1. D’apres la propo-
sition 6.2.1, on obtient que B est une K-algebre graduée quasi-filtrée. Le théoreme résulte
donc du corollaire 6.1.25. a

Corollaire 6.2.3 Soient 7 : X — C un morphisme projectif et surjectif d’une variété algébrique
X vers C et L un Ox-module inversible tel que Ly soit ample. Pour tout entier n > 1 soit P,
le polygone de Harder-Narasimhan de m.(L®™). Alors la suite de polygones (P,)n,>1 converge
uniformément.

6.2.2 Cas arithmétique

Raisonnement a travers une algébre graduée quasi-filtrée

Soit K un corps de nombre, (%,,)n>0 une collection de fibrés vectoriels hermitiens non-nuls
sur Spec Ok . On suppose que B = €, ~, Bn,x soit muni d’une structure d’algebre commuta-
tive Z>g-graduée sur K. Pour tout n € Z>( on désigne par F la filtration de Harder-Narasimhan
de Z,,. Cette filtration induit une filtration sur B,, := %, i, notée encore F. Pour tout élément
n = (n;)i<i<r € N7 on a un homomorphisme ¢, de By, ® --- @ By, vers Bn défini par la
structure d’algebre. Si (s;)1<i<, est un élément dans R”, on a

//Zmin(gnlm Q- ®§nmsr) > Zﬁmin(gm,ﬂ) - Zlog(rg(%’mysi))
i=1 i=1

>3 (s - os(ra(%.,)
i=1

Si E est un sous-fibré vectoriel hermitien de @Inl tel que Ex coincide avec I'image de B, 5, ®
-+ ® By, s, dans By, d’apres I'inégalité de pentes, on a

,amin(E) Z ﬁmin(gnl,sl Q- ®§nr,sT) - h(‘ﬂn)

> 37 (s - o(e(#,,) — hiew).
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On suppose que g : Z>o — Rx>¢ soit une fonction telle que h(yn) < g(n1) + -+ + g(n,).
Pour tout entier n > 1 soit f(n) = g(n) + log(rg(%,)). Alors B est une K-algebre graduée
f-quasi-filtrée.

Théoréme 6.2.4 On prend les notations comme ci-dessus. Pour tout entier n > 0 on désigne
par P, le polygone de Harder-Narasimhan de %, . On suppose que liIJIrl f(n)/n =0 et que la
n—-+0o0

suite (ﬁmax(gn)/n)nzl soit bornée. Si B est une K-algébre intégre de type fini et si B, # 0
pour n suffisamment grand, alors la suite de fonctions (P, /n)n>1 converge uniformément.

Démonstration. D’apres la proposition 4.3.40, P, s’identifie au polygone associé a ’espace
filtré B,,. Le théoreme résulte donc du théoreme 6.1.20. O

Corollaire 6.2.5 Soient 7w : Z — Spec Ok un schéma de type fini et plat sur Spec Ok tel que
Lk soit propre, lisse sur Spec K et équidimensionnelle de dimension d. On fixe une mesure de
probabilité sur 2 (C). Soit £ un fibré inversible hermitien sur 2 tel que Lk soit ample. Pour
tout entier D > 0 soient Ep le Ok -module projectif m.(L®P), muni de la métrique L? et Pp
le polygone de Harder-Narasimhan de Ep. Alors la suite de polygones (Pp/D)p>1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1].

Démonstration. D’apres le corollaire 1.7.20, on a pour tout n = (n;)i1<i<r € Zgl,
h(en) < g(na) + -+ g(ns),
ou g(n) =logC + dlogn + log(rg(E,)). Si on note
fn) =g(n) + log(rg(E,)) = logC + dlogn + 2log(rg(En)),

on vérifie facilement hIJIrl f(n)/n = 0 puisque rg(E,,) est polynomial par rapport a n. D’autre
n—-1+:0oo

part, la suite (fmax (7« (§®n)) /M)n>1 est bornée (elle a méme une limite). Donc on est dans
la situation du théoreme 6.2.4. Par conséquent, la suite de polygones (Pp/D)p>1 converge
uniformément vers une fonction concave sur [0,1]. O

Corollaire 6.2.6 Awvec les notations du corollaire 6.2.5, la suite

~,  —®D
(W)Dzl

admet une limite.

Remarque 6.2.7 Le corollaire 6.2.6 est une version inexplicite du théoreme de Hilbert-Samuel
arithmétique dont la version explicite a été démontrée, sous diverses hypotheses par Gillet-Soulé
[38], Abbes-Bouche [1], Zhang [91], Randriambololona [79] et par Rumely-Lau-Varley [82] dans
un cadre plus général. La méthode de Rumely-Lau-Varley fait appel a une base particuliere
de 'algebre graduée considérée qui est similaire a la méthode utilisée dans cette these. Il n’est
pas exclu qu’une version rafinée de leur méthode peut aussi conduire & un théoreme général,
sur la convergence des polygones de Harder-Narasimhan.
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Variante pseudo-filtrée

Pour tout (m,n) € N? on désigne par @, : B;n®By, — Byt ’homomorphisme canonique.
Si s et t sont deux nombres réels, (m,n) € N2, d’apres [14], on a

o B o o 1 log |Ak|
. > fimi i 2 2K
'u/mln(%m75 ® ggnﬂf) > ,Umm(ggﬂ’h,s) —+ umln(%n,t) D) 1Og(rg(93m,s) rg(%n,t)) 2[K : Q]
- 1 4 - =
> s+t log(rg(%m)) 5 log(rg(#n)) 2[K : Q]

Si E est un sous-fibré vectoriel hermitien de @mﬂl tel que Ex coincide avec I'image de By, s ®
B, dans B4y, d’apres I'inégalité de pentes, on a
,amin(F) Z //Zmin(@m,s ® Qn,t) - h((pm,n)
_ log|Ag|
2[K : Q]

On suppose que g : Zso — R>¢ soit une fonction telle que h(@m.n) < g(m) + g(n). Pour tout
entier n > 1 soit

>s+t— %1og(rg(%m)) - %log(rg(%n)) h(pmn)-

log |Ak|

1
f(n) = g(n) + 5 log(rg(#n)) + 1K Q)

Alors B est une K-algebre graduée f-pseudo-filtrée.

Théoreme 6.2.8 Pour tout entier n > 0 on désigne par P, le polygone de Harder-Narasimhan
de #,. On suppose que Y, f(2%)/2% < +o00. Si B est une K-algebre intégre de type fini et
si By, # 0 pour n suffisamment grand, alors la suite (P,),>1 converge uniformément.

6.3 Convergence des polygones d’un module bigradué

On présente dans ce paragraphe un calcul explicite de la limite des polygones lorsque
I’algegre bigraduée associée a l'algebre graduée quasi-filtrée est de type fini. La méthode que
Pon utilisera dans ce paragraphe est inspirée par un travail de Faltings et Wiistholz [30].

6.3.1 Algebres bigraduées et module bigradués

Dans ce sous-paragraphe A désigne un anneau commutatif et unifere. Les références sont
[16] chap. IT §11 et [18] chap. VIII §4.

Définition 6.3.1 On appelle A-algébre bigraduée toute A-algébre commutative N2-graduée.
Si B est une A-algebre bigraduée, on appelle B-module bigradué tout B-module M muni d’une
Z?-graduation en A-modules tel que, pour tout (n,d) € N? et tout (n/,d’) € Z?, on ait

Bn,dMn’,d’ - Mn-l—n’,d-i—d’u
on appelle sous-B-module homogéne de M tout sous B-module M’ de M tel que

M= @ MnM,g
(n,d)ez?
M’ est donc canoniquement muni d’une structure de B-module gradué. En particulier, si B

est une A-algebre bigraduée, alors B est canoniquement munie d’une structure de B-module
bigradué. Les sous- B-modules homogenes de B sont appelés des idéaux homogénes de B.
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Si B est une A-algebre bigraduée et M est un B-module bigradué, pour tout (n,d) € Z2,
on désigne par M (n,d) le B-module bigradué tel que, pour tout (n’,d’) € Z?, on ait

M(n;d)n’,d’ = MnJrn’,der’-

Remarque 6.3.2 Si B est une A-algebre bigraduée, alors

Bi= @ Bua

n>0,d>0

est un idéal homogene.

Exemple 6.3.3 Soit f une application de {1, -- ,n} vers N2, L’anneau de polynomes A[T}, - - - ,T},]
est canoniquement muni d’une N2-graduation telle que T} soit de bidegré f(i) et qui est com-
patible avec la structure d’anneaux. On obtient donc une A-algébre bigraduée, notée A[f].

Remarque 6.3.4 Si B est une A-algebre bigraduée de type fini, alors B est engendrée par un
nombre fini d’éléments homogenes x1, - -+ ,&,,. On suppose que x; soit de bidegré (n;,d;). Soit
f:{1,--- ;m} — N? la fonction qui envoie i en (n;,d;). Alors ’homomorphisme surjectif de A-
algebres de A[f] = A[Ty,--- ,T,,) vers B qui envoie T} en z; est compatible aux N2-graduations.
C’est donc un homomorphisme d’algebres bigraduées. Dans ce cas-1a, tout B-module bigradué
M peut étre considéré comme un A[f]-module bigradué, qui est de type fini si M est un
B-module de type fini.

Définition 6.3.5 Soient f = (f1,f2) une application de {1,--- ,m} vers N? et M un A[f]-
module bigradué de type fini dont toutes les composantes homogenes sont des A-modules de
longueur finie. On appelle série de Poincaré de M 1’élément

Py € Z[XY][X 1YY

défini par la formule

Py = Y long,(M,a)X"Y?
(n,d)eZ?

On note

Qun = P H(l _ Xfl(i)YfQ(i))'
=1

Proposition 6.3.6 Avec les notations de la définition 6.8.5, on a
Qu €ZX,Y, X ' Y.

Démonstration. Quitte & quotienter A par ann (M) on se raméne au cas ol anng (M) = 0.
Comme M est un A[f]-module de type fini, il existe des entiers a < b tels que M soit engendré

comme A[f]-module par
M/ = @ Mn,d-
(n,d)€[a,b]?NZ?

Comme M’ est un A-module de longueur finie, et comme anny (M’) = anny (M) = 0, 'anneau
A est artinien, donc est noethérien.
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On raisonne par récurrence en m. Si m = 0, alors A[f] = A. Comme M est un A-module de
type fini, on a Py € Z[X,Y,X 1Y ~1]. Supposons que la proposition ait été démontrée pour
m — 1. Soit f’ la restriction de f & {1,--- ,m — 1}. On note (Nm,dn) = f(m). L’application

T : M(—np, —di)) — M
est un homomorphisme de A[f]-modules bigradués. Soit N son noyau (vu comme sous-A[f]-
module bigradué de M). On a une suite exacte
0—— N(—nm, —dpm) —>= M(—npm, —dp) —> M —— M/T), M ——0 .
Par conséquent, on a
Py — X" Y Py = Payyryov — XY Py
Comme M/T,,M et N sont des A[f'] = A[f]/(Tmm)-modules de type fini, d’apres 'hypothese

de récurrence, on a

Qm = Qs — Xty dnQy € ZIX,Y,X LY .

Remarque 6.3.7 Soient f = (f1,f2) : {1,--- ,m} — N? une application telle que f; = 1 et M
un A[f]-module bigradué de type fini dont les composantes homogenes sont des A-modules de
longueur finie. L’algeébre A[f], munie de la premiere graduation, est I'algeébre de polynomes &
m variables usuellement graduée. On peut également considérer la premiere graduation de M
pour laquelle la n®™¢ composante homogene de M est

B M.
d€Z

Cette composante homogene est un A-module de longueur finie puisqu’il n’existe qu’un nombre
fini d’entiers d tels que M, 4 # 0. Avec cette graduation, M est un module gradué de type fini
sur l'algebre de polynoémes A[T7, - - ,T,,] (munie de la graduation usuelle). Si on désigne par
H); la série de Poincaré associée & M (pour la premiére graduation) on a

Hyr(X) = Pa(X,1).

La théorie classique des séries de Poincaré affirme qu’il existe un entier m > r > 0 tel que
Hy(X) s’écrive sous la forme

Hy(X) = a(X)1 = X))+ a1 (X)(1 = X)) - 4 ap(X),

oll ag, -+ ,a, sont des éléments dans Z[X,X ~!], a, est & coefficients positifs et il est non-nul
lorsque M est non-nul. D’autre part, les valeurs de r et de a,(1) ne dependent pas du choix
de (ag, - ,a,). Si M # 0, on appelle dimension de M la valeur de r, notée dim M. On note
¢(M) = a,(1). Enfin, on note par convention dim0 = —oo, ¢(0) = 0.

Théoréme 6.3.8 Avec les notations de la remarque 6.3.7, la série Py s’écrit sous la forme

h
PM(va):Z Z Ia(va)H(l_XYfz(i))_lu

r=0aC{l,--,m} e
#Ha=r

o

1) I, e ZIX,Y, X1 Y"1,



186 Polygones de Harder-Narasimhan asymptotiques

2) si #fa = h, I, est a coefficients positifs,
3) si M #0, il existe au moins un o C {1,--- ;m} de cardinal h tel que I, # 0.

Remarque 6.3.9 Avec les notations du théoréme 6.3.8, on a

h

Hy(X) =Y Yo L&y [a-x)
r=0 aC7{#17~~~,m}

Par conséquent, si M est non-nul, alors dim M = h et

oM)y="Y_  Ia(L1).
acC{l,--,m}
#a=h

Pour simplifier la démonstration du théoreme 6.3.8, on introduit la notation suivante:
Si M est un A[f]-module bigradué satisfaisant & ’assertion du théoréme 6.3.8, on dit que
M vérifie la condition P, noté P(M). L’assertion du théoreéme 6.3.8 devient alors:

Pour tout A[f]-module M, on a P(M).

Définition 6.3.10 Pour tout entier m > 0, soit ©,, I’ensemble
{(i,j) €Z|0<i<m,j>0}U{(-00,0)}.
On le munit de la relation lexicographique “<” comme ci-dessous:
(i,7) < (i',5") si et seulement si i < i’ ousii=1,j<j'.

On vérifie facilement que c’est une relation d’ordre sur ©,,, et que I’ensemble ©,,, est totalement
ordonné pour cette relation. On utilisera ’expression “(i,5) < (i’,5')” pour désigner la condition

(i.4) < (7',5") mais (i,5) # (i',j").

Lemme 6.3.11 Soit
0 M’ M M 0

une suite evacte courte de A[f]-modules bigradués. Si pour tout (n,d) € Z*, M), ; et M}/ ; sont
des A-modules de longueur finie, alors il en est de méme de M. De plus, on a

1) dim M = max(dim M’, dim M""),
2)
(M) +c(M"), dim M’ = dim M",
(M) =< (M), dim M’ > dim M",
(M), dim M" > dim M’.

3) P(M') et P(M") = P(M).

Démonstration. En effet, on a Pyy = Py + Py et Hyy = Hpy + Hpyyo. Par définition on sait
que 1) et 2) sont vrais. Enfin, 3) est une conséquence du 1) et du fait que Pyy = Ppyr+Pypr. O

Démonstration du théoréme 6.3.8. D’apres le méme raisonnement que celle de la démonstration
de la proposition 6.3.6, on peut supposer que A soit un anneau artinien. On raisonne par
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récurrence en m. Montrons d’abord que le théoréme est vrai pour le cas ou dim M < 0. Si M
est de dimension < 0, alors la série de Poincaré de M, i.e., Hp (X) = Py (X,1) est un élément
de Z|X, XY, et Py € Z|X,Y,X 1Y 1. Donc on a P(M). Comme dim M < m, le théoréme
est vrai lorsque m = 0. Supposons que le théoreme soit vrai pour les modules bigradués sur les
A-algebres de polynomes & au plus m — 1 variables (m > 1). Soit f = (f1,f2) : {1,--+ ,m} — N2
une application telle que f; = 1 et soit M un A[f] = A[Th,- - ,Tm]-module bigradué de type
fini tel que M, qy soit de longueur finie sur A pour tout (n,d) € Z2. On suppose que fa(m) = d.

On commence un autre procédé de récurrence en (dim M,c(M)). On a déja démontré P(M)
pour dim M < 0. Supposons que 1’on a prouvé P(M) pour (dim M,c(M)) < (r,s),ou0 < r < m,
s > 0. Dans la suite, on démontre P(M) pour le cas ou (dim M,c(M)) = (r,s). On considere
I’homothétie

T : M(—1,—d) — M,

qui est un homomorphisme de A[f]-modules bigradués. On désigne par f’ la restriction de f
a {l,---,m — 1}. Soit N le noyau de T,, (vu comme un sous-A[f]-module bigradué). C’est
un A[f']-module bigradué de type fini. D’aprés '’hypothese de récurrence on a P(Ny). Soit
M; = M/N;. D’apres le lemme 6.3.11 3), pour démontrer P(M), il suffit de démontrer P(M7).
Si dim Ny = dim N, alors ou bien dim M; < dim M, ou bien dim M; = dim M et

ce(Mq) = (M) — e(N1) < e(M).
Donc on a toujours (dim My,c(M1)) < (dim M,c(M)). D’apres 'hypothese de récurrence on
a P(My). Sinon on a dim Ny < dim N et (dim My,c(M;)) = (dim M,c(M)). Si P(M) n’était
pas vrai, en itérant le procédé ci-dessus on obtiendrait une suite croissante de sous-modules
homogenes
N1CN2C"'NjCNj+1C"' (615)
de M telle que (on définit My = M)
i) N; =KerT7,
ii) dim N; < dim M,
iii) M; := M/Nj ne satisfait pas & la condition PP, et
(dim Mj,c(M;)) = (dim M,c(M)).

Comme A[f] est un anneau noethérien, la suite (6.15) est stationnaire. Autrement dit, il existe
j € N tel que M; = M;;. Comme M;;, s’identifie canoniquement & I'image de M; par
I’homothétie T,,, on a la suite exacte

0 —= M;(—1, — d) —== M; — M, /T, M; —= 0

On note N’ = M;/T,,,M;. C’est en fait un A[f']-module de type fini. D’aprés ’hypothese de
récurrence on a P(N’). Enfin, comme

(1 - XY")Par, (XY) = Py (X.Y),

on a P(Mj). Cela est absurde. Donc on a forcément P(M).
O

Définition 6.3.12 Soit P une série formelle dans Z[X,Y][X 1Y 1] & coefficients positifs.
Alors P s’écrit sous la forme
PXY)= > ana(P)X"Y
(n,d)eZ?
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On note pour tout n € N

Sn(P) = Zan,d(P)a

d€ZL
et Ap, p la mesure borélienne sur R définie par
Ap, d(P)
Anp = : Od/n-
,P Sn (P) d/
dez

Si Sp(P) =0, alors A, p est par convention la mesure nulle.

Remarque 6.3.13 On garde les notations du théoréme 6.3.8 en supposant que A soit un
corps. Si on munit pour tout entier n l'espace vectoriel

Mn,o = @ Mn,d
dez
de la R-filtration F définie par

fAMn,o = @Mn,dv
d>\

alors la mesure A, p s’identifie & T'x pupy, ,
= ,

Proposition 6.3.14 Si P est une série dans Z[X,Y] de la forme

P(X)Y)= ﬁ(1 — Xydi=1,

i=1
alors
1) les mesures de Radon A\, p convergent vaguement vers une mesure de Radon \p lorsque

n — 400,
2) la suite de fonctions
(Fn,P rr—1— / ]l]oo,z]d)\n,P)
R n>1
converge simplement vers
Fp tx— 1 — / ﬂ]—oo,m]dAP-
R

Démonstration. 1) On a

m

PxyY)=][ (> xryn

i=1 \n>0

- Z Z 1| xmy
(n,d)ENXZ (w1, U ) ENT

ur et =n,
urdi+-+Um dym=d

=1+ Y > 1| xmyve
(n,d)€Z? (H1s ot ) ELN™

n>0 p1+ A pm =1,
prdi+ A pmdm=d/n
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D’autre part,

Su(P) = > oL

(m1y e pm )€ N™
pittpm=1

Soient A,, le simplexe

Ap = A{(p1, - opm) €RY | pn + -+ pm = 1},

¢ : A, — R Papplication qui envoie (1, -+ ,tm) en p1dy + -+ -+ pmdy, . Pour tout entier n > 0
soit 1, p la mesure sur A,, définie par

1
n,p = Z Sn(P)éu.

PEINTNAL,

On observe que A, p est I'image directe de 7, p par ¢. Par conséquent, A, p est a support
dans ¢(A,,). Donc pour toute fonction continue f : R — R, f est intégrable pour la mesure
An,p. D’apres la formule du changement de variables, on a

/ fd/\nyp = / f e} gﬁdnnyp
R Am

somme de Riemann de la fonction f oy : A, — R. Donc la suite

/fd)\n,P

R

/ focpdn=/fd<pm,
A, R

ol 1 est la mesure de Lebesgue sur A,,. On en déduit alors que les mesure A, p converge
vaguement vers la mesure Ap = @.n.
2) L’application ¢ peut étre prolongée & une application affine ® de

qui est la n'e™me

converge vers

{(a, - opim) €R™ [ g + -+ pi = 1}

vers R en posant simplement

D(p1, - spim) = pady + - o,

Sidi=dy =" =d, =d,alors P(X,Y) = (1 — XY%)~™. Par conséquent, pour tout n > 1,
An,p = Ap = 4. L’assertion est donc évidente. Sinon I'image de ® est ’ensemble R tout entier.
Ceci étant, pour tout point x € R, ¢ ~(z) (et ®~1(z)) est un sous-ensemble de mesure nulle
de A, pour la mesure de Lebesgue. Par conséquent, 'ensemble ponctuel {z} est négligeable
pour la mesure Ap. D’apres [15] chap. IV §5, n°12 Proposition 22, comme z est le seul point
de discontinuité de la fonction 1j_. ., on obtient que

la suite (/ ﬂ}_oo)w]d)\nﬁp) converge vers /ﬂ}_oo)wld)\p.
R n>1 R
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Corollaire 6.3.15 Si Q est une série non-nulle dans Z[X,Y,X 1Y 1] a coefficients positifs,
et si P € Z[X,Y][X 1Y~ est de la forme

P(X)Y)= ﬁ(1 - XY T1Q(X)Y),

i=1

alors

1) les mesures de Radon A\, p convergent vaguement vers une mesure de Radon \p lorsque
n — +00;
2) on définit des fonctions

(Fnﬁp rx— 1 — / ﬂ]—oo,m]dAn,P) 5
R n>1

Fptxb—>1—/]1]_oo)w]d)\p,
R

i) sidy =--- =d, = d, alors pour tout x # d/n, la suite (F,, p(z)),>1 converge vers
Fp(z),

ii) si les d; ne sont pas identiques, alors la suite de fonctions (F, p)n>1 converge simple-
ment vers Fp.

De plus, si on désigne par P’ la série

P(X)Y) = ﬁ(1 — Xyd—1,

i=1
alors on a A\p = Ap/, et donc Fp = Fps.
Démonstration. 1) Supposons que @ soit de la forme
f s
QXY) =" coaX Y,
n=ed=r

ol ¢p,qg > 0. Comme P = P'Q, on obtient que

;s
an,d(P) = Z Z Cn/,d'An—n',d—d’ (P/)7

n'=ed'=r

et
f s
Sn(P) - Z an,d(P) - Z Z Z Cn’,d/anfn/,dfd/(P/)
deZ deZn'=ed =r
f s f s
5550 3) SIS b PPN

n’=ed'=r deR n'=ed'=r

Si on note

s
Cn: § Cn,d = § Cn,d,
d=r

deZ
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alors on a
f
P)= > CuSp_n(P).
n’=e
Si g : R — R est une fonction continue & support compact, alors

- Qn, (P)
/R gdhnp = Snd( Py 9(/m)

deZ

ZZ ch/ d'Gn—n',d— d/( /)g(d/n).

dGZ n'=ed'=r

Notons que

d—d
Cn' . d'An—n',d— d’(P )g< n/>

n'=ed'=r d€Z

Cp/ d’ n—n'’ /)/gdAnfn’,P’
R

n’—ed’*r

1
= a D Cn’Sn—n’ P’ dMNp—n' P
P Z: Oy rrv—

converge vers fR gdAp: puisque A, ps converge vaguement vers Aps lorsque n — oo. Enfin, la
fonction g est uniformément continue sur R. Pour tout nombre § > 0, il existe un nombre € > 0
de telle sorte que pour tous z,y € R tels que |z — y| < € on ait |g(z) — g(y)| < 4. D’autre part,
pour tous les entiers d,n tels que?

jd] > max |di|([n] +max{le],[f[}) + max{|r],|s[},

on a ap—nda—a(P’) = 0 pour tout n’ € {e,e+1,---,f} et tout d’ € {rr +1,--- ,s}. Par

conséquent, pour tous les entiers n > max{lel,|f|}, d € Z, n’ € {e,e+1,--- ,f} et d' €
{ryr+1,--- s} tels que ap—pn g—q(P') # 0, on a forcément
d d-d d'n —dn’
n n-—n n(n —n’)
max{|r|,|s|} max |d;|(n + max{|e[,| f|}) + max{]|r|,|s|}
§7+max{| LIfIY 7 :
n— n(n —n')

Par conséquent, il existe un entier N > 0 tel que pour tous entiers n > N, d € Z, n' €
{ee+1,--- ftetd € {rpr+1,--- s}, on a ou bien ap_pn 4—a(P") = 0, ou bien

d d-—d
- — <e
n n—mn
4. Comme
[T —xyd)

on a ap g(P’') =0si|d] > |n| max |d;].



192 Polygones de Harder-Narasimhan asymptotiques

Donc on a

/gdx,
R

d—d
Cn!,d'An—n',d— d’(P )g< n,)|

n’—e d'=r deZ

T () +(2)
= n'=ed'=r deZ n -
5 /
) Sn(P) n’z—ed’Z:Tdezzcn/ @ n—n' a-a(P')
=0.

On en déduit la convergence vague des A, p vers Ap:.

2)Sidy =--- =dy =d,alors A\, p = 04/p, donc pour tout x # d/n, 'ensemble des points
de discontinuité de 1j_ o 4, i.e., {}, est négligeable pour la mesure A, p. Donc [, j_ o 4jdAn P
converge vers fR 1y_o,2)dAn, p. Siles d; ne sont pas identiques, alors tout sous-ensemble discret
de R est négligeable pour la mesure Ap, donc la suite de fonction (F,, p)n>1 converge simple-
ment vers la fonction Flp. O

Définition 6.3.16 Avec les notations du corollaire 6.3.15, on pergoit que la mesure limite
Ap ne dépend que du vecteur (di,---,dy) € N (ou méme de la classe d’équivalence de
(d1,--- ,dp) dans N™/&,,). Dans toute la suite, on désigne par (g, ... 4,,) cette mesure. En
fait, c’est une mesure de probabilité lorsque m > 0. Pour m = 0, Ay est la mesure nulle.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du corollaire 6.3.15.

Théoréme 6.3.17 Soient (di,--- ,dpy) € Z7 et

h
=y > nL&Y)]Ja-xys

r=0aC{l,--,m} iEx
card a=r

une série dans Z[X,Y][X 1Y 1] ou

a) P est a coefficients positifs,

b) I, € ZIX,Y,X LY,

¢) pour tout a C {1,--- ,m} de cardinal h, I, est & coefficients positifs,

d) il existe au moins un o C {1,--- ,m} de cardinal h tel que I, # 0.

Alors,

1) les mesures de Radon M\, p converge vaguement vers une mesure de Radon Ap lorsque
n — +00,

2) il existe un sous-ensemble fini Q de R tel que la suite de fonctions

(Fn,P rx— 1 — / ]l]oo,z]d)\n,P)
R n>1

converge ponctuellement sur R\  vers la fonction

Fp rrx— 1 — / ]l],oo_’z]d)\p.
R
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De plus, si pour tout o = {ix < -+ < i} on note do = (d;y,,- - ,d;,,), alors la mesure limite
Ap est égale a
1.(1,1)
A
Z g deo
aC{l,,m}
card a=h
ot
S= > IL(L1).
aC{l,,m}
card a=h

Donc Ap est une mesure de probabilité lorsque h > 0. Si h = 0, alors Ap est la mesure nulle.

6.3.2 Convergence des polygones

Soient A un anneau. On désigne par C la catégorie des A-modules Z-gradués qui sont de
longueur fini sur A et par £ la classe des suites exactes de A-modules Z-gradués dans C. Le
couple (C,€) est une sous-catégorie exacte de la catégorie des A-modules gradués. On a deux
homomorphismes de K¢(C) vers Z:

1) Phomomorphisme long qui envoie [M] vers la longueur de M sur A;
2) ’homomorphisme deg qui envoie [M] vers

deg(M) := Z nlong(M,)
neL

Si M est un A-module non-nul dans C, alors la longueur de M sur A est non-nulle. On désigne
par pu(M) le quotient deg(M)/long(M), appelé la pente de M. Evidemment un élément M
dans C est semi-stable pour la fonction u si et seulement s’il existe n tel que M = M,,. On
vérifie donc que (C,€,long, deg) est en fait une catégorie de Harder-Narasimhan. Si M est un
A-module dans C, la filtration de Harder-Narasimhan est simplement donnée par la formule

FYNM = P M.

n>A

Si M est non-nul, alors la mesure de probabilité associée est
Z long(M,
long(M

Les résultats que l'on a obtenus dans le sous-paragraphe, notamment le théoreme 6.3.8 et le
théoreme 6.3.17, montrent aussitot le théoreme suivant:

Théoréme 6.3.18 Soient f : {1,--- ;m} — N? une application telle que fi = 1 et M un
A[f]-module bigradué dont les composantes homogénes sont des A-modules de longueur finie.
St pour tout entier n > 1 on désigne par v, la mesure de Harder-Narasimhan du A-module

gradué
Mn,o = @ Mn,d

alors la suite de mesures de Radon T1v, converge vaguement vers une mesure de Randon v
. n . .
sur R. Si de plus My, e est non-nul pour n suffisamment grand, la mesure limite v est une
mesure de probabilité, et les polygones associés aux T1v, convergent uniformément vers une
o

courbe concave définie sur [0,1].
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Remarque 6.3.19 Soient K un corps et B une K-algebre graduée et N-filtrée (c’est-a-dire
que le lieu de saut de la filtration est contenu dans N) qui est de type fini sur K et engendrée
comme K-algebre par By. On peut fabriquer une K-algebre bigraduée B en posant

Bn.a = FaBn/Far1Bn.

On remarque que Eny. et B, ont le méme polygone de Harder-Narasimhan. Par conséquent,
si B est une algebre de type fini sur B et engendrée par El,., alors le théoreme précédent
montre que les polygones de Harder-Narasimhan normalisés des B,, convergent uniformément.
Mais cette condition n’est pas vraie en général, on peut par exemple considérer l'algebre de
polynémes B = K[X] munie de la graduation usuelle et la filtration telle que A(X™) =n —1
pour tout n > 1. Alors B est une algebre graduée filtrée puisque

AMX™™) =n4+m—-1>n—-1+m—1=XX")+AXX™).

Par ailleurs, ’algebre bigraduée B s’identifie & lalgebre K[Ty,--- Ty, -], ol le bidegré de T,
est (n,n — 1), modulo I'idéal homogene engendré par les éléments de la forme T,,7,,. Ce n’est
pas une algebre de type fini sur K.

6.3.3 Un calcul de la limite des polygones de Harder-Narasimhan

Dans ce sous-paragraphe, On désigne par k un corps, et par C' une courbe algébrique lisse
sur k. Soit K le corps des fonctions rationnelles sur C. Soit (E;)1<i<m une famille finie de
Oc-modules localement libres de rang fini semi-stables. On suppose de plus que pour toute
famille (n;)1<i<m d’entiers positifs, le Oc-module

SMEI®---® 8" E,

soit semi-stable. Cette condition est satisfaite notamment si I’'une des conditions suivantes est
vérifiée:

1) les O¢-modules Fy, - - - ,E,, sont tous de rang 1;

2) C est un espace projectif P!;

3) C est une courbe elliptique sur & (cf. [5]);

4) k est un corps de caractéristique 0.

Soit E le Oc-module somme directe E = E; & -+ @ E,,. Soit B la Og-algebre graduée
l’algebre symétrique de E. Pour tout entier n > 1, on a

%n:SnE: @ (Sd1E1®"'®Sdem) dy! dm'
(di)1<i<m€N™
di+-+dm=n
On désigne par B l'algebre graduée sur K telle que B, = %, k. Pour tout entier 1 <7 <m

on désigne par r; le rang de F; et par \; sa pente, et on prend une base u; = (Uz‘,j)lgigrj de
E;x.Onnoteu=u;II---lu,, et r=ry+---+ry le rang de E. L’algebre B s’identifie donc
a lalgebre des polynémes K[u]. Si o : u — R est une application, on désigne par || la somme

Z ZI a(uij).
i=1 j=1

Pour tout entier n > 1 on désigne par u, la mesure de Harder-Narasimhan de %, et on note
Up =T1 fiy.
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On a

Z n! rg(SHE @ - ® S E,,)

Sy na o
Ayl ! rg(S"E) BATE A

Hn =

(di)i<i<m€N™
di+-+dm=n

_ 1 5
= X ) T A )

Par conséquent,

1
S DL (GBS AT )
ﬁ:uH%N
1Bl=1
On désigne par A le simplexe de dimension r — 1 dans R" (considéré comme l'espace des

fonctions de u dans R) défini par la relation
A:={z:u—Rxo||z| =1}

et par ® : A — R Dapplication qui envoie (z : u — R) € R" en

T4

Z i Zx(u”)

i=1 =1

C’est une application continue. Pour tout entier n > 1 soit A le sous-ensemble de A des
fonctions & valeurs dans n~!N. Alors v, est 'image directe par ®| ) de la mesure équiprobable
wy, sur A Par abus de langage on utilise encore ’expression w,, pour désigner I'image directe
de w,, par I'application d’inclusion de A(™ dans A. On a alors v,, = ®,(w,). Comme la suite
de mesures (wy,)n>1 converge vaguement vers la mesure uniforme sur A, la limite vague v de
la suite de mesures (v,),>1 existe et est égale & I'image directe de la mesure uniforme sur A
par Papplication ®. Ainsi la limite uniforme des polygones associés aux v,, existe et est égale
au “polygone” (c’est en fait une courbe concave) associé a la mesure limite v.

Exemple 6.3.20 On suppose que E soit la somme directe de deux faisceaux inversibles L
et Ly. On note Ay = deg(L1) et Ay = deg(L2) et on suppose que A\; < Ag. Dans ce cas-1a,
A={(z,1 —2)]0 <z <1} C R? est paramétré par [0,1]. L’application ® : A — R envoie
(x,1 —x) en A1z + A2(1 — z). Par conséquent, la mesure limite v est la mesure équiprobable
sur [A1,)\2]. Soit f la fonction définie par f(t) = E¥[ll ;4 ]. Alors on a

f(x) = ™ i N ((/\2 —2)y — (M1 — x)+).

La quasi-inverse de f est donc
fr(t) = At + x2(1 —2).

Enfin, la limite des polygones de Harder-Narasimhan (normalisés) des S™F est donnée par la
courbe quadratique
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