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Chapitre 1

Introduction

1.1 L’identification par signaux acoustiques

L’imagerie classique consiste a créer une image a partir d’informations lumineuses.
L’ « inversion » est alors effectuée physiquement a 1’aide d’un systeme de lentilles
qui permet la convergence des rayons lumineux et ainsi de créer 'image. Plusieurs
phénomenes peuvent venir contrarier un tel dispositif : un milieu non homogene par
exemple, ou pire, la présence d’obstacles opaques.
Une solution pour contourner ce dernier point est de changer la longueur d’onde des
ondes investigatrices : des ondes électromagnétiques aux ondes acoustiques. Mais alors
le probleme est tout autre car la création de I'image ne peut plus étre simplement
exécutée et nécessite des calculs afin d’'inverser les données.

Ce type d’imagerie est donc fortement lié a la résolution de problemes mathéma-
tiques dits inverses. Ces problemes sont délicats a traiter, néanmoins cette approche
non conventionnelle de I'imagerie est susceptible de fournir des informations plus riches
sur la région explorée. Elle ne se contentera pas de déterminer la présence ou la forme
des objets mais pourra également ambitionner de trouver les propriétés physiques des
milieux traversés.

Les applications possibles d'un tel procédé sont nombreuses : les radars utilisant
des ondes électromagnétiques, la détection de bancs de poissons ou de sous-marins
dans les océans par ondes acoustiques ou encore le controle non-destructif par ondes
élastodynamiques. Les méthodes proposées dans la littérature tiennent compte des
spécificités du probleme abordé. En particulier, la dimension de ’espace peut jouer un
role crucial quant a la mise en ceuvre effective d’'une méthode. L’objectif de ce travail est
d’étudier des problemes de diffraction dans des domaines tridimensionnels et 1’essentiel
de cette présentation se fera dans ce cadre, parfois certains travaux en 2D seront
toutefois présentés. Par ailleurs, outre la nature de ’onde éclairante (électromagnétique,
acoustique etc...) le type de source permet aussi de classer les méthodes de résolutions

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

employées. On distingue les sources monochromatiques a fréquence fixe des sources
impulsionnelles. Notons toutefois qu’'une étude exhaustive du premier cas permet de
traiter le second via une transformation de Fourier.

Lors de cette étude nous nous sommes concentrés sur un probleme modele d’ondes
acoustiques en régime harmonique (sources monochromatiques). Ce type de probleme
apparaitra donc largement lors de cette présentation.

1.2 Formulation du probleme

Le but de ce paragraphe est de rappeler brievement les hypotheses physiques qui
permettent d’obtenir I’équation des ondes acoustiques linéaires [21, 51, 54]. Nous trai-
tons ensuite plus particulierement le cas des ondes stationnaires qui constitue le cadre
de notre étude [45, 51]. Enfin nous rappelons les liens qui peuvent étre tissés entre
ces équations, celles de I'électromagnétisme et celles de I'élastodynamique via un cadre
mathématique semblable [46].

1.2.1 L’équation des ondes acoustiques

C’est I’équation des ondes acoustiques linéaire qui servira de probleme modele dans
toute cette étude. Rappelons que sous les hypotheses :

— Le fluide sera supposé parfait : absence de viscosité et de flux de chaleur;

— Le fluide sera isolé et ne comportera pas de sources internes.
les perturbations p, de « petite » amplitude, de la pression autour d’un état de référence
vérifient classiquement ’équation des ondes linéarisée [21, 51, 54] :

0*p

ol c*(x)pdiv (pgradp) = 0 (1.1)
qui devient dans le cas d’un milieu homogene :
0°p 2

ou p désigne la masse volumique de 1'état de référence du fluide (i.e. non perturbée par
la présence de 'onde) et ¢ la célérité des ondes dans le milieu. Par définition

-(3).
(9p pP=p0

par exemple, dans un fluide caractérisé par le premier coefficient de Lamé \ ou module
d’incompressibilité (appelé parfois dans ce contexte constante d’élasticité),

c=4/— (1.3)
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1.2.2 L’équation de Helmholtz : le régime stationnaire

Considérons désormais le cas particulier ou les grandeurs sont harmoniques de pul-
sation w [45, 51]. Toute grandeur u sera alors notée :

u(z,t) = Re{u(z)e™'} (1.4)

ou u(z) désigne 'amplitude complexe. Dans les équations nous omettrons le facteur
e selon I'usage courant.

L’équation des ondes pour un milieu homogene devient alors
Ap+k*p=0 (1.5)

ol k = w/c est appelé nombre d’onde. Cette équation en régime stationnaire s’appelle
équation de Helmholtz. On notera qu’en présence d’un terme de source f cette équation
s’écrit :

Ap+k*'p+f=0 (1.6)

Dans le cas d’'un milieu hétérogene pour lequel le terme en gradp est négligé, I’équation
des ondes (1.1) devient :

Ap + (%)szo (1.7)

1.2.3 Vers I’électromagnétisme et 1’élastodynamique

Nous venons de rappeler comment, a partir de la mécanique des fluides et sous
quelles hypotheses, on obtenait 1’équation des ondes acoustiques. Ce n’est évidemment
pas par un lien physique que cette équation est reliée a celles de I'électromagnétisme.
Pourtant les phénomenes d’ondes ont des points communs qui se traduisent par une
structure mathématique commune des équations qui régissent ces différents phénomenes
(voir [46]).

Structure de I’équation d’onde A partir de I’équation dégagée dans le cas parti-
culier des ondes acoustiques, nous allons définir une équation d’onde abstraite.

Soient u(x,t) € RY I'inconnue du probleéme, et A un opérateur différentiel du second
ordre, de type elliptique, autoadjoint et positif pour un produit scalaire bien choisi.

Sous ces conditions, I’équation
2

)
a—: + Au=0 (1.8)

est une équation d’onde. On notera que pour 'acoustique u(x,t) = p(x,t), N =1 et

Au = —c*(z)pdiv (p gradu) (1.9)
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Le cas électromagnétique Dans le cas de 'électromagnétisme, 'inconnue est le
champ électrique u(x,t) = E(x,t), N =3 et

1
Au = erot(—rotu) (1.10)
i

ou € est la permittivité diélectrique et p la perméabilité magnétique du milieu.

Le cas élastodynamique Dans le cas de l'elastodynamique, sous I’hypothese des
petites perturbations, 'inconnue est le déplacement u(z,t) = u(x,t), N =3 et

1
Au = _Edng(U) (1.11)

ou ¢ désigne le tenseur des contraintes; on rappelle que dans le cadre de I'élasticité
linéaire isotrope ses composantes sont reliées au déplacement par

O35 = )\le(@)éU + u(um- + Uj’z‘) (112)

ou A et u sont les coefficients de Lamé.

1.3 Equations et représentations intégrales

Avant d’aborder les études des problemes direct et inverse de diffraction, nous allons
rappeler quelques outils et définitions qui nous serons utiles par la suite [10, 26].

1.3.1 L’identité de réciprocité : la deuxieme formule de Green

Multiplions I’équation de Helmholtz (1.6) d’inconnue p; par un champ ps et intégrons
sur un ouvert borné €2 :

/PQApl + k*pipy AV + / Jip2dV =0 (1.13)
Q Q

En utilisant la formule de la divergence (o n est la normale extérieure a 2),
/ div(v)dV = / v.ndS (1.14)
Q 0
au champ v = py gradp, on obtient :

/ p2Apy + gradpy.gradp, dV = pogradp,.n dS (1.15)
Q o0

d’ou

/ pegradp;.ndS + / k*p1ps — gradp,.gradp, dV + / fip2dV =0 (1.16)
BY) Q Q
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On choisit pour ps un champ vérifiant I’équation de Helmholtz dans €2 pour le méme
nombre d’onde k. En soustrayant a (1.16) I’égalité vérifiée en échangeant les roles de
p1 et pg on obtient :

/ (pogradp; — pigradpy).ndS + / fip2 — fop1rdV =0 (1.17)
a0 Q

Les champs p; et ps vérifiant I’équation de Helmholtz dans le domaine (2, cette relation
peut encore s’écrire (sous la forme de la deuziéme formule de Green) :

/ (p2gradp; — pigradp,).ndS = / p2Apr — p1Apy dV (1.18)
oN Q

Cette formule générale peut étre précisée et permet ainsi d’obtenir des informations sur
un champ inconnu. C’est le cas en particulier lorsque 1’on choisit pour 'un des champs
p1 ou py une solution connue, la fonction de Green par exemple.

1.3.2 La solution fondamentale ou fonction de Green

Soit G(. — z) la solution de I’équation de Helmholtz pour un domaine infini soumis
a une unique source ponctuelle placée en z :

(Ay+k2)G(g—g)+5(g—g) =0 (1.19)

En particulier G(. — z) est solution de ’équation de Helmholtz pour tout domaine
Q C R3. Elle satisfait donc la condition pour obtenir la relation (1.17) ou (1.18). De
plus cette solution, appelée fonction de Green, peut étre calculée analytiquement et on
obtient le résultat classique :

elk\y*Q

Gy — ) (1.20)

- 4|y — x|

ou |z| est la norme euclidienne du vecteur z.

1.3.3 La représentation intégrale

En prenant p; = p la solution de (1.6) et po = G(. — x) dans (1.17) on obtient :

/a . (G(y — z)gradp(y) — p(y)grad,G(y — z)) ndS,

_ / FW)Gly — ) — 6(y — )ply) AV, Ve ¢ 09 (1.21)
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D’ou la formule de représentation intégrale qui lie la valeur de la pression en tout point
de I'espace a sa valeur et a celle de son gradient sur la frontiere du domaine ainsi qu’aux
sources volumiques. La représentation differe selon que le point z se trouve a l'intérieur
du domaine ou non :

plz) = — /a . (p(y)grad,G(y — z) — G(y — z)gradp(y)) .ndS,

+ [ fWGy—z)dV, Yz €Q (1.22)

= /ém (p(g)gradyG(y —x)— G(y — z)gradp(y )) ndS,

/f Gly —z)dV, Vz ¢ Q (1.23)

Comme dans toute la suite de ce travail nous nous placons dans le cas ou il n’y a pas
de source volumique (i.e. f = 0), le probleme intérieur (1.22) se réécrit :

plz) = — /a (erad,Gly - 1) - Gly ~ gradp(y) mds, Ve @ (124)

0= /aQ (p(g)gradyG(y - &) - G(g - &)gradp(g)) .QdSy YV gé 0O (1.25)

Probleme extérieur Comme nous n’avons pas encore présenté le probleme au
limite, le choix du domaine €2 n’a pas encore été posé. Prenons un peu d’avance, en
considérant les problemes dit extérieurs c’est a dire définis sur un domaine non borné
extérieur a un domaine borné €. Les équations (1.24) sont alors encore valables (on fera
attention dans ce cas a l'orientation de la normale) a condition que les champs soient
décroissants (i.e. p = 0(1)) ou satisfassent a la condition de radiation de Sommerfeld a
Iinfini.

Cette condition qui traduit 'absence de source a I'infini s’écrit pour p :

1
gradp.z — ikp = O(—) pour |z| — o0 (1.26)

|z

Une solution satisfaisant cette condition, dite radiative, peut aussi se mettre sous la
forme (voir [26])

etklzl

p) = T {plle) + O} pourlal = o0 (1.27)

ol P est appelé le champ lointain (far field pattern en anglais). Certaines approches
de la diffraction inverse repose sur I’hypothese que le champ lointain est mesuré.
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1.3.4 Equation intégrale de frontiere

On peut étre tenté une fois en possession des équations de représentations intégrales
(1.24) d’étudier le cas limite ou le point x appartient a la frontiere.

Or la fonction G(. — z) est singuliére en z et la singularité de son gradient est de

l'ordre de 1/|y — z|?, il ne suffit donc pas de prendre z sur la frontiere dans 1'équation
(1.24) pour obtenir I'équation intégrale de frontiére.
Nous allons considérer un domaine, nommé €2.(z), qui correspond au domaine €2 privé
d’un ouvert de dimension caratéristique € contenant le point de frontiere z (cet ouvert
est appelé ouvert d’exclusion et noté v.). La frontiere du nouveau domaine Q.(x) est
donc (092 —e.) + s. avec e. = 0NN v, et s. = Jv. N L’équation intégrale de frontiere
s’obtient apres passage a la limite quand e tend vers zéro du probleme extérieur :

0= / (b(y)grad, Gy — z) — Gly — )gradp(y)).nds,
(02—ec)+se
/fg (y —xz)dV, (1.28)

Sous des conditions de régularités suffisantes (nous renvoyons le lecteur a [10] pour
la démonstration complete), le passage a la limite ¢ — 0 donne ’équation intégrale
régularisée :

/8 (p(y)grad, Gy - 2) — ple)grad, Gy ) — Gly — Dlgradp(y)) 0 dS,

/f y—z)dV, =0Vz € 00 (1.29)

ot G est la solution de Green pour un domaine infini de I’équation de Laplace (équation
« statique » associée & I'équation de Helmholtz), G°(y — z) = 1/(4x|y — z|). De méme
que pour la représentation intégrale, nous considérerons dans la suite la forme simplifiée
en 'absence de sources volumiques :

/a ((y)grad, Gly ~ o) - plograd, Gy - 2)udS,

= G(y — z)gradp(y).ndS, Vz € 02 (1.30)
20

Bien que l'on préférera généralement évaluer ce terme numériquement, on notera que

w(z, S)
47

/gradyGO(g —z).ndS, = — (1.31)
s
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ot w est "angle solide algébrique sous lequel z voit S, il est donc égal a 27 si S est fermée
et z un point suffisamment régulier (c.a.d. auquel S admet une normale unique). On
pourra retrouver dans ce cas 1’équation intégrale plus classique (i.e. non régularisée) :

L) = - /a (p(y)erad, Gy — 2) - Gly — D)gradp(y)) s, (1.32)

Dans ce cas, I'intégrale est prise au sens de la valeur principale de Cauchy. De la méme
manieére on obtiendrait ’équation intégrale pour le probleme extérieur :

L) = /8 (P(p)grad,Gly — 1) ~ Gly - Dgradply) nds, (139

oil . est encore la normale extérieure a € donc intérieure & R\ Q.

Par ailleurs, notons enfin que tout champ p vérifiant ’équation intégrale (1.30)
satisfait automatiquement a la condition de radiation de Sommerfeld. Ceci a une
conséquence pratique importante que certaines méthodes exploitent. En effet, la réso-
lution du probleme extérieur se réduit alors a une équation intégrale définie sur une
surface bornée.

1.4 Etude du probleme direct

Comme on le verra dans la suite, la résolution du probleme inverse nécessite une
bonne connaissance du probleme direct associé. Vu les éléments que nous avons déja
mis en place, nous préciserons juste dans cette section les conditions aux limites
spécifiques a la diffraction. Les problemes directs sont, par définition, bien posés au
sens de Hadamard. Ils sont étudiés depuis longtemps, et de nombreuses méthodes de
résolution existent (voir par exemple [50], [51] ou [27]), nous en présenterons quelques
unes. On peut classer les problemes directs de diffraction en deux grandes catégories :
ceux pour lesquels on considere un obstacle inclus dans un milieu homogene (on notera
le cas particulier des fissures : variétés a 2 dimensions) et ceux d’une région hétérogene.

1.4.1 Diffraction par un obstacle dans un milieu homogene

Lorsque l'on considere un obstacle ©, mou ou rigide, celui-ci n’appartient pas au
domaine de propagation des ondes. Il intervient comme frontiére du domaine de propa-
gation. Les conditions aux limites imposées sur cette frontiere sont déterminées par la
nature de 1'obstacle. Considérons successivement les conditions classiques de Dirichlet
et Neumann. Les conditions aux limites de type Dirichlet s’écrivent pour la pression :

p(x) = pa, Yo € 00 (1.34)
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le cas pg; = 0 correspondant a un objet mou. Les conditions de type Neumann sont
quant a elles définies par :

%(x) = ¢y, Vo € 0O (1.35)

le cas ¢4 = 0 correspondand a un objet impénétrable ou rigide.

Diffraction par un obstacle rigide en domaine infini [14] : Dans ce cas particulier
on considére que I'obstacle © est baigné dans un milieu infini. Le domaine de
propagation est donc 2 = R3\ ©. Pour les problémes de diffraction, il est
d'usage de séparer la pression en une partie qui correspond a I'onde incidente
connue, notée p’, et une seconde a I'onde diffractée recherchée p? :

p=p +p° (1.36)

Or, I'onde incidente étant solution de I'équation de Helmholtz dans tout I'es-
pace, elle I'est en particulier dans le domaine © d'ol :

0= / (v (y)grad, Gy — z) — G(y — x)gradp'(y)) ndS,, Yz e R\ S
00

(1.37)
oll n est la normale extérieure 3 ©, tandis que p? admet la représentation
intégrale

P'@) = | (0" erad,Gly—2)~Gly— pigrady(y) S, Vo eR\S

(1.38)
Donc p admet la représentation intégrale :

p(z) = pilz) + /8 py)erad,Gly — 2)dS,, V2 eRNE (139

Par un raisonnement analogue, on obtient I'équation intégrale :

1 .
5p(g) =p'(z) + / p(y)grad,G(y — z).ndS,, Vz € 0O (1.40)
90

Dans le cas d’'un domaine borné, on devra également spécifier quelles conditions sont
vérifiées sur la frontiere extérieure. Evidemment on peut imaginer une frontiere combi-
nant les différents types de conditions. On notera alors Sp la partie de la frontiere ou la
pression est imposée et Sy celle ou sa dérivée normale 1’est. Pour que le probleme soit
bien posé il faut alors qu’elles forment une partition de la frontiere (i.e. 92 = Sp U Sy
et Sp NSy =0, voir [2] par exemple).
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Les fissures

Les obstacles de type fissures en élastodynamique (ou des obstacles infiniment fins
en acoustique) ont par leur nature particuliere donné lieu & des méthodes de résolutions
spécifiques [4, 5, 11, 52]. En effet, 'obstacle en entier n’est alors qu’une frontiere
et se manifeste dans le milieu par une discontinuité de certaines grandeurs locales.
Mathématiquement cela se formule par des équations de saut.

Le cas des hautes fréquences : I’approximation de Kirchhoff [14, 26]

L’approximation de Kirchhoff, ou de 'optique physique, consiste en deux hypotheses
simplificatrices valables quand la longueur d’onde est petite devant les autres dimen-
sions caratéristiques, notées a. Autrement dit ka > 1.

Ces deux hypotheses sont :

— Seule la partie éclairée ST de l'obstacle participe a la diffraction (ceci revient a

négliger des réflexions multiples) ;

— dans (1.40) le terme intégral est négligeable devant le premier terme.

Sous ces hypotheses on peut résoudre assez simplement le probleme de diffraction par
un obstacle rigide :

Diffraction par un obstacle rigide en domaine infini, cas des hautes fréquences
[14] : En effet, la deuxiéme hypothése de Kirchhoff se traduit par p? ~ 1/2psur 9.
Autrement dit, I'onde se réfléchit totalement sur I'obstacle : p’ ~ p? ou encore

p ~ 2p', ce qui reporté dans (1.39) donne explicitement la pression diffractée
(il n'est plus nécessaire de résoudre (1.40)) :

P =2 [ Perad,Gly-o)ndS, VeeRNE  (141)
S+ - -

1.4.2 Propagation en milieu hétérogene

L’autre possibilité de formulation d’un probléeme de diffraction est de considérer un
milieu dont les propriétés varient [26]. Nous avons déja évoqué cette possibilité lors de
la formulation des équations. Nous nous intéresserons dans ce paragraphe a un exemple
« homogene par morceaux », et au cas limite a basse fréquence ou le contraste entre
I’« obstacle » et le milieu est faible.

Reprenons I’équation de Helmholtz pour un milieu hétérogene (1.7), que 'on peut
encore écrire :

w? w? w?
A — - — =0 1.42
v+ (%) —

On considere par ailleurs qu’il existe un domaine borné © en dehors duquel le milieu

est homogene de célérité cy. Autrement dit le support de ¢(x) = w? (C(i)z — %) est
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dans O, il est donc borné. D’ou, d’apres (1.22), la représentation intégrale pour p :

p(z) = - /8 . (p(y)grad,G(y — z) — G(y — z)gradp(y)) ndS,
n / PGy — 2)dV,, Ve O (143)
(S

Par ailleurs, 'onde incidente vérifie (comme solution du probleme intérieur homogene) :

plz) = — /6 i (r'(y)grad,G(y — z) — G(y — z)gradp'(y)) ndS,, Vz€© (1.44)

et celle diffractée est solution du probleme extérieur :
0= /ae (pd(g)gradyG(g —z) -Gy — g)gradpd(y)) ndS,, Vze©O (1.45)

En utilisant que p = p’ 4 p?, on aboutit & I’équation :

p(z) = pila) + / (Wpy)Cy — 2)dV,, Vze© (1.46)

Comme le support de q est borné et inclus dans ©, cette équation est valable sur tout
ouvert contenant ©. On peut méme 1’étendre & R? sans changer le résultat (voir [45)).
On obtient alors I’équation de Lippmann-Schwinger :

pa) =@+ [ awne)Cly-2)av,, Ve R (1.47)

Le cas des basses fréquences : ’approximation de Born

La fonction ¢ peut encore s’écrire q(z) = %22(026_(31;) —-1)= k‘Z(% — 1) . L’équation
(1.46) , qui est de la forme u = u' + Lu peut étre approchée par u = u' + Lu’ si
q(z) < 1: c’est Uapprozimation de Born[14]. Elle est donc justifiée dans le cas ol soit
la fréquence soit le contraste est faible.

1.4.3 Meéthodes numériques de domaine

Dans les cas ou I'on ne se trouve pas dans une plage de fréquences permettant les
simplifications vues précédemment et que ’obstacle n’a pas une forme canonique ou que
le domaine extérieur n’est pas borné, il n’est pas possible de faire appel a des méthodes
analytiques de résolutions. Mais, depuis ’apparition des ordinateurs, il est heureuse-
ment possible de faire des calculs numériques avec un nombre d’inconnues assez impor-
tant. Pour les problemes de propagations d’ondes, en plus d’une bonne représentation
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de la géométrie, il est nécessaire de décrire les variations du phénomene ondulatoire.
Il est couramment admis qu’un minimum de dix points de discrétisation par longueur
d’onde soit nécessaire (il semblerait qu’en s’approchant des hautes fréquences ce nombre
dat augmenter).

Nous ne présenterons pas les méthodes numériques de domaines [7]. Nous rappelons
qu’il en existe deux principales : la méthode des différences finies (obtenue directement
a partir de 1’équation de Helmholtz) et la méthode des éléments finis. Leur principal
avantage est de pouvoir prendre en compte simplement les hétérogénéités de comporte-
ment a l'intérieur du domaine. Leur principal inconvénient est dans les cas non bornés
ou il est nécessaire de mailler un domaine important. D’autre part, le domaine de simu-
lation étant inévitablement fini, des conditions aux limites doivent étre imposées afin
d’essayer de prendre en compte le comportement des ondes sortantes. En particulier,
la condition de Sommerfeld n’est jamais exactement vérifiée. Toutefois, des conditions
absorbantes peuvent étre appliquées aux limites du domaine de calcul et permettent,
par exemple, de résoudre des problémes d’inversion en 3D [35].

1.4.4 La méthode des éléments de frontiere

La discrétisation de la frontiere du domaine et des champs inconnus transforme les
équations intégrales vues précédemment en un systeme linéaire : c¢’est la méthode des
éléments de frontiére [10]. Nous discuterons de ses propriétés dans I'introduction du
chapitre 2. Notons toutefois que ces méthodes sont fort appréciées quand le domaine
est non borné pour les raisons que nous avons déja évoquées. Pour notre part nous re-
tiendrons que cette méthode réduit d’une dimension ’espace maillé et que le remaillage
des frontieres internes est plus simple que le maillage volumique de tout le domaine.
Cependant ces considérations concernent essentiellement une méthode de résolution du
probléme inverse.

L’équation intégrale conduit a un systeme linéaire dont la matrice est pleine et
complexe, ce qui limite séverement (besoin mémoire O(N?) et temps de calcul O(N?))
la taille numérique (nombre N d’inconnues nodales sur les éléments de frontiere) des
problémes si un solveur direct est employé. Pour traiter les calculs de grande taille
occasionnés par le contexte 3D, on est ainsi amené a faire appel a un solveur itératif,
qui ne demande pas le stockage de la matrice. La rapidité de résolution dépend alors
essentiellement de celle du calcul d’un produit matrice-vecteur. Cette opération est a
priori de complexité O(N?), rédhibitoire pour les cas de grande taille (domaine grand
devant la longueur d’onde). La méthode multipdle rapide, ou Fast Multipole Method en
anglais (FMM), initialement proposée par Greengard et Rohklin vers 1985 et depuis
étendue aux formulations intégrales de nombreux problemes de la physique, permet
d’accélérer cette phase cruciale du calcul et réduire la complexité d’un produit matrice-
vecteur a O(N log N) en dynamique. Elle sera étudiée dans ce travail.
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1.5 Résolution du probleme inverse

Sont habituellement désignés comme problémes inverses des problemes d’inversion
qui sont également mal posés au sens d’Hadamard. Ce caractere mathématique a fait
que pendant longtemps ils n’ont pas été étudiés. Désormais la situation a changé et les
intéréts pratiques déja évoqués ont suscité de nombreuses études sur les problemes mal
posés en particulier les problemes inverses [6, 12, 14, 43, 66]. Passons en revue quelques
méthodes proposées dans un cadre dynamique.

1.5.1 Méthodes linéaires

Dans des cas limites déja présentés pour la résolution du probleme direct il est
possible de formuler le probleme inverse sous la forme d’un probleme linéaire. C’est le
cas par exemple pour la détection d’un obstacle rigide a haute fréquence ou celui d'une
région de faible contraste a basse fréquence, si les mesures sont effectuées suffisamment
loin de l'obstacle (mesure en champ lointain) (voir [14]).

1.5.2 Ecart a la réciprocité

Des méthodes utilisant des fonctionnelles d’écart a la réciprocité sont utilisées pour
la détection de fissures. Initialement développées par Andrieux pour la détection de
fissures planes dans des solides par des mesures statiques [3, 4, 5] . Des travaux récents
de Bui, Constantinescu, Maigre exploite la méme idée en dynamique [15, 16]. L’idée
principale de la méthode consiste a exploiter le non respect d’une identité de réciprocité
(type Maxwell-Betti) entre un champ défini sur un domaine sain et un autre défini sur
le domaine réel dans le cas de présence d’une fissure. Ensuite, la méthode repose sur le
choix judicieux de familles de champs adjoints définis sur le domaine sain afin d’obtenir
des informations successivement sur 'inclinaison du plan de la fissure, sa position et
I’étendue de la fissure.

La méthode appliquée a la dynamique exploite les mémes idées. Notons toutefois
que l'obtention des informations est moins explicite et nécessite plus d’expériences
numériques. En particulier, ¢’est 'enveloppe convexe de la fissure qui est obtenue. Par
ailleurs, on pourra noter que dans ce cas la détection est de type impulsionnelle et
nécessite des envois d’ondes dans un maximum de directions.

1.5.3 Approche par optimisation

Ces méthodes proposent de chercher la solution du probléme inverse comme mini-
mum d’une certaine fonction cout ou fonction objectif J choisie par I'utilisateur [12, 9].
La fonction cout pourra, par exemple, étre une distance au sens des moindres carrés
entre des données mesurées et des données simulées. Notons que cette démarche peut
aussi etre reliée a la méthode de régularisation, via la minimisation d’une fonctionnelle
stabilisatrice, proposée par Tikhonov et Arsenine [66]. Résoudre notre probleme nous
porte donc a nous intéresser aux méthodes d’optimisation non-linéaires.
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Nous distinguerons deux types d’approches pour la minimisation de la fonction
cott, celles faisant appel a ’évaluation du gradient et celles utilisant un algorithme
génétique.

Minimisation utilisant le gradient [2, 8, 20] Ces méthodes nécessitent la dif-
férentiabilité de la fonction cott puisque le minimum est cherché itérativement en
suivant la pente du gradient. Les plus connues sont le gradient conjugué, DFP ou encore
BFGS. Le minimum alors trouvé dépend fortement des conditions initiales choisies. Plus
précisément ce minimum n’est que local, c’est le point le plus bas de la « cuvette » a
laquelle appartient le point initial. En revanche, ce minimum est généralement trouvé
en peu d’itérations. La fonction colit est évaluée peu de fois, mais son gradient 1’est
autant. Pour ne pas perdre le plus gros avantage de ce type de méthodes (le temps
de calcul) la méthode d’évaluation du gradient doit étre choisie soigneusement. Sans
entrer dans les détails d’une discussion par ailleurs déja menée [9], nous retiendrons que
la méthode préconisée, la méthode de 1’état adjoint, permet une évaluation du gradient
d’un cotit faible par rapport a celui de la fonction objectif.

Les algorithmes génétiques [2] Ces méthodes de minimisation itératives reposent
sur I’évaluation de la fonction cout pour une population (i.e. un N-uplet de valeurs
appelées individus) tirée aléatoirement. Cette population évolue & 'aide de criteres de
performances et de tirages aléatoires. Les avantages de telles méthodes sont qu’elles per-
mettent une recherche globale du minimum et qu’elles ne reposent que sur I’évaluation
de la fonction cotut, en particulier elles ne nécessitent pas ’évaluation du gradient.
Elles sont donc applicables a des fonctions non différentiables. Malheureusement chaque
évaluation de la fonction cotit nécessite la résolution d’un probleme direct. Ces méthodes
sont alors trop cheres en temps de calcul, dans le contexte d’un probleme de dynamique,
puisque chaque itération nécessite 1’évaluation de J pour chaque individu.

Inconvénients de 1’approche par optimisation. Si les méthodes utilisant la
minimisation d’'un fonction cott permettent de resoudre finement le probleme in-
verse, ces approches peuvent poser probleme. En effet, chaque évaluation de la fonc-
tion cout nécessite la résolution d’un probléeme direct ce qui, pour la résolution d'un
probleme dynamique tridimensionnel peut devenir limitatif. En particulier, les algo-
rithmes évolutionnaires nécessitant un tres grand nombre de simulations directes sont
donc écartés dans ce contexte. De leur coté les algorithmes plus classiques utilisant le
gradient dépendent des choix initiaux (position, taille, forme, nombre) sur les obstacles
a identifier et peuvent ne pas converger pour des choix inadéquats.

1.5.4 Meéthodes d’exploration globale

Des méthodes récentes proposent donc une alternative a ’approche par optimisa-
tion. Elles ne nécessitent pas la résolution répétée du probleme direct, mais reposent
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sur le calcul d'une fonction indicatrice dont les valeurs donnent des informations sur
la présence ou ’absence d’obstacle. Le principal avantage de ces méthodes est que le
calcul de la fonction indicatrice, qui permet une exploration globale du domaine, est
peu couteux par rapport a la résolution complete du probleme d’optimisation, sans
nécessité d’hypothese physique trop forte. Un état de [’art pourra étre trouvé dans
'article de synthese récent [59].

La linear sampling method qui consiste a calculer, pour chaque point z, la solution
g. d’une équation intégrale linéaire de premiere espece (E), permet de localiser un obs-
tacle ©. En effet, la norme de la fonction g, est petite si z € O, elle est grande sinon.
La construction de (E) repose sur la connaissance, a U'infini, du champ créé par une
source ponctuelle placée au point z et de mesures du champ lointain dans toutes les
directions. La linéarité de (F) est a l'origine du nom de la méthode proposée initiale-
ment dans [25] pour des obstacles rigides ou des milieux hétérogenes. Des applications
au cas acoustique tridimensionnel pourront étre trouvées dans [23], celles pour le cas
electromagnétique dans [24]. Notons que cette méthode, qui teste pour chaque point
son appartenance a l’obstacle, ne suppose pas la connexité de ce dernier.

La méthode de la source singuliére [57, 58] repose sur I'utilisation de la méthode de
la source ponctuelle [55, 56] qui permet de reconstruire une approximation du champ
diffracté par un obstacle ©. Cette reconstruction se fait a partir de la connaissance
du champ lointain et 'utilisation, dans la représentation intégrale (1.38), d’une ap-
proximation en ondes planes, sur tout ou partie des directions, de la fonction de Green
G(. — x) pour tout point source x extérieur a ©. Appliquant cette méthode pour une
source dont le champ diffracté, calculé au point z de la source, diverge proche de 1’obs-
tacle, ceci permet d’obtenir des informations sur la frontiere de cet obstacle. C’est le
cas en particulier, pour un obstacle rigide ou mou, si la source est la fonction de Green
G(. — z). Des exemples tridimensionnels en acoustique sont donnés dans [32].

La probe method repose sur un principe similaire a celui de la méthode de la source
singuliere. Elle s’appuie, en effet, sur le calcul d’une fonction indicatrice qui diverge
pour des points proches de la frontiere de I'obstacle recherché. Cette fonction, dite en
« énergie », est la représentation intégrale (1.24) (calculée sur la frontiere d'un domaine
contenant 1'obstacle) de la solution diffractée par I'obstacle d'un champ créé par une
source ponctuelle placée en z. Dans cette intégrale a la fois la fonction de Green et
le champ diffracté sont approximés. Cette méthode, antérieure a la précédente, a été
proposée dans [41, 42], puis testée numériquement [33].

C’est dans le cadre de ce type de méthode que se situe ce travail. Nous avons choisi
comme fonction indicatrice le calcul du gradient topologique associée a une fonction cotut
d’écart aux moindres carrés. Cette approche déja proposée dans [13, 40, 36], s’appuie
sur des travaux antérieurs d’optimisation topologique des structures [64, 37]. C’est une
méthode d’exploration globale a caractere qualitatif. En effet, elle exploite une notion
de nature asymptotique dont la validité mathématique est restreinte aux obstacles de
taille infinitésimale.
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1.6 Objectif et contenu

Résolution du probleme acoustique direct par la méthode multipole rapide.
Le premier aspect sur lequel ce travail s’est penché porte sur I'accélération du probleme
direct (calcul du champ acoustique pour une configuration donnée d’obstacle), indis-
pensable pour évaluer la fonction-cotuit du probleme inverse.

La mise en oeuvre de la FMM pour 'acoustique linéaire en 3D est ainsi 1'une
des composantes importantes de ce travail. Elle s’appuie sur des études récentes (en
particulier [65, 30, 29]) effectuées dans le cadre de la résolution numérique des équations
de Maxwell. Le code issu de ce travail de these vérifie en particulier la complexité
O(N log N) théorique, et a été validé sur des solutions exactes de I’acoustique 3D. Le
chapitre 2 abordera ’aspect théorique de la méthode et sera suivi, au chapitre 3, de
choix pratiques de programmation ainsi que de résultats de validations numériques.

Méthode d’identification approchée d’obstacles par sensibilité topologique.
Le second point étudié porte sur l'initialisation des algorithmes d’inversion utilisant
la minimisation de la fonction cott. Des travaux récents [40, 13] ont montré que le
calcul du champ de sensibilité topologique associé a la fonction cout du probleme
inverse (une notion initialement proposée vers 1995 pour I'optimisation topologique
des structures) permet d’obtenir de bonnes informations qualitatives sur la localisation
d’obstacles a identifier. Le champ de sensibilité topologique, donnant le comportement
asymptotique de la fonction-cout sous l'effet de I'apparition d’'un obstacle de taille
infinitésimale en un point spécifié du milieu, s’exprime comme une combinaison du
champ direct et du champ adjoint associé a la fonction-cott, tous deux définis en
I’absence d’obstacle. Le calcul de ce champ de sensibilité repose ainsi sur 1’évaluation
des formules de représentation intégrale donnant les champs direct et adjoint aux points
d’une grille d’échantillonnage de la région 3D dans laquelle on cherche a identifier un
défaut. Ce calcul, également couteux a priori (O(N M) pour O(N) DDLs sur la frontiere
et O(M) points d’échantillonnage), est lui aussi considérablement accéléré par I'emploi
de la FMM. La FMM constitue donc au total une approche numérique bien adaptée a
cette méthode d’exploration globale approchée reposant sur la sensibilité topologique.
Le calcul FMM du champ de sensibilité topologique a été mis en oeuvre, et son intérét
testé sur des exemples synthétiques d’inversion. En particulier, pour une fonction-cott
de type moindres carrés, la sensibilité topologique dépend linéairement des erreurs de
mesure, et son calcul est donc moins sensible a ces erreurs que d’autres méthodes
d’inversion.

Ce travail débouche donc sur une méthode approchée et rapide, utilisant les deux
aspects présentés, qui donne des indications sur le nombre d’obstacles et leurs positions
dans le domaine. Cette méthode sera ’objet du chapitre 4.



Chapitre 2

Méthode multipole rapide : partie
théorique

2.1 Présentation

L’équation intégrale (1.30) présentée au chapitre 1 conduit, apres discrétisation
par des éléments finis de frontiere, a résoudre un systeme linéaire dont la matrice
est complexe, pleine et non symétrique. Ce type de probleme a, évidemment, été tres
largement étudié et on peut dégager deux grandes familles de méthodes de résolution.

Les méthodes directes, qui consistent a factoriser la matrice, ont des avantages. La
résolution est exacte (en fait limitée par la précision machine) et une fois la matrice
factorisée on peut résoudre le systeme pour des seconds membres supplémentaires a un
cotut réduit par rapport a la factorisation. Les plus connues de ces méthodes reposent
sur les factorisations LU (matrices non symétriques) ou L7 DL (matrices symétriques).
Malheureusement, elles sont tres couteuses en temps de calcul et en espace mémoire
pour les matrices générées par la méthode des éléments de frontiere, qui sont pleines,
des lors que le nombre d’inconnues nodales devient élevé. Pour un systeme a N degrés
de liberté, le stockage de la matrice est de ordre de O(N?), le temps de résolution
croit en O(N?). Sur les ordinateurs personnels actuels ces conditions nous limitent &
des problemes dont la taille est de I’ordre d’une dizaine de milliers d’inconnues nodales
surfaciques, ce qui restreint les applications possibles.

C’est pourquoi dans la pratique les méthodes itératives sont attractives. Le stockage
de la matrice n’est alors plus nécessaire, et le processus est accéléré. Chaque itération
utilise typiquement un produit matrice-vecteur, ce qui mene a prior: a un temps de
calcul de lordre de O(nge,N?), ol My, est trés inférieur au nombre d’inconnues du
systeme. Ces méthodes tentent de s’approcher par approximations successives de la
solution du probleme. On considere la résolution terminée quand le résidu est inférieur
a une limite fixée a 'avance par 1'utilisateur. Pour ce faire chaque méthode itérative a

25



26 CHAPITRE 2. METHODE MULTIPOLE RAPIDE : PARTIE THEORIQUE

une stratégie spécifique mais elles reposent toutes sur le méme principe.
Regardons de plus pres ces méthodes itératives. L’étape déterminante de la méthode
itérative est I’évaluation, a chaque itération, du résidu :

{0} — A{u} (2.1)

nécessitant d’effectuer le produit du vecteur d’essai {u} par la matrice A. Dans le cas
général ou la matrice est pleine le temps de calcul est donc de 'ordre de O(njye, N 2). Le
but de la méthode multipole rapide, décrite dans ce chapitre, est d’accélérer le temps
de calcul de ce produit pour certains problemes dont la matrice est pleine mais possede
certaines propriétés. Le cout d'un produit matrice-vecteur devient alors en O(N) pour
la résolution des problemes statiques (équation de Laplace ou élastostatique) et en
O(N log N) pour les problemes dynamiques (équation de Helmholtz, de Maxwell ou de
I'élastodynamique en régime fréquentiel).

La Fast Multipole Method (FMM), ou Méthode Multipole Rapide en frangais, a été
initialement proposée par Greengard et Rokhlin [38] pour la simulation de systemes a
grands nombres de particules en interaction. L’utilisation de la méthode a été ensuite
étendue a la résolution de I’équation de Laplace formulée par des équations intégrales de
frontiere en deux dimensions [61] puis en trois dimensions [39, 31]. Depuis, elle conquiert
tous les domaines de la physique, elle est particulierement utilisée en électromagnétisme
22, 29, 30, 65] et apparait désormais en mécanique [48, 53, 68].

Formulation initiale : calcul de champs électrostatiques

La Fast Multipole Method est apparue au début des années quatre-vingt pour
résoudre des problemes d’électrostatique avec O(N) charges et O(N) points d’obser-
vations.

[ °
° ° y
° o *
° X
° Y [ ) [ ) |.
Y [ )

Sources Points d’observations
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Regardons les équations de ce probleme : en chaque point d’observation z; le po-
tentiel électrostatique créé par les n charges ¢; placées aux sites Y, vaut :

1 L Qj
) = E 2.2

Ainsi, en notant par ® le vecteur 4meg(d(z4), d(2y), -, ¢(2,,)), par A la matrice de

composantes A;; = \y—i:t| et par @ le vecteur (qi,qo,-..,qs), le calcul des potentiels
25 =i

peut étre mis sous la forme d’un produit matrice-vecteur :
O =AQ

La matrice A étant pleine et non-symétrique ce produit a un cout en temps de calcul qui
est a priori de 'ordre de O(N?). L’idée de la méthode proposée par Greengard et Ro-
khlin est d’accélerer ce calcul en faisant des calculs « par paquets ». Plus précisément,
elle exploite le fait que 'effet d’'un ensemble de charges en des points d’observation
suffisamment éloignés est approximativement égal a celui d'un ensemble de sources
multipolaires fictives placées au centre de l'ensemble de charges considéré. En pra-
tique, ceci se traduit par deux éléments essentiels :

1 Une formule d’addition qui dépend de la physique du probleme considéré,
et qui exprime l'effet lointain d’une source ponctuelle comme somme de contributions
multipolaires.

2 Un algorithme, qui est le coeur de la méthode. Il est valable pour tous les
problemes, a quelques variantes pres, et consiste a utiliser la formule d’addition le plus
efficacement possible.

Cet exemple historique met bien en avant le fait que le but essentiel de la méthode
est d’accélerer un produit matrice vecteur, la matrice étant définie a partir d’une fonc-
tion d’influence (traduisant dans cet exemple les effets électrostatiques). Nous 1'utili-
sons pour notre part dans une méthode itérative de résolution d’un systeme linéaire
résultant de la discrétisation d’équations intégrales de frontieres.

La partie algorithmique est dans son principe commune a toutes les applications,
nous la présenterons d’abord, en section 2. La formulation de la FMM pour I’équation de
Helmholtz nécessite une attention particuliere, et la section 3 lui sera consacrée. Enfin,
au chapitre 3, des détails de mise en ceuvre accompageront des résultats numériques
de validation.
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2.2 Algorithme

A la vue de ce qui vient d’étre dit, il parait évident qu’il suffit de présenter la méthode
pour le calcul d’un produit matrice-vecteur afin d’en comprendre le mécanisme. Mieux,
dans le cas des équations intégrales de frontieres on a tout intérét a exposer ces principes
avant discrétisation (i.e. sur le calcul d’une intégrale) ce que nous ferons avec le terme
représentatif

/F Gly — D)p(y) 45, (2.3)

(ou le point z parcourt typiquement tous les nceuds du maillage éléments de frontiere)
a partir duquel on pourra déduire tous les autres cas.

Les méthodes de calcul classiques de cette contribution demandent un temps de cal-
cul d’ordre O(N?) car pour chaque nouveau choix de z toutes les intégrales élémentaires
doivent étre recalculées.

L’algorithme de la Fast Multipole Method nécessite 'utilisation d’une formule, dite
d’addition, propre a chaque solution fondamentale. Pour fixer les idées, on peut 'ima-
giner comme un développement en série de Taylor autour d'un point de la solution
fondamentale, ce sera parfois le cas. Nous supposerons dans cette section que 'on dis-
pose d’une telle formule, sans se soucier de la facon dont elle a été obtenue. Aussi, nous
présenterons une formule d’addition générique, représentante abstraite de ce qu’on ob-
tiendrait pour chaque probleme, qui nous permettra d’exposer et de discuter la partie
commune a tous les problemes : I'algorithme multipole.

2.2.1 La formule d’addition

La formule d’addition, développement en série de la fonction de Green autour d’une
origine z,, choisie arbitrairement, se présentera sous la forme générique

Gly—z)=Gly—zy+z,—2z) =G +1) ZZI’” YO (1) (2.4)

n m=—-n

en 3D, et sous la forme générique

Gly—z)=Gly—zy+z,—2z) =G +r) Z[ (2.5)

en 2D, les facteurs I,(r), O,(r') ou I™(r), O(r') étant connus analytiquement et
dépendant de la solution fondamentale utilisée.

Usuellement ces formules sont valides sous certaines conditions, une condition ty-
pique est |r’| > |r|. On note dés maintenant que ’apparition de (sommes de) produits
de fonctions de x et y dans (2.4) ou (2.5) va permettre la réutilisation d’intégrales
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Figure 2.1: Développement autour du point z,

élémentaires pour tous les points x, ce qui fournira I'un des facteurs de I'accélération
réalisée par la FMM.
Accompagnons ces formules de trois remarques :

remarque 1 : Dans la suite de cette section introductive, on emploiera la forme
(2.5) (valable en 2D) pour des raisons de commodité de présentation et pour ne pas
alourdir les formules. Les relations équivalentes pour le cas 3D s’obtiennent en rem-
placant toutes les sommations simples (sur n) par des sommations doubles (sur n,m).
Cet artifice de présentation ne sera plus employé a partir de la section 2.3.

remarque 2 : Pour les calculs numériques la série doit étre tronquée a un nombre
de termes t

G(r' +r) }:I +dt%b (2.6)

I'erreur alors commise € peut étre controlée et est une fonction décroissante de t et du
rapport |r'|/|r].

remarque 3 : Cette formule d’addition (2.5) s’accompagne de formules de « chan-
gement d’origine »qui sont de la forme

EZI O (1) (2.7

= Z Ly (f)[nfn’ (f/) (2'8)

on notera qu’elles apparaissent aussi généralement sous la forme d’une convolution
discrete pour les cas tridimensionnels.

Exemple de I'équation de Laplace en 3D : Pour I'équation de Laplace en 3D,
la fonction de Green d’'un domaine infini est

Gly— 1) = ——

L 2.9
= drly — z| (29)
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cette fonction admet un développement en série de la forme (2.4) (sous la
condition |r| < |r'|) avec

1 )
m - -  pm ime,.n
" (r) yrp— m)!P” (cosf)e™?r (2.10)

ou le vecteur r est représenté par ses coordonnées sphériques (7,0, ¢), et

1

—m (n—m)
T/n+1

I .y
/ ° /
0, ()= ym P™(cos ' )e™?
ou P est une fonction de Legendre associée et ol @ est le complexe conjugué

de a. En tronquant la série sur n a un nombre de termes ¢, |'erreur commise
est alors majorée par

(2.11)

r

<a (—)Hl (2.12)

,r/

G +r) =Y Y IO

n m=—-"n

On remarque que l'utilisation de la formule (2.7) nous permet de symétriser la
formule d’addition, en faisant apparaitre un développement en série autour de deux
points z, et y

Gly—2)=G(y -y, +y, — 2o +2o— )
=Y (o — 2)Only — y, +y, — o)

n

= " Lu(zy — 2)Onsw (y, — 2o) L (y — y,) (2.13)

y
Xq 0

Figure 2.2: Développement autour des deux points z, et Yo

A partir de cette formule 'idée principale de I'algorithme va étre de faire les calculs
par « paquets ». Prenons, pour un instant, le calcul d’'une intégrale de frontiere de
type (2.3) apres discrétisation. Par le biais de la solution fondamentale chaque point
de collocation est « relié » a chaque point de Gauss. On peut prendre ’analogie de
sources (charges électrostatiques) pour les points de Gauss et de points d’observation
pour les points de collocation.
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Points de Gauss = « Sources » Points de collocations
= « Points d’observations »

L’intégration numérique du terme (2.3) calculé pour chaque point de collocation z; se
met en effet sous la forme :

o)=Y wGly, - () (2.14)

)
Y; €Gauss(T")

Gauss(I') étant (en laissant de coté le fait que certaines intégrales élémentaires sont
singulieres) l'ensemble des points de Gauss de la surface I' et w; le poids de Gauss
associé au point Y- En particulier pour I’équation de Laplace en 3D, pour laquelle

Gly—12) = ——

- 2.15
y Ty =g’ (2.15)

on retrouve, a une constante pres, I’équation (2.2). Le calcul de I'intégrale revient alors
a calculer en chaque point d’observation le potentiel créé par un ensemble de charges.
Un tel calcul par une méthode classique peut se visualiser sous la forme :

o o~ - '
‘*\\\— \.l/
\ '4/

\

Sources Points d’observations
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car la fonction G(y — x) établit un lien entre tous les points « sources » et tous les
points d’« observation ».

La méthode multipdle se propose alors de réduire le nombre d’opérations a effectuer
par deux idées. La premiere va étre de créer des « paquets » de sources, i.e. une source
équivalente (le moment multipole) aux sources quand elles sont vues de suffisamment
loin.

Source équivalente Points d’observations

La seconde idée est de créer un point d’observation z,, représentatif d'un groupe de
points d’observation suffisamment éloigné du « paquet » de points sources considéré.

Source équivalente Point d’observation équivalent

Reste a choisir la facon dont on va construire ces « paquets ». L’idée qui a été retenue
par tous les algorithmes multipoles est de découper I'espace en boites cubiques (dans le
cas tridimensionnel). Mais comment choisir les tailles des paquets et leurs dispositions
dans 'espace 7 On distinguera deux approches pour répondre a cette question : I'une
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plus simple et plus ancienne, appelée méthode mono-niveau; I’autre plus efficace : la
méthode multi-niveau.

2.2.2 La méthode mono-niveau

Dans cette version de I'algorithme, toutes les boites cubiques (i.e. tous les « pa-
quets »), que I'on appellera cellules, ont la méme taille.

On considérera, dans un premier temps, que cette dimension est imposée puis 'on
discutera de la taille optimale & choisir afin d’obtenir I'efficacité maximale.

L’espace est donc découpé en boites cubiques d’arétes constantes. L’ensemble des
centres de ces cubes forme ainsi une grille uniforme autour desquels seront effectués les
développements en série. En d’autres termes, on prendra pour points z, ou Y, dans les
expressions telles que (2.13) les centres des cellules cubiques.

[ S CHSSS S

frontiére seule frontiére et cellules

Une fois le découpage effectué, I'algorithme se décompose en trois étapes :
1. Initialisation ou calcul des moments multipoles

2. Transfert

3. Fin ou calcul local

Détaillons chacune de ces étapes :

1. Initialisation Pour chaque cellule nous allons calculer le « moment multipole » |
c’est a dire la quantité :

Mn’(Cy7g0) = /S . In/(g—go)p<g) dSy, vn' (216)
NCy

ol Yy, est un point de la cellule cubique (), on prendra son centre pour des raisons
pratiques. Ce moment multipole sera le représentant des sources de la cellule pour les
cellules non adjacentes a C,,.
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2. Transfert Cette étape ne concerne que des paires de cellules qui sont suffisament
éloignées. Dans cette version de I’algorithme nous considererons que cela n’arrive que
si les cellules ne se touchent pas (si elles n’ont aucun point en commun) sinon nous
dirons qu’elles sont voisines. Pour chaque cellule C' nous noterons V' (C') ’ensemble de
ses cellules voisines (nous conviendrons que C' € V(). La phase de transfert consiste
alors a calculer I'influence, sur une cellule C,, de I’ensemble de ses cellules non voisines
ce qu’on peut exprimer ainsi :

Lo(Cozg) = Y > Onpw(y, — 2g)Mu(Cy.y,), Vn (2.17)

Cy¢V(Cy) 7

ou z, est le centre de la cellule C,. Certains auteurs appellent L, (Cy, z,) le « moment
local », et la phase de transert le « multipole-to-local »(M2L en abrégé).

3. Fin Enfin, il reste a redistribuer I'information aux points de collocations apparte-
nant a chaque cellule pour finaliser le calcul auquel il ne faudra pas oublier de rajouter
des termes d’interactions proches (i.e. des voisins) qui n’ont pas été pris en compte par
les étapes précédentes de I'algorithme et que 'on calculera par intégration numérique
classique.

/FG(Q—@ )dS, —ZI Lo (Cly ) + /SOV(C)G(g—@p(g)dsy (2.18)

ou C, est la cellule contenant le point de collocation .

Pour effectuer 1’évaluation de (2.3) sur I’ensemble des points de collocation z du
maillage, il faut donc répéter ces trois étapes pour toutes les cellules C, d’intersection
non vide avec I'.

Complexité Bien que nous ayons présenté la méthode pour le calcul d'une intégrale,
nous allons compter le nombre d’opérations qu'un tel algorithme nécessite sur I’équation
discrétisée. On suppose que la frontiere comporte N degrés de liberté et que chaque
cellule non vide en contient M. Le nombre de cellules non vides est donc O(N/M). En
outre chaque cellule possede moins de n,, voisins.

L’étape 1 de l'algorithme nécessite O(pN) opérations pour 'ensemble des cellules
o, si l'on tronque les sommations sur n dans (2.4) ou (2.5) au rang t, p = O(t) en 2D
et p=O(t?) en 3D d’apres (2.4).

L’étape 2 est calculée par O(p*(N/M)?) opérations.

L’étape 3, enfin, nécessite O(pN) opérations pour I’expansion du moment local et
O(n,(N/M)M?) pour le calcul direct avec les cellules voisines.

Si p est constant, le cout total de l'algorithme est alors de l'ordre de O(N) +
O((N/M)?) + O(NM). Le choix optimum de M = O(N'/3), nous permet d’obtenir
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une complexité totale de I'algorithme en O(N*/?) au lieu de O(N?) par la méthode
traditionnelle.

PRINCIPE DE L’ALGORITHME MONO-NIVEAU

Etape 1 : Initialisation (pour toute cellule non vide C, de centre y ) :

Mn/(C’y,QO) = / L (y — go)p(g) ds,, vn'
SNC,

Etape 2 : Transfert (pour toute cellule non vide C, de centre x) :

Ln(Cy,zy) = Z ZO”+” o — Zo)Mw (Cy,y,), V1

CygV(Ce) n'

Etape 3 : Fin (pour toute cellule non vide C,) :

/FG( y)ds, = ZI L (Cyyzy) + /m(o )G(g—@p(g) ds,, z € C,

2.2.3 La méthode multi-niveau

La méthode multi-niveau est une amélioration de la méthode mono-niveau. En
effet, plusieurs remarques se dégagent de la section précédente. La premiere est que
la précision globale que 1'on peut espérer au mieux pour calculer l'intégrale (2.18) est
celle des cas les plus défavorables. Nous avons vu que la précision du calcul de la partie
multipole dépend, a nombre de termes fixé dans la sommation, du rapport r/rg. Or
ce rapport est plus favorable aux paquets éloignés, ainsi une grande partie des calculs
sont faits a une précision « inutile » dans le sens ou d’autres termes sont calculés a
une précision moindre. Plusieurs alternatives ont été proposées dans la littérature pour
répondre a ces attentes. La plus efficace, que nous présentons ici, est la méthode multi-
niveau. Elle repose sur la possiblité d’un découpage récursif en cellules emboitées et
organisées dans une structure d’arbre, ce que nous allons préciser maintenant.

L’arbre La structure de données équivalente a la notion de fonction récursive est
celle d’arbre. Elle sera donc naturellement utilisée ici. Un arbre est constitué soit d'un
seul noeud (arbre atomique) soit d'un noeud et d'un ensemble de sous-arbres. Ce que
I’on représente classiquement par le graphe :
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@

arbre atomique

Si une branche (ou aréte) relie un noeud n; a un noeud n; situé un étage plus bas,
on dira que n; est le pere de n; (et n; le fils de n;). Le seul noeud n’ayant pas de pere
est la racine de I'arbre. Tous les noeuds n’ayant aucun fils sont appelés feuilles. On
nomme niveau d’un noeud sa « génération » par rapport a la racine (la racine est de
niveau 0, ses fils de niveau 1, etc...).

Chaque noeud sera pour nous associé a une cellule. Il y aura donc une correspon-
dance entre la structure abstraite de I'arbre et le découpage géométrique en cellules.

Mais comment construit-on ’arbre ? On prend pour commencer une boite cubique
qui contient tout le maillage, cette cellule est la racine de I'arbre. On découpe cette
cellule en huit cellules cubiques de coté moitié, chacune de ces cellules étant donc un
fils de la racine. Puis on recommence la procédure pour chacune des cellules jusqu’a
un critere d’arrét, par exemple un nombre maximum, choisi a I'avance, de points de
discrétisation contenus dans les cellules feuilles. On remarque qu’a un niveau donné
toutes les cellules ont la méme taille. Dans la littérature ce type d’arbre est appelé
oct-tree, en raison du nombre maximum de 8 fils pour un noeud. A chaque niveau, on
ne conserve dans 'arbre que les cellules non vides (c’est a dire contenant une portion
du maillage).

On peut représenter schématiquement les différentes étapes de découpage sur un
équivalent en deux dimensions (les cellules sont alors découpées en quatre et organisées
dans un quad-tree).

On considere la frontiere de notre domaine bidimensionnel (figure 2.3), que 'on
enferme dans un carré, celui-ci correspond a la racine de l'arbre (figure 2.4). Puis I'on
découpe ce premier en quatre carrés égaux, les fils de la racine (figure ??7). On continue le
découpage récursivement, ou seules les cellules contenant une partie de la frontiere nous
intéressent (figure 2.6). Enfin, on arréte la procédure quand est atteint un critere fixé
d’avance par l'utilisateur, par exemple le diametre caractéristique des cellules feuilles
ou le nombre maximum de nceuds ou d’éléments qu’elles doivent contenir (figure 2.7).
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Figure 2.3: Frontiére du domaine.

0

Figure 2.5: Découpage au niveau 1 et arbre.
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Figure 2.6: Découpage au niveau 2 et arbre.
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Figure 2.7: Découpage au niveau 3 et arbre.
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Vocabulaire et notations L’algorithme multi-niveau est plus complexe que le mono-
niveau. Sa description est facilitée par 'introduction d’'un nouveau vocabulaire. Rap-
pelons la notion de voisin d’une cellule que nous précisons dans le cadre multi-niveau :

Les cellules voisines d’une cellule C' sont l’ensemble constitué de C et des cellules
de méme niveau adjacentes a C par un coin, une aréte ou une face.

Comme précédemment, 1'ensemble des cellules voisines de C' sera noté V(C').
Une nouvelle notion, cruciale, est celle de banlieue :

La banlieue d’une cellule C est l’ensemble des cellules de méme niveau que C' qui
ne sont pas voisines de C mais dont les péres sont voisins du pere de C

On notera B(C') 'ensemble des cellules appartenant a la banlieue de C'. Une représen-
tation graphique rend cette notion plus facile & comprendre (voir figure 2.8).

Figure 2.8: Voisinage et banlieue d’une cellule C'.

On notera F I'ensemble des feuilles de ’arbre, L le nombre total de niveaux, C(¢)
I'ensemble des cellules de niveau ¢ et pour chaque cellule C': P(C') son pere et F(C)
I’ensembles de ses fils.

Algorithme multi-niveau Une fois la structure en cellules construite ’algorithme
multi-niveau se décompose en quatre étapes :

1. Initialisation
2. Montée

3. Descente
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4. Fin

1. Initialisation Cette phase est la méme que pour son homologue de la méthode
mono-niveau a cette différence pres que les moments multipoles sont calculés unique-
ment pour les cellules feuilles.

Pour tout C, € F

Mn/(Cyago) :/S . ]n/(g—go)p(g) ds,, vn' (2.19)
nCy

2. Montée La deuxieme étape de I'algorithme utilise la formule de changement d’ori-
gine (2.8) afin de calculer les moments multipoles associés a chaque cellule de 'arbre
dont le niveau est supérieur ou égal a deux. Ce calcul se fait en considérant qu'une
cellule de niveau ¢ est un paquet de cellules de niveau ¢ + 1 (puisque toute cellule
est incluse dans son pere). La portion de maillage incluse dans une cellule C' est donc
aussi dans P(C'). Le moment multipole associé a une cellule C' (et défini par rapport
au centre de C') est ainsi I'une des contributions au moment multipole associé a P(C).
Ce dernier devant in fine étre défini par rapport au centre de P(C'), la contribution de
C a P(C) doit étre ramenée au centre de P(C') a I'aide de la formule de changement
d’origine. Nous appelerons cette phase la montée, selon 'usage dans la littérature sur
la FMM.

Pour tout niveau fde L — 1 a 2

Pour tout C,, € C(¢)

Mo (Cy,y,) = Z ZM (Coy Mn—w(y, —y,), Vn (2.20)

CeF(Cy) n/

ou pour chaque cellule le moment multipole est donné en son centre, noté y, pour la
cellule C et y | bour ses fils.

Le changement de centre entre moments multipoles s’appelle aussi phase multipole-
to-multipole (M2M).

3. Descente Cette étape est sans doute la plus délicate de I'algorithme. Le but est
d’une part de transférer I'information a distance entre les cellules (étape de trans-
fert de la méthode mono-niveau) et d’autre part de récupérer I'information du niveau
immédiatement supérieur.

On commence cette étape par les cellules de niveau 2 et on procede ainsi : Le mo-
ment local de chaque cellule C' sera la somme des moments multipoles des cellules de
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B(C) apres transfert et du moment local de P(C') apres changement d’origine (appelé
aussi local-to-local ou L2L en abrégé).

Pour tout niveau / de 3 a L

Pour tout C, € C({)

Ln(Cryz9) = Z ZOn+n —zo) M, (Cy7ﬂ0) +

CyeB(Cz) n'

> Lu(P(Ca)s ) a2y — o), Vn (2.21)

ou pour chaque cellule le moment local est donné en son centre, noté z;, pour la cellule
C, et x; pour son pere.

4. Fin Comme pour I'algorithme mono-niveau on finit ’évaluation par la méthode
multipole auquel on ajoute les termes d’interactions proches, mais cette opération est
effectuée uniquement pour les cellules feuilles.

Pour tout C, € F

/FG(Q —z)p(y) dS, = ZI L, (Cy,zy) + /sm/(o )G(g —z)p(y)dS, z € C,
) (2.22)

Complexité Pour calculer la complexité, comme pour la méthode mono-niveau, on
découpe la frontiere en N degrés de liberté répartis régulierement (ny par unité de
longueur) et on suppose que le nombre maximum de DDL dans une cellule feuille est
M. Par ailleurs, on suppose que le nombre ¢ de termes auquel les séries sont tronquées
est indépendant du niveau. Cette hypothese est correcte pour les calculs statiques
(équation de Laplace par exemple) car la formule d’estimation de I’erreur commise par
le développement multipole ne fait pas dans ce cas intervenir d’échelle de longueur
absolue (taille de cellule). Comme on le verra en section 2.3, cela cesse d’étre vrai pour
les calculs dynamiques. Cette difficulté supplémentaire sera prise en compte a partir
de la prochaine section pour I’équation de Helmholtz.

Dans les hypotheses qui viennent d’étre exposées le critere d’arréet du découpage
récursif s’appuie sur le nombre de DDL dans une cellule. On aurait pu tout aussi
bien imposer une taille R(L) aux cellules feuilles. Montrons que cela donne un résultat
équivalent.
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Soit D le diametre du domaine et R(¢) la taille d'une cellule de niveau ¢. L étant le
nombre total de niveaux, R(L) est la taille des cellules feuilles qui est choisie constante
et indépendante de N et D.

La répartition des éléments du maillage étant supposée réguliere le nombre d’éléments
dans une cellule de niveau £ est, en 3D, proportionnel & (noR(¢))?. En particulier, on
notera les relations vérifiées par le nombre total de DDL

N o (ngD)? (2.23)
et par le nombre de DDL inclus dans une cellule feuille
M o (ngR(L))? (2.24)

Ce qui prouve que choisir M ou R(L) est équivalent.
Par ailleurs, le nombre de cellules non vides a un niveau ¢ donné peut étre estimé
proportionnel & (D/R(£))?, ainsi le nombre de feuille est un O(N/M). De plus, le
nombre de niveaux L vérifie

o D (2.25)

R(L) '

et est donc en O(log,(N/M)). Aussi, la taille des cellules doublant d’un niveau a l'autre
en partant des feuilles et le nombre de cellules du niveau ¢ étant estimé a (D/R({))?,
le niveau ¢ + 1 possede en moyenne 4 fois plus de cellules non vides que le niveau ¢. Le
nombre total de cellules non vides (sans compter les feuilles) est donc approché par

logy (N/M)~1
1 1 N\ 1 (N N

Z E il )<z ) = _ )

4 Loy O (M) =39 (M) © (M) (2:26)

On rappelle, par référence aux développements (2.5) et (2.4), que p = O(t) en 2D
et que p = O(t?) en 3D. La complexité des différentes étapes est alors :

Initialisation : O(pN)

Montée : Pour chaque cellule on exécute au plus 8 fois (en moyenne 4 fois) 'opération
de changement de centre : O(p*(N/M))

Descente : Pour chaque cellule 'opération de transfert (M2L) cotte O(p?), celle de
L2L O(p*) donc le cott total de 'opération est O(p*(N/M))

Fin : L’évaluation finale en chaque point de collocation coute O(pN) a laquelle on
ajoute le calcul des interactions proches O((N/M)M?) = O(NM)
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Donc, comme M et p sont indépendants de N, la complexité totale de I'algorithme
est O(N). Insistons ici encore que cette estimation repose sur ’hypothése d'un pa-
rametre de troncature ¢ (ou p) indépendant du niveau.

PRINCIPE DE L’ALGORITHME MULTI-NIVEAU

Etape 1 : Initialisation
Pour tout C, € F
My (Cyry,) = / Lu(y — y,)p(y) dS,, ¥’
SNCy
Etape 2 : Montée
Pour tout niveau / de L — 1 a 2

Pour tout C,, € C(¢)

(Cy,y,) = Z ZMn/Cy Ly (y, —y,), Vn

CeF(Cy) n/

Etape 3 : Descente
Pour tout niveau / de 3 a L

Pour tout C, € C()

L, (Cy, z4) = Z Z Onn (Y — Zo) M, (Cyvgo) +

CyEB(Cy) n'
ZLn’(P(Ox)7£1)In—n/(§1 — ), Vn
Etape 4 : Fin

Pour tout C, € F, pour tout z € C,

[ 6t -t as, - 5 o~ £)a( o) + / e, U= P38,
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2.3 Equation de Helmholtz

Maintenant que la structure générique de ’algorithme multipole a été présentée,
nous allons étudier son application a 1’équation de Helmholtz dans un domaine tri-
dimensionnel, associée a beaucoup de modeles physiques de propagation d’ondes en
régime fréquentiel, et en particulier a I’acoustique linéaire. Nous allons voir que ’on ren-
contre, par rapport aux modeles quasistatiques couverts par la présentation de la sec-
tion 2, des difficultés supplémentaires, qui nous obligeront a introduire des compléments
a ’algorithme multipole « de base ».

La formule d’addition La fonction de Green de I’équation de Helmholtz pour un
domaine tridimensionnel infini est, a un coefficient pres, la fonction de Hankel sphérique
de premiere espece et d’ordre zéro :

ikb—zl lk
Gly—z)=

B (1) _
Y 47T|y_x‘ h (k‘y x|)

Une formule d’addition découle alors d'une version du théoreme d’addition de Gegen-
bauer [1] :

etklr+r,| ik &
e = Y DR D Peostzz) (220
ou j, est une fonction sphérique de Bessel de premiere espece, hYY est une fonction
sphérique de Hankel de premiere espece et P, est un polynome de Legendre. Cette
formule peut encore s’écrire (en utilisant le théoreme d’addition des harmoniques
sphériques, voir la section 5.2 du chapitre 3 ou sont rappelées certaines propriétés
de ces fonctions)

zk%+r

irlr+r,| ’“ZZ "k [r)BGD (K [, )Y, ()Y, () (2:28)

n=0 m=—n

ou @ désigne le complexe conjugué de a. Le développement (2.28) peut ainsi étre mis
sous la forme (2.4), c’est a dire

=> "> IMr)or(r) (2.29)

n m=—-n

avec

I7(r) = ju(k Ir)Y, (r),
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réguliere a 'origine et
O'(r) = ik(=1)"h) (k [r) Y3 (r),

singuliere en r = 0.

Mais avant de continuer dans cette voie, revenons sur une hypothese faite dans la
section précédente. Dans les calculs de complexité nous avons supposé que le nombre de
termes p utilisés pour le calcul des séries était au choix de l'utilisateur et indépendant
du niveau dans la méthode multi-niveaux. Pour 1’équation de Laplace (ou celle de
I'élasticité linéaire) la précision du développement multipole ne dépend que du rapport
entre la taille des cellules et la distance entre deux centres lors du transfert. Ces rap-
ports étant, par construction, indépendants du niveau, il est donc légitime de choisir p
indépendamment du niveau, la précision obtenue du développement multipole étant la
meéme a tous les niveaux et ne dépendant que du choix de p. En revanche, ’équation
de Helmholtz contient une échelle de longueur fixe qui est la longueur d’onde. Ainsi
pour assurer une précision choisie aux développement multipoles, le nombre de termes
p dépendra du rapport entre la taille de la cellule et la longueur d’onde. Ainsi plus
la cellule sera grande (en longueurs d’onde) plus le nombre de termes p nécessaire
pour une précision donnée sera grand. Regardons I'influence de ce fait sur le calcul des
complexités.

Une autre remarque, bien connue mais essentielle, est que la finesse de discrétisation
devra étre ajustée a la longueur d’onde, un ordre de grandeur usuel étant 10 inconnues
ou plus par longueur d’onde.

Complexité de la méthode mono-niveau On suppose que le nombre d’éléments
par longueur d’onde ngy est constant. En I'absence d’estimateur d’erreur connu sous
forme analytique pour le développement (2.27) la troncature t est choisie, selon les
heuristiques proposées dans la littérature [29, 47], proportionnel au rapport entre la
taille d’une cellule, notée R, et la longueur d’onde t < kR = 27 R/\. Ainsi dans le cas
tridimensionnel t = O(v/M) d’ott p < k*2R? = O(M) (le nombre de degrés de liberté
par cellule). En notant & nouveau N le nombre total de DDL, la complexité de 1'al-
gorithme mono-niveau pour I’équation de Helmholtz résulte des décomptes par étapes
suivants :

L’étape 1 nécessite O(pN) opérations soit une complexité totale d’ordre O(N M)
L’étape 2, qui était calculée en O(p*(N/M)?) opérations coite donc O(M?(N/M)?) =
O(N?).

L’étape 3 est en O(pN) + O(n,(N/M)M?) = O(NM), ou n, désigne le nombre de
voisins d’'une cellule.

En raison de I'étape 2, la complexité de 1'algorithme est a priori de O(N?), donc
identique a celle de la forme traditionnelle de la méthode des éléments de frontieres.
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L’algorithme mono-niveau semble alors inutile. Mais qu’en est-il de la méthode multi-
niveaux ?

Complexité de la méthode multi-niveaux Sans rentrer dans tous les détails
du calcul de complexité regardons juste le cotut de I'’étape de montée. Le nombre
d’opérations nécessaires, pour la montée du niveau ¢ 4+ 1 au niveau ¢, est de 'ordre
de :

VC e C(0) p({) calculs pour chacun de ses fils p(¢ + 1) opérations
2
(%) x  K*RY0)  x 4 X k*R%(¢)

Soit un nombre d’opérations de I'ordre de O(k*D?R?(¢)) pour le niveau ¢. En par-
ticulier, pour le niveau 2 ot R(2) = D/4 ce nombre devient O(k*D*) = O(N?). Ainsi
la complexité totale de I'algorithme est encore en O(N?).

Ainsi pour que la méthode multipole rapide procure un avantage dans le cas dyna-
mique, une alternative a la méthode dite « convolutionnelle », caractérisée par la forme
(2.29) de la formule d’addition, est nécessaire. Celle que nous avons choisi d’utiliser,
souvent appelée « forme diagonale », a été proposée par plusieurs auteurs [47, 62]. Nous
garderons ce nom, car il est désormais d’usage, bien que la présentation, plus physique
que mathématique, de la méthode que nous avons adoptée met moins nettement en
évidence cette dénomination.

2.3.1 Une alternative pour I’équation de Helmholtz : la forme
diagonale
Le point de départ est encore le théoreme d’addition de Gegenbauer (2.27). Nous

le complétons cette fois ci par une deuxieme équation fondamentale, le développement
en ondes planes du produit j, P, (ou . désigne la spheére unité) :

julk [2]) Paeos(r,r,)) = S L ¢*e2) P, (cos(s, 7,))ds (2.30)

4m
La formule (2.27) devient alors :
= i"(2n r e\ P (cos(s, r,))ds .
drlr +r,| 1672 R -

n=0
Si on suppose que I'intégrale et la sommation peuvent étre interverties, on obtient :

o0

eik‘ﬂ‘i‘fol 1k ik
— ik(s,r n (1)
pre ey R T // e N im(2n + DAD (k [r,|) Pa(cos(s,r,))ds  (2.32)

O’ N n=0
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Remarque Cette interversion n’est en fait pas correcte, car la série
[o¢]
> (20 + DA (k|r,|) Pa(cos(s, 1)) (2.33)
n=0

est divergente. En effet, le comportement asymptotique de hg) pour n grand est
(d’apres [1]) :
V2(2n +1)"

sl gnty

AL ~ (2.34)

Dans la pratique la série est tronquée, et l'inversion entre 'intégration et la som-
mation tronquée est 1égitime. Mais comme nous le verrons au chapitre 3 cette inversion
nécessite un ajustement soigneux du niveau t de troncature.

Ainsi en posant :

O,(r) = Zz (2n + 1AV (k |r|) P, (cos(s, r)) (2.35)

= 167r2
et '
L(r) = eer) (2.36)

On retombe sur une équation qui ressemble a (2.5) :

ik|z+r |

— = I,(r)O4(r,)ds 2.37
- o) (2.37)
L’apparition du produit I4(r)Os(r,) étant la justification de la dénomination « forme
diagonale ».

De plus on peut remarquer des a présent que le calcul numérique de 'intégrale sur
la sphere unité sera en pratique effectué par une formule de quadrature a points s, et

poids wy.
zk\rJrr

Z w,l, (r,) (2.38)

47r|7“—|—r|

Dans ce cadre la symétrisation de la formule (2.38) est plus simple, il suffit de considérer
Yy—z=r+r1r)=1 +19+1, (figure 2.9) et comme

Ly(r) = et = ethlentn) = ghean) et = [ (r))1(ry) (2.39)

la formule finale symétrisée s’écrit

zk\r—l—r

drlr+r,| qu ()15, (2) (2.40)
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Figure 2.9: Décomposition pour la formule symétrisée.

Formules de changements d’origine On s’apercoit en regardant ’algorithme que
les seules formules de changement d’origine nécessaires sont celles associées aux rela-
tions entre moments multipoles et moments locaux (appelées M2L) auxquels s’ajoutent
pour la version multi-niveaux les relations M2M et L2L. Regardons ce que deviennent
ces transformations pour la forme diagonale du développement multipole :

Moment multipole
My(Cyyy,) = / L(y — y,)p(y) dS, (2.41)
SNCy

Ainsi en s’appuyant sur le calcul (2.39) le changement de centre du moment multipole
s’obtient par :

My(Cyy,) = /SC Is(y —y,)p(y) dSy
N Y
N / Ly =y, +y, = y,)p(y) dS,
snc

= / Is(y — y ) s(y, — y,)p(y) dS,
SNCy

— M,(Cyy) iy, — ¥,) (2.42)

Moment local On définit le moment local a partir du moment multipole par
I'étape de transfert (ou M2L) comme nous 'avons présenté dans la section 2.

Ly(Coyzg) = Y O M,(Cy,y,) (2.43)

CyEB(Cy)

De la on peut déduire la formule de changement de centre pour le moment local (L2L) :

Ly(Crz)= > Oy, —z)Mi(Cyy))

CyEB(Cy)
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Soit en posant y =z — zy + ¥,

Ly(Cy,xy) Z O,( O)Mi(cyazl — Xy +Q0)

CyEB(Cy)

Dot en utilisant la formule de changement de centre du moment multipole (2.42) puis
(2.43),

L(Cooz)) = > Oy, —zo)Is(zo—2,)Mu(Cy, y,) = To(ag— 1) Ls(Ca, ) (2.44)

CyeB(Cy)

On a desormais en main tous les éléments dont on a besoin pour mettre en ceuvre
I’algorithme tel que nous l'avons décrit dans la section précédente. Reste un point
a ¢élucider, le probleme du nombre de termes utilisés en pratique pour calculer les
différentes quantités en fonction de la longueur d’onde.

De plus nous n’avons pas montré en quoi la forme diagonale réduit la complexité
du calcul.

Vers le calcul pratique... Deux approximations vont étre nécessaires pour 1’évalua-
tion numérique de notre calcul. La premiere va étre de tronquer la série qui intervient
dans O, la seconde va étre la discrétisation sur la sphere unité induite par le cal-
cul numérique de l'intégrale. Pour ces deux parametres, la condition imposée par la
longueur d’onde va s’appliquer (& savoir que le nombre de termes ou de points de
discrétisations nécessaire va augmenter avec la taille des cellules).

On remarque de suite que pour la premiere approximation ceci n’entraine pas de
modification de I’algorithme. En effet, ce calcul n’intervient qu’entre cellules de méme
niveaux lors de la phase de transfert (ou M2L) de I'algorithme, de plus les moments
multipoles et locaux ne dépendent pas de ce parametre. Nous avons déja mentionné
lors des calculs de complexité que t(¢) = O(kR({)) et nous détaillerons dans le chapitre
3 le nombre exact de termes retenus.

Il n’en n’est pas de méme de la discrétisation de I'intégration sur la sphere unité. Les
moments multipoles et locaux dépendent, comme l'indique les formules (2.41) et (2.43)
du nombre de directions utilisées pour la décomposition en onde plane (égal au nombre
de points de quadrature sur la sphére unité), donc du niveau. Or les phases de montée
et de descente de 'algorithme comprennent des transferts de moments multipoles ou de
moments locaux entre cellules de niveaux différents. On est donc obligé de « convertir »
la valeur de ces moments sur des discrétisations différentes. Nous avons pour cela utilisé
des méthodes d’« interpolation » et d’« extrapolation » sur la sphere unité initialement
proposées par [29], que nous détaillerons au chapitre 3. Le résultat retenu, en notant
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S(¢) le nombre de points de discrétisation sur la spheére unité au niveau ¢, est que
S(¢) = O(t(f)*). Aussi nous sommes maintenant en mesure de présenter le nouvel
algorithme adapté au calcul en dynamique avec ses nouvelles étapes d’extrapolation et
d’interpolation, et d’en calculer la complexité.

Complexité de la méthode diagonale Comme pour tous les calculs de complexité,
on suppose la frontiere découpée en N degrés de liberté (leur nombre par longueur
d’onde est choisi constant et noté ng). Le critere d’arrét est choisi tel que la taille R(L)
des cellules feuilles soit une portion 5 de la longueur d’onde .

On rappelle que nous avions évalué, pour un objet de diametre D, le nombre de
cellules de niveau ¢ proportionnel & (D/R(¢))?. Les longueurs ayant désormais pour
référence la longueur d’onde A le nombre de DDLs dans une cellule de niveau £ est de
lordre de (ngR(¢)/))?. En particulier, pour une feuille ce nombre est O((noR(L)/\)?) =
O((noBA/N)?) = O(ng3?) donc indépendant de N et de A. Ainsi le nombre de niveaux
ne change pas et est toujours de 'ordre O(log,(N)).

Comme nous venons de I'indiquer, au niveau ¢, le nombre de poles utilisé est £(¢) =
O(kR(?)) et le nombre de directions retenues sur la sphere unité S(¢) = O(k*R*(()).
Ceci nous permet d’évaluer la complexité de chaque étape :

Etape 1:

Pour chaque feuille pour chaque DDL de la feuille S(L) opérations
N X n3 3> X n3 3>

Soit O(N) opérations pour 1'étape d’initialisation.

Etape 2:
A chaque niveau :

Pour chaque cellule du niveau ¢ pour chaque fils S(¢) opérations
2
(%) X 4 X K2R2(0)

D’olt pour chaque niveau O(k*D?) = O(N) opérations. Ainsi ce coit, indépendant
du niveau, entraine une complexité totale pour I’étape de montée en O(N log, N).

Il n’est pas difficile de se convaincre, a la vue de ’algorithme, que ’étape 3 a la
méme complexité que 1’étape 2 et que 1'étape 4, le nombre de voisins d’une cellule
feuille étant majoré par 27, a la méme complexité que 1’étape 1.
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Ainsi la complexité totale de l'algorithme est a priori de O(N log, N). Toutefois
il manque dans cette évaluation le cott des étapes d’interpolation et d’extrapolation.
Celui-ci sera étudié au chapitre 3 lorsque nous étudierons le détail de ces étapes et
nous verrons qu’il est nécessaire de les traiter avec attention afin de ne pas affecter
Iefficacité de la méthode multipole rapide.

2.3.2 Le calcul complet

Comme nous 'avons vu lors de la présentation notre but est de résoudre I’équation
intégrale (1.30). La résolution étant réalisée par une méthode itérative (nous avons
choisi GMRES) un produit matrice-vecteur accéléré par la FMM est effectué a chaque
itération. En complément de tous les développements donnés dans ce chapitre, nous
noterons que

ezkr

g~ 2) = ety Gl 2aly) = sl - )y~ Daly)

~ szw Mo DO, (y — zy)eM et ) s n(y) (2.45)

ounr=ly—z|

La méthode multipole rapide peut aussi étre utilisée afin de calculer le produit
matrice-vecteur nécessaire a 1’évaluation de la pression a l'intérieur du domaine via la
représentation intégrale (1.24). De méme, le gradient de la pression, étant donné par
la représentation intégrale :

gradp(z) = /d grad,Gly—a)(gradp(y) n(y)~p(p)grad, H(z, ) dS, Vo € © (2.46)

peut étre calculé en utilisant la FMM, en remarquant que :

eikr ‘
grad,G(y —z) = — —5(1 —ikr)(z - y)

—Z’waq Hertom20, (y, — o)™t s, (2.47)

grad, H(y — z) = o ((3 I ey e (- 2)al) + (1 z‘krm(g))

2wt D0, (4 — zg)e I W5, @ 5, n(y) (248)
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ALGORITHME MULTI-NIVEAU EN DYNAMIQUE

Etape 1 : Initialisation

Pour tout C, € F

MaCpyy) = [ Lly=u,)pl)ds,, Vs €S,
Sney,

Etape 2 : Montée

Pour tout niveau ¢ de L — 1 a 2

Pour tout C' € C(¢)

Mﬁ(CwQO) = Z M,(C, Q1>I§(gl - Qo)v Vs €S,
CeF(Cy)
puis EXTRAPOLATION de S,,, a 5,
Etape 3 : Descente
Pour tout niveau ¢ de 3 a L

Pour tout C, € C(¢)

Pour C, € P(C,) INTERPOLATION de S,_, 4 S,

L§(0$7 £0> = Z Oﬁ(go - EO)M§<C?J7 go) +
CyeB(Cy)

I(xy — zy)Ls(P(Cy),2y), Vs € S,

Etape 4 : Fin

Pour tout C, € F, pour tout z € C,

/F Gly - 2)p(y) S, = 3 wely, (2o — 2)Ls, (Car ) + / Gly — p)p(y) d5,

nV(Cz) -




Chapitre 3

Méthode multipole rapide : mise en
ceuvre et résultats numériques

3.1 Présentation

Dans ce chapitre nous allons présenter les aspects pratiques de la mise en ceuvre de
la fast multipole method. Nous y discutons les choix stratégiques qui nous ont paru les
plus opportuns pour une programmation optimale de la méthode. A chaque fois qu’une
illustration numérique se révelait nécessaire pour sous-tendre notre propos, nous avons
utilisé un cas test dont la solution exacte est connue : la fonction de Green pour un
domaine infini observée sur la surface d’une sphere (voir figure 3.1).

3.1.1 Le cas test

La source étant ponctuelle on connait sa solution dans tout 1’espace, c’est la solution
de Green pour 'espace infini. On rappelle que la pression et son gradient vérifie :

ana — t pina — " 1—ik ikr 3.1
(1) = ot p(y) = — =g (1 — ikr)e (3.1)

pour tout point y situé a la distance r de la source z, ou

p

_Yi— &
r

T (32)
En particulier, cette solution est vérifiée sur toute la surface d’une sphere quelconque
(et en fait d’'un domaine quelconque ne contenant pas la source). On choisit donc une
sphere Sgs, dite sphere d’observation, a 'intérieur de laquelle nous allons résoudre le
probleme aux limites suivant :

P
{ (A+k*)p=0 alintérieur de Syps (3.3)

__ yana
Pn = pyin n; sur Sobs

93
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Surface d’ observation

Source

Figure 3.1: Cas test pour la comparaison a une solution analytique.

Ce probleme est résolu par équations intégrales de frontiere accélérée par la FMM. La
pression p obtenue sur la frontiere S, est ensuite comparée a la solution analytique
p**® donnée par (3.1), ce qui permet de valider le calcul numérique.

3.2 Les structures de données et ’algorithme

Dans le chapitre 2 nous avons décrit les principes de I’algorithme multipole. Nous
allons voir a présent comment, a partir d'une structure d’arbre effective, les différentes

étapes de I'algorithme peuvent étre programmées simplement.

3.2.1 Un arbre autour du nceud

Dans une approche orientée objet de la programmation, I’élément essentiel de la
structure d’arbre est le nceud. Définissons cette classe telle que nous 'utiliserons :

Le nceud :

1 pointeur vers pére (a)

1 pointeur vers fils (b)

1 pointeur vers frere (c)

stockage de I'information utile (d)

G

Noeud

(d)

wb)

(©)
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Explications : un nceud connait son pere (sauf la racine, qui n’en a pas), un de ses
fils (sauf si le noeud est une feuille) et éventuellement un de ses fréres. De plus chaque
nocud contient un certain nombre d’informations utiles pour le calcul, par exemple le
numéro de la cellule a laquelle il correspond ou encore la position de son centre.

Et I'arbre alors ? Informatiquement, I’arbre est simplement représenté par un poin-
teur vers un noeud particulier : la racine.

Revenons a la représentation de I’arbre définie au chapitre précédent et comparons-
la a celle qu’engendre une telle implémentation afin de comprendre les choix pratiques
adoptés.

T
|

-

5 — | 6 — 7] 8 =] 9
|
L 1 1 1 1

Nous avons opté pour une structure dynamique, au sens ou les allocations de
mémoire se font uniquement au moment ol on en a besoin. En effet, chaque nceud
est créé uniquement si la cellule correspondante doit étre effectivement définie. Ce qui
évite, entre autres, de devoir allouer des tableaux de tailles estimées a priori et élevées.

Discutons désormais les liens (pointeurs) entre les noeuds, et en particulier I’appari-
tion du lien vers un nceud frere, qui n’a pas d’équivalent dans la structure de la partie
théorique. En effet, on pourrait s’attendre a ce qu'un pointeur parte d’'un noeud vers
chacun des ses fils. Notons que ce lien vers un nceud frere ne change en rien 'esprit
de la stucture d’arbre, mais est un artifice d’économie qui permet a chaque cellule de
connaitre ’ensemble de ces fils lors d'un parcours (opération fondamentale que 1'on
décrit dans la prochaine section) de I’arbre tout en en ignorant le nombre. La théorie
prévoit que chaque nceud peut avoir jusqu’a huit fils. Le cas le plus pénalisant serait
donc & prévoir dans la mise en ceuvre (i.e. huit pointeurs vers ses fils pour chaque cel-
lule). Or que remarque-t-on dans la pratique ? Il est rare qu’un nceud ait effectivement
huit fils et ¢’est naturel vu qu’on enferme une surface dans des boites tridimensionelles.
Ces surfaces, étant suffisamment régulieres, ne remplissent pas tout le volume qu’elles
délimitent, de sorte qu'un noeud ait en moyenne quatre fils (voir section 2.2). Aussi, en
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n’imposant pas a priori le nombre de fils cette structure gagne en souplesse et en espace
mémoire. Le lien fils-pere étant quant a lui unique pour chaque cellule, sauf pour la
racine (ce qui la caractérise), autant pointer directement vers la cellule utile pour les
calculs, a savoir le pere.

3.2.2 Construire ’arbre

La construction de I'arbre est I'une des premieres étapes de 1’algorithme multipole.
Elle suit de tres pres le découpage géométrique de 1’espace en cellules que nous avons
décrit dans le précédent chapitre. C’est dans ’arbre que sont stockées toutes les infor-
mations de ces opérations de découpage. Comme on vient de le voir cette procédure est
dynamique : a chaque fois qu'une cellule utile (i.e. non vide) est construite, le nceud
correspondant est ajouté a la structure.

Comme on I’a expliqué au chapitre précédent, la notion d’arbre est bien adaptée
a la nature récursive des programmes. Ainsi, I'organisation des différentes étapes du
calcul suit au plus pres la structure d’arbre construite, ce qui se traduit par 1'utilisation
d’un algorithme clef : le parcours de 'arbre.

3.2.3 Parcourir un arbre

On appelle parcourir un arbre I'action qui consiste a passer par tous les noeuds de
I’arbre et éventuellement y accomplir des actions. Nous avons nommé cette procédure
récursive parcours (parcourir I'arbre consistera a appeler parcours(racine)). Elle peut
s’écrire ainsi :

parcours(nceud)
Action 1
Sl(nceud a un frere)
appelle parcours(fréere de nceud)
SINON
rien.(je suis le dernier fils)
FIN SI
Sl(nceud a un fils)
appelle parcours(fils de nceud)
SINON
Action 2. (je suis une feuille)
FIN SI
Action 3
FIN parcours
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Ce type de parcours peut s’appliquer aussi bien a une descente qu’a une montée
dans 'arbre tout dépend si on met ’accent sur I’Action 1 ou I’Action 3. En effet, lors
d'une descente, dans chaque branche de I'arbre, les actions doivent s’effectuer de la
racine vers les feuilles; ce qui dans la procédure parcours est assuré pour I’Action 1
puisqu’elle est exécutée pour le pere avant ses fils. De plus, « par effet de bord » une
fois I’Action 3 effectuée I'exécution continue dans la cellule qui a appelé le noeud courant
ce qui permet de remonter dans ’arbre car alors les actions sont effectuées des feuilles
vers la racine.

Autrement dit, lors du parcours, on passe deux fois dans chaque nceud, sauf pour
certaines feuilles : une fois pour une descente, une autre pour une montée.

L’initialisation... et la montée

Le premier parcours utilisé par I'algorithme est une montée, il a pour but de calcu-
ler le moment multipole pour toutes les cellules en partant des feuilles (étapes 1 et 2
de I'algorithme). Ceci s’écrit simplement :

Action 1 = rien
Action 2 = Initialisation dans la cellule nceud

Action 3 = Transition du moment multipdle de la cellule nceud vers son peére (si noeud
n'est pas la racine).

On remarque que le cumul des deux étapes est possible car aucune action n’est ef-
fectuée dans une branche tant que ’on n’en a pas atteint les feuilles. Aussi, on reconnait
dans I’Action 2 I’étape 1 de l'algorithme et 1’étape 2 dans 1’Action 3.

La descente... et la fin

Le deuxieme parcours est cette fois-ci une descente dans ’arbre. Il permet d’effec-
tuer les actions des étapes 3 et 4 de 1’algorithme.

Action 1 = Transfert de la banlieue de nceud vers nceud et transition du moment local
du pere de noeud vers noeud (si je ne suis pas la racine)

Action 2 = Calcul de Fin dans la cellule nceud

Action 3 = rien.

Encore une fois on peut effectuer deux étapes de 'algorithme dans un seul parcours
de l'arbre car arrivé aux feuilles toutes les contributions du moment local ont été
calculées.
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Dans cette section nous venons de montrer qu’a partir d’une structure de données
adéquate les différentes étapes de l'algorithme multipole peuvent étre programmées
simplement. Mais gardons a ’esprit que le but de cette méthode est de s’attaquer a
des problemes dont la taille et le temps de calcul nécessaires sont importants. Notre
méthode se doit d’étre la plus efficace possible. Alors peut-on mieux faire ?

3.3 Les listes de taches

3.3.1 Principe

L’algorithme présenté a la section précédente, qui s’appuie fortement sur la structure
d’arbre, est récursif. Or pour des problemes de grande taille le nombre d’opérations
élémentaires a effectuer devient vite tres élevé. Par ailleurs, il est bien connu que méme
s’il est élégant un algorithme récursif est trés gourmand notamment en place mémoire
utilisée. En effet, des sous-programmes s’appellent a la suite, ce qui occupe la mémoire
et les ressources en calcul de I'ordinateur. Le but de cette section est de construire une
alternative a la programmation initiale afin de gagner en efficacité aussi bien en temps
de calcul qu’en place mémoire.

L’idée maitresse est de découpler la phase algorithmique récursive et les opérations
de calcul proprement dites. Ceci va se faire a 'aide de ce qu’on appelera les listes de
taches.

Le principe, assez simple, consiste a exécuter I’algorithme initial, mais au lieu d’ef-
fectuer les opérations de calcul au moment ou elles apparaissent naturellement, on les
programme dans une liste ordonnée, dite « liste de taches », afin de pouvoir les exécuter
plus tard. Cette approche, a priori cotiteuse puisqu’il faut stocker les listes d’opérations
a effectuer, a en fait plusieurs avantages.

Le premier se situe d’un point de vue purement algorithmique. En effet, une fois les
listes construites ’exécution de la procédure multipole consiste seulement a parcourir
des listes d’opérations, ce qui réduit la procédure a une simple boucle. De plus, la
construction des listes étant indépendante de la formule d’addition utilisée par la suite,
cela permet de programmer un algorithme multipole générique utilisable pour tous les
types de problemes.

Le deuxieme avantage de cette méthode est la réorganisation des opérations. En ef-
fet, les listes obtenues par la montée et la descente telles qu’elles sont décrites précédem-
ment sont ordonnées. Aussi, il n’est pas possible d’effectuer les opérations de calculs
dans n’importe quel ordre sous peine de perdre la cohérence des résultats. Pour prendre
un exemple concret, le moment multipole d’une cellule ne peut étre calculé qu’apres
celui de chacun de ses fils. Mais un ordre compatible avec la justesse des calculs n’est
pas unique, et comme on le verra l'ordre qui résulte du parcours récursif n’est pas le
plus efficace tant du point de vue de 'espace mémoire utilisé que du temps de calcul.
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3.3.2 Les listes

Les listes sont des structures de données « unidimensionnelles » et ordonnées. On
peut les voir comme un arbre dont chaque nceud n’aurait qu’un seul fils et que 'on ne
pourrait parcourir que dans un seul sens. Du fait qu'une liste soit ordonnée, on a tout
a gagner a la programmer dynamiquement (comme la structure d’arbre que 'on vient
d’examiner). En effet, ’espace mémoire utilisé correspond alors exactement aux besoins
et le parcours nécessairement séquentiel des données est déja imposé par 1'utilisation.
Une liste dynamique peut étre représentée par le schéma suivant :

Liste

Y
Y
'
|

L

ou chaque maillon pointe vers le suivant, la liste ne repérant que le premier et le dernier
maillon. Le parcours de la liste, qui comme pour I'arbre consiste a parcourir tous les
maillons, est ici évident.

3.3.3 Un algorithme général

Afin de construire ’algorithme indépendant de la formule d’addition utilisée, on doit
disposer de listes de taches. Plus précisément, on a besoin d’une liste des initialisations
et d'une liste de fin et pour chaque niveau d’une liste des montées, d’une liste des
descentes et d’une liste des transferts. Reprenons rapidement 'algorithme présenté a
la section précédente et regardons les modifications, mineures, a lui apporter afin de
construire les listes de taches.

la montée

Action 1 = rien
Action 2 = Ajout d'une tache dans la liste des initialisations (numéro de la cellule nceud)

Action 3 = Ajout d'une tache dans la liste des montées du niveau de noeud (numéro de
la cellule nceud et celui de son pere) (si nceud n'est pas la racine).
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la descente

Action 1 = Ajout d’une tache dans la liste des transferts du niveau de nceud pour chaque
cellule de la banlieue de noeud (numéro de la cellule noeud et celui de la cellule banlieue)
et ajout d'une tache dans la liste des descentes du niveau de nceud (numéro de la cellule
nceud et celui de son pere)(si je ne suis pas la racine)

Action 2 = Ajout d'une tiche dans la liste de Fin (numéro de la cellule noeud)

Action 3 = rien.

3.3.4 Une réorganisation du calcul

Lors de la présentation de la méthode multipole rapide certains auteurs [29, 65]
argumentent sur la réorganisation des opérations afin de minimiser ’espace mémoire
utilisé. En effet, lors du calcul, 'espace mémoire est essentiellement occupé par les
moments multipoles et les moments locaux, et une mise en ceuvre « naive » nécessite
le stockage de tous ces moments. L’idée alors exposée consiste a éliminer le plus rapi-
dement possible les moments dont on n’a plus besoin.

L’ordre des calculs tel qu’il apparait dans les algorithmes récursifs de parcours
ne permet pas de libérer cette mémoire. En effet, le parcours s’effectue de branche en
branche et rien dans la structure de I’arbre ne prend en compte la proximité des cellules.
Pour étre plus précis, lors du parcours de descente, jusqu'au parcours de la derniere
branche tous les moments multipoles des autres branches peuvent s’avérer nécessaires
et doivent donc étre conservés en mémoire ; dans le méme temps les moments locaux
sont calculés et ce pour tous les niveaux. Lors de ce parcours tous les moments sont
donc conservés en mémoire.

En revanche I'algorithme générique accompagné des listes de taches restructure na-
turellement 'ordre des opérations. En effet, les listes de taches trient les opérations
élémentaires par type (initialisation, montée ...) et par niveau. On peut donc s’assurer
d’effectuer les opérations dans un ordre plus structuré. Mieux, quel que soit l'ordre
(s’il est compatible avec la justesse des calculs) dans lequel on parcourt les listes les
unes apres les autres la place mémoire nécessaire est minimale. La réorganisation op-
timale des calculs est donc liée aux listes, on économise ainsi 40% de ’espace mémoire
utilisé par rapport a la méthode récursive. Nous n’avons pas ici a fournir d’effort
supplémentaire, la seule obligation a remplir est donc de parcourir les listes dans un
ordre juste. On propose par exemple 'ordre défini ci-apres.

On doit commencer par calculer le moment multipole de chaque feuille de I'arbre.
La premiere liste parcourue est donc celle des initialisations.
Ensuite, selon 'ordre naturel que nous avons présenté jusqu’ici, nous allons calculer
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le moment multipole pour toutes les cellules non-feuilles de ’arbre et donc parcourir
les listes des montées pour chaque niveau en partant du niveau le plus profond, celui
des feuilles.

Puis, on transforme tous ces moments multipoles en moments locaux par 1’étape
des transferts. On parcourt donc toutes les listes de transferts, I’ordre n’ayant pas
d’importance. C’est lors de cette étape que ’économie de mémoire peut étre effectuée,
en effet les moments multipoles d'un niveau deviennent inutiles apres avoir fini les
transferts du méme niveau. L’espace mémoire utilisé par les moments multipoles d’un
niveau est donc a présent utilisé par les moments locaux correspondants. Une fois cette
étape effectuée, nous avons calculé, pour toute cellule C| les contributions au moment
local des cellules de méme niveau que C.

Restent a calculer les contributions les plus lointaines pour chaque cellule, c’est a
dire celles qui proviennent des niveaux de son pere et de ses ancétres. Le parcours des
listes des descentes, pour tous les niveaux en commencant au niveau des petits-fils de
la racine, permet d’effectuer ces calculs.

Enfin, on termine le calcul par la « redistribution » des moments locaux vers les
points de collocation et par le calcul des interactions proches. Cette étape est assurée
en parcourant la liste de fin.

L’étape des transferts qui a été séparée, dans notre proposition, de I’étape de montée
et de ’étape de descente, pourrait se trouver imbriquée aussi bien dans I'une que dans
I’autre. Mais il n’y a rien a gagner en agissant ainsi, car le gain en espace mémoire
est dli uniquement au fait que l'on puisse remplacer des moments multipoles par des
moments locaux dans la mémoire. Cette possibilité est offerte des que I'on effectue les
opérations par niveau, ce qui arrive dans les trois cas. Celui que nous avons choisi a
I'avantage de paraitre plus systématique (nous parcourons chaque type de liste I'un
apres l'autre).

Si, comme on vient de le voir, 'ordre dans lequel on parcourt I’ensemble des listes
a peu d’influence sur 'efficacité du calcul en revanche 'ordre a l'intérieur des listes des
transferts peut avoir une importance non négligeable.

3.3.5 Le tri de la liste des transferts

Regardons quelques temps de calcul de I’étape de transfert sur 'exemple suivant
ou on fait le calcul d’'un produit matrice vecteur sur le maillage d'une sphere dont on
exprime la taille en fonction de la longueur d’onde (\).
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Rayon (en A) | Transfert (en s) | Total (en s) | Pourcentage transfert
1 4.1 5.1 80.2
2 21.1 23.7 89.1
3 43.6 52.6 82.9
4 98.3 109.2 90.0
5 153.9 176.0 87.4
6 194.0 231.6 83.8

On remarque sur ces calculs que 'étape de transfert est la plus chere, et de loin,
de toutes. C’est celle sur laquelle nous allons concentrer nos efforts. Une premiere
amélioration va consister a trier la liste de taches des transferts. Pourquoi cette opération
est-elle intéressante 7 Revenons sur le calcul des opérations de transfert :

Ls(Cy,zp) = Z Oﬁ(go - QO)MQ(CZNQO) (3.4)
C,eB(Cy)
avec
ik ~—
— n (1)
Os(r) = 163 ;Z (2n + 1)hy (k |r|) Pa(cos(s, r)) (3.5)

Apres discrétisation sur la sphere unité, les valeurs de O peuvent étre organisées
dans une matrice, la matrice des transferts. La matrice calculée pour le transfert entre
les cellules C, et Cy, ne dépend que du vecteur Yy — Zo- Or les positions et les tailles
des cellules assurent qu’a chaque niveau le nombre de tels vecteurs possibles est limité.
Ainsi le nombre de matrices différentes nécessaire a chaque niveau est bien inférieur au
nombre de transferts effectivement calculés. Par ailleurs, si 'on compare le temps de
calcul de la matrice au temps de calcul du transfert on remarque que cette opération
est la plus cotiteuse. Le but du tri va donc étre de grouper les calculs par vecteur Yy, —Zo
afin d’économiser le nombre de calculs de matrices des transferts.

Apres mise en ceuvre du tri de la liste de transferts comparons les nouveaux temps
de calculs aux anciens :

Rayon (en \) | Transfert (en s) | Total (en s) | Pourcentage transfert | Tri (en s)
1 0.4 1.1 36.6 0.8
2 2.1 4.7 45.8 4.4
3 6.6 15.5 43.0 5.4
4 9.2 19.8 46.3 20.5
5 8.8 30.7 28.6 21.8
6 24.6 61.8 39.9 23.0
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On s’apercoit sur cet exemple que méme en tenant compte du temps de tri le gain
en temps de calcul pour un produit matrice vecteur est assez important. Dans 1'utili-
sation que nous allons faire de la méthode ce gain est encore plus important. En effet,
la construction de la liste des transferts et son tri sont effectués une seule fois, alors
que I'opération de transfert est appelée n;., fois lors de la procédure itérative. Ainsi le
temps de tri devient négligeable devant le temps total de 'exécution.

Nous venons d’expliciter I'algorithme multipole tel qu’il peut étre organisé dans
une implémentation pratique. Et nous avons vu qu’il est avantageux de séparer 1'al-
gorithme récursif du calcul proprement dit, la récursivité intervenant dans la phase
préparatoire de la détermination des listes de taches. Cependant, les phases de calcul
présentent des difficultés spécifiques, que nous allons examiner et essayer de résoudre
le plus efficacement possible.

3.4 Interpolation et extrapolation

Comme on a pu le remarquer dans le chapitre précédent il est nécessaire qu’a chaque
niveau de 'algorithme le nombre de pdles (i.e. le nombre de points de discrétisation sur
la sphere unité dans notre formulation) des moments multipoles et locaux se fassent
sur un ensemble de points de discrétisations différent.

Ainsi deux nouvelles étapes sont apparues dans I’algorithme : I'interpolation et I'ex-
trapolation. Ces étapes doivent étre traitées avec soin, car comme on le verra ’approche
« naive » conduirait & augmenter la complexité totale de I’algorithme jusqu’a O(N?),
et donc a ne rien gagner par rapport a I’approche « traditionnelle ».

L’approche que nous présentons suit les développements de Darve [29] et Sylvand

[65).

3.4.1 Notion de largeur de bande

Soit f une fonction définie sur la sphere unité . et notons s = (6, ¢) un point de
<, (0,¢) étant les coordonnées sphériques angulaires. On considere les fonctions du

type :
t n
F0.0)=>">" fumY(0,0) (3.6)
n=0 m=—n

dites « a bande limitée de degré ¢ ». Or, au niveau ¢, la série O4(r,) est tronquée a t({)
termes et s’écrit
#(6)
> i"(2n + DAY (K |rol) Pa(cos(s, 1)) (3.7)
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ou encore, en utilisant le théoréme d’addition des harmoniques sphériques (3.54) :

-y Y [

n=0 m=—n

rol) Y, (ro/ Irol) | Y3, (5) (3.8)

c’est donc une fonction de largeur de bande #(¢). Par ailleurs, la fonction I,(r) = e*{sr)

admet le développement en série

o

L(r) =Y i"(2n + 1) (k |r]) Pa(cos(s, 1)) (3.9)

n=0
Une approche empirique due a [28] montre qu’il suffit de garder les ¢(¢) premiers termes
de cette série afin de conserver la précision de l'algorithme. I (r) est donc aussi a
bande limitée de degré ¢(¢) et I’évaluation de la fonction de Green par la formule (2.37)
nécessite, au niveau ¢, l'intégration exacte sur la sphere unité des fonctions a bande
limitée de degré 2t(¢).

3.4.2 Discrétisation de la sphere unité

Considérons le cas générique de l'intégration des fonctions de largeur de bande 2t.
Il faut donc déterminer les ensembles de points (s;)1<x<x de la sphére unité . et
des poids associés (wg)1<k<k, dont la taille K est minimale pour des raisons évidentes
d’efficacité, vérifiant :

Z wp Y (85) / Y, (s)ds, pour |m| <netn <2t (3.10)
1<k<K

Sachant que Yy = v/4r , (3.10) doit donner
Z wrp =4r  si(m,n) = (0,0) (3.11)

De plus, lorthogonalité entre Y (constant) et les autres Y™, exprimée a l'aide de
(3.10), montre que les points s, et poids wy doivent vérifier

> WY (s) =0 si(m,n) #(0,0) (3.12)

En mettant chaque point de la Sphére unité sous la forme s, = (0;,¢;) et les poids

associés sous la forme wy, = w! wj , la deuxieme équation (3.12) s’écrit :

Z wr Y, (sg) Zw9w¢Pm cos 0;)e™?

1<k<K
= (waP,’f(cos@i)) (ij’eim‘z’j) =0 (3.13)
i J
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Le deuxieme facteur ne dépendant que de m il est plus facile de commencer par essayer
de lannuler. Ceci n’est possible que pour m # 0, le choix des poids de somme nulle
étant interdit par (3.11). De plus, sachant que m prend ses valeurs entre —2t et 2¢, le
choix de la discrétisation réguliere a 2t + 1 points et de poids constants :

(3.14)

27

{ ¢; =l 0<j<2t,

wad') = 241

nous assure la nullité du facteur pour m # 0. Pour m =0 on a Zj wf = 2m.
Reste a annuler le premier facteur dans le cas ot m = 0 et n # 0 (dans le cas ou

n = 0 ce facteur devra valoir 2 afin de satisfaire (3.11)). La discrétisation la plus simple

que 'on puisse imaginer pour intégrer les polynomes en 0 de degré inférieur ou égal a

2t est celle qui consiste a prendre une répartition réguliere de 2¢ + 1 points sur |0, 7| :

~ m(i+1/2)

S 0<t <2t 3.15
2% + 1 ! (3.15)

car on veut éviter les poles § = 0 et § = 7. Les poids w? peuvent alors étre déterminés
a partir du critere d’intégration exacte.

Cette solution a 2t + 1 points n’est pas optimale. En effet, il est bien connu que
I'intégration exacte de tout polynome en cos@ de degré inférieur a 2t + 1 est réalisée
au moyen de la formule de quadrature de Gauss-Legendre a t + 1 abscisses cos 6;.

La méthode que nous avons utilisée pour déterminer les (6;,w?) (décrite dans [67])
se résume a calculer les vecteurs propres V; et les valeurs propres associées \; de la
matrice tridiagonale 7" de (t + 1) x (¢ 4+ 1) définie par :

T,; =0 l<i<p+1,
’ i . 3.16
{Ti,z’HZTiH,i:ﬁ I<i<p+l (3.16)

Les points de quadrature s’en déduisent alors par :

cos(0;) = \;
{ cos(é %V% (3.17)

ou V;; désigne la premiere composante du vecteur V.

D’autres quadratures possibles sont décrites dans la littérature. Elles peuvent amé-
liorer sensiblement le nombre de points nécessaires. Cependant, la grille n’est alors pas
uniforme en ¢ ce qui empeche 'utilisation de la transformée de Fourier discrete que
nous allons présenter dans le prochain paragraphe, et ainsi ne permet pas l'utilisation
de la technique proposée d’accélération du calcul de (3.19).
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3.4.3 Schéma d’interpolation

Soit f une fonction a bande limitée de degré t. On note s,,1 < k < K et
Sp,1 < k' < K' des points de discrétisations sur S et wy, wj, les poids associés a
ces points permettant une intégration exacte de toutes les harmoniques sphériques
de degré inférieur ou égal a 2t et 2t’, respectivement. Comme nous venons de le voir
K = O(t*) et K’ = O(t"*) pour la discrétisation sur la sphere unité retenu. On note
fr et frr, les valeurs f(s,) et f(s,/) de la fonction f en ces points. On suppose de plus
que t' est proportionnel a ¢, ce qui convient a nos besoins, t' = t/2 pour I'interpolation
(t" = 2t pour I'extrapolation).

Le schéma d’interpolation consiste alors a effectuer la transformation linéaire suivante :

fo =3 3" Vi(se) Y. Vi (s)wefi pour tout K (3.18)

n=0 m=—n k

Cette relation peut étre mise sous la forme d’un produit matrice-vecteur :

fo = At (3.19)
k

en définissant la matrice A, de taille K’ x K, par :

Ak =Y > VM)V (s)wn (3.20)

n=0 m=—n

Cette approche nécessite O(t°) opérations pour construire la matrice A et O(t*) opéra-
tions pour le produit matrice vecteur. Ainsi & chaque niveau £ le cotit est O(kSR®(¢)) +
O(K*RY(0)) x O(D?/R?(¢)). Pour le niveau 2, ou R(2) = O(D), on aurait O(k°D%) =
O(N3). Effectuer ce produit matrice-vecteur tel quel conduirait alors & une complexité
totale de I’algorithme multipole en O(N?), ce qui est clairement inacceptable. C’est
pourquoi plusieurs alternatives ont été proposées dans la littérature.

Approcher A par une matrice creuse. En regardant les valeurs des termes de la
matrice il parait évident que le role de certains est prépondérant. L’'idée de la méthode
est alors de réduire le nombre de coefficients non nuls, en mettant a zéro tous ceux
inférieur a un seuil choisi a 'avance. Cette méthode, notamment étudiée par Darve
[29], semble efficace seulement pour des problemes de taille treés importante. Elle a de
plus l'inconvénient d’introduire une nouvelle approximation. Nous n’avons ainsi pas
retenu cette méthode, lui préférant ce que certains appellent la matrice condensée.
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Accélerer le calcul des f;,. Une autre possibilité est donc de faire un calcul exact,
mais réorganisé de telle facon a ce que le cout soit moindre. Ce calcul s’appuie sur
I’écriture des harmoniques sphériques :

Y0, ¢) = Cpm P (cos )™ (3.21)

n

avec

oo — \/2n +1(n—m)! (3.22)

4 (n+m)!

qui entraine que (3.18) se met sous la forme :

f = Z Z Crm P (cos 0}, ) ek ZCnmP (cos B )e™ M Prapy fi, (3.23)

n=0 m=—n

ou encore

t

Juy = Z Z Cn,mPﬁ(COSGQ,)eim%’ZC’nvag”(cosQi)e_im¢jwijfij

n=0 m=—n 1,7
e
—t<m<t
Z Z Crm Pl (c08 0.,)Ch, i P2 (cos 0;) (Z eimd’jwijfij) (3.24)
i m|<n<t J

Ainsi réorganisé, le calcul des coefficients f;/;; procede selon trois étapes :

(a) Transformée de Fourier directe La premiere opération consiste a faire une
transformée de Fourier directe sur chaque ligne de f.

fz’m = Z e_im¢jwijfij (3.25)

J

Ce qui nécessite O(t log, t) opérations pour chaque ligne, soit un cotit total de O(t? logy t).

(b) Produit matrice-vecteur On définit la matrice B™ par

= Z Crm Pl (c0s 6.,)Ch, i P (cos 6;) (3.26)

|m|<n<t
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La construction de cette matrice, a priori en O(t*), peut-étre accélérée en utilisant la
formule de sommation de Christoffel-Darboux :

mo __
Bi'i —

(t+1)2 —=m? [ Ci1,m Pl (cos8l,)Cy P (cos b;)
4t+1)2 -1 cos 0; — cos b,
Ciy1,m P11 (cos 0;)Cy P (cos 0)))

/
cos ; — cos 0,

) (3.27)
La deuxieme étape du calcul consiste alors a évaluer les produits matrice-vecteur :

pour tout m, soit une complexité de O(t3). Cette étape (b), encore trop cotiteuse, peut
étre améliorée selon une approche proposée par [44] en utilisant (3.27) pour réécrire

(3.28) :

~ (t+1)2 —m? , Ctm P (cos 0;) fim
im = | ———————C 1P 0., :
J At+1)2—1 " ra (cos B Z cos; — cos ¥,
Cym Pl (cos 6;) f;
— Cym P (cos 8, bl ST (3.29
LB (c0s 07) z; cos 0; — cos b, ( )

Ces deux produits matrices vecteurs peuvent alors étre acccélérés par une FMM 1D et
ainsi obtenir une complexité totale de I'étape (b) de O(?).

(c) Transformée de Fourier inverse Enfin une transformée de Fourier inverse sur
les lignes de f est effectuée :

for= Y €% fom (3.30)

—t(0)<m<t(0)
Comme pour Pétape (a), 'étape (c) nécessite O(t*log, t) opérations.

A chaque niveau ¢ la complexité de I'interpolation est donc de

Pour toute cellule du niveau /¢ pour chaque opération

<%>2 % K2R2(0)1ogy(kR(0))
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soit O(N log,(kR(¢)). En particulier au niveau 3 cette complexité est en O(N log V).
La complexité totale, notée Clyer, peut-étre évaluée par

Cinter =N <§ 10g2<22kR<L))> (331)

L étant le nombre total de niveaux, d’ou

Cinter = N (z_: log,(2°) + i Ing(kR(L))> (3.32)

2

Or kR(L) est constant et L = O(logy, N), d’ou une complexité totale pour les étapes
d’interpolation et d’extrapolation en O(N logj N). Ce résultat semble donc dégrader les
performances en O(N log, N) de la méthode multipole rapide en dynamique calculée en
section 2.3.1. Toutefois, cette dégradation est faible et dans les cas que nous avons testés
cette étape ne semble pas déterminante pour le temps de calcul (cela est sirement da au
coefficient, que nous n’avons pas évalué, multipliant le comportement asymptotique).

=N ((L —IL=2) (L —2) logQ(kR(L))) (3.33)

3.5 Les fonctions spéciales

Dans les différentes étapes des calculs que nous avons décrits précedemment inter-
viennent des fonctions, connues dans la littérature sous le nom de fonctions spéciales.
Leurs applications étant nombreuses, ces fonctions ont été tres largement étudiées des
points de vue tant théorique que numérique [1]. Le calcul de ces fonctions est un point
important de I’algorithme, dont la précision détermine celle de la méthode multipole
rapide.

Le but de cette section est de donner quelques rappels concernant les définitions
des fonctions qui apparaissent dans le calcul multipole et surtout de guider le lecteur
vers les stratégies de calcul pratiques qui se sont avérées les plus efficaces lors de nos
essais.

3.5.1 Polynomes de Legendre et fonctions de Legendre as-
sociées
Polynomes de Legendre

La fonction polyndmiale solution de I’équation différentielle :

d

- {(1 _ :Lﬂ)ip} +n(n+1)P=0 (3.34)

dx
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ou le parametre n est un entier, est un polynome de degré n noté P, . Les P, sont appelés
polynomes de Legendre quand ils sont de plus normalisés par la condition P,(1) = 1.
Les premiers polynoémes sont donnés par

1
Py(z) =1, Py(x) =2, Py(2) = 5(3:c2 —1)... (3.35)
Les P, sont orthogonaux pour le produit scalaire L? (de poids constant).
1
2
P,(x)P,(x)dr = ——dpm 3.36
| Pa)Pata) e = 52 (3.36)
Les polynomes de Legendre vérifient certaines relations de récurrences telles que :
(n+1)P1(x) — 2n+ DzP,(z) + nPy_1(z) = 0 (3.37)
dP, 1 dpP,
— — HPe, = 0
dz . dx (n+1)
dpP,
(x* — 1) i nzP,+nP,_; = 0

En pratique : Le calcul des polynomes de Legendre ne pose pas de probleme numé-
rique particulier, c’est la formule (3.37), initialisée par Py et P; connus, qui permet de
les calculer de proche en proche.

Fonctions de Legendre associées

On peut associer a tout polynome de Legendre la fonction P, définie sur l'intervalle
[—1,1] et pour tout entier m dans 'intervalle [—n,n] par

d
Pl (x) = (=)™ - 332)m/2—d Py(x) (3.38)
xm
On peut vérifier que ces fonctions sont solutions de 1’équation différentielle :
d dP m?
— (1 — P2 Yl 1) — = .
=) a4 1) - TP =0 (339)
A m fixé cette famille est orthogonale pour le produit scalaire L? :
! 2 (n+m)!
P (x)P(x)dx = Onn 3.40
[ Pr@pe) e - ot (3.40)
A n fixé elle est aussi orthogonale
L pm(z)pm !
/ (@) Py(e) o (ntm) 5 (3.41)
4 1—a? ml(n —m)!

De plus, P, ™ et P sont reliés par

m%]ﬂ;@(@ﬂ) (0 <m <n) (3.42)

F," (@) = (=1)

n
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En pratique : Le calcul numérique des fonctions de Legendre associées est plus
délicat que celui des polynomes, notamment a cause de la divergence en —1 et 1.
L’algorithme utilisé s’appuie sur une relation de récurrence sur 3 termes proposée dans

[1] -
(n —m)P™(z) — (2n — 1)zP™ () 4+ (n+m — 1)P™,(z) =0, 0<m<n (3.43)
initialisée par
P(z) = (=1)™(1 — xz)m/gfm_n:rzll

Bria(@) = (2m + D Py (z)

Or comme dans la pratique on doit évaluer le produit C,, ,,, P/ voir (3.26) ou (3.29) et
que pour les grands indices C,,,, devient petit et P devient grand il est préférable
d’écrire (3.43) :
vn2 —m2Cy, P (x) — (2n — 1)aCh_y m P ()
+vV(n=122=m2Ch 0Pl 5(x) =0, 0<m<n

et d’initialiser la récurrence par :

m (1 \M(1 _ 2\m/2
Conan P () = (=1)" (1 — &%) =50
CrtrmPiii(2) = V2m + 12C,y,  Po ()

3.5.2 Les harmoniques sphériques

La résolution du Laplacien en coordonnées sphériques par la méthode de séparation
des variables fait intervenir les fonctions de Legendre associées. Plus précisément, les

solutions de
Ap(z) =0 (3.44)

sont des combinaisons linéaires de fonctions de la forme
U (1,0, 0) = g (1) (Ae™? + Be™"?) B (cos §) (3.45)

™ ou r~™=1 On introduit alors naturellement les fonctions :

ol gn(r) =7
Y0, ¢) = Ce™ P™(cos ) (3.46)

obtenues a partir des deux familles de fonctions orthogonales

{e™ 0 < ¢ <2} et {P™(cosh), 0 <6<} (3.47)
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elles forment donc une famille de fonctions orthogonales sur la sphére unité, et sont
appelées harmoniques sphériques. Le coefficient C' est choisi afin qu’elles constituent
un systeme orthonormé de fonctions, au sens ou elles vérifient

2T ™
/ do / sin @Y (6, 9)Y7 (0, $) df = 8 G (3.48)
0 0
On doit donc avoir
27 ™
C? / elm'=m g / sin 0P (cos 0) P (cos 0) df = Gy Gy (3.49)
0 0

ce qui compte tenu de (3.40) donne

O] = \/Qn—l—l(n—m)! (3.50)

dr (n+m)!

On prendra C' positif. De méme que pour les fonctions de Legendre associées il existe
une formule reliant Y, ™ a Y, :

Y, ™0,¢) = (-1)"Y,) (6, 9) (3.51)

n

On notera que toute fonction f de L?*(S) peut étre développée sur la base des harmo-
niques sphériques :

F0,0)= Y > ArY"0,9) (3.52)
= [V6.0)70.0 (3:53)

Enfin, on utilisera par la suite le théoreme d’addition des harmoniques sphériques entre
deux vecteurs faisant un angle ~ :

4
2n+1

P,(cosy) = >V, )Y0.9) (3.54)

ol cos”y = cosf cos )’ + sinfsin ¢’ cos(¢ — ¢')

En pratique : Bien qu’elles interviennent dans beaucoup de développements théo-
riques de la méthode multipole rapide, les harmoniques sphériques n’ont en pratique
pas besoin d’étre calculées.
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3.5.3 Les fonctions de Bessel et Hankel

Les solutions de I’équation de Helmholtz

(A + M)p(x) =0 (3.55)
peuvent se mettre sous la forme

ou les fonctions f sont solutions de I’équation (indépendante de m) :

{d_Q 2d _ , (n+1)]

a2 g Tr fulr) = (3.57)

Les paires de solutions linéairement indépendantes de cette équation sont les fonctions
de Bessel sphériques (jn,y,) et les fonctions de Hankel sphériques (h,(ll), hg)). On peut
les exprimer en termes des fonctions de Bessel d’indices demi-entier :

Jn(T) = \/?Jn+1/2()

Yn(r) = \/ n+1/2
hgzl)(m) = \/ n+1/2
hff) () = \/ n+1/2

Les fonctions 7, et y, sont a valeurs réelles et vérifient :

) = () (T
y (2

z dx T

)n

yn(z) = (-2

alors que h%l) et h,(f) prennent des valeurs complexes et sont reliées aux précédentes par

(@) = ju(x) + iya(@) (3.58)
( = ]n(x>_lyn(x)

®
N
—~
8
S~—

n

En pratique : comme on ’a vu en section 2.3 c¢’est 1’évaluation de la fonction de
Hankel sphérique de premiere espece Ay qui nous importe. Tirant profit de la relation
(3.58), le calcul pratique de Ay s’appuie sur les fonctions de Bessel sphériques j, et
Yn. Pour ce faire nous avons utilisé des relations de récurrence données dans [1].



74 CHAPITRE 3. FMM : MISE EN (EUVRE ET RESULTATS NUMERIQUES

Le calcul de g, repose sur la relation de récurrence

2n +1
yn-‘rl(x) = yn(m) - yn—l(x) (359)
initialisée par
cosT
Yo(x) = — - '
coszr sinz
= - — 3.60
(@) -z (3.60)

La récurrence (3.59) est en effet stable si elle est exploitée pour les n croissants
(« récurrence avant »).

Le calcul de j,, repose également sur la relation de récurrence (3.59). En revanche,
cette derniere n’est dans ce cas stable que si elle est parcourue selon les indices n
décroissants. Cette « récurrence arriere » est exploitée selon une méthode proposée
par Miller (donnée dans [1]) : démarrant la récurrence a un ordre N élevé, on pose
Jn =0et jy_1 = 1 puis on calcule :

20t L (@) — Guna (@) (3.61)

jn—l (I) =

En pratique on a utilisé N = ¢(L) + 100.

3.6 Le nombre de podles

Dans la pratique la formule de développement en série doit étre tronquée a partir
d’un certain rang t. Nous avons déja vu que dans le cas dynamique ce nombre de termes
dépend du niveau. De plus on s’attend, a priori, a ce que plus le nombre de termes
retenus est grand meilleure est la précision de ce calcul. Mais cela ne se vérifie pas en
pratique. En effet, la série (2.35) est divergente et cela conduit a 'observation d’un
phénomene appelé dans la littérature sub-wavelength breakdown.

Puisque I'on observe sur des résultats numériques une plage de valeurs pour lequel
la précision est bonne. Des approches euristiques pour déterminer le nombre de poles
optimum a utiliser pour le calcul ont été proposées par plusieurs auteurs. Ceci conduit &
plusieurs formules, mais qui sont assez proches les unes des autres. Nous mentionnerons
ici celles proposées par Chew [47] et Darve [29]. Dans les deux cas le nombre de poles
retenus est égal au diametre de la cellule auquel est ajouté un terme de correction
ajusté par un parametre, noté C, et choisi par 'utilisateur.
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Approche de Chew Dans l'approche proposé par Chew, a chaque niveau /¢, le
nombre de pole est défini par la formule :

t(£) = V3ER(0) + C(V/3kR(£))/? (3.62)

Nous avons testé cette formule pour une sphere de diametre 2\ dont le nombre de
points de discrétisations par longueur d’onde ng varie :

ng | Nombre de DDLs
10 1102
15 2686
20 4894
25 7750

Pour chacune de ces discrétisations et pour plusieurs valeurs du parametre C' nous avons
calculé (figure 3.2) I’écart quadratique relatif moyen e entre la solution p, calculée par
la méthode des équations intégrales de frontieres accélérée par la méthode multipole
rapide, et la solution analytique p®® définie par (3.1) :

L \/zl yIp(z) — ()P (3.63

z 1 |pana(_l)|2

Dans chacun de ces cas le coté des cellules feuilles a été choisi a un quart de longueur
d’onde.

Approche de Darve La formule proposée par Darve est, quant a elle :
t(0) = V3ER(0) + C'log(V3kR(() 4 ) (3.64)

Cette formule a été testée pour les mémes maillages que ceux utilisés pour tester la
formule de Chew. Les résultats obtenus sont compilés dans la figure 3.3.

Le bilan que I'on peut en dresser de ces résultats est que la formule de Chew est
valable pour 1 < C' < 6, celle de Darve pour 2 < C' < 8. Ceci dit, 'approche de Chew
donne un nombre de poles sensiblement supérieur et un controle moins fin sur le calcul
car la plage de valeurs de C' donnant des résultats corrects est plus large chez Darve
que chez Chew. Nous conseillons donc la formule de Darve bien que les résultats donnés
par les deux formules soient assez proches. De plus le cas ou C' = 4 et ou le maillage
comporte 15 points par longueur d’onde semble un bon compromis entre la précision
et le temps de calcul envisagé.

Nous noterons toutefois que des articles récents de Carayol et Collino [18, 19] tentent
de justifier complétement le nombre de poles optimum pour une précision donnée. Il
pourrait donc étre intéressant d’exploiter les résultats de ces articles pour optimiser les
performances de la méthode multipole rapide.
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—— 10 points par longueur d’onde
15 points par lengueur d’onde
20 points par longueur d’onde
25 points par longueur d’onde

0.1

écan quadratique relatif moyen
=
o
|

0.05—

Figure 3.2: Evolution de la précision pour différentes finesses de maillage en fonction du pa-
ramétre C de la formule (3.62) proposée par Chew.

3.7 Calcul global : complexité et précision

Fort de tous les développements que nous venons de présenter, nous allons analyser
un calcul multipole complet pour plusieurs tailles du probleme exposé a la section
1.1. Nos deux criteres pour évaluer notre méthode seront la précision du calcul en
comparaison de la solution analytique et le temps de calcul nécessaire en fonction du
nombre de degrés de liberté du cas traité.

Notons qu’aucune précaution n’a été prise, dans les calculs numériques présentés,
pour détecter et éviter les fréquences propres (réelles ou fictives). D’autres formulations
du probleme permettraient d’éviter cet écueil [60, 17].
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10 peints par longueur d’onde
15 peints par longueur d’onde
20 points par longueur d’onde
25 points par longueur d’onde 1

0.1

Ecart quadratique relatif moyen

0.05

Figure 3.3: Evolution de la précision pour différentes finesses de maillage en fonction du pa-
ramétre C de la formule (3.64)proposée par Darve.

3.7.1 Temps de calcul d’une itération

Les calculs théoriques de complexité présentés au chapitre 2 section 3.1 et complétés
a la section 3.4 prévoient une évolution du temps de calcul en O(N log N) pour une
itération du calcul accéléré par la méthode multipole rapide alors qu’il évolue en O(N?)
pour l'approche traditionnelle. Nous comparons ce résultat théorique a des calculs
numériques dans la figure 3.4, pour une sphere dont le diametre varie de 2 a 40 longueurs
d’ondes, la densité des maillages étant fixée a 10 points par longueur d’onde et le nombre
de poles étant calculé par la formule (3.64) avec C' = 2.



78 CHAPITRE 3. FMM : MISE EN (EUVRE ET RESULTATS NUMERIQUES

10000 [~ O FMM
—— ClNlogN
[0 classique
i — N |
100 — =

Temps de calcul (en s)

1 1 IIIIIIl 1 1 IIIIIIL 1 1 N I T W |

1000 10000 le+035 le+06
N (nombre de DDL)

Figure 3.4: Evolution du temps de calcul pour un produit matrice-vecteur en fonction de la
taille du maillage pour une sphere.

Ceci nous permet de vérifier que non seulement les temps de calculs évoluent bien
selon les lois annoncées mais qu’en plus le calcul accéléré par FMM est plus rapide que
I’approche traditionnelle méme pour des petits maillages.

3.7.2 Evolution de la précision et du nombre d’itérations

Nous allons a présent étudier le comportement du calcul complet pour plusieurs cas.
Nous pr/’esenterons essentiellement deux résultats : I'écart quadratique relatif moyen
e (3.63) et le nombre d’itérations nécessaire a la convergence. Ces résultats seront
présentés pour plusieurs géométries dont une dimension caractéristique varie de 2 a 10
longueurs d’onde. Contrairement a la section précédente nous ne disposons pas ici de
résultat théorique sur les temps de calculs auxquels comparer les résultats numériques,
nous les donnons donc a titre informatif.
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La sphere

Trois exemples successifs seront présentés pour une sphere centrée sur 1’origine et
une source placée en (400, 500\, 600)). Les deux variables qui varient d'un cas a 'autre
sont la parametre C' de la formule (3.64) et le nombre de degrés de liberté par longueur
d’onde ng. Le premier, pour lequel C' = 2 et ng = 10, est le calcul dit rapide. Le second
sera qualifié d’intermédiaire et aura pour variables C' = 2, ng = 15. Enfin le troisieme,
dit optimum en référence aux conclusions de la section 3.6, sera pour C' = 4 et ny = 15.

Calcul rapide

Diametre (en \) N e temps (en s)
2 1102 | 9.81072 6
4 4894 | 1.51071 40
6 11326 | 6.21072 132
8 19754 | 1.1107¢ 290
10 31354 | 9.31072 669
%
ot i
70~ -
éﬁﬂ - —
z
40 — —
ot E
. ‘ | ‘ | . ! ‘
0 10000 20000 30000 10000

N (Nombre de DDL)

Figure 3.5: Nombre d’itérations du calcul rapide pour la sphére
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Calcul intermédiaire

Diametre (en \) | N e temps (en s)
2 2686 | 6.71072 10
4 11326 | 7.61072 60
6 25162 | 4.71072 271
8 45594 | 8.21072 495
10 70726 | 6.41072 1351
30— -
SO 4
g
Z
0 -
00 ‘ 20(‘)30 ‘ 4-0(‘1)0 I Bﬂ(l)'.](] ‘ 30000

N (Nombre de DDL)

Figure 3.6: Nombre d’itérations du calcul intermédiaire pour la sphére
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Calcul optimum

Diametre (en \) | N e temps (en s)

2 2686 | 1.41072 13
4 11326 | 1.61072 87
6 25162 | 1.61072 306
8 45594 | 1.71072 642
10 70726 | 2.11072 1621

30

@ i

Nombre d’itérations
T
1

Il Il ‘ 1 | Il
0 20000 40000 £0000 80000
N (Nombre de DDL)

Figure 3.7: Nombre d’itérations du calcul optimum pour la spheére
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L’ellipsoide

Le méme type de résultats que ceux présentés pour la sphere sont maintenant
donnés pour des ellipsoides. Le premier a un grand axe a, orienté suivant I’axe (1,0, 0),
double d'un des petits axes b (pour le dernier axe on prendra ¢ = b); le second a des
dimensions dans le rapport a/b = 3. Pour ces deux ellipsoides nous présentons le calcul
rapide et le calcul optimum, la source étant toujours placée en (400, 500, 600)).

Ellipsoide de rapport a/b =2
Calcul rapide

Grand axe (en A\) | N e temps (en s)
2 502 | 3.0107! 3
4 2214 | 1.21071 25
6 5230 | 1.1107¢ 124
8 9390 | 3.510°1 372
10 14998 | 1.9107! 773
300
250 -
£ 2001~ 4
2150 :
“ 1001 s
sof- R
o ‘ | | !
0 3000 10000 15000 20000

Figure 3.8: Nombre d’itérations du calcul rapide pour Iellipsoide de rapport a/b = 2

N (Nombre de DDL)
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Calcul optimum

Grand axe (en ) | N e temps (en s)
2 1222 | 821072 7
4 5230 | 2.41072 79
6 11894 | 4.71072 463
8 21558 | 6.81072 1332
10 33650 | 8.81072 3296
400
300 ]
EEOO— -1
Z
100} s
00 ‘ lU(‘X]O 20(‘130 30(|)30 40000
N 5Nombie de DDL)

Figure 3.9: Nombre d’itérations du calcul optimum pour ellipsoide de rapport a/b = 2

83
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Ellipsoide de rapport a/b =3
Calcul rapide

Grand axe (en ) | N e temps (en s)
2 374 |1.8107! 2
4 1586 | 1.6107! 13
6 3638 | 2.21071 75
8 6362 | 4.01071 169
10 10426 | 1.8107¢ 483

300

250 .

200 -

Nombre d itérations
o
=]
T
|

100 - -

0+ =

0 L I L |
0 5000 10000

N (Nombre de DDL)

Figure 3.10: Nombre d’itérations du calcul rapide pour lellipsoide de rapport a/b =3
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Calcul optimum

Grand axe (en ) | N e temps (en s)
2 838 | 541072 4
4 3638 | 4.11072 39
6 8246 | 5.6 1072 257
8 15014 | 9.81072 718
10 23528 | 9.31072 1752

300

250 -

200 -

Nombre d’itérations
|
=]
T
1

100 - =

0 1 | 1 ‘ 1 ‘ L | 1 | 1
0 3000 10000 15000 20000 25000 30000

N (Nombre de DDL)

Figure 3.11: Nombre d’itérations du calcul optimum pour lellipsoide de rapport a/b =3
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Le cube

CHAPITRE 3. FMM : MISE EN (EUVRE ET RESULTATS NUMERIQUES

Des résultats du calcul rapide et du calcul optimum sont désormais présentés pour
un cube. En plus de I’écart quadratique relatif moyen pour la pression calculée sur la
frontiere par équation intégrale cet écart est donné pour la représentation intégrale de
la pression et de son gradient sur une grille réguliere de points disposée a I'intérieur du
cube, de densité identique a celle du maillage de la frontiere.

Calcul rapide

coté (en \) | N e N intérieur | écart intérieur | écart gradient | temps (en s)
2 2402 | 1.71071 8000 1.61071 1.71071 21
4 9602 |2.0107¢ 64000 2.01071 1.6107! 165
6 21602 | 1.51071 216000 1.51071 1.21071 710
8 38402 | 1.51071 512000 1.21071 1.510°! 883
10 60002 | 1.7107! 1000000 1.910°! 1.910°! 1976

200 T T
215'.']— _
“ 100 i
50 | I L ] | ] L |
0 10000 20000 30000 40000 50000 £0000 70000

N (Nombre de DDL)

Figure 3.12: Nombre d’itérations du calcul rapide pour le cube
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Calcul optimum

87

coté (en A) N e N intérieur | écart intérieur | écart gradient | temps (en s)
2 5402 |2.91072 27000 1.91072 3.51072 48
4 21602 | 2.61072 216000 2.81072 2.71072 400
6 48602 | 6.41072 729000 6.11072 4.31072 1891
8 86602 | 2.41072 | 1728000 8.81072 1.81072 2948
10 135002 | 5.81072 | 3375000 9.41072 5.81072 6486

300
250 -
22'3'3— .
5150— ]
“ 100 -
- .
0 I I | I
0 50000 le+03 1.5e+05 2e+03

N (Nombre de DDL)

Figure 3.13: Nombre d’itérations du calcul optimum pour le cube




88 CHAPITRE 3. FMM : MISE EN (EUVRE ET RESULTATS NUMERIQUES

Conclusion des tests numériques

A la vue de ces résultats, nous pouvons conclure que quelle que soit la géométrie
(forme et taille) 'ordre de grandeur de la précision ne dépend que du parametre C' et de
la densité du maillage, la tolérance de GMRES (fixée & 10™* pour nos calculs) n’ayant
que peu d’influence. Le calcul rapide, pris pour les parametres minima, nous semble
d’une précision trop grossiere. En revanche, le calcul optimum donne une précision pour
les calculs de la pression sur la frontiere mais aussi a 'intérieur du domaine suffisante
pour 'application que nous envisageons dans le chapitre 4. Notons, encore une fois,
que pour les calculs présentés dans ce chapitre (et pour ceux du chapitre 4) aucune
précaution n’a été prise afin d’éviter les fréquences propres (rélles ou fictives).



Chapitre 4

Identification approchée d’obstacles
par gradient topologique

Notations

Dans ce chapitre, pour toute fonction f, nous noterons f; la i-eéme coordonnée
de son gradient (i.e. (gradf);). Notons toutefois une exception importante, pour les
fonctions de Green G et G :

Gi(y —z) = (grad,G(y — z))i

Par ailleurs, nous utiliserons la convention de sommation sur les indices répétés. Enfin,
en un point de la frontiere, f,, désignera la dérivée normale : f, = fn;.

4.1 Le contexte

Passons désormais a I’étude du probleme inverse et rappelons brievement le contexte
de notre étude. On considére un milieu acoustique occupant le domaine borné V&,
satisfaisant aux équations de 1’acoustique linéaire. Un obstacle rigide inconnu B"*®, de
frontiere I'V** (ou un ensemble de tels obstacles) est immergé dans Q™. On définit
aussi le domaine sain (i.e. sans obstacle) Q2 tel que Q™ = Q\ B"™. Le déplacement
normal u,, est imposé sur une partie Sy de la frontiere S de €). Le champ de pression
acoustique p & U'intérieur de Q' vérifie alors les équations :

(A + k2)pvrai =0 dans erai

o
PRt =0 sur I’
pvrE = () sur Sp =S5\ Sy

39
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ou k = w/c est le nombre d’onde et p la masse volumique. Selon 'usage, le facteur
temporel e~** est omis dans I'écriture de toutes les grandeurs acoustiques.

Figure 4.1: Probléme direct

Le probleéme inverse consiste & identifier 'emplacement et la forme de BV (ou ceux
de "), Pour cela on suppose que 1'on dispose de données aux limites surabondantes :
les valeurs, notées p°”, prises par p"™ sur une partie S°** C Sy de la frontiere externe
sont supposées connues. Pour une configuration donnée B¢ d’obstacle rigide (simple ou
multiple), ¢’est-a-dire une hypothese sur cet obstacle, on note p¢ le champ de pression
solution du probléme direct, défini par les équations (4.1) dans lesquelles V21 TV ef

vrai

P sont remplacés par Q¢ = Q\ B¢, I et p°.

vrai

(A +K?)p¢=0 dans Q°

c 2
P, = pwiuy, sur Sy
5, =0 sur I’ (4.2)
pCZO sur SD:S\SN

L’obstacle B'™ est alors recherché a travers la minimisation d’une fonction cott J
définie ici par :
1

T ) = ¢ / | pe — pot 2 dT (4.3)
Sobs

4.2 Le gradient topologique

4.2.1 Présentation

La résolution du probleme inverse par minimisation de [J fait habituellement appel
a une procédure itérative, dont le résultat est susceptible de dépendre fortement du
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Observation

Sobs

Source

Sy

Figure 4.2: Probléme inverse : approche par optimisation

choix des conditions initiales (nombre d’obstacles, emplacements et formes initiales). Ce
choix va étre facilité par le calcul du gradient topologique de la fonction 7, un concept
initialement introduit dans le contexte de 'optimisation topologique de structures [34,
37, 49, 63, 64].

Soit B%(z°) = x°+ % un petit obstacle de taille ¢ > 0, de frontiere I'® et contenant
le point z° € Q (Z C R3 désignant un ouvert borné de frontiere .% et de volume |%|
contenant I'origine). Pour le domaine Q¢ = 2\ B, on cherche a évaluer le comportement
asymptotique de J(€°, u,,) pour une valeur infinitésimale de ¢. le gradient topologique
de J(Q,u,) est la fonction 7 (x°) telle que :

T up) = T (Qun) +0(e) | B T(2%) + 0(6(¢)) (4.4)

ou la fonction 4, vérifiant lim. .o d(¢) = 0, caractérise le comportement asymptotique
de J (¢, u,). Ce comportement que 1'on va déterminer est un des résultats importants
de cette analyse. On notera qu’en général la valeur de 7 dépend de la forme de B. Afin
d’évaluer 7 (z°), il est nécessaire de calculer J(€°, u,) et donc de résoudre le probleme
(4.1) dans lequel B¥™ est remplacé par B¢(z°), dont la solution est notée p°.

(A+K?)p" =0 dans Q°

£ 2
5, = pwiuy sur Sy
5, =0 sur ['* (4.5)
p° =0 sur Sp =5\ Sy

Il est utile d’introduire la décomposition p* = p° + p en une partie diffractée p° et une
partie incidente p solution du probleme acoustique associé au domaine sain :

(A+k)p=0 dans Q
Pn = pwiu,  sur Sy (4.6)
p=0 sur Sp
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Il est alors naturel de supposer que le champ p® s’annule lorsque € tend vers zéro :

lim | 5 (z) |= 0 (4.7)

e—0
ce qui permet de développer J(€°, u,) selon p* :

1

j(QE,Un) — 5/ |p6 _pobs |2 dar
Sobs

- %/gobs” p—p™ 2+ 2Re((p — 7)) + of| 5 (x) )] T
=T (@ un) + /S _ Re((p = p™)p)dT +o(|| 7 ) (4.8)

Une méthode élégante et efficace pour calculer le terme [, Re((p — p°P®)p°)dI repose
sur I'utilisation d’un champ adjoint.

4.2.2 Calcul par un champ adjoint.

La deuxieéme formule de Green (1.18) nous assure que pour tous champs p' et
p? satisfaisant a 1’équation de Helmholtz, sans source volumique, dans le domaine
générique O (de frontiere 00)

/ (p'p?% —p°p),) AL =0 (4.9)
le)
Dans notre cas nous choisissons :

1. p' = p, champ solution sur Q soumis & p,, = pw?i, sur Sy (pour une donnée 4,
a préciser) et p = 0 sur Sp, ce champ est dit adjoint.

2. 0=0°

3. p? = pf, champ diffracté (p,, = —p5, sur I'%, p5, = 0 sur Sy et p° = 0 sur Sp).
Alors I'équation (4.9) devient

/ (ppn + D) dl = — / P pwii, dl (4.10)
e SN
En particulier, si u,, est choisi selon

1 _(p _ pobs Sobs
T B e 411
i { 0, surSy\ 5o (4-11)
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on reconnait dans le membre de droite de (4.10) le terme que I'on cherche :

/ ) (p — p°»)p=dI et I’équation (4.8) prend la forme
SO S

J(Q u,) = T (Q,u,) — Re {/ p°pn; dl’ +/ Dp.in; dF} +o(]| p° ||) (4.12)
15 FE

a partir de laquelle le gradient topologique 7 (z°) peut étre déduit du comportement
asymptotique de pf sur I'.

4.2.3 Etude du comportement asymptotique

A partir des équations (4.5) et (4.6) on peut déduire les équations vérifiées par p°

(A+k?)p° =0 dans Q°

P, =0 sur Sy

P ="Dn sur I

]3820 sur SD:S\SN

(4.13)

Afin d’effectuer I’étude du comportement asymptotique de p¢ sur I' nous allons utiliser
I’équation intégrale de frontiere régularisée, telle que nous I’avons présentée au chapitre
1 (1.30), équivalente a 1'équation (4.13).

/ 7(y) (Galy — 2) — Gi(y — x)) n:dS, + /
Sure

(7°(y) — 5" () GS(y — z)n, dS,

Sure
—/ 75(y)G(y — z)n; dS, (4.14)
Sure
ou
eik\y—gﬂ
G
(g L 47r\g—x\
et
Gy —z) = ——
= = 47r|g—g|

sont les solutions fondamentales pour un milieu infini de I’équation de Helmholtz et
de Laplace respectivement. Pour la suite des calculs nous utiliserons les notations sui-
vantes : ¢° = p5ni, H(y —z) = G i(y — z)n; et H(y —z) = GY%(y — z)n;. Séparons dans
Péquation (4.14) les cas ot z € S et z € I'*. a Bl
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Premier cas : x € S

Dans ce cas I'équation (4.14) peut s’écrire :

/Sﬁ(g)(H(y—@—H“(y z)) dS, +/g( (y) —p°(x)) H'(y

+ [ F@Hy-2ds,-F@ [ 2y / ~2)ds,
5 Ie Sp
/ q(y)G(y —z)dS, (4.15)
FE
Or en intégrant 1’équation fondamentale :
Gy —2)+d(y—2) =0 (4.16)
sur un volume 2 pour tout z ¢ 0,
/G?ii(y—z)d%Jr/é(y—&)dVy:O (4.17)
Q - Q

et en utilisant la formule de la divergence on obtient :

H(y —2)dS, + k=0 (4.18)
onN

aveck =1siz €O, k=0siz¢ Qet k =—1/2siz € N
Ainsi 'équation (4.15) devient :

/ﬁa(g) (Hly—z)— H(y — 2)) d5y+/ (7°(y) — p°(2)) H(y — z) dS,
S S
+/Eﬁ€(g)H(y—z)d5y—/S 7 (y)Gy —x)dS,
[ a6y -nds, (419)

Deuxiéme cas : x € I¢

En tenant compte directement de ’équation (4.18), on obtient pour 1'’équation
(4.14) :

() +/5ﬁ5(£) (Hly—z) — H(y — z)) dSy+/g (7(y) - *(2) By — z) dS,
+/Sﬁ€(g)H(g—z)dSy_/SD FW)Gly — 2)dS,
= —/FE 9(y)G(y — z)dS, (4.20)
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Afin d’établir la contribution principale de p° et ¢° quand € — 0, nous allons étudier
le comportement asymptotique de (4.19) et (4.20). Pour ce faire nous allons introduire
de nouvelles coordonnées :

Q—O

18

]
I
—~
=
[N}
—_
~—

9
_ 0

<
1=

£

ou 7,y € ¥ quand z,y € I'*. En particulier,
dS, =e’dS; (yel*,je.y) (4.24)

Afin de faciliter cette étude nous allons indexer les champs surfaciques p°® et ¢° par la
partie de la frontiere sur laquelle il est considéré. Par exemple le champ p° sur I'® sera
noté Pre.

Compte tenu de (4.7) on peut supposer pi. = O(e?).

Etude de (§°,§) sur S
Regardons chaque terme de 1'équation (4.19) séparément :
/ PH(y—z)dS, = / P (ey +2°)H(ey + 2° — 2)e* d Sy
c - 7

Gl — a)e? /f(ayw%ni@) A4Sy + o(=?) (4.25)

[ awGty-2)as, = [ i+ 2)6Em+2 -0t as;
= pi(e")G(2" — z) / ni(y) dS,

+ [pa(2)G (2" — 2)], / ni(y)(y, — ) dSy + o(e”)  (4.26)

FE

Or / ni(y)dS, = 0, / ni(y)(y, — 2))dS, = —0;°|B| et —p; = k*p d’'ou

/E q(y)G(y — z)dS, = [K*p(z°)G(z" — z) — pi(2°)G i(z° — )] €°| B + o(®) (4.27)

On peut écrire les autres termes comme une fonction linéaire Lo {p5,, s, } dont I'opé-
rateur intégrale Lo est évidemment indépendant de € d’ou

Lo {p§,. 05, } = O (™34+2)) (4.28)

On peut donc en conclure que pg, et g5, sont O (emnGd2)),
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Etude de (p°,¢) sur I
D’apres ce qui précede

/ PPy H(y —z)ds, = O(smm(g’d“)) (4.29)
SN

/ i (y)Gly —z)dS, = O (mmE4) (4.30)
Sp

Avant de continuer les développements faisons quelques remarques sur les fonctions de
Green. Commencons par remarquer que :

r=ly—zl=2"+ey—2* x| =¢cly—7| =< (4.31)
d’otu, pour les solutions statiques :
1 11 1
(g z) Ad7r  ednr € v -7 ( )
H'(y ) : T = S H G- T) (4.3
—I) = o STa= "5 = —T :
g—L 4mr2 2 4772 2V

et pour les solutions dynamiques :

G-z = 1 Loom _my1 teibr 4 ofe)
- = = - = - -7 ikT + o
y—z Admr c 4nr € y

1
= G'T-7)+0() (4.34)
"'m ; ikr 1 F,n 1N\ ikt
H(y—z) = —m(l—zkr)ek :—gm(l—mkr)e k
1 7,

= S (1 — ikT)(1 + €ikT + o(e)) = éHO(y —7T)+ 0O(1)(4.35)

continuons alors I’analyse avec les termes restants de I’équation (4.20), en se souvenant
que pr- = O(e?)

[ F@ (G - 2) - 1y - ) a5,

= O(e™?) (4.36)
et

[atwew-ads, = [+ (L6rm-m+00) 2 as;

= p.i(z%) /y Gy — T)n(y)e dSy + O(e?) (4.37)
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d’ou

) =" (z)) H(y — z) dS,

ah
(L}
D
+
—~
=
™
<

= p°(2° +e7) +/ (5°(2° + €y) — 7°(2° + 7)) HO(y — 7) dSy

Z

- /y GG — Tnu(m)=dSy + O() (4.38)

On en déduit que l'on peut résumer I'équation (4.20) a l'existence d’un opérateur
intégral linéaire Lo, qui est O(1), et tel que

ZLop- = 0(e) (4.39)
d’ott on déduit que p° = O(e) et donc d = 1. Ainsi on peut chercher pf sous la forme :

P(y) = eP(Y) + ole) (4.40)

ou le champ P (indépendant de ¢) est solution de

P(z) + L (P(7) — P(@)) HG —7) Sy = —p.(°) /yGO@—f)ni@dsy (4.41)

ol on reconnait 1’équation intégrale de frontiere associée au probleme extérieur de
I’équation de Laplace pour I'obstacle normalisé 4 :

Py =—pn(a°) sur & (4.42)

{AP:O dans R*\ &
Aussi le déplacement normal imposé sur la frontiere étant défini par un déplacement
constant on peut traiter ce probleme, en notant P(y) = p,;(z°) 2 (y), par la résolution
des trois problémes indépendants de z° :

{ AP =0 dans R3\ &

P =—e;-n sur S (4.43)

4.2.4 Fin du calcul par le champ adjoint

L’étude asymptotique du champ p° sur I'® étant terminée, on peut désormais calculer
les deux intégrales nécessaires a 1’évaluation du gradient topologique par la méthode
de l'état adjoint (cf équation (4.12)).
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Premziére intégrale

/ ppin;dl = —/ (pp;i)dV = —/ DD+ ppidV
€ £ BE
= / k*pp — pp;dV (4.44)

d’oll en premiere approximation,
[ pamdl = 1810~ 2. ) + of) (1.45)
Deuxieme intégrale

/ﬁeﬁ,inidr = /SP@)ﬁj@o+€§)nj(§)52d5’y
re Rz

::ém@%LP@W@M%+d&

= egﬁ,j(go)p,i(go)/y@inj(g)d5y+0(€3) (4.46)

Ainsi en notant B le tenseur de composantes

1 D

et A le tenseur tel que A = I — B alors le gradient topologique est donné explicitement
par la formule :

T (2°) = Re [(p;Aijp,; — k*pp)(z°)] (4.48)

Calculer le champ de gradient topologique nécéssite alors uniquement de résoudre le
probleme direct et le probleme adjoint sur le domaine sain. Ce que nous proposons de
faire par la méthode des équations intégrales de frontiere accélérée présentée dans les
chapitres 2 et 3.

4.2.5 Sur la forme de ’obstacle

Jusqu’a maintenant les calculs ont été effectués pour des obstacles completement
rigides mais de forme quelconque. Dans le cas général, comme nous 'avons vu, le
tenseur A peut étre calculé par la résolution de trois problemes de petites tailles (4.43).
Dans le cas ot lobstacle est supposé sphérique ces problémes peuvent étre résolus
analytiquement.
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Obstacle de forme sphérique : résolution analytique

Rappelons qu’en coordonnées sphériques le Laplacien s’écrit :

2
Ap(r,0,¢) = L9 ( 28p> + L0 (sin9@> + L_Op (4.49)

2or \| or r2sin 6 90 r2sin2037¢2

Les solutions de I’équation homogene Ap = 0 décroissantes a l'infini sont de la forme :

1 1
p(r,0,¢) = Z {’ygvmmPKm(cos 6) cos(me) + ng,mmPZm(COS 0) sin(mao) (4.50)

lm

Or pour chacun des trois problemes de (4.43) les conditions aux limites sur la sphere
unité sont successivement :

i 810_

Pn= _8_ - <_§z) ’ <_§r) sur ‘7’ pour i = 1’ 2’3 (451)
’ T

Soit les trois conditions :

pl, = sinfcos¢ sur &
p,, = sinfsing sur & (4.52)
pS, = cosf  sur S

d’ou les solutions de notre probleme, pour lesquels les seuls coefficients non nuls de
(4.50) sont :

")/417m = _%5m15€1 V (f, m)

ng,m = _%5m16€1 A (6, m) (453)

’Yzm = %6m05€1 v (£,m)

d’out

p'(r,0,¢) = 5zsinfcos¢

p*(r,0,¢) = 55sinfsing (4.54)

p*(r,0,¢) = 55 cosf
ainsi le tenseur B = —%i et le tenseur A = %£ . Le champ de gradient topologique est
donc calculé dans ce cas par la formule

o 3 A 2, 4 o
T(a%) = Re | 5pps — Kpp| (2°) (4.55)

4.3 Calcul numérique du gradient topologique

Comme nous venons de le voir, le calcul du gradient topologique nécessite le calcul
de la pression et de son gradient a I'intérieur du domaine exploré, pour deux problemes
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aux conditions aux limites différentes, le probleme direct et le probleme adjoint. Sauf
pour des situations géométriques particulieres, il n’est pas possible de résoudre ana-
lytiquement de tels problemes. Il sera donc nécessaire de faire appel a une méthode
numérique.

Vu que la connaissance des champs n’est utile qu’a l'intérieur du domaine, les
méthodes numériques de domaine tels que les différences finies ou les éléments finis
viennent naturellement a 'esprit. Toutefois nous avons choisi de traiter ce probleme
par la méthode des éléments de frontiere, et ce pour deux raisons,

— il est connu que le calcul numérique du gradient est plus précis par la méthode

des éléments de frontiere,

— la résolution accélérée utilisant la FMM permet de traiter des problemes de di-

mensions grandes par rapport a la longueur d’onde et de calculer les champs
simultanément en un grand nombre de points intérieurs.

Ainsi, la méthode présentée au chapitre 3 va servir pour calculer le champ de gradient
topologique.

4.4 Présentation des résultats

Rappelons notre heuristique : « le gradient topologique prend des valeurs négatives
quand la fonction cout a tendance a décroitre. Nous supposons que cela correspond a
de la présence d’obstacles a détecter ».

Cette « intuition » va donc étre testée sur quelques cas afin d’étre validée et de
discuter le type d’informations qui peuvent étre tirées d’un tel calcul dans le cadre de
la résolution du probleme inverse.

4.4.1 Un premier cas test

Le premier cas test que nous présentons est celui de la détection d’un obstacle
sphérique inclus dans un domaine cubique. Le cube, centré sur 'origine, est défini par
QL) = {|&| < L (i =1,2,3)} avec L = 8a ou a est une longueur de référence.
L’obstacle, de rayon 0.8a, est placé en (2a, 3a, 2a). Les données mesurées sont simulées
numériquement et ce pour trente expériences. Pour chacune on applique une excitation
uniforme, de longueur d’onde A = 3a, sur un petit disque S, € S (1 < ¢ < 30) et la
pression acoustique est mesurée sur toute la frontiere du cube : S°* = S (i.e. en chaque
neeud). Chaque face du cube €2 comporte cing émetteurs S, de rayon a disposés selon
le schéma présenté par la (figure 4.3).

Le gradient topologique est calculé pour chaque expérience, le champ total présenté
en est la somme. Autrement dit, la fonction cout pour le probleme inverse est définie
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o L@

Figure 4.3: Disposition des émetteurs S, sur chaque face du cube Q(8a).

par
1 30
c\ __ c obs |2
70 =5 L= ar (4.56)

ou pgbs est la pression mesurée pour I’émetteur ¢. Les calculs ont été effectués pour les
parmetres « optima » du chapitre 3, c’est a dire que le maillage, composé d’éléments
triangulaires, comporte 15 nceuds par longueur d’onde et que C' = 4 dans la formule
(3.64), la table 4.1 indique le nombre de DDLs utilisés.

Afin de faciliter la lecture des cartes de gradient topologique nous présentons une

version seuillée 7 de 7, définie par :

. T T <eTy
{ (@), = € Zmin avec e =0.25. (4.57)

O, T>€Tmin

ot Tpin = min, 7 (x). Le champ 7 (z) est calculé en supposant 1'obstacle évanouissant
B#(z) de forme sphérique, c’est a dire par la formule (4.55).

Le champ de gradient topologique est calculé sur une grille réguliere, centrée sur
'origine, de 100 x 100 x 100 points a I'intérieur du domaine cubique €2(8a). Dans chaque
direction le pas est de Az, = 16a/101. Les résultats sont présentés dans trois plans

Taille du cube Cube Obstacle Total
Elements nceuds | Elements noeuds | Elements noeuds

2L =16a 76800 38402 336 170 77136 38572

2L =32a 307200 153602 336 170 307536 153772

Tableau 4.1: Nombre d’élements et de DDLs des maillages de frontiere.
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orthogonaux passant par le centre de I'obstacle, lui méme figuré par un cercle blanc.
Les zones ou le gradient topologique prend les valeurs les plus négatives sont colorées
en rouge (en noir dans la version noir et blanc). Des surfaces d’isovaleurs du gradient

Figure 4.4: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
: champ de gradient topologique seuillé 7 dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) &2 = 3a (¢) &3 = 2a
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topologique pour 7 = 0.657,;, et pour 7 = 0.757,;, sont présentées respectivement a
la figure 4.5 et a la figure 4.6. Ces graphiques indiquent que les valeurs de 7 (x) proches
de 7, ne sont rencontrées que dans un voisinage de I'obstacle « réel » et complétent
ainsi utilement les sections planes telles que celles de la figure 4.4.

Ce résultat est positif. En effet, on remarque que les zones ou le gradient topo-
logique prend les valeurs les plus basses se trouvent localisée approximativement au
meéeme endroit que 'obstacle. Par ailleurs, le contraste entre ces valeurs et celles prises
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Figure 4.5: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(8a) : isovaleur T = 0.657,;, du champ de gradient topo-
logique

dans le reste du domaine est assez important. L’information donnée par le gradient
topologique semble ainsi exploitable pour donner une premiere localisation approxima-
tive de l'obstacle. Cette information est exploitable en elle méme ou pour initialiser
un algorithme de localisation utilisant la minimisation d’un fonction cott, par exemple
par une méthode utilisant le gradient.

Le but que nous nous fixons maintenant est, partant de cet exemple, de tester la
« réaction » du gradient topologique a la variation de certains parametres du calcul.
Nous testerons successivement 1’accroissement de la longueur d’onde, les variations
de dimension de l'obstacle, I’accroissement de la taille du domaine (ce qui revient a
diminuer la longueur d’onde), l'influence de la position, de la forme de 'obstacle, et
enfin I'influence du bruit sur les données mesurées.
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4
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Figure 4.6: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(8a) : isovaleur T = 0.75T,;, du champ de gradient topo-
logique

4.4.2 Accroissement de la longueur d’onde

Le premier parametre pour lequel nous testons l'effet de ses variations est donc
la longueur d’onde de la source. Sont testées successivement les longueurs d’ondes 6a
(figure 4.7), 9a (figure 4.8) puis 12a (figure 4.9). Dans le premier cas, le maillage est
le méme que dans l'exemple présenté pour une longueur d’onde de 3a pour les deux
derniers cas le maillage comporte deux fois moins d’éléments.
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Figure 4.7: Identification, a une longueur d’onde 6a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon

0.8a dans le domaine Q(8a)

: champ de gradient topologique seuillé 7 dans les

trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (¢) &3 = 2a

Quelles conclusions pouvons-nous tirer des ces observations ? Tout d’abord, pour
toutes ces longueurs d’onde il y a une zone ou la valeur du gradient topologique est
négative dans la région de 1'obstacle. Par ailleurs, et ceci est logique, cette zone grandit
avec la longueur d’onde, les grandes longueurs d’ondes ayant tendance a « étaler »
I’obstacle. Si I'on regarde séparément ces résultats on remarque que dans les cas 6a
et 12a le contraste entre les zones entourant 1’obstacle et le reste du domaine est
assez important. On retrouve alors les résultats obtenus dans le cas 3a qui sont plutot
positifs quant a la détectabilité de l'objet. En revanche, ce contraste est moins bon
dans le cas 9a et nous I'expliquons difficilement. Sommes nous en présence d’un mode
propre du domaine qui vient « parasiter » les résultats ? Cette piste que nous n’avons,
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Figure 4.8: Identification, a une longueur d’onde 9a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
: champ de gradient topologique seuillé 7 dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (¢) &3 = 2a

malheureusement, pas eu le temps de suivre mériterait stirement plus d’attention.
On peut considérer ces variations de longueurs d’onde comme une diminution de la

CHAPITRE 4. IDENTIFICATION PAR GRADIENT TOPOLOGIQUE
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taille de I'obstacle. Mais celle-ci s’accompagne alors aussi de la diminution de la taille
du domaine. Le parametre suivant que nous avons donc testé est 'influence de la taille

de l'obstacle, les dimensions du domaine et la longueur d’onde restant constants.

4.4.3 Variations de la taille de ’obstacle

Nous présentons dans cette section quatre résultats. Les deux premiers sont pour

des obstacles plus petits que celui du premier cas (présenté a la section 4.4.1), le rayon
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Figure 4.9: Identification, a une longueur d’onde 12a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (¢) &3 = 2a

de l'obstacle prenant successivement les valeurs 0.4a (figure 4.10) puis 0.2a (figure
4.11). Les deux cas suivants exposés correspondent a des obstacles plus grands, 1.2a
(figure 4.12) puis 1.6a (figure 4.13).
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A la vue de ces deux premiers résultats, nous sommes amenés a tirer les mémes
conclusions que précédemment, a savoir que la détectabilité semble bonne et que la
zone du « puits » de gradient topologique doit en grande partie sa taille a la longueur

d’onde de test.

Figure 4.10: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.4a dans le domaine €2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passants par le centre de 'obstacle (a) & = 2a (b) &2 = 3a (¢) &3 = 2a
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Figure 4.11: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.2a dans le domaine €2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) &, = 3a (¢) &3 = 2a

Malheureusement les deux calculs pour des obstacles dont le diametre s’approche de
la longueur d’onde ou méme la surpasse donnent de bien moins bons résultats. N’ayant
pas pu a ce jour analyser ce phénomene, nous ne pouvons qu’emettre des hypotheses.
Sommes nous en présence d’'un mode propre du domaine qui viendrait perturber nos
résultats (hypothese déja émise précédemment) 7 Sommes nous en présence d'un mode
propre fictif, c’est a dire un mode propre de 'obstacle, da a 'utilisation d’équations
intégrales de frontieres 7 Si le calcul des modes du domaine est complexe, en revanche
nous pouvons calculer analytiquement les fréquences propres de 1'obstacle puisqu’il est

sphérique.
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Figure 4.12: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
1.2a dans le domaine Q(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) &, = 3a (¢) &3 = 2a

Fréquences propres de ’obstacle

Les modes propres acoustiques d’un domaine sphérique sont connus (voir par exemple
[50]). Paramétrés par les indices m et n, ils s’écrivent en coordonnées sphériques :

Prm (7,0, 0) = jn(kr)P™(cosf)e™? (4.58)

ou k désigne le nombre d’onde. Le probleme, associé a celui de 1'obstacle rigide inclus
dans un domaine, susceptible de faire apparaitre des valeurs propres fictives dans la
résolution par équations intégrales de frontiere est celui d’un spheére « molle » (autre-
ment dit de pression nulle sur sa surface). Ainsi les fréquences propres fictives, notées
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Figure 4.13: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon

1.6a dans le domaine Q(8a) : champ de gradient topologique T dans les trois
plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (c) &5 = 2a

f1, pour un obstacle sphérique de rayon p sont données par les zéros de I’équation :

jn( 2L

Ou encore, afin d’obtenir une information plus cohérente avec nos parametres, les
longueurs d’onde propres fictives, notées \;, sont les racines de ’équation :

p) =0 (4.59)

jn(%p) =0 (4.60)

En prenant les résultats tabulés [50] on obtient pour les %, gieme racine de j, :

111
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j=1 | J=2 | =3 | j=4 ] 3=
2 1 ]0.6667 | 05 0.4
1.3983 | 0.8133 | 0.5762 | 0.4466 | 0.3648
1.0901 | 0.6908 | 0.5098 | 0.4049 | 0.3361
0.8991 | 0.6031 | 0.4587 | 0.3712 [ 0.3122
0.7678 | 0.5368 | 0.4178 | 0.3433 | 0.2918

Sslﬁbﬁ
Wl N =IO

Le premier mode propre fictif de I'obstacle correspond donc a une longueur d’onde
de 2p (soit le diametre de 'obstacle). Ce résultat pourrait donc expliquer la dégradation
de nos calculs pour des obstacles dont le diametre s’approche de la longueur d’onde.
Nous n’avions pas pris en compte ce phénomene lors de nos développements, néanmoins
des méthodes existent afin d’éviter la présence de valeurs propres fictives [60, 17].
Il pourrait donc étre utile, lors d’études ultérieures, d’effectuer des calculs avec ces
nouvelles formulations afin de tester si c¢’est bien la présence de ces valeurs propres
fictives qui vient perturber les résultats.

4.4.4 Accroissement de la taille du domaine

On remarque toutefois qu’en doublant la taille du domaine Q(16a), les résultats
restent bons pour un obstacle de rayon 0.8a (figures 4.15, 4.14 et 4.16) et que pour un
obstacle de rayon 1.2a, les zones ou le gradient topologique prend ses valeurs les plus
négatives se concentrent sur la frontiere de 'obstacle (figures 4.17, 4.18 et 4.19). Ce
résultat flagrant ici est du au fait qu’ailleurs le gradient topologique prend des valeurs
plus élévées. Mais en y regardant de plus pres, ceci était déja observable dans le cas
du domaine 2(8a) mais alors peut-étre perturbé par des effets de bords.
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Figure 4.14: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(16a) : isovaleur T = 0.557.,;;, du champ de gradient
topologique
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Figure 4.15: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(16a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (¢) &3 = 2a
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Figure 4.16: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q(16a) : isovaleur T = 0.757,;, du champ de gradient
topologique
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Figure 4.17: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
1.2a dans le domaine Q(16a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a (¢) &3 = 2a
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Figure 4.18: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
1.2a dans le domaine Q(16a) : isovaleur 7 = 0.557,;, du champ de gradient
topologique
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Figure 4.19: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique rigide
de rayon 1.2a dans le domaine Q(16a) : isovaleur T = 0.757,, du champ de
gradient topologique
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4.4.5 Variations de la position de ’obstacle

119

Le point suivant sur lequel on peut s’interroger est I'influence de la position de
I'obstacle sur sa détectabilité. Notamment, que se passe-t-il lorsqu’il s’approche des
limites du domaine ? Nous avons donc testé, pour un obstacle de rayon 0.8a, différentes
positions de plus en plus proches du bord du domaine, voire d’un coin.

Figure 4.20: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine Q2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) &1 = 2a (b) & = 3a (c) &3 = ba
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Ces résultats montrent que la position de 'obstacle n’a que peu d’influence sur les
résultats de gradient topologique. Néanmoins pour les obstacles trop pres du bord (fi-
gure 4.21) ou dans un coin (figure 4.22) le « puits » de gradient topologique se disperse
plus que dans le cas ou 'obstacle est au milieu du domaine. On peut supposer que des
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Figure 4.21: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine €2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 2a (b) &, = 3a (¢) &3 = Ta

effets de bord non encore analysés a ce jour interviennent dans cette constatation.
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Figure 4.22: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide sphérique de rayon
0.8a dans le domaine €2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les
trois plans passant par le centre de I'obstacle (a) & = 4a (b) & = 5a (c) &3 = 5a
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4.4.6 Influence de la forme de ’obstacle

Tester uniquement la détectabilité d'un obstacle sphérique, peut sembler un peu
académique et laisser penser que ce cas favorable est le seul possible. Nous avons
testé le calcul du gradient topologique pour des géométries d’obstacles différentes, tout
en restant dans le cas d’obstacles dont la plus grande dimension ne dépasse pas la
longueur d’onde. Nous présentons ici trois cas : un obstacle ellipsoidal (figure 4.23), un
obstacle parallépipédique (figure 4.24) et un obstacle en coin (figure 4.25). Le champ de
gradient topologique 7 (z) reste calculé a I'aide de (4.55), c’est a dire sous 'hypothese
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Figure 4.23: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide ellipsoidal de grand
axe 0.6a et de petit axe 0.4a dans le domaine Q(8a) : champ de gradient topolo-
gique seuillé T dans les trois plans passant par le centre de l'obstacle (a) & = 2a

(b) &2 =3a (c) & = 2a
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d’un obstacle sphérique.
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Figure 4.24: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide parallépipédique de
longueur 0.8a dans le domaine Q(8a) : champ de gradient topologique seuillé T
dans les trois plans passant par le centre de l'obstacle (a) & = 2a (b) & = 3a

(c) &3 =2a

A la vue de ces résultats nous pouvons tirer deux conclusions. D’une part la forme de
I'obstacle a peu d’influence sur sa détectabilité par le calcul du gradient topologique.
Mais d’autre part, cette forme n’est pas détectée par le gradient topologique. A ce
stade nous pouvons dire que si le gradient topologique peut nous donner de bonnes
informations sur la position de petits obstacles, et ce quelque soit leur forme et leur
position, en revanche il ne nous donne pas d’information sur leur forme.
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Figure 4.25: Identification, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle rigide en coin de coté 0.8a
dans le domaine 2(8a) : champ de gradient topologique seuillé T dans les trois
plans passant par le centre de I'obstacle (a) &1 = 2a (b) {2 = 3a (c) &3 = 2a



4.4, PRESENTATION DES RESULTATS 125

4.4.7 Données bruitées

Reste que tous les calculs présentés ici reposent sur I'exploitation de données si-
mulées numériquement. Or pour espérer pouvoir exploiter une telle méthode en pra-
tique, il faut tester sa réaction a la présence de bruit sur les mesures. Nous n’avions pas
de données expérimentales mais nous avons bruité des données simulées numériquement.
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Figure 4.26: Identification avec données bruitées, a une longueur d’onde 3a, d’un obstacle
rigide sphérique de rayon 0.8a dans le domaine }(8a) : champ de gradient to-
pologique seuillé T dans les trois plans passant par le centre de l'obstacle (a)

&1 =2a (b) & =3a (c) & = 2a

Sur le cas présenté (figure 4.26) les données observées p°™ sont calculées en fonction
des données simulées p*™ par p°™ = (1 + 7)p*™ oll 1 est un nombre tiré aléatoirement
dans l'intervalle [—0.1,0.1]. On remarque que les résultats ne sont que peu perturbés
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par la présence de bruit. Cette constatation est importante et utile, car il est connu que
les méthodes inverses sont habituellement sensibles aux erreurs de mesures. Par ailleurs,
elle peut étre expliquée assez simplement. En effet, comme on utilise une fonction cotit
au moindres carrés, le champ adjoint p est défini par (4.11). Ce champ adjoint, ainsi
que son gradient, dépend donc linéairement des erreurs de mesures commises sur p°".
Le probleme direct est quant a lui, par définition, indépendant des mesures. Le champ
de gradient topologique 7 dépend donc linéairement des erreurs de mesures, ce qui
explique vraisemblablement la relativement faible influence observée du bruit affectant
les données.

4.4.8 Conclusion sur les résultats numériques

Sur l'utilisation du gradient topologique afin d’obtenir des informations sur la
présence d’obstacles, les résultats sont plutot encourageants. Notamment il ressort des
calculs que nous avons présentés que pour des obstacles dont la plus grande dimension
ne dépasse pas une longueur d’onde la détectabilité est bonne et ce pour des petits
ou des grands domaines. Par ailleurs, la forme de l'obstacle ainsi que la présence de
bruit sur les mesures n’ont que peu d’influence sur ces résultats. De plus, 'utilisation
de la FMM permet d’effectuer ces calculs dans des temps raisonnables (voir table 4.2).
Ceci dit, certains cas pour lesquels les résultats se dégradent ne sont pas encore bien
expliqués. Peut-étre ces cas correspondent-ils & des fréquences propres du domaine, du
domaine sain ou encore de 1'obstacle ? Dans ce dernier cas ces fréquences propres fic-
tives seraient alors dues au fait que nous simulons les données par équations intégrales
de frontiere. Notons, enfin, que pour tous ces calculs la fonction cotit utilisée était une
distance au sens des moindres carrés, peut-étre n’est-elle pas la mieux adaptée, surtout
aux fréquences élevées.

p ™ sur SUTY™ | psur S p sur S 7 dans Q
5L—16a | 1444s (435) | 969s (282) | 1163s (342) 8525
9L —32a |  6461s (439) | 5615s (388) | 6818s (476) 1860s

Tableau 4.2: Temps de calcul et (entre parenthéses) nombre d’itérations de GMRES nécessaire
afin de simuler les données puis de calculer les solutions directes et adjointes
sur la frontiere, et le temps de calcul pour évaluer le gradient topologique sur
Pensemble des points de la grille intérieure.



Conclusions et perspectives

Ce travail a contribué a I’exploration de deux points clefs. Le premier est la résolution
accélérée, par la méthode multipole rapide, des équations intégrales de frontieres de
I’acoustique linéaire en régime harmonique. Le deuxieme est le calcul du gradient to-
pologique associé a une fonction cott afin d’obtenir des informations sur la position
d’obstacles rigides inclus dans un domaine tridimensionnel borné a partir de mesures
acoustiques.

Apres une étude théorique complete de la méthode multipole rapide, nous en avons
proposé une mise en ceuvre a la fois simple et efficace. Nous avons montré, sur des
exemples numériques, que la méthode possede la complexité prévue théoriquement.
Par ailleurs, une étude paramétrique nous a permis d’effectuer nos calculs dans un
compromis optimum entre vitesse et précision. Nous avons ainsi pu réaliser des calculs
pour des domaines tridimensionnels bornés relativement grand par rapport a la lon-
gueur d’onde, d'un diametre de plus de 40\ pour les produits matrice-vecteur et de plus
de 15X\ pour les calculs complets, le tout sur un ordinateur personnel. De plus, le calcul
de la pression et de son gradient par représentation intégrale, accéléré également, a pu
étre effectué sur une grille de plus de 3 millions de points. Ce qui permettait d’envisager
d’utiliser cette méthode pour les calculs de la seconde partie.

Nous espérions que le calcul du gradient topologique associé a un fonction cotit nous
permettrait d’obtenir des informations qualitatives sur la présence d’obstacle dans un
domaine acoustique, aucuns développements mathématiques nous assurant ce résulat
pour des obstacles de dimensions finies. Nous avons donc présenté le champ de gradient
topologique et montré qu’il pouvait étre calculé simplement a partir de la résolution
de deux problémes définis sur le domaine sain (i.e. sans obstacle). Puis, ce champ
a été calculé pour plusieurs configurations d’obstacles, a partir de données simulées
numériquements, par la méthode multipole rapide. Nous avons vu que des effets de
bords intervenaient dans les zones proches de la frontiere. De plus, il semblerait que
I’on ne puisse négliger les valeurs propres de la cavité, de méme que celles introduites
fictivement par les équations intégrales choisies lors de notre étude. Néanmoins, les
résultats dans I’ensemble sont encourageants. Nous retiendrons, que la détectabilité est,
en général, bonne mais que la forme de 1'obstacle n’est pas reconstruite (sauf pour un
cas, encore mal expliqué, d’un obstacle dans un domaine de grande dimension). Ainsi,
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le calcul de champ de gradient topologique permet une identification approchée, a un
cout de calcul bien inférieur a celui d’une inversion classique, et réalise une exploration
globale du milieu. Nous avons vu, par ailleurs, qu’avec une fonction cotit prise au sens
des moindres carrés les résultats sont peu sensibles aux erreurs de mesures. Il pourrait,
néanmoins, étre interessant d’étudier les champs de gradient topologique associés a
d’autres fonctions cotts.

Cette étude qui se placait dans I’hypothese d’un obstacle rigide pourrait se prolon-
ger par le calcul d'une sensibilité topologique généralisée, prenant en compte les ca-
ractéristiques physiques d’obstacles pénétrables, il faudrait alors coupler les équations
intégrales des deux milieux. Par ailleurs, la détectabilité d'un obstacle de dimension
finie par l'apparition d’un obstacle infinitésimal pourrait se prolonger en étudiant le
développement de 7 (£27) aux ordres supérieurs en €. De plus, comme nous I’avions vu en
introduction, ’équation de Helmholtz qui nous a servi de modele tout au long de cette
étude peut étre vue comme une simplification de problemes plus complexes. Ces travaux
pourraient étre étendus aux équations de 1’élastodynamique ou de I'électromagnétisme.
Enfin, le calcul du gradient topologique donnant une identification rapide mais ap-
prochée, il pourrait étre intéressant de le combiner (en tant qu’information a priori
par exemple) avec une méthode d’optimisation, plus précise mais plus couteuse et
pouvant dépendre fortement du choix des conditions initiales.



Annexe A

Calcul des intégrales singulieres

Le contenu de ce paragraphe n’a pas été utilisé dans notre implémentation, puisque
nous n’avons utilisé que des éléments triangulaires linéaires, pour lesquels les intégrales
singulieres sont nulles. Néanmoins par souci de présenter la méthode la plus complete
possible, et les calculs et les tests ayant été faits, nous exposons tout de méme ces
développements.

Lors du calcul des interactions proches, on doit calculer des intégrales de la fonction
de Green multipliée par des fonctions d’interpolation sur les éléments du maillage. Nous
employons pour se faire une méthode classique par points de Gauss pour tous les cas ou
le point de collocation n’est pas situé sur I’élément. Mais la fonction de Green diverge
lorsque son argument tend vers zéro. L’intégrale élémentaire est alors singuliere si le
point de collocation est sur I’élément. L’intégration par points de Gauss usuels ne
fournit alors pas une précision satisfaisante.

Le traitement des intégrations élémentaires singulieres considéré ici repose sur une
technique qui consiste a enrichir en points d’intégration 1’élément, mais de sorte que
les points se concentrent vers le nceud de la singularité. La méthode utilisée pour
calculer ces nouveaux points d’intégrations est de considérer un triangle comme un
carré dégénéré dans lequel on choisi des points de Gauss classiques.

Ainsi deux sommets du carré correspondent au méme sommet du triangle, les deux
autres sommets étants en relation biunivoque. Si on note §l les noeuds sommets du
triangle et U; ceux du carré, que par ailleurs on suppose qu’a § , correspond Uy et Uy
alors a tout point (u,ug) du carré correspond un point § = (£1,&2) du triangle tel que

§ =& (Ni(ur,ug) + Na(ur, uz)) + & No(ur, ug) + £, Na(ur, us) (A1)

ou N, est la g-ieme fonction de forme du carré. Ainsi en prenant les fonctions de formes
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classiques du carré a 4 nceuds(voir annexe).
1 1
€ = 761 —w) (=) + (1 +uw)) + 71+ u) (01— u) + &1+ )
1
= —§1(1—u1)+1(1+u1) <§2(1—u2)+§3(1+u2)> (A.2)
Pour les calculs on doit choisir { . a l'origine de la singularité (nceud correspondant au

point de collocation)), puis on numérote les autres nceuds dans l'ordre trigonométrique.
Le calcul de I'intégrale sur le triangle A est donc

Amo&:ém&mﬂwm (A.3)

ou J est le Jacobien, déterminant de la matrice Jacobienne, de la transformation du

carré en triangle.
L SRIS|

; B Ouy  Ous B 8§ A aé A4
(u) = P = ou " ou, (A.4)
ou1  Ous
Or
8§ _ 1y, (I—ug) o (1+ug)
Oup B IREE TS
8§ _ (I+ui) 5 2
Oy - 4 (é _§) <A 5)
d’ou
- g @+ ne] (A6)

ot la quantité ap = E'ANEX+EXNE + €3 A€ ne dépend que du triangle d’origine (donc
indépendante du point de calc_ul)._Par_exerﬁple elle vaut 1 pour le triangle de référence.

Bien str, pour le calcul effectif de I'intégrale il ne faudra pas oublier la transforma-
tion de I’élément réel en 1’élément de référence étudié jusqu’ici.

Dans le cas ou notre élément initial n’est pas un élément triangulaire linéaire, il
faut alors découper I'élément de référence en régions triangulaires ayant pour sommet
commun le point singulier et faire une transformation du type précédent décrit sur
chaque sous triangle ainsi obtenu. Par exemple, voici ce qu’on obtiendrait pour un
noeud d’un quadrangle a huit neeuds (figure A.4).
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Figure A.1: Répartition de 4 points de Gauss a 'intérieur d’un triangle pour le calcul d’une

intégrale singuliére, le sommet de la singularité étant repéré par un cercle noir.

Enfin, on donne un petit exemple afin d’illustrer I'efficacité de cette méthode d’intég-
ration numérique singuliere. On compare la précision du calcul d’une intégrale singuliere
sur un élément triangulaire pour différents nombres de points de Gauss. On présente
dans le tableau ci-dessous ’écart relatif a une solution analytique pour une fonction

dont la singularité est en %

Type d’intégration

Ecart Relatif

Réguliere 3 points 0.229
Singuliere 4 points 0.018
Singuliere 9 points 0.002
Singuliere 16 points 3.47107*
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Figure A.2: Répartition de 9 points de Gauss a l'intérieur d’un triangle pour le calcul d’une
intégrale singuliere, le sommet de la singularité étant repéré par un cercle noir.
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Figure A.3: Répartition de 16 points de Gauss a l'intérieur d’un triangle pour le calcul d’une
intégrale singuliére, le sommet de la singularité étant repéré par un cercle noir.

singularité‘\>

Figure A.4: Quadrangle a 8 nceud et découpage en triangle d’intégrations A,B et C pour le
calcul d’une intégrale singuliere.
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