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Ce travail s’inscrit dans la thématique classique en mécanique
théorique de ’homogénéisation de milieux hétérogenes, dans le
cadre notoirement problématique d’un contraste infini entre deux
phases en présence (I'une étant la porosité du milieu), et d’un
comportement non-linéaire, celui de la phase solide plastique. Il
traite de la question d’une prise en compte correcte du phéno-
mene de localisation de la déformation plastique en présence de
porosité dans la loi de comportement effective du milieu poreux,
en particulier dans la limite non-triviale des porosités faibles.
Cette question, importante pour la bonne compréhension de
I’endommagement ductile, est examinée tant d’'un point de vue
numérique que théorique, dans le cadre restreint de systemes
bi-dimensionnels, dans une approche en déformation de la plas-
ticité. L’approche numérique utilise des calculs quasi-exacts des
champs de contrainte et de déformation par méthode de Trans-
formée de Fourier Rapide sur des systemes périodiques (réseau
de pores) ou aléatoires (désordre sans corrélations spatiales), me-
née au moyen d’'une fonction de Green particuliere. L’approche
théorique repose sur des calculs exacts, possibles dans certain
cas, ainsi que sur ’exploitation de méthodes d’homogénéisation
non-linéaires récentes, dites « de second ordre ». La qualité de
I’homogénéisation non-linéaire du milieu poreux est évaluée en
deux étapes, d’abord au moyen d’une étude de ’homogénéisa-
tion linéaire anisotrope qui la sous-tend, puis de la mise en ceuvre
non-linéaire proprement dite. La nature et la signification des
singularités qui apparaissent dans la théorie, dans la limite des
faibles porosités, confirmée par les calculs numériques, sont élu-
cidées en partie. Enfin, des observations originales sur la relation
entre 'organisation de la plasticité dans un milieu poreux aléa-
toire, et certaines caractéristiques de la courbe de déformation
macroscopique sont présentées.
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Chapitre 1

Introduction

Les phénomenes d’écoulement plastique revétent une impor-
tance particuliere en mécanique des milieux continus. En in-
dustrie, un grand nombre de métaux ou d’alliages métalliques,
comme le zinc, 'aluminium ou l'acier, sont viscoplastiques sur
de larges gammes de déformation et de température. C’est plus
généralement le cas en plasticité cristalline, ou la déformation
s’opere au travers de systemes de glissement. Les matériaux com-
posites organiques tels que les polymeres se déforment générale-
ment de maniere hétérogene et fortement localisée. En géologie,
certaines roches laminées présentent des caractéristiques de dé-
formation permanente.

Si la plasticité est un phénomene quasi-universel, elle est en
outre et naturellement le sujet d’un grand nombre d’études théo-
riques depuis les travaux de Saint-Venant (1870-1871, (116)), qui
considere le probleme d'un matériau sujet a une déformation
plane. Le probleme d’un matériau rigide-parfaitement plastique
en déformation plane peut étre formulé entierement en terme
de contrainte (relations d’équilibre et critere de plasticité), si
I’on suppose que le seuil plastique est atteint partout. Hencky
(théorie des caractéristiques, 1923-1924) montre en particulier
que l’écoulement plastique autour d’un vide est localisé le long
de bandes de cisaillement de largeur infiniment petite.

1



2 Chapitre 1. Introduction

Tout d’abord observé empiriquement, notamment dans les
métaux, ’écoulement plastique dépend a la fois du matériau
et des conditions expérimentales. Dans presque tous les maté-
riaux réels, la microstructure et les propriétés constitutives évo-
luent avec la sollicitation appliquée. La loi constitutive dépend
en outre fortement de la température et de la vitesse de défor-
mation. Elle varie avec le niveau de contrainte. Par contraste,
I’approche théorique de la plasticité est fondée sur le choix d’une
idéalisation du comportement du matériau. Le choix de cette
idéalisation est guidé par les propriétés physiques pertinentes
pour un probleme donné. Les formulations indépendantes du
temps, que l'on entend généralement par loi de comportement
élastique ou parfaitement plastique, ou qui en dépendent, par
exemple la viscoélasticité ou viscoplasticité, ne sont appropriées
que pour des conditions expérimentales particulieres (échelle de
temps du systeme, température ou niveau de contrainte). Néan-
moins, et malgré le nombre important de phénomenes physiques
mis en jeu dans les matériaux réels et la grande variété de com-
portements, les modeles idéaux de plasticité parfaite ou de vi-
scoplasticité sont une approximation théorique pertinente. Dans
un nombre important de métaux a température usuelle, par
exemple les composites Zinc-Aluminium ou Cadmium-Aluminium
(113), la contrainte macroscopique varie peu sur de larges gammes
de déformation, justifiant I’approximation de plasticité parfaite.

Des expérimentations sur les métaux (voir par exemple (50)),
montrent que 1’écoulement plastique est parfois localisé le long
de bandes de cisaillement ou la majeure partie de la déformation
et de la dissipation plastique s’opere. La plasticité est ainsi ca-
ractérisée par de fortes hétérogénéités du champ de déformation.
D’une maniere générale, le matériau se déforme le long de ces
bandes de cisaillement de faible épaisseur (devant les longueurs
caractéristiques de la microstructure) ou le déplacement de la
matiere est dans la limite de plasticité parfaite, discontinu. Ces



bandes sont propices a I’apparition de pores et aux phénomenes
d’endommagement irréversible. Ces propriétés singulieres sont
a rapprocher de certains résultats théoriques remarquables que
nous évoquons maintenant.

Drucker (1966, (27)) étudie le seuil plastique effectif (macro-
scopique) d’un cylindre poreux parfaitement plastique soumis a
une tension selon son axe principal. Il montre, par des arguments
d’analyse limite, que le seuil plastique effectif d’un matériau po-
reux exhibe une dépendance singuliere, i.e. non-analytique, en
puissance 1/2 de la fraction surfacique de pores, lorsque le vo-
lume de vides est faible. Cet exposant non-entier est associé lo-
calement a une forte diminution (avec pente négative infinie) du
seuil plastique effectif en fonction de la concentration en pores.
Ainsi, en plasticité parfaite, les pores favorisent fortement la
“ruine” et '’endommagement du matériau.

Hill (1965, (48)) étudie la localisation de la déformation plas-
tique en bandes de cisaillement en tant qu’instabilité et pro-
pose un modele théorique de conditions de bifurcation. Par la
suite, plusieurs auteurs ont mis a jour l'existence d’un point
anguleux sur l'axe de chargement hydrostatique de la surface
limite de charge d’'un matériau poreux parfaitement plastique
en contrainte plane (voir par exemple Francescato et al., (36),
également Suquet et al., (22)). forme un angle au point de char-
gement en pression, a la différence des prédictions du modele
de Gurson Cette “anomalie” en pression suggere qu’une “forte”
variation de la déformation plastique macroscopique se produit
apres 'ajout d’une faible composante déviatorique en cisaille-
ment. Cette instabilité se traduit également par une brisure de
symétrie de 1’écoulement plastique.

Certains auteurs (Ponte Castaneda, 2002) suggerent que les
phénomenes singuliers mis a jour par Drucker sont une manifes-
tation des propriétés de localisation. L’écoulement plastique est,
en ce sens, le stade ultime du développement d’une zone de dé-
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formation plastique qui croit au voisinage des pores (lorsque la
déformation locale croit). Cependant on ne sait pas encore dans
quelle mesure ces bandes de localisation gouvernent les proprié-
tés macroscopiques des milieux plastiques. Le but des travaux
présentés dans ce mémoire est, a défaut d’y apporter une ré-
ponse définitive, de mieux comprendre le lien entre localisation
et propriétés macroscopiques dans les milieux plastiques poreux.
Cette étude est entreprise en considérant des processus modeles
respectant de maniere appropriée les conditions physiques perti-
nentes pour les phénomenes considérés, mais toujours dans des
cas idéaux. Notre but est d’identifier les parametres pertinents
des mécanismes physiques de la plasticité (dans le cadre néces-
sairement restreint qui a été défini). Pour ce faire, nous évoquons
maintenant deux outils importants dans ce travail, que sont les
théories d’homogénéisation et certaines méthodes de résolution
numériques.

La signification et la provenance des exposants non-analytiques
dans la limite diluée en vides se posent également dans les théo-
ries d’homogénéisation. Les théories des milieux effectifs, intro-
duites des le XIXe siecle (notamment par Mossoti et Maxwell-
Garnett, voir références) permettent d’estimer les propriétés ma-
croscopiques d’un milieu hétérogene en fonction du comporte-
ment de ses différents constituants et d’informations sur la géo-
métrie des phases. Bruggeman introduit la premiere formulation
“auto-cohérente” pour les matériaux linéaires a structure aléa-
toires (1935) dans le cadre des milieux diélectriques isotropes.
En mécanique, Hershey (1954), Kroner (1958), Hill (1965) et Bu-
diansky (1965) ont proposé des théories de milieux effectifs ana-
logues pour les milieux linéaires, ainsi que Hashin et Shtrikman
(1962) par une méthode “variationnelle”. Les estimations des
théories d’homogénéisation fournissent soit une approximation
du comportement d’une classe de systeme, soit encore une borne
du comportement effectif de ces milieux. Les matériaux parfai-



tement désordonnés, ou statistiquement identiques a toutes les
échelles, sont, dans cette optique, une classe particuliere de ma-
tériaux. En homogénéisation non-linéaire pour la mécanique, de
grands progres ont été accomplis depuis les travaux de Taylor
(1938) sur la plasticité polycristalline. Une extension “incrémen-
tale” du modele auto-cohérent est proposée par Hill (1965) dans
le cadre des matériaux non-linéaires. Les théories d’homogénéi-
sation plus récentes reposent le plus souvent sur une méthode
sous-jacente d’homogénéisation linéaire. Dans ce travail nous fai-
sons notamment référence a la théorie d’homogénéisation “varia-
tionnelle” (Ponte Castafieda, 1991) et a la méthode d’homogé-
néisation dite du “second-ordre” (Ponte Castaneda, 1996, 2002),
qui se fondent sur 'utilisation d’un matériau linéaire anisotrope
de “comparaison” déterminé de maniere cohérente avec les va-
riances des champs dans les phases.

Ponte-Castaneda applique notamment la “nouvelle méthode
du second-ordre” (2002) a un milieu désordonné viscoplastique
avec loi constitutive en loi de puissance, c’est-a-dire ou le taux
déformation déviatoire est fonction puissance de la contrainte, et
affaibli par des vides cylindriques. Dans la limite diluée, et dans
la limite d’un exposant viscoplastique nul ou la matrice acquiert
un comportement parfaitement plastique avec une contrainte
seuil, la premiere correction au seuil plastique effectif en cisaille-
ment varie comme f2/3 avec la fraction volumique f, dans le
cas bidimensionnel. Pour le matériau linéaire de comparaison,
I’homogénéisation est effectuée a I'aide du principe variationnel
de Hashin-Shtrikman, ou a I’aide d’une estimation par méthode
auto-cohérente, et le résultat est valable dans les deux cas. La
méthode d’homogénéisation dite du second-ordre de Pellegrini
(2001), présentée dans le contexte de milieux diélectriques désor-
donnés, qui s’appuie sur 'utilisation d’un ansatz Gaussien pour
le champ de distribution dans chaque phase, prédit une puis-
sance identique (avec des préfacteurs légerement différents), a la
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condition que l'ansatz Gaussien pour la distribution soit rem-
placé par un ansatz de Heaviside qui coupe les grandes valeurs
des champs d’'une maniere compatible avec les matériaux avec
loi a seuil (Pellegrini et Ponte Castaneda, 2001, non publié).
Les non-analyticités que prédisent ces théories d’homogénéisa-
tion sont un résultat atypique dans les théories des milieux effec-
tifs, dont les estimations sont habituellement développables en
série de Taylor de la fraction volumique de pores dans les limites
diluées.

S’agissant de I'étude de la plasticité en mécanique des ma-
tériaux, les outils de simulation numérique sont en outre un
instrument d’étude essentiel. Une technique de calcul tres ré-
pandue s’appuie sur les outils de simulation par éléments finis,
développés depuis les années 1960 et 1970 en mécanique, notam-
ment par Needleman (1972) qui étudie la croissance des vides
dans un matériau élastique-plastique. Ces outils permettent non
seulement le calcul des champs, mais également 1’estimation de
bornes pour une classe de matériaux. Le calcul de champs for-
tement localisés est cependant difficile, particulierement lorsque
la largeur des bandes de localisation est de I'ordre de la taille
des mailles.

Distincte des techniques par éléments finis, la méthode de si-
mulation par transformée de Fourier rapide ou “FFT” introduite
par Moulinec et Suquet en plasticité (1994) a été une avancée
majeure dans le domaine de la résolution numérique. Les si-
mulations par FFT sont particulierement bien adaptées au cal-
cul des bandes de localisation dans un milieu plastique, et per-
mettent de traiter indépendamment des microstructures simples
ou complexe. Dans cette méthode, il n’y a pas de maillage : la
microstructure est discrétisée sur une grille de points ou “pixels”.
Cette technique de résolution numérique nous a paru la mieux
adaptée pour la simulation des matériaux poreux fortement non-
linéaires. Ainsi les résultats numériques présentés dans ce mé-



moire proviennent de calculs par FFT. Cette méthode présente
néanmoins des inconvénients qui sont discutés par la suite. No-
tamment, les simulations par FFT supposent que le matériau est
périodique (ou tout du moins, nous n’avons pas été en mesure
de I’'appliquer a un matériau non-périodique). Nous avons égale-
ment du tenir compte des problemes de convergence, notamment
selon la taille du systeme, et dans toutes les simulations effec-
tuées, une importance particuliere a été apportée a la validité
des calculs numériques.

Pour conclure, nous mentionnons les diverses parties qui com-
posent ce mémoire. Nous présentons au Ch. 2 une méthode de
résolution par FFT alternative s’appuyant sur 1'utilisation d’une
fonction de Green discrete. Quelques résultats sont présentés
sur un matériau élastique-parfaitement plastique pour un réseau
carré de pores cylindriques. Une étude d’un matériau poreux
avec microstructure périodique est entreprise aux Ch. 3 et 4. Au
Ch. 3, des solutions exactes nouvelles sont données et étudiées
pour plusieurs types de matériau fortement anisotropes. Le com-
portement anisotrope de la matrice est pertinent du point de vue
de la plasticité ou d’un matériau “auto-bloquant” (avec déforma-
tion a seuil et contrainte potentiellement treés grande). Locale-
ment, un matériau parfaitement plastique peut-étre vu comme
un matériau linéaire hétérogene dont les directions d’anisotro-
pie dépendent du champ local. Ainsi, si les milieux parfaitement
plastiques sont capables de “localiser”, le milieu linéaire aniso-
trope doit lui aussi présenter des singularités. Nous trouvons
qu’effectivement, des phénomenes de localisation se produisent
dans le matériau linéaire. Ces phénomenes apparaissent conjoin-
tement a ’apparition de deux exposants non-entiers dans les dé-
veloppements des modules effectifs en fonction de la porosité,
dans la limite diluée en pores. Une premiere question concerne
le lien éventuel entre ces exposants et les phénomenes de locali-
sation, dans le cadre simple du matériau linéaire.
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Cette question est approfondie au Ch. 4, et une réponse est
proposée. En premier lieu, la nature des bandes de localisation
est précisée grace a lI’étude d’un matériau linéaire périodique
dont la loi anisotrope est plus générale. Cette étude se fonde sur
une méthode d’homogénéisation linéaire de Hashin-Shtrikman
modifiée pour tenir compte de la périodicité du matériau, et sur
des calculs numériques par transformée de Fourier. La compa-
raison de ces résultats avec les solutions exactes obtenues au
Ch. 3, dans les cas fortement anisotropes, permet de donner une
interprétation & deux exposants non-entiers (correspondant aux
premieres corrections singulieres dans deux cas de forte aniso-
tropie) dans le matériau linéaire. Ces exposants non-entiers sont
liés a l'apparition au sein du réseau de pores d’une longueur
caractéristique de la taille des bandes de localisation.

Au Ch. 6, nous étudions un milieu poreux périodique, avec
loi de comportement parfaitement plastique ou viscoplastique.
Cette étude repose sur des calculs numériques par transformée
de Fourier. Les singularités des champs de déformation sont dé-
crits et les exposants non-entiers dans la limite diluée sont déter-
minés pour le seuil plastique effectif. Ceux-ci, ainsi que les dis-
tributions des champs, sont comparés avec les résultats obtenus
dans le cadre d’un milieu linéaire anisotrope. Nous déterminons
également les valeurs des variances du champ de déformation
dans le cas d’un matériau parfaitement plastique, et la nature
de la surface limite de charge en plasticité parfaite au voisinage
d’un chargement en pression.

Aux Ch. 5 et 7, nous étudions une microstructure poreuse
aléatoire, dans le cas d’'un matériau linéaire anisotrope, et dans le
cas d’un milieu parfaitement plastique. Pour le matériau linéaire,
nous proposons une interprétation qualitative des variances des
champs et déterminons différents régimes “localisés” et “dilués”,
dans les cas de forte anisotropie.

Au Ch. 7, nous présentons une étude phénoménologique de la



plasticité dans les milieux poreux désordonnés. Nous nous inté-
ressons notamment au développement des bandes de localisation
de la déformation et aux zones de déformation plastique dans
un matériau désordonné, lorsque le chargement appliqué croit.
La croissance des zones de déformation plastique se fait selon
plusieurs régimes distincts en pression. Une interprétation qua-
litative des résultats est donnée. Enfin, pour clore cette partie,
nous calculons numériquement, a 1’aide de la méthode par FFT
avec fonction de Green “discrete” le comportement seuil plas-
tique effectif dans la limite diluée en pore, et particulierement
I’exposant intervenant dans la premiere correction en volume de
pores.

A la fin de ce mémoire, enfin, un travail ayant trait a un mi-
lieu diélectrique non-linéaire est donné en annexe A. L’étude des
milieux diélectriques est en effet justifiée par la correspondance
(dans certains cas exacte) entre les problemes d’électrostatique
et les problemes de mécanique (voir par exemple (29)), et qui
seront explicités dans le cas étudié. Une présentation de 1’esti-
mation auto-cohérente et de la méthode d’homogénéisation “va-
riationnelle” pour les milieux non-linéaires est fournie dans le cas
simple étudié. Le matériau diélectrique est anisotrope (continu
ou sous la forme d’un réseau). Nous étudions les prédictions de
la théorie variationelle dans le cas de matériaux fortement non-
linéaires avec contraste fini entre les phases et champ appliqué
dans une direction privilégiée du milieu, ou encore contraste in-
fini avec champ appliqué dans une direction quelconque.

Les études des Ch. (4) et (6) ont été effectuées en collabora-
tion avec Martin I. Idiart, doctorant a I"Ecole Polytechnique. Le
but de cette collaboration était de comparer les théories d’ho-
mogénéisation et les résultats donnés par transformée de Fourier
rapide. Martin I. Idiart a calculé numériquement les estimations
des théories d’homogénéisation dans les deux cas de matériaux
linéaire et non-linéaire pour des structures poreuses de type pé-
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riodique. Ces calculs sont inclus dans les Fig. des deux Ch. (4)
et (6) comparant théories d’homogénéisation et résultats numé-
riques. Par ailleurs, le Ch. (A) est le résultat d'un travail effectué
au cours d'un stage au CEA avant que ne débute le doctorat, et
qui s’est poursuivi en début de these.



Chapitre 2

Méthode numérique par
transformée de Fourier

Nous exposons dans cette partie la méthode numérique par
transformée de Fourier rapide (Moulinec et Suquet, (87)) ou
“FFT” appliquée au cas d'un matériau poreux élastique ou élastique-
parfaitement plastique, et que nous emploierons dans toute la
suite. Par ailleurs, nous explicitons dans ce chapitre le cadre
général des travaux présentés dans ce mémoire. En particulier,
nous faisons ’hypothese des petites perturbations et nous pla-
cons dans le cadre de la théorie de la déformation. Cette ap-
proche est justifiée dans les cas particuliers que nous étudions.

Dans un premier temps, nous présentons la méthode par
transformée de Fourier rapide telle qu’introduite a 1’origine, et
une amélioration de I'algorithme par Lagrangien augmenté (Mi-
chel, Moulinec et Suquet, (81)) mieux adaptée au cas de contraste
infini entre les phases et notamment au milieu poreux. Dans un
second temps, nous modifions la méthode par FFT en introdui-
sant une fonction de Green modifiée dite “discrete”. Celle-ci est
spécifiquement adaptée a un modele discret de matériau poreux
désordonné que nous utiliserons par la suite. Les deux méthodes
sont comparées a la lumiere de résultats obtenus pour un mi-
lieu élastique-parfaitement plastique avec un réseau parfait de
disques poreux. Des comparaisons qualitatives et quantitatives

11
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sont effectuées concernant les bandes de localisation, la géomé-
trie des zones de déformation plastique et la vitesse de conver-
gence des algorithmes.

2.1 Cadre de ’'étude

Dans les travaux présentés dans ce mémoire, nous nous inté-
ressons aux milieux plastiques poreux. Tous les effets de tempé-
rature sont négligés, et nous nous placons dans un cadre quasi-
statique ou les sollicitations appliquées varient tres lentement.
Pour simplifier, la distribution et la taille des cavités poreuses
que nous considérons ne varient pas lors de la déformation du
matériau. En effet c’est dans ce cadre précisément que sont
construites les approximations de milieu effectif utilisées. Dans
un matériau parfaitement plastique, I’évolution de la distribu-
tion et de la taille des pores avec la déformation appliquée pro-
duit, a une échelle macroscopique, un phénomene d’écrouissage
qui n’apparalt donc pas dans nos simulations. La simplifica-
tion que nous faisons doit donc étre percue comme un cas de
comportement plus “abrupte” que le matériau réel. Enfin, une
autre simplification importante que nous considérons est 1’ap-
proximation de petites perturbations. Cette derniere est expli-
citée et justifiée page 14. Dans tout la suite, les milieux idéaux
que nous considérons sont bidimensionnels et formés d’une ma-
trice parfaitement plastique isotrope (ou encore élastique ani-
sotrope, élastique-parfaitement plastique, viscoplastique) dans
laquelle est incluse une certaine distribution de pores.

Les problemes bidimensionnels que nous étudions sont a en-
tendre au sens soit d’une déformation plane, soit d’une contrainte
plane. En déformation plane, le champ de déplacement est par-
tout parallele a un plan et indépendant de ’axe normal a ce
plan. Cette solution est exacte dans le cas d’'un matériau infini
dans une direction donnée z, et dont la géométrie des phases ou
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constituants ne dépend pas de la coordonnée z. Dans ce cas, une
composante en contrainte o,, dans la direction z est produite,
qui s’exprime en fonction des composantes sur les deux autres
axes x et y. En élasticité, ceci se ramene a un probleme for-
mel équivalent en deux dimensions (avec des tenseurs d’ordre 2
pour la déformation et la contrainte, et les relations d’équilibre
de la contrainte exprimées dans un plan). C’est aussi le cas en
plasticité parfaite avec critere de Von Mises (indépendant de la
contrainte moyenne), lorsque le matériau est incompressible. Ce
n’est plus le cas pour un matériau compressible, le critere de
plasticité de Von Mises en deux dimensions se ramenent alors
seulement a un probleme tridimensionnel en contrainte plane,
ou la composante o,, selon un axe z est nulle. L’hypothese de
contrainte plane n’est cependant valable que pour des matériaux
infiniment fins dans une direction (z dans notre example).

Dans la suite de ce travail, nous nous placons en outre dans
le cadre général de la théorie de la déformation. Les loi consti-
tutives que nous considérons sont réversibles, c’est-a-dire que
la contrainte est fonction simple de la déformation. Pour tenir
compte de l'irréversibilité de la déformation plastique, il faut
utiliser les équations des théories plus générales d’écoulement
plastique qui, a contrario, expriment des relations non-linéaires
(et non intégrables) entre incrément de déformation plastique et
contrainte. La théorie de la déformation coincide avec les théo-
ries incrémentales plus réalistes d’écoulement plastique dans le
cas d'un chargement simple, i.e. croissant et dans une direction
fixe (voir par ex. (52) pp. 48-53). Cependant, méme dans le cas
d’un chargement macroscopique simple, le chemin de la défor-
mation est localement complexe (de direction variable), et la
théorie de la déformation, en toute rigueur, ne s’applique pas,
car elle ne prend pas en compte les décharges locales ni les chan-
gements locaux d’orientation de la déformation qui peuvent sur-
venir (lorsque la contrainte varie tout en restant sur la surface
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limite de charge).

Cette approximation est justifiée par certaines observations.
Dans le cas d'un réseau périodique de pores (Ch. 6), nous n’ob-
servons pas de décharge locale lorsque le réseau est soumis a une
déformation axisymétrique macroscopique croissante. Lorsque
la, microstructure est plus compliquée ou que le mode de dé-
formation est plus complexe, des décharges locales surviennent.
Cependant elles sont souvent confinées a un nombre faible de
zones lorsque la direction de chargement macroscopique impo-
sée est constante. Par exemple, dans les simulations de maté-
riaux élastiques-parfaitement plastiques pour un milieu consti-
tué de quelques dizaines de pores sphériques répartis aléatoire-
ment, nous observons une ou deux zones de décharge locales (i.e.
passage d'un mode de déformation plastique a élastique) apres
une grande déformation. La Fig. (2.2) illustre ce phénomene.
Ces décharges locales sont produites par ’évolution de la zone
plastique qui redistribue les contraintes dans le matériau. Pour
les milieux désordonnés, que nous étudions de maniere essen-
tiellement qualitative au Ch. (7), une technique particuliere est
mise au point pour tenir compte des zones de décharge locales.

2.2 Problemes élastique et élastique-parfaite-
ment plastique dans un milieu poreux bi-
dimensionnel

On considere un matériau périodique en dimension d = 2
de cellule élémentaire carrée de volume 1. Bien que la méthode
par FF'T ne s’applique qu’aux matériaux a structure périodique,
nous l'utilisons également pour simuler le comportement de ma-
tériaux désordonnés. Pour ce faire, nous choisissons la taille de
la cellule unité grande devant les dimensions caractéristiques des
corrélations du désordre (voir les Chap. 5 et 7), a la condition
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de tenir compte des effets de taille finie.

La microstructure est formée d’une phase poreuse (o = 2)
plongée au sein d’une matrice (phase @ = 1). En dimension 2,
les tenseurs de déformation € et de contrainte o possedent 4
composantes que nous notons a 1’aide des indices t7 = 11, 12, 21
et 22. Ces derniers se réferent a des axes cartésiens Oz (indice
1), Oy (indice 2). La loi de comportement dans la matrice est
décrite au moyen d’un potentiel ou “densité d’énergie” w(x,¢)
supposé entierement connu. Ce potentiel relie les tenseurs de
contrainte locale o(x) et de déformation locale £(x) au point x
par :

_ Ow(x,e)

Notons que dans la matrice le potentiel w(x,e) ne dépend de
x qu’au travers de la déformation locale £(x) et de la phase «.
Dans le pore, la relation ci-dessus est trivialement w(x,¢) = 0
avec £(x) indéterminé. La loi constitutive dans la matrice est
soit élastique linéaire, éventuellement anisotrope, soit élastique-
parfaitement plastique en théorie de la déformation. Ceci est
explicité en Sec. (2.2.1).

Les champs de contrainte et de déformation vérifient les re-
lations d’admissibilité et d’équilibre des champs. L’équilibre des
contraintes au sein d’un élément de matiere impose, en premier
lieu, en I’absence de toute force extérieure :

0,0ii(x) =0, g=172 (2.2)

i.e. la somme des dérivées selon chaque axe de référence est nulle.

De plus et dans toute la suite, nous nous plagons dans le
cadre des petites perturbations (hpp). Le tenseur taux de dé-
formation plastique d;; = (1/2)(0v; + 0;v;), ol v est la vitesse
plastique eulérienne, est assimilé a la déformation en élasticité
linéaire, d’ou la relation d’admissibilité suivante du champ de
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déformation :
1
Eij(X) = 5 (8jul + &uj) , 1= 1, 2,] = 1, 2. (23)

ol u est le vecteur champ de déplacement.

Des conditions aux limites ferment le probleme. Dans un
matériau périodique celles-ci s’écrivent sous une forme particu-
liere. D’une part la périodicité des champs de déformation et de
contrainte impose :

e(x + Lé;) = e(x), o(x+ Lé&;) = o(x), (2.4)

le vecteur €; désignant un vecteur unité dirigé dans une direction
quelconque (0z) ou (Oy). D’autre part, une condition de “char-
gement” portant sur la moyenne du champ de déformation ou
de contrainte est imposée. Pour un “chargement en déformation”
imposé :

(e(x)) = eo, (2.5)

Les symboles (-) désignent une moyenne volumique sur l’en-
semble de la structure. De méme un chargement en contrainte
est défini par :

(o(x)) = 0. (2.6)

Nous nous restreignons par la suite au cas ou le chargement
est imposé dans une direction fixe, i.e. croit avec un parametre
scalaire. Ceci s’écrit

oo = toy, (2.7)
ou encore, selon les cas
g9 = tegg (2.8)

avec 0, ou g;, constant.
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2.2.1 Lois constitutives

Dans le cas d’un matériau linéaire la loi de comportement
dans la matrice est de la forme o(x) = L : e(x) ou L est le
tenseur d’élasticité. Dans le cas isotrope (d est la dimension de
I'espace) :

L = drJ + 2uK, (2.9)

ou k est le module de compressibilité dans la matrice et 1 le mo-
dule d’élasticité. Les tenseurs J, K sont définis par ( le symbole
de Kronecker) :

1
Jijr = Eaijékly (2.10a)
Kiju = Lijg — Jijri (2.10b)
1
]ij,kl = 5 (5ik5jl + 5i15jk) . (2.100)

Le tenseur I est le tenseur unité dans ’espace des tenseurs symé-
triques d’ordre 4. Un tenseur est symétrique s’il respecte les sy-
métries majeures et mineures Ii;p = Iriij €6 Lijr = Ljig = Lijuk
respectivement.

Nous considérons également le cas d’un matériau élastique
parfaitement-plastique au sens de la théorie de la déformation
(Hencky et al.; 1924) avec un critére de Von Mises pour le seuil
plastique :

24 si 2dpe. < (d —1)yj,

Oij = dﬁgméij+r(5e)5,7 ou r(e.) = { (d—1)yo sinon.

dee
(2.11)

Ici yg est le seuil plastique dans la matrice, et les parties moyenne
et équivalente (ou encore déviatorique) &, et e, de la déforma-
tion sont :

1/2
_Ekk . d—1 r ;o 5
Em = —, Ee = d g € s Eij = &jj — EmOij-
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(2.12)
Cette loi constitutive découle du potentiel :
d? 4 pe? si 2dpe. < (d — 1)y,
CU(X, 8) - _’%87271+ 1 (d—1)y3 . ( ) )
2 wh(ge) + g, sinon.
(2.13)

ou w? est le potentiel plastique

(d — 1D)yo
Pe,) = o — ——— . 2.14
) = (= -5 (214
Nous avons ainsi séparé un régime de déformation élastique et

un régime parfaitement plastique. En effet, en définissant pour
la contrainte les quantités :

g :% o, = d OJ'O'/ 1/2 OJ--
m d) e d—l . Y 1]

= 0jj —0m5ija
(2.15)

on obtient 0 = L : € (avec L défini comme en 2.9) dans le régime
de déformation élastique, valable tant que e, < (d — 1)y/(2dp),
et o, = 2Kke, 0. = Yo dans le régime de déformation plastique,
valable pour ¢, > (d — 1)y/(2du). Dans la théorie de la défor-
mation telle que nous I'utilisons, il n’y a pas de distinction entre
déformation élastique ou plastique (mais seulement une relation
non-linéaire entre une déformation totale et une contrainte). Ce-
pendant, nous écrirons malgré tout, par abus, la déformation to-
tale ¢ comme somme d’une “déformation élastique” e =L~!: o
et d’une “déformation plastique” e = ¢ — €. On note ’absence
d’écrouissage dans le régime plastique, la contrainte ne modi-
fiant pas la surface de plasticité dont le seuil y, est constant.
Cette loi constitutive est schématisée Fig. 2.1.
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Fi1G. 2.1 — Influence de la porosité dans un matériau plastique : a gauche, la
loi locale dans la matrice (ici une loi non-linéaire a seuil en théorie de la dé-
formation) : contrainte équivalente locale o, (x) en fonction de la déformation
équivalente £.(x). A droite : loi constitutive macroscopique correspondante
liant les composantes déviatoriques des moyennes des champs (o.) et (g)..
Le matériau est un réseau de vides cylindriques de porosité f = 10%. Voir
texte p. 18.
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e r =

Fi1G. 2.2 — Deux images des zones de déformation plastique dans la matrice
pour un matériau élastique-parfaitement plastique (en théorie de la déforma-
tion, tel qu’illustrée en Fig. 2.1), avec chargement en déformation isotrope, a
deux valeurs particulieres du chargement. Les zones de déformation plastique
dans la matrice sont en jaune et les pores en rouge foncé, les zones n’ayant
pas atteint le seuil plastique sont en blanc. La déformation macroscopique
imposée est supérieure dans I'image de droite a celle imposée dans 'image de
gauche. Une zone de décharge locale est entourée par les ellipses noires. Voir
texte p. 14.

2.3 Méthode par transformée de Fourier

L’algorithme par “FFT” repose sur l'utilisation d’un maté-
riau linéaire homogene de référence et d’une fonction de Green
qui permet d’exprimer de maniere exacte les champs dans le
milieu de référence lorsqu’il est soumis a une précontrainte non-
homogene. Ces expressions exactes sont discrétisées et résolues
par itérations par une méthode de point fixe.

Afin de procéder a une résolution numérique du probleme, la
microstructure biphasée pore-matrice est discrétisée sur un ré-
seau de pixels, chaque pixel appartenant a I'une des deux phases
uniquement. La cellule élémentaire du matériau périodique, in-
trinseque a la méthode de Fourier, est discrétisée en L? points
(“pixels”) avec LT > 1.
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Les grandeurs mécaniques locales, déformation, contrainte,
déplacement de la matiere, sont des champs discrétisés sur ce
meme réseau. Les quantités mécaniques macroscopiques sont dé-
finies a partir des moyennes de ces champs sur de grands volumes
lorsque celles-ci ont un sens.

La méthode numérique par FFT (dans sa forme originelle ou
ses améliorations successives, dont une est présentée plus loin)
est bien adaptée a I’étude de matériaux fortement non-linéaires.
Souvent elle s’avere tres efficace, la plus grande partie du temps
de calcul étant reportée sur les transformations de Fourier di-
rectes et inverses pour lesquelles les algorithmes et routines per-
formants sont tres répandus.

2.3.1 Fonction de Green

On considere un probleme élastique linéaire homogene soumis
a une précontrainte inhomogéne 7(x). La loi constitutive de ce
milieu est

o(x) =LY : g(x) + 7(x). (2.16)

Un phénomene physique non explicité est a l'origine de la pré-
contrainte 7 (par exemple : elle provient d’un état de déforma-
tion libre 7 = —IL© : £). La solution de ce probleme coincide
avec celle obtenue pour un matériau de potentiel linéaire ou non-
linéaire w(x, €) (par ex. 2.11) si I'on choisit 7 = dw/0e — L) : .
Dans cette optique, Ly est maintenant vu comme tenseur élas-
tique d'un “milieu de référence” (quelconque) et 7 le tenseur de
polarisation traduisant les fluctuations de la contrainte locale
par rapport a celle découlant du “milieu de référence” de tenseur
élastique L. Les équations suivantes (Lippmann et Schwinger,
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1950) permettent de résoudre ce probleme sous la forme :

gij(x) = 5?]’+/dzyG?j,kl(X_Y)Tkl(Y), (2.17a)
(%) = 03j(x) = Lien(x), (2.17b)

oit la moyenne volumique (G°(x)) est nulle. La fonction de Green
périodique G° ne dépend que du milieu élastique de référence
de tenseur LY. Dans lespace direct, le tenseur G° s’exprime
analytiquement dans certains cas simples seulement, notamment
lorsque L© est isotrope. En revanche il s’exprime simplement
en représentation de Fourier (pour les lois élastiques que nous
considérons), et c’est cette formulation que nous utiliserons par
la suite.

La méthode par FF'T sous sa forme originelle consiste a ité-
rer la convolution de I’'Eq. (2.17a) dans l'espace de Fourier et
(2.17b) dans I'espace direct, en utilisant un algorithme de trans-
formation de Fourier rapide a chaque étape :

eij(@) = Giu(Q):m(a), (q#0),

gii(@q=0)=¢g (2.18a)
ow(x, e
Tij(x) = % — L&lgkl(x). (2.18b)

ou la déformation macroscopique () = ¢ est prescrite a chaque
itération. La transformation de Fourier est définie par G'(q) =
[ d’z G(q)e'?™, et les relations (2.18) sont discrétisées selon L?
points z; = (0,...,L —1)/L et ¢; = 2m(0,...,L — 1)/ L.

2.3.2 Cas isotrope

Pour un milieu de référence isotrope :

LO = drod 4 2u0K, (2.19)
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la fonction de Green est calculée dans le domaine de Fourier par
Gl =10) =0 et pour q #0 :

Ao + po

to(Xo + 20
1

4 140
+ 0kjqndi + Onjqrai), (2.20)

Ginij(@) = 950k

— (Okiqng; + Oniqrq;

ou \g = Kg — %,uo est le coefficient de Lamé. L’expression ci-
dessus est invariante par homothétie de la variable de Fourier q
et ne dépend que de q/q (¢* = ¢} + ... + ¢3). Elle découle de

G @) = = {a [N (@) a ) (2.21)

sym

ou l'indice “sym” indique une symétrisation majeure et mineure.
Le tenseur acoustique N(q) est par définition

1 Ao+ Ho 4igj
N :( Lo ) :—(@-— i) (2.22
i) = (g Ly Puo 7 o+ 20 ¢ (2.22)

L’ensemble de ces expressions se démontre a partir des équations
d’admissibilité (2.3) et d’équilibre (2.2) des champs de déforma-
tion et de contrainte écrites dans le domaine de Fourier.

2.3.3 Champ de déplacement

Le champ de déplacement est calculé a posteriori et de ma-
niere cohérente avec le calcul par FFT :

ui(q) = —if{q[en(a) —en(q)] + 2qpe2(q)} /¢°, (2.23a)
up(q) = i{gle11(q) — e22(qQ)] — 2me(a)} /¢, (2.23b)

olt ¢* = ¢> + qg : le mode de translation rigide q = 0 n’a pas de
pertinence dans la solution recherchée.
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2.4 Lagrangien augmenté avec algorithme
d’Uzawa

L’algorithme par transformée de Fourier rapide est une mé-
thode de point fixe; par conséquent il ne garantit pas que les
itérations convergent vers la solution. Il s’avere que la vitesse de
convergence, dans la forme originelle de 1’algorithme par FFT,
est en gros proportionnelle au contraste entre les phases (89),
par conséquent, il n’est pas applicable directement a un milieu
poreux. Plusieurs améliorations ont été proposées et notamment
une méthode dite de Lagrangien augmenté (80; 82; 89) couplé a
I'algorithme d’Uzawa (40; 64).

Dans la méthode par Lagrangien augmenté on introduit un
champ auxiliaire e(x) et on reformule le probleme sous la forme
d’une minimisation de

inf { inf (w(e)}} (2.24)
e | uek(e)

ou K(g9) = {u tel que e(u) = gy + e(u*), u* périodique}, sous
la contrainte e(u(x)) = e(x). La notation e(u) désigne le ten-
seur de déformation découlant du champ de déplacement u par
PEq. (2.3). On introduit alors le multiplicateur de Lagrange A(x)
associé a cette contrainte, et considere le Lagrangien augmenté :

UO(c(u),e, ) = (wle)) +(A: (s(u) —e))

W — ) L0 (o) — o) (225

L’introduction de ce Lagrangien augmenté permet de transfor-
mer (2.24) en un probléeme de minimisation qui est un point de
selle pour la variable U (81) et peut se résoudre par 1’algo-
rithme d’Uzawa. L’introduction du tenseur e peut s’interpréter
comme celle d'un tenseur de déformation plastique, ne dérivant
pas (au contraire de la déformation totale) d'un champ de dé-
placement.
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L’initialisation de I’algorithme se fait par la mise a zéro de
toutes les champs; puis a chaque étape :

(a) calculer e tel que

Ow 0 B .
De(x) (x,e) +1L.,O . e(x) = \(x) +LO . £(x)(2.26)

(b) mettre a jour

Ax) — Ax)+CO: (e(x) —e(x)),  (2.27)
(¢) mettre & jour 7(x) «— A\(x) — C¥ : e(x) (2.28)
(d) mettre & jour e(q) — I'Y(q) : 7(q), (2.29)
(e) test de convergence. (2.30)

Le calcul des transformées de Fourier rapides directe et inverse
est effectué a l’aide de la librairie FFTW (37) (licence GPL, cal-
cul séquentiel sur un processeur scalaire) ou VEFT (128) (code
dans le domaine public, calcul sur une machine vectoriel). La li-
brairie VFF'T ne gérant que les transformées de Fourier 1D, une
implémentation en deux dimensions est effectuée a 1’aide d’une
routine de transposition rapide de matrices. Les deux routines
FFTW et VFFT sont intégrées dans un code Fortran.

Nous donnons la solution de (2.26a) dans le cas d’un matériau
élastique-parfaitement plastique tel que définie en (2.11). Posons
2= A+1LY: ¢, une variable tensorielle intermédiaire, I’inconnue
étant le tenseur e. Nous avons :

o e (B2 50 )} e

les définitions des composantes équivalentes e, et z, étant iden-
tiques a celles utilisées pour la déformation .. Ce faisant, e est
entierement déterminé par le calcul de la composante moyenne
em = (€11 + €92)/2 qui est évident dans (2.26a).

Un critere de convergence est prescrit qui définit 'arrét de
I’algorithme. Le plus souvent, il portera sur la divergence du
champ de contrainte, I’admissibilité du champ de déformation
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étant imposée a chaque itération (par la suite, le critere exact
utilisé sera précisé dans la description de chaque simulation nu-
mérique). Lorsque la convergence requise est obtenue, le char-
gement € est augmenté en augmentant ¢, une nouvelle solution
calculée et ainsi de suite. On obtient alors une suite de champs
solutions £ (x) correspondant & des chargements 56” = tieo
croissants dans une direction donnée.

La vitesse de convergence dépend du module élastique de ré-
férence L et du tenseur élastique C'¥ qui est un parametre de
I’algorithme de descente d’Uzawa indépendant. Différents tests
de convergence ont abouti au choix C = L), Le tenseur L©)
est par ailleurs choisi de maniere empirique. La rapidité de 1’algo-
rithme est testée sur quelques itérations pour différents modules
élastiques de L0 compris entre 0 et les modules élastiques de la
phase matrice (dans le régime élastique). Dans le cas de phases
meémes linéaires, le choix optimal ne correspond pas nécessaire-
ment a la loi élastique du milieu macroscopique. Il semble plus
sensible aux valeurs minimales et maximales des modules élas-
tiques des phases (ceci rejoint (88)). Il a été observé que pour
une méme “classe” de microstructure (réseau périodique, milieu
de Hashin, milieu aléatoire) la concentration des vides influe peu
sur le choix optimal de L. Cette observation permet une op-
timisation plus rapide des modules de référence lorsque 1’on fait
varier la concentration en pores.

2.5 Applications a d’autres types de maté-
riaux

Dans les calculs entrepris par la suite, 'algorithme du La-
grangien augmenté est occasionnellement appliqué a certains
autres potentiels ou lois constitutives. Un potentiel de type los
de puissance est souvent utilisé pour relier contrainte et taux
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de déformation dans des modeles de fluage des métaux a haute
température. Nous considérerons la forme suivante :

w(x,e) = my—jf;w”%o)gm’ (2.32)
oy = am(sijju%’s;jsgl, (2.33)

ou 0 < m < oo. Le terme (+00)e,, signifie que le potentiel est
infini des que la déformation moyenne n’est pas nulle. Dans le cas
m = 0, le milieu est incompressible parfaitement plastique, et
élastique linéaire incompressible lorsque m = 1. Pour les milieux
poreux, nous n’avons observé de convergence par ’algorithme du
Lagrangien augmenté que pour des valeurs de m proches de 1.
Pour remédier a ce probleme, un algorithme different introduit
par P. Suquet et H. Moulinec a été mise en ceuvre. Il est explicité
au Chap. 6.

Le cas d’un milieu “auto-bloquant”, ou la déformation pos-
sede un seuil et ou la contrainte est potentiellement tres grande,
correspondant a m = oo, a également été considéré. Pour ce
matériau, nous utilisons un algorithme similaire a la méthode
FFT par Lagrangien augmenté mais exprimé a 1’aide du tenseur
de Green en contrainte I'’. Cet algorithme découle de 1’écriture
suivante symétrique de (2.17) :

0ij(x) = O?j_l_/dzyrgj,kl(x_}’) vu(y), (2.34a)
vii(x) = £5(x) — S\ on(x), (2.34D)

ot la moyenne volumique de T est nulle, S, est un tenseur
de souplesse de référence et la contrainte macroscopique o est
le chargement appliqué en contrainte. La fonction de Green
en contrainte qui satisfait a cette relation est calculée analy-
tiquement dans la représentation de Fourier lorsque S est iso-
trope. Dans cet algorithme, nous imposons la contrainte ma-
croscopique gy et le champ de contrainte o(x) vérifie I’équation
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d’équilibre (2.2) a chaque itération. L’équation d’admissibilité
(2.3) du champ de déformation est vérifiée lorsque I'algorithme
a convergé. Nous utilisons la formulation de (2.34a) suivante
dans la représentation de Fourier (ou v est le tenseur équivalent
a la polarisation 7 dans la formulation en déformation) :

o(q) =T%q) :v(q), q#0. (2.35)

La fonction de Green en contrainte I'’(q) vaut (apreés quelques
manipulations algébriques), en fonction de la fonction de Green
en déformation G° définie en (2.18a) :

(q) = — [<8(0)>_1 + <S(O)>_1 LG <S(O)>_1 o (2.36)

Le calcul de I'°(q) est effectué numériquement dans le cas géné-
ral.

2.6 Fonction de Green “discrete”

2.6.1 Approches continue et discrete

Dans I'algorithme par transformée de Fourier, nous avons vu
que les calculs s’opéerent sur une grille de pixels. Pour résoudre un
probleme non-linéaire dans le continuum sur une telle grille, nous
avons en partie ignoré la nature discrete du systeme et utilisé les
outils de la mécanique continue. Par exemple, les moyennes des
champs sont calculées sur une grille de points mais la fonction
de Green des champs continus (GF) est néanmoins utilisée pour
le tenseur de déformation. Ce faisant, on anticipe le fait qu’a
de grandes échelles la solution exacte est retrouvée. Par cette
approche, on résout de maniere approchée le probleme continu.
Une autre approche consiste a modifier la formulation du pro-
bleme pour qu’il soit cohérent avec le caractere discret inhérent
a la résolution numérique. Ceci consiste par exemple a reformu-
ler la fonction de Green pour qu’elle coincide avec une méthode
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d’intégration discrete. Dans ce cas, une formulation approchée
du probleme est résolue de maniere exacte. Les deux approches
sont complémentaires. Dans le premier cas, nous nous en tenons
au seul probleme qui nous intéresse, cependant il est difficile
d’évaluer les conséquences numériques des incohérences liées a la
formulation du probleme. Dans le second, nous nous écartons in-
évitablement du probleme d’origine, avec I’avantage néanmoins
de résoudre de maniere exacte un probleme formulé de maniere
cohérente.

La distinction entre ces deux approches est-elle pertinente ?
Cette question se pose dans la mesure ou les deux méthodes
doivent étre équivalentes lorsque la discrétisation du systeme est
suffisamment fine (par rapport a I’échelle physique la plus petite
du probleme). Lorsque les matériaux sont linéaires et le contraste
entre les phases modéré, les deux approches sont en effet sem-
blables. Au contraire, dans les problemes élastique-plastique, la
déformation plastique est organisée selon des bandes de cisaille-
ment d’épaisseur faible dans le milieu continu. Ceci indique que
les faibles longueurs d’onde des champs ont une importance
cruciale. En conséquence, la solution calculée est sensible au
schéma de discrétisation employé. Il s’avere alors utile de tes-
ter et de comparer les résultats obtenus par différentes fonctions
de Green.

2.6.2 Milieux parfaitement désordonnés

Une autre problématique concerne le désordre dans les mi-
lieux hétérogenes. Nous souhaitons simuler numériquement le
comportement effectif d’un milieu plastique poreux désordonné.
Le comportement d’un tel milieu est essentiellement déterminé
par les effets couplés du désordre et de la non-linéarité, en par-
ticulier au voisinage de la percolation.

Par matériau “parfaitement désordonné”, nous entendons un
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matériau dont les corrélations spatiales sont confinées a un do-
maine nul. Une quantité A(x) définie en tout point x du maté-
riau est réparti de maniere parfaitement désordonnée si :

([A(x) = (A][AR) — (A)]) = [{A%) — (4)TJvd(x —x') (2.37)

ou (-) est une moyenne statistique sur un ensemble de configu-
rations et v — 0 un scalaire choisi de telle sorte que vé(0) = 1
(cet abus d’écriture étant une maniere commode de manipuler
les équations, sa justification n’étant pas notre propos ici). Pour
un matériau discret, les indices i et j désignant les valeurs en
des sites particuliers :

([A; — (A)][4; — (A)]) = (A7) — (A)]8y;. (2.38)

Dans un matériau désordonné, 1’échelle de longueur naturelle
¢ qui gouverne le processus de percolation est la taille caracté-
ristique des plus gros amas, qui diverge au point de percolation,
i.e. a la porosité f ou un pore ramifié recouvre l’ensemble du
systéme.!

Pour étudier un tel probleme, on se place d’ordinaire en phy-
sique statistique dans le cadre d’un milieu dont le désordre est
parfait. En pratique, ceci consiste a choisir indépendamment les
propriétés constitutives de chaque pixel, appartenant a la phase
poreuse avec une probabilité f et a la matrice avec une probabi-
lité 1 — f. L’échelle de longueur microscopique a pertinente dans
ce systeme est la taille de corrélation du désordre, qui est celle
d’un pixel.

Un avantage de ce processus réside dans le fait que les confi-
gurations du systeme sont facilement spécifiées. En général, une

ICette analyse s’applique qualitativement au phénomene de percolation étudié au Ch.
7 qui est différent : la porosité est fixée, et la percolation survient & un certain instant de
chargement macroscopique lorsque les bandes de localisation de la déformation plastique
recouvrent ’ensemble du systeme. L’échelle de longueur caractéristique qui gouverne la
percolation est fonction de 1’étendue des zones de déformation plastique.
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moyenne statistique sur un grand nombre d’échantillons (dif-
férentes déterminations de la microstructure a une porosité f
donnée) est nécessaire pour obtenir des données fiables sur la
loi constitutive macroscopique. Le nombre de configurations a
simuler peut étre réduit en augmentant la taille L du systeme,
sous-entendant un argument d’ergodicité (on pense en effet que
ces systemes sont auto-moyennants).

Pour des raisons pratiques, il est préférable qu’un pizel repré-
sente en soi un élément microscopique de matiere. Afin que ceci
ait un sens, les équations de transport doivent pouvoir étre utili-
sées dans une forme, ou, par exemple, les conditions d’équilibre
s’appliquent a ce pixel. Ceci requiert une discrétisation cohérente
des équations valable dans le continu : le schéma centré ne peut
pas par exemple satisfaire a cette condition car la continuité n’y
est pas appliquée au niveau du pixel.

On peut se demander si de tels modeles idéaux sont per-
tinents dans la pratique. Le modele de désordre parfait, avec
son régime de percolation, est pertinent car il permet de tes-
ter les prédictions des théories des milieux effectifs. Les versions
auto-cohérentes de ces théories permettent en principe de rendre
compte de comportement de matériaux hétérogenes a contraste
infini (par ex. les milieux poreux) et fortement désordonnés.
Elles ne contiennent en général pas d’informations sur des cor-
rélations spatiales de taille finie et s’appuient le plus souvent
sur des hypotheses (implicites ou non) de désordre parfait, et
d’isotropie. Nous ne pouvons donc espérer que l’accord entre
ces théories et les calculs sur un réseau soit excellent (et encore
moins au point de percolation).

Nous examinons dans la suite de cette partie la méthode par
FFT dans le contexte simple d’un matériau 2D élastique-parfai-
tement plastique contenant un réseau de pores périodique sou-
mis a un chargement en compression. Nous développons dans
un premier temps : (1) la méthode originale de Moulinec et Su-
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quet, utilisant la formulation continue du tenseur de Green en
déformation; (2) une moyenne sur 5 points de la solution pré-
cédente afin d’éliminer certains artifices de la méthode, puis un
calcul avec fonction de Green discrete compatible avec le milieu
fortement désordonné. Cependant, cette méthode possede un in-
convénient majeur qui est corrigé de deux facons différentes par
(3) une version symétrisée et (4) une version symétrisée non-
locale. Mentionnons de plus une autre méthode, qui devrait étre
analogue a la technique (2), consistant a supprimer (mettre a
zéro) la plus haute fréquence dans la représentation de Fourier
(127).

Nous exposons maintenant les différentes méthodes et com-
parons les résultats obtenus a la fois d’un point de vue qualitatif
par l'inspection des images informatiques des zones plastiques
et des structures des bandes de localisation entre les vides, et de
maniere quantitative par I’examen des propriétés de convergence
des méthodes utilisées.

Une démonstration de l'intérét pratique de la méthode dis-
crete dans le cas d'un milieu désordonné est exposée au Ch. 7.

2.6.3 Discrétisation de la fonction de Green

Nous construisons ici une version discrete du probleme a mi-
crostructure périodique simulée sur une grille bidimensionnelle
de taille L x L. Les transformations de Fourier directe et inverse
sur cette grille sont définies par :

fla) = > e™f(x),  x=(r1,...,24), (2.39)

f(x) = %Ze_ix'qf(q), a=(q1,-qa) ,
q

27Tm2'

L Y

q = (2.40)
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oux; =0,....L—1etmy =0,...,L — 1. En introduisant des
vecteurs unité le long des axes e de tel sorte que €} = d;;, nous
suivons Luck (68) et utilisons des schémas de discrétisation a
droite et a gauche pour les équations de compatibilité et d’équi-
libre, respectivement :

) = 5 [y €) — wi(x)
+ui(x+€) —u(x)], (2.41a)

> Joii(x) = oij(x — &)] = 0. (2.41Db)
J

La derniere équation impose 1’équilibre sur n’importe quelle do-
maine connexe fini de pixels, a la différence d'un schéma centré.
Soit maintenant 7(x) = o(x) — L : £(x) le tenseur de pola-
risation, ott L) est le tenseur élastique du milieu de référence.
Nous cherchons le tenseur de Green “discret” GP défini dans le
domaine de Fourier par :

eij(@) = G y(a)m(a),  q#0. (2.42)

Le résultat général est le suivant :

1
Gﬁ,m(q) - 1

NG @)k + N @)k (2.43)

NG () + kN ()

ou N;; = k,’;L?k ik est le tenseur acoustique et les complexes
ki, k; sont tels que (¢ non positionné en indice est le nombre

complexe v/—1) :

—1

ei(@) = 5 [Kw(@) +Fui(a)], (2.44)
—ikjoij(q) = 0. (2.45)
Pour les schémas & gauche et & droite (2.41) on a k; = 2sin (%) el

et k7 est le conjugué de k;. Ainsi le cas isotrope 2D avec les sché-
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mas a droite et a gauche (2.41) conduisent a :

—1 AN kX0 + ki
GP, = |1+ )22 7%
=g K UO) kP
2\ K kR Ky
(ki + Rk L — L == 2.46
o ks Rk s~ T ] o (240
RN PR oL e T
M=1+M\ [1+4 i sin 5 ,

ot |k|? = [ki|*> + |kof?, |ki]* = kik} et \Y = k° — Y. Nous ne
symétrisons pas le tenseur de Green G par rapport aux indices
k et [, car il est contracté avec le tenseur symétrique 74;. Le
tenseur continu G(¥ (Eq. 2.20) est retrouvé dans la limite L —
0o. Le schéma avec différences centrées donne lieu a une fonction
de Green réelle qui peut se déduire facilement du tenseur de
Green continu en remplacant la coordonnée de Fourier ¢; par
sin(g;).

La formule ci-dessus est confirmée en vérifiant que, de ma-
niere similaire aux propriétés de la fonction de Green du continu,
le tenseur de Green G” vérifie :

G”:0 = 0 siet seulement si (2.45), (2.47)
GP LY e = —¢  siet seulement si (2.44). (2.48)

Un tenseur de Green raisonnable défini sur un réseau carré
doit satisfaire a ’ensemble des symétries communes au réseau
et aux équations résolues par la fonction de Green continue?. Ce
n’est pas le cas de la fonction de Green discrete (2.46), dont la

2Les symétries carrés du réseau 2D impliquent pour un tenseur général T d’ordre n > 0
(la derniere seulement des trois symétries est vérifiée par GP) :

T.in(—z,y) = (1) T (3,y),
Tllln (ZC, _y) (_1)1711+m+171nn1min (Ia y),

Ty .in(xy) = Ty (y:2), (i}, = 1 si ix = 2, i}, = 2 sinon).
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partie imaginaire est non nulle, du fait de la brisure de symétrie
entre les deux diagonales introduites dans les schémas (2.41). En
conséquence, les champs calculés ne sont pas symétriques (voir
partie suivante).

Pour remédier a cette déficience, nous considérons deux mé-
thodes simples. La premiere, que nous nommerons fonction de
Green discréte 1 (DG1) consiste a remplacer (2.46) par une ver-
sion artificiellement symétrisée

1
Gg,lkz =1 {Gg',kz(éha q2) + Gﬁ,m(—ql, —q2)
H(—1)HHITEH [Gﬁ,m(ql, —q2)
+Gu(—a, )]} (2.49)

Ce tenseur de Green ne correspond a aucun schéma de discré-
tisation comme on peut le montrer, mais il s’interprete comme
le tenseur de Green d’'un matériau non-local, dans lequel le ten-
seur L? est remplacé par un noyau de convolution de rayon fini.
La seconde méthode (DG2) consiste a calculer quatre solutions
différentes sur le méme systeme jusqu’a convergence, en utili-
sant pour Gjjr(q1,q2) 'un des quatre tenseurs ngkl(ql, —qa),
GDula, —@), G u(=q1,q2), Gi3(=aq1, —qa) tour a tour (les
quatre schémas de discrétisation correspondants sont donnés
Fig. 2.3). La solution retenue est alors la moyenne des quatre
champs de déformation obtenus, laquelle nous permet de dé-
duire le champ de contrainte grace aux relations constitutives.
Nous comparons les méthodes discretes (DG1) et (DG2) avec les
résultats obtenus pour le tenseur de Green du continu (CG1).
Enfin nous introduisons, par comparaison, des images obtenues
en moyennant localement les champs de (CG1) sur 5 pixels, et
nommons cette méthode (CG2).
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2.6.4 Résultats numériques pour un réseau idéal
de pores

Nous considérons dans cette partie une microstructure élastique-
parfaitement plastique périodique dont la cellule élémentaire
carrée contient un unique pore circulaire. Le milieu est ainsi
constitué d’un réseau parfait de vides. Il est soumis a un charge-
ment en déformation et la cellule élémentaire est discrétisée en
une grille de 512 x 512 pixels. Dans 'algorithme par FF'T, nous
utilisons le critere de convergence absolue sur la contrainte :

max o) (x) — o7 (x)| < n,

ot o) est le champ de contrainte & Uétape ¢ de I'algorithme par
FFT et n est la tolérance prescrite. Les calculs ont été obtenus
pour des valeurs de tolérance n = 1079 ou 7 = 5107%. Dans la
cellule élémentaire, le pore est centré et symétrisé afin que le
vide respecte toutes les symétries du carré (effets de la discré-
tisation inclus). La fraction surfacique de pores est f ~ 0.03.
Le parametre de controle de chargement est la déformation ma-
croscopique dans le mode axisymétrique. Elle est prescrite par
€0ij = (€m)dij. Le module élastique et le module de compres-
sibilité dans la matrice sont © = 0.4 et Kk = 1 tandis que le
seuil plastique est yy = 0.5. Les modules élastiques du milieu de
référence valent pg = 0.2, kg = 0.5.

Zone de déformation plastique

Au cours du chargement, la plasticité se développe tout d’abord
autour des pores par la croissance d’une zone plastique, définie
comme ’ensemble des points de la matrice P = {x/0.(x) = o}
Pour une déformation macroscopique modérée, la zone plastique
demeure a peu pres sphérique (conformément au probleme de la
sphere creuse, ou de son extension, le vide dans un milieu infini,
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voir par exemple (69)) ceci tant que les pores sont suffisamment
éloignés les uns des autres pour que les effets de la périodicité
restent faibles. Les Figs. (2.4a) et (2.4b) représentent la zone de
la matrice soumis a une déformation plastique (en noir) pour
des chargements macroscopiques faibles (g,,) = 0.2, et 0.3 res-
pectivement. La structure des champs est supposée posséder une
symétrie carrée, de sorte que seul le quart de chaque figure est
montré pour chaque méthode CG1, CG2, DG1, DG2 (dans le
sens des aiguilles d’'une montre du quart en haut a gauche au
quart en bas a gauche - I’espace en blanc le long des axes Carté-
siens ne fait pas partie de la solution!). Cependant, la symétrie
n’est pas parfaite, par le fait d’artéfacts numériques (quelques
pixels ne respectent pas la symétrie selon I’axe diagonal).

De maniere générale, la forme sphérique de la zone de défor-
mation plastique est retrouvée par les quatre méthodes, quoique
celle-ci soit d'un aspect plus rugueux aux premieres étapes de la
plastification dans les méthodes CG1 et CG2, plus sensibles aux
effets du réseau. Avec la fonction de Green continue (CG1, CG2,
en haut de la figure), nous observons un grand nombre de points
(pixels) non-plastifiés situés a 'intérieur de la zone plastique, et
organisés en une forme de configuration en “damier”. Ces pixels
alternativement plastifiés et non-plastifiés ne disparaissent pas
mais au contraire perdurent lorsque l’erreur de la simulation 7
décroit. L’image obtenue pour CG2 (en haut a droite) montre
qu’une moyenne locale sur 5 points ne peut réduire ces artifices :
un trou dans la zone plastique apparait en Fig. 2.4b (CG2, haut-
droit), il est absent dans les méthodes discretes DG1, DG2 (bas
de la Fig.), quoique deux petits trous subsistent dans le calcul
avec DG2.

Pour des chargements plus grands en déformation, nous ob-
servons un effet important de la périodicité du milieu. La zone

plastique croit alors en accord avec la symétrie carrée (Fig.
2.5 avec 0.782 < (g,,) < 0.79 et Fig. 2.6 pour (g,,) = 1.2).
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Dans la Fig. 2.5, on distingue les différences entre les quatre
méthodes par FFT a la coalescence de toutes les zones plas-
tiques dans le réseau (ci-dessous appelé simplement “coalescen-
ce”). Trois points de déformation macroscopique qui se pro-
duisent légerement avant la coalescence, au point de coalescence
et enfin légerement apres sont représentés.

Peu de différences sont visibles entre les images avec les dif-
férentes méthodes (des ondulations apparaissent sur la frontiere
entre la zone plastique et le reste de la matrice avec les méthodes
DG1 et DG2), si ce n’est que I'image calculée avec la méthode
CG1 est brouillée aux coins en haut a droite et en bas a gauche,
ce qui empéche d’observer le comportement a la coalescence. Les
méthodes DG1 et DG2 améliorent la qualité des images et nous
observons sur I'image du milieu de la Fig. 2.5 que la percolation
se produit par émission de deux boucles de zones plastiques aux
extrémités de la zone plastique. Une plus grande déformation
appliquée est requise avec la méthode DG1 qu’avec la méthode

DG2, et la boucle est mieux formée avec la méthode DG2 (image
a (e,) =0.786).

Bandes de localisation

La Fig. 2.7 représente, en échelle de couleurs grises, la par-
tie équivalente e(x) = (/P : e/2 de la déformation plastique
obtenue par soustraction de la partie élastique de la déforma-
tion totale soit e”? = ¢ —L™! : ¢. Le champ est représenté pour
(em) = 0.2. Les quatre méthodes prédisent a peu pres les mémes
valeurs des champs, mis a part aux environs de 'interface pore-
matrice et a 'intérieur de l'inclusion ou les différences les plus
notables apparaissent : le champ de déformation est tres faible
avec la méthode DG2 et considérablement plus grand avec la
méthode CG1 (on note cependant que seules les valeurs des
champs aux bords des pores sont pertinentes). Des structures de
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localisation des champs sont apparentes au voisinage des pores,
sous forme d'un réseau fin de bandes de haute intensité. Ceci
montre que la localisation peut apparaitre “localement” avant
que 1’écoulement plastique macroscopique n’ait été atteint, i.e.
avant la percolation de la zone plastique. Cette observation peut
étre rapprochée des événements d’émission de dislocations a par-
tir de la surface d’un pore sur un réseau atomique (119). En ce
sens, la discrétisation est un ingrédient essentiel. Il est difficile
de dire jusqu’a quel point. Nous pouvons cependant prévoir que
dans les deux cas, cela joue un role physique analogue en aidant
au choix d’un lieu d’émission des bandes de localisation sur la
surface du pore (quoique la forme de l'interaction élastique soit
bien sur différente dans les deux cas). Etant donné les faibles
dimensions de ces bandes de localisation, leurs directions préfé-
rentielles sont fortement influencées par la discrétisation a petite
échelle, plutot que par les grandes échelles de longueur attachées
a la structure périodique.

Les Fig. (2.8a) et (2.8b) représentent le champ e?(x) pour
(em) = 1.2. Des bandes de localisation de grande amplitude
recouvrent l’ensemble du systeme avec de plus petites enche-
vétrées a l'intérieur sous la forme de structures auto-similaires.
La valeur de la déformation équivalente décroit de la surface
du pore jusqu’aux bords de la cellule unité (du noir au blanc),
et les bandes de localisation de grande taille sont moins fortes
que les plus petites. Nous savons, d’apres la théorie des carac-
téristiques (Hencky, 1923), que les lignes de glissement doivent
etre des spirales logarithmiques au voisinage d’un vide circulaire
(voir (52)). Nous avons observé que les bandes de localisation
calculées par FF'T sont tres proche de spirales logarithmiques,
dans toute la cellule élémentaire. D’autre part, de telles spirales
sont observées expérimentalement dans un métal en déformation
plane (voir Fig. 2.14).

De maniere surprenante, les bandes de localisation les plus
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grandes (entourant les autres bandes de localisation) ont une
largeur finie. Cette constatation est a rapprocher d’un phéno-
mene similaire observé dans le cas d’un chargement en cisaille-
ment, qui est discuté au Ch. 6. La figure la plus nette est obtenue
pour la méthode CG2 (en haut & droite), i.e. le champ moyenné
sur 5 points de CG1 (en haut a gauche). La fonction de Green
discrete GF avec symétrisation a posteriori DG2 fournit le se-
cond meilleur résultat (DG2, en bas a gauche ; noter les petites
boucles de champs localisés paralleles aux axes cartésiens a coté
de la surface du vide qui sont rendues finement Fig. 2.8b). Nous
observons enfin que la méthode par fonction de Green symétrisée
fournit une image floue (DG1, en bas a droite) ou les éléments de
petite taille sont ignorés, mais ou les structures de grande taille
sont néanmoins présentes. Nous notons également la différence
frappante entre les structures de localisation et celles de la zone
plastique dans la Fig. 2.6, bien plus importantes : les bandes de
localisation ne correspondent pas aux frontieres externes de la
zone de déformation plastique en général, quoique 'on puisse
observer quelques points de tangence communs aux deux.

Nous concluons cette section par une illustration des diffé-
rences entre les deux méthodes sur une microstructure formée
d’un petit nombre de pores répartis aléatoirement dans la cellule
unité d’un matériau périodique. Les images des zones plastique
dans les simulations numériques par fonctions de Green continue
(CG1) et discrete (DG2) sont représentées Fig. 2.13 (en haut).
Les observations faites sur le réseau de pores se retrouvent quali-
tativement pour des microsctructures plus complexes. En parti-
culier, la zone de déformation plastique est quasiment “sans trou”
avec la méthode DG2. Pour le champ déviatorique e, (bandes
de localisation en bas de la Fig.), peu de différences subsistent
hormis dans les vides.
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FiG. 2.3 — Représentation symbolique des quatre schémas de discrétisation
utilisés dans la méthode DG2. Prise séparément, aucun des schémas ne res-
pecte toutes les symétries du carré. Voir texte p. 35.
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CG1 CG2

N\
/

DG2 DG1

CG1 CG2

DG2 DG1

Fic. 2.4 — agrandissement de la zone plastique autour du pore au début
d'un chargement axisymétrique. Haut : apres apparition de la déformation
plastique g9 = 0.2, et bas : lorsque (g,,) = 0.35. Chacune des quatre méthodes
CG1, CG2, DG1 et DG2 occupe le quart de chaque figure. Voir texte p. 37.
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F1G. 2.5 — zone de déformation plastique (noir) autour de chaque pore (quart
de disque blanc) du réseau au moment de la “coalescence” des zones plas-
tiques : dans la microstructure périodique, les zones de déformation plastique
qui croissent autour de chaque pore se regroupent en une zone unique, a une
certaine déformation imposée. Dans chaque image, seul un quart de la cellule
élémentaire est représenté. Les trois lignes correspondent aux méthodes CG1,
DG2 et DG1 de haut en bas, et pour chaque méthode, trois images sont re-
présentées juste avant la coalescence des amas, au moment de la coalescence
et juste apres (de gauche a droite). Les valeurs de la déformation appliquée
g0 = (em) sont indiquées dans chaque image (la valeur de la déformation
a la coalescence est légerement différente selon la méthode employée). La
concentration en pores est f = 0.03. Voir texte p. 38.
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F1G. 2.6 — zone plastique finale (noir) atteinte dans le régime d’écoulement
plastique du matériau, calculée pour chacune des quatre méthodes par FFT
CG1, CG2, DGI1 et DG2 (chargement axisymétrique (g,,) = 1.2). La concen-
tration en pores est f = 0.03. Voir texte p. 38.
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CG1 CG2

DG2 DG1

Fia. 2.7 — Apparition des bandes de localisation autour du pore. Champ de
déformation déviatorique €, pour un faible chargement axisymétrique (&,,) =
0.2. La concentration en pores est f = 0.03. Voir texte p. 38.
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(b)

FiGg. 2.8 — bandes de localisation développées a plus forte déformation
moyenne imposée (g,,) = 1.2 (par comparaison avec la Fig. 2.7) : partie
équivalente £, du champ de déformation. Dans les résultats numériques de
la méthode par FFT, en particulier (CG1), des pixels avec de fortes valeurs
en déformation apparaissent sur le bord du pore. Les pixels avec grandes
valeurs de la déformation (2% d’entre eux pour CGl, 0.8, 0.3 et 0.1% pour
CG2, DG2 et DD1 resp.) ont été seuillés dans ces images. La concentration
en pores est f = 0.03. Voir texte p. 39
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F1G. 2.9 — champ de contrainte moyenne o, (opposé de la pression) pour
un chargement axisymétrique en déformation (g,,) = 1.2. Les maxima sont
situés exactement sur les milieux des quatre cotés de la cellule unité (des
maxima locaux se situent également sur les diagonales). La concentration en
pores est f = 0.03. Voir texte p. 53.
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F1G. 2.10 — courbes de la contrainte macroscopique og = (0,,,) et de la frac-
tion surfacique déformée plastiquement f, dans la matrice au cours du char-
gement, pour chaque méthode par FFT GC1, GD1 et GD2. La quantité
fp = ¢p/c2 est la surface ¢, de la “phase plastique” normalisée par la concen-
tration ¢y de la matrice. La concentration en pores est f = 0.03. Voir texte
p- 53.
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F1G. 2.11 — Convergence des simulations par FF'T du milieu plastique pério-
dique avec réseau parfait de vides, selon deux criteres de convergence et trois
fonctions de Green GC1, GD1 et GD2. Pour chaque simulation, le charge-
ment €y = (), = 1 est atteint au moyen de 5000 incréments de déformation
Aey = 2.107% Le chargement est augmenté lorsque la tolérance d’erreur
prescrite est atteinte (voir texte pour la définition des criteres 1 et 2). Pour
la méthode G D2, les calculs ont été effectués avec une fonction de Green
seulement et le nombre d’itérations total multiplié par 4. Voir texte p. 54.
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F1G. 2.12 — Justesse (erreur par rapport a la valeur finale de la contrainte
macroscopique, voir texte) n’ de la contrainte macroscopique représentée en
fonction du nombre d’itérations n, pour deux méthodes par FFT avec fonc-
tion de Green continue (GC1) et discrete (GD2). Ces quantités sont calculées
a une déformation macroscopique donnée €5 = 1.5 pour un systeme de taille
5122 pixels, et une concentration en vides de 10%. Voir texte p. 56.
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Fic. 2.13 — Simulations numériques pour un milieu périodique élastique-
parfaitement plastique contenant quelques dizaines de pores répartis dans
la cellule unité (en haut, pores en jaune) avec chargement axisymétrique en
déformation g9 = 1.5 : cartes du champ de déformation équivalent e, (bas,
valeurs faibles en noir, grandes en rouge) et zones plastiques (haut, en bleu
clair). Les résultats obtenus pour la fonction de Green continue (GC1) et la
méthode par fonction de Green discrete (GD2) sont respectivement a gauche
et a droite. Les connections entre zones plastiques sont non-ambigués dans
I'image produite par la méthode (GD2) en haut a droite. Voir texte p. 40.
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FiG. 2.14 — Bandes de cisaillement observées dans un métal autour d’une
inclusion circulaire (50). Voir texte p. 39.
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2.6.5 Contrainte macroscopique d’écoulement
et coalescence de la zone plastique

Considérons a nouveau la composante (0,,)(x) du champ de
contrainte (opposé de la pression) représentée en Fig. 2.9 pré-
sente la pour (g,,) = 1.2, a la méme échelle que la Fig. (2.8a).
Nous voyons que cette contrainte est fortement diminuée dans
la zone plastique, excepté dans les goulots d’étranglements ou
elle atteint sa valeur mazrimale. Notons a ce propos que si l'on
interprete la nucléation de vides comme un mécanisme dominé
par les zones de forte tension durant la déformation plastique,
ceci indique que les croisement des bandes de cisaillement sont
des zones préférentielles de nucléation en rupture ductile. Cette
image montre également qu’il est plus probable que de nouveaux
vides apparaissent a l'intersection des bandes de localisation, au-
dela des vides préexistants, plutot que dans leur voisinage immeé-
diat. On note que le champ de pression est en quelque sorte plus
sensible aux structures de localisation des champs de déforma-
tion en cisaillement, dont les contours sont légerement apparents
sur cette image.

La Fig. 2.10 illustre quantitativement d’autres différences entre
les méthodes utilisées. La moyenne sur tout le réseau (o,,) de
la composante moyenne du champ de contrainte est tracée en
fonction de la déformation macroscopique appliquée (e,,). La
fraction surfacique de la zone plastique f, = ¢,/co dans la ma-
trice, ou ¢, est la fraction surfacique de la zone plastique (P) et
ol co = 1 — f la fraction surfacique de la matrice, est également
représentée.

La contrainte macroscopique d’écoulement plastique est at-
teinte lorsque les zones plastiques “coalescent” dans tout le sys-
teme (on peut comparer ceci aux valeurs de la déformation dans
la Fig. 2.5). Cet événement important coincide en effet avec
la saturation de la contrainte moyenne (o,,) a sa valeur effec-
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tive d’écoulement plastique (la contrainte déviatorique moyenne
étant nulle pour le chargement en considération). Ceci peut étre
interprété physiquement par le fait que la déformation macro-
scopique plastique n’est atteinte que lorsqu’un réseau connecté
de matiere déformé plastiquement balaye I’ensemble du systeme.

La contrainte d’écoulement est faiblement dépendante de la
méthode utilisée. Quant a la quantité f,, elle s’écarte de la valeur
nulle des que 'on quitte le régime élastique linéaire. Lorsque la
valeur de la déformation est proche de la percolation de la zone
plastique, la courbe f,({e,)) est soumise & une transition bru-
tale, illustrée par I’agrandissement dans I’encart de la Fig. (2.10).
La méthode CG1 fournit la transition la plus douce, avec une
forte tendance a la saturation, tandis que la méthode DG2 fait
apparaitre un délai avec le changement de régime, de maniere
cohérente avec la Fig. (2.10). Les trois méthodes CG1, DGI et
DG2 ne nous ont pas permis d’observer une saturation de la
quantité f, dans la fenétre de nos calculs.

2.6.6 Vitesses de convergence

Nous examinons maintenant les propriétés de convergence des
méthodes CG1, DG1 et DG2 pour le réseau périodique de pore.
Le cas étudié ici est un exemple de matériau fortement non-
linéaire avec contraste infini entre phases, et faible désordre. La
porosité est fixée a f = 10%. Nous évaluons les performances
des méthodes de Fourier de deux facons distinctes. Un premier
calcul (Fig. 2.11) porte sur la précision (définie selon deux cri-
teres) des champs solutions de la méthode de Fourier apres n
itérations de l'algorithme (pour la méthode de Green GD2, ce
nombre a été multiplié par 4 ainsi chaque itération peut étre vue
comme équivalente en temps, nécessitant chacune 6 transformées
de Fourier rapide). La taille du systeme est fixée a L = 512. A
une taille plus grande, un nombre moins important d’itérations



2.6. Fonction de Green “discrete” 55

est nécessaire pour obtenir une précision identique, sans cepen-
dant changer les performances relatives des différentes méthodes
par FFT.

Nous calculons tout d’abord la précision relative des diffé-
rentes méthodes en imposant une déformation hydrostatique
g0 = {en) = 100% au moyen de 5000 chargements intermé-
diaires régulierement espacés (Fig. 2.11). Le nombre total d’ité-
rations est n, et nous représentons en échelle logarithmique la
précision des calculs en fonction de n, selon deux indicateurs
n. Le premier indicateur (critere 1, échelle a gauche) est calculé
dans le domaine de Fourier en imposant a chaque étape le critere
de convergence :

V(lldivo(q)[?)
lo(q=0)]]

ou la norme dun tenseur d’ordre deux est [|o|| = /> 5.

Pour le critere 2 (échelle de droite) :

ap { Lo — <G o) =360}, .

X €0 0o

<, (2.50)

Les tenseurs e et A\ sont les variables intermédiaires de 1’algo-
rithme par Lagrangien augmenté, et convergent respectivement
vers € et o.

Pour le premier critere, I'indicateur de convergence 7 se com-
porte grossierement comme une loi de puissance du nombre d’ité-
rations d’exposant —0.7 pour la fonction de Green continue, et
—1.2 pour la fonction de Green discrete GD2, ce qui est plus
rapide. Pour le second critere, les différences sont moindres, les
exposants étant respectivement —0.56 et —0.62 environ.

Une deuxieme méthode est mise en ceuvre afin de compa-
rer les vitesses de convergences des méthodes par FFT, évaluée
par la justesse 1’ ou différence entre la contrainte calculée et la
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contrainte finale en fonction du nombre d’itérations n pour les
méthodes GC1, GD1 et GD2 (Fig. 2.12). Par souci de simplicité,
la déformation macroscopique gy = 150% est directement impo-
sée a chaque itération. Le critere n’ est un indicateur portant sur
la norme de la contrainte macroscopique par rapport a la valeur
a la convergence :

n= ' <, (2.52)

\ oy 7 . n .
ou n est le nombre d’itérations, (m(n)> la contrainte macrosco-

pique calculée a I'étape n et (0,,,) est la contrainte macroscopique
limite pour n — o0. Celle-ci est extrapolée de nos calculs d’apres
la formule empirique

(o ")> = (o) (1 + An®)

m

(A, B sont des parametres de régression non-linéaires).

La Fig. 2.12 montre que la méthode par fonction de Green
discrete GD2 converge plus rapidement que la méthode CG1. La
justesse 1’ tend vers 0 avec une loi de puissance d’exposant —0.25
pour la fonction de Green continue et —1.13 pour la fonction de

Green discrete GD2.

D’une maniere générale, les meilleures performances de la
fonction de Green discrete (GD2) ont été retrouvées pour des
tailles de systeme plus grands dans les milieux périodiques (Ch.
6). Cependant les différences de convergence observées ici sont
moins prononcées dans le cas d’un matériau avec un fort niveau
de désordre, du type de celui évoqué en début de section ou
chaque pixel est aléatoirement un vide ou un milieu élastique-
parfaitement plastique (Ch. 7).
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2.6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit des fonctions de Green
“discretes” pour calculer les propriétés effectives des matériaux
non-linéaires hétérogenes grace a la méthode par FFT. Nous
avons effectué des comparaisons entre les différentes méthodes
de simulation dans le cas d’un réseau périodique de pores 2D
pour une matrice de loi élastique-parfaitement plastique. Les
structures les plus fines des bandes de localisation sont obtenues
avec la méthode par fonction de Green continue. Cependant,
cette derniere produit un “effet de damier” (voir par exemple
I'intérieure de la zone plastique Fig. 2.6) visibles sur les cartes
des zones de déformation plastique. Cet artifice ne disparailt pas
apres le calcul de moyennes locales sur 5 pixels. Ceci peut se ré-
véler incommode pour le calcul sur des petites zones des formes
ou des propriétés de connectivité (par exemple) des zones plas-
tiques, et est définitivement impraticable pour des milieux avec
désordre parfait du type du milieu “pixel”. Dans ces cas au moins,
nous devons recourir a un schéma de discrétisation a droite et
a gauche qui ne préserve pas la symétrie carrée du réseau de
pixels. Une solution consiste a moyenner la fonction de Green et
a utiliser cette moyenne a chaque itération (schéma DG1). Cela
revient a utiliser une fonction de Green non-locale, avec un effet
de diffusion a chaque itération, et aboutit a des champs solutions
flous. Bien que la structure a grande échelle de la localisation
soit préservée, la méthode n’est pas adaptée a 1’étude des ma-
tériaux plastiques parfaitement désordonnés. La procédure qui
nous semble convenir la mieux consiste a calculer parallelement
quatre solutions de symétries complémentaires, puis, a poste-
riori, la moyenne des quatre champs obtenus par chacune des
méthodes restaurent ainsi la symétrie carrée (méthode DG2).
Ceci met en relief des structures de localisation avec zones plas-
tiques bien connectées, tout en préservant la finesse d’'un grand
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nombre de structures de champs localisés a petite échelle. Cepen-
dant, comme le schéma est discrétisé le long des axes de la grille
de pixels, des bandes de localisation rectilignes apparaissent sur
de faibles amplitudes, au détriment de bandes de localisation
de forme arrondie. Les bandes de localisation a petite échelle
sont donc moins marquées qu’avec la fonction de Green conti-
nue dans le réseau 2D de pores. Cependant, des tests de conver-
gence montrent que le gain en précision autorise 'utilisation de
la méthode avec champs symétrisés a posteriori.

De plus, ces comparaisons nous permettent de faire quelques
observations sur la géométrie des structures de localisation dans
le réseau 2D de pores, et de noter le role spécial joué par le point
de déformation ou les zones de déformation plastique incidentes
se rejoignent. A cet instant, le systeme atteint sa contrainte
d’écoulement macroscopique.



Chapitre 3

Solutions exactes pour un
milieu périodique linéaire
fortement anisotrope

3.1 Introduction

Drucker (26) a montré que dans les milieux parfaitement plas-
tiques poreux, en déformation plane, la déformation est confinée
sur des plans de cisaillement allant d’un pore a un pore voisin
ou a une surface libre. Un faible écrouissage a pour effet de dif-
fuser la localisation de la déformation. Ainsi la non-linéarité est
d’ordinaire associée a de fortes hétérogénéités du champ de dé-
formation au sein des phases. D’autre part, dans la limite diluée
en pores, comme il a été mentionné, est observé un compor-
tement non-analytique du seuil plastique effectif, qui varie en
puissance non-entiere de la concentration en vide (27).

Nous montrons dans cette partie, que certains matériaux li-
néaires fortement anisotropes possedent, a 'instar des milieux
parfaitement plastiques, des propriétés de localisation. Le lien
entre anisotropie et plasticité est corroboré par les théories d’ho-
mogénéisation appliquées aux diélectriques (150; 105; 102) ou au
calcul de propriétés de transport élastique/plastique (106; 71;
109; 110; 60). Dans ces théories, un milieu linéaire sous-jacent

59
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est utilisé en qualité de matériau de comparaison afin de prédire,
au moyen d’une théorie d’homogénéisation linéaire, le compor-
tement effectif d’'un milieu non-linéaire. Les meilleurs résultats
sont obtenus lorsque le matériau de comparaison est anisotrope.
L’anisotropie de ces matériaux est déterminée de maniere com-
patible avec les valeurs moyennes des champs et les variances
dans chaque phase du composite (102; 109; 109). La “nouvelle
méthode” de la théorie du second-ordre prédit pour un réseau
désordonné de cylindres poreux en déformation plane une pre-
micre correction en ~ f%/% en fonction de la porosité f du milieu
(110). Cet exposant est calculé en utilisant la théorie de Hashin-
Shtrikman pour I’homogénéisation du matériau linéaire, et le
matériau linéaire de comparaison correspondant a la plasticité
parfaite est un matériau avec anisotropie “infinie” (rapport des
modules de cisaillement nul ou infini). Puisque la théorie d’ho-
mogénéisation non-linéaire hérite d’un exposant non-entier par
I'intermédiaire d’un matériau linéaire anisotrope sous-jacent, dé-
terminé de maniere cohérente avec les fluctuations, une question
naturelle concerne les propriétés de “localisation” de la théo-
rie linéaire elle-méme, et ses relations avec les éventuelles non-
analyticités des modules élastiques effectifs de cisaillement dans
la limite diluée. Le plus souvent, les fortes non-linéarités sont
dans ces théories associées a une forte anisotropie du matériau
de comparaison. Dans le probleme étudié ici, nous considérons
un réseau carré de pores en deux dimensions. La loi élastique
dans la matrice est, dans un sens explicité plus loin, la limite
maximale d’anisotropie d’une classe de matériaux associés au
milieu plastique. La matrice est infiniment souple ou raide dans
une direction parallele aux directions du réseau de pores ou a
45" de celles-ci. Les modules effectifs de la structure sont calculés
a partir des solutions completes des champs, en fonction de la
porosité. Nous attachons une attention particuliere a la limite
de milieu dilué en pore et aux non-analyticités des lois effectives.
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Ces solutions completes nous permettent également de dis-
cuter des singularités (divergences locales ou discontinuités) des
champs de déformation, de contrainte et de déplacement. Enfin
nous calculons les distributions des champs avec une attention
particuliere sur les singularités de type Van Hove, ainsi que le
comportement de la microstructure dans le limite de cylindres
tres proches.

Au chapitre 4, cette étude est étendue a un ensemble plus gé-
néral de matériaux linéaires anisotropes étudiés numériquement
et par le biais d’une théorie d’homogénéisation spécifique aux
milieux périodiques. Les résultats obtenus sont comparés aux
solutions exactes développées dans ce chapitre.

3.2 Limite diluée et milieux linéaires

Deux classes essentielles de milieux sont d’ordinaire consi-
dérées dans les études (voir (131), (84) et références contenues
dans ces ouvrages) : les milieux désordonnés, ot les constituants
fluctuent a la fois en position et en composition, ou les milieux
périodiques composés d'une cellule élémentaire (une inclusion
plongée dans une matrice) répliquée dans tout le plan ou vo-
lume. Les matériaux périodiques fournissent un matériau dont
la géométrie est completement déterminée. Ainsi dans la pra-
tique, ils permettent de comparer les théories d’homogénéisation
non-linéaires a des résultats exacts (conductivité effective d’un
réseau de spheres, Rayleigh, 1892), a I’approche par “premier
principe” (130) ou aux méthodes numériques par FFT (81; 82).

Les développements au premier ordre des modules élastiques
effectifs k et p dans la limite diluée (concentration en inclusions
f — 0) pour un milieu linéaire isotrope furent pour la premiere
fois calculés par Bruggeman (1937), Dewey (1947), et Eshelby
(1957). Ces résultats d’ordre a “un corps” sont exacts pour des
inclusions sphériques et dans des structures désordonnées en par-
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ticulier.

Le milieu périodique linéaire en trois dimensions (3D) avec
inclusions sphériques a pour la premiere fois été étudié dans le
contexte de la conductivité par Rayleigh en 1892 (pour des dé-
veloppements ultérieurs, voir (114; 54)). Le développement par
méthode des multipoles introduite par Rayleigh compare le dé-
veloppement en harmoniques sphériques du potentiel électrosta-
tique d’une inclusion avec celui des contributions des inclusions
alentour (79; 25; 124). Il a été par la suite modifié (74) en un
outil de prédiction précis dont un aboutissement est notamment
une méthode de résolution numérique du probleme. Des déve-
loppements explicites de la conductivité effective dans la limite
diluée, en fonction de la concentration en spheres f, pour di-
vers réseaux cubiques, ont également été calculés (McPhedran
et McKenzie, 1978 ; McKenzie, McPhedran et Derrick, 1978).
Comme cela a été remarqué par Sangani et Acrivos (1982), tous
les termes multipoles n’ont pas été pris en compte dans ce der-
nier travail, et une formule définitive a été trouvée par Cheng et
Torquato (1997).

Les problemes de perméabilité magnétique ont été considé-
rés par Lam (1986). Dans le cas d’un réseau périodique 2D de
cylindres conducteurs, des travaux importants ont été menés,
voir entre autres (55; 104; 75). L’une des caractéristiques les
plus remarquables de ces résultats est que les formules expli-
cites disponibles contiennent des puissances non-entieres de f
en 3D. Ceci provient du fait que ces solutions utilisent un dé-
veloppement en la distance radiale des potentiels dans toutes
les puissance ' de la distance r du centre d’une sphere. Ceci
implique en principe que toutes les puissances du rayon a de la
sphere interviennent et & leur tour les puissances de f1/¢ (ou d
est la dimension spatiale) sont en générale, requises. Cependant,
en fonction des symétries du réseau, seuls certains des multipoles
[ sont “sélectionnés”. Ainsi, pour le réseau cubique simple 3D a
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faces centrées, la premiere puissance non triviale dans la limite
diluée de la conductivité est un terme en f1%3. Ceci démontre
que les développements limités dans la limite diluée sont en gé-
néral non analytiques en f = 0. Dans le cas 2D, seules des
puissances entieres de f apparaissent dans les développements
de (104) pour des réseaux carrés et hexagonaux.

Le probleme périodique élastique linéaire du méme ordre est
plus complexe, et a été étudié notamment dans (93; 94; 59; 130;
118; 136; 21; 20; 16). La plupart de ces références concernent des
méthodes de calcul génériques et leurs applications, et ne s’at-
tachent pas en particulier a des développements dans la limite
diluée. Cependant, le cas d’'un réseau périodique de cylindres
longs dans une matrice a été traité par le développement en
multipoles dans (76). Des renforts élastiques en 3 dimensions
par différents réseaux cubiques de spheres rigides ont été consi-
dérés dans (96) en utilisant une méthode d’intégrale de surface.
Les développements limités dans la limite diluée des trois mo-
dules élastiques du milieu effectif avec symétrie cubique incluent
un terme d’exposant fractionnel O(f%3) (voir aussi (131)). La
méthode par multipoles a depuis été étendue pour traiter numé-
riquement des systemes avec un grand nombre de particules.

Enfin, le probleme élastique a également abouti a un exemple
de matériau désordonné avec des développements non-analytiques
dans la limite diluée. Le schéma “auto-cohérent” de Christensen
et Lo (18; 19) s’applique de maniere approchée (47) au milieu
de Hashin (Hashin et Shtrikman, 1962) en deux ou trois dimen-
sions. Ce milieu infini est formé d’un empilement d’inclusions
sphériques de toute taille, chaque inclusion étant formée de deux
phases dont 1'une est située a l'intérieur d’une sphere plus pe-
tite, le rapport des rayons entre les deux spheres étant constant.
Ce milieu possede un certain niveau de désordre, I’arrangement
exact des spheres étant indifférent. Le développement de la for-
mule donnée par Christensen et Lo fait apparaitre un premier
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terme singulier & I'ordre /3 pour le module effectif en cisaille-
ment dans la limite diluée en dimension 3 (aucun exposant non-
entier n’apparait en dimension 2).

Pour conclure cette partie, les résultats exacts sur un réseau
ainsi que dans le milieu de Christensen et Lo montrent que les
multipoles d’ordre élevés (i.e. les interactions d’une inclusion
avec son environnement) sont responsables de la non-analyticité
observée dans la limite diluée. La microstructure joue un role
dans la détermination des puissances de f retenues. Les expo-
sants non-entiers rencontrés dans les problemes de mécanique et
de conductivité sont des termes d’ordre plus grand que f* dans
la limite diluée. Ainsi, I’exposant observé dans le contexte de la
localisation plastique est d’une nature différente. Il nous semble
qu’une des indications les plus explicites de ce phénomene réside
dans les calculs par analyse limite de Drucker (27).

3.3 Organisation du chapitre

Les lois constitutives, les modes de chargement et les nota-
tions sont définis dans la Sec. 3.4. La matrice au sein du compo-
site est compressible et possede des propriétés d’anisotropie en
cisaillement. Deux limites particulieres d’anisotropie infinies qui
aboutissent a des résultats exacts sont par la suite examinées
(Sec. 3.5 et 3.6). Pour chacune de ces limites, des chargements
en cisaillement simple, en cisaillement pur et un chargement axi-
symétrique sont considérés, et les solutions données dans chaque
cas (pour certains chargements, seule la limite d’'un milieu in-
compressible est prise en compte; c’est la limite la plus perti-
nente pour la plasticité). Notons que ces problemes sont des cas
limites particuliers de matériaux linéaires de comparaison pour
les théories d’homogénéisation des milieux non-linéaires.

Les modules effectifs et leur développement en limite diluée,
ainsi que les moyennes par phase et variances des champs de dé-
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formation et de contraintes sont calculés dans chaque cas. Une
maniere simple de condenser les informations contenues dans
les solutions est de les exprimer en terme de distribution des
champs, qui peuvent en principe étre directement utilisées pour
le calcul des modules effectifs (Pellegrini, 2001) ou les moments
des champs. Les extrema locaux et les points de selle dans les
cartes des champs induisent des singularités dans leurs densi-
tés de probabilité comme par exemple des divergences en loi de
puissance, en loi logarithmique ou des discontinuités similaires a
celles observées pour les densités d’état d’un cristal (Van Hove
1953 ; Abrikosov, Campuzano et Gofron, 1993). Ces singularités
sont examinées dans le contexte des résultats exacts présentés
dans cette partie. De plus, le fait que les variances de certaines
composantes des champs soient infinies pour certains modes de
chargement peut étre corrélé aux propriétés de localisation ob-
servées dans les cartes des champs.

3.4 Cadre du probleme

3.4.1 Loi constitutive

Nous considérons un matériau biphasé périodique dont la cel-
lule unité est de taille L, constitué d’'une matrice de loi linéaire-
élastique (phase a = 1), et contenant en son sein une inclu-
sion dont la forme géométrique est un disque de rayon a (phase
a = 2). La porosité est définie comme la concentration volu-
mique de pores f = w(a/L)% La valeur de la concentration
lorsque tous les disques se rejoignent est f, = w/4 ~ 0.78, ou
a = L/2. La cellule unité est le carré [—L/2, L /2] x [-L/2,L/2].
Des axes de référence cartésiens Ox, Oy sont définis comme in-
diqué Fig. (3.1a), de sorte que le centre du disque se trouve
au point (z,y) = (0,0). Par la suite, toutes les longueurs sont
redimensionnées par L et on fixe L = 1.
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Le tenseur de déformation ¢;; dérive d'un champ de dépla-
cement vectoriel u (on fait I’hypothese de petites perturbations

[hpp]) et le tenseur des contraintes obéit a la condition d’équi-
libre :

Eij = (aluj —+ 8jul)/2, 8@'01']' = 0. (31)

En 2D, (3.1) prend la forme :

Epzr = Oplly, Eyy = Oyly, (3.2a)
Exy = (Opuy + Oyuy)/2, (3.2b)
0p0y + 0y = 0, Oyoyy + 0,04y = 0. (3.2¢)

Le milieu périodique linéaire obéit a la relation constitutive
o(x) = L(x) : e(x), ou L(x) est le tenseur d’élasticité au point
x de composantes L;;(x). Dans les vides, L(x) = 0, de sorte
que o = 0 et la déformation est indéterminée (tout prolon-
gement admissible qui se raccorde aux bords de l'inclusion est
solution). Seule la moyenne volumique du champ de déforma-
tion dans les pores ne dépend que des valeurs du champ aux
bords des pores! et est physiquement significative. La loi dans
la matrice est un mélange de deux types de milieux anisotropes
élémentaires : (i) le milieu de type 0 (Fig. 3.1b), ou les “fibres”
(les directions propres d’anisotropie) sont alignées avec les axes
de référence; (ii) le milieu de type 45, ou les fibres sont tournées
de 45° par rapport aux axes de référence (Fig. 3.1c¢). Dans la
matrice, L(x) = L), de composantes
o (3.3)
ol k est le module de compression, A et u les modules aniso-
tropes de cisaillement plan, et ol les opérateurs J, E(©), E®)

7

LY = 26 Jija + 2AE)

Isi la déformation € est continue dans ’inclusion V', sa moyenne volumique ne dépend
par le théoréme de Green que du champ de déplacement aux bords de l'inclusion (noté

8‘/)7 par exemple <€zz>V = (1/f) fav dyug et <€my>V = (1/f) fav(dyuy - dxuz)
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sont des projecteurs mutuellement orthogonaux de composantes
(sans sommation sur les indices répétés) :

Jide = (1/2)5zj5kla (34&)
EY = (1/2)(1 - 6)(1 — 6), (3.4D)
B = 8 0u(0n —1/2) (3.4¢)

En terme des composantes des tenseurs de contrainte et de dé-
formation, la loi constitutive s’écrit :

Opy = 2\ Eqy, (O2z —0yy) = 20(Epp — E4y), O = 2K Epy.
(3.5)

Nous introduisons le rapport d’anisotropie ¢ et le module élas-
tique normalisé m :

= )\p, m = p/kK. (3.6)

Par la suite, nous considérons seulement les limites de fortes
anisotropie £ = 0 et £ = +00.

La loi constitutive macroscopique du milieu poreux pério-
dique a la méme forme que la loi microscopique au sein de la
matrice :

Lojjp = 2k0 Jijr + 20 EZ(jOLl + 20 E-(%i)l, (3.7)

7

Les modules effectifs Ay, pg et kp sont calculés exactement par
les moyennes des champs de déformation et de contrainte pour
un mode de chargement convenable :

() =Lo: (e). (3.8)

3.4.2 Chargement appliqué

1 0

0 _1> and €gg =

Nous introduisons les tenseurs epg = (

01 ‘Yo , :
( 10 ) Un tenseur symétrique a, tel que la déformation ou la
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contrainte, peut étre écrit en 2D

1
a= aml-l—E(am—ayy) eps+ayy ess = ay | +apseps+assegs.

(3.9)

Dans le premier terme, a,, = (ay,+a,,)/2 est le tenseur moyen et
| est la matrice identité 2 x 2. Nous appelons de maniere conven-
tionnelle composantes en cisaillement pur (PS) et cisaillement
simple (SS) respectivement les second et troisieme termes du
tenseur. Leur vecteurs propres sont reliés les uns aux autres par
une rotation de 45°. Soit :

J:a= aml, E(O) .d =dasse€gs, E(45) .d = aps€pgs.
D’apres ces notations,
0ss — 2\ £ss, ops — 2,u EPS. (3.10)

Ainsi: (i) lorsque £ = 0 (i.e. A = 0 ou u = 00) le milieu est souple
pour les chargements SS, et résistant pour les chargements PS;
(ii) lorsque ¢ = oo (i.e. A = oo or u = 0) le milieu est souple
pour les chargements PS, et résistant pour les chargements SS.
Les modes SS et PS sont représentés par les fleches Fig. 3.1b
et 3.1c, respectivement. Avec le chargement isotrope en “pres-
sion”, les trois modes seront considérés séparément par la suite.
Ainsi, 'une seulement des trois composantes (esg), (€pg) ou ()
(resp. {(oss), (ops) ou {(oy)) est non nulle. Ici, les symboles (-)
représentent la moyenne sur le plan entier. Nous notons cette
mesure scalaire de chargement par gy (resp. 0p). Nous appelle-
rons transverse toute composante “orthogonale” au chargement
appliqué. La moyenne volumique d’une composante transverse
est nécessairement nulle.

Par souci de clarté, nous détaillons ici les correspondances
entre les modes de chargement et les propriétés d’anisotropie du
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matériau. Considérons par exemple la limite £ = \/u — 0; elle
peut-étre obtenue pour deux types différents de matériaux :

A — 0, >0, (matériau 1),

or L — 00, A < 00, (matériau 2).

Nous recherchons des solutions en déformation et contrainte qui
soient finies presque partout (i.e. excepté sur des points ou des
lignes dans le plan). En particulier, cpg = 2u epg est fini presque
partout : ainsi epg = 0 presque partout pour le matériau 2.
De méme g5 = og5/(2\) est fini presque partout, et ogg =
0 presque partout pour le matériau 1. Ainsi le matériau 1 est
infiniment souple dans la direction SS (et peut étre chargé dans
la direction PS) tandis que le matériau 2 est infiniment rigide
dans la direction PS (et peut étre chargé dans la direction SS).
Des considérations similaires s’appliquent au cas £ = co. En fin
de compte, nous obtenons les correspondances suivantes entre
les propriétés d’anisotropie et les modes de chargement :

(=0, chargement PS < A =0,

(=0, chargement SS < = oo,
! = o0, chargement SS <« =0,
= o0, chargement PS <+ A= 0.
Pour un chargement axisymétrique, les deux matériaux A = 0

et = oo (resp. A = oo et u = 0) sont considérés lorsque £ = 0
(resp. £ = 00).

3.4.3 Correspondance avec le milieu plastique

Nous donnons ici la correspondance entre le matériau linéaire
anisotrope étudié et un milieu parfaitement plastique (ici dé-
pourvu de régime linéaire) de loi :

o = 2kenl + 2y—05’,

e
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ou l'on a utilisé les mémes notations qu’en 2.11. Dans le cadre
du réseau carré de pores, les directions principales d’anisotropie
du milieu périodique sont ici “alignées” avec le faisceau dense des
lignes du réseau. Localement, cette loi se comporte comme une
loi linéaire anisotrope de forme générale :

802']'

Yo 45 0
(X) = 2k Jij,kl + F(X) {Ez‘S(X)Ei(j,k)l + 5?3S(X)Ei(j,)kl

~2e55(X)eps () Bl | (3.11)

Oepi

ot E(©45) egt, le tenseur mixte reliant les composantes en cisaille-

ment pur et simple, et qui vérifie EO%) : a = apgegs + agseps

ou encore
El(jo’ff) = 5kl(1 — 52])(5k1 — 1/2> + 513(1 - 5kl)(5zl - 1/2> (312)

0,45) 45)

Le tenseur E! est orthogonal avec les tenseurs E(0) et E*5)
mais n’est pas pris en compte dans cette étude. Cette restriction
est justifiée dans I'optique d’une application a la plasticité par le
fait qu’elle est conforme aux symétries du milieu périodique. En
effet, pour le milieu plastique, une déformation macroscopique
en cisaillement simple ne produit pas de contrainte macrosco-
pique dans une direction transverse et vice-versa. C’est de plus
une simplification qui est faite dans les applications de la théorie
d’homogénéisation non-linéaire du “second-ordre” (144).

3.4.4 Moyennes, variances et champs de distributions

Pour chaque mode de chargement en cisaillement simple, pur
ou en chargement axisymétrique, nous définissons les moyennes
normalisées du champ de déformation et de contrainte dans la
matrice (« = 1) ou le long des bords des pores (« = 2) par :

M9(e,) = (e w/co,  M9(0.) = (0) /00, (3.13)
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ou I'index z désigne n’importe laquelle des composantes SS, P.S
ou m. A l'aide de ces notations, nous définissons les variances
des champs dans la matrice :

d%@;z¢@> — (e=)3 /0. (3.14a)
cm@gz\M@m—@%M%. (3.14D)

De méme, la densité de probabilité (i.e. les histogrammes) de la
composante z du tenseur de déformation dans la partie M de la

matrice contenue a l'intérieur de la cellule unité s’écrivent :

P(t) = 1_f/d<%2 9, (3.15)

ou ¢ est la distribution de Dirac. Des définitions similaires s’ap-
pliquent pour les distributions P, des composantes du tenseur
des contraintes. En terme de P,

Mm@>:uﬁ@/uugm
CW(e)) = (1/20)? U dt 2 Paz(t)] — MW (e,)?

3.4.5 Partie périodique du champ de déplacement

Nous introduisons la partie périodique u* du champ de dé-
placement de moyenne nulle :

u' =u-— (¢) - x. (3.16)

En utilisant le champ de déplacement périodique, les équations
(3.2a) deviennent :

Ere = (Egu) + O, (3.17a)
Eyy = (Eyy) + Oyuy, (3.17b)
Ery = (Euy) + (Oruy, + Oyuy) /2. (3.17¢)
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Selon le mode de chargement considéré, les composantes egg,
£ps, €m €t 0gg, ops, o, et les champs de déplacement u, u* vé-
rifient un ensemble de propriétés de symétrie que nous donnons
ci-dessous.

3.4.6 Propriétés de symétrie des champs de déforma-
tion, de contrainte et de déplacement

Les propriétés de symétrie suivantes s’appliquent pour les ten-
seurs de déformation et de contrainte a = € ou a = o et les
champs vectoriels de déplacement et de déplacement périodique
v=uouv=u*(i=uxv):

— Pour un chargement PS (cisaillement pur) :

v, y) = —v(—w,y) :vgc(x —y), (3.18a)
vy(,y) = vyl—z,y) = —v(z,—y), (3.18b)
va(T,y) = —vy(y,x), (3.18c¢)
ai(z,y) = ai(—z,y) = ai(z, —y), (3.18d)
age(2,y) = —ayy(y, x), (3.18¢)
Uoy(2,Y) = —oy(—2,Yy) = =gy (v, —Y), (3.18f)
Ary(,y) = —azy(y, 2); (3.18g)
— Pour un chargement SS (cisaillement simple) :
v, y) = ve(—a,y) = —va(, —y), (3.19a)
vy, y) = —vy(—z,y) = vy(z, —y), (3.19D)
ve(T,y) = vyy, @), (3.19¢)
aii(z,y) = —ay(—z,y) = —au(x, —y), (3.19d)
e (2,y) = ayy(y, ), (3.19€)
Clxy(:z:,y) = aa?y(_xay):a:cy(ﬂf, —y), (3.19f)
ry(T,y) = ayy(y, 2); (3.19g)
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— Pour un chargement azxisymétrique : :

v, y) = —ve(—w,y) = v, —y), (3.20a)
vy(x,y) = vy(—x,y) = —vy(z, —y), (3.20Db)
v(T,y) = vy(y, ), (3.20¢)
ai(r,y) = ai(—,y) = au(r, —y), (3.20d)
oo (T,y) = ayy(y, x), (3.20¢)
ary(7,y) = —amy(=2,y) = —azy(z, —y), (3.20f)
ey (T, y) = agy(y, ). (3.20g)

Ces relations découlent de 1’observation que le matériau ani-
sotrope périodique obéit aux symétries du carré. De plus en ci-
saillement pur, changer le signe du chargement revient a échan-
ger x et y (I’anisotropie est conservée), tandis qu’en cisaillement
simple la déformation et la contrainte sont inchangées apres
échange de = < y.

O
O

(a)

O
O OO
O

O
O

Fia. 3.1 - A gauche, milieu poreux périodique avec cellule unité et axes de
références (a). A droite, cellule unité avec (b) fibres de type 0 et (c) fibres de
types 45. Les fleches en noir indiquent les directions propres de chargement :
cisaillement simple (SS) pour (b) et cisaillement pur (PS) pour (c).Voir texte
p. 65.
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Fi1G. 3.2 — Structures caractéristiques des champs de déformation et de
contrainte dans la cellule unité dans des situations d’anisotropie tres grande.
Figure (a) : paysage des champs pour £ = 0; figure (b) : paysage pour ¢ = oo.
Les symboles représentent : V = vide; B, C, D = zones avec bandes de loca-
lisation dans la matrice. Les bandes de localisation se croisent loin des vides
dans la zone (C) et a coté du vide dans (D) ; A = reste de la matrice. Ainsi le
cas { = oo se distingue du cas £ = 0 par la présence de la zone supplémentaire
(C) ou les bandes se croisent. Voir texte p. 75.
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3.5 Matériau avec rapport d’anisotropie ¢ = (0

3.5.1 Chargement en cisaillement pur

Nous suivons les remarques faites en Sec. 3.4.2 et supposons
dans cette section que ¢ = 0 avec A = 0, et qu'un chargement
en contrainte oy est appliqué dans la direction de cisaillement
pur (alternativement, le cas d’un chargement en déformation
appliquée est traité en Sec. 3.5.1).

Champs de contrainte

D’apres (3.5), A = 0 implique o35 = 04, = 0. Les équations
(3.2¢) d’équilibre des contraintes aboutissent dans toute la cel-
lule unité a :

or(T,y) = 9(y),  oy(z,y) = —g(2), (3.21)

ou g est une fonction 1-periodique inconnue (la symétrie 3.18 a
été utilisée), de sorte que :

ops = [g9(z)+ 9(y)]/2, (3.22a)
om = [9(y) —g(x)]/2. (3.22b)

La structure de cette solution dans la cellule unité est plus fa-
cilement saisie si I'on se réfere a la Fig. 3.2(a) ou les différentes
parties de la matrice sont divisées en trois zones (A), (B), et
(D). A cause du vide, g(z) = 0 pour z € [—a, a]. Ceci réduit les
expressions de la contrainte a : opg = g(x)/2 ou ¢g(y)/2 dans la
zone (B), ops = 0 dans (D), et ops = [g(x) + ¢(y)]/2 dans (A).
Les composantes de la déformation epg et ¢, se déduisent des
relations constitutives (3.22) et (3.5), (3.10). La fonction incon-
nue g est déterminée en minimisant I’énergie élastique totale W
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du systeme sur la cellule unité :

1
W = §/d2xs:a,

1
- odg(x,y) de dy + — o (z,y) dz dy,

4/{ 1 1
—3STYS3

_ (ﬁ‘l‘i) /algz(x)zdx+2<ﬁ—i> [/alg(w)dwr

La minimisation fonctionnelle de cette intégrale par rapport a g
sous la contrainte

1/2
(ops) = 09 = 2 / o) d (3.23)

donne ¢g(x) = 0¢/(1 — 2a) pour x € [—1/2,—a] U [a, 1/2]. Ceci
détermine completement opg et oy, :

O-PS(xyy) _ 1i02aX(37)—2+_X(y)’ (324&)
o () = 1io2ax(y);x($)_ (3.24b)

ou x(z) est la fonction caractéristique du domaine [—1/2, —a] U
[a, 1/2]. Exprimé en terme de la fonction caractéristique sur 1'in-
tervalle |71, 23], que nous notons 0, ,,)(2), celle-ci s’écrit x(z) =
1 — 0_q,q (7). Notons que sans la condition de minimisation de
I’énergie, il existe une infinité de solutions pour le champ de
contrainte. La minimisation de I’énergie (qui suppose une cer-
taine régularité des champs) permet de retrouver la solution li-
mite lorsque le rapport d’anisotropie £ — 0 (ce point est abordé
plus loin au Ch. 4).

Champ de déformation

En utilisant les Eqgs. (3.24), la déformation moyenne et la
composante en cisaillement pur de la déformation e, et epg sont
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respectivement, pour (z,y) dans la matrice :

em(@,y) = %1_IQQX(?J);X($), (3.25a)

oo 1 x(@)+x(y)
= — .25b
ers(,y) 2u1 — 2a 2 ’ (3:25b)

tandis que £gg reste inconnu.

Nous nous attachons maintenant a la relation entre og et &¢.
Pour calculer g, il est nécessaire de revenir au champ dépla-
cement u*(x,y). Les expressions des composantes parallele et
moyenne de la déformation (3.25) prennent de maniere équiva-
lente la forme :

1 oy (1—m)x(z)+ (1+m)x(y)

Er(T,y) = 5.1 2a 5 (3.26a)
el y) = il_—oga 1+ m) x{z) ; L= m)XW) (5 561)

ou m est défini comme indiqué dans (3.6). En cisaillement pur
I'Eq. (3.17) implique

OyUy = Ezz — €0, (3.27a)
Oyu,, = €y, + €0 (3.27b)

Nous remarquons que la composante du champ de déplacement
u;, (resp. u;) est impaire et 1-périodique en z (resp. y, voir Eq.
3.18). Ceci requiert que le champ de déplacement est partout
tangent au bord de la cellule élémentaire : ui(£1/2,-) = 0 et

u; (-, £1/2) = 0. Ainsi les Eqgs. (3.27) sont intégrées par :

iy = [ & Eutey) - ), (3.280)
1/2
Yy

i (z,y) = // Ay [y, y) + 0] (3.28b)
1/2
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De plus, la condition de périodicité u’(—1/2,-) = 0 donne, avec
I'Eq. (3.28a) :

1/2
/_1/2 dz [e42(z,y) — 0] = 0. (3.29)

Puisque le champ de déformation est connu dans la matrice uni-
quement, nous choisissons par exemple y = 1/2 dans (3.29) et en
substituant dans (3.26a) nous obtenons la relation désirée entre
o)) et o -

~2u(1 — 2a)
14+ (m—1)

ol an (330)
(par symétrie, la méme relation est obtenue en utilisant (3.28b)
et la condition u;(—1/2,-) = 0). La déformation locale est en-
suite déterminée par (3.26) en terme de la déformation macro-
scopique €.

La seule composante inconnue de la déformation est le champ
transverse €,,. En utilisant (3.2a) et les expressions de u} et u,
obtenues dans (3.28), il vient ((z,y) € matrice) :

Eay(T,y) = ! /:C dx'ﬁg (', y) + /v d 'ig (2,9)
xy 7y - 2 1/2 ay Tx 7y 1/2 y (9.1]' yy 7y .
(3.31)

En substituant dans ces équations I’expression des solutions (3.26),
les intégrales sont calculées le long de chemins contenus dans la
matrice et dans le domaine [0,1/2]? (par exemple si 0 < y < a,
I'intégration sur z’ est faite pour y/a? — y?> < x < 1/2). En fai-
sant appel aux relations de symétrie (z,y) — (—z,y), (z,y) —
(x,—y) et (z,y) — (—z,—y) et a la condition de périodicité
nous étendons dans un premier temps ces résultats dans la cel-
lule unité puis dans le plan complet.

Nous détaillons ici les calculs relatifs au quadrant droit-haut.
Les composantes €,, et ,, ¢tant constantes par morceau, le
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champ transverse €,, est nul sauf le long de lignes droites qui
constituent la frontieére entre les zones (A) et (B) et entre (B)
et (D), voir Fig. 3.2(a). Le long d’une frontiere parallele a I'axes
des z, la dérivée partielle selon x du champ de déformation €,
donne 0, tandis que sur une frontiere normale a I’axes des z, par
exemple a xp, la méme dérivée donne une singularité en distri-
bution de Dirac de type |y|d(x —xp), ou |y] est le saut au point
(xg,y) sur la frontiere. Ce saut, constant le long des frontieres
séparant (A) de (B) ou (B) de (D), est calculé par exemple en
y = 1/2. En intégrant ensuite en 3y’ selon la direction parallele
a la frontiere (y), la seconde intégrale dans (3.31) aboutit a une
expression proportionnelle a (y — 1/2)d(x — xg). En regroupant
les contributions des deux lignes sur les frontieres du quadrant
droit-haut, nous arrivons a :

i = S (o= Do

~(v-3)de-n).

(z,y) € matrice N [0, 1/2]13.32)

En introduisant la partie fractionnaire F'(z) = = — [z], ou [z]
est la partie entiere de z, et la distribution de Dirac périodisée
o(r) = 7 0(z — p), le résultat final dans le plan complet
s’écrit, :

nled) = o (2P 1w — o) = 5y + )
— [2F(y) — 1)[6(z — a) — 6(z + a)]}, (3.33)

Cette expression est localisée sur les quatre lignes de frontiere
de la cellule unité. De plus, des points singuliers particuliers ou
points chauds, apparaissent : a cause de la partie fractionnaire,
le saut de ¢,, se produit aux points (z,y) = (%a,0) et (0, %a)
ou les lignes de frontiere sont tangentes aux bords du vide : par
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exemple, pour y ~ a,

Exy(T,y) = —signx@ L+ m
81+ (m—1)a

Nous examinons maintenant ces points chauds plus en détail en

étudiant le champ de déplacement.

dy — a). (3.34)

Champs de déplacement et “points chauds”

Le champ de déplacement réduit correspondant au champ
de déformation calculé plus haut est déduit de (3.28) par des
techniques similaires :
€0

Uy (z,y) = 1+(m_1)a([><(y) —1]
[1+m(a—1/2)+F(x)—a]
=) {F (@) = XX e ) - 12
+(1 — a)l_TX(x)[l +x(z—a) — x(x+ a)]}>(3.35)
wy(ey) = i) (3.36)

En se référant de nouveau a la Fig. 3.2(a), il s’agit d’une fonction
linéaire de x, y dans chacune des zones (A), (B) et (D). Le long
des frontieres entre les zones (A) et (B) ou entre (B) et (D),
sa composante normale a la frontiere est continue. Cependant
la composante du déplacement tangente a la frontiere entre les
zones (A) et (B) et entre (B) et (D) est elle discontinue, ce qui
montre que le matériau subit un glissement sur les lignes de
frontiere entre ces régions. Par exemple pour a < z < 1/2—a et
des deux cotés de la ligne y = a, nous avons avec 0(x) la fonction
de Heaviside,

r—1/2
1+ (m—1)a

(1= mja— g0y

U;(ZE, y) =<0
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(3.37)

Le saut de déformation sur ces points chauds identifié dans la
section précédente peut étre mis en relation avec l'expression
suivante de u dans la zone D :

sign(x
u(r,y) =u < —iig(n()y) > , —a <,y <a, (3.38)
ol
g0 l+4+m
= : 3.39
T (m—1)a (3.39)

Nous rappelons bien que cette expression incomplete est valide
pour —a < z,y < a seulement, de sorte que la singularité de e,
dans ’Eq. (3.34), située strictement sur le bord du pore, n’est
pas retrouvée par le calcul d’une dérivée. Il ressort de (3.38) que
le déplacement est constant, mis a part des changements d’orien-
tation, dans les quatre parties disjointes de la zone D, et que les
points chauds sont des régions de séparation abrupte de la ma-
trice (aux points (z,y) = (0,%£a) pour g > 0) ou a l'inverse
d’écrasement (aux points (z,y) = (%a,0)). La structure de la
configuration apres déformation déduite de la solution complete
de u*(x,y) est schématisée Fig. 3.3 : de maniere générale, la dé-
formation se produit essentiellement par glissement de blocs. Les
points chauds se trouvent dans les régions entourées d’anneaux
en ellipse sur la figure (blanc pour les points de séparation de la
matiere ; gris sombre pour les points d’écrasement de celle-ci).
La figure rend évidente la génération par un schéma de glisse-
ment de blocs de quatre vides carrés (en noir), aux quatre points
(z,y) = (£a, £a) ou les frontieres des zones se croisent dans la
cellule unité (notons que la figure est dessinée pour m = 1, qui
correspond a une valeur spéciale du module de compressibilité
k = p pour lequel le phénomene est le plus spectaculaire). Plus
précisément, dans le voisinage immédiat de chacun de ces points
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quatre régions se distinguent dans lesquelles le vecteur champ de
déplacement prend des valeurs distinctes. Par exemple, a coté
du point (z,y) = (a,a) :

w*(a*,at) = (“0 ) u*(a+,a_)<uO+Au>,(3.40)

—Uy —Uy
u(a,at) = ( lf’uO CAw ) , (3.41)
wa",a") = ( %iouj —AZU ) . (3.42)

oll a™ est la limite ¢ — 0 aux valeurs a % €, et ol

u = eos f(;ﬁ)i)a(a ~1/2), (3.43)
Au = %(111”27211 21)_aa) > 0. (3.44)

La quantité Au représente le coté du vide carré, au premier ordre
en £9. Dans le cas spécial m = 1 de la Fig. 3.3, le champ de dé-
placement périodique s’annule strictement dans la zone (A), et
est aligné avec I'axe des x ou 'axe des y dans la zone B. Ces
résultats ont été confirmés par des calculs numériques par trans-
formée de Fourier rapide de H. Moulinec et P. Suquet, entrepris
au Ch. (4), et d’excellent accords ont été trouvés pour de grandes
valeurs de I’anisotropie (de 1'ordre de £ = 10~ lorsque f ~ 0.1).
Un exemple de calcul FF'T est donné en Fig. 3.4.

Une remarque supplémentaire nous fait observer qu’au pre-
mier ordre non-trivial en gy, 'aire de la déformée de la cellule
unité est 1 — &2 (elle est compressée en une longueur 1 — g dans
la direction y et 14¢( dans la direction x), tandis que la concen-
tration en pores dans le milieu périodique déformé est, en terme
de V aire de I'inclusion apres déformation, f' = V/(1—¢2). Nous
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obtenons :
a Va2—z2
V = 4Au? + 4uy(a — uy) + 4/ d:z:/ dy. (3.45)
U1l 0

Le premier terme tient compte des quatre vides carrés, le se-
cond des zones ou la matiere se sépare, et les bornes du troi-
sieme évitent de compter doublement les zones ou le vide est
“comprimé”. Nous obtenons a la premiere correction en g :

f/_f . (m+1)2<1—\/7r/f)
A _l_ 5
f (V7 + (m — 1)VF]
quantité négative sur son domaine de définition, de sorte que le
volume de vide diminue (le pore est écrasé par le cisaillement ;

il faut noter cependant que ce calcul s’appuie sur une hypothese
de faible perturbation pour 'élasticité). La valeur absolue de

es (f<f) (3.46)

cette correction diverge a mesure que f — 0, est une fonction
décroissante de f pour un rapport de modules élastiques m fixé,
et croit avec m a concentration f fixée jusqu’a une limite cor-
respondant au milieu incompressible. A f = f., elle donne la
valeur indépendante de m, 1 — 1/f. . D’autre part, les condi-
tions de cisaillement rendent cette correction proportionnelle a
g2 (le mode axisymétrique fournit une valeur proportionnelle &
g0 au premier ordre, voir plus loin).

Distributions, moments et module effectif de cisaillement

Les solutions trouvées pour le mode de cisaillement pur sont
constantes par morceaux. Les champs de distributions P(e,) et
P(o,) pour chaque composante de déformation ou de contrainte
définis a (3.15) sont par conséquent une somme de distributions
de type distributions de Dirac, plus des composantes singulieres
particulieres dans le voisinage £, — 400, qui sont directement
liées aux singularités de Dirac des champs. Ces contributions
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spéciales ne peuvent étre prises en compte au travers des dis-
tributions de probabilité a moins d’employer des techniques de
passage a la limite (par exemple au moyen de suites de distri-
butions?) dont 1'usage, moins commode, n’est pas abordé dans
le cadre de cette étude. Ceci peut constituer une limitation de
la description des champs au moyen des distributions, dans les
régimes de forte localisation. Cependant, les premier et second
moments, et le module effectif de cisaillement, peuvent étre di-
rectement calculés en fonction de f grace aux champs solutions.

2ceci s'illustre facilement dans le cas unidimensionnel ; par exemple la fonction géné-

ralisée h(z) = §(x) sur —1/2 < x < 1/2, peut étre remplacée par une suite de fonctions
usuelles telles hy,(x) = n0[_1/p 1/n)(x) (& I'aide de la fonction caractéristique du segment
[-1/n,1/n]) dont les distributions de probabilités sont P, (t) = (1/n)é(t —n) + (1 —
1/n)d(t). Le premier terme est une singularité en U'infini qui ne peut étre prise en compte
par passage a la limite vers une distribution définie pour ¢ < co. Au lieu de cela, les pre-
mier et second moments de la fonction h(t) sont correctement retrouvés par passage a la
limite des premier et second moments ffooo tPy, (t), ffooo t2 Py, (t) pour n — oo. En effet,
ces deux quantités sont définies et convergent bien vers les premier et second moments de
h(z) qui valent 1 et co respectivement.
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Les résultats sont les suivants, avec ¢ =/ f/m < 1/2,

po  1—2¢
; T Tt (m—1)9 (3.47a)

. 1—2¢

M) = T m - ) AT
= MO (e
M®) (epg) = L= U0 f;M (eps).

W)z _ VA =29)[(1+ f)¢ — ] .
e (R cra P (3.47¢)
C(ops) = MﬂCm(sps), (3.47d)

0
C(l)(éss) = 0Q, C(l)(dss) = O, (3.476)

W) — m ¢(1 —2¢)

R 7 A I

Wy ) — ¢
@ iom) \/(1—f)(1—2¢)'

(3.47¢g)

Le caractére infini des variances CY)(e,,) (pour toutes les po-
rosités) de la composante transverse €,, du champ de déforma-
tion est la conséquence directe des singularités de Dirac dans
les champs. La courbe de po(f)/p est tracée Fig. 3.5.1. La sin-
gularité en loi de puissance non entiere a f = 0 du développe-
ment dans la limite diluée, po(f)/p=1—(1+m)(f/m)/>+. ..,
avec pente négative infinie, montre qu’une proportion infinitési-
male de vides induit des effets macroscopiques. Cette situation
rejoint celle attendue pour les milieux plastiques (voir introduc-
tion). Les variances normalisées CV(epg), CW(ey,), O (opg) et
CW(0y) se comportent comme (f /7)Y lorsque f — 0, ce qui
indique qu’elles croissent plus rapidement que f a la différence
d’un milieu linéaire isotrope usuel. Le module effectif s’annule
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a f. =m/4, la fraction volumique correspondant au milieu avec
spheres rapprochées. De plus, a f = f. les moments des com-
posantes de déformation dans la direction du chargement s’an-
nulent dans la matrice (M (epg) = CW(epg) = 0).

Des comparaisons avec le milieu plastique seront discutées
au chapitre (6), cependant nous notons que ces non-analyticités
sont ici retrouvées formellement grace a un calcul exact, qui
montre de maniere non-ambigué le lien qu’elles partagent avec
les phénomenes de localisation.

Pour résumer : lorsque £ =0 et A = 0 et chargement en PS,
ops et epg sont constants par morceau avec une structure par
“glissement de bloc”, tandis que osg = 0 et €gg est constitué
de distributions de Dirac localisées sur les bords des blocs, avec
des sauts aur points de raccordements avec le vide. De plus,
C(l)(ESS) = 00, et [y présente une correction au premier ordre
non nul en ~ f1/2.
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Fi1G. 3.3 — Structure de la déformée de la matrice et champ de déplacement
périodique u* (fleches) pour un matériau avec rapport d’anisotropie ¢ = 0
dans le cas particulier de modules de cisaillement et de compression égaux
(k = ), et avec chargement en déformation en cisaillement pur. Les vides
sont en noir. Le champ u* est exclusivement concentré le long de deux bandes
dont la largeur est égale au diametre du pore. Le champ de déplacement sur
ces bandes s’“aditionne” dans la région du pore (gris sombre) et s’annule dans
les zones gris clair correspondant a la région (A) de la Fig. 3.2a. Cependant,
le champ est non nul dans cette derniere région si k # p. Les ellipses en blanc
(resp. en gris) entourent les points de séparation extréme de la matiere (resp.
les points d’écrasement). Voir texte p. 81.
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F1G. 3.4 — Solution semblable au cas de la Fig. 3.3 dans le cas £ = oo avec
chargement en cisaillement simple avec k = A, calculé numériquement par
transformée de Fourier. Voir texte p. 82.
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F1G. 3.5 — Modules normalisés de cisaillement effectif po/u et A\g/\ en fonc-
tion de la concentration en pore f, pour un matériau incompressible avec
coefficient d’anisotropie £ = A\/u = 0 (haut) et £ = oo (bas). La courbe de
to/ & £ = oo est calculée jusqu'a f = /8 seulement. Voir texte p. 85
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F1a. 3.6 — Module de compression effectif normalisé xo/u (haut), resp. xo/A
(bas), en fonction de la concentration en pores f, pour une matrice incom-
pressible avec rapport d’anisotropie £ = A/u = 0, resp. £ = 0o. Le module
effectif se comporte en inverse de la racine de la concentration f ou 1//f
lorsque f — 0. Voir texte p. 128.
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F1G. 3.7 — Distributions des composantes paralleles au chargement appliqué
(de moyenne non nulle), du champ de contrainte, a concentration en pores
fixée f = 0.1, en cisaillement simple ((ogg) = 1) avec ¢ = 0 (P(oss), ligne
pleine), et en cisaillement pur ((ops) = 1) avec ¢ = 0o (P(ops), pointillés).
Les deux lignes droites verticales a gauche indiquent des composantes en
distributions de Dirac. Les distributions des champs de contrainte en cisaille-
ment simple, ¢/ = co et en mode axisymétrique, £ = 0, consistent uniquement
en des distributions de Dirac et ne sont pas représentées ici. Voir texte p.
104.
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Fi1c. 3.8 — Distributions des composantes transverses au champ appliqué
(de moyenne nulle), du champ de contrainte, & concentration en pores fixée
f = 0.1, en cisaillement simple avec ¢ = 0 (P(ops) ~ P(0,,), ligne pleine),
et en cisaillement pur avec ¢ = oo (P(oss) ~ P(0y,,)), pointillés). Les lignes
verticales indiquent des composantes en distribution de Dirac a ¢ = 0. Voir
texte p. 104.
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F1a. 3.9 — Graphique représentant les solutions gp(2) de (3.53b) en fonction
de z/a avec 0 < z/a < 1 pour des valeurs croissantes du rayon du pore
a = 0.025, 0.0622, 0.124, 0.249, 0.373, 0.435, 0.485, 0.498, 0.4995, 0.499985
(de bas en haut a gauche du graphique). En haut a droite, la courbe gg(0) /g
est tracée en fonction de a. Voir texte p. 103.
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g(az)(L/2-a) e,

0.3k — a=12-2510" -
--- a=1/2-7.6 10°
— - a12-10° 10

0.2

21(1/2-83"

F1a. 3.10 — Graphique représentant les courbes de trois des fonctions gg(z)
pour différentes valeurs de a (comme indiquées sur la Fig.), renormalisées
dans la limite de disque proches a — 1/2 par le terme (1/2 — a)'/? (voir
légendes des axes). Le méme graphique en échelle log-log est visible dans
I’encart en haut a droite. On trouve un comportement de la courbe limite en
loi de puissance, environ y ~ 0.7z~ pour x > 1, tandis qu’'une valeur finie
apparait en x = 0. Voir texte p. 110.
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F1g. 3.11 — champ de déplacement périodique u* = u — gy - x (fleches),
et déformation résultante de la cellule unité (gris) pour un matériau avec
chargement en cisaillement simple et fort rapport d’anisotropie ¢ = 1073,
calculé par FFT. La concentration en vide est f = 0.775 proche de la limite
de spheres empilées f. = w/4 ~ 0.785. La direction du champ de déplacement

change brutalement en y = 1/2, x = 0, en accord avec la solution exacte pour
k = 0. Voir texte p. 112.
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3.5.2 Chargement en cisaillement simple (cas incom-
pressible seulement)

D’apres la Sec. 3.4.2, le calcul des solutions dans le cas d'un
cisaillement simple avec ¢ = 0 suppose 1 = oo. Pour un matériau
incompressible, le calcul est plus évident que dans le cas d'un
matériau compressible comme celui effectué a la section 3.5.1.
Par souci de simplicité, nous nous restreignons par conséquent
au cas d’un matériau incompressible (k = 0o, m = 0).

Champs de déplacement, de déformation et de contrainte

Choisir ;1 = oo implique, pour une contrainte macroscopique
finie, €,,—¢€,, = 0. Les conditions d’incompressibilité des champs
entrainent alors €., = €, = 0. Il est par conséquent plus simple
d’effectuer une procédure de minimisation fonctionnelle par rap-
port a la déformation plutot que par rapport a la contrainte,
puisque la seule composante non-nulle du champ de déformation
est ;5. La condition €,, = ¢, = 0 implique u}(z,y) = ul(y)
et uy(r,y) = u;(v) dans la matrice. D’apres les symétries expli-
citées en 3.19¢, on peut écrire u}(z) = u,(2) = G(2) — g 2, ot
GG est une fonction inconnue. En introduisant la dérivée g = G’,
nous obtenons (dans la matrice) :

exy(,y) = l9(x) + 9(y)]/2. (3.48)

L’énergie dans la cellule unité est exprimée comme intégrale sur
la phase matrice M (le pore est noté V) :

1
W = —/d2:z:s:a':2>\/ d%z:eiy
2 M ’

- [ arayloto +g<y>]2}. (3.49)
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L’énergie est alors simplifiée en utilisant les propriétés de symé-
trie (3.19f), et développée en expressions contenant des contri-
butions distinctes sur les intervalles [0, a] et [a,1/2] (et sur la
zone D). A ce stade, il s’avere utile de découper la fonction g en
deux fonctions indépendantes ga(z) et gp(z) avec supports sur
les deux intervalles :

9(2) = g(2)0)0,0)(2) + 9a(2)0}a,1/2)(2)- (3.50)

D’ici a la fin du chapitre, on note 0, .,;(2) la fonction caracté-
ristique de l'intervalle [21, z5]. Les indices A, B se réferent aux
domaines de la Fig. 3.2(a), et on obtient :

1
W = —/d2x5:0:2)\/ ez, dx
2 M

= 2)\{/:/2931(@ dr 42 /al/2gA(x) dxr
[ @ [[ ol

+(1 — 2a) /Oa g5 () da

+4

-+ % /D gp(x) [gB(y) + gB(x)] dx dy}. (3.51)

La derniere intégrale est calculée sur le domaine D de la Fig.
3.2(a). L’énergie est maintenant minimisée fonctionnellement et
indépendamment par rapport a g4 et gg sous la contrainte :

1/2 a
(€zy) = €0 =2 [/ ga(z)dz +/0 g9B(2) dz] : (3.52)

(on utilise par exemple une minimisation par Lagrangien). Le
systeme obtenu détermine g4 qui est constant, et aboutit a une
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équation intégrale pour gg(z) (dans leurs domaines de définition
respectifs) :

94(z) = gp(a), z € [a,1/2], (3.53a)
/p(gB(y) dy = %Jragfa(a) + [p(z) ~ %] gp(2), (3.53b)

z €10,a], avec p(z) =+va®— 2%

En particulier pour z = a, nous obtenons la relation qui déter-
mine gg(a) en terme de gp(2), z € [0,qa[ :

2/ dzgp(2) =0+ (2a — 1) gp(a). (3.54)
0
De plus, en prenant z = 0 dans (3.53Db)

g5(0) = [e0 + 2a gp(a)]/(1 — 2a). (3.55)

L’équation (3.53b) peut étre transformée en une équation dif-
férentielle homogene du second-ordre dont nous ne connaissons
pas de solution analytique. Au lieu de cela, nous exprimons
la déformation, les champs de déplacement et de contrainte en
terme de gp, et nous déduisons directement de (3.53b) des ré-
sultats asymptotiques pour les champs et leur distributions de
probabilité. Numériquement, nous calculons également les dis-
tributions completes et les courbes des modules effectifs en dis-
crétisant (3.53b) en un systéme linéaire?.

La structure de la solution en terme de gp est comme suit.

En utilisant (3.53a), nous simplifions ¢g(z) en

9(2) = gB(2) 00, (2)+98(a) 04.1/2(2) (0 <z <1/2), (3.56)

Savec Q(z) = fom 95 (y) dy, (3.53b) relie linéairement Q(a — p(z)) et Q'(z). En la diffé-
rentiant par rapport a z, une autre équation exprimant @’(a — p(z)) en fonction de @’(z)
et Q”(z) est obtenue. La substitution y = p(z) admet z = p(y) comme relation inverse, et
transforme la premiére équation en une nouvelle formule liant Q(2) et Q'(a — p(z)) et la
seconde en une équation différentielle pour Q(z).

4il s’avere plus efficace de discrétiser 'équation intégrale (3.53b) avec une densité de
points non uniforme proportionnelle & p(z).
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de sorte que g est completement déterminée en terme de gp(z),
z €[0,a]. Ainsi (0 < z,y < 1/2) :

932(a) [9@1/2](33) + 9@1/2](3/)]

Flon(@)0a(2) + g5W)00aw)]. (357)

Exy(xa y) =

L’équation intégrale (3.53b) admet une solution continue. De
plus, gp et par conséquence .y, u et u* sont également conti-
nus. La continuité et la parité en x (resp. y) de uj (resp. u;)
impliquent u}(0,-) = u;(-,y) = 0. Ainsi, pour (z,y) dans la
partie de la matrice contenue dans le quadrant droit-haut de la

cellule unité :

wlom) = [ dzg() = (3.58)
u, (v, y) = uy(y,z), 0<x,y<1/2). (3.59)

Ces expressions doivent étre étendues a l’ensemble de la cel-
lule unité en utilisant les propriétés de symétrie dans le plan
ui(z,y) = —uli(—x,y) = ui(z,—y). D'apres (3.18), les compo-
santes transverses de la contrainte o,, et o,, sont impaires en x
et y respectivement, soit en utilisant la périodicité, o,.(1/2,y) =
oyy(x,1/2) = 0. Avec 0,y(x,y) = 2N e4y(x, y) donné par (3.57),
nous déduisons de I’équilibre de la contrainte, Eq. (3.2¢), dans
la quadrant droit-haut de la matrice :

1/2
ran.) = o) = [ e’ Dy (a's) = (/212000 (0)
(3.60)

Puis dans le quadrant droit-haut (matrice) :

om(z,y) = (AA)[(1—22)d'(y) + (1 —2y)g'(z)], (3.61a)
ops(z,y) = (AM4)[(1—22)g'(y) — (1 —2y)g'(x)]. (3.61Db)
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Ainsi, comme gp(z) = const. pour z € [a,1/2], les contraintes
om et opg s’annulent dans les zones (A) de la Fig. 3.2(a). Dans
les zones (B), o, et opg sont liées, avec :

onlry) = opsia.y) = 51— 20)(0)
. {a <xr<1/2,

3.62
0<y<a, ( 2)

om(z,y) = ﬂmd%yﬁzgﬂ—Qwﬁﬂﬂ

O<zr<a
’ ’ 3.62b
Sl{a<y<1/2. ( )

Le calcul de la dérivée de (3.53b) par rapport a z permet de
déduire

/ (Z) _ _2293('2) + 98 (p(z))’ (3.63)
p(2)[1 —2p(z2)]
soit g5(0) = 0. Ainsi, mise a part la zone (A) ou la contrainte
est nulle, les régions de contraintes faibles o, et opg se situent
le long des axes x = 0 ou y = 0, et le long des axes x = +1/2,
y==+1/2.

Non loin de la frontiere entre les zones de la Fig. 3.2(a), o,, et
opg divergent. En effet, si I’on considere par exemple la frontiere
y = a, nous déduisons de (3.63), pour y < a

95(y) ~ —V2algp(a) + gp(0)](a — y) "'/,
1/2

et la contrainte ci-dessus se comporte comme d~/*, ou d est la
distance & la frontiere. Etant donné que le calcul des variances
fait intervenir des intégrales de quantités oc o2, ceci implique en
particulier :

CW(opg) = CH (o) = 0. (3.64)

Ces singularités sont les seules rencontrées dans ce cas, les autres
moyennes et second moments étant finis.



3.5. Matériau avec rapport d’anisotropie ¢ =0 101

Moments et module effectif dans la limite diluée

Nous nous attachons maintenant au calcul du module effectif,
entre autres, dans la limite de faible porosité ou a — 0. L’Eq.
(3.53b) est résolue par un développement sous forme de série de
Taylor :

plaz) = 802%(2)@” (0<z<1). (3.65)

(notons que a étant un parametre, nous aurions dua appeler
gp(z;a) la quantité gp(z) afin que dans l’équation ci-dessus
gp(az) se lise gg(az;a) développé en terme de puissance de a).
Nous obtenons la récurrence :

1

w@ =1 1O g )T () [ o)
(3.66)

Pour calculer CV(egg) & l'ordre dominant, un développement
au troisieme ordre est nécessaire. Nous trouvons au quatrieme
ordre :

95(12) _ +dav/1— 22 +4a’[2(1 = 2°) + 2V/1 = 22

€0
— arcsin(z)]

83
+i[<10———4z>\/ 41+ 2P

3 2
+8a' {4 — 7+ (7 —8)2" + 22

o552 vies
+ (g — 3> arcsin(z)} +O(a”).

Les formules (3.65)-(3.66) donnent la solution (a priori unique)
de (3.53b) tant que a est plus petit que le rayon de convergence
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de la série (voir Fig. 3.9 pour un graph de la solution complete).
On montre facilement par récurrence que la série converge des
que a < 1/6. Numériquement, on observe que la série est en
réalité convergente des que a < 0.414 environ, mais pas au-dela
(cette valeur semble correspondre a I'unique minimum local de
gp(a)). Une modification du schéma de récurrence permet de
réécrire la fonction gg sous la forme d’une série convergente pour
toutes les valeurs 0 < a < 1/2. Définissons dans un premier
temps la suite des p,(z) par une formule identique a (3.66) mis
a part I'omission du terme ¢,(1) :

1

WR=1 2= VI= A6 dim) 2 0)
(3.67)

et de méme p(az)/eo = ) _,-¢Pn(2)a”. Alors la fonction p(2)
est solution d’une équation intégrale identique a (3.53b) avec
omission du terme gg(a) :

[ say=F4a (o0 - 3]s e pa. oy
p(2)

On cherche I'équation intégrale vérifiée par gp(z) — ap(z) (ou
a un parametre ne indépendant de z); celle-ci possede la so-
lution triviale nulle pour une valeur particuliere de o exprimée
en fonction de gp(a). En choisissant maintenant z = a dans
g(z) = ap(z), et en éliminant gg(a) on peut re-exprimer a en
fonction de p(a), et obtenir la solution compleéte en terme de
p(2). On trouve gp(z) = p(2)/[1 —2ap(a)/co). On observe numé-
riquement que le rayon de convergence de la série entiere définis-
sant p(z) est égale a 1/2; soit ’ensemble du domaine physique.
Ceci définit par conséquent la solution générale au probléeme sous
forme d’une série en puissances de a modulo une normalisation
faite a posteriori. Cette écriture montre que le module effectif
est analytique en a. L’écriture sous forme de série des ¢,(z), qui
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ne converge pas au-dela d’une certaine valeur de a, montre que
Ao/ A n’est en revanche pas une série entiere sur tout le domaine
0 < a < 1/2. Une théorie d’homogénéisation qui se développe
sous la forme de somme de puissances de f ou de a ne peut donc
espérer capturer la solution exacte que jusqu’a une valeur finie
de la porosité. Au-dela, un régime distinct apparait correspon-
dant a 'apparition de grandes valeurs du champ dans les zones
ou les spheres sont les plus proches les unes des autres (voir plus
loin).

Les solutions gg sont également tracées pour diverses valeurs
de a (Fig. 3.9). En particulier, pour z =1 :

64
gp(a)/eo = 1 —2ma® - ga?’ +2(7* — 67 —8)a* +0(a”). (3.69)

En utilisant le développement (3.67), les résultats sont résumés
comme suit (on note la relation simple Ag/A = [1 + gp(a)/eo)/2
obtenue en calculant la moyenne du champ de déformation de
€2y dans la matrice, et en utilisant 3.53b) :

A\ 6 8
Y= (105
+O(f%), (3.70a)
MW(ess) = 1-— 3 3/2f3/2+0(f) (3.70b)
MO (egs) = 14+ 24 O(f), (3.70¢)

37T3/2
44/2
CW(ess) = \fﬁ3/4f3/4+0(f5/4), (3.70d)

0(1)(033) = ;\7{;/4]03/4 (f5/4), (3.706)
CW(epg) = 0, CW(opg) = 0 (3.70f)
CHey) = 0,  CY(oy) = 0. (3.70g)

Qualitativement, les principales différences avec le cas de char-
gement PS (voir Eqgs. 3.47), sont les suivantes : la premiere
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correction du module effectif est maintenant en O(f) au lieu
de O (f'?); les variances de la composante “paralléle” de la
contrainte et de la déformation dans la matrice sont en O ( 13/ 4),
et par conséquent moins sensibles a un faible accroissement du
volume de pore que dans (3.47). La composante transverse du
champ de déformation est nulle tandis que la variance de celle-ci
était infinie dans le cas précédent.

Distributions et singularités de Van Hove

Des graphes des distributions des champs de contrainte dans
la matrice en cisaillement simple, a la concentration f = 0.1,
sont dessinés Figs. 3.7 et 3.8 sous la forme de lignes pleines.
La distribution P(ogs) du champ de contrainte “parallele” au
champ appliqué (Fig. 3.7) présente deux types de singularités :
une composante en distribution de Dirac et une divergence suivie
d’une discontinuité d’amplitude infinie (de plus la méme courbe
pour le cas £ = oo (voir Sec. 3.6.2) montre une discontinuité
supplémentaire d’amplitude finie). La composante de Dirac re-
présente la contribution de la région (A) de contrainte constante
0ss. Elle est proportionnelle & [(1 — 2a)%/(1 — f)]6(t — gp(a)).
La contribution de la zone (B) a P(ogg), est constituée par la
courbe située a gauche de la divergence, tandis que le “pied” a
la droite de celle-ci (dont la courbe est agrandie dans un encart)
est essentiellement produit par la région (D) ou la contrainte
est maximale. La distribution possede un support fini car egg
est borné. Les distributions de opg et de o,,, les composantes
“transverses” au chargement sont visibles Fig. 3.8. Elles sont
symétriques par rapport a l'origine, les valeurs positives et né-
gatives se compensant exactement par symétrie, ce qui implique
une moyenne nulle. De plus, elles comprennent une distribution
de Dirac en 0 = 0 (celle de la région (A)), et des composantes
principales qui divergent en o = 0 et décroissent lentement pour
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o — oo (les contributions de la région (B), essentiellement). La
distribution P(o,) differe tres légerement de celle de P(opg)
par la contribution de la zone (D), la différence étant invisible a
I'ceil pour f = 0.1.

Les propriétés singulieres évoquées ci-dessus se comprennent
de la maniere suivante. Dans la Fig. (3.8), les queues de la dis-
tribution P aux grandes valeurs des champs sont déterminées
par les singularités en racine carrée qui sont par ailleurs a ’ori-
gine des variances infinies dans (3.64). D’autre part, la définition
(3.15) des distributions de probabilités génere des singularités de
Van Hove au voisinage des valeurs t = t; pour lesquelles il existe
dans le domaine d’intégration des extrema ou des points de selle
en x; de telle sorte que e(x;) = ty et Oxe(x;) = 0. En 2D, selon
que les valeurs propres de la matrice 92, £(x;) sont de méme signe
ou de signes opposés, les singularités en P sont soit des disconti-
nuités ou des divergence logarithmiques (Van Hove, 1953). Des
singularités de Van Hove “étendues” (Abrikosov, Campuzano et
Gofron, 1993) se produisent lorsque de plus une ou plusieurs de
ces valeurs propres 02 e(x;) s’annulent,.

Considérons dans un premier temps les distributions du champ
de déformation. En utilisant (3.53b), nous obtenons :

& +gsla) ,

gB(2) = g5(0) 1= 2a>2z + O(2Y), (3.71)

soit dans la zone (B), pour a <z < 1/2, 0 <y < a,

eo+gpla) eo+gnla) ,
~ — . 72
2(1—2a)  2a(1—2a)2) T (3:72)

Exy(xa y)

de type générique h(z,y) = ho — hiy? + O(y®), hy > 0, et qui
génere une singularité de Van Hove étendue au voisinage de t =
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ho = (g0 + gB(a))/[2(1 — 2a)] de la forme

Pu(t) ~ / Tdy (ho — huy? — 1) (3.73)

= C+ (ho —t) Y2 0(hy — t), (3.74)

2V\/_

ou L, est la taille du domaine d’intégration sur les valeurs en
x, et ou C est une constante qui tient compte des autres contri-
butions pour P, ignorées dans cette approximation. La fonction
0(z) représente la fonction de Heaviside (valant 1 pour z > 0, 0
sinon). Nous avons utilisé l'identité :

1
z)) = za: ma(x — ), (3.75)

ou x, sont les racines de la fonction f(z). Seules importent les
contributions au voisinage du point y = 0. Par conséquent, le
domaine d’intégration en y n’a pas besoin d’étre spécifié de ma-
niere unique. Les contributions des quatre quadrants amenent
ici L, = 2(1 — 2a), de sorte que

V2a(l — 2a)?
(1= f)veo+ gs(a)

La distribution correspondante en contrainte s’écrit

Fogs(t) = P, (1/(2X))/ (2A).

Ainsi, la divergence de P, est en inverse d'une racine carrée,
et la chute d’amplitude infinie Fig. 3.7 est “capturée” par cette
approximation.

Considérons maintenant les autres champs de distributions
P,.(t) et P, (t), et étudions les contributions autour de t = 0.
L’équation (3.62) et les remarques qui suivent indiquent que les

valeurs faibles du champ ont pour origine les axes x = 0, y = 0,
r = £1/2, y = £1/2. Les quatre points (z,y) = (£1/2,0) et

P (t)~C It —ho|™20(ho—t). (3.76)
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(x,y) = (0,£1/2) contribuent le plus. Considérons par exemple
un voisinage du point z = 1/2, y = 0. Grace a (3.62), (3.63)

oo

m(l 12— 2)y. (3.77)

om(7,y) = ops(z,y) =

Il s’agit d’une singularité de Van Hove du type h(z,y)
hix? — hoy? + O(2® + 4®) (hy, hy > 0, tourné de 45 degres
dont le développement asymptotique en ¢t ~ 0 est : Py(t)
—log [t|/(2V\/h1hs) ot V est le volume du domaine de défini-
tion de h. En regroupant les contributions des quatre points de
la cellule unité (x,y) = (0, £1/2), (z,y) = (£1/2,0), nous obte-
nons 'approximation :

—

4a(l — 2a)?
oo(1 = f)

Finalement, nous calculons une expression pour les queues
faiblement décroissantes de P, (t) et P, (t) lorsque t — oo,
comme dans la Fig. (3.8). En suivant la Sec. (3.5.3), nous nous
intéressons plus particulierement a la région a < x < 1/2,y < a

de la zone (B). Alors d’apres (3.62b) :

P, ()~ P (t) ~ — loglt|,  t— 0.(3.78)

A oovV2a 1—2y
= —— ]_— 2 ! ~
O—PS(gjvy) 4( y)gB(y) 4(1 _ 2&) m?

de la forme h(x,y) = ho(1 — 2y)/v/x — a avec
= (\/4)V2algs(a) + g5 (0)]*.

Ainsi nous obtenons la contribution suivante pour cette région
de la zone (B) :

12 B2 (1 - 2a)?
— d d (5 —1
AT L CCEDRS S

< O(—1)0([t] — “_—f;)ho

), (3.79)
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Et finalement pour la zone (B) entiere :
1 — 2a) a
PO 20y s T
D) =TT >
Dans la zone (D) les valeurs infinies du champ sont situées
sur le long des segments x ~ a or y ~ a. Considérons par ex.
y~a,y<aet0<z<a. En utilisant (3.55), (3.61) :

ops = (A4)[(1=2x)gp(y) — (1 - 2a)gp(z)] (3.81)

1 -2z
~ —hoo= ~ hug(a) (3.82)

avec h; = (A/4)(1 —2a) > 0. Nous obtenons donc une contribu-
tion d’ordre :

PPL(1) = —/ dx/ dy 5(h(x,y) — hugy(x) — 1) (3.83)
B _/ 2h2(1 )
a |t+h193 z)?
ho )
x0(—t)0 <\t| ~ hlgB(x)> : (3.84)

Pour simplifier, nous supposons que t est grand de sorte que les
deux fonctions # valent 1 (celles-ci ne dépendent en effet pas de
x car g est toujours négatif comme on peut le voir Fig. 3.9).
La contribution a l'intégrale au voisinage de x ~ a n’est pas

(3.80)

évidente a calculer, car gjz(x) tend vers —oo a cette endroit.
Néanmoins nous avons vérifié numériquement que cette contri-
bution est négligable devant |[t|® de sorte que nous pouvons
calculer I'intégrale sur 0 < x < a — 7 et faire tendre n vers 0 par
la suite. Ceci donne :
a— 77 2 2
—/ 2hg(1—20)° g [1— (1 —2a)%] .(3.85)
|t+h193( )PP 3VIEP

Finalement, en ajoutant les contributions des zones (B) et (D),
nous obtenons :

Fopg(t) ~

72a

6(1 —2a)*(1 - f)

It =2, It| — oo. (3.86)
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Enfin, nous mentionnons l'existence d’autres singularités qui
ne sont pas étudiées ici. La composante moyenne o,, du champ
de contrainte possede un “bump” avec loi d’exposant (dont la
valeur n’a pas été calculée précisément) qui découle des valeurs
du champ autour z,y = +a/v/2. Pour des porosités plus impor-
tantes (f > 0.6 environ), deux “bumps” sont également produit
de par l'existence de deux points d’inflexion de la courbe gp(x),
et qui donnent lieu a des extrema locaux pour les champs opg
et 0, le long des axes Cartésiens de la zone B. Ces singularités
sont également associées a des lois de puissance (exposants non
déterminés).

Déformation du vide dans la limite diluée

Nous calculons des résultats asymptotiques pour une faible
concentration en pores. En utilisant les Eqgs. (3.58) et (3.67),
nous obtenons u,(z,y) ~ —ecpy/a + O(1) pour —a < z,y < a et
g9 < a < 1. L’inclusion est conformément a ce résultat déformé
comme une ellipse de demi-axes de longueurs a & ¢( le long des
deux diagonales de la cellule unité, de telle sorte que le volume
du pore déformé est m(a® — €3). Nous utilisons maintenant I'Eq.
(3.58) pour calculer le volume de la cellule unité apres un petit
Chargement £0- Sur le bord haut, nous avons u,(z, 1/ 2) = ¢0/2 et
uy(z,1/2) fo t)dt, et des expressions similaires s’en suivent
pour les autres bords.

Ainsi, la cellule unité est soumise a la superposition de deux
déplacements, un cisaillement simple homogene plus un dépla-
cement additionnel qui dépend de la fonction g. Comme la fonc-
tion g est paire, les déformations produites ont tendance a se
compenser et ce déplacement additionnel n’induit pas de chan-
gement de volume a l'ordre €2 : le volume de la cellule unité est
1 — &2 (un cisaillement simple homogene étant un cisaillement
pur le long des directions de la cellule unité tournées de 45°).
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La nouvelle concentration en vide est donc apres chargement
'~ m(e —a)(e+a)/(1 —¢&2) et finalement (au premier terme
non-nul en €y) :

f’;f: (1—%) 2. f0. (3.87)

Au contraire du chargement en cisaillement pur, aucune puis-
sance singuliere en f n’apparait, et I’expression trouvée est en

fait la meéme que celle correspondante a un matériau homogene
(ou quasi homogene). Ceci est a mettre en parallele avec le fait
que les modules effectifs sont développés comme ceux d’un ma-
tériau homogene au premier ordre : A\g/A ~ 1 — f.

Limite de disques trés proches

Le comportement (en lois de puissance) des modules effectifs,
des moyennes et variances par phase est calculé numériquement
au voisinage de la limite de fraction volumique correspondant a
des disques proches f. = /4. Nous nous apercevons que la fonc-
tion gp(2) tends vers 0 pour 0 < z < a, avec deux singularités
enz=0etz=uqa Az= a, nous observons une discontinuité
finie avec ep(a) — —ep, tandis que dans la région z < 1 une
étude numérique montre que la fonction gp se comporte de la
maniere suivante :

g(2) ~ eolfe—F)7"h (2(fe = 7)), (3.88)
z—0, f—f,

ou h(x) est une fonction continue définie pour x > 0, possédant
une valeur finie en 0 et décroissant en O(z~2) pour x — oco. Dans
la limite de disques proches, f.—f ~ 7(1/2—a). Ainsi les courbes
des valeurs de gp(az)/sy en fonction de 2/ = z/(1/2 — a)/?
tendent vers une courbe unique pour a — 1/2 (Fig. 3.10). Ainsi,
le champ de déplacement est quasi constant dans toute la ma-
trice, excepté aux points de rapprochement des pores (z,y) =



3.5. Matériau avec rapport d’anisotropie ¢ =0 111

(£1/2,£1/2). Cela a déja été mentionné par Flaherty et Kel-
ler (31) et Nunan et Keller (96) (voir aussi (131)) pour diffé-
rents réseaux de spheres rigides dans un milieu élastique iso-
trope. En utilisant I'Eq. 3.58, on trouve u(x) ~ &q(f. — f)7*%
pour 0 < z,y < 1 (Uintégration de la singularité finie de ep
en z = a étant nulle). Dans chaque autre région translatée par
périodicité, le champ de déplacement est également quasi nul.
Dans les bandes de faible épaisseur qui relient ces régions en-
semble, un saut d’ordre go(f. — f)7°° se produit autour des
points (£1/2,0), (0,£1/2). La singularité de la composante egg
du champ de déformation en ces points se traduit par une di-
vergence en (t — t)~"/? dans le champ de distribution P.,,(t)
de celle-ci (Eq. 3.76). D’apres ’'Eq. (3.88) ce pic se déplace vers
Vinfini (tg ~ (f. — f)7*°" — o0) lorsque f — f.. Enfin une
autre divergence apparait, provenant de la valeur quasi nulle du
champ egg dans la zone 0 < z,y < 1 lorsque f — f..

Pour calculer les variances, nous utilisons la formule suivante,
qui se démontre aisément :

[ty = #some e

Les module effectif, moyennes et variances de champs sont alors
les suivantes, dans la limite de disques proches :

Ao

5~ =D (3-90a)
MY(ess) ~ (f.—H"",  f—f, (3.90Db)
CWess) ~ (fo= ",  f—fe (3.90c)
CWoss) ~ (=), f—= [ (3.90d)
CW(eps) = CW(e,) =0, (3.90¢)
CY(ops) = CY(o,) = . (3.90f)

Un exposant 1/2 apparait également dans la formule obtenue
par Keller(54) pour la conductivité effective d’un réseau carré
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2D de cylindres parfaitement isolants, au voisinage de la limite
de cylindres empilés : o./0y = 2n73/%(w/4 — f)Y/2. L’exposant
obtenu dans ce cas ne doit pas étre spécifique a 1’anisotropie
particuliere considérée pour ce matériau. La Fig. 3.11 représente
un calcul par FFT du champ de déplacement du milieu linéaire
anisotrope proche de la percolation (pour £ = 10~% proche de

(=0).

3.5.3 Mode de chargement axisymétrique pour A\ — 0

La limite ¢ = 0 peut-étre obtenue de deux facons différentes
correspondant aux deux matériaux limites A — 0 ou u — oo, qui
aboutissent a priori a des solutions distinctes. Nous examinons
dans un premier temps la limite A — 0.

Champs de contrainte et de déformation

Considérons un matériau anisotrope avec A = 0, soumis a
un chargement en contrainte axisymétrique (ou chargement en
pression). La méthode que nous utilisons pour la résolution de ce
probleme est tres similaire a celle développée dans le cadre d’un
chargement en cisaillement pur (Sec. 3.5.1), et a laquelle nous
nous référons dans cette section. Les différences proviennent es-
sentiellement des symétries propres a chaque mode de charge-
ment, et qui sont détaillées plus loin.

Lorsqu’'un chargement en contrainte moyenne o, macrosco-
pique est effectué sur un matériau de module élastique A = 0,
I'identité o,, = 0 s’applique. D’apres les équations d’équilibre
des forces, en introduisant une fonction 1-périodique g :

0w = 9(y), oy = g(), (3.91)

ol nous avons utilisé les symétries pour un chargement de type
axisymétrique (on note que les signes devant o,,, o, different
de la solution en mode cisaillement pur). La présence d’un pore
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dans la cellule unité implique que g(x) s’annule lorsque = €
[—a, a]. Finalement, g est déterminé constant par morceaux apres
minimisation de 1’énergie élastique totale : g(x) = 0¢/(1 — 2a)
pour x € [a,1/2] ou z € [—1/2,q].

Les composantes de la contrainte, ainsi que les champs de
déformation moyen et de cisaillement pure valent, en utilisant
I'indicateur de région x défini dans Sec. 3.5.2 (x,y dans la ma-
trice) :

oss(x,y) = 0, (3.92)
ou(t.y) = 1jo2ax(y)—;x($), (3.93)
ops(z.y) = 1io2ax(y);x(w)’ (3.94)
c(zy) = 0 x(x)+x(y)’ (3.95)

2ul —2a 2

_ oo 1 Xx(y) —x(x)
- 2ul—2a 2 '
En utilisant la méme méthode que dans la section avec mode de
chargement en cisaillement pur (calcul des sauts de discontinuité
des champs de déformation e, €, le long des frontieres entre
les zones (A), (B) et (D)) la composante en cisaillement simple
egs vaut, dans le quadrant haut droit de la matrice :

ess(z,y) = g—;llj—;z [(95 - %) oy —a)+ (y - %) o(z — a)] :
(z,y) € matrice U [0,1/2]% (3.97)

eps(z,y) (3.96)

De meéme la déformation macroscopique de la déformation pour
le matériau périodique est trouvée en faisant intervenir les condi-
tions de périodicité vérifiées par le champ de déplacement réduit
u* et les relations de symétries :

. _ogm+(1—m)a
"Tou 1-2a

(3.98)
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Champ de déplacement réduit

D’apres les expressions des champs de déformation, le champ
de déplacement réduit est linéaire par morceaux dans la matrice
et seule sa composante tangentielle aux bords des frontieres entre
les zones (A), (B) et (D) est discontinue le long de ses frontieres.
Dans le quadrant haut droit de la cellule unité, et dans la matrice
0<zx,y<1/2):

* _ (m B 1)&
ux('x?y) - 80m_’_(1_m)a(x_1/2>7
(x,y) € A (3.99a)
.  (m—=1)a—(1+m)/2
ur(x,y) = €o et (1= ma (x —1/2), (3.99Db)
(x > a,y) € B,
. __(m—-1)(a—1/2)
u@y) = & m+ (1 —m)a
(xr <a,y) € B, (3.99¢)
. B (14+m)/4
u:(Ty) = & m—l—(l—m)a_x ’
(z,y) € D, (3.99d)
u, (v, y) = uy(y,z). (3.99¢)

Entre les zones (D), (B) et (A) le long de la ligne y = a, la
composante u; est discontinue d’apres les équations ci-dessus
avec saut en z (0 <z < 1/2) :

%o 1+m
C2m+(1—-m)a

wi(z,a™) —ui(z,a”) (x —1/2), (3.100)
(ot a™ et a~ sont les valeurs limites en a + €, a — € resp.). Dans
le cas particulier m = 1, le déplacement réduit est nul au sein
de la zone in zone A (Eq. 3.99a), et est aligné avec les axes
cartésiens dans la zone (B) (cf. annulation des termes de I'Eq.
3.99¢). Ce cas particulier rappelle celui du mode cisaillement pur
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avec m = 1 (Fig. 3.3), a la différence que le champ de déplace-
ment réduit est maintenant dirigé dans les quatre bandes de la
zone (B) soit vers le vide (g9 > 0, tension) ou dans la direc-
tion opposée (g9 > 0, compression) comme le montrent les Eqs.
(3.99b) et (3.99¢). Toujours en utilisant ces mémes équations,
nous voyons que les directions du champ de déplacement total
sont exactement opposées, comme on l'envisage intuitivement
pour un chargement en compression ou tension.

Par exemple, dans la partie droite de la zone (B), la compo-
sante u, = u + €9z est de méme signe que €y, ainsi la matiere
a tendance a se déplacer vers le centre de la cellule unité en
compression, et & s’en écarter en tension. Ceci est valable plus
généralement pour m # 1, auquel cas u, = u) est du méme
signe que go[(m — 1)(z — a) + (1 +m)/2] dans la méme région,
qui est toujours également du signe &y.

Nous examinons maintenant en détail le champ de déplace-
ment autour des points particuliers z,y = 0, +a et le long du
bord du pore. Aux quatre points z ~ +a, y ~ +a, le champ de
déplacement est discontinu, par exemple pour r ~ a, y ~ a :

L S B | R RO

Dans chacun des cas ¢y > 0 et ¢y < 0, deux couches de matiere

se superposent dans un carré de coté eo(m+1)(a/2—1/4)/[m+

(1—m)a]. A Pinverse du cisaillement pur, aucune zone vide n’est

crée.

La matiere dans la zone (D) est soumise a la déformation

totale :
&0 m+ 1 sign(z)
ule.y) = 4m+(1—ma ( sign(y) ) ’ (3.101)
(z,y) € DU[-1/2,1/2]*
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Les points aux extrémités en haut, en bas, a droite et a gauche
du bord du vide (x,y) = (0,%a) et (z,y) = (£a,0) sont par
analogie avec le cas de cisaillement pur, des “points chauds” ou
la matiere se sépare (g9 < 0) ou s’écrase (g9 > 0). Contrairement
au cas de cisaillement pur, chacun de ces points est de méme type
pour un chargement £y donné.

Apres déformation, la concentration de vide dans le matériau
périodique est f’, avec comme premiere correction en gy < 1 :

fof _, m+l-f
fo AT (- m)f

Module effectif, moyennes et variances des champs

Nous trouvons (avec ® =/ f/m)
R 1—-29

0. (3.102)

i R 3 (3.103a)
MO () = 1Tfm+1(zf®m>@, (3.103b)
@y — I+m .
M (em) s SR (3.103c)
(3.103d)

X B (1 — 29)
CW(eps) = T Tim i A= ma] (3.103e)
C(l)(éss) = 00O, (3.103f)
CO(en) = m(\l/l__f?;ﬁb((llj ;; ))q:]f , (3.103g)
C(l)(aps) = N _}/\?1_2(1), (3.103h)
CW(ogs) = 0, (3.103i)
CW(g,) = CW(em) (3.103j)

meo/ [
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3.5.4 Mode axisymétrique avec y — oo (matrice incom-
pressible)

Nous examinons dans cette section le cas © — oo dans la
matrice avec A fini et mode de chargement axisymétrique La li-
mite p = oo implique pour un chargement en déformation fini
eps = 0, comme obtenu auparavant avec un chargement en ci-
saillement simple. Nous nous restreignons, de la méme facon que
dans le cas de mode de chargement en cisaillement simple, au
cas d'un matériau incompressible. Ceci implique €,, = €, = 0,
et u,(z, 2) = uy(z,y) = G(z) ou G est une fonction inconnue. En
introduisant ¢ = G’, nous avons ess(x,y) = [g(z) + g(v)]/2, et
oss(z,y) = Ag(x) + g(y)]. Les équations de compatibilité pour
la contrainte sont prises en compte par 'introduction d’une se-
conde fonction inconnue h, avec : o..(x,y) = h(y) + Azg'(y),
oyy(z,y) = h(x) + Ayg'(z). De méme qu’a la section consacrée
au mode en cisaillement simple, nous introduisons les fonctions

définies pour 0 < z < 1/2 (avec ici seulement 6(x) la fonction
de Heaviside) :

ga(x) = 0(z —a)g(z), (3.104)
gp(r) = [1-0(x —a)lg(x), (3.105)
ha(z) = 0(x —a)h(x), (3.106)
hp(x) = [1 —0(x —a)]h(x). (3.107)

La densité d’énergie dépend seulement du terme de cisaillement
simple eg50ss/2, et son expression est identique a celle trouvée
a (3.51). En particulier, cette énergie ne dépend que des compo-
santes du champ g4 et gp. Nous minimisons 1'énergie élastique
sur ’ensemble des composantes admissibles sous la contrainte
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(M est la partie de la matrice contenue dans la cellule unité) :

(om) = 09 = / [Awg’(y) ;ryg’(x) | hi@) + h(y)]

M 2
a 1/2
= 2(1—2a)/h3+2/hA+/hB(x)dxdy
0 a D
A

+§ {%(%) - gA(a)]
+ A <% — 2a2> lgB(a) — gB(0)]

—I—)\/ rgp(y)dzdy, (3.108)
D

dxdy

oll g est la dérivée fonctionnelle de gp, et deux des intégrales ci-
dessus calculées sur la zone (D) sont bidimensionnelles. Comme
I’énergie ne dépend pas des fonctions ha, hp, la solution est
triviale : g4 = gp = 0 ou encore €,, = 0 dans la matrice. Ceci
implique que o,, = 0, et nous retrouvons en fin de compte la
méme solution que dans la Sec. (3.5.3) dans le cas incompressible
1 = oo. Ce cas est donc en réalité identique a la solution de la
section précédente.

3.6 Matériau avec rapport d’anisotropie ¢ =
00

Le cas £ = oo peut étre vu comme identique au cas ¢ = 0,
avec un réseau de pores tournée de 45°. Plus précisément, nous
utilisons la symétrie suivante :

0 1/¢

PS loading <+ SS loading, (3.109)

R 450 (void lattice) < {

ou on note R la rotation du réseau de pores, les autres proprié-
tés du matériau étant par ailleurs conservées (ceci s’ensuit de
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I'observation qu'une rotation de 45° échange E(¥ et E*%), donc
également \ et p). Ainsi, nous verrons que les traits principaux
des solutions en déformation et en contrainte en cisaillement pur
(resp. en cisaillement simple, axisymétrique) avec £ = oo sont si-
milaires aux mémes champs des solutions en cisaillement simple
(resp. cisaillement pur, axisymétrique) a ¢ = 0, tourné de 45
degrés, comme indiqué sur la Fig. 3.2b. La différence principale
réside dans l'apparition d’une nouvelle zone (C) ou les bandes
(B) se croisent. Il s’avere que, tant que les zones (A) et (B)
existent, les mémes méthodes que celles développées pour £ = 0
s’appliquent au réseau tourné de pores. Lorsque les zones (B)
ou (A) disparaissent, soit f > fc(l) = 71/8 ~ 0.39, deux cas de
figures apparaissent. Soit la résolution des équations est plus dif-
ficile a cause de la complexité de la géométrie (mode “souple” de
chargement), soit la solution est singuliere (mode “dur” de char-
gement) et le matériau ne peut plus étre chargé en contrainte.
Pour cette raison, les cas f > fc(l) ne seront que brievement
évoqués et nous supposerons f < fc(l) sauf mention contraire.

3.6.1 Cisaillement simple

Nous supposons dans cette partie qu'un chargement en contrainte
en cisaillement simple est appliqué, et que le rapport d’anisotro-
pie est £ = oo avec u = 0, conformément aux considérations
faites a la Sec. 3.4.2. D’apres la relation de symétrie (3.109), ce
probleme est équivalent a celui d’'un matériau soumis a un char-
gement en cisaillement pur avec £ = 0 et A = 0, pour lequel nous
utilisons une méthode de résolution en tout point similaire a celle
de la Sec. 3.5.1. La contrainte et les composantes moyennes et
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de cisaillement simple de la déformation s’écrivent alors :

ops(x,y) = 0, | |
om(T,y) = 1;;@aX@+y%;X@—yx
! "oy —
oss(r,y) = 1_02()\@GX(95+Q);X(95 y),
ess(r,y) = 1+\/§(§0/,i_ 1)aX/(x+y)‘|2‘X'(x—y)’
em(z,y) = L+f§yz_na%@—y%;%@+yx
avec :

(3.110)

0 si dp €N: |z —p| < av?2,
1 sinon.

Il est plus simple d’exprimer la composante en cisaillement pur
de la déformation a l'intérieur d’'un triangle contenu dans la
cellule unité vérifiant 0 < x4+y < let 0 < x —y < 1. On trouve
alors :

€0 1+ Mk
2v21 +vV2(\k —1a
—(z+y)0y —x+1—aV2)
+(1—z+y)0(x +y—aVv?2)
+(x—y)5(y+x—1+a\/§)} : (3.111)

eps(z,y) = [@+y—1w@—x+aV®

Cette solution est étendue au plan entier en utilisant la périodi-
cité de epg et la relation :

eps(z,y) = —eps(—z,y) (3.112)
= —eps(z, —y) = —eps(y, z), (3.113)

la forme complete n’étant pas détaillée ici. L’étude des singula-
rités des champs de déformation et de contrainte, du champ de
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déplacement ne sont pas entreprises ici. Elles sont qualitative-
ment similaires a celles rencontrées dans le cas ¢ = 0, pour un
chargement en cisaillement pur, la zone (C) n’introduisant pas
de singularités différentes particulieres.

Modules effectifs, moyennes et variances des champs

En fonction de la porosité f, de &' = /2 f /7 et du parametre
Ak, et pour ¢ < 1/2 (i.e. f<m/8):

1—29
1+ (A\/k—1)9"

1—29
1=+ /=12
1— (1= f)M(ess)

7 :

V1 =297 (1+ f) — f]
1=+ Ke=1)2]"
A V1 =28
kVI—= 1+ (\k—1)@]
VI =29 [@'(1+ f) — f]
(1—f)(1—29) ’

0,

P’
(1=f) [t =207

Solution lorsque [ > fc(l) =m/8

(3.114a)

(3.114b)

(3.114c)
(3.114d)

(3.114e)
(3.114f)

(3.114g)

(3.114h)

(3.114i)

(3.114j)

Nous remarquons que Ag/\ s’annule lorsque f — fc(l) avec

[ < fc(l), d’apres (3.114a). La solution pour f > fc(l)

est singu-
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liere : la matrice est alors entierement recouverte par les zones
C et D (Fig. 3.2). Pour un chargement en contrainte en cisaille-
ment simple, nous trouvons que la composante de contrainte ogg
est partout nulle sur ces zones, avec le méme raisonnement que
lorsque f < fc(l). Ainsi, nous avons ogs = 0 dans la matrice de
telle sorte que le matériau ne peut plus étre soumis a un char-
gement en contrainte. Le champs egg s’annule également dans
la matrice, et la déformation se produit uniquement le long des
bords du pore. Ainsi, le module effectif vaut \g/A = 0 deés que

>

3.6.2 Chargement en cisaillement pur, cas incompres-
sible

La résolution de ce probleme est guidée par les calculs déja ef-
fectués dans la partie consacrée au matériau avec rapport d’ani-
sotropie £ = 0, et soumis a un chargement en cisaillement simple.
Pour les mémes raisons, nous supposerons dans cette partie que
le matériau est incompressible. D’apres la symétrie établie en
(3.109), ce probleme est en effet équivalent au cas de cisaille-
ment pur avec £ = oo considéré ici, avec un réseau de pores
tourné de 45°. Tant que f < fc(l) = 7/8, la méthode demeure
similaire. Lorsque f > fc(l), la description des solutions est plus
difficile, des zones nouvelles apparaissant en particulier au sein
de la zone D (comme le montre les calculs et la résolution nu-
mérique du probléme par transformée de Fourier), et ces cas ne
seront pas explicités ici. Ils correspondent en réalité a des cas
de localisation différentes, plus intenses, ou une bande de lo-
calisation fine tangente aux bords des pores apparait. Un seuil
supplémentaire doit de plus étre pris en compte avant f., lorsque
f> fc(2) = (3 — 2v/2) ~ 0.54, le sommet de la zone (D) ren-
contrant alors le bord de la cellule unité.

Lorsque f < fc(l), ¢ = oo implique eg¢ = 0 pour un char-
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gement en déformation en cisaillement pur fini. Une équation
intégrale analogue a (3.53b) est obtenue pour la composante epg
du champ de déformation qui dépend d’une fonction g inconnue
telle que :

g(r +y)+ gy — )
5 :

eps(z,y) = (3.115)
ou g est une fonction paire 1-périodique, et donc entierement
déterminée par ses valeurs sur 'intervalle [0,1/2]. Définissons
de plus :

ga(z) = { g (ﬁ(g ) znoi< <33 (3.116)

Nous minimisons I’énergie total élastique W = f €psopg sous la
contrainte :

c = 2\/5/023@) dy + (1 _ 2\/§a> ga(a). (3.118)

Ceci aboutit a ’équation intégrale :

gpla),  z€ {oi] : (3.119a)
1

ga(2) 5

)

p(z) 1
[ mas = |5t - 5
z€10,a] avec p(z) = Va® — 22

Comme pour la solution avec ¢ = 0 en cisaillement simple, nous

gs(a), (3.119b)

en déduisons que le champ de déplacement est partout continu.
La composante de la contrainte opg se déduit dans la matrice a
partir de la composante de déformation epg, par ops = 2uepg.
Les deux composantes transverses en contrainte o, et ogg sont
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calculées de maniere analogue a (3.60), avec intégration et déri-
vation sur les variables ' = z+y et ¢y = y — x (correspondant a
un référentiel cartésien tourné de 457). Nous utilisons l'identité
(provenant de 3.17) :

Oy Ops = @y/(am — 055), 8y/ ops = @x/(Om + 05513.120)

et en observant de plus que o,,,(z, x) = ogg(z,x) = 0 et oy, (x, 1—
x) = ogg(x,1 —x) = 0 (voir les propriétés de symétrie 3.18 et
3.18), nous avons, pour x,y dans la matrice avec 0 < x, y < 1,
de sorte que les chemins d’intégration soient contenus dans la
matrice :

—1

oss(x,y) = — [/ dz dpops(2', 2)

2 0

/

—/ dzay/apg(z,y')], (3.121)
1/V2

1| rv
om(2',y) = 3 [/ dz dpops(2', 2)
0

+/ dzay/olag(z,y')] : (3.122)
1/V2

Soit pour 0 < z, y < 1 (x,y dans la matrice),

oss(y) = Sla—y)g (@+y—1) (3.123)
+arx+y—1)4d (y—2)], (3.124)
onlry) = Slly—a)g (@+y—1) (3.125)
+(xz+y—1)4 (y—x)]. (3.126)

ot la dérivée ¢’ de la fonction g se réduit dans [0, av/2] &

/ . L, <
g(z) = EQB (ﬁ) : 0<z<av?, (3.127)
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avec g la dérivée de gp.

Les singularités locales des champs de contrainte et de défor-
mation sont qualitativement identiques a celles explicitées dans
le cas ¢ = 0 avec chargement appliqué en cisaillement simple.
En particulier, la fonction gp se comporte comme (en utilisant

I'Eq. 3.119b) :

g5(z) =~ gp(a) +2valgs(0) + gp(a)lla — 2|2, (3.128)
r— a(r < a).

Ceci implique également que la composante en cisaillement pur
ops de la contrainte diverge localement le long des frontieres
entre les zones (A), (B), (C) et (D) comme d~'/? ol d est la
distance a la frontiere.

Module effectif, moyennes et variances dans la limite diluée

Nous utilisons la méme méthode que dans le cas de cisaille-
ment simple avec ¢ = 0 afin de développer la fonction gg(a, 2)
en somme de puissances de a. Ceci aboutit aux résultats suivant
dans la limite diluée :

EB((L)
€0

= 1—27a® — a

324/2
3

5 4 5
+ 7—8—677 a* + O(a”), (3.129)
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et, en terme de la concentration en pores f :

Po _ gy 32 gap (_3_ 2 /
— 1 f 3\/_7T3/2f32 (1 T 7T2>f2+0(f52),

7]

(3.130)

32
MO (eps) = 1- fw3/2f3/2+0(f) (3.131)
M®(eps) = 1+ ﬁwf”? o(f). (3.132)
CW(ess) = 0, (3.133)
1/4

CW(epg) = 2\/§ 3/4]‘?’/4+O(f5/4) (3.134)
(1) 21/ 4 3/4 4 5/4
C(ops) = in —al o), (3.135)
CW(ogg) = CY(oy) = . (3.136)

3.6.3 Mode axisymétrique

La limite £ = A/u = oo est obtenue en prenant p — 0 (la
limite A — oo n’étant pas considérée ici pour des raisons iden-
tiques a celles développées pour £ = 0 dans la Sec. 3.5.3) et nous

supposons de plus que f < fc(l).

Champs de déformation et de contrainte

Nous faisons le méme raisonnement que lorsque ¢ = 0 appli-
qué a un réseau de pores tourné de 45°, et utilisons la relation de
symétrie (3.109). Le champ de contrainte moyenne est comme
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suit :

ops(z,y) = 0, (3.137a)
o0 X(@+y +xX(@—y)

m\Z, = , 3.137b
Om(T,Yy) " 2v3a 5 ( )
o "z —1vy) —x'(z+
oslay) = 2 MEZUMEXEEN a7
€0
14+v2(k/X = 1)a

Xt y) + Xz —y)

5 : (3.137d)
. /€80/)\
ess(2,9) = 1+v2(k/\ — 1)a
X @ —y) =Xz +y) (3.137¢)

2 Y
avec X' définie en (3.110). La composante en cisaillement pur
de la déformation prend la forme (pour x,y dans un triangle
compris a l'intérieure de la cellule unité avec 0 < x +y < 1 et
O<z—y<l1):
€0 1+ Mk
21+vV2(\/k—1a
+(z+y)o(y —x+1—aV2)
+(y —z—1)d(x +y — aV?2)

(- y)ly a1 +a\/§)}. (3.138)

eps(e,y) = (@ +y—1dly—z+av2)

Cette expression est étendue au plan par les relations de pério-
dicité et les symétries du mode axisymétrique :

eps(z,y) = eps(—x,y) = eps(w, —y) = —eps(y, x). (3.139)

Les singularités des champs de déplacement de contrainte et de
déformation, ne sont pas détaillées ici car elles sont qualitative-
ment similaires a celles rencontrées dans le cas ¢ = 0, la zone
(C) n’introduisant pas de singularités différentes particulieres.
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Modules effectifs, moyennes et variances

En utilisant les champs de contrainte et de déformation pré-

cédemment déterminés (&' = \/2f/7) :

K 1—29
;0 sl T (3.140a)
MO (e,) = li fH(lK;f? 0o (3.140b)
5 B 1+ Mk
MPew) = om0 (3-140¢)
(3.140d)
CW(epg) = oo, (3.140e)
. B Vo1 — 20
CW(egg) = VI=FINE+ (1= k/A)PT (3.1408)
Doy L VI-20/(+f)—f
CUew) = T ir G- Dol (3:140e)
CW(opg) = 0, (3.140h)
VO .
(s — 1401
C(oss) NN (3.140i)
CD(oy) = %(/Zm) (3.140)

Le module de compressibilité effectif (ko(f)/p ou ro(f)/A,
normalisé différamment selon que £ = 0 ou ¢ = 00) est tracée
Fig. 3.5.1. Dans la llimite diluée f — 0, dans les deux cas,
ko(f) = 1/3/f (ce qui est divergence singuliere, et plus faible,
par rapport au matériau isotrope en 1/f).

Solution pour une porosité f > fc(l)

1 :
Lorsque f > fc( ), nous remarquons que la contrainte macro-
scopique est nulle, car la matrice est recouverte par les zones
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(C) et (D). Ce matériau ne peut donc plus étre soumis a un
chargement en contrainte et en particulier ky/k = 0.

3.7 Conclusion

Les solutions calculées dans toute les sections précédentes
pour les matériaux bidimensionnels poreux fortement anisotrope
étudiés sont divisés en deux catégories : du type mode “sou-
ple” de chargement (pertinent pour matériau plastique dans les
théories d’homogénéisation) et modes “dur” de chargement (per-
tinent pour les matériaux “auto-bloquant” avec déformation a
seuil). Par mode de chargement souple nous entendons un mode
de chargement selon une direction donnée en déformation qui
ne produit aucune contrainte pour la loi locale dans la matrice.
A I'inverse, dans un mode de chargement dur, une contrainte
non nulle est produite pour la loi locale dans la matrice, dans la
direction de chargement imposé en déformation.

aligné ou transverse avec ’anisotropie du milieu. Dans la li-
mite diluée, la loi effective du matériau varie soit linéairement
avec la concentration (pour la premiere correction en f) soit
selon une puissance non entiere de f. Ces cas correspondent res-
pectivement a des solutions “continues” (champs de déplacement
sans saut) ou a des solutions de type “localisées” (discontinuité
du champ de déplacement). Dans le Ch. suivant, ces exposants
sont interprétés en considérant des matériaux linéaires aniso-
tropes plus généraux (0 < ¢ < o0). Les résultats exacts sont
comparés avec la théorie d’homogénéisation linéaire (une théorie
d’homogénéisation particuliere est employée pour tenir compte
des milieux périodiques). Dans le Ch. 6, nous étudions le méme
réseau idéal de pores avec une loi élastique-parfaitement plas-
tique.






Chapitre 4

Milieu linéaire périodique
anisotrope

Dans ce chapitre, nous étudions un milieu linéaire anisotrope
avec microstructure périodique. Le réseau de pores considéré
et les modes de chargement examinés sont identiques a ceux
développés précédemment. En revanche, nous considérons une
classe de matériaux anisotropes plus générale qu’au Ch. 3, avec
rapport d’anisotropie quelconque (0 < ¢ < o00).

Le comportement du réseau est calculé numériquement par
transformée de Fourier, (lorsqu’une déformation en cisaillement
est exercée). Par ailleurs, la méthode d’homogénéisation de Hashin-
Shtrikman est appliquée, d’'une maniere qui prend en compte la
périodicité du milieu. Les modules effectifs et les deux premiers
moments des champs dans chaque phase, tels que prédits par la
théorie, sont calculés. Ils sont comparés avec d’une part les résul-
tats numériques, et d’autre part les solutions exactes calculées
au chapitre précédent.

En particulier, une étude est entreprise dans la limite diluée
en pore, pour des rapports d’anisotropie quelconque. Nous mon-
trons I'existence de régimes distincts au voisinage des fortes ani-
sotropies marquant la transition entre les solutions “localisées”
du Ch. précédent et non localisées. Ces régimes permettent d’in-
terpréter les exposants non-entiers dans le cas du milieu linéaire

131
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anisotrope en terme d’une longueur caractéristique (dépendant
de I'anisotropie). Le changement de régime se fait lorsque cette
longueur caractéristique est de ’ordre des dimensions du réseau.

4.1 Meéthode d’homogénéisation linéaire
pour les milieux périodiques

Afin d’étudier le comportement du matériau linéaire aniso-
trope, nous appliquons la théorie d’homogénéisation de Hashin-
Shtrikman, sous une forme particuliere, a un milieu poreux pé-
riodique. Dans la théorie d’homogénéisation, un tenseur d’Eshelby
spécifique prend en compte le caractere périodique du milieu
(Suquet, (125)). Dans cette approximation, le champ de défor-
mation est supposé constant a I'intérieur des inclusions. Ce résul-
tat est exact dans la limite d’inclusions infinitésimales de forme
ellipsoidale (Eshelby, 1957). Dans notre cas la théorie d’homo-
généisation doit donc s’appliquer au premier ordre en f dans la
limite diluée.

Nous considérons un milieu linéaire anisotrope similaire a
celui défini au chapitre précédent : la matrice (phase a = 1)
contient en son sein un réseau carré de pores cylindriques (phase
2) et la concentration en pores est ¢? = f ot 0 < f < w/4 (Fig.
3.1). Notons ) = 1— f la concentration de la pahse 1 (matrice)
et LM le tenseur élastique pour la matrice :

LU =26 iy + 20 B + 2u B, (4.1)
ott les opérateurs J, E© E®) sont définis comme en 3.4 et pu,
A, k sont les modules élastiques de cisaillement et le module de
compressibilité dans la matrice. Dans cette partie, nous noterons
k =0 = \/p le rapport d’anisotropie ou 0 < k < co. Le tenseur
effectif du réseau est noté :

L = 2 E© + 2pE™) + 2%7, (4.2)
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ol mu, X et % sont les modules élastiques effectifs.

Microstructure

Le tenseur d’Eshelby ou tenseur d’influence P utilisé dans la
méthode d’homogénéisation de Hashin-Shtrikman (HS) possede
les mémes symétries que le tenseur d’élasticité dans la matrice.
Nous définissons le tenseur P, lié au tenseur d’Eshelby :

1
p— L g 1 g 4.3
2)\p + 2,up QHPJ’ ( )

Lorsque la microstructure est un réseau carré de pores cylin-
driques, les composantes du tenseur P sont données par des
sommes sur les moments de Fourier entiers p,, p, (Suquet, (125;
126)). Pour un milieu a deux phases :

Pij = Z Hiju(p){e *) 1) (e®*) ), (4.4)
peR2—{0}

ol (-)(1) dénote une moyenne volumique sur la phase 1 (matrice),
et H est défini a partir du tenseur acoustique :

Hijm(p) = {qz' (N (P)li ql}

sym

(voir 2.21). L’expression ci-dessus provient de I’écriture des équa-
tions de Lipmann-Shwinger (2.17) dans la représentation de Fou-
rier pour un matériau périodique. Ici pour le matériau bi-phasé
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poreux on trouve, avec f = 2
% - W(f—ﬁf)SA(f,k), (4.52)
S\fk) = > (02 = 12)° fory (4.5b)
2
M“—P - ﬁsﬂ(f,k), (4.5¢)
Su(fik) = > ©2papy)’ frrp: (4.5d)
2
R ) (4.5¢)
Kp 7T(1_f)
Se(F. k) = D" (2 +102) foons (4.51)
Pe>0
py=>1

Les coefficients f, , s’écrivent :

T2 (/4 (p2 +12) )

(02 +p2) [419%195 +k (p2— pi)Q] |

Soow, = (4.6)

ou on note J; la fonction de Bessel de premier ordre. Nous re-
marquons par ailleurs que Sy\(f, k) = S.(f, k) — S.(f, k).

Notons que ces résultats d’homogénéisation ont été obtenus
avec pour seules informations sur la microstructure : (1) la pé-
riodicité du milieu et (2) la forme circulaire des pores.

Modules effectifs

Le tenseur d’élasticité effectif du matériau, tel que prédit
par la théorie d’homogénéisation est comme en (4.2). Les vis-
cosités effectives prédites par la théorie d’homogénéisation A\,
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et k s’écrivent en fonction des modules élastiques du tenseur
d’Eshelby (formule de Hashin-Shtrikman) :

A A\
A (oA 4.7
L@ (i-d5) (4.7
~ 1
Fo1-® (1—c<1>ﬁ> , (4.8)
7 pp
~ (1)
A (4.9)
7 c(2) Kp

Variances

La théorie d’homogénéisation permet également de calculer
une estimation des seconds moments des champs de déformation
et de contrainte dans chaque phase, donnés plus loin. Contrai-
rement aux modules effectifs, ces quantités dépendent du type
de chargement appliqué. L’anisotropie dans la matrice et les di-
rections non équivalentes du réseau nécessitent de distinguer les
modes de cisaillement pur et de cisaillement simple comme nous
I’avons fait jusqu’ici. Nous considérons donc les trois modes de
chargement définis en Sec. (3.4.2), soit deux modes de cisaille-
ment et un mode axisymétrique. Nous dérivons les formule des
variances dans le cas particulier d’un matériau incompressible
Kk = 00, les variances étant définies dans (3.4.4). Ainsi les compo-
santes en cisaillement pur (PS) et simple (SS), et la composante
moyenne de la déformation sont toujours définies par

€SS = Exys eps = (v — Eyy)/2a Em = (Eza + 59y>/2'
(4.10)

Des définitions similaires sont adoptées pour le tenseur des contraintes.
Dans la suite de cette section, seules les formules correspon-
dant a un ensemble de variances indépendantes sont données.
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Les variances non évoquées se déduisent facilement des expres-
sions ci-apres, par exemple dans le mode de cisaillement simple :

CW(ogs) = CWV(ess)/(MN),  CW(ops) = CW(eps)/(kA/N).
(4.11)

Cisaillement simple Nous calculons des estimations des variances
a partir des modules effectifs prédits par la théorie d’homogénéi-

sation. Ces calculs sont donnés dans (107) et ont été proposé a

'origine dans le cadre de milieux diélectriques (9). Ecrivons tout

d’abord I’énergie par unité de volume W (ey) dans le réseau de

pores de deux manieres différentes, par la somme des travaux mi-

croscopiques et par le travail des champs macroscopiques (nous

appliquons ici le théoreme de Hill, 1963). En cisaillement simple

pour un milieu incompressible :

Weo, A i) = (1= f) (2Meds) ) + 2u(eps) 1) = 2M(ess)’,
(4.12)

ol (-) dénote la moyenne sur le plan complet et (-) (1) la moyenne
sur la phase 1 (matrice). D’autre part, lorsque le chargement ¢
est fixé :

dedg)y  9eds))

= —an =0 (4.13)

Nous en déduisons les expressions :

O/N)
CW(egg) = Aj;k_f _ (1)\—/)\]”) : (4.14)

/ 1200/ \ 2

CW(epg) = —) . (4.15)

1—f
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La variance de la composante moyenne o,,, du champ de contrainte
est calculée indépendamment par passage a la limite kK — oo
pour un milieu compressible :

~ 1/2
W(g )= L (k/p)* O(N/A)
o =33 [k(lf)a(ff/u) “j S

Cisaillement pur Pour un chargement en cisaillement pur, de
meme

£ 1.90/p) i\
CW(epg) = |L 1_}?’6 _ <1ﬁf) : (4.17)
oG/ \ 12
s = (75) (119
k/p)? O 1/2
Cow) = 77 {(1 /—M} a%fb; ) ] ' 419

Chargement axisymétrique en déformation Pour un chargement
axisymétrique on trouve

0(1)(5138) — {L F _ ka(%/u)] }1/2’ (4.20)

1—f|u ok
= 1/2
CW(egs) = [ﬁf%ﬁ”] , (4.21)
Wiy~ L [=ee oG m| ]
CVow) = 2 | T25 G ,@_J ‘ (4:22)
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4.2 Développement des sommes de réseau
dans la limite diluée

Développement asymptotique

Dans cette section, nous calculons les sommes de réseau Sy( f, k),
Sk(f k) et S,(f, k) lorsque f < 1 et k est quelconque. Dans
toute la suite, nous posons s = 2,/ f.

En tant que fonction de p = (p,, py), les termes des sommes
(4.5b-4.5f) ont le méme degré d’homogénéité. Nous calculons un
développement asymptotique de ces termes par une approxima-
tion continue des sommes. Cette approximation ne permet de
calculer que la premiere correction en f. Comme Ji(x) ~ x
lorsque * — 0, on remarque que le développement naif des
sommes en puissance de s est fortement singulier et ne peut
fournir le résultat recherché, donc un prolongement analytique
est nécessaire. Un outil privilégié pour la détermination de dé-
veloppements asymptotiques est la transformée de Mellin ou
Mellin-Barnes (149). La transformée de Mellin et son inverse
sont définis par :

Mif@)s) = [ doa o), (4.23)
fr) = 5 [ azaMp): (4.24)

ou ¢ est choisi dans la bande d’analyticité (parallele a I'axe des
abscisses) de M[f(x); z] dans le plan complexe en z. Les poles de
la transformée de Mellin déterminent entierement le développe-
ment asymptotique de f(x), a la condition de pouvoir “déplacer”
le contour d’intégration vers la gauche. On “encercle” ainsi les
poles situés sur 'axe négatif z et 'on détermine ce faisant une
série asymptotique autour de x = 0 en puissance positive de .
Inversement, le déplacement du contour vers la droite détermine
un développement en x = oo en puissance négative de x.
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Approximation continue

Nous observons que lorsque s — 0, seules les grandes valeurs
de p, et p, contribuent a la somme. Chaque intervalle élémen-

taire p < {/p% +p2 < p+ Jp, ol Jp est petit, contient un grand
nombre de points. Ainsi nous supposons que le développement
asymptotique de la série est équivalente a celui de l'intégrale

/ /”/2 (cos? 6 — sin® «9)2 JZ(sp)
p>a 481n29 cos20+k (00828 81n29) 2]

B J? (Sp)H(p —a) {™* d6 (1 + cos46)
/odp p /o(k-i—l)—l—(k—l)cosél@

- A(k)Ba(S)a

ou H est la fonction de Heaviside, et a > 0 est une valeur de
coupure finie d’ordre un (étant donné que la somme de réseau
débute a |p.|, |py| > 1), et ou

B /2 df (1 + cos40) T 1
A(k>_/0 (k+1)+ (k—1)cos4b 2<1+\/%> \/E’

_ /OO P Hp —a)
0 p

En réalité, ces intégrales sont fournies par Mathematica (148)
ce qui permet d’aboutir directement a (4.30). Cependant, il est
instructif de calculer ces résultats analytiquement, d’autant plus
que certaines étapes du calcul seront réutilisées dans la section
suivante.

La transformée de Mellin de B,(s) vaut, par le théoreme de
convolution des transformées de Mellin,

M|By; 2] :/Omdssz_lBa(s) = M[H/p;1— 2] M[J}; 2] (4.25)
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ot (97; 147)

00 z—1
M[H/p;z] = / dppz_zz—:_l Rz <1 (4.26)

M[JZ 2] = / Oodttz_ljf(t) (4.27)

" P12 - 22T (2/2)

T 2/ml(2— 2/2)0(=2/2)
—2 < Rz < 2.

Nous notons a ce propos le résultat plus général de (147) dont
nous aurons besoin par la suite (—2r < &z < 2)

M[J% 2] = /0 Cat tLIA(t) (4.28)
O T(2- 52T (E/2 1)
T T (v 2T )2) (4.29)

La formule d’inversion s’écrit

B = [ g1 -2 i
_ L L [T s/ar
T T ovmoin ) 2 T(2—z/2)T(—2/2)

ol c est réel. Une bande d’analyticité commune des deux facteurs
MI[H/p;1 — z] et M[J?; 2] dans le terme d’intégration est 0 <
Rz < 1. Nous choisissons donc 0 < ¢ < 1 de sorte que la formule
d’inversion s’applique. Le développement asymptotique a s petit
est obtenu en déplacant le contour Rz = ¢ vers la gauche. Les
poles du terme d’intégration situé sur la partie gauche de 'axe

z = 0 sont les poles simples z; = —2n avec n > 1 (les poles de
['(z/2), moins 0) et le pole simple z = 0 provenant du facteur
1/z. En utilisant I’approximation (63)

D(w + iy)| = V2re W22 4 (i, y)]
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ou r(x,y) — 0 uniformément a y — oo pour x borné, le terme
d’intégration se comporte comme e~ #1985 /|y|5/2 & y — oo, de
sorte que seuls les poles contribuent au résultat. Grace au théo-
reme de Cauchy, et a’aide du résultat Res[['(z)],——_, = (=1)"/n!,
nous déduisons la série asymptotique

Res [(as)*T(1/2 — 2/2)(=/2)
Buls) = 35: [ . T@_ 22072

Z(_l)n F(1/2 + TL) (aS)Qn
n>0

n>0
1
2/ n!?I'(2 + n)
1 1 5 1
R LR
1
= 1P ({1/25:{1, 2} = (as)’) (4.30)
La dépendance en terme de la valeur de coupure a indique une
dépendance des “détails” des sommes de Fourier. Seul le terme
prépondérant ne dépend pas de a, et il est supputé universel.
La derniere égalité fournit I’expression exacte de la somme en
terme de la fonction hypergéométrique ,Fj, (147).
Le degré d’homogénéité de toutes les sommes de réseau est
identique et seule I'intégrale angulaire varie d’'une somme a I’autre,

dans 1'approximation continue. Le calcul des intégrales angu-
laires subsistantes abouti aux estimations suivantes :

(as)" —

s 1
Si(s; k) ~ = B,(s), 4.31a
T 1
Su(sik) ~ §1+\/EBQ(3), (4.31Db)
Su(s:ik) ~ T B.(s). (4.31¢)

2k

Les sommes Sy et S, divergent lorsque k£ — 0 par le fait des
contributions le long des axes cartésiens, comme on peut faci-
lement le constater en examinant les formules des sommes de
réseau.



142 Chapitre 4. Milieu linéaire périodique anisotrope

Par ailleurs les sommes a k fini atteignent une valeur finie
lorsque s — 0. De plus, la dépendance en s de B,(s) ne tient
pas compte des fonctions calculées sur le réseau. Il est ainsi plus
prudent de s’en tenir a la limite a — 0, et de remplacer By(s)
par By(s) = 1/2 dans les expressions ci-dessus.

Nous estimons cependant que le résultat exact au premier
ordre en f autour de 0 de B,(f) est : B,(f) = 1/24+O(f). Dans
la limite diluée, ces approximations sont exactes.

Nous résumons dans la suite de cette section les résultats
obtenus jusqu’ici. Dans la section suivante, nous effectuons le
calcul des sommes dans des cas de fortes anisotropie. Enfin les
résultats sont discutés et interprétés.

Modules effectifs

Nous déduisons les estimations suivantes pour les modules
effectifs dans la limite diluée :

MA = 1— f(1+VEk)+O(f?), (4.32)
Alp = 1= f1+1/VE)+O(f?), (4.33)
Rl o= (1/f =2Vk+O(f). (4.34)

Ces résultats sont a rapprocher des résultats exacts dans les
limites kK — 0 ou k — o0, et f — 0 par la suite et que nous rap-
pelons ici (I'indice 0 désignant les résultats exacts, les symbols ™
étant réservés aux estimations de la théorie d’homogénéisation) :

Ko/p = VT/f =2, k—0,
Ko/p = [\/W/(Qf)—Z] k, k — oc.

X/N = 1—f, k=0, (4.35)
X/A = 1—=+2f/n,  k— o, (4.36)
wo/w = 1=+/f/m, k=0, (4.37)
po/p = 1—f,  k— oo, (4.38)
(4.39)
(4.40)
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Variance des champs

Cisaillement simple

Les variances de des champs dans la limite diluée en pores
sont, pour le mode de déformation en cisaillement simple (pour
la théorie d’homogénéisation) :

CW(ess) = CW(oss) = [PV +O(F2), (4.41)
CWO(eps) = PR +O(f*), (4.42)
CH(ops) = fY27Y44+0(f%?). (4.43)

Les résultats exacts dans les cas limites £ = 0,00 sont par
comparaison :

42

CW(egg) = Wf3/4’ k— 0, (4.44)
CW(egs) = f/mY, k- oo, (4.45)
CHeps) = 0, k—0, (4.46)
CW(epg) = +o00, k— o0, (4.47)

Cisaillement pur

Les variances des champs prédites par la théorie d’homogé-
néisation d’Hashin-Shtrikman dans la limite diluée sont, pour le
mode de déformation en cisaillement pur :

CW(ess) = CW(oss) = fPPR1+O(f2), (4.48)
CO(eps) = fPEV 1+ O(£7), (4.49)
CW(opg) = fY2EVA+0(fF37?). (4.50)
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tandis que les résultats exacts dans les cas limites k£ = 0, oo
sont :

CWeps) = (f/m"', k=0, (4.51)
29/4

(1) _ 3/4

¢ (EPS) - \/§7T3/4f ) k'—>OO, (452)

CW(epg) = +o00, k—0, (4.53)

CW(egs) = 0, k— oo. (4.54)

4.2.1 Calcul des sommes de réseau dans les limites de
forte anisotropie

Dans la section précédente, nous avons utilisé une approxi-
mation continue afin de calculer les sommes de réseau a 1’ordre
prépondérant en f. Ici, nous surpassons cette restriction et consi-
dérons des résultats plus généraux qui tiennent compte du ca-
ractere discret des sommes. Des développements systématiques
en puissance de f sont effectués et les résultats obtenus s’ap-
pliquent a une large gamme de concentrations f.

Les calculs plus bas font appel a des techniques spécifiques
utilisées pour I’évaluation de sommes de réseau, en plus de la
transformée de Mellin déja considérée. Nous détaillons tout d’abord
la technique utilisée pour la somme .S, dans le régime £ — 0.

Somme S, régime k — 0

Nous séparons la contribution potentiellement singuliere le
long de 'axe Cartésien de la somme :

2( s (0% +p;) J7 (54 /D2 +p2))
Sﬁ(s;k):%zjl(p)—kz |

2 212 2 _ 2)2
p>1 p PasPy=>1 4pxpy—|-/€(px py)

En utilisant la transformée de Mellin de JZ, (Eq. 4.27), la



4.2. Développement des sommes de réseau
dans la limite diluée 145

transformée de Mellin de S,(s; k) par rapport a s s’écrit
M [S(w; k); 2] = M[J7 (5 k); 2] 84 (2; k)

ou nous introduisons

_ 1 1 2 4 p2)i-2/2
S, (z; k):EZ + ) #, +7,) . (4.55)

2+2 2
=P no Apips + k(p2 — p2)?

Considérons le premier régime k — 0, alors le terme prépondé-
rant de S,(z; k) est :

+O(k). (4.56)

ou ((z) est la fonction Zeta de Riemann ((z) =, ., n"".
D’apres Glasser (39), le reste de la somme dans (4.56), soit

1
O =3 (4.57)
S’ = 2727 .
= PPk 4 py)
py=>1

peut étre transformée en une somme rapidement convergente
en faisant appel a la théorie des fonctions 9 de Jacobi (1). Des
transformations similaires sont utilisées dans (78). En utilisant
la définition de la fonction I' sous la forme de 'identité

1 1 (™
— = dA N\l >0 4.58
el e (a>0), (4.59)
et la définition
93(0,9) =142 q", (4.59)
n>1
nous avoIs
0) — / A\ \2/2-1e=Ap) Z —Ap;
S,. Z e
§ Py>1 py pe>1
1

z
2 py>1py
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Et en appliquant la premiere transformation de Jacobi

— VR0, 7P,

puis en utilisant la formule d’intégration (parfois appelée inté-
grale de Hobson)

00 z/2
/ dt e P/t = 2 (9> K.(2/Pq),
0

p

ou K, (z) est la fonction de Bessel modifiée (ou de McDonald),
nous obtenons

sO = 8 / dANE Lo [\/193(0,@—”2“) - 1]
5 Dy=>1 py >\

e / A\ ATl <\/E— 1)

§ Dy>1 py )\

\/%
F()Zp_/ “

py=>1

172
_ %[ FF(EW) 2)¢(, -l—l)—C(z—l—Q)]

2%/ 1 <px>
£ 2 \n, y

py=>1

SA=T2p2 /A

_l_

La série de McDonald produit un résultat nul pour z < 0 (résul-
tat numérique empirique). La fonction de Bessel modifiée K, (z)
est une fonction entiere de v a z # 0 fixé (et une fonction régu-
liere en z sauf sur une ligne le long de I'axe réel négatif a z fixé)

(1).
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Finalement :
~ 1 1 NZaNE
So(zik) = [ —~ 2) + Y2 1
@0 = (5= g) <G+ + YT e+
SE )
™ Pz
+ S5\ KZ—”(Qﬂ-pxp )
o 2 i) e

L’expression ci-dessus est valide dans la bande d’analyticité 0 <
R(z) < 1 commune aux domaines d’analyticité de (4.27) et
(4.55). Nous calculons son inverse au sens de la transformée
de Mellin en utilisant le théoreme des résidus. L’intégrale de
contour le long de la ligne z = ¢ + it (c réel) est déplacée vers
la gauche du plan. Nous ne pouvons pas prouver qu’il n’y a pas
de contributions en parties imaginaires infinies, et négligeons
ces contributions. Les fonctions de Bessel K(,_1/2(2mp,p,) dans
I’Eq. (4.61) ne contiennent pas de poles et nous supposons que
la série infinie de cette méme équation n’en contient pas :

N Res F(1/2_Z/2)
Sn@%k)“‘EE:{}_SF(Q——z/2)FC—Z/2)

2<0

[%(%—1)Qz+@F@ﬂ)+F(i%l>QZ+lﬂ}.

Les poles de cette expression se situent le long de 'axe des réels
négatifs et seuls deux poles existent en z = —1 et 2z = —2.
Finalement, en se rappelant que s = 2v/nf :
i mf
Sk(f, k) = 8 —3k)+ —(k—4)+ O(k). 4.61
(1K) = 2= (8= 3K) + Tk =) +O).  (461)
Dans la limite £ — 0, cette somme est exacte ou presque exacte
jusqu’a une certaine valeur située au voisinage de f =~ 0.39,
qui est proche de la limite de disques rapprochés f = 7/4 (le
meme phénomene se reproduira par la suite lorsque la limite de
“percolation effective” du module effectif est non pas 7/4 mais
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7/8). Cela suggere que la limite exacte de “percolation” effective
est d’'une certaine fagon incluse dans les sommes de réseau (voir
Fig. 4.1 pour une observation similaire concernant la somme S}).

Somme S, régime k — oo

Comme dans le calcul précédent, nous traitons distinctement
les contributions situées sur l'axe Cartésien et le reste de la
somme dans Sy pour k — oo. En utilisant une fois de plus
la transformée de Mellin, nous avons

M[S\(z, k); 2] = M[J?(x); 2)S\(z: k),

et d’aprés la définition suivante pour Sy(z; k) :

- 1
Sx(z; k) = EC(Z+2> (4.62)
Ll sz—:l (02— p2)?

2 2 OE T )R + K A

En utilisant la méme méthode que précédemment, nous évaluons
la somme au terme prépondérant en k& pour k — oo :

~ 1 1
Sx(z k) = k; C(z+2)+ kZZ ) 1+z/2+0<ﬁ>'

Pe>1py=1 px

En sommant les puissances en terme de fonctions de Jacobi, et
en utilisant I'intégrale de Hobson :

<~ 1-27 VT T
Ssk) = D+ S

) N ) mzy: (m%) KZ+1(27Tpxpy)

ED(1+ z/2 SN Dy

C(z+1)

Nous calculons maintenant la transformée de Mellin inverse en
sommant les résidus situés sur le demi plan des complexes a
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partie réelles négatives R(z) < c. Seules trois poles subsistent a
z=0,—1,—2, ce qui fournit le développement en f suivant au
premier ordre en k :

S\(f, k) = 4/<;< 26;//;\f f) +0 <k2> (4.63)

Somme S, régime k — 0

Cette fois-ci, c’est sur la diagonale p, = p, que résident les
contributions potentiellement singulieres de la somme S, (s, k),
que nous séparons du reste de la somme :

Suls k) = 3 %jg@

Pe—1 xyjls > T Dy
+ZZ PPy Ji(s\ /D% + p}) (464

(P2 + p2)[4p2p: + k(p2 — p2)?]

Pe>1py=1

Nous posons M[S,(x, k); z] = M[J}(z); z]gu(z; k) avec

~

Su(z:k) = 2777 (2 + 2)
z/2—1

s P, (07 — ;) _ (4.65)
ooy PPy + (R — )

En calculant le développement asymptotique de cette expression
lorsque k£ — 0, nous reconnaissons une expression déja calculée
pour la somme S) lorsque k£ — oo. Ceci donne directement :

_=+2) VT L(5)
2 2 T(1+2/2)

2,/ (pr> 2
+ K:1(27mp.py)-
[(1+2/2) pm;ﬁl Dy f ( y)

C(z+1)

gu(ZQ k) =
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La somme sur les fonctions de Bessel est négligée (ou rigoureuse-
ment nulle) lorsque la transformée de Mellin inverse est calculée.
Seuls les poles a z = 0, —1, —2 contribuent au résultat soit :

Su1H) = 2( o VaF+ f) L0, (4.66)

Somme S), régime k£ — 0

En utilisant les résultats précédents et I'identité Sy = S, —S,,
le développement asymptotique pour Sy, k — 0 est (en mettant
de coté les termes de second-ordre en k) :

Sy(f. k) = N —f) o(1). (4.67)

t(ave

Somme S, régime k — oo

Cette somme est calculée en utilisant des techniques similaires
aux cas précédents :

Su(f. k) = % f——f+o(]1> (4.68)

Somme S,;, régime k — o

Cette somme est calculée en utilisant 'identité Sy = S, -5, :

Su(f k) = 3\8ﬁ f——f+0<k> (4.69)

4.2.2 Sommes de réseau pour un matériau isotrope

Afin de comparer les résultats précédents avec le cas du ma-
tériau isotrope, nous calculons les sommes de réseau lorsque le
coefficient d’anisotropie est & = 1. Nous appliquons la tech-
nique par transformée de Mellin exposée antérieurement pour la
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somme de réseau S,. Les calculs de la transformée de Mellin de
cette somme donnent :

~

Se(zik) = MI[S.(x;k); 2] /M[J}(x); 2],

((z+2) VL () =
> T

—_

ou S, est une somme de fonctions de Bessel de deuxieme ordre,
ne contenant pas de résidus le long de 'axe des réels négatifs.
Finalement :

Se = 1= 1), (4.70)
K 1
LT ?—1. (4.71)

Ceci est en accord avec les calculs numériques de la somme de
réseau. Pour les deux autres sommes Sy et S,, une singularité
en k = 1 ne permet pas d’appliquer la méme méthode (seul
le terme d’ordre 1 est correct). Un calcul numérique des inté-
grales obtenues indique cependant que les deux sommes ont un
développement en f qui vaut :

S, ~ g —1.020f + 0.752% + O(f%), (4.72)
S, ~ g 4 0.235f — 0.752F% + O(f%). (4.73)

Comparé aux calculs numériques, 'erreur relative de cette ap-
proximation est de l'ordre de la précision du calcul numérique
des sommes (par exemple I'erreur relative est au plus de 5107°
sur I’ensemble de la courbe pour un calcul des sommes avec
20482 termes tandis que la différence relative est de 10™* pour
10242 termes). Ceci confirme que seules apparaissent des puis-
sances entieres de la concentration f dans les développements
des modules effectifs dans le cas isotrope, et I'estimation de la
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théorie d’homogénéisation est analytique, avec :

= 1-2f+0(f?), (4.74)

= 1-2f+O(f?. (4.75)

> >'E IR

Modules effectifs dans la limite diluée

Dans la limite diluée, les modules effectifs sont calculés direc-
tement en utilisant les résultats précédemment obtenus. Pour

k—0:

A 32 4 1024\ , /2

Yo 2 +( 2 ) 12+ 0 aT0)

1 3m3/2 1/2 3/2

- = 1—-— @) 4.77

. 5/ 102 4f +O(f77), (4.77)
nous rappelons les résultats exacts :

N = 1—f 37r3/2f + (1 - fe, (4.79)

Ho 1 1/2 1 3/2

— = 1—-— — — O 4.80

. N A= (f*7), (4.80)

L ) (4.81)

1]

Pour k — oo, les développements de Hashin-Shtrikman sont :

2\ 7T/ T
§::1—5@f3ﬂﬂ—93f+ouwx (1.5
E . 32 512 9
no L=/= 37r3/2\ff ( )f

YO, (4.8
K 32
e A (4.8
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Nous rappelons les résultats exacts trouvés au chapitre précé-
dent :

Ao [2ap 2 3/2

N - Rt (4.85)

Ho _ o ¢ 32 g <_§_i> 2

7 L= 3773/2\/§f 1 T 72 /
+O(f5?%), (4.86)

@

- = \/gf—lﬂ—z. (4.87)

Dans un milieu biphasé constitué d’inclusions infinitésimales de
volume f, les modules effectifs s’expriment d’ordinaire sous la
forme d’un développement en puissances entieres de f. Comme
nous ’avons déja signalé, le terme d’ordre 1 (~ f) est interprété
par les interactions entre inclusion et matrice ; le terme d’ordre 2
est une correction due aux interactions entre paires d’inclusions,
et ainsi de suite pour les termes a n corps. Dans la limite de
pores de taille infinitésimale, chacune de ces corrections est ainsi
proportionnelle au produit des volumes des inclusions mise en
jeu.

En théorie d’homogénéisation, I’estimation de Hashin-Shtrik-
man, fondée sur l'interaction entre les vides et un milieu ex-
térieur homogene est de maniere générale valable au premier
ordre en f. En revanche, I'estimation des termes a deux corps
(en f2) est, sauf exception, fausse, les interactions deux & deux
n’étant a aucun moment prises en compte dans I’estimation. Ici,
la forte anisotropie induit des exposants non-entiers dans le dé-
veloppement en f et deux choses remarquables se produisent :
I'estimation est correcte jusqu’au deuxiéme terme en f3/2 en
cisaillement simple tandis que seul I'exposant 1/2 est correcte-
ment prédit pour le terme prépondérant en cisaillement pur (et
pas le préfacteur). Il est cependant intéressant de noter que la
théorie d’homogénéisation linéaire est capable de déterminer un
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exposant non-entier. Pour ce terme particulier, le coefficient de
la solution exacte /7 ~ 1.77 est approximé par la valeur proche
(32/3)773/? =~ 1.92.

Puissances non-entiéres et interactions

On observe que les termes proportionnels & f1/2 dans les cas
k=0, PS, et k = 0o, SS, sont aussi proportionnels au volume
de la bande de localisation. Ce terme est /2 fois plus grand
lorsque les bandes sont dirigées dans les directions diagonales
(k = 00) que si elles sont verticales et horizontales (k = 0). Ceci
est visible dans les expressions des modules effectifs de po/p a
k =0 (terme fY2/\/7) et A\o/X & k = oo (terme /212 //T).
Ces remarques s’appliquent également au développement en f
du module effectif ky/k avec milieu compressible (voir les Eq.
(3.103a) et (3.103a) du Ch. précédent). Ceci se traduit dans
le cas incompressible, par une transformation identique /% —
V212 lorsque k = 0 — k = oo pour le module effectif normalisé
/‘i()/lu.

Dans cette optique, une premiere interprétation du terme en
f1/2 est I'interaction entre la bande de localisation (les zones B,
C et D du chapitre précédent), qui agit comme une troisieme
phase au sein du matériau de volume ~ fU/2 et le reste de la
matrice (de volume proportionnel a 1). Cette interprétation ne
s’applique que dans les cas de modes de déformation “durs”.
Dans les modes de chargement souples, en suivant le méme rai-
sonnement, le terme d’ordre f3/2 (cas k = 0, cisaillement simple)
et k = oo, cisaillement pur) représente I'interaction entre pores
(de volume f) et bandes de localisation.

Changements de régimes dans les cas de fortes anisotropies

Deux comportements distincts apparaissent dans le dévelop-
pement du module effectif pg/p lorsque f — 0 avec k < 1 fixé
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(Eq. 4.76) et lorsque k — 0 avec f < 1 fixé (Eq. 4.32). Dans le
premier cas, le comportement est linéaire en f, dans le second
un exposant 1/2 apparait.

Ces différences sont la traduction d’un changement de régime.
Ainsi lorsque £ < 1 est fixé, deux régimes distincts existent,
correspondant aux deux comportement évoqués. Dans la limite
fortement diluée (pour f plus petit qu'une certaine valeur de la
porosité f, dépendant de k) le comportement est linéaire en f.
A contrario lorsque f > fr(k) un autre régime apparait dont le
comportement est proche de la solution £ = 0 avec puissance
1/2en f.

Le changement de régime (comportement de f, avec k) doit
de plus se produire lorsque les deux lois se rejoignent, ce qui
donne

fr(k) ~ (97 /1024)k.
La dépendance f, ~ k est vérifiée numériquement par le calcul
des sommes de réseau de la théorie de Hashin-Shtrikman (Fig.
4.2, 4.4) pour des porosités variables a rapport d’anisotropie
k < 1 fixé. Si 'expression 4.76 est exacte (ce qui doit étre le
cas : la théorie d’homogénéisation est exacte au premier ordre)
alors la comparaison avec la solution exacte donne f, ~ k/m.
Cette dépendance (avec un préfacteur semblable) est également
confirmée par des calculs numériques par FFT des champs a
différentes concentrations f < f,., f ~ f. et f> f. (Figs. 4.5).

La Fig. 4.5 montre en particulier ’existence pour de faibles
porosités, d'une zone de forte intensité dans le champ de dé-
formation dont la longueur est caractéristique de ’anisotropie.
Celle-ci se développe autour de chaque pore dans les directions
privilégiées par ’anisotropie dans la matrice. Nous observons que
le changement de régime intervient lorsque ces bandes rejoignent
les pores voisins. Lorsque, pour f < f,, les bandes sont confinées
dans le voisinage des pores, le comportement effectif est linéaire
en f, tandis que lorsque les bandes de localisation “percolent”
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(leur longueur est de I'ordre des dimensions du réseau de pores),
le comportement du module de cisaillement effectif est en loi de
puissance non entiere.

Il doit dont étre possible de relier ce changement de régime
a ’existence d’une longueur critique dans le réseau. Nous obser-
vons tout d’abord que dans le cas k — oo, des considérations
similaires montrent 1’existence d’une concentration critique (voir
I'expression du module \g/A) qui suit la loi f/(k) ~ (2/7)/k (en
calculant le changement de régime a partir des solutions exactes
et de la théorie d’homogénéisation). Si ’on réinterprete mainte-
nant ces résultats dans un réseau de pores tourné de 45 degrés
avec rapport d’anisotropie kK — 0 (voir 3.109), alors de méme un
changement de régime apparait aux alentours de f;’ ~ 2k /7 soit
a une concentration deux fois plus grande que pour le réseau de
pores non tourné.

Ainsi dans un réseau ou les bandes de localisation sont di-
rigées a 45° le changement de régime est-il retardé (lorsque le
rapport d’anisotropie croit) du fait que les bandes de localisa-
tion qui se développent autour des pores ne se rejoignent que
lorsqu’elles sont plus grandes comparativement aux pores. (Dans
le cas ou les bandes sont verticales et horizontales, la distance
entre pores est en effet plus petite que lorsque les bandes sont
dirigées dans les directions diagonales du réseau).

La Fig. (4.6) permet de préciser la nature des bandes de loca-
lisations observées. Nous avons mesuré la longueur L(f, k) des
bandes de localisation dans le régime dilué par un changement
d’échelle que nous explicitons maintenant.

Nous calculons par FF'T les valeurs de la composante paral-
lele sur les lignes de champs situées au centre des bandes de
localisation a différentes porosités dans les quatre cas de char-
gement (SS), (PS) et pour un rapport d’anisotropie k& < 1 ou
k> 1. Il existe toujours un changement d’échelle z — z/L(f, k)
permettant de confondre chaque courbe obtenue a des porosités
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différentes (voir la Fig. (4.6) pour k < 1 en cisaillement pur).
Nous obtenons que ces bandes ont une longueur caractéristique
d’exposant L(f, k) ~ f%0 & k fixé (dans tous les cas). L’exis-
tence de la longueur caractéristique L( f, k) est de plus confirmée
par la décroissance exponentielle de la bande loin du pore (Fig.
(4.7). Cette décroissance exponentielle loin du pore montre en
effet I'existance d’une longueur critique (par un argument di-
mensionnel).

Une analyse similaire & porosité fixée montre que L(f, k) ~
K050 pour k> 1 et L(f, k) ~ k7% pour k < 1. De plus, cette
longueur est identique dans les solutions correspondant au mode
de chargement dur (kK = 0, PS et & = oo, SS) et celles corres-
pondant aux modes de chargement durs (kK = 0, SS et k£ = oo,
PS, apres transformation k — 1/k). Les changements de régime
évoqués plus haut surviennent lorsque les bandes de localisation
parcourent I’ensemble du réseau. Par exemple, pour les solutions
dans le mode de chargement souple, le changement de régime
apparait lorsque L(f, k) ~ 1 (k = 0, PS, bandes de localisation
verticales) et lorsque L(f, k) ~ v/2 (k = 0o, SS, bandes de loca-
lisation tournées a 45 degrés). Ceci s’écrit encore L(f,(k), k) =1
et L(f'(k), k) = v/2. Ces différences expliquent notamment les
préfacteurs différents dans les expressions de f/(k) et f,(k).

Dans le mode de chargement souple (par exemple SS, k& = 0)
aucun changement de régime n’est perceptible pour le module
effectif, néanmoins les variances des champs dans les modes as-
sociés a ces modules effectifs (cisaillement simple et cisaillement,
pur resp.) présentent un changement de régime comme illustré
dans la Fig. 4.3.

Pour résumer : dans la limite diluée en vides, les fortes ani-
sotropies (k < 1 ou'k > 1) produisent des bandes de localisation
naissantes autour des pores. Ces bandes sont dirigées dans les
directions privilégiées de cisaillement du mode de chargement et
ont une longueur caractéristique de l'ordre de L(f, k) ~ «/f/k
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(k < 1) ou L(f, k) ~ /fk (k > 1). Lorsque L(f, k) est plus
petit que la distance entre deux pores dans le réseau, les bandes
de localisation sont confinées dans le voisinage des pores et les
modules effectifs de cisaillement ou de compressibilité varient
linéatrement avec la fraction surfacique de pore. Au contraire,
lorsque L(f, k) est supérieure a la distance entre deux pores, les
bandes de localisation parcourent [’ensemble du réseau, et un ré-
gime avec puissances fractionnaires apparait.

kS,

04—

0.3
0.2

0.1

Fi1G. 4.1 — Somme de réseau kS, en fonction de la concentration f : compa-
raison entre résultats asymptotiques dans la limite k& — 0 (ligne pleine) et
somme de réseau calculée numériquement pour k = 1072 (ligne en pointillés).
Voir texte p. 148.
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F1G. 4.2 — Cisaillement simple, k > 1. Estimation de Hashin-Shtrikman de
la premiere correction en f du module effectif 1 — A/ et de la variance de la
composante du champ egg dans la limite diluée, pour un matériau anisotrope
avec ratio d’anisotropie k = 10* > 1. Les traits en pointillés correspondent
aux calculs numériques de la somme; les traits pleins a porosité tres faible
sont calculés a partir des développements asymptotiques des sommes dans la
limite f — 0 enfin, les traits pleins a plus grande concentration représentent
la solution exacte pour k = co. Deux régimes distincts (pentes différentes)
sont visibles avant et apres la valeur f ~ 1/k = 107%. Voir texte p. 155.
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Fic. 4.3 — Cisaillement simple, k < 1. Suite de la Fig. 4.2 : les mémes
quantités sont tracées dans le cas k < 1. Le changement de régime n’est pas
visible directement sur la courbe du module effectif. Voir texte p. 157.
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Fi1G. 4.4 — Estimation de Hashin-Shtrikman de la premiere correction en f des
modules effectifs K/\ et %/ dans la limite diluée f — 0, pour k = 107% <
1 et & = 10* > 1 respectivement. Les traits en pointillés correspondent
aux calculs numériques de la somme, la courbe pleine a porosité tres faible
est calculée a partir des développements asymptotiques des sommes dans la
limite f — 0, enfin les traits pleins a plus grande concentration correspondent
aux solutions exactes dans les limites k = 0 et £ = oo respectivement. Deux
régimes distincts (pentes différentes) apparaissent avant et apres une certaine
concentration distinctes pour les deux modules. Voir texte p. 155.



162 Chapitre 4. Milieu linéaire périodique anisotrope

F1G. 4.5 — Calculs par transformée de Fourier de la composante parallele du
champ de déformation egg pour un mode de chargement en cisaillement pur
avec anisotropie K = 107% < 1 a différentes concentrations f = f,/10, f,,
10f, (de haut en bas et de gauche a droite) ou f,.(k) = 7k est la concentra-
tion au voisinage du changement de régime. On remarque la formation de
bandes dans les directions verticales et horizontales dans la région du pore,
qui se rejoignent lorsque f atteint la valeur seuil f,.(k). Le module effectif du
matériau a faible porosité varie linéairement avec la concentration (image en
haut & gauche), tandis qu’a plus forte porosité, un exposant 1/2 apparait en
premiere correction avec f (image du bas). Voir texte p. 155.
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Fi1G. 4.6 — Bande de localisation se développant autour d’un pore dans un
milieu lindaire fortement anisotrope avec rapport d’anisotropie k = 10~2 pour
différentes porosités f = 81075 41075, 2107°, 107> < 1, en cisaillement
pur. Les valeurs de la composante parallele epg sont représentées le long
de la droite x = 1/2. Les courbes epg(1/2,tr(f) tracées en fonction de ¢
(ot r(f) ~ f%5 est une longueur de renormalisation et ¢ un parametre sans
dimension) sont presque confondues, montrant que la longueur de la bande
de localisation varie comme L(f,k = 1072) ~ f%5° Voir texte p. 156.
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Fi1G. 4.7 — comportement d'une “bande de localisation naissante” loin du
pore dans le milieu linéaire anisotrope lorsque & = 1072 < 1, pour dif-
férentes fractions volumiques f = 8107°, 4107°, 2107°, 10~ (voir Fig.
4.6). Un mode de chargement en cisaillement pur est appliqué. La quantité
1 —eps(1/2,y)/eps(1/2,1/2) est représentée en fonction de la coordonnée y
en échelle semi-logarithmique. Une décroissance exponentielle est observée.
Voir texte p. 157.
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4.3 Comparaison entre théorie d’homogénéi-
sation et simulations numeériques

Nous nous intéressons dans cette partie au matériau linéaire
anisotrope avec 0 < k < oo dans les deux modes de chargement
en cisaillements simple et pur. Nous calculons les champs de dé-
formation, de déplacement et de contrainte numériquement par
transformée de Fourier, ainsi que les distributions de probabi-
lités des champs de contrainte et de déformation. Les modules
effectifs et variances sont comparés avec la théorie d’homogénéi-
sation (calcul numérique des sommes de réseau).

Le travail présenté dans cette partie a été réalisé en collabo-
ration avec Martin Idiart (pour les courbes et figures d’homogé-
néisation).

4.3.1 Meéthode numérique et notations

Nous utilisons la méthode par transformée de Fourier rapide
avec lagrangien augmenté exposée au Ch. 2. Aucune différence
notable n’a été observée entre les méthodes par fonction de
Green “continue” et “discretes” (DG2). Par souci de simplicité
et pour ne pas effectuer quatre calculs distincts, nous utilisons
la méthode par fonction de Green classique (continue) pour ré-
soudre le probleme linéaire.

Dans les simulations numériques, la matrice est quasi-incom-
pressible avec k ~ 10%; lorsque I’anisotropie est faible (0.1 <
k < 10 environ) aucune différence appréciable n’est détectée
avec k =~ 10%. Dans les cas d’anisotropie élevée, il est nécessaire
d’augmenter le module de compressibilité x dans la matrice en
proportion avec k (ou 1/k), de sorte que la solution soit indé-
pendante de k.

De bonnes propriétés de convergence sont obtenues en choi-
sissant empiriquement la loi élastique de référence L du type
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de (4.1), avec le méme rapport d’anisotropie k que celui de LM
mais un module de compressibilité considérablement plus petit
kK'/k ~5.107% et u¥/p ~ 0.2 (il ne s’agit pas nécessairement de
valeurs optimales).

Des calculs sont effectués pour divers rapport d’anisotropie
107* < k < 10% et concentrations en pores 0 < f < f. grace
aux routines de transformation de Fourier rapide. Le systeme
est discrétisé en un réseau de N x N pixels. Pour un pixel de
coté valant 1, trois tailles de systeme N = 1024, 2048, 4096 sont
considérées pour tenir compte des effets de taille. La plus petite
est suffisante pour obtenir des résultats avec une bonne préci-
sion, sauf dans les cas de fortes anisotropies, ou une meilleure
résolution est nécessaire pour rendre compte de la structure fine
des champs. Le recours a la résolution N = 4096 est rendu né-
cessaire lorsqu’une différence appréciable est observée entre les
tailles N = 1024 et N = 2048. Le champ de déplacement est
calculé grace au champ de déformation dans la représentation
de Fourier (voir Eq. 2.23).

Le critere de convergence retenu porte sur la valeur maximale
de la divergence de la contrainte ||div - o|| < n ou n est la préci-
sion prescrite. Nous avons choisi 7 = 1074, 107, 1076 et avons
comparé les résultats obtenus dans chacun des cas : il n’y a pas
de différence appréciable.

Pour comparer plus facilement les résultats obtenus pour les
deux modes de cisaillement simple et pur, nous introduisons une
notation supplémentaire. Nous définissons les composantes pa-
ralleles et transverses du champ de déformation en fonction du
mode de chargement imposé. Lorsque le matériau est soumis a
un chargement en cisaillement simple (SS) ces deux composantes
sont respectivement :

1
£ = €55 = Eay, £ =Epg = §(€m — Eyy)- (4.88)
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Tandis que pour un chargement en cisaillement pur :

1
€| =¢cps = §(sm — Eyy), €1 = €SS = Exy- (4.89)

Les composantes o et o, sont définies de manicre similaire.
Dans tous les cas, la composante parallele du champ est égale
en moyenne au chargement appliquée, tandis que la composante
orthogonale est de moyenne nulle : (g)) = &g et (1) = 0 ainsi
que (o)) = o0g et (o) = 0. Les définitions des composantes
moyennes ¢, et g, restent inchangées.

Nous attirons ’attention sur le fait que dans les images obte-
nues par FFT en générale, les cartes des champs de contraintes,
de déformation et de déplacement correspondent a un repere ou
y est orienté de haut en bas (et = de gauche a droite). Ainsi ’en-
semble des symétries explicitées dans le Ch. précédent s’écrivent-
elles de maniere légerement différente (nous n’élaborons pas ce
point par la suite).

4.3.2 Champs de déplacement

Les calculs par FFT du champ de déplacement réduit u*(x) =
u(x) — €¥ - x sont visibles au Tab. 4.1 lorsque k = 1073, 1, 10?
(colonnes 1 a 3) et lorsque le chargement imposé est de type
cisaillement simple (ligne 1) ou cisaillement pur (ligne 2). La
concentration en pores f = 0.10 est fixée. Le champ de dépla-
cement u* est périodique, contrairement au déplacement total
u. En arriere-plan, on visualise également une représentation de
la cellule unité, déformée au premier-ordre en déplacant chaque
point matériel x en x — x’ = x + fu*(x). La carte compleéte de
la déformation du milieu périodique est obtenue en appliquant
une transformation linéaire supplémentaire aux graphes présen-
tés, afin de prendre en compte l'effet du champ macroscopique

moyen &V,
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Ici 3 est un facteur ajustable (d’ordre 1 ~ 10) choisi afin de
visualiser au mieux les structures de la déformation de la ma-
tiere. Les cartes ont été dessinées pour des rapports d’anisotropie
kE = 1073, 1, 10? et pour les deux modes de chargement en ci-
saillement simple (SS) et en cisaillement pur (PS). Dans chacun
des cas, la cellule unité est répétée quatre fois afin de mettre en
avant les structures élémentaires du champ de déplacement (par
la suite appelé “structures d’écoulement” par analogie évidente).
Comparé au matériau de référence isotrope (solution pour k = 1)
[Figs. (b) et (e)], on retrouve les solutions exactes du chapitre
précédent pour un milieu fortement anisotrope.

A la lumitre des résultats exacts, on remarque que le champ
de déplacement est soit de type “spatialement organisé”, que
nous désignerons par le terme localisé en déformation, des lors
que le champ de déformation est discontinu par endroit [Figs. (c)
et (d)]; ou bien d’un type plus régulier (continu) comme dans les
Figs. (a) et (f). (Rappelons que, bien que la méthode par FFT
permette de calculer le champ de déplacement u dans I’ensemble
du matériau, seules ses valeurs a l'intérieur de la matrice et sur
les bords du vide sont physiquement pertinentes).

Les solutions avec champ de déplacement localisé apparaissent
lorsque le chargement est fait selon un mode “dur”. Dans un tel
mode, le matériau fortement anisotrope résiste le plus a la dé-
formation appliquée et induit a la fois un faible champ de défor-
mation et une forte contrainte résultante. En cisaillement simple
par exemple, lorsque k> 1 (i.e. A > p) [Fig. (¢)], une solution
fortement singuliere est générée ou la déformation procede par
I'intermédiaire des “blocs rigides” calculés dans la solution exacte
du Ch. 3, avec un mécanisme de glissement entre les blocs (pour
le champ u*), ce qui impliquerait un état de déformation perma-
nent dans un matériau réel (dommage, ou déformation plastique,
la description nécessite alors d’aller au-dela de la simple linéarité
élastique). Ces structures qui sont le signe d’un fort endomma-
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gement, doivent étre vues comme structures naissantes.

Comme on ’a noté au chapitre précédent, la carte du champ
de déformation en (c) montre une forte singularité aux voisi-
nages des quatre points Nord, Sud, Est et Ouest du bord du
pore : deux de ces points sont soumis a un fort étirement, tan-
dis que les deux autres subissent une forte compression. Ces
points sont aussi ceux ou conformément a l'intuition physique,
le champ de contrainte (composante transverse au chargement)
atteint son maximum. Cependant, les zones ou les vides sont de
forme carrée se forment la ou le champ de contrainte est mo-
déré. On peut expliquer ce paradoxe apparent (alors que 'on
place habituellement les zones de nucléation la ou le champ de
contrainte est fort) en remarquant que les zones de création de
pores apparaissent uniquement par le glissement des blocs, qui
ne coute rien, sauf aux quatre points d’étirement et de com-
pression. Le prix principal de la création de ces vides est ainsi
pris en charge ailleurs que dans la zone de nucléation elle-méme !
Il est possible que ce phénomene non-local singulier revéte une
importance dans les phénomenes de nucléation dans les maté-
riaux élastoplastiques fortement anisotropes. La nucléation de
vides aux intersections de bandes de glissement plastique a en
effet été observée dans des simulations par dynamique molécu-
laire dans des métaux ou la déformation plastique est pilotée
par des chocs. Ceci suggere de plus de combiner des indicateurs
de nucléation en déformation et en contrainte pour la phéno-
ménologie des criteres de nucléation, comme ceux utilisés dans
certaines modélisations de la fracture ductile des métaux! Dans
les matériaux fragiles, d’un autre coté, il est peu probable que

!dans certains modeles empiriques, on estime que les critéeres de nucléation s’appuyant
sur le champ de contrainte s’appliquent a la nucléation intragranulaire, tandis que les
criteres portant sur le champ de déformation sont plus importants pour la nucléation aux
joints de grains. Notre étude montre que les criteres de nucléation en déformation peuvent
étre plus appropriée dans la matrice dans un milieu fortement anisotrope. D’un autre c6té,
la frontiere aux bords d’un grain est une région de forte anisotropie.
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les vides secondaires soient observés lorsque le matériau se fis-
sure le long des bandes de “glissement” (ils peuvent se réduire a
des défauts microscopiques sur les surfaces de fissure).

Les solutions non-localisées sont obtenues lorsque le mode
de déformation est appliqué dans la direction souple de charge-
ment du matériau. L’autre mode de chargement considéré est un
mode “dur” ou se produit une nucléation ; ainsi seul le matériau
isotrope peut facilement étre déformé. Ceci explique pourquoi
les cellules unité avec forte anisotropie des cartes (a) et (f), ou
6 = 10 a été utilisé, sont bien moins déformées que les cellules
unité (b) et (e) du matériau isotrope tracé avec g = 1.

Nous remarquons également que (i) les frontieres des cellules
unité (a) et (c¢) se déforment toutes deux d’'une maniere linéaire
(ou quasi-linéaire pour la carte (a)), une autre signature de la
forte anisotropie du milieu; (ii) la structure du champ de dé-
placement peut étre vue comme un assemblage de cellules de
convection desquelles aucun flux ne s’échappe, délimitée par des
rectangles sur les cartes. Deux types de cellules de convection,
reliées par une rotation de 90° degrés suffisent a rendre compte
de la structure du flux en cisaillement simple (cartes a,b,c), tan-
dis que quatre types de cellules de convection reliées par deux
symétries miroirs sont nécessaires pour produire la structure du
flux en cisaillement pur (cartes d,e,f).

4.3.3 Champs de contrainte

Les tableaux 4.2 et 4.3 montrent les cartes des composantes
du champ de contrainte lorsque le milieu est soumis a un char-
gement macroscopique en cisaillement simple et en cisaillement
pur respectivement, pour une porosité f = 0.10 et pour des va-
leurs croissantes du rapport d’anisotropie k. Chaque carte est
accompagnée de sa propre échelle de couleurs a sa droite. Les
trois composantes indépendantes du champ de contrainte, soit
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Om, 0|, et 01, sont représentées. Les notations || et L s’entendent
par rapport aux “directions” du champ de déformation macrosco-
pique appliqué. Les composantes en cisaillement de la contrainte
sont [cf. (4.89)] : o = 0g5 et 0, = opg pour un chargement
en cisaillement simple, et o = opg, 01 = ogs5 en cisaillement
pur. Dans les deux cas, la moyenne volumique de la compo-
sante transverse (L), et celle du champ moyen de contrainte
sont nulles : (o) = (0,,) = 0. Dans les cartes des champs, le
champ de contrainte est normalisé de sorte que (o) = 1. Le
milieu étant linéaire, les composantes du champ de déforma-
tion sont identiques a un changement d’échelle pres. Dans les
limites d’anisotropie & — 0 ou k£ — o0, les champs acquierent
des structures schématisées dans la Fig. 3.2 et se rapprochent des
solutions exactes calculées au Chap. 3. Il semble qu’aucune de
ces structures ne subsiste lorsque k est distinct de 0 ou I'infini.
Ainsi, les phénomenes de localisation des champs décrits pré-
cédemment ne se produisent que lorsque les directions d’aniso-
tropie du systeme sont parfaitement alignées avec les directions
privilégiées du réseau de pores respectant la symétrie carrée de
celui-ci. De plus ces solutions s’accompagnent des plus grandes
valeurs soit des composantes paralleles du champ de contrainte
(k = 00) soit des composantes transverse (k = 0). Les matériaux
fortement anisotropes sont donc également les plus propices a la
nucléation de vides, pour des criteres de nucléation prenant en
compte les valeurs maximales de la contrainte.



TAB. 4.1 — Champ de déplacement réduit u* = u — &% - x (fleches), et déformation de la cellule unité qui en résulte
(au premier ordre perturbatif), avec chargement en déformation en cisaillement simple (cartes du haut : a, b, c)
et en cisaillement pur (cartes : d, e, f) pour des rapports d’anisotropie k = 1073, 1, 10® (de gauche & droite). Des
pointillés ou “lignes de Moiré” apparaissent dans la matrice dans les régions soumis a une forte extension. Les cas
(c) et (d) correspondent a des situations de localisation de la déformation, avec champs de déplacement discontinus.
Voir texte p. 167.
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TAB. 4.2 — Chargement en cisaillement simple (SS). Composantes parallele, transverse et moyenne du champ de
contrainte oy, 01, 0, (de haut en bas) pour des valeurs croissantes du coefficient d’anisotropie k£ = 0.01, 0.2, 1, 5,
100 (de gauche a droite). Les champs de contrainte sont normalisés de telle sorte que (o)) = 1. Voir texte p. 170.
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TAB. 4.3 — Cisaillement pur (PS). Composantes parallele, transverse et moyenne du champ de contrainte oy, o1, o,
(de haut en bas) pour des valeurs croissantes du rapport d’anisotropie k = 0.01, 0.2, 1, 5, 100 (de gauche a droite).
Les champs de contrainte sont normalisés de sorte que (o) = 1. Voir texte p. 170.
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Distributions de probabilité des champs

Nous concluons cette section par une discussion des distribu-
tions des champs, calculées en fonction du rapport d’anisotropie
et de la porosité. Le but de cette section est d’établir les carac-
téristiques principales de ces distributions afin de les comparer
avec celles obtenues dans le cas non-linéaire périodique d’une
part et non-linéaire aléatoire d’autre part. Dans le cas linéaire
périodique nous déterminons de plus la provenance et les expo-
sants des singularités dans les distributions de chaque compo-
sante.

Les Tab. (4.4), (4.5) et (4.6) représentent respectivement les
distributions (ou densités) de probabilité des composantes oy, 01
et 0,, du champ de contrainte pour des coefficients d’anisotropie
croissants £ = 1074, ... 10* dans les deux modes de chargement
en cisaillement simple et cisaillement pur. La concentration en
pores est fixée et vaut f = 0.1 et la matrice est incompressible.
Les distributions de probabilités P(o,) sont définies en (3.15),
ainsi toutes les courbes normalisées de sorte que leur intégrale
vaut 1. Les distributions du champ de déformation sont iden-
tiques a un facteur d’échelle pres, ainsi seules les distributions
du champ de contrainte ont été tracées. Dans chaque tableau les
courbes pour £ > 1 et k < 1 sont représentées sur des graphes
séparés pour une meilleure lisibilité, et la courbe correspondant a
k = 1 est répétée sur les deux graphiques. Nous avons ajouté les
courbes correspondant a £ = 0 et £ = oo, calculées exactement
au Ch. 3. Les singularités et comportements asymptotiques des
distributions calculées précédemment sont mentionnés pour ces
courbes (sous la forme y ~ 273 etc.). Des distributions de Dirac
apparaissant lorsque £ = 0 ou k = oo et sont représentées sous
la forme de traits verticaux.

La composante parallele o) représentée Tab. (4.4) est tou-
jours a support fini. Celle-ci se termine abruptement a droite et
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a gauche. En regle générale, 1'*étalement” ou la dispersion des
valeurs du champ o) augmente lorsque 'anisotropie croit dans
la direction “dure” (i.e. son support croit). Pour un chargement
en cisaillement simple, le support de la distribution croit avec k
(le cas k = oo correspondant au mode dur). Pour un chargement,
en cisaillement pur, le support décroit avec k (le cas k = 0 cor-
respondant au mode dur), sauf pour de fortes valeurs de k, ou
une zone de forte intensité correspondant aux valeurs du champ
dans la zone D (absente du mode SS) se développe.

Les solutions avec champ de déplacement discontinu corres-
pondent dans le mode SS, en I’absence de croisement des bandes,
a la plus grande dispersion possible de la composante parallele
de la contrainte. Au contraire, les distributions des valeurs de
o dans le mode “souple” (par exemple SS, £ = 0), ont le sup-
port le plus restreint. Dans ces cas, nous avons vu que l'influence
du pore est singulierement “faible” (la loi effective varie comme
1 — f, soit I’équivalent du milieu homogene au premier ordre).

Des pics apparaissent qui marquent les singularités du champ
de contrainte 0. Pour le mode SS a k = 0, la distribution de
Dirac en 0, ~ 0.8 résulte de la valeur constante du champ sur
la zone A et la singularité en o, &~ 1.55 est une conséquence des
divergences au sein des bandes B et D. Ces pics sont conservés
lorsque £ > 0 sous la forme de minima locaux, avec pentes lo-
calement tres grandes et se transforment dans la limite £ — oo
en des singularités de Dirac. Celles-ci résultent des méme zones
A, et B, tandis qu'une troisieme divergence se forme en 0. Cette
derniere correspond a la valeur constante au sein des zones C et
D.

Dans les Tab. (4.5) et (4.6) les distributions des champs de
contrainte o et respectivement o, sont représentées. Ces distri-
butions sont symétriques par rapport a 0. La distribution P(o )
du champ transverse o, est, comme la distribution de la com-
posante parallele, a support fini [—o,, 0., sauf dans la limite de
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modes de chargement souples (SS, & — 0 et PS, k£ — o0) ou la
coupure 0. — oo diverge. Dans ce cas seul apparalt une queue
infinie, de loi de puissance P(c,) ~ 0. Hormis ces deux cas, la
courbe de distribution se termine toujours abruptement en un
point o = o.. Nous observons par ailleurs un phénomene in-
verse de celui observé pour la composante o) : la dispersion (ou
o.) des valeurs pour le champ transverse | décroit avec k dans
le mode SS et croit avec k£ dans le mode PS. Ainsi le mode de
chargement dur est associé a une forte concentration des valeurs
du champ transverse et le mode de chargement souple a un fort
étalement.

La composante o, représentée a la table 4.6 possede un sup-
port fini, excepté dans la limite d'un mode de chargement “sou-
ple” (i.e. PS, k = oo et SS, £ = 0) ou la queue de la distribu-
tion décroit & l'infini comme o °. A Tinverse des composantes
en cisaillement, la distribution P(o,,) est toujours continue, de
sorte qu’aucun saut n’est observé au voisinage des valeurs su-
périeures et inférieures de la contrainte. Dans le cas du mode
de chargement “souple”; une singularité (divergence) se produit
également en o, = 0, tandis que pour des valeurs finies et non
nulles de k, la courbe P(c,,) passe par un maximum fini en 0.
Des maxima locaux se développent également au voisinage d'un
mode de chargement “dur” (i.e. SS, k = oo et PS, kK = 0), qui
convergent vers trois distributions de Dirac.

Pour résumer, des divergences ou queues de distributions ne
sont observées que dans les cas d’anisotropie infinie. A Dinverse
de la composante hydrostatique o,,, les composantes en cisaille-
ment du champ de contrainte possedent en outre des singularités
moindres sous la forme de discontinuités aux valeurs extrémes
du champ. Le champ de contrainte o, transverse au chargement
en cisaillement est le plus dispersé dans les solutions avec rap-
port d’anisotropie infini (ou nul) dans le mode de chargement
souple. A I'inverse, les valeurs du champ de contrainte parallele
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o sont les plus étalées dans les modes de chargement dur. Ceci
suggere que 'apparition de discontinuités dans les composantes
paralleles au chargement (cas proche de la plasticité parfaite)
est associée a une forte dispersion de la composante parallele au
champ et a une dispersion faible des composantes transverses.
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TAB. 4.4 — Distributions de probabilité de la composante parallele (o)) du champ de contrainte pour une porosité
c® = 0.1, en cisaillement simple (SS, en haut) et cisaillement pur (PS, en bas), et pour des rapports d’anisotropie
croissants k = 0, 1072, 0.2, 1, 5, 10%, oo (SS) or k = 0, 1074, 0.2, 1, 5, 102, oo (PS). Le champ de contrainte est
normalisé de sorte que (o)) = 1. Pour chaque chargement et chaque composante deux graphiques pour £ < 1 et
k > 1 sont présentés, la distribution de la solution isotrope a k = 1 étant répétée. Les distributions avec rapport
d’anisotropie fini 0 < £ < oo sont calculées a I’aide de la FFT, tandis que les champs pour les valeurs k£ = 0, oo sont
calculés en utilisant les solutions exactes. Les distributions de Dirac locales dans les solutions exactes sont indiquées
par des lignes verticales et le comportement asymptotique & |oy| = 0, co est indiqué par une formule sur le graphe.
Pour faciliter la lecture, les distributions correspondants a des rapport d’anisotropie intermédiaires k = 0.2, 5 sont
représentées en pointillés. Voir texte p. 175.
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TaB. 4.5 — Suite de la Tab. 4.4 : distributions de probabilité du champ de contrainte transverse ¢, pour un
chargement en cisaillement simple (SS, haut), et en cisaillement pur (PS, bas). Voir texte p. 175.
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TAB. 4.6 — Suite de la Tab. 4.5 : distributions de probabilité du champ de contrainte moyenne o,, (opposé de la
pression), pour un chargement en cisaillement simple (SS, haut) et en cisaillement pur (PS, bas). Voir texte p. 175.



182 Chapitre 4. Milieu linéaire périodique anisotrope

Comparaison entre résultats numériques
et théorie d’homogénéisation

Nous nous intéressons dans cette partie aux modules effectifs
et aux premier et second moments des champs de déformation
et de contrainte dans le matériau périodique pour des rapport
d’anisotropie k = A/ et des concentration en vide f variables.
La matrice est toujours supposée incompressible. Les premier
moments considérés sont les moyennes du champ de déformation
parallele £ dans les deux phases (seuls premiers moments non
nuls des composantes de la déformation) :

) = , (4.90)

oll (-)(q) désigne la moyenne volumique sur la phase a. Les va-
riances considérées sont les seconds moments dans la matrice :

SDW(e,) = \/<€Z>(a; <€Z>(°‘), (4.91)

ou z est n’importe quel composante z = m, || ou L. Les va-
riances de la contrainte dans la matrice SD") (o) sont définies
similairement.

Pour chaque courbe présentée, des comparaisons sont effec-
tuées entre les calculs numériques par FFT et les résultats de
la théorie d’homogénéisation de Hashin-Shtrikman avec sommes
de réseau.

Les modules effectifs X, et k (normalisés) sont représentés en
Figs. (4.8) et (4.9) respectivement en fonction de ’anisotropie
(a porosité f fixée) et en fonction de la concentration (pour
différentes valeurs du rapport d’anisotropie k).

La théorie d’homogénéisation donne des résultats tres proches
du calcul par FFT lorsque la porosité n’est pas tres grande
(f = 0.1), hormis dans les limites de fortes anisotropie ou le
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développement au premier ordre n’est pas prédit correctement
(Ndﬁ au terme en puissance non-entiere de f, pour p a k = 0,
Aak=o0etkak=0,o00) Ces limites sont accompagnées
des plus fortes pentes et correspondent au changement de ré-
gime évoqué précédemment (qui est qualitativement prédit par
la théorie d’homogénéisation).

Dans la Fig. (4.9), nous voyons que les estimations des mo-
dules effectifs sont proches de la solution exacte méme a des
porosités plus grandes, jusque vers f = 0.3. Dans les grandes
porosités, nous savons d’apres les solutions exactes que le mo-
dule effectif A (par exemple) s’annule a des concentrations dif-
férentes f, = m/4 ou f, = m/8 selon que kK = 0 ou k = oo. La
théorie d’homogénéisation n’est pas capable de capturer ce phé-
nomene. On observe néanmoins I’apparition d’un minimum local
compris dans Uintervalle 7/8 < f < m/4. Il n’existe également
pas de différence qualitative entre FFT et théorie d’homogénéi-
sation, concernant les moyennes du champ de déformation dans
les phases (Fig. 4.10). Des pentes plus importantes sont obser-
vées pour la moyenne du champ de déformation sur les bords

du vide 522) (qui ne sont qu'un agrandissement de la moyenne

de la déformation 5&1) dans la matrice), lorsqu'un changement,
de régime se produit, de la méme facon que pour les modules
effectifs.

Dans les Fig. (4.11) et (4.12) les mémes quantités sont re-
présentées en fonction de la concentration en pores, pour diffé-
rentes valeurs du coefficient d’anisotropie. La théorie d’homo-
généisation est relativement peu affectée par les effets de forte
anisotropie jusqu’a environ f = 0.3, hormis le cas singulier de
changement de régime a f = 7/8 (Fig. 4.11e). Pour les porosités
plus importantes, seule I'estimation du matériau isotrope reste
correcte, méme comparée au cas d’anisotropie (figure 4.11c) “fa-
vorable” pour laquelle la théorie d’homogénéisation est correcte
aux deux premieres ordres en f et f3/2.
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Dans les Figs. 4.13 et 4.14, les variances des champs de défor-
mation et de contrainte sont représentées, pour les deux charge-
ments en cisaillement en fonction du rapport d’anisotropie &, a
porosité f = 0.1 fixée (la composante ¢, identiquement nulle est
absente). Plus les valeurs d’'un champ sont “dispersées” (comme
évoqué précédemment dans I’étude des distributions de o et
01), plus la variance du champ est élevée. Dans les limites de
forte anisotropie a f fini, la variance du champ de déformation
SDW(e,) diverge lorsque k — oo (Fig. 4.13b). Inversement,
lorsque £ — 0, la variance de la composante transverse de la
contrainte SDW (o) diverge (Fig. 4.13c). Ainsi, une signature
des effets de localisation se retrouve dans la théorie d’homogé-
néisation a porosité finie, comme nous I’avons déja vu pour les
modules effectifs dans la limite diluée. La divergence du champ
de déformation est due aux discontinuités naissantes du champ
de déplacement, et la divergence du champ de contrainte aux sin-
gularités de la composante transverse o, au bords des bandes
de localisation. On remarque par ailleurs que les valeurs identi-
quement nulles du champs de déformation ou de la contrainte
transverse sont une propriété correctement prédite par la théorie
(champ e, Fig. 4.13a et o, Fig. 4.13d).

Nous verrons que les divergences (valeurs infinies) des va-
riances de ces champs a porosité fixée se retrouvent dans le cas
du matériau périodique parfaitement plastique, et sont prédites
dans ce cas par la théorie d’homogénéisation du second-ordre.

Dans les Figs. (4.15), (suite 4.16), (4.17), (suite 4.18) et
(4.19), les variances des champs sont maintenant tracées en fonc-
tion de la concentration. Les champs de déformation sont repré-
sentés en Fig. 4.15. Nous remarquons que ces courbes s’accom-
pagnent de changement de concavité. Certains de ces change-
ments, dans le cas de forte anisotropie, se produisent aux concen-
trations pour lesquelles des solutions distinctes des champs ap-
paraissent. Par exemple, lorsque £ = oo et un chargement en



cisaillement pur est exercé (Fig. 4.15f), des solutions distinctes
apparaissent lorsque f < fc(l) ou fc(l) < f< fc(2) ou f > fc(2),
avec fi) = /8 =~ 0.39 9 = m(3 — 2v/2) ~ 0.54. Nous remar-
quons qu'un changement de concavité de la variance du champ
de déformation SD(U(E”) se produit lorsque f ~ fc(l) et f ~ fC(Q).
Des remarques similaires s’appliquent pour la composante du
champ de contrainte o (Fig. 4.17).



186 Chapitre 4. Milieu linéaire périodique anisotrope

9 09
085 [ il ] 085 [
AN
275 | 1 o275}
0.7+ ] 07E
0.65 | HS 1 o065¢ HS
e FFT L_r2J:0J (-'2’:0.1 « FFT

06 PR S RS T ST TS RS

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

k

[ 3]

HS
* FFT =01
0 1 L 1 L (8] 1 1 L 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 L

k S ' "

Ficg. 4.8 — Comparaison entre estimation par sommes de réseau (lignes
pleines) et résultats numériques par FFT (points, losanges et triangles) des
module effectifs de cisaillement X, 1, et du module de compressibilité effectif
K, du réseau idéal de pore en fonction du rapport d’anisotropie de la ma-
trice k = A/p (valeurs £ < 1) ou de son inverse (valeurs & > 1), pour une
concentration en pores fixée ¢ = 0.1. La matrice est incompressible. La
quantité K est normalisée par le module élastique le mieux approprié, selon
les valeurs de k considérées. Dans toutes les courbes (excepté le module effec-
tif A correspondant & un mode de chargement souple), les modules effectifs
chutent brutalement dans la limite d’anisotropie infinie. Cette décroissance
est la conséquence d'un exposant non-entier en k (voir texte p. 182).
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F1G. 4.9 — Modules effectifs (a) X, (b) i, et (¢) k d’un réseau carré de pores,
en fonction de la concentration en pores ¢? : comparaison entre la méthode
d’homogénéisation par sommes de réseau (lignes pleines et hachées), et les
résultats par FFT (points, losanges et triangles) pour trois valeurs de I’ani-
sotropie dans la matrice k& = A/p : 0.01,1,100. Les résultats exacts sont
rappelés en ligne points-pointillées pour k = 0, co. Voir texte p. 182.
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Fic. 4.10 — Comparaison entre théorie d’homogénéisation avec sommes de
réseau (lignes pleines) et résultats numériques par FFT (points) des moyennes
du champ de déformation “parallele” £ = (g} (a)/c0 dans la matrice (o = 1)
et dans le pore (o = 2) en fonction du rapport d’anisotropie dans la matrice
k = X p pour k < 1 (ou 1/k pour k > 1), pour une concentration en pore
fixée ¢ = 0.1 et pour (a), (b) : chargement en cisaillement simple; (c), (d) :
chargement en cisaillement pur. La moyenne est normalisée par le champ
macroscopique €y. La composante ¢ “parallele” au champ appliqué est la
seule composante du champ de déformation non nulle. Voir texte p. 183.
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FIG. 4.11 — Champ de déformation moyen € dans la matrice (o = 1) et dans
le pore (a = 2) en fonction de la concentration en vide ¢?. Comparaisons
entre estimations de Hashin-Shtrikman par sommes de réseau (lignes pleines),
résultats numériques par FFT (points) et résultats exacts (traits en pointillé)
a des valeurs particulieres du rapport d’anisotropie dans la matrice k& =
A/, en cisaillement pur (PS) et cisaillement simple (SS). (a), (b) : matériau
isotrope k = 1; (c), (d) : résultats numériques pour k = 0.01 et résultats
exacts dans la limite & — 0; (e), (f) : résultats numériques pour k£ = 100 et
résultats exacts dans la limite £k — oo. Voir texte p. 183 et suite de la Fig.
en (4.12).
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FIG. 4.12 — Suite de la Fig. 4.11 : champ de déformation moyen € dans la
matrice (a« = 1) et dans le pore (« = 2) en fonction de la concentration en
vide ¢®. Comparaisons entre estimations de Hashin-Shtrikman par sommes
de réseau (lignes pleines), résultats numériques par FFT (points) et résultats
exacts (traits en pointillé) a des valeurs particulieres du rapport d’anisotropie
dans la matrice k = A/, en cisaillement pur (PS) et cisaillement simple (SS),
pour un rapport d’anisotropie k& = 100 et dans la limite & — oo (résultats
exacts). Voir texte p. 183.
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F1G. 4.13 — Chargement en cisaillement simple. Comparaisons entre estima-
tions par somme de réseau (lignes pleines) et résultats numériques par FET
(points) des variances des champs de déformation et de contrainte, en fonction
du rapport d’anisotropie dans la matrice k = A/, pour une concentration en
pore ¢ = 0.1. (c), (d) : variances des composantes de la déformation dans
la matrice; (e), (f) : variances des composantes de la contrainte dans la ma-
trice. Ces quantités sont normalisées par le champ macroscopique appropriée
(champ de déformation macroscopique €y = (€), ou contrainte oy = (o)). Les
composantes “paralleles” (||) en cisaillement sont alignées (au sens des ten-
seurs) avec le champ appliqué tandis que les composantes orthogonales (L)
sont transverses a celui-ci. Voir texte p. 184.
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Fic. 4.14 — Chargement en cisaillement pur. Comparaisons entre estimations
par sommes de réseau (lignes pleines) et résultats par FF'T (points) des va-
riances des champs de déformation et de contrainte, en fonction du rapport
d’anisotropie k = \/u, pour une concentration en pores fixée c? = 0.1. Les
notations sont les méme que celles utilisées pour la Fig. 4.13. Voir texte p.
184.
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Fi1G. 4.15 — Champ de déformation. Variances SDW (¢ 1) des composantes
en cisaillement de la déformation dans matrice (phase « = 1) en fonction
de la concentration en pores ¢?). Comparaisons entre estimations de Hashin-
Shtrikman par sommes de réseau (lignes pleines), résultats numériques par
FFT (points) et résultats exacts (traits en pointillés) pour des valeurs par-
ticulieres du rapport d’anisotropie dans la matrice k = A/pu, en cisaillement
pur (PS) et cisaillement simple (SS). Les estimations de la théorie d’homo-
généisation pour les quantités SDM (e, ) lorsque k& = 0.01 (PS) ne sont pas
tracées, cette limite étant infinie. La déformation est normalisée par rapport
a la déformation macroscopique €y = (€). Voir suite Fig.4.16 et texte p. 184.
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Fic. 4.16 — Champ de déformation. Suite de la Fig. 4.15 : variances
SD(l)(qL 1) des composantes en cisaillement de la déformation dans matrice
(phase @ = 1) en fonction de la concentration en pores ¢!®. Comparaisons
entre estimations de Hashin-Shtrikman par sommes de réseau (lignes pleines),
résultats numériques par FFT (points) et résultats exacts (traits en poin-
tillés) pour des valeurs grandes du rapport d’anisotropie dans la matrice
k = A/p =100 ou k = oo, en cisaillement pur (PS) et cisaillement simple
(SS). La déformation est normalisée par rapport a la déformation macro-
scopique €y = (€). Les estimations de la théorie d’homogénéisation pour les
quantités SDM(e,) lorsque k = 100 (SS) ne sont pas tracées. Ces valeurs
sont tres grandes car la solution exacte est infinie dans la limite k£ = co. Voir
texte p. 184.
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FI1G. 4.17 — Champ de contrainte. Variances SDW (o 1) des composantes
de cisaillement de la contrainte dans la matrice (phase a = 1) en fonction
de la concentration en vide ¢ . Comparaisons entre estimation de Hashin-
Shtrikman par sommes de réseau (lignes pleines), résultats numériques par
FFT (points) et résultats exacts (traits en pointillés) pour des valeurs par-
ticulieres du rapport d’anisotropie dans la matrice k = A/, en cisaillement
pur (PS) et en cisaillement simple (SS). La contrainte est normalisée par la
contrainte macroscopique oy = (o). Voir suite Fig. 4.18 et texte p. 184.



4 T T T II T T T 4 T T T T T T T
35| k=100 ! 1 55| k=100
ss | . PS
3t ] 3t
asb . " 1/k=0 st ?;ST
(unalytical) ‘ (1)
2 2 SDW (o)
() 1/k=0
15F 5D (ay) 15 (analytical)
-
LE ] 1p §DW(oy)
$DW (g S
0.5 __/A 0.5 . y

1 1 1 ] 1 1 1 1 1 1 1
03 04 05 06 07 08 0 01 02 03 04 05 06 07 08

L,rZJ 2
()

0 i i
0 01 02

(f)

F1G. 4.18 — Champ de contrainte. Suite de la Fig. 4.17 : variances SD(l)(U||7l)
des composantes de cisaillement de la contrainte dans la matrice (phase
o = 1) en fonction de la concentration en vide ¢®. Comparaisons entre esti-
mation de Hashin-Shtrikman par sommes de réseau (lignes pleines), résultats
numériques par FFT (points) et résultats exacts (traits en pointillés) pour
des valeurs particulieres du rapport d’anisotropie dans la matrice k = \/p,
en cisaillement pur (PS) et en cisaillement simple (SS). La contrainte est
normalisée par la contrainte macroscopique og = (o). Voir texte p. 184.
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F1G. 4.19 — Variance de la composante o, (opposée de la pression) dans
la matrice en fonction de la porosité ¢® pour des rapports d’anisotropie
extréemes (k = 0, oo ; lignes en pointillés) et résultats par FET a des aniso-
tropies finies £ = 0.01 et & = 100 pour un cisaillement pur (PS) et simple
(SS) (points). [Remarque : les variances sont infinies quel que soit ¢ > 0
pour SS et k = 0, et pour PS et k = oo]. Voir texte p. 184.
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4.4 Conclusion

L’étude, dans le milieu a structure périodique, de matériaux
linéaires avec rapport d’anisotropie quelconque k& a permis de
préciser la signification de certains exposants non-entiers déter-
minés dans le développement des modules effectifs dans la limite
diluée en pores. L’exposant 1/2 apparaissant dans les modes de
chargement “durs” ne subsiste que dans les domaines de forte
anisotropie. Il est la conséquence de la “percolation” (dans le
cadre ordonné de la microstructure périodique) des bandes de
localisation. Ces bandes de localisation ont une longueur ca-
ractéristique dépendant du rapport d’anisotropie (ratio des mo-
dules élastiques) de la loi élastique dans la matrice. De maniere
générale pour les fortes anisotropies, deux régimes apparaissent
lorsque cette longueur est de 'ordre des dimensions du réseau
du réseau de pores ou inférieure a celle-ci.

L’étude numérique des distributions de probabilité des champs
de déformation, et de contrainte et des moments des champs
montrent que ces phénomenes singuliers se produisent lorsque le
mode de chargement est appliqué dans une des directions pri-
vilégiées du réseau de pores. Ainsi, ces phénomenes dépendent
fortement de la structure ordonnée du réseau de vides. Nous ne
nous attendons pas a observer de phénomenes similaires pour
un matériau aléatoire. Cependant, plusieurs analogies sont ob-
servées avec le milieu périodique non-linéaire, en particulier par-
faitement plastique, et seront précisées au chapitre suivant.

Notons enfin que différentes applications de la théorie d’ho-
mogénéisation du second-ordre pour les milieux plastiques po-
reux utilisent un milieu linéaire de comparaison de rapport d’ani-
sotropie fini ou infini. Dans la “nouvelle méthode” (110), le rap-
port d’anisotropie est infini pour un matériau 2D aléatoire tan-
dis que dans une application plus récente (144) (spécifique au
réseau de pores 2D) avec une version améliorée de la théorie
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d’homogénéisation du second-ordre le rapport d’anisotropie du
matériau linéaire de comparaison est infini ou fini selon que la
formulation en déformation ou en contrainte est utilisée. Les
meilleures résultats sont pour l'instant obtenus lorsque I’aniso-
tropie du matériau linéaire de comparaison est fini. Ceci sugere
que les phénomenes de localisation sont plus singuliers dans le
cas linéaire. Ceci peut-étre rapprocher du fait que dans le ma-
tériau linéaire la localisation est “immédiate” (des que la défor-
mation appliquée est non nulle) tandis que dans un matériau
parfaitement plastique, les champs évoluent au cours du char-
gement, et la localisation se produit de maniere progressive, a
cause du développement de la zone plastique (voir Ch. 7).






Chapitre 5

Milieu désordonné linéaire
anisotrope

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats concer-
nant un matériau linéaire anisotrope désordonné.

Des calculs par FFT sont effectués pour un milieu poreux
désordonné simulé au moyen d'un ensemble de pixels de vides
répartis aléatoirement (Ch. 2). Nous souhaitons justifier I’emploi
de la méthode par FF'T a ce type de matériau. Pour cela les cal-
culs par FFT sont comparés avec une théorie d’homogénéisation
auto-cohérente.

La matrice est anisotrope incompressible, avec modules élas-
tiques distincts en cisaillement simple et en cisaillement pur (Ch.
4). Nous décrivons d’abord brievement les données du probleme,
puis la méthode d’homogénéisation employée, et les résultats
numériques. Le but de cette partie est partie est de déterminer
qualitativement les conséquences du désordre sur les changement
de régimes observés dans le cas d’'un matériau périodique.

5.1 Matériau linéaire de type “pixel”

Nous considérons un réseau carré périodique de pixels en deux
dimensions. Le nombre de pixels dans la cellule élémentaire car-
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rée est L? > 1. Chaque pixel est aléatoirement choisi parmi
'une des deux phases vide (« = 2) ou matrice (o = 1), avec une
probabilité f et 1 — f respectivement. La concentration surfa-
cique de vides est aussi f avec 0 < f <1 (Fig. 5.1). La matrice
est linéaire anisotrope de tenseur élastique . comme défini en
4.2. Ses modules élastiques sont A et p en cisaillement simple
et en cisaillement pur respectivement, et on choisit Kk = oc.
Le tenseur élastique effectif est noté Ly comme dans les cha-
pitres précédents, et les modules élastiques effectifs sont Ay, pg.
Le module de compressibilité effective est kg (non nul lorsque
f #0). Nous définissons de méme que précédemment k = \/p,
le rapport d’anisotropie du systeme et nous nous intéressons aux
modules effectifs normalisés Mg/ et po/p en fonction de k. Le
milieu désordonné étant invariant par rotation de 45 degrés (aux
effets de réseau pres), nous ne nous intéressons qu’a un seul des
deux modules effectifs, les deux étant liés par la transformation
k—1/k.

Ainsi nous considérons un mode de chargement en cisaille-
ment simple g9 = (eg5) = (£4y). Néanmoins le mode de char-
gement en cisaillement pur g = (epgs) = (€42 — €yy)/2 est oc-
casionnellement considéré afin d’apprécier les conséquences de
la discrétisation en réseau de pixels sur les quantités effectives
calculées numériquement.

5.1.1 Méthode numérique

Nous utilisons la simulation numérique par transformée de
Fourier avec fonction de Green discrete DG2 (Ch. 2). Nous
choisissons des tailles de systeme comprises entre L = 512 et
L = 2048. Le critere de convergence est (7.2) et est prescrit au
moyen de la tolérance d’erreur 7 inférieure & 107°. Le module
de compressibilité dans la matrice est x = 10* ou k = 103 (ceci
afin de simuler un matériau incompressible).
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TAB. 5.1 — cellule élémentaire de taille 32 x 32 d’une microstructure aléatoire
de type “pixels” pour une concentration en pores f = 10% (points blancs).
Voir texte p. 202.

La loi effective calculée par la méthode numérique est un ten-
seur d’ordre 4 général (par exemple, une contrainte macrosco-
pique en cisaillement pur non nul apparait lorsqu’un chargement
en déformation en cisaillement simple est appliqué). Cependant,
ces contributions tendent vers 0 lorsque les données sont moyen-
nées sur un grand nombre d’échantillons (ou si la taille du sys-
teme est tres grande), avec utilisation de la fonction de Green
discrete DGI.

L’emploi de tailles de systemes importantes s’avere en parti-
culier nécessaire dans les cas de fortes anisotropies (kK < 1 ou
k > 1) ou au voisinage de la percolation en pores (lorsque les
modules effectifs tendent vers 0).

5.1.2 Estimation auto-cohérente continue

La matériau désordonné est homogénéisé a 1’aide d’une for-
mulation auto-cohérente de 1’équation donnée par la théorie de
Hashin-Shtrikman pour un tenseur de référence donnée ((38) p.
185). Pour une concentration en pores f et un rapport d’aniso-
tropie k donnés, le tenseur effectif Iy est défini par :

Lo = L¥5(Ly), (5.1)

ott L75(ILg) est le tenseur effectif donné par 'estimation de
Hashin-Shtrikman pour le milieu de référence ILy. Dans le cas
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d’un milieu poreux :
-1
LTS(Ly) = (1= H @ +L) "+ 7 -1, (52)

ou le tenseur d’“influence” IL* est construit a partir du tenseur
de Hill P :

L =P ! — Ly, (5.3)

et P=o x[|=1 dxH(x) ou

HGo) = [x@ (x-Loox) ™ 9] |
et [](s) indique une symétrisation majeure et mineure sur les ten-
seurs d’ordre 4. Cette écriture est la transposition en deux di-
mensions d’un résultat de Willis (142). Un calcul de ce type dans
un probleme d’électrostatique est donné en Annexe A. L’équa-
tion 5.1 est résolue par itérations. La convergence est assurée
(voir (38) p. 186).

La méthode d’homogénéisation que nous utilisons ne tient pas
compte du caractere discret du calcul sur réseau de la simulation
par FF'T. Par ailleurs, ’estimation auto-cohérente percole en
fe=1/3 (i.,e. Ly=0en f = f,.) quel que soit k.

Les variances CM(egg), OW(epg), CV(apg), CV(ogs), et
CW(o,,) des composantes de la déformation et de la contrainte
dans la matrice sont définies comme en (3.14), et calculées grace
a (4.14) (pour CW(a,,), il est nécessaire de considérer un milieu
compressible, puis de prendre la limite kK — 00).

5.2 Comparaison entre estimation par
homogénéisation et calculs par FFT

5.2.1 Modules effectifs

La Fig. 5.1 représente le module effectif A\g en fonction de
la concentration en vide f, pour différentes valeurs du rapport
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d’anisotropie & = 0.01, 0.1, 1, 10, 20, 103. Les points repré-
sentent des simulations par FFT, et les courbes I’estimation
auto-cohérente continue. Il s’avere que les calculs par FFT pré-
disent une percolation proche de I’estimation auto-cohérente f,
(pour des valeurs de k qui ne sont pas prcohes de 0). Pour k£ < 1,
les points de grandes porosité sont plus difficiles a obtenir et
n’ont pas été simulés.

Nous remarquons que 'estimation cohérente tend vers la li-
mite A\ = 0, conformément aux calculs par FFT. La solution
Ao = 0 est en effet exacte lorsque k = oo'.

Nous observons un bon accord qualitatif entre ’estimation
auto-cohérente et le calcul par FFT pour les modules effectifs,
jusqu’a des porosités élevées. Des cartes du champ de contraintes
(les trois composantes 0,,,, opgs et 0g5) obtenues par FFT sont re-
présentées au Tab. 5.2, pour un matériau anisotrope avec k = 20,
et différentes porosités. Dans le matériau désordonné fortement
anisotrope, un réseau de bandes de forte intensité se forme pour
les composantes paralleles au chargement appliqué. Par exemple,
nous observons que lorsque k£ = 0, la composante dans la direc-
tion x (resp. y) du champ de déplacement est constante le long
des lignes paralleles a 'axe des x (resp. y) situées entre chaque
pore.

La Fig. 5.2 représente le module effectif \y pour différents
rapports d’anisotropie 0 < k < oo a porosité f = 0.1 fixée. La
encore, estimation auto-cohérente et calcul par transformée de
Fourier sont qualitativement semblables. Ceci est du a 1'utili-
sation dans le cas périodique d’une méthode d’homogénéisation
plus adaptée que dans le cas aléatoire. Par exemple, dans le cas
périodique, la méthode d’homogénéisation est cohérente avec la

1Ceci peut-étre démontré simplement en considérant le cas d’une microstructure tour-
née de 45 degrés (i.e. k = 0) en cisaillement pur. Nous avons alors de la méme fagon qu’au
Ch. 3, 04z = 04z(y) et oyy = oyy(x). Comme des pores se situent sur n’importe quelle
droite x = x¢ ou Yy = Yo, Ogx = 0yy = 0 donc g = 0 lorsque k = 0 et par symétrie, Ao =0
lorsque k = oo.
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forme sphérique des pores, au contraire du cas désordonné.
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F1G. 5.1 — Module effectif A\g/\ dans un milieu poreux désordonné linéaire,
en fonction de la porosité f = ¢, pour différentes valeurs du rapport d’ani-
sotropie k = 1072, 1, 20 et 103, calculé par estimation auto-cohérente dans un
milieu continu (courbes pleines) et par FFT “discrete” sur un milieu “pixel”
pour k = 1072, 1, 20 (symboles +, x et *). La matrice est incompressible.
L’estimation auto-cohérente pour k — 0 est presque identique a I’estimation
obtenue pour & = 1072 tandis que lorsque k — oo, A\g = 0 deés que f > 0.
Voir texte p. 204.
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AN

0 02 04 06 08 1
k, 1/k

F1G. 5.2 — Module effectif Ag/A dans un milieu poreux désordonné linéaire
en fonction du rapport d’anisotropie k (k < 1, courbe du bas) ou 1/k (k > 1,
courbe du haut) calculé par estimation auto-cohérente dans un milieu continu
(courbes pleines) et par FFT “discrete” sur un milieu “pixel” (symboles +). La
matrice est incompressible et la porosité f = ¢® = 0.1 est fixée. Le module
effectif Ag/A (courbe du bas) tend vers 0 lorsque k& — oo. Voir texte p. 205.
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TAB. 5.2 — Exemple de cartes des champs dans un milieu aléatoire fortement
anisotrope de type “pixel” avec loi élastique linéaire. Le rapport d’anisotropie
dans la matrice est £ = 20 et un chargement en contrainte en cisaillement
simple (oss) = 09 = 1 est appliqué. La concentration en pores est f = 0.05.
Les quatre images sont des agrandissements d’une portion de la cellule unité.
La microstructure est représentée en haut a droite (pores en noir), et les
composantes g,,, oss et opg correspondantes sont respectivement en haut a
droite, en bas a gauche et en bas a droite. Les minima et maxima de ces
champs sont —6 < 0, < 9, —0.1 < 055 < 3 et —=0.5 < opg < 0.5 (sur
les régions représentées uniquement). Les couleurs rouge foncé correspondent
aux plus grandes valeurs des champs, et le blanc aux plus faibles. Voir texte
p- 205.
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5.2.2 Variances

Nous nous intéressons dans cette partie aux variances des
champs de déformation et de contrainte dans la matrice. Le mi-
lieu étant linéaire incompressible, seuls les seconds moments des
trois composantes egg, €pg et g, sont indépendants. Par souci de
simplicité, nous nous restreignons donc aux variances C' (1)(555),
CW(epg) et CW(0,,). Les estimations des variances sont déter-
minées a partir de 'Eq. (3.14) pour la méthode numérique et
(4.14) pour la théorie d’homogénéisation.

Les graphiques de la Fig. (5.3), resp. (5.4), représentent les va-
leurs de ces trois variances en fonction du rapport d’anisotropie
k a porosité f = 0.1 fixée et, resp., en fonction de la concentra-
tion en pores f pour divers rapports d’anisotropie (calculs nu-
mériques et estimations de la théorie d’homogénéisation). Nous
constatons une importante différence entre les courbes prove-
nant de la théorie et de la méthode par FFT. Ceci provient du
fait que le théoreme de Hill (4.12), sur lequel s’appuie la théorie
d’homogénéisation, ne s’applique pas pour le matériau discret,
par le fait d’une perte de symétrie dans les schémas de discré-
tisation des relations d’équilibre et d’admissibilité, privilégiant
toujours une diagonale au détriment de I’autre diagonale.

Nous avons utilisé, comme cela a déja été mentionné, des
schémas de discrétisation pour la contrainte et la déformation
en suivant (68), permettant d’'imposer 1’équilibre (sommes des
forces extérieures nulles) sur toute partie connexe du matériau.
Ces schémas ne respectent néanmoins pas le théoreme de Hill
sous sa forme classique, qui est celle employée pour les maté-
riaux continus. Ainsi la méthode d’homogénéisation, reposant
sur le théoreme de Hill pour le calcul des variances, ne peut
estimer correctement les second moments des champs (notons
cependant que des versions particulieres du théoreme de Hill
comme les généralisations développées pour les milieux de “Cos-
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serat” ou a “double gradient” existent, par exemple dans (32),
par conséquent une formulation “discrete” de ce théoreme est
envisageable). Nous avons représenté en Fig. (5.3) la variance
CW(opg) calculée grace a I'Eq. (3.14), en calculant cette fois des
dérivées numériques par FFT des modules effectifs. Ces points
sont ici tres proches de I'estimation auto-cohérente. Par consé-
quent, le comportement mécanique des deux matériaux “conti-
nu” et “discret” doivent étre vu comme deux problemes distincts,
et I’homogénéisation employée, donnée a titre indicative, n’est
pas adapté au matériau “discret”.

Notons enfin que l'utilisation d’une fonction de Green conti-
nue donne lieu a des variances également tres différentes de la
théorie d’homogénéisation.
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TaB. 5.3 — Variances CM(gg5) (en haut a droite), CV(epg) (en haut & gauche) et C(a,,) (en bas) des composantes
en cisaillement de la déformation et de la composante moyenne du champ de contrainte, en fonction du rapport
d’anisotropie k ou 1/k, calculé par estimation auto-cohérente dans un milieu continu (courbes pleines) et par FFT
“discrete” sur un milieu “pixel” (symboles x). La matrice est incompressible et un cisaillement simple en déformation
(oss) = 09 = 1 est appliqué. La porosité f = c® = 0.1 est fixée. On a également représenté dans la Fig. du bas la
variance C'!) (epg) calculée & partir des modules effectifs calculés par FFT et en utilisant 3.14. Voir texte p. 210.
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TaB. 5.4 — Variances CY(gg5) (en haut & droite), C)(epg) (en haut & gauche) et C(a,,) (en bas) des composantes
en cisaillement de la déformation et de la composante moyenne du champ de contrainte, en fonction de la porosité
f = @, pour différents rapport d’anisotropie & = 1072, 10~!, 1 ou 20, calculé par estimation auto-cohérente
dans un milieu continu (courbes pleines) et par FFT “discrete” sur un milieu “pixel” (symboles x). La matrice est
incompressible et un cisaillement simple en déformation (oss) = o9 = 1 est appliqué. Voir texte p. 210.



5.2.3 Comparaison avec le matériau périodique

Nous faisons maintenant quelques observations sur le compor-
tement du matériau aléatoire dans la limite diluée, par comparai-
son avec les résultats obtenus pour le milieu périodique. D’apres
I'estimation auto-cohérente utilisée dans cette partie (ou encore
la théorie d’homogénéisation de Hashin-Shtrikman dans un ma-
tériau aléatoire), lorsque k est fixée, (k> 1) et f — 0 le module
effectif \ vaut au premier ordre en f :

MA=1— 14 1/VE)f+O(f). (5.4)

Cette écriture est la méme que dans le milieu périodique. D’autre
part, nous savons que lorsque k = 00, X/ A = 0 (du moment
que f # 0). Ainsi, un changement de régime apparait également
dans le matériau aléatoire, aux alentours de f,(k) ~ 1/v/k. Nous
avons calculé par FF'T plusieurs solutions avant et apres ce chan-
gement de régime.

Les images de la Fig. (5.5a) représentent la composante pa-
rallele egg de la déformation pour un rapport d’anisotropie k =
10* > 1 dans un matériau aléatoire de type pixel soumis a
un chargement en cisaillement pur a différentes concentrations
f=62510"% 1251073, 2.51073, 51073, 1072, 21072 (la taille
de systeme est L = 1024, seul I'agrandissement d’une zone choi-
sie au hasard est visible). Dans le premier régime pour f < f, >~
1/vk (images du milieu et & droite, ligne du haut), des bandes
de localisations se développent autour de chaque pore formant
une structure régulicre (les effets de désordre de la phase poreuse
ne semblent pas étre amplifiés). Au changement de régime, pour
f=fax=1/ vk, un changement brusque se produit, I'intensité
des bandes augmentant fortement (noter que les échelles de cou-
leurs sont identiques dans toutes les images). Nous pensons que
ce changement est a relier avec un phénomene de percolation des
bandes de localisation. La variance de la composante parallele
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du champ de déformation dans la matrice CM(sg5) (Fig. 5.5b)
passe alors par un maximum a une valeur de la concentrations
de 'ordre de 1/ V'k. Lors du second régime, une réorganisation
des bandes s’opere : leur nombre et leur intensité diminuent. La
forme des bandes de localisation dans ce régime est plus com-
plexe que dans le cas dilué. Il se compose en particulier de zones
privilégiées. Ce régime apparait donc tres différent du cas du mi-
lieu périodique. Notons que le régime “localisé” visible dans les
images (5.5a) (pour k grand) apparait également sur les courbes
des variances précédemment discutées a porosité fixée pour les
valeurs de k grandes (Fig. 5.3). A Dinverse du milieu périodique,
la variance du champ C' (1)(555) décroit lorsque k est supérieur a
une certaine valeur (de Pordre de 1/4/f si f < 1).

5.3 Conclusion

Dans le cas élastique linéaire, le comportement effectif des
matériaux aléatoires “continus” et le matériau désordonné (ré-
seaux de pixels) sont deux problemes distincts. Cependant, ils
sont, du point de vue des modules effectifs et des variances quali-
tativement similaires. Nous ne pouvons donc espérer simuler un
matériau désordonné dans un cadre continu par un schéma sur
réseau de pixels (des différences étant indistinctement observées
pour la fonction de Green continue ou “discrete”). Néanmoins, le
schéma de discrétisation du réseau de pixels fournit un exemple
de systeme mécanique avec phase poreuse désordonnée.

Cette étude a de plus permis d’observer un changement de
régime lié a l'anisotropie dans le matériau linéaire fortement
anisotrope avec rapport d’anisotropie £k < 1, comme dans le
cas périodique. Cependant, a l'inverse du milieu périodique, des
observations des cartes des champs suggerent que les bandes de
localisation dans le régime “localisé” se réorganisent (leur inten-
sité varie) ce qui a pour effet de faire diminuer les variances de
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TAB. 5.5 — En haut, cartes de la composante parallele egg du champ de dé-
formation dans un milieu aléatoire fortement anisotrope avec rapport d’ani-
sotropie k& = 10 soumis & un chargement en déformation pure pour dif-
férentes concentrations en pores f = 6.25107%, 1.251073, 2.51073, 51073,
1072, 21072 (colonnes 2 et 3 ligne 1 et colonnes 1 & 3 ligne 2 resp.). La
phase poreuse (pour la concentration la plus faible) est visible dans l'image
en ligne 1 colonne 2. Des pores sont ajoutés par la suite. L’échelle de couleur
est identique pour chaque image (bleu-vert-jaune-rouge du plus faible au plus
intense). En bas : évolution de la variance C™"(egg) de la méme composante
du champ de déformation en fonction de la porosité f (la valeur de la concen-
tration particuliere f ~ 1/ V'k est indiquée par la ligne verticale en pointillés).
La valeur maximale de la variance correspond a la carte du champ collone 1
ligne 2 et survient lorsque la variance C'M(gg) est maximale. Résolution de
la méthode numérique : L = 1024. Voir texte p. 214.
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la composante parallele au chargement.






Chapitre 6

Milieu périodique non-linéaire

Le travail entrepris dans ce chapitre concerne un matériau
poreux bidimensionnel formé d’un réseau de pores identique a
celui défini aux Ch. (3) et (4) et se décompose en deux parties
distinctes. Dans un premier temps, nous examinons les proprié-
tés d’'un matériau de ce type avec une loi de comportement de
type viscoplastique (loi de puissance reliant taux de déforma-
tion et contrainte). Cette situation est I'analogue du matériau
linéaire, I'exposant de non-linéarité jouant le role du rapport
d’anisotropie.

Dans cette partie, la microstructure est soumise a un charge-
ment en cisaillement dirigé dans I'une des directions privilégiées
du réseau de pores (cisaillement “simple” ou “pur”). L’étude est
entreprise grace a des calculs numériques par transformée de
Fourier. D’autre part, nous étudions plus précisément le cas du
milieu périodique élastique-parfaitement plastique, en particu-
lier dans la limite de faible porosité.

219
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6.1 Matériau périodique avec loi viscoplas-
tique

6.1.1 Cadre du probleme

Dans ce travail, nous présentons des résultats numériques cal-
culés par fonction de Green discrete. Un apergu des théories
d’homogénéisation pour les matériaux non-linéaires est donné au
Ch. (7). Aux cotés de ces résultats figurent des estimations calcu-
lées au moyen de la théorie d’homogénéisation dite du “second-
ordre” (sous deux formulations différentes).

Les méthodes d’homogénéisation pour les milieux non-linéaires
fournissent des estimations ou des bornes des propriétés effec-
tives des matériaux composites. Pour ce faire, ces théories in-
corporent un nombre (restreint) d’informations sur la micro-
structure. Par conséquent, les estimations ou bornes qu’elles
fournissent ne sont pas liées a une microstructure particuliere
mais plus généralement a une classe de microstructures. Ces
informations se réduisent le plus souvent aux fonctions de cor-
rélation statistiques (d’ordre 1 ou plus) des distributions des
phases dans le matériau. L’utilisation du principe variationnel
6.7 a des champs de déplacement ou de contrainte tests constants
par phase permet ’obtention de bornes pour les matériaux non-
linéaires (Sachs, 1928, et Taylor, 1938). Cependant ces bornes
ne prennent en compte parmi les informations sur la microstruc-
ture que la concentration des phases dans le matériau, et sont
par conséquent trop générales dans les cas de contraste infini.

Ces bornes ont été améliorées par Talbot et Willis (1983,
1985) pour les milieux désordonnés, grace a une généralisation
du principe variationnel de Hashin-Shtrikman pour les maté-
riaux non-linéaires. Cette extention incorpore des informations

sur la microstructure jusqu’aux fonctions de corrélation d’ordre
2.
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La théorie variationnelle (Ponte Castaneda, 1992, Suquet,
1993) utilise un matériau linéaire de comparaison pour estimer
les propriétés effectives des milieux non-linéaires dont le poten-
tiel est convexe ou concave. Cette théorie fournit également des
bornes du comportement effectif des milieux non-linéaires, et
est exacte au premier ordre en contraste entre les phases. Une
théorie second-ordre dite “tangente” (Ponte Castaneda, 1996),
au sens ou le matériau linéaire de comparaison est choisi de
maniere cohérente avec les fluctuations au sein des phases, per-
met d’améliorer ces estimations. Elle viole cependant certaines
bornes. Une “nouvelle version” de la théorie du second-ordre
(Ponte Castafieda, 2002) respecte ces bornes.

Nous savons par ’analyse limite de Drucker que ’exposant
intervenant en premiere correction du seuil plastique effectif en
fonction de la porosité vaut 1/2 dans un milieu périodique 2D.
Les prédictions du comportement a la rupture et les tests sur
des plaques perforées avec une distribution périodique de vides
(Francescato et Pastor, 1998) confirment ce résultat dans le cas
de chargement en contrainte plane. De plus, pour un réseau carré
de pores cylindriques, des analyses limites statiques et cinéma-
tiques donnent les bornes suivantes pour le seuil plastique effectif
Y (Francescato et al., 2004) :

Vi1 -20r/m?] < v < v 120/ ()
V3

Des analyses limites sur le modele de cylindre creux en défor-
mation plane aboutissent a des conclusions distinctes, avec une
correction de lordre de f?/3 pour des conditions aux limites
uniformes en contrainte (Pastor et Ponte Castaneda, 2002). Ce-
pendant, les imprécisions numériques de ces résultats ne peuvent
sans doute pas étre totalement écartées, dans 1’état actuel des
connaissances. Une loi en puissance f%/* dans la limite diluée
est un comportement non usuel dans les théories des milieux
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effectifs aléatoires. En effet ces théories fournissent le plus sou-
vent des développements en série de Taylor de la concentration
de la phase inclusionnaire dans la limite diluée (la situation est
différente pour les milieux périodiques et des contre-exemples
existent y compris en élasticité linéaire).

D’un autre coté nous avons émis I’hypothese que ce type d’ex-
posant est, d’'une maniere a préciser, le résultat des effets de
localisation plastique. Sa présence (mais sans doute pas sa va-
leur) semble indépendante du fait que le systeme est aléatoire,
périodique ou formé d’un unique vide.

Microstrucutre et loi de comportement

La structure périodique idéale que nous étudions présente plu-
sieurs avantages. Bien qu’elle soit moins pertinente que le mi-
lieu désordonné, qui doit posséder des propriétés généralisables
a une classe beaucoup plus importante de matériaux, le milieu
périodique présente néanmoins un intéret théorique. Nous espé-
rons par ce biais séparer les propriétés dues a la non-linéarité
et celles qui sont une conséquence du désordre. Il s’avere en ef-
fet plus difficile d’étudier un milieu désordonné plastique, dans
lequel la non-linéarité et le désordre sont couplés.

Nous comparons de plus les résultats obtenus avec le milieu li-
néaire anisotrope, qui est décrit au Ch. (4). Nous considérons un
matériau incompressible formé d’un réseau de pores idéal. Nous
définissons les parties équivalentes et moyennes de la déforma-
tion &,,, €, comme dans 2.12. De meéme les parties équivalentes
et moyennes de la contrainte o,,, 0. sont définies comme dans
2.15. La loi constitutive dans la matrice entourant les pores est
une loi de puissance d’exposant m en théorie de la déformation
définie comme dans 2.33, i.e. :

Yo

Oij = O'm(SZ] + 2Ee€ij€€ , Em = 0, (62)
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ou le “seuil plastique” yy tend vers le seuil plastique de la loi
parfaitement plastique dans le cas m = 0. Dans le cas m = 1,
la loi dans la matrice est linéaire. Le matériau poreux vérifie
macroscopiquement une loi viscoplastique de méme exposant m,
avec

a0

2 (ENEN Em=0, (6.3)

1] e

(0ij) = (om)dij +

ou gy est le seuil plastique effectif et (e), (g) : (e") /2 est la

déformation macroscopique équivalente.

6.1.2 Méthode numérique par FFT

Les simulations numériques sont effectuées de différentes ma-
nieres selon la valeur de m. Nous nous référons au Ch. 2 pour
les détails de I'algorithme utilisé.

Dans tous les cas, I'incompressibilité du matériau (g, = 0) est
simulée par un module de compressibilité x = 100 ou k = 103.
Les champs calculés sont similaires pour ces deux valeurs de &
quel que soit m. De plus nous utilisons la fonction de Green
“discrete” (méthode DG2, la symétrie du réseau permettant de
n’employer qu’'une seule des quatre fonctions de Green de la
méthode). Nous avons vérifié que la fonction de Green continue
converge vers un résultat quasi-identique.

Loi de puissance avec 0 < m < oo

Pour les matériaux visco-plastiques avec loi de puissance en m
(0 < m < 00), nous utilisons I'algorithme introduit par Suquet
et Moulinec dans (90) (cet algorithme est reformulé en 2D). La
méthode est constituée d’'une boucle d’“intégration en temps”
dont chaque itération est elle-méme un algorithme itératif par
FFT et fonction de Green. Le critere de convergence a chaque
itération par FF'T est le critere habituel sur la divergence du
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champ de contrainte défini par :

||div - 0(”)H

g0

<, (6.4)

ott 0™ est le champ de contrainte calculé a 1’étape n de 'algo-
rithme. La divergence de ce champ est calculée dans I'espace de
Fourier, et la norme se réfeére & une norme L? dans cet espace. La
norme d’un tenseur 2x2 est par ailleurs ||o(q)|| = v/o(q) : o(q).
Le critere de précision prescrit varie entre n = 107° et n =
1.31074.

Un second critere gouverne la convergence finale de 1’algo-
rithme en “temps”. Nous utilisons le critere sur le champ de
contrainte dans l’espace réel :

{0 (n)(X) = O (n-1)(X))
(o) (x))]

avec ' = 107° ou 1’ = 10~*. Plusieurs simulations nous ont
permis de constater que ’ensemble du champ de contrainte varie
peu lorsque ce critere est vérifié.

La résolution de la simulation numérique est L = 5122 ou
1024? (nombre de points dans la cellule unité). Les valeurs obte-
nues pour ces deux tailles sont peu différentes lorsque m > 0.1.
Pour m petit, des tailles de systéme L = 1024 ou 20482 sont
utilisées.

! < (6.5)

Matériau plastique (m = 0)

Le matériau parfaitement-plastique est simulé par une loi
locale élastique-parfaitement plastique comme dans 2.11 avec
yo = 0.5 et u = 0.2. Le critere de convergence retenu a chaque
étape de chargement est identique & 6.4 avec n = 1075, Les tailles
de systéme sont L = 10242, 20482, 40962 et 61442. Nous retenons
comme champ de déformation sa partie plastiquee? = e—L7!: o
ou L est le tenseur élastique de la loi constitutive.
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“Matériau auto-bloquant” (m = )

Dans le cas m = oo, nous utilisons une reformulation de
I’algorithme par FFT, Lagrangien augmenté par la fonction de
Green en contrainte (Eq. 2.34), et nous appliquons un char-
gement incrémental en contrainte. Deux difficultés se posent.
D’une part, un nouveau champ de déformation est calculée a
chaque itération de I'algorithme a partir du champ de contrainte,
ce qui n’est pas possible pour un vide. Cette difficulté est réso-
lue en remplagant le vide par une inclusion de loi élastique avec
de modules de cisaillement 4? < 1 et k® = 0. Nous abou-
tissons & des solutions similaires pour les valeurs p(® = 1074
et u® = 107°, et choisissons pu® = 10~% D’autre part, des
chargements grands en contrainte doivent étre imposés pour mi-
nimiser 'influence du régime de déformation élastique en début
de chargement. Nous choisissons (o)) = 20 (la valeur 30 don-
nant lieu a des champs similaires). Le critére de convergence
retenu porte sur 'admissibilité du champ de déformation. Nous
utilisons, dans la représentation de Fourier :

12¢0ay€0y(a) — gzeyy(@) — Gyeas(a)l] < n, (6.6)
avec n = 5.1074,

6.1.3 Champs de déformation et de contrainte

Les Tab. (6.1) et (6.2) représentent le champ de déforma-
tion pour différentes valeurs de m = 0, 0.2, 1, 5, co (colonnes
de gauche a droite), pour un chargement en cisaillement simple
et en cisaillement pur, respectivement. La porosité du milieu
f = 0.1 est fixée. Seules les composantes de cisaillement paral-
leles € et transverses €, sont non nulles et sont représentées
dans chaque Fig. en haut et en bas respectivement. Le champ
de déformation dans le pore est remplacé par sa valeur moyenne,
qui seule est pertinente, et chaque image est accompagnée de sa
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propre échelle de couleurs. Elles correspondent a la valeur de la
déformation macroscopique g9 = (g)) = 1. Ceci a été obtenu
en normalisant les champs par g lorsque m est fini et en impo-
sant comme seuil de déformation €, = 1 dans la matrice lorsque
m = oo. En effet pour un matériau “auto-bloquant”, le seuil de
déformation microscopique est égal au seuil de déformation de
la loi macroscopique.

Dans le cas parfaitement plastique m = 0, une bande de loca-
lisation du champ de déformation de largeur non nulle apparait
(carte du champ ¢, m = 0). Celle-ci n’est pas un artifice de la si-
mulation numérique due a la présence d’'un mode de déformation
élastique. En effet des calculs effectués pour des lois viscoplas-
tiques proches de la plasticité parfaite montrent déja 1’appari-
tion d’une telle structure (Fig. 6.3 avec m = 0.025). Plusieurs
simulations numériques pour des tailles de systeme croissantes
L = 5122 & 61442 montrent que cette largeur ne dépend pas de
la résolution numérique (Fig. 6.1). De plus, la bande de loca-
lisation se raccorde au bord du pore par une série de bandes
de localisation fines courbées. Celles-ci forment un angle a 45
degrés avec la tangente au bord du vide (voir I'image avec la
résolution la plus grande, Fig. 6.2), conformément a la théorie
des caractéristiques (voir (67; 52)).

La Fig. (6.3) précise un peu plus la structure interne de la
bande, formée d’une zone centrale, ot la composante parallele du
champ est quasi constante, et de deux bandes de forte intensité
situées aux frontieres de celle-ci. Le champ de déplacement résul-
tant de cette structure est visible Fig. (6.4). Nous pouvons faire
un rapprochement entre une structure de ce type, et celle obser-
vée dans le cas du mode de chargement axisymétrique g9 = (g,,)
(Fig. 2.8). Nous observons sur cette figure que large bande de
localisation reliant les pores dans le mode de chargement hy-
drostatique est également formée d’une structure ou le champ
est constant, et d’une frontiere de forte intensité (apparaissant
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néanmoins d’un seul coté). Nous verrons par la suite que cette
structure particuliere survient lorsque le mode de chargement
est aligné avec I'une des directions du réseau de pore.

Les valeurs maximales du champ de déformation transverse
e augmentent fortement lorsque la non-linéarité est infinie (m =
0 ou m = o) et sont localisées sur les régions proches de 'in-
terface pore-matrice.

Pour des valeurs du coefficient de non-linéarité m grandes,
une bande de localisation de la largeur du pore se développe,
dirigée a 45 degrés par rapport aux bandes de localisation du
matériau plastique, et de largeur égale a celle du pore (champ ¢
pour m = 5). Lorsque m = 0o, cependant, cette bande disparait
et le champ ne varie presque pas en dehors du carré circonscrit
au pore.

Les composantes paralleles et transverses oy, o, et o, du
champ de contrainte sont représentées Tab. (6.4) et (6.5) pour
le milieu parfaitement plastique (m = 0), linéaire (m = 1) et
auto-bloquant (m = o0), et pour un mode de chargement en
cisaillement simple et cisaillement pur. Chaque image est ac-
compagnée de sa propre échelle de couleur. Lorsque m = 0 ou
m = 1, nous effectuons un chargement en déformation et les
champs sont normalisés de sorte que (g) = 1, pour simplifier la
comparaison avec les Figs. (6.1) et (6.2).

Nous constatons que la bande de localisation observée pour
de grandes valeurs de m subsiste dans les champs de contrainte
a m = o0o. La structure de la solution en contrainte est similaire
au cas linéaire anisotrope avec k = oo (SS) et k = 0 (PS). Les
composantes parallele et moyenne du champ de contrainte o et
o, sont constantes par zones, et des singularités apparaissent
sur les frontieres entre les zones pour le champ transverse o .
Notons que les distributions des valeurs du champ moyen o,
sont symétriques, ainsi les couleurs majoritairement jaunes et
rouges du champ o, dans le mode de chargement SS a m =
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oo (Fig. 6.4) sont un artefact numérique dua a la présence de
quelques pixels de forte intensité.

Le Tab. (6.7) représente les zones de déformation plastique
dans la matrice et les zones de “contrainte bloquée” (définit par
g = Yo et €. = yp respectivement) lorsque m = 0 et m =
oo, pour les deux modes de chargement en cisaillement. Sur ce
graphique, on retrouve les zones A, B, C et D (définies dans le
cas du matériau anisotrope) de la cellule unité lorsque m = oo.
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TAB. 6.1 — cartes des champs de déformation parallele et transverse g (haut) et ¢, (bas) calculés par FFT avec
chargement en déformation ou en contrainte en cisaillement simple pour des exposants non-linéaires croissants
m = 0,0.2,1,5,00 (colonnes 1 & 5). Le champ de déformation a U'intérieur du pore a été remplacé par un champ
constant dont la valeur est la moyenne du champ dans le pore. Les échelles correspondent a un chargement en
déformation () = 1. Voir texte p. 225.
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TAB. 6.2 — Suite de la Tab. précédente : cisaillement pur. Voir texte p. 225.
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TAB. 6.3 — calculs additionels par FF'T des composantes parallele et trans-
verse €|, €1 du champ de déformation pour un exposant non-linéaire m =
0.025. Haut : chargement en cisaillement simple (SS), bas : chargement en

cisaillement pur (PS). Les échelles correspondent a un chargement macrosco-
pique de valeur (o)) = 1. Voir texte p. 226.
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m_Pl.
2l ‘ 0.25

593.1
39.8
26.6

F Al
0.00 0.00
Io.50 12.0
. ’: 0.25 6.0
(o] '
I 0.25 g I -0.39 g I
0.50 0.77 12.0
Io 79 I1 17 I22 9
' 0.36 < 0.56
om ' 0 ' -0.06 -15.1
“ I—0.36 N4 I-o.67 I-34.1
0.72 1.28 53.1

TAB. 6.4 — cartes des composantes parallele, transverse et moyenne des champs de contrainte o, o, o, avec
chargement en déformation ou en contrainte en cisaillement simple (SS), pour des valeurs croissantes de ’exposant
non-linéaire m = 0, 1, 5, 0o (gauche a droite). Les échelles pour les cartes des champs correspondent a un chargement
en déformation () =1 pour m = 0, 1. Voir texte p. 227.
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IO.50
g

0.17
0.50
o~ 0.25
(on]
0
\\ J

v I-o.25
-0.50
IO.68
A 0.34

B G
L I-0.34
-0.68

TAB. 6.5 — Suite de la Tab. (6.4) : chargement en cisaillement pur. Voir texte p. 227.
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F1G. 6.1 — Champ de déformation parallele ¢,, pour un chargement en dé-
formation g9 &~ 4.5 en cisaillement simple dans un milieu plastique. La figure
est constituée d'un assemblage de quatre quadrants de la cellule unité et cor-
respond a quatre tailles de systeme par FFT N = 512, 1024, 2048, 3072 (de
gauche a droite et de haut en bas). Les valeurs du champ de déformation
vont de 0 (noir) a environ 40 (blanc) (quelques pixels a c6té du bord du vide
de valeurs jusqu’a 80 ont été seuillés). La largeur de la bande de localisation
ne dépend pas de la résolution employée dans le calcul numérique. Voir texte
p. 226.
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F1G. 6.2 — Champ de déformation parallele €,, pour un chargement en dé-
formation g9 &~ 4.5 en cisaillement simple dans un milieu plastique. Agran-
dissement autour de la région ou la bande de localisation de la déformation
rejoint le pore. Résolution du calcul : N = 6144. Les valeurs du champ de
déformation vont de 0 (rouge sombre) a 40 (blanc) ; le vide est en noir. Voir
texte p. 226.
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E.Xy(x,yz(). 17)

40)

30r

20+

10}

! |
— N=512°
— N=1024°

N=2048"
N=3072"
— N=6144°

0.45

| ¢t

0.6

0.8

F1G. 6.3 — courbe du champ de déformation parallele €., le long dune ligne
horizontale pour un chargement en déformation en cisaillement simple g ~
4.5 a différentes résolutions N = 512 (noir), 1024 (bleu), 2048 (brun) et 3072
(orange). Deux agrandissements successifs sont présentés dans les encarts a
gauche et a droite du graphique. Voir texte p. 226.
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F1G. 6.4 — agrandissement du champ de la composante parallele €., du champ
de déformation (image de fond) et champ de déplacement (fleches) pour le
milieu plastique. Gauche : a I’endroit ou la bande de localisation rejoint le
pore (point = = 0, y = a) ; droite : & coté de la frontiere avec la cellule unité
(point x = 0, y = 1/2). Le milieu est soumis a un chargement en cisaillement
simple avec €y = 4.5. La taille du systeme utilisée pour la résolution numé-
rique est N = 3072. Les valeurs du champ de déformation vont de 0 (noir) a
environ 80 (blanc); le vide est en blanc. Voir texte p. 226.
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6.1.4 Champs de déplacement

Le Tab. (6.6) représente le champs de déplacement périodique
u’ = u — g - x, pour les matériaux parfaitement plastiques
(m = 0), linéaires (m = 1) et “auto-bloquants” (m = co), dans
les deux modes de chargement en cisaillement simple et en ci-
saillement pur. La porosité est fixée a f = 0.1 et la matrice
incompressible. Les fleches sont normalisées de sorte que la va-
leur maximale du champ de déplacement u* est constante. En
gris est représentée la déformation de la matiere résultant de ce
champ de déplacement, obtenu en déplacant chaque point ma-
tériel x — x' = x + fu*(x) ou [ est un parametre choisi pour
mettre en valeur la déformation de la matiere. Ce coefficient est
naturellement plus grand dans le cas m = oco. Dans ce dernier
cas, nous observons un champ de déplacement localisé sur des
bandes horizontales et verticales ou a 45 degrés (une solution de
ce type est observée dans le cas linéaire anisotrope dans le cas
particulier kK = u). De plus, le pore se déforme de maniere sin-
guliere, en émettant des concavités circulaires plus petites aux
deux points d’étirement de celui-ci (ceci est en particulier visible
en cisaillement simple). Une zone plate est observée pour le bord
du pore déformé aux zones de compression, dans le cas de ci-
saillement simple, ce qui est similaire a la solution anisotrope
avec k = 00.

Dans les cas linéaire et plastique, le vide se déforme comme
une ellipse (m = 1) ou de fagon plus proche d’un carré (m = 0).
La Fig. 6.5 précise la déformation de la matiere au niveau des
bandes de localisation (parties situées au centre des bandes de
largeur finie, sur les frontieres de celles-ci ou bandes de locali-
sation fines touchant le pore) et sur le reste de la matrice (voir
légendes pour le code de couleur). Un “décollement” apparait au
niveau de la bande de localisation rejoignant le pore, séparant
les zones de la matiere subissant une extension de celles subis-



sant une compression. De plus, on observe que loin du pore, le
champ de déplacement est proche du champ de déplacement de
la solution anisotrope a k = 0 (SS) ou k = oo (PS) : les bords
de la cellule unité se déforment de maniere presque linéaire (les
porosités des matériaux linéaire et non-linéaire étant néanmoins
différentes pour tenir compte des différentes largeurs des bandes
de localisation).



240 Chapitre 6. Milieu périodique non-linéaire

5SS PS

m =20
m=1
m = o0

TAB. 6.6 — champ de déplacement réduit u* = u — &° - x (fleches), et dé-
formation résultante de la cellule unité, avec chargement en déformation en
cisaillement simple (SS, a gauche) et en cisaillement pur (PS, a droite) pour
un matériau de loi parfaitement plastique (exposant m = 0, haut), linéaire
élastique (m = 1, milieu), ou non-linaire avec déformation bloquée (exposant
m = oo, en bas). Le milieu déformé est calculé de la méme fagon que pour
les cartes du milieu linéaire anisotrope : chaque point matériel x est déplacé
x — X' = x + fu’(x) avec B un coeflicient choisi pour mettre en valeur la
structure de la déformation (valeurs de 3/(g) : 0.1 lorsque m = 0, 1.2 lorsque
m = 1, 10 lorsque m = 00). Pour m = oo, le champ de déplacement dans le
pore est caché afin de ne pas perturber 1’échelle utilisée pour les fleches. Voir
texte p. 238.
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SS

PS

m = o0

TAB. 6.7 — Haut : zones de déformation plastique dans la matrice (noir) pour
m = 0 et pour un chargement en déformation en cisaillement pur et simple
(a gauche et a droite resp.); Bas : zones de déformation bloquée (cq = ¥,
noir) pour m = oo pour un chargement en contrainte en cisaillement pur et
simple (a gauche et a droite resp.). Voir texte p. 228.
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Fi1G. 6.5 — Déformation de la cellule unité pour un chargement en cisaille-
ment simple. Les points matériels x sont déplacés en utilisant le champ de
déplacement réduit : x — x' = x + fu*(x) ou § = 0.05. Différentes zones de
la microstructure ont été au préalable colorées en bleu foncé (intérieur des
bandes de localisation), bleu moyen (parties extérieures des bandes de loca-
lisation), bleu clair (bandes de localisation rejoignant le pore), vert (reste de
la matrice). Le pore d’origine a été laissé en jaune (sans déplacement), et le
reste des points est en rouge. Un agrandissement figure a droite. Voir texte
p- 238.
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6.1.5 Distributions

Les distributions des champs de déformation P(g|) et P(e.)
sont tracées pour différentes valeurs du coefficient de non-linéarité
m < 1 (m = 0, 0.1, 1) pour les deux modes de chargement
en cisaillement pur et simple Fig. (6.8). La porosité est fixée
a f = 0.1. Les distributions des composantes du champ de
contrainte P(o|), P(cy) et P(0,,) sont tracées Fig. (6.9). Nous
observons un étalement des valeurs de la composante parallele
g| du champ de déformation lorsque la non-linéarité augmente,
comme dans le cas linéaire. Un pic autour de ¢ = 0 se déve-
loppe, tendant vers une distribution de Dirac et correspondant
a la contribution des zones qui ne sont pas soumises a une défor-
mation plastique. Un deuxieme pic se développe a droite pour
les grandes valeurs du champ de déformation. Ce pic correspond
a des valeurs ¢levées du champ de déformation parallele g si-
tuées sur la zone centrale de la bande de localisation (Fig. 6.3).
Le pic est plus étalé dans le cas de cisaillement pur, ceci étant du
au croisement des bandes de localisation (le méme phénomene
est observé dans le cas linéaire pour k = 0, SS et k = oo, PS).
Cependant, a I'inverse du cas anisotrope, la distribution P(g|)
possede une queue en g = oo. Celle-ci est la conséquence des va-
leurs élevées du champ de déformation, situées sur la frontiere de
la bande de localisation. La plasticité a donc pour effet d’étaler
fortement les valeurs de la composante parallele au chargement
appliqué.

Les distributions de la composante transverse €, sont en re-
vanche a support finie (pour m # 0), avec une coupure discon-
tinue en une valeur du champ o; = o¢¢ qui tend vers l'infini.
Ce schéma est similaire au cas linéaire anisotrope avec k < 1 en
cisaillement simple et k£ > 1 en cisaillement pur.

Les distributions P(o)) de la composante parallele de la con-
trainte (Fig. 6.9) développent une singularité en distribution de
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Dirac en o] = yo correspondant a la zone de la matiere déformée
plastiquement. Cette singularité est a comparer avec la valeur
infinie de la distribution de la composante parallele du champ
de contrainte dans le cas du milieu linéaire anisotrope (k = 0,
SS ou k = oo, PS). Dans le cas linéaire, cette divergence faisait
intervenir une loi de puissance d’exposant —1/2.

La distribution de la composante transverse de la contrainte
o, est a support fini lorsque m > 0, avec une discontinuité
aux valeurs extrémes de la distribution, tandis qu'une queue se
développe pour o, — oo lorsque m — 0. Le méme phénomene
est observé, sans discontinuité cependant, pour la distribution
de la composante moyenne o, de la contrainte.

D’une maniere générale, les formes des distributions des com-
posantes de la contrainte sont plus proches du cas linéaire que
les distributions des composantes de la déformation. Ceci est a
rapprocher du fait que dans le cas m = oo, on observe des struc-
tures similaires pour le champ de contrainte, entre le cas linéaire
et non-linéaire.
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£,,5S, ¢ =0.1

TaB. 6.8 — Distributions de probabilité des composantes &), €, (de haut
en bas) pour un chargement en déformation, mode cisaillement simple (SS)
et cisaillement pur (PS) (a gauche et a droite resp.), pour des valeurs dé-
croissantes de l'exposant de non-linéarité m = 1, 0.1, 0. Les champs sont
normalisés de sorte que (g)) = 1. Voir texte p. 243.
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TAB. 6.9 — distributions de probabilité des composantes oy, o1, 0;, (de haut
en bas) pour un chargement en déformation, mode cisaillement simple (SS)
et cisaillement pur (PS) (& gauche et a droite resp.), pour des valeurs dé-
croissantes de l'exposant de non-linéarité m = 1, 0.1, 0. Les champs sont
normalisés de sorte que (g)) = 1. Voir texte p. 243.
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6.1.6 Premiers et seconds moments

Nous étudions dans cette partie les résultats obtenus pour les
moyennes du champ de déformation par phase et les variances
des champs de déformation et de contrainte, a porosité f fixée.
Les résultats obtenus par simulation numérique sont tracés en
fonction de I'exposant de la loi viscoplastique m (& porosité fixée)
et de la concentration en pores f (& exposant m fixé). De plus,
les estimations de la théorie d’homogénéisation non-linéaire du
second-ordre (obtenues selon deux versions différentes de la mé-
thode (144)) sont indiquées. Ces résultats sont donnés a titre
indicatif et ne seront pas commentés ici.

Les moyennes de la composante parallele du champ de dé-

formation 2 dans la matrice (phase @ = 1) et dans le pore

(phase a = 2) et les variances SDW(g)), SDW (g, ) et SDW(a)),
S D(l)(a 1) des composantes paralleles et transverses des champs
de déformation et de contrainte dans la matrice sont tracées en
fonction de I'exposant m dans les Fig. (6.7) et (6.8) respective-
ment.

I1 est intéressant de constater que la moyenne de la déforma-
tion dans la matrice (ou le pore) en Fig. (6.7) suit une tendance
inverse du matériau linéaire anisotrope. Par exemple () (1) dimi-
nue lorsque £ — 0, SS, ou k — oo, PS tandis que cette quantité
augmente dans un matériau non-linéaire lorsque la viscosité di-
minue (m — 0, SS ou PS). Dans la limite de plasticité parfaite,
en effet, la loi constitutive permet de tres grandes déformations
pour une faible contrainte.

La Fig. (6.8) montre que les variations du champ de contraintes
sont plus facilement comparables au matériau linéaire aniso-
trope. Les variances SDW(oy) et SDW(s ) des composantes
paralleles et transverses du champ de contrainte suivent des va-
riations qualitativement similaires aux quantités définies pour
un matériau linéaire anisotrope avec k — 0 (SS) ou k — o0



(PS) : elles diminuent et augmentent respectivement, lorsque
m — 0 (mise & part une légere augmentation de SDW (o)
lorsque m < 0.2, en cisaillement simple, Fig. 6.8c). En revanche,
les variances de la déformation SDW (o)) et SDW(s,) aug-
mentent fortement lorsque m — 0. Nous effectuons une étude
numérique par FFT de la quantité SDW (o) dans le cas par-
ticulier m = 0, en choisissant 7 = 107 et n = 1079 A taille
de systeme L = 2048 montre des variations de 20% a porosité
fixée f = 0.1. Ainsi la quantité SD(l)(O'”) = 00 lorsque m = 0.
Cette composante infinie est la conséquence des fortes valeurs
du champ ¢ sur les bords externes des bandes de localisation.

Nous notons de plus I'existence de deux régimes distincts, a
porosité fixée, pour des valeurs de m faibles et grandes respecti-
vement. Par exemple, dans la Fig. 6.8d, les variances SD(o)
et SDW (o) ont des comportements distincts lorsque m < my
et m > mgy avec mg ~ 0.2. Ceci rappelle le changement de ré-
gime observé dans le cas du matériau linéaire anisotrope lorsque
k — 0 (noter cependant que les points FFT qui semble proches
des estimations de la théorie du second-ordre SO(U) sont en
réalité inversés, ainsi SDW (o) < SDW (o)) pour m < my, au
contraire des estimations de la théorie du second-ordre). Si le
seuil plastique effectif est, comme dans I’analyse de Drucker,
de T'ordre de 1 — /f en plasticité parfaite, un changement de
régime doit apparaitre également dans le cas non-linéaire pour
un certain exposant de non-linéarité mgy = mg(f) dépendant de
f. Cependant, ce changement de régime n’est pas visible sur
les variances des champs de déformation (6.8a) ou (6.8b). Ceci
peut s’interpréter comme la conséquence de la périodicité du mi-
lieu (les bandes de localisation qui se forment étant contraintes
d’adopter la structure ordonnée du réseau de pores). Notons qu’a
I’inverse, nous nous attendons a un comportement différent dans
le cas aléatoire.
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F1G. 6.6 — Seuil plastique effectif dans un milieu périodique poreux non-
linéaire avec loi d’exposant m : comparaison entre résultats numériques par
FFT (points) et théorie d’homogénéisation du second-ordre (sous deux formes
distinctes W et U, lignes pleines) pour un chargement en déformation en
cisaillement simple (gauche) et en cisaillement pur (droite). Fig. (a), (b)

a concentration f = 10% fixée, en fonction de l'exposant m; Fig. (c), (d) :
pour un matériau plastique (m = 0), en fonction de la porosité. La matrice

est incompressible. Voir texte p. 253.
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FIG. 6.7 — Moyennes £ de la composante parallele g5 ou epg du champ
de déformation dans la matrice (phase o = 1) et dans le pore (phase a = 2)
dans un milieu périodique poreux non-linéaire en fonction de 1'exposant de
non-linéarité m : comparaison entre résultats numériques par FFT (points)
et théorie d’homogénéisation du second-ordre (sous deux formes distinctes
W et U, lignes pleines et pointillés) pour un chargement en déformation en
cisaillement simple (gauche) et en cisaillement pur (droite). La matrice est
incompressible. Voir texte p. 247.
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F1G. 6.8 — Seconds moments des composantes paralleles et transverses des
champs de déformation et de contrainte dans un milieu périodique poreux
non-linéaire en fonction de l’exposant de non-linéarité m
entre résultats numériques par FFT (points) et théorie d’homogénéisation
du second-ordre (sous deux formes distinctes W et U, lignes pleines et poin-
tillés) pour un chargement en déformation en cisaillement simple (gauche) et
en cisaillement pur (droite). Figs. (a), (b) : variances des composantes paral-
leles et transverses €, €, du champ de déformation dans la matrice; Figs.
(), (d) : variances des composantes paralleles et transverses oy, o, du champ
de contrainte dans la matrice. La matrice est incompressible. Voir texte p.

247.
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6.2 Matériau parfaitement plastique

Dans cette section, nous présentons quelques résultats concer-
nant le matériau parfaitement plastique. Nous étudions la sur-
face limite de charge a porosité fixée et le comportement du seuil
plastique effectif en déformation axisymétrique, dans la limite
diluée en pores.

6.2.1 Simulation numérique

Pour les calculs présentés dans cette section, nous avons uti-
lisé¢ la méthode numérique par FFT avec fonction de Green
discrete (GD2). La taille des systémes a été choisie allant de
L =512 a L = 2048. Ceci est nécessaire pour observer les rup-
tures de pentes dans les surfaces limites de charge ou étudier le
comportement en limite diluée. Un milieu quasi-incompressible
est simulé avec k = 100 ou x = 1000. Nous choisissons un cri-
tere de convergence a chaque étape de chargement comme dans
(6.4) avec = 10% ou = 1077, Une loi élastique-parfaitement
plastique est utilisée dans la matrice.

6.2.2 Seuil plastique effectif

Drucker (27) a montré que dans un cylindre poreux soumis
a un chargement selon son axe, le seuil plastique effectif varie
comme do/yo ~ 1 —+/f (une formule exacte étant déterminée
pour le critére de plasticité de Tresca). Les pores sont distribués
périodiquement au sein de la structure. Un champ de déplace-
ment continu admissible est construit en considérant un champ
discontinu et constant par morceau. Les zones de discontinuité
du champ sont situées le long de lignes passant par les pores.
L’écriture variationnelle de la densité d’énergie donne :

W)= inf { / %g ; a} (6.7)
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K(eo) = {e(x); (e(x)) = €0; Fu : e(x) = (Ojuj + Oju;)/2}

est 'ensemble des champs de déformation admissibles respectant
les conditions de chargement. Ceci permet de majorer W par la
densité d’énergie obtenue pour divers champs de déplacement
tests, a gy fixé. D’apres le théoreme de Hill,

W(&(X)) = (1/2)0‘0 1 €0,

ce qui fournit finalement un majorant du seuil plastique effectif.

Pour résumer, si un champ de déplacement admissible peut
étre construit et qu’il satisfait les conditions de chargement ma-
croscopique, ou les conditions au bord, le seuil plastique effectif
associé a ce champ-test est un majorant de la solution. Nous
utilisons par la suite un raisonnement identique dans le cas du
réseau de pores soumis a un chargement en cisaillement simple
ou pur. Nous guiderons notre choix des zones de discontinuité
du champ de déplacement-test grace aux résultats numériques
par FFT.

La Fig. (6.6) représente le seuil plastique effectif en fonction
de l'indicateur de non-linéarité 0 < m < 1 a porosité f = 0.1
fixée (Figs. a,b) et en fonction de la concentration en pores f
dans le cas de plasticité parfaite (m = 0, ¢, d). Les deux modes
de chargement en cisaillement simple (SS) et en cisaillement pur
(PS) sont indiqués dans la premieére et seconde colonne respec-
tivement.

Les Figs. (6.6¢) et (6.6d) permettent d’observer la dépendance
du seuil plastique effectif oy en fonction de la concentration de
vides. La Fig. (6.12) représente en échelle logarithmique le com-
portement du seuil plastique en fonction de la porosité dans la
limite diluée (f < 1). La prescription de la tolérance d’erreur 7
joue un role important pour la détermination du seuil plastique
dans les calculs par FFT. Lorsque la taille du systeme est grande,
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la tolérance d’erreur doit étre choisie de plus en plus petite pour
obtenir une bonne convergence des résultats. Lorsque la tolé-
rance d’erreur est trop faible, les calculs par FF'T prévoient une
plastification totale du matériau (ceci est illustré dans le tableau
(6.9) pour L = 4096).

Les calculs de la Fig. (6.12) ont été effectués pour une taille de
systeme L = 2048. Afin d’apprécier la dépendance en taille, des
calculs additionnels ont été effectués pour L = 512 et L = 1024
et nous avons vérifié, pour chaque taille de systeme, la bonne
convergence selon la tolérance d’erreur 7).

‘ Convergence ‘ 1 —(0)e/Yo ‘ o ‘

1077 75 107° | 1
10-8 2.1 1073 [0.30

5 1079 22 1073 [0.25

Fi1G. 6.9 — différentes valeurs de la concentration normalisée de la phase
plastique f, (volume ¢, de la région de la matrice se déformant plastiquement
divisé par le volume de la matrice) et de la quantité 1 — (0)./yo permettant
ou (o), est le seuil plastique effectif, pour un réseau de pores soumis a une
déformation en cisaillement simple, en fonction de la tolérance d’erreur n du
calcul par FFT. La porosité f = 1,5.107° et la taille du systéme L = 4096
sont fixés. Voir text pg. 254.
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F1G. 6.10 — Seuil plastique effectif dans un milieu périodique plastique sou-
mis a une déformation en cisaillement pur, en fonction de la porosité du
réseau : comparaison entre résultats numériques par FFT (points) et formule
empirique obtenue a partir de bornes déterminées par analyse limite (deux
configurations avec champ de déplacement constant par morceau sont consi-
dérées, I'une avec bandes de localisation selon les diagonales de la cellule ou
passant par les milieux des cotés de la cellule, a 45 degrés et entre les surfaces

proches des spheres lorsque celles-ci sont suffisamment proches). Voir texte
p- 258.
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F1G. 6.11 — Exemple de champ de déplacement-test (partie périodique, en
rouge, dans la cellule unité) utilisé pour le calcul de bornes du seuil plastique
effectif, par la méthode d’analyse limite. Le pore est en bleu au centre, et
le champ de déplacement est choisi continu par morceaux. Les zones de dis-
continuités (lignes vertes) suivent la structure des bandes de localisation, et
sont dirigées dans les directions de cisaillement du chargement appliqué (ici
en cisaillement pur). Le saut du champ de déplacement le long de ces bandes
est calculé de sorte que (epg) = €p. Voir texte p. 258.
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Un exposant de 'ordre de 1/2 est observé dans la limite diluée
(f<1):

00

— ~ 1—1.185f%% (SS) (6.8)
0o
@ o 0.50

~ 1-0.826f°  (P9). (6.9)
of)

Nous obtenons un rapport proche de 0.7 entre les deux coeffi-
cients ci-dessus. Ceci est du au fait que le réseau de pores tourné
de 45 degrés n’est pas équivalent au réseau de pores d’origine
(notamment, les bandes de localisation se croisent dans 'un des
deux cas seulement).

Les deux formules en (6.8) fournissent des approximations
tres proches de la valeur exacte, jusqu’a des porosités impor-
tantes. Elles sont valables presque jusqu’a la limite de percola-
tion dans le mode de cisaillement simple et jusqu’a des concen-
trations de l'ordre de 50% dans le mode de cisaillement pur
ou un autre régime apparait. Nous voyons que dans le cas de
cisaillement pur, un second régime apparait aux alentours de
f = fP% =~ 0.54. Lorsque f < fF9 les bandes de localisation se
situent entre deux pores alignés avec une des diagonales du ré-
seau. Au contraire, pour f > £ les bandes de localisation se si-
tuent exclusivement dans le voisinage des pores les plus proches.
Les images de la Fig. (6.13) illustrent les deux configurations des
bandes de localisation avant et apres le changement de régime.
On observe que ce changement de régime correspond a une rup-
ture de pente ou tout au moins & un changement brusque (dans
la limite de précision des calculs) de la courbe du seuil plastique
effectif en fonction de la porosité (Fig. 6.6d). Le seuil f7° est
tres proche de la valeur géométrique fc(Q) = 7(3 — 2v2) ~ 0.54
rencontrée précédemment dans 1’étude du matériau linéaire ani-
sotrope avec k = oo, PS, et qui correspond également a un
changement de configuration de la structure du champ. Pour
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f> fc(2), un carré circonscrit a I'inclusion (zone (D) Fig. 3.2b)
touche les bords de la cellule unité. A ce moment, il devient
possible de relier chaque inclusion avec ses quatre plus proches
voisines par des segments orientés a 45 degrés.

La théorie d’homogénéisation du second-ordre est une meilleure
approximation que la théorie variationnelle (dans la limite de
faible contraste entre les phases) mais elle ne fournit pas de
borne. Une borne supérieure du seuil plastique effectif découle
cependant du calcul par analyse limite de I’énergie (1/2) f(l) o€
associée a un champ de déformation admissible (une borne infé-
rieure serait obtenue pour un champ de contrainte en équilibre).
En choisissant un champ de déplacement constant par morceau,
avec un saut le long des bandes de localisation (voir Fig. 6.11),
nous obtenons la borne supérieure suivante pour oy :

6:()/0'0< 1—\/2f/ﬂ'. (610)

A LY 2
Une autre borne est obtenue de la méme maniere pour f > fc( ),
en considérant des bandes de localisation joignant les pores avec
ses quatre voisins en haut, en bas, a droite et a gauche :

GoJog <1—+/8f /7 — 1. (6.11)

Nous observons que la forme la courbe réelle gy/0g est tres
proche d’une formule empirique obtenue en modifiant ’'Eq. 6.10
par f — (f avec § =~ 1.07 (f < fc(Q)). Lorsque f > fc(z), de
méme, le seuil plastique effectif oy est tres bien approximé par

la formule 6g = 1 —+/v(f — f.) avec f. = m/4 est  est choisi de
telle sorte que les deux courbes se raccordent en f = fc(2) (Fig.
6.10).

Nous observons enfin un changement de régime similaire pour
le mode de chargement en cisaillement simple, lorsque f ~ 0.78
(tres proche de la limite de spheres empilées), ou la bande de lo-
calisation de largeur finie et “décollée” de la surface du pore, dis-
parait. Viennent alors se substituer deux séries de deux bandes
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de localisation croisées orientées a 45 degrés par rapport a la
verticale (similaire au cas de cisaillement pur avec doublement
des bandes). Cette différence se traduit également dans les seuils
plastiques effectifs. Dans la limite de spheres empilées, le module
plastique effectif pour le mode de cisaillement pur tend vers 0
avec une pente plus grande que pour le mode de cisaillement
simple.

1-<o>Jy,
1

0.1

10° 10 10" 10 P

F1G. 6.12 - Calcul par FFT de la premiere correction en f (porosité du milieu)
du seuil plastique effectif 0., du milieu parfaitement-plastique périodique
(réseau de pores), dans le cas d'un chargement en cisaillement simple. On
observe un exposant non-entier de valeur proche de 1/2. Les bornes de Voigt
et Reuss sont également indiquées. Voir texte p. 253.
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6.2.3 Surface limite de charge

Une autre singularité importante des matériaux parfaitement
plastique est I'existence d’une instabilité pour le chargement en
pression (voir Introduction), se traduisant par I’apparition d’un
coin dans la surface limite de charge (appelé parfois “vertex” dans
la littérature). Cette instabilité n’est pas prédite par le modele
de Gurson, ni par la théorie variationnelle, mais apparait dans
la théorie du second-ordre. Cependant, des calculs effectués par
Suquet et al. (22) ont montré 'existence d'un angle pour les ma-
tériaux poreux a structure périodique. Dans cette section, nous
confirmons numériquement qu’une telle instabilité existe dans le
cas du milieu périodique. Nous donnons également une interpré-
tation de cette instabilité en termes de bandes de localisation.

Deux surfaces limite de charges sont tracées en Fig. (6.14)
pour le milieu périodique parfaitement plastique. La porosité
est fixée a f = 0.1. Deux types de chargement en déformation
sont considérés, avec superposition d’'un mode de chargement
hydrostatique (e;;) = dije0 et un mode de chargement en ci-
saillement simple (g;;) = (1 —d;;)e0 ou pur (g;;) = 6;;(1 —2d;2)e0
(points noirs et violets respectivement). Les surfaces limites de
charge de la Fig. (6.14) représentent la partie équivalente de la
contrainte macroscopique (o), = 2|(ogs)| ou (o). = 2|(opg)| en
fonction de la composante moyenne (o,,) de la contrainte.

Due a la symétrie carrée du réseau de pores, la contrainte
macroscopique est orientée dans la méme direction que la défor-
mation appliquée dans les cas d’'un mode de chargement en ci-
saillement ou axisymétrique. Pour les directions intermédiaires,
les directions ne sont pas équivalentes. Pour chaque point de
la surface calculée par FFT, nous avons ajouté un segment in-
diquant la direction de déformation plastique (obtenue en cal-
culant I'incrément de déformation plastique macroscopique ()
entre deux chargements proches). Ces segments sont normaux a
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la surface de plasticité (certains segments ont été omis lorsque
la convergence des calculs n’a pas été jugé suffisante; en effet
la contrainte a la saturation est plus facile a obtenir par FFT
que la convergence de I'incrément de déformation plastique). En
particulier, pour le mode de cisaillement pur les directions de
déformation plastique sont tres proches dans un grand voisinage
du mode axisymétrique (courbe violette).

Ceci montre en particulier I’apparition d’un angle au point
de chargement axisymétrique (0,,) = oo pour la courbe de ci-
saillement pur. Pour la courbe de cisaillement simple, un angle
apparait également, dont la valeur est proche de celle correspon-
dant a un cisaillement pur. Ainsi dans le mode axisymétrique la
déformation macroscopique est indéterminée (quelconque dans
le cone délimité par les normales a la surface limite de charge en
ce point).

De plus, une autre rupture de pente (ou un régime différent)
semble également apparaitre pour la surface de charge dans le
cas de cisaillement pur, entre le onzieme et le douzieme point de
la courbe (Fig. 6.14, points en violet).

Nous analysons maintenant ces phénomenes a I’aide des cartes
des champs. La série images de la table (6.16) montre la struc-
ture des bandes de localisations (composante déviatorique €, du
champ de déformation) au cours du changement de direction
de chargement appliquée. De méme les tables (6.15) et (6.17)
montrent respectivement les zones de déformation plastique au
sein de la matrice (définies par o(x) = 1), et la composante
moyenne de la contrainte o,,, pour des directions de chargement
appliquée différentes avec une composante en cisaillement et en
pression.

La comparaison avec les bandes de localisation en (2.8) (ob-
tenue dans le mode hydrostatique pur) et la premiere image
en haut a gauche de la Tab. (6.16) montre qu’au voisinage du
mode hydrostatique, ’ajout d’une faible composante non nulle
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en cisaillement pur fait disparaitre la moitié des bandes de lo-
calisation. Si de méme une faible composante de cisaillement
simple est ajoutée, c’est une autre moitié des bandes de locali-
sation qui disparaissent (Fig. 6.19). Ceci correspond a la perte
de connexion de la zone plastique dans une direction particu-
liere (premiere, seconde et troisieme image Tab. (6.15) dans le
cas de cisaillement pur). Cette perte de connexion entraine des
directions d’écoulement plastique macroscopique distinctes dans
les directions x et y.

Une remarque similaire s’applique a un changement de régime
observé pour un chargement en contrainte intermédiaire entre
pression et cisaillement (environ au milieu de la Fig. 6.14) dans
le cas de cisaillement pur. Ce changement de régime correspond
a un changement de direction des bandes de localisation qui ne
rejoignent plus un pore avec ses voisins selon les quatre axes
cardinaux mais selon les diagonales de la cellule unité (troisieme
et quatrieme images, ligne 3 des Fig. (6.16) et (6.15)). Le point
de changement de régime a tendance a se rapprocher du mode
de chargement en cisaillement pur lorsque la porosité augmente.
Ainsi, il rejoint ’axe des ordonnées lorsque f = 0.54.

Aucun changement de régime n’apparait dans la surface de
charge avec chargement en cisaillement simple, car les bandes de
localisation joignent les mémes pores que dans le mode de dé-
formation axisymétrique. Lorsqu'un chargement en cisillement
est appliqué (comprenant une composante en cisaillement pur
et une composante en cisaillement simple), les bandes de loca-
lisation subissent de nouveau des modifications de structure en
certaines directions particulieres de chargement. La Fig. 6.18
montre quelques images obtenues pour trois directions de char-
gement en cisaillement (cisaillement pur et simple en (a) et (c),
cisaillement intermédiaire en (b)).

L’ensemble de ces résultats montre que la direction des bandes
de localisation est fortement influencée par la direction du char-
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gement imposé. Les instabilités observées ici sont fortement liées
au caractere périodique du matériau. Lorsque la phase poreuse
est désordonnée, les changements de directions des bandes de
localisation doivent étre d’une nature différente. Si un angle ap-
parait, nous nous attendons en particulier a ce qu’il soit moins
prononceé.
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F1G. 6.13 — Deux images de la composante € pg du champ de déformation pour
un milieu parfaitement plastique avec chargement imposé en cisaillement pur,
pour deux concentrations en pores différentes f = 0.52 (en haut) et f = 0.56
(en bas), avant et apres le changement de structure des bandes de localisation.
Voir texte p. 257.
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F1G. 6.14 — Surface limite de charge pour le milieu plastique, calculée par la
méthode par FFT (& droite). Un agrandissement de cette méme surface au
voisinage du point de chargement hydrostatique figure a gauche. La direction
de chargement posseéde une composante hydrostatique (o,,) (abscisse) et une
composante en cisaillement simple ou cisaillement pur. Les segments partant
de chaque point sont dirigés dans la direction normale a la courbe et sont
calculés grace a la déformation plastique macroscopique issue des calculs

numériques. Voir texte p. 260.
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- A N 4

F1G. 6.15 - Evolution de la zone de déformation plastique (vert) lors d’un
chargement en déformation pour le milieu périodique élastique-parfaitement
plastique. La direction de chargement évolue entre le mode hydrostatique
légerement perturbé (en haut a gauche) et le mode en cisaillement pur (en
bas a droite) et chaque image correspond aux points de la Fig. 6.14 (excepté
le troisieme en partant du mode PS). La rupture de pente observée sur la

surface limite de charge correspond a un changement de structure de la zone
plastique (dernieres images ligne 3). Voir texte p. 261.
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F1G. 6.16 — Cartes des champs de déformation équivalente . (valeurs intense
en rouge, valeurs faibles en noir) lors d’un chargement en déformation pour
le milieu périodique élastique-parfaitement plastique. La direction de charge-
ment est variable et évolue entre le mode hydrostatique légerement perturbé
(en haut a gauche) et le mode en cisaillement pur (en bas a droite) et corres-

pond aux points de la Fig. 6.14 (excepté le mode hydrostatique). Voir texte
p. 261.
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F1G. 6.17 — Cartes des champs de contrainte moyenne (opposé de la pression)
om. Les valeurs fortes sont en rouge, les valeurs faibles en bleu-noir. Un
chargement en déformation est appliqué dans un milieu périodique élastique-
parfaitement plastique. La direction de chargement est variable et évolue
entre le mode hydrostatique légérement perturbé (en haut a gauche) et le
mode en cisaillement pur (en bas & droite). Les directions de chargement de
ces images correspondent, de gauche a droite et de haut en bas, aux points
de la Fig. . (6.14), chagement hydrostatique exclu. Voir texte p. 261.
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Fi1c. 6.18 — Champ de déformation équivalent ¢, dans le réseau carré de
spheres, pour un chargement en déformation avec composantes non nulles
en cisaillement pur et en cisaillement simple, a saturation de la contrainte
macroscopique. On observe différents réseaux de bandes de localisation selon
la direction de chargement (proche du cisaillement pur en haut a gauche, et
du cisaillement simple en bas a droite). Voir texte p. 262.
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Fic. 6.19 — Champ de déformation équivalent €. dans le réseau carré de
spheres. Le chargement en déformation imposé possede une composante hy-
drostatique (g,,) et une composante dans la direction de cisaillement simple
(es5) < 100 fois plus petite. Le champ est représenté a la saturation de la
contrainte macroscopique. Voir texte p. 262.
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6.2.4 Limite diluée dans le cas de chargement axisy-
métrique

Nous précisons dans cette partie le comportement du seuil
plastique effectif dans le réseau de pores soumis a un chargement
axisymétrique en déformation, dans la limite diluée en pores.
Nous savons que pour une cavité cylindrique en déformation
plane (plan de déformation orthogonale a la cavité) la solution
exacte (12) est (0,,,) = —log(f)/v/3. Une question concerne no-
tamment 'influence de la périodicité dans le développement du
seuil plastique effectif pour un chargement axisymétrique. Nous
supputons que la périodicité joue un role y compris dans la li-
mite diluée, car lorsque 1’écoulement plastique du matériau est
atteint, les zones de déformation plastique parcourent I’ensemble
du réseau (y compris pour des porosités infiniment petites).

La matrice est incompressible (k >> 1) et nous imposons une
déformation de type g9 = (g,,). La contrainte moyenne oy =
(o) est finie des que f # 0 (comme c’est le cas par exemple
pour une spheére creuse incompressible parfaitement plastique
soumise a un chargement radial).

La Fig. (6.20) représente les points de calcul FFT de la contrainte
moyenne (o,,,) en fonction de la concentration f — 0, en échelle
semi-logarithmique, pour 5107° < f < 0.5 environ. Nous trou-
vons a une tres petite différence pres :

() ~ —0.251og(f) + O(1) (6.12)

Le comportement logarithmique en fonction de la porosité est
une conséquence de la plasticité parfaite. Le préfacteur donné
ici est spécifique au caractére périodique du milieu. Les zones
de déformation plastique étant tres différentes dans le cas d’une
cavité cylindrique, le préfacteur peut aussi étre vu comme un
terme dépendant de la configuration des zones plastiques.
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Fia. 6.20 — Calcul par FFT de la premiere correction en f (porosité du
milieu) de la contrainte moyenne effective (o,,) dans un milieu parfaitement
plastique périodique (réseau de pores), avec chargement axisymétrique, dans
la limite diluée en pores. La courbe pleine représente la loi logarithmique
(0m) = —0.251In(f). Voir texte p. 271.

6.3 Conclusion

A porosité fixée, la surface limite de charge dans le matériau
périodique parfaitement plastique présente des instabilités sur
I’axe de chargement hydrostatique. Le changement de pente ou
coin observé est associé a des changements brutaux de la struc-
ture des bandes de localisation et ces changements de structures
sont spécifiques au matériau périodique.

Par ailleurs, dans les modes de chargement en cisaillement
pur ou simple, des bandes de localisation de largeur finie appa-
raissent. Ces structures se modifient fortement lorsque le mode
de chargement est légerement changé. De méme, lorsque la po-
rosité varie, deux régimes distincts apparaissent pour le seuil
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plastique effectif. Ces régimes correspondent a des changements
de la structure des bandes de localisation.

Le seuil plastique effectif varie comme une puissance 1/2 de
la concentration (7y/oy ~ 1 — fY/?) dans la limite diluée, et
la variance du champ de déformation est infinie. Dans les ma-
tériaux viscoplastique en loi de puissance, ces exposants non-
entiers doivent étre le résultat d’'un changement de régime ap-
paraissant dans la limite de plasticité parfaite.






Chapitre 7

Milieu désordonné non-linéaire

Plusieurs auteurs ont suggéré qu’en plasticité les matériaux
poreux désordonnés exhibent un comportement en général plus
dur que les matériaux périodiques. Francescato et al. (36) cal-
culent des bornes numériques du seuil plastique effectif dans un
matériau poreux périodique ou aléatoire, par analyse statique
et cinématique. Ils trouvent que, a des porosités de 'ordre de
f =0.01 a f =0.16, le matériau aléatoire est plus dur que le
milieu périodique. Ceci est également suggéré par Michel et al.
(82). De plus, Ponte Castaneda, trouve, en appliquant la second
méthode de la théorie du “second-ordre” (110) (avec méthode
d’homogénéisation linéaire de Hashin-Shtrikman) que le com-
portement du seuil plastique effectif est en ~ 1 — vf%3 ou f
est la concentration en vides, pour des matériaux désordonnés
formés de pores cylindriques avec déformation appliquée en ci-
saillement. Cet exposant suggere également un comportement
plus dur que celui du matériau périodique d’exposant 1/2 cal-
culé par Drucker. De méme en trois dimensions, la correction
est, d’apres la théorie du second-ordre, en ~ 1 — -y flog(f), donc
une singularité moins forte qu'un exposant non-entier. Nous es-
sayons dans cette partie de déterminer I'exposant dans le cas
bidimensionnel, et étudions de plus certaines caractéristiques de
I’écoulement plastique, d'un point de vue phénoménologique.

275
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Dans ce chapitre, nous considérons un milieu désordonné po-
reux simulé par un réseau aléatoire de pixels identique a ce-
lui introduit au Ch. 2. La loi constitutive dans la matrice est
élastique-parfaitement plastique en théorie de la déformation et
le systeme est résolu numériquement par la méthode par trans-
formée de Fourier avec fonction de Green “discrete”.

Ce chapitre se compose de deux parties distinctes. Dans un
premier temps, la porosité est fixée et la microstructure aléatoire
est soumise a une déformation dans une direction de chargement
donnée (de type compression ou cisaillement). Au cours d'un
tel chargement, les zones de déformation plastique apparaissent
puis croissent jusqu’a ce que le matériau atteigne son écoule-
ment plastique macroscopique. A ce moment, la contrainte ma-
croscopique a atteint le seuil plastique effectif. L’évolution d’un
tel systeme est décrite statistiqguement au moyen de grandeurs
géométriques relatives aux zones de déformation plastique et
calculées grace aux cartes des champs des simulations par trans-
formée de Fourier (seuls certains aspects de cette évolution sont
examinés). Dans un second temps, sont étudiées les propriétés
mécaniques du milieu désordonné lorsque le seuil plastique ef-
fectif est atteint, apres une déformation suffisamment grande.
Le seuil plastique effectif et les distributions des champs sont
étudiées en fonction de la porosité et du mode de chargement.
Des résultats spécifiques au comportement du seuil plastique ef-
fectif dans la limite diluée en pore sont également discutés. Une
comparaison avec le réseau périodique idéal de disques poreux
(Ch. 6) est effectuée.
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7.1 Ecoulement plastique dans un milieu po-
reux désordonné

7.1.1 But et intérét

Remarques préliminaires

Y

Dans ce travail, nous considérons un milieu aléatoire “binaire’
poreux, de type “pixel” comme défini au Ch. 2, approximé par
une microstructure périodique de cellule élémentaire carrée de
taille N > 1 contenant un grand nombre de pixels. Des axes
cartésiens Ox, Oy sont définis a partir de son centre O et toutes
les longueurs sont normalisées par rapport aux dimensions de la
cellule de sorte que les cotés de la cellule valent 1 et N? désigne
le nombre de pixels dans la cellule unité.

La microstructure est composée d’une phase élastique-parfaitement
plastique (matrice, phase « = 1) et d’une phase poreuse sous la
forme d’une distribution aléatoire de vides de la taille du pixel
(phase a = 2). La porosité est la concentration volumique de
vides ¢(® = f. La phase poreuse “percole” géométriquement pour
f ~0.59 (122; 120).

Si 'on excepte les effets d’anisotropie du réseau, les deux
modes de cisaillement simple (SS) et cisaillement pur (PS) sont
équivalents dans le milieu désordonné. Nous nous restreignons
par conséquent a deux modes de chargement en déformation :
le mode hydrostatique, et le mode de chargement en cisaille-
ment simple. Dans le mode hydrostatique (resp. cisaillement
simple), seule la composante (g,,) de la déformation appliquée
(resp. (g4y)) est non nulle. Occasionnellement, un mode de char-
gement en cisaillement pur a été envisagé pour comparer les
résultats avec le cisaillement simple, afin d’apprécier les effets
éventuels du réseau.

Le milieu est compressible avec un module de compressibilité
k = 1 et le seuil plastique dans la matrice vaut yo = 1/2 (ces
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valeurs ont été fixées arbitrairement). Le module de cisaillement
(dans le régime élastique de la loi constitutive dans la matrice)
est u = 0.4 (voir Eq. 2.11).

But

Nous souhaitons étudier dans cette partie ’apparition au sein
de la matrice des zones de déformation plastique d’un point de
vue phénoménologique. On suppute que dans un matériau désor-
donné, les effets de ces zones sur le comportement mécanique
global sont un phénomene “collectif”; on entend par la que la
mécanique du matériau doit étre liée a des phénomenes de corré-
lation (sous une forme non précisée) entre zones de déformation
plastique. On peut dans un premier temps, comparer les pro-
priétés mécaniques macroscopique avec certaines quantités géo-
métriques statistiques portant sur les distributions en taille des
zones (amas) de déformation plastique, comme le volume total
de la phase plastique, le volume du plus gros amas, les taux de
coalescence, les phénomenes de percolation.

Dans les cartes des champs, la localisation sous forme de
bandes de forte intensité du champ de déformation (compo-
sante moyenne &, ou partie équivalente en cisaillement ¢.) et
les bandes de déformation plastique qui les contiennent sont les
phénomenes les plus remarquables. Par exemple, dans un milieu
aléatoire soumis a un chargement hydrostatique la composante
moyenne du champ de déformation prend une forme de type
fractale (Fig. 7.2). La carte des zones de déformation plastique
( Tab. 7.3) prend elle aussi une structure fractale. La forme bi-
naire de cette derniere (ou “tertiaire” en comptant les pores)
est en revanche plus facile a quantifier car elle ne possede pas
un ensemble continu de niveaux d’intensité. Dans cette étude,
nous définirons des criteres géométriques statistiques basés sur
la structure en amas des zones de déformation plastique. Ces in-
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dicateurs géométriques seront étudiés au cours d’'un méme mode
de chargement.

Morphologie des zones de déformation plastique

L’observation des champs permet de mieux cerner la struc-
ture pertinente a envisager et la facon dont elle doit étre défi-
nie. D’une maniere générale, les zones de déformation plastique
se développent a partir des pores. Au début de la déformation
d’un matériau, les niveaux de contrainte sont en effet d’ordinaire
plus élevés au voisinage des cavités (voir par exemple le cas du
réseau carré parfait de disques poreux, Fig. 2.7). Il semble donc
plus approprié de regrouper les vides et les zones de la matrice
déformées plastiquement sous une méme “phase”, appelée par
la suite phase “vide-plastique”. Du point de vue mécanique les
deux régions “plastique” et poreuse ont un module d’écrouissage
apparent nul (aucun accroissement de contrainte locale n’est ob-
servé pour une petite augmentation de la déformation locale).
Nous distinguerons donc au total deux pseudo-phases au sein
du matériau : la phase “vide-plastique” et la phase “élastique”,
constituée des parties de la matrice qui ne sont pas soumises a
une déformation plastique.

Décompte des amas vide-plastique

Nous partitionnons la phase vide-plastique en un ensemble
d’amas. Ces amas sont déterminés par les liens entre pixels ad-
jacents. Par exemple, on peut considérer qu’un pixel est lié avec
ses quatre voisins les plus proches (en haut, en bas, a droite
et a gauche dans le réseau). Les amas sont alors les ensembles
de pixels connectés (nous appellerons par la suite cette méthode
calcul par “1¢ voisin”). Idéalement, la distribution des amas dans
la matrice ne doit pas étre tres sensible a la définition exacte des
liens entre pixels. Or dans les simulations numériques par FFT
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avec fonction de Green “continue”, le décompte des amas au sein
de la phase vide-plastique est rendu difficile par les variations a
haute fréquence des champs qui ne permettent pas de distinguer
certains amas les uns des autres (champs en “damier”; Fig. 7.3).
Nous résolvons ce probleme par l'utilisation de la fonction de
Green discrete (voir Ch. 2).

Une seconde difficulté réside dans les zones de déformation
plastique déconnectées des pores. Ce probleme est le plus évident
lorsque le matériau est soumis a une déformation en cisaillement.
Qu’il s’agisse d’un milieu de type “pixel” ou méme formé de pores
de taille finie, certaines zones de déformation plastique dans les
cartes des champs apparaissent déconnectées des vides (Fig. 7.4).
Dans les images, une faible bande de matrice soumise localement
a une déformation élastique sépare les pores des zones de défor-
mation plastique. Nous nous attendons au contraire a ce que
les zones de déformation plastique se développent a partir du
pore, et en restant connectées a celui-ci. Certains de ces amas
se connectent par la suite avec un pore apres un petit accrois-
sement de la déformation, d’autres croissent en restant proches
d’un pore sans le toucher. Dans un milieu “pixel” ce phénomene
a pour effet de déconnecter pendant un petit intervalle de défor-
mation appliquée certains amas des pores a une distance d’au
plus 2 ou 3 pixels, essentiellement au début de la formation des
amas. Ces amas déconnectés surgissent contintiment au cours
du chargement dans un milieu désordonné. L’origine exacte de
ce phénomene n’est pas connue, mais une hypothese est qu’il
est lié a la réversibilité de la loi élastique-parfaitement plastique
dans la matrice. Celle-ci permet des décharges locales dans la
matrice, notamment au niveau des ponts de déformation plas-
tique qui lient les amas plastiques aux pores. Ces ponts sont
potentiellement tres fins, comme en témoigne la Fig. (6.7), ou la
zone plastique est “étranglée” au niveau du pore.

Avec I'apparition d’amas plastiques déconnectés des vides, le
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nombre d’amas vide-plastique peut également croitre au cours
du chargement. Nous souhaitons au contraire définir les amas
vide-plastique de sorte que le nombre d’amas décroisse stricte-
ment au fur et a mesure que les zones de déformation plastique
joignent les pores. Une premiere solution consiste a définir des
liens sur un nombre de voisins plus élevé. Pour une microstruc-
ture de porosité 3% et une déformation en cisaillement simple de
100% ({g4y) = 1), le taux d’amas (au sens des 1° voisins) décon-
nectés apparaissant dans la matrice est de 22% (ce chiffre signifie
qu’environ un amas sur 5 créé passe par un stade ou il est décon-
necté d'un vide). Ce nombre tombe a 2.9% pour les amas définis
au sens des seconds voisins (8 pixels adjacents) et 0.2% pour
les troisiemes voisins (12 pixels adjacents). Mais cette méthode
a également pour effet indésirable de connecter artificiellement
un nombre important de pores a chargement nul et a fortiori
engendre ensuite des connections entre amas vide-plastiques en
surnombre. Une seconde solution consiste a connecter chaque
amas vide-plastique sans pore a l’amas vide-plastique le plus
proche contenant un pore. On s’assure ainsi que les zones de
déformation plastique se développent “autour” d’un pore, sans
perturber ’ensemble des autres liens existants. Chaque amas
vide-plastique contient ainsi toujours au moins un pixel de la
phase poreuse. Nous appelons par la suite cette méthode “1¢
voisin corrigé”. Dans la Fig. 7.5 le nombre d’amas vide-plastiques
est représenté en fonction du chargement appliqué (déformation
hydrostatique), selon les deux méthodes “1°" voisin” et “1* voisin
corrigé”.

Dans la suite, les amas de zone vide-plastiques sont définis
au sens de la méthode “1° voisin corrigé”. Au début d’un char-
gement, la matrice se déforme élastiquement et les amas vides-
plastiques sont les amas de pores, en nombre un peu inférieur
au nombre de pixels de vide. Lors de la déformation plastique,
chaque amas contient au moins un vide (ceci permettant au
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besoin d’identifier facilement un méme amas tout au long du
chargement, les pores étant fixes).

Définitions

Nous considérons un matériau aléatoire “pixel” de porosité
f fixée soumis a un chargement en déformation macroscopique
hydrostatique g9 = (g,,,), ou en cisaillement simple gy = (£4,).

Appelons N(eg) le nombre total d’amas vide-plastiques, dé-
pendant du chargement appliqué. Ce nombre décroit au fur et
a mesure que les bandes de déformation plastique rejoignent
les pores (Fig. 7.5). Nous normalisons le nombre d’amas vide-
plastiques par le nombre d’amas initial en définissant la quantité
n(eg) = N(egg)/N(0), comprise entre 0 et 1.

Le volume maximal des amas vide-plastiques v,'*(eo) est le
volume du plus gros amas vide-plastique.

La percolation de la phase vide-plastique est définie comme
la percolation géométrique, dans les deux directions x et y des
amas vide-plastique. Dans la limite de tailles de systeme infi-
nies (L — 00), le seuil de percolation est en effet indépendant
de ’échantillon avec une probabilité de 1 (i.e. sauf pour un en-
semble d’échantillons de mesure nulle sur I’ensemble des échan-
tillons). La percolation de rigidité, qui est 1’extension mécanique
de la percolation géométrique considérée ici, n’est pas étudiée.
Néanmoins, les résultats qui suivent semble justifier, dans une
premiere approche tout au moins, dans le matériau bidimension-
nel étudié ici, une définition géométrique (connectivité simple)
de la percolation. Pour une étude des deux types de percolation,
voir (86). Dans la pratique, un amas de longueur infinie apparait
dans un premier temps dans I'une des directions x ou y. A une
déformation légerement supérieure, il acquiert une étendue in-
finie dans 'autre direction, balayant alors I’ensemble du réseau
par périodicité. Par exemple, pour un chargement en déforma-
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tion hydrostatique avec une porosité de 3%, les percolations dans
les directions z et y intervenant aux alentours de ¢y ~ 0.7 sont
séparées d’un incrément de déformation d’environ deg < 0.01. La
séparation entre les deux événements disparait apres moyenne
sur un nombre suffisamment grand d’échantillons (non entreprise
ici) ; par la suite, nous ne distinguerons pas les deux événements.
La percolation de la phase vide-plastique pour un échantillon
donné est de plus tres proche du point d’inflexion de la courbe
v, (o), et est calculée de maniere approchée comme le moment
ou le saut entre deux points de cette courbe est maximum.

Un événement de coalescence des amas vide-plastique sur-
vient apres incrément de la déformation appliquée, lorsque deux
amas vide-plastique (ou plus) n’en forment plus qu’'un. Le nombre
d’événements de coalescence entre deux étapes de chargement
proches est le nombre d’amas vide-plastique en moins entre les
deux chargements. D’apres nos définitions, ce nombre est bien
toujours positif.

Le tauz de coalescence des amas r.(€g) est dans le méme ordre
d’idée, le nombre d’événements de coalescence par incrément de
déformation. Il vaut :

8%(80)

o (7.1)

TC(EQ) =

Le volume normalisé de la phase plastique f, = v,/(1 — f)
est, suivant les notations exposées dans les chapitres précédents,
le volume v, de la “phase plastique” (zones de la matrice qui
se déforment plastiquement) divisé par le volume de la matrice

A2 =1-—f.
La proportion de vides isolés notée i(gg) est la proportion

d’amas vide-plastique formés uniquement de vides (indicateur
décroissant compris entre 0 et 1).
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Simulations numériques

Les calculs par FFT présentés dans cette section ont été
obtenus pour des tailles de systéme de 5122, 10242 et 20482
pixels dans la cellule unité. Le milieu élastique-parfaitement
plastique de microstructure poreuse aléatoire est soumis a un
chargement en déformation croissant dans une direction donnée.
Dans le mode hydrostatique, la déformation macroscopique est
(€ij) = €00ij et (gij) = €0(1—0;;) dans le mode de cisaillement. Le
parametre scalaire de chargement £y > 0 prend une succession
de valeurs croissantes régulierement espacées des que le régime
de déformation plastique est atteint. La convergence de chaque
point de calcul FFT est assurée par un critere absolu portant
sur les conditions d’équilibre (divergence de la contrainte)

(ldiv oGOl
\/ (000 (o)) " )

ol 7 est la tolérance requise. Des itérations supplémentaires sont
calculées pour satisfaire au second critere :

\/ (0" (%) —0"(x)) : (" (x) —0"(x)) _

(@ T10) (1) -

(7.3)

entre deux itérations n et n + 1 de I'algorithme par FFT (o(x)
est le champ de contrainte a 1’étape 7). Dans les calculs par
FFT avec N = 2048 on a, par exemple, choisi n = 5.107°% et
n = 5.107°. Le critere (7.3) portant sur la contrainte macro-
scopique permet d’obtenir des courbes de contrainte plus uni-
formes et notamment de calculer jusqu’a la dérivée seconde de
la contrainte macroscopique par rapport a la déformation. Les
résultats sont peu différents sinon plus bruités avec les tailles
plus faibles N = 1024 ou N = 512 et avec des valeurs de tolé-
rances 7 ou 1’ 10 fois plus grandes. De plus, 2 a 3 échantillons
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ont été simulés pour la taille N = 2048. Ils introduisent des dif-
férences marginales dans les résultats obtenus, a ’exception des
quantités portant sur le volume du plus gros amas au voisinage
de la percolation. Il s’avere que la tolérance n des calculs est un
facteur plus discriminant que le nombre d’échantillons pour une
taille donnée. En conséquence, nous n’avons pas procédé a une
moyenne sur plusieurs échantillons.

Les calculs portant sur les amas ont été réalisés grace a 1’al-
gorithme de Hoshen-Kopelman(49) (le décompte des liens entre
pixels dans la cellule unité tient bien str compte de la périodi-
cité).

Test de précision de la méthode par FFT

Un test de la précision des calculs dans le milieu pixel avec
fonction de Green discrete est donné au Tab. 7.1. Le test porte
sur le calcul de la contrainte effective macroscopique dans le
milieu désordonné soumis a un chargement hydrostatique. Une
série de 9 calculs (lignes 2-10) a été effectuée avec 3 systemes
de taille distincte N = 512, 1024, 2048 (N? est le nombre de
pixels dans la cellule unité) et pour chaque taille de systeme, 3
valeurs différentes des parametres de convergence n, ' (Egs. 7.2,
7.3). Dans la derniere colonne est inscrit le nombre total d’ité-
rations (/) résultant des calculs. Les comparaisons sont données
au chargement (g,,) = 0.95 pour lequel le seuil plastique effectif
est quasi atteint

Les quatre lignes du bas sont des estimations des valeurs li-
mites de la contrainte a chaque taille de systeme lorsque la tolé-
rance d’erreur tend vers 0 et sur la derniere ligne une estimation
de la valeur limite de la contrainte pour une taille infinie. Elles
ont été calculées en supposant que la convergence dans chacun
des cas suit une loi de puissance, de type (o,,) = o" + 3/I¢
et (o,) = o’ + 3/N® olt a et 3 sont des parametres et ¢ la
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valeur limite dans chaque cas. Les valeurs de 'exposant o sont
également données en derniere colonne. Le résultat final permet
d’estimer la valeur de la contrainte effective par cette méthode a
1073 pres en erreur absolue (I'erreur relative est du méme ordre).
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F1G. 7.1 — Les trois “phases” du réseau de pixels pour la simulation d’un milieu
plastique poreux : pores, matrice déformée élastiquement, matrice soumise a
une déformation hydrostatique. Voir texte p. 293.
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Fic. 7.2 — Exemple de champ de déformation obtenu pour un milieu aléa-
toire élastique-parfaitement plastique de type “pixel” soumis a un chargement
hydrostatique en déformation (partie équivalente de e, de la déformation,
agrandissement, calcul avec fonction de Green continue). Le champ acquiert
une structure fractale avec des gammes d’intensité différente pour les bandes
de localisation. Voir texte p. 278.



7.1. Ecoulement plastique dans un milieu poreux désordonné 289

| N | n | 0] (om) | 1 (x1000) |
512 | 25107 | 25.10°° 0.5091 12.0
512 | 1.125.107° | 1.125.10° 0.5075 18.5
512 | 51077 51077 0.5050 88.8
1024 | 81077 8.107F 0.5089 22.4
1024 41077 4.10°° 0.5079 36.0
1024 | 21077 2.107° 0.5074 59.1
2048 | 4.107° 41077 0.5201 3.6
2048 | 107° 1077 0.5144 6.4
2048 | 5.10°° 5107 0.5126 8.7

[ N[ v | low) [ o |
512 0 0 0.5042 + 4.10~* 0.9
1024 0 0 0.5070 +4.10~* 1.5
2048 0 0 0.5084 +4.10~* 1.2

| oo | 0 | 0 | 0510+£10° | 10 |

TAB. 7.1 — Lignes 1 a 10 : série de 9 calculs par FF'T avec fonction de Green
discrete de la contrainte macroscopique (o,,) (colonne 4) dans un milieu
désordonné poreux de concentration en vides f = 3% de type “pixel”, a
différentes tailles N du systéme (colonne 1) et différentes tolérances imposées
n, ' (colonnes 1, 2 resp.). Le nombre total d’itérations I de chaque calcul
est donné en colonne 5. Lignes 11 a 15 : estimations successives de la valeur
limite de la contrainte macroscopique pour une tolérance nulle (lignes 12-
14) et estimation de la valeur réelle de la contrainte dans la limite de tailles
infinies (ligne 15). Voir texte pour plus de détails.
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Fic. 7.3 — lllustration du probleme du décompte des amas de “zones plasti-
ques” dans un milieu aléatoire (avec pores en forme de disques de taille supé-
rieure au pixel) : la zone de la matrice soumise a une déformation plastique
est colorée en rouge (agrandissement d’un calcul effectué avec la fonction de
Green “continue”; déformation hydrostatique). Les pores sont en blanc, les
zones de la matrice déformées élastiquement en noir. Voir texte p. 280.

FiGg. 7.4 — Amas de matiere (en rouge) soumis a une déformation en ci-
saillement simple dans un milieu plastique aléatoire (avec pores en forme de
disques de taille supérieure au pixel). Tous les amas ne sont pas joints aux
pores (calcul avec fonction de Green “discrete”). Les pores sont en blanc, les
zones de la matrice déformées élastiquement en noir. Voir texte p. 280.
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30, - T - T

1 neighbour

Fi1G. 7.5 — Nombre d’amas de la zone mixte matrice déformée plastiquement-
pores dans un milieu poreux désordonné élastique-parfaitement plastique sou-
mis a un chargement hydrostatique en déformation. Deux quantités corres-
pondant a deux définitions différentes des amas sont tracées, calculées par la
méthode de premier voisin et par la méthode de premier voisin corrigé, o
chaque amas déconnecté apparaissant est relié au pore le plus proche (voir
texte). Ces nombres sont tracés en fonction de 'intensité du chargement ma-
croscopique &,,. Voir texte p. 281.
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7.1.2 Déformation hydrostatique

La Fig. (7.6) représente I’ensemble des quantités définies pré-
cédemment pour un milieu aléatoire “pixel” soumis a un charge-
ment en déformation hydrostatique (g;;) = €¢d;; avec concentra-
tion en pores [ = 3%.

Résultats et interprétation

Dans la Fig. (7.6) sont représentés deux types de données,
toutes exprimées en fonction du chargement macroscopique iso-
trope 9 = (en). La contrainte moyenne oy = (o,,) dans le
systeme, seule composante non nulle du tenseur macroscopique
de contrainte, est en noir (des courbes équivalentes sont pour
information montrées dans la Fig. 7.2). La dérivée seconde de la
contrainte macroscopique o en fonction de la déformation impo-
sée ¢ est en bleu foncé (I’opposée de la dérivée seconde est tracée
sur le graphique). Les autres courbes représentent les calculs géo-
métriques effectués sur les amas vide-plastiques : concentration
fp de la phase plastique (rouge), nombre d’amas normalisé n(eg)
(jaune), proportion de vides isolés n(gp) (mauve), le volume du
plus gros amas v,***(gg) (fuschia), enfin le taux de coalescence
re(¢0) (courbe bruitée en violet, ce dernier a été multiplié par
un facteur arbitraire pour mieux ressortir aux cotés des autres
courbes). Différents régimes de déformation que nous interpré-
terons plus bas apparaissent (numérotés 1 a 4 et délimitées par
des traits pointillés en gris épais sur la figure).

Les premieres zones de déformation plastique dans la ma-
trice apparaissent aux alentours de ¢y = 0.12, aux endroits ou
les pores sont les plus proches les uns des autres (le régime de
déformation élastique a gy < 0.7 est noté 1 sur le graphique).

Dans le second régime, pour environ 0.12 < ¢y < 0.33, la
concentration f, de zone plastique augmente rapidement et la
proportion de vides isolés tombe de 1 a 0. Ce stade peut étre
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interprété comme un régime “local” ou les zones de déformation
plastique se développent de maniere presque homogene autour
de chaque pore (voir par exemple la Fig. 7.1 qui correspond a ce
stade). Un stade de localisation précoce apparait également. On
observe que la partie équivalente e, = /%4 + %4 du tenseur de
déformation acquiert petit a petit de fortes valeurs confinées a
quelques pixels de grande intensité adjacents aux pixels de vide.
Nous pouvons interpréter ce régime comme le pendant aléatoire
des premieres bandes de localisation fines observées autour d’un
pore circulaire unique soumis a un chargement hydrostatique.
Ceci est illustré dans le cas du réseau périodique idéal de spheres
(Ch. 2.6.4). ou un stade de localisation de la déformation appa-
rait de maniere concomitante au développement d’une zone de
déformation plastique (ce stade n’est vraisemblablement pas in-
fluencé par la périodicité du milieu), dans lequel un réseau com-
plexe de bandes de localisation apparait autour du pore. Ces
bandes de localisation fines ne rejoignent pas encore les pores
entre eux.

Toujours dans le régime 2, la dérivée seconde de la contrainte
macroscopique 0%0,,/0e3 passe par un minimum de valeur finie
(cf. le maximum sur la courbe retournée tracée Fig. 7.6). Ce
minimum n’est pas un artefact numérique car il ne dépend pas
de la précision des calculs. Il tend vers —oo lorsque la porosité
tend vers 0 (la contrainte macroscopique tendant a vérifier sim-
plement la loi dans la matrice). Le taux de coalescence r.(g)
subit une variation similaire (il semble qu'une corrélation existe
entre les deux quantités, elle sera exploitée plus loin).

La fin du régime 2 est définie comme I’instant ou tous les pores
ont développé autour d’eux une zone de déformation plastique
(i(g9) = 0). Celle-ci survient environ a la méme déformation que
les différences de pente observées sur les dérivées secondes de la
contrainte 9?0 /0e3, le taux de coalescence 7.(gg) et sur la frac-
tion de volume plastique f,. A ce stade un régime distinct (3) ap-
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parait aux alentours du chargement gy ~ 0.32. On suppute que
c’est a partir de ce moment, que les zones de déformation plas-
tique acquierent une forme plus complexe, sous forme de bandes
reliant un nombre partiel d’amas entre eux (structure fractale
naissante). Cette sélection est a priori la conséquence d’effets de
corrélation a longue-distance des pores, et d’'un comportement
macroscopique prononcé de la structure désordonnée (voir par
exemple les phénomenes d’avalanche dans les empilements gra-
nulaires dans (121), ou apparaissent des amas “fluidifiés” lors de
la transition entre systéme statique et dynamique).

Est-elle associée a ’existence dans le réseau discret d’une
échelle de longueur (comme la longueurs caractéristique des bandes
de plasticité) qui croit avec le chargement jusqu’a recouvrir I’en-
semble du systeme ? Le développement des bandes de plasticité
s’opere en effet sur un nombre de plus en plus restreint de bandes
lorsque la déformation croit, joignant un nombre partiel de pores
et laissant de coté des vides isolés. Nous notons que les bandes
de localisation de la déformation sont d’intensité variable, par
conséquent la “sélection” de ces pores est elle-méme relative. A
partir des résultats numériques par FFT, nous observons que
de maniere non surprenante, les bandes de localisation semblent
d’autant plus intenses qu’elles passent par des chemins sur les-
quels la densité de pore est la plus grande. On remarque que ce
phénomene de sélection des pores s’accompagne d’une baisse du
rythme de croissance de volume plastique f,. Ainsi les structures
des bandes a des échelles de plus en plus grandes mais de vo-
lume augmentant plus faiblement permettent une déformation a
moindre cotit du matériau (dans la phase plastique, la contrainte
équivalente est maximale) .

Ce régime se poursuit jusqu’au développement d’un plus gros
amas vide-plastique surpassant tous les autres. Le systeme at-
teint la percolation a environ gy = 0.7. Sur le graphe (7.6),
le régime qui s’ensuit est noté 4. De maniere analogue au ré-
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seau périodique de pores (étudié en Sec. 2.6.4 avec chargement
hydrostatique identique), on remarque que la percolation de la
zone plastique survient lorsque la contrainte macroscopique est
(presque) saturée. Dans le cas du milieu aléatoire, il n’y a pas
de saturation nette de la contrainte, mais, a partir de ce stade,
une lente augmentation de la contrainte avec le chargement ap-
pliqué. Ce phénomene ne semble pas étre di a des problemes
de convergence des calculs : on remarque que la concentration
fp de la phase plastique augmente elle aussi, ce qui montre que
le matériau continue de subir des modifications. Signalons par
ailleurs que le volume des zones plastiques déconnectées du plus
gros amas v,(gg) —v,"**(gg) est tres proche, a une constante pres,
de la dérivée de la contrainte macroscopique dogy/0ey. Ceci sug-
gere que I'augmentation lente de la contrainte est due aux zones
de déformation plastique déconnectées du plus gros amas, qui
continuent de croitre et s’agregent petit a petit a 'amas perco-
lant. Ceci n’a cependant pas été vérifiée quantitativement direc-
tement (voir cependant la formule empirique 7.5). Par ailleurs,
des images du plus gros amas vide-plastique peu de temps apres
la percolation (image (d) Fig. 7.10) suggerent que la plupart des
régions de I’amas percolant croissent. En ce sens, ’amas tout en-
tier est peu différent de son “épine dorsale” (zones de transport
plastique de la matiere).

Dans la régime 4, les bandes de localisation ont atteint leur
structure fractale, ainsi que la forme des zones de déformation
plastique au sein du matériau.

Formule empirique

Une formule empirique permet de relier la contrainte macro-
scopique avec les criteres morphologiques de la zone plastique
définis précédemment. On observe que le taux de coalescence
i(gg) est corrélé a la dérivée seconde de la contrainte macrosco-
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pique o, dans les régimes 1 et 2, ou encore le nombre d’amas
N(gp) avec le module d’écrouissage (module tangent de com-
pressibilité). Dans le régime 4, on s’apercoit que des corrélations
existent entre la contrainte et I’'intégrale du volume de zone plas-
tique déconnecté du plus gros amas. La formule suivante exprime
la contrainte macroscopique en fonction du nombre d’amas vide-
plastique N(gg), du volume de la phase plastique v, = (1 — f) f,

et du volume du plus gros amas plastique v;***(go) :

— (g, ) = - ’/%'N(EO) . N(OO) a lv _ phnax
og = < m> = /0 deg {2 N(O) — N(OO) + [ p(Eo) D (Eo)} } ,
(7.4)

ol k est le module de compressibilité effectif du milieu au début
du chargement (régime linéaire), et a = —0.41 est un parametre.
Une comparaison entre le calcul direct par FF'T de la contrainte
macroscopique et la formule empirique ci-dessus est représentée
Fig. (7.8).

Cette formule, dépendant de deux parametres ajustables «
et 11 est composée de deux termes. Le premier, faisant interve-
nir le nombre d’amas N(gg) (normalisé), exprime une relation
de quasi-proportionnalité entre le module élastique tangent et
le nombre total d’amas, dans le régime (2). Au Ch. (2), nous
avons interprété la saturation de la contrainte macroscopique
comme la percolation (dans un cas périodique) des zones de dé-
formation plastique. La formule empirique ci-dessus suggere que,
plus généralement, chaque zone de déformation plastique isolée
contribue a 'augmentation de la contrainte macroscopique, pour
un incrément de déformation appliquée. Ajoutons que, pour un
meéme échantillon, nous avons observé des corrélations entre les
écarts statistiques de N(gg) et ceux du module tangent do/0e

Le deuxieme terme fait intervenir la différence entre deux
quantités qui se rapprochent I'une de ’autre dans la limite d’écou-
lement plastique, la fraction surfacique d’amas plastiques en de-
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hors du plus gros amas, et correspond au régime (4) de satura-
tion. Dans le régime (3), les deux quantités interviennent.



TaB. 7.2 — Evolution de la contrainte moyenne macroscopique oy = 2(om)
(haut), au cours d'un chargement en déformation hydrostatique en fonction
de la déformation macroscopique £y = (g,,,) pour un milieu plastique désor-
donné de type “pixel”. Voir texte p. 292.
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F1G. 7.6 — Les différents régimes du milieu aléatoire plastique au cours d'un
chargement en déformation hydrostatique. La contrainte moyenne macrosco-
pique 0y = (0,,,) (noir) est représentée en fonction de la déformation moyenne
macroscopique €y = (&,,). Les autres courbes sur ce graphique sont la concen-
tration normalisée de volume plastique f, = v,/(1 — f) (rouge), la dérivée
seconde de la fonction oy (gg) calculée numériquement (bleu foncé), le nombre
total normalisé d’amas plastique n(ggy) (jaune), la proportion de vides isolés
i(g0) (mauve), le volume du plus gros amas v;**(go) (fuchsia), et le taux de
coalescence des amas r(gg) (mauve) (voir texte pour les définitions exactes).
Les courbes de la contrainte macroscopique, de ses dérivées et le taux de

coalescence ont €té réduits par souct de lisibilité. Voir texte p. 292.
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0.6f

0.4

Fi1G. 7.7 — Les différents régimes du milieu aléatoire plastique au cours d’'un
chargement en déformation en cisaillement simple. La contrainte équivalente
macroscopique o¢ = 2(o,,) (noir) est représentée en fonction de la déforma-
tion équivalente macroscopique €y = (g,,). Les autres courbes sur ce gra-
phique sont la concentration de volume plastique f,(s0) = v,(c0)/(1 — f)
(rouge), la dérivée seconde de la fonction og(eg) calculée numériquement (en
bleu foncé), la proportion de vides isolés (marron), le volume du plus gros
amas v;**(gg) (fuchsia) et le nombre d’événements de coalescence des amas
r(g0) (mauve) (voir texte pour les définitions exactes). La dérivée seconde de
la contrainte et le taux de coalescence ont été réduits sur le graphique. Voir
texte p. 304.
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F1G. 7.8 — Courbe représentant la contrainte moyenne (c,,) en fonction de
la déformation (o,,) dans un milieu désordonné plastique soumis a une dé-
formation hydrostatique; comparaison entre calcul numérique par FFT et
formule empirique (Eq. 7.4). Voir texte p. 296.

T T T T T T T
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Fi1c. 7.9 — Courbe représentant la contrainte équivalente oy = 2(o,,) en
fonction de la déformation équivalente ¢y = (e,,) dans un milieu aléatoire
plastique soumis a une déformation en cisaillement simple ; comparaison entre
calcul numérique par FFT et formule empirique (Eq. 7.5). Voir texte p. 305.
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Dimension fractale du plus gros amas
vide-plastique en compression

Niemeyer et al. a étudié la dimension fractale de surfaces de
décharge électriques (95) et a proposé un modele stochastique
sur réseau pour simuler les figures de décharges radiales obte-
nues expérimentalement. Cette étude a montré en particulier
que la dimension fractale de ces structures sont différentes de la
percolation standard D = 91/48 ~ 1.9, correspondant a la di-
mension fractale du plus gros amas a la percolation, en 2D, d'un
systeme purement aléatoire (115). Cette dimension particuliere
est donc le résultat d’'un biais par rapport au hasard et traduit
les phénomeénes physiques mis en jeu (notamment 1’exposant
de la longueur d’homogénéité macroscopique). Notre but dans
cette partie est d’établir quelques donnée numériques concer-
nant ’amas vide-plastique a la percolation, pour un chargement
en compression, et notamment sa dimension fractale. Cet amas
exhibe de maniere évidente des propriétés d’auto-similitudes. Le
cas que nous considérons est particulier, car il dépend a priori
de la porosité initiale (ou de la déformation ou contrainte ap-
pliquée, si I'on se place a la percolation, ces quantités variant
avec la porosité). De plus, nous n’avons pas examiné en détail le
cas d'un chargement en cisaillement, la dimensions fractale du
plus gros amas a la percolation étant plus sensible aux calculs
numériques que le cas de compression.

Afin de calculer numériquement la dimension fractale du plus
gros amas, nous considérons tout d’abord une porosité initiale
f = 0.03 et un mode de chargement en pression. L’“instant”
de percolation est définie a un chargement particulier comme
précédemment. Nous calculons la dimension fractale a partir de
simulations numériques avec quatre tailles de systemes L = 512,
1024, 2048, 4096 et pour trois échantillons dans chaque taille de
systeme. La dimension fractale de I’amas percolant est calculée
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par la méthode des recouvrements de boites (Fig. 7.11, un ré-
sultat quasi identique est trouvée par la méthode de calcul de la
dimension par transformée de Fourier dans (151)). Nous trou-
vons environ D = 1.68 £ 0.05 D = 1.70 4+ 0.05 pour les deux
tailles de systémes les plus grandes (les variations correspondant
a l’écart-type sur les trois échantillons). Ces déviations sont liées
notamment a la dispersion des déformations macroscopiques aux

points de percolation pour chaque échantillon (qui varie de 0.7
a 0.75 pour L = 2048).

Se pose de plus, comme nous ’avons signalé, la dépendance
de ces résultats en fonction de la porosité. Différentes cartes des
zones de déformation plastique sont présentées a la Tab. (7.3),
pour des porosités de l'ordre de f = 0.01 a f = 0.30. Nous
voyons que les cartes des zones plastiques sont tres différentes
(plus “grossieres” lorsque la porosité est faible). Hormis les cas
f =0.01 et f = 0.30, I'examen de la dimension fractale dans
chaque cas suggere une faible variation de D (toujours de I’ordre
de 1.7) en fonction de la porosité. Le nombre d’échantillons (1)
dans chaque cas et la taille de systeme (L = 1024) ne permet
cependant pas de trancher cette question. Nous notons cepen-
dant que cette faible variation de D s’accompagne également,
sur les 4 cas intermédiaires f = 0.02, 0.05, 0.10 et 0.20 d’une
faible variation de la déformation macroscopique au point de
percolation, de 1’ordre de 0.7.

La dimension fractale obtenue lorsque f = 0.03 est égale-
ment tres différente de la dimension fractale standard, tradui-
sant ce faisant un niveau de désordre moindre ou par rapport au
désordre parfait (en I'occurrence, 'amas percolant est plus fin
que dans un cas de désordre du fait de la localisation dans les
régimes 2 et 3).
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7.1.3 Déformation en cisaillement

Nous examinons maintenant le cas du milieu désordonné sou-
mis a une déformation en cisaillement simple gy = (g,). La
concentration en pores est identique, avec f =~ 0.03. La Fig.
(7.7), représente les indicateurs géométriques des amas vide-
plastique en fonction de la déformation macroscopique gy ainsi
que la contrainte macroscopique de cisaillement. La courbe en
noir représente la partie équivalente de la contrainte macrosco-
pique op = 2[(04y)| en fonction de la partie équivalente de la
déformation |(e,,)| = €o. Par analogie avec I’étude précédente
effectuée pour une déformation macroscopique isotrope, seuls
trois régimes apparaissent (numérotés 1, 2, 4 par comparaison
avec les régimes définis en chargement hydrostatique).

Le premier régime est le stade de déformation élastique du
matériau (valeurs 0 < ¢y < 0.4). Le second régime débute
lorsque les premieres zones de déformation plastique apparaissent
et se poursuit jusqu’a la percolation du plus gros amas vide-
plastique. Il perdure jusqu’a £y < 0.62 environ. Dans ce régime
la proportion de pores isolés décroit lentement de 1 a une valeur
faible proche de 0. A cette méme valeur se produisent a la fois
la percolation des amas et la quasi-saturation de la contrainte.
Ainsi un seul changement de régime apparait nettement, a la
différence du chargement en déformation hydrostatique. Dans le
régime 4 qui en résulte (pour €, > 0.62), le méme phénomene de
croissance lente de la contrainte macroscopique apparait, couplé
a la croissance de la zone plastique.

Les phénomenes de localisation dans ce mode de déformation
sont plus brutaux que dans le mode hydrostatique, au sens ou
les lignes de champs de déformation e,, intenses joignant des
pores apparaissent presque des le début de la déformation plas-
tique du matériau. De méme les bandes de plasticité se forment
quasi exclusivement dans les directions privilégiées x et y. Ici la
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morphologie anisotrope des bandes de localisation et des amas
(du au mode de chargement anisotrope) a pour effet d’avancer
le seuil de percolation, en déclenchant la localisation a un stade
plus avancé qu’il ne le serait pour un chargement hydrostatique.

Formule empirique

Comme dans le cas d’un chargement hydrostatique, le taux de
coalescence i(gy) des amas vide-plastique est fortement corrélé
a la dérivée seconde de la contrainte équivalente macroscopique
0p. 1l est possible de reconstruire la forme de la contrainte ma-
croscopique de maniere approchée a partir du nombre d’amas
n(gp), et de la concentration de la phase plastique f,(e) :

~ [ N
oyg = 2<0$y> = Oéfp + 4,&/ dé‘()ﬂ, (75)
0

N(0)

ou pt est le module élastique effectif (dans le régime élastique
du matériau) et « est un parametre. Une comparaison entre
le calcul direct par FFT de la contrainte macroscopique et la
formule empirique ci-dessus est représentée Fig. (7.9).

Notez que comparé avec I'Eq. (7.4), cette formule ne fasse pas
intervenir la quantité N(oo). Ceci n’est sans doute pas signifi-
catif car N(oo) est tres faible (voir nul) dans ce cas.



TAB. 7.3 — zone de déformation plastique dans la matrice (marron) dans un
milieu aléatoire plastique de type “pixel”, pour des concentrations en pore de
valeurs croissantes f = 0.01, 0.02, 0.05, 0.10, 0.20, 0.30 (de haut en bas) et
soumis a un chargement hydrostatique en déformation ¢,, = 2. Les pores sont
représentés par des points bleus (& peine visible) au sein de la zone plastique,
les zones de la matrice déformées élastiquement sont en vert. Voir texte p.
278.
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F1G. 7.10 — Plus gros amas de zone vide-plastique (en blanc) a trois étapes
de chargement en déformation (mode hydrostatique) pour le milieu plastique
aléatoire de type “pixel” (images a-c), et croissance du plus gros amas vide-
plastique au voisinage de la percolation (image d). De gauche a droite et de
haut en bas : g = (€,,) = 0.8, (a, avant percolation), 0.9 (b, a la percolation),
1.5 (¢, apres percolation). L’'image (d) représente un agrandissement dans une
région arbitraire du plus gros amas vide-plastique pour €y = 0.90 (orange)
et les zones ayant rejoint cet amas pour un milieu légerement plus déformé
(eg = 0.92, cyan). Porosité du milieu : f = 0.01. Voir texte p. 295.
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1/

F1Gg. 7.11 — Calcul de la dimension fractale du plus gros amas vide-plastique
a la percolation dans un milieu désordonné plastique avec chargement hydro-
statique g9 = (g,,) = 0.9 (du type de la deuxieme image Fig. 7.10) pour une
concentration en pores f = 0.03. La méthode de recouvrement par boites
est utilisée : nombre de boites N(¢) de volume €* nécessaires pour recou-
vrir Pamas, en fonction de la quantité 1/e, en échelle log-log. La pente D
de la droite en pointillés donne la dimension fractale de 'amas (au sens du
recouvrement par boites). Voir texte p. 303.
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7.2 Milieu désordonné lorsque 1’écoulement
plastique est atteint

Nous considérons dans cette seconde partie un matériau désor-
donné ayant atteint le régime de déformation plastique et le seuil
de contrainte plastique effectif. La matrice est maintenant sup-
posée incompressible. Nous présentons une série de résultats sur
le seuil plastique effectif du matériau désordonné dans la limite
diluée.

7.2.1 Calculs numériques

Comme dans la partie précédente, plusieurs tailles de sys-
temes sont simulées et différentes tolérances d’erreurs prescrites.
A quelques différences pres explicitées ici, les conditions et pa-
rametres sont identiques a ceux choisis en Sec. (7.1.1). Le critere
de convergence tient seulement compte de 1’équilibre du champ
de contrainte (critere 7.2). De plus, une modification simple de
I’algorithme par FFT est introduite pour améliorer la conver-
gence dans les grandes déformations. Le champ de déformation
initial ) ;(x) a I'étape de chargement i + 1 (noter que l'indice
ne désigne pas ici une composante du tenseur) est estimée par :

(%) = () FA(X),  Aci(x) = P (x)—e,(x), (7.6)

ou X, ¢, sont les champ finaux a l’étape de chargement 1,

i — 1 (en supposant des valeurs régulierement espacées de la
déformation macroscopique imposée). Au prix d’une utilisation
plus grande de la mémoire (nombre supérieur de champs sauve-
gardés), cette modification permet d’améliorer les performances
de calcul dans les grands chargements, nécessaires a 1’obtention
de données a contrainte saturée. En effet le nombre d’itérations
dans le cas d’'un matériau “pixel” augmente comme une puis-
sance 2 ou 3 environ de la déformation appliquée.
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Pour simuler un milieu incompressible, nous choisissons enfin
rk = 100. De tres minces différences sont observées pour le seuil
plastique effectif avec des modules de compressibilité supérieurs
dans la matrice. Une exemple d’image obtenue par simulation
est présentée en Fig. (7.16).

7.2.2 Exposant dans la limite diluée

Une question importante concerne le comportement des ma-
tériaux désordonnés parfaitement plastiques dans la limite diluée
(f<1).

Nous souhaitons étudier I'influence du désordre dans les mi-
lieux plastiques poreux dans la limite diluée en vides, et en par-
ticulier déterminer si I’exposant 1/2 trouvé par Drucker (1966)
pour les matériaux périodiques est conservé.

Comme nous 'avons signalé en introduction, les méthodes
d’homogénéisation récentes pour les matériaux non-linéaires pré-
disent des comportement non-analytiques en f = 0, mais plus
doux, qui sont par ailleurs confirmés par les résultats expéri-
mentaux (voir par exemple Francescato, Pastor, Riveill-Reydet,
(36)). Dans le cas de cylindres poreux en déformation plane, la
nouvelle méthode du second-ordre (Ponte Castaneda, (110)) pré-
dit un comportement non analytique en f2/3, tandis que la (pre-
miere) théorie du second-ordre (Ponté Castatieda, (106)) prédit
un comportement avec “saut” brusque, c’est-a-dire une disconti-
nuité en f = 0.

Dans le cas tridimensionnel, une singularité moins forte est
trouvée, en flog(f), dans le cas de vides sphériques en défor-
mation plane ((51)). Des calculs numériques statiques et ciné-
matiques effectués par analyse limite par Pastor et al. (99) dans
le cas d’un cylindre creux, aboutissent également a un expo-
sant non entier, égale a environ 1/2 (conditions aux limites de
contrainte uniforme) et compris entre environ 1/2 et 2/3 (condi-
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tions de déformation uniforme). Ces deux séries de résultats s’in-
terpretent a leur tour comme des bornes pour le milieu désor-
donné de cylindres composites ou milieu de Hashin (11). Ceci
suggere donc l'existence d’une non-analyticité, méme dans le
cas désordonné, quoique les résultats numériques soient encore
a ce stade tres parcellaires.

Dans cette section, nous abordons le probleme du point de
vue du milieu aléatoire de type pixel et de la fonction de Green
discrete, dans le but d’estimer numériquement cet exposant.
Considérons un matériau poreux désordonné de concentration
en vide f < 1 soumis a une déformation macroscopique en ci-
saillement simple ¢g = (). Nous souhaitons calculer numéri-
quement le développement en loi de puissances du seuil plastique
effectif oy /0( lorsque f est petit. Nous avons vu que, dans le cas
du réseau parfait de pores soumis a un chargement en cisaille-
ment (simple ou pur), la premiere correction est de I'ordre de
Go/og ~ 1 — f030,

Nous présentons ci-dessous la méthodologie employée et les
résultats. Plusieurs incertitudes portant sur les calculs numé-
riques sont discutées : les effets de la périodicité, la convergence
en taille, la convergence selon la tolérance d’erreur, les diffé-
rences entre cisaillement simple et cisaillement pur occasionnées
par 'utilisation d’un matériau discret et d’une fonction de Green
discrete.

La Fig. (7.14) représente le seuil plastique effectif oy en fonc-
tion de la concentration. La quantité normalisée 1 — 7y/0¢ est
représentée en échelle logarithmique en fonction de la porosité.
Quatre calculs numériques ont été effectués pour des tailles de
systéme (nombre de pixels total) N? = 5122 10242, 20482, 4096>
et des tolérances d’erreur (valeur maximale de la divergence du
champ de contrainte, cf. critere 7.2) respectivement égales a
n=107° 10"% 10" ou 1078. De plus, chaque calcul est doublé
par un calcul avec une tolérance d’erreur plus large n = 5107°,
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5107% 51077 ou 5107%. La valeur du seuil plastique croit a taille
de systeme fixé, selon une loi de puissance de 7. Ceci a été vérifié
sur les concentrations f = 1072 et f = 10™* avec L = 512 et
L = 2048, voir, par exemple, la Fig. (7.13). A la vue de ces résul-
tats, nous estimons la marge d’erreur pour une taille de systeme
donnée de I'ordre (au plus) de la différence entre les deux calculs
avec tolérances d’erreur les plus faibles. Nous n’avons pas pro-
cédé au calcul de plusieurs échantillons a concentration donnée.
Cependant, les calculs effectués pour des grandes tailles de sys-
teme doivent compenser les variations statistiques dues au choix
d’une configuration en pores particuliere.

Un chargement de 'ordre de €y = 1.5 au moins est nécessaire
pour atteindre le seuil plastique effectif (voir Fig. 7.12). Bien que
les calculs aient été effectués pour un chargement en cisaillement
simple (SS), des valeurs additionnelles calculées pour une cellule
unité déformée en cisaillement pur (PS, N = 512) sont repré-
sentées. Elles présentent un léger biais par rapport au cas de
cisaillement simple. Les deux chargements ne sont en effet pas
équivalents, cependant les pentes (ou exposants) respectives des
deux courbes sont tres proches. Ceci a été confirmé pour la taille
supérieure L = 1024.

La courbe en pointillé (Fig. 7.14) représente une régression
non-linéaire sur les trois points de concentration les plus bas
avec N = 2048 : f = 1072, 1073, 10~*. Des points additionnels &
faible concentration f = 1075 ou f = 107° sont représentés pour
de grandes tailles de systeme. Comme nous nous y attendions,
de par la discrétisation employée, ces points de concentrations
tres faibles ne représentent plus un milieu aléatoire. Une loi avec
un exposant plus petit se développe pour les concentrations tres
faibles, plus proche de I’exposant obtenu pour le matériau pé-
riodique (1/2).

Pour estimer 'exposant dans la limite diluée, nous retenons
les trois points de concentration f = 107%, 1073, 1072. Le point
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de concentration 10% se distingue trop des autres points pour
étre pris en compte, et les données pour des concentrations
inférieures ne sont pas représentatives du matériau aléatoire.
La régression non-linéaire fournit la loi oy ~ 1 — 1.2f%% pour
N = 2048 et n = 1078, De méme, d’autres lois d’exposant sont
déduites des méme points de concentration a différentes tolé-
rances d’erreur et pour chaque taille de systeme (Fig. 7.15). Les
résultats les plus précis (n = 107, 107% et 107 pour N = 512,
1024, 2048 respectivement) sont indiqués par une croix (x), les
résultats pour une tolérance 10 fois plus grande sont indiqués
par des triangles. Pour une taille donnée, la valeur de I’exposant
converge rapidement avec la tolérance, et I’erreur commise est
estimée inférieure a 1’écart entre les deux calculs les plus précis.
Lorsque n diminue (& N fixé) I'exposant diminue aussi, ainsi la
valeur de l'exposant limite est située en dessous de la courbe
en pointillés, pour chaque taille de systeme. En déduisant enfin
de ces données ’exposant dans la limite d’un systeme infini, on
trouve :

~

? —1-Bf%  B=11+0.02, a=067+0.02 (7.7)
0
Le coefficient 3 étant tres sensible a une variation de ’exposant,
I'incertitude est relativement grande sur celui-ci. L’exposant «
est inférieur a 1, ce qui traduit dans le cas du milieu désordonné
un comportement singulier néanmoins plus “doux” que dans le
cas d'un réseau périodique de pores (exposant 0.50 contre 0.67).
Un tel exposant, s’il est confirmé est le plus proche des résul-
tats obtenus numériquement par Pastor pour un cylindre creux
(99) avec déformation uniforme (analyse statique) et par Ponte
Castaneda (110), qui prédit un exposant 2/3. Notons de plus
que la courbe 1 — 1.1£%57 est incluse dans des bornes calculées

par Francescato et al. ((36)) par analyse statique et cinématique
(Fig. 7.17).
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0.6/ L=4096,n=10"

0.4 L=4096,n=10 ' _

F1G. 7.12 — Exemple de calcul du seuil plastique effectif 7y/0¢ en fonction
du chargement appliqué ey = (g,,) (cisaillement simple), par simulation FFT
avec une taille de systeme L = 4096 et deux tolérances d’erreur prescrites
n = 1077 (courbe noire) et n = 10~8 (points rouges). Le milieu est désordonné
avec porosité fixée f = 0.01. Voir texte p. 312.
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F1a. 7.13 — Calcul par FFT du seuil plastique effectif a¢/0¢ a taille de sys-
teme L = 2048 et porosité f = 1072 fixées, pour différentes valeurs de la
tolérance d’erreur 1077 < 1 < 1.251075 en échelle semi-logarithmique. Le
méme échantillon a été utilisé pour chaque point. Les valeurs de n sont régu-
lierement espacées en échelle logarithmique avec un facteur 1/5. Voir texte
p. 312.
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1—00/00
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F1G. 7.14 — Premiere correction en f du seuil plastique effectif oy pour un mi-
lieu plastique désordonné en cisaillement calculée par FFT (symboles ronds,
triangles, croix) en fonction de la concentration en pores, et tracée en échelle
log-log, pour diverses tailles de systeme (IN) et tolérance d’erreur (1) pres-
crite. Une régression sur les trois points de plus faible concentration est effec-
tuée pour chaque taille de systeme et tolérance d’erreur préscrite. Le trait en
pointillé est la regression obtenue pour N = 2048 et n = 1077, et représente
la courbe y = 0.18232%%, Voir texte p. 311.
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Fic. 7.15 — Exposant « intervenant dans la premiere correction en f¢ du
seuil plastique effectif oy dans la limite diluée f — 0 pour un milieu plas-
tique aléatoire de type “pixel” soumis a un cisaillement simple (SS), calculé
par FF'T “discrete”. La variable f est la concentration en pores dans le milieu.
L’exposant « intervient dans le développement do/cg ~ 1 — 3f* et est tracé
en fonction de la taille du systéeme N (nombre de pixels sur chaque coté de la
cellule élémentaire). Plusieurs tolérances d’erreurs sont prescrites, correspon-
dant aux triangles et symboles +, et les traits pleins verticaux représentent
les barres d’erreur pour chaque taille de systeme. Voir texte p. 313.
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F1G. 7.16 — Milieu aléatoire plastique soumis a une déformation en cisaille-
ment simple, a faible porosité f = 10~ : zone de déformation plastique (rouge
sombre) dans la matrice (Fig. du haut) ; carte de la déformation équivalente
g (de 0 [bleu sombre| a 120 [rouge], Fig. du bas). Calculs par FFT (fonction
de Green discrete) pour une déformation macroscopique gy = 2, taille du
systeme 1024 x 1024 pixels. Voir texte p. 310.
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\t 4
~ 0.67
0.9- .. y = 1-1.1X -
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+ cinématique 1
0.5~ « statique §
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0% 0.05 01 0.15 0.2

FiG. 7.17 — Comparaison entre les bornes calculées par analyse statique et
cinématique par Francescato et al. dans (36) pour trois porosités (signes +
et xX) et la premiere correction en f du seuil plastique effectif dans la limite
diluée calculée dans cette étude par FET (ligne en pointillés). Voir texte p.
313.






Chapitre 8

Conclusion

Dans ce travail, une étude approfondie d’une classe de maté-
riaux périodiques linéaires et anisotropes a été entreprise, pour
un réseau carré bidimensionnel de pores. Ces matériaux sont
pertinents du point de vue de la plasticité : ils sont utilisés
dans les méthodes d’homogénéisation non-linéaires “variation-
nelles” et du second-ordre. De plus ils possedent, a I'instar des
matériaux plastiques, des propriétés de localisation des champs.
Cette étude se fonde sur la détermination de solutions exactes,
dans les cas de forte anisotropie, sur le calcul analytique d’une
méthode d’homogénéisation linéaire pour les matériaux pério-
diques, et sur une des données numériques obtenues par trans-
formée de Fourier. En s’appuyant sur ces résultats, nous avons
fait les conclusions suivantes :

1. Dans les milieux linéaires anisotropes, a l'instar des maté-
riaux plastiques, le champ de déformation est localisé sous forme
de bandes. Ces bandes se forment autour des pores et croissent
avec I'anisotropie. La longueur des bandes est directement fonc-
tion, dans les matériaux périodiques, de la porosité du milieu et
de ’anisotropie.

2. Dans les matériaux périodiques, les modules effectifs ex-
hibent dans la limite diluée en vides, une dépendance singuliere,
non-analytique, en la porosité. Dans les modes de chargement
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“durs”, lorsque les directions privilégiées du tenseur élastique
sont transverses au mode de chargement appliqué, la premiere
correction du module effectif de cisaillement est en premiere cor-
rection en la porosité f, en ~ f1/2. Cet exposant apparait dans
un régime “localisé” fonction de I’anisotropie et de la fraction
surfacique de vide et correspond au recouvrement dans tout le
réseau des bandes de localisation.

3. La théorie d’homogénéisation linéaire de Hashin-Shtrikman
(modifiée pour tenir compte de la périodicité du milieu) prédit
également des exposants non-entiers dans le développement des
modules effectifs de cisaillement, dans la limite de forte aniso-
tropie. La théorie est ainsi capable de capturer une signature du
phénomene de localisation.

La présence de tels exposants non-entiers est connue dans
les solutions exactes en élasticité isotrope (Christensen et Lo,
1979) ou dans le contexte de matériaux a structure périodique,
isotrope, en électrostatique ou éléctromagnétisme (Doyle, 1977,
Lam, 1986). Dans ces études, les exposants n’apparaissent pas
en premiere correction, mais dans des termes d’ordre plus élevés.
Ces exposants d’ordre plus élevés sont-ils liés a I'existence d’une
longueur caractéristique, représentative des interactions entre les
pores et le milieu extérieure, comme nous l’avons montré dans
le cas d’un matériau fortement anisotrope? Ceci est plus facile
a étudier dans un matériau périodique, ou 1’échelle de longueur
du réseau détermine alors deux régimes correspondants a deux
types de solutions différentes.

Nous avons prolongé 1'étude des matériaux linéaires aniso-
tropes aux cas de milieux poreux aléatoires, simulés numéri-
quement par un matériau binaire, dont chaque pixel est choisi
aléatoirement dans I'une des deux phases. Ces donnés ont été in-
terprétées, par comparaison avec les résultats obtenus pour un
milieu périodique de la maniere suivante :

1. Un changement de régime apparait également dans les ma-
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tériaux linéaires fortement anisotropes. Ce changement de ré-
gime est fonction de ’anisotropie du matériau et de la porosité.
Le régime “localisé” survient lorsque le systeme est recouvert par
les bandes de localisation.

2. A la différence du matériau périodique, dans le régime lo-
calisé, la structure des bandes de localisation dans le systeme
est fortement modifiée lorsque la porosité ou ’anisotropie croit.
Ces modifications ont pour effet une diminution des fluctuations
(ou hétérogénéités) des bandes de localisation.

Dans le contexte des matériaux parfaitement-plastiques et vi-
scoplastiques, nous avons étudié deux classes de microstructure
périodique et aléatoire au moyen de la méthode numérique par
FFT (Moulinec, Suquet, 1994). Cette méthode a été modifiée par
I'introduction d’une fonction de Green “discrete” permettant le
calcul des zones de déformation plastique dans les milieux désor-
donnés sur grille de pixels, tout en gardant le caractere local de
la fonction de Green usuelle. Les résultats suivants ont été ob-
tenus :

1. Dans les matériaux poreux périodiques, parfaitement plas-
tiques, la surface limite de charge exhibe un angle au point de
chargement en pression. Cet instabilité est liée a un changement
brutal de la structure des bandes de localisation.

2. Dans la limite diluée et pour un matériau parfaitement
plastique, un exposant non-entier apparait dans le développe-
ment du seuil plastique effectif en fonction de la concentration.
De méme, un changement de régime est observé pour le seuil
plastique effectif en fonction de la porosité. Ce changement de
régime correspond a une rupture des bandes de localisation.

3. Comme dans le cas des matériaux linéaires, les variances
des champs de déformation (correspondant aux bandes localisa-
tion) sont infinies dans la limite de plasticité parfaite.

4. Dans les matériaux élastique-parfaitement plastique po-
reux, désordonnés, la transition entre déformation élastique et
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écoulement plastique s’effectue par différents régimes, que 'on
peut identifier au moyen de caractéristiques géométriques statis-
tiques. En pression, il existe deux régimes intermédiaires corres-
pondants a la croissance de la zone plastique autour des pores
puis au développement des bandes localisation, jusqu’a la perco-
lation de ces dernieres. En cisaillement, un seul régime intermé-
diaire apparait. Celui-ci correspond a une localisation “précoce”
(formation de bandes de cisaillement juste apres le régime de
déformation élastique) dans le matériau.

5. Dans les matériaux poreux aléatoires, les calculs numé-
riques par transformée de Fourier discrete prédisent un compor-
tement effectif pour le seuil plastique effectif dans le régime dilué
avec un exposant singulier de I'ordre de 0.7 en la concentration
volumique de pores.

La richesse et la complexité des phénomenes rencontrés jus-
tifie a posteriori les hypotheses restreintes faites dans ces tra-
vaux. En particulier, un grand nombre de questions reste posé
concernant le matériau poreux désordonné, notamment son com-
portement dans le mode de chargement hydrostatique. A la
fois du point de vue numérique et en homogénéisation, les mi-
lieux poreux présentent de fortes singularités. Numériquement,
la convergence des algorithmes par transformée de Fourier est
plus difficile & obtenir (82). D’un point de vue théorique, les mé-
thodes d’homogénéisation de ces matériaux donnent en général
de moins bons résultats (144), les bandes de localisation traver-
sant les pores, et 'interaction entre inclusion et matrice étant
plus singuliere que dans le cas, notamment, de particules rigides.

Néanmoins 1’étude a la fois de matériaux linéaire et de mi-
crostructures de type périodique s’est révélée utile a la compré-
hension des phénomenes. Les matériaux linéaires sont considé-
rablement plus simples a étudier, et présentent néanmoins des
aspects de localisation, qui peuvent servir de guide dans 1’étude
des matériaux non-linéaires.



Annexe A

Théorie variationnelle et
théorie des milieux effectifs :
application a un milieu
diélectrique non-linéaire

Comme nous ’avons signalé, un grand nombre de problemes
liés aux milieux diélectriques peuvent étre transposés, formelle-
ment, en un probleme de mécanique. En particulier, une classe
importante de probleme en électrostatique ou magnétostatique
sont pertinents du point de vue de I’homogénéisation des milieux
aléatoires, linéaires ou non-linéaires, en mécanique, et nous en
présentons un dans le travail qui suit.

Un probleme classique d’électrostatique est 1’étude d’'un mi-
lieu formé de phases de conductance distinctes soumis a un
champ appliqué. Dans le cas d’un milieu biphasé avec “contraste
infini”, I'une des deux phases est soit parfaitement conductrice
soit parfaitement isolante, et le systeme percole a une concen-
tration critique. Dans cette partie, nous étudions un tel milieu a
I’aide des estimations de la théorie variationnelle pour ’homogé-
néisation de phases non-linéaires avec loi a seuil ou en loi de puis-
sance. Le matériau est anisotrope, en ce sens que les lois dans les
phases ont des directions privilégiées. Pour appliquer la théorie
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variationnelle, nous utilisons une estimation auto-cohérente des
propriétés effectives de phases linéaires introduites a 1’origine par
Bruggeman dans le cas isotrope, puis étendu par Stroud. Le cal-
cul de la formulation auto-cohérente de Bruggeman est explicité.
Enfin, une application de la théorie variationnelle est donnée au
cas de phases fortement non-linéaires a contraste fini, et d'un
champ appliqué dans une direction quelconque par rapport aux
directions privilégiées du milieu.

A.1 Cadre du probleme

La question de ’estimation des propriétés effectives des ma-
tériaux composites a été examinée des le XIXe siecle, et tout
d’abord par Mossotti, 1850, (85), Maxwell, 1873, (72), Lorentz,
1880, (66), ou encore Rayleigh, 1892, (111), Kasterin, 1898, (53),
et Maxwell-Garnett, 1904, (73). Bruggeman (14) a donné la pre-
miere formulation “auto-cohérente” pour les diélectriques, réin-
ventée indépendamment par Landauer (61; 62) en 1952 pour les
réseaux de résistances. Stroud (123) propose une formulation
applicable aux milieux continus anisotropes en 1975. En 1974,
J. Bernasconi (10) s’intéresse également aux réseaux cubiques et
carrés avec conductivité anisotrope. Dans ce travail nous utili-
sons la formulation auto-cohérente de Stroud, et calculons dans
le cadre du probleme considéré, I’estimation de Bruggeman.

Nous considérons un matériau non-linéaire désordonné formé
de deux phases conductrices. Le courant et le champ électrosta-
tique en tout point sont reliés par une loi constitutive qui prend
la forme d’une loi de puissance dont I’exposant est le méme dans
chaque phase. Dans les cas limites ou I’exposant est nul ou infini,
il s’agit d’une loi a seuil modélisant un supraconducteur ou un
isolant parfait. Deux milieux sont considérés : un réseau de liens
et un matériau continu (anisotropes), soumis a un champ élec-
trostatique macroscopique EO. Ces deux types de matériaux sont
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illustrés en Fig. A.1. La théorie variationnelle est appliquée dans
le cadre de ce matériau non-linéaire. Pour cela, une théorie des
milieux effectifs est par ailleurs utilisée pour ’homogénéisation
du milieu linéaire anisotrope de comparaison.

Ce travail se divise en trois parties. Nous explicitons tout
d’abord le cadre de notre étude. Puis, nous présentons une étude
de matériaux dont la non-linéarité est “infinie” (lois a seuil) ainsi
que le contraste (rapports des coefficients des lois constitutives
entre phases). Il s’agit dans les cas considérés d’un supracon-
ducteur a seuil dans un isolant (apres la percolation de la phase
supraconductrice) ou d’un supraconducteur de seuil nul dans
un supraconducteur a seuil (apres la percolation de la phase
“supraconducteur a seuil”). Les propriétés effectives du maté-
riau, le seuil critique effectif, les premiers et second moments
des champs par phase (déterminés par la théorie d’homogénéi-
sation) sont donnés lorsque le champ appliqué Ej est dirigé dans
une direction quelconque par rapport au réseau.

Dans la seconde partie, nous considérons le cas de d’'un ma-
tériau bi-phasé dont la non-linéarité est toujours “infinie” (lois
a seuil) mais de contraste fini. Le champ appliqué est parallele
a 'une des directions du réseau. Les champs et les premiers et
seconds moments par phase sont étudiés.

Cette étude est la continuation d'un travail (103) dont cer-
tains résultats sont donnés sans les détails du calcul. En préa-
lable, nous rappelons quelques résultats issus de la théorie des
milieux effectifs utilisée et du principe variationnel.
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F1G. A.1 — deux types de matériaux hétérogenes formés de deux milieux 1 et
2 a concentration égale; a gauche, un matériau continu, a droite un réseau
(ces figures ne proviennent pas d’un matériau réel mais d’une distribution
aléatoire calculée sur ordinateur). Voir texte p. 327.

A.1.1 Lois de I’électrostatique

Nous considérons un milieu de volume 2 (en 2 ou 3 dimen-
sions) et de frontiere 0§ ; E (%) désigne le champ électrostatique
en 7 et J| (%) le courant. E dérive d'un potentiel ¢. D’apres les
équations de Maxwell,

E=-V¢, V.J=0. (A1)

Des conditions aux limites (portant sur la valeur de E.ii sur
082 ou sur la décroissance des champs a l'infini) et des conditions
initiales “ferment” le systeme. Celles-ci, pour l'instant, ne nous
intéressent pas car nous supposons que {2 est grand et que le
systeme est en équilibre.

Dans un milieu linéaire, la relation liant le courant et le champ
local J et E s’écrit :

J(z) =o(z)E(z) (A.2)

ou o(x) ne dépend que de la phase au point . L’équivalent en
mécanique est simplement 0 = L : €, cependant il s’agit dans le
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cas bidimensionnel de tenseurs d’ordre 2 et non de vecteurs.

5 T T T
L n=o n=4
4r n=2 I
3,
= 7 n=1
2, ,
17 n=0
0 L L | L | L L | L
0 0.5 1 é.S 2 2.5 3

F1a. A.2 — lois constitutives d'un matériau non-linéaire pour n = 0, 1/64,
1/32, ..., 1, ..., 64, +o0o. Voir texte p. 329.

Nous considérons également un modele non-linéaire en loi de
puissance qui permet de reproduire un comportement a seuil
dans les limites n — 0 ou n — 400 : (voir figure A.2) :

J(z) = x(2)| E(x)|" " E(x). (A.3)

Une correspondance avec la mécanique concerne les lois “visco-
plstiques” considérées au Ch. 6.

A.1.2 Fonction de Green et écriture intégrale

Nous considérons le cas simple d’un milieu conducteur a deux
phases en dimension 3, et supposons que 1’on peut écrire, macro-
scopiquement : (J(z)) = oo(E(z)) ol o est un “coefficient effec-
tif” du milieu, et (-) désigne la moyenne volumique sur I’ensemble
des = € €. Notons que I'“autre moyenne”; (-),, moyenne statis-
tique sur toutes les configurations du désordre (i.e. moyenne sur
la disposition des conducteurs a une concentration donnée) coin-
cide avec ().
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Nous faisons implicitement ’hypothese d'un milieu isotrope;
dans le cas contraire, oy et les o, de chaque phase sont des
matrices et non plus simplement des scalaires.

Introduisons la fonction de Green (ou solution “élémentaire”) gq
par

006290(x7y) = —6<l’ - y)a

ou gp ne dépend que de r = ||x — y||. Dans ce cas, nous avons
'expression classique : go(r) = 47Ti07° en dimension 3, go(r) =

%U(OT) en dimension 2.
Posons Ao (z) = o(z) — 09. D’aprés I'équation (A.1), 0 = V.J =

V.(o(2)E) = —V.(o(x)Ve) donc
V.(Ac(z)Vh(z)) = —V.(0oVd(z)) = —ooV3e(x).

Puis', n, désignant la normale en y :
|y 9o )9,-(30()¥,0(0)
ye
= — / dy go(z, y)o0V2e(y)
yed
= — / dy Vigo(z, y)o0o(y)
ye

_ /yeaQ dy o9 (gO(xa v) 8;2?:) B gb(y)%)

La premiere intégrale vaut ¢(x). La deuxiéme est imposée par
les conditions aux bords du systeme et son Laplacien est nul;
appelons-la ¢y(x). Nous obtenons la représentation intégrale :

o(z) = dola)+ / g0l 9) Ay - (Ao (1), 6(y)), (A4)
ye)
¢p vérifiant 62% =0 (A.5)

'd’apres la formule de Green éerite sous la forme [, (uAv — vAu) = [, (ude —v3%).
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que nous pouvons récrire directement en variable E (FEy = V¢,
étant le champ macroscopique) :

Ba) = Fule)+ | o) (Ao ) By, (A0

Ici, nous pouvons identifier le terme —ﬁxgo(x — y)ﬁy a un ten-

seur Go(z|y) d’ordre 2. En introduisant la transformée de Fou-
rier? suivante, valable en dimension 3,

g(k):/dxe—zkxg(gg)’ f(aj):/(;:)?)elkxg(k)’

dk_ i

et en remarquant que d(z) = |, anpe R il vient?

EB(a) - Byla) = /egdy Golxly)-F(y)

_ / / R Go(zly)d(y — 2).F(2)

d3k il ik.y —ik.z
=/ 2y Qdy dz Go(x|y)e"™Ye "% F(z)
Y,z€

_ /k (zdf)s /y A Golz|y)e™™.F (k).

Soit
Bl@) = Fo@) + | o5 Golalb) ()

avec

Golqlk) = // dy dx e_iq'xio(a:\y)eik'y.
z,yeN)

2par convention, pour toutes les fonctions qui suivent, z,v, z et r désigneront les va-
riables réelles et k, p, ¢ les variables des transformées de Fourier.

3dans toute la suite, x, vy, z et p, g, sont des vecteurs, ab désigne le tenseur a @ b et {-)
la contraction, avec (a ® b) - ¢ = (b.c)a.



Chapitre A. Théorie variationnelle et théorie des milieux
332 effectifs : application & un milieu diélectrique non-linéaire

Golalk) = / / dr dy e, go(x — 4) e

=i // dr dy e "Ry, go(x — y)] k

= ://da: dy e~y g=ia.(z=y) 6x—y go(x—y)] k

= 4 /dy e!(k=a)- /dx e~ 1-(r=y) ﬁ:z:—y go(x—y)] k
y

:i/yd /dre“”v go()]k

= i(21)*6(k — q)(—iqgo(q))k = (27)*3(k — q) (;{%)

car V2g(r) = —6(r) /oo et donc —q2g(q) = —1/0y. Finalement,
par la formule d’inversion Go (z]y) = ffq . dqdk v Gy (qlk)e kv,

nous obtenons la formule générale pour Gy :

Ak kik;
Gilr) == / 2m)° " Joké’ PEETY (A7)

En milieu anisotrope, 00E2 est remplacé par k.oy.k, et dans un
réseau, ﬁ par (1 — cos(k;))di;/ >, 0u(1 —cos(ky)).
Cas d’un milieu isotrope

La trace de G vaut de plus —d(r) /0. Pour un milieu isotrope

de dimension 3, on montre que GO s’écrit sous la forme suivante :

Gy(r) = %(Z)%' - ﬁ%(% — 37i7) (A.8)
_ s+ H ), 40 (d=3). (A.9)

30’0
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Introduisons le champ local Ey(z) = (1—|—%{’))E(m) D’apres (A.6),

B} B} _ Ao(y) = —  T—3F

Ex:E:z:Jr/ Hy—o)—2L By), H=-—or,

l( ) O( ) e (y )1 n A300(0y) l(y) 47T7n30-0
(A.10)

(il faut ici sommer sur |y — x| > € avec € — 0 car U'intégrale est
impropre en 0). L’équation (A.10) est de type diffusion multiple
(nous pouvons l'itérer et obtenir un développement en puissance

de H). Le terme ﬁi(f(l) est la polarisabilité de la particule située
oo
en x.

Théorie auto-cohérente

Pour fixer les idées, nous nous placons toujours dans le cadre
d’un milieu isotrope en dimension 3. Une maniere d’aborder
la théorie auto-cohérente (dans une perspective de type champ
moyen, voir par exemple (101)) est de considérer que les quan-
tités E) et la polarisabilité, qui interviennent dans (A.10), sont
décorrelées, i.e. <Ellf—3;ﬁ> = (Eg}(ﬁ—%) Autrement dit, le milieu
est suffisamment désordonné pour que le champ local dans lequel
est plongé une particule de matiere en x ne dépende pas de la
particule de maticre en . Il s’avere que I'hypothese (5 f?%} =0
est exacte a l'ordre 3 du développement en série de (A.lO)? Il est
de plus facile de voir que cette hypothese revient a considérer
que (F(x)) = (FE(x)) = Ey.

La théorie auto-cohérente utilisée ici fait jouer des roles sy-
métriques aux deux phases, ce qui suppose certaines restrictions

sur la configuration géométrique du matériau, en particulier les
amas de I'une des deux phases n’ont pas de forme caractéris-
tique. Les calculs de la partie précédente sont valables en di-
mension 3 et dans un milieu isotrope ; nous admettrons qu’ils se
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généralisent a une dimension d quelconque et a un milieu aniso-
trope. Dans tout ce qui suit, sauf lorsque la dimension est notée
expressément, nous nous placerons en dimension 2.

Milieu linéaire isotrope

L’équivalent bidimensionnel du terme —(;(772 dans (A.8) est
—5(

—202). Ce sont les équations de Bruggeman (1935) :

01— 0y 092 — 0y
— —— =0 d=3 A1l
P101+200+p202+200 ( ) ( )
pA =, 2" g (d=2), (A.12)

0'1—|—0'() 02—|—0’0

avec d la dimension, p; et py les concentrations des deux phases
(donc p; + p2 = 1).

Percolation

Les équations de Bruggeman sont les plus simples permettant
de rendre compte d’un phénomene de “percolation”, concentra-
tion a laquelle apparait la premiere fois un amas infini avec une
probabilité 1.

La Fig. (A.3) illustre le cas dit de “contraste infini” en di-
mension 3. Avant la percolation (p2 < 1/3), le milieu est un
mélange conducteur/supraconducteur; apres, le seul cas inté-
ressant est un mélange isolants/conducteurs. Au point de per-
colation (p2 = p. = 1/3), le mélange ne posséde plus de grandeur
caractéristique, et I’'une des deux phases forme un fractal extre-
mement ténu de volume nul. A fort contraste et i po proche de
D¢, Oon constate que o( suit des lois de puissance d’exposants s
et t (voir Fig.). En réseau, ces exposants sont des constantes ne
dépendant que de la dimension. Dans le matériau continu, ils ne
dépendent que de la dimension et de la distribution géométrique
des amas.
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o0, =0 o, fini

0y~ (R,-1/3)"

1
% 02 P.04 06 08 1
P,

F1G. A.3 — oy effectif pour un milieu isotrope linéaire a contraste infini (i.e.
0y/01 = 00). Voir texte p. 334.

Milieu linéaire anisotrope

Considérons le cas simple ou les conductivités sont aniso-
tropes avec une symétrie uniaxiale de direction %.* Nous pou-
vons écrire : 7, = ohid + o (I — 4t). Nous avons aussi :

o = ”uu + o (} — at), et donc le terme —2(7:35@ dans (A.8)

I _
est égale a —d(r) ( /% N > ,. En dimension 2 [Stroud],
: n O—O

01_00

1-|-TL||(01 — 00)/0
| |

72 ~ 9% = 0, (A.13)
1 + n||(02 - 00)/‘7
» oL — oy
1
1+n,(of —oy)/oy
L1

1+n,(oy —oy)/oy

4 . \ ~ yo o d . s 7
ci-apres, 4 désigne le vecteur ¢ divisé par sa norme.
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Les grandeurs n) | sont appelées par la suite coefficients de dé-
polarisation. Ils peuvent se calculer, par exemple, a partir de
I'équation (A.7). Ces coefficients sont compris entre 0 et 1 et
vérifient : n +n, =1 et n+2n, =1 en dimension 3. IIs sont
calculés a partir de (A.7) ou (A.8). En posant r = 0(|)|/00L, nous
obtenons [Bernasconi] :

2
ny(r) = - arctan /7 (réseau carré), (A.15)

\/77

ny(r) = (milieu continu). (A.16)

L+ /1

A.1.3 Théorie variationnelle

Nous présentons succinctement la théorie variationnelle dans
le cas d’un milieu non-linéaire isotrope. On trouvera un exposé
plus complet de la théorie variationnelle, appliqué a la méca-
nique, dans (107) (pp. 191-201).

Introduisons la densité locale d’énergie wz(E) telle que :

—

(B — wz(E) =

"V awa(E). A17
Y5 pwz(E) (A.17)

La densité d’énergie wz(E) valant w;(E) si z est dans la phase
1, wo(E) sinon. Nous pouvons récrire les équations de Maxwell
sous la forme suivante :

W (Ep) = inf {{ws(E))o } (A.18)
FeK
ou W est I’énergie totale du systeme et K 1’ensemble des champs
électrostatiques admissibles :

—

K = {E; B(x) = —V(x) Vo € Q et d(z) = —Ep.7 Va € 59} .
(A.19)
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Nous supposons que wf(ﬁ) est une fonction convexe de E2, i.e.
fa telle que fo(E?) = wz(E) est convexe. Alors nous pouvons
écrire (représentation basée sur la dualité de Legendre pour f,)
pour a = 1,2 :

wolB) = mas{ J0u B~ Fu(ow)}. (A.20)
fulon) = mgx{éaaEZ—waw)}. (A21)

Notons (-), la moyenne volumique sur la phase . Nous pouvons
exprimer W (E)) de la fagon suivante [Ponte Castaneda, 1995 :

EcK

W(E,) = inf {Z pa<wa(E)>a} (A.22)

a=1,2
1 ~
= inf aw(max< —o,E> — fo(0.) ¥y
EK{Zp s { 3o i >}>}
1 _
= max< inf (=g, E?)q — ol faloa)a ¢
s 3o~ 3 i

a partir de I’équation (A.20) jusqu’a (A.22), tous les termes dé-
pendent de x; en particulier, nous devrions considérer une infi-
nité de coefficients o, () ; mais pour pouvoir résoudre le systeme
qui en découle, nous supposons que o,(x) ne dépend que de la
phase en z. En notant W'(s,) le potentiel pour un systéme
linéaire, nous obtenons :

W (Ey) = max {W%a) - pafawa)}. (A.23)

0,>0
a=1,2

)
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Il en résulte® :

W(E,) = nﬁ)lEgH A.24)
n+1
1 11—n oo\ "1
= sup s —ookj + = aXa | —
SUb %% T o7 21:2“ ( a>
n+1
1 11—n oo\
= E? oXa | — A.25
00k + 51 a_ZﬁPX(@) (A.25)

oll 04 = Xa(FE?)a® ; il est possible de généraliser ces formules a
un milieu anisotrope (cf. chapitre suivant).
Les moments quadratiques sont calculés par la suite, par la for-
mule [ci dessous a = 1 (respectivement 2) si § = 1 (respective-
ment 2)] :
1 (0o
(E%), = — <—0> E2. (A.26)
Pa \ 004 o3
La théorie variationnelle est une théorie exacte. Les estima-
tions fournies par cette théorie sont, dans les applications cou-
rantes, calculées a partir de modules élastiques de comparai-
son constants par phase. Ceci revient a approximer dans chaque
phase la relation non-linéaire J = y,|E|"'E par la relation
linéaire
— — n—1 _
T =Xa(|EF)a” E,
les moyennes étant calculées de maniere auto-cohérentes par

(A.26) une fois I'homogénéisation linéaire effectuée a l’aide de
Bruggeman.

Sselon la convexité ou concavité supposée de f, (cas convexe si n est < 1, concave si
n > 1), cette derniére formule peut étre un inf au lieu d’un sup, mais cela ne modifie pas
la suite du raisonnement.
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A.2 Théorie variationnelle pour un milieu a
deux phases non linéaires

Dans toute la suite, nous considérerons un milieu non-linéaire
biphasé de loi constitutive (A.3).

A.2.1 Milieu isotrope

En milieu parfaitement isotrope, par symeétrie, les coefficients
de dépolarisation valent tous les deux 1/2. L’équation de Ber-
nasconi (A.12) montre alors immédiatement qu’a contraste in-
fini, o( et o, sont proportionnels; d’apres I’équation (A.26), les
moments quadratiques du champ sont donc indépendants de la
non-linéarité n. En réalité, on retrouve simplement le résultat
de la théorie variationnelle appliquée a un milieu linéaire, ce
qui n’est pas satisfaisant. Le résultat isotrope n’est peut-étre
pas “stable” mathématiquement en ce qui concerne la théorie
variationnelle. Le milieu physique n’étant jamais parfaitement
isotrope, il convient de 'appliquer a un matériau toujours au
moins légerement anisotrope.

Par la suite, nous supposerons que le milieu est anisotrope
uniquement.

A.2.2 Milieu anisotrope

Réseau

Nous considérerons un systeme naturellement anisotrope (pas
de symétrie continue de rotation) : le réseau en dimension deux
de taille L grand. a chaque point x et a chaque direction e; est
associé un lien d’origine x orienté selon €; ; a chacun de ces liens
est associé un champ (différence de potentiel) F;(Z) = V(& +
6,’) - V(f)

Le courant dans chaque lien du réseau dérive d’'un potentiel de
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dissipation (i = 1,2) :

atz) = Mg e, (A7
Jix) = g;;g; @) B ) B (). (A.28)

Nous introduisons de plus le potentiel de comparaison linéaire

wit(z) = #\E,(m)\2 conformément & la théorie variationnelle.

Pour un matériau anisotrope, nous devons également distinguer
les composantes paralleles et orthogonales du champ imposé

(supposé aligné avec I'un des deux axes) ainsi que les milieux
let2:

faysixeletiHEo,

ol
O'Z(I) = J_Sl rEet H E(), (A29)
o sizeleti L Ey,

oy size€2eti L Ey.

\

La densité volumique d’énergie dissipée par noeud® est alors :

[ N ol T
o 11—n o
W(Ey) = SES + > paxe ||
() ST 2 0t 21+n PaX (X > +< >

|| L a=12 «

X0 n+1
= —F A .30
n+1 0 ( )

L’optimisation par rapport a a!, O’Q, o1, oy aboutit aux équa-

tions (« =1,2) :
(n—1)/2 I
1 do, 1 do
ol = 72 L_ 1009 )
S [( aaa> o e e [(paa@) 0
(A.31)

6lénergie par neeud est ’analogue en réseau de la densité volumique d’énergie en
continu.

(n—1)/2

)
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avec de plus les formules anisotropes des moments :

1 (90 1 800

<E|2\>Oc - Pa 9o, I EO? <EJ2_>O< - EO (A32)

Po 0ot

Interprétation de la loi constitutive

Pour des raisons dimensionnelles, il est préférable de récrire
la loi constitutive sous la forme :

E n
1) =75 (55 = vl 20 (A.33)
avec a la phase en x et x,(n) = (EJC) De méme, nous pou-

vons écrire macroscopiquement Jy = J§ (E—°> = xo(n)E", xo
0

étant déduit de 1, x2 (et des autres parametres) par la théorie

variationnelle. Nous identifierons Ej et J§ avec les limites :

1
B = exp |- Jim B0, (A34)
n—00 n
Ji = exp [lim (log xo(n) + nlog ES)} : (A.35)

lorsque n — oo et

log J5 —1
B = e[ % = o)

n—0 n

] - U= lm xo(n){A.30)
lorsque n — 0.

Contraste

Par convention, nous posons f = py et nous supposons que
le milieu 2 est “meilleur conducteur” que 1 (i.e. x2 > x1). Nous
n

appellerons “contraste” la quantité h = yi/x2 = % (%) qui
2 1

varie dans [0, 1] (au sens physique, le véritable contraste est de

la forme |x1 — x2|/x2). Posons de plus : hp = ﬁ et hy ; de
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sorte que h = hhg.
Par abus, nous parlerons de contraste infini lorsque h = 0 et fini
lorsque h > 0.

Dualité

Ce probleme possede une propriété dite de dualité, qui sti-
pule que les équations restent inchangées lorsque 1'on effectue
les transformations suivantes : £/ < J, f <> 1 — f,n < ni,n <
%, phase 1 <~ phase 2 en contraste infini. En contraste fini, il
faut de plus échanger hg avec h;.

Milieu “continu” anisotrope

Nous pouvons, pour simplifier encore ces équations, considé-
rer le cas d’un milieu continu et remplacer (A.15) par (A.16),
tout en gardant les autres équations.” Les courbes des équations
(A.15) et (A.16) sont tres proches, mais la seconde a I’avantage
d’étre algébrique. Dans un tel milieu, pour n = oo, w(E) =0 si
E € [-E,, E, x [-E., E.]. La surface limite est “carrée” et ne
possede pas l'isotropie habituelle du continu.

Par la suite, sauf mention contraire, nous supposerons que le
milieu est continu uniquement.

A.2.3 Solution du probleme avec contraste fini et lorsque
n est fini

Nous devons résoudre le systeme d’équations formé de (A.13,
A.14, A.16 [Bernasconi]) et (A.31 [théorie variationnelle]). No-
tons f = po; on montre (dans (103)) que les équations peuvent se
ramener a un systeme faisant intervenir les variables i, n, f, Eo, n

et les ratios Rl = Jg/Jﬂé, Rl =03 /ot (a =1 0oua=2). Ainsi

"dans un milieu continu général, il faudrait tenir compte des composantes transverses

_ [ X
de 7 et faire le calcul pour un champ macroscopique arbitraire : [7g] = < 90 % )
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pour un champ imposé Ej, un contraste h, une concentration f
et une non-linéarité n donnés, nous obtenons un systeme de 3
équations a 3 inconnues, nj, Ry, R ou (au choix) ny, Rg, Ry.

En contraste fini, les deux systemes en (n, R!, Ry) et (ny, Rg, Ry)

sont équivalents et valables pour tout f € [0, 1] ; en contraste in-
fini, le premier systeme, écrit en termes des variables de la phase
2, est adapté au cas f < 1/2 (avant percolation) et le deuxieme,
écrit en termes des variables de la phase 1, au cas f > 1/2 (apres
percolation).

L’ensemble des résultats de cette section vient de (103). On
pose, pour a = 1,2 :

_ () _ el <ﬂ>2, [continu] (A.37)

¢ = dr 2 n,
q = 78111(271'%”)’ r = tan® %, [réseaul]
7
a't‘y = n|+ nJ_Rch, aé =n, + TL”R(JI', (A.38)
2 2
bl = nl+nL<R(|l) —q(R'CL—l) : (A.39)
bt = ny+n (R —q (R —1)°, (A.40)
C|(L = n + (TLJ_ — pa)RlL, C(Jl‘ =n, + (TLH — pa)Ri‘.(A.lﬂ)
Cas f<1/2

A contraste infini (h = 0), le cas pertinent est ici a! =0y =

+00, soit Rl = RE = 0.
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2n

(a3)? = f |bg 4 q(1 — Rh)2pn1)/ (o1 (f; (A.42)
|| ‘ ‘hE hy(1—f) a

R, 7 ’ f’ : (A.43)
1/n

“e ] e

Les conditions d’existence de solutions physiques en n| pour ce

systeme sont Ry > 0, R{ > 0. On montre que cela s’écrit aussi
d(a) = f) >0, f (af — ) > 0.

Cas f>1/2

A contraste infini (b = 0), le cas pertinent est ici o0} = o = 0

ou encore Ry = R{ = oo. Les équations et conditions d’existence
de solutions physiques sont similaires au cas précédent :

2n/(n—1)
L (Ri
@i = =) ot atr = gy (B
1

1/n

, (A.45)

/ hJ‘ 1—f)‘

L et e / v
Ri = ==l (A.46)

Les deux équations ci-dessus ne sont pas algébriques sauf pour
des cas particuliers de n (dont les cas importants 0 ou co). En
regle générale, elles admettent plusieurs solutions dont une seule
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est physique, c’est-a-dire que les coefficients Rﬂf qui lui sont
associés sont bien positifs (ou nuls). Cela a été constaté dans les
cas traités ici (numériquement ou algébriquement) et se vérifie
dans la plupart des applications de la théorie variationnelle.

Moyennes et moments

Nous calculons les moyennes et moments des champs (et cou-
rants par dualité) a partir d’équations dans (103) et faisant in-
tervenir les variables définies en (A.37). Elles ont été appliquées
pour tracer les courbes de la section suivante.

Solutions analytiques

En contraste infini, pour f < 1/2 et n — oo, nous disposons
de solutions analytiques (n) = 1 — f) ainsi que dans le cas dual
n =0, f >1/2. Pour f > 1/2, il n’existe de solution analytique
que dans le cas continu, mais elle est trop complexe pour étre
exploitée (équation de degré 4).

Champs et courants critiques

Les champs et courants critiques effectifs ne sont pas déduits
directement des variables nH,Rﬂ;L. C’est I’équation (A.30) qui
permet de les calculer a partir de xo(n) (cf. Sec. A.2.2), de sorte
que :

xo = (1= P (B EDT 4+ (B2 /EDTE] - (Aa7)

+xa [(BF/ERST + (B2 /DY

En contraste infini, le premier (respectivement le second) terme
est nul lorsque f > 1/2 (respectivement f < 1/2).
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A.3 Contraste entre phases infini et non-linéarité
infinie

Nous nous plagons ici a contraste infini (a partir de ce chapitre
sont présentés des résultats nouveaux).

Nous supposons dans cette partie que EO fait un angle d’inci-
dence 6 avec I’axe €,. Nous nous intéressons aux champ et cou-
rant critiques dans le cas fortement non-linéaire et a contraste
infini. Dans toute la suite, les variables projetées sur l'axe €,
(respectivement €;) sont indicées = (respectivement y) et non
plus ||, L comme précédemment (voir Fig A.4).

Fic. A.4 — Champ électrostatique Ey imposé dans le réseau. Voir texte p.
346.

A.3.1 Champs et courants critiques lorsque 6 = 0

Le tableau (A.1) contient un récapitulatif des résultats obte-
nus a angle d’incidence nul.

Quelque soit le champ imposé, orienté de maniere quelconque,
les équations de Stroud et de Bernasconi restent valables. La
théorie variationnelle développée dans la section précédente, en
revanche, s’écrit d’'une maniere différente car la loi constitutive
est changée.
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0|7 £
f<1/2 EV T =2F
+00
f=1 | i roa - )| B
f>1/2 2
0 =0 =3 +on| Y
no| f Jo
f<1/2 Jél)l(_l;f)
+OO f=1 | =35 +oa -]
F>1/2 JOV2F=1
0 f—0 [1+%(§)2/3+O(f)} g

TAB. A.1 — champs et courants critiques en continu. En réseau, les formules
analytiques sont identiques. Dans les développements limités en f = 0 (res-
pectivement f = 1) il faut multiplier f (respectivement 1 — f) par 7/2 pour
obtenir les formules dans le cas réseau.

A.3.2 Loi constitutive et densités d’énergie pour un
réseau

La loi constitutive pour un réseau 2D de directions orthogo-
nales (€, €,) est :

—

J(x) = V g (E(x)) = X(2) (| Ex(2)|" " Es€, + |Ey ()" E,é,)
(A.48)

ou E, et E, sont les composantes de E sur chaque axe. Par
ailleurs la fonction densité d’énergie w, et le coefficient x(z) ne
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dépendent que de la phase en z. Nous pouvons en déduire la
forme de la densité d’énergie dans chaque phase :

- Xa n n
walB) = ZE (B B (a=1,2). (A49)

A.3.3 Moments d’ordre 1

La théorie auto-cohérente permet de calculer les moyennes
des champs en fonction du facteur de dépolarisation. Notons
MY et Mga les moyennes des champs paralleles et perpendicu-
laires dans la phase a (a = 1,2). Nous avons :

1
M = ) B, (A.50)
ny + N0l /of
1
M = EY. A51
ye <nx+nyag/08> 0 ( )

Or a contraste infini, 0§ =0 = oo si f <1/2et of = 0] =0si
f>1/2 doi -

1 1
f<1/2: Ml = — fEO, MY = ﬁEg, (A.52)
M, = M), =0, (A.53)
1. 1
f>1/2: Ml = n—yEO, M) = n—IEg, (A.54)
f—ns . f—n
Mg, = WEOa My, = fnxyEg' (A.55)

A.3.4 Théorie variationnelle, moments d’ordre 2

A partir de la nouvelle expression de la densité d’énergie, nous
modifions le potentiel linéaire de comparaison effectif interve-
nant dans la théorie variationnelle pour tenir compte de I'angle
d’incidence (quelconque) du champ appliqué. Il vaut pour un
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champ Ej orienté arbitrairement ?(Eg)f + %g(]f?g)2 L’expres-

sion de la fonction duale de Legendre f, (équation A.20) est
0-3 z2 O-g y2
W(Ey) = sup 7E0 + ?EO
ntl nt1

identique d’ou la formulation variationnelle suivante :
11—n o¥ \ "1 or\ "t
+= oXa || = + A .56
21+nsz [(m) <Xa> } )
a=1,2
Les seconds moments QY et Qza prédits par la théorie sont
donc :

1 (0o§ o}
Q== o (B E 4 52, (A57)
1 ool T 80y 2
b= (B = ( 9% 5% + 9% gy ) | (A58)

Les dérivées de oj sont connues car elles interviennent dans le
calcul des second moments a # = 0. Les équations (A.57) et
(A.58) ci-dessus font également intervenir des dérivées de of ; ces
termes peuvent etre calculés a partir des résultats précédents ;
on montre que 1’on a en dimension 2 :

doy  0cl/0of 0o
Ot dot/day Dol

. doy 0ol /00§ 0o

dol  dob)dof Do’
les deux dernieres dérivées de ces équations étant connues. Nous
pouvons de plus calculer les autres dérivées a partir des équa-
tions de Stroud. Les résultats finaux sont donnés ci-dessous (on
remarque que ces expressions restent inchangées apres interver-
sion de z et de y).

f<1/2:
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) A= fny+qf) B2+ LB A.59
“ (= N A
o _ JarmiES 4 miod - e aEE
= 0 DA, - (A0

Ar = ngny(ng — f)(ny — ) +af(ng +ny — f).
f>1/2:

0, = fiA (ne — £ [a(f = ny) + (1 — )] B2
+Ha/r)(1 = Nn. — FE ],
0, = fiA {gr(1 = f)(n, — f)E

+(ny = FF [y (f =) +a(1 = ) EE}
Ay = n:cny(nx - f)(ny - f) + Q(l - f)(f - 2n$ny)7
[q et 7 sont donnés en (A.37)].

A.3.5 Casn=o

Champ critique

Notons respectivement Ji et J¢ les composantes de fo se-
lon les axes paralleles et perpendiculaires. Nous définissons le
champ critiqque inacroscopique a angle d’incidence 6 par E¢ =
sup jo—jr=o | £o(Jo)|-

L’équation (A.56) donne une expression de W (Ey) en fonction

de X17X27f et n:

WE) = 3 Pt f(@h) ™+ @)} e

En contraste infini, les moments quadratiques dans la phase 2
sont nuls pour f < 1/2 et, d’autre part, x; = 0 pour f > 1/2.
Ainsi I’équation (A.61) se réduit elle au terme de phase 1 pour
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f < 1/2 et au terme de phase 2 pour f > 1/2. En notant
a la phase majoritaire, nous obtenons ainsi (considérons, par
exemple, la composante parallele) :

J¥ = =
" OEr  E"

doz 7 oy “Y¢

0w JSE} <805’ o (=2 dol (n—l)/2>

(A.62)

Nous en déduisons le champ critique a n = 0o (« la phase ma-
joritaire) :

~1/2

E. = Eymax (Qa/Ej: Qya/ Ep) (A.63)

Coefficient de dépolarisation (cas continu)

of /x1 01 /0y

1270 que 'on peut récrire
U%/Xl 01/00 q p

a f < 1/2, nous avons r =

d’apres (A.56), r = (Qg’l)T o/ [cf. I’équation (A.31) pour

Qz,l of/of
6 = 0]. En utilisant les équations de Stroud ainsi que (A.59)
et (A.60), nous obtenons une équation en n, (valable lorsque

f<1/2):

r(ne = )L =n) |77 w3 = fny + qf) + L5 tan’0
na(1=ny — f) ~ farnZ +n2(n2 — fn, +qf) tan® 0’
(A.64)

avec de plus la condition f < n, <1 — f (afin que RY > 0 et
RY > 0). Lorsque n — oo, le terme de gauche ne pouvant étre
une forme indéterminée (sinon nous aboutissons a f > 1/2), les
deux membres de ’équation valent 1, soit finalement :

cos(20) — f 4 /(1 — 2f) cos?(20) + f?
e = 2 cos(20) '

(A.65)

Les différentes formules sont données tableau (A.2).
De méme, en utilisant les équations (A.61) et (A.61), on trouve
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pour f > 1/2:

(ne — f)?*na(f —ny) + (1= gl +2(1 = f)(ny — f)*tan*0
(1= f)(ny — f)2qr + (ny — f)?[ny(f — ny) + (1 — f)g] tan?6
(A.66)

1=

avec ici aussi comme condition 1 — f < n, < f. Il n'y a pas de
solution analytique simple lorsque # = 0, donc a fortiori lorsque
0 est quelconque.

Les résultats sont donnés figures (A.5) et (A.6), dans le cas
continu. Les courbes des premiers et second moments sont éga-
lement représentées figure (A.7) et (A.8).

Coefficient de dépolarisation (cas réseau)

Dans le cas réseau, n, est déterminé de méme grace a (A.64).
Cependant, le second membre de cette équation ne vaut plus
toujours 1 car la condition f < n, <1 — f n’est plus respectée
pour certaines valeurs de 6. L’équation est alors vérifiée avec
n,=1—f(si0<m/4)oun,=f (sifd>mn/4).

Pour f > 1/2, I’équation (A.66) possede toujours une unique
solution dans le domaine physique valide n, € [1 — f, f].

Nous n’observons pas de singularité en réseau qui n’apparaisse
pas en continu ; par la suite, les courbes étant tres similaires seul
le cas continu est traité.

Cas 0 =m/4

Du fait de la symétrie z < vy, les coefficients de dépolarisation
valent tous deux 1/2 et il existe une solution analytique exacte
lorsque # = 7/4, identique en continu et en réseau (voir tableau

A.2).
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1/2
n = oo <1/2, 6<w/4 f>1
0=mn/4
(E.)] = M7, ST, V3E,
(E,)] = M7, 7 Fo VZE,
(E,)0 = M? 0 ﬁE
yr2 — 2,y \/ﬁf 0
N0 _ [ 2\0 _ 0 L—f+1/ /2 +(1-2f) cos?(20) 1o 2f o
2t ) s i —— T
<Em>2 = <Ey>2 — o 0 TEO
216 02 _ o || FPo(1=2f) cos(20)+(1— )/ F2+(1-2f) cos?(20) 9 2(1—f) 2
<Ea:>1 - <E1‘>1 = Cl,a: 2(1-2/)(1—=f)? EO 2f—1 Eo
N 02 o F24(1-2f) cos(20)+(1— £)y/ f2+(1—2f) cos2(260) o 21—f) 2
<Ey>1 - <Ey>1‘ =0y, 2(1—2/)(1—J)2 Eq 2f——1E0
(E2) — (E.)y = Cf 0 B
(EDS— (BT =0, 0 7D
I
. 1 2(1-/)(1-2f) ’ 2 \/I
champ critique E; (1_f+\/f2+(1_2f)6052(29)> E; 271

TAB. A.2 — formules analytiques dans le cas continu a n = oo, pour f <
1/2,0 < 7/4 et pour f > 1/2,0 = w/4 (formules identiques en réseau lorsque
0 — mw/4).

Milieu dilué

En f =0, nous avons, si 0 < 7/4 :

cos? 0 cos? 0

2
2 4
2c0s260 — 1 200829_1] [FA+£)+0O(f%). (A.67)

En f =1, nous trouvons (toujours lorsque 6 < 7/4) :

SN T

2cos2fh —1

cos? 0 2/3 2/3
1—
{2(2 cos? ) — 1)] (1=7)
11— 8cos*6

togeoag 11— D+HO-N (A68)
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E_ (f<0,5) f E, (f>0,5)

FiG. A.5 — a gauche, graphique en coordonnées polaires du champ critique
effectif en fonction de 'angle d’incidence du champ Eoan= oo ; a droite,
mémes grandeurs mais avec f > 1/2. Les courbes vont de haut en bas lorsque
f croit; elles tendent vers un cercle de rayon infini pour f — 0,5% et vers le
point (0,0) pour f — 0,5~. Ensemble de valeurs pour f:0; 0,01; 0,05; 0,1;
0,15; 0,2; 0,25; 0,3; 0,35; 0,4; 0,45; 0,49; 0,55; 0,6; 0,65; 0,7; 0,75; 0,8;
0,85;0,9; 0,955 0,99; 1. Voir texte p. 352.

Pour 0 > 7/4, le coefficient de dépolarisation est déterminé par
symétrie d’axe x <> y (il est discontinu en 7/4). Les résultats
des moments et champs critiques sont indiqués dans le tableau

(A.3).
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F1G. A.6 — Champs critiques pour § = 45 (haut) et # = (' (bas). Voir texte
p. 352,

n f (H! H, H=FEouJ, 0 <m/4
o (DR = (Bt = [+ 2f + g 0
Ee=[1- [ = 35200 12+ O(f)| £
o (B34 = (BB = [1 - 2221 — R 1 o1 - )] B
o b= 1+ (560) - e on- )| £
g | VRS U= 120 - D+ BRSO - 2+ Ol - )
0 Jo= 1= (=) - b= - ol - 1) 4
(21§ = (I3 = |1 = J2eefnt s g o(f) | 92
T Jo = {Hg(%) f2/3+0<f>]%

TAB. A.3 — second moments et valeurs critiques des champs ou courants a
angle d’incidence 6, pour 6 < 7/4 dans le cas continu.
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o
=
\

I

F1G. A.7 — moyennes du champ selon €, pour n = oo et § = 0;7/40;...;7/2
dans le milieu 1 (gauche) et dans le milieu 2 (droite). Les courbes vont de
haut en bas lorsque 6 croit. Voir texte p. 352.

0.6r y

02 = 1

F1c. A.8 — grandeurs C? = (E?), — (E,)2 pour § = 0;7/40; ...;7/2 dans le
milieu 1 (gauche) et dans le milieu 2 (droite). & gauche, les courbes vont de
bas en haut lorsque 6 croit (f(1/2); de haut en bas lorsque 6 croit de 0 a 7 /4
puis de bas en haut, en se superposant parfaitement, lorsque 6 croit de 7/4 a
w/2 (f > 1/2); a droite, les courbes vont de haut en bas lorsque 6 décroit de
/2 a 0 (les courbes remontent légerement pour 6(r/4 et f > 0,7 environ).
Voir texte p. 352.
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La figure A.5 est I’analogue du domaine d’élasticité d’un ma-
tériau parfaitement plastique en mécanique. a la percolation, le
seuil tend vers un milieu isotrope (cf. figure A.5). Nous pou-
vions nous attendre a un tel résultat car dans un milieu infini-
ment désordonné toutes les grandeurs caractéristiques et direc-
tions privilégiées du systeme disparaissent au profit des gran-
deurs propres a la percolation en dimension 2 (cette propriété
est connue dans le cas linéaire, nous la retrouvons ici dans un
cas non-linéaire).

La courbe obtenue pour le champ critique tend vers un carré
de coté 2 lorsque f — 0 ou f — 1 (cf. figure A.5), conformément
a la solution exacte (triviale) en milieu homogene. Le calcul des
développements limités, qui précise le comportement en milieu
dilué, montre que le champ critique est non analytique en la
variable f lorsque f = 17, pour 0 # /4 (loi de puissance non
entiere). Ces lois de puissances sont spécifiques a la non-linéarité

(110).

Le champ critique n’est pas non plus analytique en la variable
angulaire € a f proche de 1 (fixé) et 0 # /4.

A.4 Contraste fini entre phase, non-linéarité
infini

Nous nous limitons ici au cas ou Eo est parallele a 'un des
axes. Nous examinons le cas de contraste fini entre les phases
avec non-linéarité “infinie” (loi a seuil) afin de comprendre com-
ment se développe les singularités ; en contraste fini, nous nous
attendons a priori a obtenir des puissances entieres en f = 0 ou
1 et pas de percolation “visible”.
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A.4.1 Milieu fortement non-linéaire

Dans cette partie, nous supposons que le contraste est fini et
faisons tendre n vers 0 ou U'infini (voir équation A.33).

Lorsque n — 0, le milieu est formé de deux conducteurs a
seuil nul tels que J = 0si E =0et J =Jsi E =0"; la
valeur de £ ne joue pas. Lorsque n — o0, le milieu contient
deux conducteurs a seuil fini £¢; la valeur de I n’intervient pas
(d’apres (103)).

Faisons tendre n vers 0 dans (A.43). Nous raisonnons d’abord
sur Rg et Ry afin d’obtenir une unique équation pour ny (voir
tableau 1).

H H expression de RQ ‘ condition H
A RQ = +00 impossible
B Ry =0 hy(L = f) < |ny = [l
Clad=r+n0-7p sans condition
D[ al=f—n,a1-p impossible
B =0 ho(l— 1) > lay —
H H expression de Ry ‘ condition H
1 Ry = +00 impossible
2 Ry =0 hy(1—f) <|ni — [
3ay=f+hs(1-F) sans condition
4 lag = f—hs(1—Ff) impossible
5 g =0 hy(1— f) > lay — f]

TAB. A.4 —résolution de (A.43) pour n = 0 et a contraste fini. Aux conditions
précitées il faut ajouter la positivité des ratios Rﬂ; .

Il est immédiat que A et 1 sont impossibles; pour D et 4,
cela nécessite une petite démonstration. Toutes les autres com-
binaisons B2, B3, B5, ..., E5 du tableau (A.4) sont en théorie
possibles, mais nous constatons numériquement que seules se
produisent B2 (pour certains hy > hjg) et C2 (pour tout hy), le
cas B2 étant identique au cas de contraste infini. Nous observons
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donc, pour certains h; petits, un changement de “mode” (voir
figure A.9); a contraste suffisamment grand, il existe un pre-
mier seuil fy a partir duquel tout se passe comme si le contraste
était infini, puis un deuxieme seuil a partir duquel ce phénomene
disparait.

Par symétrie, nous savons que les moyennes perpendiculaires
dans chaque phase sont nulles ((F,), = 0). Dans les figures
(A.9) a (A.13), nous notons M, = (), la moyenne dans la
phase « et cl+ = <Eﬁ¢>a - <E||7L)a2 les variances paralleles et
perpendiculaires dans la phase a (n’ayant pas d’autres informa-
tions en terme de moments, nous pouvons voir les Cﬁf comme
une indication sur la largeur de la distribution du champ E ). Une

estimation de la valeur maximum est , /(E? H)a. L’ensemble de

valeurs choisies pour hyg est : 0,7; 0,5; 0,4; 0,35; 0,3; 0,27;
0,23;0,2;0,15;0,1; 0,05; 0,02; 0,01; 0,005; 0,001.

courbe de contraste infini

0.4- g2 co *
L2 i

n

0.2y -

0.1 -

O T | L 1 L | L
o 02 04 06 08 1
fo f f

Fic. A9 - facteur de dépolarisation parallele n; a contraste fini lorsque
n — 0. Les courbes vont de bas en haut lorsque h; décroit de 1 a 0. Les cas
hy > 1 se déduisent par les transformations hy <> 1/hy et f < 1 — f. Le cas
n = oo est déduit par symétrie de centre (0,5; 0,5), les valeurs de h; étant
échangées avec celles de hg. Voir texte p. 362.
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F1G. A.10 — moyenne du champ dans la phase 1 lorsque n — 0 (gauche)
et n — oo (droite); hy (respectivement hg) décroit de bas en haut lorsque
n = 0 (respectivement n = 00). Voir texte p. 362.

0,8 |

0,4 -

o 02 04 06 08 1

F1G. A.11 — moyenne du champ dans la phase 2; h; (respectivement hpg)
décroit de haut en bas lorsque n = 0 (respectivement n = 0o). Voir texte p.
362.
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i

'0;' A
éééggéggggaésk

0 0,2 0,4 0,6 08 1
f

Fi1G. A.12 — a gauche, moment quadratique du champ perpendiculaire dans
la phase 1. Pour n = 0, h; décroit de bas en haut; pour n = oo, hg décroit
de haut en bas jusqu’a hg = 0,5 puis de bas en haut. a droite, moment
quadratique du champ parallele dans la phase 1 : h; (respectivement hpg)
décroit de bas en haut lorsque n = 0 (respectivement n = c0). Voir texte p.
362.

1 0,2
o8 "7 | 0,2
0,6 j 0,15

=i ~
UN L O L
0.4- 1 0,1
0.2 j 0,05
07 / | | 07
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0

FiG. A.13 — a gauche, moment quadratique du champ perpendiculaire dans
la phase 2. Pour n = oo, hg décroit de haut en bas; pour n = 0, Cy =
0. a droite, moment quadratique du champ parallele dans la phase 2 : hy
(respectivement hg) décroit de bas en haut lorsque n = 0 (respectivement
n =o00) et f > 0,5. Voir texte p. 362.
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A.4.2 Interprétation physique

“Pseudo-percolation”

Sur la figure (A.9), valable pour n = 0, la courbe située
au-dessus de toutes les autres pour f < 1/2 est la courbe de
contraste infini. a partir d’un certain contraste hjg, il existe un
régime (fo < f < f1) pour lequel tout se passe comme si le
contraste était infini. Les courbes forment un angle en fy et f;.

Supposons maintenant n = oo et hg petit. Aucun courant
perpendiculaire ne circule dans le milieu 1 (le moins bon conduc-
teur), cf. figure A.18 (non représentée).

Nous savons que, par dualité, le régime [fy, f1] se situe a f >
1/2. Pour f légerement supérieur a 1/2, le courant passe dans
les deux milieux (cf. figures A.15 et A.16). Les moments des
champs dans les deux phases croissent avec f (cf. figures A.12
et A.13). Cependant, a partir d’une certaine valeur f; > 1/2, un
pseudo “seuil de percolation” apparait (figure A.9) : le matériau
se comporte comme en contraste infini, et plus aucun courant
ne circule dans le milieu 1 (cf. figure A.18 : le courant parallele
devient nul en un certain f;). Ce pseudo seuil de percolation
(f = f1) est d’autant plus proche de 1/2 que le contraste est
grand.

Une interprétation complete du phénomene devrait expliquer
le lien entre cette percolation retardée et la non-linéarité. Car
pour un matériau linéaire, nous n’observons pas ce type de chan-
gement de régime.

Le deuxieme changement de mode survient lorsque f est
proche de 1 (en un point f = fy). Le champ devenant infini
dans le milieu 1 (c’est du moins ce que prédit la théorie varia-
tionnelle, cf. figure A.10), un courant y circule, la conductivité
de ce milieu étant finie.
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he> 1

% 02 04 06 08
f

F1G. A.14 — a gauche, évolution du champ critique effectif ; la valeur obtenue
en f =0 est Eél), champ critique du milieu 1, celle en f =1 est Eéz), champ
critique du milieu 2. Pour une valeur de hg fixée, le champ critique effectif
est proportionnel a Eél); on a donc pris le parti de choisir EY égal a 1.
Les courbes correspondantes a EY <1 (soit hgy > 1) sont déduites de la
symétrie f < 1 — f hgp < 1/hpg, Eél) — EC(Q) Ces courbes sont dérivables
en tout point (mais non D?). & droite, évolution du champ critique effectif
en fonction de f lorsque hg < 1 en échelle logarithmique. Voir texte p. 362.

Courants

Les graphiques des courants se déduisent simplement par dua-
lité. Pour faciliter la lecture et I'interprétation des courbes, ils
sont répétés ici (figures A.15 a A.19).
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Fia. A.15 — courant moyen dans la phase 2 lorsque n — oo (gauche) et
n — 0 (droite) ; hy (respectivement hg) décroit de bas en haut lorsque n = 0
(respectivement n = oo). Voir texte p. 362.

0.8-

0.4

0.2

F1G. A.16 — courant moyen dans la phase 1; h; (respectivement hg) décroit
de haut en bas lorsque n = 0 (respectivement n = 0o0). Voir texte p. 362.
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Fi1G. A.17 — a gauche, moment quadratique perpendiculaire dans la phase 2.
Pour n = oo, hg décroit de bas en haut; pour n = 0, h; décroit de haut
en bas jusqu'a hy; = 0,5 puis de bas en haut. a droite, moment quadratique
parallele dans la phase 2 : h; (respectivement hg) décroit de bas en haut
lorsque n = 0 (respectivement n = oo). Voir texte p. 362.

F1G. A.18 — & gauche, moment quadratique perpendiculaire dans la phase (1).
Pour n = 0, h; décroit de haut en bas ; pour n = oo, Ji- = 0. & droite, moment
quadratique parallele dans la phase 1 : h; (respectivement hg) décroit de bas
en haut lorsque n = 0 (respectivement n = 0o) et f < 0,5. Voir texte p. 362.



Chapitre A. Théorie variationnelle et théorie des milieux

366 effectifs : application & un milieu diélectrique non-linéaire
—
n=0
= 14
hy <1 _
-5
B 2
hJ>‘ 1

0 02 04 06 08 &
f

Fi1G. A.19 — évolution du courant critique effectif en fonction de f; les in-
terprétations de ces courbes sont similaires au cas n = oo. Voir texte p.
363.
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A.5 Conclusion

Dans le cas du contraste infini, pour un milieu non-linéaire
comme le réseau, la théorie variationnelle classique donne des ré-
sultats tres différents, selon que I’on brise la symétrie de rotation
ou non. Si 'on préserve une symétrie de rotation, les résultats
sont triviaux. Sur réseau, et dans le continu anisotrope, ils font
au contraire apparaitre des exposants non entiers aux voisinages
f—0et f— 1. Ces exposants sont des conséquences de 1’ani-
sotropie.

Ces puissances apparaissent de maniere plus explicite dans le
cadre de théories variationnelles nouvelles, non décrites ici, te-
nant compte de la susceptibilité tangente (et non sécante comme
ici).

Dans un milieu anisotrope, pour un champ imposé quelconque,
le seuil critique du milieu effectif ne présente pas de singularité
(ou “coin”) et se rapproche d’un cercle dans la limite de perco-
lation.

Dans le cas de contraste fini et de forte non-linéarité il existe
un seuil de “percolation” apparent (“avancée” ou “retardée”). Ce
n’est pas le cas dans un milieu linéaire. Cependant la théorie
variationelle n’est sans doute pas la meilleure théorie dans ce
cas fortement non-linéaire et des simulations numériques sur ré-
seau ou l'utilisation de théories d’homogénéisation plus abouties
semblent nécessaires.
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This work presents a study in theoretical mechanics, in the clas-
sical framework of homogenization of heterogeneous media. It
addresses a notoriously problematical situation of non-linear be-
havior and infinite contrast between two phases, one of which is a
plastic solid phase and the other one, the porosity of the medium.
Its aim is to investigate how plastic strain localization manifests
itself at the level of the overall effective behavior of the medium
in presence of pores, and in particular in the non-trivial limit of
small porosity. This question, important to the understanding of
ductile damage, is examined both numerically and theoretically,
in the restricted situation of bi-dimensional systems, and using a
deformation theory approach of plasticity. The numerical inves-
tigations consist of quasi-exact computations of the strain and
stress fields in the voided medium, by means of a Fast Fourier
Transform method, and using a particular Green function. The
theoretical approach makes use of exact solutions, which can
be obtained in particular cases of a peridodic void lattice, as
well as of a recent "second-order” nonlinear homogenization ap-
proach. The virtues of the latter are evaluated in two steps, first
by studying the underlying linear anisotropic homogenization
step (an essential ingredient), then by studying the nonlinear
step itself. The nature and significance of the singularities of the
theory which appear in the limit of small porosity, confirmed
by numerical computations, are partly elucidated. Finally, origi-
nal observations are presented as to the relation between plastic
deformation patterns in an ideal disordered medium, and some
features of the macroscopic strain/stress curve.




