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Notations, définitions et
acronymes

Outre les notations particulières définies au cours et pour les besoins de l’exposé, les
notations de base suivantes seront utilisées tout au long de ce mémoire :

• R,R+,Z,N,N
∗ désignent respectivement les nombres réels, les réels positifs, les entiers

relatifs, les entiers naturels et les entiers naturels privés du zéro.

• Tn est le tore de dimension n, avec Tn = R/2πZ.

• g∗ désigne la valeur désirée ou de référence de la variable g.

• g′ désigne l’opération de transposition du vecteur g.

• In est la matrice identité associée à Rn.

• S est la matrice antisymétrique (
0 −1

1 0

)

Géométrie différentielle

• Par abus de notation et dans le but de ne pas alourdir l’exposé, nous utiliserons indiffé-
remment les mêmes symboles pour noter un élément d’une variété et sa représentation
dans un système de coordonnées.

• Le groupe SE(2) étant isomorphe à R2 × S1, dans ce mémoire nous paramétrerons un
élément g ∈ SE(2) par un vecteur g = (p′, θ)′ avec p = (x, y)′ ∈ R2, θ ∈ (−π, π] ⊂ R.

• ∀g ∈ SE(2), R(g) est la matrice de rotation 2 × 2

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

• ∀g ∈ SE(2), X(g) est la matrice de rotation 3 × 3

(
R(g) 0

0 1

)



• ‖ · ‖ est la norme euclidienne dans Rn.

• avec un abus de notation, puisque SE(2) n’est pas un espace normé, ∀g ∈ SE(2), ‖g‖ =√
‖p‖ + θ2.

• Bg(δ) est la “boule” dans SE(2) de rayon δ, centrée sur 0, i.e. Bg(δ) = {g ∈ SE(2) :

‖g‖ ≤ δ}.

• Ck(N ;M) désigne l’ensemble des applications de N dans M , k fois différentiables, k ∈
N∪{∞}, et de dérivée k-ième continue. En particulier, C0(N ;M) désigne l’ensemble des
applications continues de N dans M . Si M = Rn, on écrira simplement Ck(N).

• Op(·) désigne toute fonction f ∈ C0(Rn × R; Rm) telle que :

∃ δ,K > 0, : ‖x‖ ≤ δ =⇒ ‖f(x, t)‖ ≤ K‖x‖p.

• La différentielle de l’application f ∈ C1, évaluée au point g est notée df(g).

• Étant donné l’ensemble de vecteurs { vi ∈ Rn, i = 1, . . . , p ∈ N∗}, span{vi ∈ Rn, i =

1, . . . , p ∈ N∗} désigne l’espace vectoriel engendré par cet ensemble.

• Une fonction f ∈ C0(R+; R+) est dite de classe K si elle est strictement croissante et
f(0) = 0.

• Étant donné une variété différentielle V , TpV désigne l’espace tangent à V en p ∈ V et
TV est le fibré tangent, i.e. l’ensemble

⋃
p∈V TpV . Pour plus de détails voir par exemple

(Spivak, 1999; Warner, 1983).

• Un champ de vecteurs sur V est une application régulière1 de V dans TV .

• X (V ) est l’ensemble de champs de vecteurs sur V .

Groupes de Lie

• Un groupe de Lie G est une variété différentielle munie d’une opération de groupe ré-
gulière (g1, g2) 7→ g1g2 et telle que l’application inverse g 7→ g−1 est aussi régulière.
Rappelons que g−1 ∈ G est défini par la relation g−1g = gg−1 = e, avec e l’élément
neutre du groupe, i.e. tel que ∀g ∈ G, ge = eg = g.

• Pour tout groupe de Lie G, ∀g ∈ G nous notons l’opération de translation à gauche (resp.
à droite) par l : G→ G (resp. r : G→ G) définie par lg(h) = gh (resp. rg(h) = hg).

• Nous noterons Ad la représentation adjointe de G, i.e. ∀g ∈ G, Ad(g) = dIg(e) avec
Ig : G → G la bĳection définie par Ig(σ) = gσg−1. Dans un système de coordonnées
g nous noterons Adg(g) l’opérateur adjoint, et lg (resp. rg) l’opérateur de translation à
gauche (resp. à droite).

• Nous noterons AdX(g) la représentation matricielle de l’opérateur adjoint par rapport
à la base de champs de vecteurs définie par X1, X2, X3, i.e. X(e)AdX(g) = Ad(g)X(e),
avec X(·) la matrice dont les vecteurs colonnes sont les champs de vecteurs Xi.

1à moins d’indication contraire, par régulière nous entendrons de classe C
∞



• Un champ de vecteurs Xi sur G est dit invariant à gauche si

∀g, h ∈ G, dlgg(h)Xi(h) = Xi(gh)

ce qui est équivalent à la propriété suivante :

∀g ∈ G, dlgg(e)Xi(e) = Xi(g).

• Étant donné des champs de vecteurs X1, . . . , Xm sur G, le système

ġ =

m∑

i=1

uiXi(g)

est dit invariant à gauche si les champs de vecteurs Xi sont invariants à gauche.

• Une algèbre de Lie g est un espace vectoriel muni d’une opération bilinéaire [ , ] qui
satisfait les propriétés suivantes :

(a) [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identité de Jacobi)

(b) [X,Y ] = −[Y,X]

pour tout triplet [X,Y, Z] d’éléments de g.

• Soit V une variété, et { Xi ∈ X (V ), i = 1, . . . , p ⊂ N} un ensemble de champs de vec-
teurs. Lie(Xi) désigne l’algèbre de Lie engendrée par cet ensemble, c’est-à-dire l’ensemble
obtenu par “crochets de Lie” successifs (répétés éventuellement à l’infini) des champs Xi.
Rappelons que le crochet de Lie de deux champs de vecteurs Xi, Xj est défini par

[Xi, Xj ] = dXj(Xi) − dXi(Xj).

• Lie(Xi)(g0) est l’espace vectoriel engendré par l’ensemble de vecteurs {X(g0) : X ∈
Lie(Xi)}.

Acronymes

• CRC Commande référencée capteurs.

• FT Fonctions transverses (approche de commande par).

• CRAL Condition de rang de l’algèbre de Lie (LARC en anglais).





Introduction

Cette thèse porte sur la commande référencée capteur (CRC) des robots non holo-
nomes. Plus précisément, on étudie l’utilisation de signaux issus des capteurs dans des
boucles de commandes stabilisantes pour les robots mobiles sur roues. Afin d’expliquer la
motivation de cette étude, et la positionner par rapport aux travaux existants, nous allons
faire quelques rappels sur i) la commande des robots non holonomes, ii) la CRC des robots
holonomes et iii) quelques travaux existants sur la CRC des robots non holonomes.

i) Commande de robots non holonomes. Plusieurs problèmes de commande ont été
abordés dans la littérature consacrée aux robots mobiles non holonomes : planification
de trajectoires (i.e. synthèse de commandes en boucle ouverte), commande par retour
de sortie (pour des applications de platooning par exemple), suivi de chemin, et suivi de
trajectoires. La présente thèse concerne ce dernier problème et plus spécifiquement la
stabilisation de la configuration complète du système (i.e. position et orientation). Pour
un aperçu des autres problèmes nous renvoyons le lecteur à (Laumond, 2001). Bien que
commandables, les systèmes non holonomes sont des systèmes fortement non linéaires
avec des caractéristiques qui les rendent difficiles à commander dans certains situa-
tions. En particulier, les robots non holonomes sur roues sont sujets à des contraintes
sur les vitesses qui relèvent de la contrainte mécanique de roulement sans glissement
des roues. D’un point de vue pratique, cette contrainte se traduit par le fait que les
robots non holonomes sur roues ne peuvent pas se déplacer latéralement de manière
instantanée. Par contre, il est possible d’approximer des déplacements dans cette direc-
tion en faisant des manœuvres. Du point de vue de l’automatique ces contraintes ont
plusieurs conséquences. Tout d’abord, le système obtenu en linéarisant les équations
du mouvement de ces véhicules autour de tout point d’équilibre n’est pas comman-
dable. Cela empêche en particulier l’utilisation de techniques linéaires pour stabiliser
asymptotiquement une configuration fixe. Comme nous le détaillerons par la suite,
c’est aussi l’origine d’importants problèmes de robustesse. Deuxièmement, un résultat
démontré dans (Brockett, 1983), souvent appelé Théorème de Brockett, implique qu’il
n’existe pas de retour d’état autonome (i.e. qui dépende seulement de l’état) régulier
pouvant stabiliser asymptotiquement un point fixe. Cependant, le système obtenu en
linéarisant les équations du système de départ le long de certaines trajectoires de ré-
férence est commandable, auquel cas, il est possible de construire des retours d’état
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linéaires asymptotiquement stabilisants. Le résultat donné dans (Lizárraga, 2003), lié
à cette dichotomie, indique qu’il n’existe pas de retour d’état capable de stabiliser
asymptotiquement toute trajectoire de référence réalisable pour un système non holo-
nome. En particulier, cela explique pourquoi des commandes différentes doivent être
utilisées pour stabiliser asymptotiquement des trajectoires de référence différentes.
Ceci conduit à envisager des stratégies de commutation entre différentes lois de com-
mande avec des règles de commutation dépendant des propriétés des trajectoires de
référence à stabiliser. Cependant, lorsque la trajectoire de référence et ses propriétés
ne sont pas connues à l’avance, ce type de stratégie ne permet toujours pas d’assu-
rer la stabilisation asymptotique de façon inconditionnelle. Nous rappelons ci-dessous
quelques résultats dans la littérature sur la commande par retour d’état de systèmes
non holonomes, classés en fonction de la trajectoire de référence.

a. Stabilisation asymptotique de points fixes et compromis entre robustesse et vitesse
de convergence. Le problème de la stabilisation asymptotique de points fixes est
difficile, ne serait-ce qu’en raison de l’obstruction énoncée dans le Théorème de
Brockett. Différentes solutions proposées dans la littérature sont rapidement rap-
pelées ci-dessous :

• Dans (Samson, 1990) un retour d’état instationnaire (i.e. de type u(g, t)) ré-
gulier, périodique par rapport à t, est proposé dans le cas d’un robot de
type unicycle. Ce résultat est à l’origine de nombreuses études sur ce type
de commande. Dans (Coron, 1992) il est montré que tout système sans dé-
rive, (localement) commandable en un point, peut être (localement) asymp-
totiquement stabilisé par un retour d’état de ce type. Plusieurs méthodes
de synthèse de telles commandes ont également été proposées (Pomet, 1992;
Coron et d’Andréa Novel, 1992; Teel et al., 1995; Samson, 1995). Un inconvé-
nient de ces commandes est qu’elles ne permettent pas d’obtenir une conver-
gence exponentielle (Gurvits et Li, 1992; M’Closkey, 1994; Morin, 1996), mais
seulement polynomiale (lente). Ces commandes ne garantissent pas a priori la
robustesse de la propriété de stabilité par rapport à des erreurs provenant de
dynamiques non modélisées. Néanmoins, cette propriété de robustesse a pu être
montrée dans quelques cas particuliers (Maini et al., 1999).

• Afin d’obtenir une convergence exponentielle des solutions vers l’équilibre dé-
siré, d’autres types de commandes ont été considérées. En particulier, la classe
de retours d’état continus et homogènes fournit un cadre très général pour at-
teindre cet objectif (M’Closkey et Murray, 1997), (Morin et al., 1999). Malheu-
reusement, ce type de retour d’état n’est pas robuste vis-à-vis de dynamiques non
modélisées (Lizárraga et al., 1999).

• Il existe aussi des retours d’état “hybrides” impliquant des commandes en boucle
ouverte itérées périodiquement. Ce type de commande permet l’obtention de la
convergence exponentielle et la robustesse vis-à-vis des dynamiques non modéli-
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sées (Bennani et Rouchon, 1995; Morin et Samson, 1999). Cependant, cette pro-
priété de convergence peut être perdue en présence de retards dans l’application
de la commande ou de fluctuations de la période d’itération.

Ces études ont mis en évidence le fait qu’il est très difficile, sinon impossible, d’ob-
tenir un compromis satisfaisant entre vitesse de convergence rapide et robustesse
de la propriété de stabilité vis-à-vis d’erreurs de modélisation.

b. Stabilisation de trajectoires admissibles non stationnaires. Le système linéaire ap-
proximant les équations du véhicule le long de trajectoires de référence admissibles
non stationnaires est génériquement commandable (Sontag, 1987; Sontag, 1992;
Coron, 1994). Ceci permet la synthèse de retours d’état linéaires “génériquement
stabilisants”. Par exemple, dans (Samson et Ait-Abderrahim, 1991) il est proposé
deux synthèses de commande, une linéaire et l’autre non-linéaire, basées sur le
linéarisé le long de la trajectoire. Dans (Kanayama et al., 1990) une commande
non linéaire est aussi proposée pour la stabilisation de trajectoires. Cependant ces
méthodes ne garantissent la convergence de l’erreur de suivi à zéro que sous des
conditions d’excitation persistante. Pour simplifier, le point courant de la trajectoire
de référence ne doit pas tendre vers un point fixe (cf. le cas évoqué précédemment).

c. Stabilisation pratique de trajectoires générales. Partant des constats précédents, il a
été proposé dans (Morin et Samson, 2003) d’abandonner l’objectif de stabilisation
asymptotique, trop contraignant pour les systèmes non holonomes, au profit d’un
objectif de stabilisation pratique. Avec cette nouvelle approche, connue comme l’ap-
proche par Fonctions Transverses (FT), l’objectif n’est plus de stabiliser asympto-
tiquement la trajectoire de référence, mais seulement un “petit” voisinage du point
courant de cette trajectoire. En particulier, il ne s’agit plus d’annuler l’erreur de
suivi de cette trajectoire mais seulement de la borner par une valeur arbitraire-
ment petite réglable via le choix des paramètres de commande. Cette relaxation
de l’objectif de suivi permet, entre autres choses, de stabiliser pratiquement toute
trajectoire dans l’espace d’état du robot (i.e. même les trajectoires qui ne sont pas
une solution des équations du robot) avec une unique loi de commande.

Un des objectifs de cette thèse est d’évaluer les propriétés de robustesse de lois de
commande issues de cette approche, dans le cadre de la CRC en particulier.

ii) CRC de robots holonomes. Dans le contexte de la robotique, la CRC a été initiale-
ment développée pour les robots manipulateurs. Cette approche consiste en la synthèse
de commandes basées sur l’utilisation d’informations issues de capteurs extéroceptifs.
Une hypothèse classique pour ce type de capteurs est que leur signal varie uniquement
en fonction de la position relative du capteur par rapport à son environnement. Parmi
les capteurs extéroceptifs on trouve par exemple les capteurs à ultrasons, les télémètres
laser, les caméras, les GPS ou capteurs d’effort.

Dans (Samson et al., 1990), un formalisme général pour la commande des bras ma-
nipulateurs, basé sur la notion de “fonction de tâche”, est proposé. Dans ce forma-
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lisme, un problème de commande est posé comme la régulation d’une fonction de
sortie du système de commande appelée fonction de tâche. Ce cadre est donc par-
ticulièrement bien adapté à la CRC, en utilisant par exemple comme fonction de
tâche la fonction associée au signal (ou une combinaison des composantes de celle-
ci). Bien que des conditions suffisantes de stabilité assez génériques ont été propo-
sées dans (Samson et al., 1990), la vérification analytique de ces conditions reste un
problème délicat en général, voire impossible à résoudre. En raison de leur utilité
dans les applications robotiques, les capteurs visuels (i.e. caméras) ont fait l’objet
de nombreux travaux dans le domaine de la CRC. Les méthodes développées dans
ce cadre, généralement qualifiées de “méthodes d’asservissement visuel”, illustrent
assez bien les divers moyens d’utiliser des données capteurs dans des boucles de
commande, ce qui nous conduit à en faire une description un peu plus détaillée ci-
dessous. Ces méthodes sont typiquement classées en fonction de l’espace de synthèse
de la commande (voir par exemple (Chaumette, 1990; Malis, 1998)). Une première
approche, l’asservissement visuel 3D (aussi appelé “position-based visual servoing”)
consiste à exprimer la commande dans l’espace cartésien. Pour ce faire, une esti-
mée ĝ de la pose g du robot doit être calculée à partir des données capteurs s. Si
le modèle 3D de l’objet par rapport auquel on souhaite commander le robot, et les
paramètres intrinsèques de la caméra sont connus, on peut envisager une “reconstruc-
tion géométrique“ de la pose (Safaee-Rad et Tchoukanov, 1992; D. DeMenthon, 1995;
Ansar et Daniilidis, 2002). Ces conditions ne sont toutefois pas toujours remplies en
pratique. De plus, des biais sur le modèle d’estimation de g peuvent se traduire par
des erreurs de positionnement final, en particulier lorsque la valeur de s∗ du signal à
la position de référence n’est pas connue. En l’absence de modèles géométriques de
la caméra et de l’environnement, on peut envisager, si les conditions expérimentales
le permettent, d’identifier le jacobien ∂s

∂g (i.e. la matrice d’interaction) à la position
désirée afin de construire un modèle local de la pose. L’asservissement 3D présente
l’avantage de l’utilisation de mesures directement dans l’espace cartésien, ce qui per-
met la synthèse de lois de contrôle simples. Des inconvénients de cette approche sont
qu’aucun contrôle n’est effectué sur l’image, ce qui accroît le risque de sortie de l’ob-
jet du champ de vision de la caméra (particulièrement pour des larges erreurs dans
le modèle capteur-environnement) et la difficulté à démontrer analytiquement la sta-
bilité globale du système commandé. Une autre approche de CRC, l’asservissement
visuel 2D (aussi appelé ”image based“ en anglais) consiste à synthétiser la commande
dans l’espace image (Chaumette, 1990; Espiau et al., 1992). Par rapport à l’approche
précédente, l’étape d’estimation de la pose n’est plus nécessaire. La synthèse de la com-
mande nécessite cependant une estimation de la matrice d’interaction, ou au minimum
une connaissance a priori sur ses caractéristiques (positivité par exemple). Par rapport
à l’asservissement 3D, cette approche permet toutefois d’obtenir de très bonnes pré-
cisions de positionnement relatif du robot par rapport à l’environnement, et présente
l’avantage de nécessiter peu d’information a priori. Quelques inconvénients de cette



Introduction 5

approche résident toutefois dans les faits que la dynamique cartésienne du robot est
difficilement prévisible à l’avance (puisque la commande n’impose que la dynamique
du signal), la difficulté de la caractérisation de la stabilité du système commandé vis-
à-vis des erreurs d’estimation de la matrice d’interaction ou encore la possibilité de
convergence à des minimaux locaux (Chaumette, 1998). D’autres approches ont été
développées plus récemment, comme par exemple l’asservissement 2D1

2 (Malis, 1998;
Malis et al., 1999; Malis et Chaumette, 2002) qui présente l’intérêt de ne pas nécessi-
ter de modèle de l’objet, de permettre un découplage des dynamiques de translation
et rotation, et de garantir un maintien de l’objet dans l’image. En raison du caractère
non linéaire des équations associées, les analyses de robustesse des lois de commande
obtenues via ces différentes méthodes d’asservissement s’avèrent délicates et peu nom-
breuses. Le cas de l’asservissement 2D1

2 semble à ce jour le plus propice à ce type
d’analyse (Malis et Chaumette, 2002).

iii) CRC de robots non holonomes. Il n’est pas possible de localiser un robot mobile
non holonome dans l’espace cartésien à partir de mesures issues de capteurs proprio-
ceptifs (typiquement les codeurs optiques des roues). En effet, pour ce type de véhicule,
le retour à la configuration proprioceptive initiale suite à un déplacement ne garantit
pas le retour à la position initiale du robot dans l’espace cartésien. De plus, la moindre
erreur sur le modèle du robot utilisé pour l’estimation odométrique (par exemple sur
le rayon des roues ou la distance entre roues motrices) se traduit par une dérive de
l’estimation de la posture du robot dans l’espace cartésien. Les simples irrégularités
du sol et les glissements éventuels ne font qu’aggraver le problème. L’utilisation de
capteurs extéroceptifs est nécessaire pour éviter ce problème de dérive.

On trouve dans la littérature quelques travaux sur la commande référencée vision pour
les robots mobiles sur roues. Ils impliquent typiquement l’utilisation d’une caméra
(généralement embarquée sur le robot) pour observer des objets dans l’environnement
proche du robot. Dans (Pissard-Gibollet et Rives, 1995), un des premiers travaux sur
le sujet, la condition de Brockett est contournée en ajoutant un degré de liberté au
système via l’utilisation d’une tourelle montée sur le robot et à l’extrémité de laquelle
est montée la caméra. Ceci permet formellement de se ramener au cas d’une caméra
pouvant être déplacée dans toutes les directions et d’adapter les schémas de CRC
classiques développés dans ce cas. Cependant, seule la pose de la caméra est alors
asymptotiquement stabilisée avec cette approche. D’autres travaux se contentent de
stabiliser asymptotiquement une partie de la posture du robot (la position d’un point
du robot, généralement) (Das et al., 2001). Parmi les travaux traitant de la stabili-
sation asymptotique de la pose complète de la plateforme mobile, certains reposent
sur la reconstruction explicite (non linéaire) de l’état à partir des signaux-capteurs
alors que d’autres utilisent des approximations linéaires de la transformation faisant
passer des signaux-capteur à la pose du robot. Un retour d’état est ensuite synthétisé
à partir d’une des méthodes de commande évoquées précédemment, i.e. retours d’état
Lipschitz continus (Fang et al., 2005), retours d’état homogènes (Tsakiris et al., 1996;
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Tsakiris et al., 1997b) ou retours d’état hybrides (Tsakiris, 1999). Les schémas de CRC
qui en résultent héritent au mieux des propriétés du retour d’état sur lequel elles sont
basées, et elles héritent toujours de ses limitations.

L’approche par FT apporte des solutions nouvelles à la problématique de la commande
de robots non holonomes. Pour cette raison nous cherchons à déterminer si la CRC
basée sur cette approche peut être robuste vis-à-vis des incertitudes et erreurs de
modèle concernant les transformations (fonctions) reliant les signaux capteurs à la
configuration du robot dans l’espace cartésien, et de dégager des conditions suffisantes
pour avoir cette robustesse.

Contributions

Les contributions de cette thèse se situent à trois niveaux :

• synthèse de lois de commande basée sur l’approche FT, à partir de mesures capteur,

• analyse des propriétés de stabilité et de robustesse de ces commandes,

• évaluation, par le biais de simulation et d’expérimentations, de ces stratégies de com-
mande.

En ce qui concerne la synthèse des lois de commande, deux approches sont proposées.
La première est basée sur une reconstruction de la pose, tandis que la seconde consiste à
synthétiser la commande dans l’espace des signaux capteurs. Dans le cas particulier d’un
capteur visuel, ces approches peuvent être assimilées aux méthodes d’asservissement 3D et
2D.

Afin d’établir les propriétés de stabilité et de robustesse des lois de commande propo-
sées, nous proposons tout d’abord un résultat de robustesse de l’approche FT vis-à-vis de
dynamiques non modélisées. Ce résultat, bien que relativement simple, met en évidence
une condition suffisante de stabilité qui est ensuite exploitée pour établir des conditions
suffisantes de stabilité vis-à-vis d’erreurs de mesure. Plus précisément, nous montrons que
la stabilisation pratique de trajectoires arbitraires peut être garantie sous une hypothèse
relativement peu contraignante sur l’estimation de la pose. Une analyse plus fine (mais
aussi plus délicate) est aussi menée sur la dynamique asymptotique du système (i.e. la
convergence vers un point fixe) pour des trajectoires de référence stationnaires.

L’évaluation des méthodes proposées est effectuée sur la base d’un robot mobile équipé
d’une caméra. De nombreux choix de commande, liées en particulier au choix d’estimation
de la pose ou de la fonction transverse, sont proposés et comparés.

Organisation du mémoire

Outre cette introduction et une conclusion, ce mémoire est constitué de trois chapitres.
Le premier chapitre débute par des rappels sur la modélisation des robots non holonomes.
Quelques approches de commande proposées dans la littérature et leurs caractéristiques les
plus significatives, dont l’approche de commande par FT, sont ensuite rapidement décrites.
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Le chapitre se termine par un rappel sur la CRC pour les robots manipulateurs et de ses
caractéristiques.

Le second chapitre débute par la présentation d’un résultat de robustesse vis-à-vis de
dynamiques non modélisées pour l’approche de commande par FT. Une première approche
de commande basée sur une estimation de l’état du robot à partir de mesures issues d’un
capteur extéroceptif embarqué est ensuite développée. Cette estimation est utilisée pour
synthétiser une loi de commande basée sur l’approche par FT. Une analyse de robustesse
est menée sur le système commandé et des conditions suffisantes de stabilité sont établies
vis-à-vis de la fonction d’estimation. Plusieurs choix de l’estimation de la pose sont ensuite
considérés, et leurs performances sont illustrées en simulation dans le cas d’un capteur
visuel. Cette approche a été aussi validée expérimentalement pour un robot de type unicycle
avec une caméra embarquée.

Le troisième chapitre présente une deuxième approche de commande consistant à ef-
fectuer la synthèse dans l’espace capteur. L’objectif est ici de voir l’intérêt que peut avoir
ce type d’approche, en particulier par rapport à la méthode précédente. Il s’avère que le
calcul de la commande est plus complexe que dans la méthode précédente dans le sens
où l’on a besoin d’estimer plus de termes. Les possibilités d’approximation au niveau du
calcul de ces différents termes de la commande sont assez larges. Certaines d’entre elles,
sélectionnées pour leur généricité ou leur pertinence pour l’application de suivi de cible
référencé vision considérée pour nos expérimentations, sont étudiées plus en détail. Afin de
pouvoir la comparer avec la méthode précédente, cette méthode de synthèse a été validée
en simulation pour les robots de type unicycle et voiture.





Chapitre 1

État de l’art et modélisation

1.1 Modélisation des robots mobiles non holonomes

1.1.1 Rappels sur la notion de nonholonomie

Les définitions que nous rappelons ici sont très classiques (pour plus de détails voir par
exemple (Campion et al., 1991)).

Définition 1 Étant donné un système mécanique dont l’espace de configuration est une va-
riété différentielle Q de dimension n, on appelle contrainte cinématique une contrainte
sur les vitesses du type

〈a(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0)

avec U(q0) un voisinage du point q0 ∈ Q, et a(·) une forme différentielle (ou champ de
covecteurs) de Q dans Rn.

Parmi les contraintes cinématiques du système, il faut distinguer celles qui sont en fait
intégrables et qui peuvent, de ce fait, se ramener à des contraintes sur l’état seulement.

Définition 2 Une contrainte cinématique 〈a(q), q̇〉 = 0 est dite contrainte intégrable

s’il existe une fonction régulière h : Q −→ R telle que dh = a. Dans ce cas la contrainte
est équivalente à la relation statique h(q) = cste.

Remarquons que la propriété d’intégrabilité est une propriété locale. Dans la pratique, un
critère qui permet de repérer l’existence de contraintes intégrables est donné par le résultat
suivant.

Théorème 1.1.1 (Théorème d’intégrabilité de Frobenius) Soient un système mé-
canique sur une variété Q de dimension n, soumis à k ≤ n contraintes cinématiques
indépendantes1

〈ai(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0),∀i = 1, . . . , k

1au sens où la matrice A(q) = (a1(q) . . . ak(q)) est de rang k pour tout q ∈ U(q0)
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Fig. 1.1: Roue verticale qui roule sans glisser

et {X1, . . . , Xn−k} une famille de champs de vecteurs sur U(q0) orthogonaux aux ai. Si
Lie(Xi)(q) est de dimension n − p pour tout q ∈ U(q0) alors il existe p contraintes inté-
grables (au sens où l’on peut trouver des fonctions scalaires h1, . . . , hp indépendantes et des
fonctions λ1,1, . . . , λp,n telles que dhi(q) =

∑n
j=1 λij(q)aj(q)).

(Voir par exemple (Warner, 1983), (Isidori, 1995)[ch. 1] pour une preuve).
Nous sommes à présent prêts à définir un système non holonome.

Définition 3 Un système non holonome est un système mécanique soumis à un ensemble
de contraintes cinématiques

〈ai(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0),∀i = 1, . . . , k

indépendantes et non intégrables (au sens où il n’existe pas de contrainte intégrable).
En particulier, on appelle modèle cinématique du système le modèle

q̇ = X̄(q)v :=
n−k∑

i=1

Xi(q)vi (1.1)

avec {X1, . . . , Xn−k} une famille de champs de vecteurs telle que 〈ai(q), Xj(q)〉 = 0, ∀i =

1, . . . , k, ∀j = 1, . . . , n− k. La variable v = (v1, . . . , vn−k) = (v1, . . . , vm) ∈ Rm est assimi-
lable à une variable de commande en vitesse. On appelle m (la dimension de l’espace des
vitesses instantanées possibles) le nombre de degrés de liberté du système.

Ces concepts seront illustrés sur des systèmes physiques dans les sous-sections suivantes.

1.1.2 La contrainte de roulement sans glissement

Considérons une roue qui roule sans glisser sur un sol plan, comme illustré sur la Figure
1.1. F0 = (O0,~ı0,~0,~k0) est un repère fixe associé au sol. Fr = (Or,~ır,~r,~kr) est un repère
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associé à la roue tel que son origine coïncide avec le centre de la roue. L’axe ~kr reste
parallèle à celui du repère fixe (~k0), l’axe ~r coïncide avec l’axe de roulement de la roue et,
finalement, l’axe ~ır est donné par le produit ~r ∧ ~kr. L’angle signé entre ~ı0 et ~ır est noté θ
tandis que ϕ désigne l’angle entre ~ır et

−−−→
OrP0, avec P0 un point appartenant au périmètre

de la roue. La vitesse angulaire de la roue autour de son axe central est notée ϕ̇ et celle
autour de l’axe vertical du vecteur directeur kr est notée θ̇. On note x, y les deux premières
coordonnés du centre Or de la roue dans F0, et r le rayon de la roue. La configuration
de la roue est donnée par q = (x, y, θ, ϕ)′ ∈ Q = R2 × S1 × S1. Clairement dim(Q) = 4.
Finalement, C désigne le point de la roue en contact avec le sol. La contrainte de roulement
sans glissement implique que la vitesse du point C par rapport au repère fixe F0 est nulle
(
−→
V (C/F0) = 0). Soit −→w r/0 = θ̇~kr + ϕ̇~r le vecteur vitesse angulaire de la roue par rapport

au repère fixe F0. Par application d’un théorème classique de composition de vitesses :

−→
0 =

−→
V (C/F0) =

−→
V (Or/F0) + −→w (r/0) ∧

−−→
OrC

=~ı0ẋ+ ~0ẏ + (~k0θ̇ + ϕ̇(−~ı0 sin θ + ~0 cos θ)) ∧ (−r~k0)

=~ı0(ẋ− rϕ̇ cos θ) + ~0(ẏ − rϕ̇ sin θ)

(1.2)

Il en résulte les deux contraintes cinématiques indépendantes
{
ẋ− rϕ̇ cos θ = 0

ẏ − rϕ̇ sin θ = 0
(1.3)

L’intégrabilité de ces contraintes est testée en appliquant le Théorème 1.1.1 avec

(a1(q), a2(q)) =




1 0

0 1

0 0

−r cos θ −r sin θ


 , (X1(q), X2(q)) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r 0




Après avoir vérifié que Lie(Xi)(q) = R4 ∀q ∈ Q il en résulte que ces contraintes ne sont pas
intégrables. On déduit également qu’un modèle cinématique de la roue verticale est donné
par

q̇ = X̄(q)v, X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r 0


 (1.4)

avec v = (v1, v2)
′, v1 = rϕ̇ la vitesse de roulement et v2 = θ̇ la vitesse angulaire de la roue

autour de l’axe vertical.

1.1.3 Modèle cinématique d’un véhicule de type unicycle

Considérons le robot mobile de type unicycle schématisé sur la Figure 1.2. Par simpli-
cité, le robot est représenté par sa projection sur un plan parallèle au sol. L’unicycle est
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Fig. 1.2: Robot mobile de type unicycle

équipé de deux roues actionnées indépendamment. Pour modéliser ce système nous consi-
dérons le point Om situé au milieu de l’essieu des roues. Un repère Fm = (Om,~ım,~m) est
associé à ce point, comme illustré sur la figure. Un repère inertiel F0 = (O0,~ı0,~0) est fixé
au sol. Un vecteur de configuration de l’unicycle incluant le train moteur est donné par
q = (x, y, θ, ϕ1, ϕ2)

′ ∈ Q = R2 × S1 × S2, avec x, y les coordonnées du point Om dans le
repère F0, θ l’angle entre ~ı0 et ~ım et ϕi les angles des roues autour de l’axe de roulement.
Soit r le rayon des roues et R la distance entre le point Om et chaque roue. L’application
des contraintes (1.3) à chacune des roues donne :

Roue gauche

{
˙x−R sin θ − rϕ̇1 cos θ = 0
˙y +R cos θ − rϕ̇1 sin θ = 0

Roue droite

{
˙x+R sin θ − rϕ̇2 cos θ = 0
˙y −R cos θ − rϕ̇2 sin θ = 0

soit encore 



(c1) ẋ−Rθ̇ cos θ − rϕ̇1 cos θ = 0

(c2) ẏ −Rθ̇ sin θ − rϕ̇1 sin θ = 0

(c3) ẋ+Rθ̇ cos θ − rϕ̇2 cos θ = 0

(c4) ẏ +Rθ̇ sin θ − rϕ̇2 sin θ = 0

(1.5)

Un examen rapide montre que ces contraintes ne sont pas indépendantes. En les écrivant
sous la forme 〈ai(q), q̇〉 = 0, on vérifie en effet que la matrice

A4(q) = (a1(q) . . . a4(q)) =




1 0 1 0

0 1 0 1

−R cos θ −R sin θ R cos θ R sin θ

−r cos θ −r sin θ 0 0

0 0 −r cos θ −r sin θ



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est seulement de rang trois (car sin θa1(q)−sin θa3(q)−cos θa2(q)+cos θa4(q) = 0). Il suffit
donc de ne considérer que trois de ces contraintes, les trois premières par exemple. Le test
d’intégrabilité par application du Théorème 1.1.1 est réalisé avec

A3(q) = (a1(q) . . . a3(q)) =




1 0 1

0 1 0

−R cos θ −R sin θ R cos θ

−r cos θ −r sin θ 0

0 0 −r cos θ



,

(X1(q), X2(q)) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r −R

r
1
r

R
r



.

Un rapide calcul permet de vérifier que dim(Lie(Xi)(q)) = 4 = n − 1. Par application du
Théorème de Frobenius, on en déduit l’existence d’une contrainte intégrable. En effet, à
partir des contraintes ci = 0 de (1.5) on a aussi cos θ(c3 − c1) + sin θ(c4 − c2) = 0, d’où la
relation

2Rθ̇ + r(ϕ̇1 − ϕ̇2) = 0

dont l’intégration est immédiate et donne

2Rθ + r(ϕ1 − ϕ2) = cste.

Cette relation montre qu’il est par exemple possible d’exprimer ϕ2 en fonction de ϕ1 et θ.
Dans la pratique, comme la valeur de l’angle ϕ1 ne présente pas d’intérêt majeur, on ne
retient que le vecteur q = (x, y, θ)′ ∈ Q = R2 × S1 pour caractériser la configuration du
véhicule. Un modèle cinématique associé est donné par

q̇ = X̄(q)v, X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1


 (1.6)

avec v = (v1, v2)
′, v1 = r(ϕ̇1 + ϕ̇2) la vitesse longitudinale ou d’avancement du véhicule,

et v2 = θ̇ = r
2R(ϕ̇2 − ϕ̇1) sa vitesse de rotation autour de l’axe perpendiculaire au plan

de roulement. La similarité de ce modèle avec le modèle (1.4) de la roue verticale, justifie
l’appellation de véhicule de type unicycle.

1.1.4 Modèle cinématique d’un robot de type voiture

La détermination du modèle cinématique de la voiture est une extension du cas
précédent. Avec les notations de la Figure 1.3, on obtient le modèle bien connu
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Fig. 1.3: Robot mobile de type voiture

(Murray et Sastry, 1993).





ẋ = u1 cos θ

ẏ = u1 sin θ

θ̇ = u1
tan ϕ

ℓ

ϕ̇ = u2

(1.7)

avec u1 = r
2(ϕ̇1+ϕ̇2) la vitesse d’avancement de la voiture, et u2 = ϕ̇ la vitesse de braquage

des roues directrices. Un modèle équivalent, légèrement plus simple, est obtenu en posant
dans (1.7)

δ :=
tanϕ

ℓ
, v1 := u1, v2 :=

u2

ℓ cos2 ϕ

Ceci donne le modèle : 



ẋ = v1 cos θ

ẏ = v1 sin θ

θ̇ = v1δ

δ̇ = v2

(1.8)

que l’on peut aussi écrire :
q̇ = X̄(q)v (1.9)

avec

X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

δ 0

0 1


 et v = (v1, v2)

′.
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Fig. 1.4: Robot mobile (d) et repère de référence (g)

1.1.5 Modèle cinématique de la pose et propriétés

Un modèle unifié de la cinématique de la pose, pour les véhicules de type unicycle
et voiture, nous permettra de mener dans les chapitres suivants des analyses de stabilité
conjointes pour ces systèmes. La structure du modèle proposé est aussi utilisable pour des
systèmes plus complexes (chariot ou voiture avec remorques, par exemple).

1.1.5.1 Le groupe de Lie SE(2)

Dans le cas plan, le groupe de Lie SE(2) constitue un cadre mathématique naturel
pour représenter la situation d’un repère, Fm = {0m,

−→ım,−→m}, par rapport à un autre, F0 =

{00,
−→ı0 ,−→0}. En effet, cette situation peut être caractérisée par gom = (p′om, θom)′ ∈ SE(2),

avec pom le vecteur de coordonnées de
−−−→
000m dans la base du repère F0, et θom l’angle

orienté entre −→ı0 et −→ım.
SE(2) est pourvu de l’opération de groupe définie par

(g1, g2) 7−→ g1g2 :=

(
p1 +R(g1)p2

θ1 + θ2

)
= g1 +X(g1)g2 (1.10)

avec R(g) et X(g) les matrices de rotation et homogène définies au début du document.
L’élément neutre e de ce groupe (tel que ge = eg = g) est e = (0′, 0)′ et l’inverse g−1 de g
(tel que gg−1 = g−1g = e) est

g−1 =

(
−R(g)−1p

−θ

)
= −X(g)−1g (1.11)

Par la suite, e sera aussi noté 0.
On déduit de ces relations que la situation gab d’un repère Fb par rapport à un repère

Fa satisfait la relation gab = g−1
oa gob. Remarquons aussi que gab = g−1

ba et gabgba = 0.
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1.1.5.2 Modèle cinématique unifié

Considérons le robot mobile représenté dans la Fig. 1.4. Un repère Fm = {0m,
−→ım,−→m}

est attaché à la plateforme mobile, et on note gom ∈ SE(2) la situation de ce repère
par rapport au repère inertiel F0 = {O0,

−→ı0 ,−→0}. L’équation cinématique de la plateforme
mobile est donnée par

ġom = X(gom)C(ζ)v (1.12)

avec

X(gom) =




cos θom − sin θom 0

sin θom cos θom 0

0 0 1


 (1.13)

C(ζ) une matrice qui peut dépendre du vecteur ζ d’état interne (comme par exemple l’angle
de braquage dans le cas d’une voiture), et v un vecteur de vitesses instantanées assimilé à
un vecteur de commande.

i. Lorsque la plateforme est omnidirectionnelle, C(ζ) est simplement la matrice identité
et dim(v) = 3, v1 et v2 correspondent aux composantes du vecteur de vitesses de 0m

exprimées dans la base de Fm, et v3 désigne la vitesse de rotation de Fm.

ii. Lorsque la plateforme mobile est de type unicycle, le vecteur de vitesse de 0m est
contraint à être parallèle à −→ım, de manière que

C(ζ) = C =




1 0

0 0

0 1


 (1.14)

et dim(v) = 2, v1 est l’intensité de la vitesse de 0m, et v2 désigne la vitesse de rotation
de Fm. L’équation (1.12) est alors équivalente à (1.6) après avoir posé q = gom et
X̄(q) = X(gom)C(ζ).

iii. Lorsque la plateforme mobile est de type voiture, le vecteur ζ est réduit au scalaire δ
et

C(ζ) =




1

0

δ


 (1.15)

avec δ = (tanϕ)/ℓ, ϕ l’angle de braquage, et ℓ la distance entre les axes des roues avant
et arrière. Dans ce cas dim(v) = 1 avec v = v1 l’intensité de la vitesse de 0m. L’équation
(1.12) est alors équivalente à (1.9) en posant q = gom et X̄(q) = X(gom)C(ζ), modulo
l’équation complémentaire, δ̇ = vδ = v2/(ℓ cos2 ϕ).

1.1.5.3 Modèle dynamique des véhicules sur roues et choix du cadre cinéma-

tique

Le modèle dynamique des robots mobiles est classiquement établi à partir du Lagrangien
du système (voir par exemple (Campion et al., 1991; Morin, 2004) pour un développement
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détaillé) et peut s’écrire comme

M̄(q)v̇ + N̄(q, v)v + Ḡ(q) = X ′
q(q)D(q)Γ (1.16)

avec

M̄(q) = X̄(q)′M(q)X̄(q)

N̄(q, v) = X̄(q)′N(q, X̄(q)v) ˙̄X(q)

Ḡ(q) = X̄(q)′G(q)

N(q, q̇) = Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q
(
1

2
q̇′M(q)q̇)

G(q) =
∂V

∂q
(q)

où M(q) est la matrice d’inertie, symétrique, définie positive par construction, V (q) l’éner-
gie potentielle, D(q) ∈ Rn×m une matrice de rang plein (ce qui revient à supposer que le
système a autant d’actionneurs m qu’il a de degrés de liberté), et Γ ∈ Rm correspondant
aux forces extérieures. On peut réécrire (1.16) sous la forme d’un système de commande
comme suit

v̇ = (M̄(q))−1
(
X̄ ′(q)D(q)Γ − N̄(q, v)v − Ḡ(q)

)
. (1.17)

Le changement de variables linéarisant (aussi connu comme la méthode des couples calculés
–ou “computed torques” en anglais–) donné par

Γ = [X̄ ′(q)D(q)]−1
(
M̄(q)w + N̄(q, v)v + Ḡ(q)

)
(1.18)

transforme (1.17) en
v̇ = w (1.19)

avec w une nouvelle variable de commande. Rappelons que X̄(q) ∈ Rn×m et D(q) sont de
rang plein et que, par définition, M(q) est positive symétrique, donc inversible et de rang
plein. Par suite, w est liée bĳectivement à Γ pour tout (q, v, t) fixé. Un modèle dynamique
simplifié, prenant implicitement en compte cette relation entre Γ et w, est donc donné par
(1.1) et (1.19), c.a.d.

q̇ = X̄(q)v (1.20a)

v̇ = w (1.20b)

Au même titre que le modèle dynamique complet (1.1)-(1.16), ce modèle peut être utilisé
pour la synthèse de lois de commande en assimilant w à un vecteur de commande. Cepen-
dant, la plupart des études sur les véhicules sur roues se limitent au modèle cinématique
(1.20a) en posant v pour vecteur de commande. C’est également l’option que nous avons
retenue ici. Plusieurs raisons justifient ce choix :
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• Après avoir déterminé une loi de commande v∗ sur la base de (1.20a) (modèle ciné-
matique), il n’est pas difficile de déterminer une commande en couples Γ permettant
de réaliser cette vitesse v∗. En effet, la loi de commande

w = v̇∗ − k(v − v∗), (1.21)

avec k > 0 un paramètre de gain défini par l’utilisateur, transforme (1.20b) en

˙v − v∗ = −k(v − v∗); (1.22)

et entraîne la convergence exponentielle de v vers v∗. Au vu de (1.18) et (1.21) il
suffit donc d’appliquer la commande en couples

Γ = [X ′
q(q)D(q)]−1

(
M̄(q)(v̇∗ − k(v − v∗)) + N̄(q, v)v + Ḡ(q)

)
(1.23)

pour obtenir le même résultat.
• Les nonlinéarités “dures” (nonholonomie) du système se situent au niveau de la

cinématique.
• La simplicité du modèle cinématique. En particulier, ce modèle ne fait pas intervenir

un certain nombre de paramètres spécifiques à chaque véhicule tel que inertie, masse,
etc. De plus, pour de nombreuses applications, il n’est pas nécessaire de connaître
ces termes avec précision.

• Dans la pratique, les moteurs sont souvent dotés d’asservissements bas niveau qui
permettent de réaliser approximativement le découplage obtenu avec la commande
en couples (1.23), et donc de se ramener à un problème de commande en vitesse avec
v∗ devenant “in fine” l’objet de la synthèse de commande.

1.2 Propriétés du modèle cinématique

Ayant fait le choix de travailler avec un modèle cinématique, nous allons analyser
quelques propriétés fondamentales de ce modèle du point de vue de la commande.

1.2.1 Commandabilité

Définition 4 Soit un système de commande

q̇ =
m∑

i=1

viXi(q), (m < n) (1.24)

sur une variété Q de dimension n. On considère comme “commandes admissibles” l’en-
semble V des fonctions v = (v1, . . . , vm)′ définies et continues par morceaux sur un inter-
valle [0, Tv] de R+, et telles que ‖v(t)‖ ≤ 1 ∀t ∈ [0, Tv]. On note qv(t, t0, q0) la valeur en t

de la solution du système, pour la commande v et la condition initiale q0 en t = t0. Soit



1.2. Propriétés du modèle cinématique 19

q0 un point d’équilibre du système associé à la commande v = 0. On dit que le système est
commandable en q0, si l’ensemble

{qv(t, 0, q0) : v ∈ V, t ∈ [0, Tv]}

contient un voisinage de q0. Si ce voisinage est Q tout entier, le système est dit globale-

ment commandable.

Le résultat classique suivant (voir par exemple (Nĳmeĳer et Van der Schaft, 1991) pour
une démonstration) fournit une condition suffisante (si les champs de vecteurs sont analy-
tiques, la condition devient aussi nécessaire) pour qu’un système sans dérive soit comman-
dable.

Théorème 1.2.1 ((Chow, 1939)) Soit le système sans dérive (1.24) sur une variété Q
de dimension n. Alors, si

dimLie(Xi)(q0) = n, (1.25)

le système est commandable en q0. Si (1.25) est vérifiée pour tout q0 et Q est une variété
connexe, alors le système est globalement commandable.

La condition (1.25) est connue comme condition de rang de l’algèbre de Lie (CRAL). Par
application du théorème (1.2.1), on vérifie facilement que les modèles (1.6) et (1.9) associés
aux véhicules de type unicycle et voiture sont globalement commandables.

1.2.2 Stabilisabilité

Le résultat suivant a été initialement établi dans (Brockett, 1983) et soulève une diffi-
culté importante concernant la stabilisabilité asymptotique de configurations fixes pour les
systèmes non holonomes.

Théorème 1.2.2 Soit un système q̇ = f(q, v) avec f(q0, 0) = 0 et f ∈ C1(Rn × Rm; Rn)

dans un voisinage U de (q0, 0). Une condition nécessaire pour qu’il existe un retour d’état
v(q) ∈ C1(Rn; Rm) stabilisant asymptotiquement q0, est que l’application (q, v) 7→ f(q, v)

soit surjective dans U ; c’est-à-dire que f(U) doit contenir un voisinage de 0 ∈ Rn.

En utilisant le fait que X̄(q) est rectangulaire et de rang plein pour la classe de systèmes
considérés ici, on déduit de ce théorème qu’il n’existe pas pour ces systèmes de retour d’état
autonome continu v(q) stabilisant asymptotiquement une configuration fixe. Néanmoins, le
résultat suivant établit pour tout système sans dérive commandable, l’existence de retours
d’état instationnaires v(q, t) (i.e. dépendant explicitement du temps, généralement d’une
façon périodique), originellement proposés par (Samson, 1990) dans le cadre de la stabi-
lisation d’un robot de type unicycle, qui stabilisent asymptotiquement une configuration
fixe donnée.



20 État de l’art et modélisation Chap. 1

Théorème 1.2.3 ((Coron, 1992)) Soit le système sans dérive (1.24) sur Rn avec
Lie(Xi)(0) = Rn. Alors, pour tout T > 0, il existe un voisinage U de 0 ∈ Rn et un
retour d’état instationnaire v(q, t) avec v ∈ C∞(U × R; Rm) tels que

i) v(0, t) = 0 pour tout t ∈ R,

ii) v(q, t+ T ) = v(q, t) pour tout (q, t) ∈ U × R

iii) q = 0 est asymptotiquement stable pour le système commandé.

Si de plus Lie(Xi)(q) = Rn pour tout q ∈ Rn, alors cette propriété est vraie avec U = Rn

et q = 0 est globalement asymptotiquement stable.

1.2.3 Propriétés de symétrie et modèles d’erreur

Une propriété caractéristique du système (1.12) est son invariance à gauche par rapport
à l’opération de groupe dans SE(2). Cette propriété signifie que les équations du système
sont les mêmes quel que soit le repère inertiel par rapport auquel elles sont exprimées,
i.e. ġap = X(gap)C(ζ)v pour tout repère inertiel Fa. D’un point de vue mathématique, la
notion de “symétrie”, que nous rappelons ci-dessous (Grizzle et Marcus, 1985), permet de
préciser cette propriété.

Définition 5 Soit le système (1.24) défini sur une variété V de dimension n, et Φ : V −→
V un difféomorphisme. On dit que Φ est une symétrie pour (1.24) si, pour toute solution
q(t) de (1.24) associée à une commande u(t), Φ(q(t)) est aussi une solution de (1.24)
associée à la même commande u(t).

Soit Φ̄ : G × V −→ V , avec G un groupe de Lie. On suppose que pour tout q ∈ V et
tout g, h ∈ G, Φ̄(e, q) = q et Φ̄(g, Φ̄(h, q)) = Φ̄(gh, q). Alors, si pour tout g ∈ G Φ̄(g, ·) est
une symétrie pour (1.24), on dit que Φ̄ est un groupe de symétries pour (1.24).

Dans le cas où V = G on dit que (1.24) est un système sur un groupe ou qu’il
est invariant à gauche sur G si l’opération de groupe Φ̄ : G × G −→ G définie par
Φ̄(g, h) = gh est un groupe de symétries pour (1.24).

Pour les robots mobiles (et plus généralement les véhicules), les propriétés de symétrie que
l’on vient de rappeler peuvent être mises à profit pour l’obtention de modèles d’erreur par
rapport à un repère mobile. Plus précisément, dans (Bloch et al., 1996) les auteurs pro-
posent une modélisation dans laquelle ils décomposent le modèle cinématique des véhicules
sur roues en deux sous-systèmes. On commence par décomposer l’espace de configuration
Q des véhicules comme le produit Q = G×S avec G le groupe de Lie associé à la situation
du corps principal du véhicule et S un espace associé à des variables internes (par exemple
l’angle volant dans le cas de la voiture). Ceci conduit à écrire

q =

(
g

ζ

)
, avec g ∈ G, ζ ∈ S
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et à décomposer le modèle cinématique q̇ =
∑m

i=1Xi(q)vi comme suit




ġ =

m∑

i=1

viX
g
i (g, ζ)

ζ̇ =

m∑

i=1

viX
ζ
i (ζ)

(1.26)

Remarquons que les modèles cinématiques (1.6) de l’unicycle et (1.9) de la voiture sont
clairement de la forme (1.26) avec G = SE(2), g = (x, y, θ)′ et S = ∅, pour l’unicycle et S =

R pour la voiture, avec ζ = δ. Il est facile de vérifier que l’application Φ̄ : SE(2)×Q −→ Q

définie par

Φ̄(g1,

(
g2
ζ

)
) 7−→

(
g1g2
ζ

)
(1.27)

est un groupe de symétries pour ce système. Dans ce cas, (1.12) n’est autre qu’une réécriture
du premier sous-système de (1.26). Il découle de cette propriété qu’étant données deux
courbes régulières g1(.), g2(.) ∈ G avec ġi = X(gi)ci, nous avons les relations suivantes :

d
dt(g

−1
1 g2) = d

dt(g12) = X(g12)(c2 − AdX(g21)c1)

d
dt(g1g

−1
2 ) = X(g1g

−1
2 )AdX(g2)(c1 − c2)

(1.28)

avec, dans le cas du groupe SE(2) et g = (x, y, θ)′ :

AdX(g) =



R(θ)

(
y

−x

)

0 1


 (1.29)

qui n’est autre que la représentation matricielle de l’opérateur adjoint par rapport à la
base de champs de vecteurs définie par {X1, X2, X3}. Le détail de calcul de ces relations
est donné dans l’annexe C.

1.2.3.1 Système d’erreur

On déduit de (1.12) et (1.28) que la situation relative g := g−1
or gom (= grm) du repère

associé à la plateforme mobile Fm par rapport à un repère de référence mobile Fr satisfait
l’équation suivante :

ġ = X(g)
(
C(ζ)v − AdX(g−1)cr(t)

)
(1.30)

avec cr(t) le vecteur de vitesse du repère de référence (au temps t) défini par

ġor(t) = X(gor)cr(t)

Il est clair que (1.30) est une généralisation de (1.12). Une propriété remarquable liée au
choix de grm et à la propriété de symétrie de groupe, est que les champs de commande
associés à (1.30) sont les mêmes que ceux du système (1.12). La situation relative grm
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peut être vue comme une “erreur de suivi” que la commande est chargée de stabiliser à
zéro. La relation (1.30) met en évidence qu’il n’est pas possible de maintenir cette erreur à
zéro quand la trajectoire de référence n’est pas réalisable par la plateforme non holonome,
lorsque, par exemple, la deuxième composante de cr(t) est non nulle.

Pour ce qui est du sous-système de variables internes, étant donné que S est en
général un groupe abélien, on peut choisir simplement comme erreur pour ce sous-
système ζrm := ζm − ζr et l’équation cinématique correspondante peut être écrite comme
ζ̇rm =

∑m
i=1 viX

ζ
i (ζrm + ζr)− ζ̇r. Dans le cas d’un véhicule de type unicycle, nous avons vu

que S = ∅ (pas de variable interne). Dans le cas d’un véhicule de type voiture, on a S = R

et ζ = δ = tan ϕ
l .

1.3 Commande par retour d’état des robots non holonomes

L’objectif de cette section est de rappeler quelques résultats sur la stabilisation par
retour d’état des véhicules non holonomes, en mettant l’accent sur les problèmes de ro-
bustesse sous-jacents. Pour préciser les problèmes de commande de robots non holonomes
abordés dans la littérature, nous avons besoin de quelques définitions préliminaires.

1.3.1 Définitions

1.3.1.1 Trajectoires admissibles et trajectoires générales

Définition 6 On appelle trajectoire admissible (ou réalisable) d’un système de commande
q̇ = f(q, v) sur une variété V , toute fonction q : R −→ V qui vérifie l’équation du système
pour une commande donnée vr de classe C0, i.e. q̇r = f(qr, vr).

On vérifie aisément que les points fixes sont des trajectoires admissibles pour les sys-
tèmes non holonomes (1.12) pour lesquels f(q, 0) = 0 ∀q.

0r ir

jr

0l il

jl

0m

im

jm

Fig. 1.5: Suivi d’un véhicule non holonome (d) par un robot commandé du même type (g).

Bien que ce problème puise paraître exotique de prime abord, on peut être amené en
pratique à considérer le suivi de trajectoires non réalisables. Par exemple, considérons le
suivi d’un véhicule non holonome par un robot commandé, illustré sur la figure 1.5. Il ne
suffit pas que les deux véhicules soient du même type pour que le problème de commande
soit posé en termes de suivi d’une trajectoire de référence réalisable. En effet, dans la
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pratique, pour éviter des collisions entre les deux véhicules, on est obligé de déporter le
repère de référence d’une certaine distance derrière le véhicule de tête. Dès que le véhicule
de tête tourne, un déplacement latéral (dans la direction −→ r) est généré dans le repère
déporté, donnant lieu à une trajectoire non réalisable par le robot commandé. La définition
suivante généralise donc les trajectoires auxquelles on est confronté dans la commande des
robots non holonomes.

Définition 7 On appelle trajectoire générale sur une variété V , toute fonction de
R dans V régulière (i.e. non nécessairement une trajectoire admissible).

1.3.2 Stabilisation de configurations fixes

La stabilisation asymptotique des points fixes constitue un des problèmes de commande
les plus difficiles pour les robots non holonomes. Au moins deux faits justifient cette asser-
tion : a) le système obtenu en linéarisant les équations (1.24) autour d’une configuration
fixe n’est pas commandable (car m < n), ce qui empêche en particulier la synthèse de com-
mandes par des techniques linéaires, et b) le résultat de Brockett implique qu’il n’existe
pas de retour d’état autonome continu v(q) stabilisant asymptotiquement une configuration
fixe q0, ce qui exclut l’utilisation de techniques non linéaires classiques. Pour contourner
la difficulté soulevée par Brockett, plusieurs solutions ont été proposées. Elles peuvent être
classées en trois catégories :

I. Retours d’état (autonomes) discontinus v(q). Ces retours d’état sont discontinus préci-
sément au point que l’on cherche à stabiliser ; de ce fait, on est amené à préciser le sens
donné aux solutions du système commandé et à la propriété de stabilité asymptotique.
Une possibilité consiste à définir les solutions au sens établi dans (Filippov, 1964).
Mais l’impossibilité soulevée par Brockett concerne aussi ce type de retour d’état, qui
ne permettent donc pas de stabiliser asymptotiquement les configurations fixes. Une
difficulté additionnelle réside dans le passage de la commande en vitesse synthétisée
par cette approche à une commande en couples, via le modèle dynamique. En particu-
lier, la question se pose quant à la définition des propriétés de stabilité et convergence
que l’on peut obtenir sur cette partie du modèle. Cette approche ne semble donc pas
adaptée pour obtenir les propriétés de stabilité, convergence, et robustesse aux erreurs
de modèle que l’on peut souhaiter pour un retour d’état stabilisant.

II. Retours d’état instationnaires (non autonomes) continus v(q, t). Cette approche a
été initialement proposée par (Samson, 1990) dans le cadre de la stabilisation d’une
configuration fixe d’un robot mobile de type unicycle. On distingue essentiellement
deux classes dans ce type de retour d’état :

1. les retours d’état Lipschitz-continus et

2. les retours d’état homogènes

III. Retours d’état hybrides. L’idée sous-jacente de ce type de commande est d’itérer
périodiquement des commandes en boucle ouverte, ce qui revient à combiner des
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aspects temps continu et temps discret, comme par exemple via des retours du type
v(q(kT ), t) avec t ∈ [kT, (k + 1)T ], k ∈ N.

Nous allons ci-dessous résumer quelques propriétés des deux dernières catégories de com-
mandes (II et III), en particulier en ce qui concerne leurs propriétés de robustesse vis-à-vis
de “dynamiques non modélisées”. Pour cela il est nécessaire de préciser ce que nous enten-
dons par cette propriété.

Définition 8 Soit le système sans dérive (1.24) commandé sur Rn, possédant une pro-
priété P. On dit que cette propriété est robuste vis-à-vis de dynamiques non modé-
lisées, si pour toutes fonctions Y1, . . . , Ym ∈ C∞(R×Rn) telles que Yi(0, ·) = 0 ∀i, il existe
ε0 > 0 tel que, pour tout ε ∈ (−ε0, ε0), P est aussi vérifiée pour le système perturbé

q̇ =
m∑

i=1

vi (Xi(q) + Yi(ε, q)) (1.31)

1.3.2.1 Retours d’état instationnaires Lipschitz-continus

Ce retour d’état de type v(q, t), introduit dans (Samson, 1990), est supposé Lipschitz-
continu par rapport à q, continu et périodique par rapport à t. De nombreuses méthodes
de synthèse de ce type de commandes ont été proposées dans la littérature, en particu-
lier pour les systèmes sous la forme chainée (Pomet, 1992; Coron et d’Andréa Novel, 1992;
Teel et al., 1995; Samson, 1995).

Caractéristiques principales

i) Faible sensibilité aux bruits de mesure, due à la régularité de la commande.

ii) La convergence obtenue avec ces commandes est très lente (polynomiale). D’ailleurs,
comme l’indique le résultat obtenu dans (Gurvits et Li, 1992) et rappelé ci-dessous, ce
retour d’état ne permet pas d’obtenir la stabilité exponentielle du système commandé.

Proposition 1 Considérons le système non holonome (1.24) et un retour d’état v(q, t)
avec v ∈ C0(Rn × R; Rm), v(0, ·) = 0, et v(q, ·) T -périodique. Alors, si v(·, t) est k(t)
Lipschitz-continue pour tout t, avec k bornée, l’origine du système commandé ne peut
pas être exponentiellement stable, i.e. il n’existe pas de constantes K, γ > 0 telles que
le long des trajectoires du système commandé |q(t)| ≤ K|q(t0)|e−γ(t−t0).

Voir par exemple (Morin, 1996) pour une preuve. En pratique, cela se traduit par une
impossibilité d’assurer un positionnement précis, dans un laps de temps raisonnable,
du véhicule commandé.

iii) Pour la majorité des commandes de ce type, la propriété de stabilité asymptotique
n’est pas robuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées. Toutefois, certains choix de
commande permettent d’obtenir cette robustesse, en particulier pour les véhicules de
type unicycle et voiture (Maini et al., 1999).
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1.3.2.2 Retours d’état instationnaires homogènes

Afin d’améliorer la propriété de convergence obtenue avec les retours Lipschitz-continus,
des retours d’état seulement continus ont été considérés. En particulier, la classe de retours
d’état homogènes constitue une possibilité intéressante pour deux raisons :

1. Elle généralise en quelque sorte, pour les systèmes non holonomes, la classe des retours
d’état linéaires pour des systèmes linéaires. De nombreuses propriétés des systèmes
linéaires sont ainsi étendues aux systèmes non holonomes. Par exemple, la stabilité
asymptotique d’un point d’équilibre du système commandé via de tels contrôleurs,
implique la convergence exponentielle dès lors que le système est homogène de degré
zéro (Rosier, 1992).

2. De nombreux systèmes non linéaires, et en particulier tous les systèmes non holo-
nomes commandables peuvent être exponentiellement stabilisés via ce type de com-
mande (Morin et al., 1999).

Afin de préciser les concepts associés à ce type de retour d’état, nous rappelons les
définitions et résultats suivants (voir par exemple (M’Closkey, 1994; Morin, 2004) pour
plus de détails et des résultats complémentaires).

Définition 9

i) On appelle un vecteur de poids sur Rn, un vecteur r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn avec ri > 0.

ii) Étant donné un vecteur de poids sur Rn, une fonction f ∈ C0(Rn × R; R) est dite
fonction ∆r-homogène de degré d si

∀λ > 0, ∀(x, t) ∈ Rn × R, f(∆r
λx, t) = λdf(x, t)

avec ∆r
λ := (λr1x1, . . . , λ

rnxn). Comme cette propriété ne dépend pas de t, la définition
est valable pour f indépendante de t.

iii) Un champ de vecteur X sur Rn est dit champ de vecteur ∆r-homogène de degré l si,
pour tout i = 1, . . . , n, Xi est une fonction ∆r-homogène de degré l + ri.

La proposition suivante, qui découle du résultat de (Pomet et Samson, 1994) (lui même
une extension au cas instationnaire du résultat de (Rosier, 1992)), fait le lien entre l’ho-
mogénéité de degré l = 0 et la propriété de convergence exponentielle.

Proposition 2 Soient le système (1.24) et un vecteur de poids r tels que X1, . . . , Xm soient
∆r-homogène de degré −l1, . . . ,−lm < 0. Soit v(q, t) un retour d’état périodique par rapport
à t, avec vi ∆r-homogène de degré li (i = 1, . . . ,m). Alors, si l’origine du système bouclé
est asymptotiquement stable, cet équilibre est globalement K-exponentiellement stable, au
sens où il existe γ > 0 et une fonction k(·) de classe K tels que, pour toute solution q(·)
du système bouclé,

|q(t)| ≤ k(|q(t0)|)e−γ(t−t0) (1.32)
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Notons que l’inégalité (1.32) implique une convergence exponentielle de |q(t)| vers zéro, mais
la propriété de stabilité K-exponentielle n’est pas équivalente, en général, à la propriété de
stabilité exponentielle classique où

|q(t)| ≤ K|q(t0)|e−γ(t−t0)

du fait que la fonction k(·) dans (1.32) n’est pas nécessairement Lipschitz-continue à l’ori-
gine.

De nombreuses méthodes de synthèses de telles commandes homogènes ont été pro-
posées à la fin des années 90, pour les systèmes non holonomes ainsi que pour cer-
tains systèmes mécaniques sous-actionnés, afin d’obtenir des retours d’état exponentielle-
ment stabilisants (M’Closkey, 1994; Pomet et Samson, 1994; M’Closkey et Murray, 1997;
Morin et al., 1999). Malheureusement, la propriété d’homogénéité nécessaire à l’obtention
de la convergence exponentielle implique, pour ces systèmes, que la commande est né-
cessairement non Lipschitz-continue à l’origine. Ceci est la cause d’un certain nombre de
problèmes.

Caractéristiques principales

i) Stabilité exponentielle lorsque le modèle et l’état sont parfaitement connus.

ii) La propriété de stabilité asymptotique obtenue avec ce type de commande n’est pas
robuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées (Lizárraga et al., 1999). En pratique,
des erreurs de modèle arbitrairement petites (i.e. ε petit dans (1.31)) entraînent des
oscillations sur un cycle limite autour de l’équilibre à stabiliser. Cela implique l’im-
possibilité d’obtenir une stabilisation précise.

iii) Forte sensibilité aux bruits de mesure, liée au fait que ces commandes reviennent
grosso-modo à utiliser des gains infinis à l’origine.

1.3.2.3 Retours d’état hybrides

L’appellation retour d’état hybride regroupe plusieurs types de commandes, qui ont pour
caractéristiques communes de combiner des approches temps continu et temps discret. Très
souvent, elles se situent à mi-chemin entre la boucle ouverte et le retour d’état, dans le sens
où l’état n’est pas remis à jour en continu mais seulement périodiquement, à une fréquence
beaucoup plus faible que la fréquence d’échantillonnage de la commande. Par exemple, dans
(Bennani et Rouchon, 1995), des commandes de type v(q(kT ), t), avec k ∈ N et t, T ∈ R,
consistantes donc à itérer une commande en boucle ouverte, sont proposées. Dans ce travail,
il est montré qu’avec ces commandes on peut obtenir la convergence exponentielle et la
robustesse de cette propriété vis-à-vis de dynamiques non-modélisées. Ce résultat a été
généralisé dans (Morin et Samson, 1999) à tous les systèmes précédents analytiques sans
dérive, vérifiant la CRAL. Pour préciser les propriétés de ce type de commande, introduisons
la définition suivante.
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Définition 10 On dit qu’un retour d’état hybride v(q(kT ), t) (k ∈ N, t, T ∈ R) est un sta-
bilisateur K(T )-exponentiel pour le système sans dérive (1.24), s’il existe des constantes
γ < 1 et K, η > 0 telles que, pour tout q0, la solution q(., 0, q0) du système défini par

∀k ∈ N,∀t ∈ [kT, (k + 1)T ), q̇(t) =
m∑

i=1

vi(q(kT ), t)Xi(q(t))

avec q(0) = q0 satisfait, pour tout k ∈ N et s ∈ [0, T ),

|q((k + 1)T, 0, q0)| ≤ γ|q(kT, 0, q0)| et |q(kT + s, 0, q0)| ≤ K|q(kT, 0, q0)|η (1.33)

La relation (1.33) implique une convergence exponentielle des solutions vers zéro. Par contre
on ne peut pas en déduire la stabilité de ce point. En particulier, par comparaison avec la
définition de stabilité K-exponentielle donnée dans la Proposition 2, l’inégalité (1.32) n’est
pas nécessairement satisfaite pour tout t0, bien qu’elle le soit pour tout t0 = kT (k ∈ N).
La propriété de stabilité n’est donc pas satisfaite au sens strict du terme.

Caractéristiques principales

i) Stabilité K(T )-exponentielle du point d’équilibre.

ii) Robustesse de cette propriété vis-à-vis de dynamiques non modélisées.

iii) Forte sensibilité aux bruits de mesure, comme pour les commandes homogènes et pour
la même raison.

iv) La propriété de stabilité K(T )-exponentielle n’est pas robuste vis-à-vis de retards dans
l’application de la commande. En effet, par exemple, la robustesse obtenue avec les lois
de commande de (Bennani et Rouchon, 1995) et (Morin et Samson, 1999), repose sur
le fait que certaines intégrales s’annulent exactement sur chaque intervalle de temps
[kT, (k + 1)T ]. Toutefois, en pratique, les commandes vont aussi être échantillonnées
par rapport à t, et elles risquent aussi de subir des retards au niveau de leur application.
De ce fait, il se peut que les intégrales en question ne soient plus nulles sur chaque
intervalle [kT, (k + 1)T ]. Ainsi, le moindre retard sur l’application de la commande
peut suffire à perdre la propriété de convergence asymptotique.

En conclusion, aucune technique de commande ne semble à ce jour, avoir permis de
résoudre efficacement et de façon robuste le problème de stabilisation asymptotique de
points fixes, par les véhicules non holonomes. Nous retrouverons cette difficulté sous une
forme légèrement différente lorsque nous aborderons la CRC de ces systèmes.

1.3.3 Stabilisation de trajectoires admissibles non stationnaires

Les difficultés rencontrées pour la stabilisation asymptotique de configurations fixes
viennent du fait que le système linéaire approximant le système de départ autour de ces
configurations n’est pas commandable. Cependant, pour des trajectoires de référence ad-
missibles non stationnaires, les systèmes linéaires associés peuvent être commandables, ce
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qui permet d’envisager la stabilisation locale du système d’erreur via des retours d’état
linéaires (mais à gains variables dans le temps). Les matrices d’état et de commande de ces
systèmes linéaires étant fonction du temps, les analyses de stabilité sont en général difficiles
et souvent basées sur certaines hypothèses sur les trajectoires de référence. L’utilisation de
techniques non linéaires peuvent permettre de relâcher les hypothèses en question ou de
garantir un plus grand domaine de stabilité.

Dans cette sous-section, nous rappelons d’abord quelques propriétés de commandabilité
des linéarisés de systèmes non linéaires le long de trajectoires. Nous mentionnons ensuite
des résultats de synthèse pour la stabilisation asymptotique de certaines trajectoires ad-
missibles non stationnaires de robots mobiles.

1.3.3.1 Propriétés de commandabilité des linéarisés de systèmes non linéaires

le long de trajectoires

Rappelons tout d’abord quelques définitions et propriétés de commandabilité des sys-
tèmes linéaires instationnaires (voir (Chen, 1984, Sec. 5.3) pour plus de détails).

Définition 11 Un système
ẋ = A(t)x+B(t)u (1.34)

avec x ∈ Rn est dit
• commandable sur [t0, tf ] si, pour tout couple x0, xf ∈ Rn, il existe une commande
u(t) définie et continue par morceaux sur [t0, tf ], pour laquelle la solution de (1.34)
avec x(t0) = x0 vérifie x(tf ) = xf .

• différentiellement commandable au temps t0 si, pour tout couple x0, xf ∈ Rn,
et pour tout ε > 0 il existe une commande u définie sur [t0, t0 + ε] pour laquelle la
solution de (1.34) avec x(t0) = x0 vérifie x(t0 + ε) = xf .

Proposition 3 On suppose que les matrices A(t) et B(t) dans (1.34) sont de classe Cn−1

en la variable t. Soit M0(t), . . . ,Mn−1(t0) les matrices définies par
{
M0(t) := B(t)

Mk+1(t) := Ṁk(t) −A(t)Mk(t) (k = 0, . . . , n− 2)

Alors, si
Rang (M0(tf ) · · ·Mn−1(tf )) = n

le système (1.34) est commandable sur tout intervalle [t0, tf ] avec t0 < tf . Si de plus les
matrices A(t) et B(t) sont analytiques, (1.34) est différentiellement commandable en tout
temps.

Considérons maintenant le système de commande (1.24).

Définition 12 Étant donné le système (1.24) sur Rn, on dit que v̄ : [0, T ] −→ Rm est une
commande non-singulière en q0, s’il existe T0 ≤ T tel que le linéarisé du système le long
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de la solution qv̄(t, 0, q0) associée à v̄ est commandable sur [0, T0]. Si v̄ est non-singulière
en tout q0 ∈ Rn, on dit que v̄ est une commande non-singulière universelle

Les commandes non-singulières ont été particulièrement étudiées par Sontag (voir par
exemple (Sontag, 1987; Sontag, 1992)). Le résultat suivant montre la généricité de ces com-
mandes (voir aussi (Coron, 1994) pour des résultats complémentaires).

Théorème 1.3.1 (Sontag, 1992) On suppose que les champs {X1, . . . , Xm} du système
(1.24) sont analytiques et que le système vérifie la CRAL en tout point, i.e.

dimLie(Xi)(q) = n, ∀q (1.35)

Alors, il existe des commandes non-singulières universelles pour ce système. De plus,
l’ensemble des commandes non-singulières universelles de classe C∞ est générique2 dans
C∞([0, T ]; Rm) pour tout T > 0.

Puisque les modèles cinématiques de nos robots mobiles non holonomes (unicycle, voi-
ture,...) vérifient la CRAL, leurs linéarisés le long de “presque toute” trajectoire de réfé-
rence admissible est commandable. Cette propriété a été exploitée (la plupart du temps
implicitement) pour la stabilisation asymptotique de trajectoires admissibles non station-
naires. Une première approche consiste à synthétiser des retours d’état linéaires stabilisant
le système d’erreur linéarisé, avec l’espoir que ces commandes stabilisent également (loca-
lement) le système de départ (voir par exemple (Samson et Ait-Abderrahim, 1991)). Une
autre approche consiste à travailler directement sur le système d’erreur initial, i.e. non-
linéaire. Les retours d’état synthétisés avec cette approche sont en général non-linéaires.
Deux techniques assez classiques en commande non linéaire ont principalement été utilisées :
l’approche de type Lyapunov (Kanayama et al., 1990; Samson et Ait-Abderrahim, 1991;
Morin et Samson, 2001) et la linéarisation par retour d’état dynamique qui tire profit des
propriétés de platitude des systèmes non holonomes (Fliess et al., 1995). Toutes ces ap-
proches (qui conduisent à la synthèse de retours d’état “localement linéaires” pour des
systèmes dont le linéarisé est localement commandable) ne souffrent pas des limitations
propres aux méthodes de stabilisation de points fixes : elles permettent d’obtenir des conver-
gences de type exponentielle et une marge de robustesse par rapport aux erreurs de modèle
dès lors que la “dynamique” de la trajectoire de référence est suffisante (on parle aussi
de conditions “d’excitation persistante”). Mais si, par exemple, cette trajectoire tend vers
un point fixe, on se retrouve alors confronté aux problèmes mentionnés dans la section
précédente. Cela conduit à reposer la question du choix de la commande lorsque la tra-
jectoire de référence n’est pas connue a priori. Doit-on utiliser une commande dédiée à
la stabilisation de trajectoires non-stationnaires, sachant qu’elle ne permet pas de stabili-
ser asymptotiquement (ni même “pratiquement”) les configurations fixes ? Doit-on utiliser
des commandes synthétisées pour la stabilisation asymptotique de points fixes, connais-
sant leurs limitations intrinsèques de point de vue de la robustesse, et sachant qu’elles ne

2Il contient une intersection dénombrable d’ouverts denses pour la topologie C
∞.
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sont probablement pas bien adaptées à la stabilisation de la plupart des trajectoires non-
stationnaires ? Afin de mieux appréhender cette difficulté, Lizárraga a voulu répondre dans
(Lizárraga, 2003) à la question suivante : existe-t-il une loi de commande v, dépendant de
l’état q, de l’état de référence qr, de la vitesse de référence vr et du temps t, qui permette
de stabiliser asymptotiquement des trajectoires de référence admissibles arbitraires ? Une
réponse affirmative à cette question aurait permis d’envisager la synthèse d’un contrôleur
utilisable sans connaissance a priori sur la trajectoire de référence. Malheureusement, il est
montré dans (Lizárraga, 2003) que de tels contrôleurs n’existent pas pour les robots non
holonomes auxquels nous nous intéressons dans ce mémoire (unicycle, voiture, etc). Cette
difficulté, ainsi que les problèmes de robustesse associés aux stabilisateurs de points fixes,
ont conduit Morin et Samson à proposer une autre approche de commande basée non pas
sur un objectif de stabilisation asymptotique, mais sur un objectif de stabilisation pratique
(i.e. dans un petit voisinage du point de référence considéré). Étant donné que notre travail
a porté essentiellement sur cette approche, nous la présentons brièvement dans la section
suivante.

1.3.4 Stabilisation pratique de trajectoires générales

L’approche par fonctions transverses. L’approche par fonctions transverses (FT),
développée dans (Morin et Samson, 2003), établit un cadre général pour la stabilisation
pratique de systèmes non holonomes. Nous rappelons par la suite quelques éléments de
cette approche pour des systèmes modélisés par (1.12)3, et renvoyons le lecteur intéressé à
(Morin et Samson, 2003) pour plus de détails et des résultats complémentaires.

Définition 13 Une fonction f = (f ′g, f
′
ζ)

′ ∈ C∞(Tp;SE(2)) avec Tp le tore de dimension
p (T = R/2πZ) est appelée fonction transverse pour le système (1.12) si, pour tout α ∈ Tp,
la matrice (

X(fg(α))C(fζ(α))
∂fg

∂α
(α)

)
(1.36)

est de rang trois (= dim(SE(2))).

Remarque 1 Comme X(g) est une matrice inversible pour tout g, il existe une matrice
A(α) telle que ∂fg

∂α (α) = X(fg(α))A(α). Avec cette notation, la matrice (1.36) est de rang
trois si et seulement si la matrice

C̄(α) = (C(fζ(α)) −A(α)) (1.37)

est elle aussi de rang trois.

3Nous supposons implicitement que la variable ζ, quand elle existe, peut être considérée comme une

variable de commande. Remarquons que c’est essentiellement le cas pour un véhicule de type voiture car ζ̇

est directement commandé par la vitesse de braquage.
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Exemple (unicycle) : (Artus et al., 2004) Considérons la fonction f = fg = (fx, fy, fθ)
′

définie sur T par

f(α) =




ε sinα
ε2

4 η sin 2α

arctan(εη cosα)


 (1.38)

À partir de (1.13)-(1.14) et de la définition 13, f est une fonction transverse pour le modèle
cinématique de l’unicycle si la matrice




cos fθ(α) 0 ∂fx

∂α (α)

sin fθ(α) 0
∂fy

∂α (α)

0 1 ∂fθ

∂α (α)




est inversible pour tout α. On peut facilement vérifier que cette condition est satisfaite avec
la fonction f définie par (1.38) pour tout ε, η > 0.

Exemple (voiture) : (Morin et Samson, 2004b) Considérons maintenant la fonction f =

(f ′g, fζ)
′ = (fx, fy, fθ, fζ)

′ définie sur T2 par

f(α) =
(
f̄1(α), f̄4(α), arctan(f̄3(α)), f̄2(α) cos3(fθ(α))

)′
(1.39)

avec

f̄(α) =




ε(sinα1 + η2 sinα2)

εη1 cosα1

ε2
(
η1

sin 2α1

4 − η3 cosα2

)

ε3
(
η1

sin2 α1 cos α1

6 − η2η3
sin 2α2

4 − η3 sinα1 cosα2

)




D’après (1.13), (1.15) et la définition 13, f est une fonction transverse pour le modèle
cinématique de la voiture si la matrice




cos fθ(α) ∂fx

∂α1
(α) ∂fx

∂α2
(α)

sin fθ(α)
∂fy

∂α1
(α)

∂fy

∂α2
(α)

fζ(α) ∂fθ

∂α1
(α) ∂fθ

∂α2
(α)




est inversible pour tout α = (α1, α2). On peut vérifier que cette condition est satisfaite
avec la fonction f définie par (1.39) pour tout ε > 0, et tout η1, η2, η3 > 0 tels que
6η2η3 > 8η3+η1η2. Le résultat suivant montre que la connaissance d’une fonction transverse
permet de synthétiser des lois de commande qui garantissent a) la convergence de l’erreur
de suivi g vers un voisinage de l’origine pour des trajectoires de référence arbitraires, et
b) la convergence de g vers une valeur fixe lorsque cr = 0 (i.e. lorsque la trajectoire de
référence est réduite à un point fixe).

Proposition 4 Soit f = (f ′g, f
′
ζ)

′ une fonction transverse pour le système (1.12), soit
ζ = fζ(α), et z = gfg(α)−1. Alors,
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i) le long des solutions du modèle d’erreur (1.30), et pour toute courbe régulière α(.),

ż = X(z)AdX(fg(α))
(
C̄(α)v̄ − AdX(g−1)cr(t)

)
(1.40)

avec v̄ = (v′, α̇′)′ et C̄(α) définie par (1.37).
ii) La matrice C̄(α) étant de rang trois pour tout α, le changement de variable

v̄ = C̄(α)†
(
AdX(fg(α)−1)vz + AdX(g−1)cr(t)

)
(1.41)

avec C̄(α)† une inverse à droite de C̄(α), transforme le système (1.40) en ż = X(z)vz.
iii) Pour toute matrice Hurwitz-stable K, et pour vz défini par

vz = X(z)−1Kz (1.42)

a) ‖g‖ est ultimement borné par εf := maxα ‖fg(α)‖ pour toute trajectoire de réfé-
rence gr(.),

b) si cr = 0, g converge exponentiellement vers un point fixe de fg(T
p).

La propriété i) est une conséquence de (1.28), (1.30), et (1.37). La propriété ii) est direc-
tement déduite de i). En utilisant le fait que, pour tout g, AdX(g−1) =

(
AdX(g)

)−1
, la

propriété iii.a) est facilement déduite de la convergence (exponentielle) de z vers zéro. La
propriété iii.b) est déduite, elle aussi, de cette propriété de convergence. En effet, lorsque
cr = 0, v̄ converge vers zéro exponentiellement, et ceci implique que les dérivées de g et
gom convergent aussi exponentiellement vers zéro. Il en resulte que g et gom sont contraints
de converger vers des valeurs fixes. Nous nous permettons de signaler que l’intérêt majeur
de cette approche est de fournir une loi de commande unique permettant de stabiliser
pratiquement n’importe quelle trajectoire de référence (point fixe, trajectoire réalisable
non stationnaire, trajectoire non réalisable) et, en particulier de contourner le problème
soulevé par (Lizárraga, 2003) des lors que l’on accepte de remplacer l’objectif de stabilisa-
tion asymptotique par celui, un peu moins ambitieux (mais plus réaliste), de stabilisation
pratique.

Remarquons finalement que la dérivée α̇ du vecteur de variables (réduit à une variable
scalaire dans le cas de l’unicycle et avec la fonction transverse (1.38)) dont la fonction
transverse dépend joue le rôle d’un vecteur de commande complémentaire.

1.3.4.1 Exemple : application de l’approche par fonctions transverses à la

stabilisation de trajectoires générales pour un robot de type unicycle

Le but de cette section est d’illustrer, sur l’exemple d’un robot de type unicycle, les
performances (en termes de la qualité de suivi, de la convergence, et des trajectoires du
robot) que l’on peut obtenir avec la commande par fonctions transverses.

Suivant la proposition 4 appliquée à l’unicycle, considérons la fonction transverse donnée
par (1.38) (i.e. f = fg). Posons z = gf−1(α) d’où ż est donné par (1.40) avec X(.) définie
par (1.13), AdX(.) définie par (1.29), v̄ = (v′, α̇)′ et C̄(α) définie par (1.14)-(1.37). Avec
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Fig. 1.6: Stabilisation pratique d’une configuration fixe pour un robot de type unicycle

ces définitions, nous pouvons observer sur la figure 1.6 les résultats de simulation pour la
stabilisation d’une configuration fixe (cr(t) = 0) obtenus avec la loi de commande (1.41)-
(1.42) avec K = −0.5I où I est la matrice idéntité 3 × 3. Les paramètres de la fonction
transverse utilisés dans cette simulation sont ε = 0.3 et η = 1. Avec ces paramètres, la
borne ultime de l’erreur de suivi est donnée par εf = 0.3008. La condition initiale est
donnée par g(0) = (−1.05, 1.24, 0)′. Sur la figure de gauche sont représentés les normes de
l’erreur de suivi g (ligne continue) et de z (ligne pointillée). Nous constatons que 1) la borne
ultime est respectée ‖g(30)‖ ≤ εf , et 2) z converge exponentiellement vers zéro (et donc
g(t) converge exponentiellement vers un point fixe). Sur la figure de droite est représentée
la trajectoire suivie par le véhicule sur le plan xy. On peut observer que le véhicule est
obligé de faire quelques manœuvres pour s’approcher de la position de référence comme
résultat du choix des paramètres de commande et de la condition initiale. Le nombre de ces
manœuvres peut être réduit significativement, par exemple en planifiant une trajectoire de
référence menant de la position initiale du robot à la position désirée, ou en utilisant un
gain non linéaire comme celui proposé dans (Artus, 2005). Nous avons choisi un exemple
simple pour illustrer l’application de l’approche.

Sur la figure 1.7 nous pouvons observer les résultats de simulation de la stabilisation
pratique d’une trajectoire générale ie. comportant des phases où la trajectoire est réalisable
et d’autres où elle ne l’est pas. La trajectoire de référence est donnée par la vitesse du repère
de référence cr(t) comme suit

cr(t) =





(0, 0, 0)′ ∀t ∈ [0, 15)

(0.2, 0, 0)′ ∀t ∈ [15, 30)

(0, 0.2, 0)′ ∀t ∈ [30, 45)

(−0.2, 0, 0)′ ∀t ∈ [45, 60)

(0, 0, 0.2)′ ∀t ∈ [60, 75)

(0, 0, 0)′ ∀t ∈ [75, 90]

(1.43)

Pour t ∈ [0, 15) la trajectoire de référence est réduite à un point fixe. Pour t ∈ [15, 30)
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Fig. 1.7: Unicycle : stabilisation pratique d’une trajectoire générale

elle consiste en un mouvement rectiligne en marche avant (dans la direction ~ır du repère
de référence Fr), ce qui constitue une trajectoire réalisable par le robot. Pour t ∈ [30, 45)

la trajectoire de référence consiste en un mouvement complètement non réalisable par
le robot : un déplacement latéral (dans la direction ~r du repère de référence Fr). Pour
t ∈ [45, 60) le mouvement est à nouveau réalisable : un déplacement rectiligne en marche
arrière (dans la direction~ır du repère de référence Fr). La trajectoire de référence est encore
réalisable pour t ∈ [60, 75) : une rotation pure. Finalement, pour t ∈ [75, 0), la trajectoire
de référence est à nouveau réduite à un point fixe.

Les paramètres de commande et la condition initiale sont les mêmes que pour la si-
mulation précédente. Sur la figure de gauche sont représentés les normes de l’erreur de
suivi g (ligne continue) et de z (ligne pointillée). Nous constatons que 1) la borne ultime
sur la norme de l’erreur de suivi est respectée : ‖g(t)‖ ≤ εf , ∀t > 10, et 2) z converge
exponentiellement vers zéro, quelle que soit la trajectoire de référence (réalisable ou pas).

Sur la figure de droite sont représentées la trajectoire suivie par le véhicule (en ligne
continue) et celle de référence (en pointillé) sur le plan xy. On remarque que le robot réalise
beaucoup de manœuvres pour t ∈ [30, 45). Ceci est lié au fait que la trajectoire de référence
n’est pas réalisable dans cet intervalle de temps car cr,2 6= 0. Pour t ∈ [0, 15) la trajectoire et
le résultat sont les mêmes que pour la simulation précedente et donc les mêmes remarques
s’appliquent. On remarque en outre que lorsque la trajectoire de référence comporte un
point fixe, g(t) converge exponentiellement vers un point fixe proche de celui de référence.

Pour résumer cette section, nous nous permettons d’insister sur les caractéristiques
principales de l’approche de commande par fonctions transverses, à savoir :

a) la convergence de l’erreur de suivi g vers un voisinage de l’origine pour des trajectoires
de référence arbitraires,

b) la convergence de g vers une valeur fixe lorsque cr = 0 (i.e. lorsque la trajectoire de
référence est réduite à un point fixe) et

c) le fait que les propriétés précédentes sont obtenues avec une unique loi de commande.
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1.4 Rappels sur la commande référencée capteur des robots
manipulateurs

1.4.1 Rappel sur le formalisme de commande par fonction de tâche

Le rappel de commande de robots manipulateurs qui suit est tiré de
(Samson et al., 1990). Le lecteur intéressé est invité à consulter cet ouvrage pour un exposé
plus approfondi.

Le système de commande considéré dans cette section correspond au modèle cinéma-
tique du robot :

q̇ = v (1.44)

avec q ∈ Q le vecteur de configuration articulaire du robot (dim(Q) = n) et v ∈ Rn le
vecteur des vitesses articulaires assimilé au vecteur de commande. Ce choix de modèle
est fait principalement pour établir un cadre comparatif avec la commande des systèmes
non holonomes et aussi pour ne pas alourdir inutilement l’exposé. Ce modèle trouve sa
justification dans le fait que les moteurs utilisés dans beaucoup de robots disposent d’un
asservissement bas niveau en vitesse. Ceci permet d’exprimer directement la consigne du
robot en termes de vitesses articulaires. L’hypothèse sous-jacente est que cet asservissement
est capable d’assurer l’égalité entre la vitesse réelle des moteurs et la vitesse désirée (i.e.
q̇ = q̇∗). Cette hypothèse est réaliste pour des accélérations faibles avec un découplage
dynamique des articulations du robot (ce qui n’est pas nécessairement le cas en pratique)
(Samson et al., 1990). Finalement, remarquons que les concepts rappelés ci-dessous sont
également applicables au modèle dynamique du robot.

Dans la théorie classique du contrôle de robots, un problème de commande est exprimé
comme la régulation d’une fonction de sortie du système robotique ; ce dernier étant dé-
fini comme l’ensemble robot plus capteurs. Les fonctions de tâche constituent une classe
particulière de fonctions de sortie de classe Ck, k ≥ 1, à valeurs dans Rn, qui dépendent
du vecteur q de configuration articulaire du robot et du temps en tant que paramètre in-
dépendant, i.e. e(q, t) avec e la fonction de tâche. L’approche de commande par fonctions
de tâche, développée dans (Samson et al., 1990), fournit un cadre général pour la synthèse
des lois de commande pour les robots manipulateurs. Plus précisément, cette approche
consiste à exprimer une tâche robotique comme la régulation à zéro sur un intervalle de
temps [0, T ], d’une fonction de classe C2 appelée fonction de tâche, qui est définie en termes
de la sortie choisie et la référence correspondante. Par exemple, nous pouvons trouver des
fonctions de tâche exprimées dans

• l’espace articulaire du robot e(q, t) = q(t) − q∗(t),
• l’espace euclidien e(q, t) = g(q) − g∗(t), avec g ∈ G ⊆ SE(3), dim(G) = n,
• l’espace d’un capteur e(q, t) = s(q, t) − s∗(t), avec s le signal du capteur.

où x∗(t), x ∈ {q, g, s} désigne la trajectoire de référence dans l’espace considéré.

Définition 14 Une application e(q, t) de classe Ck, k ≥ 1, d’un ouvert de Rn × R dans
Rn est une fonction ρ-admissible sur un ensemble Cρ,T et sur l’intervalle de temps [0, T ]
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si et seulement si la fonction F (q, t) = (e(q, t), t) est un difféomorphisme de classe Ck de
Cρ,T dans la boule fermée Bρ × [0, T ], centrée en 0 et de rayon ρ.

Pour bien résoudre un problème de commande avec cette approche, la tâche associée
doit être bien posée. Ceci se traduit par un nombre de conditions qui doivent être vérifiées.

• La condition initiale. Une fois le problème de contrôle posé comme la régulation de la
fonction de tâche e(q, t), il est nécessaire de spécifier la condition initiale q0 | e(q0, 0) = 0

(i.e. q∗(0) = q0) 4 pour pouvoir assurer l’unicité de la solution du problème de régulation.
La tâche de contrôle est alors donnée par le couple e(q(t), t), q0

• L’existence et l’unicité locale de la solution q∗(t) (i.e. telle que e(q∗(t), t) = 0). Cette
dernière est garantie par l’inversibilité du jacobien Je de la tâche le long de la trajectoire
de référence q∗(t) (i.e. Je = ∂e

∂q (q∗(t), t)).

• la tâche est ρ-admissible, i.e. la fonction e(q, t) est ρ-admissible, pour un certain ρ > 0.

Synthèse de la commande. Considérons la dérivée par rapport au temps de la fonction
de tâche

ė(q(t), t) = Je(q(t), t)q̇(t) +
∂e

∂t
(q(t), t) (1.45)

où Je(q(t), t) = ∂e
∂q (q(t), t) est le jacobien de la tâche. Suivant l’espace où est définie la

fonction de tâche, ce jacobien peut être décomposé de différentes façons. Par exemple,
lorsque la tâche est définie dans l’espace articulaire, nous avons simplement Je = I. Dans
l’espace euclidien nous avons Je = ∂g

∂q (q) = J , qui est le jacobien classique du robot
exprimant le passage entre les vitesses dans l’espace articulaire et euclidien. Pour les tâches
définies dans l’espace capteur nous avons Je = ∂s

∂q (q) (égal à la matrice d’interaction L).

À partir des équations (1.44) et (1.45) on déduit que

ẋ = Bv + p (1.46)

avec

x = e

B = Je(q, t)

p =
∂e

∂t

Le changement de variable
v = J−1

e (q, t)(u− p) (1.47)

transforme le système (1.46) en
ẋ = u (1.48)

4remarquons que q0 ne correspond pas forcément à la position initiale du robot
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en choisissant u = −Kx, avec K une matrice Hurwitz-stable, l’origine du système (1.48)
est exponentiellement stable, ce qui garantit la convergence de la fonction de tâche vers
zéro. Avec cette commande, la dynamique en boucle fermée de la fonction de tâche est
donnée par

ė(q, t) = −Ke(q, t) (1.49)

Finalement, la commande équivalente envoyée au système physique de départ (1.44)
est donnée par

v = −J−1
e (q, t)(Ke(q, t) +

∂e

∂t
) (1.50)

L’implémentation de cette loi de commande, dans le cas idéal, nécessite la connaissance
des termes Je, e(q, t),

∂e
∂t . Dans la pratique nous ne disposons le plus souvent, que des

approximations de ces termes, d’où la loi de commande

v = − ̂J−1
e (q̂, t)(Kê(q̂, t) +

∂̂e

∂t
) (1.51)

où les “chapeaux” désignent des approximations. Nous rappelons ci-dessous quelques élé-
ments déterminants dans l’analyse de stabilité de ce schéma de commande.

Analyse de stabilité. Pour simplifier l’analyse –et aussi car ce cadre est suffisamment
significatif pour nous donner les conditions fondamentales de stabilité–, nous faisons les
hypothèses que K est une matrice diagonale et que l’objet (environnement) est immobile

(i.e. ∂e
∂t = ∂̂e

∂t = 0 ce qui correspond à une tâche de positionnement). Nous considérons deux
cas de figure par rapport aux erreurs de mesure :

1. nous faisons l’hypothèse que les mesures sont perturbées par des fonctions du temps,
bornées i.e. ê(q̂, t) = e(q, t) + pe(t) et q̂(t) = q(t) + pq(t) avec supt‖pi(t)‖ ≤ pm

i . Le
système (1.46) bouclé avec la loi de commande (1.51) est donné par

ė = −KJe(q, t)
̂J−1

e (q̂(t), t) (e(q, t) + pe(t)) (1.52)

La condition (suffisante) fondamentale pour garantir la bornitude asymptotique de e est
donc

Je(q, t)
̂J−1
e (q̂, t) > 0. (1.53)

La fonction de tâche e(q, t) est alors bornée asymptotiquement par un nombre propor-
tionnel à pm

e . L’impact principal de la perturbation pq(t) est sur la condition de stabilité.
En effet, si l’on fait un développement au premier ordre de Je(q, t) nous pouvons écrire

JeĴ
−1
e = (In +∆(t))−1 avec ∆(t) =

(
Σn

i=1pq,i(t)
∂2e
∂q2 (q, t)

)
J−1

e (q, t) et pq,i la ième compo-

sante de pq. Donc si pq est grand ou si ‖J−1
e ‖ croît (par exemple près d’une singularité

du jacobien de la tâche, alors ∆(t) peut grandir suffisamment pour détruire la condition

de positivité JeĴ
−1
e > 0.
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2. ê = ϕ(e) avec ϕ : Rn −→ Rn un difféomorphisme. De ce fait on peut écrire ê = ê(q, t)

et on obtient
˙̂e = −KJê(q, t)

̂J−1
ê (q̂(t), t)ê (1.54)

avec Jê(q, t) = ∂ê
∂q et ̂J−1

ê (q̂, t) l’approximation de son inverse disponible en pratique.
Dans ce cas la condition (suffisante) fondamentale pour garantir la stabilité asympto-

tique du système bouclé est JêĴ
−1
ê > 0 et ê(q, t) converge asymptotiquement vers zéro.

Si de plus ϕ(0) = 0 (mesure précise de la tâche à l’origine) e(q, t) converge vers zéro.

En général, pour bien réaliser une tâche de positionnement, il y a deux conditions
principales à satisfaire, d’abord la condition de stabilité mentionnée ci-dessus, et ensuite la
condition de précision de la tâche ê(q, t) donnée par sa correcte mesure à l’origine ê(q, t) =

e(q, t) = 0. Nous allons maintenant discuter les caractéristiques de la synthèse (1.51),
vis-à-vis de ces conditions, suivant l’espace dans lequel la fonction de tâche est définie.

1.4.2 Synthèse de commandes dans les différents espaces

Tr

To

Tso

W

0r

0s

0t

0b

Fig. 1.8: Reconstruction de la pose relative d’un robot par rapport à un objet

Afin d’illustrer les différentes façons d’utiliser des données capteur dans des boucles de
commande, considérons le problème classique de positionnement d’un robot manipulateur
par rapport à un objet (Figure 1.8). Cette tâche robotique est présente dans beaucoup
d’applications comme par exemple la prise et dépose d’objets (“pick and place”), les tâches
d’assemblage, etc. Elle peut être représentée via différentes fonctions de tâche définies
dans différents espaces. La question maintenant est de savoir quelles sont les avantages
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et inconvénients de travailler dans un espace en particulier par rapport aux conditions de
stabilité et à la précision du positionnement. Avant tout, effectuons un bref rappel sur la
distinction capteurs proprioceptifs / capteurs extéroceptifs.

1.4.2.1 Rappel sur les capteurs.

• Capteurs proprioceptifs. Les capteurs proprioceptifs fournissent des informations sur
l’état interne du robot et sur lui seul. Par exemple pour le cas des codeurs, omni-
présents dans les bras manipulateurs, leur sortie si est un signal qui peut être vu
comme une fonction linéaire de la variable articulaire qi associée, i.e. si = λiqi. La
connaissance de λi et la mesure de si permettent donc d’obtenir directement, aux
bruits de mesure près, la valeur de qi. Ce type de capteur est donc très adapté pour
les tâches et synthèse de commande dans l’espace articulaire.

• Capteurs extéroceptifs. Le signal des capteurs extéroceptifs est fonction de l’interac-
tion du robot avec son environnement. Ce dernier est généralement représenté par
un objet physique. L’hypothèse classique sur ce type de capteur est que les signaux
sont fonction uniquement de la position relative du capteur par rapport à l’objet
(i.e. s = ϕ(gc) avec gc la position relative capteur-objet) et, si le capteur est fixe
sur le robot, on peut dire qu’ils dépendent uniquement de la position relative du
robot par rapport à l’objet (s = ϕs(g)) dans le cas d’un capteur embarqué. Parmi
les capteurs extéroceptifs les plus utilisés en robotique, on trouve les caméras, les
lasers, ou les capteurs d’effort. L’utilisation de ces capteurs dans des boucles de com-
mande se fait typiquement de deux façons, ou bien en synthétisant directement la
commande dans l’espace des signaux capteurs, auquel cas la connaissance de ϕ ou
ϕs n’est pas nécessaire (mais une estimation du Jacobien d’une de ces deux fonctions
peut être nécessaire pour l’estimation du jacobien de la tâche), ou alors en synthéti-
sant la commande dans l’espace cartésien, auquel cas une estimation de ϕ−1 ou ϕ−1

s

est nécessaire. Pour de nombreux capteurs, une estimation précise de ces fonctions
est difficile.

1.4.2.2 Mesure et précision de la tâche

Outre le choix de l’espace de synthèse de la commande, discuté plus bas, l’espace dans
lequel la valeur de référence (i.e. à laquelle on souhaite stabiliser le robot) est exprimée
joue un rôle important dans la précision de positionnement qui peut être obtenue. Dans le
cas du problème illustré par la fig. 1.8, il s’agit essentiellement de savoir si cette valeur de
référence est exprimée dans l’espace euclidien, i.e. comme une valeur g∗, ou dans l’espace
capteur, i.e. comme une valeur s∗. Dans le premier cas, que la commande soit synthétisée
dans l’espace euclidien ou dans l’espace capteur, toute erreur sur le modèle du capteur
risque de se traduire par un biais de positionnement final. Ce problème ne se pose pas
lorsque la valeur s∗ est connue. Toutefois on est ramené à la question de déterminer s∗.
Pour cela on a essentiellement deux possibilités :
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i. Une possibilité est de “positionner le robot à la position désirée” dans l’espace opéra-
tionnel et acquérir la valeur de référence du signal s∗ à cette position (technique connue
comme “teaching by showing”, très utilisée en asservissement visuel, par exemple).

ii. Une autre possibilité est de se baser sur une estimation de ϕ et une connaissance a
priori de g∗.

1.4.2.3 Synthèse de commandes dans l’espace articulaire.

Dans cet espace Je = I et e(q, t) = q− q∗ de façon que l’expression de la commande est
réduite à

v = −K(q − q∗) (1.55)

Les caractéristiques principales de cette synthèse sont :
• stabilité globale car le jacobien de la tâche est égal à l’identité
• simplicité de la commande car il n’y a pas besoin d’estimer un jacobien
• pour connaître la valeur de référence dans cet espace (directement liée à la précision

de la tâche) on dispose essentiellement de deux approches :
– “teaching by showing”, avec l’inconvénient de devoir réapprendre q∗ à chaque nou-

velle configuration de l’objet.
– utilisation du modèle géométrique inverse du robot Λ−1(g) pour déterminer q∗ =

Λ−1(g∗) à condition que la pose relative objet-robot soit connue et sachant que
toute erreur sur Λ−1 se traduira par une erreur de positionnement.

Aucune de ces deux approches n’est robuste par rapport à des changements de posi-
tionnement de l’objet (au sens où tout changement de positionnement de l’objet se
traduit par une erreur sur la réalisation de la tâche).

1.4.2.4 Synthèse de commandes dans l’espace euclidien.

Dans cet espace Je = ∂g
∂q (q) = J(q) et e(q, t) = g − g∗ de sorte que l’expression de la

commande est donnée par
v = −Ĵ(q)−1K(ĝ − g∗) (1.56)

Les caractéristiques principales de cette synthèse sont :
• besoin d’une estimation du jacobien inverse du robot,
• domaine de stabilité dépend du domaine où J(q)Ĵ(q)−1 > 0,
• comme en général dans la pratique, on ne mesure pas directement g, il faut en déter-

miner une estimation (reconstruction) à partir des signaux capteur. Suivant le type
de capteur différentes informations sont nécessaires :
– dans le cas d’un capteur proprioceptif (mesurant q), il nous faut le modèle géomé-

trique direct du robot (qui permet d’établir Tr) et la position de l’objet par rapport
à la base du robot (T0), cf. Figure 1.8. À partir de ces deux transformations on
retrouve alors la pose relative du robot par rapport à l’objet. Cette approche n’est
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pas robuste aux erreurs de modèle géométrique du robot et de positionnement de
l’objet.

– dans le cas des capteurs extéroceptifs (s = ϕs(gso)), il faut le modèle inverse ϕ−1
s (s)

du capteur pour trouver la pose du capteur par rapport à l’objet (gso associée à la
transformation Tso), ainsi que la pose du capteur par rapport à l’organe terminal
(déterminée à partir de la matrice homogène de transformation W , cf fig. 1.8).
Cette approche est robuste par rapport à des déplacements de l’objet, mais ne
l’est pas par rapport aux erreurs de modèle du capteur.

1.4.2.5 Synthèse de commandes dans l’espace capteur.

Dans cet espace Je = ∂s
∂q (q) = Js et e(q, t) = s−s∗ (dim s = n) de sorte que l’expression

de la commande est donnée par

v = −Ĵs(q)−1K(s− s∗) (1.57)

Les caractéristiques principales de cette synthèse sont :

• besoin d’une estimation du jacobien inverse de la tâche. Cette estimation peut être
obtenue par exemple :

(a) à partir d’une estimée du jacobien du robot ∂g
∂q et de la matrice d’interaction L = ∂s

∂g ,

(b) par estimation directe en ligne du jacobien ∂s
∂q à une position “de référence“, à partir

des mesures de q et s ;

• le domaine de stabilité dépend du domaine où Js(q)Ĵs(q)−1 > 0,

• robustesse par rapport à des erreurs de modèle géométrique du robot,

• robustesse par rapport aux mouvements de l’objet du fait que la valeur de référence s∗

est invariante à la position de l’objet. La valeur de s∗ peut être obtenue par :
– la méthode du “teaching by showing”,
– l’utilisation du modèle du capteur ϕs(g) pour déterminer s∗ = ϕs(g

∗), dès lors que
g∗ est connue. Dans ce cas, des erreurs sur ce modèle conduisent à des erreurs de
positionnement.

1.5 Conclusions

En conclusion de ce chapitre, résumons ci-dessous quelques points clé.

• La stabilisation asymptotique de robots nonholonomes, en position et orientation, le
long de trajectoires de référence admissibles se heurte à plusieurs difficultés. En ce qui
concerne la stabilisation asymptotique de points fixes, aucune solution de commande ne
semble à ce jour avoir permis de garantir la stabilité exponentielle et la robustesse de
cette propriété vis-à-vis d’erreurs de modèles omniprésentes en pratique (dynamiques non
modélisées, retards, etc). La conséquence pratique de cela est l’impossibilité de position-
ner avec précision un robot non holonome à partir de ces lois de commande stabilisantes.
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Quant à la stabilisation de trajectoires non stationnaires, elle peut être obtenue, pour
de nombreuses trajectoires de référence, via de commandes linéaires conduisant à de
bonnes propriétés de convergence et de robustesse, mais ces propriétés sont fonction de
la trajectoire de référence et ne peuvent être garanties sans connaissances a priori sur
celle-ci ; la stabilité elle-même n’est pas garantie pour toutes les trajectoires de référence.

• L’approche par fonctions transverses fournit une solution nouvelle pour la commande de
systèmes non holonomes. Dans cette approche, l’objectif de stabilisation asymptotique
est relâché au profit d’un objectif de stabilisation pratique, où l’idée est de stabiliser
un “petit ensemble” défini autour de la trajectoire de référence. Les synthèses de com-
mande par cette approche présentent plusieurs caractéristiques intéressantes comme la
possibilité de stabiliser toute trajectoire (i.e. pas nécessairement réalisable) dans l’espace
de configuration du robot, et ce avec une unique loi de commande. Elle permet aussi la
convergence exponentielle vers des configurations fixes lorsque la trajectoire de référence
est elle-même réduite à un point fixe. Cependant, l’évaluation de la robustesse des lois
de commande ainsi obtenues, vis-à-vis d’erreurs de modèle, reste à déterminer.

• Les études de CRC pour les robots manipulateurs ont montré l’importance que peut
avoir le choix de l’espace de synthèse de la commande (articulaire / cartésien / capteur)
en termes i) de robustesse de la commande aux erreurs de modèle, ii) de la quantité
d’information nécessaire à la synthèse de la commande, iii) de la facilité qu’il peut y
avoir à mener les études de stabilité. En particulier, la synthèse dans l’espace capteur
est dotée de propriétés de robustesse intéressantes vis-à-vis d’incertitudes sur le modèle
géométrique du robot et sur le modèle du capteur.

• La CRC des robots non holonomes a été peu étudiée jusqu’à présent. Les études exis-
tantes i) ou bien considèrent la stabilisation d’une partie de l’état seulement (contrôle
en position), ii) ou bien se limitent à des trajectoires de référence le long desquelles les
techniques de commande de type linéaire peuvent être appliquées (trajectoires de type
“cruising mode”), iii) ou alors n’abordent pas les problèmes de robustesse sous-jacents
à l’incertitude sur les modèles des capteurs.

L’objectif des deux prochains chapitres est de proposer des approches de CRC dans le cadre
de la stabilisation de la pose complète des robots non holonomes le long de trajectoires de
référence générales, et d’en évaluer les performances.



Chapitre 2

Commande référencée capteur via
une estimation de la pose

Afin d’illustrer la problématique générale qui nous intéresse, considérons le schéma de
la Figure 2.1 ci-dessous.

0r
ir

jr

0t

jt

it
0s

is

js

ξ

0m

im

jm

Fig. 2.1: Robot mobile (gauche), situation de référence (milieu), cible (droite)

Le robot mobile (représenté à gauche), que l’on supposera de type unicycle ou voiture,
est équipé d’un capteur (une caméra par exemple) qui fournit une information sur sa
situation relative par rapport à une cible mobile (qui peut par exemple être un autre
véhicule que l’on souhaite suivre). Un repère Fm = {0m,

−→ım,−→m} est associé à la plateforme
du robot, et gom désigne la situation de ce repère par rapport à un repère inertiel F0. Un
autre repère, Fs = {0s,

−→ıs ,−→s }, est associé au capteur et gos désigne la situation de ce
repère par rapport à F0. La situation relative gms du capteur par rapport à la plateforme
est paramétrée par un angle ξ, mesuré et dont on supposera qu’on peut le contrôler à partir
d’un modèle cinématique simple ξ̇ = vξ, avec vξ la variable de contrôle en vitesse associée.
Le capteur fournit un signal s ∈ R3 qui dépend seulement de la situation relative gts du
repère capteur par rapport au repère Ft = {0t,

−→ıt ,−→t } associé à la cible, i.e. s = ϕ(gts).
On supposera que gts est déterminé de façon unique par s, au moins dans un certain
domaine opérationnel. En fait, nous ferons même l’hypothèse un peu plus forte que ϕ est
un difféomorphisme d’un ouvert de SE(2) dans un ouvert de R3. L’objectif de commande
est de stabiliser la plateforme “devant la cible”, i.e. à une situation de référence gor comme
celle représentée au milieu de la figure, avec gtr (la situation relative du repère de référence
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par rapport au repère cible) prédéfinie et constante. Il est clair que ce problème revient
à stabiliser à zéro la situation relative g = grm du repère Fm par rapport au repère Fr.
Rappelons que g est solution du modèle d’erreur (1.30), avec cr les composantes de la vitesse
du repère de référence Fr (i.e. ġor = X(gor)cr), et qu’il n’est évidemment pas possible de
maintenir g à zéro dans tous les cas (c’est-à-dire quel que soit le mouvement de la cible),
à cause des contraintes non holonomes.

Si l’erreur de suivi g était connue, ainsi que la vitesse de référence cr, on pourrait
directement appliquer la solution de commande (1.41)-(1.42) fournie par l’approche par
fonctions transverses, afin d’obtenir une stabilisation pratique de g au voisinage de zéro.
En particulier, cette méthode nous permet dans ce cas 1,

1. d’assurer la stabilisation de trajectoires de référence quelconques,

2. de pouvoir régler la précision de suivi via le choix des paramètres de la fonction
transverse,

3. d’obtenir une convergence exponentielle vers une situation fixe lorsque la situation
de référence gr est constante.

Malheureusement, g n’est connue que de façon implicite via la mesure de s, et il s’agit de
savoir comment utiliser cette mesure pour résoudre notre problème de suivi. Une première
approche consiste à calculer une estimée ĝ de g à partir de s afin de l’utiliser dans le calcul
de la loi de commande (1.41)-(1.42). La difficulté est qu’en général, à cause notamment de
la connaissance approximative que l’on a des modèles des capteurs, il est souvent difficile
d’obtenir une estimation précise de g. Au vu des problèmes de robustesse que pose la
commande des véhicules non holonomes, il n’est pas évident a priori qu’une telle approche
donnera des résultats satisfaisants. L’objectif de ce chapitre est d’apporter des réponses à
cette question. Une autre approche, suggérée par les techniques de commande des robots
manipulateurs, consiste à essayer de définir la loi de commande “directement” dans l’espace
capteur, c’est-à-dire sans remonter à une estimation de g. Cette approche sera étudiée dans
le chapitre suivant.

Le chapitre présent est constitué de trois sections. Nous présentons dans la première
section un résultat de robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées, et illustrons sur
un exemple simple comment il peut être utilisé pour établir des conditions de stabilité vis-à-
vis d’erreurs de mesure. Cet exemple permet également de mieux comprendre les principaux
résultats d’analyse de ce chapitre, présentés dans la deuxième section, qui fournissent des
conditions de stabilité pour des fonctions d’estimation de g génériques. Enfin, dans la
troisième section, nous proposons différentes possibilités pour le calcul de l’estimation ĝ et
essayons de dégager, à partir de résultats de simulation et d’expérimentation, des choix de
paramètres de commande pour une bonne utilisation de cette approche.

1nonobstant les limitations classiques dues aux saturations et à la dynamique des actionneurs, et aux

aspects numériques de la mise en œuvre de la commande (échantillonage, retards, etc)
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2.1 Robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées

Avant d’aborder plus spécifiquement la commande référencée capteur des robots mo-
biles dans les sections suivantes, nous allons d’abord présenter un résultat de robustesse
concernant l’approche de commande par fonctions transverses. L’intérêt de ce résultat est
multiple. Tout d’abord, il établit un résultat fort de robustesse qui montre, de ce point
de vue, l’intérêt de cette approche par rapport aux approches plus classiques basées sur
un objectif de stabilisation asymptotique (voir Sec. 1.3 du chapitre précédent). En second
lieu, de par sa simplicité, il permet de mieux comprendre l’origine de ces propriétés de
robustesse. Enfin, ce résultat est très lié (et complémentaire) à ceux que nous établirons
dans la section suivante.

Comme nous l’avons rappelé dans le chapitre précédent, le problème de robustesse vis-
à-vis de dynamiques non modélisées consiste, pour des robots mobiles non holonomes, à
étudier les propriétés de stabilité de systèmes commandés du type

q̇ =
m∑

i=1

vi(Xi(q) + Yi(ε, q))

avec X1, . . . , Xm les champs de vecteurs "nominaux" (i.e. connus), et les Yi(ε, ·) de "petites"
perturbations de ces champs, inconnues. Dans le cas particulier de robots de type unicycle
et voiture (ou plus généralement de tout autre véhicule), au lieu de considérer des pertur-
bations Yi(ε, ·) arbitraires, il est plus significatif d’un point de vue physique de considérer
des perturbations qui respectent la propriété de symétrie de groupe dans SE(2). En effet,
quelles que soient les erreurs que l’on peut faire sur la géométrie du robot, cette propriété
d’invariance (qui signifie physiquement que pour une entrée de commande donnée, le dé-
placement relatif du véhicule par rapport à sa configuration initiale ne dépend pas de cette
configuration) sera toujours respectée. Ceci conduit naturellement à considérer le problème
de stabilisation de systèmes du type

ġ = X(g)C∆(ζ)v (2.1)

où C∆ est une fonction matricielle, continue, inconnue, mais supposée proche de la fonction
nominale C du modèle cinématique (1.12). Le résultat suivant établit une propriété de
robustesse des lois de commande basées sur l’approche par FT vis-à-vis de ce type d’erreurs
de modèle.

Proposition 5 Soit f = (f ′g, f
′
ζ)

′ une fonction transverse pour le système nominal ġ =

X(g)C(ζ)v, et v̄ = (v′, α̇′)′ la loi de commande définie par (comparer avec (1.41)-(1.42))

v̄ = C̄(α)†AdX(fg(α))′X(z)′Kz (2.2)

avec C̄(α) définie par (1.37), AdX(·) définie par (1.29), z = gfg(α)−1, et K une matrice
symétrique définie négative. Si

C̄∆(α)C̄(α)† > 0 ∀α (2.3)
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avec
C̄∆(α) := (C∆(fζ(α)) −A(α)) (2.4)

alors z converge exponentiellement vers zéro et g converge exponentiellement vers un point
fixe.

Preuve : La preuve de ce résultat est relativement directe. D’après (1.28) (voir aussi
(1.40)),

ż = X(z)AdX(fg(α))C̄∆(α)v̄

Par application de la loi de commande (2.2), on obtient donc en boucle fermée

ż = M(z, α)Kz

avec
M(z, α) = X(z)AdX(fg(α))C̄∆(α)C̄(α)†AdX(fg(α))′X(z)′ (2.5)

La dérivée de la fonction de Lyapunov candidate V (z) = z′(−K)z le long des solutions de
ce système est donc donnée par

V̇ (z) = −2z′K ′M(z, α)Kz (2.6)

Il est clair, d’après (2.3), que la matrice M(z, α) est définie positive pour tout z, α. En
utilisant en outre le fait que X(z) est une matrice de rotation et la compacité de Tp, on
montre qu’il existe une constante δ > 0 telle que

M(z, α) > δI3 ∀z,∀α (2.7)

La convergence exponentielle de z vers zéro découle alors de (2.6). Ceci implique, d’après
(2.2), que v converge exponentiellement vers zéro, et par conséquent que g converge expo-
nentiellement vers une valeur fixe.

Avant de commenter la Proposition 5, indiquons quelques variations possibles de ce
résultat (dont les preuves sont tout à fait similaires à la précédente). Tout d’abord, on
peut aussi utiliser au lieu de (2.2) la loi de commande

v̄ = C̄(α)′AdX(fg(α))′X(z)′Kz (2.8)

La condition de stabilité (2.3) doit alors simplement être remplacée par la condition

C̄∆(α)C̄(α)′ > 0 ∀α (2.9)

Il est aussi possible de considérer le cas plus général où C∆ dépend non seulement de ζ
mais aussi de la variable exogène t. Dans ce cas, les conclusions de la proposition restent
valides si

C̄∆(α, t)C̄(α)† > δ̄I3 > 0 ∀α,∀t (2.10)
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où C̄∆(α, t) est définie par (2.4) (en remplaçant C∆(fζ(α)) par C∆(fζ(α), t)). Nous ver-
rons dans la section suivante quelques applications de ces généralisations pour l’étude des
propriétés de robustesse vis-à-vis d’erreurs de mesure.

La condition suffisante “de stabilité” (2.3) est à rapprocher des conditions du type

JeĴe
−1

> 0

que l’on rencontre dans l’étude de stabilité des fonctions de tâche pour les robots manipula-
teurs (voir Éq. (1.53)). Elle en constitue le pendant. La propriété sous-jacente, importante
d’un point de vue applicatif, est que pour toute fonction transverse, on dispose d’une marge
de robustesse pour la propriété de stabilité exponentielle globale de z = 0. Par exemple,
en raison du fait que α est un élément de l’espace compact Tp, la condition (2.3) sera
toujours satisfaite lorsque la fonction C∆ résulte de petites variations paramétriques de la
fonction C. Nous verrons cependant qu’en général, la marge que l’on peut ainsi garantir
est commensurable à la taille de la fonction transverse. Autrement dit, plus on souhaite
obtenir un positionnement précis, moins on peut a priori garantir de marge de robustesse.
Étant donné que la condition (2.3) est seulement une condition suffisante de stabilité, la
marge de stabilité réelle peut évidemment être beaucoup plus importante.

Nous allons maintenant montrer sur un cas relativement simple comment la Proposition
5 peut être utilisée pour établir des propriétés de robustesse vis-à-vis d’erreurs de mesure.
Cette étude de cas permet en outre de mieux comprendre l’analyse plus générique qui sera
conduite dans la section suivante.

Supposons que l’on dispose d’une estimation ĝ de g de la forme

ĝ = ψ(g) =

(
p̂

θ̂

)
=

(
λR(γ)p+ bp

θ + bθ

)
(2.11)

avec R(γ) la matrice de rotation d’angle γ. On souhaite déterminer des conditions suffi-
santes sur les paramètres λ, γ, bp, et bθ, garantissant la stabilité de la loi de commande
(2.2). On suppose dans un premier temps que ces paramètres sont constants. Les termes
bp et bθ représentent des biais de mesure. Le terme λ correspond à un facteur d’échelle sur
la norme du vecteur de position p, et γ représente une erreur sur la direction de ce vec-
teur. On montre facilement, à partir de l’équation d’erreur (1.28), que ĝ satisfait l’équation
suivante :

˙̂g = X(ĝ)∆(C(ζ)v̄ − AdX(g−1)cr) (2.12)

avec ∆ la matrice constante définie par

∆ =

(
λR(γ̄) 0

0 1

)
, γ̄ = γ − bθ (2.13)

Considérons tout d’abord le cas où cr = 0 (i.e. la cible est immobile). Dans ce cas, le
système (2.12), simplement donné par ˙̂g = X(ĝ)∆C(ζ)v̄, est de la forme (2.1) avec

C∆(ζ) := ∆C(ζ) (2.14)
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Par application de la loi de commande (2.2) (resp. (2.8)), avec z remplacée par son “esti-
mée” ẑ = ĝf(α)−1, on garantit donc la stabilité exponentielle de ẑ = 0 et la convergence
exponentielle de ĝ (et donc de g) vers un point fixe sous la condition (2.3) (resp. (2.9)). Le
lemme suivant illustre cette application dans le cas d’un véhicule de type unicycle.

Lemme 1 Considérons un véhicule de type unicycle et supposons que C∆ est définie par
(2.13)–(2.14). Alors, pour toute fonction transverse définie sur T,

1. La condition de stabilité (2.3) associée à la loi de commande (2.2) est satisfaite si et
seulement si

0 < λ cos γ̄ et
(
a1(α)

a2(α)
(1 − λ cos γ̄) + λ sin γ̄

)2

< 4

(
1 − a1(α)

a2(α)
λ sin γ̄

)
λ cos γ̄ ∀α

(2.15)
avec a1(α), a2(α), a3(α) les composantes du vecteur colonne A(α).

2. La condition de stabilité (2.9) associée à la loi de commande (2.8) est satisfaite si et
seulement si

∀α,
(
a1(α)a2(α) +

λ

4
(1 + a3(α)2)λ sin γ̄

)
λ sin γ̄ < a2(α)2λ cos γ̄ (2.16)

Dans le cas particulier où γ̄ = 0 et la fonction transverse est définie par (1.38), les condi-
tions (2.15) et (2.16) sont respectivement équivalentes à

1 − 2

δ2

(√
1 + δ2 − 1

)
< λ < 1 +

2

δ2

(√
1 + δ2 − 1

)
, δ =

2 + ε2η2

εη
(2.17)

et
0 < λ (2.18)

La preuve de ce lemme est donnée dans l’annexe A.1.
La condition suffisante de stabilité (2.17) illustre bien une propriété générique de ce

type d’analyse : la marge de robustesse garantie est d’autant plus faible que εη est petit
(au premier ordre elle est en fait proportionnelle à εη). Elle est donc commensurable à la
précision de positionnement souhaitée. Le fait que ce type de condition n’apparaisse pas
pour la loi de commande (2.8) (cf. (2.18)), bien qu’intéressant, n’est malheureusement pas
une propriété générique ; il est seulement lié à la structure très particulière des erreurs de
mesure ici considérées. En règle générale, la loi de commande (2.8) conduit à des conditions
de stabilité similaires à celles que l’on peut obtenir avec la commande (2.2), avec l’inconvé-
nient qu’elle ne permet pas de découpler la convergence de chaque composante du vecteur
z, même lorsque le modèle du robot est parfaitement connu. Aussi, à partir de maintenant,
nous nous limiterons essentiellement à l’étude de la commande (2.2).

Bien que la condition de stabilité (2.17) soit seulement suffisante, elle est cohérente
avec les problèmes de robustesse rappelés dans le chapitre précédent qui montraient la dif-
ficulté/impossibilité d’obtenir de façon robuste la stabilisation asymptotique exponentielle
d’un point fixe.



2.2. Conditions suffisantes de stabilité vis-à-vis de l’estimation de la pose 49

Le résultat suivant montre que la condition de stabilité (2.3) est suffisante pour garantir
la stabilisation pratique de trajectoires arbitraires, et établit le lien entre la précision de
suivi et les paramètres de commande.

Proposition 6 On suppose que la condition (2.3) est satisfaite avec la matrice C∆ dé-
finie par (2.13)–(2.14). Alors, pour toute trajectoire de référence telle que ‖cr‖max :=

maxt ‖cr(t)‖ < ∞, la loi de commande (2.2) avec z remplacé par ẑ = ĝf(α)−1 et
K = −kI3 (k > 0) assure que ‖g‖ est ultimement bornée par τ(εf + ‖cr‖/k) + ‖(bp, bθ)‖,
avec εf := maxα ‖fg(α)‖, et τ une constante indépendante de la trajectoire de référence, et
du gain k.

La preuve de ce résultat est donnée dans l’annexe A.2.
Il est possible, en utilisant notamment la condition de stabilité généralisée (2.10), d’ob-

tenir des résultats de stabilité lorsque les paramètres du modèle (2.11) varient. A simple
titre d’illustration, supposons maintenant que γ soit une fonction du temps et, pour sim-
plifier, que la cible soit immobile. On a alors

˙̂g = X(ĝ)C∆(ζ, t) + γ̇(t)

(
S(p̂− bp)

0

)

avec C∆, toujours définie par (2.13)–(2.14), qui dépend maintenant de la variable t au
travers de la fonction γ. En utilisant (1.28), on déduit de l’équation précédente que

˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))C̄∆(fζ(α), t)v̄ + γ̇(t)

(
S(ẑp +R(ẑθ)fp(α) − bp)

0

)

avec ẑp et ẑθ définis par ẑ = (ẑ′p, ẑθ)
′. Par application de la loi de commande (2.2), on

obtient donc en boucle fermée

˙̂z = −kM(ẑ, α)ẑ + γ̇(t)

(
S(ẑp +R(ẑθ)fp(α) − bp)

0

)

avec M la fonction à valeur matricielle définie par (2.5). Si la condition de stabilité géné-
ralisée (2.10) est satisfaite, la dérivée de la fonction V (ẑ) = ẑ′ẑ le long des solutions du
système ci-dessus vérifie donc l’inégalité

V̇ (ẑ) ≤ −2kδ‖ẑ‖2 + ‖ẑ‖γ̇(‖fp(α)‖ + bp)

avec δ définie via la relation (2.7). D’où l’on déduit que si γ̇ est bornée, ‖ẑ‖ est bornée
ultimement par supt |γ̇(t)|(εf + bp)/(2kδ).

2.2 Conditions suffisantes de stabilité vis-à-vis de l’estima-
tion de la pose

Les résultats précédents ont permis d’illustrer comment la condition de stabilité (2.3)
permet d’obtenir des résultats de robustesse vis-à-vis d’erreurs d’estimation de la pose.
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Toutefois, le modèle (2.11) est clairement restrictif. Nous souhaitons maintenant établir des
résultats plus génériques. Pour ce faire, nous allons considérer une estimation ĝ = ψ(g) où
ψ est une fonction arbitraire a priori. Ceci correspond à un cadre général lorsque le capteur
est fixé à la plateforme non holonome (i.e. ξ ≡ 0 suivant le schéma de la Figure 2.1), puisque
s dépend seulement de g dans ce cas et l’estimation ĝ est typiquement calculée comme une
fonction de s. Le cas où ξ est contrôlé activement sera illustré sur la base d’exemples dans
la section suivante.

Considérons donc une estimation ĝ = ψ(g). Comme dans la section précédente, on pose
ẑ := ĝf(α)−1. L’utilisation de ẑ à la place de z dans (1.41)-(1.42) donne

v̄ = C̄(α)†
(
AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1Kẑ + AdX(ĝ−1)cr(t)

)
(2.19)

ou
v̄ = C̄(α)†AdX(f(α)−1)X(ẑ)−1Kẑ (2.20)

lorsque cr est zéro, ou inconnu. Notons que la différence entre la loi de commande (2.20)
et la commande (2.2) réside essentiellement dans l’utilisation de l’inverse de la matrice
AdX(f(α)) au lieu de sa transposée (puisque X(z) est une matrice de rotation, on a
X(z)−1 = X(z)′). Afin d’établir les résultats qui vont suivre, on aurait aussi pu utili-
ser la commande (2.2) au lieu de (2.20) ; toutefois ce dernier choix est un peu plus naturel
puisque c’est celui qui permet de linéariser exactement la dynamique de z lorsque g est
connu.

Le problème consiste maintenant à déterminer les propriétés de stabilité des commandes
(2.19) et (2.20). Contrairement au cas particulier d’une estimation ĝ donnée par (2.11),
nous allons étudier séparement le problème de bornitude de l’erreur de suivi de celui de la
convergence de g vers une configuration fixe lorsque la cible est immobile. Concernant la
propriété de bornitude, nous sommes amenés à faire l’hypothèse suivante.

Hypothèse 1 Il existe deux constantes δ1 > 0 et γ1 < 1 telles que l’erreur d’estimation
g̃ = gĝ−1 satisfait l’inégalité suivante

‖g̃‖ ≤ γ1‖g‖ , ∀g ∈ Bg(δ1) (2.21)

La condition (2.21) signifie que la norme relative de l’erreur d’estimation est inférieure
à un dans un domaine borné contenant g = 0. Ceci constitue clairement une condition
faible. En effet, comme ĝ = ψ(g), alors si ψ(0) = 0 (estimation non biaisée à la position
désirée), on montre à partir de la définition de la loi de groupe (1.10) que

g̃ ≈
(
I3 −

∂ψ

∂g
(0)

)
g (2.22)

dans le voisinage de g = 0. Par conséquent, si

‖I3 −
∂ψ

∂g
(0)‖ < 1 (2.23)
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l’hypothèse 1 est satisfaite dans un voisinage de g = 0. Par exemple, lorsque s = ϕs(g)

avec ϕs(0) = 0, pour une certaine fonction ϕs, une estimation possible ĝ est donnée par

ĝ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

s (2.24)

Dans ce cas, la relation (2.23) devient
∥∥∥∥∥I3 −

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1∂ϕs

∂g
(0)

∥∥∥∥∥ < 1

Cette dernière relation rappelle les conditions de stabilité classiques sur la matrice d’inter-
action L = ∂s

∂g , du type2 LL̂−1 > 0, dans le contexte de la commande référencée capteur des
bras manipulateurs (Samson et al., 1990)[ch. 7] et en particulier de la commande référencée
vision (voir par exemple (Chaumette, 1990; Malis, 1998)).

Le résultat suivant établit la bornitude ultime de l’erreur de suivi g (cf. la propriété
iii.a) de la Proposition 4) sous l’hypothèse 1.

Proposition 7 (Bornitude de l’erreur de suivi pour l’unicycle et la voiture).
Considérons la loi de commande (2.20) avec K = −kI3 (k > 0) et f une FT. Si

‖g(0)‖ < δ1 − 2εf et ε̄f :=
εf + ‖cr‖max/k

1 − γ1
< δ1 (2.25)

avec δ1 et γ1 des constantes spécifiées par (2.21) et ‖cr‖max := maxt ‖cr(t)‖, alors ‖g‖ est
borné ultimement par ε̄f .

La preuve de ce résultat est donnée dans l’annexe A.3.
Faisons quelques commentaires sur ce résultat. Tout d’abord, le choix de la matrice de

gain K dans la proposition est fait essentiellement pour simplifier la preuve et spécifier
une borne ultime pour ‖g‖. La bornitude ultime est aussi garantie pour d’autres matrices
Hurwitz stables, comme par exemple toute matrice de la forme

K =

(
−Kp 0

0 −kθ

)

avec Kp une matrice 2×2 définie positive et kθ > 0. Ensuite, notons que la condition (2.25)
indique comment la “taille” de la FT f influence la borne ultime de g et l’ensemble des
conditions initiales g(0) pour lesquelles la bornitude peut être démontrée. Enfin, insistons
sur la contribution la plus importante de ce résultat : pour toute estimation ĝ de g satisfai-
sant (2.21), l’erreur de suivi de toute trajectoire de référence est bornée par une valeur qui
peut être rendue arbitrairement petite par un choix pertinent des paramètres de contrôle

2ceci est un cas particulier de la condition de positivité (1.53) en considérant la décomposition bJe = bLJ

avec J le jacobien du robot supposé parfaitement connu.
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εf et k. Notons en particulier que rien n’empêche a priori que εf soit arbitrairement petit.
En d’autres termes, en ce qui concerne le problème de bornitude de l’erreur de suivi, les
contraintes sur la qualité d’estimation de g sont très faibles.

Lorsque la vitesse de référence cr est connue, la loi de commande (2.19) peut être utilisée
pour améliorer la précision de suivi comme ceci est précisé dans la proposition suivante.

Proposition 8 Supposons que la vitesse de référence cr(t) est connue et considérons la loi
de commande (2.19) avec K = −kI3 (k > 0) et f une FT. Si

‖g(0)‖ < δ1 − 2εf et ε̄f :=
εf

1 − γ1(1 + ‖cr‖max/k)
< δ1

avec δ1 et γ1 des constantes spécifiées par (2.21) et ‖cr‖max := maxt ‖cr(t)‖, alors ‖g‖ est
bornée ultimement par ε̄f .

La preuve de ce résultat est similaire à la preuve de la Proposition 7.
Les résultats précédents indiquent que la bornitude de l’erreur de suivi peut être ob-

tenue sous des hypothèses relativement faibles. Toutefois, ceci ne garantit en rien que le
comportement du système soit satisfaisant en pratique. En particulier, il est naturel de
se demander, comme dans le cas où g est parfaitement connue (cf Propriété iii.b) de la
Proposition 4), si l’on peut garantir la convergence du robot vers une configuration fixe
lorsque la cible est immobile. Pour répondre à cette question, nous sommes amenés à étudier
séparément les cas de l’unicycle et de la voiture.

Proposition 9 (Convergence unicycle) Pour le modèle de l’unicycle (1.6), considérons
la loi de commande (2.20) avec K = −kI3 (k > 0), et f une FT définie par (1.38).
Supposons que cr = 0 (i.e. cible immobile) et que la condition (2.25) est satisfaite. Soit γ2

la plus petite constante positive telle que

‖∂ψ
∂g

(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖ ≤ γ2‖g‖ , ∀g ∈ Bg(εf/(1 − γ1)) (2.26)

Il existe deux constantes positives c1 et c2, qui dépendent uniquement du paramètre η de la
FT f , telles que si

γ̄ :=

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
εf

+ c2ε
3
f

)
< 1 (2.27)

alors ẑ converge exponentiellement vers zéro et g converge exponentiellement vers un point
fixe.

La preuve de cette proposition, inspirée de la preuve de la Proposition 5, est donnée dans
l’annexe A.4.

Par rapport à la Proposition 7, le résultat précédent nécessite la condition supplémen-
taire (2.27). Discutons maintenant les rôles que la “taille” εf de la fonction transverse (qui
dépend essentiellement du paramètre ε), et les valeurs de γ1, γ2 (qui reflètent la qualité de
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l’estimation de la pose), jouent dans la réalisation de cette condition. Pour εf ∈ [0, ε̄], la
condition (2.27) est satisfaite si

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)
c̄1
εf

< 1 (2.28)

avec c̄1 = c1+c2ε̄
4. Il est clair que cette condition ne peut pas être satisfaite, quand εf tend

vers zéro, à moins que γ1 = 0. Ceci suggère que des valeurs très petites de εf , permettant un
suivi très précis, pourraient empêcher le robot de converger vers une situation fixe quand
la cible est immobile. Ceci est cohérent avec les résultats obtenus dans le cas particulier de
l’estimation (2.11) (cf. Lemme 1), et plus généralement avec la difficulté d’obtenir en même
temps la stabilité exponentielle d’une configuration fixe et la robustesse de cette propriété
vis-à-vis d’erreurs de modèle. Néanmoins, la condition (2.27) montre aussi que, pour toute
valeur de εf , la convergence exponentielle a lieu si γ1 et γ2 sont suffisamment petits. On
déduit de (2.22) que γ1 est petit dans le voisinage de g = 0 si le Jacobien de ψ en ce point
est proche de l’identité. Par exemple, quand ĝ est donnée par (2.24), cette condition est
satisfaite si le Jacobien de la fonction ϕs est estimé avec précision. Dans ce cas, si l’on
suppose, pour simplifier, que γ1 = 0, alors la condition (2.28) est réduite à γ2c̄1 < 1. La
constante c̄1 peut être calculée à partir des paramètres de la FT. En ce qui concerne γ2,
il est directement lié aux termes de second ordre de la fonction ψ, et donc aux termes de
second ordre de la fonction signal ϕs. Pour cette raison, à moins qu’un modèle analytique
de ϕs soit connu, il est généralement difficile d’évaluer γ2. Remarquons, cependant, que
γ2 = 0 quand ψ est une transformation linéaire (cf. modèle (2.11)). Finalement, remarquons
que (2.27) est seulement une condition suffisante pour la convergence. Des simulations et
des résultats expérimentaux, comme ceux présentés dans les sections suivantes, tendent à
indiquer qu’elle est très conservatrice. En fait, des simulations intensives avec divers choix
de la fonction signal ne nous ont pas permis d’observer des situations où l’erreur de suivi
reste bornée sans converger vers une valeur fixe. Cependant la question de savoir si cette
propriété est toujours satisfaite ou non reste ouverte. Les résultats précédents ont fait
l’objet de la publication (Maya et al., 2006a).

Pour les plateformes de type voiture, on obtient le résultat suivant, similaire à la Pro-
position 9 modulo la condition (2.27) qui est remplacée par une condition plus restrictive.

Proposition 10 (Convergence voiture). Pour le modèle de la voiture (1.9), considérons
la loi de commande (2.20) avec K = −kI3 (k > 0), et f une FT définie par (1.39). Sup-
posons que cr = 0, et que la condition (2.25) est satisfaite. Soit γ2 la plus petite constante
positive telle que

‖∂ψ
∂g

(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖ ≤ γ2‖g‖ , ∀g ∈ Bg(εf/(1 − γ1)) (2.29)

Il existe deux constantes positives c1 et c2, qui dépendent uniquement des paramètres ηi de
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la FT, telles que si

γ̄ :=

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
ε2f

+ c2ε
4
f

)
< 1 (2.30)

alors ẑ converge exponentiellement vers zéro et g converge exponentiellement vers un point
fixe.

La preuve de cette proposition est similaire à la preuve de la Proposition 9.
La différence principale avec la Proposition 9 vient du terme 1/ε2f dans (2.30). Ceci

est dû au fait que la troisième composante de la FT (1.39) est homogène à ε2, tandis que
la troisième composante de la FT (1.38) associée à l’unicycle est homogène à ε. Ceci dit,
les conclusions qui peuvent être tirées de ces deux propositions sont qualitativement les
mêmes : il est beaucoup plus difficile de garantir la convergence de l’état vers une valeur
fixe que sa bornitude ultime.

2.3 Quelques techniques pour l’estimation de la pose

Rappelons d’abord que s = ϕ(gts) et que nous avons supposé que ϕ est un difféomor-
phisme (local), de sorte que ϕ−1 est, lui aussi, bien défini localement. Par la loi de groupe,
nous avons g = grtgtsgsm, et l’on peut donc écrire

g = grtϕ
−1(s)gsm (2.31)

Le calcul d’une estimation ĝ de g à partir de mesures capteur correspond au classique
“problème d’estimation de la pose”, qui a été amplement étudié dans la littérature sur la
vision par ordinateur (voir par exemple (Faugeras, 1993) pour une référence didactique et
(Rosenhahn, 2003) pour un aperçu des techniques existantes dans le cadre d’un capteur
visuel ; pour des techniques particulières appliquées sur les robots mobiles, voir par exemple
(Sugihara, 1988; Tsakiris, 1999; Artus, 2005)). Rappelons brièvement (sans aucune reven-
dication d’originalité) quelques approches possibles. Par exemple, on déduit de (2.31) que

s = ϕs(g, ξ) := ϕ(gtrggms) (2.32)

étant donné que gtr est constant et gms dépend seulement de ξ. Avec s choisi de manière que
ϕs(0, 0) = 0, une estimation linéaire simple peut être obtenue à partir de l’approximation
locale s ≈ ∂ϕs

∂g (0, 0)g + ∂ϕs

∂ξ (0, 0)ξ, i.e.

ĝ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

)−1(
s− ∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)ξ

)
(2.33)

avec ∂̂ϕs

∂g (0, 0) et ∂̂ϕs

∂ξ (0, 0) des approximations de ∂ϕs

∂g (0, 0) et ∂ϕs

∂ξ (0, 0). Lorsque la confi-
guration gms du capteur par rapport à la plateforme est connue, et un modèle de ϕ est
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disponible, l’équation (2.31) peut être utilisée pour obtenir des estimations non linéaires.
Cependant, il est souvent difficile en pratique d’obtenir un modèle précis de ϕ. De plus,
ce qui est en réalité nécessaire pour le calcul de g est ϕ−1, l’inverse de ϕ. La connaissance
d’une expression analytique de ϕ n’implique pas pour autant qu’une expression analy-
tique de ϕ−1 soit disponible. Quand elle ne l’est pas, on peut calculer une estimation de
ϕ−1(s) via un algorithme de recherche par gradient, basé sur l’utilisation de la matrice Ja-
cobienne ∂ϕ

∂gts
. Une autre possibilité consiste à déterminer une fonction ϕ̂ proche de ϕ dans

un domaine contenant la situation désirée g∗ts = ϕ−1(0), et dont on peut obtenir l’inverse
analytiquement. Ceci suggère l’estimation suivante :

ĝ = grtϕ̂
−1(s)gsm (2.34)

Finalement, même lorsqu’une expression analytique de ϕ−1 est connue, on peut utiliser
une expression simplifiée pour cette fonction, de façon à réduire la complexité du calcul.
Cette alternative conduit à une estimation de g de la forme

ĝ = grtϕ̂−1(s)gsm (2.35)

2.4 Résultats de simulation pour un capteur visuel

Les résultats de simulation qui suivent ont été obtenus avec le système illustré par la
Fig. 2.2, comportant un robot mobile (de type unicycle ou voiture) muni d’une caméra
embarquée, contrôlée en rotation autour d’un axe vertical. La cible est matérialisée par
trois points non colinéaires dans le plan (0, i, j), L, M , et R, qui constituent les sommets
d’un triangle isocèle de base 2a et de hauteur b, avec a = b = 0.25. Le signal capteur est

s =




l − l∗

m − m∗

r − r∗


 (2.36)

avec l,m, r les coordonnées y (dans le repère caméra) de la projection des points L,M,R

sur le plan image, et x∗ la valeur de la variable x à la position de référence. Pour toutes
les simulations, gtr = (−2.5, 0, 0)′ (ce qui revient à aligner la plateforme face à la cible à la
position de référence, comme ceci est illustré par la figure), et gms = (0.51, 0, ξ)′.

2.4.1 Estimation linéaire de la pose

Nous illustrons d’abord l’utilisation d’une estimation linéaire simple définie par (2.33).
Ce modèle nécessite l’estimation des matrices jacobiennes ∂ϕs

∂g (0, 0) et ∂ϕs

∂ξ (0, 0). En pra-
tique, ceci peut être effectué au moyen de petits déplacements ∆g(p),∆ξ(p) (p = 1, . . . , P )

générés dans le voisinage de g = 0 et ξ = 0, en mesurant les variations de signal associées
∆s(p), et en posant par exemple

(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)

)
= (∆s(1) · · ·∆s(P ))

(
∆g(1) · · ·∆g(P )

∆ξ(1) · · ·∆ξ(P )

)†

(2.37)
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Fig. 2.2: Robot mobile avec capteur visuel embarqué

Caméra fixée au robot. Nous considérons d’abord le cas où ξ = 0 (la caméra reste fixe
sur le robot). Dans ce cas, s et ĝ dépendent de g uniquement. Les résultats de simulation
représentés sur la Fig. 2.3 ont été obtenus avec un robot de type unicycle et une cible
immobile. Les normes de g et ẑ sont représentées sur la figure du haut à gauche. La
figure du haut à droite correspond au mouvement de l’origine 0m du repère robot sur le
plan. La trajectoire réelle est représentée avec des lignes continues tandis que la trajectoire
donnée par l’estimation de la pose (2.33) est représentée en pointillé. La figure du bas
correspond à un calcul numérique en ligne (à chaque instant t) de γ1 en utilisant les
définitions de l’hypothèse 1 avec l’égalité dans l’équation (2.21). Étant donné qu’il est en
général difficile de calculer analytiquement γ1 ainsi que le domaine de validité d’un tel
calcul, nous avons choisi d’estimer cette valeur numeriquement. Cette estimation de γ1

est présentée ici seulement à titre informatif pour avoir une idée de la vérification où non
de l’inégalité (2.21) (utilisée dans la proposition 7) en pratique. Même si cette valeur de
γ1 n’est pas strictement exacte vis-à-vis des définitions de l’hypothèse 1, elle nous donne
une bonne estimation de la vraie valeur au moins le long de la trajectoire réalisée dans
cette simulation. La loi de commande (2.20) a été utilisée avec K = −0.5I3, et la FT
est définie par (1.38) avec ε = 0.3 et η = 1. Le robot démarre de la condition initiale
g(0) = (−1.05, 1.24, 0)′ (en haut à gauche sur la figure de droite) et la position finale
est donnée approximativement par g(30) = (0.07,−0.03, 0.24)′. En dépit de la mauvaise
qualité de l’estimation de g quand le robot est éloigné de la position de référence, la variable
contrôlée ẑ converge vers zéro et la plateforme converge vers une situation fixe proche de
celle désirée. D’après l’estimée de γ1, l’inégalité (2.21) a été vérifiée tout au long de cette
simulation. En substituant la dernière valeur de l’estimée γ̂1(30) = 0.66 et les paramètres
de commande dans (2.25), la borne ultime de la norme de l’erreur de suivi g qui en résulte
est de 0.94. La norme de g(30) est bien au-dessous de cette borne, ce qui est cohérent avec
la proposition 7.
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Fig. 2.3: Estimation linéaire de g, caméra fixée sur le robot, cible immobile
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Caméra commandée en rotation. Dans la pratique, il est souvent nécessaire de com-
mander la caméra en rotation (i.e. commande de l’angle ξ dans notre cas) de manière à ce
que la cible reste dans le champ de vision de la caméra. Une stratégie simple de commande
consiste à choisir vξ (= ξ̇) de façon à stabiliser s2 à zéro (voir la fig. 2.2). Pour ce faire, un
retour proportionnel simple, avec précompensation de la rotation de la plateforme mobile,
de forme

vξ = kss2 − v2 (ks > 0) (2.38)

peut être utilisé. Le choix d’un gain ks relativement élevé aide à réduire la “traînée” intro-
duite par le mouvement non compensé de la cible. On pourrait aussi synthétiser des lois
de commande plus sophistiquées pour stabiliser s2 à zéro dans toutes les situations, mais
cela n’est pas nécessaire car l’objectif, à ce niveau, est seulement de garder la cible dans le
champ de vision de la caméra.

La Fig. 2.4 illustre cette stratégie. La loi de commande (2.20) a été appliquée avec
la même matrice de gains K et la même fonction transverse que dans la simulation pré-
cédente, et avec la loi de commande vξ définie par (2.38) pour ks = 3 et s exprimé en
coordonnées métriques. Bien que l’estimation de la situation de la plateforme soit signifi-
cativement différente de celle obtenue pour la simulation précédente, la trajectoire réelle
de la plateforme n’est pas très différente qualitativement. En ce qui concerne l’estimée de
γ1, on voit que sa valeur est significativement plus basse que celle de la simulation pré-
cédente, ce qui indiquerait, en plus de la vérification de l’inégalité (2.21), une meilleure
estimation de g et aussi une borne ultime plus petite pour l’erreur de suivi. En substituant
la dernière valeur de l’estimée γ̂1(30) = 0.11 et les paramètres de commande dans (2.25),
la borne ultime de la norme de l’erreur de suivi g qui en résulte est de 0.36. La norme
‖g(30)‖ = ‖(−0.038, 0.004, 0.282)′‖ = 0.285 est encore au-dessous de cette borne, ce qui
est cohérent avec la proposition 7.

Référence mobile. Les mêmes stratégies d’estimation et de contrôle, appliquées au cas
d’une cible mobile, sont illustrées par la Fig. 2.5. La vitesse de référence3 est définie par
(1.43)

Les trajectoires du robot (en ligne continue) et du repère de référence (en pointillé)
sont représentées sur la figure en haut à droite. On remarque que le robot réalise beaucoup
de manœuvres pour t ∈ [30, 45). Ceci est lié au fait que la trajectoire de référence n’est
pas réalisable dans cet intervalle de temps car cr,2 6= 0. Comme dans les deux simulations
précédentes, plusieurs manœuvres sont aussi réalisées dans la phase transitoire, quand la
cible est immobile et le robot est encore loin de la cible (i.e., t ∈ [0, 15]). Rappelons que,
comme commenté dans le chapitre 1, le nombre de ces manœuvres peut être réduit signi-
ficativement, par exemple en planifiant une trajectoire de référence menant de la position
initiale du robot à la position désirée, ou en utilisant un gain non linéaire comme celui

3Notons qu’il s’agit bien ici du mouvement du repère déporté Fr que l’on souhaite stabiliser, et non pas

de la vitesse de la cible.
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Fig. 2.4: Estimation linéaire de g, caméra commandée en rotation, cible immobile
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Fig. 2.5: Estimation linéaire de g, caméra contrôlée en rotation, ĉr = 0
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proposé dans (Artus et al., 2004). On observe également sur la figure de gauche que l’er-
reur de suivi est significative lorsque cr(t) 6= 0. Ceci est dû au fait que l’information de
vitesse de la cible n’est pas utilisée. L’introduction d’un terme de précompensation de cette
vitesse dans la boucle de commande (cf. commande (2.19)) quand cr est connu ou peut
être mesuré/estimé avec précision, améliore ce point de manière significative. Par ailleurs,
on peut aussi observer de petites oscillations dans la trajectoire du robot quand la cible
bouge en ligne droite dans la direction de −~ıt (i.e., dans l’intervalle de temps [45, 60]).
Ce phénomène, qui n’est pas présent lorsque ĝ = g, est une conséquence de l’estimation
imparfaite de la pose du robot. Il a plutôt tendance à se produire quand la cible recule
(i.e. dans la direction de −~ıt). En effet, dans ce cas la distance entre le robot (et donc la
caméra) et la cible est plus petite, et l’erreur d’estimation augmente rapidement lorsque
la distance entre la caméra et la cible diminue. La figure du bas montre l’estimée de γ1 où
l’on peut observer que l’inégalité (2.21) est vérifiée tout au long de cette simulation.

Robot de type voiture. La Figure 2.6(a), illustre l’utilisation de cette stratégie de
commande (i.e. loi de commande (2.20) avec une estimation linéaire de la pose) pour
un véhicule de type voiture. Le mouvement de la cible est toujours défini via la vitesse
de référence cr donnée par (1.43). Le contrôle de la caméra est donné par (2.38) avec
ks = 3. La fonction transverse est définie par (1.39) (avec divers choix des paramètres
ε, η1, η2, η3 précisés ci-dessous). La loi de commande v̄, à partir de laquelle on peut déduire
la commande v1 du modèle (1.9), est donnée par (2.20) avec K = I3. La variable δ est
posée égale à fδ(α), avec la stabilisation asymptotique de δ− fδ(α) = 0 obtenue en posant
vδ = ḟδ(α) − k(δ − fδ(α)) avec k > 0. Les paramètres de la fonction transverse ont été
définis comme suit :

ε = 0.3, η1 = 3, η2 = 1.7, η3 = 4 (2.39)

Ceci correspond à un débattement longitudinal d’environ ±0.8m, et de ±0.4rad en orien-
tation. Ce résultat de simulation met en évidence plusieurs propriétés. Tout d’abord, en
dépit d’une estimation très approximative de g, la stabilisation pratique est bien assurée
et l’on peut observer la convergence de ẑ vers zéro (et de g vers une configuration fixe)
dans les phases où la cible est immobile. Lorsque la cible se déplace dans la direction de ~ıt
(t ∈ (15, 30]), l’erreur de suivi devient cependant importante. Ceci est dû à la combinaison
de trois facteurs : la valeur des paramètres de la fonction transverse qui autorise une erreur
longitudinale non négligeable, la “traînée” engendrée par le fait que la vitesse de la cible
n’est pas précompensée dans la loi de commande, et la mauvaise estimation de g qui tend à
“sous-estimer” l’erreur longitudinale. L’élément le plus remarquable de cette simulation est
le phénomène d’oscillation observée en marche arrière (i.e. lorsque la cible se déplace dans
la direction de ~ıt (t ∈ (45, 60])). Ce phénomène avait déjà été signalé pour l’unicycle (Fig.
2.5), mais il est ici beaucoup plus prononcé. La figure 2.7 (à gauche) présente l’estimation
du paramètre γ1 correspondante à cette même simulation. On peut observer que l’inégalité
(2.21) (γ1 < 1) est vérifié quasiment pendant toute la simulation sauf pendant la phase de
marche arrière où le phénomène d’oscillation se manifeste.
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(a) Estimation linéaire de g (2.33) et paramètres (2.39) de la FT
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(b) Estimation (2.40) et paramètres (2.39) de la FT
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(c) Estimation (2.40) et paramètres (2.45) de la FT
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(d) Estimation (2.40), paramètres (2.45) de la FT et ĉr(t) = cr(t)

Fig. 2.6: Voiture : influence de l’estimation de l’état, du choix des paramètres de la FT et
de l’estimation de la vitesse de référence sur le suivi.
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Fig. 2.7: Voiture : Estimation de γ1. À gauche l’estimation correspondant à la simulation
de la figure 2.6(a) et à droite celle correspondant à la simulation de la figure 2.6(d)

Pour améliorer la précision de suivi on peut intervenir sur les trois facteurs mentionnés
précédemment. Les figures 2.6(b), 2.6(c) et 2.6(d) illustrent l’influence de ces facteurs sur
la précision de suivi et le comportement du robot. La Figure 2.6(b) montre comment
une simple modification de l’estimation ĝ permet d’améliorer significativement la précision
longitudinale de suivi (pour le capteur de type caméra considéré). Pour cette simulation,
les paramètres de la fonction transverse sont encore donnés par (2.39), mais un facteur de
correction (correspondant à un rapport de profondeur) est introduit dans la définition de
ĝ, i.e.

ĝ = L

(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

)−1(
s− ∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)ξ

)
(2.40)

avec

L =



l 0 0

0 1 0

0 0 1


 , l =

|l∗ − r∗|
|l − r|

Pour expliquer ce choix, rappelons brièvement la projection perspective réalisée par une
caméra avec un modèle sténopé (voir par exemple (Chaumette, 1990; Faugeras, 1993)).

Sans perte de généralité, on pose la distance focale de la caméra f = 1 de manière
qu’un point 3D P = (X,Y, Z)′ se projette par projection perspective sur le plan image de
la caméra en un point p = (1, yp, zp)

′ (cf. Figure 2.8). On obtient alors

pi =
1

Xi
Pi (2.41)

et (2.36) peut être réécrite comme

si =
ỹst

x̃st
− ỹ∗st
x̃∗st

(2.42)

avec si ∈ {l,m, r}, x̃st = xst +Xti, ỹst = yst +Yti et (Xti, Yti) les coordonnées (constantes)
des points Pi dans le repère Ft (voir figure 2.2). Dans le cadre particulier d’erreurs de
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p = (f, y, z)′

Fig. 2.8: Projection perspective.

suivi purement longitudinales, i.e. lorsque les axes (0m,~ım) et (0r,~ır) de la Figure 2.1 sont
confondus, ỹst = ỹ∗st, g = (x, 0, 0)′ et gms = (0.51, 0, 0)′. À partir des relations g = grtgtsgsm

et (1.11) et du vecteur gtr = (−2.5, 0, 0)′ (par construction) on déduit gst = (x+ x∗st, 0, 0)′.
En appliquant cette dernière égalité dans (2.42) nous déduisons

si =
xỹ∗st
x̃stx̃∗st

d’où

x =
x̃stx̃

∗
st

ỹ∗st
si (2.43)

L’estimation (2.33) équivaut à approximer x en utilisant x̃st = x̃∗st dans (2.43). Cela suggère
d’améliorer l’estimation de x dans (2.33) par l’utilisation d’une approximation de x̃st.
Remarquons que |l − r| = 2a/xst. Si l’on connaît la valeur de a (dimensions de l’objet)
nous pouvons dériver directement une estimation de la profondeur x̃st ; si ce n’est pas le
cas, une possibilité est donnée par

|l∗ − r∗|
|l − r| =

x̃st

x̃∗st
= l. (2.44)

Par application de ce facteur sur le premier élément de (2.33) nous retrouvons (2.40). Cette
estimation a été validée en simulation et, comme on peut le voir sur la Figure 2.6(b), elle
réduit notablement l’erreur longitudinale de suivi lorsque t ∈ (15, 30]) sans modification
majeure de l’erreur pour tout autre t. L’estimée du paramètre γ1, essentiellement avec les
mêmes caractéristiques que pour la simulation précédente (l’hypthèse 1 est vérifée pendant
quasiment toute la simulation sauf pour la phase de marche arrière), n’est pas montré ici.

Pour la simulation de la Figure 2.6(c), les paramètres de la fonction transverse ont été
modifiés comme suit :

ε = 0.17, η1 = 15, η2 = 1.7, η3 = 30 (2.45)
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Par rapport aux paramètres précédents, ce choix conduit à réduire le débattement longi-
tudinal (à ±0.45m) et augmenter le débattement en orientation (±0.9rad). Logiquement,
et comme on peut l’observer sur la figure de gauche (pour t ∈ (15, 30]), ceci a pour effet de
réduire l’erreur longitudinale de suivi. Ceci mis à part, le mouvement du robot est similaire
à celui observé dans le cas précédent. L’estimée du paramètre γ1 présente essentiellement
avec les mêmes caractéristiques que pour les deux simulations précédentes et pour cette
raison elle n’est pas montré ici.

Finalement, la figure 2.6(d) a été obtenue en compensant dans la loi de commande la
vitesse de la référence cr(t), i.e. Éq. (2.19). Comme on peut s’y attendre ceci se traduit
par une diminution de l’erreur de suivi, dans toutes les phases de l’asservissement où la
cible bouge. Qualitativement, le mouvement du robot reste similaire à ce que l’on observait
pour les simulations précédentes. En particulier, la connaissance de la vitesse de la cible
ne suffit pas à faire disparaître le phénomène d’oscillations parasites lorsque la cible recule.
La figure 2.7 (à droite) présente l’estimation du paramètre γ1 correspondant à cette même
simulation. On peut observer que dans ce cas, l’inégalité (2.21) (γ1 < 1) est vérifié pendant
toute la simulation.

Erreurs d’estimation du Jacobien. Les résultats de simulation de la sous-section
précédente ont été obtenus avec un Jacobien exact de la fonction ϕs. Toute erreur sur l’es-
timation de ce Jacobien entraîne des erreurs additionnelles dans l’estimation de l’état du
robot. D’après l’hypothèse 1 et le résultat énoncé par la Proposition 7, ceci affecte directe-
ment la borne de l’erreur de suivi et la condition de convergence. En fait, des simulations
intensives suggèrent des propriétés de robustesse beaucoup plus fortes que celles garanties
par l’analyse. En guise d’exemple, nous présentons ci-dessous des simulations pour un mo-
dèle simple de l’erreur d’estimation du Jacobien de ϕs correspondant à une estimation à
un facteur d’échelle près, i.e.

∂̂ϕs

∂g
(0, ξ∗) = λ

∂ϕs

∂g
(0, ξ∗)

∂̂ϕs

∂ξ
(0, ξ∗) = λ

∂ϕs

∂ξ
(0, ξ∗)

Deux choix du paramètre λ sont illustrés par les résultats de simulation de la Figure 2.9. La
loi de contrôle et les paramètres associés sont les mêmes que ceux utilisés pour la simulation
de la Figure 2.5. La partie haute de la figure correspond au choix λ = 1/2, qui tend à
surestimer l’erreur de suivi. Il en découle une amélioration de la précision de suivi, mais
également une amplification du phénomène d’oscillation dans la phase de marche arrière.
Inversement, le choix λ = 2 associé à la partie basse de la figure diminue la précision de
suivi mais fait quasiment disparaître le phénomène d’oscillation. Ces deux aspects mis à
part, les résultats sont très similaires.
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Fig. 2.9: Erreur d’estimation du Jacobien, facteur d’échelle Ĵ = λJ . λ = 1/2 (haut), λ = 2

(bas)
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2.4.2 Estimations non linéaires

Lorsque la situation gms du capteur par rapport à la plateforme est connue, et un modèle
de ϕ est disponible, on peut envisager de nombreuses façons d’estimer g. Nous présentons
ci-dessous quelques unes de ces possibilités pour le capteur de vision, afin d’illustrer le gain
en performance que peut apporter une meilleure estimation de l’état. Nous ne présentons
pas de estimations du paramètre γ1 dans les simulations qui suivent car ces estimations
étant meilleures que les linéaires, la valeur de ce paramètre est certainement plus petite
dans ce cas, ce qui implique la vérification de l’inégalité (2.21).

Estimation de g à partir d’une approximation de ϕ et inversion de ϕ̂ (Éq. (2.34)) :
Supposons que l,m, r soient exprimés en coordonnées métriques (caméra calibrée). De la
géométrie de la cible (cf. Fig. 2.2), nous pouvons déduire que

l = f
yst + a cos θst

xst − a sin θst
, m = f

yst − b sin θst

xst − b cos θst
, r = f

yst − a cos θst

xst + a sin θst
(2.46)

avec f la distance focale. Remarquons que ces relations définissent la fonction ϕ (après
avoir remplacé xst, yst, θst par leurs expressions en termes de xts, yts, et θts). Le fait que
θst = 0 à la position de référence suggère d’approximer sin θst par θst et cos θst par un dans
les équations ci-dessus. Avec de telles approximations, nous pouvons déduire l’expression
suivante de ϕ̂ :

ŝ = ϕ̂(gts) =

(
f

yst + a

xst − aθst
, f
yst − bθst

xst − b
, f

yst − a

xst + aθst

)′

(2.47)

L’équation (2.47) conduit à un système linéaire dans les trois inconnues xst, yst, et θst, d’où
l’on déduit l’estimation suivante de gst :

ĝst =



x̂st

ŷst

θ̂st


 = P−1q avec P :=




l −f −al
r −f ar

m −f bf


 et q :=



af

−af
mb


 (2.48)

L’approximation ϕ̂−1(s) de ϕ−1(s) est alors définie par la relation

ϕ̂−1(s) := ĝts := ĝ−1
st (2.49)

avec ĝ−1
st l’inverse de ĝst par rapport à l’opération du groupe de Lie SE(2) (cf. Éq. (1.11)).

L’estimation ĝ est alors calculée à partir de (2.34).
Les Figures 2.10(a) et 2.11(a) illustrent cette stratégie d’estimation de g pour une

cible immobile et une cible mobile respectivement, avec un véhicule de type unicycle. À
l’exception du choix de ĝ, tous les paramètres de contrôle sont les mêmes que ceux utilisés
pour les simulations des Figures 2.4 et 2.5. En comparant les Fig. 2.4 et 2.10(a), on peut
observer que l’estimation non linéaire de g est beaucoup plus précise que l’estimation
linéaire utilisée précédemment, en particulier lorsque ‖g‖ est grand. Bien que cela ait peu
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(a) Estimation non linéaire de g, par estimation de ϕ et inversion de ϕ̂

0 5 10 15 20 25 30
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8 ‖g‖
‖ẑ‖
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(b) Estimation par approximation de ϕ−1

Fig. 2.10: Unicycle : Estimations non linéaires, caméra commandée en rotation, cible fixe.

d’impact sur le mouvement du robot quand la cible est immobile, la qualité de l’estimation
contribue à 1) améliorer la précision de suivi lorsque la cible bouge (comparer les parties
gauches des Fig. 2.11(a) et 2.5), et 2) supprimer le phénomène d’oscillation quand la cible
recule (comparer les parties droites des Fig. 2.11(a) et 2.5).

La figure 2.12(a) illustre cette stratégie d’estimation de g pour le suivi d’une cible mo-
bile, par un véhicule de type voiture. À l’exception du choix de ĝ, tous les paramètres
de contrôle sont les mêmes que ceux utilisés pour la simulation de la figure 2.6(a). Cette
simulation confirme le résultat obtenu avec le robot de type unicycle, i.e. l’utilisation d’une
estimation non linéaire (plus précise qu’une estimation linéaire) permet d’améliorer les per-
formances du système commandé, notamment on peut observer 1) une nette amélioration
de la précision de suivi lorsque la cible bouge (comparer les parties gauches des Fig. 2.12(a)
et 2.6(a)), et 2) supprimer le phénomène d’oscillation quand la cible recule (comparer les
parties droites des Fig. 2.12(a) et 2.6(a)). L’amélioration de la qualité de l’estimation de
la pose se traduit par les mêmes effets bénéfiques que pour l’unicycle.
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(a) Estimation non linéaire de g, par estimation de ϕ et inversion de ϕ̂
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xyréel

xyréf.
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(b) Estimation par approximation de ϕ−1

Fig. 2.11: Unicycle : Suivi de cible, estimations non linéaires, caméra contrôlée en rotation,
ĉr = 0.
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Fig. 2.12: Voiture : Suivi de cible, estimations non linéaires, caméra contrôlée en rotation,
ĉr = 0.
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Estimation de g à partir d’une approximation de ϕ−1 (Éq. (2.35)) : Une autre
possibilité consiste à approximer directement la pose gts = ϕ−1(s) à partir des données
capteur s, afin de calculer ĝ via la relation (2.35). Ce calcul, tout comme celui correspondant
à l’estimation non linéaire précédente, nécessite la connaissance de la pose du capteur
sur la plateforme mobile (gsm), de la position de référence dans le repère cible (grt), des
paramètres intrinsèques de la caméra et des paramètres (les distances) du modèle de la
cible. Cette méthode, dont le détail du développement est présenté dans l’Annexe B, est
basée sur des relations géométriques. En particulier, elle utilise le fait qu’il existe un cercle
passant par trois points non colinéaires, par exemple les points L,R de la cible et l’origine
0s du repère caméra (cf. Figure B.1). Il est clair que le centre du cercle se trouve sur
l’axe xt du repère cible. Il est facile de calculer le rayon du cercle rrl à partir des signaux
capteur et des relations les liant à la géométrie de la cible. Il reste alors à localiser le point
0s sur le périmètre du cercle. Ce point peut être paramétré par un angle σ dont plusieurs
approximations sont possibles. Une fois ce paramètre déterminé, les coordonnées de 0s dans
le repère cible sont données par :





xts = −a |f+lr/f |
l−r

− rrl cosσ

yts = −rrl sinσ

θts = arctan
(

yts

xts+b

)
− arctan

(
m

f

) (2.50)

avec

rrl =
a
√

(f + lr

f )2 + (l − r)2

l − r
(2.51)

et σ l’angle dont la valeur est définie dans l’annexe B (voir Éq. (B.6)-(B.7)). Une approxi-
mation possible de σ est donnée par :

σ̂ = 2 arctan
(a
b

) 2m − (l + r)

l − r
(2.52)

L’approximation ĝts = ϕ̂−1(s) que nous avons considérée consiste à remplacer dans (2.50)
σ par σ̂ et arctan(m/f) par m/f .

Les Figures 2.10(b) et 2.11(b) illustrent l’utilisation de cette stratégie d’estimation
pour une cible fixe et une cible mobile respectivement, dans le cas d’un véhicule de type
unicycle. Les paramètres de contrôle sont les mêmes que pour la simulation précédente.
On observe sur la Figure 2.10(b) que ĝ est une très bonne estimation de g, même pour
des erreurs de suivi relativement grandes. Logiquement, le mouvement du robot est donc
quasiment identique à celui observé avec l’estimation non-linéaire (2.48)-(2.49) (voir les
Figures 2.10(a) et 2.11(a)).

L’utilisation de ces estimées pour le suivi d’une cible mobile par un véhicule de type
voiture est illustrée par la figure 2.12(b). Hormis le choix de ĝ, tous les paramètres de
commande sont les mêmes que ceux utilisés pour les simulations des figures 2.6(a) et 2.12(a).
À l’exception de faibles oscillations pendant la phase de recul de la cible, la trajectoire du
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robot sur le sol est pratiquement la même que celle obtenue avec l’estimation (2.48)-(2.49)
(comparer les parties droites des figures 2.12(b) et 2.12(a)).

2.4.3 Fonctions Transverses Généralisées

Les résultats précédents ont illustré l’intérêt qu’il y a à disposer d’une estimation pré-
cise de g dans un large domaine. Toutefois, l’obtention d’une telle estimation nécessite une
connaissance détaillée du capteur et de l’environnement (la cible), qui n’est pas toujours
disponible. Une autre approche pour améliorer la qualité de l’asservissement consiste à
modifier l’expression des lois de commande. L’approche de commande par fonctions trans-
verses offre de nombreuses possibilités à ce niveau. L’une d’elles repose sur le choix de la
fonction transverse elle-même. En particulier, une notion de "fonction transverse générali-
sée" a été définie dans (Morin et Samson, 2004a), dans le but de faire varier la précision
du suivi en fonction de la trajectoire de référence. Nous montrons ci-dessous comment
l’utilisation de telles fonctions, couplée avec une simple estimation linéaire de g, permet
d’améliorer le suivi.

Suivant (Morin et Samson, 2004a), une "fonction transverse généralisée" est une fonc-
tion

f(α, β) =

(
fg

fζ

)
(α, β)

dont les restrictions à la variable α, i.e. les fonctions f̄β(α) = f(α, β) sont des fonctions
transverses. Par conséquent, pout tout couple (α, β), la matrice

(
X(fg(α, β))C(fζ(α, β))

∂fg

∂α
(α, β)

)

est de rang trois ou, ce qui revient au même, telle que la matrice

C̄(α, β) := (C(fζ(α, β)) −A(α, β))

est de rang trois (comparer avec (1.37)), avec A définie par la relation

ḟg = X(fg(α, β))(A(α, β)α̇+B(α, β)β̇) (2.53)

L’intérêt de faire dépendre la fonction transverse d’une variable β supplémentaire est que
cette variable permet d’accomplir des tâches de contrôle complémentaires, comme nous
l’illustrerons dans la suite. La Proposition 4 est facilement étendue à ce cadre plus général.
Avec z = gfg(α, β)−1, nous obtenons au lieu de (1.40),

ż = X(z)AdX(fg(α, β))
(
C̄(α, β)v̄ −B(α, β)β̇ − AdX(g−1)cr(t)

)
(2.54)

avec v̄ = (v′, α̇′)′, et B(α, β) la matrice définie par (2.53). Ceci suggère de définir v̄ comme
(comparer avec (1.41)–(1.42))

v̄ = C̄(α, β)†
(

AdX(fg(α, β)−1)X(z)−1Kz +B(α, β)β̇ + AdX(g−1)cr(t)
)

(2.55)
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de façon à obtenir l’équation en boucle fermée ż = Kz et, par conséquent, la convergence
exponentielle de z vers zéro pour toute matrice K Hurwitz-stable. Dans le contexte présent,
z, g, et cr, sont bien entendu remplacés dans l’expression de commande ci-dessus par leurs
estimations respectives ẑ, ĝ, et ĉr. Il reste à spécifier des fonctions transverses généralisées
et à déterminer une expression de commande pour β̇. Considérons la fonction (comparer
avec (1.38))

fg(α, β) =




ε(sin(α+ β) − ρ sinβ)
ε2η
2 ((sin(α+ β) − ρ sinβ)(cos(α+ β) − ρ cosβ) − ρ sinα)

arctan(εη(cos(α+ β) − ρ cosβ))


 (2.56)

Il est facile de vérifier (voir aussi (Artus et al., 2004)) que fg est une fonction transverse
généralisée, pour le modèle cinématique (1.6) de l’unicycle, pour tout ε, η > 0. Le para-
mètre constant supplémentaire ρ peut être choisi arbitrairement. Les rôles que l’on sou-
haite faire jouer au paramètre ρ et à la variable β sont les suivants. Lorsque ρ ∈ [0, 1],
on a max(α,β) ‖fg(α, β)‖ ≤ 2‖(ε, ε2η, εη)‖ et maxβ ‖fg(0, β)‖ ≤ (1 − ρ)‖(ε, ε2η/4, εη)‖. La
première inégalité montre que, indépendamment de ρ, la borne supérieure de ‖fg(α)‖ peut
être réglée via le choix des paramètres ε et η. La seconde inégalité montre qu’en choisissant
ρ proche de un, et si α tend vers zéro, on peut maintenir la taille de fg petite quelles que
soient les valeurs de β et le choix fait pour ε et η. Ceci suggère d’utiliser β̇ en tant que
variable de commande pour faire tendre α vers zéro lorsque le repère de référence est immo-
bile, ou lorsque la trajectoire de référence est réalisable par la plateforme mobile, de façon
à réduire l’erreur de suivi dans ces cas. Lorsque la trajectoire de référence n’est pas réali-
sable, α doit pouvoir croître de façon à diminuer la précision de suivi et, par conséquent,
le nombre de manœuvres. Afin de mettre en œuvre cette stratégie, l’expression suivante a
été proposée dans (Artus et al., 2004) :

β̇ =
1

1 + ρ2 − 2ρ cosα

(
kt tan(

α

2
) +

2

εη
(tan(f3)(cr,3f2 − cr,1) + cr,3f1)

)
(2.57)

avec kt > 0, ρ ∈ [0, 1), et cr,i la i-ème composante de cr.
Les résultats de simulation de la Figure 2.13(b) illustrent cette approche pour le suivi

d’une cible mobile par un véhicule de type unicycle. La vitesse de référence cr est donnée
par (1.43). La loi de commande est donnée par (2.55) avec K = −0.5I3, et z, g remplacées
par leurs estimations respectives ẑ, ĝ, avec ĝ l’estimation linéaire de g donnée par (2.33)
(i.e. même estimée que celle utilisée pour les simulations des Figures 2.4 et 2.5). Dans
cette simulation on fait l’hypothèse que la vitesse de référence cr est connue. La commande
en orientation de la caméra est définie par (2.38) avec ks = 1. La fonction transverse
généralisée (2.56) est utilisée avec ε = 0.3, η = 1, et ρ = 0.8. La commande auxiliaire
β̇ est donnée par (2.57) avec kt = 1. Pour illustrer l’amélioration dans la précision de
suivi obtenue avec une fonction transverse généralisée, nous avons inclus (dans la Figure
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(a) FT simple avec compensation de la vitesse de référence (ĉr = cr)
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(b) FT généralisée avec compensation de la vitesse de référence (ĉr = cr)
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xyréf.
y

x

(c) FT généralisée sans compensation de la vitesse de référence (ĉr = 0)

Fig. 2.13: Unicycle : Fonctions Transverses Généralisée vs Simple
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2.13(a)) la simulation correspondante à la fonction transverse "simple" (1.38) (avec ε = 0.3

et η = 1). Comme prévu, on peut observer que l’erreur de suivi obtenue avec la fonction
transverse généralisée est très petite pendant les phases où la trajectoire de référence est
réalisable (i.e. t ∈ [0, 30)

⋃
[45, 90]), et qu’elle augmente autrement (i.e. t ∈ [30, 45)), de

sorte que les manœuvres sont réalisées à une fréquence basse. On peut aussi remarquer
que la connaissance de la vitesse cr de la cible permet d’améliorer la précision de suivi de
manière significative, et dans ce cas d’éliminer le phénomène d’oscillations présent pendant
les phases de recul de la cible (comparer la Fig. 2.5 avec la Fig. 2.13(a)). Sur la figure
2.13(c) nous pouvons voir le résultat de simulation pour le cas où la vitesse de référence
n’est pas compensée. Le reste des conditions de simulation sont les mêmes que pour le cas
précédent. Outre la diminution de la précision de suivi normale, due à la non compensation
de la vitesse de référence, on peut observer l’apparition de phénomènes d’oscillation pendant
les phases de recul et de rotation pure de la trajectoire de référence. Mis à part cela, le
mouvement du robot est très similaire au cas précédent.

2.5 Résultats expérimentaux

Nous avons testé expérimentalement la stratégie de commande proposée dans ce cha-
pitre sur le robot ANIS du projet ICARE, une plateforme mobile de type unicycle. Un
bras manipulateur à six degrés de liberté, avec une caméra à son extrémité, est embarqué
sur la plateforme. Pour plus de détails sur l’architecture du robot, on pourra se réfé-
rer à (Tsakiris et al., 1997a). Les conditions de l’expérimentation sont essentiellement les
mêmes que celles illustrées par la Fig. 2.2. Les paramètres géométriques définissant la
tâche sont aussi ceux utilisés pour les simulations, i.e. gtr = (2.5, 0, 0)′, gms = (0.51, 0, ξ)′,
et a = b = 0.25. Étant donné que nous n’avons pas de capteur pour mesurer la position
de la cible par rapport à un repère inertiel, nous ne pouvons inclure ici que des résultats
expérimentaux obtenus avec une cible immobile. L’estimation linéaire ĝ donnée par (2.33)
est utilisée dans la loi de commande, avec les matrices jacobiennes (∂ϕs

∂g (0, 0), ∂ϕs

∂ξ (0, 0)) es-

timées selon la méthode décrite dans la section 2.4.1 (voir Éq. (2.37)), et les déplacements
∆g(p) mesurés par odométrie. Les composantes du vecteur signal s sont données en pixels.
Un filtre passe-bas a été appliqué aux données visuelles pour réduire le bruit de mesure.

Expérience avec une fonction transverse simple. La loi de commande est donnée
par (2.20) avec K = −0.5I3, f définie par (1.38) avec η = 1 et ε = 0.3. Le contrôle en

rotation de la caméra est donné par (2.38) avec 1/ks = − ∂̂ϕs,2

∂ξ (0, 0). La trajectoire du
robot dans le plan cartésien est représentée sur la Figure 2.14(droite). L’indice "pseudo-
vrai" désigne l’état du robot reconstruit par géométrie (voir Éq. (2.50)) à partir des données
caméra. Cette reconstruction n’est pas utilisée dans la loi de commande ; elle est seulement
représentée ici comme valeur de référence. La norme de l’état "réel" et la norme de la
variable "ẑ" sont représentées sur la figure de gauche. Ces résultats sont très cohérents avec
les résultats de simulation correspondants (Fig. 2.4).
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Fig. 2.14: Résultats expérimentaux avec une FT simple

Expérience avec une fonction transverse généralisée. La loi de commande est
définie par (2.55) avec K = −0.5I3. La fonction transverse généralisée fg est donnée par
(2.56) avec ε = 0.3, η = 1, ρ = 0.8, et β̇ donné par (2.57) avec kt = 1. Le contrôle en
rotation de la caméra est le même que pour l’expérience précédente. Les résultats de cette
expérience sont représentés sur la Figure 2.15. Tout comme pour les simulations, nous
pouvons observer que dans ce cas : a) il y a moins de manœuvres pendant le transitoire
de positionnement que pour la loi de commande avec une fonction trasverse simple et
b) la précision de positionnement s’est nettement améliorée. Ceci étende l’utilisation des
fonctions trasverses généralisées au le cas où l’on dispose seulement d’une estimation de la
position et valide leur utilité pratique dans ce cadre.
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‖ẑ‖

‖ · ‖

t
−1.2 −1.0 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

−0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

xypseudo−vrai

x̂y

x

y

Fig. 2.15: Résultats expérimentaux avec une FT généralisée
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2.6 Conclusions

Nous avons exploré dans ce chapitre l’utilisation de méthodes de reconstruction de la
pose, à partir de données capteur, pour commander des robots mobiles, via l’approche de
commande par fonction transverse. Dans un premier temps nous avons effectué une étude
théorique de robustesse des lois de commande vis-à-vis d’erreurs d’estimation de la pose.
Cette étude a mis en évidence qu’une stabilisation pratique de trajectoires arbitraires4

peut être obtenue à partir d’une estimation relativement grossière de la pose. Les nom-
breuses simulations que nous avons effectuées avec différents modèles de cette estimation
ont confirmé cette forte propriété de robustesse. Toutefois, la stabilité pratique, qui garantit
seulement la possibilité de maintenir une erreur de suivi petite, ne garantit pas pour autant
que la dynamique du système est satisfaisante. Afin d’apporter des éléments de réponse à
cette question, nous avons considéré le cas particulier de trajectoires de référence réduites à
des points fixes, et déterminé des conditions suffisantes sur l’erreur d’estimation de la pose
garantissant la convergence du robot vers un point fixe (et donc excluant dans ce cas le
risque d’oscillations résiduelles, non souhaitables en pratique). Ces conditions sont cepen-
dant plus restrictives et difficiles à satisfaire que celles relatives à la bornitude de l’erreur
de suivi. Toutefois, cette propriété de convergence a été observée sur tous les résultats de
simulation que nous avons effectué ainsi que sur les expérimentations. Les simulations ont
cependant montré que des oscillations résiduelles pouvaient avoir lieu pour d’autres trajec-
toires de référence (correspondant à des mouvements rectilignes en marche arrière), alors
qu’elles ne se produisent pas lorsque la pose est parfaitement connue. Ce phénomène est
particulièrement prononcé pour la voiture. Outre la détermination d’une meilleure estimée
de la pose, ce phénomène peut être atténué par le choix de paramètres de commande et
la connaissance de la vitesse de référence mais, dans le cas de la voiture, nous n’avons pas
réussi à le faire disparaître si ce n’est par le calcul d’une estimée de la pose assez précise.

En résumé, ce chapitre montre qu’une estimation grossière de la pose est suffisante pour
obtenir une bonne qualité de suivi ou de positionnement pour de nombreuses trajectoires
de référence (points fixes, mouvements en marche avant, mouvements latéraux) lorsque
l’on utilise l’approche de commande par FT. Une étude complémentaire serait nécessaire
pour mieux comprendre et éventuellement éliminer, le phénomène d’oscillations résiduelles
observé pour des mouvements de la référence en marche arrière.

4au sens de la bornitude ultime de l’erreur de suivi par une valeur qui peut être rendue arbitrairement

petite via le choix des paramètres de commande





Chapitre 3

Synthèse de commande dans
l’espace capteur

Nous souhaitons maintenant étudier la possibilité de synthétiser des lois de commande
directement dans l’espace capteur, i.e. sans le calcul intermédiaire d’une estimation de la
situation g de la plateforme. Pour ce faire, nous allons d’abord montrer comment la syn-
thèse de commandes via l’approche par fonctions transverses (Section 1.3.4) se généralise
à un système de coordonnées quelconque. Ceci est simplement dû au fait que les pro-
priétés de géométrie différentielle associées aux groupes de Lie sont intrinsèques, et donc
indépendantes du choix de système de coordonnées.

3.1 Synthèse de stabilisateurs pratiques dans les coordon-
nées signal

Tout au long de cette section, nous supposons que le signal s dépend seulement de la
situation relative g de la plateforme mobile par rapport à la cible, i.e. s = ϕs(g), comme
c’est le cas lorsque le capteur est rigidement lié à la plateforme. Rappelons également que
par hypothèse ϕ, et donc ϕs sont des difféomorphismes, que nous supposerons globaux
pour simplifier l’exposé.

Lemme 2 Dans les coordonnées s = ϕs(g),

1. Le système (1.12) est donné par 1

ṡ = Y (s)C(ζ)v (3.1)

avec

Y (s) :=
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s))X(ϕ−1
s (s)) (3.2)

1Pour être consistant dans la notation, nous devons poser dans (1.12) gom = grm = g.
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Ce système est invariant à gauche par rapport à l’opération de groupe ◦ dans R3

définie par s1 ◦ s2 = ϕs(ϕ
−1
s (s1)ϕ

−1
s (s2)).

2. Le système (1.30) est donné par

ṡ = Y (s)
(
C(ζ)v − AdY (s−1)cr(t)

)
(3.3)

avec AdY (s) la matrice associée à l’opérateur adjoint et telle que

∀s, AdY (s) = AdX(ϕ−1
s (s)) (3.4)

3. Si f = (f ′g, f
′
ζ)

′ est une fonction transverse pour le système (1.12), alors fs := (f ′sg, f
′
ζ)

avec fsg := ϕs(fg) est une fonction transverse pour le système (3.1).

La preuve de ce lemme est donnée dans l’annexe A.5.
A partir de ce résultat, il est facile d’étendre la Proposition 4 aux coordonnées signal :

Proposition 11 Soit f = (f ′g, f
′
ζ)

′ une fonction transverse pour le système (1.12), soit
ζ = fζ(α), et posons

zs := s ◦ fsg(α)−1 avec fsg = ϕs(fg)

= ϕs(ϕ
−1
s (s)fg(α)−1)

(3.5)

Alors,
i) Le long des solutions du modèle d’erreur de suivi (3.3), et pour toute fonction du

temps α(.) différentiable,

żs = Y (zs)AdX(fg(α))
(
C̄(α)v̄ − AdY (s−1)cr(t)

)
(3.6)

avec v̄ = (v′, α̇′)′ et C̄(α) défini par (1.37).
ii) La matrice C̄(α) étant de rang trois pour tout α, le changement de variable

v̄ = C̄(α)†
(
AdX(fg(α)−1)vzs + AdY (s−1)cr(t)

)
, (3.7)

avec C̄(α)† une inverse à droite de C̄(α), transforme le système (3.6) en żs =

Y (zs)vzs.
iii) Si K est une matrice Hurwitz-stable, et

vzs = Y (zs)
−1Kzs (3.8)

alors, le long des solutions du système en boucle fermée,
a) ‖s‖ est ultimement bornée par εfs

:= maxα ‖fsg(α)‖, et ‖g‖ est ultimement bornée
par εf := maxα ‖fg(α))‖, pour toute trajectoire de référence gr(.),

b) si cr = 0, s (et donc g) converge exponentiellement vers un point fixe.
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La preuve de cette proposition est similaire à la preuve de la Proposition 4 (remarquons
que la relation (3.4) du Lemme 2 est utilisée pour établir (3.6)).

L’application de la commande (3.7)-(3.8) nécessite a priori la connaissance des termes
Y (zs), zs et AdY (s−1). Supposons un instant, pour simplifier, que cr = 0, et intéressons
nous de plus près aux termes Y (zs) et zs. La matrice Y (zs) (ou plus précisément son
inverse) intervient essentiellement au niveau de la commande comme une matrice de gain.
Du point de vue de la stabilité, il est raisonnable de penser qu’une connaissance locale de
cette matrice, par exemple en zs = 0, est suffisante pour garantir une propriété de stabilité
locale. D’après (3.2), ceci nous ramène à la connaissance de ∂ϕs

∂g (0) et donc essentiellement,
comme dans le cas des bras manipulateurs (Chaumette, 1990; Espiau et al., 1992), à la
connaissance de la matrice d’interaction au voisinage de la position désirée. La connaissance
du terme zs est plus problématique. Elle nécessite en effet d’avoir une expression analytique
de la loi de groupe ◦ dans l’espace capteur et de la fonction fsg, ce qui revient d’après (3.5), à
connaître les fonctions ϕs et ϕ−1

s . Localement, au moins en ce qui concerne la stabilisation
de points fixes, la connaissance d’une expression analytique de la loi de groupe ◦ n’est
pas strictement nécessaire. En effet, pour toute opération de groupe et tout système de
coordonnées tel que l’élément identité du groupe est associé au vecteur nul, on a dans le
voisinage de l’origine xy = x+ y plus des termes d’ordre supérieur. Ainsi, il serait possible
de prendre en première approximation zs = s− fsg(α) = s−ϕs(fg(α)). Le résultat suivant
montre en effet que la connaissance de la fonction α 7→ fsg(α) et d’une approximation de
ϕs

∂g (0) est suffisante pour obtenir des propriétés de stabilité et de convergence locales dans
le cas où la trajectoire de référence est un point fixe.

Proposition 12 Avec les notations de la Proposition 11, supposons que la fonction α 7→
fsg(α) = ϕs(fg(α)) est connue, que ζ = fζ(α) et que cr = 0. Considérons le système de
commande (3.1), bouclé avec la commande

v̄ = C̄(α)†X(fg)
−1 ∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K(s− fsg(α)) (3.9)

et ∂̂ϕs

∂g (0) désignant une approximation de ∂ϕs

∂g (0). Alors, si

∂ϕs

∂g
(0)

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K (3.10)

est une matrice Hurwitz-stable et εf := maxα‖fg(α)‖ est suffisamment petit, il existe un
voisinage U de fsg(T

p) tel que pour tout s(0) ∈ U , s(t) converge exponentiellement vers un
point fixe de fsg(T

p) (et donc g(t) converge exponentiellement vers un point fixe de fg(T
p)).

La preuve de cette proposition est donnée dans la section A.6 de l’annexe A. Ce résultat
met en évidence une propriété nouvelle par rapport aux résultats du chapitre précédent
(Propositions 9 et 10) puisqu’elle établit une propriété de convergence à partir essentiel-
lement de la connaissance de la fonction signal sur l’ensemble image de fg(T

p) et d’une
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condition assez faible sur l’estimation du jacobien ∂ϕs

∂g (0), tandis que les conditions des
Propositions 9 et 10 font intervenir des propriétés d’estimations de cette fonction signal
sur tout un voisinage de l’origine. On est cependant amené à la question de la connaissance
de la fonction α 7→ ϕs(fg(α)), en particulier, lorsque l’expression analytique de ϕs n’est
pas connue. Lorsque, Tp = T (i.e. dim α = 1), comme c’est le cas pour l’unicycle lorsque
la FT (1.38) est utilisée, on peut éventuellement envisager de “mesurer” expérimentale-
ment les valeurs de cette fonction. Pour des dimensions plus élevées, ceci semble cependant
beaucoup plus délicat.

Revenons maintenant à la loi de commande (3.7)-(3.8) de la Proposition 11. En pratique
on va être amené à utiliser des estimations des termes Y (zs), zs et AdY (s−1) déterminées
à partir d’estimations de ϕs, ϕ−1

s et ∂ϕs

∂g (0). Avec ces estimations, la loi de commande v̄ est
alors donnée par

v̄ = C̄(α)†
(

AdX(fg(α)−1)Ŷ (zs)
−1
Kẑs + ̂AdY (s−1)ĉr(t)

)
(3.11)

avec ĉr(t) une estimation de cr(t) laquelle, tout comme dans la section 2.2, peut éventuel-
lement être prise égale à zéro. La question que l’on peut se poser, afin d’évaluer l’intérêt
de travailler dans les coordonnées signal, est de savoir de quelle quantité d’information
sur ϕs, ϕ−1

s , et ∂ϕs

∂g on a besoin pour obtenir des résultats satisfaisants, et si les lois de
commande associées présentent des avantages par rapport aux commandes synthétisées en
coordonnées cartésiennes. Afin de fournir des éléments de réponse à ces questions, nous
proposons dans la section suivante diverses possibilités d’estimation des termes zs, Y (zs),
et AdY (s−1).

3.2 Estimations de termes intervenant dans l’expression de
la commande

Le principe est de déterminer des estimations des fonctions ϕs, ϕ−1
s , et ∂ϕs

∂g , et d’uti-
liser ces estimées dans (3.2), (3.4), et (3.5) pour en déduire des estimées de zs, Y (zs), et
AdY (s−1). Comme pour le problème de reconstruction de la pose, nous considérons deux
types d’estimations, basées soit bien sur des approximations linéaires des fonctions ϕs, ϕ−1

s ,
et ∂ϕs

∂g , soit sur des approximations non-linéaires.

Estimations basées sur des approximations linéaires : Un choix simple consiste à
utiliser les approximations linéaires suivantes :

ϕ̂s(g) =
∂̂ϕs

∂g
(0)g, ϕ̂−1

s (s) =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

s,
∂̂ϕs

∂g
(g) =

∂̂ϕs

∂g
(0)

avec ∂̂ϕs

∂g (0) une estimation de la matrice jacobienne ∂ϕs

∂g (0). L’utilisation de ces approxi-
mations dans (3.2), (3.4), et (3.5), conduit aux estimations suivantes pour zs, Y (zs), et
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AdY (s−1) : 



ẑs = s− ∂̂ϕs

∂g (0)X(θ̂s − fθ)fg

Ŷ (zs) = ∂̂ϕs

∂g (0)X

((
∂̂ϕs

∂g (0)

)−1

ẑs

)

̂AdY (s−1) = AdX

((
( ∂̂ϕs

∂g (0))−1s

)−1
) (3.12)

avec θ̂s la troisième composante de ( ∂̂ϕs

∂g (0))−1s et fθ la troisième composante de fg. Les
expressions ci-dessus peuvent être encore simplifiées comme suit :





ẑs = s− ∂̂ϕs

∂g (0)fg

Ŷ (zs) = ∂̂ϕs

∂g (0)X(0) = ∂̂ϕs

∂g (0)

̂AdY (s−1) = AdX(fg(α)−1)

(3.13)

et l’on peut vérifier que ẑs correspond alors à l’approximation au premier ordre de zs vue
comme une fonction des variables s et fg (voir (3.5)), que Ŷ (zs) est l’approximation à

l’ordre zéro de Y (zs) en zs = 0, et que ̂AdY (s−1) est l’approximation à l’ordre zéro de
AdY (s−1) = AdY (fsg(α)−1z−1

s ) en zs = 0.
Le lemme suivant illustre le fait que pour certains choix des paramètres de commande,

la synthèse dans l’espace capteur peut aboutir à la même expression des lois de commande
que la synthèse dans l’espace cartésien.

Lemme 3 Soit K = −kI3, k > 0, alors la loi de commande (3.11) avec les estimations
(3.12) est équivalente à la loi de commande (2.19) avec ĝ donné par (2.33).

La preuve de ce lemme est donnée dans l’annexe A.7.

Estimations basées sur des approximations non linéaires : Lorsque des expressions

analytiques de ϕ̂s et ϕ̂−1
s sont disponibles, on peut obtenir une expression analytique de

∂ bϕs

∂g , et utiliser (3.2), (3.4), et (3.5), pour déduire les estimations suivantes :





ẑs = ϕ̂s(ϕ̂
−1
s (s)f−1

g )

Ŷ (zs) = ∂ bϕs

∂g (ϕ̂−1
s (ẑs))X(ϕ̂−1

s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.14)

Comme rappelé dans la section précédente, on peut approcher l’opération de groupe dans
l’espace capteur par xy = x + y dans le voisinage de l’origine. En utilisant cette ap-
proximation, on peut obtenir une expression légèrement plus simple de ẑs comme suit :
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zs = s ◦ fsg(α)−1 ≈ s − ϕs(fg), d’où l’estimation ẑs = s − ϕ̂s(fg). En remplaçant la
première égalité dans (3.14) par cette dernière relation on obtient :





ẑs = s− ϕ̂s(fg)

Ŷ (zs) = ∂ bϕs

∂g (ϕ̂−1
s (ẑs))X(ϕ̂−1

s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

) (3.15)

Si une expression analytique de ϕ̂−1
s est disponible mais que celle de ϕ̂ ne l’est pas, on

peut définir par exemple

∂̂ϕs

∂g
(g) =

(
∂ϕ̂−1

s

∂s
(s)

)−1

et utiliser l’approximation linéaire de ϕs donnée par ϕ̂s(g) = ∂̂ϕs

∂g (0)g. La combinaison de
ces relations avec (3.2), (3.4), et (3.5), permet d’obtenir les expressions suivantes :





ẑs = ∂̂ϕs

∂g (0)
(
ϕ̂−1

s (s)f−1
g

)

Ŷ (zs) =

[
∂

d
ϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.16)

D’autres combinaisons possibles sont :




ẑs = s+

[
∂

d
ϕ−1

s

∂s (0)

]−1

f−1
g

Ŷ (zs) =

[
∂

d
ϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.17)

et 



ẑs = s−
[

∂
d
ϕ−1

s

∂s (0)

]−1

fg

Ŷ (zs) =

[
∂

d
ϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.18)

Bien entendu, beaucoup d’autres expressions peuvent être obtenues, par exemple, par la
simplification ou combinaison des expressions ci-dessus.

On souhaiterait à partir de là établir des résultats de robustesse vis-à-vis des erreurs

d’estimation des termes ẑs, Ŷ (zs) et ̂AdY (s−1), comme nous l’avons fait dans la section 2.2
pour les commandes synthétisées dans l’espace cartésien. Malheureusement, l’expression
de conditions suffisantes de stabilité est plus délicate dans ce cas, en raison du fait que
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plus de termes doivent être estimés. En particulier, si l’on exprime comme précédemment

les estimées ẑs, Ŷ (zs) et ̂AdY (s−1) en termes des fonctions ϕ̂s, ϕ̂−1
s et ∂̂ϕs

∂g , on voit que
ces conditions de stabilité vont essentiellement porter sur les erreurs d’estimation des trois
fonctions, au lieu d’une pour la synthèse dans l’espace cartésien, ce qui risque de les rendre
peu exploitables en pratique. Néanmoins, localement (i.e. dans un voisinage de ẑs = 0),
on peut obtenir des conditions de bornitude et de convergence similaires à celles de la
section 2.2, exprimées en fonction des erreurs d’estimation du jacobien ∂ϕs

∂g (0) ou du hessien
∂2ϕs

∂g2 (0). En outre, le lemme 3 illustre de façon triviale que ces propriétés de stabilité peuvent
être aussi semi-“globales” que celles obtenues dans l’espace cartésien, mais hormis ce cas
particulier, il ne semble pas du tout évident d’établir des liens entre le domaine de stabilité
et la “taille” des erreurs d’estimation. Pour ces diverses raisons, nous nous limiterons dans
la suite de ce chapitre à illustrer et comparer cette approche de synthèse avec celle du
chapitre précédent, sur la base de simulations.

3.3 Résultats de simulation pour un capteur visuel

Afin de fournir des éléments de comparaison entre cette solution de commande et la
synthèse effectuée en coordonnées cartésiennes, nous présentons dans cette section des
résultats de simulation obtenus à partir du dispositif de la Figure 2.2, en appliquant la loi

de commande définie par (3.11). Plusieurs choix des estimations de ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1),
ont été considérés.

Comme signalé dans le chapitre précédent, un point important à considérer dans la
pratique est la vérification de la condition de visibilité de la cible, i.e. l’objet doit rester
dans le champ de vision de la caméra pendant tout l’asservissement pour assurer l’existence
du signal. Ce problème est crucial pour certains capteurs (par exemple la caméra avec le
modèle sténopé considéré dans nos simulations) alors que l’on ne le rencontre pas pour
d’autres (par exemple une caméra omnidirectionnelle). Tout comme dans le chapitre pré-
cédent, nous avons choisi de résoudre ce problème avec l’introduction d’un degré de liberté
supplémentaire pour commander la caméra en rotation dans le seul but de garder la cible
dans le champ de vision. Ce degré de liberté et la commande associée ne sont donc aucu-
nement utilisés pour soulager la problématique liée à la commande de la plateforme non
holonome. Néanmoins, le fait de commander activement la caméra n’est pas complètement
anodin vis-à-vis des synthèses de commande de la section 3.1. Notamment, l’hypothèse que
le signal dépend uniquement de la pose du robot n’est plus vérifiée. Cependant, on peut
concevoir différentes façons d’étendre cette synthèse au cadre de la caméra commandée en
orientation. Une possibilité simple consiste à calculer, à partir du signal s et de l’orientation
ξ de la caméra, le "signal virtuel" s̄ qui serait obtenu si la caméra était rigidement liée à
la plateforme mobile (i.e., avec l’angle ξ = 0). Pour ce faire, supposons par simplicité que
l’origine du repère caméra Fs = {0s,~ıs,~s} est placé sur l’axe de rotation de la caméra (voir
la Figure 3.1).
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Fig. 3.1: Projection d’un point 3D dans deux plans image —rotation pure de la caméra
par rapport à l’axe vertical—

Le repère associé à la “caméra virtuelle” est noté F̄s = {0s,~ıs̄,~s̄}, et l’angle orienté entre
~ıs̄ et ~ıs est ξ. Un point P est projeté en les points image p et p̄ dans les plans image réel
et virtuel respectivement. Soit γ (resp. γ̄) l’angle orienté entre ~ıs (resp. ~ıs̄) et

−−→
OsP . Alors,

tan γ = c1py + c2 et tan γ̄ = c1p̄y + c2, avec py et p̄y les coordonnées y des points image
p, p̄ dans les repères caméra Fs et F̄s, et c1 > 0 et c2 des constantes qui dépendent des
paramètres intrinsèques de la caméra et des unités dans lesquelles p et p̄ sont exprimés (i.e.
coordonnées métriques ou coordonnées pixels). A partir des expressions de γ et γ̄, du fait
que ξ + γ = γ̄, et du fait que chaque composante si du vecteur signal s est donnée par
si = piy − p∗iy, avec piy ∈ {l,m, r}, on déduit que

s̄i =
1

c1

(
tan (ξ + arctan (c1(si + p∗iy) + c2)) − c2

)
− p∗iy (i = 1, 2, 3) (3.19)

Si l’on a des estimations des paramètres c1 et c2 (associés au système de coordonnées dans
lequel sont exprimés les points pi –i.e. coordonnées métriques ou pixel–) nous pouvons
estimer directement le signal s̄

ˆ̄si =
1

ĉ1

(
tan (ξ + arctan (ĉ1(si + p∗iy) + ĉ2)) − ĉ2

)
− p∗iy (i = 1, 2, 3) (3.20)

Une simplification est obtenue en approximant les fonctions tan et arctan dans les
expressions ci-dessus par la fonction identité. Ceci donne :

ˆ̄s ⋍ s+
ξ

ĉ1
(3.21)

3.3.1 Estimations basées sur des approximations linéaires

La Figure 3.2 illustre l’utilisation des estimations linéaires (3.13) pour la stabilisation
pratique d’un robot de type unicycle par rapport à une cible immobile. La loi de commande
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est donnée par (3.11) avec s dans l’expression de la commande remplacé par ˆ̄s défini par
(3.21) avec c1 = 1 (signal exprimé dans des coordonnées métriques). La matrice de gain
est K = −0.5I3 et la fonction transverse fg est donnée par (1.38) avec ε = 0.3 et η = 1. La
commande de la caméra est donnée par (2.38) avec ks = 5. La trajectoire du robot dans
le plan cartésien est très proche de celle de la Fig. 2.4 (i.e. avec la synthèse de commande
dans l’espace cartésien et une estimation linéaire de la pose).
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Fig. 3.2: Unicycle : Estimations linéaires (3.13), caméra commandé en rotation, cible im-
mobile

La même stratégie, avec les mêmes paramètres de commande de la simulation précé-
dente, est illustrée par la Figure 3.3 dans le cas d’une cible mobile, sur un robot de type
unicycle. La vitesse de référence cr est donnée par (1.43), et ĉr = 0. La trajectoire du robot
est aussi très proche de celle obtenue avec la synthèse dans l’espace cartésien basée sur une
estimation linéaire de la pose du robot (Figure 2.5).

La figure 3.4 illustre l’utilisation des mêmes estimations linéaires (3.13) dans la com-
mande d’un robot de type voiture, pour le suivi d’une cible mobile. La vitesse de référence
cr est encore donnée par (1.43). La loi de commande est donnée par (3.11) avec s dans
l’expression de la commande remplacé par ˆ̄s défini par (3.21) et c1 = 1/850 (signal exprimé
dans des coordonnées pixel). La matrice de gain est K = −I3 et la fonction transverse fg

est donnée par (1.39) avec les paramètres définis par (2.39). La commande de la caméra est
donnée par (2.38) avec ks = 3c1. À l’instar de la simulation précédente, la trajectoire du
robot dans le plan cartésien est très proche de celle obtenue avec la synthèse de commande
dans l’espace cartésien (Fig. 2.6(a)). La partie gauche de la figure montre les normes de g
et de zs, cette dernière à un facteur d’échelle près (1/500) par souci de présentation.

3.3.2 Estimations basées sur des approximations non-linéaires

Pour tous les résultats de simulation retenus dans cette sous-section, sauf mention
contraire, la commande (3.11) a été utilisée avec K = −I3 et ĉr = 0, et la vitesse de
référence cr est donnée par (1.43).
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Fig. 3.3: Unicycle : Estimations linéaires (3.13), caméra commandée en rotation, ĉr = 0
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‖ẑs‖/500

t

‖ · ‖

−1.5 −1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

y

x

xyréel
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Fig. 3.4: Voiture : Estimations linéaires (3.13), caméra commandée en rotation, ĉr = 0

Robot de type unicycle. Pour tous les résultats de simulation suivants concernant ce
type de robot, la fonction transverse est donnée par (1.38) avec ε = 0.3 et η = 1 ; le signal
ˆ̄s, défini par (3.21) avec c1 = 1 (signal exprimé dans des coordonnées métriques), est utilisé
à la place de s dans l’expression de commande ; la commande en orientation de la caméra
est donnée par (2.38) avec ks = 5.

Pour la simulation de la Figure 3.5(a), les estimations (3.14) ont été utilisées. La fonction
ϕ̂s est définie à partir de (2.47) et (2.32), i.e., ϕ̂s(g) = ϕ̂(gtrggms) avec ϕ̂ défini par (2.47).

La fonction ϕ̂−1
s est définie à partir de (2.48), i.e. ϕ̂−1

s (s) = ĝ = grtĝtsgsm avec ĝts = ĝ−1
st et

ĝst donné par (2.48). Le résultat obtenu est très satisfaisant : l’erreur de suivi reste faible
dans toutes les phases, et très peu de manœuvres “inutiles” sont effectuées.

Pour la simulation de la Figure 3.5(b) les estimations (3.14) utilisées précédemment
sont remplacées par les expressions légèrement plus simples (3.15). La trajectoire du robot
n’est pas très différente de celle de la simulation précédente. Cependant, on peut remarquer
une dégradation de la précision de suivi pour des trajectoires de référence consistant en
une rotation pure (pour t ∈ [60, 75]), et l’apparition du phénomène d’oscillation (amorti)
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(a) Estimations (3.14)
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(b) Estimations (3.15)
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(c) Estimations (3.17)
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(d) Estimations (3.18)

Fig. 3.5: Unicycle : Estimations non-linéaires, caméra commandée en rotation, ĉr = 0
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évoqué précédemment lorsque le repère de référence recule (i.e. pour t ∈ [45, 60]).

La Figure 3.5(c) illustre l’utilisation des estimations (3.17), avec la fonction ϕ̂−1
s obtenue

suivant (2.50)–(2.52) et (2.35). La précision de suivi est comparable à celle associée aux
simulations précédentes, tandis que le phénomène d’oscillation dans les phases de recul de
la cible est amplifié. On remarque également, phénomène nouveau, des oscillations lorsque
la cible avance.

Finalement, la Figure 3.5(d) illustre l’utilisation des estimations (3.18) (où seulement la

définition de ẑs change par rapport à la simulation précédente), avec la fonction ϕ̂−1
s encore

obtenue via (2.50)–(2.52) et (2.35). On peut remarquer comment cette simple modification
suffit à réduire le phénomène d’oscillation de façon significative.

Robot de type voiture. Pour toutes les simulations suivantes concernant ce type de
robot, la fonction transverse (1.39), avec les paramètres (2.39), a été utilisée dans la com-
mande de la plateforme mobile ; le signal ˆ̄s, défini par (3.21) avec c1 = 1/850 (signal en
coordonnées pixel, caméra calibrée), est utilisé à la place de s dans l’expression de com-
mande ; la commande en orientation de la caméra est donnée par (2.38) avec ks = 3c1.

Pour la simulation de la Figure 3.6(a), les estimations (3.14) ont été utilisées. La fonction
ϕ̂s est définie à partir de (2.32) et (2.47), i.e., ϕ̂s(g) = ϕ̂(gtrggms) avec ϕ̂ défini par (2.47). La

fonction ϕ̂−1
s est définie à partir de (2.34) et (2.48)-(2.49), i.e. ϕ̂−1

s (s) = grtϕ̂
−1(s)gsm, avec

ϕ̂−1(s) donné par (2.48)-(2.49). Tout comme pour l’unicycle, le résultat est très satisfaisant :
l’erreur de suivi reste faible dans toutes les phases et très peu de manœuvres “inutiles”
sont effectuées. Par rapport au résultat obtenu avec les estimations linéaires (3.13) : i)
l’erreur de suivi pour une trajectoire de référence rectiligne en marche avant est nettement
diminuée et ii) les oscillations “parasites” pendant la phase où le repère de référence recule
sont éliminées, toutefois, l’erreur de suivi est ici légèrement plus élevée.

Pour la simulation de la Figure 3.6(b), les estimations (3.15) – une simplification des
estimations (3.14) – ont été utilisées. La trajectoire du robot n’est pas très différente de
celle de la simulation précédente. Cependant, on peut remarquer une dégradation de la
précision de suivi pour des trajectoires de référence consistant en une rotation pure (pour
t ∈ [60, 75]).

La Figure 3.6(c) illustre l’utilisation des estimations (3.17), avec la fonction ϕ̂−1
s obtenue

suivant (2.50)–(2.52) et (2.35). La trajectoire du robot dans le plan cartésien pendant la
phase de marche avant (pour t ∈ [10, 30]) n’est pas très satisfaisante. Bien que la durée de
cette phase de marche avant ne soit pas assez longue pour le voir apparaître complètement,
il s’agit là du phénomène d’oscillation observé pour le robot de type unicycle pendant
cette même phase (cf. figure 3.5(c)). Le phénomène d’oscillation dans les phases de recul
de la cible est amplifié par rapport aux simulations précédentes. Le suivi de la trajectoire
de référence consistant en une rotation pure (pour t ∈ [60, 75]) est similaire à celui de la
simulation précédente.
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(a) Estimations (3.14)
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(b) Estimations (3.15)
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(c) Estimations (3.17)
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(d) Estimations (3.18)

Fig. 3.6: Voiture : Estimations nonlinéaires, caméra commandé en rotation, ĉr = 0
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Finalement, la Figure 3.6(d) illustre l’utilisation des estimations (3.18) (où seulement la

définition de ẑs change par rapport à la simulation précédente), avec la fonction ϕ̂−1
s encore

obtenue via (2.50)–(2.52) et (2.35). On peut remarquer comment cette simple modification
suffit à éliminer le phénomène d’oscillations parasites pendant la phase de marche avant et à
réduire le phénomène d’oscillation de façon significative pendant la phase de marche arrière.
On remarque aussi que la précision de suivi pendant la phase de marche avant est nettement
dégradée et reste pratiquement la même pendant les autres phases. La trajectoire du robot
dans le plan cartésien pendant la phase de rotation pure, à l’instar des deux simulations
précédentes, comporte des manœuvres quelque peu dégradées.

3.3.3 Fonction transverse généralisée

L’extension de la synthèse de commande de la section 3.1 à l’utilisation des fonctions
transverses généralisées f(α, β) = (f ′g(α, β), f ′ζ(α, β))′ telle que (2.56) est directe. En posant
zs = s ◦ fsg(α, β)−1 avec fsg = ϕs(fg), on obtient (comparer avec (2.54) et (3.6)) :

żs = Y (zs)AdX(fg(α))
(
C̄(α, β)v̄ −B(α, β)β̇ − AdY (s−1)cr(t)

)

Ceci suggère une loi de commande de la forme (comparer avec (3.7)–(3.8)) :

v̄ = C̄(α)†
(

AdX(fg(α)−1)Ŷ (zs)
−1
Kẑs +Bs(α, β)β̇ + ̂AdY (s−1)ĉr(t)

)
(3.22)

avec K une matrice stable et ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1), des estimations de zs, Y (zs), et
AdY (s−1), définies par exemple comme dans la section 3.2.

La Figure 3.7(a) illustre ce choix de synthèse pour le suivi d’une cible mobile par un
véhicule de type unicycle. La loi de commande est donnée par (3.22) avec K = −0.5I3.

Les estimations ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1), sont définies par (3.13), et β̇ est donné par (2.57)
avec ĉr = cr défini par (1.43) et kt = 1. La fonction transverse généralisée est donnée
par (2.56) avec ε = 0.3, η = 1, et ρ = 0.8. La commande de la caméra est donnée par
(2.38) avec ks = 5. Le signal ˆ̄s, défini par (3.21), avec c1 = 1, est utilisé dans la loi de
commande, à la place de s. La trajectoire du robot est très proche de celle que l’on peut
observer sur la Figure 2.13 (obtenue avec une synthèse de commande dans les coordonnées
cartésiennes et une fonction transverse généralisée). En fait, la précision de suivi est même
légèrement meilleure lorsque la référence réalise des rotations pures (intervalle de temps
[60, 75]). La Figure 3.7(b) présente les résultats de simulation pour cette synthèse lorsque
la vitesse de référence n’est pas compensée ( ĉr = 0). Les autres conditions (commande et
paramètres) sont les mêmes que pour la simulation précédente. Mise à part la dégradation
de la précision de suivi due à la non compensation de la vitesse de référence, et la qualité
de suivi quelque peu dégradée pendant la phase de marche arrière, le mouvement du robot
est très similaire à celui de la simulation précédente. Les résultats de ce chapitre et ceux
du chapitre précedent ont fait l’objet de la publication (Maya et al., 2006b).
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(a) Avec compensation de la vitesse (ĉr = cr)
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(b) Sans compensation de la vitesse (ĉr = 0)

Fig. 3.7: Unicycle : Fonction transverse généralisée, synthèse de commande dans l’espace
capteur.
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3.4 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la synthèse de commandes directement dans l’espace
capteur. Dans un premier temps, nous avons montré que formellement, la synthèse dans cet
espace à partir du formalisme associé à l’approche FT ne pose pas de difficulté. Cependant,
le calcul des lois de commande nécessite a priori la connaissance de la fonction signal du
capteur, ϕs, ainsi que de son inverse ϕ−1

s et de la fonction jacobienne associée ∂ϕs

∂g . À partir
d’une légère modification de la loi de commande, nous avons en fait montré, dans le cas
particulier de la stabilisation de points fixes, que la connaissance de ϕs sur le seul ensemble
image associé à la FT (et d’une estimation du jacobien de ϕs à la situation de référence)
permet d’obtenir localement des propriétés fortes de stabilité et de convergence. Bien que
cette approche mériterait d’être étudiée plus profondément, la connaissance de ϕs sur cet
ensemble peut être difficile à obtenir en pratique. Ceci nous a conduit à reconsidérer, de
façon plus générale, l’utilisation d’estimées de ϕs, ϕ−1

s et ∂ϕs

∂g dans la loi de commande de
départ. Plusieurs solutions ont ainsi été proposées et simulées, conduisant à des résultats
assez similaires à ceux obtenus via la synthèse dans l’espace cartésien (mais à des expres-
sions de commande plutôt plus complexes et des analyses de robustesse plus délicates). Au
vu de ces résultats, et à partir de la seule connaissance d’une estimation de la fonction ϕs,
il ne semble pas qu’il y ait un intérêt particulier à synthétiser la commande directement
dans l’espace capteur plutôt que dans l’espace cartésien.



Chapitre 4

Conclusion et perspectives

4.1 Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié la commande référencée capteur des robots non ho-
lonomes. Ce sujet a été abordé via le problème de suivi, à la fois en position et orientation,
d’une cible mobile par un robot mobile non holonome, en utilisant les mesures issues de
capteurs embarqués. La problématique sous-jacente, liée au caractère très non linéaire des
équations cinématiques de robots non holonomes, est celle de la robustesse des propriétés
de stabilité associées aux commandes considérées, vis-à-vis d’incertitudes sur le modèle du
capteur.

D’un point de vue théorique, nous avons démontré qu’une stabilisation pratique de tra-
jectoires de référence générales engendrées par le mouvement de la cible peut être obtenue
à partir d’une estimation très approximative de la fonction liant le signal capteur et la pose
du robot par rapport à la cible. Pour les trajectoires de référence particulières réduites à un
point fixe, nous avons également obtenu des conditions suffisantes de convergence de la pose
du robot vers une configuration fixe. Tous les résultats de simulation et d’expérimentation
que nous avons obtenus ont confirmé ces propriétés.

En ce qui concerne la synthèse de lois de commande, deux méthodes générales (par
rapport au choix des capteurs), basées sur l’approche par fonction transverse, ont été pro-
posées. La première méthode consiste à synthétiser la commande dans l’espace cartésien
tandis que la deuxième consiste à synthétiser la commande directement dans l’espace des
signaux capteur. La synthèse dans l’espace cartésien repose principalement sur une esti-
mée de la pose du robot qui peut être obtenue via différentes méthodes. Par exemple, une
possibilité simple consiste à réaliser une estimation linéaire locale utilisant uniquement une
estimée du jacobien de la fonction qui lie l’espace capteur à l’espace cartésien, évalué à
la position de référence. Cette synthèse s’est prêtée à la détermination de conditions suf-
fisantes de stabilité et de convergence du système commandé. Sur le plan pratique, cette
approche est facilement mise en œuvre, par exemple le jacobien nécessaire pour l’estima-
tion linéaire de la pose peut être estimé expérimentalement via des mesures hors ligne. La
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synthèse dans l’espace capteur nécessite a priori la connaissance des champs de commande,
de l’opération de groupe et d’une fonction transverse dans cet espace. Une possibilité est
de définir ces informations en termes de la fonction entre les signaux capteur et la pose du
robot, de son inverse, et du jacobien associé. Cela nous amène à l’utilisation d’estimées de
ces fonctions. De ce fait, l’expression de la loi de commande dans cet espace devient plus
complexe que celle dans l’espace cartésien et la caractérisation de ses propriétés de stabilité
est plus délicate. Localement, tout au moins pour les trajectoires réduites à un point fixe,
on peut envisager des synthèses reposant seulement sur la connaissance du jacobien évalué
à la position désirée et de la fonction signal sur l’ensemble image d’une fonction transverse
dans l’espace cartésien. Ce type de commande permet la détermination de conditions suffi-
santes pour l’obtention de propriétés locales de stabilité et de convergence. Les informations
nécessaires pour la synthèse de la commande peuvent éventuellement être obtenues en pra-
tique via des phases d’apprentissage hors ligne. Néanmoins, la détermination de la fonction
signal sur l’ensemble image de fonctions transverses dépendant de plus d’une variable, via
cette procédure, semble délicate. Au vu de ces éléments, il semble qu’il n’y ait pas d’in-
térêt majeur à synthétiser la commande dans l’espace capteur. Toutefois, nous avons bien
conscience que de nombreux points mériteraient d’être mieux compris afin de pouvoir avoir
une vision plus aboutie des avantages et inconvénients de chacune de ces approches. En
outre, les résultats de simulation n’ont pas permis de mettre en évidence des différences
significatives en termes de performance du système commandé.

4.2 Perspectives

De nombreuses questions restent en suspens au terme de cette étude.

• D’un point de vue théorique, nous avons pu obtenir au chapitre deux des conditions suffi-
santes de convergence vers un point fixe pour des trajectoires de référence stationnaires.
Toutefois, ces conditions semblent assez restrictives alors qu’en simulation, la conver-
gence vers un point fixe a toujours été observée. L’origine de ces phénomènes mériterait
d’être mieux compris. De même, il serait intéressant de pouvoir établir, pour la synthèse
dans l’espace capteur, des résultats de stabilité du même ordre que ceux obtenus dans
l’espace cartésien.

• Comme établi dans la proposition 7, et vérifié par les résultats de simulation, la vitesse de
référence, lorsqu’elle n’est pas précompensée dans la loi de commande, a un impact sur
la précision et la qualité du suivi. Puisque cette vitesse n’est pas nécessairement connue,
ceci conduit naturellement au problème de synthétiser un estimateur de cette vitesse de
référence afin d’améliorer la précision de suivi et de garantir de meilleures propriétés
de stabilité pour des vitesses plus élevées. Pour assurer les performances du système
commandé avec cet estimateur, une analyse de stabilité conjointe serait nécessaire ainsi
qu’une validation en simulation et expérimentalement.

• Dans les diverses simulations effectuées, nous avons observé des manœuvres inutiles, en
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particulier pour des trajectoires de référence rectilignes en marche arrière (cf. par exemple
les sous-figures dans la colonne droite des figures 2.6 et 3.4). Ce phénomène, évidemment
non désirable, est occasionné par l’utilisation d’un modèle très simplifié de la fonction
liant les signaux capteur et la pose du robot, dans la synthèse de la commande. Pour la
synthèse dans l’espace cartésien, ce modèle simplifié se traduit par la mauvaise estimation
de la pose du robot à partir des signaux capteur. Pour la synthèse dans l’espace capteur il
peut être associé à l’imprécision de la connaissance de la fonction transverse dans l’espace
capteur. Bien que l’utilisation d’un modèle plus fin du capteur permette éventuellement
de contourner ce problème, cette solution requiert la connaissance du modèle particulier
du capteur utilisé. Une étude pour caractériser le problème et proposer d’autres solutions
ne reposant pas sur une connaissance fine du capteur (mais plutôt de la commande) nous
semble nécessaire.

• Les lois de commande basées sur la FT n’ont pas encore été validées en expérimentation
à ce jour sur une plateforme mobile de type voiture. Il serait donc intéressant de le faire
avec les méthodes de synthèse proposées dans cette thèse. Ces validations permettraient
d’évaluer les performances obtenues en pratique face à un système plus complexe. En
effet, comme l’indiquent les résultats de simulation, ce système semble plus sensible par
exemple aux simplifications dans le modèle de la transformation signaux capteur-pose
du robot, comme l’indique le problème de manœuvres parasites évoqué précédemment.

• Dû à des contraintes de temps, nous n’avons pas pu valider en expérimentation la syn-
thèse dans l’espace capteur. Bien que les résultats de simulation indiquent des perfor-
mances similaires à la synthèse dans l’espace cartésien (qui elle a été validée en ex-
périmentation), il nous semble nécessaire de réaliser ces validations pour vérifier si en
pratique il existe des différences de performance.

• Un autre point qui nous semble intéressant à développer est celui de l’annulation de
l’erreur de suivi lors de trajectoires de référence non stationnaires réalisables. En effet,
lorsque la trajectoire de référence est réalisable et non stationnaire, il existe généralement
des synthèses de retours d’état qui la stabilisent exponentiellement. Il serait intéressant
d’étudier le cas de fonctions transverses qui permettent de réaliser cela. D’autre part,
dans le cadre de notre étude de CRC, l’utilisation de telles fonctions transverses pourrait
contribuer à éliminer le phénomène de manœuvres parasites observé lors de certains
phases.





Annexe A

Preuves

A.1 Preuve du Lemme 1 (p. 48)

Commençons par montrer que la condition (2.15) est équivalente à (2.3). Puisque f est
définie sur T, C̄(α)† = C̄(α)−1. La condition (2.3) est donc équivalente à C̄∆(α)C̄(α)−1 >

0 ∀α. D’après (2.4), (2.13), et (2.14), on a

C̄∆(α)C̄(α)−1 =



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 0 −a1(α)

0 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)




−1

=



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 −a1(α)
a2(α) 0

0 −a3(α)
a2(α) 1

0 − 1
a2(α) 0




=



λ cos γ̄ a1(α)

a2(α)(1 − cos γ̄) 0

λ sin γ̄ 1 − a1(α)
a2(α)λ sin γ̄ 0

0 0 1




La condition (2.3) est donc équivalente à la positivité du bloc supérieur 2× 2 de la matrice
ci-dessus, et donc également à celle de la matrice symétrique associée

(
2λ cos γ̄ a1(α)

a2(α)(1 − cos γ̄) + λ sin γ̄
a1(α)
a2(α)(1 − cos γ̄) + λ sin γ̄ 2(1 − a1(α)

a2(α)λ sin γ̄)

)

Par application du critère de Sylvester (voir e.g. (Bernstein, 2005, Pg. 268) à cette dernière
matrice, on obtient donc l’équivalence entre les conditions (2.3) et (2.15).

Montrons maintenant que la condition (2.16) est équivalente à (2.9). Il découle des
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expressions précédentes que

C̄∆(α)C̄(α)′ =



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 0 0

0 0 1

−a1(α) −a2(α) −a3(α)




=




λ cos γ̄ + a1(α)2 a1(α)a2(α) a1(α)a3(α)

λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a2(α)2 a2(α)a3(α)

a1(α)a3(α) a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2




Afin de déterminer la positivité de cette matrice, ou ce qui est équivalent celle de la matrice
symétrique




λ cos γ̄ + a1(α)2 1
2λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a1(α)a3(α)

1
2λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a2(α)2 a2(α)a3(α)

a1(α)a3(α) a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2


 (A.1)

nous appliquons à nouveau le critère de Sylvester (à partir des mineurs principaux infé-
rieurs). Clairement le terme 1 + a3(α)2 est toujours strictement positif. Le déterminant de
la matrice (

a2(α)2 a2(α)a3(α)

a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2

)

est lui aussi toujours strictement positif car la propriété de transversalité de la fonction
f est équivalente au fait que a2(α) 6= 0 pour tout α. Par conséquent, la positivité de la
matrice C̄∆(α)C̄(α)′ est équivalente à la positivité du déterminant de la matrice (A.1), ce
qui conduit après quelques calculs à la condition (2.16).

Il reste à établir (2.17) et (2.18). Il est immédiat de vérifier que (2.16) se réduit à (2.18)
lorsque γ̄ = 0. Considérons donc la condition (2.15). Lorsque γ̄ = 0, cette condition est
équivalente à

δ2(1 − λ)2 < 4λ (A.2)

avec

δ = max
α

|a1(α)

a2(α)
| (A.3)

On montre facilement, par l’étude des solutions du polynôme δ2(1 − λ)2 − 4λ, que (A.2)
est équivalente à l’inégalité de (2.17). Finalement, on déduit de (1.37) que

{
a1 = cos(fθ)

∂fx

∂α + sin(fθ)
∂fy

∂α

a2 = − sin(fθ)
∂fx

∂α + cos(fθ)
∂fy

∂α

En utilisant les relations trigonométriques

cos(arctanx) =
1√

1 + x2
, sin(arctanx) =

x√
1 + x2
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et l’expression (1.38) de la fonction transverse, on obtient que

a1(α)

a2(α)
=
ε cosα+ ε2/2η2 cosα cos 2α

ε2/2η cos 2α− ε2η(cosα)2

= − cosα
2 + ε2η2 cos 2α

εη

D’où il découle d’après (A.3), en considérant la valeur α = 0, que δ est bien donnée par
(2.17).

A.2 Preuve de la Proposition 6 (p. 49)

Le modèle d’erreur exprimé dans la variable ĝ, donné par (2.12), s’écrit

˙̂g = X(ĝ)∆C(ζ)v̄ −X(ĝ)∆AdX(g−1)cr (A.4)

On déduit de (1.11), (2.13), et (1.29) que

X(ĝ)∆AdX(g−1) = X(ĝ)∆X(g−1)

(
I2 Sp

0 1

)

= X(ĝg−1)∆

(
I2 Sp

0 1

)

= X(bθ)∆

(
I2 Sp

0 1

)

=

(
λR(γ) 0

0 1

)(
I2 Sp

0 1

)

=

(
λR(γ) S(p̂− bp)

0 1

)

(A.5)

Puisque ẑ = ĝf(α)−1, il découle de (1.28) et (A.4) que

˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))C̄∆v̄ +X(ẑ)AdX(fg(α))X(ĝ)−1X(ĝ)∆AdX(g−1)cr (A.6)

En utilisant l’expression (1.29) de la fonction AdX , (A.5), et le fait que

ẑ =

(
ẑp
ẑθ

)
=

(
p̂−R(θ̂ − fθ(α))fp(α)

θ̂ − fθ(α)

)

on montre que

X(ẑ)AdX(fg)X(ĝ)−1X(ĝ)∆AdX(g−1) =

(
λR(γ) S(ẑp − bp)

0 1

)
(A.7)
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Finalement, par application de la loi de commande (2.2), il découle de (A.6) et (A.7) que
le long des trajectoires du système en boucle fermée,

˙̂z = −kM(ẑ, α)ẑ +

(
λR(γ)(cr,1, cr,2)

′ + cr,3S(zp − bp)

cr,3

)

avec M la fonction à valeur matricielle définie par (2.5). Puisque S est une matrice anti-
symétrique, la dérivée de la fonction V (ẑ) = ẑ′ẑ le long des solutions de ce système vérifie
donc l’équation

V̇ (ẑ) = −2kẑ′M(ẑ, α)ẑ + 2ẑ′

(
λR(γ)(cr,1, cr,2)

′ − cr,3Sbp)

cr,3

)

D’où, d’après (2.7),
V̇ (ẑ) ≤ −2kδ‖ẑ‖2 + 2‖ẑ‖‖cr‖(λ+ bp + 1)

On déduit de cette équation que ‖ẑ‖ est ultimement bornée par ‖cr‖max(λ+ bp + 1)/(kδ)

et, par conséquent, que ‖ĝ‖ est ultimement bornée par εf + ‖cr‖max(λ + bp + 1)/(kδ).
Finalement, la borne ultime de ‖g‖ est obtenue à partir de (2.11).

A.3 Preuve de la Proposition 7 (p. 51)

Nous déduisons de (1.40) et (2.20) que

ż = X(z)X(ẑ)−1Kẑ −X(z)AdX(f)AdX(g−1)cr

En utilisant le fait que, pour tout g1, g2, AdX(g1)AdX(g2) = AdX(g1g2), X(g1)X(g2) =

X(g1g2), et X(g1)
−1 = X(g−1

1 ), nous obtenons que

ż = X(zẑ−1)Kẑ −X(z)AdX(z−1)cr

= X(g̃)Kẑ −X(z)AdX(z−1)cr
(A.8)

Nous déduisons de (1.29) que

X(z)AdX(z−1)cr =

(
I2 Spz

0 1

)
cr (A.9)

avec

S =

(
0 −1

1 0

)

et pz la composante de position de z (i.e. z = (p′z, θz)
′). On peut aussi vérifier à partir de

(1.10) et (1.13) que
ẑ = g̃−1z = g̃−1 +X(g̃)−1z (A.10)
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Comme K = −kI3, nous déduisons de (A.8), (A.9), et (A.10), que

ż = −kz − kX(g̃)g̃−1 +

(
I2 Spz

0 1

)
cr (A.11)

Montrons maintenant que g(t) reste dans Bg(δ1), i.e. ‖g(t)‖ ≤ δ1 pour tout t. Nous procé-
dons par contradiction. Supposons que g(t) sort de Bg(δ1). Alors, comme ‖g(0)‖ < δ1 − 2ε,
il existe t0 > 0 tel que ‖g(t0)‖ = δ1 et ‖g(t)‖ < δ1 pour tout t ∈ [0, t0). Dans cet intervalle,
nous déduisons de (2.21) que

‖g̃−1(t)‖ = ‖g̃(t)‖
≤ γ1‖g(t)‖
≤ γ1(‖z‖ + ‖f‖)
≤ γ1(‖z‖ + ε)

Posons V (z) = ‖z‖2. Nous déduisons de l’inégalité ci-dessus et de (A.11) que

V̇ (z) ≤ −2k‖z‖2 + 2k‖z‖(γ1‖z‖ + γ1ε) + 2‖z‖‖cr‖max

≤ −2k‖z‖ ((1 − γ1)‖z‖ − γ1ε− ‖cr‖max/k)

< 0, ∀ ‖z‖ > γ1ε+ ‖cr‖max/k

1 − γ1

(A.12)

À partir de (2.25) on peut déduire que δ1 − ε > γ1ε+‖cr‖max/k
1−γ1

. Par conséquent, comme
‖z(0)‖ ≤ ‖g(0)‖+ ε < δ1 − ε, nous déduisons de (A.12) que ‖z(t)‖ < δ1 − ε, ∀t ∈ [0, t0], ce
qui implique

‖g(t0)‖ ≤ ‖z(t0)‖ + ε < δ1

d’où une contradiction.
À partir de (A.12) on peut déduire que ‖z‖ est ultimement borné par (γ1εf +

‖cr‖max/k)/(1 − γ1). Par application de l’inégalité ‖g‖ ≤ ‖z‖ + ‖f‖ ≤ ‖z‖ + εf , on déduit
que ‖g‖ est ultimement borné par ε̄f . �

A.4 Preuve des Propositions 9 et 10 (pp. 52, 53)

Établissons d’abord la dynamique de ẑ. Comme ĝ = ψ(g), nous déduisons de (1.30)
(avec cr = 0) que

˙̂g =
∂ψ

∂g
(g)ġ

=
∂ψ

∂g
(g)X(g)C(ζ)v

= X(ĝ)Ĉ(g, ζ)v
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avec

Ĉ(g, ζ) = X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g)C(ζ)

Comme ẑ = ĝf−1
g (α) et ζ = fζ(α), nous déduisons des égalités ci-dessus et de (1.28) que

˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))
(
Ĉ(g, fζ(α))v −A(α)α̇

)

= X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C(fζ(α))v −A(α)α̇+ (X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))v

)

= X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ + (X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))v

)

(A.13)

La variable v peut s’écrire comme v = P v̄ avec P une matrice de projection. Pour l’unicycle,

P =

(
1 0 0

0 1 0

)

tandis que P = (1 0 0) pour la voiture. Par conséquent, nous déduisons de (A.13) que

˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ + (X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))P v̄

)

En bouclant l’équation précédente avec le retour (2.20), et en utilisant le fait que K = −kI3,
nous obtenons

˙̂z = −k(I3 −M(ẑ, g, ĝ, α))ẑ (A.14)

avec

M(ẑ, g, ĝ, α) =

X(ẑ)AdX(fg(α))

(
I3 −X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g)

)
C(fζ(α))PC̄(α)†AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1

(A.15)

D’après (la preuve de) la Proposition 7, g converge exponentiellement à Bg(ε/(1−γ1)). Par
conséquent, au vu de (A.14), une condition suffisante pour la convergence exponentielle de
ẑ à zéro est

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ < 1 ∀(ẑ, ĝ, α), ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)) (A.16)

Il reste à montrer que cette propriété est satisfaite. D’après (1.13) et (1.29), on déduit que
pour tout z,

‖X(z)‖ = ‖X(z)−1‖ = 1, ‖AdX(z)‖ ≤ (1 + ‖z‖), et ‖AdX(z−1)‖ ≤ (1 + ‖z‖)

Donc, on peut déduire de la définition ci-dessus de M(ẑ, g, ĝ, α), et de la définition de ε,
que

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤ (1 + ε)2
∥∥∥∥
(
I3 −X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g)

)
C(fζ(α))PC̄†(α)

∥∥∥∥ (A.17)
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Alors,

I3 −X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) = X(ĝ)−1

(
X(ĝ) − ∂ψ

∂g
(g)X(g)

)

= X(ĝ)−1

(
X(ĝ) −X(g) + (I3 −

∂ψ

∂g
(g))X(g)

)

= X(ĝ)−1

(
X(ĝ) −X(g) + (I3 −

∂ψ

∂g
(0))X(g) − (

∂ψ

∂g
(g) − ∂ψ

∂g
(0))X(g)

)

Il s’en suit que
∥∥∥∥I3 −X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g)

∥∥∥∥ ≤ ‖X(ĝ) −X(g)‖ + ‖I3 −
∂ψ

∂g
(0)‖ + ‖∂ψ

∂g
(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖

≤ γ1‖g‖ + γ1 + γ2‖g‖
≤ γ1 + (γ1 + γ2)‖g‖

avec la deuxième inégalité obtenue par application de (2.21) et (2.26). Nous déduisons de
cette inégalité et de (A.17) que ∀(ẑ, ĝ, α) et ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)),

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤ (1 + ε)2
(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
‖C(fζ(α))PC̄†(α)‖

≤
(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
(1 + ε)2‖C(fζ(α))PC̄†(α)‖

(A.18)

Considérons maintenant le cas de l’unicycle.

Unicycle : Dans ce cas,

C(fζ(α)) = C =




1 0

0 0

0 1


 , P =

(
1 0 0

0 1 0

)
, C̄ =




1 0 −a11(α)

0 0 −a21(α)

0 1 −a31(α)




avec (cf. Proposition 4)


a11(α)

a21(α)

a31(α)


 = A(α) = X(fg(α))−1∂fg

∂α
(α) (A.19)

Donc,

C(fζ(α))PC̄†(α) = CPC̄(α)−1 =




1 −a11

a21
(α) 0

0 0 0

0 −a31

a21
(α) 1


 (A.20)

Par application de (1.38), (A.19), et (A.20), on peut montrer que

ε‖CPC̄(α)−1‖ ≤ δ(η)(1 + ε2) ∀α (A.21)

avec δ(η) une valeur qui dépend seulement de η.
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Nous déduisons de (A.18) et (A.21) que ∀(ẑ, ĝ, α) et ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)),

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤
(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
δ̄(η)(1 + ε4)

ε

avec δ̄(η) une autre valeur. On déduit de (1.38) que

ε ≤ εf = max
α

‖fg(α)‖ ≤ δ2(η)ε(1 + ε) ≤ δ2(η)ε(1 + εf )

pour un certain δ2(η). Par l’application de ces inégalités, on déduit qu’il existe des valeurs
c1, c2, qui dépendent seulement de η telles que

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤
(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
εf

+ c2ε
3
f

)

de manière que (A.16) est vérifiée si (2.27) est vérifiée.

Voiture : L’analyse, similaire au cas précédent, est laissée au lecteur.

A.5 Preuve du Lemme 2 (p. 79)

1. Rappelons que par hypothèse ϕs est un difféomorphisme global donc ∂ϕs

∂g et ∂ϕ−1
s

∂s sont
bien définis partout. Par conséquent ϕs(SE(2)) est un groupe de Lie avec l’opération
de groupe s1 ◦ s2 = ϕs(ϕ

−1
s (s1)ϕ

−1
s (s2)). Rappelons aussi que le système défini par

(3.1) est invariant à gauche si les champs de vecteurs Yi sont invariants à gauche,
i.e. si ∀s1, s2 ∈ ϕs(G), dlss1

(s2)Y (s2) = Y (s1 ◦ s2), avec ls l’opérateur de translation à
gauche sur ϕs(SE(2)) défini par :

lss1
(s2) = s1 ◦ s2

= ϕs

(
ϕ−1

s (s1)(ϕ
−1
s (s2))

)

= ϕs

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
) (A.22)

d’où

dlss1
(s2) =

∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2))

∂ϕ−1
s

∂s
(s2) (A.23)

Par dérivation de l’égalité ϕ−1
s (ϕs(g)) = g on déduit

∂ϕ−1
s

∂s
(s) =

[
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s))

]−1

(A.24)
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En utilisant (A.23), (A.24) et (3.2) nous déduisons finalement

dlss1
(s2)Y (s2) =

∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2))

[
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s2))

]−1 ∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s2))X(ϕ−1
s (s2))

=
∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2)) X(ϕ−1

s (s2))

=
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))X(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))

= Y (s1 ◦ s2)

(A.25)

2. L’équation (3.3) est déduite directement de la relation (C.10) exprimée dans les co-
ordonnées s.

Reste à démontrer que AdY (s) = AdX(ϕ−1
s (s)), pour cela remarquons d’abord que

rs
s2

(s1) = s1 ◦ s2
= ϕs

(
(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))

)

= ϕs

(
rg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

) (A.26)

d’où

drs
s2

(s1) =
∂ϕs

∂g

(
rg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

)
drg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s1) (A.27)

En utilisant (A.23), (A.24) et (A.27) dans (C.2) nous obtenons

Ads(s) = dlss(s
−1)drs

s−1(e)

=
∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s)
(ϕ−1

s (s−1))
)
dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

∂ϕs

∂g

(
rg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
)
drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g

(
ϕ−1

s (s)(ϕ−1
s (s−1))

)
dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

∂ϕs

∂g

(
ϕ−1

s (s−1)
)
drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g
(e) dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

[
∂ϕ−1

s

∂s
(s−1)

]−1

drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g
(e) dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1)) drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)
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d’où, en réutilisant la relation (C.2) dans les coordonnées ϕ−1
s (s), nous obtenons

Ads(s) =
∂ϕs

∂g
(e)Adg(ϕ

−1
s (s))

ϕ−1
s

∂s
(e) (A.28)

Finalement, rappelons que la représentation matricielle de l’opérateur adjoint AdZ

par rapport à une base de champs de vecteurs (Zi) dans un système de coordonnées
z est donnée par Z(e)AdZ = AdzZ(e) avec Adz l’opérateur adjoint et Z(·) la matrice
dont les colonnes sont les champs de vecteurs Zi. Donc dans le système de coordonnées
s nous avons

Y (e)AdY (s) = Ads(s)Y (e)

=
∂ϕs

∂g
(e)Adg(ϕ

−1
s (s))

ϕ−1
s

∂s
(e)

∂ϕs

∂g
(e)X(e)

=
∂ϕs

∂g
(e)X(e)AdX(ϕ−1

s (s))

= Y (e)AdX(ϕ−1
s (s))

d’où
AdY (s) = AdX(ϕ−1

s (s)) (A.29)

3. Posons zs = s ◦ f−1
sg ; sa dérivée par rapport au temps est donnée par la relation

(C.12) exprimée dans les coordonnées s :

żs = Y (zs)AdY (fsg)
(
C̄s(α)v̄

)

avec C̄s(α) = [C(fζ) −As(α)], As(α) telle que ∂fsg

∂α = Y (fsg)As(α), 1 et v̄ = (v′, α̇′)′.
Alors fsg est une fonction transverse pour le système (3.1) si et seulement si la matrice
C̄s(α) est de rang trois. Remarquons que

As(α) = Y (fsg)
−1∂fsg

∂α
(α)

= X(ϕ−1
s (fsg))

−1∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (fsg))
−1∂ϕs(fg)

∂α
(α)

= X(fg)
−1∂ϕs

∂g
(fg)

−1∂ϕs

∂g
(fg)

∂fg

∂α
(α)

= X(fg)
−1∂fg

∂α
(α)

= A(α)

avec A(α) définie comme dans la définition 13. Il s’en suit que C̄s(α) = C̄(α), donc
C̄s(α) est de rang trois si et seulement si fg est une fonction transverse pour (1.12).

1Comme Y (fsg) est une matrice inversible pour tout fsg, As(α) est bien définie pour tout α.
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A.6 Preuve de la Proposition 12 (p. 81)

Considérons le système de commande donné par

˙
s− fsg(α) = Y (s)C(fζ(α))v − ḟsg(α)

= Y (fsg(α))C(fζ(α))v − ḟsg(α) + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v

=
ϕs

∂g
(fg(α))

[
X(fg(α))C(fζ(α))v − ḟg(α)

]
+ (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v

=
ϕs

∂g
(fg(α))X(fg(α))C̄(α)v̄ + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v

(A.30)

Par application de la commande (3.9), on a

˙
s− fsg(α) =

ϕs

∂g
(fg(α))

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K(s− fsg(α)) + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v (A.31)

Pour tout voisinage borné U de fsg(T
p) il existe une constante c0 telle que

∀s ∈ U , ‖Y (s) − Y (fsg(α))‖ ≤ c0‖s− fsg(α)‖

d’où, d’après l’expression de v̄ et le fait que la matrice C(fζ(α)) est bornée uniformément
par rapport à α

‖ (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v‖ ≤ c̄0‖s− fsg(α)‖2

avec c̄0 une autre constante. En notant x = s− fsg(α), on peut réécrire (A.31) comme

ẋ =
∂ϕs

∂g
(0)

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

Kx+

(
∂ϕs

∂g
(fg(α)) − ∂ϕs

∂g
(0)

)
∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

Kx+O2(x, α)

avec O2(x, α) = (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v un terme d’ordre deux en x. Étant donné
que la matrice

∂ϕs

∂g
(fg(α)) − ∂ϕs

∂g
(0)

est bornée uniformément (par rapport à α) par une valeur qui tend vers zéro lorsque εf

tend vers zéro, on en déduit les conclusions du lemme (en considérant par exemple une

fonction de Lyapunov associée au système ẋ = ∂ϕs

∂g (0) ∂̂ϕs

∂g (0)
−1

Kx).

A.7 Preuve du lemme 3 (p. 83)

Étant donné que dans l’espace cartésien ẑ = ĝfg(α)−1, nous déduisons à partir de la
définition de l’opération de groupe (1.10) que

ẑ = ĝ −X(θ̂s − fθ)fg

=

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

ẑs
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Donc, on déduit de (3.12) que

ẑs =
∂̂ϕs

∂g
(0)ẑ, Ŷ (zs) =

∂̂ϕs

∂g
(0)X(ẑ), ̂AdY (s−1) = AdX(ĝ−1)

de manière que l’expression de commande (3.11) devient

v̄ = C̄(α)†
(
AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1K̄ẑ + AdX(ĝ−1)cr(t)

)

avec

K̄ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

K

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)

Celle-ci est la même loi de commande que (2.19), à l’exception de K qui est remplacé par
K̄. Lorsque K = −kI3, les deux lois de commande sont exactement identiques et elles ont
donc les mêmes conditions pour la bornitude et la convergence.



Annexe B

Reconstruction géométrique de la
pose d’une caméra (p. 71)

L’estimation (2.50)-(2.52) de la pose de la caméra, dans la section 2.4.2, exploite des
relations géométriques entre la cible et la caméra. Considérons la fig. B.1 qui montre, entre
autre, les repères du capteur et de la cible. Les deux lignes passant par les points L,M et
R,M délimitent quatre domaines convexes complémentaires. Nous allons faire l’hypothèse
que l’origine Os du repère capteur est toujours strictement dans le domaine convexe opposé
au triangle LMR (comme montré sur la figure). Une des raisons de cette restriction est
que, lorsque Os est sur la ligne qui passe par L,M (resp. R,M), les projections de L et M
(resp. R et M) sur le plan image coïncident de manière qu’il n’est pas possible d’associer
chaque point de la cible avec sa projection dans l’image.

C’est un fait connu qu’il existe exactement un cercle passant par trois points non
colinéaires. Considérons le cercle qui passe par L, Os, et R, et notons Crl son centre et rrl

son rayon (voir la fig. B.1). On note aussi L′ (resp. R′) le point d’intersection du cercle et de
la ligne passant par L et M (resp. R et M). Pour obtenir une expression des coordonnées
de Os dans le repère de la cible, définissons quelques notations complémentaires. Notons
αi (i ∈ {l,m, r}) les angles orientés entre l’axe ~ıs du repère capteur et le vecteur

−→
Osi. Ils

satisfont les relations tanαi = i/f . Les angles non orientés L̂OsM , L̂OsR, et M̂OsR sont
notés αlm, αlr, et αmr respectivement. Ces angles satisfont les relations

tanαij =
|j − i|

|f + |ij|/f |

avec f la distance focale.
Par application du Théorème de l’Angle Inscrit, qui implique que αlr est la moitié de

l’angle L̂CrlR, on peut facilement vérifier que les coordonnées (Cxrl, Cyrl) de Crl dans le
repère de la cible sont données par

Cxrl = − a

tanαlr
, Cyrl = 0 (B.1)
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Image plane
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Fig. B.1: Reconstruction de la pose de la caméra

et le rayon rrl du cercle est donné par

rrl =
a
√

(f + lr

f )2 + (l − r)2

l − r
(B.2)

Le problème se réduit à localiser le point Os sur le segment d’arc L′R′. Nous pouvons
paramétrer ce point avec σ, l’angle orienté entre les vecteurs −~ıt et

−−−→
CrlOs. Avec cette

notation, les coordonnées de Os dans le repère de la cible sont données par

xts = Cxrl − rrl cosσ

yts = −rrl sinσ
(B.3)

Il reste à calculer σ. On a

−rrl sinσ = sin(αlm + ÔsLM − arctan(
a

b
))‖−−−→OsM‖

= Dlm sin
(
αlm + ÔsLM − arctan(

a

b
)
)

sin ÔsLM
(B.4)

avec

Dij :=
‖−→IJ‖
sinαij

(B.5)

pour i, j ∈ {l,m, r}. Remarquons que la loi des sinus a été utilisée pour dériver la deuxième
égalité dans (B.4). Remarquons aussi que les Dij sont complètement déterminés par la
géométrie de la cible et les angles αij . On déduit de la loi des sinus que

sin ÔsLM =
Dmr

Dlm
sin ÔsRM

et on vérifie facilement sur la Fig. B.1 que

ÔsRM = 2 arctan(
a

b
) − αlr − ÔsLM
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Par la combinaison de ces deux égalités, nous obtenons que

ÔsLM = arctan

(
Dmr

sin(2 arctan(a
b ) − αlr)

Dlm +Dmr cos(2 arctan(a
b ) − αlr)

)
(B.6)

On déduit de (B.4) que

σ = − arcsin

(
Dlm

rrl

(
sin(αlm + ÔsLM − arctan(

a

b
)) sin ÔsLMDlm

))
(B.7)

Les équations (B.6) et (B.7) fournissent une expression de σ en termes du signal capteur, de
la distance focale, et de la géométrie de la cible. Plusieurs approximations σ̂ des expressions
ci-dessus peuvent être dérivées. Il est en fait possible d’obtenir une approximation de σ,
sur une base d’arguments très simples, sans avoir à utiliser explicitement (B.7). Dans ce
but, remarquons que :

– σmax = max |σ| correspond au cas où Os coïncide avec L′ ou R′. Par application du
Théorème de l’Angle Inscrit, on peut vérifier que σmax = R̂′LL′ = R̂′RL′. D’ailleurs,
σmax = π−β−αrl avec β = R̂′ML = L̂′MR = π−2 arctan(a/b). Lorsque le rapport
de la distance entre les repères de la cible et de référence à la taille de la cible est
élevé, αrl est petit à la position de référence, et tend à diminuer avec l’augmentation
de la distance entre le robot et la cible, donc σmax ⋍ π − β.

– par l’hypothèse de restriction sur la localisation de Os, nous déduisons que αlm, αmr ∈
[0, αrl]. En outre, σ = 0 =⇒ αlm = αmr = αrl

2 , σ = −σmax =⇒ αmr = 0, et
σ = σmax =⇒ αlm = 0.

– si la caméra est pointée sur la cible, l’angle αm = arctan(m/f) = 0, de sorte que,
dans un voisinage de cette position, αm ⋍ m/f .

Au vu de ces propriétés, nous proposons une approximation σ̂ de σ de la forme σ̂ = ρσmax,
avec ρ ∈ [−1, 1] telle que αlm = αmr = αrl

2 =⇒ ρ = 0, αmr = 0 =⇒ ρ = 1, et αlm = 0 =⇒
ρ = −1. Une possibilité est donnée par :

σ̂ = −αlm − αmr

αlr
(π − β)

= 2 arctan(
a

b
)
αmr − αlm

αlr

Une autre possibilité, directement exprimée comme une fonction de l,m, r et a/b, est

σ̂ = 2 arctan(
a

b
)
2m − (l + r)

l − r
(B.8)

Finalement, pour compléter le calcul de pose de la caméra, nous avons besoin de calculer
l’angle d’orientation θts. Il est facilement obtenu à partir des coordonnées de Os et des
signaux. Par exemple,

θts = arctan

(
yts

xts + b

)
− αm

= arctan

(
yts

xts + b

)
− arctan(

m

f
)

(B.9)





Annexe C

Relations dans les groupes de Lie

Dans cet annexe, nous présentons le détail de calcul de quelques résultats classiques de
la théorie des groupes de Lie (voir par exemple (Warner, 1983; Spivak, 1999) pour plus de
détails et des résultats complémentaires) et quelques relations utiles pour le développement
de notre travail. Les relations développées dans cette annexe sont établies de façon intrin-
sèque (sauf mention contraire), i.e. elles sont indépendantes du système de coordonnées
considéré.

Soit un groupe de Lie G avec une opération de groupe (z1, z2) 7→ z1z2 régulière et
l’application inverse z 7→ z−1 aussi régulière. L’élément z−1 ∈ G est tel que z−1z = zz−1 =

e, avec e l’élément neutre du groupe, i.e. ∀z ∈ G, ze = ez = z. L’opération de translation
à gauche (resp. à droite) est notée lz : G −→ G (resp. rz : G −→ G) définie par lz(σ) = zσ

(resp. rz(σ) = σz).

C.1 Équivalences dans les groupes de Lie

1. Par définition Ad(z) = dIz(e) avec Iz : G −→ G la bĳection définie par Iz(σ) =

zσz−1, qui peut s’écrire comme

Iz(σ) = lz(rz−1(σ)) = rz−1(lz(σ))

d’où
dIz(σ) = dlz(rz−1(σ))drz−1(σ) = drz−1(lz(σ))dlz(σ)

donc

Ad(z) = dlz(z
−1)drz−1(e) = drz−1(z)dlz(e) (C.1)

Dans un système de coordonnées z (avec un abus de notation évident) nous avons

Adz(z) = dlzz(z
−1)drz

z−1(e) = drz
z−1(z)dl

z
z(e) (C.2)
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2. On a aussi Ad(pq) = dIpq(e) avec Ipq(z) = pqz(pq)−1 = Ip(Iq(z)). Par dérivation de
cette dernière relation

dIpq(z) = dIp(Iq(z))dIq(z)

donc
dIpq(e) = dIp(Iq(e))dIq(e)

Ad(pq) = Ad(p)Ad(q) (C.3)

Si p = q−1 on a Ad(e) = Ad(q−1)Ad(q) = Id d’où

Ad(q−1) = [Ad(q)]−1 (C.4)

3. Par dérivation de lpq(z) = lp(lq(z))

dlpq(z) = dlp(lq(z))dlq(z)

= dlp(qz)dlq(z)
(C.5)

4. Par dérivation de rqp(z) = rp(rq(z))

drqp(z) = drp(rq(z))drq(z)

= drp(zq)drq(z)
(C.6)

5. Par dérivation de lz(lz−1(p)) = p

dlz(lz−1(p))dlz−1(p) = Id

d’où

[dlz(lz−1(p))]−1 = dlz−1(p)

[dlz(z
−1p)]−1 = dlz−1(p)

(C.7)

6. Par dérivation de rz−1(rz(p)) = p

drz−1(rz(p))drz(p) = Id

d’où

drz−1(rz(p)) = [drz(p)]
−1

drz−1(pz) = [drz(p)]
−1

(C.8)
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C.2 Relations cinématiques sur les groupes de Lie

Tout au long de cette section nous considérons des systèmes sur un groupe

żj =
∑

i

Zi(zj)vj = Z(zj)vj

i.e. avec Zi des champs de commande invariants à gauche par rapport à l’opération de
groupe et Z(·) la matrice dont les vecteurs colonnes correspondent aux champs Zi.

1. Par dérivation de zz−1 = e nous déduisons

dlz(z
−1)

˙
z−1 = −drz−1(z)ż

d’où
˙
z−1 = −[dlz(z

−1)]−1drz−1(z)dlz(e)Z(e)v

en utilisant (C.1) et après simplification des termes

˙
z−1 = −drz−1(e)Z(e)v (C.9)

2. Posons z = z−1
1 z2. La dérivée de z par rapport au temps avec l’utilisation de la

propriété d’invariance à gauche des systèmes considérés et les relations (C.6), (C.7)
et (C.9) donne :

ż =
˙

z−1
1 z2 = dlz−1

1

(z2)ż2 + drz2
(z−1

1 )
˙
z−1
1

= dlz−1

1

(z2)Z(z2)v1 − drz2
(z−1

1 )drz−1

1

(e)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − [dlz−1

2
z1

(z−1
1 z2)]

−1dlz−1

2
z1

(z−1
1 z2)drz−1

1
z2

(e)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − dlz−1

1
z2

(e)Ad(z−1
1 z2)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − dlz−1

1
z2

(e)Z(e)AdZ(z−1
1 z2)v2

= Z(z−1
1 z2)

(
v1 − AdZ(z−1

1 z2)v2
)

(C.10)

3. Posons z = z1z
−1
2 . La dérivée de z par rapport au temps donne :

ż =
˙

z1z
−1
2 = dlz1

(z−1
2 )

˙
z−1
2 + drz−1

2

(z1)ż1 (C.11)

Développons d’abord le premier terme à droite de l’égalité ci-dessus. En utilisant
(C.9), (C.7), (C.5) (C.1) et l’invariance à gauche des systèmes considérés

dlz1
(z−1

2 )
˙
z−1
2 = −dlz1

(z−1
2 )drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1
(z−1

2 )dlz−1

2

(e)[dlz−1

2

(e)]−1drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)dlz2
(z−1

2 )drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)Ad(z2)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)Z(e)AdZ(z2)v2

= −Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v2
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Développons maintenant le deuxième terme à droite de l’équation (C.11). En utilisant
(C.8), (C.6), (C.7), (C.1), (C.3), (C.4) et l’invariance à gauche des systèmes considérés

drz−1

2

(z1)ż1 = drz−1

2

(z1)dlz1
(e)Z(e)v1

= drz−1

2

(z1)drz1
(e)[drz1

(e)]−1dlz1
(e)Z(e)v1

= [dlz2z−1

1

(z1z
−1
2 )]−1dlz2z−1

1

(z1z
−1
2 )drz1z−1

2

(e)drz−1

1

(z1)dlz1
(e)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Ad(z2z
−1
1 )Ad(z1)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Ad(z2)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Z(e)AdZ(z2)v1

= Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v1

Donc finalement

ż = −Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v2 + Z(z1z

−1
2 )AdZ(z2)v1

= Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)(v1 − v2)

(C.12)
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Commande référencée capteur des robots non holonomes

Ce travail de thèse concerne la synthèse de commandes référencées capteur pour les robots non
holonomes, dans le cadre de l’approche par fonctions transverses, ainsi que l’étude de la robustesse
de ces lois de commande. La commande de robots non holonomes a été très étudiée ces quinze
dernières années. Cependant, lorsque l’on souhaite stabiliser la pose complète du robot, la synthèse
de lois de commande robustes vis-à-vis d’erreurs d’estimation de l’état du robot (qui dans la pra-
tique découlent typiquement d’erreurs sur les modèles des capteurs) reste un problème ouvert. La
problématique principale de cette thèse se situe à ce niveau. Les résultats devéloppés dans cette
thèse portent essentiellement sur deux aspects. Le premier concerne la façon d’utiliser les signaux
capteurs pour la synthèse de lois de commande. Plusieurs méthodes de synthèse de commande sont
proposées dans ce travail, en particulier, par analogie avec la commande des robots manipulateurs,
nous proposons une synthèse directe dans l’espace des signaux capteurs. La deuxième partie de
ce travail, plus fondamentale, porte sur l’analyse et l’évaluation des propriétés de robustesse des
schémas de commande vis-à-vis d’incertitudes sur les modèles de capteurs. Des résultats théoriques
de stabilité sont établis, puis validés et complétés par des simulations ainsi que par des résultats
expérimentaux.

Mots-clés : commande référencée capteur, robot non holonome, robot mobile, robustesse, fonction
transverse, stabilisation pratique, suivi de cible, expérimentation.

Sensor-based control of nonholonomic robots

This thesis concerns the design of sensor-based control laws for nonholonomic robots, based on
the transverse function control approach, and the robustness analysis of these control laws. The
control of nonhlonomic robots has been a very active research field for the last fifteen years. Even
so, when one wishes to stabilize the full robot pose, the robustness of control laws with respect to
state estimation errors (which typically arise in practice due to sensor model errors) remains an
open problem. The main obtacles to this work comme from this problem. The results obtained
in this work can be classified into two main contributions. The first one concerns the obtention of
methodologies for synthesizing control laws from sensor signals. Several methods are proposed and
in particular we devise a control scheme directly in the signal space by analogy with manipulator
control techniques. The second and more fundamental part of this work concerns the analysis of
the robustness of the proposed control schemes with respect to sensor model errors. Theoretical
stability results have been obtained and validated by simulations and experiments.

Keywords: sensor-based control, nonholonomic robot, mobile robot, robustness, transverse func-
tion, practical stabilization, target tracking, experimentation.
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