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Introduction

Peut-on trouver une métrique de Kéhler «canonique» sur une variété com-
plexe compacte X 7 Supposons que X soit munie d’'une métrique kihlérienne
g% dont la classe de Kahler vérifie ¢1(X) = 2-[w], od A € R. D’aprés les
réponses aux conjectures de Calabi apportées par Aubin [A] et Yau [Y] dans
le cas ol ¢1(X) < 0 (c’est & dire A < 0), il existe une unique métrique kihlé-
rienne g vérifiant [w9)] = [w] et telle que ric? = Aw?Y. Les métriques vérifiant
cette derniére condition s’appellent des métriques de Kdhler-Einstein.

Dans le cas ol ¢;(X) > 0, le probléme est plus compliqué et I'existence
de métrique de Kahler-Einstein n’est plus toujours assurée, comme le montre
par exemple l'obstruction liée & I'invariant de Calabi-Futaki dans [Fu]. On a
tout de méme le résultat suivant, démontré par Tian dans le cas des surfaces
complexes (cf. [T]) : il existe une métrique de Kéhler-Einstein g sur X telle
que [w9] = [w9] si et seulement si ’algébre de Lie des champs de vecteurs
holomorphes sur X est réductive.

Si on abandonne I'hypothése ¢1(X) = £[w%], on peut s'intéresser aux
métriques kéhlériennes g dans la classe de Kéhler fixée [w%], minimisant la
fonctionnelle [y sZvol’, ou s, est la courbure scalaire de g et vol’ sa forme
volume. De telles métriques sont appelées des métriques extrémales. Les mé-
triques de Kéhler-Einstein sont en fait des métriques extrémales appartenant
a une classe de Kahler particuliére.

On sait peu de choses en général sur les métriques extrémales. Sous une
condition d’annulation de l'invariant de Calabi-Futaki, les métriques extré-
males coincident avec les métriques & courbure scalaire constante que nous
pouvons étudier sous un angle plus géométrique. Dans le cas o ¢; (X) < 0, les
meétriques extrémales, si elles existent, sont uniques dans une classe de Kahler
donnée (cf. X. Chen |C| répondant & des conjectures de Donaldson formulées
dans |D2|). Souvent leur existence n’est pas assurée : dans [BB|, Burns et
de Bartolomeis découvrent une obstruction plus fine que celle de I'invariant
de Calabi-Futaki a ’existence de métriques kdhlériennes a courbure scalaire
constante sur les modéles minimaux de surfaces complexes réglées liée a la
notion de stabilité.



4 INTRODUCTION

Soit un modéle minimal de surface complexe réglée M = P(£), ou &£ est
un fibré holomorphe de rang 2 au dessus d’une surface de Riemann compacte
Y. Nous supposons maintenant de plus que ¢(3) > 2, c’est a dire que ¥
est hyperbolique et qu’elle admet donc une unique métrique kihlérienne g~
a courbure —1. La sphére de Riemann est munie quant & elle d’une unique
métrique kihlérienne ¢g¥S A courbure constante ¢ > 0 appelée métrique de
Fubini-Study. Mais il nous manque encore un ingrédient pour pouvoir déduire
une métrique de Kihler sur M des métriques g et ¢%S.

Supposons le fibré holomorphe £ polystable (cf. §1.2 pour la définition) ;
on en déduit d’aprés le théoréme de Narasimhan et Seshadri démontré dans
INS|, que M provient & un biholomorphisme prés d’une représentation pro-
jective unitaire M ~ ¥ x, CP', avec p : m(X) — PU(2). On construit alors
une métrique kihlérienne § a courbure scalaire constante s = 2(c — 1) en
munissant chacun des facteurs du produit tordu 3 x, CP! de sa métrique
kihlérienne standard ¢~ et ¢%S.

Réciproquement, suivant [BB|, supposons M dotée d’une métrique kéh-
lérienne g% & courbure scalaire s = 0. On sait que pour une surface réglée
M = P(€) au dessus d’'une surface de Riemann, H*(M,Z) = Zh & ZF ou
h est la classe du fibré tautologique Oys(1) et ot F est la classe d’une fibre.
Ces classes de cohomologie vérifient h% = degE, F2 =0 et h- F = 1 (cf. [Bv]
prop. I111.18). On en déduit que by = 2, by = b, = 1 et que la signature de
M est nulle.

Alors

/M (WH? = W 2) vol#™ = o(M) = 0, 1)

ol W est le tenseur de Weyl de la métrique g¥. Or une surface kihlérienne
est anti-autoduale si et seulement si sa courbure scalaire est identiquement,
nulle. D’aprés (1) on en déduit qu’on a également W~ = 0. Mais une sur-
face complexe kdhlérienne conformément plate est un produit local de deux
courbes munies de métriques de courbures opposées. On en déduit que le
revétement universel de (M, g¥) est de la forme H? x CP' avec chacun des
facteurs muni de sa métrique standard & courbure —« et +x > 0. En faisant
agir m(M) ~ m(X) sur le revétement, on en déduit que (M, ¢*) ~ ¥ x, CP'
muni d’un multiple constant de la métrique § & courbure scalaire nulle (i.e.
¢ =1). Puis d’aprés le théoréme de Narasimhan et Seshadri, il en résulte que
£ est polystable.

Dans le cas ot s # 0, on ne peut plus utiliser la formule (1) pour en
déduire que W = 0. A la place, Le Brun utilise la théorie des équations de
Seiberg-Witten, qui lui permet d’étendre ce résultat d’uniformisation au cas
s < 0 dans [L].
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Nous pouvons résumer ainsi les théorémes de Burns-de Bartolomeis et de
LeBrun :

Théoréme (Burns-de Bartolomeis, Le Brun) Soit une surface compleze
réglée M = P(E), ou & est un fibré holomorphe de rang 2 au dessus d’une
surface de Riemann compacte ¥ de genre g(X) > 2. Alors M admet une
métrique kihlérienne g% a courbure scalaire constante s < 0 si et seulement
si € est polystable. De plus la métrique g% se déduit a un biholomorphisme
et une constante pres du modéle (X x, CP', §) ot
- p:m(X) = PU(2) est une représentation projective unitaire associée
au fibré polystable €.
- § est le produit local de la métrique hyperbolique g* @ courbure —1 sur
Y et de la métrique de Fubini-Study ¢> & courbure ¢ > 0 sur CP.
Remarque : posons H = h — %degEF de sorte que H-F =1, H> =0 et
H?*(M,R) = RF @ RH. En outre, [Ky| = —2H + (29(X) — 2)F (cf. |Bv]).
Alors la classe de Kéhler Q = [w] de ¢¥ est déterminée & une constante A
prés par le coefficient ¢ donné par le rapport

w]-H
W F

Nous voyons ainsi que la classe de cohomologie €2 est définie indépendamment
de la métrique kahlérienne a laquelle elle peut étre associée.

Nous allons & présent étudier dans le cadre de cette thése une classe de
métriques kidhlériennes singuliéres sur M avec des singularités de volume fini
pour lesquelles nous allons généraliser les théorémes de Burns-de Bartolomeis
et de Le Brun.

Meétriques de volume fini. 1l est clair que la construction de ¢ s’étend
aux surfaces de Riemann de volume fini : retirons un nombre fini de points
paraboliques (P;)1<i<x & une surface de Riemann compacte 3. La surface de
Riemann ¥ obtenue est hyperbolique & condition que 2¢(%) — 2 +k > 0;
elle admet alors une unique métrique kihlérienne ¢~ & courbure sectionnelle
constante —1 qui posséde des cusps aux points paraboliques; la métrique g~
est donc de volume fini. Plus précisément, en chaque point parabolique, on
a une coordonnée locale holomorphe z telle que la métrique s’exprime sous
la forme
s _ |dz|?
IRERTSE

De méme que dans le cas compact, pour toute représentation p : w1 (3) —
PU(2) on construit une métrique kéhlérienne § & courbure scalaire constante
constante sur M = X x, CP* comme un produit local de g% et de ¢gFS. La

9



6 INTRODUCTION

métrique g est de volume fini et ses singularités s’expriment comme suit dans
des coordonnées adaptées : il existe une base de sections locales holomorphes
(s1, 82) de € en un point parabolique P dont on déduit une base orthonormée
de sections locales singuliéres (s1/]2|*, s2/|2|*?) de £ — ¥ avec 0 < a;(P) <
as(P) < 1 puis des coordonnées homogénes (¢, 0, [u : v]) sur M (ou z = re®
et t = In(—1Inr)). Alors en choisissant la coordonnée affine induite dans la
carte v = 1, la métrique g est donnée par

4
g = dt2 + 6_2td92 + W'du - iaud0|2, (2)

avec a = a(P;) = as(F;) — a1 (F;). Nous appellerons bout parabolique un
voisinage de cette singularité muni de la métrique g.

De fagon analogue au cas compact, on définit une structure parabolique
sur le fibré £ (cf. définition 1.1.1) et une notion de polystabilité parabolique
(cf. §1.2). Mehta et Seshadri on démontré dans [MS| que les fibrés parabo-
liquement polystables £ — X sont les fibrés tels que P(£) — X est obtenu
& un biholomorphisme prés a partir d’une représentation projective unitaire
p:m(X) — PU(2).

Eclatements de surfaces complexes. Notons M la surface complexe
compacte donnée comme l'espace total du fibré P(£) — X. Le théoréme
de Burns-de Bartolomeis et de Le Brun comporte des restrictions techniques
(en ce qui concerne le genre de ¥ et la courbure positive) mais surtout, il
ne concerne que les modéles minimaux de surfaces complexes réglées. Le
probléme d’existence de métriques de Kéhler & courbure scalaire constante
sur les éclatements de surfaces complexes réglées possédant des champs de
vecteurs holomorphes péridiques a été abordé par Le Brun et Singer dans le
cas oit s = 0 dans [LS] : de telles métriques existent toujours sur M quitte
a en éclater certains points. De plus pour toute procédure d’éclatements
fixée, Le Brun et Singer attribuent une structure parabolique au fibré £ de
sorte qu’il existe une métrique kihlérienne a courbure scalaire s = 0 sur cet
éclatement si et seulement si £ est paraboliquement stable.

On peut éclater M en un point (); au dessus de chaque point parabolique
P; selon la méthode proposée dans |LS|; on obtient ainsi une surface réglée
M avec des diviseurs exceptionnels E; a la place des points Q; éclatés. Alors
la forme de Kéhler w interprétée comme un courant sur M se reléve en un
courant & appelé transformée stricte de w sur I'éclatement M (cf. page 26)

tel que
@] - [Ed]
= G
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Cette relation est également vérifiée par les classes de Kéhler considérées
dans [LS|. Bien que les métriques étudiées soient singuliéres sur M, ceci est
une indication supplémentaire mettant en évidence le lien entre la notion
de stabilité et le probléme d’existence de métriques kdhlérienne & courbure
scalaire constante sur les surfaces complexes.

Nous allons étendre les résultats de [BB| et |L| a ce cadre de volume
fini quitte a faire une hypothése technique raisonnable sur le comportement
asymptotique des métriques considérées : nous nous limiterons aux métriques
qui sont asymptotique au sens C? au modéle local défini par (2).

Théoréme A Soit £ — X un fibré parabolique holomorphe tel que ¥ =
Y\ {P} soit hyperbolique. Notons M la surface compleze réglée P(€)s. Si
M admet une métrique kihlérienne g% a courbure scalaire constante s < 0
asymptotique au modele local (au sens C?), alors le fibré £ est parabolique-
ment polystable. De plus la métrique ¢% se déduit & un biholomorphisme et
une constante prés du modele (X x, CP*, §) ou
— p:m(X) = PU(2) est une représentation projective unitaire associée
au fibré parabolique polystable £.
— g est le produit local de la métrique hyperbolique g* & courbure —1 avec
des cusps aux points P; sur ¥ et de la métrique de Fubini-Study ¢g*> a
courbure ¢ > 0 sur CP*.

Remarques : comme dans le cas compact, la constante ¢ > 0 du théoréme
dépend de la classe de Kihler Q de ¢g*. Notons que la classe de cohomologie
) doit étre définie dans un sens L? car les singularités de la métrique sont de
volume fini; nous étudierons précisément cette cohomologie en démontrant
un lemme de Poincaré local au voisinage des singularités de g% (cf. §IL.2).
Nous en déduirons que comme dans le cas lisse,

HZ,(M, ¢*) = RH @ RF,

ol H? = F2 = 0 et H-F = 1. Dans le cas ol g% admet au moins une
singularité Q0 - F' = f@?l w est imposé par le comportement asymptotique de
g%. On en déduit que la constante du théoréme ci-dessus est égale & 1 dés
qu’il y a au moins un point parabolique.

Outils de la démonstration. Il s’agit comme dans le cas compact de com-
mencer par démontrer que le revétement universel holomorphe riemannien de
(M, g%) est donné par H? x CP* (cf. proposition I11.2.4). On en déduit alors la
polystabilité parabolique de £ & ’aide du théoréme de Mehta-Seshadri 1.2.2.

Les véritables difficultés de la démonstration sont posées par le cas s < 0.
pour lequel on procéde suivant I'idée de Le Brun. On dispose d’une antipodie
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& sur les fibres de M qui est involutive et renverse 'orientation. On utilise
également les équations de Seiberg-Witten (cf. §III.1) : la structure complexe
de M induit une structure spin® de fibré déterminant KA’/Il avec un fibré de
spineurs associés W = W+ @ W~ et une action de Clifford de T M sur W. Le
choix d’une métrique riemannienne g sur M et d’une connexion unitaire A
sur le fibré déterminant induit un opérateur de Dirac Dy : (W) — I'(W ™).
On a alors les équations de Seiberg-Witten associées portant sur des couples
(A,v) avec ¢ € T(WT)
Dy = 0
Fi = q(¥).

En 'absence de singularités, Le Brun utilise la théorie des invariants de
Seiberg-Witten, valable dans le cas compact, afin d’obtenir une solution des
équations associées a la métrique g = £*¢¥. Il en déduit une structure com-
plexe faisant de g une métrique de Kihler. Alors g¥ est kithlérienne relative-
ment & deux structure complexes Jy et J; compatibles avec des orientations
opposées de M et on en déduit a partir de 1a que le revétement universel de
M est de la forme H? x CP' (cf. §II1.2).

Le point difficile & étendre au cadre de volume fini est celui de 1’existence
d’une solution des équations de Seiberg-Witten pour la métrique g car nous
ne pouvons plus nous appuyer sur la théorie de 'invariant.

Cas rationnel. Dans les cas ot g est une métrique asymptotique au modéle
local avec des poids a(P;) = as(P;) — a;1(P;) rationnels, on peut définir
une compactification holomorphe orbifold de M en ajoutant des diviseurs au
dessus des points paraboliques, sur laquelle on approxime g par des métriques
g; lisses (cf. cor. 1.3.3 et §11.1.2). Si a(F;) = 7;/q;, il suffit d’ajouter au dessus
de P; un diviseur de la forme CP'/Z,, et M = M U D ou D = LJ;CP'/Z,, est
le diviseur a l’infini.

Afin d’obtenir une solution des équations de Seiberg-Witten & la limite,
on va montrer qu'on peut faire converger une suite de solutions pour les
équations de Seiberg-Witten sur (M, g;) vers une solution des équations sur
(M, g). Par ailleurs une telle suite sera obtenue en calculant l'invariant de
Seiberg-Witten associé aux équations.

La premiére étape (cf. chap. IT) consiste & comprendre la convergence des
formes g;-harmoniques. Tout d’abord, le lemme de Poincaré & I'infini nous
permet de construire un isomorphisme entre les espaces de cohomologie

12(M) = Hpp (M).

Gréce & des inégalités de Poincaré (cf. cor. I11.2.3 et prop. 11.3.3) on développe
la théorie de Hodge pour la cohomologie L? dans le cas des 0,1 et 2-formes,
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et on démontre le résultat de convergence suivant pour les représentants g;
harmoniques d'une classe de cohomologie :

proposition B Soit g une métrique asymptotique au modele local avec poids
as(P;) — a1 (P;) rationnels et soit g; la suite d’approzimation de g.

Soit une classe de cohomologie b € H: (M), ou i = 0,1 ou 2. Alors le
représentant g;-harmonique de b converge au sens C* sur tout compact de
M wers le représentant g—harmonique L? de b.

En outre dans le cas ot 1 = 2, on le résultat supplémentaire de conver-
gence

bt — b, et bTT b,

On définit la premiére classe de Chern L2 de K,;' (cf. §I11.2.1) notée L2c;.
Notons que I'hypothése de la courbure s < 0 pour la métrique g¥ se traduit
par

L% -Q < 0.
Via I'isomorphisme entre Hy>(M) et Hpr(M), la classe L2c; se décompose en
c1(M) plus un courant concentré & l'infini qui représente le dual de Poincaré
de [D]™! (cf. lemme II1.3.1); ceci nous indique qu’afin de faire converger
A; vers une connexion définie sur le «bon fibré», nous devons perturber les
équations de Seiberg-Witten pour (M, g;) en

Datp = 0
(FA—FBj)+ = Q(w)a

oil B; est une suite de connexion sur [D] dont la courbure est telle que - Fp,
converge vers le courant d’intégration sur le diviseur D. Alors, on démontre
le théoréme de convergence suivant

Théoréme C Soit g une métrique sur M asymptotique au modéle local avec
poids aa(P;) — a1 (P;) rationnels et soit g; la suite d’approzimation de g. Soit
(Aj,1;) une suite de solutions des équations de Seiberg- Witten perturbées
associées a la structure spin® induite par la structure compleze de M et aux
métriques g;. Alors quitte a faire des changements de jauge et a extraire une
sous-suite, la suite (A}, ;) converge au sens C* sur tout compact de M vers
une solution des équations non perturbées (A,) pour la métrique g vérifiant

-~ A=C+a, oua € L?(g) est en jauge de Hodge d*a = 0,

~ 1 est bornée en norme C° et v € L?(g) relativement & V.

Ici, C désigne la connexion de référence & courbure L? sur K]\’/I1 fixée par le
lemme III.3.1.

Puisque les espaces de cohomologie vérifient b = 1, I'invariant de Seiberg-
Witten dépend donc de la chambre dans laquelle se trouve chaque métrique g;
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(cf. §I11.1). On peut perturber la structure holomorphe de £ afin d’obtenir un
fibré £ paraboliquement stable. En utilisant la représentation associée & &',
on en déduit une métrique kihlérienne § (relativement a une autre structure
complexe sur M) dont la classe de Kahler est égale & Q. On peut éliminer les
singularités de g et en déduire une métrique kdhlérienne ¢’ sur la compactifi-
cation M dont la classe de Kihler est égale & 2. On calcule ensuite 'invariant
de Seiberg-Witten associé a la métrique ¢’ et on montre que sous ’hypothése
de la courbure strictement négative deg,, K- ® [D]™" = L%¢; - Q < 0 cet
invariant vérifie SW(g') =1 (cf. §IIL.1).
Alors, par la proposition B,

(K @ [D]7Y) - QF — L2 - Qs

Sous I'hypothese L%c; - Q79 < 0, ceci implique que ¢’ et g; sont dans la méme
chambre dés que j est suffisamment grand et que SW(g;) = SW(g') =1 (cf.
prop. II1.1.7).

Théoréme D Sous ['hypothése L2c; - < 0, soit g une métrique asymptoti-
que au modeéle local sur M telle que

L261 -0 < 0. (3)

Alors les équations de Seiberg- Witten non perturbées associées a la métrique
g et a la structure spin® induite par la structure complexe de M admettent
une solution (A,v) telle que

- A=C +a, avec a € L?(g) en jauge de Hodge d*a = 0,

- 1 est bornée en norme C° et € L3(g) relativement a la connexion V.

Remarque : en particulier, dans le cas ot ¢ = £*¢¥ on a [w] = Q, avec
w la forme de Kéhler de ¢g™. On démontrera de plus que +, = +gx. Or
w est un représentant L? harmonique autodual de 2 donc QO = Q. Alors
comme pour une métrique kdhlérienne & courbure scalaire constante négative
L%c; - [w] = 2vol(g®) la condition (3) est vérifice. On obtient alors une
solution des équations de Seiberg-Witten associée & g.

Une fois une solution des équations obtenue pour g = £*¢%, on vérifie que
la démonstration donnée par Le Brun dans le cas s < 0 s’adapte sans difficulté
a notre cadre de volume fini. La démonstration de Burns et de Bartolomeis
s’adapte également facilement et on en déduit finalement le théoréme A (cf.
§II1.2.2).

Cas irrationnel En fait le théoréme D est vrai méme si les poids des sin-
gularités de g ne vérifient aucune condition de rationalité. Dans le cas ot
g est asymptotique & un modéle dont certains poids vérifient la condition
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a(P;) ¢ Q, la compactification qui devrait s’imposer serait obtenue en ajou-
tant des diviseurs de la forme CP'/Z. Or, cet objet ne permet pas d’appliquer
les techniques d’analyse nécessaires pour développer la théorie des invariants
de Seiberg-Witten (par exemple le théoréme de l'indice).

On contourne ce probléme en approximant ¢ par une suite de métriques
¢’ en recollant g au modéle local avec des poids o/ (P;) € Q tels que o/ (P;) —
a(P;) lorsque j tend vers I'infini (cf. §111.4). On note M’ = M U D7 la suite
de compactifications associées & ces structures paraboliques.

On démontrera au §I11.4 qu'on a toujours un isomorphisme

HDR(Hj) ~ HL?(Man) ~ Hp: (M, g)

suivant lequel cl(K;j ®[D7]7!) = L2¢;. On va pouvoir appliquer les résultats
précédents aux métriques ¢/ qui sont asymptotiques au modéle local avec
poids rationnels afin d’obtenir des solutions (A7, 17) des équations de Seiberg-
Witten pour les métriques ¢7. Puis de facon analogue au cas rationnel, on va
faire converger ces solutions vers une solution limite pour la métrique g.
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Chapitre 1

Surfaces réglées modéles

I.1 Exemple de surface réglée de volume fini

Voici tout d’abord une famille d’exemples de surfaces complexes réglées
construites & partir de représentations projectives unitaires. Ces exemples
sont fondamentaux dans la théorie des fibrés paraboliquement stables comme
nous le verrons au §1.2 ot nous citerons le théoréme important de Mehta-
Seshadri 1.2.2; en outre ces exemples possédent des métriques kiahlériennes
«modéles» & courbure scalaire constante qui possédent des singularités que
nous étudierons précisément au §1.3 et que nous appellerons bouts parabo-
liques.

1.1.1 Surfaces de Riemann de volume fini

Soit T" un sous groupe discret de PSL(2,R) agissant librement et avec
covolume fini sur le demi plan de Poincaré

H? = {¢ € C / Imé > 0} ;

le quotient est une surface de Riemann 3 = H? /T’ munie de la métrique kiih-
lérienne g* & courbure —1 induite par la métrique de Lobachevsky standard
de H2. Le groupe I' agit également sur le bord a l'infini de H? que I'on peut
voir comme 0y = RU {oo}. Alors le stabilisateur d'un point P du bord est
soit trivial soit engendré par un élément parabolique 7. Dans ce dernier cas,
le point P est appelé un point parabolique. Lorsque ¥ est non compacte, il
existe des points paraboliques {P;} (en nombre fini) sur 9, H?, et quitte &
ajouter ces points & H?, on obtient alors un espace noté H2 = H2 U {P;}, tel
que le quotient ¥ = @/ I' est une surface de Riemann compacte.

La métrique ¢~ posséde des singularités aux points P;, appelée cusps
comme nous allons le voir ci-dessous. Soit p € I', I’élément engendrant le

13
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stabilisateur d’un point parabolique; puisque 7 est un élément parabolique
de PSL(2, R), on peut supposer quitte a faire une conjugaison par une homo-
graphie, que 7 est de la forme & — £ +u ol u € R; pour simplifier encore on
supposera méme que v = 27. Au voisinage de P, la surface de Riemann ¥ est
isomorphe & I,/(7), avec I, = {£ € C / Im& > a} pour a > 0 suffisamment
grand. Ces voisinages de P munis de leurs métriques induites sont appelés
des cusps paraboliques. On définit un isomorphisme entre le disque épointé
A ={z€C/0<|z| <e} et le cusp parabolique I,/(7) par

L)ty — A (L.1)
£ — z=¢%;

le point P est envoyé sur 0 dans le modéle du disque. En utilisant le plon-
gement holomorphe A C A, = A’ U {0}, on retrouve la compactification
holomorphe de ¥ en ¥. Le groupe I' est égal au groupe fondamental 7 (X).
Si g désigne le genre de ¥ et k le nombre de points paraboliques, on sait que
I' est engendré par

Xl,le,---;XgaYtq et Tiy--3Tky
avec la relation

(X1, V1] - [X, Yo -+ [ X, Y] - 1 - o1 = 1,

ou les X;,Y; correspondent & des lacets qui engendrent 7 (X) et ol 7; est un
éléement parabolique de PSL(2,R) qui engendre le stabilisateur de P; dans T.

Voyons maintenant comment s’exprime la métrique ¢~ sur le cusp para-
bolique : le demi-plan de Poincaré est muni de la métrique a courbure —1 :

wo__|dg)*
€ — €2
et on calcule facilement la métrique de cusp induite sur A}
A* |d2‘2
(I2]In |z[)?"

Nous utiliserons encore un autre systéme de coordonnées locales sur les bouts
de ¥ défini par :

(t,0) € R x R/27Z, avec z = re® et t = In(—In|z]).

Dans ces coordonnées
g = dt* + e 2do?. (1.2)
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En général si ¥ est une surface de Riemann quelconque avec k points
paraboliques marqués (P;), la surface de Riemann ¥ = ¥\ {P;} résultante
est de type hyperbolique si et seulement si 2g(X) —2+k > 0 (cf. par exemple
|[Fo], th. 27.12) et dans ce cas, elle admet une unique métrique kéhlérienne

g* de courbure —1 avec des singularités de cusps aux points P;.

[.1.2 Surfaces réglées et représentations unitaires

Soit p une représentation unitaire p : I' — U(2). On en déduit une action
de I' sur H? x C? donnée par

0.(6,p) = (0.6, p(0).ps) pour o €T et (£, ) € B x C2.

Au quotient, on obtient un fibré vectoriel holomorphe
E=Hx,C?

au dessus de X. Comme le fibré £ est obtenu par une représentation uni-
taire, le produit hermitien standard sur C? passe au quotient et nous donne
une métrique hermitienne A sur €. La sphére de Riemann CP' est munie
d’une métrique de Fubini-Study, kidhlérienne & courbure sectionnelle ¢ > 0,
que nous appellerons également métrique standard sur CP*. Les coordonnées
homogénes [u : v] sur CP' induisent des coordonnées de projection stéréo-
graphique. Par exemple dans la carte v = 1, la métrique de Fubini-Study de
courbure ¢ est classiquement définie par

FS 4/c

_ 2,
= W a0

sa forme de Kéhler est donnée par
Fs _ 2l m 2
w™®=—=00In(1+ |ul?);
c

le groupe d’isométries de (CP!, g¥5) est égal 4 PU(2). La métrique produit
gH2 + ¢S sur H? x CP' que nous appellerons également métrique standard
sur H? x CP! est kdhlérienne, car c’est un produit riemannien de métriques
kihlériennes. Sa courbure scalaire est égale a la somme des courbures scalaires
sur chacun des facteurs ; cette métrique est donc a courbure scalaire constante
s=2(c—1).

Alors la représentation p : I' — U(2) induit une représentation notée
également p : I' — PU(2). On en déduit une action isométrique de I" sur
H? x CP!. Alors la métrique standard sur H? x CP! passe au quotient, et on
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obtient une métrique kihlérienne § a courbure scalaire constante 2(c—1) sur
la surface complexe réglée M = P(E). De plus, M admet par construction
un revétement universel riemannien

p:H? x CP! — M.

De plus, § est de volume fini car c’est un produit local donc vol?(M) =
volY” (X) x vol™(CP'). Nous allons maintenant nous concentrer sur 'étude
locale de la métrique g au voisinage d’un point parabolique.

I.1.3 Prolongement holomorphe et structure parabolique

Prolongement holomorphe de £. Le fibré £ que nous avons obtenu &
partir d’'une représentation unitaire admet un prolongement holomorphe en
un fibré au dessus de ¥ comme nous allons le voir.

Afin de définir un tel prolongement, il nous suffit de décrire les sections
holomorphes de £ au voisinage d'un point parabolique P : reprenons le mo-
deéle local I,/{r) du cusp de X d’extrémité P. Les sections holomorphes du
fibré £ au voisinage de P sont par définition de la structure holomorphe sur
& = H? x, C? les fonctions holomorphes I'-équivariantes s : I, — C?. Dans
une base (€, €2) de C? bien choisie,

iy

p(T) = ( € 0 62i(7)ra2 > , avec 0 S (e %) S Qo < 1. (13)

Alors une section holomorphe de £ s’écrit s = Z?Zl o€, oules o; : [, —» C
sont des fonctions holomorphes et la condition d’équivariance se traduit par
soT = p(T) o s, soit

0i(& +2m) = €"0;(¢) ,

ce qui signifie
0i(€) = fi(z)e'™* avec z =€,

ou f; est une fonction holomorphe sur le disque épointé A’. On définit alors
le prolongement holomorphe & — X, en décidant que les sections locales
holomorphes en P sont données par les sections locales holomorphes de £ —
] telles que les f; soient bornées au voisinage de P. Alors f; se prolonge en
une fonction holomorphe sur le disque A, tout entier, et la famille

(si = €"%i%e;),

est une base de sections locales holomorphes de £ en P.
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Morphismes bornés et structure parabolique. Le fibré £ est muni
d’une métrique hermitienne (la métrique quotient) qui posséde des singula-
rités aux points paraboliques : pour le voir, exprimons la dans la base de
sections holomorphes (s;) définies au voisinage de P.

z|?2r 0
h= ( | ‘0 s ) (1.4)

On en déduit une base orthonormée de sections locales en P données par

e; = Si/|Z|ai — 6miRe§6i,

tandis que la base orthonormée (¢;) n’a de sens que sur le revétement H2 x C2.

La structure parabolique sur £ apparait naturellement en décrivant ses
morphismes bornés (dans la catégorie holomorphe). Soit £ un fibré obtenu
de méme que £ a partir d’une représentation unitaire p’ de I'. Les morphismes
de ces fibrés sont par définition les applications holomorphes I'-équivariantes,
pour l'action induite par p et p’ de H? — Hom(C?, C?). Si on se place prés
du point parabolique P, la condition d’équivariance s’écrit

V(7€) = p' (T)v(€)p(1)

alors, en notant 0 < 3; < B2 < 1 les poids de p' et v = ’y;-s;- ® s; cette
condition se traduit par

(€ + 2m) = mdai (),
dont on déduit que . . _
75(8) = fi(2)e? ik,
Pour que v admette un prolongement holomorphe au point parabolique, il

suffit que les f]?' soient bornées au voisinage de 0. Si on souhaite de plus obtenir
des morphismes bornés, la condition nécessaire et suffisante est donnée par

fi(0) = 0si B; < . (L5)

J

Cette condition peut étre traduite en des termes plus géométriques en intro-
duisant une structure parabolique.

Définition I1.1 (Structures paraboliques) Une structure parabolique > sur
le fibré £ — X est la donnée d’un ensemble fini points paraboliques P; € ¥,
de filtrations au dessus des points paraboliques

Ep=Fp 2 2Fp T =0,

et de poids associés a la filtration 0 < ay(F;) < --- < oy, (P;) < 1; on appelle
multiplicité d’un poids a;(P;) l'entier d;(P;) = dim F, — dim f};jl.
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Remarque : pour les fibrés paraboliques de rang 2, on a soit k; = 2, soit
k; = 1. Dans ce dernier cas, la structure parabolique au point P; est réduite
4 une filtration triviale et & un unique poids de multiplicité 2. Un tel point
parabolique est appelé un point trivial de la structure parabolique.

Structure parabolique associée & une représentation unitaire. On
définit maintenant une structure parabolique sur le fibré que nous avons
construit & partir d’une représentation unitaire comme suit : en un point
parabolique P de ¥, si a; < ag, on pose F2 = Csy(P), au(P) = oy et
a1(P) = a;. Nous sommes ici dans le cas o les poids sont de multiplicités 1.
Si a; = ay, on décide que P est un point trivial de la structure parabolique,
muni d’'un unique poids oy (P) = a;.

Si ’on revient au morphisme de fibré parabolique holomorphes v, on voit
que la condition (I.5) se traduit simplement par

VFL c FE sioa; > B

Ce qui revient & dire lorsque p = p' que les endomorphismes de fibrés para-
bolique préservent les filtrations : y(F5) C Fb.

Il est donc naturel de définir en général un isomorphisme parabolique
d’un fibré parabolique £ comme un automorphisme holomorphe de £ respec-
tant la filtration au dessus des points paraboliques. Souvent, lorsque aucune
ambiguité n’est possible, il sera sous-entendu lorsque nous parlerons d’iso-
morphisme d’un fibré muni d’une structure parabolique qu’il s’agit en fait
des isomorphismes paraboliques du fibré.

I.2 Fibrés paraboliquement stables

Une question naturelle se pose maintenant si nous voulons fabriquer des
métriques de Kéhler de volume fini & courbure scalaire constante sur les sur-
faces complexes réglées de la forme P(£) : comment reconnaitre les fibrés
paraboliques holomorphes qui sont obtenus & isomorphisme parabolique preés
a partir de représentations unitaire ? La réponse a cette question est appor-
tée par la théorie des fibrés paraboliques stables développée par Mehta et
Seshadri (cf. [MS]).

1.2.1 Définition algébrique

Soit £ — ¥ un fibré holomorphe de rang 2 muni d’une structure parabo-

lique (cf. définition 1.1.1). Supposons 2¢g(X) — 2 + k > 0, ot k est le nombre
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de points paraboliques, de sorte que ’on puisse munir ¥ = ¥ \ {P;} d’une
métrique ¢* 4 courbure sectionnelle —1 possédant des singularités de type
cusp aux points paraboliques P;.

Degré parabolique. Etant donné un fibré en vectoriel complexe £ — ¥,
on définit classiquement son degré par

deg € = c1(£).[T] = %/_trFA,

T Jx

oll F4 est la courbure d’une connexion C—linéaire A, sur le fibré £ — X. Le
degré parabolique du fibré £ et sa pente sont définis respectivement par

d £
degpar€ = deg€ + Y dj(P).oy(P), p(€) ===

- rang £
Structure parabolique induite. Soit £ C £ un sous-fibré holomorphe en
droites complexes de £. Le fibré £ hérite d’une structure parabolique induite
définie par la seule donnée de poids

0<af(P) <1,

avec af(P;) = aa(P;) si F3, = L et of(P;) = oy (P;) sinon.

Si & = L1 & Lo, est une somme de deux fibrés paraboliques en droites
complexes ayant les mémes points paraboliques , alors F posséde une struc-
ture parabolique induite définie comme suit : en un point parabolique P, si
aXt = o2, alors on définit la structure parabolique de £ comme la structure
parabolique triviale en P, avec un unique poids a;(P) = o*! de multiplicité
2. Si a*' < o2, on pose a1 = ', s = a? et F2 = Lop. Si o' > a*?, on
pose oy = a*?, ap = X' et F2 = L1p. On vérifie que cette structure para-
bolique sur F induit la structure parabolique de départ sur les sous fibrés £,
et Lo et que

deg par £ = deg par £, + deg par Ls.

Si un fibré parabolique admet une décomposition (non nécessairement ho-
lomorphe) € = L1 & L, en deux fibrés paraboliques, et que la structure
parabolique induite sur £ coincide avec celle qu’on avait départ, on appellera
cette décomposition une décomposition parabolique de £. Alors, on dira d'un
fibré parabolique holomorphe & qu’il est paraboliquement décomposable s’il
admet une décomposition & la fois holomorphe et parabolique F = L; & L.
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Définition 1.2.1 Un fibré holomorphe de rang 2, £ — ¥ muni d’une struc-
ture parabolique est dit paraboliquement stable si tout sous-fibré holomorphe
en droites complexes L muni de la structure parabolique induite vérifie

p(L) < p(&).

Si on remplace cette condition par une inégalité large

(L) < p(€),

le fibré € sera dit paraboliquement semi-stable.

Le fibré £ sera dit paraboliquement polystable s’il est soit paraboliquement
stable, soit a la fois paraboliquement semi-stable et paraboliquement décom-
posable.

Remarques :

— Un fibré paraboliquement stable £ est paraboliquement indécompo-
sable. Sinon, on aurait une décomposition parabolique holomorphe £ =
L1 ® Ly d’ou degpar & = degpar L1 + degpar L2 ce qui est impossible
puisque la condition de stabilité implique deg par £; < %deg par&.

— Un fibré paraboliquement polystable décomposable £ = £, & L5 est
semi-stable, d’oul deg par £; < %deg par&. Or degpar & = degpar £ +
deg par L5 ; on en déduit que degpar £; = deg par L.

— Réciproquement, tout fibré parabolique holomorphe décomposable £
obtenu comme une somme directe £, & L5 de deux fibrés holomorphes
paraboliques en droites complexes tels que deg par £; = deg par L5 est
paraboliquement semi-stable (cf. [S] cor. 10 p. 71) et donc parabolique-
ment polystable.

— 11 existe sur tout fibré parabolique C®°, E — % une structure holo-
morphe paraboliquement stable (cf. par exemple [S] th. 38 p. 91).

— En outre la stabilité parabolique est une condition ouverte. Elle est
donc préservée par de petites perturbations des poids de la structure

parabolique (cf [MS] ou [S]).

1.2.2 Stabilité parabolique et représentations unitaires

Le lien entre ces notions a été fait tout d’abord par Narasimhan et Sesha-
dri dans le cas ou la structure paraboliques est vide (cf. [NS]). Puis ce travail
a été généralisé au cadre de volume fini (lorsque I'on rencontre des points
paraboliques) par Mehta et Seshadri (cf. [MS] th. 4.1) ou ils démontrent

Théoréme 1.2.2 (Mehta-Seshadri) Soit S I’ensemble des fibrés holomor-
phes paraboliques polystables de degré parabolique 0 au dessus de X.. Soit R
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I’ensemble des représentations unitaires de w1 (%), ot ¥ = X\ {P;}. Toute re-
présentation de R induit un fibré parabolique (cf. §1.1.3) de degré parabolique
0, paraboliquement polystable.

Réciproquement, tout fibré de S provient, & un isomorphisme de fibré
parabolique prés, d’une représentation de R, et on a une bijection entre les
espaces de modules

S mod {isomorphismes paraboliques} ~ R mod équivalence.

De plus via cette bijection, les fibrés paraboliquement stables de S, sont ceux
qui correspondent aux classes de représentations unitaires irréductibles de R.

Remarques :

i) précisons que dans cet énoncé, les isomorphismes sont relatif a la struc-
ture holomorphe et la structure parabolique (cf. §1.1.3).

ii) Lorsque degpar& # 0, on peut se ramener au cas du degré parabolique
nul de la facon suivante : soit £ — X, un fibré en droites complexes de
degré trés négatif, tel que degé ® L < 0. Puisque P(£) ~ P(€ ® L),
on peut donc supposer le degré de £ négatif. Dans un deuxiéme temps,
on peut ajouter des points paraboliques triviaux @) € ¥ a la structure
parabolique de £. On obtient ainsi un nouveau fibré parabolique noté
E'. Alors

degpar £’ = degpar & + 22011(Qk),
%

et le fibré £’ est paraboliquement stable (resp. semi-stable, polystable)
si et seulement si le fibré £ est paraboliquement stable (resp. semi-
stable, polystable). En choisissant bien les poids, on obtient un fibré de
degré parabolique 0.

I1.2.3 Stabilité et existence métriques extrémales

Soit £ — ¥ un fibré parabolique polystable, et M la surface réglée obtenue
comme P(€) 5, ot ¥ =X\ {P;} avec (P;)1<i<k les points paraboliques. Sous
I'hypothése 2g(X) — 2+ &k > 0, on sait que X admet une unique métrique
kihlérienne ¢ A courbure sectionnelle —1 avec des cusps aux points B;.
D’aprés la remarque 1.2.2, on peut supposer, quitte & rajouter des points
triviaux @; a la structure parabolique et a tensoriser par un fibré de degré
suffisamment négatif, que deg par £ = 0 sans changer la stabilité parabolique
du fibré.

Alors, d’aprés le théoréme de Mehta et Seshadri, il existe une représen-
tation projective unitaire p : 71 (X \ {Q;}) — U(2) telle que £ ~ H? x, C?
en tant que fibré paraboliques. Notons que puisque la structure parabolique
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est respectée, ceci implique que si 7 engendre le stabilisateur d’'un point pa-
rabolique, alors p(7) est conjugué a une matrice de la forme

< exp(2imay) 0 ) 7

0 exp(2imas)

ou 0 < ay < ay < 1 représentent les poids de la structure parabolique (avec
éventuellement a; = ay dans le cas de la structure triviale).

Il est alors facile de voir que la métrique hermitienne, singuliére aux points
@i, induit une métrique de Fubini-Study sur la fibre qui est lisse sur P(£) — ¥
tout entier. On obtient alors suivant le §1.1.2 une métrique k&hlérienne g &
courbure scalaire constante sur M.

Remarque : la construction que nous venons de faire montre que nous
pouvons facilement nous ramener au cas des fibrés de degré parabolique 0
sans ajouter de singularités & la métrique g. Par la suite, nous supposerons
en général, sauf mention du contraire, que nous travaillons avec des fibré de
degré parabolique 0.

1.3 FEtude locale du modéle

La métrique § que nous avons définie sur la surface réglée M tout entiére
lorsque &€ est paraboliquement polystable, peut étre définie localement en gé-
néral sur un fibré parabolique. Pour commencer, on choisit une trivialisation
locale de £ par une base de section holomorphes (s1, $2) définies au voisinage
d’un point parabolique P et respectant la filtration. Soit z une coordonnée
locale holomorphe telle que z(P) = 0 et telle que la métrique sur X s’exprime
sous la forme
s d2

NEEE

On défini alors une métrique hermitienne sur £ adaptée a la structure para-

bolique par
z[P 0
h= < | |0 s ) (L6)

On en déduit une base orthonormée de sections locales en P données par

9

|
bl

e = si/|z
et on calcule la connexion de Chern associée & h dans la trivialisation (s;) :

(67} 0)%

T (L.7)

Vh:d+h‘1ah=d+<
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ce qui donne dans les coordonnées induites par la base orthonormales (e;),

vh=d+i @ " )as
0 (67) '

Cette connexion est plate, avec une singularité logarithmique au point P
et on retrouve ainsi dans cette expression locale le fait que 1’holonomie de
la connexion de Chern V" aprés un tour autour du point parabolique est
égale a diag(exp(—2imay), exp(—2imas)). En notant H, la distribution hori-
zontale de la connexion induite par V" sur le CP'-fibré M — ¥, on a une
décomposition au voisinage du point parabolique

T.M =H, & TmP(EW(_r))

Comme la connexion de Chern respecte par définition la métrique hermi-
tienne sur &£, on en déduit que la distribution (H,) est invariante par les
isométries de la métrique de Fubini-Study sur les fibres de M — ..

On définit alors localement la métrique riemannienne g en prenant la mé-
trique de Fubini-Study sur I’espace tangent aux fibres et I'image réciproque
de g% sur H,. Comme de plus la connexion est plate, la distribution horizon-
tale H, est intégrable, et § apparait comme un produit local H? x CP! ou
chaque facteur est muni de sa métrique kahlérienne standard.

I.3.1 Le modéle local du bout parabolique

En reprenant les notations du §1.1.3, nous disposons de plusieurs coordon-
nées locales définies au voisinage de P : la coordonnée ¢ € H?, la coordonnée
z € A, définie au voisinage de P, les coordonnées (¢, (4,7)) sur H? x C?
induites par la base canonique (¢;) de C? et les coordonnées (z, (u,v)) sur £
induites par la base orthonormée de sections locales (e;) de €.

On en déduit des coordonnées locales homogénes sur H? x CP! et P(€)
dans lesquelles on a le revétement holomorphe riemannien

p: I, x CP* — A x CP! (1.8)
€ lasa) o (oF [ty : eioamecg))
et
7.(&, [0 0)) = (€ + 2m, [e2™1q « e2m2)), (1.9)

qui engendre le groupe d’automorphismes (1) ~ Z du revétement p.
Si on se place par exemple dans les coordonnées locales de projection
stéréographique v = 1 et v = 1, on obtient I'expression de p

p(&, 1) = (%, e°REq) avec a = g — .
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On en déduit que e*®¢di = p*du — iaudf. Or la métrique standard sur le
revétement s’écrit

¥ 2 FS ‘d§|2 4/(3 -2
pg=9g +g = —— + |du|” .
€=&2 0 (1T+[uP)?

d’ou
|dz|? 4/c
2l Inf2])? (14 [uf?)

Dans les coordonnées u = 1 et v = 1, on calcule de méme

§= ( > |du — iaudf|”. (1.10)

p |dz|? 4/c
(Jz[Infz])? (1 + [v[?)

> |dv + iawdd|*. (1.11)

Nous pouvons maintenant oublier la construction globale de p et de I'ac-
tion de 7 pour ne retenir que les expressions locales (I1.8) et (1.9) qui ne
dépendent que des poids a;.

Définition 1.3.1 Le groupe Z ~ () a une action libre, holomorphe et iso-
métrique sur la variété compleze kihlérienne H? x CP! munie de sa métrique
standard & courbure scalaire constante 2(c — 1) définie par

7.(&, [ : D)) = (&, [@e®™™ : pe?me2)). (1.12)

Le quotient (I, x CP)/7 est par conséquent une variété kihlérienne munie
de la métrique de Kdhler quotient §, a courbure scalaire constante 2(c—1), et
de volume fini. Ce quotient sera appelé le bout parabolique associé auzx poids
o1, as. Nous le noterons BSv*2, ou bien B lorsque aucune ambiguité n’est
possible.

Par définition, un bout parabolique est muni de coordonnées adaptées
(z,[u:v]) € A% x CP' dans lesquelles le revétement canonique p : I, x CP' —
B est donné par (I1.8) soit :

p: I, x CP' — B~ A* x CP!

(& [a:7]) — (e, [erirRety ; gmioaRely])

Si on se place dans des coordonnées de projection stéréographiques u = 1,
ou v = 1, la métrique § est alors donnée par (1.10) et (I.11).
Dans des coordonnées adaptées, la projection suivant le premier facteur,

B~ A x CP' — A

est holomorphe et donne au bout parabolique une structure de CP!-fibré.
Nous ferons référence au point 0 € A, D A* en le notant P le plus souvent.
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Le point P sera appelé point parabolique associé au bout parabolique. De
plus, on a clairement le diagramme commutatif

I, xCP* 25 B

Xl“

A
ol m; est induite par le revétement canonique I, — A’.

Remarques

i) Nous avons introduit dans ce modéle la notion de point parabolique
car nous verrons que la structure de CP'-fibré de B admet sous une
certaine condition (cf corollaire 1.3.3) un prolongement holomorphe au
dessus du point parabolique en un orbifibré 7 : B — A,.

ii) A propos des points triviaur d’une structure parabolique : si le point
P, est un point trivial de la structure parabolique, on peut fabriquer
a partir de la représentation unitaire p du §I.1 une métrique lisse sur
P(£) — X U {P}. Pour commencer, on modifie la métrique g : a
la place, on choisit une métrique a courbure —1 lisse sur X U {P}
avec des cusps paraboliques pour P; # P. Puis on construit une la
métrique kéhlérienne g sur M comme précédemment (cf. §1.1.2). Alors
il est facile de voir que, dans les coordonnées induites sur P(E) par les
sections locales holomorphes (s1, $2) de € en P (cf. §1.1.3), la métrique
g est égale & un produit g = ¢g* + ¢¥>. On en déduit le prolongement
souhaité de g.

I1.3.2 Quelques notations

Fixons maintenant quelques notations. Soit vol®' 1a 2-forme fermée sur
I, x CP! induite par la forme volume du facteur (CP', g¥%). Comme (r) agit
isométriquement sur I, x CP', on en déduit que la forme vol &' passe au quo-
tient. Nous noterons également vol™" sa projection sur le bout parabolique.

Si & la place des coordonnées adaptées (z, [u : v]) sur le bout parabolique
B, on utilise plutot les coordonnées (¢, 6, [u : v]), ott z = re® et t = In(—In7),
on obtient par exemple la coordonnée affine v =1

4
g =dt* +e?do® + /e -~ |du — ioudd|” = dt* + g, (1.13)

(1 + [ul?)

oil §; est une métrique sur N ~ S* x CP! que nous appellerons la tranche du
bout parabolique.
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La métrique sur H? x CP! dégénére dans la direction 9, = dz* (o0 & =
T + iy et ot dz* désigne le dual suivant la métrique de dz ). Ce champ de
vecteurs est invariant sous I’action de Z. Par conséquent d, = dxz* passe au
quotient et nous donne un champ de vecteurs noté Xy sur le bout parabolique.
Comme p*df = dz, on calcule explicitement en introduisant les coordonnées
polaires u = pei?

Xg = 0y + a892.

On vérifie que la métrique p*§ = ¢ + ¢F est invariante suivant 9, (i.e.
La,p*§ =0 ), on en déduit que § est invariante suivant Xj :

L,§ = 0. (1.14)

Classe de Kihler. Etant donné un fibré parabolique holomorphe au des-
sus d’une surface de Riemann & — X de rang 2, nous choisissons une base
locale de sections holomorphes (s1, s2), au voisinage d’un point P, adaptées
a la structure parabolique (i.e. 3, = (s2(P))). On définit ainsi des coordon-

nées locales (z, [z : y]) sur la surface réglée compacte M — ¥ obtenue par
projectivisation de £. Dans la coordonnée affine y = 1, la forme de Kéhler

w?" + wF¥ de § s’exprime sous la forme

w = —2i99In(—In |z|) + 2%851n(|z|20‘ + |z[?).
Dans 'autre carte affine, on a
w = —2i00 In(—1In |2]) + 2%851n(|z|2"|y|2 +1).

Les fonctions — In(—1n |2]), In(]z]?* + |z|?) et In(|z[**|y|> + 1) sont plurisous-
harmoniques (et non identiquement égales & —oo donc Li ) et définissent
par conséquent un potentiel pour w vu comme un courant positif fermé sur
la surface réglée M (pour une référence sur les singularités de fonctions pluri-
sousharmoniques et les éclatements cf. [CG]).

La forme de Kihler associée 4 la métrique hyperbolique —2i90 In(— In |z|)
a une singularité en z = 0. Or le nombre de Lelong de son potentiel est nul
en z = 0; il nous suffit donc d’étudier le terme w* restant.

Comme nous I’avons vu, le courant w¥> est défini localement par un po-

tentiel plurisousharmonique
W' = i00U.

Nous constatons que le potentiel U est continu en dehors d’un pole U = —o0
au point () de coordonnées z = x = 0. Pour étudier la singularité au point
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@, on fait un éclatement ; on obtient ainsi une surface réglée 7 : M- M
avec une fibre exceptionnelle E = 7=1{Q} d’auto-intersection —1.

La composée d’une fonction plurisousharmonique et d’une fonction holo-
morphe est plurisousharmonique. De plus, on vérifie que dans le cas étudié

Uom # —oo ce qui nous permet de définir ici le I'image réciproque du courant

o' .= m*wFS en posant localement

" =400(U o 7).

Par construction, I'adjoint relativement & la forme d’intersection de 1’opéra-
teur 7* défini ci-dessus est donné par m, d’oul

&S . [E] = "™ - [E] = W™ -1, [E] = 0.

Nous allons maintenant analyser le courant @S : on a des coordonnées
locales explicites (wy,t1) et (ws,tz) sur M définies par

z = W1 = t2’U)2

r =tw =ws,

de sorte que le courant @S est donné par

Cc . - o
EwFS = 2—7raaln(|w1\2 +|T51w1\2)
1 — 1 — W
= —addIn(jw]) + 500 In(1 + [tx]*|w [**~)
et
iaFS = iagln(\tzw2|2a+|w2‘2)
ar 2T

= Laddn(jws|) + — 09 In([ta]?® + |ws|X1).
T 2

Nous remarquons que le potentiel du courant &@¥° posséde des pdles tout
le long du diviseur exceptionnel £ donné dans chaque carte par les équations
w; =0 et wy = 0.

Par la formule de Poincaré-Lelong, on en déduit que le courant ;- se
décompose en o E]+® avec [FE] le courant d’intégration sur le diviseur excep-
tionnel, et ® un courant fermé positif appelé transformée stricte de ﬁ@FS.
En outre, ® est défini localement & I'aide d’un potentiel plurisousharmonique

® = 00V possédant un unique pdle V = —oo au point ws = t5 = 0. De plus,

ZDFS

Cc

47raFS [E]=0=alEP*+®-[E]= —a+®-[E],
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d'ou @ - [E] = a.
Nous résumons : la forme de Kéahler w vue comme un courant sur M
se prolonge naturellement en un courant fermé positif &' := 7*w sur M.

Le courant &' se décompose alors en une somme “Z[E] + &. Ici, [E] est le
courant d’intégration sur E concentré prés du diviseur exceptionnel et & est
l/a\transformée stricte de w qui est un courant fermé strictement positif sur
M vérifiant

&)

[B] _

o-[F]
ol F' est une fibre générique de la surface réglée. On peut donc faire une
analogie entre le théoréme 1.3.5 et la conjecture suivante (démontrée dans
certains cas pour s = 0 par Le Brun et Singer) :

«a,

Conjecture : Il existe une métrique de Kéhler lisse a courbure scalaire
constante s < 0 sur ’éclatement de surface réglée M vérifiant

wl|-|F
-5 _
w] - [F]
si et seulement si le fibré parabolique correspondant est paraboliquement
polystable.

1.3.3 Compactification du bout parabolique rationnel

Nous faisons maintenant I’hypothése que ap — a; = r/q € Q, ot 7 et ¢
sont premiers entre eux. Dans ce cas, il est facile de voir que I’action de Z
définie par (1.12) vérifie

T4.(& [@ 2 9]) = (£ + 2mq, [@ - 7))
On en déduit que (I, x CP')/{r%) ~ (I,/(r9)) x CP'. On vient donc de
montrer que le revétement p : I, x CP' — B se factorise par un revétement

p? & q feuillets dont le groupe d’automorphismes est égal a (7)/(1%) ~ Z,.
On a donc un diagramme commutatif holomorphe

I, x CP' —2— I,/(r%) x CP"

\ lpq

B
ol p désigne la projection canonique sur le revétement quotient. Nous note-

rons
T Agyg = L /(1Y) U{oo} — A, I,/(1) U{oc}
z = 21
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le revétement holomorphe ramifié & ¢ feuillets du disque par lui-méme qui
est également donné & 1'aide de la coordonnée £ sur [, par £ — . Le groupe
d’automorphisme Z, ~ (7)/(7%) du revétement 7¢ agit par
7.£ = £+ 27 ou de facon équivalente 7.z = e 2.
On déduit de m¢ une projection holomorphe notée également,
7?: 1,/(t?) U {oo} x CP' = A,.

Par construction, il est clair que T op = m; = 7?0 p; on en déduit le lemme
suivant :

Lemme 1.3.2 (Structure du bout parabolique rationnel) Supposons que
a=oa—op =r/q € Q, avec r et q premiers entre euzr. Le revétement
standard p : I, x CP* — B du bout parabolique Bat? se factorise par un
revétement a q- feuillets p? et on a le diagramme holomorphe commutatif

I, x CP* —2— I,/({r%) x CP*

\lpq X

B — A,
L’action de Z, sur I,/(r?) x CP" ~ A, % CP' s'étend clairement en une

action holomorphe sur A,/ x CP' : pour le voir, il suffit de I’écrire dans des
coordonnées adaptées (z,[@ : 7))

2im

([ 9) = (26" [

: je?imaz)).

Remarque : si 'on modifie la métrique sur le facteur A* , et quon la
remplace par n’importe quelle métrique lisse sur A, /, invariante par rotation,
cette action devient méme isométrique.

Alors, comme nous l'avons déja remarqué, m? se prolonge de facon ho-
lomorphe en 74 : A,/ X CP! — A, ; au quotient, on obtient un orbifibré
holomorphe en droites projectives

B= (A, xCP")/Z,=BU(CP'/Z,) 5 A,.
Reformulons cette discussion dans le corollaire suivant.
Corollaire 1.3.3 Sia=as — oy =1/q € Q avec r et q premiers entre euz,
le CPL-fibré B — AY admet un prolongement holomorphe en un orbifibré
B=BU(CP'/Z,) 5 A,.

Cet orbifibré possede un revétement ramifié 6 q feuillets p? : Agjq X CP! - B
tel que (p?)*g est égale & la métrique produit standard sur AZ/q x CP!.
La fibre m~1(0) ~ CP'/Z, sera appelée «diviseur & linfini du bout para-

boliques.
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Modéle asymptotique. Nous introduisons maintenant sur une variété a
bouts paraboliques, une notion de métriques asymptotiques (au sens C?) au
modeéle local de métrique §. C’est une condition technique raisonnable qui va
nous permettre de démontrer le théoréme 1.3.5.

Définition 1.3.4 Si une variété X posséde des bouts paraboliques, on en
déduit un modele local de métrique que nous noterons g. Nous appellerons
métrique «asymptotique au modéle localy, toute métrique g sur X telle que
g = g+ 0(9), ou o(9) tend uniformément vers 0 en norme C?, lorsqu’on
s’approche d’un diviseur parabolique a l’infini.

Remarque : lorsque nous parlerons d'un modéle local g, il sera toujours sous-
entendu que nous avons préalablement choisi les isomorphismes entre les
bouts de X et des bouts paraboliques.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme

Théoréme 1.3.5 Soit £ — X un fibré parabolique holomorphe de rang 2 sur
une surface de Riemann compacte . Soit (Pi)1<i<k Uensemble des points
paraboliques de Y. Nous supposons en outre que 29(%) — 2 +k > 0. Si la
surface complexe réglée associée M — ¥ admet une métrique kéihlérienne g=
a courbure scalaire constante négative 2(c — 1), asymptotique au modéle local
g, alors £ est paraboliquement stable.

En outre, si une telle métrique g¥ existe, alors elle provient a biholo-
morphisme prés, du modéle (X x, CP',§) ot p : m(X) — PU(2) est une
représentation projective unitaire associée a E.



Chapitre 11

Cohomologie L? et formes
harmoniques

Dans tout ce chapitre, on étudie une variété M munie de bouts para-
boliques. On en déduit un modéle local de métrique § pour lequel on peut
définir la cohomologie L? de M.

Cette cohomologie notée Hy , (M) ou Hj. (M) lorsque aucune confusion
n’est possible est définie & I’aide du complexe des formes différentielles L? sur
M. Plus précisément H},(M) est I'espace des formes différentielles fermées
L?(g) sur M modulo les formes exactes dy avec v telle que vy, dy € L?(g).

Nous allons démontrer un lemme de Poincaré «a l'infini» sur le bout
parabolique de M pour la cohomologie L?, afin de pouvoir la calculer expli-
citement (cf I1.2.2).

Soit g une métrique asymptotique au modéle local §; alors son complexe
des formes différentielles L?(g) coincide avec celui de formes L?(§). On en
déduit que les espaces des cohomologies correspondantes sont égaux

Pour simplifier, nous supposerons que M a un unique bout parabolique. Tout
ce que nous dirons s’étend trivialement au cas de plusieurs bouts parabo-
liques.

Si nous faisons I’hypothése supplémentaire que les poids associés vérifient
la condition, @« = as — a; € Q alors, nous avons vu que M admet une
compactification M en ajoutant un diviseur orbifold D de la forme CP'/ Zyq
au dessus du point parabolique.

Si on munit la surface de Riemann ¥ de sa métrique kihlérienne g* A
courbure —1 avec des cusps aux points paraboliques, alors un résultat bien
connu (cf. [Z]) est que

Hin () = Hja (5).

31
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Il est donc raisonnable d’espérer étendre ce résultat en
Hyx (M) ~ Hj2(M). (I1.1)

a I'aide d’un lemme de Poincaré local 11.2.6. Nous allons au §11.1 définir sur
M des métriques lisses g; qui vont approximer la métrique singuliére g. On
démontrera alors un résultat de convergence sur tout compact de M des re-
présentants g; harmoniques d’une classe de cohomologie vers le représentant
L? (cf. prop. I1.3.1 et I1.3.7). Afin de démontrer ce résultat, nous dévelop-
perons la théorie de Hodge a 1’aide d’inégalités de Poincaré uniformes pour
les métriques g; et nous démontrerons également (cf. cor. I11.3.10) que la
décomposition
Hi,(M)=H""® H

converge vers la décomposition Ht @ H™ induite par g.

II.1 Approximation par des métriques lisses

Nous expliquons dans cette partie comment approximer la métrique g
singuliére sur M par une suite de métriques (g;) lisses sur M qui s’approchent
de g.

I1.1.1 Approximation du modéle local g

Puisque les poids du bout parabolique vérifient as—ay =7/q € Q (ou r et
g sont premiers entre eux), on sait d’aprés le lemme 1.3.2 et le corollaire 1.3.3,
que la compactification du bout parabolique admet un revétement ramifié
holomorphe & ¢ feuillets

p?: Aa/q x CP* — E,

tel que (p?)*§ est la métrique standard g*" + ¢FS sur AZ/q x CP*. Alors, on

peut approximer § en remplacant la métrique singuliére g®” par une métrique
lisse sur A, invariante sous l'action de Z,. On sait que

A* |dZ‘2
(|2 [2])>

On peut par exemple multiplier cette métrique par un facteur conforme singu-
lier de la forme A(|z|), valant (|z|1n |z|)? au voisinage de I’origine et 1 loin de
Iorigine. La métrique gy = A(|z|)g®" s’étend de fagon lisse & 1’origine ; cette
opération consiste simplement & recoller un disque plat au bout du cusp et
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la métrique ainsi définie est compatible avec la structure complexe donc kih-
lérienne (il s’agit d’une surface). Cette construction est Z, -invariante car la
fonction A(|z|) est elle méme invariante. Alors la métrique gy + g™ passe au
quotient et définit une métrique kihlérienne sur le bout parabolique orbifold
compactifié B.

Si on suit les géodésiques de g, normales & un cercle, on en déduit une
nouvelle coordonnée locale ' telle que t = ¢/ 1a ot A(|z|) = 1 et gy = dt'? +
©(t")2d#?. De fagon équivalente, on peut donc définir ce type de métrique en
se donnant la fonction ().

Définition des métriques g;. Soit la métrique

g5 = di* + p2de?,

oll ¢; est définie comme suit : pour ¢ < j + 1, on pose ¢; = e~*. Puis
pour j +1 <t < j 414 d;, on fait brutalement décroitre ¢} de e (+1)
jusqu’a 0 pour un J; que nous ferons par la suite tendre vers 0. Enfin pour
J+1+6; <t <j+1+¢€ on peut quitte & rendre ¢ trés négative faire
passer ¢ dans cet intervalle de —e=UF1 a —1.

On a donc recollé la métrique la métrique de cusp (pour t < 7+ 1) ala
métrique plate. En effet si <p;- = —1, alors pour un 7Tj légérement supérieur
4 j + 1 + € bien choisit, on a ¢; = T; — ¢t. Comme le montre le changement
de variable t' = T; — t, la métrique ng se recolle a la métrique plate sur le
disque; il en résulte que ng est en réalité lisse sur le disque A,/, tout entier.
On vérifie que quitte & choisir ¢; suffisamment petit, on peut supposer que
le rapport —gog- /¢; est croissant, et reste donc minoré par 1. Nous résumons
cette construction dans un dessin.

\ 03 () p(=1)
\ﬁk /
\
j+1 T; t

Alors, la métrique ng + g5 est lisse et Z -invariante sur A, Jq X CP'. On
en déduit une métrique g; lisse sur B qui s’écrit dans les coordonnées (t, 0, u)

4
2d6* + e |du — ioudf|” . (IL.2)

g; = dit* +
g T Py
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I1.1.2 Approximation d’une métrique asymptotique au
modéle local

Etant donnée une métrique riemannienne g sur M, asymptotique au mo-
déle local sur le bout parabolique de M, on approxime la métrique g par
des métriques g; lisses sur la compactification M comme suit : soit x(t) une
fonction lisse telle que

— x est croissante,

— x(t) =0 pour t <0,

— x(t) =1 pour ¢ > 1.

Notons x;(t) = x(t — j), puis posons

9; = (1= x;)9 + X;9;- (IL.3)

Alors puisque g est asymptotique au modéle local, les métriques g; et g; sont
également trés proche au sens C? sur la zone de recollement j < ¢t < j + 1,
et on en déduit que

sup {|9; — g;| + |V% — V% | +|R% — R%|} — 0 lorsque j — oo.  (I1.4)
t>j

Courbure des métriques g;. Le modéle local de métrique g est & cour-
bure bornée. En effet comme le montre le modéle local du bout parabolique
(cf définition 1.3.1) la métrique p*§ apparait sur le revétement associé au
bout parabolique comme la métrique standard sur H2 x CP!. Puisque les
courbures sectionnelles de cette métrique valent ¢ et —1, on en déduit que ¢
est & courbure bornée. Par définition de «asymptotique au modéle local», ceci
implique que toute métrique asymptotique au modéle local est & courbure
bornée.

Lorsqu’on approxime la métrique g par des métrique g; lisses sur la com-
pactification M, on crée une «bulle» de courbure trés positive : pour le voir
revenons & la définition de g; que nous avons donnée dans la partie IL.1.1.
Pour approximer g, nous avons simplement modifié dans le revétement local
p? la métrique de cusp sur le premier facteur en une métrique

ng = dt* + go?dHQ.

La connexion de Levi-Civita associée est explicite; un calcul simple montre
que

Vo, 0; =0, Va,(¢;'05) =0,

Qi 4 1 Orp;
—jSDj s, V@J.—lag)‘/?j Op = _7jat’

Vipr1090 =
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et on en déduit que la courbure sectionnelle de ng est égale &

2
K958y, 0 10y) = — 220
¥j
Ce terme est par définition de ¢; singulier (trés positif quand j — oo) sur
l'anneau t € [j + 1,j + 1 + €] et uniformément borné en dehors.
On en déduit que la courbure scalaire de la métrique g; = pq*(gjA + g"%)
obtenue sur le bout parabolique est donnée par

G at2<P'
s% =2(c— x4 ),
J 0
et que
at2‘PJ'

P

ng = 5% + 2x;

est uniformément bornée.
Puisque la métrique g est asymptotique au modéle local g, on en déduit
d’aprés (I1.4) un résultat analogue pour les métriques g; :
Lemme II1.1.1 La courbure scalaire de la métrique g; s’écrit
2
s% = sy’ — 2x; % i (IL5)
Pj

ol sgj est uniformément borné.
Nous aurons besoin par la suite du lemme technique suivant :

Lemme I1.1.2 (Contréle du volume) Quel que soit € > 0, il existe un
compact K de M, tel que vol% (M \ K) <€ et volY(M \ K) <.
Démonstration : Puisque la métrique g est asymptotique au modéle local g,
il suffit de démontrer le lemme pour g et g;. Comme § est de volume fini, on
en déduit un compact Kr = M \ {t > T}, avec T suffisamment grand, tel
que vol?(M \ K7) < €. La construction des approximations ng de la métrique
de cusp ¢”" peut étre dessinée dans I’espace euclidien R® de cette facon
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ou 7 est un difféomorphisme entre les deux surfaces (en dehors du point
parabolique) contractant les distances. Alors pour T suffisamment grand,

vole ({t > T}) < vol™ ({t > T}) < ¢/vol?" (CPY).

Puisque dans le revétement standard p : I, x CP' — B associé au bout pa-
rabolique, les métriques p*g et p*g; coincident respectivement par définition
avec g° et gf‘ sur le premier facteur et avec la métrique de Fubini-Study sur
le facteur CP', on en déduit que

vol¥ (M \ Kr) = vol% ({t > T}) x vol¢"" (CP")
< vol*™ ({t > T}) x vol¢"> (CPY) = vold (M \ K7r) < e,

d’otu le lemme. |

On en déduit immeédiatement le corollaire suivant

Corollaire I1.1.3 Le volume des métriques g et g; est uniformément borné.

I1.2 Cohomologie L? et lemme de Poincaré

Nous commencons par démontrer des estimées sur la premiére valeur
propre du laplacien sur les fonction & 1’aide de la courbure moyenne des
métriques.

I1.2.1 Inégalité de Poincaré pour les fonctions

La non annulation de la courbure moyenne est un outil essentiel pour
obtenir des contréles sur la premiére valeur propre du laplacien.

Définition I1.2.1 Soit g une métrique riemannienne sur [t1,t2] X N de la
forme g = dt* + g, ot g, est une métrique sur N dépendant de t. On définit
la courbure moyenne de la métrique g comme la fonction

1 1 Oyvol¥
H=_tr,l=—-
39 3 vol

ou I désigne la deuxieme forme fondamentale de la tranche N et ot vol?
est la forme volume associée a la métrique g;. Par commodité, on définit
également la fonction h par

= —H.
h 2
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Courbure moyenne de g et g;. Nous avons vu que dans des coordonnées
adaptées, (t,60,[u : v]) sur un bout parabolique, la métrique § s’écrit (cf.
(I1.2))

g = dt2 + gta
ol §; est une métrique sur la tranche S* x CP! que ’on peut exprimer par
exemple dans les coordonnées de projection stéréographique v = 1 par
4/c
- —2t 192 : 2
=e “df* + ———— |du — iaudf|” , avec a = as — 3.
. i+ | | P
On en déduit que la courbure moyenne du modéle local § sur le bout para-
bolique est égale & h = 1/2.
Dans le cas ot cip—0y € Q, on définit les métriques g;, et par construction,
on a des coordonnées (t, 0, [u : v]) sur le bout parabolique dans lesquelles

g = dt* + g,

avec §] une métrique sur la tranche qui s’écrit dans les coordonnées ot v = 1

nj 4/c )
gg = Soj(t)2d92 + W |du - zaud9|2 ,
d’ou
gj 4/C . 3 o
vol¥ = 0T [ |u|2)2<pj(t)d9 A (du — iaudf) A (du + iaudb).

Un simple calcul montre que pour la métrique g;, la courbure moyenne est
alors égale &

qui est par construction de ¢; minoré par 1/2. Prés de ¢ = T}, on sait méme
que ¢; = T; — t; la courbure moyenne est alors égale a h = %ﬁ On voit

J
donc que A tend vers +oo quand ¢ — Tj.

Courbure moyenne et laplacien sur les fonctions. Dés que I'on a un
contrdle du type h > hg > 0, nous obtenons des estimées sur la premiére
valeur propre du laplacien sur les fonctions.

Lemme I1.2.2 Soit g = dt* + g; une métrique riemannienne sur [t1,ts] X N
et 6 € R. Si la courbure moyenne de g vérifie

h>hg >0, oud > hyg > h,
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alors pour toute fonction f, on a un contréle

/ €90, f[2vol? > (ho — 6)2 / | fe2yol
[t1,t2]><N [t1,tz]><N (II 6)
+(ho — 5){ | fet2vols — [ | fe‘”|2volg},
t=to t=t1
Remarque : ce lemme s’applique en particulier aux métriques g et g; dans le
caShZhoz%>(5:06talamétriquef]avec&:l>h0=%zh.
Démonstration : On commence dans les deux cas par une simple intégration
par parties :

512, 19 _ 2 Opvol?? 25t 19 .
|fe?*|*vol? = 2f0f + | f|7 (20 + e“’'vol?;
A[t1,t2]x N vol

ensuite suivant ’hypothése, 2§ + 9;vol? /vol? = 2(d — h) est soit majoré par
2(ho — 0) lorsque h > hg > 0, soit minoré par 2(d — hg) lorsque § > hg > h.
Continuons ici le premier cas : on majore le terme

20, < (ho — 0)|f + 0.1

ho

ce qui implique,

1
/ e Pvols < / ((6 ~ ho)|f + —|e2“atf|2) vol?,
O[t1,t2] XN h() - 6

d’ou le résultat.
Pour le cas 0 > hy > h, on utilise la minoration

(ho — O)If? + ——0f P < 26011, (17)
—

et on obtient

1
/ | Fe2vol? > / (6 — ho) | fe2 2 + —— 20, £ ) vol.
Ot 2] ho — 0

XN

On en déduit le résultat suivant pour le laplacien sur les fonctions
Corollaire I1.2.3 Dans le cas ot M posséde des bouts paraboliques vérifiant
la condition a = az — oy € Q, on définit pour toute métrique g asymptotique
au modele local les métrique g; lisse sur M qui l'approximent. Alors il existe
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une constante ¢ > 0, indépendante de j, telle que pour toute fonction f
vérifiant [, fvol¥ =0, on ait

/ \df [*vol¥ > c/ | f|?vol%
M M

les normes €tant prises par rapport a la métrique g;.

Démonstration : Supposons que c’est faux. Alors il existe une suite de fonc-
tions (f;) telle que [ fvol% = 0, || fjllz2(g;) = 1 et ||dfjllz2,) — 0. Sur un
domaine compact K fixé, (f;) est donc uniformément bornée au sens Li(g).
Par compacité de la boule unité en topologie faible, on en déduit que quitte
a extraire une sous-suite, (f;) converge au sens faible vers f € L? vérifiant
ldf |lL2¢q) = 0, d’out f = cste. Par compacité de I'inclusion L} < L?, on en
déduit que (f;) converge fortement vers f au sens L? sur tout compact de
M.

D’apreés le lemme I1.1.2, il est possible étant donné ¢ > 0 de choisir un
compact K suffisamment grand, afin que vol?( M\ K) < e et vol¥ (M\K) < ¢
pour tout j. Sur K, (f;) converge fortement vers f au sens L?, donc

/;{fvolg = lim/Kfjvolg" = —lim fjvol% (IL.8)

M\K

or
2

fj vol¥

<vol¥% (M \ K) (/ |fj|2VOIgj> ,
M

et comme par hypothése || f;||z2(y;) = 1,

Jo

2

fivol%| <e.

‘ M\K
Finalement, puisque f est constante, I’équation (II.8) implique que
F1(vol (M) — €) < | frolf(K)]| < e,
d’ou f = 0.
Soit x(t), une fonction cut-off & support compact valant 1 sur K et 0 pour
2
t > to. Découpons f; = xf;+ (1 —x)f;; d'une part, x f; L xf = 0; d’autre
part, on applique le lemme I1.2.2 sur [¢y, Tj]. On vérifie que les termes de
bords sont nuls : en effet xf(ty) = 0 et le volume des tranches tend vers 0

quand ¢ — T;. Le lemme fournit ainsi une constante ¢ > 0, indépendante de
7 telle que

/ (1 = x) f5 2ol < ¢ / 41— ) ;2 vol?. (11.9)
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Comme g est asymptotique au modéle local , les métriques g; vérifient (I1.4)
et on en déduit une inégalité du méme type pour les métriques g; (a condition
de prendre un compact K suffisamment grand une constante ¢ légérement
plus grande).

On majore

1 1 ) )
3= gl < [ IxfiPvol® + [ 11 vol
< / Xfy[Pvols + ¢ / d((1 = x)f;) Pyl
< / |ij|2volgf +20/\(dx)fj\2volgf +20||dfj||%2(gj)

2
Ceci est contradictoire car sur tout compact de M, f; AN f = 0 donc les
deux premiéres intégrales tendent vers 0 et par hypothése, ||dfj||i2( o) tend
vers 0.

En passant a la limite (en utilisant la densité des fonctions C'™ & support
compact dans L?(g)) on démontre le corollaire suivant qui est vrai méme
dans les cas ou les bouts paraboliques de M ne vérifient pas nécessairement
la condition o € Q :

Corollaire I1.2.4 Soit g une métrique asymptotique au modéle local sur M.
11 existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction f € L?(g) vérifiant

Joy fvol® =0, on ait
/ \df [*vol? > c/ | f[vol?.
M M

Cette inégalité de Poincaré permet classiquement de développer la théorie
de Hodge des 1-formes g-harmoniques L?. On en déduit que toute classe
de cohomologie de H},(M) admet un unique représentant g-harmonique L?
(quel que soit le modéle local).

Corollaire I1.2.5 Pour une métrique g = dt* + g; sur [t1,t2] X N telle que
h > ho > 0, on a pour toute fonction f

1
0, f — 2fh|*vol? +/ | f[>vol —/ | f|?vol? > ho/\f|2v01.
t=t1

ho Jity t1xn t=ta
Démonstration : Posons H(t) =2 j;z h, et Gy = exp(4/3H)g,. Alors vol® =
exp(2H)vol?, d’ott 0,vol®t = (20,H — 2h)vol®* = 2h vol%. On en déduit
que la courbure moyenne de la métrique G = dt*> + G, est égale & —h. On
applique le lemme I1.2.2 & la métrique G et & la fonction F' = exp(—H)f,
dans le cas ot h® = —h < —hg < 0. Alors 8;F = (0;f — 2hf)exp(—H)f,
d’ou |0,F|*vol® = |0,f — 2hf|>vol{ et on en déduit le corollaire. O
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11.2.2 Lemme de Poincaré a ’'infini

Le lemme I1.2.2 (qui ne dépend de ’hypothése a € Q) est un outil suffisant
pour obtenir un lemme de Poincaré a l'infini pour la cohomologie L? sur le
bout parabolique de M (cf. prop. 11.2.6).

Le cas des fonctions. Il est clair que H), (M) ~ R, car la métrique est de
volume fini, et par conséquent, les fonctions constantes sont L2.

Rappel sur le modéle local § (cf. §I.1, quelques notations) : on a

un revétement riemannien p : I, x CP! — B qui envoie la métrique standard

g% + ¢FS sur la métrique § du bout parabolique. Le facteur CP! posséde une

2-forme volume (fermée) projetable notée vol® . Nous noterons également
GPI . . 2

vol™  la forme obtenue par projection. Dans les coordonnées (¢, 6, [u : v]) sur

B, en prenant par exemple la carte v =1, on a

4/c
vol" = 1 (du — iaudf) A (da + iaad).
Il est clair que vol®' € L? car |volm1| =1 et la métrique ¢ est de volume

fini.

De plus, dans le cas ot as —a; € Q, vol®" se prolonge en une forme lisse
sur M, puisqu’elle provient d’une forme lisse invariante sur le revétement
ramifié p @ A,y X CP! — B donnée par la forme volume sur le second
facteur.

On va démontrer le lemme de Poincaré & 'infini sur le bout parabolique
de M suivant, méme lorsque les poids a des bouts paraboliques de M ne
vérifient aucune condition particuliére.

Lemme I1.2.6 (Lemme de Poincaré L? a I’infini) Soit vy, une k-forme
fermée L? sur la variété a bouts paraboliques M.
— Pour k = 1,3 ou 4, il existe une k — 1-forme 3, L? définie sur le bout
parabolique de M telle que v = df3 sur le bout parabolique.
— Dans le cas ou k = 2, il existe A € R et une 1-forme 8 L? définie sur
le bout parabolique de M tels que

v = Avol ™" + dB sur le bout parabolique.

Dans le cas d’une surface réglée M a bouts paraboliques issue d'un fibré
parabolique £ — X, on a la compactification M qu’est I’espace _total du fibré
P(£) — 3. On en déduit de méme une compactification lisse M pour toute
variété M a bouts paraboliques.
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Admettons pour l'instant le lemme de Poincaré 11.2.6. On en déduit un
isomorphisme entre les cohomologies

12(M) ~ Hpg (M),
défini comme suit : on introduit un nouvel espace de cohomologie en posant :

Zy=R,  Z,={y€ (M) /dy=0} pourk=1,30u4,

Zy={y €M)/ v= Avol® prés de l'infini, avec A € R et dy = 0},
By =0 et B, = Q¥ (M) pour k>0.

ot (M) est l'espace des formes différentielles C* a support compact sur
M. On définit alors

D’aprés le lemme de Poincaré, on a un isomorphisme

Soit vol®” une 2 forme fermeée lisse sur M définie au voisinage du diviseur
a linfini, telle que [, vol®” = S vol®' . En remplacant vol® par vol®’
dans la définition de H*, on définit un espace de cohomologie H qui lui est
isomorphe. On a un lemme de Poincaré local pour la cohomologie Hjyy (M)
dont on déduit que H* ~ H]*DR(]/M\ ). On en déduit un isomorphisme

12(M)" ~ Hpg (M).

Cohomologie L? des surfaces complexes réglés 4 bouts paraboliques.
La cohomologie de la surface complexe réglée M est bien connue (cf. [Bv]
prop. II1.18) : on a

H>(M,Z) = Zh & LF,

ol F est le dual de Poincaré d’une fibre, et h la classe du fibré tautologique
Oz7(1) sur M. Alors h*> = deg&, F> = 0 et h-F = 1; on en déduit via
I'isomorphisme H},(M)* ~ H]*)R(Z/\/_f\ ) que by = 2 et que la signature est nulle
pour la cohomologie L?. Nous reformulons ce résultat dans le lemme suivant

Lemme I1.2.7 La cohomologie L? de M vérifie by = 2, et sa forme d’inter-
section est de signature (1,1).
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Remarque sur la cohomologie de De Rham orbifold Hj(M). Dans
le cas ot les bouts paraboliques de M vérifient la condition a € Q, nous avons
une compactification orbifold M et une cohomologie de de Rham Hpg (M).
Nous allons voir qu’on a également un isomorphisme

72 (M) ~ Hpp(M).

On définit classiquement la cohomologie de De Rham orbifold de M que
nous noterons Hig (M). Il s’agit comme dans le cas lisse de I'espace des
formes différentielles fermées sur M modulo les formes exactes. Ces fibrés de
formes différentielles sont en fait des orbifibrés sur M dont les sections lisses
sont par définition les sections lisses invariantes dans tout revétement local
ramifié de I'orbifibré. Comme dans pour les variétés, on a donc un complexe

des formes différentielles lisses, d’ou une cohomologie Hfj, (M) associée.

Identification des cohomologies Hy (M) et H},(M) (cas rationnel).
Dans le cas ol as — a3 € Q, on dispose également d’un lemme de Poincaré
sur le bout parabolique de 'orbifold M. Une forme différentielle sur le bout
parabolique compactifié B de M est par définition donnée par une forme
différentielle lisse et Z,—invariante sur le revétement ramifié p? : A/, x CP!.
Comme la cohomologie du disque A,/, est triviale, la cohomologie de De
Rham usuelle de A, x CP! est égale & la cohomologie du facteur CP! par
la formule de Kiinneth. On remarque que si vy est une forme exacte et Z,-
invariante sur le revétement ramifié A, x CP*, ceci signifie qu’il existe une
forme 3 a priori non invariante, telle que v = df. Or en moyennant sous
I'action du groupe Z,, on obtient

v = 3 Z Tk_f}/ = % Z deﬁ = d(é Z Tk'ﬁ)a

k€, k€, keZ,

oil la forme ' = % ZkEZq 7*.13 est Z-invariante. Donc + est exacte pour la co-
homologie orbifold. On en déduit I'analogue du lemme de Poincaré précédent
pour la cohomologie de De Rham de l'orbifold M :

Lemme 11.2.8 (Lemme de Poincaré a I’infini sur M ) Soit v, une k-
forme lisse fermée sur M.
— Pour k = 1,3 ou 4, il existe une k — 1-forme 3, C* définie sur le bout
parabolique de M telle que v = df3 sur le bout parabolique de M.
— Dans le cas ou k = 2, il existe A € R et une 1-forme 3 C* définie sur
le bout parabolique de M tels que

v = Avol® 4 dB sur le bout parabolique.
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De méme que pour la cohomologie L?, on déduit de ce lemme de Poincaré
local un isomorphisme Hfjp (M) ~ H*, Ce qui entraine immédiatement le
corollaire

Corollaire I1.2.9 Dans le cas ou les bouts de M on des poids vérifiant la
condition o € Q, les espaces de cohomologie suivants sont isomorphes

HL2(g)(M) ~ HDR(M).
Démonstration du lemme I1.2.6.

Le cas des 1-formes. Sur le bout parabolique, v s’écrit comme une
somme

v = fdt + s,

ol 7, est une 1-forme orthogonale & dt. Définissons

fz/otfdt,

une primitive de f s’annulant en ¢t = 0. D’aprés le lemme 11.2.2,

T . T 5 . T N )
/ |f|2v019=/ 0, F Pvol? > hg/ |7 2vold,
t t t

car les termes de bords sont positifs. Puisque f € L2, il en résulte que f € L2
Maintenant v — df est par définition de f orthogonale & dt, donc

Eat<7—df) :<d0i3t+iat0d)(’y—df) =0.

Par conséquent (v — df) est indépendante de t, et représente une classe
de cohomologie sur la tranche N ~ S' x CP'. Comme H}(S* x CP') =
R[d#)], il existe donc une fonction f, indépendante de ¢ (et donc L?), telle que
v — df — dfy = pdf, o p est une constante.

Soit Ay le champ de vecteurs défini sur le bout parabolique de M comme
le dual de df suivant la métrique g. Rappelons que dans les coordonnées
(t,0,[u : v]) sur le bout parabolique de M, le modéle local de métrique
s’écrit § = dt® + §; et que la forme volume vérifie vol? = dt A vol%. Posons

V(t) = /{ (i012,7) vol™.

t}x N

Comme [e"Xy| = |e™*df| = 1, v € L? et vol’ € L?, on en déduit par inégalité
de Cauchy-Schwarz que (4.tx,7) vol? est intégrable. On peut donc choisir des
tranches t; — oo telles que V(¢;) — 0.
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Nous remarquons que
/ (ietXGd(f + fz))VOlgt
N

= / (*Ceté\,’g (f + f2)> VOlgt
N

= / Eetxa ((f + fz)volgt) - / (f + fz)ﬁetxavolgt
N N

/Ndoietxo ((f+ fz)volg‘) - /]V(f+f2)£etxavolgt
0,

car la métrique est invariante suivant Xy (cf I.14). On en déduit que
k(t) :/ et 2 pdfvol® = u/ etvol?
N N

or etvol¥ = df A vol® est indépendante de ¢ et comme [ N vol¥* > 0, on en
déduit que nécessairement, ¢ = 0. Finalement, on a démontré que

Y= d(f"i' f2)7

ol f et f» sont L? ce qui achéve la démonstration pour les 1-formes.

Le cas des 2-formes. Soit v une 2-forme fermée L2. On peut écrire y
sous la forme :
vy =dt A\ B+ 7,

ol 3 est une 1-forme différentielle orthogonale & dt et v, une 2-forme telle
que 15,72 = 0. Comme dans le cas des fonctions, nous cherchons une 1-forme
B dans L2 telle que 75, B =0et Ly, B = 3. Pour trouver une telle primitive,
on commence par décomposer

ﬁ = ,u'd9+ﬂ2a

ol u est une fonction, et B, est une 1-forme telle que 75,32 = 0 et 49,52 = 0.
Comme « est L? par hypothése, on en déduit 3, et pue’ sont L2. Pour la partie

(2, on pose
t
o= | it
0
alors d’aprés le lemme I1.2.2,

T ~ R T B T X
/ |Ga|*vol? S/ \atﬁg\2v01=/ | Ba|2vol?,
0 0 0
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d’ou B> € L2. Pour la partie y, on voudrait définir

ﬂz/ pdt.
t

Cette intégrale est définie presque partout, et p a un sens dans L2 Pour le
voir, on commence par le cas oll u est a support compact. Alors i est bien
définie et d’aprés le lemme 11.2.2,

/ \ﬁd0|2volg:/ |fiet|2vol?
0 0

o o0
< / (Ofi)e!Pyold = / udd|2vol?.
0 0

Si pe'! € L2, on approxime pe! par des fonctions C® & support compact
(pje’). Puisque la suite de fonction e’ converge dans L elle est de Cauchy
et d’aprés I'inégalité ci-dessus, la suite fije’ est également de Cauchy, donc
convergente. A la limite, on obtient une solution fzdf € L? a notre probléme.

Posons 3 = jidf+ B2 € L? et 3 = y—df. Alors ig,vs = 0 et dys = 0, d’on
Ly,vs = 0, ce qui implique que <3 est une 2-forme sur la tranche indépendante
de t. On écrit alors

’}/3:ﬁ3/\d0+’}/4,

avec (33 et 74 des formes sur la tranche, indépendantes de ¢ telles que ¢, 35 = 0
et ¢ Xy Y4 = 0.

On appelle champ de vecteurs horizontaux sur le bout parabolique , un
champ de vecteurs sur la tranche indépendant de ¢ et orthogonal & Xy = df*.
Les champs de vecteurs horizontaux sont tous obtenus comme suit : soit
p: I, x CP' — B, le revétement riemannien associé & la structure de bout
parabolique. Alors p* X est un champ de vecteurs tangents au facteur CP* ne
dépendant pas de y (en notant £ = x + ¢y la coordonnée sur I,) et invariant
sous laction de Z. Réciproquement, un champ de vecteurs tangent a CP*
Z-invariant et indépendant de y induit au quotient un champ de vecteurs
horizontaux.

Remarque : soit X un champ de vecteurs horizontaux. Alors les quantités
| X et |L xvol ™ 3 sont uniformément bornées sur le bout parabolique. Le
volume étant fini, ceci implique que Lxvol® € L2.

Posons

U(t) = / (ix7) A vol™,
{t}xN

et

V(t) = / (ideﬁ Avol® = / LxB A vol®' = / B A Lxvol®".
{t}xN N N
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Comme v € L2 on aixy € L?; de plus Lxvol® et 3 sont dans L2. On peut
donc choisir des tranches t; — oo de sorte que U(t;) — 0 et V () — 0. Mais

Ult) — V(1) = /

ixYs A vol @' = / (ixB3)df A vol ™'
{te}xN

N

est indépendant de k. Dés que 33 # 0, on peut choisir X tel que cette intégrale
soit non nulle. Nécessairement on a alors 3 = 0. On en déduit que v3 = 74
est une 2-forme sur la tranche indépendante de ¢ telle que iy, = 0, dvys = 0,
d’ ot Lx,73 = 0. On en déduit en passant au revétement que p*ys est une
2-forme Z-invariante sur le facteur CP*.

En utilisant la cohomologie de De Rham usuelle, on peut écrire y3 =
Avol @' + dfs, avec (B4 une 1-forme sur CP!

Si ap —ay € Q, laction de Z induite sur CP! se factorise en une action de
Z4. La 1-forme (34 n’est pas nécessairement invariante, mais quitte & moyenner
sous 'action de Z,, on peut la supposer invariante. Alors 34 passe au quotient
et B4 € L?. On a donc démontré que y = Avol &' +d(B+ ) avec 3, By € L2.

Dans le cas oi ay — a; ¢ Q, laction de Z sur CP! ne se factorise pas.
Cette action est engendrée par une rotation R, donnée par

2Ty . ,5621'7Ta2:|
- 7

T|@ : 9] = [Ge
d’angle —27a. Comme a ¢ Q, le groupe engendré par R, est dense dans
le groupe des rotations de méme axe. Alors par densité, puisque v, est Z-
invariante, elle est donc invariante par toute rotation de méme axe que 1’ac-
tion de Z.

Puisque la forme volume vol®" est invariante par rotation, la forme exacte
Y3 — Avol @’ est également invariante pour toutes les rotations de méme axe
que R,. Nous allons prouver qu’on peut trouver dans ce cas une 1-forme (4
vérifiant 3 — Avol®' = df4 et invariante par ces rotations.

Dans des coordonnées sphériques (p,0) € ([-7/2,+7/2] x S*), on écrit
Y3 — Avol®' = f(p)cospdd A dyp, avec ffﬁQf(go) cospdyp = 0. On pose
F(p) = [* /2 f (s) cos sds et on en déduit une 1-forme invariante par rotation
Ba = F(p)df qui résout le probléme.

Les cas des 3-formes. Une 3-forme sur le bout parabolique peut étre
réécrite

Q=dtA(BAdO+ AvolT) + Qs,

ot les formes A, (3, {25 sont de degrés 0, 1,3, respectivement et telles que :

19,0 = 19,0 = 0, 19,822 = 0.
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On utilise encore la méme méthode en cherchant des primitives suivant ¢ de

Bet A:
B:/tooﬁdt, X:/Ot)\dt.

Afin d’étre totalement rigoureux, il faudrait comme dans le cas des 2-formes
commencer par supposer que (3 est & support compact, mais il n’est pas
difficile de voir que le raisonnement ne pose pas de probléme et qu’on peut
faire converger au sens L? des approximations & support compact de 3 comme
le montre I'inégalité suivante : en utilisant le lemme 11.2.2, on a

/ |B/\d9|2v01g:/ |Bet [Pvol?
0 0

1 [ ~ 5 1 [ 5
< = 9:f)et*vold = — B A db|*vol?,
2 2
hi Jo hi Jo
et
T ) ) T T 1 /7 )
/ | Avol ™ [2vol? :/ [APPvold < — |0, \|*vol = — |A\|2vol?.
0 0 hg Jo ha Jo

On en déduit une 2-forme L2 définie par w = B A df + S\VOIGPI, de sorte que
Q3 = Q — dw vérifie i5,Q3 = 0, par définition de w. Alors

£6t93 = (dO 19, + 1p, O d)Qg =0,

donc Q3 est une 3-forme sur la tranche N ~ S* x CP' du bout parabolique,
indépendante de t. On peut donc I'écrire sous la forme

Qs = pudf A vol®'

ol y est une fonction indépendante de t.
S’il existe une fonction f constante suivant 0; et Xy, telle que

/ Fudd Avol™' 0,
N

on a alors une contradiction : f, |df| sont bornées car f ne dépend que du
facteur CP'. On en déduit que f et df sont L? puisque nous sommes en
volume fini et que fQ, df Aw € L' par inégalité de Cauchy-Schwarz. Puis
par le théoréme de Stokes, on a

/ fQ:/ fQ3+/ fdw:/ fQ3—/ df Aw
{t}xN {t}xN {t}xN {t}xN {t}xN
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Or fQ, df Aw € L', alors nous pouvons choisir des tranches t; telles que
leurs intégrales tendent vers 0 ; mais nous avons vu que f (E}xN fQ3 est indé-
pendante de ¢ et non nulle ce qui est contradictoire.

On en déduit que p est orthogonale aux fonctions constantes suivant Xy
ce qui entraine l’existence d’une primitive i suivant Xy, c’est a dire vérifiant
Xy.jt = p. Alors ,avolm]>1 est bornée, donc L2, et on en déduit que

Q= d(w+ ),

est exacte au sens de la cohomologie L? sur le bout parabolique. O

Les cas des 4-formes. Une 4-forme L? sur le bout parabolique s’écrit
v = pdt A df A VOIOPI,

avec pudf € L?. Mais nous avons déja démontré (cf démonstration dans le cas
des 2-formes) qu’alors, il existe une fonction fi définie sur le bout parabolique
telle que jidf € L2 et i = p. On en déduit que 7 = jidd A volT € L2 et
que dy = v, d’ou le résultat. O

I1.3 Convergence des formes harmoniques

Dans toute cette section, M désignera une variété lisse munie de bouts
paraboliques dont les poids vérifient la condition de rationalité « = as—ay €
Q. Nous reviendrons sur le cas irrationnel dans au §111.4.

I1.3.1 Convergence des 1-formes harmoniques

Convergence sur tout compact. Nous avons identifié dans le cas ration-
nel les cohomologies Hyz() (M) et Hpr(M). Les métriques g; sur la variété
compactifiée M qui approchent la métrique ¢ asymptotique au modéle local
sur le bout parabolique de M, nous permettent de représenter toute classe de
cohomologie de H (M) par des formes g;-harmoniques sur M. Alors nous al-
lons voir que ces représentants convergent vers le représentant g-harmonique

L? de cette classe de cohomologie.

Proposition I1.3.1 Soit b € H' (M) une classe de cohomologie sur M. La
suite y; de ses représentants g;-harmoniques sur M converge au sens C* sur
tout compact de M, vers le représentant L? g-harmonique v de b.

Plus précisément, il existe une constante ¢ > 0, telle que si l’'on choisit
un représentant a support compact 3 de b, et qu'on écrit v; = B+ df;, ou
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f; est une fonction sur M wvérifiant fM fivol% =0, alors f; converge sur
tout compact de M wvers une fonction f dans L3(g) telle que B + df soit
g-harmonique,

/ fyolt =0, et [[flliz < el
M

Démonstration : Par définition de H*(M), la classe de cohomologie b peut
étre représentée par une l-forme fermée (3 & support compact sur M. Le
représentant g;-harmonique de b peut étre écrit sous la forme

v = B+ df;,
ou f; vérifie
/ ijO]gj = 0, YA f]‘ = —d"% ﬁ;
M

d’aprés le corollaire 11.2.3,

c / Pl < / df; 2ol = — / £ Brolé = — / (df;, B)vol®,
et d’apreés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit un contrdle

Vellfilleag) < Ndfillag) < 1812 ()-

Comme S est a support compact, il est clair que ||3]|zz2(g,) = ||B]|z2(y) & partir
d’un certain rang.

Placons nous sur un compact K de M de sorte qu’a partir d’'un rang
(suffisamment grand), les métriques g; coincident avec g sur K. Ceci a donc
un sens de dire que la norme L3 de f; reste uniformément bornée sur tout
compact de M. Comme la boule unité est compacte pour la topologie faible,
on peut donc supposer, quitte & extraire une sous suite de f;, que f; converge
sur tout compact de M vers une limite faible f qui vérifie

Vellfllzag < 1Bl Ndfllzagg) < N1Bllz2),
soit f € L?(g), et qui de plus est solution de
AIf = —dg, / fvol? = 0.
M

La premiére équation est vérifiée par définition de f, la seconde est moins
évidente : on sait que f € L? et que | f; L2(g;) st bornée, alors d’aprés
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le lemme II1.1.2, étant donné ¢ > 0, on peut choisir un compact K de M
suffisamment grand, tel que

1 2
/ [Flvol < vol¥(M \ K)b ( / | f|2v019> <
M\K M\K

/ ijO]gj
M\K

Par compacité de l'inclusion L? < L?, (f;) converge fortement vers f sur
tout compact de M au sens L? (et donc également au sens L' puisque la
métrique est de volume fini). Alors

< vol% (M \ K)% 1 fillz2g;) < € pour tout j.

/ fvol! =lim / fivol¥ = —lim fivol¥,
M\K

d’'ot | [, fvolY| < e. Maintenant,

‘/ fvol?| <
M

+/ | flvol? < 2e,
M\K
d’'ou [, fvol! =0.

Par régularité elliptique la convergence est en réalité C'* sur tout compact
de M. Finalement v = 3+df est une 1-forme g-harmonique L? qui représente
la classe de cohomologie définie par b en cohomologie L? d’ou le résultat. O

fvol?
K

Comportement a ’infini. Bien que les 1-formes lisses sur M ne soient
pas en général L?(g) sur M, on & tout de méme un contrdle uniforme sur
le comportement & l'infini de la suite des représentant g;-harmoniques d’'une
classe de cohomologie dans H'(M) :

Lemme I1.3.2 En reprenant les notations de la proposition 11.3.1, pour tout
€ > 0, il existe un T suffisamment grand tel que

/ yPvol! <€ et / [v;?vol% < e.
t>T £>T

Démonstration : Pour démontrer ce lemme, reprenons la démonstration de
la proposition I1.3.1 14 ot nous I’avions laissée.

Par hypothése, 3 est & support compact, donc pour 7" assez grand, on a
v; = B+ df; = df; d’ont

[ ot = [ gt
t>T t>T



52 CHAPITRE II. COHOMOLOGIE L? ET FORMES HARMONIQUES

En intégrant par parties, il vient

/ |df;|*vol® = / dfj N\ x;df;
t>T t>T
= / d(f; *; df;) / fid *; df;

= / f] *] df] / <Agj fj> fj>VOlgj .
Or, comme nous nous sommes placé hors du support de 3,

A9 f; = N9 f; + d*i 3 = Adivy; =0,

/ |dfj|*vol? :/ fi *; df;.
t>T =T

Le méme calcul reste valable pour la limite v = 3+df car f € L2. Choisissons
un T suffisamment grand, de sorte que [, |df|*vol? < €/2. Alors comme f;
tend vers f au sens C'™ sur tout compact on a

d’ol

/ fj*jdfj—>/ f *df pour j — o0
t=T =T

soit

df;|*vol¥ — df;|*vol¥ pour j — 0o
J J
t>T t>T

dont on déduit le lemme. |

I1.3.2 1Inégalité de Poincaré pour les 1-formes

Nous allons démontrer la proposition suivante, donnant une estimation
uniforme sur la premiére valeur propre du laplacien sur les 1-forme pour les
métriques g;.

Remarque : les techniques utilisées sont largement inspirées de [Bi2].
Néanmoins la facon dont les 1-formes y sont traitées doit étre modifiée car
la formule de Bochner du lemme 4.5 comporte une erreur dans les termes
mixtes. On pourra vérifier que la méthode proposée ici permet de corriger ce
défaut en utilisant le fait que les valeurs propres de Ric sont suffisamment
petites (cf. [Bi2|, lemme 3.3).
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Proposition 11.3.3 Supposons que M soit une variété avec des bouts para-
boliques vérifiant la condition o € Q. Soit g une métrique asymptotique au
modeéle local et g; la suite d’approzimations associée. Il existe une constante
¢ > 0 telle que pour toutes les métriques g;, et toute 1-forme orthogonale aux
formes g;-harmoniques, on ait :

/ (1dBI + |4 B2)volti > ¢ / BPvoldi,
M M

les normes étant prises par rapport a la métrique g;. L’inégalité est également
vérifiée pour la métrique g et toute 1-forme B € L? orthogonale aux formes
g-harmoniques L2.

Remarque : comme dans le cas des fonctions, cette inégalité de Poincaré pour
la métrique limite g nous permet d’en déduite la théorie de Hodge pour les
2-formes. En fait ce résultat est valable méme si g est asymptotique & un
modéle avec des poids irrationnels : on démontrera au §I11.4 que l'inégalité
de Poincaré est vraie méme dans ce cas.

On commence par démontrer le lemme :

Lemme I1.3.4 Soit g un modéle local de métrique dont les bouts vérifient la
condition de rationalité. Il existe une constante T' suffisamment grande telle
que pour toute métrique g = G ou §;, et toute 1-forme [ sur [t1,ts] X N avec
ti,to > T, on ait :

B[ lpRvelr b [ (aPvor< [ (VAP +Riet(8,6)) vor,
A[t1,t2] [t1,t2]x N

[tl,tQ] X N X N

les normes étant prises par rapport a la métrique g.

Démonstration : Soit ¢ une métrique sur de la forme g = dt? + ¢;, sur
[t1,t2] X N. On décompose les 1-formes en 3 = fdt + p, avec isu = 0. Alors
la connexion de Levi-Civita se décompose en

VB =dt ® Vo0 + V‘Nﬁ,

ott V|n0 est la restriction de V3 & une section de T*N ® Q'([t1,12] x N).
Calculons ce terme plus précisément : notons V¥ la connexion de Levi-Civita
induite sur N par g et dV la différentielle suivant la tranche, alors

VinB=dVf@dt+ fVindt + V¥ + 1(p) ® dt,

or
V|th = <., V|N(9t> == —(V‘N.,&Q - —]I,
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donc
VB=dt®@VyB+ (dVf+1(n)®@dt — fI+VVp.

Appliquons ce calcul dans le cas o g est égale au modéle local g, ot & g;. La
métrique ¢; sur la tranche N ~ S* x CP! s’exprime en prenant par exemple
la coordonnée u de projection stéréographique définie par v = 1,

4
/e > |du — ioudf| (II.10)

= Q2 (t)do* + —L——
9= e O T

la deuxiéme forme fondamentale est donnée par

1 a#P 2
I=—=g = —2% (0o
2gt © (SO ) )
et 1 19v0l* 10
VO t(P
h=—tr, [= -2V _ %%
9 2 Vol 2 o

de plus en notant p = fopdf +n, avec ix,n = 0, la connexion de Levi-Civita
sur la tranche est égale &

V0= (0 Xy - f2)pdf @ @df + (" f2) ® pdf + odf @ (L p-12,7) + VE 1.

Finalement on peut écrire

VB=dt®VsB+ (0 ' Xg.f + fa)pdd @ dt + (¢ ' Xp.fo — f)edd & pdf
+ (d® ) @dt + (d' f,) @ pdf + d © (Ly-12,1) + VE 1,

or Ric?(8, B) = Ric™" (n,n) — %(\fﬁ + | f2)?) et Ric™" > 0; dans le cas oi
g=g,on ao(t) =e et on en déduit que
VBI® + Ric? (8, 8) = [Va B + | "Xy - [P + |0 X - ol
+ 200 Xy f, fo) — 20,0 WX fo) + [dF 2+ [dF o2 (IL11)

Dans le cas ou g = g; soit ¢ = ¢;, on voit que par définition de ¢;, cette
derniére inégalité reste vraie sur le domaine t < j+1+9;. Pour ¢t > j+1+9;,
la courbure de g devient positive, et on obtient un controle

VB2 + Ric? (8, B) > |Va,8/% (I1.12)

Nous supposerons a partir d’ici que nous nous sommes restreint au domaine
t <j+1+0; dans le cas ou g = ;.
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Nous allons maintenant montrer que les termes mixtes de (II.11) sont
controlés. On peut remarquer que par une simple intégration par parties sur
la tranche,

/ (67 X, fovol® = — / (f, 0™ X fo)volf,

et dés que f ou f5 est constante suivant Xy, ces termes sont nuls. Nous allons
donc nous restreindre a la partie orthogonale aux constante de f; et f; par
la suite.

Puisque nous nous sommes placés dans le cas d’un bout parabolique dont
les poids vérifient la condition de rationnalité, le champ de vecteurs Xj se
referme et donne une structure de S*-fibré au bout parabolique. Dans le revé-
tement & ¢ feuillets p? : A* a/q % CP' — B, les orbites de Xy correspondent aux
cercles centrés au point parabolique de A Jo En utilisant la décompositions
en séries de Fourrier sur ce revétement local, f = Y, c;e*®/4, on voit que la
condition d’étre orthogonale au constantes se traduit par ¢y = 0. Alors

[ sr= [ Slgar= g [ e

/ lo 1 2. f* >
N

-1 2 1 2
/NW o-fl" 2 (g9)? /le2| '

Puisque ¢(t) < e * — 0, on en déduit que pour ¢ suffisamment grand, les
termes mixtes de (I1.11) sont trés bien controlés par les termes en | 1. X, f|?
et | 1 Xp. fo|?, d’ou

d’ou

et de méme

/ VAP 1 Rict (8. 6) > / Vo8P :
N N

on combine cette derniére inégalité avec (I1.12) dans le cas ou g = g;. On en
déduit un T', tel que pour ¢t > T et pour toute métrique g = g ou g;, on ait

/|V6|2+Ricg(ﬁ,ﬁ) volgz/ |V a,0/% vol?.
N N

Par ailleurs, pour une métrique g qui vérifie 0 < hy < h, en intégrant sur
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[tl, tz] x N il vient

/2h0|u|2v019 —|—/|u|2vol-’” < /2h|u|2volg+/|u|2volgt
) )

= /at|,ll/|2V01g

=2 / (Va,pt, pyvol?

1
< [ GelVaul? + ol
0
d’ou
hg/ ||?vol? + hg /|,u|2vol-‘“ < / Vg, 11 *vol. (I1.13)
d
On en déduit le lemme pour ty,t, > T. O

Ce lemme reste vrai (en modifiant légérement les constantes) si l'on rem-
place § et g; par une métrique asymptotique au modele local g et ses ap-
proximations g;. déduit immédiatement le corollaire suivant

Corollaire I1.3.5 Soit g une métrique asymptotique au modéle local g. Il
existe des constantes T suffisamment grande et ¢ > 0 telles que pour toutes
les métriques g ou g;, et toute 1-forme B sur [t1,to] X N avec t1,t2 > T, on
ait :

hg/ ik v01+h0/ B2 vol¥ §c/ VB[ + Ric(B, ) vol.
[t1,t2] Olt1,ta] [t1,t2a] XN

XN XN
Démonstration : Quand on passe des métriques § et §; aux métriques g et
gj, I'inégalité est perturbée par des termes en e(T)O(||ﬁ||i%), avec €(T) — 0
quand 7" — oo. Ce n’est pas complétement évident pour les termes de bord :
pour la métrique g,

/ 1BPPvolit = / (6, Vo,8) — 2h|5]? vol?.
t2 t<ts

On en déduit que la différence entre les termes de bord pour g; et g; ou pour
g et g est également en €(T)O(]|3]|2.) d’ot le lemme. O
1

Nous avons maintenant fait un premier pas dans la démonstration de la
proposition I1.3.3 grace au corollaire suivant :

Corollaire I1.3.6 1| existe une constante ¢ > 0 et T suffisamment grand,

tels que pour toute 1-forme lisse 3 sur le bout parabolique compactifié B nulle
ent="T on ait

[ Qs 1ppyvors > e [ g, (1L.14)
t>T

t>T
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les normes €tant prises par rapport a la métrique g;. Cette inégalité est éga-
lement valable pour la métrique g, et pour une 1-forme 3 € L3(g) définie sur
B et nulle ent="T.

Démonstration : Pour T suffisamment grand, on applique le corollaire 11.3.5
sur [T, T};] x N pour la métrique g;. Le terme de bord est nul par hypothése
pour ¢t = T. Il est nul également nul pour ¢ = 7} car le volume de cette
tranche est égal & 0. Dans le cas de la métrique g, on applique le corollaire &
[T, T3] x N. Alors le terme de bord en ¢ = T tend vers 0 quand 75 — oo car
B3 a été choisie dans L2. Dans tous les cas, on en déduit que

c/|wﬁﬂm@mmz%/|wm;
>T t>T

en utilisant la formule de Bochner
V*V3 + Ric(B) = (dd* + d*d) S,

une simple intégration par parties nous donne le corollaire. O

Démonstration de la proposition I1.3.3 : supposons la proposition fausse :
on en déduit une suite de 1-formes 3; telle que 3; est orthogonale aux formes
g;-harmoniques,

16illzey =1 et f@w#ﬂﬁﬁﬂmw%Q
M

Sur un compact K de M, les métriques g et g; sont égales par construction
a4 partir d’un certain rang; ceci a donc un sens de dire que la suite 3; ad-
met une borne uniforme L? sur tout compact K de M. Quitte a extraire
une sous suite, on peut donc supposer que f3; converge faiblement dans L7
sur tout compact de M, vers une 1-forme 3 € L?(g). vérifiant nécessaire-
ment [, (|dB]> + |d*B*)vol? = 0 et ||B]|z2¢5) = 1. On en déduit que § est
g-harmonique.

Montrons maintenant que 3 est orthogonale aux formes g-harmoniques
L?. Soit 7 une 1-forme g-harmonique L? et ; les représentant g; harmoniques
de [y] sur M .

Alors , on décompose

0=/@%wmw=/ U%wmw+/<%wMW,(Hm
M M\{t>T}

t>T

et on majore

/ <ﬁ] ; 7j>VOIgj
t>T

2

<l [ ool = [y
t>T t>T
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De méme,

2
< 18124, / Iy [Pyol® = / Iy volf.

t>T t>T

/ (B, 1)vole
t>T

Quitte & extraire une sous suite de 7;, on peut d’aprés 11.3.1 supposer que
7; converge vers 7 sur tout compact de M, et d’aprés le lemme I1.3.2 choisir
un 7" suffisamment grand tel que

/ (B2 7;)vol®
t>T

/ (B, 7)vol®
t>T

D’aprés (I1.15), on a donc

[ e
M\{t>T}

2 2
Or ; U v et B; U (3 donc en faisant tendre j vers l'infini,

2 62
< [ o <G
t>T

2

S/ [v|?vol? < <
t>T 4

/ (B30l — (8, uyvol,
M\{t>T} M\{t>T}

d’oll un controle a la limite

/ (8, yvole| < ¢/2.
M\{t>T}

Pour conclure,

‘L(ﬁaﬂﬁOlg < ‘A\{t>T}<ﬁ,u>volg +‘[>T<ﬁaN>V019

ce qui entraine que 3 est orthogonale & v. On en déduit que 3 est orthogonales
aux formes L? g-harmoniques. Or 3 est également harmonique d’aprés ce que
nous avons vu en début de démonstration; on en déduit que g = 0.

Nous allons voir maintenant que nos hypothéses impliquent une contra-
diction. Choisissons un 7" > 0 suffisamment grand afin d’étre dans le cadre
du corollaire 11.3.6. Soit x(¢) une fonction cut-off valant 1 sur le compact
M\ {t > T} et 0 hors d’'un compact. Alors on découpe les 3; en

<,

1831205 =1 < IXBillzae + 10 = 0B
j J
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afin d’appliquer I1.3.6 & (1 — x)5; :

ell(X = x)Bjllzae;) < Nd(L = X)BillZay,) + 1147 (1 = )ﬂjlliz(g
< 2/ldBlIZ2(q,) + 201" BillZa(q,) + 4I1(0ex)BillZa g,

Puisque, (; converge vers # = 0 en norme L? sur tout compact de M
et comme x et Oy;x sont & support compact, on en déduit que ||Xﬂj||i2 )

et ||(3tx)ﬂj||2 ) tendent vers 0. Par hypothése ||dﬁ]||Lz (g;) b ||d*fﬂ]||L2

tendent egalement vers 0 donc finalement ||3;]/z2(y;) tend vers 0 , qu1
contredit I'hypothese || 3;||z2(q;) = 1. O

I1.3.3 Convergence des 2-formes harmoniques

Comme dans le cas des 1-formes, on utilise I'inégalité de Poincaré donnée
par le lemme II.3.4 qui nous permet d’étudier la convergence des formes
g;-harmoniques. Nous allons démontrer un résultat de convergence sur tout
compact, et un contréle de la convergence & l'infini qui se traduit par une
propriété de passage 4 la limite de la décomposition du H2, (M) en ses parties
g;-autoduale et g;-anti-autoduale.

Convergence sur tout compact.

Proposition I1.3.7 Soit une classe de cohomologie b € H3x(M). La suite
v; de ses représentants g;-harmoniques sur M converge au sens C* sur tout
compact de M vers un représentant g-harmonique L? de b.

Plus précisément : soit un représentant w de b égal a Avol &’ (o A € R)
pres de l'infini, sur le bout parabolique de M. On écrit alors v; = w + df;,
ot B; est une 1-forme lisse sur M orthogonale auzx formes gj-harmoniques
et telle que d*i3; = 0. Alors B; converge sur tout compact de M wvers une
1-forme 3 dans L2(g), orthogonale auz 1-formes L? g-harmoniques, telle que
v =w + df soit g-harmonique,

d 5B =0 et [Bllz < cllwlliz),

pour une constante ¢ > 0 fizée.

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme technique suivant des-
tiné au controle de w :

Lemme I1.3.8 Quel que soit € > 0, il existe T suffisamment grand tel que

1 ) 1 .
/ d*svol™ |>vol? < e et / | d*ivol™ |?vol¥ < e.
>T t>T
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Démonstration : 11 suffit de démontrer ce lemme pour le modéle local de mé-
trique g sur le bout parabolique et ses approximations g; : en effet, \vo]m1 | 6 =
|V01©P1| 3 = 1, donc ces intégrales dépendent de fagon C' de la métrique, et
lemme suit pour toute métrique asymptotique au modéle local (qui signifie
C? proche).

Le lemme est trivial pour ¢ = § ou g; car vol®" est harmonique pour
ces métriques. En effet le bout parabolique posséde un revétement standard
p: I, x CP* — B dans lequel p*g apparait comme un produit riemannien
de la forme p*g = ¢' + ¢%° et p”‘volm>1 est par définition égale a vol™ qui est
harmonique pour ¢’ + g*>. O

Démonstration de la proposition I1.3.7 : Le lemme de Poincaré I1.2.6
nous permet de trouver un représentant w de b égal a Avol®™ sur le bout
parabolique. Le fait de pouvoir écrire les 3; sous la forme annoncée reléve de
la théorie de Hodge sur les variétés compact et ne présente pas de difficulté.

Par hypothése, v; = w + df3;, est g;-harmonique, donc

d*idB; = —d*i.

En intégrant contre ;, puis par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

||d5j||%2(gj) = —/Wj,d*j’Y)VO]g" < |1Bjll L2y | wl| L2(g;)

et par 'inégalité de Poincaré de 11.3.3, on en déduit que pour une constante
c indépendante de b telle que

1BillZ2(q,) < elldBillZzg,) < cllBill Lz lld i wl| L2y

D’aprés le lemme 11.3.8, ||d*w]|z2(y,) est uniformément bornée, ce qui en-
traine que ||3;]|>(g,) est uniformément bornée, puis que ||df;[z2(y;) est uni-
formément bornée. Comme on a pris le soin de choisir une jauge telle que
d*if3; =0, alors ||B;]|2(y;) est uniformément bornée.

Comme de plus les métriques g et g; coincident sur un compact K de M
fixé dés que j est suffisamment grand, on en déduit une borne L?(g) pour
B; sur K. Alors, par compacité de la boule unité en topologie faible, quitte
a extraire une sous suite, 3; converge au sens faible sur tout compact de M
vers une 1-forme 3 € L3(g), vérifiant

4B =0, AIB=—dw,

18llz2(g) < clld™wllzag), et [1dBZ2() < clld™wllZa),

ce qui entraine ||ﬁ||%2(g) < (c+ c)||drsw]?.
1
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Sur un compact de M, les 3; sont solutions d'une équation elliptique
d’ordre 2 A% f3; = —d*w; sur un compact fixé, la borne uniforme L} nous
permet donc d’avoir des bornes uniformes L3 de tous ordres sur 3;. Finale-
ment par I'injection compacte de Sobolev, L2 1= L3 et I'injection bornée
L% < C*73, on en déduit que la convergence est en réalité C™ sur tout com-
pact de M. O

Convergence a P’infini. L’étoile de Hodge associée a g est une involution
sur ’espace des 2-formes en dimension 4. Comme dans la théorie sur les
variétés compactes, les formes g-harmoniques L? se décomposent grace a
I’étoile de Hodge en leurs parties autoduales et anti-autoduales suivant les
sous-espaces propres associés respectivement aux valeurs propres +1 et —1.
Cette décomposition des formes harmoniques induit alors une décomposition
du H%,(M) : on note alors

H2,(M)=H"t @ H (I1.16)

ou HTs est le sous-espace des classes de cohomologies représentées par des
formes g-harmoniques autoduales L2, et H ¢ celui des classes représentées
par les anti-autoduales.

Lorsque les bouts paraboliques de M vérifient la condition oy — vy € Q
nous avons vu que H2,(M) ~ Hpgr(M), et nous nous demandons alors quel
est le lien entre cette décomposition et la décomposition habituelle pour les
métriques g; sur la variété compactifiée M.

Hi,(M)=H" @ H.
Remarque : nous avons vu que Hyp (M) ~ H;,(M) ~ H*(M) et nous sous-
entendons & chaque fois les identifications dans les notations ci-dessus.

Lemme I1.3.9 Pour tout € > 0, et toute classe de cohomologie b € H3,(M),
il existe un T suffisamment grand tel que avec les notations de 11.3.7, on ait

/ ly|?vol?! <€, et / v;]3vol¥ <.
t>T t>T

Démonstration : Rappelons qu’avec les notation de I1.3.7, on note v; =

w + df;, ou w est de la forme Avol®" sur le bout parabolique de M. On
rappelle également que nous avons choisi des formes (3; orthogonales aux
formes g;-harmoniques et telles que d*3; = 0; par I1.3.3, nous en avons
déduit que ||B;]|z2(g;) était uniformément borné par (cf démonstration de
I11.3.7).
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En utilisant le fait que ; est harmonique, d’ou d*df3; = —d*w, et le
lemme I1.3.8, on en déduit que pour tout € > 0, pour 7" suffisamment, on a

1/2
sy ([ awltvom) <5 pour ot
t>T 2
Pour démontrer le lemme, on commence par une intégration par parties :
/ ‘dﬂjPVOlgj = / <d*] dﬂj, ﬁj>VOlgj + / ,Bj A *jd/gj

t>T t>T t=T
= —/ (d*w, B;)yvol¥ +/ B; A *;dpB;, (IL.17)

t>T t=T

d’ou la majoration

/ ‘dﬁjPVOlgj S / <d*3 dﬂj, ﬁj)VOlgj —+ ﬂj A\ *jdﬂj
t>T t>T t=T
1/2
< ||ﬁjI|L2(gj) </ |d*iw|2volgj) + / ﬁj A *jdﬁj
t>T t=T
Sf-i-/ ,Bj/\*]‘dﬁj.
2 t=T

Puisque f; converge au sens C'° sur tout compact de M, le terme ft:T Bi A
*;d3; converge vers [, fAxdf lorsque j tend vers I'infini ; comme § € L3, on
peut choisir une tranche ¢ = 7" prés de Uinfini telle que | [,_ 6 A xdf| < €/4.
On en déduit que, quitte a éliminer les premiers termes de la suite 3;, on

peut supposer
/ ,Bj N *dﬁj
t>T

d’otu le lemme. O

€
SE)

Convergence en cohomologie. Etant données des classes de cohomologie
a et b de Hig(M ), et leurs représentants g;-harmoniques v; et w; sur M,
on sait d’aprés I1.3.7, que ; et w; convergent sur tout compact vers les
représentants g-harmoniques L? v et w de a et b. Alors une conséquence
immeédiate de I1.3.9 est que

/ (74, w;)yvol¥ —>/ {(v,w)vol?  lorsque j — oo. (I1.18)
M M



II.3. CONVERGENCE DES FORMES HARMONIQUES 63

Pour le voir il suffit de décomposer l'intégrale en deux morceaux :

/ <'7j, wj>V019j = / <’Yj1 wj>V019j + / <’Yj, (.t)j>V01gj .
M 2T M\{£>T}

Pour T suffisamment grand, le premier morceau est controlé par le lemme
I1.3.9 et on peut également supposer que ft>T('y,w>volg est petit car v et
w sont L?. Le second morceau tend vers [ M\(>T} (7,w)volY en raison de la
convergence C'* de v; et w;, d’ou le résultat.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire I1.3.10 Soit une classe de cohomologie b € H3,(M), alors
bti bt et b — b,

pour j tendant vers l’infini.

Démonstration : Soient ; les représentants g;-harmoniques de b, et v son
représentant g-harmonique L?. Nous noterons (y'); les représentants g;-
harmoniques de b*. Alors ces représentants convergent sur tout compact par
la proposition I1.3.7.

On en déduit les convergences sur tout compact suivantes : par uni-
cité du représentant g—harmonique (y1); converge vers son représentant g-
harmonique qui est par hypothése v* ; parce que les métrique g; convergent
vers g sur tout compact de M, fy;rj — 7.

Soit une classe de cohomologie a € H2,(M). Notons w; la suite de ses
représentants g;-harmoniques. On rappelle que pour une telle suite, ||w;||2(g;)
est uniformément bornée. Alors

0" = b%).a=[(v"); — v Lwil < NV =77 e2gen lwsll z2o)
et d’apres (I1.18),
+.
1Y) =9 Mzzy) = 7" = 7" llz2) = 0

On en déduit que (b* — b*i).a — 0, pour toute classe de cohomologie a €
H%Q(M ). Puisque le cusp produit est une forme quadratique non dégénérée
sur un espace vectoriel de dimension finie, ceci implique que b* — b tend
vers 0 dans H2, (M), d’ou le corollaire. O
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Chapitre 111

Equations de Seiberg-Witten

ITII.1 Rappels

Nous nous contenterons d’énoncer les résultat important de la théorie
pour un orbifold X en insistant sur le cas o by = 1, puisque c’est le cas
des surfaces complexes réglées. Lorsque b > 1 l'invariant de Seiberg-Witten
est indépendant de la métrique tandis que pour b = 1 un probléme de
«chambres» se pose et on peut définir un invariant a condition d’éviter les
phénomeénes de «Wall-Crossing» (cf. proposition II1.1.7).

III.1.1 Structure spin® et opérateur de Dirac

Soit X une orbivariété orientée de dimension réelle 4. Il sera sous-entendu
par la suite que les fibrés considérés sur X sont en fait des orbifibrés : en une
singularité orbifold, un orbifibré pourra étre vu comme un fibré sur le revée-
tement local de X muni d’une action du groupe fini associé & la singularité ;
les sections d’un orbifibré seront alors les sections lisses du fibré défini sur le
revétement local, invariantes sous ’action du groupe fini. Les constructions
de théories de jauge faites sur les variétés lisses s’étendent ainsi de fagon
triviale au cadre orbifold (cf. exemple de la cohomologie de De Rham orbi-
fold). Nous ferons tout de méme attention au théoréme de I'indice qui est
toujours valable dans le cas orbifold mais qui se calcule difféeremment sur les
orbivariétés (cf. [Kal).

Soit g une métrique riemannienne sur X. Notons Pso(X) le fibré des
repéres orthonormés orientés de X. Rappelons que nous on disposons d’'un
revétement & deux feuillets

0 — Zy — Spin(4) & SO(4) x S* — 0.

65



66 CHAPITRE III. EQUATIONS DE SEIBERG-WITTEN

Une structure spin sur X est la donnée d’un spin®-fibré principal Q — X
et d’'un diagramme commutatif

Spint(4) —£— SO(4) x S*

oll Qg1 — X est le S'-fibré principal obtenu & partir de () et du morphisme de
groupes Spin¢(4) — S. Autrement dit @ est un revétement a deux feuillets
fibres & fibres de Pso(X) X Qs:. Le fibré hermitien en droites complexes L
associé a Qg1 est appelé fibré déterminant de la structure spin®.

Via I'isomorphisme Spin(4) ~ SU(2) x SU(2) et sa représentation stan-
dard dans C? x C?, on en déduit un fibré hermitien de spineurs W =
W+ & W~ et une action de Clifford de TX sur W. La métrique g induit
une connexion de Levi-Civita sur Pso(X); si nous choisissons de plus une
connexion unitaire A sur QQg1, on en déduit une connexion sur (), d’oi une
connexion sur V4 sur le fibré des spineurs et un opérateur de Dirac donné
par

Dap=> €. Viy,

ot ¢ € W et (e;) est une base orthonormée d’une fibre de TX qu’on fait agir
par produit de Clifford. L’opérateur de Dirac est elliptique, formellement
autoadjoint et s’écrit suivant la décomposition W+ @ W~

_( 0 Dy
2=y ).

De plus, on a la propriété pour toute 1-forme imaginaire pure a,

1
DA—|—CL¢ = DA¢ —+ §a¢

Les 2-formes autoduales imaginaires pures agissent sur W' comme des en-
domorphismes hermitiens sans trace, on pose alors les équations de Seiberg-

Witten non perturbées pour des couples (A, ) de ’espace des configurations
B =Conn(Qg1) x T(WT)

Dap = 0 (I1L.1)
Ff = q(y),
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ou F) est la courbure de la connexion A et ¢(1) 'endomorphisme hermitien
sans trace de W défini par

* * 1
qW) ={Y* @ ¢}lo=¢" @ — 5|1/;|21d.
En méme temps, on a un groupe de jauge, G = Map(X, Sl) qui agit sur B

par i

On remarque que ’espace des solutions des équations de Seiberg-Witten est
stable par G. En effet, il est clair que la deuxiéme équation est invariante par
changement de jauge. Pour la deuxiéme équation, on a

Dy sy f=—df-yp+ Dafp = —dfp+df-yp+ fDap = fDavp,

, f1), pour tout f € G.

d’ou le résultat.
L’action de G est libre sauf en des configurations de la forme (A, 0) ap-
pelées configurations réductibles. On note alors

B* = B\ {configurations réductibles}

l’espace des configurations irréductibles.

Remarque : on peut doter B*/G (en utilisant les bons espaces de Sobolev)
d’une structure de variété Hilbertienne (cf. [Mo]). Ces hypothéses techniques
seront sous-entendues par la suite.

On obtient également un quotient un espace des modules

M(g) = { solutions de (IIL.1)}/gG,
et un espace des modules de solutions irréductibles
M*(g) = { solutions irréductibles de (II1.1)}/G C B*/G.
De méme, on définit les équations de Seiberg-Witten perturbées par

Dap = 0 (IIL.2)
Ff = q)+w",

ol w est une 2-forme & valeurs imaginaires pures, un espace des modules
perturbé M(g,w) et M*(g,w). Une propriété essentielle pour définir un
invariant associé a ces espaces de modules est la compacité

Proposition IT1.1.1 L’espaces des modules M(g,w) est compact.
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I11.1.2 Structures spin® de type presque complexe

Si nous supposons X munie d’une structure presque complexe J et d’une
métrique g compatible, on peut lui associer un U(2)-fibré des repére. Dans ce
cas, le morphisme U(2) — SO(4) x S* donné par I'inclusion U(2) C SO(4) et
le déterminant se reléve en un morphisme U(2) — Spin‘(4). On en déduit une
structure spin® sur X qu’on dit de type presque complexre qu’on va expliciter
dans la suite de cette section.

Notons que la complexification de J nous permet d’obtenir classiquement,
une décomposition de Tec X = T X ® C suivant les valeurs propres +i de J,
en

TeX =T"X @ T™' X.
On a alors une inclusion canonique TX — TcX et I'on note U0 et U%! les
projections de U € T X sur chacun des facteurs. Comme J opére également
sur les 1-formes, on en déduit de méme une décomposition

T*X @ C=A"X @ A" X,

puis une graduation de l'algébre AcX = AT*X ® C
AcX =P Arix.
P
La complexification de g nous donne un isomorphisme noté
TX®C — AX®C
U — U*

tel que (UM0)* = (U*)% et (U%)* = (U*)}Y ce qui entraine que (T%1X)* ~
AV et (THOX)* ~ A% via cet isomorphisme.

Alors la structure spin® de type presque complexe associée & J se maté-
rialise par un fibré de spineurs,

W=Wwtew-,
avec
Wt =A"(X)e A%(X), W~ =A"(X),
et d’'une action de Clifford de TX sur W = A%* X définie par
V(B A A Br) = V2((00) A —d01)BL A A By

Le fibré déterminant de la structure spin® de type presque complexe est
égal &
L=detWt=detW~ = A"?X = K.
Remarque : dans la suite nous ne nous intéresserons plus qu’a des structures
spin® de type presque complexe.
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I11.1.3 Le cas kahlérien

Dans toute la fin du §II1.1, X sera supposée compacte. Si J est intégrable
et si g est kidhlérienne relativement & J, elle induit sur le fibré déterminant
L = K! une connexion unitaire A, égale & la connexion de Chern. Alors
pour un spineur ¢ = (8,7) € A%’ @ A®? = W, T'opérateur de Dirac associé
a g et Ag s’écrit

Dy = v2(08+9");

on écrit Dy = \/ﬁ(gaﬁ + 5:7) 'opérateur de Dirac obtenu en couplant 0 et
8" avec la connexion a sur le fibré trivial.

On s’intéresse maintenant aux équations de Seiberg-Witten perturbées
avec perturbation @w = Fz, ol B est une connexion unitaire sur un fibré en
droites complexes D — Y. On suppose en outre que B définit une structure
holomorphe sur D, c’est & dire que Fg’Q =0.

Les équations de Seiberg-Witten perturbées s’écrivent avec le formalisme
complexe comme notant ¢ = (f,7),

0.0 +8,y = 0

1
AFjgp-1 = §(|5|2 — ) (I11.3)
702 _ @
4 2

Dans le cas ot X = M, si g est une métrique kdhlérienne de courbure
scalaire constante s < 0, alors le couple donné par le spineur (1/—s,0) et la
connexion de Chern AY induite par g sur KJ\_/II est une solution des équations
de Seiberg-Witten non perturbées pour la métrique g car dans ce cas, on a
la formule .

—is
AFAg = T
Lemme IT1.1.2 Sous [’hypothése deg, Kx' ® [D]™' < 0, les solutions de
(II1.3) sont données par les couples (A, ), tels que A définit une structure
holomorphe sur K;(l (d’on une structure holomorphe induite sur A®°X =
Ki'® Kx) et ¢ = (3,0) avec 3 une section holomorphe de A*°X solution
de ’équation vortex

1
AFA®3—1 - §|ﬁ‘2

Démonstration : Soit (A,1)) une solution des équations (III.3) avec A =
Ap+a et p = (B,7). En appliquant 'opérateur 9, a la premiére équation on
a

=2 = A*

0,8+ 0,0,y=0.
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La structure holomorphe 9, est intégrable si et seulement si sa courbure
=2 e . =2

d, = %Fg’z est nulle. En utilisant les équations on a 0,08 = i\ﬂ|2'y; alors en
intégrant contre v, il vient

1, = S
B+ 1B = 0.

On en déduit que By = 0, d’ott FX’2 = 0 et que A définit donc une structure
holomorphe sur K;(l. Puis on a 527 = —0,3 = 0 ce qui signifie que 3 et ¥
sont holomorphes. Puisque $y = 0, on en déduit qu’une au moins des deux
sections holomorphes est identiquement nulle.

Puis par un argument sur le degré de Ky' ® D!,

1
0>deg, Kx' ® D] = /cl(K)}l R[D ™) Aw = o / 7|2 — |B]? vol?,

on en déduit que vy = 0. a

Réciproquement nous retrouvons tous les points de I'espace des modules
des équations de Seiberg-Witten en résolvant 1’équation vortex :

Lemme II1.1.3 FEtant données une structure holomorphe sur K ' et une
section holomorphe 3 de A°X (pour la structure holomorphe induite par
L®K;(1) non identiqguement nulle, il existe une unique métrique hermitienne
h sur L telle que la connezion de Chern associée A vérifie l’équation vortex

1
AFA®B*1 = §|ﬁ|2-

Corollaire IT1.1.4 Les équations de Seiberg- Witten perturbées (I11.3) asso-
ciées a la structure spin® induite par la structure complere de X sous [’hy-
pothése deg, Kx' ® [D]™* < 0 ont une unique solution modulo l’action du
groupe de jauge G.

Démonstration : D’aprés le lemme L’espace des modules des solutions vortex
est donné comme nous l’avons vu formé de couples (3, 0x-1), avec Ox-1 une
structure holomorphe sur K;(l, dont on déduit une structure holomorphe sur
A%? pour laquelle 3 est une section holomorphe. On a également une action
du groupe de jauge Gc = Map(X, C) de sorte que par le lemme II1.1.3 on en
déduit que I’espace des solution de III.3 modulo G s’identifie & 1’espace des
modules des solutions des équation vortex

M(g) ~ (B,0x-1) mod Gc;

il en résulte que M|(g) posséde un unique point. a
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II1.1.4 Invariant de Seiberg-Witten

Nous revenons maintenant au équations de Seiberg-Witten perturbées
(ITI.2) pour une métrique g quelconque et une structure spin® de type presque
complexe. Bien que les équation de Seiberg-Witten ne soient pas elliptique,
elle le deviennent modulo I'action du groupe de jauge, et on obtient le com-
plexe elliptique des équations linéarisées en une solution (A, ¥)

0 — i°(X) 2 iQ'(X) @ T(WH) L T(W ) @i+ (X) — 0, (IIL4)
avec
dou = (—2du,uV)
di(a, ) = (Dayp+ g\y dTa+ (Dgq)®))

La caractéristique d’Euler du complexe elliptique d = dim H' — dim H? —
dim HO est appelée dimension virtuelle de I'espace des modules.

On peut déformer ce complexe par une homotopie faisant disparaitre les
termes d’ordre 0 ; cette opération ne change pas la caractéristique d’Euler du
complexe (puisque l'indice ne dépend que du symbole principal des opéra-
teurs) qui se scinde alors en deux complexes

0 — 0°(X) 2% 0! (X) 5 it (X) — 0,
et b
0—T(WH) =5T(W~) —0.

On en déduit que la dimension virtuelle de M est égale & la différence des
indices des opérateurs elliptiques

Do:T(WH) 5 T(W) et ded : QX)) — Q(X) @ Q°X).

Mais nous devons faire attention & la formule de 'indice qui est différente
sur les orbifolds (cf. [Kal]). Nous calculerons plus loin cet indice dans le cas
ou nous disposons d’'une métrique de Kéhler sur X.

Nous allons maintenant énoncer la proposition qui fonde la théorie de
I'invariant. :

Proposition II1.1.5 L’espace des modules paramétré
Mi9)= | M(g@) x{=}
weiNt(X)

est une sous variété de B*/G x iQT(X). La différentielle de la projection
canonique 7 : M, — Q0" (X) est de Fredholm ; son noyau est égal & [’espace
tangent de Zariski de M*(g,w) et son indice est égal a la dimension virtuelle
d de l’espace des modules.
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On en déduit par le théoréme de Sard-Smale que pour une perturbation
générique w, la différentielle de 7 est surjective, et ’espace des modules
M*(g, @) est une sous-variété lisse de B*/G.

Supposons que X admette une métrique de Kéhler relativement & une
structure complexe compatible avec la structure spin®; on voit qu’en pertur-
bant les équations par un fibré D de degré suffisamment négatif, on obtient
un espace des modules réduit a un point (cf. corollaire III.1.4). Par ailleurs,
il est connu par un calcul explicite des opérateurs linéarisés du complexe el-
liptique, que pour une métrique kdhlérienne, dm est surjective et ’espace des
modules obtenu est lisse (cf. [Mo] p. 119-120) ; nous avons ainsi trouvé un
moyen de calculer la dimension virtuelle de I’espace des modules :

Corollaire IT1.1.6 Supposons que X admet une métrique de Kdhler g et que
deg Kx'®[D]™ < 0. Alors la dimension virtuelle de ’espace des modules des
équation de Seiberg- Witten perturbées associées a la structure spin® induite
par la structure complezxe et la métrique g est nulle.

Nous faisons maintenant I’hypothése b (X) = 1. Soit gy une métrique
kdhlérienne relativement & une structure complexe compatible avec la struc-
ture spin® sur X ; notons w sa forme de Kéhler. Soit ¢g; une métriques rie-
manniennes sur X et w une perturbation des équations par un fibré D (cf.
cas kdhlérien). Supposons que

a(Kx' ® D7Y).[w]™ < 0, pouri=0,1.

On dit que go et g1 sont dans la méme chambre.

Cette hypothése implique que les équations de Seiberg-Witten perturbées
par w, associées & gy et g; n'ont pas de solutions réductibles a cause de
léquation (Fs — @)t = q(¢).

Soit (g¢+)o<t<1 un chemin de métriques reliant go et g,. Alors on peut définir
une famille de perturbations w(t) = w — f(¢)2inw avec f(0) = f(1) =0 et
f(t) éventuellement trés positive pour 0 < ¢ < 1 de sorte que

(a(KEx' ® D7) — f()w]).fw] ™ < 0;

ce qui entraine que les équations de Seiberg-Witten perturbées par w(t)
associées a la métrique g; n’ont pas de solutions réductibles. On en déduit
de méme que dans la proposition II1.1.5 que quitte & modifier (¢) par un
chemin de perturbations génériques @ (t) € Q7 (X) en wy (t) = w(t) +wo(t),
I’espace des modules paramétré défini par

Mpar((gt)awl) = UM(gt,W1(t)) X {t}

est une sous variété compacte lisse de B* /G x [0, 1] avec un bord qui est I'union
disjointe de Mgy, w1(0)) et M(g1,w1(1)). Comme g, est kdhlérienne, on
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peut méme supposer que w;(0) = w. On voit que les espaces des modules
sont des variétés cobordantes de dimension 0 et compactes. Le nombre de
points de ces espaces des modules compté algébriquement est un invariant
de cobordisme et on définit I'invariant de Seiberg-Witten par

SW(g,w) = §M(g,w).

On en déduit la proposition

Proposition II1.1.7 Dans le cas ou by (X) = 1, supposons que X admette
une métrique kihlérienne go relativement a une structure complexe compatible
avec la structure spin® de X telle que pour un fibré en droites complezes [D],
on ait

deg, Kx* ® D7! = ¢;(Kx* ® D7V).[w] < 0.

Alors pour toute métrique g, telle que
a(Kx' @ D7Y.w]te <0,

Uinvariant de Seiberg- Witten associé aux équations perturbées par le fibré D
et la structure spin induite par la structure complexe vérifie

SW(g1,w) = SW(go,w) = 1.

Remarque : en particulier les équations de Seiberg-Witten perturbées asso-
ciées & une métrique vérifiant les hypothéses de cette proposition admettent
une solution irréductible.

ITI.2 Uniformisation et solutions des équations
de Seiberg-Witten

Dans cette section, nous revenons au cas ou M = P(£) — 3 est une
surface complexe réglée obtenue a partir d’un fibré parabolique holomorphe
£ — ¥ = X U{P}. Soit § un modéle local de métrique sur les bouts para-
boliques de M qui ne vérifie pas nécessairement la condition de rationalité.
Remarque : nous aurons besoin dans cette section de la théorie de Hodge L2
sur M méme dans le cas o M a des bouts paraboliques avec poids irration-
nels. Pour cela il faut démontrer une inégalité de Poincaré, ce qui sera fait
au §III.4.

Nous supposons maintenant de plus M dotée d’une métrique g% kihlé-
rienne & courbure scalaire constante s < 0, asymptotique au modéle local.
Nous allons voir maintenant comment ’existence de solutions non réductibles
aux équations de Seiberg-Witten permet de démontrer le théoréme 1.3.5. Afin
d’assurer 'existence de telles solutions, nous serons obligé de supposer s < 0.
C’est une des limitations de la théorie de Seiberg-Witten.
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I11.2.1 Equations de Seiberg-Witten sur M

La variété complexe M est munie d’une structure spin® dont le fibré dé-
terminant est le fibré anti-canonique de M, L = K;/. Soit g une métrique
asymptotique au modéle local sur M. Les équations de Seiberg-Witten asso-
ciées & la métrique g. s’écrivent :

DA¢ = 05
o= q(9), (IIL5)

ol 9 est un spineur positif et A une connexion hermitienne sur L.

Connexions 2 sur le fibré anti-canonique. Sur les bouts paraboliques
de M, le modéle local de métrique kdhlérienne ¢ induit une connexion A sur
le fibré anti-canonique K,;' que 1'on étend par partition de I'unité au fibré
tout entier.

On définit la classe de Chern L? du fibré anti-canonique de M comme la
classe de cohomologie de H2, (M)
i

[2¢c; = —
“ 2T

[F4l-

Si A est une connexion sur K,; telle que A = A + a avec a,da € L2, alors
L%c; = 5-[Fa]. En particulier si g est une métrique de Kahler asymptotique au
modéle local sur les bouts pa{aboliques de M, elle induit alors une connexion
A% sur Ky, telle que A9 — A € L3 d’ou L?¢; = 5-[Fsl.

111.2.2 Un lemme clef

Nous vérifions maintenant que l’argument donné par Le Brun dans [L]
s’applique & notre cadre de volume fini. Supposons que nous ayons trouvé
une solution (A, ) des équations de Seiberg-Witten (III.5) associées a une
métrique g asymptotique au modéle local, telle que

~ A=A+ a, avec a € L3(g),

~ Y #£0, et ¢ € L3(g) relativement a V3,

En particulier [F;] = [F4].
La formule de Lichnerowicz appliquée & (A, ) nous donne

1
0=D%% = V4Vay; + %g¢ + §F:{-¢,
or par hypothése, F'{.¢p = q(3)1, d’ou

0= V4,V + 84—% + %q(«p)w. (IIL6)
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Un simple calcul nous montre que

(a0 ) = (@ ov - L

on en déduit en intégrant (II1.6) contre v, puis en faisant une intégration par
parties (ce qui est possible puisque a et 1 sont dans L?) que

1), 9) = 2l

0= [ AITabf7 s, 0 + ] vol
M

/—sg\w|2v0192/ 9| *vol?,
M M

avec égalité si et seulement si V419 = 0.

Remarque : on ne peut donc pas avoir s, > 0 en tout point de M, sinon
cela impliquerait que ¥ = 0, ce qui est contraire aux hypothéses.

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, et puisque 9 # 0, il vient

2 2
/ s2vol? > (Ja sl Pvol?) >/ 9| *vol?.
w T [yl Ty

De plus, notons que la premiére inégalité devient une égalité si et seulement
si s, est constante et strictement négative (par la remarque précédente).
En utilisant le fait que 2|Ff > = |q(¢)|* = ]¢|*, soit [|* = 8|F|?, on a

donc
/SEVOIHZ/ |¢\4v019:8/ \F'f [>vol?,
M M M

avec égalité si et seulement si s, = cste < 0 et V49 = 0. De plus, on voit
que dans le cas d’égalité, on a également [, s2vol’ = [, [¢[*vol?, et comme
1 est paralléle, [¢)| est constante, d’oi |¢p| = \/—s,.

Par hypothése, A = A + a, avec a € L3(g), donc

alors

1
%[FA] = L2C]_.

Soit 7 le représentant L?, g-harmonique de la classe de cohomologie LZc;.
Alors v minimise la norme L? dans sa classe de cohomologie, et on a

2/ |F;H2V01‘q = /|FA|2V019+FAAFA
M M
> /|7\2v01“’+7/\7
M

2/ vt 2ol = 87%(L2c)?,
M

v
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avec égalité si et seulement si F4 est harmonique. Finalement, on a démontré
que

! / s2yol? > (L2c+g)2
32m2 f, 0 T

Placons nous maintenant dans le cas d’égalité : en remontant toutes les

majorations que nous avons faites, on a s9 = cste < 0, Va9 =0, [¢|> = —s,
et F4 harmonique. On peut définir une structure presque complexe J sur
M, compatible avec g, & I'aide du spineur ¢ en prenant le pull-back de la
multiplication par ¢ sur W~ via I'isomorphisme

™ — W~

1
X —X .
= Y

De plus, la forme de Kéhler associée a (g, J) vérifie alors

w.p = =24,

et J induit sur M une structure spin® isomorphe & la structure spin® que
I’on avait fixée au départ.

Puisque V41 = 0, on en déduit que V.J = 0 et que J est par conséquent,
une structure complexe sur M. Les 2-formes autoduales agissent par produit
de Clifford sur W+ comme les endomorphismes anti-hermitiens sans trace.
Alors la condition w.1y) = —241), soit %‘”¢ = %, implique que

"~ g/,

Comme 1) est paralléle, on en déduit que w est paralléle, d’ou dw = 0. Fi-
nalement on a démontré que g est une métrique de Kéhler relativement a la
structure complexe J.

Reformulons cette discussion dans le lemme suivant.

Lemme II1.2.1 Soit (A,v) une solution des équations de Seiberg-Witten
non perturbées (I11.5) sur M, pour une métrique g asymptotique au modéle
local, et une structure spin® fizée, telle que

)

- A= A+a, aveca € L2,

- ¢ € L%:
Alors

1 2
327T2/N18§v0192 (chf") .

Si nous nous trouwvons dans le cas d’égalité, alors (A,1)) vérifie nécessaire-
ment
Vap=0, VFi=0, s = cste < 0,
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et F'y est harmonique. De plus, g est une métrique de Kdhler relativement a
une structure complexe J, induisant sur M une structure spin® isomorphe a
celle que l’on s’était donnée au départ.

I111.2.3 Démonstration du théoréme 1.3.5

Une involution sur M. Pour construire la métrique modéle g sur les
bout paraboliques de M, nous avons déja choisi sur & — ¥ une métrique
hermitienne h, adaptée a la structure parabolique (voir 1.2.2). Cette métrique
hermitienne, comme nous l'avons vu, induit une métrique de Fubini-Study
sur chaque fibre de M — Y. On peut donc voir chacune des fibres de M
comme une sphére «ronde» et définir une application

&M — %,

qui & chaque point d’une fibre de M associe le point diamétralement opposé.
Dans la suite & sera appelée [l’antipodie de M. Il est clair que £ est une
involution du fibré M — X renversant l'orientation. Dans le revétement
p : I, x CP* — B, le pull-back de ¢ est égal a I'antipodie standard sur le
facteur CP, et I’on voit ainsi que ¢ est une isométrie pour le modéle local
de métrique ¢ sur le bout parabolique; notons que puisque £*g = g, si g
est asymptotique au modéle local, alors £*g est également asymptotique au
modeéle local.

Le fait que & soit une isométrie pour la métrique ¢ sur les bouts parabo-
liques de M implique que le pull-back par & d’'une forme L? est encore une
forme L2. On en déduit que ¢ induit une involution sur la cohomologie L? de
M.

Lemme II1.2.2 L’involution & agit sur M en échangeant les facteurs de la
décomposition
HZ. (M) = H}, (M) @ Hp, (M),

Démonstration : Comme & est un difféomorphisme qui renverse I'orientation
de M, on en déduit que pour des 2-formes L?, v; et 7o,

/5*71/\5*72=—/71/\72-
M M

Alors on en déduit que pour des classe de cohomologie a,b € H2,(M),
EaNEb=—aNb;

autrement, dit & ne fait que changer le signe de la forme d’intersection. En
utilisant en plus le fait que & est une involution, il vient

aN&a=—-EaN (5*)2(1 =—-aNa=—-aANa,
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d’ou

aN&a=0, (ITL.7)
et puisque nous somme dans la situation b5 = b, = 1, cette derniére identité
implique le lemme. O

Corollaire IT11.2.3 Les métrique g et £*g définissent la mémes décomposi-
tion
HY (M) = HE (M) & Hy, (M),

Démonstration : Soit une classe de cohomologie a € ng (M). D’aprés le
lemme II1.2.2, {*a € H §(M); soit v le représentant L?, g-harmonique, g-
anti-autodual de £*a. Alors £*y représente a et c’est une forme L2, £*g-
harmonique, £*g-autoduale d’oli a € Hzﬁg(M)

On a démontré que H;g (M) C Hzﬁ‘" (M), mais ces espaces vectoriels sont
tous les deux de dimension 1 : ils sont donc égaux. De méme on démontre

facilement 1'égalité H { (M) = H, 5" (M). O

Fin de la preuve. Voici maintenant la proposition essentielle dans la dé-
monstration du théoréme 1.3.5.

Proposition I11.2.4 Sous les hypothéses du théoréme 1.3.5, le revétement
universel holomorphe riemannien de (M, g%) est isomorphe & H? x CP!, muni
de sa métrique kdhlérienne standard a courbure scalaire constante §9° =
2(c—1).

Démonstration dans le cas ot s9 = 0: on définit le nombre caractéristique

o= [
M

ol v est la classe de cohomologie L? donnée par

v = [tr(RgK A RgK)} :

2472
Comme nous sommes en dimension 4, on en déduit que (cf. [Be] p.161, 6.34)

1
57 /M (W2 — |W |2 vold", (T11.8)

g =

o W= sont les parties autoduales et anti-autoduales du tenseur de Weyl
W. Une surface kiihlérienne est anti-autoduale si et seulement si s9° est
identiquement nulle; on en déduit que W+ = 0. Maintenant, il est facile de
calculer o : pour cela, on peut quitte a changer la structure holomorphe du
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fibré parabolique £ — X supposer que c’est un fibré paraboliquement stable.
On en déduit une métrique de Kéhler ¢’ obtenue par construction standard
a courbure scalaire s = 0. Or o ne dépend que de la classe de cohomologie
L? de 7y ; d’aprés la formule de transgression, on en déduit que

0:/7=/7'
M M

[tr(Rg’ A Rg’)] .

ou

,—_
7= 2472

Maintenant, il est facile de voir que puisque ¢’ est un produit local de
deux métriques de Kéahler sur des courbes, on a 4’ = 0, d’ott ¢ = 0. Finale-
ment, on en déduit d’aprés (I11.8) que W~ = 0. Par conséquent, (M, g¥) est
kdhlérienne conformément plate, ce qui entraine que le revétement universel
riemannien de (M, g) est un produit de deux courbes munies de métriques
kdhlériennes & courbures scalaires constantes opposées (X1, g1) X (X2, ga) (cf.
[Be] p. 78 rq. 2.69).

Il est clair, en raison du comportement asymptotique de ¢X, que l'un
des facteurs doit étre H? et 'autre CP' (muni de la métrique & courbure
sectionnelle ¢ = —1) ce qui démontre la proposition pour s9 = 0. O

. . . K
Démonstration dans le cas ot s9 < 0: On commence par le lemme

Lemme II1.2.5 Sous les hypothéses du théoréme 1.3.5, et en supposant que
les équations de Seiberg- Witten non perturbées associées a la métrique g =
£* g% ont une solution (A, 1)) de la forme

- A=A+a, avecd*a =0 et a € L2,

— 9| borné et i € L relativement a la connezion V 4.
Alors le revétement holomorphe riemannien de M est égal ¢ H? x CP! muni
de sa métrique standard.

Remarque : nous admettons dans pour I'instant I’existence de la solution dans
ce lemme; la fin de la thése aura pour but de la démontrer (cf. corollaires
I11.3.6 et I11.4.12).

Pour une métrique de Kéahler & courbure scalaire constante, la courbure
de la connexion induite sur le fibré anti-canonique A¥ est harmonique et
vérifie ]
15w
Ta
oll w est la forme de Kihler associée a la métrique g%, et s sa courbure

t,K
F=—
. , . 2 +gK s IS
scalaire ; on en déduit que Lc,*" = g-[w] d’oil
e

1
(LQngK)zz 2/ s2vold".
327 M
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Comme par définition g = £*¢¥, on en déduit que

1 1
/ s2vold = / s2vold” ;
322 Ju 7 32m2 [y,

d’aprés le corollaire II1.2.3

(L2¢*)% = (L%, * )%,

donc

(L2er?)”

1 2
= 327r2/Msgvolg.

On peut donc appliquer le lemme I11.2.1 pour lequel nous sommes dans le cas
d’égalité. On en déduit que g est de Kéahler relativement & une structure com-
plexe J compatible avec I'orientation de M. En prenant I'image réciproque de
ces structures via &, on en déduit que g% = £*g est kithlérienne relativement
A une structure complexe J; = £*J compatible avec 'orientation inverse de
M. Autrement dit, g¥(J;.,.) est gX-anti-autoduale. Par ailleurs, en notant
Jo la structure complexe que nous avions au départ sur M, on a évidemment
w = g%(Jp.,.) qui est autoduale.

Plus généralement, la métrique ¢¥ induit un isomorphisme entre Q%(M)
et le fibré des endomorphismes antisymétriques A(M). Il est bien connu que
via cette identification, la décomposition Q?(M) = QT & Q™ est en fait une
décomposition en algébres de Lie de A(M). En particulier, des endomor-
phismes correspondant a Q7 et Q= commutent. C’est justement le cas de
Jo et Ji. On en déduit que 'automorphisme JyJ; de T'M est de carré 1, et
qu’il est donc diagonalisable avec valeurs propres 1. Par conséquent, le fibré
tangent & M admet une décomposition en espaces propres de JyJi, stables
par Jy et Jy

TM = L, & Ls.

Comme Jy et J; sont paralléles relativement & la métrique g, ceci implique
que la décomposition de T'M en Ly & L; est paralléle et finalement que le
revétement universel holomorphe riemannien de (M, g) est un produit rie-
mannien de deux surfaces (X1, g1) X (Xs, g2). Comme la courbure scalaire de
g¥ est constante et que sur un produit riemannien elle s’écrit

s(x1, m2) = s1(x1) + S2(x2),

on en déduit que s; et s, sont constantes. Maintenant, en raison du com-
portement asymptotique de ¢g¥ et comme le modéle local § a une courbure
sectionnelle comprise entre —1 et ¢, nécessairement 1'un des deux facteurs
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X1, X5 doit étre de courbure sectionnelle —1 et I’autre de courbure section-
nelle c. Il en résulte que M a un revétement universel holomorphe riemannien
de la forme H? x CP*, ce qui démontre le lemme (et la proposition & condition
d’admettre pour l'instant 1'existence de (A4, 9)). O

Maintenant il n’est pas difficile de démontrer le théoréme 1.3.5 :

Lemme II1.2.6 Sous les hypothése du théoréme I.3.5, en supposant ou bien
que $9° =0 ou bien qu’il existe une solution aux équations de Seiberg- Witten
satisfaisant auzr hypothéses du lemme II11.2.5, le fibré € est paraboliquement
polystable.

Démonstration : Remarquons que les seules courbes rationnelles de H? x CP?
sont de la forme {¢} x CP' : il s’agit d'une simple application du principe
du maximum. Le groupe fondamental m;(M) ~ m(X2) agit par isométries
holomorphes sur H2 x CP". Il envoie donc une courbe rationnelle {¢} x CP' sur
une courbe rationnelle {¢'} x CP' ; comme I'action de 71 () sur le revétement,
H? x CP! est libre, et puisque les isométries de CP! admettent au moins 1
point fixe, on en déduit que £ # ¢, d’on une action libre de m;(X) sur
H?. Comme de plus CP' est compact, I’action induite sur H? est également
propre. Finalement I’action de 71 (3) nous donne au quotient une surface de
Riemann ¥ = H? /1 (X) et une représentation p : m (X) — PU(2), de sorte
que M =~ ¥ x o CP!. En utilisant le fait que les seules courbes rationnelles
de M sont données par les fibres de M — X, on en déduit un diagramme
holomorphe commutatif

% x,CP! —— M

| !

)Y — 3,

dont les fléches horizontales sont des isométries.

On en déduit que & et paraboliquement polystable par le théoréme de
Mehta-Seshadri. O

II1.3 Convergence des solutions pour les mé-
triques g,
Notre objectif est avant tout d’obtenir une solution non réductible aux

équations de Seiberg-Witten (II1.5) pour une surface complexe réglée a bouts
paraboliques, car c’est ’outil central de la démonstration du théoréme 1.3.5.
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Dans cette optique nous commencons par montrer que 1’on sait faire conver-
ger des solutions aux équations de Seiberg-Witten perturbées pour les mé-
triques g;, vers une solutions des équations pour la métrique g. Néanmoins,
tout ce que nous dirons concernant la convergence de ces solutions s’applique
également au cas d’une variété complexe M a bouts paraboliques munie d’'une
métrique g asymptotique au modéle local.

Dans un deuxiéme temps, nous calculerons 'invariant de Seiberg-Witten
sur une surface complexe réglée a bouts paraboliques munie afin d’assurer
I’existence de solutions non réductible dans le cas ou il existe une métrique
de Kéhler a courbure scalaire constante négative, asymptotique au modéle
local.

Nous supposerons pour l'instant que as — oy € Q. Nous expliquerons
dans la partie III.4 comment se passer de cette hypothése. Pour simplifier
nous supposons en outre que M posséde exactement un bout parabolique, les
démonstrations s’étendant trivialement au cas de plusieurs bouts. Dans cette
partie g désigne une métrique dont la seule propriété est d’étre asymptotique
au modele local, et les g; sont ses approximations lisses sur la compactification
holomorphe orbifold M = M U D.

I11.3.1 Compactification du fibré Kz\_41

Le fibré associé au diviseur a Pinfini. La compactification holomorphe
M de M est définie en rajoutant un diviseur & l'infini de la forme D =
CP'/ Z4 - rappelons que dans le cas rationnel, le bout parabolique admet un
revétement riemannien (pour le modéle local de métrique) et holomorphe a
q feuillets donné par

p?: I,/{(19) x CP* — I,/{(r) x CP'
(l‘ + 1y, [’L~L : 17]) —> (;1; + 4y, [,ae—iaw : ,l~)6—ia2:c])’

que I'on étend en un revétement holomorphe ramifié p? : A,/ x CP! — B tel
que p?({0} x CP') = D.

Le fibré en droites complexes [D] associé au diviseur D tel que ¢;([D])
est le dual de Poincaré de D, est défini classiquement (méme dans le cadre
orbifold) & ’aide de deux ouverts de trivialisation. Dans le cas des orbifolds, il
faut bien siir se placer sur le revétement local ramifié pour que la construction
ait un sens.

On définit deux ouverts de trivialisations, I'un au dessus de M, l'autre
au dessus du voisinage I,/(7%) x CP! de D. En utilisant les coordonnées
(& = =+ iy,[@ : D]), on recolle ces deux trivialisations par la fonction de
transition p = € qui est invariante sous I'action de Z, et définit ainsi un
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orbifibré sur M. Notons au passage que le fibré [D] restreint & M devient
évidemment trivial.

On construit alors sur [D] des connexions définies explicitement par le
procédé suivant : soit x(¢) une fonction valant 1 au voisinage de D et 0 loin
de D. Définissons la connexion

B =d+ixdd

sur le fibré en droites complexes trivial au dessus de M. Alors cette connexion
est singuliére sur le fibré trivial au dessus de M, mais elle est lisse sur le fibré
[D]. En effet si on regarde la connexion induite par B dans la trivialisation
de [D] définie au voisinage de D, on constate que pBp~! = d si on se place
suffisamment proche du diviseur. On en déduit que B s’étend de fagon lisse
au fibré [D] tout entier.

De cette facon, on définit pour chaque 7, en utilisant les notations de la
partie II.1, une connexion sur [D] donnée par

Ceci définit bien d’une connexion lisse sur [D] puisque 0,p; = —1 prés de
[D]. Alors la 2-forme w; = ;- Fp, représente c;([D]) c’est & dire le dual de
Poincaré de D. On remarque que par construction, la suite de connexions B;
converge sur tout compact de M vers la connexion triviale.

Lemme I11.3.1 Via lidentification Hpr(M) ~ H(M) ~ Hz2(M), on peut
décomposer la classe de Chern L? du fibré K;;' en

-1 _
L201 = Cl(KH) + Cl([D] 1).
Plus précisément, la connexion A sur K, peut étre décomposée en
A=C+a,

ot

— a est une 1-forme sur M, telle que a € L?(g). B

— C est une connexion lisse sur le fibré L = K% ® [D]™' — M telle que

sa courbure vérifie prés du diviseur a l'infini sur le bout parabolique

— Cp!
Fe = —icvol ™

ol ¢ est la courbure de la métrique de Fubini-Study sur CP'.
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Démonstration : Reprenons le modéle local du bout parabolique : dans
le revétement holomorphe p? : AZ/q x CP' — B, on a (p?)*§ = g*" + ¢%,
donc la connexion de Chern sur le fibré anti-canonique de B se décompose en
AA" @ AFS avec A2” et AFS les connexions associées aux métriques standard
sur les fibrés tangents de A7, et CP'. La connexion A*" est singuliére au
point parabolique. Elle est donnée dans la trivialisation holomorphe standard
de A* par

AR =d—0ln(|dz?) = d — dln(|z|* In? |2]) ;

on décompose cette connexion de la facon suivante
A =d—09In(|]z]*) — 9ln((In |2])?).
Or

dz = 9 dz A dz
P 001In((In|z|)%) = 27|z\2(1n E
et ces termes sont bornés en norme C° au voisinage de 0, donc L? car la
métrique est de volume fini. On fqcilement que d1n((In|z|)?) € L3.

Comme la connexion A est égale par définition au modele local A2 ® AFS
prés du diviseur & l'infini, nous construisons a partir de A une connexion C,
en modifiant le facteur A2" de la facon suivante : soit x, une fonction cut-off
sur A valant 1 sur un petit voisinage de 0 et 1 loin de 0. Posons

a=—0(xIn(In* |2|))

0In((In2))*) =

et A
C=A-a;

par définition a € L2, d’ou
L2 = -~ [F],
2
et prés du diviseur au dessus du point parabolique
C = (d—0ln(|z]*)) ® A,

On calcule maintenant 91In(|z[?) = % et 99 1n(|z|*) = 0. Si on utilise la
trivialisation unitaire de TA* définie par 0, et €0y, & la place de la triviali-
sation holomorphe, on obtient alors

C = (d—df) ® A™.

On voit ainsi que la connexion C' singuliére sur Kﬁl est en fait une con-
nexion lisse sur L = Kﬁl ® [D]™!, d’ott le lemme. O
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I11.3.2 Equations perturbées pour les métriques gj

Nous allons montrer qu’on peut faire converger une suite de solutions
des équations de Seiberg-Witten (A;,;) sur M pour les métriques g; vers
une solution des équations de Seiberg-Witten (A, 1)) sur (M, g) avec A, €
L?(g). Mais comme le suggére le lemme I11.3.1, afin d’obtenir & la limite une
connexion vérifiant i/27[F4] = L2c;, nous devons perturber les équations a
l'aide du fibré [D].

La compactification M de M est une variété complexe:; elle est donc
munie d’une structure spin® privilégiée, dont le fibré déterminant est le fibré
anti-canonique de M, Ly = Kﬁl.

Pour chaque métrique g; sur M approximant g, on définit les équations
de Seiberg-Witten perturbées pour cette structure spin® par :

Dsp = 0
(Fa—Fg)™ = q(4). (ITL.10)

ol 9 est un spineur positif, et A une connexion sur Ly. Notons que d’apreés
le lemme II1.3.1

[Fa = Fg;] = [Fygp-1] = —2imes (Lo ® [D] 1) = —2iwL2¢;.

Controle C° sur le spineur. Afin de développer la théorie de 'invariant
associé aux équations de Seiberg-Witten, on commence généralement par
montrer que les solutions des équations sont bornées en norme C? grace a la
formule de Lichnerowicz. Nous démontrons ici qu'un tel controle peut étre
obtenu uniformément pour toutes les métriques g;. Pour cela, nous commen-
cons par analyser la courbure des connexions B;.

Lemme II1.3.2 La courbure de la connexion B; vérifie
at290j

J

FB]. = —in dt N <pjd9 + P}b,

avec | F?| bornée indépendamment de j.

Démonstration : On calcule facilement F} = —i(9;x;) (afp?j) dt A\ p;df, or le
J

terme (Oyx;) (6;fj) est uniformément borné par construction. O
Théoréme II1.3.3 Soit g, une métrique asymptotique au modéle local sur
M, et soit g; les métriques sur M qui approximent g. Soit C, la connexion
de référence sur L = Ly ® [D]™t — M déduite de la connexion A & l'aide du
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lemme I11.3.1. Supposons que nous nous soyons donné une suite (A;, ;) de
solutions des équations de Seiberg-Witten perturbées (I11.10) associées aux
métriques g;. Alors, quitte a extraire une sous-suite et a faire des change-
ments de jauge, les (Aj,1;) convergent au sens C*° sur tout compact de
M wvers une solution (A,v) des équations de Seiberg-Witten non perturbées
(I1I1.5) sur (M, g) telle que :

- A=C+a, ot a est une 1-forme dans L3(g), vérifiant d*sa = 0.

— || est bornée et dans L3(g).

Le premier pas dans la démonstration de ce théoréme est un résultat de
controle C° uniforme sur ;.

Lemme II1.3.4 Pour toute suite de solutions (A;,1;) des équations de Seiberg-
Witten perturbées associées aux métriques g;, on a une borne C° uniforme
sur ;.

Démonstration : En utilisant la formule de Lichnerowicz et les équations de
Seiberg-Witten, on a

N 591 1
Diﬂ/@- = VAjVAj’lﬁj + Z¢] + §FXJ1/)] =

. §9i 1 1
0 = Vi, Vay + ¥ + 5 Fg 4 + 5a(dy)dy. (LL11)
Rappelons que d’apreés les lemmes I1.1.1 et 111.3.2,
a1t2€0j

0 p;
s9 = s — 2x; —, Fp, =—ix; ! ?] dt A ¢;df + F;’,
j j

avec sy’ et |F}| uniformément bornées. Par ailleurs (dt A (p]d0)+i agit par

produit de Clifford sur W avec des valeurs propres +i et & (p’ reste bornée

supérieurement mais pas inférieurement. On en déduit que I’ equatlon (II1.11)
peut étre réécrite sous la forme

. 1
0= V3, Vath + Pitbs + Py + 5a(t) v,
ou sur le bout parabolique,

1 (9t 2 i at ®j
P =—= J = (dt A @:df)T
J 2 0 Y — 0 ( Pj ) I1h;

est un opérateur dont les valeurs propres sont 0 et —Xjaﬂpj /pj et ol P}’ est
un opérateur linéaire uniformément borné. Il en résulte que la partie négative
de ses valeurs propres de P; + P}’ reste bornée inférieurement .
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On peut maintenant démontrer le lemme en utilisant le principe du maxi-
mum : si £y € M un maximum local de |4;]?, alors A% (|9);?)(z¢) > 0. Or
d’aprés I'identité

A% ([4h5[*) = 2Re(Vy, V155, 5) — 2|V a1l

et le controle sur la partie négative de ses valeurs propres de P; + P}’ , on en
déduit qu’il existe une constante x > 0 telle que

0> —klt;(zo)|* + %(qwj)lﬁj(fbo),%(ffo)) = —r[ih; (o) |* + %|¢j($o)|4,

d’ou |¢j(l‘0)|2 < 4k. d

Démonstration du théoreme II1.3.3: Une fois la connexion de référence
C fixée & l'aide du lemme II1.3.1, nous notons C; = A; ® B;" la suite de
connexions définies sur L, ou B; est la suite de connexions définie par (IIL.9)
qui converge vers un courant concentré sur le diviseur D a l'infini; on utilise
la jauge donnée par C, et on écrit

CjZC-i-ﬂj-i-,uj,

ou p; est une 1-forme g;-harmonique, et (;, une 1-forme orthogonale aux
formes g;-harmoniques.

Convergence de la partie harmonique. Pour un espace X assez général,
comme un CW —complexe par exemple, le théoréme des coefficients universels
nous indique que pour un groupe abélien G,

H,(X,G)~ H,(X,Z) ® G & Tor(H,—1(X,Z),G),
et que
HY(X,G) ~Hom(H,(X,Z),G) ® Ext(H,_1(X,Z),G).
On applique ces résultats en particulier & notre orbifold connexe M, avec
q =1; puisque Hy(M,Z) ~ Z, on en déduit automatiquement que
Ext(Ho(M,Z),Z) = 0 et que Tor(Ho(M,Z),Z) = 0.
On a donc o o
H(M,R) ~ H(M,Z)®R,
HY(M,Z) ~ Hom(Hy(M,Z),7),

et
Hl(M, R) ~ Hom(Hl(H, Z),R) ~ Hl(ﬁ, Z) ® R,
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ce qui a pour conséquence que H'(M,Z) est un groupe libre, et qu’il s’agit
d'un réseau de H'(M,R). Finalement, le résultat important de cette dis-
cussion est que le quotient H'(M,R)/H(M,Z) est compact (méme dans
le cas orbifold). Par ailleurs, les composantes connexes du groupe de jauge
Map(M, S*) agissent comme le réseau iH'(M,Z) sur les classes de cohomo-
logie de 1H*(M,R), via 'action de f € Map(M, S*) sur les 1-formes :

daf

i

Pour le voir, on représente les éléments de iH'(M,Z) par des 1-formes fer-
mées 3 dont l'intégrale est entiére sur les cycles de M. Il n’est pas difficile,
en intégrant 3 sur des chemins, de définir une fonction u sur le revétement
universel de M telle que exp u passe au quotient et 3 = dexp u.

On en déduit que quitte a faire agir le groupe de jauge sur les solutions
des équations de Seiberg-Witten (A;, 1;), on peut supposer que la classe de
cohomologie définie par j; reste bornée dans iH*(M, R).

Remarque : afin de controler la partie orthogonales aux formes harmoni-
ques f; (cf paragraphe suivant), nous prenons le soin de faire des changements
de jauge de sorte que I'on ait également d*3; = 0, c’est a dire des jauges de
Hodge. Ceci est toujours possible en faisant agir une transformation de jauge
dans la composante connexe de l'identité de Map(M,S*) (voir par exemple
[Mo] p 80 lemme 5.3.1) et ne change donc pas notre argument pour le controle
de Hj

On peut alors quitte a extraire une sous-suite de (A;, ;) supposer que
que ; converge en cohomologie, ce qui entraine que p; converge au sens C*
sur tout compact de M, vers une 1-forme L? g-harmonique p d’aprés I1.3.1.

fB=0+2

Convergence de la partie orthogonale aux formes harmoniques. 1l
nous reste & faire converger la partie 3; des connexions C;. En utilisant le
fait que (Aj;, ;) est solution des équations de Seiberg-Witten, on obtient

Fo! = (Fo +dB;)™ = q(v;),

d’ou
. 4
dvip; = q(y;) - Fo'.
D’apreés le lemme I11.3.4, on a une borne uniforme C° sur 9;, d’ou une borne
uniforme C° sur q(¢;). On en déduit une borne uniforme sur ||g(¢);)||z2¢q;) =
2 [y [¥;]*vol%  car d’apreés le corollaire I1.1.3, le volume des métriques g; est
uniformément borné. Comme nous avons de plus choisi une connexion de
référence C, telle que Fe = Avol® sur le bout parabolique de M, on en
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déduit d’apres 11.3.8 une borne uniforme sur || Fe||z2(g;) et donc également
+.
sur ||FC] ||L2(gj)'
Alors ||d*iB;||z2(g;) est uniformément borné. Par une simple intégration
par parties, on constate que

Hdﬂﬁﬂﬁqw>:ﬂl;dﬁjAd@f+|W_”%”i%w>
_ /Md(ﬁj N ;) +11d 7 BjllZagg,) = ld 7 BillZeqg,),
d’ou

1dBil1Z2q) = 1477 Bl 22,y + 1477 BjlIZ2(q;) = 21144 BjlI72(,-

On a donc obtenu une borne uniforme sur ||dﬁj||i2(g,), et puisque nous nous
sommes placés en jauge de Coulomb, on en déduit (f’aprés I1.3.3 :

cllBjlI;) < NdBsl172,)

d’ott une borne uniforme sur [|3;]|2(y;)-

Finalement, nous avons une borne uniforme sur ||3;(;2(,;). Comme d’ha-
bitude, si on se restreint a4 un compact K de M, les métrique g; coincident
avec g, dés que j est suffisamment grand. Ceci a donc un sens de parler de
borne L? uniforme sur un tel compact. Par compacité de la boule unité en
topologie faible, on peut donc quitte a extraire une sous-suite, supposer que
; converge au sens faible sur tout compact de M vers une limite 5 € L3(g)
vérifiant d*¢3 = 0.

Convergence de la partie spineur. Nous venons de montrer que les
connexions C; (quitte & extraire une sous-suite) convergent pour la topologie
L2-faible sur tout compact de M, vers une connexion A = C' + a, ol a =
p+pB e Lig).

Comme dans la démonstration du lemme II1.3.4, on écrit la formule de
Lichnerowicz sous la forme

* 1
0= Daythy = Vi, Vahy + (P + Py + Sa()¥, (I1L12)

ou P} est un opérateur uniformément borné, et P un opérateur dont la partie
négative des valeurs propres est uniformément minorée. Alors, il existe une
constante £ > 0 telle que —((P} + P;)v;,1;) < k|1;[* ; en intégrant sur M
la formule (II1.12) contre v;, on obtient le controle

1 .
IV 4,95l 26y < Bll9sl17200,) — 1 /M |;|*vol® < K1l 22,
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Comme ; est uniformément borné en norme C° et que le volume des mé-
triques g; est uniformément borné, on en déduit une borne uniforme sur
1V, L2200

Plagons nous maintenant sur M : le fibré [D] devient trivial et les conne-
xions B; convergent au sens C' sur tout compact de M vers la connexion
triviale; on a alors Ly = K, et les connexions Aj, Ciet A=CH+p+p
sont toutes définies sur le méme fibré en droites complexes.

Restreignons nous & un compact K de M : dés que j est suffisamment
grand, la connexion B; est égale sur ce compact a la connexion triviale et on
a donc

Aj:C'i‘Mj'f‘ﬁj.

Puisque p; et ; sont uniformément bornées en norme L? (voir les deux pa-
ragraphes précédents), on en déduit une borne uniforme sur [, [Vc);]*vol¥.

Comme pour les connexion A;, on peut donc extraire une sous-suite de
1; pour la faire converger sur tout compact de M au sens L3-faible, vers une
limite ¢ € L3(g).

Finalement, (A, ) est obtenue comme une limite faible sur tout compact
de solutions des équations de Seiberg-Witten perturbées (A4;,;). Comme la
perturbation de ces équations est donnée par la courbure des connexions B;
qui convergent sur tout compact vers une connexion plate, il en résulte que
(A, 1)) est solution a la limite des équations de Seiberg-Witten non perturbées

Datp = 0
Fy = q().

Convergence C* sur tout compact. Nous vérifions maintenant que
les controles de type L? que nous avons obtenus, suffisent par un procédé
classique de bootstraping a faire converger les solutions de facon C'*° sur tout
compact de M. Soit K un compact de M. Dans la suite de ce paragraphe,
nous supposerons toujours j suffisamment grand, afin que les métrique g et
g; coincident sur K. Les espaces L} désigneront les espaces de Sobolev avec
les normes prises sur K.

Tout d’abord, remarquons que nous avons une borne uniforme L2 sur
aj = fj + p;. En effet : Fy. = q(¢;), donc la borne uniforme C° sur ; nous
donne une borne L? sur Fjj. Par ailleurs,

VF =2q(4;, Vaby),

or nous savons déja que V 4,9; est borné dans L?; comme 1); admet également,
une borne C°, on en déduit que VFA:- admet une borne L2. Finalement on
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a trouvé une borne uniforme L7 sur F; . On en déduit une borne L} sur
dta; = d ;. Comme d* & d* est un opérateur elliptique d’ordre 1,

cllagllzz < llagllzz + [[(d* & d*)a;ll 2,

mais d*a; = 0, donc on obtient un controle L sur aj;.
Maintenant, on utilise I’équation Da;1; = 0 qui s’écrit également

1
Dcl/lj = —Ea]‘.lﬁj.

La multiplication de Sobolev L? ® C° — L* nous donne une borne L* sur
Dcp;, et comme I'opérateur de Dirac est elliptique d’ordre 1, on a un controle

epsllzs < llebslles + | Detslls,

d’ott un controéle L sur 1.

En recommencant cette manipulation avec la multiplication de Sobolev
L} ® L{ — L3, on obtient une borne L3 sur 1;, et en recommengant encore
une fois avec la multiplication L3 x L3 — L3, on a une borne L3 sur ;.

La multiplication de Sobolev L2 x L2 — L2 nous donne une borne L2 sur
FALJ_. Puis en utilisant le fait que d*a; = 0 et Dellipticité de d* @d*, on obtient
un controle L3, donc L3 sur aj.

A partir de maintenant, on peut procéder par récurrence. Pour k£ > 3,
on a une multiplication de Sobolev L x L7 — L2. On sait que v; et q;
sont bornés dans L2 ; en utilisant la multiplication de Sobolev, on obtient
une borne L sur D¢;, puis une borne L} 41 sur 9; en utilisant Pellipticité
de I'opérateur de Dirac. Puis en utilisant la jauge de Coulomb d*a; = 0 et
Pellipticité de d* @ d*, on en déduit une borne L, sur a;. Finalement nous
avons obtenu des bornes L? de tous ordres sur (A4;,;), ce qui montre que la
convergence est en fait C* sur le compact K. O

I11.3.3 Calcul de ’invariant de Seiberg-Witten

construction d’une métrique standard sur M. Revenons maintenant
au cas ou M est est une surface complexe réglée & bouts paraboliques munie
d’une métrique de Kéhler & courbure scalaire constante négative g¥.

Alors M provient d’un fibré parabolique holomorphe £ — X. Ce fibré
n’est pas nécessairement paraboliquement stable ; néanmoins, la propriété de
stabilité est générique. Plus précisément, les fibrés stables forment un ouvert
non vide de Zariski dans I’espace des modules des fibrés holomorphes parabo-
liques (avec structure parabolique fixée) sur 3. (cf [MS], [S]) En particulier,
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si 'on «oublie» la structure holomorphe de £, nous obtenons un fibré para-
bolique lisse E. Alors il existe une structure holomorphe &£’ faisant de E un
fibré stable (voir [S], th.38 p.91)).

Notons de la méme facon V la connexion de Chern sur £ et la connexion
induite sur M.

Comme &’ est stable, on peut lui associer une représentation p : m;(3) —
PU(2) telle que M soit diffsomorphe & 2 x, CP'. On peut méme supposer
que ce difféeomorphisme respecte la structure complexe sur les bouts parabo-
liques de M. Soit V' la connexion plate associée & la représentation p. Via le
diffeomorphisme, nous pouvons maintenant que V' vit également sur M et
est égale & V prés sur les bouts paraboliques de M.

On déduit de la connexion V', une métrique kihlérienne ¢’ sur M relative-
ment & la structure complexe J', et & courbure scalaire constante qui de plus
est égale au modéle local g prés du diviseur & I'infini sur le bout parabolique
de M.

Les structures complexes sur J et J' de M et M' peuvent étre recons-
truites a l'aide des distributions horizontales de V et V'. Puisque les conne-
xions C—linéaires sur E ont une structure d’espace affine, on en déduit une
homotopie J, entre les structures complexes J et J'. De plus, comme V = V'
prés du point parabolique, on en déduit que J = J' prés du point parabolique
et qu’on peut réaliser une homotopie de sorte que pour tout s, J = J, = J'
au voisinage du point parabolique. On en déduit que topologiquement

-1 _ -1
KJ - KJ' ’

et que leur classe de Chern L? sont égales.

Nous allons maintenant montrer que les classes de Kahler des métriques
g et g~ sont égales. Soit ' la forme de Kihler associée a (¢',J') et w* la
forme de Kihler associée a (g%, J). Notons w* le pull-back sur M de la forme
de Kéhler de la métrique & courbure —1 ¢* sur X.

Alors, ([w'], [w¥]) est une base de H2,(M) : elle est libre d’aprés les iden-
tités

/ W' = VolFS(C]P’l), / w” =0, W] w"]= VOlgI(M)’
cp? cp?

et elle est génératrice, car b, = 2. Maintenant, en raison de son comportement
asymptotique, g¥ vérifie

/ wX = vol™ (CPY).
(CPI

ce qui entraine que [w¥] — [w'] = A[w?].
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Par ailleurs, un résultat classique est que la courbure des connexions
induite des métriques de Kahler & courbure scalaire constante sur le fibré
anti-canonique est harmonique, et vérifie

Fynhw= —%w N w-
On en déduit que
s L?c-[w]  Lic - [w¥]
8T [w’]2 o [wK]Z ’

ce qui implique A = 0. On a donc démontré que

W] = [w¥].
Calcul de I'invariant de Seiberg-Witten pour la métrique standard.
Puisque ¢’ est obtenue par construction standard, ses approximations suc-
cessives g} sur M sont kihlériennes et via I'isomorphisme entre H7,(M) et
H2, (M), on a
! !

[wj] = [w].
En fait nous avons seulement d’une de ces compactifications, par exemple
j = 0. De I'identité L%c; - [w'] = &[w']?, on déduit que L?¢; - [wy] = &[wp]?,
or d’aprés le lemme I11.3.1, L?¢c; = ¢ (Kﬁ1 ® [D]™1), ce qui entraine
s
8
On voit donc que la condition s < 0 est nécessaire et suffisante pour que
I'invariant de Seiberg-Witten associé aux équations perturbées (II1.10) soit

non nul.
On en déduit le lemme suivant

deg(Ky; @ [D]'1) = cx(Ky @ [D]) - [wp] = —[wp]”

Lemme II1.3.5 Soit g% une métrique kihlérienne  courbure scalaire constante
négative, asymptotique au modele local sur la surface complexe réglée a bouts
parabolique M. Soit la métrique g = £*g%, ou & désigne I’antipodie sur M et
g; ses approximations par des métriques lisses. Alors, pour j suffisamment
grand, l'invariant de Seiberg- Witten associé auz équations de Seiberg- Witten
perturbées (II1.10) est non nul.

Démonstration : D’aprés les corollaires I1.3.10 et 1I1.2.3, on déduit que
L261+9j — L% = chng,

ce qui entraine que pour j suffisamment grand,

L2¢;% [w] < 0.
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Ceci signifie que les métriques g; et gy sont dans la méme chambre; par
conséquent, elles ont le méme invariant de Seiberg-Witten, d’oll le lemme. O

A Taide du théoréme de convergence I11.3.3, on obtient le résultat qui
nous intéresse :

Corollaire II1.3.6 Les équations de Seiberg- Witten non perturbées (111.5)
associées G la métrique g = £*g% admettent une solution (A,)) de la forme
- A=C+a, avec a € L3(g) et d*9a =0,
— 9| bornée et p € L3(g),
ot C' est la connexion construite dans le lemme I11.3.1.

III.4 Le cas du bout parabolique irrationnel

Nous allons maintenant expliquer comment on généralise le théoréme 1.3.5
au cas d’'une métrique asymptotique & un modéle § provenant d’'un bout
parabolique BS**? dont les poids vérifient o — oy & Q.

Maintenant, nous n’avons plus d’approximation «raisonnable» de la mé-
trique modéle g par des métriques kdhlériennes définies sur une compactifi-
cation du bout parabolique : en effet, le revétement p : I, x CP — B ne se
factorise plus (cf. lemme 1.3.2 et corollaire 1.3.3) ; la compactification natu-
relle du bout parabolique qui semble s’imposer serait alors un quotient par
I’action de Z, mais nous n’avons pas de théoréme de l'indice satisfaisant sur
un tel objet qui nous permettrait de développer la théorie des invariants de
Seiberg-Witten.

Pour éviter ce probléme, nous allons faire «bouger» les poids du bout
parabolique afin d’obtenir des modéles §7 dont les poids vérifient la condition
de rationalité et tendent vers les poids de B. En recollant g au différents
modéles §7, nous en déduirons ensuite des approximations par des métriques
¢’ ; par ce qui précéde nous pourrons extraire des solutions des équations
de Seiberg-Witten pour les métriques g7, que nous ferons converger vers une
solution des équations pour la métrique g.

I11.4.1 Approximation d’'une métrique asymptotique au
modéle local dans le cas irrationnel

Nous revenons au cas ou (M, J) est une variété complexe non compacte
possédant exactement un bout muni d’ un isomorphisme avec un bout para-
bolique B{1*? tel que as —a; € Q. Soit g une métrique sur M asymptotique
au modele local g.
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Rappelons la définition du bout parabolique. On part du fibré holomorphe
trivial A, x C2 5 A, sur lequel on définit la métrique hermitienne singuliére

(e oY
h—( 0 e )

on en déduit une connexion de Chern plate

Viedsi @ 0 )&
0 o /) 2

sur le fibré A x C2. Cette connexion induit une connexion projective unitaire
plate sur le CP'-fibré trivial A% X cp! 5 AZ. On en déduit une distribution
horizontale H, telle que

T, (A* x CPY) = H, @ T,({r(z)} x CP') ;

en choisissant 1'image réciproque de la métrique de cusp parabolique g2 sur
H et la métrique de Fubini-Study associée a h sur la fibre CP!, on obtient
par définition la métrique § sur A* x CP* = B. Il est clair que sur un compact
de A¥ x CP!, cette construction dépend de facon C* du choix des poids a4,
aa.

Soit une suite de poids (o?, od) telle que o — o € Q. On obtient ainsi
une suite de modéles locaux de métriques ¢’ associées aux bouts paraboliques

B; = BS{’O‘%, et en reprenant les notations de I1.1.2, on pose
g = (1-x;)9 +x;9-
On choisit bien str des poids tels que
ag — p, et a{ — o,

suffisamment vite, de sorte que g et ¢/ soient trés proches au sens C? pour
j<t<j+1.

Remarque : la métrique ¢’ est évidemment asymptotique au modéle local
¢’ et tout ce que nous avons démontré en ce qui concerne le cas rationnel
s’applique & elle.

I11.4.2 Cohomologie L? des métriques ¢’

Des quasi-isomorphismes compatibles avec la norme L2. Bien que

les métriques ¢’ ne soient pas quasi-isométriques sur M, on a tout de méme

des isomorphismes entre leurs cohomologies L? : pour HOLQ( g_)(M ), c’est clair.
J
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Soit f = cte € HOLQ( g)(M ), alors nous remarquons que

| fllz2egiy = 1 fllL2(q) 5

pour le voir, il suffit de vérifier que le lemme I1.1.2 reste valable pour cette
nouvelle suite de métriques ¢° ce qui n’est pas difficile.

Dans le cas des 1-formes, d’aprés le lemme de Poincaré L? a I'infini 11.2.6,
on sait que toute classe de cohomologie b € H}, (g)(M ) admet un représentant
& support compact 3 sur M. On en déduit ainsi un isomorphisme avec les
H%Z(gj)(M). En outre

181|225y = 118l L2(g)
dés que j est suffisamment grand.
Soit une classe de cohomologie b € H%2(g)(M ). En utilisant & nouveau le

lemme de Poincaré, on en déduit un représentant -y de b égal a Avol® pres du
diviseur 1palraubolique a I'infini. Ici, nous devons faire attention car la définition
de vol®" dépend du modéle local de métrique choisi. Nous noterons VOI(J(-:PI
la 2-forme correspondant au modéle local §’ (cf page 25 pour la définition).

Maintenant,
/ vol®' — VOI?PI =0,
(C[Pl

EPNEN cpl _ ap! * N " .. y
d’ot vol;~ = vol~ +m*df3;, ot B; est une 1-forme sur A} (a priori, 3; n’est
pas nécessairement, L?). Posons

v =7+ AMd(x;5)

alors v; = )\vol(]qp1 prés du diviseur parabolique a linfini, d’ou v; € L?(g7),
et «y; définit une classe de cohomologie de H%2( gj)(M ). A condition de choisir
des poids a{, ag suffisamment proches de «; et as, on peut rendre vol @' et

1 . .
vol?P arbitrairement proches de sorte que

175ll 227y = 17llz2(g)-

Finalement, nous venons de voir que les espaces H, gj)(M ) et Hy, () (M)

sont isomorphes. Ceci permet de les identifier et nous les noterons H*(M)
dans tous les cas. Nous résumons notre discussion en ce qui concerne la norme
L? des représentants d’une classe de cohomologie dans le lemme suivant :

Lemme I11.4.1 Soit une classeb € H*(M). Alors b admet des représentants
B e L?(g) et B; € L*(¢) tels que

18|l 2(g5y — 1Bl L2(g)-
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I11.4.3 Convergence des 1-formes harmoniques

On a une inégalité de Poincaré uniforme pour les fonctions qui est ’ana-
logue du lemme I1.2.3 :

Lemme II1.4.2 [l existe une constante ¢ > 0, indépendante de j, telle que
pour toute fonction f € L2(g’) vérifiant f,, fvol¥ =0, on ait

/ |df [>vol¥ > c/ | f[2vol?
M M

les normes étant prises par rapport & la métrique g’.

Démonstration : On refait la démonstration du corollaire & 'identique. Il
n'y a que deux points & vérifier pour que les arguments fonctionnent bien :
— Le lemme II.1.2 est valable pour les métriques g”.
— Les constantes qui interviennent dans le lemme I1.2.2 ne dépendent que
de la constante hy qui est la méme pour toutes les métriques modéle
g])
mais ces faits sont évidents. O
On en déduit que la constante ¢ qui apparait dans la proposition I1.3.1 ne
dépend pas du modéle local de métrique §’ considéré. On peut donc d’aprés
cette proposition étant donnée une classe de cohomologie b € H'(M), écrire
les représentants v; € L2(g’), ¢’-harmoniques de b sous la forme

ol 3 est un représentant a support compact de b et f; € Li(g?) est telle que

/M fvol =0, | fillzagi) < ellBllrgi-

On vérifie que la démonstration de la proposition 11.3.1 s’adapte sans diffi-
culté aux métriques ¢’ en :

Proposition I11.4.3 La suite vy; converge au sens C* sur tout compact de
M, vers un représentant v € L?(g), g-harmonique de b.

Plus précisément, avec les notations précédentes, f; converge vers sur
tout compact de M vers une fonction f dans L3(g) telle que v = 3+ df soit
g-harmonique,

/]W fVO]g = O, et ||f||L%(g) S C”ﬁ”Lz(g)'

Il en est de méme pour le lemme I1.3.2 dont la démonstration est rigou-
reusement identique.
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I11.4.4 Inégalité de Poincaré pour les 1-formes

Nous allons démontrer comme dans le cas des fonctions que la constante ¢
intervenant dans la proposition I1.3.3 peut étre choisie de facon indépendante
de la métrique ¢7. Pour cela, on commence par montrer que la constante T
du lemme I1.3.4 peut &tre choisie indépendamment de la métrique 3’ ; notons
;. les approximations successives suivant la méthode exposée au §I1.1.1 de
chaque métrique §’, on ainsi on énonce le lemme

Lemme I11.4.4 [l existe une constante T' suffisamment grande telle que le
lemme I1.3.4 soit vérifié pour toutes les métriques g = §,§’ ou ..

Démonstration : La seule modification & apporter dans la démonstration du
lemme II.3.4 concerne I'argument utilisant les séries de Fourrier : comme

<aé—a{):§ﬁ(a2—al>¢@,
J

ceci entraine que g; explose; a la limite les orbites de A pour la métrique g
ne se referment pas et s’enroulent sur un tore. Il faut donc raffiner I’argument
en utilisant les séries de Fourrier sur le tore pour pouvoir fixer un 7" uniforme.

Nous rappelons des coordonnées homogénes adaptées (¢,6,[u : v]) sur
B~ A x CP!, en choisissant la coordonnée de projection stéréographique
v = 1, on rappelle que la métrique g s’écrit

4/c

(0 [u?)? |du — ioudf|?, ot o = ay — 0.

g=dt* + o’ (t)do* +

Réécrivons cette métrique en utilisant les coordonnées polaires u = pei®. On
calcule

4/c (
(1+p%)?

on en déduit que dans ces coordonnées, Xy = 0y + ady, et I'on constate que
les orbites de A} sont les droites de pente o dans le tore

g =dt* +e ?do* + |dp|* + p°|dbs — adf|?) ;

T(t07p0) = {(ta Ps 07 02)/t =1 et p= PO}

De plus, on vérifie que (df, dp, df) est une base duale de (X, d,, 0, ).
On écrit, alors la série de Fourrier sur le tore T'(¢, p),

F= cult, p)ei o),
k,l
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on en déduit que

Xo-f =(0g+ly,) - f = Z ick (K + ad)ek0+102),
kel

La difficulté dans le cas ou « est irrationnel provient du fait que I’ensemble
des valeurs prises par k+la s’accumule en 0. Mais nous obtenons un controle
supplémentaire en remarquant que dans ce cas,

l — oo et k — oo lorsque k + la — 0,
et que
892 f= Z ilck,lei(kﬂl(h).
kil
Puisque dV f = Xy fd0 + 0y, - f(db> — adf) + 0, - fdp ; il s’agit d'une somme
de termes orthogonaux, on en déduit que que 4"
[d¥FP > 072X - P+ 4/clp+1/p)?|0s, - fI? > 72|y - fI? +4/c|Os, - fI”.

On décompose 1’espace des fonctions sur le tore en deux sous-espaces ortho-
gonaux : I’espace des fonctions presque invariantes suivant X noté

Inv, = (%) / [k + all” <),
et son orthogonal
Inv: = (e!k0+82) /e < |k 4+ al]?).

Pour tout K aussi grand que voulu il existe un € suffisamment petit, tel
que la décomposition de f € Inv, en série de Fourrier s’écrive

f= }: Ch lei(k0—|—l62)

EI>K

On en déduit que

/|892-f|2volgfzK2/ | f[Pvol?.
N N

Revenons & l'inégalité (I1.11) de la démonstration du lemme I11.3.4, qu’on
peut réécrire :

VB + Ric?(B,8) > |Va B + ¢ " Xo - fI*+ ¢ "X - fo]?
—A(f, 0T Xy - fo) + P2+ 1T o
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on voit que le terme mixte est controlé par ce qui précéde a 1’aide des termes
1 —
en |dE f|2 > 4/c|0y, - fI? et |07 Ay - fo]
Pour f € Invf, on a

/ Xy - flvol® > ¢ / Pole,
N N

/ |~ X - flvol? > e<p_2/ | f|2vol?.
N N

Puisque ¢ 2(¢) < €** — oo, on en déduit que pour ¢ > T, suffisamment
grand, le terme mixte [ —4(f, o ' Xy fo)vol® =4 [, (o7 Xy - f, fo)vol®, est
controlé par |0 Xy - f|? et |7 Xy - f2|?. Il en résulte que le lemme 11.3.4 est
vrai pour la métrique g.

Remarque : la métrique ¢’ est une métrique modéle de bout parabolique,
dont les poids vérifient par construction

d’ou

aé—a{zajzﬁéaﬁ'(@.
qj
On en déduit que pour tout K, il existe € > 0 tel que pour j suffisamment
grand, on ait |k + ofl|> < € = k,l > K. En effet, si cette assertion était
fausse, ceci impliquerait a € Q, ce qui est contradictoire.
Cette derniére remarque entraine que 1'on peut choisir un 7" uniforme, tel
que le lemme 11.3.4 soit également vérifié pour les métriques §’ et gu.. O

On en déduit une généralisation du corollaire I1.3.5 en

Corollaire I11.4.5 Soit g une métrique asymptotique au modéle local g, dont
les poids vérifient la condition as — oy & Q. Soit ¢’ la suite d’approximations
de g par des métriques asymptotique au modéle local §7, et g,z, la suite d’ap-
prozimations de ¢o donnée au §I1.1.1.

Il existe un T suffisamment grand et ¢ > 0 tels que pour toutes les mé-
triques g, ¢°, gi, et pour toute 1-forme 3 sur [t1,t2] X N avec t1,t2 > T, on
ait :

hﬁ/ 1B* vol+ho/ B[ vol" < c/ VB2 + Ric(3, 8) vol.
Oft1,t2] [t1,t2]x N

[tl,tz]xN XN

d’ou le corollaire

Corollaire I11.4.6 1| existe une constante ¢ > 0 et T suffisamment grand,
tels que pour toute 1-forme 8 € L3(g’) sur le bout parabolique nulle ent =T
on ait

/ |dBJ2 + |d* B)? ol > c/ |18[2vol?’, (I11.13)
t>T

t>T
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Du corollaire I11.4.6, on déduit ’analogue de la proposition 11.3.3, la dé-
monstration étant pratiquement identique :

Proposition I11.4.7 I existe une constante ¢ > 0 telle que pour toutes les
métriques ¢°, et toute 1-forme 3 € L3(g”), orthogonale auz formes g;-har-
moniques L?, on ait :

/ dB[% + |d* B|? vol? > c/ |18[2vol? |
M M

II1.4.5 Convergence des 2-formes harmoniques

Soit une classe de cohomologie b € H?(M). D’aprés le §111.4.2, on peut
choisir des représentants v € L?(g) et v; € L*(¢’) de b tels qu'on ait v =
)\VO]OPI, Vi = /\vol;m1 prés de I'infini sur le bout parabolique, et

175l 29y = N1Vl z2(q) 5

en outre y; converge vers 7y au sens C' sur tout compact.
D’aprés la proposition I1.3.7, on peut écrire le représentant ¢’ —harmonique
Q; € L*(¢°) de b sous la forme

Qj =7+ dﬁj,

ot B; € L3(g’) est une 1-forme orthogonale aux formes g’-harmoniques L?
qui vérifie d* 3; = 0.

Grace a l'inégalité de Poincaré de la proposition I11.4.7, on en déduit par
une démonstration similaire & celle de la proposition I1.3.7 :

Proposition II1.4.8 Soit une classe de cohomologie b € H3,(M). Soit Q;
la suite de ses représentants g;-harmoniques L?(g’) sur M. Alors §; converge
au sens C™ sur tout compact de M vers un représentant g-harmonique L?(g)
de b.

Plus précisément : en utilisant les notation précédentes, 3; converge sur
tout compact de M vers une 1-forme 3 dans L?(g), orthogonale auz 1-formes
g-harmoniques L?, telle que Q = v + dB3 soit g-harmonique,

B =0 et ||5||L§(g) < c|lvllz2g)-

Maintenant, chaque métrique ¢’ induit une décomposition des formes g7-
harmoniques L? en une partie autoduale et une partie anti-autoduale, d’otu
la suite de décompositions

HX(M) = HY (M) @ H 9 (M).

Nous continuons 1’adaptation des résultats dans le cas rationnel par I'ana-
logue du corollaire 11.3.10
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Corollaire I11.4.9 Soit une classe de cohomologie b € H*(M). Notons +;
les projecteurs de H(M) associés au métriques ¢’ et + ceuz associés a g.
Alors

bi — bt et b —b,

pour j tendant vers l’infini.

II1.4.6 Convergence des solutions des équations de Seiberg-
Witten pour les métriques ¢’

Soit A la connexion induite sur Kﬂ}l par la métrique kdhlérienne g prés de
I'infini sur le bout parabolique. Notons A;, celles induites par les métriques
g’

En reprenant le lemme I11.3.1, on remarque que 0lnln? |z| est dans L2
pour toutes les métriques g et ¢7. On définit alors

C=A+0lnln?|z, C/=A;+0nln?|z

de sorte que F¢ = Avol® et Foi = )\vol(jcpl. On décide de prolonger C' en
une connexion sur K,;' tout entier ; on prolonge également les connexions C7

en les recollant a C : notons C? = C + a; et posons (avec les notations de
I1.1.2)

C’j = Cj + Xj@j-
Nous noterons désormais CY la connexion C7. Les connexions C7 sont en fait,
par le lemme II1.3.1, des connexions lisses sur L7 = K&ﬁ ®[D;]7t. Il est clair

par construction que C? converge vers C' au sens C® sur tout compact de M
et que

| Feillz2gy — 1 Fella(g)-

De cette construction ne change pas la classe de cohomologie de F : en effet,
via I'isomorphisme construit au §II1.4.2, on constate que

[Fc] = [Feil,

d’otu le lemme

Lemme I11.4.10 Via l’isomorphisme entre les espaces de cohomologie L? (cf.
§II1.4.2), on a
L201<M7 g) = L201(M7 g])

On démontre alors le théoréme de convergence suivant :
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Théoréme I11.4.11 Soit (A7 1)7), une suite de solutions des équations de
Seiberg- Witten non perturbées associées aur métriques ¢° et & la structure
spin® induite par la structure complexe de M de fibré déterminant K];Il telles
que
— AT =CI+d?, oud’ € L3(g’) est en jauge de Hodge d*ia? = 0. De plus a’
se décompose en une partie 37 orthogonales auz formes ¢’ -harmoniques
L?, et une partie g’-harmonique (i’ qu’on supposera uniformément bor-
née en cohomologie dans H(M).
- I € Li(g?) relativement a la connexion C7.
— )9 est uniformément bornée en norme C°.
Alors, quitte a extraire une sous suite, (A7, 7) converge au sens C* sur tout
compact de M wvers une solution (A,1) des équations de Seiberg- Witten non
perturbées pour la métrique g telle que
- A=C+a, avecd*a=0 et a € Li(g).
— 2 € L3(g) relativement a C, et 1| est bornée.

Remarque : les hypothéses sur les (A7,47) sont celles qu’on peut faire si
(A7,4p7) a été obtenue en faisant converger une suite de solutions (A7, 1) des
équations de Seiberg-Witten perturbées pour les métriques gj, (cf. th. I11.3.3).
Notons que la borne C" est uniforme car la courbure scalaire des métriques
g7, est uniformément bornée. Par ailleurs on a une borne uniforme sur [u?] car

on s’est ramené A un domaine fondamental du tore H*(M’,R)/H' (M’ ,Z)
afin de faire converger ..

Démonstration : Puisque p? est bornée en cohomologie, on peut quitte &
extraire une sous-suite supposer que [1/] converge. On en déduit que g/ lui-
méme grace 3 la proposition II1.4.8. II est facile de faire converger 3’ et 17
maintenant que nous disposons d’une inégalité de Poincaré (cf. prop. 11.3.3)
et de connexions de référence C? convenables (cf. démonstration de la prop.
I11.3.3). a

I11.4.7 Calcul de 'invariant

Nous revenons maintenant au cas ot M est une surface complexe réglée
munie d'une métrique ¢¥ kithlérienne & courbure scalaire constante s < 0
asymptotique au modéle local g, dans le cas ou § est la métrique d’un bout pa-
rabolique dont les poids vérifient la condition ap — oy € Q. Notons g = £*g¥,
ou ¢ est antipodie sur M définie au §I11.2.3 et ¢’ la suite d’approximations
de g.

D’apreés les corollaires 111.4.9 et 111.2.3

2+gj 2 +g 2+gK
Lo¢,* — L%’ =L " .
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En notant w la forme de Kihler associée a ¢¥, on en déduit que pour j et k
suffisamment grands, .
L2c, gi.[w] <0;

Alors, d’aprés la proposition ITI.1.7 ceci entraine que I'invariant de Seiberg-
Witten associé aux équations perturbées pour la métrique g est non nul dés
que j et k sont suffisamment grands. On en déduit d’aprés le théoréme 111.3.3
une solution des équations non perturbées (A7, 17) pour chaque métrique g’
vérifiant les hypothéses du théoréme II1.4.11, dont on peut par conséquent
extraire une sous-suite convergente. La limite obtenue (A,1)) est une solu-
tion des équations de Seiberg-Witten non perturbées pour la métrique g;
on en déduit que le corollaire I11.3.6 est également vrai dans le cas du bout
parabolique irrationnel :

Corollaire I11.4.12 Les équations de Seiberg- Witten non perturbées (111.5)
associées G la métrique g = £*g% admettent une solution (A,1)) de la forme
-~ A=C+a, avec a € L3(g) et d*9a =0,
~ || bornée et ¢ € Li(g),
ou C est la connexion construite au début du §I11.4.6.
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