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R�ESUM�E

Le comportement des mat�eriaux granulaires est g�en�eralement di�cile �a d�ecrire par

des approches statistiques ou de m�ecanique des milieux continus. D'une part, il est dif-

�cile de trouver un volume �el�ementaire repr�esentatif compte tenu des tailles des grains,

d'autre part, les trajectoires des grains qui le constituent sont corr�el�ees �a cause de l'�ecou-

lement dense. Dans la premi�ere partie, nous nous penchons sur la description du mod�ele

d'�el�ements discrets adopt�e dans cette �etude. Nous nous int�eressons �egalement �a l'e�et des

param�etres de simulation sur la qualit�e des �echantillons et leurs r�eponses sous charge-

ment axial quasi-statique. La deuxi�eme partie est consacr�ee �a l'�etude du ph�enom�ene de

tassement sous chargements p�eriodiques. Une approche exp�erimentale est men�ee a�n de

comprendre les e�ets des grandeurs physiques qui peuvent, �a priori, inuencer la vitesse

de tassement. Ces r�esultats sont confront�es, par la suite, �a l'approche num�erique bas�ee sur

la dynamique mol�eculaire. Pour compl�eter l'�etude du m�ecanisme de tassement, les e�ets

de la granulom�etrie, de la forme des grains, du degr�e de con�nement et des param�etres

de simulation sur la vitesse de tassement sont �etudi�es en utilisant l'approche discr�ete.

Confront�es au coût �elev�e de la dynamique mol�eculaire, une nouvelle approche de calcul de

tassement �a long terme a �et�e propos�ee. Elle consiste �a utiliser s�equentiellement un calcul

de dynamique mol�eculaire, une technique de prolongement et une m�ethode de relaxation

a�n de simuler �a long terme l'�ecoulement de la mati�ere au cours des cycles de chargement.

Mots clefs : Mat�eriaux granulaires, Dynamique mol�eculaire, Tassement, Vibration.





ABSTRACT

Granular materials are discrete solid particles which are large enough to avoid any

thermal uctuations. These materials are widely encountered especially in construction,

transportation and pharmaceutical industries. The behavior of these materials is generally

out of the scope of the statistical and continuum mechanical approaches. In the �rst part

of this thesis, we focus on the description of the discrete element model that we use, the

e�ect of the simulation parameters on the sample quality and their response under quasi-

static axial loading. The second part is dedicated to the settlement of granular materials

under periodic loading. An experimental study is conducted to investigate the e�ects of the

physical factors on the settlement speed. These results are confronted and completed by

numerical results based on the molecular dynamics. Moreover, the settlement mechanism,

the e�ect of granular shape, the interaction and mode of con�nement on this phenomenon

are described in details. At this level, we also introduced a computational method for the

prediction of bed response under long term dynamic loading. The suggested approach uses

sequentially a molecular dynamics scheme, a time averaging technique, and a relaxation

method in order to simulate long term granular materials settlement.

Key words : Granular materials, Molecular dynamics, Settlement, Vibration.





Table des mati�eres

Introduction g�en�erale 3

I Synth�ese Bibliographique 5

1 Synth�ese bibliographique 7

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Observation des mat�eriaux granulaires vibr�es . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.1 Instabilit�es surfaciques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 R�egimes vibratoires d'un lit mince . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.3 Ph�enom�enes r�esultant de la vibration d'un lit �epais . . . . . . . . . 12

1.2.4 Essais de vibration et de bourrage de ballast . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.5 Probl�ematique de s�egr�egation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Ph�enom�ene de tassement sous vibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.1 Loi de Chicago . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.2 Caract�erisation du d�eplacement r�esiduel avec des essais classiques . 17

1.3.3 Tassement du micro-ballast . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Tribologie et lois de contact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4.1 Frottement, les lois de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4.2 Contact normal et loi de Hertz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.4.3 Proc�edure de Mindlin et Deresiewicz . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.4 Ph�enom�ene de \stick-slip" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.4.5 Loi de Coulomb et condition de Signorini . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5 Mod�eles discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5.1 Pilotage par �ev�enement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5.2 Dynamique des contacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.5.3 Dynamique mol�eculaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29



1.6 Mod�eles continus, concepts et limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.6.1 �Elasticit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.6.2 Plasticit�e Parfaite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.6.3 �Ecrouissage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Les mod�eles Cam-Clay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

Les cap-mod�eles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.6.4 Un mod�ele �elasto-plastique cyclique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

II Les Mat�eriaux Granulaires en Quasi-statique 43

2 Simulation num�erique discr�ete par la m�ethode de la dynamique mol�e-

culaire 45

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2 M�ethode de simulation num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.2.1 Equations du mouvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.2.2 Interaction des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Contact de Hertz-Mindlin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Distributions uniformes de la pression et de la traction . . . . . . . 48

Int�egration des dissipations dans les lois de contact . . . . . . . . . 49

2.2.3 D�etection des contacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.2.4 Sch�ema num�erique suivant l'algorithme pr�edicteur-correcteur . . . . 54

2.3 Pr�eparation des �echantillons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.3.1 Param�etres de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.3.2 Compacit�e des assemblages al�eatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.3.3 Nombre de coordination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.3.4 Orientations des contacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

2.4 E�et de la paroi sur la distribution des contraintes dans un agglom�erat

granulaire cylindrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.4.1 Ph�enom�ene d'�ecrantage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2.4.2 R�esultats Num�eriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



TABLE DES MATI�ERES xv

3 Comportement des mat�eriaux granulaires en compression 73

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2 Protocole exp�erimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2.1 Description du dispositif exp�erimental . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2.2 Proc�edure de pr�eparation des �echantillons . . . . . . . . . . . . . . 75

3.2.3 Mesure de la fraction volumique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.2.4 E�et du protocole de pr�eparation sur le comportement . . . . . . . 78

3.3 Exploitation des r�esultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.1 Analyse param�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.2 Comparaison des r�esultats num�eriques et exp�erimentaux . . . . . . 82

3.3.3 Estimation des lois de comportement �elastique . . . . . . . . . . . . 84

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

III Tassement sous chargements dynamiques 89

4 Etude Exp�erimentale du m�ecanisme de tassement d'un lit de micro-

ballast sous chargement dynamique 91

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.1.1 Dispositif exp�erimental et proc�edure . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.2 Etude exp�erimentale du ph�enom�ene de tassement . . . . . . . . . . . . . . 95

4.2.1 Identi�cation des fr�equences critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.3 R�esultats des essais et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.3.1 D�eplacement R�esiduel sous le blochet . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.3.2 V�eri�cation des r�esultats obtenus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.3.3 E�et des param�etres de contrôle sur la vitesse de tassement . . . . 103

4.3.4 Vitesse de tassement en fonction de l'acc�el�eration . . . . . . . . . . 104

4.3.5 E�et du degr�e de con�nement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.3.6 E�et de la hauteur des �echantillons et de l'�elasticit�e du sol . . . . . 107

4.3.7 E�et de la forme des grains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5 Etude num�erique du m�ecanisme de tassement 111

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.2 Tassement sous chargement dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113



5.2.1 E�et du degr�e de con�nement et de l'acc�el�eration . . . . . . . . . . 113

5.2.2 E�et de la forme des grains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.2.3 Etude param�etrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.3 Homog�en�eisation des champs m�ecaniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.3.1 Trajectoires des grains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.3.2 Nombre de coordinations et densit�e relative . . . . . . . . . . . . . 118

5.3.3 Champs de contrainte et de d�eformation . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.3.4 Glissements locaux et modes de dissipation . . . . . . . . . . . . . . 126

5.3.5 Ph�enom�ene de rochet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5.4 Lien de causalit�e entre la perte de contacts et la vitesse de tassement . . . 135

5.4.1 Mesure de causalit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

5.4.2 Calcul des coe�cients d'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

6 Proc�edure de calcul num�erique �a long terme 141

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.2 Estimation des d�eplacements r�esiduels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

6.2.1 Conditions aux limites et mode de chargement . . . . . . . . . . . . 142

6.2.2 M�ethode d'estimation et phase d'apprentissage . . . . . . . . . . . . 144

6.2.3 Phase de prolongement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

6.2.4 Application Num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

6.3 M�ethode de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

6.3.1 Fonctionnelle de minimum d'�energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.3.2 Application num�erique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

6.4 Calcul du tassement �a long terme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4.1 Organigramme de la proc�edure de calcul . . . . . . . . . . . . . . . 155

6.4.2 Etude de convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

6.4.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

Conclusions et perspectives 165

Annexe 183



Table des �gures

1.1 Ph�enom�enes d'instabilit�e surfacique �a une fr�equence de 42 Hz : la surface est

initialement plane, la mise en tas spontan�ee se produit lorsque l'acc�el�eration
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Introduction g�en�erale

Les mat�eriaux granulaires repr�esentent les assemblages discrets de particules solides

dispers�ees dans le vide ou dans un uide interstitiel. Bien que ces mat�eriaux soient om-

nipr�esents dans la nature, leur comportement dynamique reste un probl�eme ouvert. Leur

comportement global d�epend des interactions, des arrangements, de l'historique, et des

caract�eristiques m�ecaniques des constituants. En quasi-statique, plusieurs mod�eles de la

m�ecanique des milieux continus et notamment ceux qui permettent de faire des calculs de

plasticit�e sont g�en�eralement utilis�es. Lorsque le mat�eriau est hautement agit�e, la th�eorie

cin�etique permet d'�etudier assez convenablement ces mat�eriaux puisqu'elle repose sur des

mod�eles hydrodynamiques qui ressemblent aux �equations de Navier-Stokes, et qui peuvent

être r�esolues analytiquement ou num�eriquement selon la complexit�e et la g�eom�etrie du

probl�eme. Cependant, un mod�ele continu ne peut être appliqu�e que sous l'hypoth�ese de

s�eparation d'�echelle entre la taille des grains et celle du\volume �el�ementaire repr�esentatif".

Dans le cas de notre �etude, nous nous int�eressons au tassement des mat�eriaux granulaires

agit�es dans un large intervalle d'acc�el�erations, a�n de comprendre en particulier le com-

portement des ballasts des chemins de fer sous sollicitations dynamiques. Ainsi, en ce qui

nous concerne, le mat�eriaux n'est ni quasi-statique ni hautement agit�e. Il est �egalement

loin d'être consid�er�e comme milieu continu puisque le nombre de grains niveau du lit

granulaire est faible.

A�n de pouvoir �etudier cette probl�ematique, nous nous appuyons d'abord sur une ap-

proche exp�erimentale. Le dispositif est m�ecaniquement robuste et l'�echantillon est de faible

taille a�n de diminuer la dispersion exp�erimentale observ�ee au cours d'�etudes ant�erieures

sur des mat�eriaux comparables. Ensuite, nous adoptons une approche de calcul num�erique

par �el�ements discrets o�u les formes sont polygonales, circulaires ou sph�eriques selon les

aspects que nous voulons �etudier. A l'�echelle locale, le comportement est r�egi essentielle-

ment par la nature des contacts intergranulaires. Par cons�equent, l'�etude du m�ecanisme de

tassement n�ecessite la compr�ehension des interactions �a l'�echelle des grains. Une attention
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particuli�ere sera donc accord�ee �a la description de ces lois et aux techniques de mod�eli-

sation en particulier en ce qui concerne la d�etection des voisins et des contacts. Les deux

approches que nous adoptons sont compl�ementaires. En e�et, la coh�erence des r�esultats

exp�erimentaux par rapport aux r�esultats num�eriques sera �etudi�ee. D'autre part, des gran-

deurs physiques inaccessibles exp�erimentalement peuvent être �etudi�ees num�eriquement

a�n d'analyser le m�ecanisme de tassement.

Dans le premier chapitre de cette th�ese, nous d�ecrivons des observations exp�erimen-

tales concernant la dynamique des mat�eriaux granulaires, �a travers une synth�ese bibliogra-

phique. Nous pr�esentons �egalement des approches discr�etes et continues qui permettent

d'�etudier les �ecoulements granulaires. Le deuxi�eme chapitre est consacr�e au mod�ele dis-

cret de dynamique mol�eculaire pour des grains de di��erentes formes o�u nous d�ecrivons la

m�ethode de calcul. Un int�erêt particulier est port�e aux lois de contact, �a leur d�etection

et �a l'algorithme d'int�egration. Nous nous int�eressons �egalement �a la pr�eparation des as-

semblages granulaires ainsi qu'�a l'e�et de la paroi sur la distribution des contraintes. Le

troisi�eme chapitre de cette th�ese concerne la phase de mise en place et de pr�eparation

des mat�eriaux granulaires, ensuite le mode de con�nement, puis l'essai de compression.

L'exploitation des r�esultats permet d'identi�er des lois d�ecrivant le comportement �elas-

tique des mat�eriaux granulaires en r�egime quasi-statique. Le quatri�eme chapitre repr�esente

une �etude exp�erimentale du ph�enom�ene de tassement sous sollicitation cyclique, l'objectif

�etant d'�etudier les e�ets des di��erents facteurs qui peuvent, �a priori, a�ecter ce ph�eno-

m�ene. Une �etude empirique est propos�ee a�n de tenir compte des facteurs clefs dans la

description de la vitesse de tassement. A�n de compl�eter l'�etude exp�erimentale qui ne

permet pas d'acc�eder �a certaines grandeur locales, le cinqui�eme chapitre est consacr�e �a

l'�etude num�erique du m�ecanisme de tassement. A ce niveau, l'accent est mis sur les e�ets

des param�etres de simulation, sur le m�ecanisme de rochet et sur la causalit�e entre la perte

des contacts et la vitesse de tassement. Tout au long de cette �etude, nous nous sommes

confront�es au probl�eme de coût de calcul induit par la dynamique mol�eculaire lors de

l'�etude du comportement cyclique �a grand nombre de cycles. A�n de contribuer �a r�eduire

ce coût, nous proposons une proc�edure de calcul �a long terme, dans le dernier chapitre.

Cette m�ethode consiste �a faire des calculs s�equentiels en utilisant d'abord la dynamique

mol�eculaire, puis une m�ethode de prolongement et en�n une m�ethode de relaxation a�n

de pr�edire le tassement.
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1.1 Introduction

Grâce �a leur abondance, les mat�eriaux granulaires sont largement rencontr�es dans les

industries de transport, de construction et de pharmacie. Sous chargement quasi-statique,

un mat�eriau granulaire peut avoir l'apparence d'un solide traditionnel, cependant, une

description par un mod�ele continu ne donne pas toujours une information compl�ete sur

son comportement. En e�et, une telle description, traite le milieu de fa�con globale et

n�eglige le comportement individuel de ses constituants. Certains r�esultats exp�erimentaux

tels que la saturation de pression sous un silo (To et al. (2001)) ou le minimum de pression

sous un tas conique (Vanel et al. (1999)), r�esistent aux analyses classiques de la m�ecanique

des sols et montrent l'insu�sance des mod�eles classiques issus de la m�ecanique des milieux

continus. En �ecoulement, le mat�eriau granulaire se comporte comme un uide (Da Cruz

(2004), Duran (1997)), mais l�a aussi, les mod�eles de comportement de uide ne su�sent

pas pour le d�ecrire. Dans le cas d'un sablier par exemple, le d�ebit de sable est constant

quelque soit la hauteur de la colonne, contrairement au cas du uide dont le d�ebit d�epend

de la hauteur. Lorsqu'il est agit�e �a haute acc�el�eration et �a haute fr�equence, le mat�eriau

granulaire se comporte comme un gaz. Dans ce cas, la th�eorie cin�etique permet de d�ecrire

de fa�con satisfaisante le comportement du mat�eriau (Azanza (1998)). Notons en outre que

le contact direct entre les particules joue un rôle important lorsque le milieu se met en

mouvement ; la dissipation d'�energie et le transfert de quantit�e de mouvement d�ependent

des contacts particule-particule et particule-paroi. Le uide interstitiel inue �egalement

sur le comportement du mat�eriau granulaire ; en e�et, le uide joue le rôle d'un lubri�ant

au niveau des interfaces de contact (Ovarlez (2002)) et le rôle d'un amortisseur autour

des particules en mouvement.

Dans ce m�emoire, l'�etude est toutefois restreinte aux cas de mat�eriaux granulaires

secs et sans coh�esion. Ceci signi�e que nous n�egligeons l'e�et des forces �electrostatiques,

capillaires ou hydrodynamiques. Nous pr�esenterons dans ce chapitre des observations ex-

p�erimentales en rapport avec la uidi�cation des mat�eriaux granulaires. Nous nous int�eres-

serons par la suite aux probl�emes de contact. En�n, nous introduirons diverses approches

th�eoriques pour d�ecrire et simuler la dynamique des mat�eriaux granulaires.
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1.2 Observation des mat�eriaux granulaires vibr�es

L'�etude de la vibration des mat�eriaux granulaires remonte �a plus de deux si�ecles. En

utilisant des plaques vibrantes couvertes de sable mince, Chladni (1787) a observ�e un ph�e-

nom�ene qui �eveille encore la curiosit�e des chercheurs (Duran (1997)). Il a remarqu�e que les

grains de sables agit�es se rangent et forment des �gures g�eom�etriques r�eguli�eres ; ils sont

�eject�es des r�egions de la plaque o�u l'amplitude des vibrations est maximale (lignes ven-

trales), et se rassemblent le long des endroits o�u la plaque vibre le moins, l�a o�u l'amplitude

est faible ou nulle (lignes nodales). Plus il y a de lignes ou plus elles sont rapproch�ees,

et plus la fr�equence est �elev�ee. La distance entre deux lignes nodales donne l'ordre de

grandeur de la demi-longueur d'onde. Une même plaque peut fournir, selon la fa�con dont

elle est mise en vibration, des �gures de Chladni distinctes ; chacune d'elles correspondant

�a un mode de vibration et �a une fr�equence distincte. Faraday (1831) a aussi observ�e ce

ph�enom�ene. Il a mis en �evidence une exp�erience qui consiste �a secouer verticalement une

�ne couche de mat�eriau granulaire. Au-dessus d'une certaine amplitude de vibration, la

surface du mat�eriau, initialement plane, se d�estabilise et donne lieu �a des ondes de surface

(similaires aux vagues �a la houle).

1.2.1 Instabilit�es surfaciques

Le ph�enom�ene d'instabilit�e de surface libre de mat�eriaux granulaires sous vibration est

souvent attribu�e �a la convection due au frottement des particules avec la paroi du r�ecipient

ou �a la pr�esence de uide interstitiel (Falcon et al. (1999)). Mais, parmi les grandeurs ex-

ternes contrôlables qui peuvent a�ecter ces ph�enom�enes, nous distinguons l'acc�el�eration,

la fr�equence, la taille des grains et leurs arrangements. Lorsque la taille des particules est

relativement petite (de l'ordre de 100�m), l'e�et de l'air interstitiel devient pr�edominent

(Pak et al. (1995)). De plus, le choix de formes irr�eguli�eres augmente la dissipation due

aux collisions et aux frottements (Makse et al. (1997), 1998). Il est important de noter

ici que la vibration des mat�eriaux granulaires dissipatifs engendre des instabilit�es surfa-

ciques (mise en tas, propagation d'ondes surfaciques, formes g�eom�etriques r�ep�etitives etc.

), ind�ependamment de la pr�esence d'un r�ecipient. Pour �etudier l'e�et de l'acc�el�eration

sur le comportement de poudres, Falcon et al. (1999) ont mis en place une exp�erience

qui consiste �a vibrer des mat�eriaux granulaires de grains irr�eguliers de petites tailles,

�a fr�equence constante (de 10 �a 100 Hz). Les chercheurs ont observ�e des comportements

similaires quelque soit le type de poudre ou de r�ecipient utilis�e. Lorsque l'acc�el�eration aug-
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mente au dessus d'un seuil critique (� � �cr), la surface libre du mat�eriau initialement

plane devient instable et le ph�enom�ene de mise en tas apparâ�t. Lorsque l'acc�el�eration

augmente, un nouveau ph�enom�ene d'instabilit�e est observ�e, des arêtes et des cannelures

apparaissent tout au long de la surface conique du tas. En augmentant l'acc�el�eration pour

franchir un nouveau seuil � � �h, le tas form�e au d�ebut de la manipulation se subdivise en

tas de tailles inf�erieures qui peuvent prendre des formes hexagonales dans des conditions

de fr�equence et d'acc�el�eration pr�ecises.

Fig. 1.1: Ph�enom�enes d'instabilit�e surfacique �a une fr�equence de 42 Hz : la surface est

initialement plane, la mise en tas spontan�ee se produit lorsque l'acc�el�eration � = 2:87g (g

est la gravit�e), des arêtes et des cannelures apparaissent �a des acc�el�erations entre � = 3:17

g et 4.16 g, le tas se subdivise en petites cellules qui deviendront hexagonales sous des

conditions bien d�etermin�ees (Falcon et al. (1999)).

1.2.2 R�egimes vibratoires d'un lit mince

Les r�eexions sur les lits vibrants, bien que largement discut�ees, sont encore d'actua-

lit�e. Les chercheurs continuent �a �etudier les ph�enom�enes qui en r�esultent. Les travaux de

Bachmann (1940) montrent que le comportement d'un lit vibrant d�epend de sa profon-

deur. Bachmann a montr�e que lorsque la profondeur moyenne du lit est inf�erieure �a six fois

le diam�etre des particules (h0=d < 6 o�u d est le diam�etre des particules et h0 est la hauteur
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du lit), le mouvement est al�eatoire tout comme dans le cas d'un lit uidi��e. Cependant,

lorsque la profondeur du lit est sup�erieure �a six strates de particules, le lit a un comporte-

ment elasto-plastique. Thomas et al. (1989) ont d�ecrit quatre types de comportements de

lits granulaires minces soumis �a des vibrations externes. Lorsque le milieu granulaire est de

faible �epaisseur (h0=d = 0:17), le nombre de particules ne su�t pas pour remplir une seule

couche, le mouvement des particules nomm�e r�egime newtonien de type I est al�eatoire et

d�esordonn�e. Pour une �epaisseur plus importante (h0=d � 0:273), le r�egime newtonien de

type II s'installe ; une dense couche de particules s'accumule �a la surface du lit �a chaque

cycle. Les couches de particules plus larges (h0=d � 1:7), entrâ�nent un mouvement de bloc

o�u toutes les couches oscillent de fa�con coh�erente. Le r�egime condens�e-coh�erent observ�e

par Thomas et al. est �equivalent au r�egime observ�e par Bachmann lorsque h0=d > 6.

L'�etude de lits minces a attir�e l'attention de plusieurs chercheurs tels que Chelnov

et Mikhailov (1965) qui se sont int�eress�es au transfert de chaleur dans un lit mince sous

vibration. Plus tard, Lan et Rosato (1995) ont simul�e le comportement d'un lit mince avec

des grains sph�eriques en comparant les r�esultats num�eriques avec ceux de la th�eorie cin�e-

tique formul�ee par Richman et Martin (1992). Thomas et al. (1989) ainsi que Bachmann

(1940) ont montr�e que les r�egimes du lit mince di��erent de ceux du lit �epais.

1.2.3 Ph�enom�enes r�esultant de la vibration d'un lit �epais

Un lit �epais oscillant fait apparâ�tre des ph�enom�enes de mise en tas, de convection,

de s�egr�egation et d'ondes similaires �a celles d�ecrites par Faraday (1831). Lorsqu'il est

vibr�e verticalement, un mat�eriau granulaire dans un lit �epais voit sa surface s'incliner �a

un angle proche de l'angle de talus pour former des pics en forme de chapeaux (Evesque

et Rajenbach (1989)). Plusieurs e�ets perturbateurs peuvent contribuer �a la mise en tas.

L'h�et�erog�en�eit�e de la vibration excitatrice (Gallas et al. (1992)), l'e�et des parois lat�erales,

le frottement (Duran (1997)) ainsi que la pr�esence de uide interstitiel (Evesque (1990))

repr�esentent les e�ets les plus connus. Une exp�erience rapport�ee par Duran (1997) r�ev�ele

qu'en r�ealit�e, la mise en tas r�esulte du processus de convection g�en�er�e au niveau des parois

lat�erales. La s�egr�egation est l'un des cas particuliers de convection, c'est un ph�enom�ene

de s�eparation de particules au cours du mouvement du milieu granulaire. On peut trouver

plusieurs types et techniques de s�egr�egation dans la litt�erature (Duran (1997)), mais on

distingue surtout la \s�egr�egation de noix de Br�esil" et celle du \Tambour d'Oyama". En

m�elangeant des billes de di��erentes tailles dans un r�ecipient sous vibration verticale, les
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billes de grande taille \grimpent" vers la surface (Rosato et al. (2002)). C'est ce qu'on

entend par \s�egr�egation de noix de Br�esil".

Les travaux d�edi�es �a l'�etude de mat�eriaux granulaires sous vibration verticale sont

abondantes dans la litt�erature, mais tr�es peu de chercheurs se sont int�eress�es �a d'autres

types d'excitations tels que la vibration horizontale, horizontale et verticale conjugu�ees

ou �a la rotation des mat�eriaux granulaires. La mise en vibration horizontale se caract�erise

par une surface libre parall�ele au chargement et par une sollicitation non alt�er�ee par l'e�et

de la gravit�e. Une telle excitation fait apparâ�tre des e�ets suppl�ementaires ; les r�esultats

num�eriques et analytiques mettent en �evidence des mouvements de convection aussi bien

dans la direction de sollicitation que dans celle de la gravit�e (Rosenkranz et P�oschel (1997),

Li�man et al. (1997)). Rosenkranz et P�oschel (1997) montrent que la mise en vibration

horizontale fait apparâ�tre des ph�enom�enes nouveaux tel que le ph�enom�ene d'expansion

(\swelling"). Ils attribuent ce ph�enom�ene �a la dilatance de Reynolds et a�rment que le

ph�enom�ene se produit ind�ependament du mat�eriau granulaire choisi. Son intensit�e est

toutefois d�ependante des param�etres ext�erieurs tel que l'amplitude et la fr�equence de

vibration. Tennakoon et Behringer (1998) ont examin�e l'e�et des vibrations verticales et

horizontales simultan�ees. Ils ont montr�e que les ph�enom�enes que nous venons de citer dans

le dernier paragraphe se produisent. En particulier, l'exp�erience a r�ev�el�e que la mise en

tas et la convection d�ependent non seulement des acc�el�erations verticales et horizontales,

mais aussi du d�ephasage entre les deux.

1.2.4 Essais de vibration et de bourrage de ballast

Le ballast est un milieu granulaire particulier qui provient du concassage de roches

dures et inertes vis �a vis de l'eau. Son rôle principal est de transmettre au sol les charges

dues aux passages de trains de fa�con uniforme. Grace �a sa structure poreuse, le ballast fa-

cilite le drainage des voies ferr�ees et l'absorption des vibrations. Les normes fran�caises [NF

F 53-695] �xent les crit�eres de granulom�etrie, de duret�e et de caract�eristiques m�ecaniques

pr�ecises auxquels le ballast doit r�epondre. La compr�ehension du comportement du ballast

n�ecessite des essais de vibration et de bourrage sp�eci�ques qui permettent d'�etudier la

stabilit�e du mat�eriau en fonction des param�etres d'excitation.

L'essai de vibration de lit de ballast de Morgan et Markland (1981) a pour objectifs

l'�etude de l'e�et de l'acc�el�eration sur la stabilit�e du ballast et la d�etermination d'une fr�e-

quence de r�esonance pour laquelle une faible excitation engendre le ph�enom�ene de uidi�-
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cation. Le mat�eriau utilis�e est du calcaire �a l'�echelle 1=2. Le premier type de manipulation

consiste �a mettre 280 kg de ballast d'�epaisseur 250 mm dans une caisse de dimensions

(800mm x 800mm x 300mm) que l'on �xe sur une table sous vibration sinuso��dale de

fr�equence variable entre 24 Hz et 60 Hz. Cette manipulation montre que l'�echantillon

est stable lorsque l'acc�el�eration est inf�erieure �a la gravit�e (� < g). Dans le cas contraire

(� > g), le mat�eriau garde une certaine stabilit�e jusqu'�a une valeur limite apr�es laquelle

le mat�eriau commence �a tasser. Le deuxi�eme type de manipulation consiste �a appliquer,

�a l'aide d'une plaque plac�ee sur la surface libre, un chargement vibratoire. L'�echantillon

dont la masse est de 1,4 T est plac�e dans une caisse de dimensions (1200mm x 1200mm

x 700mm). Le r�esultat de la manipulation montre qu'�a une fr�equence situ�ee entre 30 Hz

et 40 Hz, la plaque p�en�etre facilement dans le ballast.

Le bourrage est un essai qui consiste �a appliquer un serrage et une vibration simulta-

n�es sur un �echantillon de ballast tout en �evitant la cassure des grains. L'objectif de cette

op�eration est de redonner �a la voie ferr�ee son niveau initial en corrigeant les d�efauts de

g�eom�etrie. La fr�equence de vibration des bourreuses est g�en�eralement de l'ordre de 35

Hz tandis que la contrainte de serrage d�epend de la qualit�e du mat�eriau et varie de 1.4

MPa �a 1.7 MPa. Les chercheurs ont adopt�e cette technique pour �etudier le comportement

des ballasts. En remarquant que la densit�e repr�esente aussi une grandeur mesurable in-

t�eressante qui permet de d�ecrire l'e�et de bourrage sur un �echantillon de ballast 25/60,

Fischer (1983) a montr�e que la densit�e optimale est obtenue pour une fr�equence de 35 Hz

et une amplitude de � 5 mm. Il a montr�e qu'une fr�equence au del�a de 50 Hz engendre

l'e�ondrement de la structure constitu�ee de ballast.

Le bourrage n�ecessite des installations coûteuses en moyens humains et �nanciers,

avec des �equipements sp�eci�ques di�ciles �a mettre en place et �a suivre du point de vue

de la maintenance et de l'instrumentation. Pour �etudier le ballast sous ces contraintes,

Oviedo-Marlot (2001) a mis en place un dispositif moins sophistiqu�e. Il s'agit d'un banc

d'essai, appel�e \BOUBA", constitu�e d'une caisse en bois contenant du ballast1 r�eduit �a

l'�echelle 1=3, d'un quart de blochet en b�eton, d'un v�erin �a double e�et qui simule l'e�et de

serrage et d'un moteur �electrique muni d'un r�egulateur de fr�equence permettant de g�en�erer

une vibration sinuso��dale horizontale au niveau du bourroir. Le mouvement du bourroir �a

l'int�erieur de la caisse permet de vibrer le mat�eriau granulaire et le d�eplacement de la caisse

permet d'e�ectuer le serrage. Les r�esultats de l'exp�erience montrent que pour e�ectuer une

course de v�erin donn�ee, les forces de serrage d�ependent de la fr�equence de vibration. Ainsi,

1le ballast utilis�e r�epond aux crit�eres des normes fran�caises [NF F 53-695]
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Oviedo-Marlot distingue trois comportements possibles selon les fr�equences de vibration :

1. Faibles fr�equences (f < 25 Hz) : le mat�eriau se comporte comme un \solide", la

r�esistance du ballast est importante, le v�erin atteint la �n de sa course mais avec

des arrêts de faible dur�ee et les e�ets de vibration ne perturbent pas les contacts

des grains ;

2. Moyennes fr�equences (25 Hz < f < 50 Hz) : le mat�eriau a un comportement \vis-

queux", la r�esistance du ballast est relativement plus faible, le d�eplacement continu

du v�erin montre l'e�et de la vibration sur l'�echantillon et le contact des grains de-

vient plus perturb�e ;

3. Hautes fr�equences (f > 50 Hz) : le mat�eriau se comporte comme un \liquide", le

ballast ne pr�esente aucune r�esistance au serrage, l'amas de grains de ballast est

totalement liqu�e��e.

Les trois types d'essais et notamment l'essai BOUBA permettent de montrer que la

fr�equence est un param�etre important qui peut engendrer un passage d'un �etat \quasi-

solide"�a un �etat\quasi-uide"du ballast. La fr�equence n'est toutefois pas le seul param�etre

qui permet un tel passage (Thomas et al. (1989)).

1.2.5 Probl�ematique de s�egr�egation

L'�etude d'�ecoulement de mat�eriaux granulaires dans un cylindre tournant a d�ebut�e

avec l'exp�erience d'Oyama en 1939. L'exp�erience consiste �a m�elanger deux classes de

billes de mêmes mat�eriaux mais de tailles di��erentes et �a les introduire dans un tambour

tournant. Le m�elange subit une s�egr�egation qui fait apparâ�tre des tranches tout au long

de l'axe du tambour. D'autres chercheurs se sont int�eress�es �a d'autres aspects du pro-

bl�eme ; Rajchenbach (1998) a montr�e exp�erimentalement que l'inclinaison de sable dans

un cylindre tournant d�epend de fa�con non-lin�eaire de la vitesse angulaire de rotation.

En outre, il a remarqu�e que l'�ecoulement dans un cylindre tournant engendre un ph�eno-

m�ene de convection ; le nombre de cellules de convection d�epend de la vitesse angulaire

de rotation. P�oschel et Buchholtz (1995) ont v�eri��e les r�esultats pr�ec�edents, mais ils ont

remarqu�e qu'en revanche le ph�enom�ene de \stick-slip" (qu'on d�ecrira plus tard) apporte

des instabilit�es aux cellules de convection et des irr�egularit�es de la vitesse d'�ecoulement

avec le temps.

Ce paragraphe re�ete qu'une manipulation aussi simple que la mise en vibration ou

en rotation d'un r�ecipient rempli de mat�eriau granulaire, produit des ph�enom�enes com-
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plexes et int�eressants. Mais, la majorit�e de ces ph�enom�enes �echappe �a l'analyse et �a la

compr�ehension.

1.3 Ph�enom�ene de tassement sous vibration

1.3.1 Loi de Chicago

Cette section pr�esente certains r�esultats exp�erimentaux qui ont �et�e obtenus a�n d'ex-

pliquer le ph�enom�ene de tassement. Les mat�eriaux granulaires comportent des consti-

tuants de tailles relativement importantes tels que les poudres, les sables et les graves.

Par cons�equent, ils ne peuvent pas être consid�er�es comme des syst�emes thermiques tant

que les uctuations thermiques sont n�egligeables par rapport aux forces gravitationnelles

et aux forces d'inertie. Pourtant, des travaux de recherche active sont en cours pour prou-

ver l'existence d'une analogie entre les syst�emes thermiques et les milieux granulaires

notamment quand ceux-ci sont pr�edispos�es �a des vibrations. Une th�eorie statistique a

�et�e �etablie a�n de d�ecrire l'�evolution des poudres sous vibration (Edwards et Oakeshott

(1989), Mehta et Edwards (1989), Edwards et Moun�eld (1994)). Motiv�es par cette th�eo-

rie, Nowak et al. (1998) ont �etudi�e la compaction des mat�eriaux granulaires con�n�es sous

vibration. Ils ont utilis�e des grains sph�eriques monodisperses de diam�etre 2 mm con�n�es

dans un tube de diam�etre 1:88 cm et de longueur 1 m. L'excitation consiste �a appliquer des

cycles sinuso��daux discrets de fr�equences 30 Hz. Les r�esultats exp�erimentaux ont conduit

�a une d�ependance de la fraction solide en fonction du temps donn�ee par :

� = �1 � (�1 � �0)

1 +B ln(1 + t=�)
(1.1)

o�u �0 et �1 sont les fractions solides initiales et �nales, � est un temps caract�eristique et

B est un param�etre d'interpolation sans interpr�etation physique. Dans le même contexte,

Pouliquen et al. (2003) ont �etudi�e l'e�et du cisaillement cyclique sur la compaction des

mat�eriaux granulaires. Pour ce faire, ils ont consid�er�e des �echantillons parall�el�epip�ediques

de dimensions 7:7 cm � 10:2 cm � 10:5 cm constitu�es de particules monodisperses de dia-

m�etre 3 mm. Bien qu'ils n'aient pas propos�e de relations empiriques d�ecrivant la variation

de la fraction solide en fonction du temps, les r�esultats pr�esent�es montrent une allure loga-

rithmique. D'autres travaux ont �et�e r�ealis�es pour �etudier le ph�enom�ene de compaction des

mat�eriaux granulaires sous di��erents modes d'excitation. A titre indicatif, Ribiere et al.

(2005) ont v�eri��e la validit�e de la loi empirique (1.1) dans le cas de grains non uniformes et
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d'aspects physiques comparables tels que le riz basmati ou arrondi. Ils ont remarqu�e que

l'allure globale de la loi de compaction est qualitativement ind�ependante de la forme des

grains. Ces observations ont �et�e con�rm�ees par les travaux exp�erimentaux de Villarruel

et al. (2000) consacr�es �a l'�etude de la compaction de mat�eriaux granulaires anisotropes

constitu�es de barres monodisperses de nylon. Plus r�ecemment, Ludewig et al. (2006) a

utilis�e un m�elange de grains carr�es ou de forme en "T" a�n de v�eri�er la validit�e de la loi

de Chicago (1.1) et de comprendre l'e�et du m�elange sur la mobilit�e des grains. Il faut

noter toutefois que les acc�el�erations introduites au cours de ces essais sont relativement

�elev�ees par rapport �a la gravit�e. Richard et al. (2003) ont �etudi�e l'e�et de la vibration ver-

ticale couvrant une plage d'acc�el�eration de 0 �a 30 ms�2 sur des �echantillons granulaires.

La microtomographie par rayons X leur a permis d'�etudier la structure g�eom�etrique des

�echantillons au cours de la compaction. Les r�esultats ont r�ev�el�e que la distribution des

pores suit une distribution exponentielle dont la dispersion diminue avec l'acc�el�eration.

Bien qu'empirique, la loi de Chicago (1.1) est une relation int�eressante qui a �et�e v�e-

ri��ee pour di��erentes formes et caract�eristiques m�ecaniques des grains et di��erentes sol-

licitations. Cependant, cette loi concerne essentiellement des mat�eriaux vibr�es par le bas

(\shaking") et d'autre part elle est obtenue par ajustement et ses param�etres sont di�ciles

�a interpr�eter physiquement.

1.3.2 Caract�erisation du d�eplacement r�esiduel avec des essais

classiques

Une autre approche de recherche concernant les mat�eriaux granulaires a �et�e initi�ee

ind�ependamment de l'approche statistique depuis les ann�ees soixante-dix. Cette approche

a pour but la description des mat�eriaux de construction tels que les graves non trait�ees, le

ballast et le micro-ballast utilis�es dans les chauss�ees et les plateformes des chemins de fer.

Ces mat�eriaux sont g�en�eralement sujets �a des charges cycliques �a cause du tra�c. Avec des

vitesses de v�ehicules de plus en plus �elev�ees et des normes de confort et de s�ecurit�e de plus

en plus strictes, la compr�ehension du comportement des mat�eriaux granulaires sous solli-

citations rapides est devenue cruciale. Des travaux de recherches d'envergure consid�erable

ont �et�e r�ealis�es a�n d'expliquer le ph�enom�ene de tassement des mat�eriaux granulaires sous

chargement cyclique a�n de relier les d�eformations permanentes �a di��erents param�etres

tels que le nombre de cycles de chargement, la d�eformation �elastique verticale, les d�epla-

cements verticaux et horizontaux coupl�es, ainsi que les vitesses des trains. Shenton (1978)
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est l'un des pionniers de l'�etude du ph�enom�ene de tassement dans le ballast. Il a conduit

des essais triaxiaux sur des �echantillons de granulom�etrie allant de 13 �a 38 mm. Pour

la majorit�e des essais, le diam�etre de l'�echantillon �etant de 229 mm et la hauteur de 250

mm. Les signaux appliqu�es ont couvert des contraintes axiales allant de 0 �a 400 kPa et des

fr�equences allant de 0:1 �a 30 Hz. En revanche, le nombre de cycles �etait limit�e �a environ

50. Les r�esultats exp�erimentaux ont montr�e que le tassement axial peut s'�ecrire sous la

forme :

�N = �1(1 + 0:2 lnN) (1.2)

o�u �N repr�esente la d�eformation axiale permanente correspondant au cycle N . D'apr�es

Shenton (1978), �1, d�eformation permanente correspondant au premier cycle, d�epend es-

sentiellement de la fraction solide �. Avec son unique param�etre, la loi de Shenton a

l'avantage d'être facile �a utiliser, mais elle n'o�re pas beaucoup de exibilit�e pour ex-

pliquer d'autres ph�enom�enes qui peuvent se produire �a cause du chargement cyclique et

notamment l'e�et de la vitesse. Une loi similaire a �et�e propos�ee par Barksdale (1972),

cette loi s'�ecrit comme suit :

�N = a+ b lnN (1.3)

o�u a et b sont des grandeurs qui d�ependent de la pression hydrostatique p et de la contrainte

d�eviatorique q. Paute et al. (1988) ont introduit une nouvelle expression qui d�ecrit la

d�eformation axiale permanente des graves :

�N = f(p; q)� g(N) (1.4)

o�u p et q sont les invariants du tenseur de contraintes et N est le nombre de cycles.

Des expressions similaires ont �et�e propos�ees pour d�ecrire les d�eformations dans les autres

directions principales. Dans la description pr�esent�ee ci-dessus, l'id�ee de base r�eside dans

la s�eparation de variables et dans la d�ependance du tassement par rapport aux e�orts

appliqu�es. Ainsi, f est une fonction des contraintes d�eviatoriques et hydrostatiques et g

est une fonction de forme qui d�epend uniquement du nombre de cycles. D'apr�es Paute

et al. (1988), ces fonctions peuvent être exprim�ees comme suit :(
f(p; q) = a qmax

pmax�m
g(N) =

p
N

D+
p
N

(1.5)

o�u a etD sont des param�etres de r�egression, qmax et pmax sont les contraintes d�eviatoriques

et hydrostatiques maximales et m correspond �a l'intersection entre la droite limite et l'axe
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des contraintes hydrostatiques. Bien que cette loi ne soit pas logarithmique, elle peut être

ajust�ee aux r�esultats exp�erimentaux grâce �a ses nombreux param�etres. Ce mod�ele signi�e

que (i) la d�eformation permanente est n�egligeable quand la contrainte est hydrostatique,

(ii) la d�eformation permanente est in�nie quand les contraintes d�eviatorique et hydrosta-

tique sont sur la droite limite et (iii) la d�eformation permanente d�epend du ratio qmax

pmax�m .

Hornych et al. (1993) ont montr�e que la loi ci-dessus est un cas particulier d'une loi plus

g�en�erale qui s'�ecrit sous la la forme :

�N = �100 + A

"
1�

�
N

100

��B#
(1.6)

Plus tard, Paute et al. (1994) ont am�elior�e la loi ci-dessus en montrant empiriquement

que le param�etre A peut être reli�e aux contraintes comme indiqu�e par l'�equation (1.5). La

relation (1.6) a �et�e introduite pour des applications techniques dans la norme fran�caise

NF P 98-235-1. P�erez et al. (2006) ont �etudi�e �a l'aide de l'essai triaxial le tassement des

mat�eriaux granulaires dans des chauss�ees en Espagne. Ils ont compar�e les r�esultats obtenus

avec le mod�ele de Hornych (1.6) de la forme ANB + C. Les relations (1.2), (1.3), (1.4),

(1.6) pr�esent�ees ci-dessus et d'autres relations empiriques rapport�ees par Lekarp (1998)

ont �et�e �etablies �a l'aide de l'essai triaxial.

1.3.3 Tassement du micro-ballast

Les mat�eriaux granulaires partiellement con�n�es ont fait l'objet d'un int�erêt consid�e-

rable surtout �a l'�Ecole Nationale des Ponts et Chauss�ees (ENPC). La plupart des travaux

qui ont �et�e r�ealis�es dans ce sens consistent �a �etudier le comportement d'�echantillons de di-

mensions r�eduites et de d�eduire le comportement du ballast par similitude. Contrairement

aux essais �a l'�echelle 1, les essais de dimensions r�eduites sont plus faciles �a r�ealiser dans

les conditions de laboratoire avec des coûts moindres et une meilleure r�ep�etabilit�e. Gu�erin

(1996) a men�e des essais exp�erimentaux sur des �echantillons de micro-ballast �a l'�echelle

1 :3 de dimensions 500 mm�500 mm avec une hauteur initiale de 100 mm. L'�echantillon

est partiellement con�n�e et la sollicitation est appliqu�ee moyennant un blochet cylindrique

en acier de diam�etre 192 mm. Les sollicitations ont couvert une plage d'amplitudes al-

lant de 0 �a 45 kPa avec des fr�equences allant jusqu'�a 50 Hz. Gu�erin (1996) a montr�e que

le tassement dans l'intervalle des actions d�ecrites ci-dessus peut être repr�esent�e par une

loi de puissance qui relie le tassement �a la \d�eexion �elastique", d�e�nie comme �etant le
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d�eplacement �elastique moyen sous le blochet :

d�

dN
= �d� (1.7)

o�u d repr�esente la d�eexion �elastique, � et � sont deux param�etres d'ajustement qui

d�ependent de la rigidit�e des mat�eriaux constituant les grains. Plus tard, Bodin (2000) a

�etudi�e le tassement des mat�eriaux granulaires sous chargement lat�eral et vertical coupl�es.

Elle a utilis�e des �echantillons de micro-ballast �a l'�echelle 1 :3 et elle a abouti �a une

loi de tassement similaire qui fait intervenir les d�eexions dans les deux directions de

sollicitation :

d�i
dN

= �kdk�di (1.8)

o�u i est l'une des directions de sollicitation et  est une constante qui d�epend de la forme

des grains. Al-Shaer (2005) a am�elior�e le dernier banc d'essai en utilisant trois traverses

munies de trois v�erins qui simulent le d�ephasage de l'excitation entre blochets induit par

le passage de trains. L'objectif de l'essai est d'�etudier l'e�et de la d�eexion �elastique, de

la vitesse et de l'acc�el�eration sur la d�eformation permanente des voies ferr�ees.

Dans le même contexte, McDowell et al. (2005) a envisag�e une proc�edure exp�erimen-

tale a�n d'�etudier la faisabilit�e des essais cycliques dans des enceintes au laboratoire.

L'�echantillon granulaire est constitu�e de 60% (par rapport au poids total) de particules de

25 �a 37:5 mm de taille et de 40% de particules de 37:5 �a 50 mm de taille. L'�echantillon est

contenu dans une enceinte de 70 cm � 45 cm � 30 cm repr�esentant une portion de couche

de ballast. Les essais ont �et�e r�ealis�es en utilisant di��erents types de ballast et le charge-

ment appliqu�e comporte un million de cycles. Les r�esultats sous forme de tassement par

rapport au nombre de cycles ont �et�e compar�es en terme de rigidit�e des mat�eriaux et de leur

d�egradation a�n de montrer que de telles enceintes de ballast �etaient un outil performant

pour l'�etude du comportement du ballast sous de telles sollicitations. On note toutefois

que ces essais n'ont pas montr�e l'e�et de l'acc�el�eration sur le tassement du ballast.

1.4 Tribologie et lois de contact

Les milieux granulaires ont un comportement rh�eologique riche ; on peut citer des

m�ecanismes aussi vari�es que le glissement, le roulement des grains, la friction au niveau

des surfaces de contact, la friction avec la paroi et la dilatance. L'arrangement des grains

ainsi que l'historique inue aussi sur les interactions entre les constituants du milieu.
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1.4.1 Frottement, les lois de base

Le frottement peut avoir lieu lorsqu'il y a mouvement relatif entre deux solides en

contact ou plus. Le frottement sec correspond �a la force de r�esistance entre deux solides en

contact et le frottement uide d�ecrit les forces de r�esistance dans un uide en �ecoulement.

Leonardo Da Vinci (1452-1519) fut l'un des premiers chercheurs ayant essay�e d'expliquer

le ph�enom�ene de frottement. Il a propos�e deux lois de base : la premi�ere indique que la

force de frottement est ind�ependante de la surface de contact apparente entre les objets

et la deuxi�eme stipule que la force de frottement est proportionnelle �a la force normale

appliqu�ee. Les observations de Da Vinci n'ont pas �et�e publi�ees. Amontons a red�ecouvert

ind�ependamment les deux lois de frottement en 1699. Il pensait toutefois que le frottement

�etait dû essentiellement �a la rugosit�e des surfaces en contact. En 1785, Coulomb a v�eri��e

les travaux d'Amontons et les a compl�et�es en montrant qu'avant le mouvement relatif

de deux solides en contact, la force de frottement augmente jusqu'�a atteindre une valeur

maximale (frottement statique). Il a consid�er�e aussi que le frottement sec est ind�ependant

de la vitesse relative des solides en interaction (Fig. 1.2-a).

Fig. 1.2: Ph�enom�ene de \stick-slip"
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Le tribologiste F. P. Bowden a donn�e une explication physique des lois de frottement,

en 1950. Il a stipul�e que l'aire r�eelle de contact, form�ee d'asp�erit�es ne repr�esente qu'une

petite partie de l'aire de contact apparente. Lorsque l'e�ort normal augmente, davantage

d'asp�erit�es des deux solides entrent en contact et la surface fonctionnelle augmente. Selon

l'hypoth�ese de Bowden, la force de frottement d�epend de l'aire r�eelle de contact. L'inven-

tion du microscope �a force atomique en 1986 a con�rm�e cette hypoth�ese et a beaucoup

aid�e les chercheurs �a comprendre et �a �etudier les ph�enom�enes de frottement �a l'�echelle

microscopique.

La th�eorie de contact �elastique entre deux sph�eres a �et�e d�evelopp�ee par Hertz en 1882

pour le contact normal et par Mindlin et Deresiewicz en 1953 pour le contact tangentiel.

La g�en�eralisation de ces lois de contact pour le cas oblique n'est pas facile (Di Renzo et

Maio (2004)). En e�et, les travaux de Mindlin et Deresiewicz d�emontrent qu'�a cause de

la pr�esence de glissement tangentiel, la relation force-d�eplacement d�epend de l'histoire du

chargement, et du taux de changement instantan�e de la force ou du d�eplacement tangentiel

et normal.

1.4.2 Contact normal et loi de Hertz

En cas d'absence de d�eplacement tangentiel, l'�evolution du syst�eme peut être d�ecrite

par une relation non lin�eaire, mais facile �a prendre en compte. Le calcul e�ectu�e par

Hertz dans le cadre de l'hypoth�ese de petites perturbations et pour des surfaces de solides

�elastiques, homog�enes et isotropes et non frottants, permet de d�ecrire le contact binaire.

En e�et, le rayon de contact entre les particules a, le d�eplacement � et la pression de

contact p0 s'expriment en fonction du rayon de courbure �equivalentR
�, du module d'Young

�equivalent E� et de la force normale N1 :

a =

�
3NR�

4E�

� 1
3

(1.9)

� =
a2

R� (1.10)

p0 =
3N

2�a2
(1.11)

1Ces r�esultats ont �et�e rapport�es aussi par Johnson (1985)
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o�u la relation entre l'e�ort normal N et le d�eplacement � est :

N = Kn�
3
2 (1.12)

La constante �elastique normale est d�eduite �a partir des caract�eristiques m�ecaniques des

deux mat�eriaux en contact :

Kn =
4

3
E�pR� (1.13)

Le module d'Young et le rayon �equivalents sont d�e�nis par :

1

E� =
1� �2�
E�

+
1� �2�
E�

1

R� =
1

R�
+

1

R�

(1.14)

o�u (E�; ��), (E�; ��) sont les constantes �elastiques respectives des mat�eriaux � et � en

contact. Il est utile de rappeler que l'hypoth�ese de quasi-staticit�e est v�eri��ee �etant donn�e

que les vitesses de d�eformation sont tr�es inf�erieures aux vitesses des ondes �elastiques des

mat�eriaux en collisions (Azanza (1998)). Cependant, l'hypoth�ese d'�elasticit�e n'est pas

r�eellement adapt�ee ; un choc de deux grains constitu�es de mat�eriaux usuels en g�enie civil

(m�etaux, roches, etc.) peut engendrer des d�eformations irr�eversibles même �a des vitesses

de l'ordres de quelques centim�etres par seconde.

1.4.3 Proc�edure de Mindlin et Deresiewicz

D'apr�es la loi de Hertz, l'e�ort normal ainsi que le rayon de l'aire de contact sont

constants lorsque le d�eplacement normal est constant. Dans ce cas de �gure, il est possible

de relier l'e�ort tangentiel au d�eplacement tangentiel. Le probl�eme devient plus compliqu�e

lorsque les d�eplacements tangentiel et normal varient simultan�ement. Di Renzo et Maio

(2004) ont propos�e une proc�edure incr�ementale reliant les e�orts et les d�eplacements

tangentiels :

F = F0 +Kt(�t � �t0) (1.15)

L'e�ort tangentiel actuel est calcul�e en consid�erant l'e�ort tangentiel pr�ec�edent et l'in-

cr�ement de d�eplacement tangentiel. Avec une telle proc�edure incr�ementale, l'histoire de

chargement se r�eduit �a l'e�ort tangentiel de l'incr�ement pr�ec�edent. La pr�ecision de calcul

de l'histoire de chargement d�epend du calcul de la constante de raideur tangentielleKt. En
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mode de chargement et lorsque le d�eplacement normal est constant, cette raideur s'�ecrit :

Kt = Kt0

�
1� F

�N

� 1
3

(1.16)

o�u � est le coe�cient de frottement, Kt0 = 8G�pR��n est la constante de raideur initiale

et 1
G�

= 1���
G�

+
1���
G�

est le module de cisaillement �equivalent des deux corps en contact.

L'e�ort tangentiel maximal est toutefois limit�e par la loi de Coulomb. Mindlin et

Deresiewicz (1953) ont montr�e que le chemin de d�echargement est l�eg�erement di��erent

du chemin de chargement �a cause des micro-glissements entre les surfaces de contact.

Dans ce cas de �gure, Mindlin et Deresiewicz proposent une formule qui d�ecrit la raideur

tangentielle en tenant compte de l'e�ort de retour au chargement F1 :

Kt = Kt0

�
1� F1 � F

�N

� 1
3

(1.17)

Une formule analogue d�ecrivant le rechargement a �et�e propos�ee pour corriger de nouveau

la raideur des e�orts tangentiels. La raideur de rechargement d�epend du point de retour

au chargement F2 :

Kt = Kt0

�
1� F � F2

�N

� 1
3

(1.18)

Ainsi, le cycle de chargement-d�echargement-rechargement peut se pr�esenter sous forme

d'hyst�er�esis. Il serait int�eressant d'�etudier ce type de comportement pour un mat�eriau

granulaire, sous di��erentes fr�equences de sollicitation.

1.4.4 Ph�enom�ene de \stick-slip"

Pour expliquer les ph�enom�enes vibratoires au niveau des interfaces, Bowden et Leben

(Voir Christopher (2000) par exemple) ont introduit le terme \stick-slip". C'est un ph�eno-

m�ene qui peut avoir lieu quand le frottement statique Fs d�epasse le frottement dynamique

Fd. Le mod�ele de Coulomb (Fig. 1.2-b) explique le frottement avec \stick-slip". Ce mod�ele

est toutefois loin d'être physiquement r�ealiste puisqu'�a vitesse relative nulle, il peut y

avoir plus qu'un niveau de frottement. Une telle singularit�e peut s'av�erer contraignante

lors de l'int�egration du mod�ele dans un code de simulation. En 1991, Haessig et Friedland

ont introduit un mod�ele continu (Fig. 1.2-c) pour surmonter les probl�emes de singulari-

t�es du mod�ele de Coulomb. L'inconv�enient principal de ce mod�ele appel�e \classique" est
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qu'il permet au solide d'acc�el�erer même si la force externe est inf�erieure �a la limite de

frottement. Pour surmonter les probl�emes de singularit�e du mod�ele de Coulomb, Karnopp

(1985) a introduit un nouveau mod�ele (Fig. 1.2-d) caract�eris�e par une bande au voisinage

de la vitesse nulle o�u le syst�eme est forc�e d'être en blocage (\sticking"). A l'int�erieur de

cette bande, la vitesse relative des corps en contact est nulle et la force de frottement est �a

l'int�erieur du cône de Coulomb. Lorsque la vitesse relative franchit la bande de blockage,

la force de frottement chute de Fs �a Fd et le syst�eme entame une phase de glissement

relatif (\slipping").

1.4.5 Loi de Coulomb et condition de Signorini

Le frottement est g�en�eralement dû aux �etats de surface de deux corps en contact. Il

peut d�ependre des vitesses de glissement vt et s'exprime sous forme d'e�orts de r�eaction R.

Le frottement sec entre deux solides correspond �a la composante tangentielle de r�eaction

T . C'est un e�ort qui peut s'exercer sans qu'il y ait glissement entre les corps, celui-ci ne se

produit que lorsque la r�eaction tangentielle franchit un seuil bien d�etermin�e. Dans la loi de

Coulomb, le seuil est proportionnel �a la composante normale de la r�eaction N . Ceci signi�e

que l'e�ort de frottement se situe dans un cône (le cône de Coulomb) kTk � �N , o�u �

est le coe�cient de frottement. Lorsque le glissement se d�eclenche, l'e�ort de frottement

atteint le seuil et reste oppos�e �a la vitesse de glissement. La relation entre l'e�ort de

frottement et la vitesse tangentielle est illustr�ee par la �gure 1.2-a.

Dans le cas de contact unilat�eral, les particules se chevauchent sans interp�en�etration

ou attraction. Ceci signi�e que le gap g et les e�orts de r�eaction entre les particules sont

positifs. Les e�orts de r�eaction s'annulent d�es la rupture du contact. Cette relation est

connue sous le nom de Condition de Signorini : g � 0; N � 0; gN = 0. La condition

de Signorini d�ecrit rigoureusement le contact unilat�eral dans le cas de contact de solides.

Pour am�eliorer cette description, on peut faire appel aux lois de chocs et aux formules de

restitution de Newton (Azanza (1998)).

1.5 Mod�eles discrets

Contrairement �a la simulation des milieux continus qui ne permettent pas d'acc�eder

aux grandeurs physiques �a l'�echelle des grains, l'approche discr�ete donne plus de souplesse.

Elle permet de mod�eliser s�epar�ement les particules qui constituent le milieu granulaire et
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de suivre leurs �evolutions au cours du temps. Cependant, l'approche discr�ete est plus

di�cile �a mettre en oeuvre puisqu'elle est �evidemment tr�es coûteuse en temps de calcul2.

Pour �ecrire un code de calcul et simuler le comportement de mat�eriaux granulaires, il faut

tenir compte de quatre �etapes fondamentales (M�uller (1996)) :

1. Choisir l'espace de travail (deux ou trois dimensions) et d�ecider de la g�eom�etrie et

du nombre de grains ;

2. Mettre en oeuvre un algorithme de d�etection de contact. Cette �etape est souvent

la plus coûteuse, le nombre d'op�erations d�epend du nombre et de la g�eom�etrie des

grains ;

3. D�ecrire l'�evolution du milieu en programmant les lois qui r�egissent les interactions,

les d�eplacements et les e�orts ;

4. Visualiser les r�esultats obtenus par simulation.

Dans le cadre de cette th�ese, on s'int�eresse surtout �a la mod�elisation discr�ete des mi-

lieux granulaires. Les principaux courants de cette mod�elisation discr�ete sont les mod�eles

newtoniens et les approches non d�eterministes. Les mod�eles newtoniens reposent sur la

m�ecanique classique. Parmi ces mod�eles, on peut distinguer la m�ethode de pilotage par

�ev�enement (ED), la m�ethode de Dynamique de Contact (DC) et la m�ethode de Dynamique

Mol�eculaire (DM). Les mod�eles non d�eterministes reposent par exemple sur la m�ethode

de Monte Carlo.

1.5.1 Pilotage par �ev�enement

La m�ethode de pilotage par �ev�enement repose sur la r�esolution de probl�emes de col-

lisions de corps ind�eformables. Par corps ind�eformables, on entend que les d�eformations

sont tellement petites que le corps est suppos�e rigide �a l'�echelle macroscopique. La descrip-

tion des collisions des particules rigides est bas�ee entre autres sur les travaux de Mindlin

et Deresiewicz (1953). D'apr�es Luding (1998), la description de l'�evolution de corps in-

d�eformables n�ecessite la connaissance de trois coe�cients : le coe�cient en qui d�e�nit la

restitution incompl�ete de la vitesse des particules subissant le choc, dans la direction nor-

male au point de contact, le coe�cient et qui d�ecrit la restitution de la vitesse tangentielle

au point de contact et le coe�cient de frottement � des deux corps. On consid�ere deux

2Le temps de calcul est di��erent du temps r�eel, c'est le temps n�ecessaire pour simuler un �ev�enement

donn�e.
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particules � et � de diam�etres d� et d� et de masses m� et m�. Le vecteur normal unitaire

de contact entre les particules est :

n�� =
r� � r�
kr� � r�k (1.19)

o�u rj est un vecteur entrant au centre de la particule j (j = �; �). La vitesse relative du

point de contact est :

v�� = v� � v� �
�
d�
2
w� +

d�
2
w�

�
^ n�� (1.20)

o�u vj et wj sont les vitesses lin�eaire et angulaire de la particule j, juste avant la collision.

Les lois de conservation de la quantit�e de mouvement et du moment cin�etique impliquent

que :

v0� = v� +
�P

m�

v0� = v� � �P

m�

(1.21)

w0� = w� +
d�
2I�

n ^�P

w0� = w� � d�
2I�

n ^�P
(1.22)

o�u v0j et w0j sont les vitesses lin�eaire et angulaire inconnues de la particule j, apr�es la

collision, Ij est le moment d'inertie de la particule j et �P est la variation de la quantit�e

de mouvement de la particule (sachant que le moment d'inertie d'une sph�ere est de la

forme I = 2
5
mr2) :

�P =
m�m�

m� +m�
(1 + en)v

n
�� +

2

7

m�m�

m� +m�
(1 + et)v

t
�� (1.23)

o�u n et t d�esignent respectivement les directions normale et tangentielle. Dans le cas

particulier o�u la particule � entre en contact avec la paroi �xe du r�ecipient, la masse m�

tend vers l'in�ni et le diam�etre d� tend vers z�ero de telle sorte que la particule � joue

le rôle de la paroi �xe. Ainsi, connaissant les vitesses des particules avant le choc, les

trois coe�cients permettent de d�eterminer l'evolution du milieu apr�es le choc. Dans ce

cas de �gure, le mouvement des grains n'est pas d�ecrit par l'int�egration de la relation

fondamentale de la dynamique mais il est d�ecrit par des s�equences de collisions entre

lesquelles les vitesses restent constantes. La m�ethode ne traite pas les contacts maintenus

et ne se prête pas aux cas quasi-statiques ou �a l'�equilibre, mais fonctionne bien dans le

cas des milieux fortement agit�es.
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1.5.2 Dynamique des contacts

La m�ethode de dynamique des contacts a �et�e initi�ee par J. J. Moreau et M. Jean

au d�ebut des ann�ees quatre-vingt-dix. C'est une approche particuli�erement �able pour

l'�etude de mat�eriaux granulaires aux constituants ind�eformables tant en statique qu'en

dynamique. La m�ethode de dynamique de contact consiste �a r�esoudre les �equations de

mouvement d'un ensemble de particules comme suit (Moreau (1993), Jean (1999), Azanza

(1998) et Oviedo-Marlot (2001)) :

M �q = F (q; _q; t) + r (1.24)

o�u M est une matrice de masse sym�etrique d�e�nie positive, F (q; _q; t) sont les e�orts

externes au milieu granulaire et r est une repr�esentation des impulsions exerc�ees en l'oc-

currence des contacts. La forme discr�ete de l'�equation (1.24) sur un intervalle de temps

]ti; ti+1] de longueur �t s'�ecrit :

M� _q(ti) = r�t (1.25)

En tenant compte de la relation (1.20), en inversant la matrice de masse et en rempla-

�cant les coordonn�ees g�en�eralis�ees par leurs valeurs, on aboutit �a des �equations de la forme

suivante pour tout couple de contact (�; �) :

�vn�� = (
1

m�
+

1

m�
)N�� +

1

m�

X
�6=�

R��:n�� � 1

m�

X
�6=�

R��:n�� (1.26)

�vt�� = (
1

m�
+

1

m�
+
d2�
I�

+
d2�
I�
)T�� +

1

m�

X
�6=�

R��:t�� � 1

m�

X
�6=�

R��:t��

+
d2�
I�

X
�6=�

T�� +
d2�
I�

X
�6=�

T��

(1.27)

o�u R�� est l'impulsion transmise par la particule � �a la particule � pendant le temps

�t et T�� est la partie tangentielle de cette impulsion. Quand il y a une collision entre les

grains � et �, pendant le temps d'int�egration, la dynamique de contact permet d'�ecrire
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une relation entre les vitesses relatives avant "-" et apr�es "+" l'impact et les coe�cients

de restitution. Elle permet par cons�equent de d�eduire une vitesse relative de la forme :

~vn�� =
vn+�� + env

n�
��

1 + en
;~vt�� =

vt+�� + etv
t�
��

1 + et
(1.28)

En tenant compte de ces relations, on peut d�eduire que les impulsions normale et

tangentielle peuvent s'�ecrire sous la forme :

N�� = ( 1
m�

+ 1
m�

)�1(1 + en)~v
n
�� + An

��

T�� = ( 1
m�

+ 1
m�

+ d2�
I�

+
d2�
I�
)�1(1 + et)~v

t
�� + At

��

(1.29)

Les seconds membres An
�� et A

t
�� �etant connus, les impulsions sont des fonctions a�nes

des vitesses. Ce syst�eme (1.29) admet une in�nit�e de solutions. C'est �a ce moment l�a que

l'on utilise le graphe de Signorini et celui de Coulomb. Des conditions suppl�ementaires

sont donc utilis�ees pour r�esoudre les �equations :

{ si An
�� < 0 alors N�� = 0 et ~vn�� 6= 0 ;

{ si An
�� � 0 alors N�� = An

�� et ~vn�� = 0 ;

D'autre part,

{ si kAt
��k � �N�� alors T�� = signe(~vt��)�N�� ;

{ si kAt
��k < �N�� alors T�� = At

�� et ~vt�� = 0 ;

Comme chaque impulsion sur un contact donn�e d�epend des impulsions des contacts

environnants, il est n�ecessaire d'avoir l'�equilibre �a chaque it�eration, il est donc n�ecessaire

de proc�eder de fa�con it�erative a�n qu'il y ait �equilibre tel que d�etaill�e dans (Jean (1999)).

1.5.3 Dynamique mol�eculaire

L'id�ee de base derri�ere l'application de la m�ethode de dynamique mol�eculaire pour

simuler le comportement des mat�eriaux granulaires a �et�e d�evelopp�ee par Cundall et Strack

au d�ebut des ann�ees quatre-vingts. L'algorithme de Cundall consiste �a discr�etiser le temps

et �a d�etecter, �a chaque incr�ement toutes les particules qui interagissent entre elles. Ainsi,

les e�orts exerc�es sont d�etermin�es de fa�con binaire et int�egr�es moyennant la seconde

loi de Newton en tenant compte des relations cin�etiques d�e�nissant les positions et les

orientations diverses des constituants du milieu. Les forces typiques qui peuvent agir

dans un milieu granulaire sont la force de gravitation, les actions de contact dues aux
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collisions des particules, les interactions �electrostatiques, les forces de Van der Waals et

les forces de coh�esion. Lorsqu'on s'int�eresse aux mat�eriaux granulaires de construction

tels que les ballasts ou les granulats de b�eton non coh�esifs, on n�eglige souvent les forces

inter-particulaires d'ordres �elev�es (les interactions �electrostatiques, les forces de Van der

Waals etc..). Les contributions des actions de contact deviennent alors pr�epond�erantes.

En e�et, les collisions orientent les mouvements des particules et les valeurs des actions

de contact peuvent atteindre plusieurs fois celles des e�orts gravitationnels.

Fig. 1.3: Mod�ele de contact de sph�eres d�eformables

La mod�elisation de contact des particules est encore �a l'ordre du jour, en e�et, plusieurs

si�ecles apr�es les r�eexions de Da Vinci et de Coulomb, on utilise toujours les mêmes

mod�eles �a des modi�cations pr�es. Pour tenir compte des d�eformations des particules, on

s'inspire du mod�ele de Hertz pour le contact normal (�equation 1.12) et de celui de Mindlin

et Deresiewicz pour le contact tangentiel (�equation 1.15). Les chercheurs Oviedo-Marlot

(2001), M�uller (1996), Da Cruz (2004) adoptent souvent l'approche de Cundall qui consiste

�a mod�eliser le contact en utilisant des combinaisons de ressort-amortisseur-patin dont ils

d�eterminent exp�erimentalement les param�etres de base pour les introduire dans les codes

de calcul. Il faut toutefois admettre que plus le mod�ele de contact est r�ealiste, plus il

comporte de param�etres et plus son utilisation est di�cile et peu fructueuse. Le mod�ele

de Cundall d�epend de l'interp�en�etration, � = 1
2
(d� + d�) � (r� � r�):n, des particules
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int�eragissantes � et �. Dans la direction normale, la particule � subit un e�ort r�epulsif :

Fel = kn(�n)
� (1.30)

o�u kn est un coe�cient d�ecrivant le caract�ere �elastique du contact et �n est la composante

normale de l'interp�en�etration. Dans le cas lin�eaire, le param�etre � vaut 1 et la r�epulsion

normale est mod�elis�ee par un ressort suivant la loi de Hooke. Dans le cas de sph�eres

�elastiques en trois dimensions, le contact est non lin�eaire, il faut consid�erer la loi de Hertz

pour laquelle � = 3
2
. En�n, lorsque le contact est conique, (Herrmann et Luding (1998)

a�rment que le param�etre � doit valoir 2. Dans la direction normale, la particule � subit

aussi l'action de l'e�ort dissipatif :

Fdiss = �n _�n (1.31)

o�u �n est un coe�cient ph�enom�enologique d�ecrivant l'amortissement visqueux. Dans le cas

d'un contact lin�eaire de type amortisseur-ressort, le syst�eme ob�eit �a une �equation di��eren-

tielle homog�ene de second ordre en �n dont la r�esolution montre que le temps de contact

est de dur�ee �c =
�
!
et que le coe�cient de restitution normal est de valeur � = e�

�$
! o�u

! =
p
!2
0 �$2, !2

0 = kn
m��

, $ = �n
2m��

et m�� =
m�m�

m�+m�
. Nous renvoyons le lecteur aux

r�ef�erences (Da Cruz (2004), Luding (1998)) pour une discussion plus approfondie. La com-

plexit�e du mod�ele de contact �a adapter d�epend de la particularit�e de l'application qu'on

d�esire traiter. Il est souvent important de consid�erer le frottement statique (Herrmann

et Luding (1998), Cundall et Strack (1971)). Il s'agit de d�ecrire l'e�ort de frottement en

consid�erant la loi de Coulomb ainsi que la force de restauration tangentielle �kt�, o�u kt
est la raideur tangentielle, � =

R t1
t0
vt��dt est le d�eplacement tangentiel et vt�� est la vitesse

tangentielle relative des deux particules en contact. Formellement, l'e�ort de frottement

statique s'exprime comme suit :

Ffr = �min(ktj�j; �N) (1.32)

Il est important de noter que l'e�ort de frottement Ffr s'oppose �a la direction du mou-

vement, d'o�u la pr�esence d'un signe (-). En tenant compte des e�orts d'interaction, il

est possible d'�ecrire les �equations du mouvement sous forme d'�equations di��erentielles

ordinaires que l'on r�esout num�eriquement. La m�ethode n'est toutefois �able que dans cer-

taines conditions pr�ecises : aux points de contact, l'interp�en�etration doit être faible par

rapport aux dimensions des particules, de plus, il faut choisir le pas de temps de fa�con

judicieuse. En se r�ef�erant aux travaux de Roux et Chevoir (2005), Da Cruz (2004) estime
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que le pas de temps doit être proportionnel au temps caract�eristique de collision. Da Cruz

(2004) pr�ecise �a titre indicatif que dans le cadre des d�eformations lentes, la constante de

proportionnalit�e est de l'ordre de 0:01. Cependant, lorsque les �ev�enements sont rapides,

cette constante doit être plus faible.

1.6 Mod�eles continus, concepts et limites

Il existe dans la litt�erature un nombre impressionnant de mod�eles continus qui d�e-

crivent les comportements des milieux granulaires. Ces comportements d�ependent de dif-

f�erents facteurs tels que la pr�esence de l'eau, la composition chimique, les caract�eristiques

m�ecaniques, la variation de la temp�erature etc. Dans le cadre de notre �etude, nous suppo-

sons que les grains sont de taille su�samment importante pour n�egliger les forces de faible

port�ee. De plus, nous supposons que les mat�eriaux sont secs et que les grains sont homo-

g�enes. Lorsque l'�evolution est consid�er�ee comme isotherme, la formulation d'un mod�ele de

comportement m�ecanique repose sur des hypoth�eses simples qui peuvent être satisfaites

pour di��erents types de mat�eriaux. Il s'agit de partir de l'in�egalit�e de Clausius-Duhem qui

s'�ecrit sous la forme _D = � : _�� _W (�;�) � 0. Cette in�egalit�e s'�etablit �a partir du premier

et du deuxi�eme principe de la thermodynamique. Dans cette expression, _D est le taux de

dissipation, � est la contrainte de Cauchy, � est la d�eformation, et _W est l'�energie libre (ou

de Helmholtz). Lors d'une �evolution isotherme, cette �energie d�epend de la d�eformation et

de variables d'�etats qui peuvent être aussi nombreuses que les m�ecanismes de dissipation

susceptibles d'a�ecter le comportement. La relation de Clausius-Duhem peut aussi être

exprim�ee sous la forme :

_D = � : _�� @W

@�
: _�� @W

@�
: _� � 0: (1.33)

Cette relation peut fournir un fondement th�eorique solide pour proposer des mod�eles de

comportements m�ecaniques. Dans la premi�ere section, nous pr�esentons quelques mod�eles

continus communs utilis�es pour d�ecrire les mat�eriaux granulaires, puis nous nous int�e-

ressons dans la deuxi�eme section �a un mod�ele particulier que nous avons impl�ement�e �a

l'aide de la proc�edure UMAT (Fortran) dans le code de calcul commercial Abaqus a�n de

d�ecrire le tassement dans un milieu granulaire sous sollicitation cyclique.
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1.6.1 �Elasticit�e

L'�elasticit�e repose sur l'hypoth�ese de conservation de l'�energie. La d�eformation est

donc compl�etement r�eversible ce qui signi�e que la dissipation est nulle. Dans ce cas,

l'�equation (1.33) est r�eduite �a (Lemaitre et Chaboche (2001)) :

� =
@W

@�
(1.34)

Les d�eformations sont prises in�nit�esimales, on peut donc �ecrire l'�energie libre sous forme

d'un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2 par rapport aux d�eformations principales (Salen�con

(2002)). A partir de cette description, on peut aboutir �a la loi de Hooke :

� = A : � (1.35)

o�u A est un tenseur d'ordre 4. Si le mat�eriau granulaire est anisotrope (argile, mat�eriaux

s�edimentaire sous forme de strates etc.), ce tenseur permet de tenir compte des directions

privil�egi�ees. En revanche, lorsque le mat�eriau est �elastique, isotrope et lin�eaire, deux co-

e�cients su�sent pour d�ecrire son comportement �elastique. On se limite g�en�eralement au

cas de comportement isotrope compte tenu de la marge d'erreur admise par les ing�enieurs

de m�ecanique des sols et de la di�cult�e d'identi�er exp�erimentalement les param�etres

caract�erisant le comportement anisotrope. Le comportement �elastique du mat�eriau peut

alors s'�ecrire sous la forme :

�ij = 2G�ij +

�
K � 2G

3

�
�kl�kl�ij (1.36)

cette �ecriture, dans laquelle �ij d�esigne le symbole de Kronecker, se lit en tenant compte

des indices r�ep�et�es. Les coe�cients G est le module de cisaillement et K est le module de

compressibilit�e. Contrairement aux m�etaux, les exp�eriences sur les mat�eriaux granulaires

montrent que ces modules ne sont pas constants. Dans la majorit�e des mod�eles de m�eca-

nique des sols ces modules d�ependent de l'�etat de contrainte. Dans le mod�ele de Lade et

Nelson (1987), �a titre d'exemple, ces modules d�ependent de la pression hydrostatique, de

la contrainte �equivalente de Von-Mises et de plusieurs param�etres d'ajustement.

1.6.2 Plasticit�e Parfaite

La plasticit�e repose d'abord sur la d�ecomposition de la d�eformation en partie �elas-

tique et partie plastique : � = �e + �p. D'apr�es Lubliner (1990), cette d�ecomposition est
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compatible avec l'existence d'une �energie W , telle que d�e�nie dans l'in�egalit�e (1.33), si et

seulement si W peut être d�ecompos�ee comme suit : W (�;�) = W1(� � �p;�) +W2(�).

Ainsi, la dissipation peut être �ecrite sous la forme :

_D =

�
� � @W

@�e

�
: _�e + � : _�p � @W

@�
: _� � 0: (1.37)

Une hypoth�ese classique (Lemaitre et Chaboche (2001), Lubliner (1990)) permet d'an-

nuler certains termes dans la relation pr�ec�edente. Il s'agit de supposer que les variables

�evoluent ind�ependamment. En se donnant une transformation pour laquelle les d�eforma-

tions plastiques et les variables internes sont conserv�ees ( _�p = 0, _� = 0 ), sachant que la

relation est valable pour tout _�e, on d�eduit que :

� =
@W

@�e
(1.38)

Par analogie, on d�e�nit des forces thermodynamiques correspondant aux variables in-

ternes. Le premier terme non nul de l'�equation (1.37) correspond �a la dissipation plastique

Di = � : _�p et le deuxi�eme correspond au reste des variables de dissipation. A ce niveau,

il convient de faire appel au principe de dissipation maximale. Ce principe stipule que

parmi les �etats de contraintes plastiquement admissibles �� 2 P, l'�etat de contrainte r�eel
rend maximale la dissipation plastique (Lemaitre et Chaboche (2001), Salen�con (2002),

Lubliner (1990)). Le terme plastiquement admissible est important puisqu'il sous entend

l'existence d'un domaine d�elimit�e par une fonction g(��) � 0. Pour simpli�er les calcul, on

suppose que cette fonction est convexe et qu'elle contient l'origine. Le principe de maxi-

mum de dissipation devient alors un probl�eme d'optimisation sous contrainte d'in�egalit�e

sous la forme :

� : _�p = � inf
g(��)�0

�� : _�p (1.39)

La r�esolution de ce probl�eme de minimisation sous contrainte d'in�egalit�e est classique et

comporte trois �etapes. La premi�ere consiste �a se donner un r�eel positif � et �a �ecrire le

Lagrangien L(�; �) = �� : _�p + �g(��), o�u � est appel�e multiplicateur de Lagrange. La

deuxi�eme �etape consiste �a maximiser le Lagrangien pour aboutir �a la r�egle d'�ecoulement :

�p = �
@g

@�
(1.40)

La troisi�eme �etape est sous forme de condition suppl�ementaire min(�g(�)) = 0. Cette

�etape implique que si g(�) > 0 alors � = 0. Ces conditions sont connus aussi sous
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le nom des conditions de compl�ementarit�e de Kuhn-Tucker. Ainsi, d�es qu'on connâ�t g,

le probl�eme d'�elastoplasticit�e peut être r�esolu. La technique qui vient d'être d�ecrite est

g�en�eralement applicable pour les m�etaux qui admettent un potentiel plastique, g, confondu

avec la fonction de charge f (mat�eriau standard ou associ�e). La fonction, f qui d�e�nit la

limite �elastique d'un mat�eriau est obtenue exp�erimentalement. Les mat�eriaux granulaire

ont comportement plutôt non associ�e o�u le potentiel g di��ere de de la fonction de charge

f . Au cours de l'�ecoulement plastique, la fonction f r�epond �a la condition de consistance

postul�ee par Drucker stipulant que pendant le chargement plastique, df = 0. Plusieurs

mod�eles de plasticit�e parfaite existent dans la litt�erature pour d�ecrire, f . Ils sont tous

identi��es exp�erimentalement. Nous en pr�esentons dans le tableau (1.1) quelques exemples

appliqu�es aux mat�eriaux granulaires.

Mod�ele Fonction, f Type de mat�eriaux

Tresca f(�) = �1 � �3 � 2c Argiles

Mohr-Coulomb f(�) = �1 � �3 � sin�(�1 + �3)� 2c sin� Di��erents M G

Drucker-Prager f(�) = �1I1 +
p
J2 � k Sables et argiles

Matsuoka-Nakai f(�) = I1I2
I3
� k Sables

Tab. 1.1: Surfaces de charges usuelles

La relation de consistance des surfaces de charge est importante pour calculer les

relations incr�ementales entre les contraintes et les d�eformations, aussi bien en plasticit�e

parfaite qu'en plasticit�e avec �ecrouissage. On verra plus tard que cette condition apporte

plus de exibilit�e aux mod�eles �elastoplastiques avec �ecrouissage.

1.6.3 �Ecrouissage

La relation de consistance permet d'aboutir �a une relation incr�ementale entre les

contraintes et les d�eformations. En g�en�eral, f d�epend du tenseur de contrainte de Cauchy,

� et d'un ensemble de param�etres a1; ::; an. Si ces param�etres permettent uniquement

l'expansion de la surface de charge, l'�ecrouissage est dit isotrope. En revanche, s'ils per-

mettent de translater la surface de charge, l'�ecrouissage est dit cin�ematique (1.5). Les

deux m�ecanismes peuvent être combin�es et on parle alors d'�ecrouissage mixte. En tenant

compte de la consistance, le th�eor�eme d'Euler permet de di��erencier la fonction, f , comme
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suit :

df =
@f

@�
: d� +

nX
i=1

@f

@ai
: dai (1.41)

A partir de la relation pr�ec�edente et de la r�egle d'�ecoulement (1.40), on aboutit �a une

relation incr�ementale entre la contrainte et la d�eformation comme le montre l'exemple

pr�esent�e dans le paragraphe suivant. L'�ecrouissage �elastoplastique isotrope des mat�eriaux

granulaires a �et�e introduit dans les ann�ees cinquante. Cette technique a connu un grand

succ�es apr�es l'introduction des mod�eles avec \cap" et des mod�eles de Cam-clay3.

Les mod�eles Cam-Clay

Les mod�eles Cam-Clay, comme leur nom l'indique, concernent essentiellement les ar-

giles, mais ils admettent une extension pour s'appliquer aux sables. Ils reposent sur trois

�el�ements principaux : une �elasticit�e non lin�eaire, une relation de contrainte-dilatance et

une surface de charge. On distingue essentiellement deux familles de mod�eles Cam-Clay

dont nous avons trac�e les surfaces de charge et les droites d'�etat critique sur les �gures

(1.4).

(a) (b)

Fig. 1.4: Les surfaces de charges des mod�eles Cam-Clay (a) original et (b) modi��e

Lorsque l'�etat de contrainte (p,q) est situ�e �a droite de la ligne critique, la surface

de charge subit une expansion que les chercheurs appellent �ecrouissage \sub-critique" ou

\mouill�e". Dans ce cas la contrainte q subit une croissance monotone par rapport �a la

d�eformation. En revanche, lorsque l'�etat de contrainte est situ�e �a gauche de cette ligne,

3 Mod�eles introduits par Roscaoe et ses �etudiants, dans les ann�ees cinquante, �a l'universit�e de Cam-

bridge pour d�ecrire les argiles d'o�u les termes \Cam" qui abr�ege Cambridge et \Clay" qui signi�e argile.
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le comportement est dit \sec" ou \super-critique". La courbe de variation de la contrainte

q par rapport �a la d�eformation admet alors un pic puis une �evolution adoucissante. Il

est important de noter �egalement que le mod�ele original et le mod�ele modi��e di��erent

non seulement par leurs surfaces mais aussi par leurs comportements �elastiques et leurs

relations contrainte-dilatation. Une description d�etaill�ee de ces di��erences a �et�e rappel�ee

par (Hicher and Shao (2002)).

Les cap-mod�eles

Contrairement aux mod�eles Cam-Clay d�ecrits par une seule surface de charge, les cap-

models sont d�ecrits par plusieurs surfaces. En e�et, il faut d'abord une premi�ere surface

conique de g�en�eratrice triangulaire (Matsuoka-Nakai), hexagonale (Mohr Coulomb), ou

circulaire (Drucker-prager), une deuxi�eme surface qui ferme la premi�ere au niveau des axes

de compression isotrope (appel�ee aussi\cap"), et �eventuellement une troisi�eme surface pour

r�ealiser un raccordement r�egulier. Une illustration de ce type de mod�eles est repr�esent�e

sur la �gure (1.5-a).

(a) (b)

Fig. 1.5: Illustrations graphiques des (a) cap-mod�eles et de (b) l'�ecrouissage cin�ematique

L'apport du cap concerne essentiellement la surface f2 (�gure (1.5)) qui subit de l'ex-

pansion quand il y a des d�eformations plastiques sous pression hydrostatique.
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1.6.4 Un mod�ele �elasto-plastique cyclique

Dans le cadre de cette th�ese, les simulations que nous proposons sont essentiellement

discr�etes. En e�et, d�ecrire le ballast des chemins de fer par un mod�ele continu viole une

hypoth�ese importante de la m�ecanique des milieux continus qui stipule qu'un volume �el�e-

mentaire repr�esentatif doit contenir un nombre important de grains. Ceci ne nous empêche

pas de montrer qu'un mod�ele continu peut donner, �a priori, des r�esultats int�eressants en

terme de d�erive de tassement en fonction du nombre de cycles. Le mod�ele que nous propo-

sons est bas�e sur l'�ecrouissage mixte. Nous nous sommes inspir�es du mod�ele de Lemaitre

et Chaboche (2001) d�evelopp�e pour d�ecrire le ph�enom�ene de rochet dans les m�etaux aux

structures amorphes. Contrairement �a ce mod�ele qui repose sur le crit�ere de Von Mis�es,

nous avons opt�e pour le crit�ere de Drucker-Prager qui d�ecrit mieux les comportements

des mat�eriaux granulaires. Ce genre de mod�elisation est encore d'actualit�e, en e�et, (Hau

et al. (2005)) ont propos�e r�ecemment un mod�ele semblable bas�e sur le crit�ere de Cam-Clay

pour �etudier le tassement des sols sous sollicitations quasi-statiques. Dans cette section,

nous pr�esentons une br�eve description du mod�ele que nous avons impl�ement�e �a l'aide

d'une proc�edure en Fortran et introduit dans le code de calcul commercial Abaqus. Nous

invitons le lecteur �a consulter l'annexe c a�n de trouver plus de d�etails. Il s'agit de partir

de la d�ecomposition additive de l'incr�ement de d�eformation :

d�ij = d�eij + d�iij + d�cij (1.42)

Les exposants \e", \i" et \c" signi�ent respectivement �elastique, plastique isotrope et plas-

tique cin�ematique. Le comportement �elastique du mat�eriau est d�ecrit par la loi de Hooke

(1.35) et la surface de forme est d�ecrite par le crit�ere de Drucker-Prager. Le mat�eriau est

pris non associ�e et son potentiel �elastique est pris de la forme de la fonction de Drucker-

Prager. Les coe�cients �1 et �2 qui �gurent dans les fonctions surface de charge, f, et

potentiel plastique, g, peuvent être identi��es pour d�ecrire l'�ecoulement du mat�eriau gra-

nulaire (annexe c). Quand on dispose de r�esultats exp�erimentaux donnant acc�es �a l'angle

de frottement, l'angle de dilatance, ainsi que la coh�esion du mat�eriau, on peut exprimer

les param�etres du mod�ele comme suit :

a1 = � 2 sin'p
3(3� sin')

; a2 = � 2 sin p
3(3� sin )

; k =
2c("p) cos'p
3(3� sin')

(1.43)

Nous avons pris un angle de frottement � = 45 et un angle de dilatance  = 15. Quant

au comportement �elastique, nous l'avons consid�er�e comme lin�eaire isotrope d�ecrit par un
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module d'Young de E = 200MPa et un coe�cient de Poisson de � = 0:3 conform�ement

aux suggestions d'Al-Shaer (2005). Les expressions (1.43) montrent les relations entre

les r�esultats exp�erimentaux qui peuvent être obtenus par l'essai triaxial et le crit�ere de

Drucker-Prager. Dans le cas de nos simulations num�eriques nous avons s�electionn�e les

constantes en se r�ef�erant aux travaux de Hicher and Shao (2002). L'�ecrouissage isotope

du mat�eriau est d�ecrit par la courbe e�ective pr�esent�ee par les trois couples de points

suivants (�p, �e (MPa))=f(0,0.1),(0.002,0.3),(0.0049,0.5),(0.01,0.7)g.

Fig. 1.6: Propagation de la zone de plasticit�e.

La g�eom�etrie et le maillage du mod�ele sont pr�esent�es dans la �gure (1.6) o�u l'�eprouvette

est de longueur 150mm et de rayon 75mm. Les conditions aux limites sont : ur = uz = 0

�a z = 0 et ur = 0 �a r = R. Le mod�ele consid�er�e est axisym�etrique et les �el�ements sont

quadratiques lin�eaires. Nous notons en outre que nous nous int�eressons �a deux cas de

chargement. Le premier consiste �a appliquer une pression sinuso��dale de la forme q =

q0(1 + sin(2�ft)) o�u q0 = 0:3MPa et f = 10Hz sur la moiti�e interne de la surface

sup�erieure et le second consiste �a l'appliquer sur la totalit�e de la surface sup�erieure.

Nous avons impl�ement�e le mod�ele dans un code d'�el�ement �nis commercial (ABA-

QUS) qui o�re la possibilit�e d'intervenir �a plusieurs niveaux et notamment �a celui du

comportement des mat�eriaux. En l'absence de module ad�equat pour le calcul cyclique

avec les crit�eres de m�ecanique des milieux granulaires, nous avons introduit notre mod�ele

sous forme de proc�edure de calcul �ecrite sur Fortran. La �gure (1.7) montre le cumul de
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d�eformations sous chargement cyclique dans le cas d'�ecrouissage isotrope et mixte, pour

les deux cas de chargement. Nous verrons plus tard que ces r�esultats sont conformes aux

r�esultats exp�erimentaux dans le sens o�u la d�erive de tassement est beaucoup plus impor-

tante dans le cas d'�echantillons partiellement con�n�es. Cependant, nous verrons que la

vitesse de tassement augmente avec la fr�equence. Cet aspect peut être reproduit facilement

en consid�erant l'e�et du taux de chargement (\rate dependent loading e�ect").

Fig. 1.7: Simulation par �el�ements �nis du m�ecanisme de tassement - Mod�ele d' �Ecrouis-

sage Mixte.

Contrairement aux cas d'�ecrouissage isotrope o�u la zone de d�eformation plastique at-

teinte au premier cycle reste la même pendant les di��erents cycles de chargement suivants,

le cas d'�ecrouissage isotrope produit un e�et de propagation de cette zone. A chaque nou-

veau cycle de chargement la d�eformation plastique atteint de nouvelles zones comme le

montrent les �gures (1.6).

Le mod�ele pr�esent�e dans ce paragraphe permet de montrer que la prise en compte

de l'�ecrouissage cin�ematique est apte a mod�eliser le tassement cyclique. Ce mod�ele est

toutefois simpli��e par rapport aux mod�eles g�en�eralement utilis�e pour d�ecrire le compor-

tement cyclique des g�eomat�eriaux (Prevost and Keane 1990, Hujeux (1982)). En e�et, ces

mod�eles doivent tenir compte des ph�enom�enes tels que : la dilatance, l'augmentation de

d�eformation plastique cyclique avec le d�eviateur de contraintes, avec la position des cycles

dans le plan des contraintes, l'�etat de densit�e, etc. De plus les d�eformations plastiques

apparaissent g�en�eralement pour des valeurs tr�es faibles du d�eviateur de contraintes. Cet

aspect n'est pas re�et�e par le mod�ele repr�esent�e ci-dessus. Par ailleurs, les premi�eres utili-

sations de ces mod�eles en grand nombre de cycles avaient tendance �a sur�evaluer fortement
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le tassement cyclique : ce constat a d'ailleurs conduit �a la mise en place par Abdelkarim

et al. (2003) d'un mod�ele de comportement cyclique \global" qui n�ecessite d'être aliment�e

par des param�etres mesur�es sur essais cycliques. En�n, des r�esultats r�ecents sur des ma-

t�eriaux de type \ballast" (Karraz et al. (2007)) ont montr�e qu'il existe un e�et d'�echelle

signi�catif pour des structures en mat�eriaux granulaires contenant tr�es peu de gains. Pour

toutes ces raisons, les simulations ont �et�e r�ealis�ees dans ce m�emoires par la dynamique

mol�eculaire.

1.7 Conclusion

De nombreux travaux accumul�es ces derni�eres ann�ees montrent la complexit�e du com-

portement des mat�eriaux granulaires surtout lorsqu'ils sont soumis �a des agitations in-

tenses. Ce chapitre a �et�e consacr�e �a la synth�ese bibliographique de quelques r�esultats qui

ont �et�e obtenus dans ce contexte. Dans un premier temps, des observations sur la dyna-

mique des mat�eriaux granulaires ainsi que leurs instabilit�es surfaciques sous vibration ont

�et�e discut�ees. Ensuite, quelques m�ethodes discr�etes de simulation ont �et�e d�ecrites dans

un bref aper�cu. Cette description a permis de mettre l'accent sur les lois de contacts qui

peuvent jouer un rôle important dans la description des mat�eriaux granulaires �a l'�echelle

des constituants. Le dernier paragraphe de ce chapitre a �et�e consacr�e �a la description

de quelques mod�eles �elastoplastiques utilis�es pour �etudier les milieux granulaires. Nous

nous sommes limit�es, dans ce cadre, aux mod�eles qui d�ecoulent de l'in�egalit�e de Clausius-

Duhem et du principe de maximum de dissipation. Nous signalons toutefois que d'autres

approches plutôt ph�enom�enologiques telles que l'hypoplasticit�e ou les mod�eles endochro-

niques sont �egalement utilis�es. A travers un exemple de calcul par �el�ement �nis, bas�e

sur l'�ecrouissage mixte, nous avons montr�e qu'il est possible de d�ecrire le tassement avec

un mod�ele �elastoplastique continu. Cependant, nous avons indiqu�e les limites d'une telle

approche.

Au cours de notre �etude bibliographique, nous nous sommes int�eress�es aussi �a la th�eorie

cin�etique dont nous avons pr�esent�e un apercu (annexe b). �Etant donn�e que cette th�eorie

est fond�ee sur une approche statistique qui a fait ses preuves dans de nombreux domaines

et qui permet de d�ecrire rigoureusement le comportement des uides granulaires, elle

peut être appliqu�ee �a notre cas d'�etude. Cependant, la complexit�e des �equations di��e-

rentielles qui d�ecrivent l'�ecoulement n�ecessite des simpli�cations excessives pour r�esoudre

le probl�eme �a la main. Il se trouve que des simpli�cations en ne tenant compte que de
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l'ordre 1 r�eduisent les �equations �a une forme lin�eaire qui ne permet d'aboutir qu'�a des

solutions simples qui ne comportent pas l'aspect dissipatif �a long terme observ�e exp�e-

rimentalement. D'autre part la th�eorie cin�etique ignore l'e�et des formes de grains sur

l'�ecoulement. Pourtant, nous montrerons plus tard que cet aspect est important puisqu'il

inuence en particulier les vitesses de tassement. Confront�es �a ces probl�emes, nous avons

privil�egi�e l'approche discr�ete qui permet d'avoir des r�eponses plus r�ealistes puisqu'elle re-

pose sur des hypoth�eses moins simpli�catrices. Les approches continues restent toutefois

prometteuses pour comprendre le ph�enom�ene que nous �etudions.

Dans le cadre de cette th�ese, nous d�ecrivons d'abord la m�ethode discr�ete que nous

utilisons pour d�ecrire le tassement des mat�eriaux granulaires sous vibration. Ensuite,

nous pr�esentons les m�ethodes de pr�eparation des �echantillons ainsi que leurs r�eponses

sous chargements quasi-statiques. Nous nous penchons �egalement sur le tassement de

ces mat�eriaux sous vibration. Pour ce faire, nous proc�edons d'abord exp�erimentalement

en �etudiant le tassement dans le cas con�n�e et non con�n�e et en cherchant les facteurs

exp�erimentaux qui a�ectent le plus ce ph�enom�ene. Nous pr�esentons par la suite, une

�etude num�erique du m�ecanisme de tassement et nous proposons vers la �n une m�ethode

de pr�ediction du tassement �a long terme.
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2.1 Introduction

Les mat�eriaux granulaires repr�esentent les assemblages de solides discrets. Les tailles

des constituants sont relativement importantes pour pouvoir n�egliger les e�orts de faible

port�ee et les e�ets thermiques. A l'�echelle de la micros-structure, le comportement des

mat�eriaux granulaires est r�egi essentiellement par la nature du contact intergranulaire.

Par cons�equent, l'�etude des m�ecanismes de uidi�cation, de compaction etc. n�ecessite la

compr�ehension des interactions �a l'�echelle des grains. Dans le cas 2D, l'approche exp�eri-

mentale par cam�era num�erique donne acc�es aux variables locales telles que les coordonn�ees,

les vitesses et les acc�el�erations des particules. Cependant, dans le cas 3D, la tâche devient

plus d�elicate puisque l'acc�es �a la majorit�e des grandeurs physiques devient di�cile. Une

approche num�erique discr�ete permet d'estimer de telles grandeurs. Pour �etudier de fa�con

globale le comportement d'un milieu granulaire, plusieurs exp�eriences classiques de carac-

t�erisation, tels que les essais �dom�etrique, triaxial ou de cisaillement sont couramment

utilis�ees.

Dans le cadre de cette �etude, nous adoptons la m�ethode de la Dynamique Mol�eculaire

(DM) pour les simulations num�eriques discr�etes. Depuis son introduction, cette m�ethode

a couvert plusieurs champs d'application aussi bien dans le domaine des sciences fonda-

mentales qu'appliqu�ees. Elle permet d'�etudier les interactions mol�eculaires d'o�u son ap-

pellation mais aussi les m�ecanismes complexes tels que le transport (Moon et al. (2003)),

le mixage (Cl�ement et al. (1995)), la s�egr�egation (Ciamarra et al. (2005)), la compaction

(Rosato et Doris (2000)) etc. a�n de pouvoir les exploiter dans les domaines pharmaceu-

tique, agroalimentaire ou en m�ecanique des sols. Coupl�ee avec l'approche exp�erimentale,

la DM est actuellement reconnue en tant qu'outil fondamental pour l'�etude des mat�eriaux

granulaires. D'apr�es Cundall et Strack (1979), pionniers de l'application de la DM aux

sciences de l'ing�enieur, la simulation classique par �el�ements discrets consiste �a r�esoudre de

fa�con it�erative les �equations de Newton pour chaque particule, en tenant compte des forces

de contact et de gravit�e. Ainsi, les champs de vitesses, les trajectoires et les composantes

des forces de contact des particules se d�eterminent au cours de l'�ecoulement.

Dans la premi�ere section de ce chapitre, nous d�ecrivons la m�ethode de simulation

num�erique en nous int�eressant plus particuli�erement aux lois de contact ainsi qu'�a l'al-

gorithme de calcul. Dans la deuxi�eme section, nous nous int�eressons �a la pr�eparation des

assemblages granulaires. Dans la troisi�eme section, nous nous concentrons sur l'e�et de la

paroi sur la distribution des contraintes dans un assemblage granulaire cylindrique.
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2.2 M�ethode de simulation num�erique

Les simulations num�eriques sont r�ealis�ees �a l'aide d'un code de calcul �ecrit en Fortran

dont nous avons d�evelopp�e les routines en nous appuyant sur les travaux de Roux (2004)

ainsi que sur son code de calcul qui traite des grains sph�eriques dans une con�guration

parall�el�epip�edique p�eriodique. Les modi�cations apport�ees au code se situent notamment

au niveau des lois de contact que nous avons modi��ees pour tenir compte des non lin�earit�es

ainsi qu'au niveau des e�ets de bords, o�u nous consid�erons les interactions avec une paroi

cylindrique. Nous avons apport�e des modi�cations au niveau des techniques de d�etection,

des lois de contact et des d�e�nitions des interactions a�n de traiter le cas de grains de

formes polygonales qui sont plus complexes �a g�erer. Dans ce paragraphe, nous d�ecrivons la

m�ethode de calcul num�erique, les proc�edures de d�etection de contact dans les cas de grains

sph�eriques, circulaires et polygonaux ainsi que le principe de l'algorithme pr�edicteur-

correcteur utilis�e dans le cadre de cette �etude. Le lecteur est invit�e �a consulter Cundall et

Strack (1971) et Allen et Tildesley (1989), a�n de trouver plus de d�etails concernant la

m�ethode de dynamique mol�eculaire ainsi que les di��erents algorithmes d'int�egration des

�equations du mouvement.

2.2.1 Equations du mouvement

La m�ethode de dynamique mol�eculaire telle qu'adapt�ee par les m�ecaniciens fait in-

tervenir la seconde loi de Newton pour d�ecrire l'�evolution des assemblages granulaires

au cours du temps. Pour une particule � donn�ee d'un syst�eme granulaire S, l'�equation
d'�evolution s'�ecrit sous la forme :

�r� =
X
�2S

F��
m�

+ g

��� =
X
�2S

M��

I�

(2.1)

o�u m� est la masse de la particule �, I� est son moment d'inertie, F� repr�esente

les e�orts d'interactions, g d�esigne les e�orts �a distance et M� repr�esente les moments

appliqu�es �a la particule �. Plusieurs sch�emas num�eriques tels que l'algorithme pr�edicteur-

correcteur ou l'algorithme de Verlet permettent d'int�egrer cette �equation d'�evolution. Ces

algorithmes comportent une �etape d�edi�ee au calcul des actions d'interaction dans chaque

nouvelle con�guration.
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2.2.2 Interaction des particules

Les forces et les moments qui �gurent dans l'�equation (2.1) sont �evalu�es en fonction

des positions, des vitesses et de la nature des particules. �Etant donn�e que la dynamique

mol�eculaire repose essentiellement sur les interactions intergranulaires, une attention par-

ticuli�ere est accord�ee aux choix des lois de contact. Les lois les plus r�ealistes qui d�ecrivent

l'interaction de deux particules voisines sont g�en�eralement non lin�eaires, dissipatives et

d�ependent des chemins de chargement.

Contact de Hertz-Mindlin

Parmi les lois les plus r�epandues dans la litt�erature, on distingue les lois de Hooke,

Hertz (1882), Mindlin et Deresiewicz (1953) et la loi conique (Johnson (1985)). Pour les

particules sph�eriques, nous avons opt�e pour le contact de Hertz pour d�ecrire l'e�ort normal

(paragraphe 1.4.2) :

F e
n = kn�n =

4

3
E�pR��3=2n (2.2)

o�u E� est le module d'Young �equivalent, R� est le rayon �equivalent de deux sph�eres

voisines. La loi d�e�nie ci-dessus engendre une surface de contact circulaire de rayon a

qui d�epend de l'interp�en�etration normale �n. Nous supposons que ce contact est sans

glissement, il produit un d�eplacement tangentiel uniforme. Selon Johnson (1985), ce type

de contact engendre un cisaillement de la forme q(r) = q0(1� (r=a)2)1=2, par rapport au

cercle de rayon a et de centre r = 0. Le d�eplacement correspondant �a cette traction est

proportionnel �a l'e�ort de contact tangentiel :

F e
t = 8G�a (2.3)

Ainsi, la loi de contact tangentiel peut être d�etermin�ee dans le cas sph�erique, F e
t =

kt�t = 8G�pR��1=2n �t. Ce d�eplacement est �evalu�e en fonction de la vitesse relative vt�� de

deux particules voisines qui rentrent en contact �a l'instant t0, �t =
R t
t0
vt��dt.

Distributions uniformes de la pression et de la traction

Dans le cas de grains de forme polygonale, nous avons opt�e pour une loi particuli�ere

bas�ee sur l'hypoth�ese d'uniformit�e des tractions tangentielles et des pressions normales,
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au niveau des surfaces de contact des grains tel que le montre la �gure (2.1). Ainsi en

partant des �equations d'�equilibre d'un demi espace �elastique sous chargement ponctuel et

en utilisant le principe de superposition, Johnson (1985) montre que :

@ux
@x

= � (1�2�)(1+�)
E

p(x)� (1��2)
�E

R a
�a

q(s)
x�sds

@uz
@x

= (1�2�)(1+�)
E

q(x)� (1��2)
�E

R a
�a

p(s)
x�s

(2.4)

L'int�egration de ces �equations par rapport �a l'axe des x permet d'aboutir aux d�epla-

cements normal et tangentiel suivants :

ux = � (1�2�)(1+�)
E

px� (1��2)
�E

q
n
(a+ x)Ln

�
a+x
a

�2 � (a� x)Ln
�
a�x
a

�2o
+ Cx

uz =
(1�2�)(1+�)

E
qx� (1��2)

�E
p
n
(a+ x)Ln

�
a+x
a

�2 � (a� x)Ln
�
a�x
a

�2o
+ Cz

(2.5)

Les constantes d'int�egration peuvent être d�eduite en supposant que les d�eplacements

s'annulent �a une distance c donn�ee par rapport �a l'origine. Nous prenons c = na o�u a est

la largeur de la zone de contact. Ainsi, quand n >> 1, on peut montrer qu'�a l'origine, les

d�eplacements peuvent être �ecrits sous la forme :

ux =
(1�2�)(1+�)ap

E
n+ 2(1��2)aq

�E
nLn(n)

uz = � (1�2�)(1+�)aq
E

n+ 2(1��2)ap
�E

nLn(n)
(2.6)

A�n de simpli�er les calculs num�eriques, on suppose �egalement que Ln(n) >> 1 et

que p et q sont du même ordre de grandeur. Ainsi, on aboutit �a des relations de la forme :

Fn = knux

Ft = ktuy
(2.7)

o�u les raideurs sont de la forme kn = kt = 2 �E
n(1��2) , mais �etant donn�e que n est inconnu,

il est n�ecessaire de proc�eder par identi�cation exp�erimentale de ces raideurs sachant que

n est >> 1. Cette forme de loi sera utilis�ee dans le cas de grains polygonaux et de grains

circulaires. Dans la section suivante, on int�egrera �egalement les e�ets visco�elastiques sous

forme de variables ph�enom�enologiques.

Int�egration des dissipations dans les lois de contact

Les e�orts agissant sur les particules comportent aussi des termes visqueux. Il s'agit

d'introduire des termes ph�enom�enologiques inspir�es du mod�ele de Kelvin-Voigt (un res-

sort en parall�ele avec un amortisseur). D'abord la force normale est calcul�ee en se basant
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Fig. 2.1: Distribution de pression et de traction uniformes

sur la con�guration �a l'incr�ement t� �t permettant d'obtenir les vitesses des constituants
du milieu granulaire. Autrement dit, les positions donnent acc�es �a des interp�en�etrations

et donc �a des e�orts normaux. Les vitesses donnent acc�es �a un terme visqueux correspon-

dant �a une force oppos�ee �a la vitesse normale. Les vitesses tangentielles et les dur�ees des

contacts permettent de calculer les e�orts tangentiels provisoires. Ainsi, disposant d'un

e�ort tangentiel et normal, on peut e�ectuer le test de Coulomb. Il s'agit d'examiner si

les e�orts tangentiels atteignent le seuil de Coulomb, si c'est le cas Ft = �Fn o�u � est

le coe�cient de frottement. Par la suite, on applique des e�orts visqueux tangentiels au

niveau du contact en question. Ainsi, les e�orts de contact appliqu�es �a une particule �

s'�ecrivent sous la forme :

Fn = F e
n � nvn

Ft =

(
F �
t � tvt si kF �

t k � �Fn

sign(F �
t )�Fn � m

2
tvt si kF �

t k > �Fn

(2.8)

Les constantes m et d repr�esentent la masse et le diam�etre de la particule, n;t sont des

coe�cients ph�enom�enologiques d�ecrivant les amortissements visqueux normal et tangentiel

respectivement. Les valeurs de ces coe�cients sont reli�ees aux coe�cients de restitution

en;t, ils s'�ecrivent sous la forme n;t = �n;t
p
mkn;t o�u �n;t repr�esentent les coe�cients de

dissipation �n;t = �ln(en;t)=(�2 + ln2(en;t))
1=2.

L'une des di��erences importantes entre la loi de Hooke et les lois non-lin�eaires se situe

au niveau du contact tangentiel et fait intervenir le chemin de chargement. Roux (2004)

et Elata et Berryman (1996) montrent que les lois de contact qui comportent une raideur

tangentielle kt d�ependant de l'interp�en�etration �n peuvent être thermodynamiquement

incoh�erentes. En e�et, certains chemins de chargement g�en�erent une �energie �ctive dans

le syst�eme. A�n d'argumenter ce constat, Agnolin et Roux (2007a) donnent un contre
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Fig. 2.2: Mod�ele de contact de corps d�eformables

exemple bas�e sur la loi de Hertz-Mindlin. Il s'agit de consid�erer un chargement situ�e �a

l'int�erieur du cône de Coulomb pour lequel la force normale, fn, diminue alors que la force

tangentielle, ft, reste constante par rapport au temps. L'�energie �elastique emmagasin�ee

dans le syst�eme est alors de la forme 2
5
E�pR��5=2n + 1

2

f2t
kt
. Sous ce chargement particulier,

l'�energie augmente puisque kt diminue, sans qu'il y ait chargement externe. A�n d'�eviter

ce probl�eme, une proc�edure de recti�cation a �et�e propos�ee (Agnolin et Roux (2007a)) :

d�es que l'e�ort normal Fn diminue de �Fn, l'e�ort tangentiel est multipli�e par le facteur
kt(fn��fn)

kt(fn)
. Notons que ce probl�eme ne se pose pas dans le cas o�u les lois sont lin�eaires

(2.7).

2.2.3 D�etection des contacts

La d�etection des voisins est une �etape de pr�eparation �a la d�etection des contacts. Il

s'agit d'identi�er les grains susceptibles d'être en contact �a un incr�ement donn�e. Parmi les

techniques utilis�ees pour d�etecter les voisins, on distingue le quadrillage de l'espace utilis�e

par Cundall et Strack (1971). Cette technique consiste �a subdiviser le milieu granulaire en

plusieurs cellules sous forme de pav�es. Lors de la recherche des voisins on se contente de

v�eri�er les cellules voisines. Le maillage de l'espace suit dans ce cas la granulom�etrie des

constituants. La deuxi�eme technique utilis�ee couramment est la technique de \halo" que

l'on peut trouver d�ecrite avec plus de d�etails par Oviedo-Marlot (2001). Cette technique

consiste �a identi�er, au niveau de l'�etape d'initialisation, un rayon moyen, rm, des espaces

dans lesquels les grains sont circonscrits. Pendant le calcul des trajectoires, on d�e�nit
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autour du centre de gravit�e de chaque grain � une boule B� de rayon �rm, o�u � 2 R.

Pendant plusieurs incr�ements, la recherche des voisins de la particule se limite �a son

voisinage B�. Le choix du param�etre �, est crucial, en e�et, il doit être assez petit pour

ne pas faire de tests inutiles et assez grand pour ne pas manquer des contacts.

Fig. 2.3: Technique de d�etection des voisins.

Il faut noter qu'au cours des �ecoulements denses, les grains subissent de faibles d�eplace-

ments irr�eversibles par rapport �a leurs dimensions. Ainsi, les listes de voisins changent peu

au cours du temps. Par cons�equent, il est tout �a fait avantageux de ne pas calculer les voi-

sins �a chaque pas de temps. D'autre part, dans notre cas particulier d'�etude de tassement,

les zones les plus proches de l'application des charges subissent plus de mouvement que

celles qui sont situ�ees au voisinage des parois �xes. Il est donc utile d'augmenter davantage

la fr�equence de calcul des voisins dans les zones de mobilit�e �elev�ee. On note �nalement que

ces techniques peuvent être utilis�ees aussi bien dans les cas de grains r�eguliers circulaires

et sph�eriques que dans le cas des grains irr�eguliers polygonaux.

Quand les listes de voisins sont identi��es, les contacts sont examin�es de fa�con binaire.

Pour la d�etection des contacts dans le cas de deux sph�eres ou cercles, � et �, il su�t de

calculer leurs interp�en�etrations ��� = R�+R� �kr�� r�k. Lorsque ��� > 0, on dit que le

contact existe. On calcule alors la normale du contact n =
r��r�
kr��r�k et le point d'application

des forces qui coincide avec le centre de gravit�e des deux grains.

Dans le cas de grains polygonaux, la tâche est un peu plus compliqu�ee. Plusieurs tra-

vaux ont �et�e r�ealis�es pour d�etecter le contact quand on dispose de listes de voisins binaires
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de formes polygonales. Les proc�edures les moins ad�equates peuvent monopoliser plus de

80% du temps de calcul. L'optimisation de ce temps d'examen est donc crucial dans le

cas de grains polygonaux et reste l'objet de recherches actives. L'une des techniques utili-

s�ees est celle du "Common Plane". D'apr�es Nezami et al. (2003), cette technique consiste,

�a partir d'un couple de grains � et �, �a d�eterminer un plan qui v�eri�e les propri�et�es

suivantes :

{ Les centres de gravit�e des deux particules sont situ�es de part et d'autre du plan

commun ;

{ Les distances des deux particules par rapport au plan sont �egales en normes kd�k =
kd�k ;

{ La normale entre les deux particules minimise le gap d� � d�.

Concr�etement, le calcul consiste �a identi�er d'abord un point dit de r�ef�erence (bary-

centre des deux grains) autour duquel le plan commun peut tourner de telle sorte que

la normale se calcule de fa�con it�erative. La direction qui minimise le gap est prise pour

normale du contact et le point d'application de la force reste le point de r�ef�erence. Le

coût de cette m�ethode est associ�e surtout �a la recherche de la normale puisqu'un grand

nombre d'it�erations est n�ecessaire pour assurer la convergence. D'autres techniques plus

complexes telles que la\m�ethode du lien le plus court" introduite par Nezami et al. (2006),

permettent de r�eduire le temps de calcul. Au lieu de proc�eder par it�erations, le nombre

de normales candidates est limit�e par la g�eom�etrie des grains.

Dans le cadre de cette �etude, nous proposons une technique que nous avons voulu plus

directe. Elle comporte essentiellement deux �etapes : la premi�ere consiste �a trouver les som-

mets extrêmes entre les grains et la deuxi�eme consiste �a trouver les points d'intersection.

Deux grains polygonaux � et � peuvent être d�ecrits par deux positions r� et r� et deux

suites ordonn�ees de sommets (s�;i)i2[j1;~nj] et (s�;i)i2[j1;~nj] o�u ~n est le nombre de sommets

qui peut ne pas être le même pour les deux grains.

Initialement, la normale est calcul�ee par d�efaut comme �etant n0 =
r��r�
kr��r�k , comme

le montre la �gure (2.4-a). Par rapport �a cette normale, les extrêmes sont calcul�ees en

maximisant le produit scalaire n0:Os�;i et en minimisant n0:Os�;i, par la m�ethode de

dichotomie (O d�esigne le centre du rep�ere). D�es que les sommets extrêmes sont disponibles,

on cherche les intersections des arêtes en partant des sommets extrêmes. D�es que le nombre

d'intersection atteint 2, on arrête les calculs et on identi�e le point d'application de la

force comme �etant le barycentre p des deux points d'intersection i et j. La normale au

contact est d�e�nie par le produit vectoriel n = ij^z
kij^zk , o�u z est l'axe perpendiculaire au
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plan des grains (2.4-b).

Fig. 2.4: (a)D�etermination des sommets extrêmes par la m�ethode de dichotomie. (b)

Identi�cation du point d'application et de la normale de l'interaction.

2.2.4 Sch�ema num�erique suivant l'algorithme pr�edicteur-

correcteur

L'�evolution d'un assemblage granulaire au cours du temps est �evalu�ee en int�egrant

la seconde loi de Newton moyennant un sch�ema num�erique de di��erences �nies. Il s'agit

de consid�erer un syst�eme conservatif de N particules dans une con�guration connue,

S(t) = (q�(t))�2[j1::N j], o�u q�(t) repr�esente la position r�(t) ou la rotation ��(t) de la

particule � �a l'instant t. A partir de cette con�guration et de ses d�eriv�ees par rapport au

temps, la nouvelle con�guration Sp(t+�t) est pr�edite par un d�eveloppement de Taylor :

qp�(t+�t) = q�(t) + _q�(t)�t+ �q�(t)
�t2

2

_qp�(t+�t) = _q�(t) + �q�(t)�t
(2.9)

La con�guration pr�edite permet de calculer les interactions entre les particules �a l'ins-

tant t+�t. Les acc�el�erations qui en r�esultent sont g�en�eralement di��erentes des acc�el�era-

tions pr�edites. La di��erence entre les deux s'�ecrit :

�a = �qc�(t+�t)� �qp�(t+�t) (2.10)
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Ces erreurs sont utilis�ees pour corriger la con�guration pr�edite. La nouvelle con�gu-

ration et les vitesses et acc�el�erations qui lui correspondent s'�ecrivent sous la forme :

qc�(t+�t) = qp�(t+�t) + c0
�t2

2
�a

_qc�(t+�t) = _qp�(t+�t) + c1�t�a

�qc�(t+�t) = �qp�(t+�t) + c2�a

(2.11)

D'apr�es Allen et Tildesley (1989), les coe�cients correcteurs sont calcul�es pour opti-

miser la convergence de l'algorithme. Dans le cas d'un algorithme pr�edicteur-correcteur

d'ordre 3, les coe�cients sont c0 = 0, c1 = 1 et c2 = 1. La structure de l'algorithme de

calcul pr�esent�ee sur la �gure (2.5) r�esume les �etapes que nous venons de d�ecrire dans ce

paragraphe.

Le pas de temps �t peut être d�etermin�e automatiquement par le code de calcul en

fonction des propri�et�es des mat�eriaux ou introduit de telle sorte que cela ne gêne pas la

convergence des calculs. Le pas de temps doit être inf�erieur au temps de collision entre

deux particules voisines. Lors d'un choc entre deux particules identiques, l'interp�en�etration

des grains s'�ecrit sous la forme :

m ��n + n _�n + kn�n = 0 (2.12)

En lin�earisant cette �equation di��erentielle, Da Cruz (2004) montre que le temps ca-

ract�eristique de contact est de la forme �c =
p
�2m=(2kn(1� �2

n)) o�u �n est le coe�cient

de dissipation normal. Le pas de temps est choisi de telle sorte qu'il soit plusieurs fois

inf�erieur au temps de collision, il est estim�e par :

�t =
1

N̂

r
m

kn
(2.13)

La dur�ee de collision entre deux particules, N̂ , est de l'ordre de 10 �a 100. A titre d'exemple,

pour des billes de verre de diam�etres 1 mm, le pas de temps est de l'ordre de 10�9 s.

2.3 Pr�eparation des �echantillons

Nous pr�esentons dans ce paragraphe la m�ethode de\pr�eparation num�erique"des �echan-

tillons constitu�es de grains sph�eriques, circulaires ou polygonaux. Dans le cas de grains

sph�eriques, le syst�eme est con�n�e dans un cylindre de rayon R centr�e en x = y = 0,

d'axe vertical orient�e selon z et de fond situ�e �a z = 0. Dans le cas de grains circulaires ou

polygonaux, les �echantillons sont de largeur R et le fond est situ�e �a z = 0.
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Fig. 2.5: Algorithme de calcul sch�ematisant la m�ethode de dynamique mol�eculaire.
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2.3.1 Param�etres de simulation

Les param�etres de simulation utilis�es dans cette �etude sont r�esum�es dans le tableau

2.1, ils correspondent aux caract�eristiques physiques des mat�eriaux choisis. Ils sont g�en�e-

ralement obtenus par exp�erience. Nous pr�esentons �a titre indicatif, la v�eri�cation de la

loi de contact normal pour les billes en acier et en verre. Pour ce faire, nous appliquons

un d�eplacement vertical sur une bille de diam�etre donn�e via les plateaux d'une presse de

compression et nous mesurons la force r�esultante. La �gure 2.6 montre la correspondance

entre les r�esultats num�eriques et exp�erimentaux pour ce cas particulier. Concernant la

loi de contact tangentiel, il su�t d'estimer le module de cisaillement et de mesurer les

dimensions des grains. Connaissant le coe�cient de Poisson, le module de cisaillement

(G = E
2(1+�)

) peut être estim�e au cours d'un essai de compression.

Param�etres Acier Verre Ballast

Nombre de particules N < 10000 � 1000 � 1000

Rayons des particules r (mm) 2.5 - 4.5 1.5 - 4 11.5 - 15

Masse Volumique �p (kg=m
3) 7800 2500 2710

Coe�cient de Poisson � 0.3 0.25 0.25

Module d'Young E (GPa) 210 82 46.9

Tab. 2.1: Param�etres de simulation

Les lois de contact d�ecrivant les interactions de type particule-paroi sont analogues aux

lois de contact particule-particule. Il est utile de noter, en revanche, qu'aucune r�eduction

dimensionnelle n'est consid�er�ee et que les raideurs adopt�ees dans le cadre de notre �etude

correspondent aux donn�ees exp�erimentales, contrairement �a ce qu'on pourrait trouver

dans la litt�erature (Alonso-Marroquin et Herrmann (2004) et Landry et al. (2003)).

La \pr�eparation num�erique" des �echantillons consiste �a partir d'une con�guration ini-

tiale o�u les particules sont �eparpill�ees de fa�con al�eatoire dans l'espace, avec une compacit�e

initiale �i de l'ordre de 0:2 � 0:05. La granulom�etrie de l'�echantillon est r�epartie suivant

des lois uniformes dont les param�etres sont estim�es exp�erimentalement. Dans le cas par-

ticulier o�u les grains sont polygonaux et d�ecrits par des suites ordonn�ees de sommets

(s�;i)i2[j1;6j];�2[j1;N j], les param�etres qui d�ecrivent la g�eom�etrie des grains suivent des lois

uniformes born�ees comme suit : r1 � U[rmin;rmax], r2 � U[0:25r1;0:75r1] et � � U[0;2�] (voir �-

gure 2.7). A partir de cette con�guration, les particules sont soumises �a leur propre poids
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Fig. 2.6: V�eri�cation de la loi de contact normal par comparaison entre r�esultats num�e-

riques et exp�erimentaux.

et d�epos�ees dans le r�ecipient (Figure 2.8).

Fig. 2.7: Grain polygonal typique caract�eris�e par les param�etres g�eom�etriques r1, r2 et �.

Le processus continue jusqu'�a ce que l'�equilibre s'�etablisse. Cependant, un int�erêt par-

ticulier est accord�e �a cet �etat d'�equilibre a�n d'�eviter les perturbations qui peuvent se

produire ult�erieurement. Dans certains cas, il peut y avoir des particules qui soient en

mouvement bien que les bords libres de l'�echantillon soient stables. A�n d'�eviter ces ano-

malies de d�es�equilibre local, le crit�ere d'arrêt que nous consid�erons porte sur le rapport

entre l'�energie cin�etique de toutes les particules, Ec(t) et l'�energie potentielle emmagasin�ee

r�esultant de l'interaction mutuelle des particules, Ep(t). Ce crit�ere s'�ecrit sous la forme
kEc(t)k
kEp(t)k 6 �, o�u � est une constante faible par rapport �a l'unit�e. Le crit�ere d'arrêt n�ecessite
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aussi la d�ecroissance de l'�energie cin�etique a�n d'�eviter l'arrêt du calcul d�es le d�ebut du

processus. Sur la �gure (2.9), nous pr�esentons quelques r�esultats du processus de \pr�e-

paration num�erique" d'un �echantillon de 300 billes d'acier de rayon moyen 4:5 mm, dans

une enceinte de 3:5 cm de rayon. Le seuil du crit�ere choisi est � = 10�6 (Karrech et al.

(2006b)). Nous remarquons que l'�evolution du poids apparent et de la fraction volumique

de l'empilement se stabilisent vers la �n du processus. Nous remarquons �egalement que le

nombre de coordination tend vers une valeur moyenne de 4.4 et que l'�energie cin�etique de

l'ensemble tend vers z�ero, lorsque l'�equilibre s'�etablit. Les �echantillons granulaires ainsi

pr�epar�es seront utilis�es pour �etudier les structures des assemblages ainsi que leurs r�eponses

sous di��erents modes de chargement.

Fig. 2.8: Pr�eparation d'un �echantillon de 4500 sph�eres de rayons 1.5 mm dans un cylindre

de rayon 3.5 cm. La compacit�e �nale est de 0.56. Le principe de pr�eparation est analogue

dans le cas de grains circulaires ou polygonaux.

2.3.2 Compacit�e des assemblages al�eatoires

La compacit�e des assemblages granulaires repr�esente le rapport des volumes des par-

ticules au volume de l'assemblage. L'�etude de ce param�etre donne une information perti-

nente �a propos de la stabilit�e du mat�eriau ainsi qu'�a propos de son comportement m�eca-

nique. Il su�t d'imaginer une approche par homog�en�eisation d'amas granulaires isotropes

�elastiques lin�eaires (Pradel et Sab (1998)) pour se rendre compte que la compacit�e du

mat�eriau a un e�et direct sur le comportement du mat�eriau global �equivalent. Un conglo-

m�erat al�eatoire de particules sph�eriques mono-disperses peut être stable sous sollicitations

diverses �a partir d'une compacit�e �al de 0:555 � 0:005 (assemblage lâche) (Onoda et Li-
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Fig. 2.9: Pr�eparation de l'�echantillon sous champs de pesanteur, variation (a) du poids

apparent de l'�echantillon, (b) du nombre de coordinations, (c) de la fraction volumique,

(d) et de l'�energie cin�etique (resp. �energie potentielle) au cours du temps. Les courbes

correspondent au cas de grains sph�eriques, mais le principe est le même dans le cas de

grains circulaires ou polygonaux
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niger (1990)) jusqu'au seuil de densit�e �ad = 0:64 (assemblage dense). Pour un syst�eme

parfaitement ordonn�e dans un �etat cristallin cubique centr�e ou hexagonal, la compacit�e

atteint �ac = 0:74. Cette derni�ere valeur est une limite sup�erieure que l'on ne peut pas

d�epasser pour des sph�eres de rayons identiques. En pratique, des compacit�es situ�ees entre

�ad et �ac sont di�ciles �a atteindre �a moins que l'on arrange les particules arti�ciellement

pour obtenir une structure ordonn�ee. Les algorithmes disponibles pour la constitution des

assemblages al�eatoires sont de deux cat�egories.

La premi�ere regroupe les proc�edures g�eom�etriques qui consistent �a construire les as-

semblages grain par grain. Lorsqu'un constituant est rang�e dans une position, il la garde

pendant tout le processus. On peut citer �a titre indicatif l'algorithme de Jodrey et Tory

(1979), l'un des outils les plus e�caces pour simuler des assemblages denses. Il permet

d'obtenir des assemblages al�eatoires de compacit�es voisines de 0:65. La deuxi�eme cat�egorie

regroupe les proc�edures de calcul m�ecaniques permettant aux particules de se mouvoir au

cours du processus, le r�earrangement des grains est possible jusqu'�a l'atteinte d'un �etat

d'�equilibre stable.

Fig. 2.10: Variation des compacit�es locales en fonction des hauteurs des �echantillons

pour di��erents coe�cients de frottement.

Dans le cadre de cette �etude nous avons opt�e pour la seconde approche pour son sens

physique. La �gure (2.10-a) montre les pro�ls de r�epartition des compacit�es suivant la

hauteur, pour di��erents coe�cients de frottement. On remarque que les compacit�es locales

sont homog�enes tout au long des hauteurs des assemblages �etudi�es. Aux extr�emit�es des

�echantillons, les compacit�es diminuent lin�eairement vers z�ero, �a cause de l'e�et de bord.
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On note en outre que loin des bords de l'assemblage, la compacit�e diminue lorsque le

coe�cient de frottement augmente. En e�et, lorsque le coe�cient de frottement augmente

les particules se stabilisent rapidement au cours de leur d�epôt dans le r�ecipient, leurs

r�earrangements sont plus d�elicats en pr�esence de frottements importants. Il en r�esulte

que plus le frottement augmente, plus la compacit�e des assemblages constitu�es est faible.

Cependant, la d�ependance entre la compacit�e et le frottement n'est pas lin�eaire ; sur la

�gure (2.10-b), on remarque que la courbe � = f(�) s'aplatit et tend vers l'asymptote �al

d�ecrite plus haut.

Bien que les e�ets des raideurs de contacts soient di�cilement perceptibles lorsqu'ils

varient faiblement, nous nous sommes rendus compte qu'ils ont un e�et consid�erable sur

la compacit�e des assemblages lorsqu'ils varient su�samment. La �gure 2.11 montre les

pro�ls de r�epartition des compacit�es des hauteurs pour di��erentes caract�eristiques des

mat�eriaux. On remarque l�a aussi que les allures des compacit�es en fonction des hauteurs,

d�ecrites dans le paragraphe pr�ec�edent sont conserv�ees pour les di��erentes caract�eristiques

des mat�eriaux. On note aussi (�gure 2.11-b) que la compacit�e diminue quand l'�elasticit�e

des mat�eriaux augmente. On remarque que pour un mat�eriau souple de module d'Young

E = 0:8 MPa, la compacit�e de l'�echantillon est de l'ordre de 0.605. Cependant, pour un

mat�eriau usuel, on remarque sur la même �gure que la proc�edure permet de pr�eparer un

�echantillon de compacit�e plus faible ou �egale �a 0.545.

Fig. 2.11: Variation des compacit�es locales en fonction des hauteurs des �echantillons

pour di��erentes caract�eristiques m�ecaniques des mat�eriaux.

La compacit�e obtenue apr�es le d�epôt des particules donne des fractions volumiques

lâches. Une �etude d�etaill�ee de l'�evolution des compacit�es des assemblages granulaires sera
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abord�ee dans le prochain chapitre, mais nous indiquons ici que pour faire �evoluer le syst�eme

vers un �etat plus dense des excitations externes sont n�ecessaires. Diverses exp�eriences

num�eriques mettent en �evidence l'�evolution d'un assemblage granulaire lâche vers l'�etat

dense. Les plus r�epandues ont �et�e r�ealis�ees �a Chicago par Nowak et al. (1998) et Ben-

Naim et al. (1998). Plus tard, des exp�eriences num�eriques analogues ont �et�e r�ealis�ees �a

Rennes par Philippe et Bideau (2001). Les deux campagnes d'�etudes consistent �a vibrer

verticalement pour augmenter la compacit�e. Une autre approche consistant �a vibrer les

assemblages horizontalement a �et�e propos�ee par Pouliquen et al. (1997). Cette approche

a permis d'atteindre des �etats de \cristallisation" d�epassant la valeur seuil de 0.64. Une

autre approche aussi importante est due �a Nicolas et al. (2000). Elle permet d'obtenir des

�echantillons relativement denses �a l'aide d'un processus de cisaillement cyclique.

2.3.3 Nombre de coordination

Des �etudes ant�erieures ont montr�e que la stabilit�e des assemblages granulaires d�epend

aussi du nombre de coordination d�e�ni par le nombre moyen de points de contact d'une

particule dans l'assemblage. Pour obtenir un �equilibre statique d'un �echantillon, chaque

particule doit avoir su�samment de contraintes qui r�eduisant ses mouvements possibles

dans l'espace. Dans un espace de D dimensions, Alexander (1998) montre que le nombre

minimum de coordination dans un assemblage sans frottement est z = 2D. En revanche,

dans un assemblage frottant, Edwards (1998) a�rme que ce nombre est de z = D + 1.

A�n de v�eri�er cette proposition, nous consid�erons un �echantillon d'un millier de particules

de rayon 3.5 mm que l'on d�epose dans un r�ecipient de rayon 3.5 cm. En faisant varier le

coe�cient de frottement �, et en gardant toutes choses �egales par ailleurs, nous remarquons

que le nombre de coordination suit une distribution d'allure gaussienne dont la moyenne

diminue quand le coe�cient de frottement � augmente. On note �egalement que la pente

de la courbe < z >= f(�), pr�esent�ee par la �gure 2.12-b, diminue lorsque le coe�cient

de frottement augmente. Ceci signi�e que le nombre de coordination moyen tend vers la

valeur z = 4 d�e�nie par Edwards (1998). En revanche, le nombre de coordination moyen

tend vers z = 6 lorsque le coe�cient de frottement tend vers z�ero, conform�ement �a la

proposition d'Alexander (1998).

Le r�earrangement des grains au cours de leur d�epôt est un m�ecanisme important pour

obtenir un �echantillon de densit�e �elev�ee. Lorsque le coe�cient de frottement augmente, les

particules se stabilisent et trouvent leur �equilibre rapidement, comme le montre la �gure
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Fig. 2.12: Distribution du nombre de coordination pour di��erents coe�cients de frotte-

ment.

2.12. Ceci s'explique par le fait que l'�energie potentielle due �a la pesanteur est dissip�ee

par frottement. Le r�earrangement des grains est moins fr�equent lorsque le frottement

augmente. Ainsi, le nombre de coordination moyen d�ecrivant la structure de l'assemblage

diminue lorsque le coe�cient de frottement augmente.

La �gure 2.13 montre l'e�et de la raideur des mat�eriaux sur le nombre de coordination

z, pour un �echantillon de 1000 grains de rayons 3.5 mm et de coe�cient de frottement � =

0:2. Nous remarquons que le nombre de coordination moyen augmente avec la souplesse

des mat�eriaux. Pour un mat�eriau souple de module d'Young E = 0:8 MPa, le nombre

de coordination moyen atteint 6:7, alors que pour un mat�eriau usuel tel que le verre ou

l'acier, ce nombre est de l'ordre de 5:2. Nous remarquons aussi sur la même �gure 2.13

que l'�ecart type augmente avec la souplesse, ceci signi�e que plus le mat�eriau est souple

plus le nombre de coordination est dispers�e par rapport �a la moyenne. L'augmentation du

nombre de coordination moyen dans ce cas s'explique par l'interp�en�etration excessive des

grains lorsque leur souplesse est �elev�ee. En e�et, plus l'interp�en�etration est permise, plus

les grains rentrent en contact les uns avec les autres.

2.3.4 Orientations des contacts

Le d�epôt des particules d�e�ni dans la section pr�ec�edente g�en�ere des assemblages aniso-

tropes par construction. Le mode de pr�eparation induit des h�et�erog�en�eit�es au niveau des
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Fig. 2.13: Distribution du nombre de coordination pour di��erentes rigidit�es de contact.

orientations de contact. Certaines directions d'interaction entre les particules, et notam-

ment la direction verticale, sont moins stables que d'autres. Plusieurs chercheurs tels que

Emam et al. (2005), Moreau (1993), et Radja�� et al. (2004) ont observ�e cette anisotropie

aussi bien pour des grains polygonaux que pour des g�eom�etries plus r�eguli�eres. A�n de

mettre en �evidence cette anisotropie, on �etudie la distribution des normales aux contacts

en comptabilisant leur nombre dans chaque direction a�n d'�etablir un histogramme qui d�e-

crit cette distribution (�gure 2.14). En 2D, Radja�� et Roux (2004) proposent une fonction

de distribution des orientations qui s'�ecrit sous la forme :

p(�) =
1

2�
[1 + accos2(� � �0)] (2.14)

o�u �0 est la direction de contact moyenne et ac est l'anisotropie de l'assemblage. Radja��

et al. (2004), Rothenburg et Bathurst (1989) a�rment qu'il y a une corr�elation importante

entre les forces et les directions de contact. �Etant pr�epar�es par pluviation et soumis qu'�a la

pesanteur, les �echantillons auxquels nous nous int�eressons pr�esentent un d�e�cit de contacts

�a normale verticale (�gure 2.14).

Dans le cas d'�echantillons de constituants sph�eriques en 3D, Emam et al. (2006) pro-

posent une description, analogue �a la distribution (2.14), �ecrite sous la forme d'un d�e-

veloppement en s�erie de polynômes de L�egendre. La sym�etrie de r�evolution autour de

l'axe vertical permet d'a�rmer que la distribution est une fonction paire de cos � ce qui

correspond a la sym�etrie observ�ee sur la �gure (2.14-c). Compte tenu de cette condition,

seuls les polynômes pairs sont consid�er�es. Pour montrer que le mat�eriau est isotrope, il
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Fig. 2.14: Histogramme d'orientations de contacts : assemblage (a) polygones, (b) cir-

culaires et (c) sph�eriques.

su�t de v�eri�er si la distribution est constante. Autrement dit, il su�t de v�eri�er si les

moments de la distribution de cos � valent les racines des polynômes paires de L�egendre

(< cos2 � >= 1
3
, < cos4 � >= 1

5
, etc).

2.4 E�et de la paroi sur la distribution des

contraintes dans un agglom�erat granulaire cylin-

drique

La rh�eologie quasi-statique des mat�eriaux granulaires est souvent d�ecrite par approches

ph�enom�enologiques bas�ees sur la mod�elisation �elastique ou �elasto-plastique des relations

contrainte-d�eformation. A notre connaissance, il n'y a pas de relation rigoureuse qui ex-

prime le comportement des mat�eriaux granulaires en fonction de consid�erations microsco-

piques et qui permette de comprendre les distributions des contraintes dans des con�gu-

rations simples. Ce th�eme fait l'objet de recherches scienti�ques actives (Goldenberg et

Goldhirsch (2005), Goldhirsch et Goldenberg (2004), Alexander (1998)), portant notam-

ment sur les châ�nes de force ou l'e�et de protocoles de pr�eparation des �echantillons etc.

La distribution des contraintes dans un cylindre de mat�eriau granulaire est un probl�eme

qui a attire encore l'attention de certains chercheurs. Janssen et Vereins (1895) ont d�ej�a

propos�e une solution empirique �a ce probl�eme, mais leur approche fait l'objet de plusieurs

critiques. Ainsi, le probl�eme reste d'actualit�e. Landry et al. (2003) ont �etudi�e la structure

des contraintes axiales dans un assemblage granulaire cylindrique, ils ont propos�e un mo-

d�ele empirique �a un seul param�etre d'ajustement. Vanel et Cl�ement (1999) et Ovarlez et
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Cl�ement (2005) ont reproduit les essais de Janssen montrant la saturation de la masse

d'un empilement �a partir d'une certaine hauteur caract�eristique. Ils ont propos�e un mod�ele

empirique relativement pr�ecis avec deux param�etres d'ajustement.

Dans cette section, nous proposons une �etude de l'e�et des parois sur les assemblages

granulaires cylindriques, en utilisant la m�ethode de la dynamique mol�eculaire. Nous nous

int�eressons en particulier aux pro�ls des contraintes et aux e�ets du frottement aux bords

sur la variation de ces pro�ls. Nous montrons �a travers cette �etude la concentration des

contraintes au fond des �echantillons ainsi que les e�ets de saturation loin des bords. Nous

nous int�eressons aussi au caract�ere hydrostatique des contraintes pr�es du bord libre. Nous

v�eri�ons l'existence d'une longueur caract�eristique d�elimitant la zone hydrostatique dont

nous �etudions la variation en fonction des param�etres du probl�eme.

2.4.1 Ph�enom�ene d'�ecrantage

Contrairement aux uides, pour lesquelles la pression hydrostatique est lin�eaire en

fonction de la hauteur, dans une colonne de mat�eriau granulaire la contrainte longitudinale

et la contrainte radiale varient d'abord lin�eairement puis restent constantes tout au long du

cylindre. Il s'agit du ph�enom�ene d'�ecrantage : �a partir d'une hauteur donn�ee, peu importe

la quantit�e de mat�eriau granulaire que l'on mette dans un cylindre, les contraintes restent

constantes jusqu'au fond du r�eservoir. La poids est �ecrant�e par la paroi lat�erale �a cause

de la mobilisation du frottement sur la paroi. Pour un �echantillon cylindrique de longueur

totale L, de rayon Rc et de coe�cient de frottement au niveau de la paroi �, Janssen et

Vereins (1895) proposent une solution approximative o�u la contrainte longitudinale s'�ecrit

sous la forme :

�zz(z) = �pg�(1� exp(�(L� z)=�)) (2.15)

o�u � d�esigne la longueur caract�eristique qui, selon le mod�ele de Janssen, s'�ecrit sous la

forme � = R=(2�K), o�u K est la constante de Janssen reliant les contraintes longitudinale

et radiale K = �rr
�zz

. Juste au dessous de la surface libre z = L, les contraintes varient en

�pgz, mais d�es que la cote z d�epasse la longueur caract�eristique �, les contraintes tendent

vers le seuil de saturation comme l'indique l'�equation 2.15.
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2.4.2 R�esultats Num�eriques

Les approches exp�erimentales de Vanel et Cl�ement (1999) et Ovarlez et Cl�ement (2005)

consistent �a mesurer la masse apparente d'un �echantillon de mat�eriau granulaire cylin-

drique par rapport �a la masse r�eelle introduite. Les auteurs de ces r�esultats exp�erimentaux

proposent alors un mod�ele empirique semblable au mod�ele de Janssen mais avec deux pa-

ram�etres d'ajustement. Landry et al. (2003) proposent une loi empirique semblable �a la loi

de Janssen mais avec un seul param�etre d'ajustement. Dans cette section, nous montrons

la limite de l'approche par mesure de la masse apparente, moyennant une analyse des r�e-

sultats des simulations num�eriques. Nous �etudions aussi les distributions des contraintes

longitudinales et axiales dans l'empilement de mat�eriaux granulaires cylindriques et nous

proposons une explication descriptive de la concentration de contrainte au fond d'un r�e-

servoir. Pour r�ealiser les simulations num�eriques, nous avons consid�er�e les param�etres de

simulation indiqu�es dans le tableau 2.2.

Param�etres

Nombre de particules N 4000-16000

Rayons des particules r (mm) 4.5

Masse volumique des particules �p (kg=m
3) 2500

Coe�cients de restitution et;n 0.8

Coe�cients de frottement

(particule-particule et particule-paroi) � 0.01 - 0.6

Coe�cient de Poisson � 0.3

Module d'Young des particules E (MPa) 82

Tab. 2.2: Param�etres de simulation : Comparaison des r�esultats num�eriques avec le mo-

d�ele de Janssen

Sur la �gure 2.15, nous pr�esentons les pro�ls des contraintes longitudinales et radiales

pour des �echantillons de nombres de particules et de hauteurs variables. Les r�esultats

num�eriques permettent d'estimer la constante de Janssen K = �rr
�zz

� 1:3. D'apr�es la

�gure, on constate que K reste ind�ependant de la taille de l'�echantillon puisque le rapport

entre les contraintes longitudinale et radiale est le même sur toutes les courbes. Ainsi,

la longueur caract�eristique d�e�nie ci-dessus peut être estim�ee �a � = 0:028 m, a�n de

comparer les r�esultats num�eriques avec ceux du mod�ele.
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Fig. 2.15: Contraintes longitudinales et radiales pour des assemblages de 3000 jusqu'�a

15000 grains. Le coe�cient de frottement est � = 0:5.

La �gure 2.15 montre la correspondance des r�esultats loin du fond de l'enceinte cy-

lindrique. En e�et, on observe l'augmentation des contraintes depuis le bord libre de

l'�echantillon suivant une loi de la forme �p(L � z)g rappelant le pro�l de la pression

hydrostatique des uides. Les r�esultats montrent aussi l'existence d'une zone de satu-

ration ou d'iso-contraintes conform�ement au mod�ele de Janssen. En e�et, loin des bords

(�1 < z < L��), les contraintes longitudinales et radiales restent sensiblement constantes.
Cependant, nous avons observ�e l'existence d'une troisi�eme zone proche du fond du cylindre

d�elimit�ee par (0 < z < �1), o�u les contraintes augmentent depuis la longueur caract�eris-

tique �1 jusqu'au fond. Cela repr�esente une limite �a l'approche exp�erimentale consistant �a

mesurer la masse apparente pour v�eri�er le mod�ele de Janssen puisque la valeur mesur�ee

correspond au pic de contrainte et non pas �a la contrainte de saturation. L'existence de

ce pic est dû probablement �a l'e�et de voûte : les châ�nes de forces reportent les e�orts

vers la paroi du cylindre.

Dans une seconde �etape, nous nous sommes concentr�es sur l'e�et du frottement sur les

pro�ls des contraintes tout au long du cylindre, en gardant le même nombre de particules.

La �gure 2.16 montre les r�esultats de ces simulations num�eriques. On remarque d'une

part l'augmentation de la longueur caract�eristique avec la diminution du coe�cient de

frottement et d'autre part l'augmentation des seuils asymptotiques des contraintes avec

la diminution du coe�cient de frottement.

Dans le tableau 2.3, nous pr�esentons un r�ecapitulatif des r�esultats du calcul num�erique
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Fig. 2.16: Contraintes longitudinales et radiales pour un assemblage de 7400 grains et

pour di��erents coe�cients de frottement.

concernant les contraintes de saturation ainsi que les longueurs caract�eristiques au del�a

desquelles le ph�enom�ene d'�ecrantage peut être observ�e. Ces simulations concernent des

�echantillons cylindriques de diam�etre 7cm auxquels nous nous int�eresserons par la suite.

Ces �echantillons sont constitu�es de di��erents mat�eriaux, tailles de constituants, nombre

de particules et frottement interne.

Mat�eriau (E(GPa),�) � r �num �sat

Acier-a (210, 0.3) 0.3 2.775 mm 6.2 cm 2,9MPa

Acier-b (210, 0.3) 0.3 4.75 mm 6.8 cm 3 kPa

Verre (85, 0.25) 0.3 3.5 mm 7.2 cm 1,1 kPa

Tab. 2.3: R�ecapitulatif de l'e�et d'�ecrantage sur les �echantillons granulaires. Les simu-

lations concernent des �echantillons cylindriques de diam�etre 7cm et portent sur les ca-

ract�eristiques des mat�eriaux, frottement interne et tailles des constituants. Les r�esultats

montrent les tailles caract�eristiques maximales ainsi que la contrainte de saturation cor-

respondante.
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2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e la m�ethode de calcul par �el�ements discrets

d'empilements granulaires cylindriques. Une attention particuli�ere a �et�e accord�ee aux lois

de contacts choisies. Ces contacts sont non-lin�eaires et ils permettent de tenir compte de

certaines caract�eristiques intrins�eques des grains tels que leurs formes, leurs dimensions et

leur nature. Nous nous sommes int�eress�es aussi �a l'algorithme pr�edicteur-correcteur adopt�e

pour int�egrer les �equations de mouvement des particules. La m�ethode de calcul consiste �a

r�esoudre les �equations de Newton pour chaque particule, en tenant compte des forces de

contact et de la gravit�e. Ainsi, les champs de vitesses, les trajectoires et les composantes

des forces de contact entre particules se d�eterminent au cours de l'�ecoulement. A ce stade,

l'application de la m�ethode de calcul permet d'a�rmer que la stabilit�e d'un �echantillon

d�epend essentiellement (i) de sa structure (compacit�e) (ii) des interactions et souplesses

de ses constituants (frottement et lois de contact) (iii) et du chargement appliqu�e. Nous

avons �etudi�e aussi la distribution de contraintes dans un empilement cylindrique avec paroi

a�n de comprendre les e�ets de bord. Pour compl�eter le travail de simulation que nous

venons de d�ecrire, nous proposons dans la suite des essais de compression permettant

de caract�eriser le comportement �elastique des mat�eriaux granulaires sous solicitations

quasi-statiques. Les r�esultats des essais seront compar�es �a ceux obtenus par simulations

num�eriques.
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3.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'�etudier le comportement quasi-statique des mat�eriaux

granulaires et notamment celui du ballast, sous compression simple. Le choix de ce type

d'essai est motiv�e par l'application �a laquelle nous nous int�eressons au terme de ce travail.

Notre objectif ultime est de mod�eliser et d'expliquer le tassement du ballast sous l'e�et

du blochet vibrant, in-situ. En quasi-statique, le probl�eme �equivalent est l'essai de com-

pression qui consiste �a appliquer une pression verticale sur un �echantillon con�n�e. Pour

�etudier les voies ferr�ees, deux approches sont envisageables, �a savoir : la reproduction com-

pl�ete de la voie en tenant compte des rails, attaches, blochet et ballast etc., ou l'approche

mod�elisatrice n'impliquant que le mat�eriau granulaire et la charge impos�ee. Nous avons

opt�e pour la seconde approche, d'abord pour sa simplicit�e et pour �eviter les perturbations

dues aux interactions avec les structures non mod�elisables par �el�ements discrets.

Les essais que nous mettons en place compl�etent l'approche num�erique par �el�ements

discrets. La m�ethode num�erique permet d'identi�er les param�etres qui a�ectent le com-

portement des mat�eriaux de fa�con plus syst�ematique. Elle permet aussi d'acc�eder �a des

informations di�cilement perceptibles exp�erimentalement. Une comparaison entre les r�e-

sultats num�eriques et exp�erimentaux permettra de conclure �a propos du comportement

�elastique des mat�eriaux granulaires sous compression.

Dans le premier paragraphe, nous expliquons la phase de mise en place et de pr�epa-

ration des mat�eriaux granulaires, puis le mode de bourrage et de con�nement, et en�n

l'essai de compression. L'exploitation des r�esultats fait l'objet du second paragraphe, il

s'agira d'identi�er des lois d�ecrivant le comportement �elastique des mat�eriaux granulaires

sous sollicitation quasi-statique.

3.2 Protocole exp�erimental

3.2.1 Description du dispositif exp�erimental

Le dispositif exp�erimental consid�er�e dans cette section est pr�esent�e sur la �gure (3.1).

L'assemblage de mat�eriau granulaire est con�n�e dans un cylindre de rayon R = 3:5 cm,

muni d'un fond �xe. Au niveau du bord sup�erieur, un piston permet de fermer l'ensemble

et de le charger. Le piston est con�cu de telle sorte qu'il coulisse sans frottement �a l'int�erieur

du cylindre. Une presse permet de piloter l'ensemble en d�eplacement avec une pr�ecision

de l'ordre de 10�3mm et de mesurer l'e�ort r�esultant moyennant une cellule de force dont
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la capacit�e est de 100 kN et la pr�ecision est de 1 N . La pression moyenne au niveau du

bord de l'�echantillon est transmise �a travers le piston non frottant et les �el�ements rigides

de la presse �a la cellule de force.

Fig. 3.1: Photo du dispositif exp�erimental : (a) op�eration de pr�eparation et de pesage

(b) essai de compression.

Les signaux de commandes et l'acquisition des donn�ees sont g�er�es par un logiciel de

pilotage permettant de param�etrer les essais en types et nombre de cycles, vitesses et

amplitudes de chargement, dimensions des �eprouvettes et stockage des donn�ees.

3.2.2 Proc�edure de pr�eparation des �echantillons

Les �echantillons auxquels nous nous int�eressons pour faire les essais sont de deux

cat�egories. Nous disposons d'�echantillons mod�eles tels que les particules sph�eriques de

verre ou d'acier de di��erents diam�etres et d'�echantillons de ballast aux �echelles r�eduites

de deux granulom�etries di��erentes comme l'indique le tableau 3.1.

La pr�eparation des �echantillons de ballast n�ecessite une �etape pr�eliminaire importante,

c'est l'op�eration de tamisage qui permet de limiter la dispersion des tailles des grains

par rapport �a la moyenne. Pour d�ecrire la taille d'un grain de ballast, nous consid�erons

la moyenne entre les dimensions extrêmes comme �etant l'estimateur du diam�etre d'un
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Param�etres verre acier-a acier-b ballast-a ballast-b

Diam�etre moyen d (mm) 6.99 5.55 9.5 11.77 18.5

�Ecart type �̂ 0.0885 � � 4.5 3.26

Diam�etre du cylindre D (mm) 70 70 70/131 70/131 131/152

Tab. 3.1: Dimensions des particules et des enceintes(* L'intervalle de tol�erance de fabri-

cation des billes semble inf�erieur �a la pr�ecision de nos instruments de mesure).

grain de ballast �equivalent et nous �evaluons la dispersion par rapport �a cette moyenne

(tableau 3.1). Ces estimateurs seront utiles pour faire les simulations num�eriques. Lors de

la pr�eparation des �echantillons, nous e�ectuons aussi une op�eration de pes�ee a�n d'estimer

la masse volumique des grains ainsi que les masses volumiques globales des �echantillons.

Nous remplissons ensuite les enceintes suivant deux m�ethodes de remplissage. La premi�ere

m�ethode (M1) consiste �a verser les grains �a travers un entonnoir plac�e �a une altitude

de 15 cm (Figure 3.2). Cette m�ethode permet d'obtenir des �echantillons relativement

denses puisque l'�energie cin�etique des grains est importante lorsqu'ils arrivent au fond du

cylindre. La deuxi�eme m�ethode (M2) consiste �a intercaler d'abord un tube interm�ediaire

tout au long du cylindre, puis �a le remplir et �a le soulever lentement de telle sorte que

les grains s'arrangent avec de faibles �energies cin�etiques. Cette m�ethode permet d'obtenir

des �echantillons plutôt lâches.

Apr�es les �etapes de tamisage, de pes�ee et de remplissage, l'�echantillon est soumis �a une

s�erie de cycles de charges-d�echarges a�n d'obtenir la compacit�e voulue, avant d'entamer

les essais de compression. Au cours de ces cycles de chargement, le mat�eriau explore des

�etats de plus en plus stables. Dans tous ces essais, on cherche �a mâ�triser la compacit�e, ce

param�etre devant être le même pour les �echantillons num�eriques et exp�erimentaux. Pour

reproduire les �echantillons num�eriquement, nous partons toujours d'une con�guration di-

lu�ee dont la compacit�e est de l'ordre de 0:15� 0:05 �a laquelle nous appliquons un champ

de pesanteur jusqu'�a ce que l'assemblage granulaire atteigne un �etat stable (faible �energie

cin�etique). A partir de cet �etat, nous appliquons des cycles r�ep�etitifs de charge-d�echarge

jusqu'�a l'obtention d'une densit�e correspondant aux essais exp�erimentaux.
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Fig. 3.2: M�ethodes de remplissage des mat�eriaux granulaires. M1 : pr�eparation des �echan-

tillons relativement denses par versement �a travers un entonnoir, M2 : pr�eparation des

�echantillons lâches moyennant un tube interm�ediaire que l'on soul�eve lentement

3.2.3 Mesure de la fraction volumique

Lors de la pr�eparation pr�eliminaire, la surface libre de l'�echantillon d�epend du frotte-

ment interne du mat�eriau mais aussi du rapport R=r (Rayon du cylindre par rapport au

rayon moyen des particules). Un rapport de dimension (R=r) �elev�e favorise la formation

de tas coniques au niveau de la surface libre. L'application d'une l�eg�ere pression verti-

cale au niveau du bord sup�erieur de l'�echantillon permet d'uniformiser la surface libre.

Notons que cette pression n'a pas d'e�ets consid�erables sur la structure des contraintes �a

l'int�erieur de l'�echantillon, mais permet de faciliter la caract�erisation de la compacit�e. Les

mesures de fractions volumiques consistent �a contrôler les hauteurs, H, des �echantillons et

d'estimer les densit�es moyennes � =M=(�R2H). Les compacit�es sont par la suite d�eduites

comme �etant le rapport entre les densit�es des �echantillons et celles des mat�eriaux des par-

ticules, � = �=�p. Pour ne pas perturber les mesures, le couvercle rigide de faible masse

appartenant au piston est ajust�e au niveau du bord de l'�echantillon. Les �echantillons sont

vers�es dans une colonne d'eau apr�es les essais de compression a�n d'�evaluer pr�ecis�ement

le volume des grains.

Les mesures des compacit�es avant et apr�es les cycles de charges et d�echarges permettent
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d'a�rmer qu'ind�ependamment du mat�eriau choisi, la fraction volumique augmente lorsque

les tailles moyennes des particules diminuent (tableau 3.2). Ceci peut s'expliquer entre

autres par le fait que plus le rayon moyen des grains augmente plus les tailles des pores

entre les particules et la paroi sont �elev�ees. Les faibles dispersions par rapport aux va-

leurs des compacit�es obtenues permettent d'a�rmer la r�ep�etabilit�e des r�esultats. Nous

remarquons en outre que le mode de pr�eparation des �echantillons a�ecte les fractions vo-

lumiques obtenues. En e�et, la m�ethode M1 (�gure 3.2) permet d'obtenir des compacit�es

plus �elev�ees que la m�ethode M2 pour les mat�eriaux consid�er�es comme l'indique le tableau

3.2. De plus, les dispersions par rapport aux compacit�es obtenues sont moins importantes

lorsqu'on applique la m�ethode M2.

M�ethode acier-a acier-b verre ballast-a

M1 Avant chargement cyclique � 0.586 0.55 0.576 0.505

�̂ 0.00117 0.0027 0.00221 0.0098

Apr�es chargement cyclique � 0.59 0.562 0.584 0.53

�̂ 0.0009 0.00144 0.002 0.00854

M2 Avant chargement cyclique � 0.569 0.554 0.561 0.485

�̂ 0.00564 0.0016 0.0067 0.0471

Apr�es chargement cyclique � 0.584 0.558 0.573 0.518

�̂ 0.00075 0.0008 0.000455 0.04

Tab. 3.2: E�et du mode de pr�eparation sur la densit�e des �echantillons avant et apr�es

la s�erie de charge-d�echarge, � et �̂ d�esignent respectivement les compacit�es moyennes et

leurs �ecarts types

3.2.4 E�et du protocole de pr�eparation sur le comportement

Apr�es les op�erations pr�eliminaires de pr�eparation, les �echantillons sont soumis �a des

charges cycliques a�n de mâ�triser la compacit�e initiale. Nous avons remarqu�e que les

r�eponses des �eprouvettes de mat�eriaux granulaires aux chargements cycliques consid�er�es

d�ependent du mode de pr�eparation pr�eliminaire adopt�e. La �gure 3.3 montre les r�esul-

tats exp�erimentaux de deux �echantillons typiques de billes en acier pr�epar�es suivant les

m�ethodes M1 et M2 d�ecrites plus haut. On remarque que le premier cycle est toujours

caract�eris�e par une forte dissipation d'�energie qui se manifeste par un tassement �elev�e
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compar�e �a celui des cycles qui suivent. La dissipation d'�energie peut être attribu�ee aux

r�earrangements importants des particules lors de la premi�ere sollicitation de con�nement.

L'hyst�er�esis caract�erisant la dissipation d'�energie subsiste pour tous les cycles suivants,

mais avec une moindre ampleur. L'�energie dissip�ee par cycle de chargement d�epend de

la m�ethode de pr�eparation. La �gure 3.4 montre que la dissipation est plus importante

pour les �echantillons initialement lâches (m�ethode M2) compar�ee �a celle des �echantillons

relativement denses (m�ethode M1).

Fig. 3.3: Pr�eparation des �echantillons (a) compaction par chargement cyclique d'un

�echantillon de billes en acier pr�epar�e par la m�ethode M1 (b) compaction par chargement

cyclique d'un �echantillon de billes en acier pr�epar�e par la m�ethode M2.

Sur la �gure 3.4, nous pr�esentons le chargement du dernier cycle pour chaque ma-

t�eriau suivant le mode de pr�eparation. Les r�esultats montrent, sans surprise, l'e�et du

mode de pr�eparation sur la raideur de l'empilement. En e�et la m�ethode de remplissage

M1 permet d'aboutir �a des �echantillons plus raides que la m�ethode de remplissage M2,

ind�ependamment de la nature du mat�eriau et de sa taille. La �gure 3.4 montre aussi que

plus les constituants sont rigides plus la courbe force-d�eplacement est raide. En revanche,

les essais ne permettent pas de conclure �a propos des tailles des particules �a cause de la

corr�elation entre la taille moyenne d'un grain et la compacit�e de l'empilement r�esultant

dont on montrera les e�ets par la suite.
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Fig. 3.4: E�et du mode de pr�eparation sur la r�eponse des �echantillons. �Echantillons

de (a) billes d'acier de rayons 2.25 mm (b) billes d'acier de rayons 4.75 mm (c) billes

de verre de rayons 3.5 mm et (d) de granulats de ballast de rayon moyen 5.88 mm. Les

�echantillons sont pr�epar�es suivant les m�ethodes M1 et M2
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3.3 Exploitation des r�esultats

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons au comportement des mat�eriaux granu-

laires sous chargement monotone. Nous pr�esentons, dans la premi�ere section, une �etude

de sensibilit�e qui permettra de comprendre les e�ets des param�etres de simulation sur

la r�eponse des empilements granulaires. Dans la deuxi�eme section, nous comparons les

r�esultats de compression simple d'�eprouvettes de granulats de verre, d'acier et de ballast,

obtenus num�eriquement et exp�erimentalement. Dans la troisi�eme section, nous identi�ons

des lois permettant de d�ecrire le comportent �elastique isotrope des mat�eriaux granulaires.

3.3.1 Analyse param�etrique

A�n de pouvoir param�etrer le mod�ele num�erique de fa�con �a repr�esenter au mieux

les r�esultats exp�erimentaux, nous avons d'abord proc�ed�e �a une analyse param�etrique qui

consiste �a faire varier les param�etres du mod�ele et �a examiner leurs e�ets sur les r�eponses

des �eprouvettes consid�er�ees en compression.

Fig. 3.5: E�et des param�etres de simulation sur la raideur des empilements.

Sur la �gure 3.5 nous pr�esentons les r�esultats de simulation d'un essai de compression

simple d'empilements dont les rigidit�es et coe�cients de frottement sont di��erents. Les

r�esultats (3.5-a) montrent que plus le niveau de frottement intergranulaire est �elev�e, plus le

comportement global de l'empilement est raide. Notons que les simulations sont r�ealis�ees

en partant d'un même �echantillon dont on fait �evoluer la structure sous le même type

de conditions aux limites, mais avec di��erents coe�cients de frottement. Ainsi, les e�ets
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de l'historique de pr�eparation et de chargement ne perturbent pas les r�esultats. Suivant

la même approche, la �gure 3.5-b montre que plus les constituants sont rigides, plus

le comportement global est raide, conform�ement aux r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es

sur la �gure 3.4. Il est important de signaler en outre que la raideur de l'empilement

augmente aussi avec la fraction volumique. Ce dernier r�esultat sera discut�e avec plus

de d�etails dans la section suivante. Cependant, nous avons not�e que le coe�cient de

Poisson et le coe�cient de restitution a�ectent �egalement, bien que de fa�con secondaire,

le comportement global force-d�eplacement.

3.3.2 Comparaison des r�esultats num�eriques et exp�erimentaux

Les empilements ainsi pr�epar�es sont soumis �a un essai de compression simple a�n de

comparer les r�esultats exp�erimentaux avec ceux des simulations num�eriques pour di��e-

rentes tailles de particules, types de mat�eriaux et compacit�es. Rappelons que lors de la

pr�eparation, les �echantillons sont d'abord vers�es dans un r�ecipient cylindrique et par la

suite soumis �a des cycles de chargement. Les chargements cycliques servent surtout �a uni-

�er les conditions initiales aussi bien pour l'approche exp�erimentale que num�erique. En

e�et, pour pouvoir comparer les r�esultats, nous partons toujours d'�echantillons compa-

rables du point de vue fraction volumique, type de mat�eriaux, granulom�etrie et conditions

aux limites.

Pour r�ealiser les simulations num�eriques des billes de verre et d'acier nous avons utilis�e

les lois de contact de Hertz a�n de d�ecrire les interactions intergranulaires. Pour les grains

anguleux tels que ceux du ballast, le contact de Hertz s'av�ere inadapt�e ; nous adoptons

alors une loi de contact lin�eaire.

Sur la �gure 3.6, nous pr�esentons les r�esultats de simulations num�eriques et de l'essai

exp�erimental de compression d'un �echantillon cylindrique de diam�etre 70 mm de billes

d'acier de rayons 2.25 mm (Fig. 3.6-a) et 4.75 mm (Fig. 3.6-b). A�n d'�evaluer de mani�ere

syst�ematique la correspondance entre les r�esultats num�eriques et exp�erimentaux, nous

avons utilis�e l'estimation de l'erreur relative Er d�e�nie par :

Er(u) = k u� û k
k u k (3.1)

La norme utilis�ee dans l'�equation pr�ec�edente est d�e�nie par k u k= (
Pm̂

i=1 juij2)
1
2 , o�u

m̂ repr�esente le nombre de mesures et u est une grandeur physique donn�ee. Dans la suite,



Comportement des mat�eriaux granulaires sous compression 83

Fig. 3.6: Comparaison des r�esultats exp�erimentaux et num�eriques : essais de compression

d'�eprouvettes granulaires, (1) billes en acier (E = 210GPa, � = 0:3, � = 7800kg=m3) de

rayons 2.25 mm avec � = 0:3, (2) billes en acier de rayons 4.75 mm avec � = 0:3 (a)

courbe force-d�eplacement (b) courbe force-compacit�e.

nous comparons pour chaque manipulation, les r�esultats de la simulation num�erique ou

de l'essai consid�er�e, d�esign�e par u dans l'�equation 3.3, par rapport �a la moyenne des essais

d�esign�ee par û. Nous remarquons que pour l'�echantillon de billes d'acier de rayons 2.25 mm,

l'�ecart moyen des essais par rapport au pro�l force-d�eplacement moyen (Figure 3.6) est de

Er(Fexp) = 0:039. En revanche, l'�ecart relatif �a la simulation num�erique correspondante par

rapport au pro�l force-d�eplacement moyen obtenu par exp�erience est de Er(FDM) = 0:051.

Pour le second �echantillon, dont les constituants sont des billes en acier de rayons

4.75 mm, la même conclusion d'ad�equation est tir�ee puisque Er(Fexp) = 0:0543 et

Er(FDM) = 0:0296. Nous remarquons sur les �gures 3.6 que les �echantillons ont des com-

pacit�es initiales de l'ordre de 0.59 et 0.565, conform�ement aux r�esultats exp�erimentaux

pr�esent�es dans le tableau 3.2. Les compacit�es �evoluent non lin�eairement avec les e�orts

r�esultants exerc�es sur l'�echantillon. En e�et, les compacit�es suivent le tassement de l'em-

pilement. A partir du moment o�u les e�orts sont non lin�eaires par rapport au d�eplacement

impos�e, les fractions volumiques suivent le même type de loi. Les r�esultats num�eriques

et exp�erimentaux correspondant aux empilements de billes d'acier sont donc tout �a fait

compatibles, �etant donn�e que l'�ecart relatif ne d�epasse pas 6%.

Sur la �gure 3.7, nous pr�esentons les r�esultats num�eriques et exp�erimentaux de l'essai

de compression simple d'un �echantillon de billes de verre de rayon moyen 3.5 mm (Fig.
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Fig. 3.7: Comparaison des r�esultats exp�erimentaux et num�eriques : essais de compression

d'�eprouvettes granulaires, (1)billes en verre de rayons 3.5 mm avec � = 0:3, E = 85GPa,

� = 0:25, � = 2500 (2) agglom�erat de ballast de rayon moyen 5.88 mm avec � = 0:8,

E = 46:9GPa (diorite), � = 0:3, � = 2710 (a) courbe force-d�eplacement (b) courbe force-

compacit�e.

3.7-a) et d'un �echantillon de ballast de taille r�eduite (Fig. 3.7-b). Pour simuler le pre-

mier �echantillon, nous avons g�en�er�e les diam�etres des particules suivant une loi normale

dont la moyenne et l'�ecart type sont conformes aux valeurs mesur�ees et pr�esent�ees dans

le tableau 3.1. Le deuxi�eme �echantillon est g�en�er�e de uniform�ement comme d�ecrit dans le

paragraphe (2.3). Comme pour les empilements en acier, nous avons mesur�e l'ad�equation

entre r�esultats num�eriques et exp�erimentaux moyennant le calcul de l'�ecart relatif. Nous

avons remarqu�e que pour l'empilement en verre, Er(Fexp) = 0:0673 et Er(FDM) = 0:0355,

alors que pour l'empilement de ballast Er(Fexp) = 0:0276 et Er(FDM) = 0:03, d'o�u la

compatibilit�e des r�esultats. L�a aussi nous remarquons que les compacit�es obtenues nu-

m�eriquement sont conformes aux r�esultats exp�erimentaux (voir tableau 3.2) dans le cas

des billes de verre. Ainsi, on peut a�rmer que la m�ethode num�erique adopt�ee et les lois

de contact choisies permettent de pr�edire avec une pr�ecision acceptable les r�esultats des

essais exp�erimentaux.

3.3.3 Estimation des lois de comportement �elastique

D'apr�es les �gures 3.6 et 3.7, les forces r�esultantes varient non lin�eairement avec les

d�eplacements appliqu�es. Certains auteurs estiment que ce comportement est caract�eris�e
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par deux r�egimes : un r�egime lin�eaire (F � �) correspondant au r�earrangement des grains

sous faibles sollicitations et un r�egime non lin�eaire (F � ��) observ�e pour les sollicitations

relativement importantes. Etant donn�e que la d�eformation globale de l'empilement n'est

que le r�esultat d'une combinaison des d�eformations intergranulaires, il est l�egitime de

penser que les d�eformations globales suivent une loi comparable �a celle des d�eformations

locales. Il est donc int�eressant d'�evaluer les tendances des lois force-d�eplacement dont

nous disposons. Nous rappelons �a ce stade que nous avons consid�er�e la loi de Hertz pour

d�ecrire les interactions locales des particules sph�eriques et une loi de contact lin�eaire pour

d�ecrire les interactions de particules de ballast. Ainsi, les r�esultats de l'ajustement des lois

obtenues sont pr�esent�es dans le tableau suivant :

Mat�eriaux Force-D�eformation Ecart Relatif

Acier (r = 2:25mm) 2:5107�1:555 0.011

Acier (r = 4:75mm) 2:0107�1:54 0.021

Verre (�r = 3:5mm) 1:35107�1:535 0.038

Ballast (�r = 5:88mm) 2:93107�1:6 0.057

Tab. 3.3: Ajustement des r�esultats exp�erimentaux et num�eriques.

Th�eoriquement, le comportement des mat�eriaux granulaires n'est pas �elastique même

pour les faibles chargements. En e�et, des e�ets d'hyst�er�esis persistent au cours des cycles

de chargement. Mais, puisque d'une part la dissipation diminue au cours des cycles et

que d'autre part la d�eformation irr�eversible est faible par rapport �a la d�eformation �elas-

tique, nous pouvons parler d'un comportement �elastique tout en gardant �a l'esprit que

ce n'est qu'une approximation. Les lois typiques mod�elisant le comportement �elastique

des mat�eriaux granulaires sont g�en�eralement exprim�ees �a l'aide de lois en puissance, elles

d�ependent de plus de la contrainte impos�ee. La non lin�earit�e se traduit par un exposant

n dans l'expression du module d'Young tangent initial (Lade et Nelson (1987)) :

E = BPa(
�a
Pa

)n (3.2)

o�u Pa est la pression atmosph�erique, �a d�esigne la contrainte appliqu�ee et les constantes

adimensionnelles B et n d�ecrivant le comportement �elastique isotrope sont obtenues par

exp�erience. Pour les sables, Lade et Nelson (1987) a�rment que l'exposant n est de l'ordre
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de 0.5. A partir de cette loi et du fait que le module �elastique s'�ecrit sous la forme E = @�
@�
,

il est possible d'identi�er l'e�ort r�esultant de l'essai de compression sous la forme :

F =M�� (3.3)

o�u M est un module qui peut s'�ecrire sous la forme M = SPa(
�
B
)

1
n�1 , et � est un

exposant qui d�ecrit la non lin�earit�e de l'e�ort r�esultant, il s'�ecrit sous la forme � = 1
1�n .

Ainsi, comme pour les sables, le module �elastique des empilements granulaires auxquels

nous nous int�eressons varie en fonction du chargement comme le montre le tableau 3.3.

Les calculs num�eriques confront�es aux r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es dans le dernier

paragraphe montrent que pour les empilements form�es de grains sph�eriques l'exposant de

la loi force-d�eplacement di��ere l�eg�erement de 3=2 (correspondant �a la loi de Hertz), il est

de l'ordre de � = 1:54. Pour les empilements de ballast, l'exposant est di��erent puisque

la loi de contact n'est plus celle de Hertz. Le terme constant M re�ete les caract�eris-

tiques m�ecaniques des constituants puisqu'il augmente avec leurs raideurs. La di��erence

entre les lois de contact et celles des comportements globaux est essentiellement due au

changement de la structure de l'assemblage au cours de la sollicitation. D'apr�es Roux

(2004), de nouveaux contacts se cr�eent au cours du chargement et a�ectent la tendance

du comportement global, comme le montre la �gure 3.8.

Fig. 3.8: E�et de la compacit�e sur les r�eponses d'un �echantillon de 2000 billes de verre

de rayon moyen 3.5 mm et de frottement interne � = 0:2: Ajustement des r�esultats et

estimation des param�etres M et �.
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Sur les �gures 3.8, nous pr�esentons aussi les r�esultats num�eriques obtenus en appliquant

la m�ethode de dynamique mol�eculaire ainsi que leurs ajustements relatifs pour di��erentes

fractions volumiques (tableau 3.4). Les courbes force-d�eformation repr�esentent le com-

portement d'�eprouvettes granulaires de longueurs uniformes L = 15 cm sous compression

monotone. La longueur relativement faible des �eprouvettes est choisie pour minimiser les

e�ets du frottement et d'�ecrantage. Cependant, cette longueur est su�samment impor-

tante pour n�egliger la contribution des pores au niveau de la paroi du cylindre �a la fraction

volumique globale, d'o�u la compacit�e assez �elev�ee � � 0:59. Sur la �gure 3.8, nous remar-

quons aussi que le nombre de contacts moyen augmente aussi bien avec la force r�esultante

qu'avec la fraction volumique. Ce r�esultat renforce la conclusion �a laquelle nous avons

abouti lors de l'analyse param�etrique montrant que les propri�et�es "�elastiques" d�ependent

de la structure de l'assemblage aussi bien en termes de caract�eristiques m�ecaniques des

constituants qu'en termes de sollicitations et de compacit�e.

Echantillon Force-D�eformation M�� Ecart Relatif

� = 0:586 4:47 106�1:51 0.002

� = 0:59 5:56 106�1:454 0.011

� = 0:593 6:78 106�1:464 0.03

� = 0:594 6:85 106�1:442 0.016

Tab. 3.4: R�esum�e des r�esultats de l'ajustement pour des �echantillons de di��erentes

compacit�es. Les empilements sont de 2000 grains de billes de verre de rayon moyen 3.5

mm.

Dans le tableau 3.4, nous r�esumons les r�esultats de l'ajustement par rapport aux

r�esultats num�eriques. Nous remarquons que plus le mat�eriau est dense plus le param�etre

M est important, alors que l'exposant � reste sensiblement le même. Il est important de

noter que les r�esultats comment�es dans ce paragraphe sont obtenus suite �a un processus

de compaction en partant d'un même empilement.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons �etudi�e le comportement �elastique des mat�eriaux granu-

laires de constituants r�eguliers tels que les billes sph�eriques de di��erentes tailles et types
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de mat�eriaux et de constituants al�eatoires tels que les ballasts. Les r�esultats num�eriques

confront�es aux essais de compression montrent que le comportement �elastique global d�e-

pend aussi bien des caract�eristiques m�ecaniques des constituants que de leurs formes.

Nous avons remarqu�e, �a titre indicatif, que les grains de ballast caract�eris�es par leurs

arêtes angulaires sont microscopiquement mieux d�ecrits par une loi de contact lin�eaire

que par la loi de Hertz. Au terme des comparaisons entre les r�esultats exp�erimentaux

et les r�esultats num�eriques, nous avons remarqu�e que la loi de contact locale ne permet

pas d'estimer syst�ematiquement une loi de comportement �elastique globale. En e�et, au

cours du chargement, de nouveaux contacts intergranulaires se produisent et inuent sur

la tendance du comportement global.

Au cours de notre �etude des mat�eriaux granulaires en quasi-statique, nous avons remar-

qu�e aussi que les protocoles de pr�eparation a�ectent beaucoup les r�esultats de simulation.

Le cadre quasi-statique des essais a permis de reproduire les r�esultats exp�erimentaux sans

di�cult�e consid�erable. Cependant, l'e�et de l'historique pourrait inuencer beaucoup plus

les r�esultats dans le cas des excitations dynamiques. Il serait tr�es di�cile d'�etablir une loi

rigoureuse qui tienne compte de l'historique des empilements de fa�con syst�ematique. Pour

�etudier cette question, une approche non d�eterministe serait n�ecessaire.
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4.1 Introduction

Les plateformes de chemin de fer sont g�en�eralement constitu�ees de rails connect�es aux

traverses qui transmettent les charges aux couches de ballast puis au sol. La g�eom�etrie de

ces plateformes doit r�epondre �a des exigences d'alignement sp�eci�ques a�n de satisfaire

les crit�eres de s�ecurit�e et de confort. Hormis les d�efauts de construction, ces alignements

d�ependent essentiellement des d�eformations permanentes qui peuvent avoir lieu au niveau

des couches de ballast. Sous chargement cyclique, les couches de ballast peuvent subir de

grandes d�eformations permanentes qui se traduisent par un tassement di��erentiel impli-

quant des pertes d'alignement. Ceci repr�esente un d�e� consid�erable pour les ing�enieurs

de chemins de fer �a cause du comportement complexe des mat�eriaux granulaires sous

chargements dynamiques.

Une large vari�et�e d'�etudes a �et�e r�ealis�ee a�n de comprendre le comportement des ma-

t�eriaux granulaires sous chargement dynamique et sous vibration. Deux approches ont �et�e

adopt�ees a�n d'�etudier ce comportement. La premi�ere est bas�ee sur la m�ecanique statis-

tique, la relaxation des mat�eriaux granulaire excit�es est en e�et formellement analogue

�a la dynamique des syst�emes thermiques d�evi�es de leurs �etats d'�equilibres. La deuxi�eme

approche d�ecrit ce comportement avec des grandeurs homog�enes �equivalentes telles que

les contraintes, les d�eformations, les d�eexions �elastiques, les vitesses etc. Cependant, la

majorit�e des travaux qui ont �et�e r�ealis�es concernent des �echantillons granulaires con�n�es

o�u le r�earrangement des particules ainsi que leurs usures sont les principaux responsables

des d�eformations permanentes.

Dans ce chapitre, nous tenons compte des deux approches mentionn�ees ci-dessus pour

d�ecrire le m�ecanisme de tassement des mat�eriaux granulaires, en consid�erant les e�ets

de la gravit�e et des vibrations dans une large plage d'acc�el�erations. La deuxi�eme section

d�ecrit le dispositif exp�erimental ainsi que la proc�edure utilis�ee pour r�ealiser les essais de

tassement. La troisi�eme section est d�edi�ee �a la discussion des r�esultats obtenus.

4.1.1 Dispositif exp�erimental et proc�edure

La granulom�etrie du micro-ballast utilis�e pour ces essais est pr�esent�ee sur la �gure

(4.1). D'apr�es la norme fran�caise NF P18-560, ce type de mat�eriaux est un m�elange de

gravier �n et grossier. Les caract�eristiques des granulats utilis�es pour faire ces essais

sont identiques �a celles de Al-Shaer (2005), Al-Shaer et al. (2005) et Bodin (2000), dans

les bancs aux dimensions r�eduites. Les �echantillons sont constitu�es de diorite, une roche



Etude Exp�erimentale du m�ecanisme de tassement d'un lit de micro-ballast 93

volcanique sombre et solide, largement utilis�ee dans les plateformes de chemins de fer. Les

granulats sont obtenus par concassage de ce type de roche suivi d'un tamisage normalis�e.

Fig. 4.1: Distribution des tailles des constituants du micro-ballast.

La pr�eparation au laboratoire consiste d'abord �a laver le micro-ballast a�n de le d�ebar-

rasser des d�ebris qui peuvent jouer le rôle de lubri�ant et peuvent avoir un e�et important

sur les interactions intergranulaires. Ensuite, 4:5 kg de micro-ballast sont vers�es dans une

enceinte cylindrique m�etallique de diam�etre D = 150 mm et de profondeur H = D. Les

colonnes granulaires sont compact�ees jusqu'�a une densit�e proche de � � 0:6, a�n d'assu-

rer une r�ep�etabilit�e acceptable de l'�etat initial. La dimension moyenne des grains �etant

de s = 16 mm, le ratio entre le diam�etre de l'enceinte et celui des grains est D=s � 10,

comme le montre la �gure (4.1). Les �echantillons ainsi pr�epar�es sont soumis �a des charges

p�eriodiques. Il est important de remarquer �a ce niveau que l'homog�en�eit�e des �echantillons,

du point de vue de la granulom�etrie, est importante. En e�et, le ph�enom�ene de s�egr�egation

joue un rôle important lorsque les �echantillons sont sous vibration, et la r�epartition de

grains par taille doit être la plus uniforme possible.

Les lits granulaires sont charg�es par un \blochet" mod�ele en acier de diam�etre d = 75

mm, dans le cas partiellement con�n�e. Dans le cas compl�etement con�n�e, un plateau

de diam�etre d = D est utilis�e pour appliquer une pression uniforme sur l'�echantillon. La

rigidit�e est �elev�ee a�n d'�eviter les e�ets de moments �echissants au niveau de la surface de

contact entre le piston et l'�echantillon. Le chargement est assur�e par un v�erin hydraulique

muni d'une servo-valve. Ce syst�eme hydraulique est asservi �a l'aide d'une boucle de type

PID telle que le montre le sch�ema (4.2). Le syst�eme est reli�e �a un ordinateur a�n de
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commander et de contrôler automatiquement le fonctionnement de l'ensemble. Une cellule

de force et un capteur de d�eplacement sont int�egr�es dans l'ensemble v�erin-piston a�n de

mesurer la force appliqu�ee ainsi que les d�eplacements relatifs e�ectu�es. Un acc�el�erom�etre

a �et�e coll�e sur le blochet m�etallique dans la direction verticale a�n de suivre l'acc�el�eration

par rapport au temps. Cet ensemble est maintenu par un châssis m�etallique constitu�e

d'une plateforme et de quatre poutres de diam�etres 100 mm attach�ees �a une traverse

ajustable qui maintient le v�erin.

Fig. 4.2: (a) Dispositif exp�erimental (b) Sch�ema du ux de donn�ees

L'�echantillon �etant pr�epar�e, le blochet est ajust�e sur la surface libre. Ensuite, une force

initiale est appliqu�ee de fa�con quasi-statique. La position du blochet atteinte jusque l�a est

consid�er�ee par la suite comme �etant un point de r�ef�erence. Sur l'interface de commande,

le signal �a appliquer ainsi que la fr�equence d'�echantillonnage sont introduits. Une s�erie

de 2 � 105 cycles est par la suite appliqu�ee aux �echantillons que ce soit pour les cas

partiellement ou totalement con�n�es. L'enregistrement des donn�ees se fait tous les 1000

cycles. Chaque enregistrement contient �a peu pr�es 30 points �equidistants.

A�n d'estimer une loi empirique d�ecrivant le tassement dans les �echantillons partiel-

lement ou totalement con�n�es, 115 essais ont �et�e r�ealis�es en appliquant di��erents signaux

de chargement. Le programme d'essais est pr�esent�e dans le tableau (4.1). Parmi ces es-

sais, 15 ont �et�e d�edi�es �a l'�etude de l'e�et de la longueur des �echantillons sur la vitesse de

tassement et 24 essais sont d�edi�es �a l'�etude de l'e�et de l'�elasticit�e du sol (mod�elis�e par

des couches d'�elastom�ere) sur la vitesse de tassement.
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Label �F (kN) �(%) f(Hz)

1 0.5 50 10, 20, 30, 40

100 10, 20, 30, 40, 50

2 1 50 10, 20, 30, 40

100 20, 30, 40, 50, 60

3 1.5 50 20, 30, 40

100 10, 20, 30, 40, 50, 60

4 2 50 20, 30, 40,50,60

100 10, 20, 30, 40, 50, 55, 57, 60, 62, 65

5 2.5 50 50, 55, 57.5, 60,61,62,63,65

6 3 50 40, 50, 60, 65

100 20, 30, 40, 50,52,53,54,55, 57, 60,

62,63,65

Tab. 4.1: Programme d'essais (� d�esigne le degr�e de con�nement).

4.2 Etude exp�erimentale du ph�enom�ene de tasse-

ment

Dans l'�etude bibliographique r�ealis�ee dans le premier chapitre, le tassement ou le d�e-

placement r�esiduel dans les mat�eriaux granulaires sous chargements cycliques peuvent être

dus �a plusieurs facteurs tels que (i) la compaction des mat�eriaux r�esultant du r�earran-

gement des particules, (ii) l'usure des grains et leur rupture, ainsi que (iii) la migration

et l'�ecoulement des grains des zones plus charg�ees vers les zones moins charg�ees (Kar-

rech et al. (2006a)). Le tassement d�epend aussi de di��erentes quantit�es qui peuvent être

impliqu�ees dans les expressions mentionn�ees ci-dessus et qui a�ectent le m�ecanisme de

tassement. Ces quantit�es sont : le nombre de cycles (�equations (1.1)-(1.8)) les densit�es

�nales et initiales (�equations (1.1) et (1.2)) les charges appliqu�ees (�equations (1.3)-(1.6)),

la d�eexion �elastique (�equations (1.7) et (1.8)) ainsi que la rigidit�e des grains (�equations

(1.7) et (1.8)).

L'une des motivations de ce chapitre est qu'aucune des expressions pr�esent�ees dans

la synth�ese bibliographique ne prend en compte l'e�et de l'acc�el�eration bien que celle-ci

joue un rôle important dans le m�ecanisme de tassement. En outre, la majorit�e des lois
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pr�esent�ees concerne des �echantillons con�n�es �a l'exception des �equations (1.7) et (1.8). Or

le degr�e de con�nement a�ecte signi�cativement le tassement des mat�eriaux granulaires.

4.2.1 Identi�cation des fr�equences critiques

Le milieu granulaire ainsi que l'enceinte m�etallique qui le contient sont soumis �a des

vibrations sous des charges de di��erentes fr�equences ( Figure 4.3-a). La plage de fr�equences

dans laquelle les signaux sont appliqu�es ne doit pas contenir des fr�equences critiques de

r�esonance de la structure. Les vibrations de r�esonance peuvent avoir lieu �a cause des

interactions entre les forces d'inertie et les propri�et�es �elastiques des mat�eriaux constituant

la structure. Ceci peut induire des r�eponses non contrôl�ees sur le mat�eriel utilis�e pour

r�ealiser les essais et peut induire aussi des r�esultats erron�es.

Il y a di��erentes m�ethodes qui permettent d'�etudier les param�etres modaux. Pour un

syst�eme lin�eaire, la r�eponse en fr�equence donne une information compl�ete �a propos de ces

param�etres. La mesure de cette r�eponse n�ecessite le calcul du ratio entre la transform�ee

de Fourier du signal d'entr�ee et celui de la sortie (en supposant que les signaux sont

enregistr�es sans bruit). Cette technique est insu�sante dans le cas d'un syst�eme plus

complexe et non lin�eaire. Dans ce dernier cas, les signaux peuvent être contamin�es par

les contributions des non-lin�earit�es et celles du bruit. Pour contourner ce probl�eme, des

techniques plus �elabor�ees telles que l'estimateur de la fonction de r�eponse en fr�equence

(FRF) peuvent être utilis�ees pour obtenir les param�etres modaux du syst�eme compos�e par

l'enceinte et l'�echantillon de mat�eriau granulaire. Les estimateurs FRF que l'on appelle

H1 et H2 sont les plus connus. Ils sont tous les deux impl�ement�es dans le syst�eme de

mesure que nous avons utilis�e (Pulse : BK 2032). L'estimateur H1 caract�eris�e par une

unique source de bruit est exprim�e sous la forme :

H1 =
Sxy
Sxx

(4.1)

Cet estimateur est �etabli en supposant que le bruit al�eatoire est dû uniquement �a la sortie

et non pas �a l'entr�ee ou au syst�eme de mesure. Le terme Sxy repr�esente l'estimation de la

puissance spectrale crois�ee entre l'entr�ee et la sortie, alors que Sxx d�esigne l'auto-puissance

spectrale du signal d'entr�ee. Quant �a l'estimateur H2, il s'�ecrit sous la forme :

H2 =
Syy
Sxy

(4.2)
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Cet estimateur est �etabli en supposant que le bruit al�eatoire est dû uniquement �a l'entr�ee

et non pas �a la sortie ou au syst�eme de mesure. Syy d�esigne l'auto-puissance spectrale du

signal de sortie. Le dispositif de mesure est constitu�e (i) d'un marteau muni d'un capteur

de force a�n de mesurer le signal d'entr�ee (ii) d'un acc�el�erom�etre utilis�e pour mesurer

l'acc�el�eration en un point et dans une direction donn�es et (iii) d'un analyseur qui permet

de calculer la r�eponse FRF (Figure 4.3-a).

Fig. 4.3: (a) Dispositif de mesure des param�etres modaux (b) Repr�esentation FRF des

modes et fr�equences propres du syst�eme enceinte-�echantillon.

La �gure (4.3-b) montre les repr�esentations FRF pour di��erents modes de vibration

obtenus exp�erimentalement. On peut remarquer que la premi�ere r�esonance a lieu �a une

fr�equence fr = 450 Hz. Les fr�equences qui nous int�eressent lors de passage de trains sont

beaucoup moins �elev�ees. Dans le cadre de cette �etude exp�erimentale, les fr�equences des

signaux appliqu�ees se situent dans l'intervalle f 2 [1; 100] Hz.

4.3 R�esultats des essais et discussion

A cause des passages de trains, les plateformes de chemins de fer sont soumises �a un

signal en "M" qui d�epend de la vitesse de roulement, des charges appliqu�ees ainsi que des

caract�eristiques du sol. Ce signal s'�ecrit sous la forme :

F (Q; V; t) = Q
�
X(V t�ad )

2

+X(V t�a�Ld )
2�

(4.3)

o�u t est le temps, a est une distance caract�eristique qui correspond �a la position exp�eri-

mentale de la charge nulle, d est la distance entre deux traverse, L est l'empattement des
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bogies et X est une variable d�ependant du sol. Ce type de signal a �et�e utilis�e par Gu�erin

(1996), Bodin (2000) et Al-Shaer (2005)). Il contient un spectre de fr�equences assez large.

La complexit�e de ce type de signaux peut causer diverses anomalies en particulier quand le

mat�eriau granulaire se comporte de fa�con non lin�eaire. Dans le cadre de notre �etude exp�e-

rimentale, nous n'avons pas essay�e de reproduire ce type de chargement, nous avons plutôt

opt�e pour un signal sinuso��dal qui s'�ecrit sous la forme F (t) = F0 +�F (1 + sin 2�ft), o�u

F0 est pris �egal �a 0:5 kN et �F varie de 0:5 �a 3 kN avec un incr�ement de 0:5 kN, alors que

la fr�equence, f , varie de 10 �a 65 Hz. Le blochet subit alors des intensit�es d'acc�el�erations

�, dans la plage allant de 0 �a environ 3, o�u � = �max(2�f)2

g
. �max est l'amplitude de la

d�eexion �elastique et g est l'acc�el�eration de pesanteur.

Fig. 4.4: Filtrage des donn�ees a�n d'isoler les d�eplacements r�esiduels.

4.3.1 D�eplacement R�esiduel sous le blochet

La qualit�e des �echantillons pr�epar�es d�epend entre autres de la densit�e relative de la

con�guration initiale. Ce param�etre est mesur�e syst�ematiquement avant chaque essai. La

moyenne de compacit�e obtenue est de � = 0:601 avec un �ecart type de 0:00511. Les �gures

(4.5) et (4.6) montrent des r�esultats typiques de variation du tassement � (d�eplacement

r�esiduel sous le blochet) avec le nombre de cycles, obtenus dans les cas compl�etement

et partiellement con�n�es �a di��erentes fr�equences et amplitudes de chargements. Notons
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que les d�eplacements �elastiques sont �ltr�es en ne prenant en compte que la moyenne du

d�eplacement absolu sur chaque cycle de chargement comme le montre la �gure (4.4). Ces

r�esultats montrent que, sous chargement dynamique, il y a deux phases de tassement.

La premi�ere se manifeste au d�ebut du processus et est caract�eris�ee par un d�eplacement

r�esiduel rapide. La longueur de cette phase (en terme de nombre de cycles, N) augmente

avec la fr�equence d'excitation et avec le degr�e de con�nement. On peut remarquer sur les

�gures mentionn�ees ci-dessus que cette premi�ere phase ne d�epasse pas un nombre critique

de cycles N0 de 50000 cycles pour tous les cas de chargement. Ce nombre critique va être

consid�er�e comme la limite de la phase transitoire de tassement rapide. La phase transitoire

est toujours suivie d'une phase sensiblement stationnaire qui correspond �a N > N0.

Fig. 4.5: Tassement des mat�eriaux granulaires en fonction du nombre de cycles (cas

d'�echantillons compl�etement con�n�es).

Pour une force appliqu�ee donn�ee, on peut remarquer que le tassement augmente avec

la fr�equence d'excitation, ind�ependamment du mode de chargement. A titre d'exemple,
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la �gure (4.5) montre que dans le cas d'�echantillons compl�etement con�n�es, et d'une

amplitude de force appliqu�ee de �F = 1 kN, le tassement maximum atteint 0:075 mm

�a une fr�equence de 10 Hz. Cependant, il atteint 0:43 mm �a une fr�equence de 40 Hz. De

fa�con similaire, dans le cas d'�echantillons partiellement con�n�es, et d'une amplitude de

force appliqu�ee de �F = 1 kN, la �gure (4.6) montre que le tassement maximum atteint

0:4 mm �a une fr�equence d'excitation de 20 Hz et 1:4 mm �a une fr�equence d'excitation

de 60 Hz. Les �gures (4.5) et (4.6) montrent que ce comportement reste valable pour

di��erentes amplitudes de forces appliqu�ees.

D'autre part, les �gures (4.5) et (4.6) r�ev�elent que la variation du tassement en fonction

du nombre de cycles peut être repr�esent�ee par une loi logarithmique similaire aux lois (1.1),

(1.2), et (1.3). Cette loi peut être �ecrite sous la forme :

� = A+B lnN (4.4)

L'ajustement logarithmique parait convenable. Son ad�equation est mesur�ee �a travers

le coe�cient de d�etermination (voir annexe a). Dans la majorit�e des cas, ce coe�cient d�e-

passe 0:9 que ce soit pour le cas partiellement ou totalement con�n�e comme le montrent

les �gures (4.5) et (4.6). Th�eoriquement, le param�etre A correspond au tassement qui

r�esulte du premier cycle de chargement et le param�etre B d�ecrit la vitesse incr�emen-

tale de tassement. Jusque l�a, les param�etres A et B d�ependent des di��erentes quantit�es

exp�erimentales telles que la force appliqu�ee, F , la fr�equence, f , la d�eexion �elastique,

�, l'intensit�e d'acc�el�eration, �, et le degr�e de con�nement �. Dans la section suivante,

l'impact de ces di��erentes quantit�es va être discut�e avec plus de d�etails.

4.3.2 V�eri�cation des r�esultats obtenus

Une intense activit�e de recherche a �et�e d�edi�ee �a l'�etablissement d'une loi empirique

reliant l'incr�ement de tassement �a la d�eexion �elastique comme expliqu�e dans la section

(1.3). Ces lois concernent uniquement la partie quasi-stationnaire de la courbe (�(N); N).

Les r�esultats exp�erimentaux obtenus dans le cas partiellement con�n�e, ainsi que leurs

ad�equations respectives (en terme de coe�cient de d�etermination) sont r�esum�es dans le

tableau (4.2). Les variations des tassements incr�ementaux par rapport aux d�eexions �elas-

tiques sont estim�ees avec des coe�cients de d�etermination, R2, allant de 0:44 �a 0:69 (voir

annexe a). Les valeurs de ces coe�cients montrent d�ej�a la di�cult�e d'expliquer le ph�eno-

m�ene de tassement surtout quand le dispositif exp�erimental est complexe. D'autre part,
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Fig. 4.6: Tassement des mat�eriaux granulaires par rapport au nombre de cycles : �Echan-

tillons partiellement (50%) con�n�es.

ces valeurs montrent que la d�eexion �elastique peut être prise comme variable d'explica-

tion assez ad�equate, bien qu'elle n'explique pas le ph�enom�ene avec pr�ecision. La loi de

puissance pr�esent�ee dans l'�equation (1.7) et reliant l'incr�ement de tassement �a la d�eexion

�elastique a �et�e maintenue avec pr�ecaution en tenant compte de la complexit�e des dispositifs

exp�erimentaux mis en place. Les valeurs des coe�cients de d�etermination justi�ent aussi le

choix de notre dispositif exp�erimental. Dans notre �etude, nous avons opt�e pour un dispo-

sitif moins complexe de par sa structure simple et ses dimensions relativement faibles. Ce

choix permet en e�et de diminuer le nombre d'al�eas dus �a la structure du dispositif exp�e-

rimental. Cette approche nous a permis d'estimer des lois similaires pour di��erents degr�es

de con�nement. Dans le cas partiellement con�n�e, un ajustement de qualit�e moyenne a �et�e

obtenu puisque R2 ne d�epasse pas 0:68. En revanche, dans le cas compl�etement con�n�e,

les r�esultats sont plutôt satisfaisants puisque R2 est de l'ordre de 0:86, comme le montre

la �gure (4.7). D'autre part, le tableau (4.3) montre que le coe�cient de corr�elation entre
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l'incr�ement de tassement moyen et la d�eexion �elastique est de l'ordre de 0:789 dans le

cas d'�echantillons partiellement con�n�es et de l'ordre de 0:908 dans le cas d'�echantillons

compl�etement con�n�es. En revanche, d'apr�es les r�esultats exp�erimentaux obtenus dans le

cadre de cette �etude, la corr�elation diminue quand l'acc�el�eration augmente.

Mod�ele Gu�erin Bodin Al-Shaer En Cours

� EPC* EPC EPC ECC** EPC
d�
dN

4:8� 10�7�2:5 2:5� 10�6�1:17 3:1� 10�5�2:41 7:6� 10�6�1:35 3:7� 10�5�1:42

R2 0.68 0.69 0.44 0.86 0.68

Tab. 4.2: Comparaison des incr�ements de tassement en fonction de la d�eexion �elastique

avec des r�esultats publi�es pr�ec�edemment. * Echantillon Partiellement Con�n�e, ** Echan-

tillon Compl�etement Con�n�e

Malgr�e les di��erences majeures entre le dispositif exp�erimental pour lequel nous avons

opt�e et ceux con�cus par Gu�erin (1996), Bodin (2000) et Al-Shaer (2005), en termes de

forme des signaux appliqu�es et dimensions des �echantillons, nous avons obtenus des r�e-

sultats sous forme de loi de puissance similaires �a (4.2). D'autre part, les di��erences en

terme d'erreur par rapport �a l'ajustement restent dans un ordre de pr�ecision accept�e par

les auteurs mentionn�es ci-dessus.

Fig. 4.7: Estimation de la loi de puissance reliant l'incr�ement de tassement, d�
dN

, �a la

d�eexion �elastique, �, dans le cas compl�etement (a) et partiellement (b) con�n�e.
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4.3.3 E�et des param�etres de contrôle sur la vitesse de tasse-

ment

Le tableau (4.3) r�esume les e�ets des di��erentes quantit�es exp�erimentales accessibles

avec les capteurs utilis�es : la force appliqu�ee, la fr�equence, l'acc�el�eration, la d�eexion

�elastique ainsi que le d�eplacement r�esiduel sous le blochet. Nous nous penchons sur le

tassement incr�emental tel que d�e�ni plus haut ainsi que sur le coe�cient B tel que d�e�ni

par l'�equation (4.4). Ceci signi�e que l'on tient compte non seulement de la phase quasi-

stationnaire, mais aussi de la phase transitoire de tassement qui se manifeste au d�ebut

du processus. Le tableau (4.3) montre que parmi tous les facteurs �enum�er�es ci-dessus,

l'acc�el�eration ainsi que la d�eexion �elastique sont les plus corr�el�ees avec le param�etre B et

avec le tassement incr�emental d�
dN

, que ce soit dans les cas d'�echantillons compl�etement ou

partiellement con�n�es. Nous remarquons �egalement que le coe�cient B a une corr�elation

plus �elev�ee avec les facteurs consid�er�es (� et �) que le tassement incr�emental d�
dN

. D'autre

part, nous remarquons que la corr�elation est plus �elev�ee dans le cas compl�etement con�n�e

que dans le cas partiellement con�n�e.

ECC EPC

B d�
dN

B d�
dN

Force Appliqu�ee, �F (kN) 0.805 0.832 0.678 0.6778

Fr�equence, f (Hz) 0.891 0.893 0.768 0.792

Intensit�e d'acc�el�eration, �(g(m/s)) 0.959 0.931 0.935 0.903

D�eexion �elastique, � (mm) 0.926 0.908 0.789 0.789

Tab. 4.3: Corr�elation entre la vitesse de tassement et les param�etres de contrôle exp�eri-

mentaux, d�
dN

en (mm/cycle) et B en (mm/Log(cycle))

Ceci peut être con�rm�e par la �gure (4.8) qui montre la variation du tassement incr�e-

mental en fonction du nombre de cycles pour les deux degr�es de con�nement consid�er�es.

La r�egression lin�eaire montre que pour une force appliqu�ee donn�ee, di��erents niveaux de

tassement peuvent être obtenus. D'autre part, le coe�cient de d�etermination est faible

surtout dans les cas d'�echantillons partiellement con�n�es o�u il atteint 0:08. Les �gures

(4.7), (4.8), et (4.9) montrent aussi que les meilleurs coe�cients de d�etermination sont

obtenus quand on consid�ere l'acc�el�eration comme facteur de contrôle. En outre, les �gures
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(4.9) et (4.10) indiquent que le param�etre de tassement B explique de fa�con plus pr�ecise

la vitesse de tassement que la pente de tassement incr�emental.

Fig. 4.8: R�egression lin�eaire montrant la faible d�ependance de l'incr�ement de tassement,
d�
dN

, avec l'amplitude des forces appliqu�ees, �F .

Cette analyse permet de conclure que les param�etres qui peuvent être consid�er�es pour

expliquer le m�ecanisme de tassement sont, a priori, l'acc�el�eration et la d�eexion �elastique.

Nous d�eduisons aussi qu'il est plus avantageux de consid�erer le param�etre de vitesse de

tassement, B, que le tassement incr�emental pour deux raisons. D'abord, ce coe�cient est

estim�e en se basant sur toute la s�erie temporelle repr�esentant le d�eplacement du blochet,

et puis, ce coe�cient a des corr�elations plus �elev�ees avec les facteurs de l'exp�erience

consid�er�es � et � que le tassement incr�emental. Dans la suite, le coe�cient B va être

principalement consid�er�e pour d�ecrire la vitesse de tassement des �echantillons.

4.3.4 Vitesse de tassement en fonction de l'acc�el�eration

Bien qu'il soit tout �a fait ad�equat de consid�erer la d�eexion �elastique comme fac-

teur exp�erimental essentiel pour pr�evoir la vitesse de tassement lorsque les chargements

sont de faible vitesse voire quasi-statiques, il parâ�t �evident que ce facteur est inappro-

pri�e quand les mat�eriaux sont agit�es de fa�con excessive surtout dans le cas d'�echantillons

partiellement con�n�es. En revanche, les courbes de tassement en fonction du nombre de

cycles maintiennent leurs formes logarithmiques (4.4) comme le montrent les �gures (4.5)

et (4.6). Dans le cas id�eal o�u les mat�eriaux granulaires peuvent être consid�er�es comme

�elastiques et lin�eaires, les forces appliqu�ees sont proportionnelles �a la d�eexion �elastique
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Fig. 4.9: Variation de l'incr�ement de tassement, d�
dN

, en fonction de l'intensit�e d'acc�el�e-

ration, �.

et les acc�el�erations sont �egalement reli�ees aux fr�equences de chargement ainsi qu'aux d�e-

ections �elastiques. Ceci signi�e que l'acc�el�eration, qui est une r�eponse accessible exp�eri-

mentalement, contient su�samment d'information pour d�ecrire la dynamique du syst�eme

granulaire consid�er�e. Dans notre cas, nous avons remarqu�e que la r�eponse des �echantillons

en terme de vitesse de tassement est hautement corr�el�ee avec l'intensit�e d'acc�el�eration

par comparaison aux autres facteurs de l'exp�erience. La corr�elation atteint 0.959 dans les

cas d'�echantillons compl�etement con�n�es et 0:935 dans les cas d'�echantillons partiellement

con�n�es. Puisque l'acc�el�eration d�epend de param�etres non ind�ependants tels que la d�e-

ection �elastique, de la force appliqu�ee et de la fr�equence et qu'elle est hautement corr�el�ee

avec la vitesse de tassement B, elle repr�esente un candidat potentiel pour expliquer le

m�ecanisme de tassement. Une r�egression lin�eaire est e�ectu�ee pour trouver une relation

entre les grandeurs mentionn�ees ci-dessus, comme le montre la �gure (4.10).

B = 0:0379� + 0:0233 (4.5)

B = 0:243� + 0:0527 si � � �cr B = 5:144�� 6:887 si � > �cr (4.6)

o�u l'�equation (4.5) correspond aux cas d'�echantillons compl�etement con�n�es et l'�equa-

tion (4.6) correspond aux cas d'�echantillons partiellement con�n�es. Les relations lin�eaires

sont �etablies en se basant sur les mesures e�ectu�ees et leurs ajustements par rapport �a la
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loi logarithmique (4.4). La r�egression lin�eaire indique que le coe�cient de d�etermination

R2 est de l'ordre de 0.92 et 0.87 dans les cas d'�echantillons compl�etement et partiellement

con�n�es, respectivement. Compar�e au coe�cient de d�etermination obtenu lorsque les re-

lations entre la d�eexion �elastique et la vitesse de tassement sont consid�er�es, l'explication

de la vitesse de tassement par l'intensit�e d'acc�el�eration est plus avantageuse.

Fig. 4.10: Coe�cient de tassement, B, en fonction de l'intensit�e d'acc�el�eration, �.

4.3.5 E�et du degr�e de con�nement

Les �equations (4.5) et (4.6) sont obtenues par r�egression lin�eaire et s'�ecrivent sous la

forme Bi = ai� + bi (o�u les indices i = 1; 2 d�esignent les �echantillons partiellement et

compl�etement con�n�es, respectivement) avec des coe�cients de d�etermination de l'ordre

de 0:9 quand l'intensit�e d'acc�el�eration est inf�erieure �a 1:45. En outre, on note que la

pente de la courbe B = f(�) est plus �elev�ee dans le cas d'�echantillons partiellement

con�n�es (a2
a1
� 6:5). Quand les vitesses de tassement sont �etudi�ees pour un large intervalle

d'intensit�es d'acc�el�eration, pour toutes forces et fr�equences confondues, nous remarquons

qu'il y a une di��erence de comportement majeure selon le degr�e de con�nement. La �gure

(4.10-a) montre que la vitesse de tassement B augmente lin�eairement avec l'intensit�e

de tassement sous le blochet. En revanche, la �gure (4.10-b) montre que cette vitesse

augmente lin�eairement jusqu'�a ce que l'intensit�e d'acc�el�eration atteigne �cr � 1:45 puis

a�che une croissance plus rapide. Cette intensit�e peut être consid�er�ee comme un point

de transition entre un comportement quasi-solide et un comportement quasi-uide.

En e�et, le m�ecanisme de tassement di��ere d'un degr�e de con�nement �a un autre.



Etude Exp�erimentale du m�ecanisme de tassement d'un lit de micro-ballast 107

Fig. 4.11: Variation du coe�cient de tassement, B, en moyenne et �ecart type en fonction

de la souplesse du sol simul�ee par des �elastom�eres de propri�et�es di��erentes. (M1 correspond

au cas sans �elastom�ere)

Dans le cas d'�echantillons compl�etement con�n�es soumis �a des chargements dynamiques,

le r�earrangement des grains ainsi que leur usure sont responsables du d�eplacement r�esiduel.

Cependant, dans le cas d'�echantillons partiellement con�n�es, un autre facteur rentre en

jeu, il s'agit de la mobilit�e des grains vers des r�egions aux niveaux de chargement moins

�elev�es. La comparaison e�ectu�ee lors de cette �etude exp�erimentale montre que ce facteur

joue un rôle clef dans le m�ecanisme de tassement.

4.3.6 E�et de la hauteur des �echantillons et de l'�elasticit�e du sol

A�n d'�etudier l'e�et de l'�elasticit�e du sol et de la hauteur des �echantillons sur la

vitesse de tassement un signal particulier a �et�e s�electionn�e. Ce signal est caract�eris�e par

une amplitude de force de �F = 1 kN et une fr�equence f = 40 Hz. L'�elasticit�e du

sol est simul�ee en intercalant des couches d'�elastom�ere de hauteur 40mm sous chaque

�echantillon. Les caract�eristiques m�ecaniques des mat�eriaux sont identi��ees moyennant

des essais de relaxation ajust�es au mod�ele de Zener (un ressort de module E2 en s�erie

avec une combinaison parall�ele d'un ressort de module E1 et d'un amortisseur de module

�). La �gure (4.11) montre que le param�etre de tassement, B, augmente en moyenne et

�ecart type avec la souplesse du sol. L'e�et de la hauteur de l'�echantillon est �etudi�e en

faisant varier la hauteur de l'�echantillon de 0:095 �a 0:195 m. Le param�etre de tassement,

B, parâ�t ind�ependant de la hauteur de l'�echantillon pour des hauteurs sup�erieures au
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diam�etre des �echantillons (H > D), comme le montre la �gure (4.12). Ce r�esultat peut

être interpr�et�e comme suit : le tassement concerne essentiellement les grains les plus

proches de la sollicitation.

(a) (b)

Fig. 4.12: (a) Variation du coe�cient de tassement en moyenne et �ecart type en fonction

de la hauteur des �echantillons. (b) Raideur d'un �echantillon de ballast pour di��erentes

vitesses de p�en�etration

4.3.7 E�et de la forme des grains

A notre connaissance, aucun mod�ele de m�ecanique des milieux continus ne tient compte

de la forme des grains dans sa formulation. La th�eorie cin�etique d�evelopp�ee pour d�ecrire

l'hydrodynamique des milieux granulaires ne tient pas compte de cet aspect non plus,

puisqu'elle est formul�ee en partant de fonctions de distribution de grains sph�eriques ou

circulaires (annexe b). Lorsque nous avons entam�e la pr�esente �etude, pour examiner le

tassement des ballasts des chemins de fer, nous avons pr�evu une mod�elisation par la dy-

namique mol�eculaire avec des grains sph�eriques pour simpli�er les calculs. Les premiers

essais de compression sur des �echantillons compl�etement con�n�es (voir troisi�eme chapitre)

semblent montrer que cette approche est prometteuse. C'est �a travers des essais de com-

pression sur des �echantillons partiellement con�n�es que nous nous sommes rendus compte

de l'importance de la forme des grains.

La �gure (4.12)-b montre les courbes force-d�eplacement pour un �echantillon de bal-

last partiellement con�n�e. Les mesures sont prises au niveau du blochet comme dans les
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(a) (b)

Fig. 4.13: Raideur d'un �echantillon de ballast pour di��erentes vitesses de p�en�etration,

(a) cas de billes en verre (b) et de billes en acier

essais d�ecrits pr�ec�edemment, mais pour di��erentes vitesses de p�en�etration sous charge-

ments monotones. Les �gures (4.13) montrent, quant �a elles, les mêmes grandeurs pour

des billes en acier et des billes en verre. A partir de ces �gures, nous pouvons remarquer

que la r�esistance des �echantillons de constituants sph�eriques est n�egligeable devant celle

du ballast. En e�et, la r�eaction du ballast atteint plus de 10kN alors que celle des billes

sph�eriques ne d�epasse pas 0:3kN . D'autre par la mobilit�e des grains arrondis est beaucoup

plus �elev�ee que celles des grains de ballast. Nous constatons que pour de faibles charge-

ments monotones, le piston p�en�etre dans le milieu granulaire de constituants sph�eriques

de l'ordre de 60 mm. Alors qu'il atteint 6 mm �a peine dans le ballast avant de produire

des ruptures au niveau des grains.

4.4 Conclusion

Le tassement des mat�eriaux granulaires se produit suite aux d�eplacements r�esiduels qui

peuvent avoir lieu dans le mat�eriau sous chargement externe. En se basant sur des travaux

publi�es ant�erieurement, pr�esent�es dans le premier chapitre, le m�ecanisme de tassement

peut être attribu�e au r�earrangement des grains, �a leur usure ainsi qu'�a leur mobilit�e.

En outre, di��erentes lois empiriques ont �et�e pr�esent�ees en l'absence de th�eorie pr�ecise

d�ecrivant le ph�enom�ene. Ces lois expriment le tassement en fonction de di��erents facteurs

exp�erimentaux tels que la d�eexion �elastique, le nombre de cycles, les forces appliqu�ees
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etc. En se basant sur ces travaux, nous avons �etudi�e exp�erimentalement le comportement

du micro-ballast sous chargement p�eriodique. Des colonnes cylindriques �a l'�echelle 1 :3

compl�etement et partiellement con�n�ees sont soumises �a des sollicitations axiales qui ont

�et�e s�electionn�ees de telle sorte que le mat�eriau couvre un large intervalle d'acc�el�erations.

Les r�esultats obtenus indiquent que le tassement suit une forme logarithmique confor-

m�ement aux r�esultats publi�es ult�erieurement. Sous des niveaux d'acc�el�erations inf�erieures

�a 1g, la pente de la courbe de tassement incr�emental �evolue de fa�con r�eguli�ere avec l'ac-

c�el�eration. Il augmente, par contre, brusquement pour les hautes acc�el�erations, dans le

cas d'�echantillons partiellement con�n�es. De plus, nous avons remarqu�e que la vitesse de

tassement est beaucoup plus �elev�ee dans le cas d'�echantillons partiellement con�n�es que

dans le cas d'�echantillons compl�etement con�n�es. Ceci prouve que le m�ecanisme de tas-

sement est li�e plutôt �a la migration des grains vers des r�egions moins charg�ees. D'autre

part, nous avons consid�er�e des �echantillons de di��erentes longueurs et reposant sur des

couches d'�elastom�eres de di��erentes �elasticit�es. Moyennant cette approche nous avons d�e-

duit que le tassement concerne essentiellement les couches sup�erieures de granulats. Nous

avons not�e de plus que l'�elasticit�e du sol a�ecte de fa�con nette la vitesse de tassement.

Finalement, nous avons observ�e l'e�et de la forme des grains sur leur mobilit�e. Des essais

uniaxiaux sur des �echantillons partiellement con�n�es de ballast, de billes en acier, et de

billes en verre ont permis de montrer que les grains arrondis ont une faible r�esistance aux

charges appliqu�ees et qu'ils pr�esentent des �ecoulements importants en comparaison avec

les grains irr�eguliers de ballast.

Avec le dispositif exp�erimental que nous avons con�cu, nous n'avions malheureusement

pas acc�es aux variables microscopiques telles que les d�eplacements de grains, les forces

de contact, les acc�el�erations locales etc. Ces informations peuvent donner une description

plus compl�ete du m�ecanisme de tassement. Dans le chapitre suivant, une approche de

calcul par �el�ements discrets est adopt�ee a�n d'acc�eder �a ces grandeurs et d'expliquer de

fa�con compl�ementaire le m�ecanisme de tassement.
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5.1 Introduction

Une �etude exp�erimentale du ph�enom�ene de tassement du micro-ballast sous charge-

ment cyclique �a di��erentes acc�el�erations et degr�es de con�nement a �et�e pr�esent�ee dans

le chapitre pr�ec�edent. Cependant, l'approche exp�erimentale que nous avons adopt�ee ne

permet pas d'acc�eder aux variables locales telles que les forces, les d�eplacements, les

vitesses etc. Les approches num�eriques permettent de rem�edier �a cet handicap sous r�e-

serve de coh�erence par rapport aux grandeurs accessibles exp�erimentalement. L'objectif

de notre �etude num�erique est de compl�eter l'approche exp�erimentale a�n d'approfondir

la compr�ehension du m�ecanisme de d�erive de d�eplacements r�esiduels au cours des cycles

de chargement. Cette probl�ematique a attir�e l'attention de plusieurs adeptes tels que

Saussine et al. (2005) qui ont propos�e un outil num�erique permettant de simuler des ma-

t�eriaux granulaires de constituants polygonaux bas�e sur la dynamique des contacts. Ils

se sont appuy�es sur des r�esultats exp�erimentaux de tassement du ballast a�n de valider

cette approche. Plus r�ecemment, Lu et McDowell (2007) ont d�evelopp�e une approche de

calcul par la dynamique mol�eculaire o�u ils ont �etudi�e la d�egradation d'un lit de grains

sous un cycle unique de chargement. A�n de reproduire des grains de formes complexes,

ces auteurs ont utilis�e une technique d'assemblages de billes sph�eriques. Bien que cette

technique reproduise la forme des grains, l'assemblage qu'elle fournit est approximatif

du point de vue inertiel. La m�ethode discr�ete appliqu�ee aux voies ferr�ees a �et�e adopt�ee

�egalement par Lobo-Guerrero et Vallejo (2006) a�n d'�etudier l'e�et de rupture de grains

sur la d�egradation des voies sous chargements cycliques. Pour ce faire, ils ont utilis�e des

grains mod�eles de formes circulaires. La rupture des grains est simul�ee en rempla�cant le

grain sollicit�e par des fragments circulaires dont le nombre et les tailles d�ependent de la

nature du mat�eriau (un grain de verre �ecras�e donne des fragments de tailles et de formes

di��erentes d'un grain de diorite). Le crit�ere de rupture adopt�e par ces auteurs d�epend des

forces appliqu�ees, du nombre de coordination et aussi des tailles des grains. Il faut noter

toutefois que ce crit�ere reste empirique et n�ecessite une �etude plus approfondie.

La m�ethode discr�ete que nous avons d�evelopp�ee dans le cadre de ce travail permet de

simuler les comportements des mat�eriaux granulaires de di��erentes formes et caract�eris-

tiques m�ecaniques, mais elle ne tient pas compte d'un m�ecanisme de rupture �a l'�echelle

du grain. La deuxi�eme section de ce chapitre sera d�edi�ee �a l'�etude num�erique en terme de

vitesse de tassement en fonction des facteurs �etudi�es dans le chapitre pr�ec�edent, �a savoir :

la d�eexion �elastique et l'intensit�e d'acc�el�eration. Les r�esultats num�eriques seront confron-
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t�es aux r�esultats exp�erimentaux. D'autre part, les e�ets des formes des grains, de leurs

tailles ainsi que de leur frottement sur la vitesse de tassement seront trait�es. Dans la troi-

si�eme section, le m�ecanisme de tassement sera examin�e �a travers l'�etude des distributions

des champs de contact, de la densit�e, des d�eplacements, des vitesses et des contraintes.

Nous v�eri�erons �a ce niveau la di��erence majeure des m�ecanismes de tassement dans les

cas d'�echantillons partiellement et compl�etement con�n�es. Nous montrerons �egalement

l'existence d'un plan de perte de contacts au cours de l'�evolution du milieu dans le cas

partiellement con�n�e.

5.2 Tassement sous chargement dynamique

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'�etudier num�eriquement le tassement

de mat�eriaux granulaires au cours de chargements p�eriodiques de la forme F (t) =

F0 + �F (1 + sin(2�ft)) o�u F0 = 0:5kN , au niveau de la surface sup�erieure. Nous v�e-

ri�ons d'abord la coh�erence du mod�ele discret par rapport aux exp�eriences et nous nous

int�eressons par la suite aux e�ets des param�etres de simulation tels que la granulom�etrie,

les coe�cients de frottement, et la forme des grains sur la vitesse de tassement.

5.2.1 E�et du degr�e de con�nement et de l'acc�el�eration

L'objectif de cette section est de v�eri�er l'ad�equation des simulations num�eriques avec

les r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent. Pour ce faire, nous uti-

lisons des grains polygonaux avec les caract�eristiques m�ecaniques d�ecrites dans le tableau

5.1. La r�epartition des tailles des grains est uniforme et varie entre 8mm et 15mm a�n

de reproduire la r�epartition granulom�etrique utilis�ee exp�erimentalement. Les dimensions

de l'�echantillon sont inspir�ees de celles qui ont �et�e �etudi�ees exp�erimentalement, soit une

largeur l = 75mm et une hauteur H = 150mm. A�n de pouvoir faire cette comparaison,

nous supposons qu'il y a une similitude du point de vue des contraintes appliqu�ees. Sans

cette hypoth�ese, l'approche simpli�catrice que nous adoptons n'est pas comparable �a l'es-

sai axisymm�etrique consid�er�e dans la partie exp�erimentale. Il est important d'indiquer

�egalement que les simulations consid�er�ees sont limit�es �a un nombre de cycles de 1000. Il

est donc vraisemblable que l'on s'attende �a des incr�ements de tassement surestim�es, mais

on remarquera que le mod�ele reproduit la d�ependance par rapport �a l'acc�el�eration et au

degr�e de con�nement de fa�con assez �d�ele (Figure 5.1).
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Mat�eriau Interactions

Densit�e des particules �p 2710 kg=m3 coe�. de frottement � 0.8

Module d'Young E 46.9 GPa coe�. visqueux �n,�t 0.8,0.1

Coe�. de Poisson � 0.25 facteur n (�equ. 2.6) 5� 103

Tab. 5.1: Param�etres de simulation par la dynamique mol�eculaire.

Les simulations num�eriques consid�er�ees dans cette section consistent �a appliquer des

sollicitations verticales p�eriodiques dans les cas partiellement et compl�etement con�n�es.

Les amplitudes et les fr�equences de ces sollicitations sont vari�ees a�n de parcourir une

plage �etendue d'acc�el�erations aux alentours de celle de la gravit�e. Ainsi, nous aboutissons

�a des signaux de sortie non lin�eaires en terme de d�eplacements r�esiduels sous le blochet.

Ces signaux comportent une partie p�eriodique et une d�erive par rapport au nombre de

cycles. Comme dans l'analyse des donn�ees exp�erimentales, la partie p�eriodique est consi-

d�er�ee comme �etant une r�eponse �elastique du milieu, elle est �ltr�ee a�n de se focaliser

uniquement sur la r�eponse permanente qui correspond au tassement. Sans reprendre les

�etapes discut�ees dans le troisi�eme chapitre, nous pr�esentons les r�esultats des calculs dans

les �gures (5.1). Ainsi, nous retrouvons conform�ement aux r�esultats exp�erimentaux le

comportement lin�eaire par rapport aux intensit�es d'acc�el�eration dans le cas compl�ete-

ment con�n�e et le comportement divergeant aux alentours de l'acc�el�eration critique dans

le cas partiellement con�n�e. Les rapports entre les vitesses de tassement dans ces deux

cas, permettent d'a�rmer que la mobilit�e des grains a�ecte beaucoup plus la vitesse de

tassement que leurs r�earrangements. En e�et, nous indiquons que même dans la partie

lin�eaire de la courbe (5.1-b) (soit pour une acc�el�eration inf�erieure �a l'intensit�e critique),

le tassement est beaucoup plus important dans le cas partiellement con�n�e.

5.2.2 E�et de la forme des grains

En entamant l'�etude en cours, nous avons voulu approximer le ballast �a des grains

mod�eles de formes sph�eriques puisqu'elles sont faciles �a simuler num�eriquement. Ce type

de mod�elisation a montr�e que l'approximation est tr�es sommaire. En e�et, une di��erence

importante entre les r�esultats num�eriques et les r�esultats exp�erimentaux a �et�e observ�ee.

Ainsi, nous nous sommes rendu compte de l'importance de la forme des grains dans le

m�ecanisme de tassement. En e�et, d�es les premiers cycles de chargement et même pour
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Fig. 5.1: Incr�ement de tassement en fonction de l'intensit�e d'acc�el�eration dans le cas (a)

compl�etement (b) partiellement con�n�e.

de faibles fr�equences et amplitudes de forces appliqu�ees, le blochet p�en�etre dans le milieu

granulaire avec une vitesse �elev�ee, et ce que ce soit dans le cas de billes en verre ou en

acier. A�n de mettre en �evidence num�eriquement l'e�et de la forme, nous avons consid�er�e

des �echantillons o�u les caract�eristiques m�ecaniques, les lois de contacts, le poids total et les

dimensions sont �equivalentes. Nous avons appliqu�e les mêmes excitations �a ces �echantillons

a�n d'obtenir le tassement que nous pr�esentons sur la �gure (5.2). Nous remarquons ainsi

la di��erence importante en terme de vitesse de tassement entre les deux cas. En e�et, en

passant de la forme polygonale �a la forme circulaire des grains et en gardant toutes choses

�egales par ailleurs, nous avons trouv�e un rapport de l'ordre de 10 en terme de vitesse de

tassement, au bout de quelques dizaines de cycles.

5.2.3 Etude param�etrique

Dans cette section, nous �etudions l'e�et du frottement et des tailles des grains sur

la vitesse de tassement en consid�erant des �echantillons conformes aux tailles et caract�e-

ristiques m�ecaniques pr�esent�ees dans le tableau (5.1). Nous notons aussi que les grains

utilis�es sont de formes polygonales. La �gure (5.3-a) montre que la vitesse de tassement

augmente lorsque la taille moyenne de grains diminue. Ceci montre l'existence d'un e�et

d'�echelle non lin�eaire et justi�e l'approche discr�ete que nous avons adopt�ee. En e�et, nous

avons indiqu�e plus haut l'absence de volume �el�ementaire repr�esentatif ce qui con�rme



116 Etude num�erique du m�ecanisme de tassement

Fig. 5.2: E�et de la forme des grains sur la vitesse de tassement.

l'invalidit�e d'un mod�ele continu pour �etudier le probl�eme auquel nous nous int�eressons.

D'autre part, la �gure (5.3-b) montre la variation de la vitesse de tassement avec le co-

e�cient de frottement. Nous remarquons que la vitesse de tassement varie de fa�con non

lin�eaire avec le frottement.

Fig. 5.3: E�et de la taille des grains et des coe�cients de frottement sur la vitesse de

tassement.
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5.3 Homog�en�eisation des champs m�ecaniques

Dans cette section, nous nous int�eressons aux pro�ls des di��erents champs m�ecaniques

a�n d'examiner l'�ecoulement ou le r�earrangement de la mati�ere au cours des cycles de

chargement. Pour ce faire, nous reprenons un cas typique qui correspond �a l'�echantillon

de grains polygonaux o�u la taille moyenne des grains est de 5mm auquel nous appliquons

le même type de signal de chargement que celui consid�er�e dans le dernier paragraphe.

5.3.1 Trajectoires des grains

Sur les �gures (5.4), nous observons la con�guration initiale ainsi que la d�eform�ee au

bout de 50 cycles de chargement, dans le cas d'un �echantillon partiellement con�n�e. Nous

remarquons qu'il y a essentiellement trois zones de d�eplacements r�esiduels di��erentes. La

premi�ere est situ�ee au niveau de la surface libre soit approximativement dans le pav�e

(r; y) 2 [0:0325; 0:075] � [0:12; 0:17] (l'unit�e des dimensions est le m�etre). Cette zone est

caract�eris�ee par une agitation �elev�ee puisque les grains sont soumis uniquement �a l'acc�e-

l�eration de la gravit�e et aux impulsions de courtes dur�ees. La perte de contact est plus

facile dans cette zone et l'�equilibre ne peut pas être atteint quand le mat�eriau est excit�e.

Cette agitation peut être observ�ee exp�erimentalement surtout quand les sollicitations pr�e-

sentent des acc�el�erations �elev�ees par rapport �a celle de la gravit�e. La deuxi�eme zone peut

être d�ecrite approximativement par une ellipse de centre (0.0325, 0.15), de rayons 0.0325

et 0.1 et d'axe principal vertical. Les �gures (5.4-b) et (5.4-c) montrent que cette zone est

caract�eris�ee par un �ecoulement quasi-stationnaire assez r�egulier o�u les grains pr�esentent

peu de rebroussements. Les trajectoires des grains montrent �egalement que les d�eplace-

ments sont de normes �elev�ees puisqu'ils sont du même ordre que les dimensions des grains.

La troisi�eme zone, soit le reste de l'�echantillon, correspond au fond de l'�echantillon et �a

la proximit�e des parois �xes. Les �gures (5.4-a) (5.4-d) montrent que les d�eplacements

r�esiduels sont faibles par rapport aux d�eplacements dans les deux autres zones. Les tra-

jectoires dans cette zone ressemblent plutôt �a des marches al�eatoires et s'expliquent par

le r�earrangement local des grains.

Similairement, les �gures (5.5) pr�esentent les lignes de courant des grains au cours

de 50 cycles de chargement. Nous remarquons, dans le cas o�u l'�echantillon est compl�e-

tement con�n�e, que les d�eplacements r�esiduels sont beaucoup plus faibles. D'autre part,

nous observons que les trajectoires contiennent des rebroussements plus fr�equents ce qui

montre que les grains sont plutôt en r�earrangement local en l'absence d'un �ecoulement
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Fig. 5.4: Trajectoires des grains dans le cas d'un �echantillon partiellement con�n�e.

d'ensemble. Les �gures (5.5-c) et (5.5-d) qui repr�esentent des trajectoires respectivement

proches de la surface d'application de la charge et �a proximit�e du fond �xe, montrent

que les d�eplacements r�esiduels restent tout de même plus �elev�es dans la premi�ere zone.

Ces �gures montrent �egalement l'existence d'un d�eplacement rapide au premier cycle puis

des marches al�eatoires dans un voisinage de rayon beaucoup plus faible que la dimension

moyenne des grains.

5.3.2 Nombre de coordinations et densit�e relative

A�n de fournir un lien entre les grandeurs micro-m�ecaniques obtenues par la simulation

num�erique et les champs continus, nous d�e�nissons les proc�edures d'homog�en�eisation que

nous avons impl�ement�ees. �Etant donn�e que le processus que nous �etudions est dynamique

et partiellement irr�eversible, les grandeurs ne sont pas homog�en�eis�ees par rapport au

temps. En e�et, les mesures sont prises �a la �n de chaque cycle de chargement. Cependant,

nous proc�edons par homog�en�eisation spatiale. Pour une grandeur physique donn�ee, la

moyenne est calcul�ee dans un voisinage B(r; y) de centre (r; y) et de surface S comme

�etant la contribution de tous les grains qui appartiennent �a cet espace. Les contributions
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Fig. 5.5: Trajectoires dans le cas d'un �echantillon compl�etement con�n�e.

des grains, qui ne sont pas totalement dans le voisinage en question, sont pond�er�ees par

leurs fractions surfaciques respectives incluses.

< z(r; y) >=
1

S

X
�;�\B(r;y)6=;

z�s�\B(r;y)

< �(r; y) >=
1

S

X
�;�\B(r;y) 6=;

��s�\B(r;y)

(5.1)

o�u < z(r; z) > repr�esente le nombre de coordination moyen au point (r; y), z� est le

nombre de coordinations du grain �, sg d�esigne la surface d'une g�eom�etrie g donn�ee

et < �(r; y) > correspond �a la densit�e relative moyenne au point (r; y). La �gure (5.6)

montre la r�epartition des grandeurs moyennes (5.1) dans le cas partiellement con�n�e.

Nous remarquons ainsi l'existence d'un plan oblique de perte de contacts entre le point

singulier du piston et la paroi. Ce plan reste actif ind�ependamment du nombre de cycles

au cours de l'avancement du piston. Nous observons �egalement que cette perte de contact

est accompagn�ee par une diminution de la densit�e relative.

En revanche, la �gure (5.7) montre qu'il y a cr�eation de contacts au cours des cycles.

Nous observons �a titre indicatif que la zone de contact d�ecrite par l'isovaleur de centre

(0:015; 0:055) et d'amplitude 2:5 disparâ�t progressivement au cours des cycles alors que

l'isovaleur d'amplitude 2:75 avance vers la paroi de l'�echantillon. Nous constatons �egale-
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Fig. 5.6: Distribution des densit�es relatives et des nombres de contacts pour di��erents

cycles de chargements, dans le cas partiellement con�n�e.
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Fig. 5.7: Distribution des densit�es relatives et des nombres de contacts pour di��erents

cycles de chargements, dans le cas compl�etement con�n�e.
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ment que les zones de maximum de nombre de coordinations moyens augmentent de taille

au cours des cycles de chargement.

La di��erence fondamentale entre les deux modes de chargement r�eside dans l'existence

d'un plan de perte de contacts localis�e. Au niveau de ce plan la densit�e relative est faible

par rapport au reste du milieu comme nous venons de le d�ecrire. En faisant le lien avec la

th�eorie cin�etique (annexe b), nous constatons qu'au niveau de ce plan o�u la densit�e peut

atteindre des valeurs critiques, le comportement du milieu peut pr�esenter des divergences.

En e�et, les constantes ph�enom�enologiques d�ecrites par les �equations (B.13)-(B.16) sont

singuli�eres quand la densit�e atteint sa valeur critique de uidi�cation.

5.3.3 Champs de contrainte et de d�eformation

La technique d'homog�en�eisation pr�esent�ee dans la section pr�ec�edente est utilis�ee �egale-

ment pour estimer les champs de contrainte. En e�et, pour une particule � donn�ee, Satake

(2004) d�e�nit la contrainte sous la forme �� = 1
V�
r�c 
 F �c, o�u V� repr�esente le volume

de la particule, c d�esigne l'un de ses contacts, r�c est le vecteur sortant reliant le centre

de la particule � au point de contact avec la particule c et F �c est l'action de contact.

Consid�erant la d�e�nition (5.1), il est possible d'�ecrire la contrainte de contact moyenne

comme suit :

< �ij(r; y) >=
1

2S

X
c;�2B(r;y)

r(i)�cF
(j)
�c (5.2)

o�u i et j repr�esentent l'une des directions r et y. A partir de cette d�e�nition, nous

pouvons pr�esenter les distributions des contraintes exprim�ees par p = �tr(�)=2 et

q = 2
p
(� � pI) : (� � pI). La �gure (5.8) montre la distribution de la pression hydro-

statique dans le milieu granulaire pendant l'avancement du piston sous vibration. Nous

remarquons que la r�egion situ�ee sous le plan de perte de contacts est sollicit�ee en com-

pression, alors que la zone sup�erieure �a ce plan, soit la zone d�epass�ee par le piston, reste

libre de contraintes. Similairement, nous nous int�eressons �a la distribution des contraintes

�equivalentes dans le milieu pour di��erents cycles de chargement. Ainsi, nous remarquons

en se basant sur la �gure (5.9) que seule la zone situ�ee au dessus du plan de perte de

contacts est libre de contraintes. En revanche, la distribution de contrainte �equivalente

devient de plus en plus r�eguli�ere avec le nombre de cycles. Apr�es une phase transitoire

d'�a peu pr�es 200 cycles, nous remarquons que la zone charg�ee est concentr�ee au dessous

du piston. Ceci montre qu'au cours de l'avancement du piston, une s�erie de châ�nes de
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Fig. 5.8: Distribution des contraintes de pression hydrostatique p pour di��erents cycles

de chargements, dans le cas d'un �echantillon partiellement con�n�e.
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Fig. 5.9: Distribution de la contrainte �equivalente q pour di��erents cycles de chargement

pour le cas d'un �echantillon partiellement con�n�e.



Etude num�erique du m�ecanisme de tassement 125

contacts stables dans le temps se cr�ee et qu'elle supporte la totalit�e de la charge appliqu�ee

par le piston. D'autre part, la stabilit�e de ces châ�nes de contact explique en partie la

diminution de la vitesse de tassement au cours des cycles de chargement.

Fig. 5.10: Distribution du temps de contact moyen pour di��erents cycles de chargements.

A�n d'appuyer cette analyse, nous nous int�eressons au temps caract�eristique de contact

(la dur�ee maximale d'un contact binaire). Nous remarquons que la distribution de ce temps

caract�eristique est conforme �a celle de la contrainte. En e�et, la �gure (5.10) montre qu'au

cours du chargement, des contacts stables se cr�eent dans la r�egion sous compression. Ces

châ�nes sont de dur�ees plus �elev�ees sous le blochet ce qui montre qu'elles sont plus stables

dans cette r�egion que dans le reste du milieu. Nous remarquons, �a titre indicatif, que la

r�egion d�epass�ee par le blochet, qui reste relativement agit�ee, est caract�eris�ee toujours par

un temps caract�eristique proche de z�ero.
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5.3.4 Glissements locaux et modes de dissipation

Dans ce paragraphe, nous nous int�eressons d'abord �a l'�evolution des grandeurs lo-

cales au niveau du contact en fonction du nombre de cycles et nous �etudions ensuite le

ph�enom�ene de rochet qui est habituellement d�ecrit �a travers des relations d�eformations-

contraintes. Les forces d'interactions entre deux particules sont �ecrites par rapport �a un

rep�ere (c, n, t) o�u c est le centre du rep�ere qui correspond au point d'application des forces

du contact d�ecrit dans le deuxi�eme chapitre, t est le vecteur tangentiel, et n est le vecteur

normal au contact. Dans la suite, ce rep�ere qui �evolue au cours de l'�ecoulement granulaire

sera utilis�e pour d�ecrire les grandeurs physiques locales telles que les d�eplacements relatifs

et les forces de contacts. Par rapport �a (c, n, t), nous pouvons d�e�nir les d�eplacements

relatifs normal et tangentiel entre deux grains � et � comme �etant : un = (u� � u�):n

et ut = (u� � u�):t. Dans le même rep�ere, nous d�e�nissons les e�orts normal et tan-

gentiel. Au cours d'un chemin de chargement donn�e, l'�energie peut être d�e�nie comme

�etant w =
R
Ft�ut + Fn�un. Le syst�eme est dit �elastique quand le chargement s'�etablit

sans dissipation, soit quand le chemin de chargement coincide avec celui du d�echargement

dans les plans force-d�eplacement. Nous d�e�nissons cinq points de r�egions distinctes du

milieu tel que le montre la �gure (5.11). En se basant sur l'analyse faite dans les sections

pr�ec�edentes, nous pouvons intuitivement imaginer qu'il doit y avoir des comportements

qui di��erent selon les r�egions.

A cause des uctuations des mouvements des grains en fonction des charges appliqu�ees,

il est di�cile de comprendre le comportement du milieu directement �a partir des nuages de

points calcul�es. Pour �eviter ces �eventuelles ambigu��t�es, nous supposons que les di��erentes

grandeurs calcul�ees peuvent être d�ecrites par des combinaisons de lois p�eriodiques et de

lois de d�erives. Pendant un temps T qui comprend m valeurs discr�etes, le signal peut

s'�ecrire sous la forme :

x(ti) = x(t1) + ~x(t1 + ti) (5.3)

o�u ti 2 [0; T ]; i = 1::m. Ainsi, les fonctions ~x d�ecrivant les grandeurs locales seront d�ecrites

par des lois de la forme :

~x(t) = a1 + a2t+ a3t
2 + a4 sin(2�ft) + a5 cos(2�ft) + �x(t) (5.4)

o�u (ap); p = 1::5; repr�esentent les param�etres �a d�eterminer, f est la fr�equence connue du

signal appliqu�e et �x(t) sont les termes d'erreurs d'estimation. Bien que le signal appliqu�e

ne comporte qu'un seul terme sinuso��dal augment�e d'une valeur constante, la r�eponse que
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Fig. 5.11: Di��erentes r�egions du milieu granulaire choisies pour �etudier les grandeurs

physiques locales.

nous cherchons est plus complexe. Elle comporte une d�erive non lin�eaire qui traduit la

partie irr�eversible, et un deuxi�eme terme sinuso��dal qui permet de d�ecrire le d�ephasage

entre le signal appliqu�e et les r�eponses. Ce retard est li�e au temps de parcours de l'onde

tout au long du milieu (Karrech et al. (2006c), (2005), (2004)). Pour chaque grandeur

physique, il est possible de calculer les param�etres ap en minimisant la somme des carr�es

des erreurs :

@
Pm

i=1 �
2
x(ti)

@ap
= 0 (5.5)

Ainsi, nous aboutissons au signal approximant chacune des r�eponses pendant un temps T

souhait�e. Nous pr�esentons �a titre indicatif les forces et d�eplacements relatifs normaux et

tangentiels pour un couple de grains de la r�egion I sur la �gure (5.12). Nous remarquons

que la description que nous proposons d�ecrit assez �d�element les nuages de points calcu-

l�es. Disposant de ces fonctions de tendance, nous avons pr�esent�e sur la �gure (5.13) les

d�eplacements relatifs tangentiels en fonction des d�eplacements relatifs normaux pour des

couples de grains situ�es dans di��erentes r�egions du milieu granulaire. Nous remarquons

que le d�eplacement r�esiduel tangentiel varie d'une r�egion �a l'autre. Plus la r�egion concer-
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Fig. 5.12: Ajustement des donn�ees par rapport au mod�ele (5.4).

n�ee est proche du front de tassement, plus le glissement r�esiduel permanent est important

par rapport au glissement �elastique. En revanche, le d�eplacement r�esiduel normal reste

faible par rapport au d�eplacement �elastique normal, dans toutes les r�egions. Cette derni�ere

remarque signi�e que la dissipation d'�energie due �a la d�eformation irr�eversible suivant la

normale des contacts est faible. Il est important de discuter �egalement de la dissipation

d'�energie due aux vitesses normales. Nous remarquons que les forces normales des contacts

restent situ�ees sensiblement aux alentours d'une ligne droite comme le montre la �gure

(5.14), pour toutes les r�egions du milieu. Les aires de l'hysteresis restent n�egligeable de-

vant les int�egrales des fonctions fn(un). Ceci signi�e que la dissipation d'�energie est faible

par rapport �a l'�energie �elastique r�ecup�er�ee dans le syst�eme.

En revanche, une dissipation importante peut être observ�ee au niveau de la direction
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Fig. 5.13: D�eplacements locaux au niveau des di��erentes r�egions du milieu.

tangentielle comme le montre la �gure (5.15-a). Nous notons au passage que les forces

normales et tangentielles sont conformes �a la loi de Coulomb introduite dans le mod�ele

comme le montre la �gure (5.15-b). Les �gures (5.15-c) et (5.15-d) montrent les d�eplace-

ments relatifs au niveau de deux r�egions di��erentes pendant les premiers cinquante cycles

de chargement. Ces �gures indiquent un glissement important au niveau des directions

tangentielles des contacts puisque les d�eplacements tangentiels cumul�es d�epassent les d�e-

placements �elastiques cycliques.

5.3.5 Ph�enom�ene de rochet

Le terme de \rochet" signi�e \roue libre" ou \cliquet", un m�ecanisme qui permet de

maintenir un sens de mouvement unique. Ce terme est utilis�e en g�en�eral pour d�ecrire
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Fig. 5.14: Forces normales en fonction des d�eplacements normaux dans les di��erentes

r�egions du milieu et dissipation d'�energie dans la direction normale.

le cumul de d�eformations ou de d�eplacements r�esiduels sous chargements cycliques dans

di��erents mat�eriaux. L'image en soit est riche en information puisqu'elle signi�e que le

ph�enom�ene de rochet se produit grâce aux cycles de charge-d�echarge. Il est di��erent

des d�eformations plastiques isotropes. Plusieurs auteurs ont fait appel �a ce m�ecanisme

pour expliquer des ph�enom�enes qui peuvent avoir lieu �a cause de l'agitation des milieux

granulaires tels que la s�egr�egation (Jaeger et al. (1996)), la convection (Knight (1996)) et la

compaction (Alonso-Marroquin et Hermann, (2004)). Dans ce paragraphe, nous mettons

l'accent sur l'e�et de ce ph�enom�ene sur le m�ecanisme de tassement aussi bien dans le

cas partiellement con�n�e que dans le cas compl�etement con�n�e. Dans le premier chapitre,

nous avons propos�e une �ebauche d'un mod�ele de rochet bas�e sur le crit�ere de plasticit�e de
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 5.15: (a) Variation de la force tangentielle en fonction du d�eplacement tangentiel

et dissipation d'�energie dans cette direction, (b) Distribution des e�orts par rapport au

cône de Coulomb, (c) glissement au niveau de la r�egion IV, (d) glissement au niveau de

la region V.

Drucker-Prager et sur l'�ecrouissage isotrope et cin�ematique. Nous avons remarqu�e que ce

ph�enom�ene peut être math�ematiquement attribu�e �a la translation du convexe de plasticit�e.

Cependant, nous avons indiqu�e que ce type de mod�ele est limit�e par la taille importante

des grains par rapport au milieu. Un point mat�eriel dans ce cas ne peut pas contenir

su�samment de grains pour justi�er l'approche continue. Dans la pratique, l'approche

discr�ete permet de visualiser plus facilement ce ph�enom�ene de rochet grâce au suivi des
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variables locales telles que les d�eplacements et les forces de contacts. Sur la �gure (5.13)

nous pouvons observer les d�eplacements qui se produisent �a cause du ph�enom�ene de rochet

dans les r�egions III et IV du milieu. En e�et ces d�eplacements irr�eversibles ont eu lieu apr�es

plusieurs cycles de charge-d�echarge. Si le milieu �etait �elasto-plastique isotrope uniquement,

le seuil maximal de plasticit�e aurait �et�e atteint d�es le premier cycle. Le d�eplacement de

d�erive est donc dû au m�ecanisme de rochet. Pour analyser le ph�enom�ene �a l'aide de

grandeurs globales, nous nous int�eressons aux contraintes et aux d�eformations au niveau

de l'arc de cercle dont le centre est situ�e au niveau du centre inf�erieur du blochet et le

rayon correspond au rayon du blochet comme le montre la �gure (5.16). Nous calculons ces

grandeurs dans un rep�ere de coordonn�ees polaires, �a l'aide de la discr�etisation de l'espace

pr�esent�ee sur la �gure (5.16).

Fig. 5.16: Discr�etisation du domaine en coordonn�ees polaires pour le calcul des

contraintes et des d�eformations.

Moyennant cette discr�etisation, nous disposons de cellules dans lesquelles nous pou-

vons calculer les contraintes et les d�eformations. Il est toutefois important de d�e�nir les

contraintes dans un rep�ere polaire. Pour ce faire, nous reprenons par analogie la formule
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(5.2) et nous mettons en oeuvre les relations simples exprimant les vecteurs de forces, F �c,

et les vecteurs reliant les points de contact aux centres des grains, r�c, dans le nouveau

rep�ere. Ainsi, nous aboutissons �a une matrice de transformation du tenseur r�c
F �c du

rep�ere cart�esien au rep�ere polaire sous la forme :

T =

0
BBBB@

cos2 � sin2 � cos � sin � cos � sin �

sin2 � cos2 � � cos � sin � � cos � sin �

� cos � sin � cos � sin � cos2 � � sin2 �

� cos � sin � cos � sin � � sin2 � cos2 �

1
CCCCA (5.6)

Quand cette matrice est appliqu�ee au tenseur de contraintes, elle permet de l'�ecrire

dans les coordonn�ees polaires. Nous remarquons au passage que le tenseur obtenue est

sym�etrique. Nous avons aussi calcul�e les d�eformations dans le même rep�ere en partant des

d�e�nitions de la m�ecanique des milieux continus :

�rr =
@vr
@r
; �r� =

1
2

�
@v�
@r

+ 1
r

�
@vr
@�
� v�

��
; �tt =

1
r

�
@v�
@�

+ vr
�

(5.7)

Disposant des champs de vitesses dans les cellules pr�esent�ees plus haut, il est possible

d'approximer les d�eformations en utilisant les formules (5.7) ainsi que le sch�ema d'Euler.

Sur la �gure (5.15), nous remarquons que la majorit�e des points sont situ�es �a l'int�erieur

du cône de Coulomb, ft < �fn, bien que certains points sont situ�es au niveau de la sur-

face limite ft = �fn. D'apr�es Alonso-Marroquin et Hermann (2004), les contacts situ�es

au niveau du cône de Coulomb sont responsables de la majeure partie des d�eplacements

irr�eversibles. Si cette analyse est valable, le ph�enom�ene de rochet peut se produire même

sous faibles chargements. Ce constat est conforme �a l'�etude men�ee par Agnolin et Roux

(2007b) qui montrent que la limite �elastique est atteinte tr�es rapidement dans les mat�e-

riaux granulaires. D'apr�es ces auteurs, le comportement �elastique n'est applicable qu'au

dessous de d�eformations de l'ordre de 10�5. Pour mettre cela en �evidence, nous chargeons

les �echantillons de fa�con cyclique progressive. Les �gures (5.17) montrent les r�esultats nu-

m�eriques auxquels nous avons aboutis au terme de ce calcul. Les �gures (5.17) con�rment

cette hypoth�ese. En e�et, bien que les contraintes augmentent progressivement �a partir

de faibles valeurs, nous remarquons que les d�eformations irr�eversibles ont lieu lors des

premiers cycles de chargement. Ceci montre que des glissements se produisent même sous

faible chargement et que la notion de crit�ere de plasticit�e n'est peut être pas signi�cative



134 Etude num�erique du m�ecanisme de tassement

(a) (b)

Fig. 5.17: Ph�enom�ene de rochet pour des chargements cycliques progressifs dans le cas

(a) partiellement con�n�e et (b) le cas compl�etement con�n�e.
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pour tenir compte du ph�enom�ene de rochet. D'autre part, nous remarquons que les d�e-

formations irr�eversibles sont plus importantes dans le cas partiellement con�n�e que dans

le cas compl�etement con�n�e, conform�ement �a l'analyse pr�ec�edente.

Pour conclure, nous rappelons que nous nous int�eressons au ph�enom�ene de glissement

lorsque les contacts continuent �a exister sous chargements cycliques. Cependant, il s'av�ere

d'apr�es les calculs que nous avons faits, qu'il existe une r�egion de perte de contacts en-

gendr�ee par l'avancement du blochet. Ces pertes de contacts peuvent inuencer la vitesse

de tassement. Nous nous proposons de montrer statistiquement un lien de causalit�e entre

la perte de contact et la vitesse de tassement dans le paragraphe suivant.

5.4 Lien de causalit�e entre la perte de contacts et la

vitesse de tassement

A�n d'identi�er des relations logiques entre les r�eponses des �echantillons granulaires,

une analyse statistique est n�ecessaire en l'absence de solutions analytiques d�eterministes.

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de trouver une relation de causalit�e entre la

vitesse de tassement et la perte de contact entre les grains. Pour ce faire, nous adop-

tons l'approche de Granger (1969) pour prouver cette relation de causalit�e. La notion de

causalit�e au sens de Granger1 a �et�e introduite en �econom�etrie a�n d'�etudier la causalit�e

entre des s�eries temporelles discr�etes. Cependant, elle s'applique �egalement aux syst�emes

physiques dont les r�eponses sont accessibles sous forme de signaux temporels (Chen et al.

(2004)). Le mod�ele de base repose sur la pr�evisibilit�e d'une grandeur donn�ee �a travers son

propre pass�e et celui d'une ou plusieurs autres grandeurs explicatives. D'autre part, ce

mod�ele concerne essentiellement des signaux stationnaires (une suite dont l'esp�erance et la

variance sont born�ees et ind�ependantes du temps) ou lin�eaires (une suite dont le taux de

variation est stationnaire). Dufour et al. (2007) ont montr�e plus tard que connaissant des

fonctions de tendance, il est possible d'appliquer cette approche �a des suites num�eriques

non lin�eaires �a condition que les erreurs par rapport aux fonctions de tendance soient

ind�ependantes.

1Clive Granger a eu le Prix Nobel en 2003 pour ses \travaux ayant permis d'am�eliorer la �abilit�e des

pr�evisions �economiques".
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5.4.1 Mesure de causalit�e

Les grandeurs auxquelles nous nous int�eressons sont le tassement sous le blochet, h(t),

et le nombre de contacts permanents, z(t). L'�echantillon que nous consid�erons pour d�ecrire

cette approche est constitu�e de grains polygonaux en diorite de largeur 75mm, de hauteur

initiale 150mm et de taille moyenne de grains de 5mm. Nous construisons d'abord deux

suites de donn�ees �a partir des r�esultats de simulation en prenant les moyennes par rapport

aux cycles de chargements soit z(n) =< z(t) >= 1
T

nTR
(n�1)T

z(t)dt et h(n) =< h(t) >, o�u

T est la p�eriode de chargement (Figure 5.18). Nous consid�erons �egalement un mod�ele

autor�egressif multivari�e d'ordre l d�ecrivant les relations dynamiques entre les variables :

h(i) = hr(i) +
lX

k=1

akh(i� k) +
lX

k=1

bkz(i� k) + �h(i)

z(i) = zr(i) +
lX

k=1

ckh(i� k) +
lX

k=1

dkz(i� k) + �z(i)

(5.8)

o�u hr(i) = � + �Ln(i) et zr(i) = � + i sont des fonctions de tendance par rapport

au nombre de cycles, � sont les termes d'erreur suppos�es ind�ependants. A�n de mettre

en oeuvre la m�ethode de Granger, nous comparons, en terme de pr�ecision, la description

pr�ec�edente (5.8) avec le mod�ele autor�egressif suivant :

h(i) = ĥr(i) +
lX

k=1

âkh(i� k) + eh(i)

z(i) = ẑr(i) +
lX

k=1

d̂kz(i� k) + ez(i)

(5.9)

o�u ĥr(i) = �̂ + �̂Ln(i) et ẑr(i) = �̂ + ̂i sont des fonctions de tendance par rapport

au nombre de cycles, ez, eh sont les termes d'erreur suppos�es ind�ependants. L'id�ee est

de comparer l'ordre de pr�ecision des deux approches. Si la description (5.8) am�eliore

l'estimation de la grandeur h par rapport �a la description (5.9), on dit que z cause h au

sens de Granger, puisque z est une variable explicative de h. L'hypoth�ese de non causalit�e

se traduit par H0 : b1 = b2 = ::: = bl = 0. Quand cette hypoth�ese est valable, le syst�eme

(5.8) se r�eduit �a (5.9). Ainsi, �a travers ces deux descriptions, il est possible d'e�ectuer la

mesure de causalit�e de z �a h qui s'�ecrit sous la forme :

F = (N � 2l � 2)Ln
�
�ei

��i

�
(5.10)

o�u �ei et ��i sont les autovariances respectives de ei et �i avec i = h; z. Sous l'hypoth�ese

de nullit�e H0, on montre que la mesure Fz!h est asymptotiquement distribu�ee suivant la
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Fig. 5.18: Tassement et variation du nombre de contacts permanents en fonction du

nombre de cycles.

loi �2(2l) (Gandolfo et Nicolettiy 2002). A�n de pouvoir rejeter H0 au risque � choisi,

il faut que le �2 calcul�e soit sup�erieur �a la valeur donn�ee par la distribution standard

(fonction de � et l).

5.4.2 Calcul des coe�cients d'estimation

A�n de pouvoir mesurer la causalit�e entre les signaux mentionn�es ci-dessus, il est

indispensable d'estimer d'abord les suites d'erreurs (�i)n et (ei)n. Cette tâche peut être

accomplie en utilisant l'algorithme des Moindres Carr�es R�ecursif (MCR) (Beex et Zeidler

(2003)). Il s'agit d'�ecrire les deux mod�eles sous la forme :

d(i) = Atx(i) + u(i) (5.11)

o�u d(i) est la sortie estim�ee �a partir du pass�e de h et celui de z, A est le vecteur contenant

les param�etres inconnus d'estimation et u(i) repr�esente l'erreur d'estimation, �a l'�etape i.
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Dans le cas du mod�ele (5.8), ces vecteurs s'�ecrivent sous la forme de vecteurs de donn�ees

x(i) = [1; Ln(i); h(i� 1); ::; h(i� l); 1; i; z(i� 1); ::; z(i� l)], de vecteurs d'inconnues A =

[�; �; a1; ::; al; �; ; b1; ::; bl] et d'erreurs u(i) = �h(i). Similairement, dans le cas du mod�ele

(5.9), ces vecteurs s'�ecrivent sous la forme x(i) = [1; Ln(i); h(i� 1); ::; h(i� l)], A =

[�; �; a1; ::; al] et u(i) = eh(i). A�n d'estimer les param�etres du mod�ele (5.11), on utilise

le crit�ere des moindres carr�es :

R =
nX
i=0

�n�i (u(i))2 (5.12)

La r�esolution de ce probl�eme repose sur la minimisation de R par rapport aux vecteurs

d'inconnues A. Ainsi, on peut aboutir �a la relation :

nX
i=0

�n�id(i)x(i) =
nX
i=0

�n�i
h
x(i)x(i)t

i
A(n) (5.13)

On pose p(n) =
Pn

i=0 �
n�id(i)x(i) et R(n) =

Pn
i=0 �

n�i �x(i)x(i)t
�
et on fait appel �a l'identit�e

des matrices de Woodbury (Kima et Bennighof (2006)) a�n d'aboutir �a la relation :

Q(n) = ��1Q(n�1) � ��1k(n)x(n)tQ(n�1) (5.14)

o�u Q(n) = R�1(n) et k(n) = ��1Q(n�1)x(n)

1+��1x(n)
t
Q(n�1)x(n)

. En injectant cette relation dans l'�equa-

tion A(n) = Q(n)p(n), et d'aboutir �a la solution du probl�eme sous forme de formule de

r�ecurrence :

h(n) = h(n�1) + k(n)u(n) (5.15)

Ainsi, on aboutit �a l'algorithme de MCR. Il s'agit d'initier les calculs en se donnant une

constante 0 << � < 1, un vecteur de param�etres initial A = 0 et une matrice initiale

Q = I de taille l � l et on proc�ede par calcul it�eratif �a chaque �etape n comme suit :

k = ��1Qx
1+��1xQxt

u(n) = d(n)� xtA

A = A+ ku(n)

Q = ��1 (Q� kxtQ)

(5.16)

o�u le vecteur k est appel�e gain de Kalman. Disposant des param�etres des mod�eles (5.8)

et (5.9), il est possible de tracer les courbes d'estimation du tassement et de contacts

permanents comme le montre la �gure (5.19). Disposant de tous les termes d'erreur, il est
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Fig. 5.19: Applications des mod�eles (5.8) et (5.9) sur les signaux de tassement et de

contacts permanents.

possible de calculer la mesure de causalit�e (5.10). Dans le cas particulier consid�er�e et d�ecrit

au d�ebut de cette section, nous avons consid�er�e des vecteurs h et z de longueur n = 1000

cycles et une longueur d'autor�egression de L = n=100. Nous avons pris �egalement un

niveau de risque, � = 1% pour lequel l'hypoth�ese H0 peut être rejet�ee. A ce niveau de

risque et au nombre de param�etres l correspond une valeur th�eorique de �2(2l) = 37:52,

alors que la mesure de causalit�e vaut 590:85. Ainsi, nous pouvons conclure que le nombre de

contacts est une variable d'explication signi�cative pour le tassement sous le blochet. Cette

approche peut être appliqu�ee pour les di��erents cas de chargements et nous montrons en

e�et que la relation de causalit�e reste valable pour les di��erents cas tel que le montre le

tableau (5.2).
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Force, �F (kN) 0.5 1 1.5

Fr�equence, f (Hz) 20 30 40 20 30 40 20 30 40

�2 621. 634. 703. 227. 750. 430. 457. 640. 685.

Tab. 5.2: Calcul de la mesure de causalit�e pour di��erents cas de chargement

5.5 Conclusion

Les d�eplacements r�esiduels qui se produisent suite �a des chargements dynamiques �a

di��erentes fr�equences peuvent varier selon di��erents facteurs tels que le mat�eriau utilis�e,

la forme des grains, le degr�e de con�nement, etc. Une �etude exp�erimentale peut ne pas

être su�sante pour comprendre le m�ecanisme de tassement puisque l'acc�es aux grandeurs

locales telles que les forces de contacts, les d�eplacements locaux n'est pas toujours possible.

D'autre part, les approches continues s'av�erent inad�equates pour notre �etude pour au

moins deux raisons. D'abord le nombre de grains au niveau d'un point mat�eriel n'est pas

su�samment important pour pouvoir parler d'un milieu continu. Ensuite, il est di�cile

de pouvoir tenir compte dans le cas de ce type de mod�ele de la variation du nombre de

contacts, de l'e�et des formes de grains, etc.

Ainsi, nous nous sommes int�eress�es �a l'�etude de ce ph�enom�ene grâce �a une approche de

calcul discr�ete. Dans ce chapitre, nous nous sommes concentr�es surtout sur l'explication

du m�ecanisme de tassement. Les techniques num�eriques associ�ees �a cette approche sont

discut�ees pr�ec�edemment dans le quatri�eme chapitre. Ainsi, dans le deuxi�eme paragraphe,

nous avons v�eri��e la coh�erence du mod�ele par rapport aux r�esultats obtenus exp�erimenta-

lement. Nous nous sommes int�eress�es �egalement aux e�ets des param�etres de simulation

ainsi qu'�a la forme de grains sur la vitesse de tassement. Dans le troisi�eme paragraphe,

nous nous sommes pench�es sur l'homog�en�eisation des champs m�ecaniques a�n d'obser-

ver leurs distributions dans le milieu, tout au long des cycles de chargement. Nous avons

compar�e ainsi l'�ecoulement des mat�eriaux granulaires dans le cas partiellement con�n�e �a

leurs r�earrangements, dans le cas compl�etement con�n�e. A travers la variation des forces

et des d�eplacements au niveau des contacts, dans di��erentes r�egions, nous avons observ�e

le ph�enom�ene de rochet qui est dû aux glissements tangentiels entre les grains. Dans le

quatri�eme paragraphe de ce chapitre, nous nous sommes int�eress�es �a la causalit�e entre la

perte de contacts et la vitesse de tassement. Nous avons prouv�e statistiquement l'existence

de cette relation, dans les di��erents cas de chargement.
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6.1 Introduction

Dans les chapitres pr�ec�edents, une �etude d�etaill�ee du m�ecanisme de tassement a �et�e

pr�esent�ee �a travers un travail exp�erimental et num�erique. L'approche discr�ete a port�e

sur le comportement d'�echantillons de grains polygonaux et circulaires en 2D et de billes

sph�eriques en 3D. Avec cette approche num�erique discr�ete, nous avons r�eussi �a reproduire

certains aspects observ�es exp�erimentalement. Cependant, le coût de simulation �a long

terme du probl�eme de tassement sous sollicitations cycliques �a limit�e l'�etude de ce qui

pourrait se passer lorsque les �echantillons sont soumis �a des sollicitations p�eriodiques

apr�es un grand nombre de cycles.

Dans ce chapitre, nous introduisons une approche num�erique pour la simulation dis-

cr�ete �a long terme de la r�eponse d'un lit granulaire constitu�e de grains sph�eriques. La

m�ethode propos�ee est bas�ee sur un calcul de dynamique mol�eculaire, de l'homog�en�eisa-

tion temporelle et de relaxation. L'id�ee mâ�tresse est d'estimer des fonctions de tendance

en se basant sur le calcul discret pendant un nombre limit�e de cycles. Ces fonctions d'ap-

prentissage permettent d'extrapoler et de d�eduire des con�gurations ult�erieures (Karrech

et al. (2007), Abdelkarim et al. (2003)). Lorsque les con�gurations ainsi extrapol�ees pr�e-

sentent des e�orts int�erieurs importants, une approche dite de relaxation est utilis�ee a�n

d'y rem�edier. La pr�ecision, l'e�cacit�e et les limites de cette approche seront discut�ees tout

au long de ce chapitre, pour di��erents cas de chargement.

6.2 Estimation des d�eplacements r�esiduels

6.2.1 Conditions aux limites et mode de chargement

Bien que les particules soient distribu�ees de fa�con al�eatoire en terme de position et

de taille, l'�echantillon cylindrique pr�esente des plans de sym�etrie suivant les axes des \x"

et des \y". La mod�elisation sous sollicitations cycliques porte uniquement sur un quart

de cylindre a�n d'optimiser le temps de calcul. Les conditions aux limites concernent les

plans de sym�etrie mentionn�es ci-dessus (ux = 0 �a x = 0 et uy = 0 �a y = 0 ), comme le

montre la �gure (6.1). Au niveau de la fronti�ere, les interactions sont trait�ees de fa�con

analogue aux interactions intergranulaires. Le chargement cyclique est d�ecrit par une loi

sinuso��dale comme le montre la �gure (6.1). Les param�etres de simulation utilis�es dans le

cadre de cette �etude sont pr�esent�es dans le tableau (6.1)

La m�ethode de dynamique mol�eculaire permet de calculer les trajectoires des grains



Proc�edure de calcul num�erique �a long terme 143

Fig. 6.1: (a) Conditions aux limites en forces et d�eplacements appliqu�ees (b) �a l'�echan-

tillon.

Dimensions Propri�et�es

Densit�e initiale �i 0:5615 Densit�e des particules �p 2710 kg=m3

Rayon moyen �r 3.2 mm Module d'Young E 46.9 GPa

Ecart type de rayons �r 5:6510�4 Coe�cient de Poisson � 0.25

Rayon du cylindre R 75 mm coe�cient de frottement � 0.5

Hauteur de l'�echantillon H 60 mm coe�cients visqueux �n,�t 0.44

Tab. 6.1: Param�etres du mod�ele discret.
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au cours du temps en se basant sur les interactions. Pour �eviter des �ecoulements excessifs,

seuls les degr�es de translation sont consid�er�es. Au cours des cycles de chargement, des

informations telles que les positions des grains permettent d'estimer des fonctions d'�evo-

lution, et d'estimer des con�gurations potentielles par extrapolation. Dans cette section,

nous pr�esentons les r�esultats de ce processus d�enomm�e \prolongement temporel" et nous

comparons les r�esultats obtenus avec ceux des calculs complets moyennant la dynamique

mol�eculaire.

6.2.2 M�ethode d'estimation et phase d'apprentissage

Nous consid�erons un �echantillon de con�guration S soumis �a un chargement cyclique

de p�eriode T . Les particules �evoluent en fonction des charges appliqu�ees, des conditions

aux limites, des caract�eristiques m�ecaniques et des châ�nes de contact. Les d�eplacements

des particules peuvent être d�ecompos�es de fa�con additive comme suit :

(
8t 2 [0; T ];8� 2 S
u�(t) = ur�(t) + uv�(t)

(6.1)

Les indices (r) et (v) d�esignent respectivement les d�eplacements r�esiduels et r�ever-

sibles. Il est important de noter que le chargement cyclique en question produit des e�ets

dynamiques et visco�elastiques qui peuvent agir apr�es le chargement pendant un laps de

temps plus ou moins long. Ceci signi�e que les grains peuvent continuer �a se mouvoir et

explorer de nouvelles positions jusqu'�a l'atteinte d'une position d'�equilibre �nal. Quand

les e�ets dynamiques et visco�elastiques disparaissent, le d�eplacement r�esiduel d'une par-

ticule � donn�ee peut être d�ecrit simplement comme �etant la di��erence entre les positions

initiale et �nale (obtenue apr�es un chargement cyclique et une relaxation).

ur�(T ) = lim
�!+1

(u�(T + �)� u�(0)) (6.2)

o�u � repr�esente le temps de relaxation. On peut remarquer, �a ce niveau que l'estima-

tion du d�eplacement r�esiduel n'est pas une tâche des plus faciles. La d�e�nition mentionn�ee

ci-dessus n'est pas tout �a fait appropri�ee pour le calcul des d�eplacements r�esiduels instan-

tan�es, surtout quand l'�echantillon est soumis �a plusieurs cycles de chargement sans temps

interm�ediaire de relaxation.
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A�n de rem�edier �a ce probl�eme, nous proposons une description moins intuitive mais

plus e�cace. On consid�ere un d�eplacement global typique d'un milieu granulaire soumis

�a un chargement r�ep�et�e. Selon les observations faites sur des mat�eriaux granulaires, le

d�eplacement global peut être illustr�e par la description typique pr�esent�ee par la �gure

(6.2). Dans cette repr�esentation, le premier terme de l'�equation (6.1) repr�esente le d�epla-

cement r�esiduel qui augmente lentement avec le temps et le second d�esigne les uctuations

r�eversibles par rapport au temps.

Fig. 6.2: Evolution du d�eplacement par rapport au temps : illustration du d�eplacement

r�esiduel et r�eversible.

On peut remarquer que la d�erive en d�eplacement r�esiduel au cours d'un cycle p est

consid�erablement plus faible que la partie r�eversible. C'est le point de d�epart d'une

m�ethode de calcul d�evelopp�ee par Abdelkrim (2004), kur�((p + 1)T ) � ur�(pT )k <<

maxk(uv�(t))k; t 2 [pT; (p + 1)T ]. Ainsi, le d�eplacement global peut être vu comme �etant

la somme d'une fonction de uctuation repr�esentant les d�eplacements r�eversibles et d'une

fonction de d�erive lente repr�esentant les d�eplacements irr�eversibles. Ces deux parties sont

augment�ees de termes d'erreur li�es au fait que le d�eplacement n'est p�eriodique qu'en

moyenne. Ces termes d'erreur repr�esentent les variations impr�evues ou non expliqu�ees par

la variable de d�ependance. Ce terme est conventionnellement dit \erreur" qu'il soit r�eelle-

ment mesurable ou non. �Etant donn�e que le terme r�eversible est p�eriodique, le d�eplacement

peut, en utilisant l'�equation (6.1), s'�ecrire comme suit :

u�(t+ T ) = u�(t) + ur�(t+ T ) + ��(t+ T ) (6.3)
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Pendant plusieurs cycles de chargement, p = 1; :::; k, le d�eplacement de la particule

consid�er�ee, �, peut être �ecrit comme suit :

u�(t+kT ) = u�(t)+
kX

p=1

�
ur�(t+ pT )� ur�(t+ (p� 1)T ) + ��(t+ pT )� ��(t+ (p� 1)T )

�
(6.4)

L'objectif de la phase d'apprentissage est alors d'estimer les fonctions inconnues ur�(t),

o�u �� repr�esentent les termes d'erreur dont la moyenne est suppos�ee nulle. L'estimation est

e�ectu�ee en se basant sur un nombre �ni de donn�ees dites d'apprentissage u(t+T ); :::; u(t+

kT ). Elle fournit la fonction ad�equate ûr�(t), estimateur de u
r
�(t), exprim�ee en terme d'un

ensemble de param�etres a. Ces param�etres peuvent être obtenus en minimisant la somme

des erreurs kûr�(t)� ur�(t)k par la m�ethode des moindres carr�es.
Di��erentes formes de fonctions peuvent être choisies pour estimer le d�eplacement r�esi-

duel ur�(t), dans la phase d'apprentissage. A titre indicatif, la famille de fonctions lin�eaires

par rapport au nombre de cycles peut être adopt�ee. La stabilit�e et la pr�ecision de ces fonc-

tions d'estimation peuvent être �etudi�ees en utilisant les deux fonctions suivantes :

gu(k) =
1

k

 X
�;p;d

�
ur�;d(t+ pT )� ur�;d(t+ (p� 1)T )

�2! 1
2

(6.5)

et

f�(k) =
1

k

 X
�;p;d

�
�p�;d
�2! 1

2

(6.6)

o�u � d�esignent les particules du syst�eme, p repr�esente l'indice d'une donn�ee d'appren-

tissage et d un des trois degr�es de libert�e de translation. Les deux fonctions exprim�ees

ci-dessus sont simplement des normes qui peuvent re�eter la pr�ecision et la stabilit�e des

fonctions de tendance. Dans la �gure (6.3), on peut remarquer que gu devient stable

lorsque k augmente. D'autre part, la norme des termes d'erreurs f� tend vers z�ero quand

k tend vers l'in�ni.

Le nombre de cycles de la phase d'apprentissage n�ecessaires pour faire des estima-

tions peut être limit�e. Le nombre de cycles de calcul peut être exprim�e de telle sorte que
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Fig. 6.3: Pr�ecision de la proc�edure d'estimation pour un estimateur lin�eaire avec deux

nombres de cycles de chargement initiaux de di��erents, ki.

la pr�ecision requise est contrôl�ee. En g�en�eral, la loi des grands nombres fournit une li-

mite sup�erieure qui peut être approch�ee en 1p
n
. Dans notre cas, une limite sup�erieure plus

avantageuse peut être obtenue puisque l'on peut supposer que les erreurs sont en e�et bor-

n�ees par les amplitudes des mesures elles même. La s�erie de termes d'erreurs (�
(p)
� )p=1;:::;k

peut être consid�er�ee comme �etant un ensemble de r�ealisations de variables al�eatoires o�u

�
(p)
� 2 [a; b]. La probabilit�e d'obtenir une fonction qui estime l'erreur de d�eplacement avec

une pr�ecision � peut s'�ecrire :

Pr

"
k1
k

X
p

�
(p)
� k � �

#
� 2e

� 2k�2

(b�a)2 (6.7)

Cette in�egalit�e est un th�eor�eme connu aussi sous le nom de "Cherno� Bound" dont

la preuve peut être trouv�ee dans Bouleau (1986). D'apr�es l'�equation (6.7), il est possible

de contrôler le nombre n�ecessaire de cycles, k, en choisissant un niveau d'erreur � et

une probabilit�e associ�ee p. En e�et, pour k � (b�a)2
2�2

ln(2
p
), Pr

h
k 1
k

P
p �

(p)
� k � �

i
� p. Les

fonctions, ur�(t), peuvent être estim�ees en utilisant les donn�ees d'apprentissage disponibles

en tenant compte du niveau d'erreur pr�es�electionn�e.

Jusque l�a, la pr�ecision des estimations est �etablie �a travers une approche param�etrique.

Le mod�ele obtenu pour l'estimation des d�eplacements r�esiduels au cours d'une p�eriode

d'apprentissage de k cycles sera utilis�e dans la phase d'extrapolation d�e�nie ci-apr�es.
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6.2.3 Phase de prolongement

En utilisant le mod�ele obtenu en phase d'apprentissage �a partir d'une simulation sur k

cycles de chargement, il est possible d'estimer la con�guration au cycle (k+h), o�u h 2 N.
En particulier, si la fonction d'estimation est suppos�ee lin�eaire en fonction du temps, cette

con�guration peut être d�ecrite comme suit :

û�(t+ (k + h)T ) = u�(t+ kT ) +
h

k

kX
p=1

�
ur�(t+ pT )� ur�(t+ (p� 1)T )

�
: (6.8)

Le premier terme de droite de l'�equation pr�ec�edente est connu �a partir de la derni�ere

�etape alors que le second terme repr�esente l'estimation du d�eplacement r�esiduel au cycle

(k + h). L'estimation propos�ee en phase d'apprentissage est suppos�ee lin�eaire �egalement

avec le nombre de cycles. De fa�con similaire, une fonction de tendance logarithmique sous

la forme ur�(t+pT ) = a� ln(t+pT )+b�(t+pT ) sera utilis�ee. Les param�etres a� et b� peuvent

être d�eduits �a partir des calculs de dynamique mol�eculaire suivis d'une minimisation par

la m�ethode des moindres carr�es (minimisant l'erreur quadratique entre la loi empirique et

les d�eplacements r�esiduels). Ainsi le d�eplacement r�esiduel peut être d�ecrit comme suit :

û�(t+ (k + h)T ) = u�(t+ kT ) + a� ln(t+ (k + h)T ) + b�(t+ (k + h)T ) (6.9)

o�u les param�etres a� et b� sont calcul�es en utilisant les informations collect�ees pendant

le calcul de dynamique mol�eculaire comme suit :

a� =

p=kX
p=1

t2p

p=kX
p=1

u�(tp) ln(tp)�
p=kX
p=1

tp ln(tp)

p=kX
p=1

u�(tp)tp

p=kX
p=1

ln2(tp)

p=kX
p=1

t2p �
 

p=kX
p=1

tp ln(tp)

!2 (6.10)

et

b� =

p=kX
p=1

ln(tp)
2

p=kX
p=1

u�(tp)tp �
p=kX
p=1

tp ln(tp)

p=kX
p=1

u�(tp) ln(tp)

p=kX
p=1

ln2(tp)

p=kX
p=1

t2p �
 

p=kX
p=1

tp ln(tp)

!2 (6.11)
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o�u tp = t+ pT . A�n de distinguer les deux approches, l'�equation (6.8) d�e�nit l'estimation

lin�eaire et l'�equation (6.9) d�e�nit l'estimation logarithmique. Il est �evident que pour les

deux types d'estimation pr�esent�es ci-dessus, plus le facteur h=k est proche de z�ero, plus

les fonctions d'estimation sont ad�equates. En revanche, l'objectif de la proc�edure est de

simuler les �ecoulements granulaires quand h est le plus grand possible. Ainsi, les para-

m�etres doivent être optimis�es pour que les estimations donnent des r�esultats comportant

le moins d'erreur possible sur une dur�ee de prolongement aussi grande que possible.

6.2.4 Application Num�erique

A�n d'examiner la �abilit�e de la technique de prolongement utilis�ee, les con�gurations

estim�ees sont compar�ees avec celles qui sont obtenues avec un calcul de dynamique mol�e-

culaire complet. L'�echantillon pr�epar�e est maintenant soumis successivement �a ki (initial)

et k cycles de chargement comme d�ecrit ci-dessus. Les informations collect�ees du calcul

de dynamique mol�eculaire sont utilis�ees pour estimer une con�guration apr�es h. L'ac-

cord entre les deux con�gurations (calcul�ee et estim�ee) est examin�e syst�ematiquement en

utilisant l'expression d'erreur relative Er d�e�nie par :

Er(u) = k u� û k
k u k (6.12)

La norme L2, telle que d�e�nie dans les �equations (6.5) et (6.6), est utilis�ee dans l'�equa-

tion ci-dessus a�n de calculer l'erreur relative. On note que u est une matrice N � 3 qui

contient les coordonn�ees des particules. Elle peut servir pour �evaluer les d�eplacements.

De fa�con similaire, û repr�esente une estimation de la con�guration et N est le nombre de

particules. Les �gures (6.4) et (6.5) montrent que l'erreur entre les con�gurations calcul�ees

et estim�ees est faible surtout lorsque le nombre de cycles k est sup�erieur �a 20, que ce soit

dans le cas d'estimation lin�eaire ou logarithmique. On peut remarquer dans les �gures

mentionn�ees ci-dessus que l'erreur dans ces cas ne d�epasse pas 2% (�gures (6.4) et (6.5),

les erreurs sont pr�esent�ees en �echelle logarithmique par souci de clart�e).

On peut remarquer aussi que le nombre initial de cycles ki a�ecte �enorm�ement la pr�eci-

sion de la technique d'estimation. La �gure (6.4) montre que le maximum d'erreur relative

diminue de 14% �a 2:5% quand ki augmente de 10 �a 500 cycles de chargement initiaux, dans

le cas de simulation lin�eaire. De même, la �gure (6.5) montre que l'erreur relative maxi-

male diminue de 14% �a 1% quand ki augmente de 10 �a 500 cycles de chargement initiaux,
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Fig. 6.4: Estimation lin�eaire : distributions des erreurs relatives pour di��erents nombres

de cycles initiaux (ki), nombre de cycles d'apprentissage (k), et longueur d'extrapolation

(h).

dans le cas d'estimation logarithmique. D'autre part, les �gures (6.4) et (6.5) indiquent

que l'erreur relative d'estimation diminue avec le nombre de cycles d'estimation k. Ceci

est �evidemment dû au fait que plus les donn�ees sont disponibles plus les estimations sont

pr�ecises. On peut remarquer �egalement que l'erreur relative diminue quand la longueur

de l'intervalle d'extrapolation h diminue. D'autre part, on peut constater que l'estimation

logarithmique donne de meilleurs r�esultats que l'estimation lin�eaire. En fait, avec ses deux

param�etres cette deuxi�eme approche est plus appropri�ee pour approximer les fonctions de

tendances. Dans la suite, l'estimation logarithmique sera choisie d�e�nitivement.

Malgr�e la pr�ecision obtenue �a travers la technique de prolongement en terme de d�e-

placement r�esiduel, les con�gurations obtenues peuvent pr�esenter des p�en�etrations locales

excessives entre les particules, surtout lorsque h est grand. Ce type de con�guration peut

être inappropri�e pour un calcul de dynamique mol�eculaire ult�erieur. A�n de rem�edier �a ce

probl�eme, une technique de relaxation qui consiste �a corriger les con�gurations obtenues

est n�ecessaire et sera pr�esent�ee dans la section suivante.

6.3 M�ethode de relaxation

L'objectif de cette section est de prouver l'existence d'une propri�et�e d'optimisation qui

peut être satisfaite par les conditions aux limites du syst�eme S ainsi que les �equations de

mouvement. Cette propri�et�e sera utilis�ee pour corriger les con�gurations instables avec
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Fig. 6.5: Estimation logarithmique : distributions des Erreurs relatives pour di��erents

nombre de cycles initiaux (ki), nombre de cycles d'apprentissage (k), et longueur d'extra-

polation (h).

des p�en�etrations excessives entre les grains.

6.3.1 Fonctionnelle de minimum d'�energie

En consid�erant le produit scalaire des �equations de mouvement par u� 2 R
3, il est

possible d'�etablir le principe de travaux virtuels (p.t.v.) (Salen�con (2002)), qui peut être

�ecrit sous la forme :

8><
>:
8(u�)�2S 2 (R3)NX
�2S

F�u� +
X
�2S

X
� 6=�2S

F��u� =
X
�2S

m�a�u�
(6.13)

Le premier terme �a gauche de cette �equation correspond au travail virtuel des forces

ext�erieures qui peut être exprim�e sous la forme P(e)(u1; ::; uN) =
P

�2S F�u�. Le second

terme exprime le travail virtuel des forces internes P(i)(u1; ::; uN) =
P

�2S
P

� 6=�2S F��u�.

Le terme de droite d�esigne le travail des forces d'inertie A(u1; ::; uN) =
P

�2S m�a�u�.

On note que l'ensemble des vecteurs (u�)�2[j1;N j] est arbitraire dans l'espace (R3)N . Par

cons�equent, cela peut être vu comme un d�eplacement ou une vitesse appliqu�e(e) aux

constituants du syst�eme S. En particulier, ce d�eplacement virtuel peut être choisi en

coh�erence avec les conditions aux limites (u� = ud�, 8� 2 Sd
), o�u Sd

est la partie de la

fronti�ere de S o�u les d�eplacements sont appliqu�es. De même, les forces externes doivent
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être coh�erentes avec les conditions aux limites (F� = F f
� , 8� 2 Sf

), o�u Sf
d�esigne la

partie de la fronti�ere de S o�u les forces sont appliqu�ees.

En appliquant des d�eplacements (u�)�2[j1;N j] au syst�eme de particules S, l'exis-

tence de solution pour les �equations du mouvement signi�e qu'il existe un ensemble de

forces internes (F��)�;�2[j1;N j]2 et un ensemble de forces externes (F�)�2[j1;N j] qui d�e�-

nissent l'�evolution du syst�eme. En prenant en compte la solution mentionn�ee ci-dessus

(u�; F�; F��)�;�2[j1;N j]2 , il est possible d'�ecrire le p.t.v comme suit :

8>>><
>>>:

X
�2Sf

F f
� u� +

X
�2Sd

F�u
d
� +

X
�2S

m�(g � a)u�

+
X
�2S

X
� 6=�2S

F��u� = 0
(6.14)

o�u SdSSf
= S et g repr�esente les forces de volume. Comme une deuxi�eme application du

p.t.v., on consid�ere le même ensemble de forces solution de l'�equation du mouvement as-

soci�e avec un ensemble di��erent de d�eplacements virtuels en coh�erence avec les conditions

aux limites (u0�; F�; F��)�;�2[j1;N j]2 . Ceci conduit �a l'�equation suivante :

8>>><
>>>:

X
�2Sf

(F f
� u

0
� � F f

� u�) +
X
�2S

m�(g � a)(u0� � u�)

+
X
�2S

X
� 6=�2S

(F��u
0
� � F��u�) = 0

(6.15)

Le dernier terme �a gauche de l'�equation (6.15) peut être exprim�e comme suit :

(
8�; � 2 S; en contact;

F��(u�; u�) = O ��(u�; u�)
(6.16)

o�u  ��(u�; u�) repr�esente le potentiel des forces de contact. On travaille en quasi-statique

et dans ce cas les forces normales sont pr�epond�erantes. La preuve de l'existence d'une

propri�et�e d'optimisation peut être �etablie �a travers le taux de variation de ce potentiel :

� ��(u�; u�) =  ��(u� + �u�; u� + �u�)�  ��(u�; u�) (6.17)

En utilisant les lois de contact qui est une fonction convexe, il est possible de montrer
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que � �� � 0 quand le contact existe. Par cons�equent, on peut d�eduire que :

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

8 solution (u�; F�; F��)�;�2[j1;N j]2

8u0 6= u en coh�erence avec udX
�2Sf

F f
� u

0
� +

X
�2S

m�gu
0
� +

X
�2S

X
� 6=�2S

 ��(u
0
�)

�
X
�2Sf

F f
� u� +

X
�2S

m�gu� +
X
�2S

X
� 6=�2S

 ��(u�)

(6.18)

On note que les observations e�ectu�ees sur les d�eplacements des mat�eriaux granulaires

sous chargement cyclique montrent que pendant un cycle de chargement, l'incr�ement

de d�eplacement r�esiduel est largement inf�erieur aux d�eplacements r�eversibles. L'in�egalit�e

prouve l'existence d'une fonctionnelle F(u) qui peut s'�ecrire sous la forme :

F(u) =
X
�2Sf

F f
� u� +

X
�2S

m�gu� +
X
�2S

X
� 6=�2S

 ��(u�) (6.19)

La minimisation de cette fonctionnelle permet, en partant d'une con�guration estim�ee

comportant des e�orts intrgranulaires excessitfs, d'obtenir une con�guration stable o�u les

e�orts sont faibles et de niveau comparable �a ceux obtenus avant prolongement.

6.3.2 Application num�erique

Dans cette section, on consid�ere des con�gurations particuli�eres instables caract�eri-

s�ees par des interp�en�etrations excessives que l'on soumet �a la technique de relaxation

qui consiste �a minimiser la fonctionnelle d'�energie F(u) tout en gardant �x�ees toutes les

particules de la fronti�ere. Ceci permet d'obtenir des positions optimales des grains garan-

tissant un syst�eme stable S. Comme premier exemple simple, on consid�ere une cellule de

9 particules dont les propri�et�es sont pr�esent�ees dans le tableau (2.1). Cette cellule est pr�e-

sent�ee dans la �gure (6.6). Les r�esultats montrent que cette approche permet d'�equilibrer

les p�en�etrations et de trouver des con�gurations utilisables pour un calcul de dynamique

mol�eculaire ult�erieur.

On consid�ere maintenant un second exemple qui correspond �a une con�guration esti-

m�ee par les simulations d�ecrites pr�ec�edemment. La con�guration en question est obtenue

apr�es ki = 20 cycles initiaux, k = 20 cycles d'apprentissage et une extrapolation de lon-

gueur h = 20 cycles. En terme de calcul de d�eplacement r�esiduel, une telle estimation est

en accord avec les r�esultats calcul�es, comme nous venons de l'expliquer dans la section
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Fig. 6.6: Relaxation d'une cellule de 9 particules. (a) Con�guration estim�ee, (b) Con�-

guration corrig�ee.

pr�ec�edente. Cependant, on peut remarquer dans la �gure (6.7)-(a) que cette con�guration

pr�esente des interp�en�etrations locales excessives. Bien que limit�ees en nombre, ces p�en�e-

trations repr�esentent une �energie potentielle accumul�ee qui peut induire des divergences

de l'�ecoulement granulaire.

Fig. 6.7: Relaxation d'un �echantillon complet. (a) Con�guration estim�ee, (b) Con�gura-

tion corrig�ee.

La relaxation dans ce cas consiste �a �xer les particules de la fronti�ere et �a trouver les

positions optimales en minimisant la fonctionnelle d'�energie (6.19) �a l'aide de la m�ethode

du gradient. Cette approche permet de corriger la con�guration en question et d'aboutir

�a la distribution d'interp�en�etration pr�esent�ee dans la �gure (6.7)-(b). On peut remarquer
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que la distribution d'interp�en�etration s'est am�elior�ee en forme et que le maximum de

p�en�etration est pass�e de 1:8�10�3 m �a 6�10�5 m, r�eduisant d'autant les e�orts internes.

Les deux exemples pr�esent�es dans cette section permettent de tester le fonctionnement

de la technique de relaxation et montrent qu'elle permet d'am�eliorer les distributions

d'interp�en�etration ainsi que leurs amplitudes. Dans la section suivante, le prolongement,

l'extrapolation ainsi que la technique de relaxation que nous venons d'expliquer seront

utilis�ees dans une proc�edure compl�ete pour le calcul �a long terme des vitesses de tassement.

6.4 Calcul du tassement �a long terme

Dans cette section, nous pr�esentons d'abord la proc�edure de calcul de tassement �a

long terme. Ensuite, nous nous int�eresserons �a l'�etude de convergence de cette approche

et en�n, nous l'appliquons �a des cas de calcul concrets.

6.4.1 Organigramme de la proc�edure de calcul

L'organigramme pr�esent�e dans la �gure (6.8) montre l'id�ee de base du concept sous

forme d'algorithme de calcul. Le calcul commence �a partir d'une con�guration initiale di-

lu�ee o�u les particules distantes sont distribu�ees de fa�con al�eatoire dans un cylindre. Cette

con�guration est soumise au champ de gravit�e jusqu'�a l'�equilibre. Par la suite, l'�echan-

tillon obtenu est soumis �a ki cycles initiaux de chargement avant d'entamer la proc�edure

s�equentielle, �etant donn�e que les premiers cycles sont toujours caract�eris�es par des d�eplace-

ments r�esiduels �elev�es comme le montre la �gure (6.2). La proc�edure s�equentielle consiste

d'abord �a soumettre l'�echantillon �a k cycles de chargement dont la borne sup�erieure peut

être d�etermin�ee en prenant une probabilit�e et un niveau d'erreur donn�es tels que d�e�nis

dans l'�equation (6.7). Pendant k cycles de chargement, les donn�ees d'apprentissage sont

�evalu�ees �a travers la dynamique mol�eculaire et sauvegard�ees �a la �n de chaque cycle. Les

informations collect�ees sont utilis�ees pour estimer des fonctions de tendance qui d�ecrivent

le comportement des �echantillons granulaires en termes de d�eplacements r�esiduels. Les

fonctions obtenues sont ensuite utilis�ees pour e�ectuer l'extrapolation logarithmique au

cycle (h+ k) comme le d�ecrivent les �equations (6.9), (6.10) et (6.11).

Dans la section (6.2.1), nous avons montr�e que la pr�ecision d�epend des valeurs de

ki, k et h. L'erreur relative diminue quand le rapport h=k diminue. Cette remarque sera

justi��ee dans la section suivante lors de la v�eri�cation de la convergence de la proc�edure.
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Fig. 6.8: Organigramme de la proc�edure de calcul de tassement �a long terme.
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6.4.2 Etude de convergence

A�n de valider la proc�edure propos�ee dans ce chapitre, les d�eplacements r�esiduels

obtenus sont compar�es �a des calculs de dynamique mol�eculaire complets. Les param�etres

de simulation utilis�es pour �etudier la convergence sont pr�esent�es dans le tableau (6.1).

La �gure (6.9) montre le tassement du mat�eriau granulaire obtenu avec un calcul de

dynamique mol�eculaire complet (MD) ainsi que les tassements obtenus avec la nouvelle

proc�edure de calcul en utilisant di��erents param�etres de simulations. Dans un premier

temps, le nombre de cycles initiaux est ki = 10 et la longueur d'extrapolation est h = 10,

alors que le nombre de cycles d'apprentissage k variable. On peut remarquer dans la �gure

(6.9)-(a) que l'erreur entre le calcul de dynamique mol�eculaire complet et les r�esultats

obtenus diminuent avec ce nombre de cycles k. D'autre part, on peut remarquer que

l'erreur se stabilise quand ce param�etre d�epasse 20. De fa�con similaire, l'e�et de la longueur

de l'intervalle d'extrapolation sur la pr�ecision de l'approche peut être examin�e en prenant

�a titre indicatif, ki = 10, k = 40 et en variant h. La �gure (6.9)-(a) montre, sans surprise,

que l'erreur diminue quand h diminue.

Fig. 6.9: Convergence de la proc�edure avec les param�etres de simulation k (a) et h (b)

et comparaison avec le calcul de dynamique mol�eculaire complet.

6.4.3 Applications

Dans cette section, l'e�et du gain de temps ainsi que du mode de chargement sur la

pr�ecision des calculs sont examin�es a�n de montrer la limite de la proc�edure propos�ee.

Les simulations que nous nous proposons de faire sont bas�ees sur des �echantillons dont les
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caract�eristiques sont pr�esent�ees dans le tableau (6.1). Les conditions aux limites en charges

appliqu�ees et d�eplacements sont d�ecrites dans la �gure (6.1) sauf indication contraire.

L'amplitude de la contrainte appliqu�ee dans le cas d'�echantillons compl�etement con�n�es

est de �� = 14:15 kPa et la fr�equence du signal est de f = 50 Hz (soit un signal

qui provoque un tassement assez �elev�e comme le montrent les r�esultats des chapitres

pr�ec�edents).

En g�en�eral, la proc�edure fonctionne convenablement quand les d�eplacements r�esiduels

restent inf�erieurs aux d�eplacements r�eversibles ainsi qu'aux dimensions des grains. Quand

le mat�eriau granulaire est compl�etement con�n�e, le m�ecanisme de tassement est essentiel-

lement li�e au r�earrangement des grains (comme pr�ecis�e dans le chapitre pr�ec�edent). Par

cons�equent, le d�eplacement r�esiduel reste faible et limit�e par les dimensions des interstices

disponibles entre les grains. Dans ce cas, on peut remarquer comme le montrent les �-

gures (6.9) et (6.10)-a que la proc�edure est su�samment pr�ecise pour pr�edire l'�evolution

de l'�echantillon aux cours des cycles de chargement, en termes de d�eplacements r�esiduels

et de nombres de coordination.

La pr�ecision peut être �evalu�ee en termes de d�eplacement r�esiduel, de nombre de co-

ordination et de con�guration d�e�nitive comme le montrent les �gures (6.10). On peut

remarquer que pour ces crit�eres, l'erreur relative augmente avec le gain de temps. A titre

indicatif, on remarque que le nombre de coordination pr�esente une erreur de l'ordre de

12% quand le gain de temps vaut 180%. D'autre part, l'erreur relative calcul�ee en terme

de pr�ecision de la con�guration d�e�nitive (en utilisant l'�equation 6.12) est de l'ordre de

1% pour le même niveau de gain de temps. Le d�eplacement r�esiduel est �evalu�e de fa�con

plus pr�ecise puisque l'erreur ne d�epasse pas 0:5% quand le même niveau de gain de temps

est e�ectu�e.

Contrairement au cas de chargement d'�echantillons compl�etement con�n�es, o�u le tas-

sement est essentiellement dû au r�earrangement des grains, les �echantillons partiellement

con�n�es subissent du tassement par r�earrangement et par mobilit�e des grains sous charge-

ments p�eriodiques. En e�et, les particules se d�eplacent vers les r�egions les moins charg�ees.

Par cons�equent, le tassement produit dans ce dernier cas d�epasse largement les niveaux

obtenus dans le cas compl�etement con�n�e pour un même chargement et une g�eom�etrie

identique. En outre, en gardant toutes choses �egales par ailleurs, la dispersion est plus

importante sur les r�esultats dans le cas partiellement con�n�e. Ceci signi�e que les inter-

pr�etations excessives peuvent être trouv�ees de fa�con plus fr�equente. L'�echantillon �etudi�e

dans le cas partiellement con�n�e de cette section est caract�eris�e par une amplitude de
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Fig. 6.10: (a) Variation du nombre de coordination par rapport au nombre de cycles,

(b) pr�ecision en terme de nombre de coordination �nal, (c) positions des particules, et (d)

d�eplacements r�esiduels.
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contrainte de �� = 5:87 kPa, une fr�equence d'excitation de f = 10 Hz, et un niveau de

con�nement de 80%. Les propri�et�es des mat�eriaux sont les mêmes que celles utilis�ees pr�e-

c�edemment (tableau (2.1)). Les �gures (6.11)-(a) et (b) montrent la variation du nombre

de coordination et du tassement avec le nombre de cycles. Les r�esultats de cette analyse

montrent d�ej�a, conform�ement aux r�esultats obtenus dans le chapitre pr�ec�edent que la vi-

tesse de tassement diminue avec le degr�e de con�nement. Cependant, on peut remarquer

que le nombre de coordination moyen reste dans les mêmes proportions. D'autre part, la

�gure (6.11)-(c) et (d) montrent les erreurs relatives en terme de nombre de coordination

et de tassement pour di��erents gains de temps de calcul. On remarque que les erreurs

diminuent avec le degr�e de con�nement.

Fig. 6.11: (a) Nombre de coordination en fonction du nombre de cycles, (b) Tassement

par rapport au nombre de cycles, Erreur relative en terme(c) de nombre de coordination

(d) et de tassement.

Les exemples pr�esent�es dans cette section montrent que la proc�edure propos�ee donne

des r�esultats tout �a fait int�eressants dans le cas compl�etement con�n�e. Cependant, dans le
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cas partiellement con�n�e, l'erreur augmente en terme de pr�ediction de tassement. Notons

aussi que la proc�edure est impl�ement�ee dans le cas de grains sph�eriques, mais avec plus

de pr�ecautions cette approche peut être r�e�ecrite dans le cas de grains polygonaux.

6.5 Conclusion

Une proc�edure de calcul du tassement des mat�eriaux granulaires �a long terme a �et�e

pr�esent�ee dans ce chapitre. La proc�edure propos�ee utilise de fa�con s�equentielle la dy-

namique mol�eculaire, un prolongement temporel et une technique de relaxation a�n de

pr�edire l'�ecoulement des mat�eriaux granulaires sous chargement cyclique. La dynamique

mol�eculaire repr�esente le moteur de la m�ethode, elle consiste �a int�egrer les �equations de

mouvement en tenant compte des interactions entre les grains. Le prolongement tempo-

rel consiste d'abord �a estimer des fonctions de tendance en d�eplacements r�esiduels au

cours des cycles, puis �a les utiliser pour faire des extrapolations. Finalement, la relaxation

consiste �a apporter les corrections n�ecessaires aux con�gurations obtenues, en minimisant

une fonctionnelle d'�energie avec la m�ethode du gradient.

Des comparaisons ont �et�e r�ealis�ees entre les calculs complets de dynamique mol�eculaire

et des calculs altern�es par la proc�edure propos�ee. Elles ont donn�e des r�esultats satisfaisants,

surtout dans les cas d'�echantillons de degr�e de con�nement �elev�e. Ces applications ont

montr�e que la proc�edure permet d'estimer le tassement des mat�eriaux tout en gagnant

en temps de calcul. L'�etude de convergence a montr�e toutefois qu'il existe un compromis

entre le temps de calcul gagn�e et la pr�ecision obtenue. D'autre part, �etant donn�e que les

d�eplacements r�esiduels diminuent au cours des cycles, la proc�edure est de plus en plus

adapt�ee au fur et �a mesure que le nombre de cycles augmente.
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Le travail de recherche pr�esent�e dans cette th�ese a pour objectif d'�etudier le tassement

des mat�eriaux granulaires sous sollicitations p�eriodiques. Nous avons adopt�e essentielle-

ment deux approches compl�ementaires : une approche exp�erimentale qui consiste �a �etudier

l'inuence des facteurs qui peuvent, �a priori, a�ecter le tassement et une approche nu-

m�erique qui permet de simuler cette exp�erience et d'analyser les grandeurs inaccessibles

exp�erimentalement.

Dans un premier temps, nous avons pr�esent�e la m�ethode de calcul num�erique en accor-

dant de l'attention aux lois de contact ainsi qu'aux techniques de d�etection des contactes.

A�n de v�eri�er le mod�ele dans le cas tridimensionnel et de l'ajuster dans le cas bidimen-

sionnel, du point de vue de la rigidit�e, nous avons compar�e les r�esultats qu'il fournit avec

des essais de chargement axial en consid�erant des constituants de di��erents mat�eriaux,

formes et dimensions. Nous nous sommes int�eress�es �egalement aux e�ets des param�etres de

simulation sur les �echantillons obtenus en discutant de l'inuence des rigidit�es des grains

et de leurs coe�cients de frottement sur les pro�ls de la densit�e et sur les distributions des

nombres de contacts. Nous avons �ecart�e l'adoption de rigidit�es \non physiques" souvent

adopt�ee en dynamique mol�eculaire car elle induit des temps de calcul plus faibles.

Nous nous sommes int�eress�es, par la suite, �a l'�etude exp�erimentale du probl�eme de

tassement sous chargement dynamique. La comparaison entre le tassement dans un milieu

compl�etement con�n�e et un milieu partiellement con�n�e a montr�e que le r�earrangement

joue un rôle mineur dans le m�ecanisme de tassement. En e�et, c'est surtout l'�ecoulement

de la mati�ere vers les r�egions moins charg�ees qui est responsable du tassement excessif

qui peut avoir lieu. D'autre part, nous avons remarqu�e que la forme des grains est un

facteur clef qui inue sur l'�ecoulement de la mati�ere et par cons�equent sur la vitesse de

tassement. Les essais ont permis aussi de mettre en �evidence l'e�et de l'acc�el�eration sur

la vitesse de tassement et l'existence d'une acc�el�eration critique de uidi�cation du milieu

dans le cas partiellement con�n�e. Nous avons consid�er�e �egalement des �echantillons de
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di��erentes longueurs et reposant sur des couches d'�elastom�ere de di��erentes �elasticit�es. Ces

techniques ont montr�e que le tassement concerne essentiellement les couches sup�erieures

des granulats. En revanche, ils ont montr�e que l'�elasticit�e du sol a�ecte clairement la

vitesse de tassement.

Le dispositif exp�erimental utilis�e ne permet pas d'acc�eder aux variables locales telles

que les d�eplacements des grains, les forces de contact, les acc�el�erations etc. Pourtant, ces

grandeurs peuvent donner une information plus compl�ete sur le m�ecanisme de tassement.

Pour rem�edier �a cette limite, une approche num�erique bas�ee sur les calculs discrets a

�et�e adopt�ee. Apr�es la v�eri�cation de sa coh�erence par rapport aux exp�eriences, cette

technique a permis de se pencher sur les e�ets des param�etres de simulation sur la vitesse

de tassement. Nous avons compar�e l'�ecoulement des mat�eriaux granulaires dans le cas

partiellement con�n�e �a leur r�earrangement, dans le cas compl�etement con�n�e. A travers

la variation des forces et d�eplacements au niveau des contacts dans di��erentes r�egions,

nous avons observ�e le ph�enom�ene de rochet qui est dû aux glissements tangentiels entre

les grains. Nous nous sommes int�eress�es aussi �a la causalit�e entre la perte de contacts et

la vitesse de tassement dont l'existence a �et�e prouv�ee statistiquement pour di��erents cas

de chargement.

Une proc�edure de calcul du tassement de mat�eriaux granulaires �a long terme a �et�e

pr�esent�ee dans le dernier chapitre. La proc�edure propos�ee utilise de fa�con s�equentielle la

dynamique mol�eculaire, une homog�en�eisation temporelle et une technique de relaxation

a�n de pr�edire l'�ecoulement des mat�eriaux granulaires sous chargements cycliques. La

dynamique mol�eculaire repr�esente le moteur de la m�ethode. Le calcul statistique consiste

d'abord �a estimer des fonctions de tendance en d�eplacements r�esiduels au cours des cycles,

puis �a les utiliser pour e�ectuer des prolongements dans le temps. Finalement, la relaxation

consiste �a apporter les corrections n�ecessaires aux con�gurations obtenues, en minimisant

une fonctionnelle d'�energie avec la m�ethode du gradient. Des comparaisons ont �et�e faites

entre les calculs complets de dynamique mol�eculaire et des calculs altern�es par la proc�edure

propos�ee. Elles ont donn�e des r�esultats satisfaisants surtout dans les cas d'�echantillons

de degr�e de con�nement �elev�es. Ces applications ont montr�e que la proc�edure permet

d'estimer le tassement des mat�eriaux tout en gagnant en temps de calcul.

Au cours de ce travail, nous avons r�epondu �a certaines questions, mais ces r�eponses

sont naturellement partielles puisque le travail est loin d'être exhaustif. Il serait, �a titre

indicatif, important de trouver un mod�ele continu �equivalent. S'il existe, ce mod�ele pour-

rait tenir compte de l'endommagement des grains au cours des chargements cycliques.
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Dans un tel mod�ele, il serait important de tenir compte de la forme des grains puisque

nous avons prouv�e son importance dans le cadre de cette th�ese. Nous avons �egalement

propos�e des id�ees qui peuvent être reprises. En e�et, la m�ethode de calcul num�erique �a

long terme que nous avons d�evelopp�ee concerne des grains sph�eriques. Il serait int�eressant

de l'�etendre �a des grains de formes di��erentes.
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Annexe





Calcul de R2

On consid�ere une s�erie de n mesures (�i)i2[j1;nj] r�ealis�ees �a des instants �equidistants ti.

Supposons que l'on veut estimer une relation de la forme �i = f(ni; a; b) = a + bni, o�u

ni = ln((ti+1 � ti)N). La m�ethode des moindres carr�es peut être utilis�ee pour estimer les

param�etres a et b qui fournissent les meilleur ajustement. En e�et, la minimisation de

L =
P
[�i� f(ni; a; b)]2 par rapport a et b, il est possible d'obtenir ses param�etres avec le

minimum d'erreur :8<
:

a =
��
Pi=n

i=1 n
2
i��n
Pi=n

i=1 �iniPi=n
i=1 n

2
i�n�n2

b =
Pi=n

i=1 �ini�n�� �nPi=n
i=1 n

2
i�n�n2

(A.4)

o�u �� =
Pi=n

i=1 �i
n

et �n =
Pi=n

i=1 ni
n

. Ainsi, le coe�cient de d�etermination est d�e�ni par R2 =
s2tn

sttsnn
, o�u stn =

Pi=n
i=1 (�i � ��)(ni � �n), stt =

Pi=n
i=1 (�i � ��)2, and snn =

Pi=n
i=1 (ni � �n)2. Il

peut être calcul�e a�n de d�ecrire l'ad�equation des param�etres d'ajustement. Plus R2 est

proche de 1:0, plus ces param�etres sont convenables.





Aper�cu sur la th�eorie cin�etique

La th�eorie cin�etique est �a la base une approche statistique o�u l'on se donne une dis-

tribution d�e�nie par f(r; v; t)drdv qui repr�esente le nombre de particules dans un volume

�el�ementaire de rayon dr autour de r dont les vitesses sont dans l'espace de centre v et de

rayon dv, au temps t. Durant un certain temps �t, le nombre de particules f(r; v; t)drdv

dans l'espace de phases (dr; dv) de centre (r; v) change �a cause des collisions qui peuvent

avoir lieu avec le milieu environnant. Dans le cas homog�ene (ind�ependance de r), une

�equation de bilan peut être �etablie comme le montre soigneusement Brilliantov et P�oshel

(2004) et permet d'�ecrire l'�equation de Boltzmann :

@f

@t
= J(f) (B.4)

O�u J(f) =
R
R3

R
Sn

�
�f(v0�; t)f(v

0
�; t)� f(v�; t)f(v�; t)

�
H(n; v� � v�)dndw, avec Sn =

fn 2 R
3 : knk = 1g, H(n; v� � v�) = max(n:(v� � v�); 0), le couple v0� repr�esente les

vitesses apr�es collisions de particules de vitesses v� avant collision) Compte tenue de

la relation 1.28, on peut montrer que � = e�2. L'�equation pr�ec�edente est �etablie en

supposant que la distribution binaire de particules peut être d�ecrite simplement par le

produit des distributions f � f , cependant, cette approximation n'est pas valable quand

les particules binaires sont corr�el�ees soit quand le mat�eriau est dense. Enskog a apport�e

une am�elioration en tenant compte des corr�elations binaires en introduisant un facteur qui

d�epend des distances intergranulaires. L'�equation di��erentielle qui d�ecrit la distribution

des milieux granulaires collisionnels est dite l'�equation de Bolzmann-Enskog et s'�ecrit sous

la forme :

@f

@t
= g(�)J(f) (B.5)

o�u g(�) = 1��
2(1��)3 , dans le cas de sph�eres en 3D. C'est une fonction qui d�ecrit la

probabilit�e pour qu'il y ait contact entre deux particules donn�ees. On note �a ce niveau
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que g(�) d�epend de la dimension de l'espace de travail et de la forme des grains. A partir

de l'�equation B.5, on peut �ecrire la moyenne d'une grandeur  (v) donn�ee comme �etant

<  >=
R
 (v)f(v; t)dv. Le taux de variation par rapport au temps peut �a son tour être

�ecrit sous la forme :

d

dt
<  >=

Z
 (v)

@

@t
f(v; t)dv = g(�)

Z
 (v)J(f)dv (B.6)

En rempla�cant la grandeur  (v) par 1, mv et 1
2
mv2 on peut �etablir respectivement les

�equations de conservation de la masse, de la quantit�e de mouvement et de l'�energie :

dn

dt
+ �r:u = 0 (B.7)

o�u n est la densit�e de nombre de grains, u est la vitesse moyenne d'�ecoulement.

�
du

dt
= r:P + �g (B.8)

o�u P est le tenseur de contraintes et g est la gravit�e.

3

2
�
dT

dt
= �r:Q+ P : ru�  (B.9)

o�u T est la temp�erature granulaire, Q est le ux de chaleur,  est la dissipation d'�energie

�a cause de l'in�elasticit�e des collisions et d
dt
= @

@t
+ u:r est la d�eriv�ee totale. Ces �equations

de conservation ressemblent aux �equations d'�ecoulement de uides. Cependant, les coe�-

cients de comportement d�ependent des champs locaux impliqu�es au lieu d'être constants.

Le tenseur de contraintes peut être exprim�e sous forme d'une loi de comportement :

P = [�p(�; T ) + �(�; T )tr(D)]I + 2�(�; T )D̂ (B.10)

o�u D = 1
2
[rv+ (rv)t] et D̂ = D� 1

3
tr(D)I. On suppose �egalement que le ux de chaleur

peut être exprim�e sous la forme d'une loi de Fourier :

Q = ��(�; T )rT (B.11)

Lorsque la densit�e du milieu ne change pas rapidement et reste proche d'une densit�e

critique nc, les constantes ph�enom�enologiques pr�esent�ees ci-dessus peuvent s'�ecrire sous

la forme :

p = p1
�2cT

�c � �
(B.12)
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� = �1
�cT

1=2

(�c � �)d2
(B.13)

� = �1
�cT

1=2

(�c � �)d2
(B.14)

 = 1(1� r2)
�2cT

3=2

(�c � �)d
(B.15)

� = �1
�cT

1=2

(�c � �)d2
(B.16)

D'apr�es Brilliantov et P�oshel (2004), en se donnant des fonctions de distributions de

vitesses, on peut montrer que les constantes p1, �1 �1 1 �1 sont de l'ordre de l'unit�e.





�Ecrouissage mixte bas�e sur le mod�ele

de Drucker-Prager

Le mod�ele que nous proposons est bas�e sur l'�ecrouissage mixte. Nous nous sommes

inspir�e du mod�ele de Lemaitre et Chaboche (2001) d�evelopp�e pour d�ecrire le ph�enom�ene de

rochet dans les m�etaux aux structures amorphes. Contrairement �a ce mod�ele qui repose sur

le crit�ere de Von Mis�es, nous avons opt�e pour le crit�ere de Drucker-Prager qui d�ecrit mieux

les comportements des mat�eriaux granulaires. Pour ce faire, on part de la d�ecomposition

additive de l'incr�ement de d�eformation :

d�ij = d�eij + d�iij + d�cij = d�eij +Md�pij + (1�M)d�pij (C.4)

Les exposants "e" et "p" signi�ent respectivement �elastique et plastique. Les d�eforma-

tions plastiques peuvent être d�ecompos�ees �a leurs tours en d�eformation plastique avec

�ecrouissage isotrope d�esign�e par l'exposant "i" et d�eformation plastique avec �ecrouissage

cin�ematique d�esign�e par l'exposant "c". Le param�etre M d�ecrit la combinaison la partie

isotrope et cin�ematique. Quand ce param�etre vaut 1, l'�ecrouissage est purement isotrope.

Le comportement �elastique du mat�eriau est d�ecrit de fa�con classique, il suit la loi de Hooke

qui s'�ecrit sous la forme :

d�ij = Cijkld�
e
ij (C.5)

o�u Cijkl est le tenseur �elastique d'ordre 4, �ij et �ij sont respectivement le tenseur de

contrainte de Cauchy et de d�eformation d'ordre 2. On se donne comme pr�evu un crit�ere

de plasticit�e de Drucker-Prager qui s'�ecrit sous la forme :

f(�̂ij) = f(�ij � �ij) = �1Î1 +

q
Ĵ2 � k = 0 (C.6)

o�u Î1 = �ii��ii est le premier invariant du tenseur de contrainte de Cauchy et Ĵ2 = 1
2
ŝij ŝij

est le second invariant du tenseur de contrainte d�eviatorique sij = �ij � p:�ij, avec p
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la pression hydrostatique, ŝij = sij � �ij +
1
3
�ii�ij et �ij est le tenseur de contrainte

cin�ematique (\backstress"). Pour trouver l'expression de k, on consid�ere le cas particulier

d'essai uniaxial. Ce type de chargement permet de montrer que :

f(�̂e) = �1�̂e +
1p
3
�̂e = k (C.7)

De la même fa�con, on d�eduit que :

�̂e =

p
3�1Î1 +

p
3Ĵ2

1 +
p
3�1

(C.8)

On se donne �egalement une fonction de potentiel plastique qui s'�ecrit sous la forme :

g(�̂ij) = �2Î1 +

q
Ĵ2 (C.9)

La variable �1 �etant di��erente de �2, le mod�ele est donc non associ�e. A partir du potentiel

C.9, on peut d�e�nir une loi d'�ecoulement qui s'�ecrit sous la forme :

d�pij = d�
@g

@�ij
(C.10)

o�u d� est un facteur positif qui d�epend de l'�etat de contrainte dans le mat�eriaux. L'�equa-

tion C.10 permet d'�ecrire la d�eformation plastique �equivalente :

d�p = d�M̂

s
@g

@�ij

@g

@�ij
(C.11)

O�u M̂ est un coe�cient de normalisation. Le facteur d� est d�etermin�e �a travers la relation

de consistance qui stipule que pour un mat�eriau �ecrouissable et au cours d'un chargement

plastique, les contraintes restent sous la surface de seuil. Cette condition signi�e que :

df =
@f

@�ij
d�ij +

@f

@�ij
d�ij +

@f

@k
dk = 0 (C.12)

A partir de la d�ecomposition C.4 de la loi de comportement �elastique C.5 et de la loi

d'�ecoulement C.10, on peut voir que d�ij = Cijkl

�
d�kl � d� @g

@�kl

�
. On remarque �egalement

que @f
@�ij

= � @f
@�ij

. D'autre part, on consid�ere une loi d'�ecroissage de type Prager qui s'�ecrit

sous la forme d�ij = c(1�M)d�pij. Dans le cas o�u k = k(�p), on montre que dk = dk
d�p
d�p.

Ainsi on peut d�eduire que le coe�cient d'�ecoulement s'�ecrit :

d� =

@f
@�ij

Cijkld�kl

@f
@�ij

Cijkl
@g
@�kl

+ c(1�M) @f
@�ij

@g
@�ij

� @k
@�p
M̂
q

@g
@�ij

@g
@�ij

(C.13)
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Le comportement �elastique �etant pris isotrope lin�eaire, on peut montrer que :

Cijkl
@f

@�ij
= 3K�1�kl +

Gp
Ĵ2
ŝkl = Akl (C.14)

et

Cijkl
@g

@�ij
= 3K�2�kl +

Gp
Ĵ2
ŝkl = Bkl (C.15)

o�u K est le module de compression hydrostatique et G est le module de cisaillement. Les

termes du d�enominateur de l'�equation C.13 peuvent être d�eduits :

@f

@�ij
Cijkl

@g

@�kl
= Akl

@g

@�kl
= 9K�1�2 +G (C.16)

c
@f

@�ij

@g

@�ij
= (3�1�2 + 1=2)c(1�M) (C.17)

@k

@�p
M̂

s
@g

@�ij

@g

@�ij
=

1

�̂e

k

�p
�̂ij

@g

@�ij
= �M(1 +

p
3�1)

2(�2 +
p
Ĵ2)Hp

3k
(C.18)

Ainsi, on d�eduit que l'�ecriture incr�ementale de la loi d'�evolution de contrainte suite �a un

incr�ement de d�ij est de la forme :

d�ij =

�
Cijkl � BijAkl

�

�
d�kl (C.19)

O�u � = 9K�1�2+G+(3�1�2+1=2)(1�M)c+ M(1+
p
3�1)2(�2Î1+

p
Ĵ2)Hp

3k
. On remarque que

quand M vaut 1, le mod�ele correspond au cas d'�ecrouissage purement isotrope. D'autre

part, quand �1 = �2 = 0, on retrouve le mod�ele de Von Mises duquel nous nous sommes

inspir�es pour �ecrire ce mod�ele.
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