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Introduction

En analyse de survie, des observations censurées apparaissent dans de nombreuses
situations pratiques. Prenons I'’exemple de patients atteints d’une maladie, et pour les-
quels on s’intéresse au temps de guérison. Parmi les patients initialement observés,
certains parviendront a la guérison, d’autres cesseront d’étre observés avant d’étre gué-
ris parce qu'un événement "parasite" sera intervenu auparavant (changement d’hopital,
mort...). La question qui se pose est donc de savoir comment utiliser les informations,
certes partielles, que portent ces patients dits "censurés". En particulier, il s’agit de tra-
duire, dans des méthodes statistiques, ’idée qu’un patient censuré met plus de temps a
guérir que le temps durant lequel il a été observé. La pratique démontre qu’'une bonne
utilisation de cette information partielle améliore considérablement les outils statis-
tiques. Il parait notamment crucial de résister & I'idée de simplement mettre de coté les
observations censurées, une telle politique conduisant nécessairement a I'introduction de
biais pouvant étre particuliérement importants dans la détermination de la loi de pro-
babilité de la variable considérée. Le nombre de situations dans lesquelles apparaissent
de telles données censurées (fiabilité, économeétrie, biostatistique...) justifie donc la mise
en place de techniques générales permettant de gérer ces observations.

Une question importante est celle des méthodes de régression a développer dans un
tel contexte. Actuellement, le modeéle de régression de Cox, modéle semiparamétrique
qui porte sur le taux de hasard conditionnel, est certainement le modéle le plus utilisé,
en raison de bonnes propriétés théoriques qui ont été largement étudiées. Néanmoins,
dans de nombreuses situations, les hypothéses imposées par Cox ne sont pas satisfaites,
et il devient deés lors nécessaire de se tourner vers d’autres modéles. Les modeéles de
régression basés sur ’estimation d’une espérance conditionnelle présentent le double
avantage d’étre de bons candidats alternatifs au modele de Cox, et d’avoir été large-
ment considérés en ’absence de censure. Leur étude améne donc & traiter, en présence
d’observations censurées, les problématiques usuelles de I'analyse de régression.

Parmi ces problématiques, le "fléau de la dimension" est un phénoméne bien connu
en régression non paramétrique. Ainsi, les estimateurs non paramétriques d’une fonc-
tion de régression se comportent mal dés que le nombre de variables explicatives est
important. Pour les estimateurs & noyaux, une solution artificielle et principalement
théorique consiste a considérer des noyaux d’ordre important (c’est a dire des fonctions
K telles que [K(u)du = 1 et [u*K(u)du = 0 pour tout k < m, m suffisamment
grand) en admettant des hypothéses de régularité supplémentaires sur la fonction de
régression. Malheureusement, ce type de procédure n’est pas satisfaisant en pratique,
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8 Introduction

dés que le nombre de variables explicatives est supérieur & 3, et ne donne alors pas de
résultats probants. En revanche, ce probléme ne concerne pas les modéles de régression
paramétriques : dans le modéle de régression linéaire oil le paramétre est estimé par
moindres carrés, la convergence de ’estimateur a lieu a la vitesse n~Y2 oun désigne
la taille de I’échantillon, indépendamment du nombre de régresseurs.

Si 'on considére un modéle de régression ou la variable expliquée Y est censurée
a droite par une variable aléatoire C' (mais ou les variables explicatives X € R? sont
complétement observées), le fléau de la dimension reste d’actualité en régression non
paramétrique, la difficulté supplémentaire & surmonter étant que la variable expliquée
Y n’est pas observée directement. Plus problématique encore, dans certaines situations
de régression censurée, la régression paramétrique elle-méme tombe sous le coup du
fléau de la dimension. En effet, si la loi de la variable de censure n’est pas connue du
statisticien (ce qui est souvent le cas en pratique), I'inférence statistique (paramétrique
ou non) repose sur des estimateurs non paramétriques (estimateur Kaplan-Meier, 1958,
ou estimateur Kaplan-Meier conditionnel, voir par exemple Beran, 1981) qui sont utilisés
pour corriger 'effet de la censure. Si l'estimateur de Kaplan-Meier n’est pas fonction
des variables explicatives, les estimateurs type Kaplan-Meier conditionnels introduisent
un lissage par rapport aux X, et souffrent donc du fléau de la dimension.

Les problémes de réduction de dimension qui seront considérés dans ce mémoire
seront donc de deux types. D’une part il s’agira d’étendre & un cadre censuré certaines
techniques de réduction de dimension pour ’estimation de la fonction de régression.
D’autre part, dans certains modéles de censure, il apparaitra nécessaire d’inventer des
techniques de réduction de la dimension spécialement adaptées a ce cadre censuré. Ces
derniéres auront pour but non seulement de permettre une estimation performante
dans des modéles de régression semi-paramétriques, mais également, fait spécifique a la
régression en présence de censure, de rendre possible ’estimation de certains modéles
de régression paramétrique ou la variable explicative est multidimensionnelle.

S’agissant tout d’abord de la premiére de ces deux problématiques, le modéle de
régression "single-index" sera la méthode de réduction de la dimension qui retiendra
particuliérement notre attention. Dans ce modeéle de régression semi-paramétrique, on
suppose que la fonction m(z) = E[Y|X = z] est du type

m(x) = f(6o; ),

ol f est une fonction inconnue, et 6y un paramétre de dimension finie a estimer. Si f
était connue, le probléme deviendrait purement paramétrique, il s’agirait d’'un modéle
linéaire généralisé (voir par exemple Mc Cullagh et Nellder, 1989). D’un autre coté, si
fp était connu, le probléme d’estimation se réduirait & un probléme non paramétrique,
mais & présent en dimension 1.

Ce modeéle apparait comme un compromis raisonnable entre ’approche purement
non paramétrique et 'approche paramétrique. En effet, il profite d’une certaine flexi-
bilité inhérente & 'approche non paramétrique : en supposant la fonction f inconnue,
on se place dans un modéle moins contraignant qu'un modéle purement paramétrique
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ou la forme de la fonction de régression est imposée. Par ailleurs, les estimateurs de m
proposés dans ce cadre bénéficient de la vitesse de convergence obtenue dans les mo-
deles de régression paramétrique, les estimateurs de 6y convergent a la vitesse n~1/2,
Voir notamment & ce sujet Ichimura (1993), Sherman (1994b), Delecroix et Hristache
(1999), Delecroix, Hristache, Patilea (2006), qui tous utilisent des techniques de M — es-
timation pour 'estimation de 6 ; Powell, Stock, Stoker (1989), Hérdle et Stoker (1989),
Hristache, Juditsky, Polzehl, Spokoiny (2001), qui utilisent la méthode dite "average
derivative" ; Weisberg et Welsh (1994), Bonneu et Gba (1998), Xia et Héardle (2002),
qui utilisent des méthodes itératives.

En présence de censure, ce type de modéle a jusqu’a présent été peu considéré si ’on
excepte les travaux de Burke et Lu (2005), basés sur la méthode "average derivative".

L’un des intéréts de I'extension des méthodes single-index & la présence de censure
vient notamment du fait que le célébre modele de régression de Cox (Cox, 1972) apparait
comme un cas particulier de modéle single-index : il s’agit d’'un modéle de régression
semi-paramétrique, ol les hypothéses portent non pas sur ’espérance conditionnelle,
mais sur le risque instantané conditionnel (ou taux de hasard instantané conditionnel)
AMt|X) = [1 — F(t — |X)]71dF(t|X), ot F(t|X) = P(Y < t|X). Le modéle de Cox
suppose ainsi

At X = z) = Ao(t)e?o”,

ou Ag est une fonction inconnue, et #y un paramétre a estimer. L’estimation de ce para-
meétre Oy est généralement mise en ceuvre par maximisation de la pseudo-vraisemblance
de Cox (voir par exemple Cox, 1975, Andersen et Gill, 1982). Ce modéle est plus res-
trictif que le modele single-index, puisqu’il suppose notamment que la loi conditionnelle
de Y sachant X ne dépend que de §)X. Dans le cas du modele single-index, I'hypo-
theése ne portait que sur 'espérance conditionnelle. De ce fait, les modéles single-index
permettent de fournir des alternatives moins contraignantes que le modéle de Cox.

Concernant le second type de problémes de réduction de dimension que nous consi-
dérerons, revenons tout d’abord sur I'un des problémes cruciaux de l'inférence en pré-
sence de censure, la question des conditions d’identifiabilité du modéle. En ’absence
de variables explicatives, les seules variables qui interviennent sont donc Y et C, et on
suppose

Y et C indépendants. (0.0.1)

En présence de variables explicatives, ’'Hypothése 0.0.1 doit étre modifiée pour prendre
en compte la présence de X.
Une premiére facon de procéder consiste & supposer

(Y, X) et C indépendants. (0.0.2)

Cette hypothése est contraignante. En effet, sous cette hypotheése, la variable de censure
apparait comme indépendante de X, ce qui n’est pas convenable pour la modélisation de
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certaines situations. Pour cette raison, une autre solution consiste a généraliser (0.0.1)
de la facon suivante,

Y et C indépendants conditionnellement & X. (0.0.3)

Sous (0.0.3), C peut dépendre de X, mais Y ne dépend de C' qu’a travers les variables
explicatives.

Certes 'Hypothese (0.0.3) englobe 'Hypothése (0.0.2). Néanmoins, sous I’'Hypotheése
plus forte (0.0.2), les outils statistiques sont généralement plus performants. Discutons
ces deux hypothéses concurrentes (0.0.2) et (0.0.3) a travers quelques exemples pra-
tiques.

Exemple 1. On considére les variables

— Y : temps que met un patient & guérir d’'une certaine maladie.

— X : age du patient au moment de l'infection.

On cherche & expliquer Y en fonction de X. Pour ce faire, on observe n patients dans
un hopital donné. On ne recueille les données d’un hopital que pendant une certaine
durée d’étude. De sorte que la variable de censure est définie de la facon suivante,

— C': temps maximum pendant lequel le patient peut étre observé.

Par exemple, si la durée d’étude est de trois mois, et que le patient entre a I’hopital un
mois apreés le début de I’étude, la valeur de C correspondante sera de deux mois. La
date d’arrivée des patients a I’hopital pouvant étre considérée comme aléatoire, C' est
une variable aléatoire. Un patient sera dit censuré s’il n’est toujours pas guéri lorsque
I’étude s’arréte (censure dite administrative).

Exemple 2. On considére

— Y : durée de vie d'une batterie de voiture.

— X : usine dans laquelle la batterie a été construite.

— C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu

de vue (destruction, accident, vol...).

Exemple 3. On considére

— Y : temps que met un patient a& guérir d’une certaine maladie.

— X : 4ge du patient au moment de I'infection.

— C': temps que met le patient avant de décéder.

Exemple 4. On considére

— Y : durée de vie d’une batterie de voiture.

— X : expérience du conducteur.

— C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu

de vue (destruction, accident, vol...).

Dans les exemples 1 et 2, I'Hypothese (0.0.2) apparait légitime. En effet, dans
I’exemple 1, la censure est due & des causes purement administratives, et n’a donc
a priori aucun lien avec ’age des patients. Dans I’exemple 2, I'usine de production de la
batterie n’a pas d’influence sur les causes de censure qui sont dues soit au conducteur
(accident, dégats) soit & des causes extérieures (vol). Au contraire, dans les exemples 3
et 4, 'Hypothése (0.0.2) est mise en défaut et doit étre remplacée par (0.0.3). En effet,
dans l'exemple 3, il est naturel de penser que I’Age du patient au moment de l'infection
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est lié au temps qu’il lui reste & vivre. De méme dans ’exemple 4, un mauvais conducteur
aura plus de chances d’avoir un accident avant que sa batterie ne soit défectueuse.

Les Hypotheses (0.0.2) et (0.0.3) correspondent donc chacune a des situations de
modélisation bien précises (notons que 'Hypothése (0.0.2) peut étre affaiblie, de fagon
a permettre une certaine forme de dépendance entre C' et X, voir Stute, 1993). Chacune
utilise des techniques spécifiques. Sous 'Hypothése (0.0.2), on utilise des techniques ba-
sées sur l'estimateur de Kaplan-Meier (1958) permettant lestimation de la fonction de
répartition F'(y) = P(Y < y). En effet, sous (0.0.2), (0.0.1) reste valide, et (0.0.1) est
la condition d’identifiabilité sous laquelle I'estimateur de Kaplan-Meier converge. En
revanche, sous (0.0.3), Uestimateur de Kaplan-Meier ne peut étre utilisé. De ce fait, les
procédures d’estimation de la fonction m(z) = E[Y|X = x] reposent toutes sur l'es-
timateur Kaplan-Meier conditionnel de Beran (1981), un estimateur & noyau estimant
la fonction de répartition conditionnelle F'(y|x). De ce fait, des estimateurs & noyau
interviennent méme lorsque ’on cherche & estimer m dans un modeéle paramétrique.
Si I'on considére par exemple le modéle de régression non linéaire sous (0.0.3) (c’est
a dire m(x) = f(0y,z) ou f est connue et 6y parameétre de dimension fini a estimer),
seul le cas X univarié a été considéré jusqu’a présent, voir Heuchenne et Van Keilegom
(2007b). Cette impossibilité de considérer des X multivariés a également été recontrée
notamment par Heuchenne et Van Keilegom (2007a) en régression polynomiale, Van
Keilegom et Akritas (1999), Du et Akritas (2002).

De ce fait, nous nous placerons alternativement sous (0.0.2) (Chapitres 2 a 6) et
(0.0.3) (Chapitres 7 et 8). Dans les Chapitres 2 et 3, nous exposerons les outils fondamen-
taux permettant 1’étude des estimateurs de la régression sous (0.0.2). Ces outils seront
utilisés tout d’abord pour estimer un modéle de régression paramétrique (régression non
linéaire) au Chapitre 4, modeéle pour lequel nous fournirons un test non paramétrique
d’adéquation au Chapitre 5. L’étude des modéles de régression paramétrique et non
paramétrique en présence de censure est un préalable au Chapitre 6, qui atteint notre
objectif initial d’estimation dans un modeéle single-index sous (0.0.2). Cette étude de la
régression sous (0.0.2) n’est pas & opposer a celle qui sera conduite aux Chapitre 7 et 8
sous (0.0.3). En effet, nous parviendrons, par un examen approfondi des techniques uti-
lisées sous (0.0.2), & développer une technique générale de réduction de dimension sous
(0.0.3) : au Chapitre 7, nous fournissons un estimateur de F(z,y) = P(Y <y, X < x)
généralisant la notion de fonction de répartition empirique, estimateur qui se compor-
tera bien méme dans un contexte ot 'on considére des X multivariés (contrairement aux
estimateurs existant sous ’'Hypothese 0.0.3). Cet estimateur permet de définir des mé-
thodes d’estimation dans des modeles de régression paramétrique, méthodes qui seront
présentées au Chapitre 8. Enfin, la question de la régression single-index sous (0.0.3)
sera également considérée au Chapitre 8.



12 Introduction

Description détaillée par chapitre

Chapitre 1. Au Chapitre 1, nous présentons en détail les différents modeéles de
censure considérés (les Hypotheses (0.0.2) et (0.0.3) sont notamment discutées). Nous
fixons également un certain nombre de notations, et définissons les outils (notamment
processus empiriques) qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Chapitre 2. Nous présentons la théorie des intégrales Kaplan-Meier, en utilisant
une approche nouvelle pour démontrer nos principaux résultats asymptotiques.

Nous rappelons tout d’abord quelques propriétés asymptotiques obtenues a partir
de représentations de ’estimateur de Kaplan-Meier sous forme d’intégrale stochastique.

Dans un second temps, nous présentons des résultats du type de ceux de Stute (1993,
1995, 1996a), résultats de Loi des Grands Nombres et Théoréme Central Limite. Nous
proposons une approche nouvelle pour démontrer ces résultats. Nous utilisons ainsi a la
fois des résultats de la théorie des intégrales stochastiques, et des éléments de ’approche
de Stute. Cette approche nouvelle permet notamment d’obtenir des propriétés d’uni-
formité de ces Théorémes sur des classes de fonctions. D’autre part, elle nous permet
également d’améliorer les conditions d’intégrabilité sous lesquels les Théorémes de Stute
sont valides.

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous considérons un second outil utilisé dans 1’esti-
mation de ’espérance conditionnelle.

L’approche dite "synthetic data" est une approche basée sur des transformations
des données qui conservent I'espérance conditionnelle. Ces transformations ne sont pas
exactement calculables, puisqu’elles reposent toutes soit sur la connaissance de la fonc-
tion de répartition de Y, soit sur celle de C. Néanmoins, ces transformations peuvent étre
estimées & l'aide de ’estimateur de Kaplan-Meier. Nous présentons un certain nombre
de ces techniques.

En particulier, nous nous intéressons aux transformations de Koul, Susarla et Van
Ryzin (1981) et Leurgans (1987). En parvenant a lier leur approche a la théorie des
intégrales Kaplan-Meier, nous parvenons & obtenir des représentations asymptotiques
de sommes de transformations estimées. Ces sommes sont alors représentées comme
une somme de termes i.i.d., plus un terme asymptotiquement négligeable. Ce nouveau
type de représentations facilite I’obtention de propriétés asymptotiques d’estimateurs
de la régressions basés sur la méthode de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981) ou celle de
Leurgans (1987). Par ailleurs, ces représentations sont démontrées sous des hypothéses
d’intégrabilité qui représentent une amélioration notable par rapport & Delecroix, Lopez,
Patilea (2006).

Chapitre 4. Nous nous penchons sur I'estimation d’un modéle paramétrique de
régression,

EY|X = 2] = f(6o, 7),

avec f connue et 6y inconnu de dimension finie. Nous présentons les deux principales
techniques utilisées pour estimer le parameétre €y en présence de censure, sous (0.0.2).
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La technique dite "moindres carrés pondérés", due initialement a Zhou (1992a)
dans le cas du modéle linéaire, est a relier directement & la méthode de Stute (1999)
dans un modéle de régression non linéaire plus général. Cette technique consiste en une
utilisation directe des propriétés des intégrales Kaplan-Meier définies au Chapitre 2.

Dans un cadre paramétrique, la technique synthetic data, correspondant aux outils
définis au Chapitre 3, n’avait jusqu’a présent été étudiée que dans le cas du modéle
linéaire (voir, par exemple Zhou, 1992b). Grace aux nouvelles représentations obtenues
au Chapitre 3, nous parvenons a généraliser leur utilisation & un modéle plus général de
régression non linéaire. Nous obtenons des résultats de normalité asymptotique de nos
estimateurs de 6y & la vitesse n~1/2,

Par ailleurs, une étude par simulation compare, dans un certain nombre de situa-
tions, les différentes approches présentées dans ce chapitre.

Chapitre 5. Le but de ce chapitre est double : fournir des résultats d’estimation
non parameétrique en présence de censure qui sont un prélude a ’étude d’un modéle
de régression semi-paramétrique type single-index, et par ailleurs élaborer un test non
paramétrique d’adéquation aux modeéles paramétriques du Chapitre 4.

En lissant I’estimateur de Kaplan-Meier étudié au Chapitre 2 au moyen de méthodes
4 noyau, nous fournissons dans un premier temps des représentations asymptotiques
d’estimateurs non paramétriques de la fonction de régression. En particulier, ces repré-
sentations permettent d’obtenir des résultats de convergence uniforme en probabilité.

Dans un second temps, ces estimateurs non paramétriques sont utilisés dans la
construction de procédures de test non paramétrique d’adéquation aux modéles étudiés
au Chapitre 4. Les deux procédures de test que nous élaborons généralisent une statis-
tique proposée par Zheng (1996) en l’absence de censure. En comparaison avec l'unique
autre test proposé en présence de censure (Stute, Gonzélez-Manteiga, et Sanchez-Sellero,
2000), nos statistiques de test débouchent sur des représentations asymptotiques plus
simples, et par conséquent sur des mises en ceuvre numériques plus simples. De plus,
nous étudions le comportement de nos statistiques de test sous des alternatives s’ap-
prochant de 'Hypothése nulle (alternatives de type Pitman et alternatives réguliéres).
L’étude de ce type de propriétés de consistance est un élément nouveau de la théorie
des tests non paramétriques en présence de censure.

A travers des simulations, nous évaluons la puissance de nos tests & distance finie, et
la comparons avec celle du test étudié par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero
(2000).

Chapitre 6. Aprés avoir étudié les modéles de régression paramétriques (régression
non linéaire, Chapitre 4) puis non paramétriques (Chapitre 5), nous effectuons la jonc-
tion des idées de ces deux chapitres pour étudier le modéle de régression single-index
sous (0.0.2).

Nous construisons une classe d’estimateurs du parametre du modéle single-index qui
généralisent la procédure de M —estimation utilisée, par exemple, par Ichimura (1993)
en 'absence de censure. Ces estimateurs reposent sur les techniques d’intégrales Kaplan-
Meier (Chapitre 2) ou synthetic data (Chapitre 3). Pour l'estimation du parameétre 6y,
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nous présentons les résultats sous la forme la plus générale possible, qui ne préjuge pas
du type d’estimateurs non paramétriques utilisés au sein de la procédure. Nous produi-
sons ainsi un ensemble de conditions suffisantes que ces estimateurs non paramétriques
doivent satisfaire. Par ailleurs, nous fournissons des exemples d’estimateurs & noyau qui
vérifient cet ensemble de conditions.

De méme qu’en I'absence de censure, le probléme de l'estimation de 0y s’avére équi-
valent, du point de vue asymptotique, & un probléme purement paramétrique, de sorte
que les estimateurs convergent a la vitesse n~1/2.

En un second temps, nous utilisons nos estimateurs de 6y pour l’estimation de la
fonction m. De plus, nous comparons nos estimateurs & ceux fournis par Burke et Lu
(2005).

Chapitre 7. Nous nous placons & présent, pour les deux derniers chapitres, sous
I’hypothese "Y et C indépendants conditionnellement a X," c¢’est a dire (0.0.3). Puisque,
sous (0.0.2), les intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2 étaient les outils fondamentaux
pour la régression, nous développons une méthode qui prolonge celle du Chapitre 2,
mais & présent sous ’Hypotheése (0.0.3).

En particulier, nous proposons un nouvel estimateur de la fonction de répartition
multivariée F'(z,y) = P(Y <y, X < x). Contrairement aux autres estimateurs existant
sous "'Hypothese (0.0.3) (voir par exemple Van Keilegom et Akritas, 1999), cet esti-
mateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique multivariée utilisée en
I’absence de censure.

Le fait que notre estimateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique
est un élément clé pour aborder le cas o X est multivarié. En effet, nous parvenons
ainsi & proposer une modification, acceptable pour de nombreux modéles, de ’'Hypothése
d’identifiabilité (0.0.3). Cette modification est inspirée de la philosophie des méthodes
single-index utilisée en régression. Typiquement, il s’agit de supposer que Y et C sont
indépendants conditionnellement a )X, ou plus généralement h(f3y, X) pour une cer-
taine fonction h. Sous cette modification des hypothéses, notre estimateur se comporte
correctement, méme pour un nombre important de variables explicatives, tandis que les
estimateurs existant ne peuvent étre adaptés pour bénéficier des propriétés de réduction
de dimension de ces nouvelles conditions d’identifiabilité.

En particulier, nous démontrons de nouveaux résultats de Loi des Grands Nombres
et Théorémes Central Limite sous (0.0.3)., obtenus uniformément sur des classes de
fonctions. Ces résultats prolongent ceux obtenus au Chapitre 2.

Chapitre 8. Munis des résultats du Chapitre 7, nous fournissons un certain nombre
d’applications.

Nous fournissons tout d’abord une application qui sort du cadre de la régression
proprement dite, qui porte sur 'estimation de la densité de Y lorsque Y et C' ne sont
pas indépendantes.

Du point de vue de la régression, nous nous penchons tout d’abord sur I’estimation
dans le modéle de régression non linéaire. En particulier, nous parvenons a modifier les
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techniques du Chapitre 4 pour les étendre sous 'Hypothése (0.0.3). Pour la premiére
fois, sont proposés des résultats de convergence dans le cas ot X est multivarié.

Enfin, nous nous penchons également sur ’estimation des modéles single-index sous
(0.0.3). A nouveau, nous obtenons, en utilisant une démarche sensiblement différente de
celle du Chapitre 6, des estimateurs du paramétre convergeant a la vitesse n~12. Ces
estimateurs sont alors utilisés pour 'estimation de la fonction de régression.
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Chapitre 1

Modéles et notations

Ce Chapitre a pour but de présenter le cadre général dans lequel nous allons nous
placer tout au long de ce mémoire. La section 1.1 décrit les observations dont nous dispo-
serons par la suite. Un certain nombre d’hypothéses sous lesquelles nous nous placerons
sont présentées, et nous justifions leur introduction. La section 1.2 introduit certaines
notations de théorie des processus empiriques, et rappelle briévement un certain nombre
de résultats qui seront utilisés de fagon récurrente.

1.1 Observations et hypothéses générales des modéles de
régression considérés

1.1.1 Observations et notations

Dans toute la suite de ce mémoire, on s’intéresse a une variable aléatoire ¥ € R,
qu’on cherche & expliquer en fonction de variables aléatoires X € X € R?. La variable Y’
est censurée a droite aléatoirement (mais pas la variable X)), elle n’est donc pas observée
directement. On introduit une variable aléatoire de censure C' € R. Les observations sont
constituées de

T, = Y;NG;,
6 = ly<c,
X; € R%

pour i = 1,...n, n désignant la taille de I’échantillon, les vecteurs aléatoires (Y;, Cj, X;)
étant i.i.d. de méme loi que (Y,C, X). Une information sera dite censurée si T; < Y,
non censurée sinon. En particulier, 'indicatrice §; permet de savoir si ’observation T;
considérée est censurée ou non.

On introduit également les notations suivantes, pour désigner les différentes fonctions

17
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de répartition,

F(y) = P(Y <y),
Gly) = P(C<y),
H(y) = P(I'<y),
Fx(z) = P(X <uz).

F(z,y) = PY <y, X <ux),
H(z,y) = P(T<y,X <uz),
Fylz) = PY <y|X =),
Glylz) = P(C <ylX =u),
H(ylz) = P(T <ylX =2z)

On note 7, T et Ty respectivement, les bornes supérieures du support des variables
Y, C, et T, c’est & dire

rg = inf{t|S(t) =1},

pour toute fonction de répartition S.

1.1.2 Hypothéses générales

La premiére hypothése que nous utiliserons tout au long de ce mémoire concerne les
queues de distributions.

Hypothése 1.1.1 On suppose que Tp = Tp1.

Cette hypothése n’est pas essentielle. Si elle est violée, il n’existe pas de méthode
statistique qui permette I’estimation consistante dans les modéles de régression que nous
considérerons par la suite. En effet, si 7y = 7¢ < 7p, une partie du support de F' n’est
jamais observée (les valeurs entre 7 et 77). Sauf hypothése supplémentaire sur la loi
de Y, 'estimation consistante des fonction de régression n’est pas possible. Néanmoins,
toutes les techniques que nous utiliserons resterons valables pour la variable Y A 7,
de sorte que, si ’'Hypothése 1.1.1 est violée, la seule conséquence consiste en un biais
asymptotique qui, de toute maniére, ne pourrait étre évité.

La seconde hypothése, plus technique, est une hypothése classique dans la théorie
de l'estimateur de Kaplan-Meier. Elle sera supposée vérifiée dans toute la suite de ce
mémoire.

Hypothése 1.1.2 On suppose que P(Y = C) = 0.
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Cette hypothése assure notamment que 'indicatrice d; ne brise pas la "symétrie"
du modéle de censure aléatoire. En effet, en cas d’ex-aequo (i.e. Y = C), la variable Y’
est privilégiée par rapport a la variable C. Au contraire, sous ’'Hypothése 1.1.2, avec
probabilité 1, il n’y a pas d’ex-aequo, et les roles de Y et C' peuvent étre inversés (C peut
étre considérée comme une variable censurée aléatoirement & droite par une variable Y,
et (1—0) = 1o<y presque strement). Cette hypothése est un argument fondamental sur
lequel repose la convergence de I’estimateur de Kaplan-Meier. Voir par exemple Stute
et Wang (1993) a ce sujet.

1.1.3 Les hypothéses d’identifiabilité

Comme annoncé, différentes conditions d’identifiabilité seront considérées par la
suite. Leur but est de généraliser a la présence de variables explicatives ’hypothése
d’indépendance entre Y et C' utilisée dans la théorie de I'estimateur de Kaplan-Meier
dans le cas univarié.

La premiére hypotheése est la plus forte, puisqu’elle suppose I'indépendance de C' et
de toutes les variables intervenant dans le modéle de régression.

Hypothése 1.1.3 (Y, X) et C indépendants.
Cette hypothése peut étre allégée de la fagon suivante.
Hypothése 1.1.4 Y et C indépendants et
PY<C|X,)Y)=P(Y <C|Y).

Cette derniére hypothese est due & Stute (1993). En particulier, elle est impliquée
par 'Hypothése 1.1.3. Sous cette hypotheése, la variable C' est autorisée a dépendre de
X. Les Hypotheses 1.1.3 et 1.1.4, si elles sont adaptées & un certain nombre de modéles
(notamment de censure dite administrative, voir Exemples 1 et 2 de I'introduction),
sont trop lourdes pour d’autres applications (voir Exemples 3 et 4 de 'introduction).
On est alors amené a utiliser une hypothése plus légére (qui sera le cadre des Chapitres
7 et 8).

Hypothése 1.1.5 Y et C indépendants conditionnellement o X.

Au Chapitre 7, nous proposerons également une autre d’hypothése d’identifiabilité
qui apparait comme un compromis entre I’'Hypothése 1.1.4 et 'Hypothése 1.1.5 (voir
Hypothese 7.3.1).

1.2 Classes euclidiennes

Dans la suite de ce mémoire, nous serons amenés fréquemment & considérer des
U —processus indexés par des classes de fonctions, c’est a dire des processus du type

1
U’n(f) = m Z f(Wi17 ceey W’ik)1i1#ig,...,h;ﬁik.‘.,ik,l;ﬁik7

(AR
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ou f décrit une classe de fonctions F, et (W;)i1<i<pn sont des variables i.i.d. de méme
loi qu'une variable W € R!. La recherche de classes de fonctions F telles que Un(f)
converge uniformément sur F a notamment été étudiée par Nolan et Pollard (1987),
Pakes et Pollard (1989), Sherman (1994a, 1994b), Arcones et Giné (1993). Il parviennent
a obtenir des résultats uniformes sur la classe F & partir de conditions portant sur la
complexité de la classe de fonctions.

Dans toutes les utilisations de ces résultats de convergence que nous considérerons
par la suite, nous n’aurons besoin de considérer que le cas particulier des classes de
fonctions dites euclidiennes (voir notamment Pakes et Pollard, 1989, Définition 2.7 et
Sherman, 1994a, Définition 1). Ces classes de fonctions sont mentionnées comme un
exemple important de classes de fonctions satisfaisant la propriété de convergence uni-
forme de Uy(f) sur F par Arcones et Giné (1993).

Nous introduisons ici un certain nombre de notations qui permettent de décrire la
complexité d’une classe de fonctions.

Définition 1.1 Soit F une classe de fonctions définies sur R!, et || - || une norme sur
F.
~ f1, ., fx est un e—recouvrement (pour la norme || - ||) si et seulement si, par
définition, pour toute fonction f € F, il existe un j € {1,....k} tel que || f—f;|| <e.
— On note N(e,F, ||-||) le "covering number" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996)
d’une classe de fonction F, c’est o dire le cardinal minimum d’un e—recouvrement
de F.
— & est une enveloppe pour la classe de fonctions F ssi |f(w)| < ®(w) presque
strement pour tout élément f € F.

On définit alors la notion de classe de fonction euclidienne.

Définition 1.2 Pour toute mesure de probabilité pu et tout p > 0, on note || fllpu =
[ 1f(w)|Pdp(w) la norme de LP(p). Une classe de fonction F est dite euclidienne d’en-
veloppe ® > 0 s1 E[®] < oo, et

- VfeF,onal|f| <P,

- Ona

sup  N(e]| @10, F, L1 (p)) <A™,
| @1, <o

pour des constantes A et V' positives.

Si @ est de carré intégrable, une classe euclidienne satisfait

sup N(e]|®[la, F, La(p)) < Ae™,
|8l <0

pour A/ =4V A et V! = 2V.

On déduit de cette définition que les classes euclidiennes d’enveloppe intégrable
sont des cas particuliers de classes de Glivenko-Cantelli, les classes euclidiennes dont
I’enveloppe est de carré intégrable apparaissant quant a elles comme des cas particuliers
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de classes de Donsker. L’intérét des classes euclidiennes réside également dans un certain
nombre de propriétés de stabilité (voir Pakes et Pollard, 1989, Lemme 2.14).

Comme annoncé, on peut ainsi obtenir des vitesses de convergences uniforme de
U, (f) indexé par une classe euclidienne. Ainsi, si F est euclidienne d’enveloppe de carré
intégrable, et que cette classe est dégéneérée (i.e. E[f (w1, wa, ..., wi—1, W, wiy1, ..., wg)] =
0, pour tout f € F et pour tout i), le Corollaire 4 de Sherman (1994a) fournit

sup n*/2|U,,(f)| = Op(1).
feF
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Intégrales Kaplan-Meier

En présence de censure, la fonction de répartition empirique de la variable Y n’est
plus disponible. En effet, rappelant la définition

. 1 &
Femp(t) = > v
=1

la fonction de répartition empirique dépend des variables Y; qui ne sont pas observées.
Afin d’estimer la loi d’une variable Y, il est donc nécessaire de proposer un estimateur
de la fonction de répartition qui puisse, dans un cadre censuré, avoir des propriétés
analogues & celle de la fonction de répartition empirique utilisée en ’absence de censure.

L’estimateur de Kaplan-Meier (1958) permet de généraliser le concept de fonction
de répartition empirique, en présence de données censurées. Cet estimateur est défini
de la fagon suivante,

0;
, 1
Fity=1-1] <1 TS Tron 1T]-2Ti) :

T;<t

Il s’agit d’une fonction continue par morceaux, ne présentant des sauts qu’aux observa-
tions non censurées. Par ailleurs, les notions d’estimateur Kaplan-Meier et de fonction
de répartition empirique coincident en ’absence de censure. De plus, en intervertissant
les roles de Y et C, on observe une certaine symétrie du probléme (nous travaillons
sous I'Hypothése 1.1.2, donc 1ly<c = 1y« presque strement). On peut donc définir
de maniére analogue G, estimateur de Kaplan-Meier de la fonction G(t) = P(T < t).
La mesure définie par 'estimateur de Kaplan-Meier n’attribue de poids qu’aux obser-
vations censurées, et renforce le poids des grandes observations. En effet, il s’agit de
compenser le déficit d’observations dans la queue de distribution, déficit causé par la
censure.

L’étude des propriétés asymptotiques de cet estimateur a été principalement abor-
dée de deux maniéres différentes. L’approche martingale, développée notamment par
Gill (1980, 1983) aboutit a une représentation sous forme d’intégrale stochastique. La
normalité asymptotique découle du théoréme de Rebolledo. Cette approche, présentée
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dans la section 2.1, permet d’obtenir la convergence en loi d’un certain nombre de fonc-
tionnelles, sans pour autant fournir de Théoréme Central Limite pour les intégrales
Kaplan-Meier (KM-intégrales par la suite), c’est a dire les intégrales par rapport a la
mesure définie par l'estimateur de Kaplan-Meier. L’étude de ces intégrales est la mo-
tivation premiére de la seconde approche, qui trouve un premier aboutissement chez
Stute (1996a). Il apparait que I'une des difficultés recontrées dans I’étude d’objets du

type

1(9) = / H(y)dF (),

provient du fait que ces intégrales s’expriment comme des sommes de quantités non
ii.d. En labsence de censure, la loi empirique attribue la masse n~! a chaque ob-
servation indistinctement. Or, ainsi qu’il a été mentionné plus haut, ’estimateur de
Kaplan-Meier compense les effets de la censure en attribuant un poids plus important
aux grandes observations. Ainsi, le poids attribué & chaque observation dépend de sa
place au sein de I’échantillon, et I'intégrale I(¢) est donc une somme de quantités non
i.i.d. qui ne peuvent s’étudier par les arguments classiques, c’est a dire loi des grands
nombres et Théoréeme Central Limite. Pour cette raison, un certain nombre de repré-
sentations i.i.d. (c’est & dire une représentation en une somme empirique i.i.d. plus un
terme asymptotiquement négligeable) de l'estimateur de Kaplan-Meier (Lo et Singh,
1986), de certaines de ses fonctionnelles (Gijbels et Veraverbeke, 1991), plus générale-
ment des KM-intégrales (Stute, 1996a) ont été proposées dans la littérature. Cette der-
niére approche permet notamment d’obtenir un Théoréme Central Limite en présence
de censure. Ces représentations i.i.d. apparaissent comme un outil important pour la
résolution de nombreux problémes statistiques, voir notamment Stute (1999), Stute,
Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000), Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga, et
Van Keilegom (2005), Gannoun, Saracco, Yuan, Bonney (2005). Ce seront également
des ingrédients cruciaux pour les prochains chapitres.

La section 2.2 détaille les arguments permettant de démontrer ce type de représen-
tations i.i.d. Elles sont démontrées pour un estimateur de Kaplan-Meier en présence de
variables explicatives, c’est & dire pour un estimateur (déduit de l’estimateur univarié
de Kaplan-Meier) de la fonction de répartition multivariée,

F(z,y) =P(X <z,Y <y),

sous ’hypothese d’identifiabilité 1.1.3 (voir Stute, 1995, 1996a). De nouvelles contribu-
tions pour I’étude de ces intégrales Kaplan-Meier sont présentées, notamment en ce qui
concerne 'uniformité de résultats du type loi des grands nombres (voir Théoréme 2.2.4)
ou Théoréme Central Limite (voir Théoréme 2.2.11). Par ailleurs, le Théoréme 2.2.10
propose un Théoréme Central Limite pour les intégrales par rapport a l'estimateur de
Kaplan-Meier de F(x,y), sous des conditions d’intégrabilité optimales.

La section 2.3 se penche quant & elle sur la variance des intégrales Kaplan-Meier et
son estimation.
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2.1 L’approche martingale

2.1.1 Représentation en intégrale stochastique

L’étude de l'estimateur de Kaplan-Meier a tout d’abord été effectuée a partir de
lobtention d'une représentation en tant qu’intégrale stochastique (voir Gill, 1980, Gill,
1983, Fleming et Harrington, 1991). On définit la filtration

Fs = o{Tily,<s; Okl <o}

Il s’agit alors d’exprimer ’estimateur de Kaplan-Meier & partir des martingales suivantes
(continues a droite), relatives a la filtration (Fs, s € R),

t
1T->de(S)
ME@W) = 61« — I E il
£ = s [ R

) e [7 m2sdG(s)

t
1T.>SdH(8)
MH = 1oy — Ztizs? \0)
(t) st /—oo 1- H<3_)

On rappelle la définition de la variation quadratique < M (t), M (t) > d’une martingale
M de carré intégrable.

Définition 2.1 Pour toute martingale continue a droite M par rapport a une filtration
{Fi,t € R} telle que, pout tout t, E[M(t)?] < oo, il existe un unique processus croissant
prévisible continu & droite noté < M(-), M(-) > tel que
- < M(—00), M(—00) >= 0 presque sirement,
~ pour tout t, E[< M(t), M(t) >] < oo,
~ M?(t)— < M(t), M(t) > est une martingale continue & droite par rapport & la
filtration F.

La variation quadratique des martingales définies précédemment peut étre calculée ai-
sément.

F F [ 1T>tdF(3)
< MF(8), MF(t) > —/_ T

< MO ME(W) > = / 1m0,

< M), M (1) > = /_m%

De plus, sous 'Hypotheése 1.1.2, on a (voir Théorémes 2.5.2 et 2.6.1 de Fleming et
Harrington, 1991)

< MF@t), ME(t) >=o. (2.1.1)
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Par ailleurs, définissons,

MEw = Ly are

M = Ly we

M = 1y
=1

Le théoréme de représentation suivant fait le lien entre ’estimateur de Kaplan-Meier
et ces martingales. Il est & la source de ’approche qui consiste a étudier F' & partir de
martingales et d’intégrales stochastiques.

Théoréme 2.1.1 Désignons pas S l'une des trois fonctions F, G ou H. Soit t tel que
1—S(t) > 0. On désigne par T, la plus grande observation de l’échantillon (T4, ..., Ty).
Pour t <1T{,), on a alors les représentations suwantes,

St —-St) _ /t [1 = S(s—)]dM?(s)

1—5(t) Coo [L=S(s)][1 = H(s—)]
S-St _ /t 1 —ﬁ(s—)]df\{f(s) .
1-S(t) —oo [1 = S(s)][1 — H(s—)]

Preuve: La premiére assertion est démontrée au Théoréme 3.2.3 et Corollaire 3.2.1
de Fleming et Harrington (1991). La seconde assertion se démontre de maniére analogue.
Par intégration par parties,

1-S(t) [ =S(s)dS(s) [t dS(s)
1—5‘(t)_1+/ [1-25 /001—S(s)'

On a donc

1—5(t) - /t [1—-S(s—)] | dS(s) dS(s)
1-S5(t) e [1—=5(s)] |1 ’

et le résultat suit. m

2.1.2 Théoréme de Rebolledo

Le Théoréme de Rebolledo permet d’étudier la normalité asymptotique des intégrales
du type de celles définies dans le Théoréme 2.1.1. Nous le présentons ici sous une forme
générale ou les variables aléatoires Y et C ont des lois qui dépendent de n. Cette
hypothése sera nécessaire ultérieurement (voir Chapitre 5, Lemme 5.2.15).
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Théoréme 2.1.2 Soit M, = > ", M} une suite de martingales, oti M} = N — A%,
ot N;, désigne un processus de comptage, et Al son compensateur. Considérons un
processus du type

I,(t) = / fn(s)dM,(s).

On définit, pour tout € > 0,

t
mezl_M@nHMXM@@y

Supposons que fn et f sotent des processus Fs prédictibles et localement bornés tel que
sup, | fn(s) — f(s)| — 0. Supposons également que N}, Al et f, soient bornés par une
constante C™ < oo (qui peut croitre quand n — o). Soit a(t) = ffoo f(s)%ds < oo pour

tout t, alors si
1. < I(t), In(t) >— «(t) en probabilité,
2. < IE(t), I5(t) >— 0 en probabilité pour tout € > 0,
alors
I, = /de dans D[R],

ot = désigne la convergence faible dans l'espace DIR], espace des fonctions continues
a droite, ayant une limite & gauche, muni de la topologie de Skohorod, et ou W est un
mouvement brownien.

Preuve: Voir Théoréme 5.1.1 page 204 de Fleming et Harrington (1991). Dans le
cas ou les compensateurs ne sont pas continus, voir Helland (1982). m

La représentation du Théoréme 2.1.1 et le Théoréme 2.1.2 permettent de démontrer
le résultat suivant, pour la convergence en loi de lestimateur de Kaplan-Meier. Cette
convergence n’est obtenue que sur un intervalle fermé a droite ne contenant pas 7p.
Nous I’énoncons dans le cas ou les lois des différentes variables peuvent étre différentes
pour chaque n.

Théoréme 2.1.3 Soit F' l'estimateur de Kaplan-Meier calculé a partir de ’échantillon
(Tins O1ny -y Trmy Onn )y associé auz fonctions de répartition F,,, Gy, H, convergeant uni-
formément respectivement vers des fonctions de répartition F, G et H. Soit T < 7r7. On
suppose que
— Les lois Fy, ont le méme support [0, 7r| (6 partir d’un certain rang), et 7q, > TH,
— On suppose que sSup,<, |Fy,(s) — F(s)| — 0,
~ On suppose que sup,<, |H,(s) — H(s)| — 0.
Alors, -
F—F,
1-F,

= W (v(.)) dans D|0, 7],

ot

[ dF(s)
Mﬂ/mH—H@ﬁm—F@ﬁT
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Preuve: Nous suivons la preuve du Théoréme 6.3.1 page 235 de Fleming et Har-
rington (1991), la seule différence provenant du fait que les lois des variables aléatoires
dépendent de n.

Pour s < 7, on a, par définition de 7, que 1 — F'(s) > 0. Sur 'ensemble {s > T(,, },
ou T, désigne la plus grande observation, on a

B(s) ~ Fal9)gom) _ 2
1—F,(s) —1—F,(1)

Vvn

1{S>T(n)} — 0 en probabilité.

Plagons nous sur I'ensemble {7,y > s}. Par la représentation du Théoréme 2.1.1,
on a

[F(s) = Fuls)] _ [* 1=F(a—) [ di(x) dF()
v 1— F,(s) /oo 1 — Fu(x) f{[l—ﬁ(az—) [1—Fn(w—)]}’

ou Hy(t) =n=' 3" 6;17,<;. Définissons

[1— F(s—)]
A(s) =+/n = .
) \F[l — Fu(s)][1 — H(s—)]

On est donc amené a considérer l'intégrale suivante,

/ As)dMPn (s)

On obtient sa convergence en loi par le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo. On renvoie au
Théoréme 6.2.1 de Fleming et Harrington (1991) pour voir que les conditions du Théo-
réeme de Rebolledo sont satisfaites dés lors que

) T dF (s)
1 _%nle)
s "R =™
SuplF () F(s)] — 0,
s<T
~1 2 2 1
sup [n” " A(s)“[1 — H(s—)] ‘ — 0,

s<T B 1-— Hn(s_)

ces deux derniéres convergences ayant lieu en probabilité. Pour la premiére condition,
il suffit de remarquer que cette intégrale est majorée par [1 — F,(7—)]"! > 0, et que
F,, converge uniformément vers F' par hypothése (et F'(7) < 1). La deuxiéme condition
est une des hypothéses du théoréme. Pour vérifier la troisiéme condition, on applique
le Théoreéme 3.4.2, partie 2.a) de Fleming et Harrington (1991) sur la consistance de
I’estimateur de Kaplan-Meier. On en déduit que

~ 1
-1 2
n A(s) [l — H(s—)] = ———— + Ry(s),
I )] = s )
avec supg<, |Rn(s)] = op(1). On déduit alors la troisiéme condition du fait que 'on a

|
sup,<, [H(s) = Hu(s)| = op(1). m
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2.1.3 Comportement de fonctionnelles de 1’estimateur de Kaplan-
Meier

Le résultat du Théoréme 2.1.3 n’est pas pleinement satisfaisant, puisqu’il fait interve-
nir une borne 7 < 7. Le but de cette section est d’obtenir des résultats de convergence
sur toute la droite réelle pour des fonctionnelles de ’estimateur de Kaplan-Meier. Nous
rappelons tout d’abord I'inégalité de Lenglart, dans une forme adaptée aux objets que
nous étudions.

Théoréme 2.1.4 Soit M une martingale de carré intégrable par rapport a une filtration
Fi. Soit f un processus prévisible, localement borné. Alors, pour tout temps d’arrét T
tel que P(T < o0) =1, et pour tous € et n positifs,

P (fgp){/_;f(s)dM(s)}Q 25) §Z+P</_if(s)2d< M, M > (s) > 77) .

Preuve: Voir la preuve du Théoréme 3.4.1 page 113 de Fleming et Harrington
(1991). m

L’inégalité de Lenglart est I'ingrédient clé qui permet de démontrer le Théoréme
suivant. Ce théoréme a été initialement démontré par Gill (1983), dans le cas ou les
lois des variables aléatoires ne varient pas avec n. L’énoncé présenté ici est légérement
différent, puisque la loi des variables T" dépend ici de n.

Théoréme 2.1.5 On suppose que les conditions du Théoréme 2.1.3 sont vérifiées. Dé-
finissons, pour une fonction S égale a F' ou G, (resp. Sy, égale a F,, ou G, convergeant
uniformément vers une limite S),

S(t) — Su(t)
1= S,(t)
o dFn(s)
Cnr(t) = /a [1— Fu(s)][1 — Hp(s—)]

o dGy(s)
Cha(t) = /_Oo [1— Gn(s)][l — Hu(s—)]

Soit h une fonction positive décroissante sur [0, Tx], satisfaisant la propriété d’intégra-
bilité

Z5(t) =

TH

lim lim h(t)?dCy 5(t) < oc. (2.1.2)

U—TH N—00 u

Vn (hz5)' ™ = hzS

Tin)

vn < / hdZS"> = / hdZs.,
Tin)

vn ( / ZS"dh> = / Z3 dh,
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ot (f)T(”) désigne le processus f arrété aT(,), la convergence étant obtenue dans l’espace
D] — 00; 7|, Zoo(t) étant un processus brownien de fonction de covariance v définie au
Théoréeme 2.1.3.

Preuve: La preuve suit les lignes de la démonstration de Gill (1983). Voir également
le Théoréme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991).

On déduit du Théoreme 2.1.3 que les trois convergences sont obtenues sur D] —oo; 7],
pour tout 7 < 7. De plus, la troisiéme relation se déduit des deux premiéres. Par
ailleurs, chaque processus limite est bien défini. Le résultat découle dés lors du Théoréme
7.5 de Billingsley (1999), qui montre qu'il suffit de montrer que, pour tout € > 0,

lim lim,P [ sup |k(s)Z5"(s) — h(t)Z3"(t)| >e| = O, (2.1.3)
=T tSSST(n)
lim lim,P [ sup / h(u)dZ°(u)| >e| = O. (2.1.4)

La condition (2.1.4) implique la condition (2.1.3) (voir par exemple Gill, 1983). Pour
montrer (2.1.4), appliquons l'inégalité de Lenglart du Théoréme 2.1.4. On en déduit,

pour tout t < t' < 1q,
S
P sup / h(uw)dZ% (u)| > ¢ | <
tSSSt’/\T(n) t

M p < / [h<s>2u — S([1 — Ha(s-)dSu(s) n) |

£2 1 — Sp(s)]2[1 = Hy(s—)][1 — H(s—)]

Soit M une constante positive. Dans 'inégalité précédente, la probabilité du membre
de droite se majore par

* h(s)2[1 — S(s)]dSn(s) [1— Hy(s—)]
: </t [1 = Sp(s)][1 — Hn(s—)] g 77/M> i ( [1— H(s—)] - M) '

Par ailleurs, la premiére de ces deux probabilités tend, quand n tend vers l'infini, vers

. Y h(s)*dS(s)
lim,, oo lP (/t [1—S,(s)][1 — H(s—)] > n/M) )

par le Théoréme 2.1.6 ci-dessous. De plus, si on choisit

n/M = / " h(s)2dCrs(s),

qui est finie pour n suffisamment grand d’aprés les hypothéses, cette probabilité (et
donc la limite) vaut 0. On en déduit que la double limite de (2.1.4) est majorée, pour

toute constante M > 0, par
p<ﬂ—%ﬁ“ﬂ2M>_
[1—H(s—)]
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En appliquant l'inégalité (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), on obtient que cette
probabilité tend vers 0 quand M tend vers l'infini. =

Remarque 2.1 Par la suite, dans le cas ot la loi des variables est la méme pour tout
n, on omettra la dépendance en n, et on notera Z°(t) et Cs(t).

2.1.4 Ordres en probabilité

L’approche martingale permet de déterminer un certain nombre d’ordres en proba-
bilité, analogues & ceux obtenus pour la fonction de répartition empirique. Le Théoréme
suivant reprend le résultat (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), obtenu pour la fonc-
tion de répartition empirique. Il a été établi par Gill (1980), puis étendu au cas de
variables dont la loi peut varier avec n par Zhou (1991). Nous renvoyons a ces auteurs
pour une preuve de ce résultat.

~

Théoréme 2.1.6 Soit S désignant soit F, C’, H. Ona

1—5(t) 1—S(t)
sup ————= = 0Op(1), et sup ————= = Op(1
t<T(IZL) 1-5() r) v 1= 5(1) =)

Le Théoréme suivant, di a Csorgs (1996), propose des vitesses de convergences en
probabilité (I'auteur propose également des vitesses presques siires que nous n’exploite-
rons pas par la suite) sur des intervalles croissant avec n. Par la suite, nous désignons
par T(;) la k-éme statistique d’ordre de I’échantillon (71, ..., T).

Théoréme 2.1.7 Soit S désignant soit 13’, G’, H. Soit une suite k,, déterministe telle
que

1. kyn~t =0,
2. kn, > logn.

On a .
sup S —S(t) _

Z = Op(k; V).

n

Preuve: Voir Csorgs (1996). m

2.2 Les représentations i.i.d. des intégrales KM

L’approche de Gill est essentiellement liée & 1’étude de I’estimateur de Nelson-Aalen
du taux de hasard cumulé. On définit le taux de hasard cumulé, pour une loi F, comme

b dF(s)
re(t) = [ B =t
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et son estimateur de Nelson-Aalen,

N . t dHl(S)
Ar(t) = /—oo 1— H(s—)

ou Hi(s) = P(T < s, = 1). Cette approche pose un certain nombre de difficultés
lorsqu’il s’agit de prouver la convergence des KM-intégrales du type I(¢) ou ¢ n’est pas
une fonction & support compact. Récemment, Akritas (2001) est néanmoins parvenu a
utiliser cette approche pour obtenir une représentation i.i.d. sous des conditions d’inté-
grabilité minimales. Cependant, cette méthode comporte trois inconvénients majeurs.

— Difficulté de généraliser la démonstration lorsque des variables explicatives sont

présentes (en particulier lorsque 'estimateur de Kaplan-Meier est remplacé par
lestimateur de la fonction de répartition multivarié F(z,y) = P(X < z,Y <y),
défini dans la section 2.2.3).

— Impossibilité d’obtenir une vitesse supérieure a n~ /2 pour les fonctions ¢ non

identiquement nulles au voisinage de 7g.

— Difficulté & obtenir 'uniformité sur une classe de fonctions ¢.

A Tinverse, 'approche de Stute (1995), satisfait aux deux premiéres exigences, et
peut étre adaptée pour prendre en compte la troisieme. Elle exige cependant des condi-
tions d’intégrabilité plus fortes. L’idée de Stute (1995) consiste a considérer une défini-
tion "sommatoire" de l'estimateur de Kaplan-Meier. Ainsi qu’il a été déja mentionné,
F' est une fonction continue par morceaux, avec sauts uniquement aux observations non
censurées. L’estimateur de Kaplan-Meier peut ainsi étre exprimé sous la forme

F(t) = Winln<, (2.2.1)
=1

ou Wi, est le saut & I'observation T;, et en particulier vaut 0 si §; = 0. La démons-
tration de Stute repose alors sur une étude de ces sauts et des résultats concernant
les U-statistiques. Des résultats sur les U-processus peuvent permettre de reprendre sa
démarche, et d’obtenir des résultats uniformes sur des classes de fonctions.

L’approche développée dans cette section sera une approche "hybride", utilisant a la
fois 'expression (2.2.1) de l'estimateur de Kaplan-Meier, et d’autre part les résultats de
la section précédente sur les martingales. Utiliser cette nouvelle approche permet ainsi
de développer une preuve nouvelle du Théoréme de représentation i.i.d. des intégrales
Kaplan-Meier, qui ne souffre pas des trois inconvénients cités précédemment. En par-
ticulier, contrairement au résultat de Stute (1995, 1996a), notre Théoréme 2.2.10 sera
démontré sous des conditions d’intégrabilité optimales.

Dans la section 2.2.1 sont présentés les résultats de représentations démontrés par
Stute (1995) et Akritas (2001). Dans la section 2.2.2, nous nous intéresserons a une
expression des sauts Wy, de ’estimateur de Kaplan-Meier. Dans la section 2.2.3, nous
définissons 'estimateur proposé par Stute (1993) qui généralise I'estimateur de Kaplan-
Meier a la présence de variables explicatives, et sous 'Hypothése 1.1.4. Les résultats de
représentations i.i.d. seront démontrés pour cet estimateur, plus général. Les preuves de
ces représentations asymptotiques, débouchant sur des résultats type Loi des Grands
Nombres, ou Théoréme Central Limite, sont obtenues dans les sections 2.2.4 & 2.2.8.
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2.2.1 Les résultats de Stute (1995) et Akritas (2001)

Représentation de Stute. Stute (1995) prouve la représentation suivante,

/¢ JdE(y - - Z [1 :S g((T)—) Y1(¢5 5i,Tz‘)} + Ry, (2.2.2)

avec

’71(¢7 57 T) =

1 6) [ $(s)dF(s) / 7 (s)dF ()ldG(v)
I~ H(T) o [ G~ H)

et ou R, est un terme asymptotiquement négligeable pour peu que ¢ satisfasse un
certain nombre de conditions d’intégrabilité. Un cas particulier important est 1’étude
des fonctions ¢(t) = 0 pour ¢ > 7 avec 7 < 7g. Dans ce cas, on a besoin de la condition
d’intégrabilité suivante.

Hypothése 2.2.1 [ ¢(s)?[1 — G(s)]"'dF(s) < oo
Sous cette condition, pour une fonction ¢ nulle pour ¢ > 7, le reste satisfait R, =

Op(n~1). En revanche, si ¢ ne s’annule plus au voisinage de 7y, Stute a besoin de
renforcer cette hypothése d’intégrabilité.

Hypothése 2.2.2 [ \qﬁ(y)\Cé/Q(y—)dF(y) < 00, ot la fonction Cq est définie au Théo-
réeme 2.1.5.

Sous I’'Hypothése 2.2.2; la représentation (2.2.2) reste valide, mais avec une vitesse
moindre, puisque le reste est de Pordre R, = op(n~—'/2).
Propriétés de la représentation (2.2.2). Calculons I'espérance du premier terme

de ce développement.
6¢(T) _ E5|Y]e(Y)
B| 2GS - F e
= E[¢(Y)], (2.2.3)

ou 'on a utilisé I'indépendance de Y et C pour obtenir (2.2.3). Quant & l'espérance de
v1(9; T, 0), elle est nulle quelle que soit la fonction ¢. Pour le vérifier, observons que

(i) = [ e ), (224
on 3(s) = [T $(u)dF ()

Ainsi le premier terme de (2.2.2) assure la consistance des KM-intégrales (on retrouve
le résultat de Stute et Wang, 1993), tandis que ; n’intervient que dans la variance
asymptotique.

Sur les conditions d’intégrabilité. L’Hypothése 2.2.1 apparait minimale étant
donnée la représentation, puisqu’elle correspond & l’existence d’'un moment d’ordre 2

pour 0¢(T)[1 — G(T—)]~!. En effet,

(o] - oo

E
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la premiére égalité étant due a (2.2.3), la seconde provenant de I’'Hypotheése 1.1.2. Cette
hypothése d’intégrabilité n’est pas surprenante, puisque Yang (1994) montre que la
condition minimale de convergence de ’estimateur de Kaplan-Meier sur toute la ligne
réelle n’est possible que sous la condition [[1 —G(s)]"'dF(s) < oo (le résultat de Yang
étant un résultat de TCL uniforme sur la famille de fonctions 1 .4, ¢ € R, d’enveloppe
constante égale a 1).

De plus, I’'Hypotheése 2.2.1 est suffisante pour obtenir un moment d’ordre 2 pour ~;.
Pour le voir, on part de la formule 2.2.4. En appliquant le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo,
on obtient la convergence en loi de n™'/2 3" | 41(¢; T}, 6;), pourvu que

o(s)2dG(s)
/ [1—H(s)][l — G(s—)] < 00 (2.2.5)

En appliquant le Théoréme de Cauchy-Schwarz, on obtient la majoration

6(s))* < [1 - [/ o(t)*dF (t) } (2.2.6)
Ainsi, U'intégrale de I'équation (2.2.5) se majore par

// 1t>s¢ 2dF dGs qS QdF

8

ot 'on a majoré [1 — G(t—)]~! par [I — G(t)]7}, et ot on a appliqué le Théoréme de
Fubini. On obtient donc que la condition (2.2.1) implique la condition (2.2.5).

De ce fait, ’'Hypothése 2.2.2 est plus obscure, puisqu’elle n’intervient pas dans la
variance asymptotique. Elle provient des arguments de tension utilisés par Stute (1995)
pour obtenir un résultat sur la ligne réelle tout entiére. Il faut néanmoins remarquer
que cette hypothése est relativement faible, et peut étre satisfaite par un grand nombre
de modéles. En effet, on peut majorer Cg(t) par [I — H(¢)]~!. L’'Hypothése 2.2.2 est

donc impliquée par SO
o(t)|dF(t
| w = <

Dans le cas particulier ou (1 — F) ~ ¢(1 — G)?, pour une constante ¢, au voisinage de
TH, la condition est donc satisfaite si

dr
[lewirw
[1-G(y-)]
pour a = (1 + 3)/2. Une discussion plus détaillée de I'Hypothese 2.2.2 se trouve dans
Stute (1995).

Représentation d’Akritas. Akritas (2001), a partir de la représentation du Théo-
reme 2.1.1, remarque que

dF(s)—dF(s) = — [/S 1- F(xI)_}dILA(;)_ Ar](z)

dF(s)+[1—F(s=)|d[Ap—AF](s).

—00
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Dans ces conditions, sous I’'Hypothése 2.2.1 uniquement, il obtient

Joware = [oware+ [ [0 - 20t
+op(n~1?). (2.2.7)

L’Hypothese 2.2.2 apparait superflue dans sa démonstration.

Equivalence des deux représentations. Nécessairement, les deux termes prin-
cipaux sont donc égaux a un reste op(n~'/2) prés. La Proposition suivante est plus
précise, puisqu’elle montre que ces deux termes principaux sont en réalité parfaitement
égaux.

Proposition 2.2.1 Soit ¢ une fonction satisfaisant ’Hypothése 2.2.1. On a la relation

[ otsiarcs Z% @) = [ |0 | ot

avec

I~ &o(T) ¢ (s)dM¥E (s) H(s—)
*Z 1— -) - G(s) /1—H(5—)¢(S)dF(s)
[ (s)dME(s)
_ 1_0@ + [ ots)ar(s)
+/Hf)Hff)wyW@

La derniére intégrale s’écrit, par la représentation du Théoréme 2.1.1 et le théoréme de
Fubini,
H(s—)— H(s—) //oo dMH (t)
dF = — dF(s)——=+=
| S ewir) o(s) “>—H®

_ /¢ dMH

En utilisant que dMY = dMH — dM}" et I'expression (2.2.4),

1 < dMF dMH
LS mema = - [ 2 o
=1

S

On obtient ainsi I’équivalence de (2.2.2) et (2.2.7). m
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2.2.2 Les sauts de ’estimateur de Kaplan-Meier

Par des raisonnements combinatoires, Stute et Wang (1993) obtiennent ’expression
suivante des sauts de l'estimateurs de Kaplan-Meier,

Som) e S
W(m)_n—z'—i-ljljl[n—j—kl]’

ot W) est le saut a la i-éme observation T{;) dans I'échantillon ordonné, et d(;,) est
la réalisation de & correspondant a T{;). Par la suite, nous préférerons manipuler le saut
noté Wy, a l'observation T; (donc dans I’échantillon non ordonné). Le Lemme suivant
fournit I’expression de W, en fonction de 'estimateur de Kaplan-Meier G de la fonction
de répartition de la variable de censure.

Lemme 2.2.2 La contribution a la masse de E' de lobservation i s’exprime comme
1 0;
n1-G(Ti-)

in —

Preuve: On pourra trouver une démonstration détaillée dans Satten et Datta
(2001), ou raisonner directement & partir du Lemme 2.1 de Stute (1995). Une autre
approche consiste & remarquer que, sous I’hypothése Y et C' indépendants, les fonctions
de répartitions satisfont I’équation suivante,

{1—-F(t—)}dH(t) = {1 — H(t—)}dF(t),
tandis que ’estimateur de Kaplan-Meier satisfait
{1 — F(t=)}dH (t) = {1 — H(t=)}dE(1).
Par ailleurs, 1 — H(t—) = {1 — F(t—)}{1 — G(t—)}. On en déduit
F(t) = 7&]} ®
1-G(t-)

On en déduit le résultat quand les T; sont tous distincts. Lorsqu’il y a k variables a T;
telles que les réalisations de § correspondantes soient égales & 1, la masse en T; vaut

donc k/nd;[1 — G(T;—)], on partage cette somme de facon égale entre les k ex-aequos
et on en déduit le résultat. m

Le Lemme 2.2.2 ainsi que la représentation (2.2.2) invitent a regarder 1’écart entre le
saut Wi, et le saut W = n=18;,[1—G(T;—)]~! qui pourrait étre utilisé si 'on connaissait
la fonction G. Le Lemme suivant fournit une majoration utile de I’écart.

Lemme 2.2.3 On a, pour tout € > 0 et pour tout o > 0,

(2

Wi = W7 < swp |(C5"* 50 Z6(t-))” Zalt-)' "

t<Tn)
- B le} Q.
X sup M I/VZ-*C'G/QJr “(Ty).
t<T(my |1 — G(t—)
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En particulier,

[Win — Wi| < Ryla) x WiCe* (Ty),
avec R, = Op(n=%/?).

Preuve: La premiére partie du lemme est immédiate en multipliant au numérateur
et au dénominateur par C’a/%ae( T;)[1 —G(T;—)], et en majorant par le supremum pour
t < T(). La seconde partie est une conséquence du Théoréme 2.1.6, et du Théoréme

2.1.5 pour la fonction h(t) = Cé/ﬂs (t). Cette fonction h est bien décroissante et satisfait
la condition (2.1.2). m

2.2.3 L’estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explica-
tives

En présence de variables explicatives, X € X C R%, et sous ’'Hypothése d’identifia-
bilité 1.1.4, Stute (1993) propose un estimateur de la fonction de répartition multivariée,
(notée F(x,y) = P(Y < y,X < z)). Partant de ’expression (2.2.1) de lestimateur de
Kaplan-Meier, Stute propose d’utiliser

- & 0ilT<y X<z
F(z,y) = Winlr<y x;<z = — = (2.2.8)
> DR e

Une autre fagon de motiver I'introduction de Iestimateur (2.2.8) serait de considérer la
fonction de répartition

F(z,y) = Z m. (2.2.9)

Cette fonction de répartition n’est pas & proprement parler un estimateur, puisqu’elle
dépend de la fonction de répartition G qui est inconnue. Néanmoins, on peut remarquer
que, si la fonction G était connue, ’estimateur F serait un estimateur sans biais de la
fonction de répartition F| et que les intégrales par rapport & la mesure définie par cette
fonction de répartition seraient elles-mémes non biaisées.

En effet, pour une fonction ¢(x,y), on a ’analogue de (2.2.3),

5¢(X7 T) E [1YSC' ’ X, Y] ¢(X> Y)
e R e
— E[H(X,Y)], (2.2.10)

ou on a utilisé ’'Hypothése 1.1.4 pour passer a la derniére ligne.

Dés lors, 3 peut étre vu comme une estimation de cet estimateur idéal F. La ma-
niére nouvelle que nous proposons pour obtenir une représentation asymptotique des
intégrales du type

:/¢($,y)dp($,y)7

consiste & considérer la différence entre ces intégrales, et les intégrales par rapport a
la fonction F'. Les représentations i.i.d. découleront donc essentiellement des résultats
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de la section 2.1, et plus particuliérement des propriétés de G. L’argument de tension
qui permettra d’obtenir une représentation sur R? x R (et non sur R¢x] — oo; 7], pour
T < TH) sera relativement similaire a celui utilisé par Stute (1995,1996a). Notre nouvelle
approche permettra cependant d’utiliser les résultats de la section 2.1 afin de se passer
de 'Hypothése 2.2.2. Contrairement & la méthode proposée par Akritas (2000), cette
méthode est bien adaptée a la présence de variables explicatives.

Dans la section 2.2.4, nous prouvons un résultat de loi des grands nombres, uniforme
sur une classe de fonctions. Dans la section 2.2.5, nous livrons un premier résultat de
Théoréme Central Limite. Il porte sur des fonctions ¢ satisfaisant ¢(z,y) = 0 pour y > T,
ou 7 < Tg. Dans ce cas particulier, la vitesse de décroissance du terme résiduel de la
représentation est supérieur a n~12. Les sections 2.2.6 et 2.2.7 étudient le cas général
ol ¢ ne s’annule pas au voisinage de 7. Dans la section 2.2.6, une seule fonction ¢
est considérée, et la représentation i.i.d. est obtenue sous des hypothéses d’intégrabilité
optimales, c’est & dire sans recourir & une hypothése du méme type que I’'Hypothése
2.2.2. Dans la section 2.2.7, nous parvenons a démontrer une représentation uniforme
sur une classe de fonctions. Néanmoins, cette uniformité se démontre au prix dune
condition d’intégrabilité supplémentaire (légérement plus forte que la condition 2.2.2).

2.2.4 Loi uniforme des grands nombres

Il s’agit ici d’obtenir une représentation i.i.d. avec un reste en op(1). Le théoréme
suivant fournit un résultat de loi faible des grands nombres uniforme sur une classe de
fonctions. Nous rappelons tout d’abord la terminologie des "bracketing numbers".

Définition 2.2 Soit deuz fonctions u et .
~ On note [u,l] l’ensemble des fonctions f telles que uw < f < I. On dira que [u,l]
est un e—crochet (pour la norme || - ||) si ||lu —1|| <e.
— On dit qu’un ensemble de e—crochets ([u;, l;])1<i<k recouvre F si, pour tout f € F,
il existe 1 < j <k tel que f € [ug,1;]. On note Ny(e, F, | - ||) le "bracketing num-
ber" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996), i.e. le nombre minimal de e— crochets
nécessaire pour recouvrir F.

Théoréme 2.2.4 On suppose que G est continue. Soit F une classe de fonctions d’en-
veloppe © intégrable. On suppose que, pour 1o < 7 < 7g, la classe de fonctions Fr =
{(c;z,y) = Ly<e[l = Gy=)] 7 d(z,y)|1y<} est P—Glivenko-Cantelli. On a

1 0;0(T;
Z o(T3)

ﬁ 71—G(TZ—) +0P(1).

Ve F, / ()dE(y) =

i=1

Le type de condition sur la classe de fonction F s’obtient facilement, notamment si
I’on posséde une majoration du covering number de la classe de fonctions. Voir également
Corollaire 8.6 de Giné et Zinn (1984).
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Preuve: Soit 7 < 7. On a

/(b(x’y)lySTdF(xvy) = *Z Z¢ X“T 1T)<'r
1,” 5l@ G (X T,
+nz 1— G(T;— )][1—G(T—)]

=1

Pour étudier le premier terme, on utilise le fait que la classe de fonctions F, est
P—Glivenko-Cantelli pour 7 suffisamment grand. Pour le second terme, on utilise les
Théorémes 2.1.3 et 2.1.6 pour conclure que ce deuxiéme terme est op(1) uniformément
en .

Pour justifier le passage 7 — 77, on applique la Proposition 2.2.12, avec

Pu(r.d) = /w%wh«aﬁ—mmw»

Z, = sup i(t_),
t<Tiny 1 — G(t—)

iD( Xl,T s

Gn(T) = 726 Tiz .

i)

Le résultat de convergence pour la classe de fonctions F; assure que P, (7, ¢) = 0. Z,, =
Op(1) par le Théoréme 2.1.6. Par la loi des grands nombres, G, (7) — E[®(Y)1ly>.],
limite qui décroit vers 0 quand 7 tend vers 77. m

Pour obtenir une loi forte des grands nombres, les Hypothéses du Théoréme doivent
étre renforcées, et on ne peut plus avoir simplement recours a I’approche précédente. En
effet, la preuve utilise le Théoréme 2.1.6 qui fournit un ordre en probabilité. Obtenir un
résultat de convergence presque siire nécessite d’avoir recours aux arguments de Stute
et Wang (1993) et Stute (1993).

Stute (1993) démontre ainsi le résultat suivant, pour une seule fonction ¢.

Théoréme 2.2.5 Pour toute fonction ¢ telle que E[p(X,Y)] < oo,

‘/qﬁ(m,y)d(ﬁ_ F)(z,y)| — 0,p.s.

Preuve: Voir Stute (1993), et Stute et Wang (1993) en ’absence de variable expli-
cative. m

Ce théoréme peut étre étendu a une classe de fonctions, comme le suggérent Stute
et Wang (1993). Bae et Kim (2003) ont étudié cette extension.

Théoréme 2.2.6 Soit F une classe de fonctions telle que Nyj(e, F, LY) < oo. Alors

sup ‘/f(m,y)d[ﬁ — Fl(x,y)| — 0 presque sirement.
feF
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Le résultat de Bae et Kim (2003) n’ayant pas été démontré en présence de variables
explicatives, nous en fournissons une preuve succinte dans ce cadre.

Preuve: Soit € > 0. On prend Ny(e, F, L') e—crochets [l;, u;] recouvrant F, et tels
que [(u; — l;)(z,y)dF (z,y) < e. Définissons

Un(P) = [ £l - Fl(o.p).
Pour tout f, il existe un crochet [I;, u;] tel que
U = [ fanafey) - [updFeo) + [ uodF ey
- [ Heo)apay)
< [uwle)df - Fiy) + [y - )l

On en déduit que

sup Uy, <  max /uix, d[F — F z,Y) + €.
wp U (1) < | max [ wile p)dlF ~ Fl(z.v)

En appliquant le Théoréme 2.2.5, I'intégrale du membre de droite tend vers 0 presque
stirement, et par suite, avec probabilité 1,

limsup |U,(f)| < e.
f
]

2.2.5 Représentation i.i.d. pour des fonctions s’annulant au voisinage
de TH

Soit F une classe de fonctions euclidienne, ayant une enveloppe ® de carré intégrable.
On suppose de plus que cette enveloppe satisfait

Vit > 7, ®(z,t) =0,7 < g (2.2.11)

Le résultat présenté dans cette section peut également étre déduit du Théoreme 1
de Séanchez Sellero, Gonzalez Manteiga et Van Keilegom (2005), dans le cas d’une
V(' —classe de fonctions. Leur résultat est obtenu dans un contexte ou les données sont
censurées a droite et tronquées & gauche. La démonstration reprend les principales étapes
de la démonstration de Stute (1995, 1996a), remplagant les résultats sur les vitesses de
convergence de U —statistiques par des résultats de convergence de U —processus indexés
par la classe F. Les auteurs n’imposent pas la nullité de ¢ au voisinage de 7, cette
condition étant remplacée par une condition (trés forte) de moments. En particulier,
cette condition impose la décroissance des fonctions ¢ (décroissance au moins exponen-
tielle dans le cas ot les variables Y et C' sont exponentielles, par exemple). Les exemples
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pratiques considérés par Sanchez Sellero, Gonzélez Manteiga et Van Keilegom (2005),
ainsi que dans le reste de cette thése concernent des fonctions s’annulant au voisinage
de 77, si bien que nous simplifierons I’énoncé en écartant ces conditions trop fortes.

La démonstration présentée ici prend un autre chemin, fondé sur 'expression des
sauts de I'estimateur de Kaplan-Meier, fournie au Lemme 2.2.2.

Théoréme 2.2.7 Soit ¢ € F, classe de fonctions euclidienne et d’enveloppe ® de carré
intégrable satisfaisant la condition (2.2.11). On a la représentation suivante,

[ownitey) = [ o i)+ Zvl 6: T 65) + Ru(0),

avec SUp e r |Rn(0)] = Op(n™1), ou

By) = // bz, 5)dF (z, 5),

dMG

Ce développement a été montré initialement par Stute (1996a), pour une seule fonc-
tion ¢. Voir également Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga et Van Keilegom (2005) pour
une représentation uniforme sur une V' C—classe.

En observant la représentation i.i.d., on observe que, comme dans le cas univarié, seul
I'intégrale par rapport & F fournit la limite de [ ¢(z, y)dE(z,7), le terme supplémentaire
n’intervenant que dans la variance. En effet, le terme 1 ne dépend pas de X;, et est donc
une martingale par rapport a la filtration Fs = o{T17,<s;0k17,<s}. En particulier,
Elyi(¢;T,0)] = 0.

Preuve: On applique le Lemme 2.2.2, et on déduit

A~

/(b(ac,y)dﬁ‘(y) = RZ;W“TZT)) iz; - G(?:)(;_(zgj(_:[;_)
= ST s
i=1 t

On réécrit,

GZF 1 G(Ti-)
:=Sﬂ@+RM@-

Le reste Ro(¢) est étudié au Lemme 2.2.9. Pour le terme S2(¢), on utilise le dévelop-
pement i.i.d. de Zg démontré au Lemme 2.2.8 ci-dessous. La condition (2.2.11) permet
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d’appliquer ce Lemme, puisqu’elle assure que 'on ne considére que les termes pour
T < 7. On obtient

Sy(d) = //M/t_ AME (s S) (o, A (x, 1) + // o, )dF (. 1)
- /[/+m/@ ¢xtdetﬂfMﬂ1§]+n2;&¢f?g%§?_)

B ¢ nd( ) / [ JE L b, )d(F - F)(a;,t)} MG (s)
a [1—H(s)]

+ Ri(9).

H(s)
Puisque sup;, |R(t)| = Op(n™'), on obtient que

4y L L& 69X, T)R(T—) —1
ZlelglRl(cb)l <Op(n~) x n; G Op(n™").

Définissons

n .
o) /[gmga¢uwﬂF—m@ﬁcmf@
2(9) = .
[1— H(s)]
Ry (o) est étudié au Lemme 2.2.9. m
Le Lemme suivant fournit une représentation i.i.d. de Zg (et donc de G) pour
t < 7 < 7. Ce type de représentations a été considéré par Lo et Singh (1986), Major

et Retj6 (1988), Gijbels et Veraverbeke (1991). Nous proposons ici une démonstration
alternative.

Lemme 2.2.8 Soit 7 < 7. On a la représentation

GS
Zo(0) = [ S RO

avec sup,<, |R(t)| = Op(n™1).

Preuve: Par la représentation du Théoréme 2.1.1, on obtient, pour ¢ < 7, sur
'ensemble {T{,) > 7},

o aug()

Zelt) = [wu—cwm—F@a1
+/t F(s) — F(s-)dME(s)
11— G~ F(s)][1 - F(s—)]

Sous 'Hypothése 1.1.2; on peut remplacer [1—F (s—)] par [1—F(s)] puisqu’on intégre par
rapport a Mf Pour le deuxiéme terme, on utilise I’inégalité de Lenglart du Théoréme

(2.2.12)
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2.1.4, avec le temps d’arrét 7. On obtient, pour tout € > 0,

- { /t [F(s=) = F(s-)aME(s) }2 ..
izr | =oo [1 = G)][1 = F(s—)][1 — F(s—)]

1 1 [T n[EF(s—) — F(s—)]*17,5,dG(s)
saptht <n ; /_oo 1= GO — Gl - F(s—)2[1 — F)P — \/g) '

En appliquant le Théoréme 2.1.5 pour la fonction h(t) = 1;<,[1 — F'(¢)], et le Théoréme
2.1.6, on obtient que

[F(s-) = F(s-)

[1 =GP = G(s)I[1 = F(s—)]?[1 = F(s—)]?

sup — Op(nh).

s<t

On en déduit que

- LG [T alB(s—) — Fso)Pl1 = F(s)] Lrs,dGl(s)
lim lim, ooP | — —= =z =0,
= (n 2 oo ey e ﬁ)

puis que

lim lim,_~P | nsup -

=0,
e—00 t<t —00 [1 - G(S)][l - F(S_)]

{ / [ (=) = Fs=))[L = F(s=)] "M (5 } ..

donc le second terme de (2.2.12) est bien Op(n~!) uniformément en .
]

Lemme 2.2.9 Sous les hypothéses du Théoréme 2.2.7, supge 7 |Ri(¢)] = Op(n™1), pour
1=0 ou 2.

Preuve: L’ordre de Ry(9).
On a

n

) : )2
Ro(@) = 23 Wf)g(@zﬂf) S

=1

L’Hypothése (2.2.11) permet de majorer ¢(T;)Zg(T;—)? par |®(T;)|[supi<, | Za(t—)|]%.
Le Théoréme 2.1.5 (pour h(t) = 1,-,) assure que le supremum est un Op(n~/?). Par
ailleurs, en utilisant le Théoréme 2.1.6 et le fait que [1 — G(t—)]~! est borné pour ¢ < T,
on en déduit 'ordre désiré.

L’ordre de Ra(¢). Sil’on ne s’intéresse pas a l'uniformité en ¢, le terme Ra(¢) peut
étre traité par l'inégalité de Lenglart, en remarquant que, par la convergence en loi du
processus empirique, sup, | [T [, o(z,t)d[F — Fl(z,t)| = Op(n='/?), et en procédant
de méme qu’au Lemme 2.2.8. Pour obtenir l'uniformité en ¢, on ne peut plus utiliser
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I’inégalité de Lenglart, et il faut avoir recours a d’autres arguments. On peut réécrire
Rs(¢) sous forme de somme.

_ 5z¢ X’LaT)]-T>T (X, Ti)1r>m,
N nzz 1-G B

Bal - H(T»} [ H(T)

2| T

/5 ¢(X27T)1T >51T >sdG /(Z> 1T >SdG( )
1—G(s— '

La somme des termes pour ¢ = j est majorée en valeur absolue par
— x —ZE (X3, T3)| T3],

puisque les dénominateurs sont bornés. Cette quantité est Op(n~!) uniformément en
¢. Le terme principal est un U—processus dégénéré indexé par ¢. F étant une classe
euclidienne, la classe de fonctions F' = f1F, ou

(1 —da)dy
[1—G(t1—)][1 = H(t1)]’

fi:(t,di, 21, to, do, ) —

est une classe euclidienne d’enveloppe M’ x ®, ot M’ est une constante, par le Lemme
2.14, partie (ii) de Pakes et Pollard (1989). De méme, la classe de fonctions foF ou

di1y, Zslt2zsdG<3)

f2 : (tladbxlatQaanxQ) H/' 1— G(S_)

Les deux autres classes de fonctions intervenant dans I’expression de Ra(¢) comme un
U —processus sont également euclidiennes. En effet, elles s’expriment toutes deux comme
des transformations linéaires 1/(¢) satisfaisant

(o) < M"||¢]2,

ot M" est une constante positive. En considérant un &||®||2/M"” —recouvrement composé
de fonctions g1, ..., gN(e|@|la/M", F,||-|.) de F, on obtient un e—recouvrement de ¥(F).
Ry (¢) est donc un U—processus indexé par une classe euclidienne. Par le Corollaire
4 de Sherman (1994a), on en déduit que supye x| Ra(¢)| = Op(n™1).
]

2.2.6 Cas général sous des conditions d’intégrabilité optimale

On considére maintenant une fonction ¢ ne s’annulant plus nécessairement au voi-
sinage de 7y. En particulier, pour chaque 7 < 7g, la fonction ¢(.)1 <, satisfait les
hypothéses du Théoréme 2.2.7. L’argument de tension que nous allons utiliser repose
sur 'inégalité de Lenglart (Théoréme 2.1.4). De ce fait, nous ne pouvons obtenir 1'uni-
formité de la représentation sur une classe de fonctions.

La condition d’intégrabilité 2.2.1 doit étre tout d’abord légérement modifiée, du fait
de la présence de variables explicatives.
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Hypothése 2.2.3 On suppose
[ w0 - Glum) dF ) < o

En effectuant un raisonnement analogue a celui de la section 2.2.1 (qui était effectué
en Pabsence de X), la variance du terme principal de la représentation ci-dessous est
finie si et seulement si I’Hypothése 2.2.3 est vérifiée. Aucune condition d’intégrabilité
telle que (2.2.2) n’est nécessaire. Le calcul de la variance de ce terme principal est
effectué dans la section 2.3.

Théoréme 2.2.10 On considére une fonction ¢ satisfaisant I’Hypothése 2.2.5.
[ownare) = [ o nifey)+ Zvl¢,ﬂ,5)+R(¢)

avec Ry (¢) = op(n=1/?).

Preuve: On applique le Théoréeme 2.2.7 a la fonction ¢(-)1.,. Définissons le pro-
cessus

P, (t) = n'/? / N o(x,y)d[F — F)(z,y). (2.2.13)

D’aprés le Théoréme 2.2.7, pour chaque 7 < 7y ce processus converge en loi vers un
processus gaussien W (Vy(t)) dans D] — oo;7]. De plus, d’aprés 'Hypothése 2.2.3, la
fonction de covariance satisfait lim;—.,,, Vy(t) < co. On va donc appliquer le Théoréme
7.5 de Billingsley (1999).

Définissons

Rir) = [ " b p)d[E — Fl(z,y)

IS G ZOT) 8N T L
nZ 1-GT-)

=1

Réécrivons le terme R,

Tin y—
R = [ / | sz wiFe.y)
T(n) -
/ t)dZe(t),
en définissant
Tin
hur(t) = / " / Oz, y)dF (2, y) = dultV 7),
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Quitte a raisonner composante par composante, puis & séparer partie positive et partie
négative, on peut supposer que ¢ est & valeur dans R, et positive, de sorte que les
fonctions hy, - (t) et hr(t) sont décroissantes. De plus, remarquons que hy, -, = 0. On va
adopter une démarche similaire & celle du Théoréme 2.1.5 pour montrer

/T(n) Balt v $)dZO () — /T<n) BaltV T)dZC(t )‘ S E) o

—00 —00
(2.2.14)
En utilisant la décroissance de la fonction ¢, le supremum, dans la formule précédente,
se majore par

lim lim,P nl/? sup
T—TH 7<s<TH

sup
T<S<T<n)

[ 60aze0]+ sw [i6.05) - dulniZatr)|.

T<s<T(n)

On majore donc la probabilité de (2.2.14) par

P <n1/ sup / bn(t)dZC (t )' > 5/2) (2.2.15)
T<S<T(n)
+P <n1/2 sup  [on(s) — on(7)]Za(r) > 5/2) . (2.2.16)
TSSST(n)
Par le Théoréme 2.1.1 et I'inégalité de Lenglart, du Théoréme 2.1.4, on obtient la ma-
joration
P ( n'/? sup / ¢n dZG ’
T<s<t/ /\T(n)
Yogn(s)1-G(s—))?  dG
€ - [L-G(o)P[L - H(s —)] [1—G(s—)]
Définissons

[1—H(s)|[1 - G(s)]”

Ln(s) = = 2 = .
[1—G(s)IP[1 = H(s—)]

Les supremum sur s < T(,y de Ly(s) est Op(1) par le Théoréme 2.1.6. On en déduit
que la probabilité intervenant dans le second membre de (2.2.17) se réécrit

T ()2
&n(s)°Ly(s)dG(s)
P / >, (2.2.18)
( r [ =F(s=)[1 - G(s)]?
ol supscr |L,(s)| = Op(1). De plus, comme on se place sous I'Hypothese 1.1.2,
(2.2.18) se réécrit

P (/T G (5)2Ln(5) X o G(ii[(f)_ Ok n) : (2.2.19)
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De plus, d’apres le Lemme 2.2.13,

Q_S_n(s)

=0Op(1
20, o~
et donc o
sup ML;() =0Op(1). (2.2.20)
S<T(n) (S)

Soit M une constante strictement positive. La probabilité (2.2.19) se majore donc par

([ i g(if 2 )

+P ( sup M > M) . (2.2.21)

5<T(n) ¢(8)2

Posons

B T §(s)dG(s)
n=Mx / - G(s)[1- H()

L’intégrale intervenant dans la définition de 7 est finie, en effet, en rappelant la majo-
ration (2.2.6), on obtient

/ &2(8)61(30 J" fxéﬁ z,y)*dF (z /cb z,y) 2dF (z y)
[1-G)I —G(s )

I

qui est finie par P'Hypothése 2.2.3. On en déduit que la probabilité (2.2.15) se majore

par
Mo 0 (5)dG(s) sup on(s)? S
e2 J. [1=G(s)][1 — H(s)] o <S<Ti) Pnls)" Lnls)] > M) ’

pour tout M. Par suite, pour tout M > 0, on a donc

ol

< lim,,P < sup én(s)?|Ln(s)| > M) :

8<T(n)

lim lim,P nt/ sup
TTH ’T<s<t’/\T(n)

En faisant tendre M vers l'infini et en utilisant (2.2.20), le second membre tend vers 0.
Pour obtenir (2.2.14), il reste & majorer (2.2.16). Pour cela, observons que, par
intégration par parties,

sup |Buls) — Ea()129() <2 sup | [ Z29(x)dda(a))

t<s<t/ t<s<t’ Jt
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voir la preuve du Théoréme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991). Le résultat se déduit

donc de
5) — 0.

/¢n £)dZ%(t) ‘ )Ho,

voir la preuve du Théoréme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991). m

/ ’ Z%(x)don(z)| >

lim limnIP’< sup

T—TH TSSST(n)

Cette relation est impliquée par

lim lim,P | n'/? sup
T=TH T<s<t AT,

2.2.7 Théoréme central limite uniforme

Une autre facon de procéder pour prouver la représentation i.i.d. sur | —oo; 7g] x RY,
consiste a utiliser la majoration des sauts obtenue au Lemme 2.2.3. Utiliser cette mé-
thode permet d’obtenir une représentation uniforme sur une classe de fonctions satisfai-
sant une certaine condition d’intégrabilité. Malheureusement, cette condition d’intégra-
bilité supplémentaire est plus contraignante que (2.2.3), quoique acceptable pour bon
nombre d’applications.

Hypothése 2.2.4 Soit n > 0. On suppose que
/<I>(:c Y)CLP My VR (y) < oo.

Cette condition est légérement plus forte que I'Hypothése 2.2.2 proposée par Stute
(1995,1996a) dans le cas d’une classe réduite & une seule fonction. Elle reste néanmoins
assez proche, puisque 7 peut étre aussi petit que nécessaire.

Théoréme 2.2.11 Soit F une classe euclidienne d’enveloppe ® satisfaisant les Hypo-
theéses 2.2.8 et 2.2.4. Pour tout ¢ € F,

[owndbe) = [ oo n)ibay) + Y n@T8) + Ralo)
=1

avec SUpyer |Rn(P)| = op(n=1/?).

Preuve: Pour tout 7 < 7y la classe de fonctions Fr = {¢(z,y)1y<s, ¢ € F} est
euclidienne d’enveloppe ®(z,y)1,<,. De plus, elle satisfait les Hypothéses du Théoréme
2.2.7. Définissons le processus

V2P, (1 &) = nl/z/ ol y)rd[F — F)(z,y).
Te
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En appliquant la Proposition 2.2.12, on obtient le résultat. Pour 'appliquer, vérifions
les conditions, la condition 1 étant vérifiée d’aprés I'Hypothese 2.2.3.
On a

Ry(r,¢) = 'Y " (Win — W) (X, Ti) 11,5
i=1

A partir du Lemme 2.2.3, et avec la convention 0/0=0, posons

Win — W
Z, = nl/? sup n71/2+n
i:17 7 W*C
5;® XZ,T)Cl/QH’lT .
Gn(’T) = —Z T_) >

Par le Lemme 2.2.3, Z,, = Op(1). Les conditions 4 et 5 de la Proposition 2.2.12 sont
vérifiées sous 'Hypothése 2.2.4. m

2.2.8 Lemmes techniques

Le Lemme suivant est utile pour la démonstration du résultat de loi des grands
nombres uniformes du Théoréme 2.2.4, et du Théoréme Central Limite 2.2.11. On en
verra d’autres utilisations aux Chapitres 3 et 5.

Proposition 2.2.12 Soit P,(t,¢) un processus sur t € [0,7g], et ¢ € F. Pour tout
T < T, $0it Ry (1,0) = Pu(7h, @) — Po(7, ¢). Supposons que, pour tout T < T,

P,(t,¢) = W (Vy4(t)) € DI0,7],9 € F,
ot W (Vy(t)) est un processus gaussien de fonction de covariance W.
Supposons vérfifiées les conditions suivantes,
1. limgryy V(7) = V(T ), avee supgyer |Ve(Tr)| < oo,
2. |Rn(7,0)| < Z,, x Gy (1),
3. Zn = Op(1),
4. Gp(1) — G(7) en probabilité, ot ces deuz fonctions sont décroissantes,
5. lim, ., G(1) = 0.
Alors Py(tg) = N(0,V(7g)).

Preuve: D’apreés le Théoréme 7.5 de Billingsley (1999), il suffit de montrer que pour
tout € > 0,

lim lim,, . P < sup |Ry(t,¢)| > 5) =0. (2.2.22)

TTH t>T,0EF

La probabilité de (2.2.22) est majorée, pour tout M > 0, par

P(|Gn(T) — G(1)| > /M — G(1)) + P(Z,, > M), (2.2.23)
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ou on a utilisé la monotonie de la fonction G, (7). Par la condition 4 de la Proposition
2.2.12, la limite supérieure de la premiére partie de 2.2.23 devient

Lic/m—c(r)<0}-
En faisant tendre 7 vers 7g, par la condition 5, cette indicatrice tend vers 0. Finalement,

lim limy, oo Py (7,€) < limy, ooP(Z, > M).

T—TH

Par suite, on obtient

lim lim, oo Po(7,¢) < lim lim, .o P(Z, > M) = 0,

TTH M—00
par définition de Z, = Op(1). m
Lemme 2.2.13 Soit ¢(z,d,t) = ({1, 9, ..., ) une fonction a valeurs dans R¥, chaque

composante 1; étant positive, telle que El1;(X,0,T)] < 0o pour tout j. Avec la conven-
tion 0/0 =0, on a

sup sup nil Z?=1 wj (Xi7 51', Ti)]‘Tz‘Zt
j t<tH EWJ](X, 57 T) 1T2t]

= 0p(1).

Preuve: Définissons la suite de tribus
Gr = o{(Xi, 6, Ti) 11, >4 },
pour t < 7. 11 s’agit d’une suite décroissante de tribus. Soit
&
My = - ;%‘(Xi, 6i, Ti) 11>t
li, = FE[M,].

My est un processus Gi—adapté. De plus, soit s > ¢, un calcul élémentaire fournit
H(s)

E[M, | Gs| = M+ H(s)

(le — ls) .
On en déduit, par décroissance de la fonction I; que

M, My
E|=1 G| > ==,
N ls

et donc que le processus Ml ! est une sous-martingale inverse par rapport a G;. L’in-
égalité de Doob permet d’obtenir, pour tout A > 0,

M, 1
P<Supt2)\> §*7
t<tg lt )\

et le résultat suit. m
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2.3 Estimation de la variance des KM-intégrales

2.3.1 Expression de la variance

Dans le cas univarié (en l'absence de X), et dans le cas ou ¢ est a valeurs dans R,
Akritas (2000) déduit de la représentation du Théoréme 2.2.2 la formule suivante pour
la variance asymptotique 02(¢) de I'intégrale Kaplan-Meier d'une fonction ¢,

[gb(s) - 2 )}2
02(¢)_/ 1_G‘(S)(S dF(s). (2.3.1)

Proposition 2.3.1 Sous I’Hypothése 2.2.3,

nl/? / b(x,y)d[F — F)(z,y) = N(0,0%(¢)),

avec

/ [6(2.9) - 205 [0t ) — 12855 aF o, )

a*(¢) = eI

(2.3.2)

Preuve: Pour simplifier les écritures, supposons que ¢ est a valeurs dans R, et
d’espérance nulle. Le raisonnement est analogue pour ¢ a valeurs dans R?. Définissons

- / o, y)dF (z,1).

Nous avons

nVar(Ti(¢ /¢xy2dey).
Considérons
LN (1-8)8(Ty) B(5)11,5,dG(s)
L) =L 2 ) ey o=t
On a

[ d(s)2dG(s)
nVar(Tx(¢)) = / [1—H(s)][1-G(s)]

Il reste a évaluer

B O(X.T) [ Lrsid(t)dG()
nBT@)T9)] = ‘E[1—0<T—>/ T A - G
. 312G (1)

A0 0]

On en déduit que

¢(z,y) 2dF (z y) $(t)*dG(t)
/ /[1—H(t)][1—G(t)]'
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En utilisant le fait que dH = (1 — F)dG + (1 — G)dF, on obtient

/ $(t)*dG(t) /¢> 2dH( / P(t)*dF (t)
[1-H®1-GC - [1—H®IL-F®)]

Le premier terme, en apphquant le Théoréme de Fub1n1 devient

o] e

2.3.2 Estimation de la variance

On en déduit le résultat. m

A partir de expression (2.3.2) de la variance, on peut estimer la variance asymp-
totique d’une intégrale Kaplan-Meier en remplagant F' et G par leurs équivalents em-
piriques, c’est & dire leurs estimateurs Kaplan-Meier. Ceci fournit I’estimateur de la
variance

/ Mx’y) - %]jf(;z)_; j%y()y)],dﬂx’y)’ (2.3.3)

ﬂMZLmLM%Wﬂ%ﬂ

D’autres estimateurs (voir Stute, 1996b, qui fournit un estimateur jacknife dans le cas
univarié) ont également été proposés.
La proposition suivante prouve que cet estimateur est consistant.

Proposition 2.3.2 Sous I’Hypothése 2.2.3,
UAQ(<Z>) — 02(¢) en probabilité.

Preuve: Pour simplifier, considérons le cas ol ¢ est & valeurs dans R. On développe le
carré, et on obtient trois termes,

ou

¢xy2dey)
-)]

B ¢(y)2dF (z,y)
e _./uﬁwmuéw>r

T =

On réécrit le premier terme

/¢xy2dey /mcych y—)dF(x,y)

G(y-) '
La premiére partie converge vers [ ¢(z,y)?[1 — G(y)]"'dF(z,y) par le Théoréme 2.2.4.
Pour la seconde partie, si on stoppe llntegrale a T < T, ce terme est op(1l). En
utilisant le fait que sup, 7, |Zq(t)| = Op(1), on applique la Proposition 2.2.12 pour
faire tendre 7 vers 7y et montrer que la seconde partie de 7} est bien négligeable. Pour
T, et T3, on procéde de méme, en utilisant, de plus, que d’aprés le Théoréme 2.2.4,

sup, |$(y) — d(y)| = op(1). m
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2.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié les intégrales Kaplan-Meier en développant
une approche qui peut étre vue comme un point d’équilibre entre les deux approches
existantes : celle d’Akritas (2000) qui envisage ces intégrales du point de vue de la théorie
des martingales, et celle de Stute (1995) qui prend le parti de considérer Iestimateur de
Kaplan-Meier comme une fonction continue par morceaux dont les sauts sont ensuite
étudiés par des méthodes de U—statistiques. En utilisant le lien entre les sauts de
F et la fonction é, nous parvenons ainsi a obtenir de nouvelles représentations des
intégrales Kaplan-Meier (en présence de variables explicatives, voir Théoréme 2.2.10)
sous des hypothéses d’intégrabilité optimales. Nous obtenons également des résultats de
représentations i.i.d. valables uniformément sur des classes de fonctions.

C’est dans ce dernier domaine qu’a I’heure actuelle, nos résultats ne parviennent pas
a obtenir de résultats "optimaux", dans le sens ot ils reposent sur I’'Hypothése d’intégra-
bilité 2.2.4. Cette hypothése, quoique acceptable en pratique, représente une contrainte
supplémentaire par rapport a 'Hypothése 2.2.3, qui est seule nécessaire pour garantir
que les termes de la représentation i.i.d. possédent une variance finie. Au Théoréme
2.2.10, lorsque I'on ne considére qu’une seule fonction, on n’a besoin que de I’Hypothése
2.2.3. La raison, spécifique a notre méthode de preuve, pour laquelle nous ne parvenons
pas & étendre ce résultat & une classe de fonctions vient de l'utilisation de I'inégalité de
Lenglart, qui s’avére inappropriée dans le cas d’une classe de fonctions. Néanmoins, il
semble raisonnable de conjecturer que I’énoncé du Théoréme 2.2.11 reste vérifié si 'on
s’affranchit de I’Hypothése 2.2.4.

Une autre question a envisager serait la question des U —processus Kaplan-Meier ou
des U —statistiques Kaplan-Meier. Des représentations asymptotiques des U —statistiques
Kaplan-Meier ont déja été étudiées par Bose et Sen (2002) (U—statistiques d’ordre 2
uniquement). Leurs résultats reposent sur des conditions d’intégrabilité trop contrai-
gnantes. Notre approche pourrait probablement étre utilisée pour obtenir des représen-
tations analogues sous des hypothéses d’intégrabilité optimales.
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Chapitre 3

Transformations des données

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un modele de régression, c’est a
dire & I’estimation d’une fonction

mo(z) = E[Y | X =a],

ou mo € M, le modele M étant une famille de fonctions (paramétrique au Chapitre 4,
non paramétrique au Chapitre 5, semi-paramétrique au Chapitre 6).

La présence de censure aléatoire rend impossible l'utilisation des données telles
quelles pour 'estimation de myg, ainsi que le soulignera la premiére section de ce cha-
pitre. Pour estimer la fonction mg, une premiére méthode consiste & utiliser les intégrales
Kaplan-Meier définies au Chapitre 2. En particulier, cette méthode est liée a la méthode
des estimateurs dits "a pondération," pour reprendre la terminologie de Zhou (1992a).
Ce lien sera plus précisément exploré dans la section 4.1.2 du Chapitre 4. Voir également
Stute (1999).

L’objet de ce chapitre est la description d’une deuxiéme technique, dite des estima-
teurs "synthetic data," reposant sur des transformations des données. Cette méthode a
été initiée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), et Leurgans (1987). On peut également
mentionner Buckley et James (1978), Tsiatis (1990), malgré des différences importantes
du point de vue algorithmique qui seront exposées par la suite. Dans la méthode synthe-
tic data, il s’agit essentiellement de remplacer les variables T' observées par des variables
Y™*, tout en s’assurant que E [Y* | X| = E[Y | X] (malheureusement, produire une telle
transformation calculable & partir des données reste de ’ordre du voeu pieux : les trans-
formations Y* proposées reposent en général sur 'utilisation de la loi conditionnelle
de Y, qui est inconnue ; la procédure synthetic data consiste & se rapprocher au mieux
de ces transformations "idéales"). Sous les Hypothéses d’identifiabilité 1.1.3 ou 1.1.4,
toutes les transformations considérées sont basées sur ’estimateur de Kaplan-Meier. Par
suite, ’étude de théorique des estimateurs synthetic data repose sur des sommes non
i.i.d., comme dans le cas des intégrales Kaplan-Meier.

La principale contribution de ce chapitre consiste & mettre en évidence le lien entre
les intégrales Kaplan-Meier et ces transformations synthetic data. Ce lien va permettre
d’obtenir des représentations i.i.d. de sommes de ces transformations approchées. Ces

BY)
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représentations s’avérent particuliérement utiles, puisqu’elles permettent d’étudier ’ap-
plication des estimateurs synthetic data a des modéles de régression généraux. Jusqu’a
présent, dans le cas d’'un modéle de régression paramétrique, les estimateurs synthetic
data n’avaient été étudiés que dans le cas du modeéle linéaire. Les représentations i.i.d.
obtenues dans ce chapitre vont notamment permettre d’étudier le cas plus général d’un
modéle de régression non linéaire, considéré au Chapitre 4.

Dans la section 3.1, nous reviendrons sur l'erreur commise par les procédures statis-
tiques qui ne tiendraient pas compte de la présence de censure. Le but de cette étude sera
tout d’abord de se convaincre, s’il en est besoin, de la nécessité de prendre en compte la
censure pour ’estimation de mg. De plus, les conclusions que nous en tirerons s’avére-
ront précieuses pour la compréhension des différentes transformations considérées dans
les sections suivantes. Elles motiveront ainsi l'introduction des estimateurs "synthetic
data" évoqués dans la section 3.2. I’étude théorique des deux principales transforma-
tions (de Koul Susarla et Van Ryzin, 1981, et Leurgans 1987) est conduite dans la
section 3.3, ol sont obtenues de nouvelles représentations i.i.d. de sommes empiriques
de synthetic data. Ces représentations, obtenues par Delecroix, Lopez, Patilea (2006),
permettent notamment 1’étude théorique d’estimateurs basés sur les transformations
synthetic data, notamment dans le domaine des modéles de régression paramétrique
généraux (régression non linéaire, voir Chapitre 4). Les résultats présentés ici sont lége-
rement différents de ceux de Delecroix, Lopez, Patilea (2006) puisqu’ils améliorent les
conditions d’intégrabilité sous lesquelles ces représentations demeurent valides.

3.1 Erreurs commises si I’on ne tient pas compte de la cen-
sure

Supposons tout d’abord que 'on choisisse d’exploiter les données sans tenir compte
de leur caractére censuré ou non censuré. Si I'on applique une technique d’estima-
tion classique a la variable T', lestimateur 7 () obtenu convergera vers la fonction
EYNC|X] # E[Y | X]. Dune part, l'espérance conditionnelle est sous-évaluée,
d’autre part, si l'on se place dans un modéle de régression (paramétrique ou semi-
paramétrique) pour Y, rien n’assure que Y A C suive le méme modéle de régression. En
somme, ce type de pratique conduit & une double erreur.

Une seconde pratique & réprouver pourrait consister & ne conserver que les observa-
tions 7" non censurées. Ainsi, si 'on applique les méthodes classiques a la variable 67T
(ce qui correspond a remplacer les observations censurées par 0, cette idée sera exploitée
dans la transformation de Koul, Susarla et Van Ryzin exposée dans la section suivante,
en corrigeant ’erreur commise), on obtiendra une convergence vers la quantité suivante :

EPT|X] = Elly<cY | X]
E[Ely<c | X, Y]Y | X].

Grace aux hypotheéses d’identifiabilité et a la relation (2.2.10), on obtient ainsi

E[T | X]=E[{1-GY-)Y|X]. (3.1.1)
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Comme on I’attend, cette approche n’est pas satisfaisante puisqu’elle introduit un biais
asymptotique dans l'estimation de E[Y | X].

Dans ’approche précédente, les observations censurées sont remplacées par la valeur
0 tandis que toutes les observations de X sont conservées. On peut penser que ce
remplacement un peu fruste est & l'origine des déconvenues rencontrées. Une troisiéme
idée, voisine et débouchant elle aussi sur une erreur, consisterait & mettre également &
I’écart les réalisations des variables explicatives qui correspondent & des observations
censurées. Pour étre plus précis, donnons I’exemple d’'un M —estimateur. Supposons que

mo = arg min E[p(X, Y, m)].

En I’absence de censure, une fagon naturelle de construire un M-estimateur de mg
consiste & considérer

A RS
m = arg#}éljr\l/ln;w(Xi,Yi,m). (3.1.2)

Si 'on n’utilise que les observations non censurées et qu’on construit ’analogue de
(3.1.2), on obtient

A RS
= arg min — 2&1& (Xi, T;,m) . (3.1.3)

Dans le premier cas, la fonctionnelle maximisée converge, par la loi des grands nombres,
vers

El) (X, Y,m)],

qui est minimum pour myg, fonction de régression. Pour (3.1.3), la relation (2.2.10)
montre que la limite est alors

E [(1 - G(Y_)) w (X’ Y7 m)] )

dont mg ne réalise plus nécessairement le minimum. L’erreur commise en utilisant cette
méthode peut étre corrigée en rajoutant une pondération adaptée (voir notamment la
section 4.1.2 au Chapitre 4), débouchant sur la technique des estimateurs & pondération,
intimement liés aux intégrales Kaplan-Meier.

3.2 Estimateurs "synthetic data"

Le terme "synthetic data", initialement proposé par Leurgans (1987), a été étendu
a la transformation antérieure de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), étant donnée la
similarité des approches. L’introduction de ces techniques, quoique motivée a ’époque
uniquement par ’étude du modéle de régression linéaire, peut étre étendue a n’importe
quel modele de régression. Nous présentons tout d’abord le principe général de ces
transformations, avant de nous intéresser aux trois transformations principales propo-
sées dans la littérature. Enfin, nous évoquons la méthode de Buckley-James (1978), et
celle de Tsiatis (1990), qui peuvent étre rattachées a la famille "synthetic data", bien
qu’elles reposent sur des approches algorithmiques différentes.
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3.2.1 Principe général

Ainsi qu’il a déja été évoqué, il n’est pas possible d’utiliser directement les variables
T, puisqu’elles n’ont pas la méme espérance conditionnelle que Y. Le principe des "syn-
thetic data", introduit a l'origine par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), consiste a
considérer une nouvelle variable Y* satisfaisant la propriété

EY*|X]|=E[Y|X]. (3.2.1)

Une fois obtenue une telle transformation, il est clair que les procédures d’estimation
classiques vont pouvoir s’appliquer aux Y*, au prix d’un certain nombre d’hypothéses.

Reprenant par exemple un M-estimateur comme celui décrit a I’équation (3.1.2), on
obtient ainsi

n

1
_— 1 —
= arg min — ;—1 P (Y, Xi,m). (3.2.2)

En ’écrivant sous forme intégrale par rapport & des mesures empiriques, posons
* * ]' g
F*(y",2) =~ Z; Lyr<y* X, <a- (3.2.3)
[’équation (3.2.2) se réécrit, sous forme intégrale
m* = argnrlnei/rél = /w(a:,y*)dF* (y*,z).

3.2.2 Transformation KSV (Koul, Susarla, Van Ryzin, 1981)

La transformation KSV, proposée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), repose sur
la formule (2.2.10). Il s’agit de remplacer T" par
0;T;

Y = (el (3.2.4)

Remarquons qu’en 'absence de censure, d vaut 1, et G vaut zéro, on retrouve donc
Y =Y.
Dans les deux cas, un probléme majeur apparait a la lecture de ’équation (3.2.4).
A moins d’hypotheéses particuliéres sur le mécanisme de censure, la fonction G est in-
connue. Pour bon nombre de situations pratiques, de telles hypothéses sur la censure
sont délicates & poser, et sont donc exclues des modéles que nous considérons. Il faudra
donc se contenter d’estimer ces transformations Y*. Une maniére naturelle de procéder
consiste & remplacer G par son estimateur non paramétrique de Kaplan-Meier.
V¢ o= _ 0T (3.2.5)
- G(Ti-)

La encore, en I’absence de censure, Y, =Y.
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On obtient ainsi I’estimateur KSV, analogue de (3.1.2),

n

1 .
~ KSV . *
— - Y, Xiom) 2
m argnIzIélj{l/l n Zzl ( i <vis (3 6)
Sous forme intégrale,
mB5V = arg min = /@Z) (z,y*) dF* (y*, z), (3.2.7)
meM
ou
1 n
P (') = 23 ey xocar (3.2.8)
i=1

3.2.3 Transformation de Leurgans

La transformation de Leurgans (1987) vérifie également la relation (3.2.1), mais elle
repose sur une approche différente. En outre, 'hypothése d’identifiabilité doit ici étre
renforcée pour assurer (3.2.1), ainsi nous nous plagons sous 'Hypothése 1.1.3.

La motivation que nous donnouns de la transformation de Leurgans n’est pas celle
initialement proposée par Leurgans, et qui provient d’une discussion plus complexe sur
la méthode des moindres carrés. Définissons

Fltlg) =P(Y <t| X =x).

L’espérance conditionnelle de Y peut s’exprimer & partir de la fonction de répartition
conditionnelle de Y, suivant la formule

o

mo(X) = [ 1(1= Ft1) - Lo . (329)
—00

La fonction de répartition conditionnelle est inconnue, mais, pour chaque observation,

(1 — F(t|X;)) peut étre estimée. Sous ’'Hypothése 1.1.3,

1— H(tX,)

(3.2.10)
A la vue de ’équation (3.2.10), on peut estimer de facon naturelle (1 — F'(¢|X;)),

tout d’abord en estimant GG par son estimateur de Kaplan-Meier, ensuite en estimant
1 — H(t|X;) par 17,>¢. Pour chaque i, on a donc l'estimateur de E'[Y | X = Xj|]

* o 1Ti>t o
Y = /(1_G(t) 1t<0> dt. (3.2.11)

Remarquons tout d’abord que cette transformation est bien définie. En effet, la
présence de 17, permet d’assurer que 1 — G # 0 presque sirement sur le domaine
d’intégration, et donc que l'intégrale est presque stirement finie. La deuxiéme remarque
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concerne la relation (3.2.1). On a E [11s¢ | X;] = 1 — H(¢|X;). D’apres (3.2.10), (3.2.9),
et (3.2.11), et en appliquant le Théoréme de Fubini pour intervertir 'intégrale et 'es-
pérance conditionnelle, on en déduit que la relation (3.2.1) est bien vérifiée. De plus, en
I’absence de censure, 1 — G =1, et on retrouve Y;* =Y;.

Comme dans le cas de la transformation KSV, la fonction G étant inconnue, on est
contraint de ’estimer, ce qui conduit aux synthetic data estimés

Or % 1T->t
Vo= L=t 1,00 | dt. 3.2.12
/ (1_ o t<o> (3:2.12)

et on aboutit & un estimateur /m” de la méme facon qu’en (3.2.6). Par ailleurs, il faut
remarquer que, du point de vue numeérique, la transformation (3.2.12) peut étre évaluée
exactement, ce qui n’est pas le cas, en régle générale, de la transformation (3.2.11). En
effet, dans le cas de la transformation exacte (3.2.11), l'intégrale devrait étre estimée
en utilisant des méthodes numeériques. Au contraire, dans la transformation (3.2.12),
I’estimateur de Kaplan-Meier G est une fonction constante par morceaux, et la fonction
intégrée dans (3.2.12) est donc une fonction constante par morceaux. De ce fait, son
intégrale est une somme (finie, puisque G posséde au plus n sauts).

3.2.4 Transformations de Zheng

On se place sous 'Hypothese 1.1.3. Zheng (1987) propose une classe plus générale
de transformations synthetic data. Il s’agit de remplacer les T; par les observations Y;*
suivantes :

Vit =6i01(Th) + (1 = 6i)92(Th), (3.2.13)

ou les fonctions ¢; et ¢o satisfont

Ji=GuNondr@] )+ [Pl | 2loa)dc) = mofe).  (3214)

En introduisant une fonction o : R — R, Lai, Ying et Zheng (1995) définissent les
fonctions

PR R L CTE

1-Gly—) Jow 1-G(=)

Baly) = aly) - [ O

Cette famille de fonctions satisfait (3.2.14).
Les auteurs imposent que la fonction «(t) satisfasse

[ ot b2

Cette condition (3.2.15) limite I’éventail de choix pour la fonction «. Elle suppose de
faire des hypothéses sur la loi de la censure, et en particulier sur sa loi au voisinage
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de 7. Par exemple, si a(s) = [1 — G(s—)]p(s), ou p est un polynome, la condition
(3.2.15) revient & une condition de moment fini pour la variable de censure. Or il s’agit
d’un type d’hypothése qui ne semble pas vraiment approprié a notre probléme. En effet,
si la censure ne posséde de moment & aucun ordre, elle doit donc prendre des valeurs
"grandes". Par conséquent le pourcentage de censure dans la queue de distribution de la
variable Y doit étre plus faible (deés lors que Y posséde un moment). On s’attend donc
& posséder plus d’information sur la queue de distribution dans le cas ou la variable de
censure n’a pas de moment, que dans le cas ot on impose cette condition. Il parait donc
contre-productif de supposer une hypothése de moment pour la variable de censure.

Une autre possibilité consisterait a utiliser des fonctions du type aq (t) = [1—F(t—)],
as(t) = [1 — H(t—)]. Dans chacun de ces cas, sous ’hypothése que (1 — F) décroit plus
vite que 1 — G, la condition (3.2.15) est vérifiée. Néanmoins, les résultats de Lai, Ying et
Zheng (1995) (qui fournissent des résultats de normalité asymptotique dans un modéle
de régression linéaire pour un estimateur reposant sur des transformations du type ¢; )
ne peuvent s’appliquer & ce type de fonctions. En effet, leur démonstration repose sur le
fait que la fonction «v est connue (méme si la fonction G au dénominateur est estimeée).
Notons par ailleurs que si 'on utilise la fonction aq, on sera amené a considérer des inté-
grales Kaplan-Meier par rapport & la fonction G. L'étude des propriétés asymptotiques
d’un estimateur basé sur les transformations ®; o, reposera donc sur des conditions d’in-
tégrabilité de la variable C et non de la variable Y, comme c’est le cas dans la théorie
du Chapitre 2 (voir par exemple 'Hypothése 2.2.3 au chapitre précédent).

Il faut remarquer que la condition (3.2.15) n’est en rien nécessaire pour définir les
fonctions ®;,, méme si leurs propriétés asymptotiques ne sont plus nécessairement
garanties. En effet, méme si I'intégrale de la condition (3.2.15) n’est pas finie, 'intégrale
intervenant dans la définition des ®; o est presque strement finie. Fan et Gijbels (1994)
proposent ainsi la famille de fonctions

at

a(t) = e (3.2.16)

ol, avec un certain abus de notation, o désigne un paramétre réel (N.B. Fan et Gij-
bels, 1994, se placent sous I’'Hypothése 1.1.5, mais on peut adapter leur approche sans
difficulté au cadre de ce chapitre).

En effectuant une intégration par parties, on remarque que les synthetic data Y},
calculé & partir des fonctions (3.2.16) sont du type

Yia=aYgey + (1 —a)Yip. (3.2.17)

3.2.5 Transformation de Buckley-James

Buckley et James (1978) sont & l'origine d'une méthode sensiblement différente de la
méthode synthetic data. Cette différence vient essentiellement des difficultés algorith-
miques inhérentes & cette approche. Néanmoins, la transformation de Buckley-James
repose elle aussi sur une relation du type (3.2.1), et de ce fait, plusieurs tentatives ont
été effectuées afin d’adapter cette méthode afin d’obtenir une méthode synthetic data
"pure".
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Dans un premier temps, la méthode de Buckley-James sera présentée telle qu’elle
a été introduite par ses auteurs. Puis différentes généralisations postérieures seront
étudiées. Enfin, une autre méthode due a Tsiatis (1990) sera évoquée, ainsi que sa
correspondance avec I’approche Buckley-James, mise en évidence par Ritov (1990).

3.2.5.1 Premiére version de Buckley-James

On se place sous I’'Hypothése 1.1.3. L’idée de Buckley-James (1978), consiste a rem-
placer les observations par

Y* = T;, silobservation i n’est pas censurée,
= FE[Y|X,,Y>T] sinon.

En d’autres termes,

7

transformation qui satisfait bien la propriété (3.2.1). La encore, on rencontre la méme
incapacité a calculer les Y;*, puisque la transformation dépend du mécanisme de censure
et de la loi conditionelle de Y.
Définissons
e=Y — mo (X)

Buckley et James réécrivent (3.2.18) sous la forme

f;:}fmo(Xi) (1 - FE(t)) dt

Y =YY" =T
7 1 (mo) (2 + 1 _ FE(E —mO(XZ)) )

(3.2.18)

ou F.(t) =P (e <t).Les Y;* dépendent de m, ce qui conduit aux variables estimées de
la définition (3.2.19).
On définit un estimateur pour F; inspiré de I’estimateur de Kaplan-Meier, c’est a

dire 5
~ 1 g
F.(t;m)=1-— (1 - == ) . (3.2.19)
Ti—rrg(i)gt Zj:l L7 —m (X)) > T~ m(X;)
On peut donc définir les transformations
. S ox <1 — F.(t; m)) dt
W@ﬂ:ﬂ+zl(§) : (3.2.20)

1 — F.(T; — m(X;);m)

L’inconvénient de cette approche vient notamment du fait que, contrairement aux
estimateurs synthetic data précédents, la transformation dépend ici de la fonction de
régression. On est donc amené a considérer une famille de transformations, indexée par
m e M.

Pour comprendre la fagon dont cette transformation est utilisée par Buckley et James
(1978), plagons-nous dans le modeéle paramétrique de régression linéaire,

EY | X] = poX,
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ou X € R. L’estimateur des moindres carrés obtenu si nous pouvions disposer des
Y;*(Bo) est solution de

> X (Y (Bo) — BXi) = 0. (3.2.21)
=1

A partir de (3.2.21), Buckley et James (1978) proposent un estimateur 3 de By sous

A

forme de Z—estimateur, c’est & dire un 3 satisfaisant I’équation suivante,
n ~ ~
3 X (Y;‘(ﬁ) - ﬁXi> = 0. (3.2.22)
i=1

Cette procédure pose différents problémes, notamment celui de l'inexistence, a dis-
tance finie, de solutions de (3.2.22). Les difficultés algorithmiques sont nombreuses, voir
a ce sujet Akritas, Van Keilegom.... Quant & I’étude théorique, elle s’avére également
délicate. James et Smith (1984) ont prouvé la convergence presque sire de B vers (. Lai
et Ying (1990) proposent une preuve de la normalité asymptotique, valable uniquement
dans le cas d’un modéle de régression linéaire. Elle repose sur une modification de ’esti-
mateur FE, en introduisant des pondérations qui atténuent son mauvais comportement
au voisinage de la queue de distribution (voir équations (2.2) a (2.4) dans Lai et Ying,
1990). A noter que les auteurs imposent la continuité de la variable Y, ainsi que des
conditions restrictives sur sa densité, voir leur condition (3.2).

Ritov (1990) propose une autre démonstration (voir la section 3.2.5.3 ci-dessous),
lice a I’équivalence avec I'approche de Tsiatis (1990). Cette preuve repose néanmoins
sur des conditions trés contraignantes en pratique.

3.2.5.2 Modifications de Buckley-James

Fan et Gijbels (1994) proposent une modification de I’estimateur de Buckley-James
qui évite de calculer une variable Y* pour chaque m. En effet, Y* se réécrit

Y = 6T+ (1—=&)EY|Y > T, X

Les auteurs proposent d’estimer non paramétriquement ¢(z,t). Ils proposent

0T (Xt
da,t) = 21,1573 ( i ) (3.2.23)

ZTj>t 0; K (%)

en introduisant un noyau K. Du fait que le dénominateur s’approche asymptotiquement
de 0, lestimateur (3.2.23) se comporte mal asymptotiquement, ce qui contraint les
auteurs, en pratique, & ne considérer que le cas 7¢ > 7p. Par ailleurs, 'estimateur
utilisé (3.2.23) n’est pas satisfaisant puisqu’il ne converge pas vers ¢(x,t), mais vers

EY|Y>t,X,0=1£E[Y|Y >tX].
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Il faudrait donc corriger 'approche (3.2.23) en estimant ¢ par

7 tT K (%) dF(u,y)

Une autre modification de I’approche de Buckley-James est proposée par Heuchenne
et Van Keilegom (2005) sous I'Hypotheése 1.1.5. Les auteurs estiment d’abord non pa-
ramétriquement mp par un estimateur a noyau . Puis, Y;* est estimé par Y;* (), ou
YL*(m) est défini par 1’équation (3.2.20). Leurs résultats théoriques ne portent que sur
le cas X € R, et peine & se généraliser 3 des X multidimensionnels, du fait du mauvais
comportement des estimateurs non paramétriques de la régression lorsque le nombre de
variables explicatives est important.

3.2.5.3 L’estimateur de Tsiatis

 Tsiatis (1990) propose quant a lui une approche liée aux tests de rangs. L’estimateur
[ qu'’il propose, dans le cas ou mg(z) = )z, est la solution de I’équation

n
21 ZjA0y - X, 2T X

n
—1/2 /
n Syw(T; — B X;) | T; ;
; > i1 M- X, > x,
pour une certaine fonction de poids w.
Ritov (1990) montre I’équivalence asymptotique entre I’estimateur de Buckley-James

et I'estimateur de Tsiatis, dans le cas ou

w(t):t—w.
1— F(u)

Néanmoins, il ne peut montrer la consistance de I’estimateur obtenu, et doit se contenter
d’un estimateur asymptotiquement biaisé. En effet, pour revenir & 'expression (3.2.20)
des transformations de Buckley-James, Ritov doit considérer

N J7 sy (1= Eo(t;m)) dt
1 — F.(T; — m(X;);m)

pour un réel 7 < 7 arbitraire et fixe. Voir la discussion des formules (2.1) et (2.2) dans
Ritov (1990), et son Hypothése Al.

3.3 Sommes empiriques de synthetic data

Dans cette section, nous nous intéressons & des sommes du type

%ZYM(XJ, (3.3.1)
=1
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oll ¢ appartient a une classe de fonctions F, et ou Y;* = Y;" , transformation définie a

7,000
Péquation (3.2.17). Ce type de sommes apparait naturellement dans les procédures de
M —estimation de I’analyse de régression.

De méme que dans le cas des KM-intégrales, les sommes du type (3.3.1) ne sont pas
des sommes de quantités i.i.d., puisque chaque YZ* dépend de I’échantillon tout entier.
L’obtention de représentations i.i.d. des sommes (3.3.1), comme dans le cas des KM-
intégrales, sera donc l'objet principal de cette section. Etant donnée la définition de la
transformation (3.2.17), il suffira d’obtenir une représentation i.i.d. pour le cas de la

transformation KSV de ’équation (3.2.5), et de la transformation de Leurgans (3.2.12).

3.3.1 Hypothéses de moments

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que E[Y*?] < oo, pour chacune des transfor-
mations. Nous discutons dans cette section des conditions sous lesquelles cette hypothése
est vérifiée.

Transformation KSV : Par définition de la transformation, cette condition sera
vérifiée si ’'on est sous 'hypothése suivante.

Hypothése 3.3.1 On suppose

TH $2dF(t)
/_w -G =™

Transformation de Leurgans : Nous allons montrer que E[Y}*?] < 0o est impli-
quée par I'Hypothese 3.3.1, et une hypothése supplémentaire de moment sur |C|1o<o.

Hypothése 3.3.2 On suppose que |C|lo<o posséde un moment d’ordre 2.
Supposons d’abord que 'hypothése suivante est satisfaite.
Hypothése 3.3.3 77 > 0.

Il n’y a aucune perte de généralité & considérer ce cas, puisqu’une simple translation
des données permet toujours de se ramener & ce cas. Cette hypothése n’a pour but que
de simplifier notre discussion.

Proposition 3.3.1 Les Hypothéses 3.3.1 a 3.3.8 impliquent E[Y}?] < oo

Preuve: Afin d’étudier E[Y}?], séparons l'intégrale qui définit la transformation de
Leurgans en deux parties, 'intégrale sur les réels positifs, puis sur les négatifs. Le carré
de l'intégrale sur les positifs s’exprime

L e

En prenant ’espérance, on obtient

[ e
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Le Théoréme de Fubini fournit que cette derniére intégrale se majore par

[ e s [ 1d§<<)>

qui est finie sous 'Hypotheése 3.3.1.
Il reste & étudier l'intégrale sur les négatifs. Son carré s’exprime de la fagon suivante,

1 <t G(t)] [1r<s — G(s)]
/ / T o Tl—G(s) dtds.

En développant le produit, on décompose cette intégrale en trois parties,

/ / ngfn st( ik
G <sdtds

‘2/ / éf??f : G’

/ / 1_61:@ lmw

La premiére est finie si fi)oo G(t)dt < oo, ce qui revient a une hypotheése de moment
d’ordre 1 sur |C|1c<p. La seconde a une espérance finie si la condition précédente est
vérifiée, et si ffoo H(t)dt < oo, ce qui est le cas puisque |T'|17<¢ posséde un moment
d’ordre 1 (conséquence des Hypothéses 3.3.1 et 3.3.2). L’espérance du troisiéme terme

se réécrit
/ / dsdt <M /
11— 11—

pour une constante M > 0, de sorte que cette intégrale est finie si |T|17<p a un moment
d’ordre 2, ce qui est le cas d’aprés les Hypothéses 3.3.1 et 3.3.2. m

Afin d’obtenir la normalité asymptotique des sommes empiriques de synthetic data
de la transformation de Leurgans, une hypothése supplémentaire est nécessaire.

Hypothése 3.3.4 1l existe € > 0 tel que

TH t2+edF(t)
/oo 1—- G(t)

< 0.

Cette hypothése est certes plus forte que 'Hypothése 3.3.1, mais elle représente une
ameélioration par rapport au conditions contenues dans Zhou (1992b) qui font intervenir
la fonction C'g définie au Théoréeme 2.1.5.

3.3.2 Représentation i.i.d. pour 'estimateur KSV

A partir de 'expression des sauts de 'estimateur Kaplan-Meier du Lemme 2.2.2, la
démonstration de la proposition suivante est immédiate.
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Proposition 3.3.2 On a la représentation en intégrale Kaplan-Meier,
1 n
3 VisvolXi) = [ yola)db(a.y).
=1

Comme corollaire immédiat, on déduit les représentations i.i.d. en appliquant les résul-
tats du Chapitre 2.

Corollaire 3.3.3 Soit F une classe d’enveloppe ® satisfaisant la condition E[Y ®(Y')] <
00. On suppose que yF satisfait les Hypothéses du Théoréme 2.2.4. On a

sup Z¢ Yiksy — E[o(X)Y]| = op(1).

peF |1

Preuve: Conséquence directe du Théoréme 2.2.4. =
Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 3.3.2 et du Théo-
réme 2.2.6.

Corollaire 3.3.4 Soit F une classe de fonctions telle que Ny(e,yF, LY) < oo pour tout
e > 0. Alors

sup Z@f? Yigsy — E[p(X)Y]| = 0 p.s.

fer|n

Le résultat suivant est une conséquence des Théorémes 2.2.7 et 2.2.10.
Corollaire 3.3.5 Soit ¢ une fonction satisfaisant la condition d’intégrabilité
Ep(X)*Y*{1-G(Y-)} ] < .

On a la représentation

n

1
~ D (Xi)Viksy = Z¢ Wiksv + Zw (y: T3, 61) + Ru(9),
=1
avec Rn(¢) = op(n~Y2). De plus, si on considére une classe de fonctions F eucli-

dienne satisfaisant la condition (2.2.11), ce développement est valable avec de plus
supger | Rn(9)] = Op(n™).

3.3.3 Représentation i.i.d. pour ’estimateur de Leurgans

Dans cette section, nous nous placons sous 'Hypothése d’identifiabilité 1.1.3.

Obtenir une représentation i.i.d. peut étre réalisé soit directement a partir de la
relation (3.2.12) et une représentation i.i.d. de G (néanmoins, cette approche est plus
délicate & mener en raison des critéres de tension qui doivent étre utilisés), soit, de fagon
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plus simple, & partir des intégrales Kaplan-Meier. Cette derniére méthode a été mise en
ceuvre par Delecroix, Lopez, Patilea (2006). En effet, en utilisant I'expression (3.2.11),

T T1-F(t)
Y = S VA |
LL / [1—H<t> t<°} «
_ /+°°{1T>t—1t<01—Gt )} [, dF (u)

T H(D) La

— 00

La méme relation peut étre obtenue pour Y;*L en remplacant G, H, F' respectivement
par G, H , F. Le théoréme de Fubini fournit

vy, = /+OO [/u {1n>t — L[l — G(t)]}dt] dF(u), (3.3.2)

' 10
ok e {1r>t — 1t<0[1 -G} “
Vi = / [ e dt| dF(w). (3.3.3)
Définissons
h(u, 712) — {1T >t 1t<};—[(t) G(t)]}dt,
iL(’u, Tz) _ {1Ti>t — 1t<9[1 — G(t)]}dt
—o0 1—H(t)
Les sommes du type (3.3.1) s’écrivent alors
R R
- ;nqu(Xi) = /_ [n gh w, T (X)) | dE(u). (3.3.4)

Delecroix, Lopez et Patilea (2006) proposent un développement i.i.d. avec reste en
Op(n~1/?) sous certaines conditions d’intégrabilité. Nous présentons ici une version
ameéliorée avec des hypothéses d’intégrabilité plus légéres.

La somme (3.3.4) se décompose en quatre parties, & partir desquelles on peut pres-
sentir sa représentation i.i.d. En effet,

FX o) = (St [ Shmo e e
=1
of [711 S lh(u, T) — hu, T6(X:) | dF(w)
- i=1
Hin(0) (3.3.5)

La premiére partie est la somme qu’on obtiendrait si on pouvait calculer les vrais Y*; .
b
Les termes suivants n’interviendront que dans la variance. La seconde partie apportera
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une contribution & la variance qui proviendra de l'estimation de l'intégrale par rap-
port a dF de (3.3.2) par I'estimateur de Kaplan-Meier. La troisiéme partie provient de
I’estimation de h par h. Le reste R, apparaitra de Pordre op(n~1/2).

Nous présentons & présent un résultat de type loi des grands nombres pour les
sommes du type (3.3.4) (représentation i.i.d. au premier ordre).

Théoréme 3.3.6 Soit F une classe de fonctions d’enveloppe ®.
On suppose que ® est bornée.
On se place sous les Hypotheses 8.3.1 a 3.8.2. Si Njj(e, F, || - |oo) est fini, alors

1 A
sup | — Z(Yz*L z*L)¢(Xi)

op.s.(1).
peF | N b

Preuve: Notons, afin de simplifier les notations, K (u;¢) = E[h(u,T)p(X)]. Dans
Pesprit de la décomposition annoncée (3.3.5), nous obtenons

1 o -
— Y o( X;
n; z,L¢( )

TH

Z Vipo(Xi) + | K(u ¢)d(F - F)(u) (3.3.6)
+ [0

. llzmu,m W, TO(X0)

—00

n

%Z (. T)o(X5) — K (u: )

=1

d(F — F)(u) (3.3.7)

dE(u). (3.3.8)

Par la suite, nous étudions la convergence vers 0 des trois intégrales intervenant dans
la, décomposition.

Etape 1 : Etude de (3.3.6) et de (3.3.7).

Uniformément en ¢, l'intégrale (3.3.6) tend vers 0 presque stirement par le Théoréme
2.2.6 (lois des grands nombres pour l'estimateur de Kaplan-Meier), en appliquant le
Lemme 3.3.16 qui assure que la famille de fonctions {K(u;¢),¢ € F} satisfait les
hypothéses du Théoreme 2.2.6.

Quitte a translater les variables, on suppose que 77 > 1. L’intégrale (3.3.7) s’étudie
en considérant la classe de fonctions indexée par ¢ et u € R, {0y (X, T;¢) = [u™21y>1 +
1u<i1]h(u, T)p(X),u € R,¢ € F}. Le Lemme 3.3.17 fournit que cette classe est P-
Glivenko-Cantelli. Par suite, par la loi des grands nombres uniforme en u et ¢ sur cette
classe de fonctions, I'intégrale (3.3.7) se majore par

%gux/ﬁaﬁ+m@y

ou le 0y 5. (1) ne dépend pas de ¢ € F. Par la loi des grands nombres pour 'estimateur de

Kaplan-Meier (Théoréeme 2.2.6), U'intégrale précédente tend presque siirement vers une

constante (en effet, Y posséde un moment d’ordre 2 puisque [ t?[1—G(¢)] " dF(t) < o0).
Etape 2 : Etude de l’intégrale (3.3.8).
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L’intégrale (3.3.8) s’étudie en considérant la différence

) - Ly [H (1) — H(t)dt
h(u,T) = h(u,T) = Luso /0 [1— H(t)][L - H(t)]

O 1y (1) — H())
o 1 A H(e) (3:3:10)

G - Gl — H)dt
+f L AW)L H()] (3311

(3.3.9)

)ldt

+/0Au GO — Ht (3.3.12)
oo [L=H@)[1-H®)]
Etape 2.1 : Etude de (3.3.10)-(3.3.12).
Pour simplifier les notations, on note
ﬁ¢(t) = - Z (ZS ]-T <t
Hqﬁ(t) =k [¢(X)1T§t]
Considérons (3.3.10).
f2¢> X, T, //OM 1T<t ®) H(t)]dtdF(u)
i ~ H(1)
/ / M Hy(OH () ~ HOldt o (3.3.13)
t) — H(t)]
L’expression (3.3.13) se majore par
1@ loo / /
sup |H(t) — H(t)|sup[l — H dtdF
Ty S 1O~ H O]l
On a (voir Van der Vaart, 1998, page 268)
sup |H(t) — H(t)] = Oas(n"Y2\/loglogn), (3.3.14)
t<Tm)
sup[l — H()]™! = 0,4(1). (3.3.15)
<0
De plus, fffooﬁ dtdF (u f sdH(s) = Op(1) (loi des grands nombres). En

rassemblant les résultats on obtlent donc que (3.3.13) tend presque sirement vers 0
uniformément en ¢.
Considérons (3.3.11). (3.3.11) se réécrit comme

0Aw 16 _ 0Au [A . A -
Iy (u) + Io(u) = / W N / [G(t)1 GIF(t) — H(t))dt
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L’intégrale Iy s’étudie de méme que (3.3.10), c’est a dire en utilisant la convergence
uniforme de ]:I le fait que les denominateurs sont bornés en probabilité, et que, par
Fubini, f G(t)dt = f sdG(s), qui converge par la loi des grands nombres pour
I estlmateur de Kaplan Meler On tralte I'intégrale I; en remarquant que

/ / S<“d8 A — G (1))

La famille de fonctions indexée par u, ft lsgu[l — H(s)]~ds satisfait les conditions du
Théoréme 2.2.6 de consistance des intégrales Kaplan-Meier. En effet,

/01 [1-H(s)] 'd —/01 11— H(s)]d < fu—v|
. s<u S S ’ s<u/ S s| < 1_H(0)’

et on applique 'exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) pour obtenir une majoration de
Pentropie. On en déduit que sup,, |I2(u)| tend vers 0 presque siirement.

Considérons (3.3.12). En observant que ffoo G(t)dt < oo puisque Cle<g possede
un moment d’ordre 1, on obtient que le terme (3.3.12) tend vers 0 uniformément en u
grace a (3.3.14) et (3.3.15).

Etape 2.2 : Etude de (3.3.9).

Afin d’étudier (3.3.9) considérons

/TH o XwT 1T Si[H(t) — H(b)]dt
H(®][1 - H(b)]
ot S désigne soit F, soit F, et avec la conventlon 0/0 = 0. Définissons les fonctions

Lo(t) =n~' Y0, (Xi)1x, >t[1 — H(t)] ™", et Ly = Elop(X)1ps)[1 — H(1)) 7.
Avec ces nouvelles notations,

- [ [ BOHOL0 g,

Par le Théoréme 10.5.1 de Shorack et Wellner (1986),

ds (u),

H(t) — H(t)

1— H(t) = Op.s.([log n)' ). (3.3.17)

sup
t<Tn)

De plus, puisque F est bornée, et quitte & effectuer une translation de la classe de
fonctions, on peut supposer que les fonctions ¢ sont positives et satisfont 0 < M; <
¢ < Ms, de sorte que

( <0 (3.3.18)

Comme ﬁ¢(t) = 0 pour t > T}y, pour tout € > 0, l'intégrale I,(S) peut se majorer par

. R 1—¢ €
Ly(t) ) <Sup Ht) <sup H(t)—H(t)])
1<To0) — ) t<T(n)

/TH / dtdS ) |

15(5)] < ( |70

t<T(n)
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On déduit de (3.3.14), de (3.3.17), et de (3.3.18) que

E) < ot [ [ EA0AE)

En appliquant le théoréme de Fubini, I'intégrale du membre de droite se réécrit

1 (1-F@))*
/(1 —F(t) [L¢( )(1 —H)¢ dt. (3.3.19)
Observons que [1 — F(u)][1 — G(u)]~! est borné, puisque, par Fubini

/OT { Zdu-/m/ T (t)é/ltiFC%<oo

De plus, Ly est uniformément bornée puisque F est bornée. Par ailleurs, par 'inégalité
de Jensen, on a la majoration

g 1+ 0 Folr)
A u_Fm](ﬁga@x</ e ) |

Pour ¢ suffisamment petit, l'intégrale du membre de droite est inférieure a [ ¢[1—F'(t)]dt,
qui est finie puisque Y posséde un moment d’ordre 2. Finalement, on en déduit que,
uniformément sur la classe F, la somme (3.3.8) tend vers 0 presque siirement. m

Le Théoréme suivant précise la représentation en fournissant un reste en OP(TL_I/ 9,
permettant d’obtenir des résultats du type Théoréme Central Limite.

Théoréme 3.3.7 Supposons que, pour un certain € > 0 proche de 0,

t2+€dt

Soit ¢ une fonction bornée. On a alors la représentation

1. B . K(to) K(t9)
2 Vi) = Z o)+ [ [T - s vt
+ / K (u, 6)d[F () — F)(u)
1 n

3

- Z 7—‘17 61; Xla Qb)
ot la fonction A est définie au Lemme 3.3.18, en rappelant la définition

:lme@M@)
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Remarque 3.1 La condition (3.3.20) représente une amélioration par rapport a Dele-
croix, Lopez, et Patilea (2006). Elle est "quasi-optimale”, dans le sens ou, en prenant
le cas limite € = 0, on retrouve U'hypothése obtenue pour la représentation du Théoréme
3.3.5, dans le cas de lestimateur KSV. Méme si, dans I’hypotheése (3.3.20), on a e > 0,
nous sommes proches de 'hypothése "idéale” ot € = 0, puisque € peut étre aussi petit
que nécessaire.

Preuve: Revenons a la décomposition (3.3.6)-(3.3.8) du Théoréme 3.3.6.

Etape 1 : Intégrale (3.3.6).

On peut obtenir un développement i.i.d. de I'intégrale (3.3.6) a partir de la représen-
tation i.i.d. des intégrales Kaplan-Meier d’Akritas (voir section 2.2.1), et obtenir ainsi
les deux premiers termes de la représentation i.i.d.

Etape 2 : Intégrale (3.3.7).

L’intégrale (3.3.7) se réécrit, par le Théoréme de Fubini,

/TH [F(t) — F(t)][Hy(t) — Hy(1)]dt
0 1— H(t) '

Dans un premier temps, tronquons l'intégrale en 'arrétant & 7 < 7g arbitraire. En
utilisant,

sup |[F(t) — F(t)] = Op(n~Y?), (3.3.21)
sup [Hy(t) = Ho(t)] = Op(n~'/%), (3.3.22)

on obtient que lintégrale tronquée est Op(n~') uniformément en ¢. L’argument de
tension de la Proposition 2.2.12 est nécessaire pour faire tendre 7 vers 7. Par ailleurs,
puisque ¢ est bornée,

1 — Hy(t) -
su — K su _— =
S T < 19l S TG

par le Théoréme 2.1.6. On obtient alors la majoration, pour tout € > 0,

/TH [(t) = F(8)][Hy(t) — Hy(t)]dt

/ " ey - ()|l 329
1- H(t) i e

+/TH[1 - F(t)]dt) x Op(1). (3.3.24)

Ty
Par le Théoréme 2.1.5 et en utilisant ’'Hypothése 3.3.4, on obtient

sup t12|E(t) - F(1)] = Op(n"/?).
t<T)
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L’intégrale du membre de droite de (3.3.23) se majore donc par Op(n~1/2)x [ t=1=e/2dt.
Par ailleurs, I'intégrale (3.3.24) a pour espérance

/ T PR dt = op(n=112).

On en déduit que

avec Z, = Op(n~?) et G,(1) = [ t=17¢/2dt, qui satisfait bien les conditions de la
Proposition 2.2.12.

Etape 3 : Intégrale (3.3.8).

L’intégrale (3.3.8) se décompose en deux parties. La premiére partie,

/1iZﬁWEW@®—M%EWMﬁdﬂw,
=1

intervient dans la représentation i.i.d. et est étudiée au Lemme 3.3.18. La seconde partie,

d(F — F)(u), (3.3.25)

/ li S, TO(X:) — bl TO(X:)
i=1

est négligeable. Pour le montrer, il faut considérer la décomposition (3.3.9)-(3.3.12) de
la preuve du Théoréme 3.3.6.

Etape 3.1 : Contribution de (3.3.9) a (3.3.25).

A nouveau, on tronque l'intégrale en 'arrétant & 7 < 7. En appliquant le théoréme
de Fubini, la contribution de (3.3.9) a (3.3.25) s’écrit

/OT o O = HOIEW — POl _

A nouveau on utilise ’argument de la Proposition 2.2.12, en observant que

A~

() — B — F(e)dr
[ 0]

TH - dt
[ - POl

Lo(t) ‘mt)—H(t)
Lo(h) | 1= H()

< sup
t

Les deux supremums sont Op(1). Pour le second, il s’agit du Théoréeme 2.1.6. Pour f)¢,
on suppose, sans perte de généralité, que 0 < M; < ¢ < Mo, et on utilise (3.3.18). On
raisonne alors comme précédemment. L’intégrale vérifie les conditions de la Proposition
2.2.12 par les mémes arguments qu’a ’étape 2.

Etape 3.2 : Contribution de (3.3.10) a (3.3.25).
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En sommant et en appliquant le Théoréme de Fubini, la contribution de (3.3.10) a
(3.3.25) s’exprime comme

0 [0 Hy(t)[F(u) — F(w)][H(t) — H(t)]dtdu
Hy<0 /%m / (1 — H()][1 — H(t)] '

En effet, Hy(t) = 0 pour ¢ < T(;). En raisonnant comme précédemment, et du fait que
T > 0, cette intégrale se majore, en valeur absolue par

0

0
Op(n™"271) x 11, <0 / |F'(u) — F(u)]*" / H,(t)dtdu, (3.3.26)
T<1> u

pour tout n > 0. Puisque ¢ est bornée, on obtient

0 0
[ Hutwin <60 [ HH 0 < ol Bl TILr <)

Par conséquent, et par une inégalité de convexité, expression (3.3.26) se majore par

0

—1/2) «

0
op(n / F(u)"du + 17,,,<0
—00

F (u)l_"du] .
Ty
La premiére intégrale est finie en utilisant 'inégalité de Jensen de la méme fagon qu’a la
fin de la preuve du Théoréme 3.3.6. Pour la deuxiéme intégrale, on applique également
I'inégalité de Jensen, puis le Théoréme de Fubini et la convergence des intégrales Kaplan-
Meier du Théoréme 2.2.6.

Etape 3.3 : Contribution de (3.3.11) a (3.3.25).

En appliquant le Théoréme de Fubini, la contribution de l'intégrale (3.3.11) a (3.3.25)
s’exprime comme

(W) Za(t)[1 — G(t)]dtdu
/ / 1- H(t) 72(75

En utilisant le Théoréme 2.1.1 ainsi que le Théoréme de Fubini, 'intégrale ci-dessus
peut s’exprimer sous la forme d’une intégrale stochastique,

/ [ / / (u)][L — G(t)]dtdu] _AME(s) |
1—H() [1 = F(s=)][1 = G(s)]

Si I'on fait varier la borne supérieure de la premiére intégrale, on obtient un processus
sur [—o00;0], dont la variation quadratique est majorée par

Op(n~2) x /t2dG(t).

Cette derniére intégrale est finie, d’aprés ’hypothése de moment d’ordre 2 pour C'lg<g.
11 suffit alors d’appliquer le Théoréme 2.1.2 (la condition de Lindebergh étant vérifiée)
pour obtenir que ce terme est un op(n~/?).
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Etape 3.4 : Contribution de (3.3.12) a (3.3.25).
Par Fubini, elle s’exprime comme

/ / H(6)][F(u) — F(u)]duG(t) Z¢

Vo [1— H(H)][1 — H(t)]
qui se majore par Op(n=1) x fi)oo tG(t)dt, et on conclut du fait du moment d’ordre 2
pour Clo<p. ®

Dans le cas particulier ot T' > 0 presque sirement, la représentation du Théoréme
3.3.7 peut s’exprimer sous une forme plus simple.

Proposition 3.3.8 Sous les Hypothéses du Théoréme 3.3.7 et lorsque T' > 0, on a
§:E¢ = 2:E¢

> El¢ 1T>t]dthG (s) 12
// o A e

=
- e / [ [ Lt it

ot H(z,y) =P(T <y, X <z).

Preuve: Notons S(¢) = n~1 E?Zl[ﬁ*L — Y1 ¢(X;)]. D’aprés le développement du
Théoréme 3.3.7, et par définition de la fonction K,

1T>S JdME (s TH 1T>S]dde( )dME ()
WA = P =
H(t)]E[¢(X)1T>t]dt on(n—1/2
*/ u—H@m—G@1 +op(n™ ).

On utilise le Théoréme 2.1.1. Par le Théoréme de Fubini, la seconde intégrale s’exprime

[ [ e

En utilisant le fait que dMH = dM f + de, on en déduit le résultat. m

3.3.4 Représentation i.i.d. pour les combinaisons linéaires de Leur-
gans et KSV

Les représentations i.i.d. des sommes empiriques de Y; peuvent se déduire des re-
présentations pour la transformation KSV et pour celle de Leurgans, dans le cas ou
« est fixe. La Proposition suivante présente un résultat dans le cas oul « est choisi de
maniére adaptative, mais converge tout de méme vers une valeur limite ayp.



Sommes empiriques de synthetic data 7

Proposition 3.3.9 Sous les Hypothéses 8.3.1 et 3.3.2, et en supposant que Nyj(g, F, [|.][oc) <
00, St

& —ag — 0p.s.,

alors
n
sup [ ia L ao] ¢(XZ) — 0 p.s.
¢>€f =1
Si
a — ag — 0 en probabilité,
alors
n
sup [ ; ao} #(X;)| — 0 en probabilité.
qbe]-' i1

De plus, si I’Hypothése 3.3.4 est satisfaite,

1 <X - 1< 1
v o2 Yiad(Xi) = 7} :Y'* Xi) —ao— vO(T;, 6
d) S }-7 n ; z,ad)( ) n z,aogb( ) aon n ( )

=1 =1

271 Tlvd)

+ﬁ > A(TL5. X 0)

i=1

+040

+ Op(nfl/Q).

Preuve: Il suffit de remarquer que

*Z[ L me )

a_ao Z Yipo(X

On déduit des Corollaires 3.3.4 et 3.3.5, ainsi que des Théorémes 3.3.6 et 3.3.7 que

1~y 1y
- Z Yi0(X:) = - Z Y #(X;) + termes négligeables.
=1 i=1

On utilise alors les représentations des Théorémes cités. m

3.3.5 Variance des sommes empiriques de synthetic data

Etant donnée la représentation du Théoréeme 3.3.2, on déduit directement la variance
des sommes empiriques, pour l'estimateur KSV, & partir de la Proposition 2.3.1.
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Proposition 3.3.10 Soit
¢1(z,y) = yo(x).
Sous I"Hypothése 3.5.1,

Z sy d(Xi) — B[Y (X)) = N (0, 0% 5y (9)),

ot

€T v) x
o) /[qu wyjﬁ(g i) 11" ap( )

L’estimation de la variance des sommes empiriques KSV peut ainsi étre obtenue a
partir de la Proposition 2.3.2. Pour la transformation de Leurgans, la variance asymp-
totique peut étre déduite de la représentation du Théoréme 3.3.7. Le Lemme suivant
s’obtient par un calcul direct élémentaire. Il explicite sous forme intégrale les différents
termes intervenant dans la variance, pour ’estimateur de Leurgans.

Lemme 3.3.11 S désigne une des trois fonctions F', G, et H. On définit

ms(66) = E [(YMX) - ewioo) [ ¢<s>de<s>} |

On a

msto) = [IEEE o) [{ et )

TH(TH Blo(X)(1— H(tV s | X))](s)dtdS(s)
o) - GOI1 - 5()
s / B EB(O{C() + H(1|X) — (1 + G()LH(sX)}]drdS (5)
1 S()1 - C) '

La proposition suivante fournit une explicitation de la variance des sommes empi-
riques de synthetic data de Leurgans (en fonction des fonctions myg).

Proposition 3.3.12 On définit 11 = K(y,¢)[1 — G(y)] ™! — K(y,¢)[1 — HA(y)]_l, et
Uy et 3 définies au Lemme 3.3.18. La variance asymptotique de n~1/? >y Y;TL¢(XZ-),
s’exprime comme

oi(¢) = Var(YL¢(X)) +0*(K(-¢)) + Var(A)
+2mF(¢) 1/}1) + QmG((ba ¢2) + 2mH(¢7 ¢3)

ey { [owuo - cwrar).

ot %(¢) est définie a la Proposition 2.3.1.



Sommes empiriques de synthetic data 79

La démonstration est immédiate, reposant sur le Théoréme 3.3.7, le Lemme 3.3.18,
et le Lemme 3.3.11.
La variance Var(Y;¢(X)) peut étre estimée de fagon consistante par

n n 2

1 N 1 N

- Z Vi7o(X)? - <n Z }/iTLQZ)(Xi)) : (3.3.27)
=1 =1

En effet, la seconde somme converge vers E[Y[¢(X)| par le Théoréme 3.3.6. Quant a
la premiére somme, elle s’exprime comme

1 . * 1 v * * 2 o * * *
- Z)/i,l%(é(Xiy + - Z(Yi,L - i,L)2¢(Xi) + - Z(Yz‘,L =Y )Y o(X5).
i=1 i=1 i=1
La premiére somme tend vers E[Y;2¢(X)?], et par Cauchy-Schwarz, il suffit de montrer
que la seconde tend vers 0 pour obtenir que la troisiéme converge également vers 0.
Pour cela, définissons

IR P PP e CRRPA K
M (t) = n;¢(XZ) [/ {[1—G(t)][1—é(t>] 1t<0}dt] ’

—0o0
et observons que

1 - O *
- Z(Yi,L — Y712 (Xi) = Mo (7s1).-
i=1
On a aisément que sup,<, |My(t)| = op(1) (par le Théoréme 2.1.5) sous les Hypothéses
du Théoréme 3.3.7. Il suffit dés lors d’appliquer la Proposition 2.2.12 pour conclure.
Pour cela, observons que, pour 0 < 7 < 7g,

G(t) ~ G(t)

| My (7)) = Mp(T)| <[4l sup LG

t<Tm)

1 Toog 1
e || —]
nZ > [/0 1—G<t>}

on se retrouve alors dans les conditions de la Proposition 2.2.12.

Pour estimer les autres termes intervenant dans la variance de la Proposition 3.3.12,
il suffit de remarquer que ces termes sont des fonctions de H, G, et F. On estime de facon
consistante ces termes en remplagant ces fonctions de répartition par leurs équivalents
empiriques. La démonstration est rigoureusement analogue a celle de la Proposition
2.3.2, et est donc omise. Ceci nous conduit au résultat suivant.

Proposition 3.3.13 Définissons 6% (¢) l'estimateur de o%(p) obtenu en estimant la
variance Var(YFo(X)) par (3.3.27), et en remplagant H, F' et G par leurs équivalents
empiriques (fonction de répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la
formule de la Proposition 3.3.12. On a, sous les Hypothéses du Théoréme 3.3.7,

62(¢) — o2 (¢) — 0 en probabilité.
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Il reste & considérer la variance asymptotique pour les combinaisons linéaires de
I’estimateur de KSV et de ’estimateur de Leurgans.

Proposition 3.3.14 Soit o2(¢) la variance asymptotique den™'/2 37" Y* L O(X5). Soit
Ya = (yo)[L —H(y) ™" Ona

02(¢) = a’oiegy(¢) + (1 — a)?0%(4) + 2a(1 — a)or ksv(9),
ot l'on définit
oLxsv(@) = E[(Viisyd(X) - Elm(X)e(X)HY7o(X) - Elm(X)é(X)])]
() + B [ a0 + vl - F(t)}dG(t)} |

Cette variance se déduit de M = Mf + Mf, et de < Mf, Mf >= 0. Intéressons-
nous a présent a l'estimation de oy, xsv(¢). On peut estimer les quatre derniers termes
en remplacant H, G et F' par leurs équivalents empiriques. Il reste & estimer de facon
consistante la premiére espérance, par

120050 (T~ [ oir ) (Vo) = [uea). s

Par convergence des intégrales Kaplan-Meier, on se raméne & prouver que

Z ( Crsv i — Yigsy z*L) o(Xi) — 0,

en probabilité. Par un calcul élémentaire et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ceci est réalisé si

2
- Z ( i, KSV — 1 st> — Oen probablhté,
. 2
- Z ( L~ l*L> — 0 en probabilité.
i=1
La seconde propriété a été montrée plus haut. Pour la premiére, on définit

1 n - . 2
= - Z 17, <:d(Xi) ( i,L i,L>
=1

On a, pour tout 7 < 7g, sup,<, M), (t) = op(1). On applique la Proposition 2.2.12 en
remarquant que

G(t) - G(t

M/ - M 00 =
(M) = My ()] < [19loc sup LG

<Tin)

1 & .
X n Z 1T12T|Y;,KSV|'
i=1
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Proposition 3.3.15 Définissons 61, sv(¢) Uestimateur de o2 (¢) obtenu en estimant
l’espérance

E[{Ygsvo(X) = Elm(X)¢(X)IHYL ¢(X) — E[m(X)o(X)]}]

par (3.3.28), et en remplagant H, F et G par leurs équivalents empiriques (fonction de
répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la formule de la Proposition
3.3.14. On a, sous les Hypothéses du Théoréme 3.3.7,

o1, ksv(¢) — o ksv(P) — 0 en probabilité.

Par conséquent, 62(¢) = a?6%4(¢) + (1 — a)?6%(¢) + 2a(1 — @)L, ksv(¢), est un
estimateur consistant de o2 ().

3.3.6 Lemmes techniques

Lemme 3.3.16 On considére la classe de fonctions II = {u — K(u,¢),¢ € F}. Si
Ny(e, F, |- llsc) < 00 et E[YL] < o0, on a Ny(e,1I, L) < oo.

Preuve: Soit [f1,91],...,[fn,gn] un ensemble de e-crochets qui recouvre F (en
norme infinie). Si ¢ € [f;, g:], on a

K(u,¢) — K(u, f;) < Elh(u,T)]e,

et E[h(u,T)] < M x u pour une constante positive M. Le méme type d’inégalité peut
étre obtenue a partir des g;, et on en déduit donc le résultat. m

Lemme 3.3.17 On considére la classe de fonctions ¥ = {¢y(X,T;¢) = [u™21y>1 +
1u<i1)h(u, T)Pp(X),u € R, € F}, ou F est une classe de fonctions d’enveloppe ®
intégrable, telle que Ny(e,F,||.|loc) < o0. Alors Ny(e, ¥, L") < oo, et U posséde une
enveloppe intégrable.

Preuve:

Bracketing number.

Considérons tout d’abord la classe de fonctions T indexée par u composée des fonc-
tions A\ (T) = [u_Qluzl + 1y<1]h(u,T), et soit € > 0. Ona YT = T; + Yo, out l'on a
séparé les indicatrices de v > 1 et u < 1. Ces deux ensembles s’étudient de maniére
analogue, on ne considérera donc que le cas u > 1. Observons que, pour tout v > 1, on
a la majoration [ .

17> dt
)\u(T) S ? 0 1 _H(t)v
pour une constante M > 0, de telle sorte que E[A\,(T)] < Mu~'. Soit upr = M(g/2)~1.
On en déduit que Nj(e, T1, L") est fini si et seulement si Nj(e/2, T, L), oi T =
{Au,u > 1,u <up}. De plus, en dérivant la fonction A, (T") par rapport & u, on obtient
la majoration

1T>u
A (T) = Ao (T)|| < M/ —=L20n
s (1) = duy (D)) < M=
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L’Exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) fournit que N[](a/Z,T{W,Ll) < 00, et donc
N (6,T1,L') < oco. Un raisonnement analogue fournit N (e,T9,L') < o0, et donc
NH (E, T, Ll) < 00.

Par définition de Nyj(e, F,L>°) = N, soit [f1,41],.-,[f~,gn] un ensemble de e-
crochets qui recouvrent F (en norme oo). De méme, on se donne [f1,d1], ... [fr7: O]
un ensemble de e-crochets recouvrant T (en norme 1). Puisque la classe F est bornée,
quitte a effectuer une translation, on peut supposer que les fonctions ¢ sont positives.
On construit alors un e-recouvrement (en norme 1) de ¥ & partir des f; f]’~ et gig; en
remarquant que

A(T)O(X) = fifi < @(X)(N(T) = f5(T)) + FH{T)(S(X) — fi(X)),
pour A, € | ;,g;] et ¢ € [fi, gi], le méme type d’inégalité pouvant étre obtenu pour les g
et g'. De plus, par définition, (¢(X) — f;(X)) < e, donc E[f}(T)(¢(X) — fi(X))] < Mie.
Par ailleurs, ® étant bornée, E[®(X)(Au(T) — f;(T))] < Mae par définition des f. On
en déduit que Ny(e, U, LY < oo
Intégrabilité de ’enveloppe.
Par décroissance de la fonction 4 =2 pour u > 0, on obtient la majoration

™ 1rs — Lico[l — G(t
Vu > 1, (X, T )] < <I>(X)/ 20 o 1oy T2t~ Lecoll ZGON
—o0 1—H(t)
L’espérance du membre de droite se scinde en plusieurs parties,
0
G(t) — 1p<
[()/OO S TORE (3.3.29)

E[® {1 — H(t|X)}]
/ T dt, (3.3.30)

/ITH t—QE[f)(_)(;(Z;t]dt. (3.3.31)

L’espérance conditionnelle de I'intégrale intervenant dans (3.3.29), s’exprime

/0 G(tydt [ H(t|X) "
o L—=H({t) J_oo1—H(t)
Elle peut donc étre majorée en valeur absolue par

[1— H(0)]" {E[|C|1c<o] + E[|T[1r<0 | X]}.

La seconde espérance peut se majorer par une constante. L’intégrale (3.3.30) peut égale-
ment étre bornée par une constante, de méme que l'intégrale (3.3.31). En effet, ® étant
bornée, on a E[®(X)1rsy] < ||P]|oo(1 — H(2)).

Pour u <€ 0, on a la majoration

{17 —[1 - G@)]}
BT

0
<0, [T < 00| [

qui se majore de méme que (3.3.29). De méme, on majore par une constante |, (X, T; ¢)|
pour0<u<1l =m
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Lemme 3.3.18 Soit
1N
B / [n D, T)S(Xs) = h(u, T)$(Xy) | dF (u).
=1

Sous les hypothéses du Théoréme 3.5.7, on a

[ A — H()E[G(X) Lrsidt
5(9) ‘/o 1= H)][L - G(0)

N /” F(t)Zu(){E[$(X)1r<] + E[¢(X)|G(t) }dt
—o0 [1—H(t)]?
e dM (s) F (u)du
FER)) /_oo /_oo 1= F(s0)|[l - G(s)][1 — F(u)]

O Za(){EB(X)Lred] + E[6(X)IG(0))dr
TR >0)x Uoo : 1= 1)

0 de(s)F(u)du
+E[P(X)] /oo 11— F(s)]l1 - G(s)][1 - F(“)]]
_ %ZA(:@,&,XZ-;@-
=1

On notera également

/wQ )AMS (s /wg (5)dM (s).

Preuve: On utilise la décomposition (3.3.9)-(3.3.13). L’étude du terme (3.3.9) four-
nit le premier terme du développement. (3.3.7) et (3.3.11) fournissent le deuxiéme terme
et le quatriéme terme. (3.3.12) fournit le troisiéme terme et le cinquiéme terme.

Etude de (3.3.9).

Dans un premier temps, on tronque U'intégrale (3.3.9) en introduisant une borne
7 < 7. On a alors

/ / — H( ; 1T>tdtdF / / 1T)>]752dtdF() +Op(nY).

De plus
sup |-~ Z (X175 — E[p(X)1rsg])| = Op(n~/?2), (3.3.32)
(il 'agit d'une classe de Donsker) on en déduit donc
/ / H(t) rlﬂ Z(Z)][ll‘gi H() |)1]Ti>tdtdF(u)
N 11E SO BE) o,
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A présent, observons que

/TH /u ‘H ‘n*1 ZZ 1 ’qﬁ( )‘IT1 tdtdF( )
—~HW[1 - H(t )]

[ () = H(b)|dtdF (u)
qw&/ |

On va appliquer la Proposition 2.2.12, et on utilise pour ce faire la décomposition
R(7) = [R(7) — R(T(n))] + R(T(y))- Pour ce qui est de R(1{y)), on a, par Fubini,

At = [ 0 o)

Par ailleurs,

Tin) dtdF
RI) = R(Toy) < Nl sop 070 = F)zu(o] [ [
(n)

Par Fubini, 'intégrale du membre droite devient fTT<"> t1-e/2qp < fTTH t~17¢/24t, inté-
grale qui tend vers 0 quand 7 tend vers 7. En appliquant le Théoréme 2.1.5, on déduit
que supi<r,, [t1He/2[1 — F(t)]Zg(t)] = Op(n~/?). En effet,

/mﬂ%u_nmwﬂw - /mﬂﬁﬁw>
0 B 0

[1—H(t)? [1-G(t)]
mH {241 F(4)]dG (1)
+/0 TGoE (3.3.33)

Par Fubini, la derniére intégrale se réécrit

/TH/ t2+5dG 2( Y o /OTH m.

Par suite, l'intégrale (3.3.33) est finie, et le Théoréme 2.1.5 s’applique.
On a donc obtenu

R(T) < C; x Op(n~1/?),

et la Proposition 2.2.12 s’applique.
Etude de (3.3.10).
L’intégrale (3.3.10) s’écrit

/OA“ 1r<[H(t) — H(t)]dt N /OA“ 1r<i[H(t) — H(t)]dt
—o0 [L-H@)P oo [L—=H(®)2[1 - H(t)]

(3.3.34)

Puisque 7 > 0, la seconde partie de (3.3.34) est inférieure, en valeur absolue, &

Op(n~t) x |T].
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On en déduit

/O/\u n Yl ¢(Xz‘)1Ti§t[H.(t) — H(t)]dt (3:3.35)

00 [1—H())[1— H(®)] -
0Au n—l n ; » ~ B /

N / = ¢>()[(1 )E?I(t[)l]tg(t) o) + R,,(9), (3.3.36)

avec

IRA(6)] < Op(n™) % 6oy D 1Ti] = op(n172).
i=1

De plus, on utilise (3.3.32) pour remplacer n=1 > | ¢(X;)17,<; par son espérance dans
(3.3.36).

Etude de (3.3.11).

Pour obtenir un développement i.i.d. de ffoo[@(t) —G)][1—H ()] dt, pour u < 0,
on applique le Théoréme 2.1.1. On en déduit que

v dM$ (s)dt
wam—amm— "t / / 11— F(s )L — G(s)][1— H (D)

+ /_ fn(s)de (s),

avec sup, | fn(s)| = Op(n=1/?). Le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo permet de conclure que
le deuxieme terme est négligeable, uniformément en u < 0.

Etude de (3.3.12).

On procéde de méme que pour (3.3.10), et on utilise le fait que ft<0 G(t)dt < oo,
puisque E[|C|lo<p] < o0. m

3.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche spécifiquement tournée vers
I’estimation d’une espérance conditionnelle, 'approche dite synthetic data. Comme dans
le cas des intégrales Kaplan-Meier, les sommes de ces synthetic data sont des sommes
non i.i.d. Dés lors, nous nous sommes attachés a démontrer que des représentations
i.i.d. de ces sommes, analogues & celles obtenues pour l'estimateur de Kaplan-Meier
au Chapitre 2, pouvaient étre obtenues sous certaines hypothéses d’intégrabilité. En
particulier, la preuve de ces représentations repose sur le lien que nous avons fait entre
les sommes de synthetic data et les intégrales Kaplan-Meier. Dans ce chapitre, nous
n’avons étudié que les transformations proposées par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981)
et Leurgans (1987). La question de 'obtention de représentations i.i.d. pour les autres
approches décrites au cours de la section 3.2 pourrait a son tour étre explorée.
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Chapitre 4

Régression paramétrique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au modéle de régression paramétrique sui-
vant,

E[Y | X]=f(0,X), 6 € ©CR" (4.0.1)

En présence de censure, et sous I'hypothése d’identifiabilité 1.1.3, ce modéle a été étu-
dié initialement dans le cas du modéle linéaire, I’étude reposant essentiellement sur des
arguments de martingales. Nous présentons dans la premiére section de ce chapitre un
bref résumé des techniques développées pour le modéle linéaire. Néanmoins ces tech-
niques ne sont pas suffisantes pour permettre d’étendre ces résultats a des modéles plus
compliqués, c’est a dire pour des fonctions f n’étant plus nécessairement linéaires. En
outre, les conditions d’intégrabilité proposées pour assurer la convergence dans le cas
linéaire sont loin d’étre optimales. Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous pro-
posons deux familles d’estimateurs de 6y convergeant a la vitesse n~Y2 pour le modeéle
(4.0.1). La premiére famille, dite des moindres carrés pondérés, a été initiée par Zhou
(1992a), et peut étre reliée directement aux intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2. La
preuve de la convergence de cet estimateur a été obtenue par Stute (1999), et apparait
comme une conséquence directe des théorémes de représentations i.i.d. du Chapitre 2.
La seconde famille, dite des "synthetic data", repose sur les transformations des don-
nées étudiées au Chapitre 3. L’estimation de 6y dans le modeéle (4.0.1) n’avait jusqu’a
présent été étudiée que dans le cas du modéle linéaire. La nouvelle approche, développée
au Chapitre 3, qui repose sur le lien entre sommes empiriques de synthetic data et inté-
grales Kaplan-Meier, nous permet de considérer le cas général d’un modele de régression
non linéaire. De plus, les conditions d’intégrabilité sous lesquelles nous démontrons la
convergence des estimateurs synthetic data de 6y représentent une amélioration notable
par rapport aux conditions avancées dans le cas du modeéle linéaire (voir par exemple
Zhou, 1992b, Koul, Susarla et Van Ryzin, 1981, Fan et Gijbels, 1994). La troisiéme
section présente des résultats obtenus par simulation, dans le but de comparer empi-
riquement les estimateurs correspondant aux différentes approches, moindres carrés ou
synthetic data. Ces simulations montrent en particulier que, dans un certain nombre de
situations, les estimateurs synthetic data, qui n’avaient pas été étudiés jusqu’alors de
fagon générale, se comportent mieux que ceux reposant sur I’approche moindres carrés.
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4.1 Meéthodes synthetic data et moindres carrés pondérés
dans le cas linéaire

4.1.1 Meéthode synthetic data

Dans le cas du modéle linéaire, Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et Leurgans
(1987) proposent d’estimer les parameétres de la régression en appliquant la méthode des
moindres carrés au vecteur des transformations (f/l*, 1 <4 < n). Dans le cas particulier
du modeéle linéaire, les estimateurs de la régression sont définis de maniére explicite.
Considérons, par souci de simplicité, le modeéle de régression linéaire simple

Y =a+ (X,
ot a € R, et B € R. L'estimateur "synthetic data" = (&, A) s’exprime alors
p o= Zim V(X - X)
Z?:l(Xi - X)Q 7
a = Y—-aX,

ot Z =n! >, Z; pour toute variable Z. Par exemple, dans le cas de l'estimateur
KSV, l'expression de 0 se réécrit

§ - T ¥rXi—X) ¥R, SIG(T-) - GOl - G
Z?:l(Xi - X)2 Z?:l(Xi - X)2
L2 0ilG(Tm) = GL)P[L = GT) 'L - (L)
> (Xi — X)?
La normalité asymptotique est montrée conditionnellement aux X. Le schéma de la

preuve (voir Zhou, 1989, pour l'estimateur KSV, et Zhou 1992b pour le cas de I’estima-
teur de Leurgans) est le suivant :

(4.1.1)

1. On étudie la somme ci-dessus en écartant les valeurs de T; supérieures a 7.
2. On montre que le troisiéme terme du développement (4.1.1) est négligeable.

3. On utilise la représentation du Théoréme 2.1.1 et le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo
pour prouver que la somme

s i Yilne (X - X)
Ty ne (X - X)?

converge vers
B, = E[Y*| X,T < 7).

4. On utilise des arguments de tension pour faire tendre 7 vers 7g, et on utilise
pour cela des hypothéses d’intégrabilité. Dans notre cadre, nous ne travaillons pas
conditionnellement aux X. Dans un cadre i.i.d., les hypotheéses utilisées par Zhou
(1992b) deviennent
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/Ooo (E[X(f_—é%l@)])l/? dt < oo,

/C’(l;/Q(t)E[X(l — P X))]dt < oo,

/E[X(l — F(t, X))]dCa(t) < oo.

Ces hypotheéses sont plus fortes que celles que nous serons amenés & poser par la
suite.

4.1.2 Méthode moindres carré pondérés

Zhou (1992a) propose I'approche moindres carrés pondérés pour l'estimation du
modele linéaire. Plus généralement, en se plagant dans le modeéle (4.0.1), on a

Oy = inE [(Y — f(8,X))?%].
0 = argmin [( (0,X)) ]
D’aprés le calcul (2.2.10), on a

MMC ) =FE [ (T — f(0,X))?|.

1-G(T-)

Une nouvelle fois, puisque G n’est pas connu, on estime M () par

n

e g L x 6l T — £(6, X))

=1

I

et on définit

Oy = in MMC ().
me = argmin My (9)

Ainsi, on peut noter que la démarche moindres carrés pondérés et la démarche synthe-
tic data peuvent s’interpréter de facon relativement similaire. Dans le cas de ’approche
moindres carrés pondérés, on ne transforme pas les données, mais on transforme direc-
tement le critére des moindres carrés. Zhou (1992a), pour prouver la normalité asymp-
totique de ¢ dans le cas du modéle linéaire, développe une argumentation similaire
a celle qu’il utilise pour 'estimateur synthetic data.

Néanmoins, d’aprés la définition de la fonction M,, et le Lemme 2.2.2 sur le lien
entre les sauts de ’estimateur de Kaplan-Meier de F' et G’, il apparait profitable de faire
le lien entre cette méthode et les intégrales Kaplan-Meier.
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4.2 Le cas général

Dans cette section, nous nous penchons sur le modele (4.0.1) général. En particulier,
dans ce modele, il est impossible (sauf pour des cas particuliers de fonctions f) de
définir explicitement les différents estimateurs. Par ailleurs, on suppose tout au long de
ce chapitre que le modeéle satisfait I’hypothése suivante.

Hypothése 4.2.1 Le modéle satisfait
V0 € ©,E [{f(0,X)— f(60,X)}?] >0,
et Oy est un point intérieur de ©.
Cette hypothése nous assure que si E[Z | X] = f(0y, X), 0y est bien défini comme
I'unique minimum de la fonction M (0) = E[(Z — f(6o, X))?] sur ©.
4.2.1 Moindres carrés pondérés

On considere la fonctionnelle MMC (6) et 6y;c définis dans la section 4.1.2. Par le
Lemme 2.2.2, M,,JLV[C apparait comme une intégrale Kaplan-Meier.

MMC(g) = / ly— f (80, 2)PdE (x. ).

Cette remarque permet a Stute (1999) d’étudier 6 directement a partir des résultats
évoqués au cours du Chapitre 2.

4.2.1.1 Convergence presque siire

La convergence presque stiire de OMC découle de la convergence uniforme de MT]LW ¢
vers MMC En utilisant les résultats du Chapitre 2, nous sommes conduits & poser un
certain nombre d’hypothéses portant sur la régularité du modeéle, et des conditions de
moment sur Y.

Hypothése de moment.

Hypothése 4.2.2 On suppose E[Y?] < occ.
Hypothése de régularité du modéle.
Hypothése 4.2.3 On suppose que M satisfait la condition suivante,

Ve > O,NH(&“,Mu HHI) < oQ.

En particulier, si © est compact, cette derniére hypothése sera par exemple satisfaite
si

VO € O,1£(0,X) — f(0', X)| < M(X)|0 — 0],

pour un certain a > 0, et M(X) telle que E[M(X)] < oo (voir par exemple Van der
Vaart, 1998, exemple 19.7). Notons que, dans U'esprit du Théoréme 2.2.4, la condition
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sur le bracketing number peut étre affaiblie si ’on ne s’intéresse qu’a une convergence en
probabilité, il suffit alors de supposer que la classe M est P—Glivenko-Cantelli. Stute
(1999), pour son résultat de convergence presque sire, considére une classe de fonctions
M qui ne satisfait pas (4.2.3), et utilise les résultats de Jenrich (1969). Nous pouvons
donc remplacer la condition (4.2.3) par 'hypothése suivante.

Hypothése 4.2.4 Le modeéle M satisfait
- © est compact,
— Pour tout z, f(0,x) est continue.

Nous sommes & présent en mesure d’énoncer le résultat de convergence de 0y/¢.

Théoréme 4.2.1 On suppose que I’Hypotheése 4.2.1 est satisfaite. Sous les Hypothéses
4.2.2 et 4.2.83 (ou 4.2.2 et 4.2.4),

éMc — 0y p.s.

Preuve: Voir également Stute (1999). Pour montrer la convergence presque stire, il
suffit de montrer

sup [MMC(9) — MMC(9)| — 0 p.s., (4.2.1)
0cO

puisque I'Hypothese 4.2.1 assure I'unicité du minimum MWE5 () de la fonctionnelle
MWLS  Sous les Hypothéses 4.2.2 et 4.2.3, on applique le Théoréme 2.2.6. Sous les
Hypothéses 4.2.2 et 4.2.4, on peut modifier ’argumentation et appliquer le Théoréme 2
de Jennrich (1969). m

4.2.1.2 Normalité asymptotique

Des hypothéses supplémentaires sont nécessaires pour obtenir la normalité asymp-
totique.
Hypothése de moment.

Hypothése 4.2.5 On suppose

y?
/1 — G(y)dF(y) < 00.

Hypothése de régularité du modéle.

Hypothése 4.2.6 On suppose que, pour tout x, la fonction f(.,x) est deuz fois dif-
férentiable par rapport a 6. De plus, en notant Vof(0,z) (resp. V3f(0,z)) le vecteur
des dérivées partielles (resp. la matrice des dérivées secondes) évalué au point (0,x), on

définit
Fi o= {VQf(H, )79 € @}7
Fp = {Vif(6,.),0 €0},
et on suppose que, pour i = 1,2,

Nﬂ(é‘,fi, H”l) < 00.
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De méme que précédemment, cette hypothése peut étre remplacée par ’hypothése
suivante.

Hypothése 4.2.7 © est compact, et pour tout x, les fonctions Vof(.,z) et Vaf(.,x)
sont continues par rapport a 0.

Sous ces hypotheéses, on déduit la représentation i.i.d. (et de 1a la normalité asymp-
totique de Ops¢).

Théoréme 4.2.2 On suppose satisfaites les Hypothéses du Théoreme 4.2.1, et les Hy-
pothéses 4.2.5 et 4.2.6 (ou 4.2.5 et 4.2.7). Soit

duc(z,y) = [y— f(0o,2)Vef(bo,z),
Q = E|[Vof(bo,X)Vof(6o,X)'].

On a la représentation 1.1.d. suivante,
R B _ 1 « _
Onic — 0o = Q7! (/ o (x,y)dF (z,y) + - Z’Yl((ﬁWLs,Ti,&)) +op(n~1?).
i=1

Par conséquent,

V(e — ) = N(0, %),

avec
Y= 9_102(¢Mc)ﬂ_1,

ot 0%(pnrc) est définie a la Proposition 2.3.1.

Dés lors, l'estimation de la variance asymptotique peut étre effectuée de maniére
consistante en estimant o2(¢yc) par Uestimateur considéré dans la Proposition 2.3.2,
et en estimant €} par une moyenne empirique.

Preuve: Voir également Stute (1999). 6y est un point intérieur de ©. De plus, par
le Théoréme 4.2.1, avec une probabilité tendant vers 1, Oric est également un point
intérieur de ©. Un développement de Taylor fournit

Oric — 0o = —VEMMC(01,) " Ve MMC (69),

pour un point intérieur 81, qui tend vers 6y presque stirement, puisque 0 Mmc tend presque
sirement vers 0y d’aprés le Théoréme 4.2.1.

Développement i.i.d. de VoMM (6y).

On a

VoMMC(6) = —2 / o (e, y)dE (. y).

On en déduit, en appliquant le Théoréme 2.2.10, que

- 1 &
VoM (00) = -2 [ Gurc(ay)dF () + 5 S uPE(T,5) + op(n 1)
=1
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Convergence presque stire de VaMMC(0y,,).
On a

VIMMC(g,) — 2 { [ o8O 2)V05 G2 aF 2.
- / = £ (Orm )|V (B ) dE (2. ) |

Par convergence de 61, vers 6y et par 'Hypothése 4.2.6 qui permet d’appliquer le Théo-
réme 2.2.6, on en déduit que ces deux intégrales convergent respectivement vers

/ Vol (00, 2)Vof (00, 2V dF () = O
1= 160,219 00, 0)aF () = 0.

On en déduit que VEMMC(01,) = Q + op(1), et le développement i.i.d. de Oric — 0o
suit. m

4.2.2 Synthetic data

A partir des représentations i.i.d. obtenues au Chapitre 3, nous sommes & présent
capables de prouver la convergence des estimateurs synthetic data dans le modéle 4.0.1,
en appliquant une méthode semblable & celle de Stute (1999) pour les moindres carrés
pondérés. Nous considérons une transformation synthetic data (}A/Z*a, 1 <i <mn), définie
en (3.2.17). L’estimateur synthetic data de 6y est obtenu en appli(iuant la méthode des

y*o1<i< n), c’est a dire,

moindres carrés aux variables estimées (Y;*;,
)

~

05 = in M% (0
4 arggél(g (0),

avec
. R
Mi(0) = —> (Vi — (0, X:))*.
=1

Si & — ag, on s’attend & ce que cette fonctionnelle converge vers
M (9) = B [(Vz, - £(0,X))?]

Il convient de noter que les fonctions M@ et MM sont différentes, méme si leur
minimum est réalisé au méme point 6y. Par ailleurs, remarquons que I’Hypotheése 4.2.1
assure que 0y est bien 'unique point qui réalise le minimum de M<°, puisque, par
construction, E[Yy | X] = f(fo, X).

4.2.2.1 Convergence presque sire

Le Théoréme suivant repose sur les hypothéses du Théoréme 4.2.1. La seule différence
réside certes dans la condition d’identifiabilité. En effet, rappelons que I'utilisation de la
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transformation de Leurgans repose sur ’'Hypothése 1.1.3, tandis que la transformation
KSV et I'approche moindres carrés pondérés reposent sur I’Hypothése 1.1.4, un peu
moins restrictive. Dans cette section, nous nous placerons sous I’'Hypothése 1.1.3. Le
résultat du Théoréme suivant reste cependant vrai sous I’'Hypothése 1.1.4 dans le cas
ol & = —1 presque siirement.

Théoréme 4.2.3 Soit & une suite de réels convergeant presque strement vers ag € R.
Sous les Hypothéses du Théoréeme 4.2.1, on a

éd — By p.s.
Preuve: En développant le carré dans les fonctionnelles M et M2, on observe que

fo = argiin B [£0.X)7] =28 [V}, 0.X)] = 1°(0),

>
)
Il

1 - 2 1 . Ok . ap
argmin — ;f(@,Xi) - 2% ;Yi,df(H,Xi) = argreré%Fn (9).

Du Théoréme 2.2.6, on déduit que supgeg [I'5°(0) — I'*0(0)| — 0 presque strement (on
peut également appliquer le Théoréme 2 de Jenrich (1969) comme dans la preuve du
Théoréme 4.2.1). Par conséquent, 05 — 0y presque stirement. m

4.2.2.2 Normalité asymptotique

Pour obtenir la normalité asymptotique, nous devons nous placer sous des Hypo-
théses analogues a celles du Théoréme 4.2.2. Cependant, d’aprés 1’étude menée au Cha-
pitre 3, nous aurons besoin d’une condition de moment légérement plus forte que 'Hy-
potheése 4.2.2, de fagon & pouvoir utiliser la représentation i.i.d. du Théoréme 3.3.20. En
effet, rappelons que la preuve de ce Théoréme repose sur ’Hypothése 3.3.4, que nous
rappelons ici pour plus de lisibilité.

Hypothése 4.2.8 On suppose qu’il existe € > 0 tel que
/ y*tedF(y)
1-G(y)
Théoréme 4.2.4 On se place sous les Hypothéses du Théoréme 4.2.2, en supposant de
plus I’Hypothése 4.2.8. On suppose que & — g en probabilité. On définit
¢KSV(%ZU) = yv&f(907$)7
¢L(xay) = K(y7 v@f(907'))7

ou K est définie dans la preuve du Théoréeme 3.3.6. On suppose de plus que, si X est le
support de la variable X,

< 00

sup |f(6,z)] < oo,
0O, xeX

sup [Vof(6,0)] < oo
0eO,xeX

sup |Vaf(0,z)] < oo.
€O, xeX
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Alors

. 1 @
fa — 0o { Z: a0 ® _OJOEZ’Yl(¢KSV7Ti75i)

=1

Z% (61, T, ) ZA TZ,@,XH@H

Yop (n71/2) , (4.2.2)

+(1 + ap)

ot la fonction A est définie au Lemme 3.3.18. On en déduit que

Vn(0s — 0p) = N (0,02 (),

o 2, (¢) est défini dans la Proposition 3.3.15.

Preuve: De méme que dans la preuve du Théoréme 4.2.2, on applique un dévelop-
pement de Taylor, puisque 6y est un point intérieur de O, et qu’avec une probabilité
tendant vers 1, c’est aussi le cas pour 5. De méme que dans la preuve précédente, on
a donc

04 — 00 = —V2ME(01,) Vo ME ().
On a

2 -
VM2 (61n) = Zvef 010, Xi) Vo f(01n, Xi)" — - > V5 F (01, Xi) (Vi — (60, Xi)).
i=1

La premiére somme converge vers 2{) puisque 01, tend vers 6y, et que la famille de
fonctions V2£(6,.) est P—Glivenko-Cantelli. La seconde tend vers 0 en probabilité par
la Proposition 3.3.9. De plus,

VoM (B0) = — > S (Vi — (B, X))V (60, Xo).

i=1

La Proposition 3.3.9 fournit la représentation i.i.d. recherchée. m

4.3 Comparaison par simulation

Dans le cas du modéle linéaire, aucune des procédures détaillées ci-dessus (moindres
carrés pondérés ou synthetic data) ne peut étre considérée comme "meilleure" que
Pautre. En effet, suivant les distributions F' et G (et suivant la fonction f), une méthode
ou 'autre apparait plus performante. Dans cette section, nous reproduisons les résultats
d’une étude par simulation de la performance des différents estimateurs du paramétre
6o dans le modele (4.0.1).
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Premiére configuration. Nous reprenons le modeéle considéré dans I’étude par
simulation effectuée par Stute (1999). Pour § € R? — {0}, et en notant 1 le vecteur
(1,1)’, on consideére la famille de fonctions

60’3:

f0,2) = 57 (4.3.1)

Les lois des différentes variables sont

- X ~U[0,1] @ U0, 1],

— &~ N(0,1) indépendant de X,

— C ~ &(c1) indépendant de (X,Y),
ou U[0, 1] désigne la distribution uniforme sur [0, 1], £()\) désigne une loi exponentielle
de paramétre A. Ici, le paramétre ¢; permet de fixer la proportion de variable censurée.
Notons que Stute (1999), dans son étude par simulation, considére C' ~ U[0, ¢1]. Nous
ne considérons pas ce modéle, car dans ce cas 7r > 7. Les estimateurs ne convergent
donc plus vers 0y mais comportent un biais asymptotique.

Deuxiéme configuration. Nous introduisons de 1’hétéroscédasticité. Par ailleurs,
nous supposons que cette hétéroscédasticité est inconnue du statisticien, de sorte que
nous ne modifions pas les procédures d’estimation ci-dessus pour prendre en compte le
modeéle d’hétéroscédasticité. La fonction f est définie par (4.3.1). Les lois des différentes
variables sont

- X ~U[0,1] @ U0, 1],

- | X ~N(0,0%(X)),

—~ C ~ &(c2) indépendant de (X,Y),

avec

9 1

o (@) = 1421
Dans cette configuration, les X tels que || X||; grands sont plus informatifs. De plus,
lorsque || X ||1 est grand, Y est en général "plus grand", et posséde donc plus de chances
d’étre censuré.

Estimateurs. On note éMC I'estimateur des moindres carrés pondérés de Stute
(1999). O sy Pestimateur basé sur la transformation KSV (1981). 1, estimateur basé
sur la transformation de Leurgans (1987). Nous considérons également ’estimateur basé
sur un choix adaptatif de a proposé par Fan et Gijbels (1994). Leur choix de « est ef-
fectué dans un contexte un peu différent puisque Fan et Gijbels (1994) se placent sous
I’Hypothése 1.1.5, et utilisent des estimateurs & noyau pour estimer leurs transforma-
tions. Néanmoins, leur choix de a peut étre adapté a notre contexte, en considérant,

*
& = min Yot (4.3.2)
6, =1T;>0,Y; ~T;>0 Y e gy — Y/
Ce choix est motivé par le fait que, quand « est trop grand, Y; devient plus petit que
Y (pour une observation non censurée), et introduit plus de variabilité. Par ailleurs,
un choix de a < 0 privilégie 'estimateur KSV. Or Var(Y}) < Var(Yggy) (ces deux
transformations ont la méme espérance, et on a vu que E[Y;?] < E[Y}%/], voir section
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3.3.1). L’idée de Fan et Gijbels (1994) consiste a choisir a le plus grand possible tel
que Y; > Y pour toute observation censurée. Voir également la discussion dans Fan et
Gijbels (1994).

Par ailleurs, ce choix adaptatif & entre bien dans les conditions du Théoréme 4.2.4,
d’apreés le Lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Pour & défini par (4.5.2), et dans les modéles considérés ci-dessus,
& — 0 en probabilité.

Preuve: Définissons

t  ds ¢ t G(s)ds
_ 0 I=G(s) _ _JO1-G(s)

a( ) - t _ [t __ds sdG( s) ’
1-G(t) 0 1-G(s) fO [1-G(s))?

et @&(t) obtenu en remplacant G par G dans la définition de a(t).

Considérons le cas C ~ &£(1) (auquel on peut se ramener par un changement
d’échelle). On a alors
Les(1— e *)ds

fg sesds .

a(t) =

Un calcul direct montre que «a(t) — 0 quand ¢ T oo, et par conséquent c’est également
le cas pour &. De plus, T(,,) tendant vers l'infini, on obtient la convergence de & vers 0.
|

Plus généralement, on peut prouver que «(t) — 0 quand ¢ tend vers 77, pourvu que
G ait une queue de distribution du type Pareto, c’est a dire G(t) = 1—¢~7 quand t > ty
pour un v > 0 et un tg > 1. Alors

to G(s d

alt) =
g() [18dg((s Pl + ’Yj;/ sVds
to G(s)d ¢
B 0 1- 2;(584‘]; s7ds 001 Gs)+ftods
to sdG(s) to sdG(s)

0 1-G(s)] 2+7ft s7ds 0 [1-G(s)] 2+'7ft s7ds
Puisque fti) s7ds > fti) ds — oo et

¢
fto ds ~
ftto sVds

quand t — o0, on en déduit
lim a(t) = 0. (4.3.3)

t—o0

Procédure.
— On considére une taille d’échantillon fixée, n = 30 tout d’abord, puis n = 100.
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— On fait varier le niveau de censure, c’est & dire les parameétres c; et ca.

— Pour chaque niveau de censure, on génére 5000 échantillons et on calcule, pour
chaque échantillon éMC’, éKSV, éL, éF(;.

— On estime EQM = EJ[||0 — 6,]|3] pour chaque estimateur en faisant la moyenne
des erreurs quadratiques sur les 5000 échantillons.

Reésultats. La figure 4.1 présente les résultats obtenus dans les deux configurations.

Config 1, n=30 10 Config 1, n=100
. . 16 . .
——a—— KSV ——A—— KSV
0.025f — > F¢ 1UH —o—Fc
~~~~~~~ Stute s - Stute
Leurgans 12y Leurgans
w002 ui
0 0
= =
0.015
0.01
0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3
Proportion of censored responses Proportion of censored responses
%10~ Config 2, n=30 NET Config 2, n=100
5 . . - .
——a—— KSV ——A—— KSV
—o—— FG 1.3 —o— FG
a5H Stue | X 4L e Stute
Leurgans 1.2 { —— Leurgans
ui ui
% v 11
= =
0.9
3 0.8
0.2 022 024 0.26 0.28 0.3 0.18 0.2 0.22 024 026 028 03
Proportion of censored responses Proportion of censored responses

F1G. 4.1 — Erreur quadratique moyenne des estimateurs de Stute (éMc)7 KSV, Leurgans, Fan et
Gijbels dans le cas d’erreurs homoscédastiques (Config 1) et hétéroscédastique (Config 2).

Dans tous les cas, on observe une perte de performances quand la proportion de
censure augmente. Dans la premiére configuration, I'estimateur de Leurgans parait le
plus performant, tandis que le choix adaptatif de & proposé par Fan et Gijbels (1994)
n’améliore pas significativement la qualité de I’estimation (voire la détériore), et souffre
probablement des mauvaises performances de ’estimateur KSV dans ce modéle.

Dans la seconde configuration et pour n = 30 I’avantage semble étre & l'estimateur
KSV pour des niveaux de censure faibles, mais sa qualité se détériore dés que ce niveau
augmente sensiblement. Le comportement des autres estimateurs semble beaucoup plus
stable suivant le niveau de censure. L’estimateur de Leurgans fournit une EQM plus
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basse que l’estimateur de Stute, I’estimateur avec & adaptatif améliorant encore sa
performance. Pour n = 100, la différence devient plus importante entre 'estimateur de
Leurgans et celui de Stute. L’amélioration apportée par le choix adaptatif & n’étant
plus aussi importante que pour une faible taille d’échantillon.

Conclusions. Dans la configuration 2, on constate un écart relatif assez important
entre I'estimateur GMC et 9L Notre interprétation est la suivante. Dans la configuration
2, les x; les plus informatifs correspondent a des zones ou la censure est plus importante
(c’est a dire ou P(§; = 1 | X; = z;) plus grande). L’approche des moindres carrés a le
désavantage de perdre I'information contenue dans les X; qui correspondent & des obser-
vations censurées (les X; correspondant & des observations censurées ne sont exploités
nulle part dans la procédure, voir la définition de MM C). En revanche, ’approche syn-
thetic data tire profit de tous les X;, méme ceux qui correspondent & une observation
censurée, ce qui semblerait expliquer pourquoi cette méthode est plus & son avantage
dans la seconde configuration.

4.4 Conclusion et perspectives

Les représentations i.i.d. des Chapitres 2 et 3 ont été mises en application en vue
d’estimer le paramétre 6y d’'un modele du type (4.0.1). Les estimateurs proposés sont
des généralisations de I'estimateur des moindres carrés utilisé en I’absence de censure,
et on obtient des résultats de normalité asymptotiques qui prolongent ceux obtenus
en ’absence de censure. Des deux méthodes présentées ici, "moindres carrés pondérés"
(ou intégrales Kaplan-Meier) et "synthetic data", la question de savoir laquelle est plus
performante que 'autre dépend du type de modéle considéré (des fonctions F, G et H
notamment, mais également de la forme de la fonction). De ce point de vue, la recherche
d’'un a adaptatif dans la transformation de Zheng (1987) semble étre un domaine qui
demande plus ample exploration. Le choix de a proposé par Fan et Gijbels (1994), et
utilisé dans nos simulations, pose plusieurs questions, notamment la convergence de &
vers un réel ag. Nous conjecturons que, quelles que soient les distributions, & converge
vers 0 (ce qui correspond a la transformation de Leurgans). Par ailleurs, la question de
I'optimalité de cette méthode de choix de « reste ouverte. Elle est fondée sur I'étude
de la variance des transformations Y™, mais, ainsi qu’on ’a vu dans les représentations
i.i.d. du Chapitre 3, la variance asymptotique de n~1/2 Yo Yi*qS(Xi) n’est pas celle de
Y*¢(X). D’autres choix de o méritent donc d’étre proposés et étudiés théoriquement.
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Chapitre 5

Régression non paramétrique et test
d’adéquation au modéle non linéaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse tout d’abord & ’estimation non paramétrique de la
fonction de régression. Le modéle de régression est

E[Y | X] = m(X),m e M, (5.0.1)

ou M est une famille (non paramétrique) de fonctions suffisamment réguliéres. En
Pabsence de censure, 'estimateur & noyau de Nadaraya-Watson (1964) est l'une des
méthodes permettant d’estimer cette fonction de régression. Dans la section 5.1 de ce
chapitre, nous nous intéressons a ’extension de cet estimateur et de ses propriétés de
convergence au cadre des données censurées sous '’hypothése d’identifiabilité 1.1.4.

L’estimateur non paramétrique m est utilisé dans la section 5.2 pour construire un
test non paramétrique d’adéquation au modeéle de régression paramétrique (4.0.1) du
Chapitre 4. L’approche qui est développée dans la section 5.2 repose sur ’extension &
un cadre censuré d’une statistique de test proposée par Zheng (1996), puis sensiblement
modifiée notamment par Horowitz et Spokoiny (2001), voir également Guerre et La-
vergne (2005). Les approches existantes, en présence de censure, voir Stute, Gonzalez
Manteiga, Sanchez Sellero (2000) et Sanchez Sellero, Gonzélez Manteiga, et Van Kei-
legom (2005), sont au contraire basées sur des procédures de test qui ne comportent
pas de lissage. Par ailleurs, dans ces deux approches, la représentation asymptotique
des statistiques de test est délicate & manipuler et nécessite des techniques numériques
difficiles & mettre en ceuvre. La forme asymptotique de la statistique de test que nous
proposons, quant a elle, apparait particuliérement simple. Nous montrons ainsi que,
asymptotiquement parlant, cette statistique de test est équivalente & une statistique de
test (inaccessible par le statisticien) utlisant des variables non censurées (mais trans-
formées). Cette simplicité facilite grandement la mise en ceuvre de notre test. De plus,
nous fournissons des résultats de consistance (envers une alternative fixe, mais aussi
envers des alternatives s’approchant de '’hypothése nulle, alternatives de type Pitman
ou alternatives réguliéres appartenant a une classe de Holder) de notre procédure de
test. En présence de censure, de tels résultats de consistance n’avaient jusqu’a présent
pas été mis en évidence dans les autres approches.
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5.1 Estimation non paramétrique

Estimer non paramétriquement la fonction de régression peut étre effectué en uti-
lisant I'une des deux approches exposées aux chapitres précédents (intégrales Kaplan-
Meier, Chapitre 2, ou synthetic data, Chapitre 3). Pour ce faire, nous considérons ici
uniquement le cas de l'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson (1964). On utilise ainsi
un noyau K pour régulariser I'estimateur de Kaplan-Meier (ou la fonction de répartition
(3.2.8) dans l'approche synthetic data) du point de vue des variables explicatives (en
Pabsence de censure, on régularise la fonction de répartition empirique).

Néanmoins, I’étude théorique de ces estimateurs ne peut étre effectuée directement
sur un développement i.i.d. du type de celui du Théoréme 2.2.11. En effet, on désire-
rait appliquer le développement i.i.d. & la classe de fonctions suivante, F = {(z,y) —
h= 4K ([x —u]/h)y,u € R}. Mais cette classe de fonctions est trop complexe pour entrer
dans le cadre du Théoréme, au lieu de quoi il est nécessaire de considérer h? x F. L’ordre
du reste (en op(n~1/?)) dans 'énoncé du Théoréme 2.2.11 n’est pas suffisante pour nos
résultats, puisqu’on aboutirait in fine a un reste en op(n~2h~%) en redivisant par h.
Pour cette raison, nous devrons développer une approche qui tienne compte spécifique-
ment du cas des estimateurs & noyau. L’ingrédient clé qui simplifie considérablement
la discussion est le Lemme 2.2.2, qui permet d’obtenir une majoration des sauts de
I'estimateur de Kaplan-Meier.

Dans cette section, nous obtenons des représentations i.i.d. d’estimateurs non para-
métriques & noyau. Ces représentations i.i.d. nous permettent d’étendre les propriétés
de ces estimateurs & la présence de censure. Il faut mentionner une particularité intéres-
sante de ces représentations. Ainsi que nous 'avons vu au Chapitre 2, le développement
des K M —intégrales fait apparaitre deux termes. Le premier est une intégrale par rap-
port a 'inaccessible fonction F définie en (2.2.9), c’est a dire I'estimateur de la fonction
de répartition que I'on pourrait construire si I’on connaissait la distribution G de la
censure. Cette premiére partie du développement i.i.d., par son espérance, fournit la
limite d’une intégrale Kaplan-Meier. Le second terme du développement est quant a lui
d’espérance nulle, et n’apparait que dans la variance. Il provient de 'estimation de G
par G. Pour les estimateurs a noyau de la régression, ce terme supplémentaire ne modi-
fie pas la variance asymptotique. En effet, il apparaitra de ’ordre Op(nfl/ 2) alors que
les vitesses non paramétriques du terme principal seront plus lentes. L’une des raisons
a ce phénomeéne vient des hypotheéses d’identifiabilité (Hypotheses 1.1.3 ou 1.1.4), qui
posent une certaine forme d’indépendance entre C et X, le lissage n’ayant lieu, dans
notre situation, que par rapport & X (et non & Y'). La situation serait différente sous
I’'Hypothése 1.1.5.

5.1.1 Développement i.i.d. de ’estimateur de Nadaraya-Watson en
présence de censure

Soit X € RY, de densité fx(z). Soit X un ensemble sur lequel fx(z) > a > 0. En
I’absence de censure, I’estimateur de Nadaraya-Watson de la fonction m se définit de la
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fagon suivante,

N 1 " X’L — X ~ -1
) = {WZ;YK (% )} e
ou la densité de X notée fx(x) est estimée par
A 1 — X, —x
= — K .

Cet estimateur peut se réécrire sous forme d’une intégrale par rapport a la fonction de
répartition empirique.

nw (z) = {/yK <“ - ‘””) dﬁ’emp(u,y)} {/K (“ - ‘””) dFX(u)}l. (5.1.1)

5.1.1.1 Estimation de la densité fx

Il faut remarquer que l'intégrale du dénominateur peut toujours étre calculée en
présence de censure. En effet, il s’agit d’une intégrale par rapport a la fonction de
répartition de X. Cette fonction de répartition est toujours disponible, puisque les
variables explicatives ne sont pas censurées dans notre modeéle. Par ailleurs, I’estimateur
f x posséde un certain nombre de propriétés rappelées dans le Théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1 On suppose que [ K(s)ds = 1, et que K est continue, symétrique,
bornée et a variation bornée. Soit X le support de fx, et Xs un compact strictement
inclus dans Uintérieur de X. Soit a, une suite qui tend vers 0 moins vite que [logn]/n.

On a
sup n' 22 logn) V2| fx (@) — E[fx(2)]] = Ops(1).

x€X5,logn/nt/d<h<an,

De plus, si on suppose que fx est deux fois dérivable, ses dérivées étant bornées, et
que K est a support compact,

sup W2 E[fx (2)] = fx(@)] = O(1).

z€X;,logn/nt/4<h<an

On pourra consulter Einmahl et Mason (2005) pour une preuve de la premiére
partie. La seconde partie s’obtient & partir d’un développement de Taylor, et du fait
que [uK(u)du =0 puisque K est symeétrique.

En présence de censure, on pourrait également estimer fx d’une autre maniére, par

exemple en considérant
~ 1 r—u A
Few =g [ [r (55" af )

en utilisant l’estimateur de Kaplan-Meier défini en (2.2.8). Par souci de simplicité, nous
ne considérerons pas cette approche.
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5.1.2 Estimation de la fonction de régression

Pour estimer la fonction de régression m(z) en présence de censure, 'estimateur
suivant généralise ’estimateur myw utilisé en 'absence de censure,

dny( R )dF(“y)
x (@)

Pour simplifier, nous ne considérerons pas ’estimateur

h=? [yK g%) dF(u,y)
fx ()

m(x) =

9

obtenu en utilisant 1’estimateur fX. Les propriétés de cette estimateur sont similaires.

Théoréme 5.1.2 On suppose que K satisfait les hypothéses du Théoréme 5.1.1. Soit
X5 défini comme au Théoréeme 5.1.1. On suppose que, pour un certain k > 2, on a
supgex; E[|Y]F[L — G(Y)] "X = 2] < co. Soit v = 1 — 2/k, et an tendant vers 0.
Soit r(z) = heE[K([X — x]/R)Y]. Définissons

hd [yK (“52) dF (u, y) D D Yigsv K (%)
fx(@) fx ()

m*(z) =

On a la décomposition

7 = m(x m*x—ﬂ ﬂ—mx T
m(z) = ()+< (z) ]>+<E[f ())+R(7h)7

ot l'on a

sup Vahellogn] Y2 |my(z)] = O,..(1),
2€X5,c([logn]/nt/d)Y<h<an

ainst que

|R(xz,h)| < Z,

1 5|T\Cl/2+€( ) (Xizw
nhp T,—-) h ’

avec Zn, = Op(n=Y2). De plus, sous Uhypotheése que fx et [ydF(y | X = x) possédent
des dérivées d’ordre 2 bornées,

sup h™2ma(x)| = O(1).
z€Xs,(logn/nt/d)v<h<an,
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La majoration de R(z,h) permet d’obtenir un résultat de convergence ponctuelle
de 7(z). En effet, pour un z fixé, n=th=43"" | K([X; — x]/h)5i|Ti]Cé/2+€(Ti—)[1 -
G(T;—)]"! = Op(1), pourvu que I'on suppose que, pour un € > 0,

sup /yC’é/2+€(y—)dF(y|X =x) < o0.
TEXs

Un autre intérét réside dans le fait que, sous cette méme Hypothése d’intégrabilité, on
a, pour ¢ > 0,

1< _
sup =D R W)L (xp)5e)| = Op(n™'/?), (5.1.2)

c([logn]/nt/¥)y<h<an | T* j=1

en utilisant le fait que 'on a

= Op(1).

sup

c([log n]/nt/d)y<h<an W —

LSk (Xf - Xj> 5T CV2 (1)
27‘7

h 1—G(Ti-)

Pour montrer ce dernier résultat, on utilise le Lemme 5.3.2 pour se ramener a h,, et
har, et on utilise le Lemme 5.3.3. La propriété (5.1.2) apparait trés utile lorsque ’on
n’est amené a n’évaluer I'estimateur m qu’aux points d’observations (X7, ..., X,).

Preuve: La vitesse de convergence pour m; s’obtient a partir du Théoréme 2 de
Einmahl et Mason (2005), mais cette fois appliqué a la variable Y ¢,. Pour la conver-
gence de mg, on applique un développement de Taylor, et on utilise la symétrie du
noyau qui fournit [ uK (u)du = 0. Pour le reste R(x,h) = m(xz) — m*(z), on applique
le Lemme 2.2.2, et on utilise le fait que fX converge uniformément vers fx, qui est
strictement positive sur l'intervalle considéré. m

Pour obtenir une convergence uniforme en x € X', une hypothése d’intégrabilité plus
contraignante est nécessaire. On suppose que h = O(n~%%) pour un 0 < a < 1/2, et
on suppose vérifiée la condition d’intégrabilité

sup
TEXs

/!y|2Cla(y—)dF(y\X =uz)| < 0. (5.1.3)

Théoréme 5.1.3 On considére h = O(n‘o‘/p). On suppose que K satisfait les hypo-
théses du Théoreme 5.1.1. Soit X5 défini comme au Théoréme 5.1.1. On suppose que,
pour un k > 2, sup,ey, E[|[YF1 — GO)]*1X = 2] < 0o. On suppose de plus que
nh?® — oo, et que h > c(logn/n'/4)1=2/k
plus que l'on a (5.1.3). On a alors

sup |m(z) — m(z)| = Op(n~2h=%2logn]'/? + h?).
TEX;

, pour une constante ¢ > 0. On suppose de

Preuve: On applique la représentation du Théoréme 5.1.2. Il reste & majorer sup,¢ v, |R(z, h)|.
Pour ce faire, observons que

~

1 ><1—H(y—)
1-H(y-) 1-H(y—)
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On en déduit que

sup |Cq(y—)| = Op(n™),
y<T(n)

en utilisant le Théoréme 2.1.6. On a donc

) ) T X — 2 (5']T'|Cl/2_a/2(T-—)
< 1/24a/2—¢ v b€ L
[R(z,h)| < Op(n )% 2K ( P ) -G

La famille de fonction

{(“’d’t)_)K< h - G(to)

est euclidienne, voir Lemme 22 de Nolan et Pollard (1987) d’enveloppe de carré inté-
grable, par (5.1.2). On en déduit, en appliquant le Corollaire 4 de Sherman (1994a),

1 s (X =2\ &IT|C P (1-)
supZ}K( N > = G(T-) =Op(1).

On a donc sup,ecx, |R(z,h)| = Op(n~1/2%e/2=2) = op(n=12h=/2[log n]'/?). m
Remarquons que des résultats de convergence uniforme peuvent étre obtenus sous des

conditions d’intégrabilité moins restrictives si 'on considére I'estimation de moyennes

tronquées, m,(x) = E[Y|X,Y < 7], pour 7 < 7 fixé, en appliquant le Théoréme 2.2.7.

5.2 Test non paramétrique d’adéquation au modéle para-
métrique

Soit un modeéle paramétrique My = {x — f(6,z),0 € © C RP}. On cherche a tester
I’hypothése suivante,
Hy: me M;, (5.2.1)

contre l'alternative non paramétrique
Hy:m¢ M;y. (5.2.2)

En 'absence de censure, ce type de probléme a connu de nombreux développements.
Voir par exemple Hérdle et Mammen (1993), Zheng (1996), Stute (1997), Horowitz et
Spokoiny (2001), Guerre et Lavergne (2005). En revanche, ce type de probléme a été
peu étudié en présence de censure & droite. Seuls Stute, Gonzalez Manteiga, Sanchez
Sellero (2000) proposent une procédure de test (qui prolonge celle de Stute, 1997) de Hy
contre Hj. Ce test a été également repris par Sédnchez Sellero, Gonzalez Manteiga, et
Van Keilegom (2005) dans le cas ou les observations sont censurées a droite et tronquées
a gauche. Néanmoins, dans ce dernier article, les auteurs ne testent pas exactement Hy
contre Hi, mais

Hor: mi(x) =EY | X =2,Y <7] € My, (5.2.3)
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pour un certain 7 < 7y fixé. Dans les deux cas, le comportement limite de leur statistique
de test est un processus gaussien centré, de fonction de covariance complexe & estimer,
ce qui n’est pas le cas de la procédure de test que nous proposons dans la section 5.2.4.
Par ailleurs, aucun de ces auteurs n’étudie la consistance de cette procédure de test
envers des suites d’alternatives se rapprochant asymptotiquement de Hy.

Dans la section 5.2.1, nous présentons succintement la démarche de Stute, Gonzélez
Manteiga, Sanchez Sellero (2000). Cette démarche s’appuie sur des processus empiriques
marqués et étend la statistique de test de Stute (1997) utilisée en I’absence de censure.
Dans la section 5.2.2, nous présentons le test proposé par Zheng (1996) en ’absence de
censure, procédure que nous modifions pour prendre en compte la présence de la censure
dans les sections 5.2.3 et 5.2.4. Dans cette derniére section, nous présentons notamment
des résultats de consistance envers des alternatives non paramétriques. Nous considé-
rons des alternatives fixes, des alternatives de type Pitman, ainsi que des alternatives
réguliéres appartenant & une classe de Holder. L’ingrédient principal qui permet d’ob-
tenir de tels résultats est une représentation i.i.d. asymptotique de nos statistiques de
tests. La simplicité de cette représentation asymptotique est un argument en faveur de
notre procédure. En effet, notre procédure présente ainsi 'immense avantage de ne pas
avoir recours a des techniques numériques délicates, comme c’est le cas dans 'approche
de Stute, Gonzalez Manteiga, Sanchez Sellero (2000). Par ailleurs, une étude par simu-
lation, comparant la performance de notre procédure de test avec celles existant, vient
enrichir la comparaison entre les différentes approches.

5.2.1 Le test de Stute et Gonzalez-Manteiga (2000)

Le principe de ce test étend le test de Stute (1997) en Iabsence de censure. Il est
basé sur le fait que la fonction

I(z) = /x m(u)dFx(u) = E[Y1x<g],

[e.o]

détermine m de fagon unique. En ’absence de censure, on peut estimer I(x) par

R z ,
In(z) = E ZYilxigs = / /deemp(u,y).
i=1 —0

De fagon naturelle, en présence de censure et sous I’Hypothése 1.1.5, on remplace Femp
par F') estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explicatives, de sorte que

I’on considére -
8w = [ [vify.

Pour tester 'Hypothése Hy (5.2.1), on considére les différences
R = 8@~ [ [ Hewibug) = [ [ly- 160udbwy).
Rio) = 8@ - [ [ 6wty = [ [ly-6.00dEwy).
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olt § est un estimateur n'/2—consistant de 6 (voir Chapitre 4). En considérant que,

sous Hy, ces deux quantités sont proches de zéro, on peut les utiliser pour construire un
test. Utilisant la théorie des intégrales Kaplan-Meier, voir Théoréme 2.2.10, les auteurs
obtiennent la représentation i.i.d.

RY@) = 3 iy~ 001z To8) + 0p(n ™)
=1

Pour R}(z) — RV (z) = AR%(.@), en appliquant un développement de Taylor, et avec le
développement i.i.d. de 6 = 6y +n~t 327 (T}, X;,6;) + op(n~1/2), on obtient

) — 00) <= 0 Xi)lx, <z
R%(l’) _ (9 nHO) Zévef(e(% ) Xi< +0P(n_1/2)7

i=1 1=6G(T-)

1 n
= > (T Xi, 8B VoS (60, X)1x<i] + op(n~1),
=1

de sorte que I'on peut obtenir une représentation i.i.d. de R} (x). Il reste & normaliser
cette quantité pour obtenir un test. La forme compliquée de cette représentation asymp-
totique oblige les auteurs & mettre en ceuvre une procédure de bootstrap délicate, voir
Stute, Gonzalez Manteiga, Sanchez Sellero (2000).

Les auteurs envisagent par la suite deux statistiques de test,

D, = sup|R,(z)],
TeX

L A A OIRINE)
ou Fy désigne la fonction de répartition empirique de X. Sous 'Hypothése Hy, ces
quantités doivent étre proches de 0. Les procédures de test sont alors
"Rejetter Hy si Dy, (resp. W2) > seuil”,

le seuil étant déterminé par une procédure bootstrap.

5.2.2 Le test de Zheng (1996) en I’absence de censure
5.2.2.1 Principe du test et comportement sous 1’hypothése nulle

Zheng (1996) propose une procédure de test basée sur un lissage par noyau. Définis-
sons

ue = Y-fex),
QW) = EUMOEU®)|X]g(X)],

pour toute fonction g positive. Il est clair que sous '’hypothése Hy définie par (5.2.1),
Q(0y) = 0. Par ailleurs, en conditionnant a 'intérieur de l'espérance, il apparait que

Q) = E |E[U0) | X" 9(X)|. (5.2.4)
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On en déduit que Q(0) > 0, et que tester 'hypothése Hy est équivalent a tester
300 € O tel que Q(bp) = 0. (5.2.5)

La procédure de test proposée par Zheng (1996) revient a estimer Q(fp), puis a rejeter
I’hypotheése Hy si 'estimateur de cette statistique est supérieur & une certaine valeur
critique. Choisissant g(x) = fx(x), la densité de la variable X, les auteurs estiment
m(z) = E[U(0) | X = z]fx(x) par

. 1 « X
m(x) = nhdZK(
=1

ou U;(0) = (Y; — f(6,X;)). L'espérance, dans I'équation (5.2.4), est estimée par une
somme empirique, ce qui aboutit a la forme quadratique suivante,

Qn(0) = YT > Ui0) <X - X > U; (6). (5.2.6)
i#£]

X
) Ui(6) L, 0.

Par ailleurs, pour estimer Q(fp), on utilise un estimateur 6 convergeant & la vitesse
n~1/2 (par exemple Pestimateur des moindres carrés). Ainsi, sous Ho, Qn(0 )) doit étre
proche de Q(fg) = 0, alors que sous l'alternative, Q,(#) doit au contraire rester a 'écart
de zéro.
Sous I’hypothése nulle, la normalité asymptotique de @, (0 ) est obtenue en supposant
vérifiées un certain nombre de conditions.

Hypothése 5.2.1 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densité fx bornée.
(ii) 1l existe des constantes Cinf, Csup telles que pour tout x € X

O<cmf§E[52|X:x] < Coup < 00.
(iti) B [e*] < oo.

Hypothése 5.2.2 (Vitesse de convergence de ['estimateur) 0y est un point intérieur de
O, et § — 0y = Op(n=1/2).

A présent, pour toute matrice A, on note [|All2 = sup, [|Av[|/[[v]| ot [[v]| est la
norme euclidienne du vecteur v.

Hypothése 5.2.3 (Modéle paramétrique) : L’ensemble des paramétres © est un sous-
ensemble compact de R?, d > 1, et 0y est un point intérieur de ©. Le modéle de régression
paramétrigue M ={f(0,-) : 0 € ©} satisfait des hypothéses de différentiabilité en 0 :
pour tout x € X, f (0, x) est deuz fois différentiable par rapport a 0. On suppose de plus
que

sup |f(6,X)] < oo,
0cO,xeX

sup [|[Vof(0, X)|| < oo
0eO,xeX
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De plus,

V0.0, sup [Vaf(0,2) — Vol (0, 2)] < B(X)|0— 0],
0cO,xeXx

pour une fonction ® telle que E[®(X)] < oo.

Hypothése 5.2.4 (Noyau) : (i) Si x = (21,...,24), soit K (v) = K (x1)..K (zq) oi
K est une densité symétrique continue de variation bornée sur R. La transformée de

Fourier K de K est intégrable. On note Ko = [ K(t)%dt.
(1) La fenétre h appartient a un intervalle Hy, = [hm, har], n > 1, tel que hyy — 0
et nh3? — oo.

L’Hypothése 5.2.4 (i) est satisfaite, par exemple, pour des noyaux gaussiens, Laplace
ou Cauchy. La condition sur la borne gauche inférieure de H,, n’est pas vitale en ’absence
de censure, mais interviendra dans la section 5.2.4.

Le théoréme suivant fournit le comportement asymptotique de Qn(é) sous 'hypo-
thése Hy.

Théoréme 5.2.1 Sous les hypothéses 5.2.1 a 5.2.4, et sous Hy,
nh¥?Q,(0) = N(0,2K>E[0% fx (X))
Preuve: Premiére étape : on se raméne a 6y. On a
Q)= Qo) = i SO0 o0 Xl (F5)
x[£(0, X-) — (60, X)]

n(n— 1)hd Z [ — f(00, X )} K <)Q;LX]> Ui(6o)

= in( )_QQnQ( )

En effectuant un développement de Taylor, le premier terme est un Op(n~!) par les
Hypothéses 5.2.3 et 5.2.2. Pour le second, on effectue un développement de Taylor qui
fournit

Quld) = 0= S s X (K25 00 + 0r

n(n i#]
= (é —00) Qn11(6p) + Op(n_l).

en utilisant ’'Hypothése 5.2.2. Définissons

Qn111(90) = (n—ll)hdZU (90 (V@f(@o, )K (X hX>
i#£]

~£ |[wasteo x)x (25 1x] ).
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Ce terme est un processus dégénéré d’ordre 2. La classe de fonctions, indexée par =
et h, F = {(u,x) — K (Ju—x]/h)} est une classe euclidienne (voir Lemme 22 de
Nolan et Pollard, 1987). Le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989) assure que la
classe de fonction (u, z,y) — Vg f (6o, )y — f (0o, u)]o(u, z) pour ¢ € F, est euclidienne
d’enveloppe c|Y|, ot ¢ est une constante positive. Par le Corollary 4 de Sherman (1994a),
on déduit que Qn111(6p) = Op(n~'h~%). Définissons

Qnug(@o) = %ZUZ(Q())E [thQf(QQ,Xj)K (‘)(Z;)(]) |Xz:| .
=1

A nouveau par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), ce terme est Op(n~'/2). On conclut
que Qu11(6p) = Op(n~1/2) puisque Qn11(0o) = Qn111(6o) + Qn112(6o). Grace a I'Hypo-
thése 5.2.2, on obtient Qn2(0) = Op(n~1).

Deuxiéme étape : Etude de Q,(6y). La variance de @Q,,(6p) vaut

o2(n) = n(n—ll)th [h_pUi(90)2K2 (X;XJ> Uj(eo)g] .

On en déduit que n?h%0?(n) — 2K>E[0% fx(X)]. En appliquant le Théoréeme 2.1 de de
Jong (1987), on en déduit le résultat. m

Afin de construire la statistique de test, on a besoin d’estimer la variance de facon
consistante. Pour cela, on peut proposer deux estimateurs,

~ 2 A X, — X, A

Vih = ———— Y Ui(0)°K? | =) U;(0)? 2.

b= i LUK (S (5:2.7)
i#]

9 _ 2 2 g2 (Xi— X5\ Lo

Von = n(n—l)hd;(jx"K <h IX;> (5.2.8)

oil 62 désigne un estimateur non paramétrique de o2 tel que sup,cy |62 — 02| = op(1).
Vip est plus simple, mais diminue la puissance du test. En effet, sous les alternatives
Ui(é)2 est un estimateur biaisé de o2 qui est supérieur a o2, puisque, lorsque Hy n’est
pas vérifice, Var(Y|X) < E[U(6p)? | X]. Ce qui entraine que la statistique de test
(5.2.9) définie plus bas est plus petite qu’elle ne devrait étre sous les alternatives. Le
théoréme suivant fournit la convergence de Vln et Vgn

Théoréme 5.2.2 Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.1, on a, pour i = 1,2,
Vip — 2K, E[o% fx (X)] p.s.

Preuve: Voir Zheng (1996). Pour Vgn, noter que Von — Van = op(1) sous la condition
sup,ey |67 — 02| = op(1), ou

Y 2 2 2 Xi_Xj 2
%n_n(n—l)hdzaxi]{ < h 75
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A~

La statistique de test est obtenue en normalisant la forme quadratique Q,(6). Défi-
nissons

Tn(0) = nhd/QQ"Vw). (5.2.9)

Une application directe des Théorémes 5.2.1 et 5.2.2 fournit le comportement de la
statistique de test.

Corollaire 5.2.3 Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.2,
Tn(8) = N(0,1).

La procédure de test est la suivante.
Procédure de test
1. Estimer 0 paré satisfaisant ’hypothése 5.2.2.

A~

2. SiTy(0) > z1-q 00 21—q désigne le quantile d’ordre 1—a d’une N'(0,1), on rejette
Hy.

Comme conséquence immeédiate du Corollaire 5.2.3, on obtient que la procédure de
test ci-dessus est asymptotiquement de niveau o.

5.2.2.2 Comportement envers des alternatives

On considére une suite de fonctions mesurables A, (z), n > 1, et la suite d’alterna-
tives

Pour simplifier, supposons qu’il existe une constante M) telle que pour tout n > 1,
0 <|A())] < M) < 0.

Consistance envers une alternative fixe.

Considérons une alternative de la forme

H, Y:f(eo,X)-f-)\(X)—l-E. (5.2.11)

L’hypothése suivante identifie la limite de é, obtenu par 'une des méthodes du chapitre
précédent.

Hypothése 5.2.5 I existe 6 un point intérieur de © tel que
pour tout 0 € ©\ {f}, 0<E [{m(X)—f (@, X)}Q} <E [{m(X)—f 9, X)1?].

Le théoréme suivant assure la consistance du test de Zheng (1996) contre cette
alternative. Nous présentons un résultat uniforme en h € H,, afin de faire le lien avec
les résultats des sections 5.2.4 et 5.2.3. L’hypothése additionnelle sur la transformée de
Fourier du noyau K n’est nécessaire que dans ’optique de cette uniformité.
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Théoréme 5.2.4 Sous les Hypothéses du Théoréme 5.2.1, et en supposant de plus que
la transformée de Fourier de K est strictement positive et décroissante, on a, sous Hj
définie par (5.2.11) et sous I’Hypothése 5.2.5,

sup Q) — s SR (T ) A | = or().

Par suite,

sup |Qu(0)—E [ {m(X)—f (6,X)}*fx (X)] |=or(1)

heHn,

De plus, pour i =1,2

sup ]Vm —c|=o0p(1)
heHn

pour une constante ¢ > 0. D’ou on déduit

P (Tn(é) > zl_a> 1

Preuve: Notons U;(0) = f(0,X;) — f(0, X;) + &;, pour prolonger la notation utilisée
sous Hy, de sorte que E[U;(fp) | X;] = 0. On peut décomposer la forme quadratique
Qn(0) en trois parties,

A 1 A X, — X; N
Qu®) = ———— > GO K| —— ) U;(9),
n(n —1)hd Z; ( h > J
N 2 X; — X, ~
Qn2(0) = ————= > MXH)K | ———)U;(6),
n(n —1)hd ; ( h ) J
i 1 X; — X;
Qu3(0) = ————3 > MX)K [ —— ) A(X)).
n(n — 1)hd ; < h )

Pour @1, on se raméne & f par un raisonnement analogue a celui du début de la
preuve du Théoréme 5.2.1. En utilisant le Lemme 5.3.2 pour se ramener au cas de h,,
et har, et en appliquant le Théoreme 5.2.1, on a la majoration sup,eqy, |h¥2Q,1(0)] =
Op(n~1). En corollaire de la seconde partie du Lemme 5.3.10, on obtient alors que
SUPpey,, |h4/4Q,2(0)] = Op(n~Y/2). En utilisant le Lemme 5.3.2, on obtient la diver-
gence de infren, [nhY2Qs3,(0)| — oo, presque stirement (on se raméne par le Lemme
5.3.2 au comportement pour les suites Ay, et hyr de Hy = [hm; harl.). Par ailleurs, les
estimateurs de la variance convergent presque siirement vers une constante strictement
positive par une adaptation directe du Théoréeme 5.2.2. m

Consistance envers une alternative de type Pitman.

On considére a présent des alternatives locales. Les alternatives de type Pitman (voir
van der Vaart, 1998, section 14.3, voir aussi Horowitz, Spokoiny, 2001) sont du type

Hin : Y = f(00, X) + raAX) +e, (5.2.12)
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ou 7, désigne une suite déterministe, avec E[A(X)Vyf (0o, X)] = 0. La puissance d’un
test, au sens de Pitman, peut étre mesurée en fonction de la vitesse maximale de décrois-
sance vers 0 de r, telle que la procédure de test soit toujours consistante. Le Théoréme
suivant fournit ’ordre de décroissance de r,, pour que la procédure détecte ’alternative.

Théoréme 5.2.5 On suppose que
nl/zhd/4rn — [ < o0.

Sous les hypotheéses du Théoréeme 5.2.1, en supposant de plus que la transformée de
Fourier de K est strictement positive et décroissante, sous I’Hypothése Hyy, définie par
(5.2.12), on a

~ 7”7% . Xz — Xj N 2
1 0u0)— e S (T3 ) x| = 0er2)
et A
Tn(0) = N(u, 1),
avec p > 0.

Preuve: On utilise les mémes arguments que dans la preuve du Théoréme 5.2.4,
pour montrer le développement asymptotique de Qn(é). Le résultat suit en remarquant
que les estimateurs de la variance convergent vers une constante strictement positive.
]

Comportement envers des alternatives réguliéres.

Pour L > 0, on définit la classe de Holder C(L, s) comme
C(L,s)=A{f:|f(x1)— f(z2)| < L|z1 — x2|*, Va1,290 € X'}, pour s € (0,1].

Pour s > 1, C(L, s) est la classe des fonctions ayant leur [s]-éme dérivée partielle dans
C(L,s — [s]), ou [s] désigne la partie entiére de s.
Définissons les alternatives locales Hj,, de la fagon suivante,

Hi, Y = (0, X) + A(X) +e, (5.2.13)

ou A, est une fonction inconnue de C(L,s), avec s connu, et avec orthogonalité au
modele des alternatives, E[\,(X)Vgf(0o, X)] = 0.

Dans I’énoncé suivant, nous présentons un résultat qui n’est pas optimal, dans le
sens ou la condition optimale (voir Horowitz et Spokoiny, 2001) est s > d/4. Ceci est
dii & notre condition nh,?;f — 00, qui n’est pas essentielle en I'absence de censure, mais
qui apparaitra dans la section 5.2.4. Nous préférons présenter le résultat sous cette
hypotheése plus restrictive, de fagon a étre homogéne avec la section 5.2.4.

Théoréme 5.2.6 On se place sous les conditions du Théoreme 5.2.1 et on suppose
que infyex fx(z) > 0. On suppose de plus que la transformée de Fourier de K est
strictement positive et décroissante, et que

Hn — E[)\R(X)Q]l/Q Z Hnn_QS/(4S+d)-



Test non paramétrique d’adéquation au modéle paramétrique 115

Si on a
h=0(n"2/Us4P)) et s> dp/4,

on a alors

~

P(T,(0) > z1-q) — 1

sous les alternatives définies par (5.2.13) dés que k,, diverge. De plus,

~ 1 X, — X,
hseuﬁn Qn(Q) - m ;)\n(XZ)K (hj) )\n(Xj) = OP(HZ)'

Preuve: On note U;(0) = f(6o, X;)— f(6, X;)+¢;. On décompose Q,,(0) en plusieurs
parties,

Qi) = ot vk (X5 v
+n(n2—1)h Z Uz(é)K (XZ};dXJ) An(X5)
oy SO (T ) A

Par le Lemme 5.3.2 et le Théoréme 5.2.1, on a suppeyy,, |h92Q1,(0)] = Op(n™1), et par
la seconde partie du Lemme 5.3.10, supp,¢p, |h42Q0,(0)] = Op(n'/2|| X))
Soit W' la matrice de terme générale

K5
M/’i’ = 12 j 9
7 n(n —1)hd 7

et P la matrice telle que P;; = W;; pour i # j, et avec P;; = h=9n~1(n—1)"1K(0) pour
tout 7. On va minorer A, WA,,, o A;, est un vecteur colonnes de composantes A\, (X;).
Pour cela, on approche tout d’abord A, par des fonctions polynomiales par morceaux.
Supposons, sans perte de généralité, que X = [0, 1]d. On partionne X en un nombre
fini N de pavés de mesure inférieure a 2h, notés Ry, ..., Ry. Soit t; le centre du paveé
Ry.. Considérons ’ensemble Il j, I'ensemble des fonctions polynomiales sur chaque Ry
de degré inférieur a [s]. Par définition de C'(L, s) et un développement de Taylor autour
de ty, il existe un élément m, € I, 5 tel que

sup [An(x) — mp ()] < Ch®.
reX

Avec un certain abus de notation, considérons m, Pm,, forme quadratique P appli-
quée au vecteur de composantes 7,(X;). On note, pour toute fonction f définie sur X,
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”ng = 2?21 f(Xi)z. On a

' P 'P
TS VOR Y  f i
n=H|mally melly, n= w3

avec la convention 0/0 = 1. Définissons

k
t— 1 .
T = Th ( - > = E bi[t — tx]'1ier,,
i—1

ot b;[t — t1]" est une forme i—linéaire appliquée au vecteur ¢ — t;. On a

N / /
Z. ﬂ—b,kpﬂb,k . Wb,kP”b,k

M? = n in .
b n=H|mpklls T ba<k<N nTH w3

n
k=1

Par ailleurs, on peut supposer b (qui peut étre vue comme un vecteur de dimension
finie) dans la sphére unité. De plus,

1
crallmoalt = (e [ Imw)Pdu+ R(kD)

avec supy, |R'(k,b)] = op(1). On pourra consulter notamment Lavergne et Patilea
(2006), voir preuve de leur formule (6.15). Par ailleurs, en appliquant le "Main Corol-
lary" de Sherman (1994a) pour I’étude de W{)’kwavk, on déduit que

Ty x Py = C x fx(t)? / |mp(2)|?dt + R (b, k),
avec supy, i R”(b, k) = op(1), et C une constante positive. On en déduit que
M? > C'(1+40p(1)),

pour une certaine constante C’ > 0.

Considérons A}, PA,,. En appliquant I'inégalité triangulaire,

(A;LPAn)l/Q > Mnnilﬂ||7Tn||Sp1/2(P)||)‘n — plf2
> Mo~ Y2| N = (M, + Sp'/2(P)n'/?)Ch?,
ou Sp(P) désigne la valeur spectrale de la matrice P. De plus, puisque Sp'/?(P) <
Spl/2(W) + Sp'/2(W — P), et que Sp(W) = Op(n~") (voir Lavergne et Patilea, 2006),
avec probabilité tendant vers 1, le membre de droite est positif. Par un calcul élémen-
taire, on en déduit
AW A, = C' (14 0p(1)) [[Anl2 = BT

On en déduit le résultat en prenant h de l'ordre n=2/(4std) g
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5.2.2.3 Le paramétre h.

La statistique de test T,, = T,(h) dépend également du parameétre de lissage h.
Le comportement de la statistique de test peut étre sensiblement différent, & distance
finie, suivant la suite h utilisée. Horowitz et Spokoiny (2001) considérent une grille de
h, H, = {h = Romaza®, h > Rmin}, pour un certain 0 < a < 1, et la statistique de test
T* = maxpen,, Tnn- Guerre et Lavergne (2005) proposent quant a eux une procédure
asymptotique de choix de h. Partant d’une suite hgy privilégiée, en notant o5, un
estimateur de la variance asymptotique de T,,(h) — T}, (ho) sous I'hypothése nulle, et en
introduisant une pénalisation v, > 0, ils définissent

arglgrel%( (h) (ho) = ¥nOn,he)

Leur statistique de test est alors T = T}, (k) /ép,, o 6%0 est I'un des estimateurs de la

variance asymptotique définis précédemment, calculé en utilisant la fenétre hyg.

Dans un souci de simplification, nous ne considérons, dans notre approche, que la
généralisation du test de Zheng (1996) a un cadre censuré. Mais, en vue de I'extension
d’approches telles que celles de Horowitz et Spokoiny (2001) et Guerre et Lavergne
(2005), nous fournissons des représentations asymptotiques de nos statistiques de test
qui sont valables uniformément en h € H,,.

5.2.3 Cas ou (G est connue

Nous revenons a présent a notre problématique de tester (5.2.1) en présence de
données censurées. Dans cette section, nous supposons que la fonction de répartition
de la censure G est connue. Ce cas particulier n’est pas particuliérement intéressant du
point de vue pratique. En effet, on n’a en régle générale que trés peu d’informations sur
la censure, et donc sur la fonction G.

En revanche, I’étude du cas G connu sera intéressante du point de vue théorique,
puisque ce cas peut étre considéré comme un cas "idéal" auquel nous allons essayer de
nous ramener. Dans la section 5.2.4, nous nous pencherons sur le cas G inconnu en nous
inspirant du cas de figure G connu. Les deux approches s’avéreront alors asymptotique-
ment équivalentes.

5.2.3.1 Principe du test et comportement sous I’hypothése nulle

Afin de proposer une statistique de test en présence de censure, réexprimons la forme
quadratique (5.2.6) de la fagon suivante,

utt) = it [ [ 16,01 (55 ) 1w
X [y, - f(97 xl)]dpemp(xy y)dﬁemp(xa y) (5.2.14)

Dans la suite, nous omettrons le facteur de normalisation n(n — 1)~! lorsque les formes
quadratiques seront écrites sous forme intégrale.
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Bien entendu, la statistique (5.2.14) ne peut étre utilisée en présence de censure,
puisque la fonction de répartition empirique de (X,Y’) n’est pas disponible. En re-
vanche, inspiré du Chapitre 2, nous pouvons remplacer Femp dans (5.2.14) par un autre
estimateur de la fonction de répartition. Puisque la fonction G est connue, nous pouvons
utiliser I'estimateur F défini par (2.2.9).

Cette démarche aboutit a la forme quadratique suivante,

Xi—Xj
Q' (0) = hdZUMC ( - )UMC(G), (5.2.15)
1#]
en définissant 5
MC i - .
Ui"=(0) = ﬁm_)[ﬂ f(0,X5)].

Une seconde approche consiste & adapter la méthode des "synthetic data" exposée au
Chapitre 3. Introduisant Y* une transformation des données ayant la méme espérance
que Y, le probléme de test devient équivalent & tester

Hj : 30y € O, tel que Y* = f(6y, X) +e.

Par souci de simplicité, nous ne considérons que la transformation KSV définie par
I’équation (3.2.4). Dans le cas ou G est connue, cette transformation est exactement
calculable. Pour revenir & lexpression (5.2.14), 'approche "synthetic data" revient a
remplacer la fonction de répartition empirique par

* 1 -
z,y) =~ D Ixi<avi<y (5.2.16)
=1

Cette approche aboutit a la forme quadratique suivante,

Xi — X
SD SD SD
Q7 (0) = th U; ( . )U 9), (5.2.17)
i#]
en définissant 5
SDgy — % o .
USP(0) = gy T — S0, %)

Afin d’obtenir la normalité asymptotique de ces formes quadratiques sous Hg, I'Hy-
pothése 5.2.1 doit étre adaptée.

Hypothése 5.2.6 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densité fx bornée.
(it) Il existe des constantes Cing, Coup telles que pour tout x € X

0<cim<E[? | X=z] <E[{1+Y?} {1 -GY)} | X =2] < coup < .

(i) E[{1+Y*} {1 -G(Y)} 3] < .
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Les Hypotheses 5.2.6 (ii)-(iii) sont le pendant des hypothéses sur la variance condi-
tionnelle, et sur le moment d’ordre 4 pour les résidus, qui sont utilisées en ’absence de
censure (voir Hypothése 5.2.1). En remarquant que E[Y*[1 — G(Y)]7%] = E[Y;¥%/], on
voit que I'Hypothése 5.2.6 est essentiellement 'Hypothése 5.2.1 appliquée & la variable
transformée Y ¢y .

Théoréme 5.2.7 Sous les Hypothéses 5.2.6, 5.2.2 et 5.2.4, et sous I’Hypothése Hy,

nh¥2QMC(0) = N(0,0%,0),
nh?2QP () = N(0,0%p),

avec

{Y = f(60, X)}*
1-G(Y)

2
o3 = 2K.FE |E |X] fx(X)],

oip = 2KE {E [%!X}—f(%,XV}QfX(X)]-

Preuve: Similaire a la preuve du Théoréme 5.2.1. =
Pour estimer la variance, on procéde comme dans la section précédente. Pour la

procédure MC,

~ 2 A X; — X; A

MC MC 212 ? J MC 2
- - MC 22 (2024 ) yMCp

Vi n(n_md;f@ () ( . )UJ (0)%,

- 2 X, — X.

MC _ ~2MC 1.2 ? J ~2MC

V™ = n(n_uhd;% K <h> X

ou 63,M C est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle

{Y = f(00, X)) .
1—0(21/) ’X_x]’

O':%MC =F

Pestimateur 62M¢ satisfaisant sup,ey |62V — 02MC| = op(1). Pour la procédure SD,
i P A X, — X; A
VSD _ USD 0 2K2 2 J USD 0 2
1In n(n—l)hdg % ( ) h J ( ) )
. 2 X, — X,
sp _ 4 ~2SD -2 (i T A\ .29

ou 6%513 est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle

2SD _ V2 2
o _E[l—G(Y) |X] — f(00, X)",
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Pestimateur 6290 satisfaisant sup,cy [62°7 — 025P| = op(1). De méme que précé-

demment, I'estimateur V3P améliorera la puissance de notre statistique de test. En
effet, ’approche SD est rigoureusement identique & celle développée dans la section
précédente, avec Y remplacée par Yy g,. Néanmoins, dans I'approche MC, il n’est plus
évident que V€ améliore la puissance du test.

Théoréme 5.2.8 Sous les Hypothéses du Théoréme 5.2.7, pour i = 1,2,

rSD 2
‘/'é — 0sp P-$.
ViMC — 0hic DS.

En définissant

N ha/20SD (f
TSP = e Vgg ©) (5.2.18)
R d/2MC (j
o) = Ml 0 V%C 0, (5.2.19)
n

on en déduit la convergence de ces deux statistiques de test.

Corollaire 5.2.9 Sous les Hypothéses du Théoréeme 5.2.8, on a

T3P(h) = N(0,1),

n

TMCH) = N(0,1).

5.2.3.2 Consistance envers des alternatives

Sous des alternatives du type (5.2.10), la loi de Y dépend de n (sauf dans le cas
d’une alternative fixe). Les Hypotheses d’identifiabilité du modéle, ainsi que quelques
hypothéses de moments, doivent étre adaptées & ce nouveau contexte.

Hypothése 5.2.7 (i) Les variables C1, ..., Cy, sont un n—échantillon de fonction de ré-
partition G (la méme fonction pour tout n) et sont indépendants des variables Y1y, ..., Yon,
qui sont indépendantes entre elles, de méme lot F).

(ii) Pour tout n, P(Yln < C1 ’ Xl,Yin) = ]P)(Yln < C1 ’ Yln)-

Il faut noter que la seconde partie de cette hypothése est toujours vérifiee si C
est indépendante de € et X. Par ailleurs, pour tout n définissons T;, = Yin A C; et
din = Lgy.<c;), © = 1,..,n, et soit H™ 1a fonction de répartition de Tin, ..., Toan,
Cest-a-dire H™(y) = P (Ty, < y).

L’hypothése suivante adapte les conditions de moment d’ordre 4 pour la variable Y,
ainsi que les hypothéses portant sur la variance conditionnelle, & un contexte ol la loi
de Y dépend de n.
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Hypothése 5.2.8 (i) Il existe des constantes ciny, Coup telles que pour tout v € X
0< cinf<E[YE | X =2] SE[{1+YZ}{1-G(Vin)} ' | X = 2] < cup <0o0.

(it) I eviste une constante M telle que Vn > 1, E[{1+ Y5} y(YVin)] < M <
where ¥(Y1,) = 81,{1 — G(Y1,)} 1.

Consistance envers une alternative fixe.

Théoréme 5.2.10 On note avec un indice 5 = 0 (resp. B = 1) les statistiques cor-
respondant & la méthode SD (resp. MC). On note v; = §[1 — G(T;—)]"L. Sous les
Hypotheses du Théoréeme 5.2.1 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.8, et en supposant de plus
que la transformée de Fourier de K est strictement positive et décroissante, on a, sous
H; définie par (5.2.11) et sous I’Hypothése 5.2.5,

N 1 X; — X;
ﬂ9_7§ OANXOEK [ 2229 ) (XY = on(1
hsell,;—lt)n Qn( ) n(n—l)hd oy Vi ( l) h ( j)7] OP( )7
Par suite,

sup [QA(B)~E [{m(X)~ 1 (6, X) }* fx (X)]|=or(1)

he€Hn
De plus, pour i =1, 2,

sup |V,) — c|=op(1)
heH,

pour une constante ¢ > 0. D’ot on déduit
P (Tf(é) > zl_a) 1.

Preuve: Similaire a la preuve du Théoréme 5.2.4. m
Consistance envers une alternative de type Pitman.

Théoréme 5.2.11 On note avec un indice § = 0 (resp. B = 1) les statistiques cor-
respondant & la méthode SD (resp. MC). On note ; = §[1 — G(T;—)]~. On suppose

que
Ty = n~Y2p 44,

Sous les hypothéses du Théoréeme 5.2.1 et les Hypotheses 5.2.7 et 5.2.8, en supposant de
plus que la transformée de Fourier de K soit strictement positive et décroissante, sous
I’Hypothése Hy,, définie par (5.2.12), on a

5 2 3 X; — X;
hSeu%It)n Onl6) n(n — 1)hd Py 7 A h Xy = or(ra),

et
T2 (0) = N (i, 1),

avec p > 0.
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Preuve: Similaire a celle du Théoréme 5.2.5. =
Consistance envers une alternative réguliére.

Théoréme 5.2.12 On note avec un indice 5 = 0 (resp. f = 1) les statistiques cor-
respondant a la méthode SD (resp. MC). On note v; = &;[1 — G(T;—)]"L. On se place
sous les conditions du Théoréeme 5.2.1 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.8, et on suppose
que infyey fx(x) > 0. On suppose de plus que la transformée de Fourier de K est
strictement positive et décroissante, et que

Hn — E[)\n(X)2]1/2 Z K/nn72s/(48+d)‘
Si on a
h=0(n"2/Us+d) et 5> 5d/4,

on a alors
P(TP(0) > 21_a) — 1

sous les alternatives définies par (5.2.13) dés que ky, diverge. De plus,

sup | Q1 (6) —

1 5 X, - X;

i#]

Preuve: Identique & celle du Théoréme 5.2.6 pour le cas § = 0. Pour le cas § =1,
il suffit de redéfinir les matrices W et P de la preuve du Théoréme 5.2.6. W est alors
la matrice de terme général

X,—X;
%K( n ]>7j1i¢j
n(n — 1)hd ’

Wi]’ =
et P = Wyj pour i # j, Py =n"t(n—1)"th=92K(0). m

5.2.4 Le cas général

Nous nous penchons a présent sur le cas ou la fonction G n’est pas connue (ce qui
correspond aux modeéles de censure étudiés dans les sections précédentes). En particu-
lier, nous montrons qu’en remplacant G par son estimateur de Kaplan-Meier dans la
procédure de la section 5.2.3, on obtient des statistiques de test équivalentes du point
de vue asymptotique aux statistiques définies en (5.2.18) et (5.2.19). Plus précisément,
nous construisons des statistiques 752 () et 7MY () telles que, pour chacune des deux
procédures, sup, s |T(8) — T(8)| = op(1). Ceci permet d’envisager des choix adapta-
tifs de h, tels que ceux proposés par Horowitz et Spokoiny (2001). Voir notamment la
section 5.2.2.3.
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5.2.4.1 Forme quadratique

On peut estimer les quantités UM C et U; SD en remplacant G par son estimateur
de Kaplan-Meier G. Silon met en perspective cette approche avec I’équation (5.2.14),
I’approche MC revient & remplacer Femp par l'estimateur F' de Stute (1995) défini en
(2.2.8). L’approche SD revient a remplacer Femp dans (5.2.14) par Pestimateur de la
fonction de répartition des "synthetic data" défini par 1’équation (3.2.8). Définissons
donc

i

rMC
» [Ty £(6, X)),
M0 = gm0 X)
. by
SD v
. 0 7]72 — (9, XZ‘ .
Ces deux approches permettent de définir les formes quadratiques
A Xi— X\ ~
OO = T 2O <h ]> ;e
i#]
A 1 X — X\ ~
SD _ SD i J SD
QP0) = <n_1hd§U K (252 o),

Par ailleurs, Pestimation de 6y a la vitesse n~Y/2 peut étre réalisée a partir de l'un
des estimateurs proposés au chapitre précédent. Nous désignerons par 6 l'un de ces
estimateurs.

Les formes quadratiques n D et Q s’expriment en fonction de U —statistiques
Kaplan-Meier. En effet, d’aprés la définition de Qf‘f C et le théoreme de représentation
des sommes empiriques de synthetic data KSV (voir Proposition 3.3.2), on obtient

M) = / /W AR (35)

PN (e, )dE (),
o0 = / / s (”fjlx/)y'dm,y)dﬁ(x',y’)

J— / A~
+2n~ / / yK <x : > F(0,2")dF (x,y)dFemp(a')
(2.) () h
/
A [ O (7 ) S0 o) ).
(24)# @' )

Les U —statistiques pour I'estimateur de Kaplan-Meier ont été étudiées par Bose et Sen
(2002), en ’absence de variables explicatives. Les auteurs obtiennent des représentations
i.i.d. de ces U—statistiques. Néanmoins, les conditions d’intégrabilité nécessaires pour
obtenir leur résultat sont trop restrictives, et irréalisables dans notre contexte. En effet,
Bose et Sen (2002) étudient une U-statistique de la forme

/ / 6, 1) dF i () Ly
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Ils obtiennent un développement i.i.d. de cette statistique, c’est & dire un terme prin-
cipal constitué d’une U—statistique obtenue & partir de quantités i.i.d., plus un reste
asymptotiquement négligeable. Pour obtenir ce développement, les auteurs ont besoin
notamment de la condition d’intégrabilité

/ / 11— )1 - G) " 6(y.y')Ce)CalyAF (W)dF () < co.  (5.2.20)

Cette condition est trop forte pour notre application. Par exemple, si C' est une variable
exponentielle et Y une variable gaussienne (dont la queue de distribution décroit donc
plus vite que celle de la censure), cette condition n’est pas vérifiée. Ceci nous conduit
a chercher une autre méthode que celle proposée par Bose et Sen (2002) afin d’étudier
I’asymptotique des formes quadratiques QﬁD et Q%C Nous utiliserons pour cela la
forme spécifique de ces U —statistiques.

Dans un souci de simplicité de notation, nous remplacons dans la suite les indices
SD et MC respectivement par les indices 8 = 0 et § = 1. Ainsi Q%(0) = Q3P(0).

5.2.4.2 Estimation de la variance

Pour estimer de fagon consistante la variance de nh?/2Q5P (0) et nh?/2Q5P (6), nous
considérons

i - S [ere) o) ke (R, e
1#£]

pc WZ o)) [oe o) k2 (X LK ) (5.2.22)
i#£]

Pour estimer la variance de nh%2Q0 (), nous pouvons utiliser un autre estimateur
que (5.2.21) a partir d'un estimateur non paramétrique de O'QSD Pour estimer 0'2SD
on peut utiliser

s _ i VDX = 2)/bn) (0 V7 L((Xi = 2)/b) (5.2.23)
’ > i1 L((Xi — @) /bn) S L(Xs =) /b))
x € X, avec L un noyau et b, une fenétre choisie indépendemment de H,. Si
sup |62 — 020 | 0, (5.2.24)
reX
en probabilité, on peut redéfinir
N ) X — X,
0 _ Ak 2 A%k 172 7 J

]
Dans le Lemme 5.3.9 sont fournies des conditions suffisantes assurant la convergence
SUPgcx ‘6 (x) — A25D| — 0, en probabilité, selon que Hy est vérifiée ou non. On rap-
pelle que 529D est défini de méme que 6% mais en remplacant les synthetic data estimés
Y* par les véritables synthetic data Y;*. Pour obtenir (5.2.24), ce résultat peut étre com-
plété par des arguments analogues & ceux développés par Horowitz et Spokoiny (2001)
ou Guerre et Lavergne (2005).
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5.2.4.3 Hypothéses

Afin d’étudier les propriétés asymptotiques de ces deux tests, nous avons besoin d’un
certain nombre d’hypothéses. Ces hypothéses sont essentiellement celles de la section
5.2.3. Nous en rajoutons trois autres.

Hypothése 5.2.9 (i) F' et G sont continues.
(i) —o0o <Tp < 17 < 0.

L’Hypothése 5.2.9 (i) est introduite essentiellement par souci de simplification. Nos
résultats s’étendent au cas F' et G discontinues, pour peu que P (Y = C') = 0, Hypothése
1.1.2. Remarquons que 1'Hypothése 1.1.2 est impliquée par I'Hypothése 5.2.9 (i) et
I'indépendance de Y et C. Nous rappelons que nous nous placons dans le cas 7 > 74,
afin de pouvoir estimer de fagon consistante 6.

Hypothése 5.2.10 Le noyau K et la fenétre h satisfont I’Hypotheése 5.2.4. De plus la
Transformée de Fourier de K, notée K par la suite, est positive et décroissante.

Cette hypothése est satisfaite, par exemple, pour des densités gaussiennes, Laplace
ou Cauchy. La condition de décroissance de la Transformée de Fourier ne sert qu’a
prouver nos résultats asymptotiques uniformément en h.

Concernant l'intervalle pour h, en observant ’équation (5.3.5) apparaissant dans
nos démonstrations, il est clair que h,,;, peut étre pris d’une vitesse plus lente si les
Hypothéses 5.2.6 (iii) ci-dessus et I'Hypotheése 5.2.11 ci-dessous sont renforcées.

L’hypothése suivante permet de controler les sauts de ’estimateur de Kaplan-Meier,
dans lesprit du Lemme 2.2.2. Ci-dessous, a V b désigne le maximum entre a et b.

Hypothése 5.2.1150it g,(z) = E [{|Y|+ 1}Cq(Y —)V/?* | X = 1] .
On suppose que E[qz(X) < 00 pour un certain 0 < p < 1/2.

La condition d’intégrabilité ci-dessus est une amélioration par rapport a la condition
(5.2.20) imposée par Bose et Sen (2002) pour les U-—statistiques Kaplan-Meier. En
particulier, elle est & relier & la condition additionnelle d’intégrabilité proposée par
Stute (1995) dans son Théoréme Central Limite pour lestimateur de Kaplan-Meier,
voir section 2.2.1. En effet, ’'Hypothése 5.2.11 est impliquée par

sup ¢,(x) < o0,
reX

qui, au p prés (qui peut étre arbitrairement petit), peut étre vue comme une version
conditionnelle de ’hypothése de Stute,

/yCé/2(y)dF(y) < o0, (5.2.26)

avec de plus une uniformité en x € X compact. D’aprés la discussion sur les conditions
d’intégrabilité & la section 2.2.1, ce type d’hypothése est tout a fait acceptable pour un
grand nombre de situations.
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5.2.4.4 Etude asymptotique de la forme quadratique sous Hy et construc-
tion du test

Le théoréme suivant fournit une représentation asymptotique des formes quadra-
tiques ;§D et QM ¢ sous Hy, ainsi que des estimateurs de la variance.

Théoréme 5.2.13 Sous les Hypothéses 5.2.1 a4 5.2.4, 5.2.9 et 5.2.11, et sous Hy, pour
B=0o0uleti=12

42 A8(4 /2,18 V2 (00)
sup < [nh*2QV(0) — nh™=Q) (00)| + — g =1 =0,
heHn V;n
en probabilité.
En définissant donc les statistiques de test
TSP = W (5.2.27)
Vn
TMC(h) = w (5.2.28)
Va

le Théoréme 5.2.13 invite a définir la procédure de test suivante.
Procédure de test
Pour 6 =0 ou 1,

1. Estimer 0 paré satisfaisant Uhypothése 5.2.2.
2. S Tf(é) > Z1—q 00 21—q désigne le quantile d’ordre 1—a d’une N'(0,1), on rejette
Hy.

Comme corollaire immédiat du Théoréme 5.2.13, on déduit que, pour 8 = 0,1,
on a T7(0) = T?(0) + op(1) uniformément en h € H,. A partir du Corollaire 5.2.9
correspondant au cas G connue, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.14 Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13 les deux tests définis par
(5.2.27) et (5.2.28) ont pour niveau asymptotique c.

Preuve: Nous décomposons ici les principales étapes de la démonstration. Les ré-

sultats techniques sont étudiés dans la section suivante. Par la suite, on notera Kj(x) =
Etape 1 : se ramener au point 6y. Par le Lemme 5.3.4,

sup h"/?1Q7(0) — Q7(00)| = op(n™").
heHn

Ainsi, asymptotiquement, la différence entre Qﬁ(é) et Qﬁ(&o) apparait négligeable. Nous
avons donc ramené le probléme a ’étude du comportement asymptotique de Qg(@o).
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Etape 2 : introduction d’une borne T de troncation. Introduisons les notations simpli-
fiées suivantes : pour S =0ou 1l et ¢ = 1,...,n, désignons par Uf (resp. Ulﬂ) la quantité
Uf (Bo) (resp. Uf (60)). A présent, décomposons

. 1
8 _ 8178 oy
@ (00) = szi U7 K (X — Xj)
i#j
2 28 _ 18] 178 _x.
+n(n—1)hdZ[Ui vl UK (X3 - X;)
i#]
1 28 _ 18] [718 _ 178
+n(n_1)hd;[m —Ui] [Uj —Uj]Kh(Xi_Xj)
i#]
= Q(60) +2Q0 + Q- (5.2.29)

Par la suite, nous allons montrer que les termes le et QQQ sont négligeables. Cependant,
pour les mémes raisons que celles invoquées dans ’étude asymptotique des intégrales
Kaplan-Meier au Chapitre 2 (voir la preuve des Théorémes 2.2.7 et 2.2.10), il est préfé-
rable de raisonner tout d’abord sur des quantités tronquées, puis d’utiliser un argument
de tension. On introduit une borne de troncation fixe 7 < 7y = inf{t : H(t) = 1}

arbitraire.
FEtape 2.1 : Troncation de le. Intéressons-nous a une version tronquée de le, soit
1 .
Qni() = n(n— 1)hd > [Uzﬂ - Uﬂ Lir<nUP Ky (Xi — X;). (5.2.30)

i#]
Puisque Uf - Uiﬁ peut étre décomposé en deux parties

3 G (Ti-) - G(T)

o o |
~ 2
G T -cm)
+ 0 [T = B (60, X))

[1-G@)I L= G(Ti-)]

nous pouvons séparer le(T) en deux sommes

an(T) = n(n _1 1A ; ¢ ([T@:)G—(g)(]ﬂ) Uiﬂl{TigT}UjﬁKh (Xi — Xj),
~ 2
oo e ) I

FEtape 2.1.1 : Etude de Q211<T). Pour an(T), on utilise le Lemme 5.3.5 qui se base
sur la représentation i.i.d. de G obtenue au Lemme 2.2.8, et on obtient

sup Q7 (1) = Op(n?).
heHn
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Etape 2.1.2 : Etude de Qn12( ). Pour ng(r), rappelons que, comme corollaire du
Théoreme 2.1.5, sup;<, ‘G(t) - G(t)‘ [1—G@®)) 1 - G(t)]2 = Op(n~'/?), puisque
G (1) < 1. Ceci nous permet d’obtenir

Quia(T)] <

t<t

> U Lgen U)K (Xi = X))

1- GOl - G| nln—Dht £

< Op(n~') x S7(h).

G(t) -Gt ‘X 1

Pour justifier que supyeqy, |S5(h)| = Op(1), on applique le Lemme 5.3.1, en rappelant
que Uﬁ posséde un moment d’ordre 2. On en déduit que supheHn ’QQIQ(T)‘ = Op(n71).

Etape 2.2 : Etude de QBQ Pour obtenir 'ordre de Q
avec a = 1 et € = p, et on obtient

on applique le Lemme 2.2.3

n2’

_ 2
@l < s | 260" (0)

t<T(n)
X —Xj
<O EOE T, G2a
i#£]

Le terme de droite est Op(1) (voir le Lemme 5.3.7 pour plus de détails). Par ailleurs,
par le Théoréme 2.1.5, le supremum est Op(n~!). On obtient finalement

= Op(n1h). (5.2.32)

sup ‘QQQ
heHn
Etape 3 : L’argument de tension. Puisque, par définition in (te) = in, il reste &

faire tendre 7 vers 7. On va utiliser ’argument de la Proposition 2.2.12. Par le Lemme
5.3.6,

sup h/? ‘le (1) = Q| = Cr x Op(n™"),

heHn

oil le facteur Op(n~!) est indépendant de 7, et C, tend vers 0 quand 7 1 7g. En
appliquant la Proposition 2.2.12,

sup ’nhdegl‘ =op(1).
hE€Hn

On déduit de (5.2.32), de (5.2.29) et du Théoréme 5.2.7 que

sup [nh?/2Q}}(00) — nh?2Q1(60)| = op(1).
heHn

Etape 4 : Estimation de la variance. Le résultat pour la convergence de VT/LB est
fourni par le Lemme 5.3.8. La seconde partie du théoréme en découle. En effet, f/nﬁ (0o)
converge en probabilité vers une limite strictement positive, et nhd/ 2@&(90) est borné
en probabilité. m
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5.2.4.5 Comportement sous des alternatives

Dans toute cette section, on se placera sous I’ Hypothése 5.2.7. On va de plus ren-
forcer 'Hypothése 5.2.8 en ajoutant une condition sur les queues de distribution. Cette
condition permet d’adapter I’Hypothése 5.2.11 qui nous permet de contrdler les sauts
de l'estimateur de Kaplan-Meier (qui & présent est calculé a partir de variables T et §
dont la loi dépend de n).

Hypothése 5.2.12 On suppose vérifiées les conditions (i) et (ii) de I’Hypothése 5.2.8.
On suppose de plus

(iii) Soit Fy[x_,(y) =P (Yin <y | X1 = 2) et

@) = [ (] + DG WV AF ).

Il existe 0 < p < 1/2 et une fonction q,(r) avec E[qz(X)] < oo telle que pour tout n,
0<q” <g,.

A nouveau, notre intention est de transférer le probléme de consistance envers les
alternatives Hy, vers le cadre i.i.d. classique (qui correspond a la statistique de test
définie dans le cas G connu). Le résultat essentiel qui permet ce transfert dans un cadre
général est contenu dans le Lemme suivant.

Lemme 5.2.15 Sous les Hypothéses 5.2.3, 5.2.4, 5.2.6-(i) et (i1), 5.2.7, et 5.2.12-(ii)
et (iii), alors sous les alternatives Hiy, pour 3 =0 or 1

]1/2

‘Qﬁ(a) - Qg(e)‘ < {QQ(Q) + Rn1 Riléz — Rps+ Rp2 — Rpa

avec suPgeo, hers, 1P [Rnt| + | Ruz| + Y2 [Roz| + |Rnal} = Op(n71).

Ce Lemme, en permettant de se ramener asymptotiquement au cas G connu, les
résultats de consistance de nos procédures de test découlent de ce Lemme et des Théo-
rémes 5.2.10, 5.2.11 et 5.2.12.

Consistance envers une alternative fixe

Théoréme 5.2.16 On note v; = §;[1 — G(T;—)]~L. Sous les Hypothéses du Théoréme
5.2.13 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12, on a, sous Hy définie par (5.2.11) et sous
I’Hypothese 5.2.5,

P 1 X, — X
5(0) - > WIAXNK [ L) MX | = op(1
hS€L17_:E)n Qn( ) n(n_ ].)hd — ’Yz ( l) h ( ])7] OP( )
Par suite,
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De plus,
sup [V) — ¢[=op(1)
heHTL

pour une constante ¢ > 0. D’ot on déduit
P (Tf(é) > zl_a> Y

Il faut remarquer que la limite de Qﬁ(é) sous l'alternative H; ne dépend pas de
la censure, et est la méme pour § = 0 ou f = 1 (ce qui était déja le cas pour le
Théoréme 5.2.10). Cependant, les limites des estimateurs de 1’écart-type Vnﬂ dépendent
de 3 et de la proportion de données censurées (voir Lemme 5.3.9). En général, nos tests
perdent de la puissance lorsque la proportion de données censurées augmente De plus,
en considérant les limites de V;’ pour 3 = 0 et § = 1, on remarque qu’aucun de nos
deux tests n’est systématiquement plus puissant que l’autre, c’est-a-dire que suivant la
loi de (Y, C), soit le test SD soit le test MC' se comportera mieux.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 et on déduit que

QU(0) = QU(0) + R(0, 1),

avec suppey, |[R(0,h)] = op(1). On applique le résultat du Théoréme 5.2.10 pour
conclure. Pour 'estimateur de la variance, on applique le Lemme 5.3.8. =
Consistance envers des alternatives locales de type Pitman.
Le résultat du Théoréme 5.2.11 s’étend au cas G inconnue.

Théoréme 5.2.17 On note v; = 6;[1 — G(T;—)]~L. On suppose que

Ty = n~Y2p—d/4,

Sous les hypothéses du Théoréeme 5.2.13 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12, sous I’Hypo-
theése Hy, définie par (5.2.12), on a

AB/A X — X.
5@ DTN AXNAY ] = 2
heriy QOnl0) - n—l hd;7 ( A ) (Xj)vj| = or(ry),
et o
T7(6) = N(u, 1),
avec p > 0.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que
Qn(0) = Q1(9) + 0p(Q1(9)).

On applique le Théoréme 5.2.11 et la premiére partie du résultat suit. Pour ’estimateur
de la variance, on apphque le Lemme 5.3.8, et on conclut a la consistance du test défini
par la statistique 7. w
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Consistance envers des alternatives réguliéres

Rappelons que nous devons imposer que la régularité de la classe de Holder est
s > 5d/4 (ce qui est plus restrictif que la condition usuelle s > d/4), du fait de nos
conditions sur la borne gauche de l'intervalle H,,. Cette condition pourrait étre évitée
en renforcant I’'Hypothése 5.2.12.

Théoréme 5.2.18 On note v; = §;[1 — G(T;—)] ™. On se place sous les conditions du
Théoréme 5.2.13 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12, et on suppose que infcx fx(z) > 0.
On suppose de plus que

I, = E[)\n(X)Q]l/Q > p,n 28/ (4s+d),
St on a
h=0m /Uty o 5> 5d/4,
on a alors
P(T7(0) > 21-0) — 1

sous les alternatives définies par (5.2.13) dés que ky, diverge.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que
Qn(0) = Q1(0) + op(Q(0))-

On applique le Théoréme 5.2.12 et la premiére partie du résultat suit. Pour ’estimateur
de la variance, on applique le Lemme 5.3.8, et on conclut & la consistance du test défini
par la statistique Tnﬁ . n

5.2.4.6 Modifications de notre approche

Procédure "maximum test".

Les tests proposés dépendent du choix d’'un paramétre h € H,,. De plus dans I'ap-
proche SD, nous nous sommes ramenés asymptotiquement a la méme statistique de test
que Zheng (1996) mais ou Y est remplacé par une variable Y*. Du fait de I'uniformité
en h € 'H, de nos représentations asymptotiques, nous pouvons modifier ’approche de
Zheng (1996) pour étendre la procédure adaptative de Horowitz et Spokoiny (2001). En
suivant la procédure évoquée dans la section 5.2.2.3, définissons

T = g T0)
ot le maximum est pris sur un ensemble fini H,, C H,. Typiquement, Hi,, est une grille
géométrique contenue dans H, et ou le nombre d’éléments de Hi, augmente lorsque
n — 00, voir Horowitz and Spokoiny (2001). Le test qui en découle est alors

“Rejet de Hy lorsque TPt > Pt 7, (5.2.33)
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ou tZ" est une valeur critique qui assure que la procédure est asymptotiquement de
niveau a. 727" Comme en I'absence de censure, cette valeur critique ne peut étre évaluée
dans les applications, puisque 6y et la loi des erreurs e; sont inconnus. Horowitz and
Spokoiny (2001) proposent une procédure de simulation pour évaluer la valeur critique
%" Leur procédure peut étre adaptée a notre procédure SD lorsque la statistique de
test Tg(é) est définie en utilisant I’estimateur VQ% introduit par I’équation (5.2.25).

Pour ce faire, remarquons tout d’abord que Var(Y | X) = E(TY* | X)-E2(Y* | X).
Ainsi, la variance conditionnelle de Y sachant X peut étre estimée par

()

SR TV~ 2)/b) (S VLK — @) /b)
Sy L((X; — 2)/b) S L(X = o) /b))

ou L et b, sont tels qu’a ’équation (5.2.23). Les étapes sont alors les suivantes.

1. (Création des synthetic data) Pour tout ¢ = 1,...,n, on génére Cf’ a partir de la
distribution G et Y = f(, X;) + w?, on wl est généré aléatoirement & partir d'une
distribution N [0,72(X;)]. On construit T} = Y A C? et 67 = Liyb<cpy et on calcule
I’estimateur de Kaplan-Meier G? obtenu a partir de ces observations. Finalement, on
calcule les transformations synthetic data }A/Z-*b, 1=1,...,n.

2. (Construction de la statistique de test avec synthetic data) On utilise {Yi*’b,Xi :
i =1,...,n} pour calculer 6°, I'estimateur obtenu en minimisant Zi[f’i*’b—f(ﬁ, X;))? par
rapport & 6. On calcule Pestimateur de la variance [Vi""]2 en utilisant la méme formule
qui a servi a calculer T2() (c’est a dire soit (5.2.21) ou (5.2.25)) et les données ?;*’b, Xi,
i = 1,...,n. Finalement, pour tout A € Hj,, on calcule la statistique Tr?’b(éb) qui est
obtenue de méme que T (é) en remplagant YZ* et 0 par }Afi*’b et ° dans la définition
de Q°(A). On prend le maximum de T *(8%) sur h € Hi, pour calculer une valeur de
PP,

3. On estime t&* par ¥ le quantile d’ordre (1 — a) de la distribution empirique de
TP Y qui est obtenue en répétant les étapes 1 et 2 un grand nombre de fois.

A la lumiére de notre Théoréme 5.2.13, on peut s’attendre a obtenir la validité
asymptotique de cette procédure de simulation pour approcher tof t des lors que cette
procédure est légitime pour les transformations synthetic data exactes (G connu). Cette
conjecture, pour étre validée, mériterait une investigation plus poussée qui sera consi-
dérée dans un travail ultérieur.

Consistance envers des alternatives réguliéres de régularité s inconnue.

Dans le Théoréme 5.2.18 on suppose que la régularité s est connue et que la vitesse de
décroissance de h est connue, et donc la vitesse de décroissance de la fenétre qui permet
de détecter des écarts & ’hypothése satisfaisant les hypothéses sur A, du Théoréme
5.2.18. Plus généralement, il serait utile d’utiliser une procédure de sélection adaptative
pour h, procédure qui s’adapterait a la régularité inconnue des fonctions Ay, (+), et qui
permettrait a ces fonctions de converger vers 0 & une vitesse arbitrairement proche de
Poptimum. En I'absence de censure, si s est inconnue mais si s > d/4, la vitesse optimale
de test est (n~'y/loglogn)?/(*s+d) (yoir Horowitz et Spokoiny, 2001). La procédure de
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test dite "maximum test procedure" (5.2.33) représente une solution potentielle dans
I’approche synthetic data. Si I’on considére la statistique de test construite a partir
des "vraies" synthetic data, et estimateur du paramétre g, T9(6) = nh®/2Q0()/VY..
Supposons que sous les alternatives Hi, definies par les fonctions A, (-) comme dans le
Théoréme 5.2.18 avec une certaine suite x, T 0o, on ait

lim P < max T0(0) > t’;> =1, (5.2.34)
n—00 h€H1n

ou ¥ est une certaine valeur critique. Par le Lemme 5.2.15, on a P(maxpeyq,, T2(6) >
t%) — 1. Dans l'esprit de la preuve du Théoréme 5.2.18, toute suite , qui satisfait la
condition kp[loglogn] =/ (45t4) — oo assure la condition (5.2.34) lorsque Hy, est une
grille géométrique, a l'instar de celle utilisée par Horowitz et Spokoiny (2001).

5.2.5 Etude par simulations

Le but de cette étude par simulation est de comparer, a distance finie, les procédures
de tests proposées en (5.2.27) et (5.2.28), et de les comparer avec les tests de Stute,
Gonzélez-Manteiga, et Sénchez-Sellero (2000), basés sur leurs statistiques Dy, et W2
(voir section 5.2.1).

Le modéle de régression considéré est

Y =01 + 02X + ¢,

avec

X ~ U[-V3,V3,
e ~ N(0,1),
C ~ &(n).

Les vrais parameétres sont (fo1,6p2) = (1,3). p sert a controler la proportion d’observa-
tions censurées. Nous considérons les cas ou cette proportion est 30%, 40%, 50%.
On teste le modele de régression linéaire contre des alternatives de la forme

H : Y;:901+902X¢+dCOS(2W(Xi/\/§))+€i, 1<1<n,

avec d € {0.5,1,...,2.5,3}. La fagon dont ont été définies les alternatives rend le taux
de censure pratiquement stable en pratique, que ce soit sous I’hypothése nulle ou sous
les alternatives. Les niveaux de test considérés sont a = 0.05 and o = 0.10. Nous
prenons n = 100 et n = 200 et pour chaque taille d’échantillon, nous générons 5000
échantillons. Nous utilisons la fenétre h = 0.1 pour les tests basés sur le noyau. La
statistique de test 750 (resp. TMC) est calculée en utilisant estimateur 650 (resp.
oM ). Les valeurs critiques de nos tests sont celles données par la loi normale centrée
réduite, contrairement au test proposé par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero
(2000), pour lequel nous avons suivi leur procédure bootstrap (avec 5000 échantillons
bootstrap). La distribution asymptotique des statistiques de test D, et W2 utilisées
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par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000) dépendent de la distribution
asymptotique de 'estimateur de 0. Pour attirer I'attention sur les performances des dif-
férentes approches de test, nous calculons les valeurs de D,, et W2 en utilisant les vraies
valeurs des parameétres g1, fp2. Ce qui a pour conséquence d’améliorer les probabilités
de rejet sous 'hypothése nulle et sous les alternatives, pour chacune des procédures. Les
résultats des simulations sont présentés dans la Figure 1.

Cette bréve étude empirique montre que, dans le cas considéré, le test basé sur TTJLW ¢
est meilleur que celui obtenu & partir de T,fD et que ceux obtenus avec I’approche pro-
cessus empirique marqué de Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000). Le
niveau du test MC' est proche du niveau désiré «. En revanche, la différence entre le
niveau effectif du test SD et a s’accroit nettement quand la proportion d’observations
censurées augmente. A quelques exceptions prés, les probabilités de rejet sous les alter-
natives sont plus grandes voire beaucoup plus grandes pour les tests que nous proposons
que pour les tests basés sur I’approche processus empirique marqué.
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FIG. 5.2 — Probabilités de rejet pour les statistiques de test 752, TWES D, (Stute 1) et W2 (Stute

2), niveau=0.10

5.3 Lemmes techniques

5.3.1 Reésultats généraux

Lemme 5.3.1 Soit vy,...,v, et wy, ..., w, des suites de réels. On suppose que les hypo-
théses 5.2.6 (i)-(ii) et 5.2.4 (ii) sont vérifiées. Si

1

U(h) = —51d Z ’inth(Xi—Xj),

n4h

alors

h€Hn

1<i#j<n

n 1

n -
=1

/2 n
1 1
sup [U(h)] < Op(1) |~ 3 07| | =) w}
=1

1/2

Preuve: Puisque, pour tout z1,20 € R", |21 Apze| < ||Anll2llz1]l]|22]], il suffit de
borner convenablement ||Ap||2 uniformément en h. Par un calcul élémentaire, on a

pour tout z € R", || Ay,

n

AP < {max [ 3 ayh)

I<isn | 4~ .
Jj=Lj#i

2

2
[E2



136 Chapitre 5

Par conséquent,

Aph? 1 K(0)h™P
A < Bn E h_dK - X N
[Anll2 < n—1 +(n—1)h>§}§ém { n(@ )}—i_n(n—l)
ou
1 n
A, = sup |- E {Kp (x — X;) —E[Kp(z — X;)]} -
h>0,z€RP |1V o7

Par un changement de variable et le fait que la densité g est bornée,
E [h_th (x — X)} = / K (2) g (z — ha') dz’ < ¢ (5.3.1)
Rd

pour une constante ¢ > 0. Ainsi, pour tout h € H,

C An C An
< — —_— < —
HAhHQ_n{l—’_hd}_n{l—l_h%}

pour tout ¢ > 0 indépendant de h. Par le Lemme 22(ii) de Nolan and Pollard (1987) et
la vitesse de convergence du processus empirique sur une classe euclidienne d’enveloppe
constante (voir par exemple, van der Vaart and Wellner 1996), A,, = Op(n~Y?). Le
résultat en découle, puisque nh%ﬁl —00. N

Lemme 5.3.2 Soit vy, ..., v, une suite de réels, et 0 < h,, < hpyy < 0o. On suppose que
l'Hypothese 5.2.4-(i) est vérifiée. Si

1
U(h) = ad Z v Kp(X; — X;) et D(h)=

K(0)x~ 2

V:
y n2hd &=’
1<i#5<n i=1

alors pour tout h € [hy,, ha]
U(hpyr) + D(har) — D(hp) < U(h) < U(hy) + D(hp) — D(har).
Preuve: Considérons tout d’abord le cas p = 1. En appliquant la transformée de
Fourier inverse,
2

U(h) = /f((hu) %qui exp (2inu/ X;)| du — D(h) = U(h) — D(h).
=1

Par la propriété de monotonie de K , on déduit que
U(h) = U(h) = D(h) < U(hm) = D(har) = U(hm) + D(hyn) = D(har).

L’autre partie de l'inégalité se démontre de maniére analogue.
Pour p > 1, K est un produit de noyaux univariés, et l'argument pour p = 1
s’applique composante par composante. ®
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Lemme 5.3.3 Sous les Hypothéses 5.2.6-(ii), 5.2.4 et 5.2.11, on a

sup E [qp(Xl)qp(Xg)h_th (X; — XQ)} <M (5.3.2)
heHn,

ou M est une constante et

Sup E [gp,+(X1)@p,r(X2)h PKp (X1 — X2)] =0 quand 71 7g, (5.3.3)
EHn

ot qpr(z) =E [{|]Y|+ 1}1{Y>T}C’G(Y)1/2+P | X=z],2€X.

Preuve: Puisque K est positif et borné,

B [an ()05 (X5 01~ 3] | = [ 177500 K g
< [ ot  du = B2, 009(X))

Pour obtenir la derniére égalité, on a utilisé I'identité de Parseval avec g, ,(-)g(-) €
LY(RP) N L2(RP) (voir Rudin, 1987). De plus, 'Hypothése 5.2.11 implique que, pour
presque tout x € X, ¢, () | 0 lorsque 7 T 7. L’Hypothése 5.2.11 et le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue fournissent (5.3.3). Pour (5.3.2), on peut écrire

Blap (X0 ), (X2 ™ K (1~ X)) = [ Ig7at) Pt 1050001~ K (]

Puisque 0 < 1 — K (hu) < 1 — K (hminu) | 0, par Iidentité de Parseval et le théoréme
de convergence dominée, on déduit que ’espérance dans la derniére expression converge
vers E[q2(X)g(X)] < oo uniformément en h € Hy. Ce qui implique (5.3.2).

5.3.2 Lemmes techniques pour le comportement sous H,

Lemme 5.3.4 Fizons ¢ € (0,1/2) arbitraire. Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13
et sous Hy, pour 8 =0 ou 1,

sup h¢ |Q2(0)— Q8 (60)| = Op(n?).
heH,

Preuve: Par définition,
U2(0) — U7 (8o) = (nWin)” [ (B, X,) — f (B0, X)),

otlt, par convention, (nW;,)® = 1 pour 8 = 0 et (nWm)’g = nW;, pour 8 = 1. On
applique une convention similaire pour ~v” (T;) . Notons

K (X=X
a;j(h) = W.
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Ecrivons
QP(0) = Q1 (00) + 2> U () (nWn)” [£(0, X;) — £(00, X)]as; (h)
i#]
+ 3 (Wi Win) 1£(0, X0) — £(00, X))[£(0, X;) — (B0, X;))as; (h)
i#j

= Q5 (60) +2Q),(0,00) + Qy(0,00).

Premiére partie : Etude de QQQ
Par 'Hypothése 5.2.3, il existe une constante ¢ indépendante de h telle que

|@72(0,00)| < cld = 60]1* x Y (Wi (00 aii(B).
i#]

En utilisant le Théoréme 2.1.6, on obtient

Q0. 60)| < Op (1) 0 = 60l Y-+ (1)1 (L)) ais ()
i#j

Puisque E [v?(T)] < oo (par 'Hypothése 5.2.6-(iii)) et que 0 — 0y = Op(n=/2), le
Lemme 5.3.1 implique

sup )QQQ (é,@o)’ =0Op (n_l) .

heHn
Deuxiéme partie : Décomposition de le.

Pour étudier Q décomposons

nl»

QU (0,00) = Qﬁ (é 90>

+> 107 7 (000 (Ty) [£(8, X;) = f(60, X))l (h)
i#j

+>_U/(60) [(nWmﬁ—vf’ (T)] 1£0, X5) = £ (60, X;)]ais (1)
i#]

+ > 107(600) - U00)] [ (nWi) =27 (T5)| 1 (8, X5)— £ (60, X ()
i#j

= le(é, fo) + an + qu + lezz’
ol 'on définit

1(0,60) = > UL (00)7" (1)) [ (B, X5) = f (B0, Xj)]as (h).
i#]

Troisiéme partie : Etude de le
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Par un développement de Taylor, 'Hypothése 5.2.3-(i), le Lemme 5.3.1 et le fait que
E[U00?+ 74T P]<oo, on déduit

5 (s (0 — 00)
QL (0.00) = n_lohdZ{Uﬂeo T;)
17
xVo.f (B0, X;) Kn(Xi = X;)} + 10 — 6olI*Op(1)

= 10— 00)'S () + 116 — 6o]*Op (1),

avec le facteur Op(1) ne dépendant pas de h.

Le U—processus ggl(h) est d’espérance nulle. On considére sa décomposition de
Hoeffding, de sorte qu’il s’écrit

Sy = #ZUfE[BKh(X X,)Vof (60, X >|X}

—E[ ﬁKh(X X;)Vof(bo, X )\X]}
= ggn(h)"‘snw(h)-

Le processus ggm(h) est un U—processus d’ordre 2 indexé par une famille eucli-
dienne, d’enveloppe de carré intégrable (propriété assurée par le fait que le noyau K
est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard, 1987, et le Lemme 5
de Sherman, 1994a). Par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), la vitesse de convergence
uniforme de Sng(h) est Op(n™1). On en déduit que supj,cs, h*p\ggm(h)\ = Op(n=1/2).

Par ailleurs, h_dggn(h) sécrit n=1 Y0 Uf(@o)@- avec

¢ = B[y’ (T}) Vo f (00, X;)h ™ Kn(X; — X;) | Xi].

Par ailleurs, par changement de variable,
W [ (X5 = X5)9af 60, )] = [ Fof (60, + ) K () £ (X + D)

On en déduit que |¢;| < M, pour une certaine constante M. Définissons une grille de
tailles de fenétre Ay, < hy, < hp—q1 < ... < hy < hg = hy avec hy = hy_1h§;, 1 <1 < L,
et ¢ > 0 qui sera choisi plus bas. Par définition, H,, C UZL:1 Hy, avec H; = [hy, hi_1].
Fixons a € (0, 1) arbitraire tel que 1 — (/d < «. Pour chaque [ = 1, ..., L, par définition



140 Chapitre 5

de H; et d’aprés le "Main Corollary" de Sherman (1994a),

E | sup |n1/2h<_d§£12(h)\] < hlcdeE

sup n1/25512<h>|]

heH, heH,
11/2
< Alhlcfd E sup {h2d ZUﬁ 2o}
heH,; ]
< gn$ e (hea )L f:U.ﬁ(e )2_ "
> 21y hl m s ; \YO0

= h%az OP(1)7

ou A1, Ay sont des constantes qui dépendent de «v et de 7 (et de d) mais pas de n, ni de
I,nide a; =14+{l[¢ — (1 — a)d] — da} c. On obtient une classe euclidienne d’enveloppe
intégrable (comme requis dans le "Main Corollary" de Sherman) du fait que le noyau
K est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard (1987) et le Lemme
5 de Sherman (1994a). Prenons ¢ tel que 1 + (¢ — p) ¢ > 0. On en déduit que

B | sup [0!25 957,00 0.

En appliquant l'inégalité de Chebyshev, on obtient 'ordre de hC_nglg(h) uniformément
en h € H,. Puisque, par ailleurs, ||§ — o||h % = op(1), on en déduit

s 1[5 (3.00) | = 0p7)

Quatriéme partie : Suite de I’étude de le

Pour montrer que les termes an a leg sont négligeables, nous ne pouvons plus
utiliser "argument du Lemme 5.3.1 puisque les variables aléatoires que nous devons
considérer ne sont plus de carré intégrable. Plus précisément, par définition,

U (00) — U’ (60) = [nWin — 7 ()] [T; — BF (60, X,)]

le probléme provenant de la majoration de |[nW;, — v (7T;)| proposée au Lemme 2.2.3,
majoration qui fait appel a C(T;)*" (with n > 0), une quantité qui ne peut étre de
carré intégrable si I'on prend o = 1/2.

Pour montrer que les termes an a Qﬁlg sont négligeables, appliquons le Lemme
223 avec a =1 et € = p, ou p provient de 'Hypothese 5.2.11. Par un développement

de Taylor, on borne | f(0, X ) f (00, X;)| par M||0 — 6o]|, pour une certaine constante
M. Par conséquent, an a ins sont bornés par

Z "}/ ’T /Bf (907 Z)’pyﬁ (TJ) az’j(h> = Op(n_l) X Bnp1,

—(1/2+p)
]
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et

N B
_ T’z aij h G CTJ'— - G ir] _
Ortr I)X; [Cz((Tii](l(/le) < (1)G(Tj)( )V(Tj)> = Op(n™")x By,

respectivement. Pour borner uniformément B,;, on utilise le fait que la fonction de
régression est bornée, ce qui conduit &

0< By < Ch~ d{Alann}Z [Ca(T)) >0y (T) {| T3] + 1}
i=1

ou C est une constante, et

A= s ijﬁl{m (@ = X)77 (1)~ E [K4 0 — )77 (7)]}

et Aoy = suppey, E [Kp (z — X) 77 (T)] = suppep, E[Kp (z — X)]. De méme qu’a
Iéquation (5.3.1), |h*dA2n| < (5 pour une constante Cs indépendante de h. Ay, est le
supremum du processus empirique sur une classe de Donsker, donc Ay, = Op(n_l/ 2).
De plus, puisque nh2? — oo, on en déduit que‘h*dAln‘ < (7 avec C] indépendante de
h € 'H,. Finalement,

E [/(T{IT] + 1}Ca(T)/2] = E [{[Y| +1}Ca(Y) /2] = E[g,(X)] < .

On en déduit que supyey, Bp1 = Op(1). On peut invoquer des arguments similaires
pour Bpo. Pour B3, il ne reste a étudier que le cas § = 1. Pour cela, on utilise le
Théoréme 2.1.6 pour obtenir que sup,.7, Za(t) = Op(1), de sorte que l'on se raméne
au cas de B,,1.

En rassemblant les résultats des parties 1 a 4, on obtient sup,cy, h7|Q51(é, 0)| =
Op(n™1). =m

Lemme 5.3.5 Sous Hy et sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13, pour 7 < 7y et,
pour 3 =0,1, en définissant

Qi () = n_lhdz T L8 T 3100, X))
- Xj

')

alors pour tout ¢ € (0,1/2), suppey, h° ‘an (T)’ = Op(n71).

*Lpn U)K (
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Preuve: Soit wﬁ = 6; [Ty — Bf (00, Xi)] [1 — G (T3)] 2. Nous pouvons écrire
Q) (1) = Py Y > [ G ( i)] 1ir,<ryw] US Ky (X — X;) .

i#£]

Utilisons la représentation i.i.d. du Théoréme 2.2.8,

1 n
G) ~ G (1) = - 0 (T t) + Balt),
avec supy<, |Rn(t)] = Op(n~'). Comme propriété de cette représentation, nous avons
que, pour tout ¢t < 7,
E [ (T 1)) = 0 (5.3.4)
et ¢ (Tk,t)| < M; pour une constante M; indépendante de ¢ (mais dépendant de 7).
Nous pouvons écrire

inl ( ) = hd Z (0 Tk? 1{T <ryW; UﬁKh (X Xj )
i#j#k
1 1 B8
+ nn(n — 1Al Z U (T3, To) Ly <rywy U K (X — Xj)
i#
e Doty (0 T UKo (X0 X5) + (st
= (n—2) ”_1Q5111 (1) + ”_nglm (1) + ”_IQQH:& (1) + Op(n).

Par le Lemme 5.3.1, et par le fait que ¥ (-,-) est borné et que wiﬁ

intégrable,

et Uf sont de carré

s {|@ (7] + Qs (]} = 0 (1)

Pour étudier len (1), qui est un U—processus d’ordre 3, on applique la décompo-
sition de Hoeffding decomposition et on I’écrit comme une somme de deux U —processus
dégénérés,

ann (1) = len (1) = anm (1)
et Qninz (1) =0~ (n = 1)1 5, 63607 ot

bk = B [ (T, T) 1<yl U (X = X5) | X, T

Notons que |¢;i| < My pour une constante My. Le fait que E [U],g ] Xj] =0etle
développement (5.3.4) montrent que les autres termes de la décomposition de Hoeff-
ding de len (1) sont nuls. Le Corollaire 4 de Sherman (1994a) implique que 1'on a

suppep, I ’quu (7’)’ = Op(n=3/?). De la, on obtient

sup ‘ann (7')‘ =op(n™1).
heHn
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A présent, fixons ¢ € (0,1/2) et « € (0,1) tel que 1 — {/d < «, et considérons les
intervalles H; comme dans la preuve du Lemme 5.3.4. Pour chaque H;, par le "Main
Corollary" de Sherman (1994a),

—d
E| sup |nh<Q21112<T>\] < hE sup \nhdcz&m(m]
l 1

1/2

y . e a1/
< Mbf B sup § 3 quk[Uj_
i 1<4,k<2n
7 a/2

ad 2n
(—(1—a)d [ -1 1 312
< Z=t — :
< Mok ( L ) 5 V]
= h?\g Op(1),

ou A1, As sont des constantes et a; est tel que dans la preuve du Lemme 5.3.4. Finale-
ment, en sommant sur [ pour obtenir nhCQZH12 (1) = op(1) uniformément en h € H,.
|

Lemme 5.3.6 Soit le et le (1) définis selon (5.2.29) et (5.2.30), respectivement.
Sous les hypothéses du Théoréeme 5.2.13, pour 3 =0 ou 1

sup h/2 Q§1 (1) — le =C; X Op(’l’L_l),
he€Hn

avec le facteur Op(n=') qui est indépendant de T, et Cr — 0 quand 7 | 7.

Preuve: Décomposons

1 3 B 1B
n2hd/2 Z U Kn (Xi—X;) (Uj -Uj )1{Tj>7}

1<ij<n

P hQA (1) - Qi) =

K(0) \~118 (178 _ 176
T n2hd/2 ZUJ (Uj _Uj) Liry>ry = 51— 52
j=1

En utilisant la transformée de Fourier inverse et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

2 1/2
. 1 & A .
1S1] < /K(hu) EZ (U]ﬁ — Uf) exp (227ru’Xj) Lir,5ry| du
7j=1
2 1/2
x | hd / K (hu) %ZUJQ exp (=2imu/X;)| du| = [Sii(R)]? [S12(R)]V2.
j=1

En utilisant la monotonie de K , on obtient que

[S11(R)| < [S11(hm)l,
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(voir également le Lemme 5.3.2). A présent, en utilisant & nouveau la transformée de
Fourier inverse,

St (hm) = nz nZhd, Z UL r5ry K, (Xi—Xj)(Uf—Uf)l{TpT}
2#]
K (0 NN
+ 2;(1d) Z (Uﬁ Uf)) 17>y = St + Stie.
j=1

Pour traiter S111, on applique le Lemme 2.2.3 avec a@ = 1 et ¢ = p. Ainsi, |S111| est
borné par

Op(n_l) Z {|Tz’+1}1{TZ>T}7(T1)
ehd 2 [Ca(T)] 02

{IT51+13 175y (T5)

Bn &= X0) o my-anme

i#]
oil le taux Op(n~1) ne dépend pas de 7. Par (2.2.10) et en prenant I’espérance condi-
tionnelle, I’espérance du terme générique de la derniére somme est

{‘Y1| + 1}1{Y1>T} {|Y2‘ + ]‘}1{Y2>T}
[Ca(Y1)]~ /2 ) [Cex(Ya)]~(7250)
= Egpr(X1)qp,r(X2)Khp,, (X1 — X2)]

avec ¢, 7 defini au Lemme 5.3.3. On applique le Lemme 5.3.3, et on en déduit que |[S111|
est borné par C; x Op (nfl) pour une constante C; indépendante de n mais tendant

hon (X1 — X2)

vers 0 quand 7 T 7g.
Par ailleurs, pour borner Si12, on applique le Lemme 2.2.3 avec « = 2/3 et ¢ = p.
Alors

1 « 3\ 2
el £ 32 (U) = 0)) 1rny K (0) (5.3.5)
moj=1
_ 1< {yT\+1}2
n—1/3p-d 4
= fom' O nZ; —(1/3+20/3)"
J

Par I'inégalité de Holder, 'espérance de la derniére moyenne empirique est bornée par
E'? [5{|T] + 111 - G (D] ) B2 [{|T] + 1}Ca(T) 2+,

qui est finie d’aprés les Hypothéses 5.2.6-(iii) and 5.2.11. Pour finir, rappelons que
3p .
nhy, — 00. On obtient finalement que

sup S11 =C; x Op (n_l) .
heHy

Pour traiter Sio, on appliquer la transformée de Fourier inverse et le Corollaire 4 de
Sherman (1994a), de sorte qu’on obtient

512 — % ZU'LBUJBKh (Xz — XJ) + K(O) Z |:Uﬁ:|2 = OP (n_l) s

2 J
i#] J=1
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et 'ordre Op (nil) est uniforme en h € H,,. Pour S, on prend la valeur absolue, on

applique le Lemme 2.2.3 avec & = 1/2 et € = p et on utilise n1/4h%2 — 0o pour déduire
que SUPpeyy,, W28y = op(n~!). m

Lemme 5.3.7 On suppose que les hypothéses du Théoréme 5.2.13 sont satisfaites. Soit

QQQZW;[W_U;} (07— U2 Ko (X, - X)), B=0.1

= Op(n_l).

Alors SUPpery,, ‘ng

Preuve: On part de (5.2.31). En appliquant le Théoréme 2.2.3 avec a =1 et € = p,
on a

<OP(n71)Z {|T3]+1}~(T5) UK (Xi— X)) T[4+ 11(T5)

B
)Qm ~ n(n-—1) oy [Ca(T;)]~(/2+r/2) [Ca(T;)]~(/2+0/2)

Par (2.2.10) et en prenant l’espérance conditionnelle, 'espérance de chaque terme de la
somme vaut

iy, (a4 1)
[CG(Yll)]_(1/2+p)h K (X1 — X2) [Cg(Yj)]_(1/2+P)]

= B [g,(X1)g,(Xo)h K (X1 — X5)

et par conséquent, elle est bornée d’aprés le Lemme 5.3.3. On en déduit que Qgg =
Op(n~!). Pour démontrer cet ordre uniformément en h € H,, on peut utiliser le Lemme
5.3.2. Pour ceci, il reste a prouver que n~'h ¢ Z?Zl[Ujﬁ - Uf]{: Op(1). Pour cela, on
applique le Lemme 2.2.3 avec o = 1/2 et ¢ = p/2 pour borner |U]ﬂ — Uf! et on remarque
que /nhd, — oo et E[Cq(Y)Y?*7] < co. m

Lemme 5.3.8 Sous Hy, on suppose que les hypothéses du Théoréme 5.2.13 sont satis-
faites. Sous Hy, on se place de plus sous les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12. Pour 8 =0 ou
1

7

sup | V2 (00)/Vid = 1] = or (1).

h€Hn
Preuve: On rappelle que
~ 512 N 2 ~ ~
2
{Vf] = V7 (0)? = n(n — 1)k > Uf(Q)QUf(9)2K2 (Xi — Xj).
i#]
Le résultat est une conséquence de la relation suivante :

VIO = V7 (07| = op (1), (5:3.6)

n

sup
0€O,heHnp
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sup
heHn

V2(0)2 = V(007 < 10— 6oll x Op (1) (53.7)
avec I'ordre Op (1) qui est indépendant de 6 € O, et
V53(60)2 — 2/K2(u)duE {E2 [Uﬁ(ao)2 | X} g(X)} (5.3.8)

en probabilité, uniformément en h € H,,. La limite dans (5.3.8) est finie et strictement
positive, puisque 'Hypothése 5.2.6 implique

pour tout x € X, 0<01§E[U’6(00)2|X:1‘]§02<oo,

pour des constantes c1, cy. Lespérance de Vi’ (6) tend vers la limite dans (5.3.8) (voir
aussi la preuve du Lemme 5.3.3 ci-dessus), tandis que la variance de ffnﬁ (0p) tend vers 0.
Pour obtenir la convergence uniformément en h € H,,, on utilise E[Uf (6p)1] < oo pour
déduire n=2h~23"" | Uf(90)4 = op (1) pour h = h,,, et on applique le Lemme 5.3.2.
Pour vérifier (5.3.7), on utilise un développement de Taylor en 6, le Lemme 5.3.1 et le
fait que v%(T;) et Uf(@g) ont des moments d’ordre 4. Pour finir, pour prouver (5.3.6),
remarquons que pour tout 0 < a <1/2etn >0

U20) - UL(0)] < c|nWin—~(T)|(IT;] +1)  (pour une constante c)
= Op (0 ) Y(T){CE (T} (T3] + 1)

et puisque |Uf(0)| < ey (T;) (|T;| + 1), nous avons également

~

07(0)° U7 (0] = Op (n=2) PA(THCE (T}21(Ti| + 1)

)

En prenant «, n suffisamment petits, par le Lemme 5.3.1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et les Hypotheses 5.2.6-(iii) et 5.2.11, supgeg pe,, |Vnﬁ(0)2 —vp 0)?| =op(1). m

5.3.3 Estimation non paramétrique de la variance

Lemme 5.3.9 On se place sous I’Hypothése 5.2.7. Soit X1, Xa,...Xy, un n—échantillon
de loi X de support X C RP et de densité bornée fx. De plus, on suppose que fx
est bornée inférieurement par une constante strictement positive sur X. Il existe des
constantes positives a et M (indépendantes de n) telles que pour tout n

|: T14n74 (Tln) T12n72 (Tln)

—n -~ 7 E—/—4————— | X7 = < M < oo. 539
C(”)(Tln)%}+ilel£’ {Cwmn)a' ! ‘””}— > (5:3.9)

Considérons un noyau L(x1, ...,xq) = L(z1)...L(x4) ot L est une densité symétrique de
variation bornée sur R. Considérons une séquence de fenétres b, — 0 telle que nb>d —
00. Soit ;i = 8inTin[1 — G(Tin)] 7Y, i = 1,...,n, et définissons

oy S YR~ )/b) (S Va0 /5)
() = == % — ) /b) ( S L((X — 2)/bn) ) =X,
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un estimateur de Var(Yy, | X1 = x). Définissons 63:2(x) de fagon similaire, mais avec
= 0inTin[l — G(Tin)] ™" au lieu de Y. Alors, sup,cy ‘&;‘12(1‘) — 0% (z )‘ — 0 en
probabilité.

Preuve: Pour simplifier, nous nous concentrons sur le cas de ’hypothése nulle, les
arguments sous les alternatives étant similaires. A partir de la vitesse de convergence
d’un processus empirique indexé par une famille euclidienne d’enveloppe constante, et
a partir de la condition n1/2bfL — 00,

sup
reX

nbdZL i = )/bn) = E by L(X; —2)/bn) || = 0,

en probabilité. De plus, par un changement de variables et les propriétés de la densité
g (), pour tout n, 0 < ¢1 < E [b,?L((X; — 2)/bn)] < c2 < 0o pour des constantes cy, ca.
De sorte que, pour prouver le résultat, il reste & montrer

fork=1,2, sup
zeX

= Z [Vt =] (X = ) )| = 0

en probabilité. Nous n’avons besoin de considérer que le cas k = 2 puisque ’autre cas
peut étre traité de maniére analogue. Par le Lemme 2.2.3, pour tout « € [0,1/2] et
n>0

Y*

(2

— Y| < Op(n ) x [Ty (1) Ca(T)*",  1<i<n,

avec le facteur Op(n @) qui est indépendant de i. A partir de cet ordre, et en utilisant
I'identité b — c® = (b — ¢)? + 2¢(b — ¢), on montre aisément que le résultat est obtenu
si 'on montre

sup
reX

nz T2y (T;) Co(T) 2 L((X; — 2) /by)| = Op(b2). (5.3.10)
=1

Pour 2a + 21 < a, en prenant 1’espérance conditionnelle, on déduit que

sup E [T242 (T,,) Ci(T,)** 1 L((X — z) /bn)] < esbt
reX

pour une constante finie c3 indépendante de n.

A présent, centrons la somme (5.3.10) pour obtenir un processus empirique indexé
par une famille de fonctions euclidienne, d’enveloppe de carré intégrable. (Le caractére
euclidien découle du fait que L est a variations bornées, et de la premiére partie de la
condition (5.3.9).) Ainsi, aprés avoir centré a l'intérieur de la valeur absolue en (5.3.10)
on obtient ordre (uniforme) Op(n~'/2). Finalement, en utilisant la condition n'/2b¢ —
oo pour montrer le résultat sous Hy. La vitesse uniforme O p(n_l/ 2) obtenue apreés avoir
centré la somme dans (5.3.10) peut également étre montrée quand la loi des Y7,..., Y,
dépend de n. Ceci découle, par exemple du "Main Corollary" de Sherman (1994a) avec
k=1et pour toutn>1 m
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5.3.4 Lemmes techniques pour le comportement sous les alternatives
5.3.4.1 Lemme général

Lemme 5.3.10 Soit uiy, ..., Un, une suite de variables indépendantes conditionnelle-
ment & Xi1,...,Xn, et telle que la loi de u;, ne dépend que de X;. On suppose que
Eluin | Xi]) =0 et 0 < E[u2, | X;] < 02 < oc. Alors

Xi — X L
n(n—1 hd Zum <> Ujn = op x Op(n~'h d/2)- (5.3.11)

De plus, soit A, une suite de fonctions mesurables, et soit

X — X
U, n_lhdZA (h )W
i#]
En définissant Ay, la matrice de taille n X n de coefficients

K(x X) »
hin(n —1)

aij(h) =
on a, pour une constante ¢ > 0 indépendante de n et de A\,

E[|Up| | X1,..X0] < conn?|| Anl2] An]ln-

Preuve: La variance de (5.3.11) est de Pordre 02n~'h~%2. L’inégalité de Chebyshev
permet de conclure. Pour prouver la seconde partie du Lemme, soit

M0 = ey A (T ) 1

En utilisant I'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund (voir par exemple Chow et Teicher,
1997, page 386), et en appliquant I'inégalité de Jensen ainsi que les propriétés de |.||2,
on obtient

n

E Zum)\n )| X1, X,

1/2
< cE (Zum)\ 2) | X1, ., X

n

1/2 n
< | S Bl | XA (X»?] < coy ZMXJ?] < coun | Anll2alln
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5.3.4.2 Preuve du Lemme 5.2.15

Pour 7 =1, ..., n, soit

0o — Owlim : 70 _ _ OinTin

Uin - 1 _G<T’zn) f(07X2)7 U 1 —G(En ) f(0 X)
1 5in[m_f(9X)] 2o m[m_feaXz)]

Uin 1-G(Ty) Uin = 1-G(Tin—)

Par le Lemme 2.2.3 appliqué avec « = 1 et ¢ = p, et en utilisant le fait que la
fonction f(-,-), est bornée, on a, pour =0 ou 1

5in

T @y (Tl + DICE Ta)) 20 (5.3.12)

U ~UZ| = |R],| < Op(n~1/?)

A présent, afin de simplifier les notations, on note Kj;; pour K(X; — X;). On a alors

1 BB 1818 3 3
n2hd Z{Uanjn U’LnUJn} iy = th z;é: RanjnK” + th z#: RanjnK
i#] 1#£] i)

= 2/f{ (hu) %Z Ujﬁn exp (2iru’ X;) Z Rﬁ exp (—2imu'X;) | du
j=1

2K (0) 5~ 16 18
 n2pd ZRyntn
J:
2
K (0)
B B 12
/K (hu) ZR exp (2iru'X;)| du— 3pd Z[Rjn]

= 215-Df+1§—D§.

Etude des termes D?, 1=1,2.
Pour i = 1, on utilise (5.3.12). On en déduit la majoration

sup |D/16| = Op(n=32n=%) = Op(n7Y).
heHn

Pour i = 2, on applique le Lemme 2.2.3 avec a = 1/4 et € = p/2. On obtient

n 2
8 < ~3/2p,d lzw L/24p
|D2| = OP(n h ) X n g [1 _ G(Tm)]Q CG (Tz )

D’apres 'Hypotheése 5.2.12, 1la somme du membre de droite est un Op(1). On en déduit
que suppeqy, | D] = Op(n~?).
Etude des termes If, 1=1,2.
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant la positivité de la trans-
formée de Fourier de K, on peut borner

2 1/2

|Iﬁ|< Iﬂ 1/2 % /K (hu) ZUB exp (2imu' X;)| du

En appliquant la transformée de Fourier inverse, on en déduit que la derniére parenthése
est égale a

1 n
+ g > K(0) UL
i=1
Par ailleurs,

n2 ZK =Op(n~ )v

d’apreés 'Hypothése 5.2.12.
Il reste donc a montrer que P = Op(n~1). Remarquons que

_ B8 ph B
2 - thd ZRijnKl] + D
i#]
Puisque, comme on l'a vu, suppecyy, \Dg\ = Op(n~1), il reste & considérer le premier

terme. Pour ce faire, on utilise (5.3.12). On obtient la majoration

(n) (i \11/24p
E : 0 ﬁ -1 din |Tm|+1)[CG (Tz)]

i 2 Tl = Orl ) mmz 1= G(Tin)

i#j

s Jin(1Tinl + 1>[cé (@)
"’ 1= G(T) |

On applique alors le Lemme 5.3.2 pour se ramener aux cas h = hy, et h = hyy. Il reste
donc & montrer que

Sin(|Tjn| + 1)[CE (1)) /240

1 5 Sin(|Tin| + 1)[CSY (T3 /2 He

K ! = Op(1 )
R - R Tl R A P o
pour h/ = h,, et h = hy;. Pour ce faire, on calcule I'espérance,
1 V(Tln){‘T1n| + 1} 'Y(TQn)HT?n‘ + 1}
B g fre (7240 ~1/27) (5:3.13)

{C(('?) (Tln)} [Cgb) (T2n>}
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est bornée, ot ¥(T1,) = 61n[1 — G (T1,)] . D’aprés I’ Hypothése 5.2.7-(ii), on déduit
que cette espérance est égale a

[Yin| +1
n —(1/2+p)
& (vin)]

= E [h 1 Kagl! (X1)q0" (X))

’Y2n| +1

1
E KR [Cé?) (an)} —(

hd

| X, |E

1/2+p) | X2

L’espérance de la derniére ligne est bornée, d’aprés I’'Hypothése 5.2.12 et le Lemme
5.3.3.

5.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié certaines propriétés de convergence d’estima-
teurs non paramétriques de la régression. Ces estimateurs non paramétriques ont été
utilisés afin de construire deux tests non paramétrique du modéle de régression para-
métrique 4.0.1 en présence de censure. L’'un de ces tests est basé sur I’approche syn-
thetic data du Chapitre 3, I’autre sur I’approche intégrales Kaplan-Meier du Chapitre
2. Ces deux tests apparaissent comme une extension de la démarche de Zheng (1996).
Contrairement a ce qui avait été fait jusqu’a présent dans la littérature des tests non
paramétriques d’adéquation en présence de censure, nous avons prouvé non seulement
la convergence de nos tests sous I’hypothése nulle, mais également sa consistance envers
différents types d’alternatives. Les simulations que nous avons mises en ceuvre valident
le comportement & distance finie de nos statistiques de test.

Notons également que les représentations asymptotiques des statistiques de test sont
d’une forme trés simple par rapport & la représentation de procédures basées sur les
processus empiriques marqués (voir par exemple Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-
Sellero, 2000). Par ailleurs, ces représentations ont été obtenues avec un reste controlé
uniformément en h, paramétre de lissage. Cette uniformité est particuliérement utile en
vue de la mise en ceuvre de techniques de bootstrap afin d’améliorer la procédure (voir
5.2.4.6), qui sera un champ d’investigation futur.

Une autre question qui mérite développement concerne la réduction de dimension
pour ce type de procédure de test. En effet, lorsque le nombre de variables explicatives
est important (supérieur & 3 en pratique), la puissance du test de Zheng (1996) est
grandement affectée. Adapter les résultats de Lavergne et Patilea (2006), qui utilisent
une technique de réduction de dimension pour ce type de procédure, est donc une piste
qui mérite d’étre explorée.

Parmi les autres champs d’investigation, citons également d’autres tests d’adéqua-
tion & d’autres modéles de régression : modeles de régression quantile paramétriques,
ou modéles de régression semi-paramétriques tels que le modeéle de Cox, ou le modéle
single-index.
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Chapitre 6

Modéle de régression single-index
pour la réduction de dimension

Dans un modele de régression non paramétrique, on cherche a estimer m(z) =
ElY | X = z], en cherchant m dans un espace de fonctions de dimension infinie. Par
rapport & ’approche paramétrique, cette approche présente l'avantage de nécessiter
moins d’hypotheéses sur le modéle, puisqu’on ne préjuge pas de la forme de la fonction (a
Pexception éventuelle d’hypotheéses de régularité). Mais I'un des inconvénients majeurs
d’une approche purement non paramétrique de la régression réside dans le phénomeéne
appelé "fléau de la dimension", c’est a dire la difficulté d’estimer convenablement la
fonction m lorsque la dimension du vecteur de variables explicatives X € R? est grande
(en pratique, d > 3). Afin de surmonter cette importante limite de I’approche non
paramétrique, tout en assurant plus de flexibilité que ne le ferait un modéle purement
paramétrique, un compromis consiste & employer un modéle semi-paramétrique tel que
le modéle single-index (SIM par la suite). Ce modéle suppose que

m (x) = E[Y | 0X = 6] = f (B):60) (6.0.1)

ot f est une fonction inconnue et 6y € © C RY un paramétre inconnu de dimension finie.
Afin de s’assurer que le modeéle est bien défini, on impose que la premiére composante
de 0y est égale a 1. Si 0y était connu, le modele se résumerait & un modeéle de régression
non paramétrique, mais cette fois avec une variable explicative 6,X de dimension 1.
Notons par ailleurs que le modéle de régression semi-paramétrique de Cox (Cox, 1972,
1975) est un cas particulier de modéle single-index. En effet, dans le modele de Cox, le
taux de hasard conditionnel dépend d’une combinaison linéaire (X des variables qui
doit étre estimé. Néanmoins, le modéle Cox est moins général que le modele (6.0.1),
puisque dans ce cas, toute la loi de Y sachant X dépend de 6, X (ce qui n’est pas le cas
dans le modele (6.0.1) ou seule I'espérance conditionnelle dépend de 6X.)

Pour ce modéle, et en "absence de censure, plusieurs approches ont été proposées
pour estimer 0y & la vitesse n~1/2, Typiquement, ces approches peuvent étre regrou-
pées en trois catégories : M-estimation (Ichimura, 1993, Sherman, 1994b, Delecroix et
Hristache, 1999, Xia et Li, 1999, Xia, Tong, et Li, 1999, Delecroix, Hristache et Patilea,
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2006), "average derivative based estimation" (Powell, Stock et Stoker, 1989, Hérdle et
Stoker, 1989, Hristache et al., 2001a, 2001b), et méthodes itératives (Weisberg et Welsh,
1994, Chiou et Miiller, 1998, Bonneu et Gba, 1998, Xia et Hérdle, 2002). En présence
de censure, la méthode "average derivative" a été récemment utilisée par Burke et Lu
(2005) dans le modele (6.0.1).

Dans notre contexte de régression en présence de variables expliquées Y censurées,
ces approches doivent étre adaptées. Dans ce chapitre, nous proposons un M —estimateur
du paramétre 6y dans le modéle de régression en présence de données censurées. Les
deux approches synthetic data de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et moindres carrés
pondérés sont a la base de nos procédures d’estimation. Les estimateurs de 6y que
nous définissons peuvent ensuite étre utilisés pour estimer la fonction m (z). Un autre
avantage de notre technique est qu’elle ne requiert pas la continuité des variables X. Il
s’agit d’un avantage important par rapport & la technique "average derivative" utilisée
par Burke et Lu (2005) ou les variables explicatives doivent avoir une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue (dans notre cas, seules les combinaisons linéaires 8’ X doivent
avoir une densité).

Dans la section 6.1 est présentée une méthodologie de M —estimation pour estimer
dans le modeéle (6.0.1). Dans la section 6.2 sont présentés les résultats de consistance
des différents estimateurs, la normalité asymptotique étant démontrée dans la section
6.3. Une étude par simulation est mise en ceuvre dans la section 6.4 afin de tester la
validité des estimateurs pour des échantillons de taille finie. La section 6.5 est consacrée
aux preuves techniques.

6.1 Méthodologie

Comme conséquence des propriétés de ’espérance conditionnelle, pour toute fonction
J >0,

by = arggéiélE [(Y —f (0’X;9))2J(X)] = arggéiélM(H) (6.1.1)

= argraréig/ (y —f (0'3:;9))2J(a:)dF (z,y).

Bien entendu, I’équation (6.1.1) ne peut pas étre utilisée pour obtenir 6y, puisque deux
objets sont indisponibles, la fonction de répartition F' d’une part, et la fonction de
régression f (6'x;0) = E[Y|X'0 = 2/0] d’autre part. Une fagon naturelle d’estimer 6
consiste alors & estimer ces deux fonctions inconnues, et de les remplacer par leurs
estimateurs dans ’équation (6.1.1).

6.1.1 Estimation de la fonction de répartition

Dans 'esprit des chapitres précédents, cette fonction de répartition peut étre estimée
par l'estimateur F' de Stute (1993) défini par I'équation (2.2.8), c’est la logique de
lapproche moindres carrés pondérés (MC). L'autre logique (synthetic data, SD) consiste
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a réécrire ’équation (6.1.1) de la fagon suivante,

Oy = arglgéiélE [(Y* —f(G'X;H))QJ(X)} = arggréigM* (9)

_ / (" — f(O'z;0)20 (2)dF*(x,y*),

ou la fonction de répartition F* est définie en (3.2.3). Pour l'estimation, on peut rem-
placer F* par F* défini en (3.2.8), ce qui revient a remplacer Y; par les transformations
estimées YZ* Il faut noter que les fonctions M et M™* sont différentes. En revanche, elles
ont toutes deux le méme minimum 6y (les transformations synthetic data ne sont pas
destinées & estimer Y et conservent seulement son espérance conditionnelle).

6.1.2 Estimation de f (0'z;0)

Afin d’estimer f (u;6), on peut par exemple utiliser les estimateurs non paramé-
triques définis dans la section 5.1,

k()
e (=

D’autres estimateurs non paramétriques peuvent également étre utilisés. Pour cette
raison, les résultats des sections suivantes sont présentés sans préjuger de la forme de
I’estimateur utilisé. Nous présenterons un certain nombre de conditions de convergences
qui doivent étre vérifiées par ces estimateurs. Dans la section 6.5, nous vérifions que ces
conditions sont bien satisfaites par ’estimateur (6.1.2).

Il faut noter que l'utilisation de I'estimateur (6.1.2) requiert que #’X posséde une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue, pour 6 € O, notée fy. En revanche, X
ne posséde pas nécessairement de densité, hypothése requise par la méthode "average
derivative" de Burke et Lu (2005).

(6.1.2)

6.1.3 La fonction de trimming J

La raison pour laquelle nous introduisons la fonction J dans I’équation (6.1.1) appa-
rait dans la définition de notre estimateur (6.1.2). Afin d’assurer la convergence uniforme
de cet estimateur, le dénominateur doit étre minoré par une constante strictement po-
sitive. Pour cette raison, il est nécessaire de restreindre le domaine d’intégration & un
ensemble ou fp(u) est minorée et strictement positive, fy désignant la densité de 6'X.

Si nous connaissions 6y, nous pourrions considérer un ensemble By = {u : fg,(u) >
¢} pour une constante ¢ > 0, et utiliser la fonction de "trimming" J(65X) = 116, xeBo}-
Bien stir, ce trimming idéal ne peut étre calculé, puisqu’il dépend du parameétre inconnu
0o. Delecroix, Hristache et Patilea (2006) ont proposé une méthode pour approcher
cette fonction de trimming a partir des données. Etant donné un estimateur préliminaire
consistant 6, de 6, les auteurs utilisent le trimming suivant,

/ _ ~
In(0nX) =15, (0 x)>cp
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ol 'on définit

f@(u) = %ZK (9 l‘h—u> '
=1

Dans 1’étude qui suit, nous nous concentrons principalement, pour simplifier, sur
une estimation qui utiliserait le trimming (incalculable en pratique) J(6)X), et par la
suite, nous justifierons dans la section 6.5 que, du point de vue asymptotique, il n’y a
pas de différence a utiliser J,, (0], X) ou J(0,X).

6.1.4 Estimation de la direction 6,

Estimation préliminaire de 6. Pour estimer de facon préliminaire 6, on suppose,
a l'instar de Delecroix, Hristache et Patilea (2006) que nous connaissons un ensemble
B tel que inf xep gea{fo(6'X) > ¢/2 > 0}, et nous considérons la fonction de trimming
J (X) = 1¢xepy- Pour calculer notre estimateur préliminaire 6, nous pouvons utiliser
soit 'approche MC, soit ’approche SD. En utilisant ’approche MC,

0, = argmin/ <y — f (0'30; 9))2 j(x)dF (z,y),

0cO

et en utilisant ’approche SD,

~ 2 . ~
On = argggg/ (y* — f(0'z; 9)) J(x)dF* (z,y"),

ou F™* est définie en (3.2.8).

Estimation de 6y. Dans ’esprit de la relation (6.1.1), nous définissons nos estima-
teurs de 6y suivant les deux approches, MC et SD, pour la régression en présence de
données censurées. Les estimateurs sont

Ouc = arggggl/[yf(9’x;9)]2Jn(9§zw)dF (z,9)

n

= arg min M1 (0),

0sp = arg min / [y - f(O’x;G)rJn(%w)dF* (z,y%)

n

= arg ené%n M3P (9).

Dans la définition ci-dessus, nous restreignons notre optimisation a des voisinages ©,, de
Ao, qui sont choisis & partir de ’estimation préliminaire par 6, et tels que ©,, tend vers
{6p}. D’une facon plus générale, les critéeres MYVES et MSP peuvent étre vus comme
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des fonctions de 6, G’, et f . IlIs estiment respectivement

M) = E [_{Y—f(elXSQ)}QJ(%X)]
=k M;S(T){T—f(Q/Xﬂ)}zJ(%X)

MO) = B[Y* = [0'X;0)(0X)]

oT AU LN
= £ {1G(T)_f(0X;9)} J(0pX)|

en choisissant par exemple la transformation KSV pour 'approche SD. Dans chaque
cas, les fonctions M et M* peuvent étre vues comme des fonctions de 0, (1 — G)7!, et
f, désignées par la suite comme

Moo(ev (1 - G)_lvf) =F [¢(97 (1 - G)_lv f;Ta 5>X)] :

Ce serait également le cas si, & la place de la transformation KSV, nous avions utilisé
la transformation de Leurgans (1987). De fagon analogue, nous pouvons écrire le critére
estimé comme

M,(0,]1 — ;igﬁn ( L7 TZ,cSl,X) (6.1.3)

ol ¢, est obtenue en remplacant J(6,X) par J,(0,X) dans la définition de ¢. Pour
I'estimateur MC, nous avons

MO0, h71 [ T,6,X) = 0h™HT—){T — f (6, X)}* J(65X),
et pour 'estimateur SD basé sur la transformation KSV,
¢°P (0,h7Y, £;T,6,X) = {0Th™Y(T~) — £ (0. X)}" J () X).

Les propriétés asymptotiques de nos estimateurs reposeront sur des propriétés de régula-
rité des fonctions ¢. Nous choisissons ici de présenter les critéres comme des fonctions de
I'inverse de la fonction de survie de C, plutot que comme des fonctions de G elle-méme.
Ceci pour souligner le fait que la performance de la procédure d’estimation dépend de
la convergence de 'estimateur de Kaplan-Meier de I’ et non de la convergence de G. En
effet, ainsi que nous ’avons mis en évidence dans les chapitres précédents, la présence
de G au dénominateur est associée aux sauts de F'. Afin de simplifier les notations, nous
désignerons par Sy la fonction (1 — G)~1, et par S~! la fonction (1 — G)~'.

6.1.5 Estimation de la fonction de régression

Disposant d’un estimateur de 6 de 6y convergeant a la vitesse n~ 1/2 il est possible
d’estimer la fonction de régression en utilisant 0 et un estimateur f Par exemple, en
utilisant f defini par (6.1.2), on obtient

6'X;—0' O %
S K (P50 Y,

0/ X;—0' ’
Sy K (2

m(z) =
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Disposant de l’estimateur 6 et de sa vitesse de convergence d’ordre n~1/2, d’autres

estimateurs non paramétriques de la régression peuvent étre envisagés, par exemple
polynoémes locaux ou estimateurs par projection par exemple.

6.2 Estimation consistante de 6,

Dans cette section, nous prouvons la consistance de 6, et 0. M, désignera toute
fonction satisfaisant (6.1.3), c’est & dire provenant soit de l'approche MC, SD (pour
simplifier, nous ne considérerons que la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin,
1981), ou de I'approche préliminaire. Les hypothéses nécessaires pour assurer la consis-
tance sont de trois types : hypothéses d’identifiabilité pour 6y et hypothéses générales
sur le modéle de régression, hypothéses sur la censure, et hypothéses sur f .

Nous présentons tout d’abord les hypothéses qui sont nécessaires pour assurer la
consistance de la procédure "idéale," c’est a dire celle qu’il serait possible d’utiliser si
la vraie fonction (1 — G)~' = 55! était connue. En effet, si Sy* est connue, une fagon
naturelle de procéder consiste a estimer 6y par

éideal = arg Iglelél M, (07 S(]_la f) .

Dans le cas de la méthode MC, par exemple, cela revient a remplacer F par F défini en
(2.2.9). Par la suite, lorsque nous montrerons la consistance des méthodes utilisées en
pratique (c’est a dire lorsque G est inconnue), nous serons amenés a montrer une forme
d’équivalence asymptotique avec cette procédure dite idéale.

Hypothéses d’identifiabilité pour 6y et hypothéses sur le modéle de ré-
gression. A ’évidence, nous avons besoin d’hypothéses de moment sur Y pour définir
le critére M.

Hypothése 6.2.1 EY? < oco.

Nous avons également besoin de conditions classiques d’identifiabilité pour assurer
que Oy est bien défini, et nous supposerons que © et ’espace des variables explicatives
sont compacts.

Hypothése 6.2.2 Si My (601,55, f) = Moo(00, S5 %, f), alors 61 = 6p.

Hypothése 6.2.3 O et X = Supp(X) sont des sous-ensembles compacts de R?. De
plus les variables 6’ X possédent une densité fo(2) uniformément bornée en z et 6. On
suppose de plus que

|fo(2) = for ()| < C|(8,2) = (¢, )",
pour un certain a > 0 et une constante C.

Nous supposons également que la famille de fonctions F ={f (#'.;0),0 € ©} est suffi-
samment réguliére pour satisfaire une propriété de loi des grands nombres uniformes.
L’hypothése suivante établit que cette classe de fonction est euclidienne (voir Pakes et
Pollard, 1989).
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Hypothése 6.2.4 On suppose |f (012;01) — f (05a;02) | < ||01 — 62| @ (X), pour une
fonction ® (X) bornée, et pour un certain vy > 0.

Il faut observer que la condition ® bornée peut étre affaiblie, en la remplacant
par une condition de moment sur ®. Cependant, cette condition est assez naturelle &
partir du moment ol nous supposons que les variables explicatives sont bornées, et ceci
simplifiera nos arguments. En particulier, ceci implique que f est bornée.

Hypothéses sur f . Nous avons besoin d’une condition de type convergence uni-
forme pour f .

Hypothése 6.2.5 Pour toute fonction g, définissons, pour ¢ > 0,

lglloo = sup |F(0'z;0) — f(0'2;0) (15, (0r2)>c/o-

€0,z
On suppose que f peut se décomposer en deuz parties,
f = f* + Ry,

avec || f* = flloo = 0p(1), | Bnllcc = Op(1), et

1 n
sup — Z |Rn (0, X)||Zi|1 5, (6r2)>c/2 = op(1), (6.2.1)
=1

feo M “—
pour toute variable Z; telle que E[|Z;||X; = z] < M < oc.

Derriére la décomposition de f, on a l'idée de comparer f de (6.1.2) avec 'estimateur
"idéal" f* obtenu en utilisant les vraies transformations synthetic data (inaccessibles),

c’est & dire
0'X;—
S VK (25

0'X;—
2 K (%)

[ (u;0) =

Voir la section 6.5.

Une hypothése plus forte que I'Hypothése 6.2.5 consisterait a supposer la conver-
gence uniforme || f — f|loc = 0p(1). Néanmoins, cette hypothése est plus difficile & mon-
trer pour les estimateurs que nous considérerons. En effet, si on considére les estimateurs
non paramétriques de la section 5.1, la relation (5.1.2) est valable sous des conditions
d’intégrabilité relativement faibles, a savoir supzfyC(l;/2+€(y—)dF(y\X =) < oo.
Cette relation (5.1.2) est utile dans les problémes tels que le notre ou estimateur f
n’est évalué qu’aux points d’observation X;. En revanche, le résultat de convergence
uniforme du Théoréme 5.1.3 est obtenu sous des conditions d’intégrabilité plus fortes.

Hypothéses sur la censure. Dans le cas ot nous utilisons la transformation KSV,
on doit supposer que Y* posséde un moment d’ordre 2, ce qui revient & faire une
hypothése sur la censure.

Hypothése 6.2.6 On suppose que EY*? < co.
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On a vu au Chapitre 3 que ceci revenait a supposer que

t2dF (t)
/ —am =™

Les Hypotheses 6.2.1 & 6.2.6 permettent d’énoncer la proposition suivante. Cette
proposition fournit que, si l’on connait exactement S ! on peut estimer de facon consis-
tante le paramétre dans 'une des approches présentées ci-dessus.

Proposition 6.2.1 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.2.6,

up |My (0,557, F) = Meo (6557, )| = op (1),

de sorte que

A P
eideal - 90 .

Cette proposition peut étre étendue & d’autres types de critéres s’écrivant sous la
forme (6.1.3) (par exemple pour la transformation de Leurgans), en posant des condi-
tions de régularité sur les fonctions ¢.

Preuve: Nous présentons la preuve de cette propostion pour ¢, = ¢ dans la défi-
nition (6.1.3). Ceci est suffisant pour prouver le résultat pour la fonction M, utilisée
dans ’étape d’estimation préliminaire.

Pour le cas général, en utilisant le Corollaire 6.2.3, on en déduit que 6, est un
estimateur consistant. De ce fait, on peut remplacer ¢,, par ¢ dans la définition (6.1.3)
de M, (c’est a dire remplacer J,, par J(6yx)) modulo un terme résiduel qui tend vers 0
en probabilité (uniformément en ). Par ailleurs, puisque, dans cette seconde approche,
nous nous restreignons a un ensemble ©,, tendant vers {0y}, par continuité de fy en
0 (et convergence uniforme de fp, voir & ce sujet le Théoréme A.1), on a |J (0X5)| <
1y, 0'x,)>¢/2 + op(1), pour tout 6 € Oy.

Pour les deux fonctions M,, considérées, nous avons

R 1 < .
(M0 (0,557, F) = Ma (0,557, 5)| = 2 D2 1FOXi0) = FO X 0)1 20 Ly 050
i=1

+ 1FOX50) = FOX50)21Z2 10550/

ou E[|Z HX = x| est bornée uniformément en x, pour Jj =1,2, et ot on amajoré 1y
par 15, (grz)>c/2- Pour le premier terme, on décompose fen f* et R, suivant (6.2.1). En
appliquant I’Hypothése 6.2.5, on déduit que

seo Z F(0'X3:6) = FO X021 10502 = 0p (D).
S

Pour le second terme, on déduit de 'Hypothese 6.2.5 que ||f — flloo = Op(1). De plus,
en utilisant (6.2.1), on a

seon Z FO'X320) = FO X Ol Z Ly 05072 = 0p (D).
€
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On en déduit que

sup | M, (0,55 F) = Ma (6,55, 1)| = or (D).

A présent il reste a vérifier que ’Mn (0, So_l, f) — My (9, So_l, f)| converge unifor-
mément vers zéro. Il s’agit dés lors d’un probléme purement paramétrique (f n’est plus
estimée). La convergence uniforme de M, (0, S5 ", f) se déduit aisément de 'Hypothése
6.2.4.

]

Le Théoréme suivant compare I’approche "idéale", et celle utilisée en pratique lorsque

I'on estime Sy ! En corollaire immeédiat, on obtient la consistance des différents estima-
teurs proposés.

Théoréme 6.2.2 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.2.6, on a

sup | M, (e,s*%f) — Mo (6,557, f)‘ —op(1).

Corollaire 6.2.3 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.2.6, on a

O, 2 6o,
éMC g 9o,
650 2y,

Preuve: De méme que dans la preuve de la Proposition 6.2.1, on remplace ¢,, par
¢ dans la définition (6.1.3) de M, c’est a dire qu’on remplace J,, par J(6{z). Ecrivons

‘Mn (e,s”%f) ~ My (G,Sgl,f)‘ < ‘Mn (0,Sgl,f‘) — My (0,557, f)
+ ‘Mn (9,50—1,f) — M, (9, é—l,f)

La premiére partie est étudiée par la Proposition 6.2.1. Par les Hypotheses 6.2.3 8 6.2.5
nous avons que || f|lco = Op(1). De plus, on a, pour chacun des deux critéres,

G@t) -G
1-G(t)

M (0557,) = 200 (0,87 7)| < (Ul 4 171202 D sup |
=1

i

XX (ﬂv 517XZ7 So_l) )

avec x > 0, et E[x(T}, i, X3 S5 1)] < 00. Soit k, = (logn)? (par exemple) et désignons
par (1) la k®me_statistique d’ordre de (77, ...,T,). Par le Théoréme 2.1.7 de Csorgod
(1996), on a

=0Op (k,;l/?) .
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Par ailleurs, en utilisant le Théoréme 2.1.6, on obtient

)Mn (9,50—1,f> — M, (9,5*—1,f>( < Op (k: 1/2)

)
" P

Z]'T>T(n kn )X (717,)627X’L7S )
i=1

La seconde somme est une somme de quantités positives ne dépendant pas de 6 et dont
I’espérance tend vers zéro par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, donc
cette somme est op (1) uniformément en 6.

]

6.3 Normalité asymptotique

De méme qu’en l'absence de censure, nous montrons que nos estimateurs de 6y, du
point de vue asymptotique, se comportent comme ceux que nous pourrions utiliser si
la véritable fonction f était connue. Ainsi, étudier la normalité asymptotique de ces
estimateurs se résume a étudier la normalité asymptotique des estimateurs correspon-
dants dans un modéle paramétrique de régression non linéaire, c’est & dire tels que ceux
étudiés au Chapitre 4.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques éléments importants du cas pure-
ment paramétrique ("f connu") qui découlent directement des preuves des Théorémes
4.2.2 et 4.2.4.

L’étape suivante consiste a montrer que, sous des hypothéses supplémentaires de
convergence pour f , ainsi que des hypothéses supplémentaires sur le modéle, les estima-
teurs semi-paramétriques GMC et 95D proposés dans ce chapitre sont asymptotiquement
équivalents aux estimateurs paramétriques correspondant.

A nouveau, les résultats de cette section pourraient étre étendus & d’autres types de
critéres sous des hypotheses portant sur la fonction ¢ intervenant dans (6.1.3).

6.3.1 Cas f connue

Par la suite, nous supposerons que, sur des op(1)—voisinages de 6y,

M, (0,55, f) = M (e,sgl,f)Jrop(” \/ﬁo”>+0p(H9—90H2)+Rn, (6.3.1)

ou R, ne dépend pas de 0, et nous supposerons également que

1 w,

M, (0,55, f) = 5 (0 —00)' V(0 —60) + (0 — ) —=

(6,507, f) = 5 (6 =00)" V(6 = 60) +( 0)\/5

avec V une matrice constante et W, = N (0,W). Ces deux assertions découlent di-

rectement des preuves des Théorémes 4.2.2 et 4.2.4. D’apres les Théorémes 1 et 2 de

Sherman (1994a), (6.3.1) fournit que § = Op (n‘1/2), tandis que (6.3.2) permet de
déduire la loi asymptotique de 0.

+op(n')+ Ry, (6.3.2)
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Hypothéses sur le modéle. Nous désignons par Vy f(x; ) le vecteur des dérivées
partielles de f(6'x;6) par rapport a 6, et par ng la matrice hessienne de f par rapport
af.

Hypothése 6.3.1 f(0'x;0) est deuz fois continiment différentiable par rapport a 0, et
Vof et ng sont des fonctions bornées de X et 6.
Définissons les fonctions

¢1(z,y) = (y— f(0ha;00))Vof(X;600)J(6X),

P2(z,y) = yVof(X;00)J(65X),
et définissons les matrices

V = E[J(6,X)Vef(X;600)Vof(X;60)],
O[T — f(0o, X)[ Vo f(X;00)J ()

MC _
w (T7 6aX) — 1— G(T—) +')’1(¢17T7 5)7
0TVaf(X;0
WSS X) = (00 | T 00 Vs (60| + (62, 7.0),
WMC _ E[UJMC'U)MC/]
WSD — E[U}SDU)SD/]

ou la fonction 1 est définie au Théoréme 2.2.10. On déduit des preuves des Théorémes
4.2.2 et 4.2.4 que, dans le cas ou f serait connue, les fonctions M,]LVIC et M;?D satisfont
(6.3.2), respectivement avec

e 1 "L 5T — £(60, X)) Vo f(Xi;00)J(05X;) .
Wn - \/ﬁzzl 1—G(E—) +71(¢13E761)7
weP = \}ﬁ > J(0pX:) [W — f(06Xi300) Vo f(Xi;00) | +11(d2, Tiy 0:).
i=1 v

Par suite, dans le cas f connue, et sous les Hypothéses 6.2.1 & 6.3.1,
vn (éMC - 90) = N(0,ViwMCyly

Jn (éSD _ 90) = N0,V 'WSPy 1)

6.3.2 Cas f inconnue

Comme f est inconnue, nous avons besoin de conditions sur la qualité de ’estimation

de f par f.
Hypothéses sur f. Si nous évaluons la fonction Vg f(z;6) au point (z,6p), une
adaptation directe du Lemme A.5 de Dominitz et Sherman (2005) montre que

Vof(w;00) = f'(6pz){z — E[X | 06X = bpa]}, (6.3.3)

ou f" désigne la dérivée par rapport a ¢ de la fonction f(¢;6), dans le cas ou 'hypothese
suivante est vérifiée.
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Hypothése 6.3.2 On suppose que la fonction f(t;6p) est continuement dérivable par
rapport a t, de dérivée f' bornée.

Hypothéses sur f
Hypothése 6.3.3 On rappelle la décomposition de f provenant de [’Hypothése 6.2.5,
f(0'z;0) = f*(0'x;0) + R,(0, ).
On suppose que

sup |Vof*(x;0) — Vof(x;0) 15, 0)>c2 = op(1),

z,0€0
et
sup | f*(0ha;x) — f(Opm;2)] = Op(en),
xz:J (0 x)=1
sup |Vof*(z;0) — Vof(z;0)] = Op(el,),
z,0EO,

avec Enel, = op (n_1/2) , et que, pour un op(1)-voisinage ©,, de Oy,

sup
0€O,

Oile o
fo(0'X;)>c/2
E e e N~ X
n 1-G(T;—) { f(l9 0}

X[Vef(Xi;G)—Vef(Xi;H)]‘ = op(n1/?), (6.3.4)

X [f(0hXi300) = F(06Xi:00))| = op(n™'/2). (6.3.5)
D’autre part, on suppose que

2”: VoRn(0, Xi)Zil 5,00 x,)>¢/2
— n[f*(05Xi; 60) — (60X 00)]

sup op(n~1/?), (6.3.6)

0cO

—Z]R (B0, X)|| ZilL s, x)5c/2 = Opl(en), (6.3.7)

sup ZW@R (0, Xi)||Rn (80, X)|| Zi|1 500 x1)5ep2 = op(n™1/?), (6.3.8)
c

pour toute variable | Z;| telle que sup, E[|Z;||X; = z] < oc.

Remarque 6.1 Un énoncé plus fort que I’Hypothése 6.3.3 consisterait a imposer la
convergence uniforme de Vof, ainsi que des vitesses de convergence de f(0(-;00) et
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ng(x;ﬁo). Mais ce type d’hypothése imposerait une condition d’intégrabilité supplé-
mentaire, voir & ce propos la discussion a la suite de I’Hypothése 6.2.5.

Une alternative auz équations (6.3.5) et (6.3.8) serait de supposer que f(6);60) € H
et Vof(:;:60) € H, et que f(@o :00) € H et Vo f(-:600) € H avec probabilité tendant vers 1,
ot H et H désignent des classes de Donsker. Comme classes de Donsker nous pourrions
considérer

= {h:R >R, |hllec < A1, || |o < A2},

H
H = {(z,t) — xhy(t) + ha(t), h1, haj € H* 2 € RF}.

La classe H est Donsker par le Théoréme 2.7.1 et son Corollaire 2.7.2 de Van der
Vaart et Wellner (1996). Pour H, on peut le montrer en considérant composante par
composante. Le résultat est alors une conséquence des Théorémes 2.10.6 de Van der
Vaart et Wellner (1996). En effet, H = aH + HE, on applique les exemples 2.10.7 et
2.10.10 de Van der Vaart et Wellner (1996). Néanmoins, pour obtenir que Vg f(-;0y) €
H avec probabilité tendant vers 1, on a besoin d’étudier la convergence uniforme de
ng(-;ﬁo). Pour les estimateurs & noyau que nous considérons, ceci conduit a imposer
des conditions sur le paramétre de lissage h qui ne permettent pas de choisir un h de
lordre reconnu comme optimal en l’absence de censure, a savoir h = O(n_1/5). Pour
cette raison, nous ne considérerons pas ce point de vue. Cette approche sera en revanche
utilisée au Chapitre 8, ou les conditions (6.3.4) a (6.3.8) sont plus délicates a vérifier.

Nous pouvons a présent énoncer notre résultat de normalité asymptotique.

Théoréme 6.3.1 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.3.3, nous avons
vn (éMC - 90) = N (0,ViwMCyly
NG (éSD — 90) = N (0,VIwSPy ),

Preuve: On applique tout d’abord la Proposition 6.5.4 pour obtenir que J, (6, X;)
peut étre remplacé par J(05X;) ou par 1y g x,)>c/2, Plus des termes arbitrairement
petits. Par ailleurs, on se place sur ©,, qui est un op(1)—voisinage de 6.

Preuve pour ¢M¢. On écrit

M, (9,S—l,f) — M, (9, 1,f)

n

2 6 (00 Xa) (T3 — f (6'X5;6))
n§§ —G(T)
x| £ (0/x30) - (9 X;:6)]
2 - 0id(06X) 700y p) — 'y y]’
D Dt [/ (0/X::0) - £ (0/X::6)]

- M, &9, §-1 f) — 24, — 2B,
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On décompose dans un premier temps A1, en quatre termes,

_ l . 5iJ(96Xi)(n_f(06Xi300)) i v, . Iy
A= 2 T | (663 60) — 1 (643 60)]
0T (06X0) (£ (6.Xi:60) = f (6X,:6))

-G (Tim)
x [£(0/X330) = £ (0'Xi30) — f (05Xis00) + F (063 00)
6iJ (05 Xs) (f (06Xi500) — £ (0'Xi50)) T2 100 + . —
9% 1f@(3_) p(%xg%)—fW@nﬁ@}
+5iJ(96Xi) (T; — f (65Xi;600))

~

1-G(T;-)
x| (0/X530) = 1 (0/X:0) = F (605X500) + [ (053 60)]
= A2n + A3n + A4n + A5n-

Az, ne dépend pas de 6.

Pour Ajsy, on utilise 'Hypothése 6.3.1 pour borner f(6(X;6y) — f(0'X;0) par M x
|0 — 00| par un développement de Taylor. On voit que, par un développement de Taylor
au premier ordre, le crochet dans As, est égal & (6 — 0) [Vof(X;0) — Vo f(X:0)] pour
un 6 € ©,,. Par ailleurs, en utilisant la Proposition 6.5.4, on peut remplacer .J (6 X) par
1{f§(é’X)>c/2}' On utilise I’'Hypothése 6.3.3. On a

Vof(X;0) = Vof(X:0) = {Vof*(X;0) — Vof(X;0)} + VoR,(0, X).

Par la convergence uniforme de Vg f*(X;6) (Hypothese 6.3.3), 'accolade tend vers 0
uniformément en 0 et X tel que 1{f§(é’X)>c/2} = 1. On a donc

1-G()

1-G(t)

1 z”: 0L 4,0 X1y >e/2) V0 Fon (0, Xi)
n 1- G(TZ—)

i=1

| Aza| < op (/|0 60]1*) + 10 — bol|* sup
t<T(n)

Le Théoréme 2.1.6 et la relation (6.3.6) fournissent que |As,| = op(||0 — 60)|?).

Pour Ay, on utilise un développement de Taylor au second ordre pour obtenir

L& GI0,X) (0 — 6y) T .
Aun n; 13@@_) Veo.f (Xi: o) [f(%Xw@o)—f(@on,Ho)]

+op([10 — boll*),

Par (6.3.5) on obtient A4, = op(||6 — Op||n"1/2).
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De facon similaire, pour As;,, nous avons

(0= 060) = 6 J(0,X) (T; — £ (8,Xi560))
A = ; 1-G(T;-)

x [V@f (X,-;é) —Vf (Xi;é)}

(9_9)/ n o6l D>e T, — f 0'X;;0
oo S ()

i=1
% [Vof (Xi:0) = Vof (Xi:6)| +op(ll6 - 60l1*),
ou l'on a utilisé que
|£(86Xi:60) — f(0'X3:0)] < C x [|6 = 6o]| < C'0 — 6.

Pour le terme principal, on utilise la relation (6.3.4) de sorte que l'on obtient As, =
op([|6 = bolln~"/%) + op (|16 — 60]1*)-

Pour Bi,, écrivons

< [7 (e'Xi;a) (X350 — (09X 00) + £ (05::00)]
‘”9/ [ (0)X: 60) f(e’oxi;eo)]
5‘]90 [ (0)X; 00) f(egXi;eo)}

X [f (9 XZ»;G) — F(0X:;0) — f (00X::00) + f (egxi;eo)}

Par un développement de Taylor au premier ordre et des arguments similaires a ceux
utilisés pour As,, qui utilisent 'Hypothése 6.3.3, on obtient que le premier terme est

de lordre op (|0 — 6o]|*). Le deuxiéme terme ne dépend pas de 6. Pour le troisiéme, un
développement de Taylor au premier ordre permet de le réécrire

(0 — ) 2= 9i (0Xi) [ (05X 60) — [ (6p.Xs5 60)] [Vef*(é; X;) — Vo f(6; Xi)]

no e 1-G(T;-)
9 90’ 20T (00X0) [ (05X 00) — f (0hX43600)] VoRn (0, X)
P 1-G(T,-)
o=y J(03X0)0: (B0, X2) [Vof*(0: X) — Vo (6 X0)]
Py 1-— G(T,—)
0 90 ! z”: J(05X;)6;Rn (00, X;) Vo R, (0, Xi)

=1 1 - G(TZ—)
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Une nouvelle fois, on peut utiliser la Proposition 6.5.4 pour remplacer J(6(X;) par
I'indicatrice 1{f9—(é'X)>c/2}' On utilise également le Théoréme 2.1.6 pour remplacer G par
G. Pour montrer que le premier terme est négligeable, on utilise la vitesse de convergence
de f*(0};60) et Vo f*(0o;-) fournie par 'Hypothese 6.3.3. Pour le second terme, on
utilise la vitesse de convergence de f*(6(-;600) et (6.3.6). De méme pour le troisiéme
terme, en utilisant cette fois la vitesse de Vg f*(6p;-) et (6.3.7). Pour le dernier terme,
on utilise (6.3.8). On obtient finalement que B, = op([|# — 6ol|?) + 0p(||6 — bo||n"1/3).

Nous venons de montrer que
16 — 0o

M, (9, Sfl,f) = M, (0,55, f) + op <\/ﬁ> +op (/16 = 00]%),

sur un ensemble de probabilité tendant vers 1 Rappelons de plus que sont satisfaites
les conditions (6.3.1) et (6.3.2). De 1a, |0 — 6] = Op (n"Y/?) par le Théoréme 1 de
Sherman (1994a), et puisque, sur des voisinages d’ordre Op (nil/ 2) de 6o,

M, (0, fo) = % (60— 90)/ |4 (0 — 90) + \/15 (9 — 90)/ W, + op (nil) ,

nous pouvons appliquer le Théoréme 2 de Sherman pour conclure sur la loi asympto-
tique.

Preuve pour ¢°P. On procéde de méme que pour ¢MC la seule différence étant
dans le fait que G n’apparait pas dans les termes ou T’ n’apparait pas au numérateur.
]

Si nous utilisons f définie par (6.1.2) pour estimer 'espérance conditionnelle m, la
proposition suivante fournit les propriétés asymptotiques de cette procédure.

Proposition 6.3.2 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.3.3, pour tout u tel que f%X(u) >0,

Vinh (£ 8) = £(u: 60) = h28(u) ) = N0, Kavay (w) fox () ),

ot

B(u) = K1/2 [0, f (u;00) + 20, f (u; 60)] fééX(u)feéX(u)_la

et K1 = [|K'(u)ldu, Ky = [ |K"(u)|du.

La preuve de la Proposition 6.3.2, est fournie & la section 6.5.

6.4 Comparaison par simulation

Dans cette section, nous comparons le comportement de nos estimateurs avec ceux
proposés par Burke and Lu (2005) utilisant la technique "average derivative". Nous
avons considéré trois configurations.
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Config 1 Config 2 Config 3
e ~N(0,2) e ~N(0,1) e ~N(0,1/16)
X ~U[-2;2] @U[-2;2] X ~U[0;1] @ U[0; 1] X ~ B(0.6) @ U[-1;1]
FO0) =1/2002)* +1 | f(0'z:0) = 29200 f(0/2;0) = 1+ 0.1(0/x)?
—-0.2(0'x — 1)
B = (1,1)' fo = (1,2)' Bo = (1,2)'
C ~ U0, \] C ~ E(N) C ~ E(\3)

La premiére configuration est utilisée par Burke and Lu (2005) dans leur procédure
de simulation. Observons que, dans ce modeéle, I'Hypothése (1.1.1) n’est pas satisfaite
(cette condition (1.1.1) est également nécessaire dans 'approche de Burke et Lu), mais
ceci n’a pour seule conséquence que d’introduire un biais asymptotique dans l’estima-
tion. Dans la seconde configuration, on ne rencontre plus ce probléme, puisque C' est
exponentielle. Dans la troisiéme configuration, B(p) désigne la loi de Bernoulli de para-
meétre p, de sorte que X ne posséde pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
mais c’est le cas pour 6/ X. Dans cette situation, on s’attend a ce que la technique "ave-
rage derivative" ne se comporte pas bien, puisqu’elle demande que X ait une densité.

Dans chaque configuration, sont simulés 1000 échantillons de différentes tailles n.
Pour chaque échantillon, les trois estimateurs 0 vC, és D, et 0 Ap (qui désigne l'estimateur
"average derivative" de Burke et Lu, 2005) sont calculés. Par la suite, on évalue ||§— 6|
pour chaque estimateur, dans le but d’estimer I'erreur quadratique moyenne E[[|0—6||%].
Nous utilisons des valeurs différentes pour les paramétres A\; dans le but de modifier la
proportion d’observations censurées (15%, 30%, et 50% respectivement). Les résultats
sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Globalement, les performances des différents estimateurs diminuent quand la pro-
portion d’observations censurées augmente. Les performances de OMC et 65D sont a
peu prés similaires. Dans toutes les configurations envisagées, 6MC ot 5D semblent
plus performants que 64D Ainsi qu’on ’attendait, dans la situation ou X n’a pas de
densité, 'estimateur 64D ne converge pas, tandis que les deux autres se comportent
mieux.
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Config 1 n =30 n =50 n = 100
A\ =24 040 4.8656 x 1072 2.6822 x 102 1.1733 x 1072
HMC 12814 x 104 4.0350 x 1077 2.0694 x 10~°
65D 1.2200 x 104 8.3869 x 107> 1.3820 x 1075
A= 1.17 0AD 45757 x 102 3.3285 x 1072 1.8236 x 102
6MC 15713 x 1074 3.8088 x 10~° 2.9482 x 10~°
65D 1.6925 x 104 4.0177 x 107° 1.9924 x 10~°
A1 =0.1 64D 1.0102 x 101 7.4870 x 1072 5.0438 x 102
6MC 83666 x 104 1.3010 x 1074 3.7669 x 107°
65D 1.2000 x 103 6.7356 x 107° 2.3650 x 107°
Config 2 n = 30 n = 50 n = 100
Ay = 0.2 640 41260 x 1071 3.6920 x 1071 3.4151 x 1071
OMC 78201 x 1073 6.5401 x 1073 5.8660 x 1073
65D 1.8296 x 1072 1.4721 x 1072 1.1034 x 1072
Ao = 0.1 4P 3.5199 x 10~* 3.3522 x 1071 2.8713 x 1071
OMC  1.2301 x 102 7.8301 x 1073 7.7180 x 1073
65D 2.0822 x 1072 2.0301 x 1072 1.9741 x 1072
Ao = 0.05 9AD 1.6238 1.5553 1.5223
OMC  1.6312 x 102 1.5100 x 102 1.2013 x 1072
650 3.0344 x 1072 2.7057 x 102 2.2510 x 1072
Config 3 n = 30 n = 50 n = 100
A3 =11 gAD > 10 > 10 > 10
6MC 41896 x 1074 3.1530 x 10~* 1.7453 x 104
650 46218 x 1074 1.8696 x 104 1.5286 x 104
A =4 6AD > 10 > 10 > 10
OMC  9.1584 x 1074 3.3124 x 104 2.8984 x 1074
65D 3.4912 x 104 2.3344 x 1074 2.2457 x 104
A3 = 2 6AD > 10 > 10 > 10
6MC 20159 x 102 1.1431 x 1072 2.4111 x 1074
050 9.0591 x 104 2.0668 x 1074 1.9921 x 1074

6.5 Lemmes techniques

6.5.1

Propriétés de f

Nous prouvons ici quelques propriétés satisfaites par ’estimateur f defini par (6.1.2),
et plus particuliérement nous montrons que cet estimateur satisfait les Hypotheéses 6.2.5

et 6.3.3.

Comme annoncé, nous décomposons f de la facon suivante,

f(0'z;0) = £*(0'x;0) + Ra(0, ),
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ou 'on définit
* 0'X;—06"
YL YK (1)
0'X,—0'
S B ()

c’est a dire P'estimateur "idéal" basé sur les véritables (inaccessibles) Y;*.
Hypothéses sur le noyau.

£*(0'z;0) =

Hypothése 6.5.1 — K est symétrique, positif, & variation bornée. K est continue-
ment dérivable, et sa dérivée est a variation bornée.
- [ K(s)ds = 1.

- K a pour support [—1;1].
Hypothése sur la fenétre.

Hypothése 6.5.2 La fenétre satisfait
— nh*[logn] — oo,
~ nh® — 0.

Hypothéses de moments.

Hypothése 6.5.3 On suppose

/ y'dF(y)
1-G@)P

La premiére proposition énoncée ici assure que la fonction f* satisfait les propriétés
de convergence uniforme demandées par les Hypothéses 6.2.5 et 6.3.3.

Proposition 6.5.1 Sous les Hypothéses 6.5.1 a 6.5.3, on a
sup |f5(0'z;0) — f(0'z:0)| 1y, 00)5cr2 = op(1),

z,0;n0O
sup (Vo f*(0'x;0) = Vo f (0'2;0)| 1, 00)>c2 = op(1),
sup ‘f*(@()x;ﬁo) - f(96$;90)‘ = Op(n_l/Qh_1/2[log n]1/2 + h?),
xz:J(0)x)=1

sup |V f* (0973 00) — VoS (057500)| 1pya)scrp = Op(n~/2h73logn]'/? + 1?).

Avec les notations de UHypothese 6.3.3, e, = n~Y/2h=2[logn]'/? 4+ h?, et &/, =
n~1/2h=12[log n]3/? + h?. En utilisant les hypotheses sur la fenétre h, on obtient e,e/, =
op(n=1/2).

Preuve: Conséquence du Théoréme A.1. m

Proposition 6.5.2 On suppose que, pour un certain n > 0,
sup ’/yC’l/2+’7(y—)dF(y|X =1z)| < o0. (6.5.1)
xT

Sous les Hypothéses du Théoréme 6.3.1 et sous les Hypothéses 6.5.1 a 6.5.3, f et ng
satisfont (6.3.4) et (6.3.5).
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Bien que Burke et Lu (2005) ne mentionnent pas d’hypothése du type (6.5.1), une
telle hypothése est implicitement requise dans leur démarche. Dans leur preuve de leur
Lemme A.7 page 199 de Burke et Lu (2005), les auteurs se référent a I’équation (2.29)
de Lai, Ying et Zheng (1995). (Voir page 275 de Lai, Ying et Zheng que la condition C3
de Lai, Ying et Zheng est nécessaire pour obtenir leur équation (2.29).)

Preuve: Remarquons tout d’abord que, si 'on remplace f par f*, (6.3.5) et (6.3.6)
sont satisfaites, voir Delecroix, Hristache, Patilea (2006), Lemme C.2.

Nous ne prouvons que (6.3.6), la preuve pour (6.3.5) étant similaire. Pour prouver
(6.3.6), exprimons

B (G — XK (P8 (Wi — WIT,
_ n 0'X,0'x
n-! Y K (T)
n (Xi—Xj 'X;0'x n ' X0z *
>t ( A DK (6 Xhe ) i K (%) (Wi — WH)T;

[n—l K (G'Xéefx)r
= RW(0,z)+ R (0, z).

VoR,(0,z) =

Nous considérons uniquement

50 = L3 0l xyoerelTi— 0 ) R0, X0
n 1-G(T;-) ’

i=1

autre terme étant similaire. En écrivant S? sous forme de U—processus,

¢ _ Z Wil o x)>e2(Ti — f(G’{(Z-; 0))(X; — Xi)T;(Win — W;)K/ <9,Xi - 9lXJ') '
= B2 o 6/ X:) "
Par le Théoréme A.1, on a
1 & 0'Xi — 0'x\ 6;(T; — f(0'X;,0))
S;? 2 — (Xi — x)]‘fe(@/Xi)>C/2K/ ( h > 1-G(Ty)

= Op([logn]'/?n=2n73/%).  (6.5.2)
En effet, E[5;(T; — f(0'X;,0)){1 — G(T;—)} 116’ X;] = 0. Par ailleurs

" Wi = WHITi 00 X3y 5¢/2

81 < :
; Jo(0'X5)
1 & (0 Xi— 0z 6i(T — f(0'X;,0))
X W ;(Xz - LI})K < h > 1— G(Tl)
L 1 n 5|T|Cl/2+n(T_)
< 17 —3/2 1/2\ = tle v
< Op(n™h [log ] )n ; 1-G(Ti—)
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et en utilisant (6.5.1), on déduit que
sup |5°] = op(n~12)
0c®

La proposition suivante assure que le reste R, satisfait les conditions des Hypothéses
6.2.5 et 6.3.3.

Proposition 6.5.3 On suppose (6.5.1). On a alors, sous les Hypothéses du Théoréme
6.3.1 et les Hypothéses 6.5.1 a 6.5.3,

HRnHoo = OP(1)7

1 n
ST ZiIR (6, X)L s x 000y = op(1),
96911 nh;‘ [ Rn (8, X)) fo(0/ X)) >c/2 op(1)
"\ | Zi|VoRu(0, Xi) 15,0 x,)5c/2
n[f*(05Xs;600) — f(05Xi;00)] 7!

sup
veo |

1 o _
EZ|ZiHRn(97Xi)HVGRn(amXi)|1f90(96Xj)>clf9(0’Xj)>c/2 = op(n'7?).

Preuve: On exprime

, Pp— / a PRp— — pp—
Z K(exl ax) G(T-) - G(T-)
Tnh (1 )]f9(9’X ) h 1-G(T:-)
En utilisant le Théoréme 2.1.6, il est clair que, par convergence uniforme de fg,
0/
[Ru(6.2)] < Op (1 nhZ (P57 ) e

Le supremum en 0 et x de cette derniére somme est un Op(1) par le Théoréme A.1. De
plus, soit Z; une variable aléatoire telle que sup, E[|Z;||X = x] soit bornée. Considérons

1 n 1 % HIXZ — QIX
=D NGB0, X) gy oxye2 = D | Zil[Win = WK (ﬂ)
i—1 i#j
x| T fo(0'Xi) ™" 1 g0 x,) 5002

n

Op(1 —
+ P()Xthi:1

| Zi| K(0).

Le dernier terme est Op(n~'h™') = op(1). Définissons, pour tout 7 < 7,
1 . 0'X; —0'X
SUr) = g 12075 — W m (PR

) Fo(0' X)L, 00 x5 21y <
i
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On a S,(7) = Op(n~?) = op(1) pour tout 7 < 7. On applique ensuite la Proposition
2.2.12 en remarquant que

Sp(T11) = Sp(7)

X 9'
3z ( ) e

#J

On en déduit que
1 n
— Zil|Rn(0, X)) |1 ¢ (0 XV 5er2 = 1).
sup ;le 1R (6, X)L gy (6 x,)5c/2 = 0P(1)

Pour obtenir une vitesse, en ¢y (pour obtenir la condition (6.3.7)), on utilise le
Lemme 2.2.3. On obtient ainsi

5 01/2 E(T )‘T| —0,X
0o < 1/2) Z j 0 1,-1
S (TH) OP 2h ‘ z‘ ( 7 ) K( 3 >—|—Op(n h )

Par ailleurs, par (6.5.1), la somme est d’espérance finie, de sorte que
1 n
=31 Zil| Ral00, X)| = Op(n /) + Op(n~'h7Y).
i=1
Concernant VyR,, (6, z), remarquons que

sup
0cO,x

=1

Cette assertion se démontre en utilisant le Corollaire 4 de Sherman (1994a). On en
déduit, a partir de I’expression de VyR,, fournie au début de la Proposition 6.5.2, et en
utilisant de plus le Lemme 2.2.3, que

‘Z74|v9Rn(9’ Xi)lfg(G’Xi)>C/2
nlf*(05Xi:00) — f(6Xs;60)]

Op(n™'h™2) {~ &|T;|CY/> (T, —)
n — 1-G(Ti—)

sup
0eo |5

Il reste & considérer
Sy (ru) = Z | Zil | Ry (6, Xa)[[Vo Ry (00, Xi) [y, (05 x)>cL15(0'X)>¢/25
=1

ou R™ et VyR" sont des versions tronquées de R et VgR (ou on écarte les termes i tels
que T; > 7). On considére alors les versions tronquées S4%(7). De sup; |Wi,— Wi [11.<, =
Op(n~'/2), on déduit que

1S,°(7)] < Op(n™'h™2) x W, (6),



Lemmes techniques 175

avec supycg |Wn(0)| = Op(1), de sorte que

sup |5,°(7)| = op(n~"/?).
0€6

Il reste & appliquer la Proposition 2.2.12. Pour cela, par le Lemme 2.2.3, on obtient

0 (n_1/2) 5-’T‘|C1/2+E(T'—)|Z‘| 0 X. — 0 X.
16 _qré < Yr ildi i J 0=t 0°J ,
155" () = S, ()] < 2l ; 1- G(T-) K ( h ) 171>

X|VoRn (0, Xi) 15,00 ;)5 c/21 1y, (05 X;) >

De méme que pour R,, on montre ||[VoR,| = Op(1l), de sorte que la Proposition
2.2.12 s’applique. =

6.5.2 Preuve de la Proposition 6.3.2

Si on remplace f par f*, le résultat se déduit de Hirdle et Stoker (1989).
Par ailleurs, on a, en utilisant le Lemme 2.2.3

. i n 5i|Ti|Cl/2+n(Ti_)1fé((§'Xi)>c/2K (é/Xi - élﬂﬁ)

< -1/2
[Bn(0,2)] < Op(n™"7%) x — : 1-G(T;-) h

i=1

K étant borné, et a support compact, on peut majorer
K(0'z/h) < M % 1gp/ner-

En utilisant le fait que 6 — 6y = Op(n~'/2), on peut appliquer la Proposition 6.5.4, de
sorte que

. 1 & 5@"Ti|C1/2+n(Ti_)106(Xi—:c)/h<2

—1/2 L -1/2

On en déduit que

A A A~

f(0x;0) = f*(é’x; é) + Op(nfl/Q),

et le résultat suit.

6.5.3 Trimming

Dans la proposition suivante, nous justifions que le trimming J,(6/,z) peut étre
remplacé par J(0z) modulo des termes suffisamment petits, ou par 1 fo(0'2)>c/2- En effet,
I'Hypothese 6.2.3 et la convergence de 6, fournissent que supyeg,, | fo(0/x)— fo, (Bhz)| =
op(1). Une autre utilisation de cette proposition est employée dans la preuve de la
Proposition 6.3.2.
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Proposition 6.5.4 Soit g, une fonction telle que supgce, ,|9n(0,2) — gn(bo, )| =
Op(l). Soit

Ui = (T3, 0i, X3).

On a alors, pour tout k > 0,

1< 1<
- > 00, U1y, 05502 = - > 60, Ui) 1y, 60,x1)>c
=1 1=1

1 — )
+0P (TL Z ¢(67 Uz)lgn(007xl)>c> + OP(n k)
=1

Preuve: Voir également Lemme B.2 de Delecroix, Hristache, Patilea (2006). Pour
tout & > 0 suffisamment petit,

n

1
- > 0(0,Ui) (g, 60,x)5¢ — Lgn(0,.x0)5¢/2)
=1
1< 1<
< ﬁZ¢(9’U")lXiilgn((?o,Xi)*C\d + EZ(z)(eaUi)1|gn(9,Xi)fgn(907Xi)‘>5 . (6.5.3)
=1 =1

D’aprés Delecroix, Hristache, et Patilea (2006), on a, si 6 — 0,

1 n
E Z ¢(97 Ui)lXi:gn(Go,Xi)>c
1=1

:0(

).

1 n
- D 0. U)Lx g (00.x:) e <o
=1

Par ailleurs, soit

Zn = sup |gn(0,2) — gn(bo,x;)|.
0€O, @

On obtient que le second terme du membre de droite de (6.5.3) se majore par Op(1) X
1(5,00](Zn)- De plus, pour tout k > 0 et pour tout 0 <& <1,

P(n*15.00)(Zn) > &) <P (Z, > 0).

On en déduit, pour tout § > 0,

1« _
g Z ¢(07 Ui)(lgn(GO,Xi)>c - 1gn(0,Xi)>c/2) < OP(n k)
=1

En choisissant ¢ tel que supyeg, |9n(0, Xi) — gn (0o, X;)| — 0, on en déduit le résultat.
]
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6.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux extensions a un cadre censuré d’une pro-
cédure de M —estimation proposée pour 'estimation du paramétre dans un modéle de
régression single-index (voir Ichimura, 1993). Ces deux procédures sont basées 1'une sur
la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981), I’autre sur les intégrales Kaplan-
Meier de Stute (1994). Dans les deux cas, nous avons obtenu la normalité asymptotique
de notre estimateur du parameétre, en montrant que, du point de vue asymptotique, il
se comportait comme un estimateur paramétrique.

Notre procédure a été démontrée dans le cas d’une suite de fenétres h tendant vers 0.
Nous pourrions modifier notre procédure pour permettre un choix adaptatif de h. Cette
approche a été proposée notamment pas Hardle, Hall, Ichimura (1993). En particulier,
dans tous nos résultats de convergence des estimateurs f et f*, nous pouvons obtenir
une uniformité en h, notamment en renfor¢ant ’hypothése d’intégrabilité (6.5.1).

Nous pourrions également considérer des fonctions de cotit autres que le cotit quadra-
tique. En particulier, Delecroix Hardle et Hristache (2003) proposent une procédure dont
ils démontrent I'efficacité asymptotique. La question de ’extension de cette méthode &
un cadre censuré, et éventuellement de son efficacité, peut étre un champ d’investigation
futur.

Un autre développement concerne la comparaison entre les méthodes single-index et
le modéle de Cox (1972). En particulier, le modéle single-index étant plus général que
le modele de Cox, I'estimateur de 6y défini dans ce chapitre pourrait servir & construire
un test d’adéquation au modeéle de Cox.
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Chapitre 7

Une utilisation de ’estimateur de
Beran pour 'estimation de la
fonction de répartition multivariée

Dans un certain nombre de situations, 'Hypothése d’indépendance entre (Y, X)
et C' (Hypothése 1.1.3) est trop forte. Il en est de méme pour I'Hypothese 1.1.4, qui
autorise certes la variable C' & dépendre de la variable X, mais reste trés restrictive. Ainsi
que nous ’avons déja mentionné en introduction, pour certaines applications pratiques,
la censure n’est pas indépendante des variables explicatives (voir exemples 3 et 4 de
I'introduction). Pour cette raison, il est parfois préférable de se placer sous I’'Hypothése
d’identifiabilité 1.1.5, qui suppose que

Y et C indépendants conditionnellement a X.

Dans les Chapitres 7 et 8, nous nous placerons sous I’Hypothése 1.1.5.

Dans ce contexte, ’estimateur de Kaplan-Meier n’est plus d’aucun recours, puisque
sa convergence repose sur la condition que Y et C sont indépendants (ici, ils peuvent
étre dépendants a travers X ). L’approche des intégrales Kaplan-Meier de Stute (1993)
développée au Chapitre 2 et utilisée dans les chapitres précédents ne peut donc étre
utilisées en 1’état pour inférer dans un modéle de régression sous ’'Hypothese 1.1.5. En
effet, ’approche de Stute repose sur la convergence de l'estimateur Kaplan-Meier clas-
sique. Néanmoins, le but du présent chapitre consiste & essayer d’étendre les idées du
Chapitre 2 & ce nouveau cadre ou les variables Y et C sont indépendantes condition-
nellement & X. En particulier, 'estimateur F' défini en (2.2.8) étant I'outil fondamental
de la régression sous 1.1.4, nous cherchons dans ce chapitre & obtenir ’analogue de cet
estimateur dans le nouveau contexte de I’'Hypothése 1.1.5.

La question de l'estimation de F(z,y) = P(Y < y, X < z) sous (1.1.5) a éte
déja étudiée par Lo et Singh (1986) et Van Keilegom et Akritas (1999). Néanmoins,
deux inconvénients majeurs frappent les approches de ces auteurs : 'impossibilité de
considérer des variables explicatives multivariées d’une part, et le fait que les estimateurs
de F proposés ne prolongent pas la notion de fonction de répartition empirique (i.e. dans
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le cas limite ou les données ne sont pas censurées, les estimateurs de F' proposés par
ces auteurs ne coincident pas avec la traditionnelle fonction de répartition empirique
multivariée). Ce dernier point n’est pas sans conséquence. En effet, de nombreux outils
statistiques s’expriment comme des fonctions de la fonction de répartition empirique.
Disposer d’un estimateur de la fonction F' qui se résume & la fonction de répartition
empirique en I'absence de censure présente le confort de pouvoir étendre les outils de la
statistique "non censurée" & un nouveau cadre, sans avoir & bouleverser les méthodes en
introduisant une approche purement spécifique au contexte de la censure. L’approche
de Stute (1993), qui se place certes sous 'Hypothése 1.1.4, ne présente pas ces deux
inconvénients, d’ou l'intérét de proposer une nouvelle approche qui reprend l'idée a la
base de l'estimateur (2.2.8), et qui soit adaptée a 'Hypothése 1.1.5.

Dans la section 7.1 sera présenté I'estimateur Kaplan-Meier conditionnel, ou estima-
teur de Beran (1981). Cet estimateur apparaitra comme 'ingrédient clé de I'inférence
sous 'Hypothése 1.1.5. La section 7.2 passe en revue les méthodes utilisées jusqu’a pré-
sent pour estimer F, ainsi que les difficultés qui sont rencontrées dans ces approches.
Un nouvel estimateur sera proposé dans la section 7.3. Cet estimateur s’inspire de la
démarche de Stute (1993) utilisée sous 'Hypothese 1.1.4 (voir Chapitre 2). Il généralise
la notion de fonction de répartition empirique. Par ailleurs, la section 7.3 propose des
résultats asymptotiques pour les intégrales par rapport a la mesure définie par cet es-
timateur. On obtient ainsi des résultats de type Loi des Grands Nombres et Théoréme
Central Limite, uniformément sur des classes de fonctions. Par ailleurs, la question
de considérer des X multivariés est également considérée. Le prix a payer consiste &
effectuer une modification de 'Hypothése 1.1.5. En particulier, nous supposerons que

Y et C indépendants conditionnellement a g(X),

ol g est une fonction a valeurs dans R. Ce type d’hypothése est inspiré des méthodes de
réduction de dimension (single-index par exemple) utilisées pour la réduction de dimen-
sion dans l'estimation de la fonction de régression. Par ailleurs, ce que nous pourrions
appeler une "réduction de dimension dans les hypothéses d’identifiabilité", est une mé-
thode qui ne suffit pas & améliorer le comportement des estimateurs de la section 7.2.
En revanche, elle est spécifiquement adaptée au nouvel estimateur que nous proposons
dans la section 7.3. Enfin, la section 7.4 présente les résultats techniques nécessaires a
I’'obtention de ces résultats.

7.1 Estimateur de Beran

7.1.1 Définition

Sous I'Hypothése 1.1.5, Beran (1981) propose une démarche analogue a celle de
Kaplan et Meier (1958), mais & présent pour estimer la fonction de répartition condi-
tionnelle, F\(t | z) =P(Y <t| Z = z) (par la suite, Z désignera une fonction g(X) des
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variables explicatives). L’estimateur de Beran est défini comme

0;
) L _ wm(z)
B(t|5) =1 H<l z;?:len@)lm) |

T, <t

ou le poids wj,(z) est défini a partir d'un noyau K,

()

= S <zjh—z> .

Win(2)

7.1.2 Convergence uniforme

Le Théoréme 7.1.1 suivant (voir Corollaire 2.1 de Dabrowska, 1989) fournit un ré-
sultat de convergence uniforme de I’estimateur de Beran. Pour obtenir un tel résultat,
un certain nombre d’hypothéses sont nécessaires.

Hypothéses sur le modéle de régression.

Hypothése 7.1.1 Les variables Z = g(X) appartiennent a un ensemble Z C R com-
pact. La fonction de répartition de Z posséde trois dérivées continues bornées. On consi-
dére un ensemble Z' C Z tel que la densité fz (z) satisfasse

inf > 0.

nf, 72 (2
Hypothése 7.1.2 Soit 7, = inf{t | H(t | z) < 1}. Il existe un réel T tel que T < Ty,
pour tout z € Z.

L’Hypotheése 7.1.2 doit étre relié au mauvais comportement de l’estimateur de Beran
dans la queue de distribution. Contrairement & ce qui se passe avec l’estimateur de
Kaplan-Meier, pour un z fixé, aucun résultat de convergence sur R tout entier de F (y |
z) n’a été montré jusqu'a présent. L’Hypothése 7.1.2 peut sembler restrictive. Dans
Papproche de Van Keilegom et Akritas (1999), qui consiste en une modification de
I'estimateur de Beran, on s’affranchit de cette hypothése en la remplagant par une
hypothése dite "location-échelle" portant sur le modeéle de régression (voir la section
7.2 et le modele (7.2.2) plus bas). Néanmoins, ’Hypothése 7.1.2 sera vérifiée si toutes
les lois conditionnelles possédent le méme support. C’est notamment le cas lorsque le
résidu est gaussien. Par ailleurs, dans ce cas, 7. = Ty, et T peut étre choisi aussi voisin
de 7g que désiré.

Hypothéses sur la régularité des fonctions de distribution.

Nous supposerons que les variables Z sont continues, mais ce n’est pas nécessaire-
ment le cas de Y. Pour toute fonction J(¢ | x), nous noterons par J.(t | z) la partie
continue de cette fonction, et Jy(t | ) = J(t | x) — Jc(t | ).

Hypothése 7.1.3 Les fonctions H et H. (et donc Hy) ont deux dérivées continues par
rapport & x. De plus, ces dérivées sont uniformément bornées pour y < T.
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L’Hypothése 7.1.3 n’est pas nécessaire pour obtenir le Corollaire 2.1 de Dabrowska
(1989), mais une telle hypothése sera utile pour utiliser les résultats de Du et Akritas
(2002) de la section 7.1.3.

Hypothése 7.1.4 On note par G(t | z) =P(C <t |Z =2). F(. | 2) et G(. | z) ont
deuzx dérivées continues par rapport 4 z, la premiére dérivée étant uniformément bornée
(sur [—o0; T]). La variation des fonctions O,F(. | z) et 0*F(. | z) et [—oo;T] est bornée
par une constante ne dépendant pas de z.

Hypothéses sur le noyau.

Hypothése 7.1.5 Le noyau K est une fonction symétrique, positive, a support com-
pact, et K a une dérivée seconde bornée.

Théoréme 7.1.1 Sous les Hypothéses 7.1.1 a 7.1.4, et en supposant que h — 0 et
nh — 00, on a

swp [F(t]2) = F(t]2)] = 0,0,
t<r,zeZ'
sup |Gt |2) = G(t]2)] = ops(1),
t<t,ze€Z’'

ou G désigne estimateur de Beran de la loi de C' sachant Z, et ot T est définie par
[’Hypothese 7.1.2.

Il est important de remarquer l'introduction de la borne 7 dans le Théoréme pré-
cédent. Contrairement a ’estimateur de Kaplan-Meier, aucun résultat de convergence
uniforme de I'estimateur de Beran uniformément sur R X Z n’a été démontré jusqu’a
présent. Ce probléme affecte I’ensemble des approches de régression sous ’'Hypothése
1.1.5.

7.1.3 Représentation i.i.d.

De méme que 'estimateur de Kaplan-Meier, ’estimateur de Beran est, pour chaque
point z fixé, une fonction de répartition qui ne place de la masse qu’aux observations non
censurées, la masse placée en une observation dépendant de plus de tout I’échantillon.
D’ou la nécessité de proposer des représentations i.i.d. de cet estimateur. Lo et Singh
(1986) proposent une telle représentation pour un z fixé. Van Keilegom et Veraverberke
(1997) proposent une représentation analogue dans le cas ou les Z sont fixés. Du et
Akritas (2002) proposent quant & eux une représentation uniforme en z qui est explicitée
dans le Théoréme 7.1.2 suivant. Ce Théoréme repose sur un certain nombre d’hypothéses
supplémentaires.

Hypothéses sur la régularité des fonctions de distribution.
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Hypothése 7.1.6 Pour des fonctions L1, Lo, L3 positives décroissantes et bornées (sur
[—00;7]), on suppose que, pour tout z,

[He(t1 | 2) = He(t2 | 2)| < [La (t1) — La (f2)],

OH, 0H,

w195 2| <l - L),
0Hy. OHo.
2t 1) - B 9] < M) - La )]

les deux derniéres hypothéses impliquant des hypothéses similaires pour OHi./0z.

Hypothése 7.1.7 Les sauts de F(. | x) et G(. | x) sont les mémes pour tout x. On
désignera par (dy,ds, ...) les atomes de G.

Hypothése 7.1.8 Pour tout d;, on définit
si = sup|F(di—|z)—F(d; | 2)]|,
z
OF oF

I P PR J— .

= s |Gt 1) - G ).

ro= swp|G(di— | 2) - Gl | 2),
oG oG

/ P— PR Py P .

= s |G 1) - G ).

On suppose que Y4 <. i+ 8 + 1 + 1] < 00,
Hypothéses sur la fenétre h.

Hypothése 7.1.9 La fenétre h satisfait les conditions (loglogn)n=th=2 = O(1), et
nh®(logn)~! = O(1).

Théoréme 7.1.2 Soit Zs un ensemble strictement inclus dans lintérieur de Z' avec
AMZ) = AN(Zs5) =08 >0, ou X désigne la mesure de Lebesque. Sous les Hypothéses 7.1.1
a7.1.9, ona

Fly|z)—F(y|2)

1 n
= ) win(2)E (T105t) + Ry (2,1),

1-F(y|=2) P
Cl2) =GWl2) _ L5~ e6m, 50 + RE(:
1-Gy| =) n; in(2)€ (T3, 045 t) + R, (2,1),

[1 = S(Ti — |2)][6i1s=F + (1 — 0;)1s=c|1m, <t
[1 = S(T;]2))[1 — H(T; — |2)]
_ /t 17,>[1 — S(s — [2)]°dS(s]2)
oo [1=S(s[2)][1 — H(s — [2)]?

t
= S (T 6 Lres / 0§ (T, $)dS (s]2).

(T, 0i5t) =
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et SUp,ez, 1<r |RS (2,t)| = Op,s,(n*3/4h*3/4[log n]3/4).

Voir Du et Akritas (2002) pour une preuve de ce résultat. A noter que Du et Akritas
proposent une uniformité du reste sur Z tout entier. Ceci est dii au fait que les auteurs
oublient de tenir compte des effets de bord aux bornes de Z (leurs formules A.13 et
A.14 sont en fait O(h2) et non O(h]) si 'on ne se restreint pas a Zs, en effet, leur
développement de Taylor n’est légitime que sur U'intérieur de Z).

La représentation de Du et Akritas est naturelle si on considére la représentation de
Duhamel de l'estimateur de Kaplan-Meier conditionnel (analogue du Théoréme 2.1.1).
En effet,

1-G(y —|z) g ’

Olyle) — Gly— o) aMS(s)
-/ 1= Glsle)ll1 - F(s— )] (740

ou
n

MzG(S) = %Z(l - 51)11)“1(1‘) (1Ti§5 B /Z’J %> |

=1 -

La représentation du Théoréme 7.1.2 se déduit donc de 7.1.1 en remplagant G par G.
Il faut par ailleurs noter que MmG n’est pas une martingale par rapport a la filtration
naturelle Hy = o(X;17,<¢, Tilr,<t,017,<¢,7 = 1,...,n), contrairement & ce qui se passe
dans le cas de 'estimateur de Kaplan-Meier, puisque cet objet est biaisé.

7.2 Estimateur de la fonction de répartition multivariée de
Van Keilegom et Akritas

L’estimation de la fonction de répartition F' sous 'Hypothése 1.1.5 a été considé-
rée par Van Keilegom et Akritas (1999). Disposant d’un estimateur de la fonction de
répartition conditionnelle F’(y | ), les auteurs proposent ’estimateur

~

Fop—a(z,y) = /X F'(y | w)dEx (u), (7.2.1)

o lestimateur Fy désigne la fonction de répartition empirique de X. L’estimateur
choisi pour estimer la fonction de répartition conditionnelle est légérement différent de
I’estimateur de Beran.

En effet, les auteurs tentent de contourner I’Hypothése 7.1.2 en posant une hypothése
supplémentaire sur Y et X. L’Hypothése 7.1.2 est frappée par deux inconvénients : dans
certains cas un réel 7 tel que mentionné dans ’hypothése n’existe pas. De plus, il est
parfois impossible de le prendre aussi proche de 77 que désiré (4 moins qu’on ne soit
dans le cas 7y, = TH envisagé précédemment).

Pour cette raison, Van Keilegom et Akritas (1999) se placent dans un modeéle plus
restrictif "localisation-échelle". Dans ce modéle, on suppose que

Y =m(X)+o(X)e, (7.2.2)
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ou € est une variable aléatoire indépendante de X, m et o des fonctions inconnues dites
respectivement de localisation et d’échelle. Une fonction [ sera dite de localisation si elle
vérifie

l(z) = T(F(|x)),

avec la transformation T satisfaisant T'(Fpy 1+4(-|z)) = aT'(F(-|x)) + b, pour tout a > 0
et b € R, ou F,yp(-|x) désigne la fonction de répartition conditionnelle de aY + b. Une
fonction s sera dite d’échelle si elle vérifie

s(x) = S(F([x)),

ou la transformation S vérifie T'(Fuy 44(+|x)) = aS(F(-|x)), pour tout a > 0 et b € R.

On remarque que si (7.2.2) est vérifiee pour un couple de fonctions localisation-
échelle m et o, elle est vérifiée pour n’importe quel autre couple de fonctions localisation-
échelle, quitte a changer le € en un autre résidu qui reste indépendant de X. En parti-
culier, si (7.2.2) est satisfaite, on a

Y = mg(X) + O'o(X)e’:‘(), (7.2.3)

1
male) = [ P s )T,
1
oo(z) = /0 FU(s | 2)20(s)ds — mo(a)?,

ott F~Y(s | x) = inf{t: F(t|z) = s}.
En estimant ces deux fonctions par

A~

1
Fo(z) = /0 Fl(s | 2)J(s)ds,
1A
bo(z) = /0 FL(s | )20 (s)ds — 1 ()2,

ou F désigne l'estimateur de Beran, on peut estimer les résidus g ; par
S T; — 1o (X;)
0= — 7wy -

! UO(Xi)

La fonction de répartition F.,(t) = P(ep < t) peut alors étre estimée a la maniére d’un
estimateur de Kaplan-Meier par

0;
7 1
Fa (t> =1- 1 - - ‘

0 é(:)llt 2?21 léO,iSéo,j
Puisque, dans le modéle (7.2.2), on a

Fite) = £ (007,

oo(x)



186 Chapitre 7

on peut estimer la loi conditionnelle par

() = B (t_m‘)(x)) .

6’0(.%)

Par suite, estimation de F(z,y) = P(Y <y, X < x) se fait en appliquant la formule
(7.2.1).

L’'un des avantages de cette approche, dans 'estimation de F(y|x), par rapport a
I’estimateur de Beran, vient du fait qu’on obtient des résultats de convergence du type

sup  |F'(yl) — F(ylz)| = op(1),
X Y<Tz

ou 7 < Th, défini & I’'Hypothése 7.1.2. En revanche, cette approche suppose une restric-
tion supplémentaire (7.2.2) sur le modeéle de régression, et des hypotheses de régularité
sur la fonction 7.

Pour lestimation de la fonction de répartition F'(x,y), on voit que l'estimateur
défini par (7.2.1) ne généralise pas la notion de fonction de répartition empirique. Autre
inconvénient, les résultats de Van Keilegom et Akritas (1999) ne sont valables que pour
des variables X continues, et de dimension 1. De plus, aucun résultat de convergence
des intégrales par rapport a cette fonction de répartition estimée n’a été proposé jusqu’a
présent.

7.3 Une généralisation de la fonction de répartition empi-
rique

Contrairement a l'estimateur de Kaplan-Meier, et & l'estimateur (2.2.8) dans le cas
multivarié proposé par Stute (1993), en ’absence de censure, l'estimateur (7.2.1) ne
redonne pas la fonction de répartition empirique.

Par ailleurs, l'estimateur (7.2.1) est théoriquement difficile & manipuler, de plus sa
théorie repose sur le fait que les X sont univariés. En particulier, 'estimateur (7.2.1)
se comporte mal si I’on essaie d’estimer des modéles de régression, fussent-ils paramé-
triques, ou la dimension des variables explicatives est supérieure & 1. Il s’agit d’une
limitation importante de la régression sous I’'Hypothése 1.1.5. Sous I’Hypothése 1.1.4,
Pestimateur (2.2.8) de la fonction de répartition proposé par Stute (1993) permet d’obte-
~1/2 du paramétre d’un modeéle de régression
paramétrique, sans étre affecté par la dimension des variables explicatives.

Dans cette section, nous présentons une alternative a I’estimateur (7.2.1), alternative
qui s’inspire de l'estimateur de Stute (1993). Nous menons ’étude théorique de cet
estimateur dans le cas ot X € R. Dans le cas X € R¥, avec k > 1, nous proposons de
jouer sur I’Hypotheése d’identifiabilité 1.1.5 pour aboutir malgré tout & un estimateur
consistant & la vitesse n1/2. Notre nouvelle hypotheése d’identifiabilité apparait comme
un compromis entre 'Hypothése 1.1.4 et 1.1.5. Nous montrons en outre que, méme
sous cette hypothése relachée, 'estimateur (7.2.1) ne peut étre adapté pour prendre en
compte des variables explicatives multidimensionnelles.

nir des estimateurs consistants a la vitesse n
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7.3.1 Définition de ’estimateur

Dans le but de généraliser la fonction de répartition empirique, nous cherchons un
estimateur de la fonction de répartition qui ne place de la masse qu’aux observations.
Par ailleurs, les observations censurées ne provenant pas de réalisations de la variable
Y, nous ne placons aucune masse aux observations censurées, ce qui est une propriété
de I'estimateur de Kaplan-Meier dans le cas univarié. L’estimateur que nous cherchons
est donc de la forme suivante,

n

~ 1
F(z,y) = - ZéiW(XiaTi)lXigm,Tigw (7.3.1)
i—1

ot W(X;,T;) est un poids a déterminer. Par ailleurs, si I'on veut que les intégrales par
rapport a cet estimateur F' ne soient pas biaisées, il faut que, pour toute fonction ¢,

El6;W (Xi, Ti)p( X3, T3)] = E[p(X,Y)].
Or, sous 'Hypotheése d’identifiabilité 1.1.5, pour toutes fonctions W et ¢, on a
E[6;W(X;, Ti)o(X:, Th)] = E[{1 — G (Yi— | X;3)} W(X;,Yi) (X5, Y5)] (7.3.2)

ou G(y | =) désigne P(C <y | X = z), la fonction de répartition conditionnelle de la
censure. D’aprés cette remarque, ’estimateur "naturel" que I’on voudrait utiliser serait

n

1 0ilx, <z Ti<y
F(x,y) = Z =G = X)) (7.3.3)

En particulier, si 'Hypothése 1.1.3 est vérifice, G(1; — | X;) = G(T;—), et on retrouve
Pestimateur "idéal" F' défini au Chapitre 2 par I’équation (2.2.9), et qui doit étre rappro-
ché de la démarche de Stute (1993). De plus, les intégrales par rapport a F' s’expriment
comme

/¢ z,y)dF (z,y) = ! Z 1 _(Sqﬁ((;i“_jg(l),

de sorte qu’elles convergent vers E[¢(X,Y)] d’apres la loi des grands nombres.

Mais de la méme fagon que G est indisponible dans la définition (2.2.9), la fonction
de répartition conditionnelle de la censure est inconnue, et doit donc étre estimée. Une
fagon naturelle consiste alors a utiliser 'estimateur de Beran (1981).

On obtient alors

lzn: 51X<$T<y (73.4)

nz:ll_ _’X)

Contrairement & (7.2.1), cet estimateur généralise bien la notion de fonction de
répartition empirique. En effet, en Pabsence de censure, G(y— | 2) = 0 pour tout y et
tout x, presque stirement. De sorte que la fonction de répartition empirique, I’estimateur
(7.3.3) et l'estimateur (7.3.4) coincident.
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On peut de plus considérer des intégrales par rapport a la mesure définie par (7.3.4).
Considérons ¢ € F, et

n

o(z,y)dF (z,y) = — - . (7.3.5)
[ ot vare TG | X

De méme qu’au Chapitre 2, ces intégrales apparaissent comme des sommes non i.i.d. Il
apparait donc intéressant d’obtenir des représentations i.i.d. analogues a celles existant
pour les intégrales Kaplan-Meier. Cette étude est l'objet des sections 7.3.3.1 et 7.3.3.2.

7.3.2 Cas de variables explicatives multivariées

Si X € R? avec d > 1, la définition (7.3.5) comporte un estimateur de Beran avec
un noyau multivarié. Ceci pose le méme probléme que l'estimateur (7.2.1), et I’on risque
d’étre frappé par une impossibilité de considérer le cas X multivarié. Une solution peut
consister & se placer dans un modéle ou les conditions d’identifiabilité sont un peu plus
légeres que 'Hypothese 1.1.5.

Soit ¢ : R? — R une fonction connue. Remplacons I’'Hypothése 1.1.5 par les
hypothéses suivantes.

Hypothése 7.3.1 On a
- Y et C indépendants conditionnellement a g(X),

La deuxiéme partie de cette hypothése est en particulier réalisée si L(C|X,Y) =
L(Clg(X),Y), ou L désigne la loi conditionnelle de C. Cette Hypothése 7.3.1 appa-
rait comme un compromis entre les Hypothéses 1.1.4 et 1.1.5 permettant de réduire la
dimension. Des choix naturels de fonctions g peuvent étre

91(:!3) = I,

g2(z) = 96:6,

le choix g2 étant dans I'esprit de la méthode single-index pour réduire la dimension en
régression semi-paramétrique. Dans un premier temps, nous supposerons que la fonction
g est connue. La section 7.3.4 s’intéresse & une modification de l'approche que nous
présentons ici, dans le cas ou la fonction g est estimée.

L’intérét de 'Hypothese 7.3.1 réside dans le calcul suivant, analogue de la formule
(7.3.2),

E[5(X,T)] = EPY <C|X,Y)$p(X,Y)]
[PY < C[g(X),Y)$(X,Y)] (7.3.6)

= E[1-GY —g(X))o(X,Y)],

E
E

ou l'on utilise la deuxiéme partie de ’'Hypotheése 7.3.1 pour obtenir (7.3.6), et 'indé-
pendance de Y et C conditionnellement & g(X) pour obtenir (7.3.7).
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A la place de l'estimateur F' défini par (7.3.3), on peut alors considérer

n

1 0ilx;<z/Ti<y
F@) =52 TG0 - (g5 (7:3:5)

Dans le cas particulier ou £(C|X) = L(C|g(X)), les deux fonctions (7.3.3) et (7.3.8)
sont égales. On en déduit I'estimateur de répartition obtenu en utilisant I’estimateur de
Beran (1981),

1~ Gilx,<emi<y
Flow = Z 1 G(T; — lg(Xy) (79

L’avantage de cet estimateur est qu’il ne fait intervenir que des noyaux univariés dans
lestimateur de Beran (g(x) € R).

7.3.3 Représentation i.i.d. des intégrales par rapport a Ia

Dans cette section, on pose Z = g(X). Ceci permettra de considérer du méme coup
les intégrales par rapport & F' défini par (7.3.4) (correspondant au cas g(z) = = € R),
ainsi que les intégrales définies par (7.3.9).

7.3.3.1 Consistance

L’obtention de résultat de consistance pour les intégrales par rapport & F résulte
du Théoréme 7.1.1. On obtient ainsi une représentation i.i.d. de ces intégrales avec un
reste op.s.(1).

Théoréme 7.3.1 Soit F une classe de fonction d’enveloppe ® satisfaisant ®(x, ) 0
pour t > T (o, T est défini dans I’Hypothése 7.1.2), et telle que §[1 — G(t|g(x))] ™! x F
soit P—Glivenko-Cantelli. Sous les Hypotheéses 7.1.1 6 7.1.4,

Vo e F, / o, y)dP () = / o, y)dF (2, y) + Rn(9),

avec SUPyer |Rn(@)| = 0p.s.(1). Par conséquent,

sup | [ ¢(z,y)d[F — F](z,y)| — 0 p.s.
PEF

Preuve: Soit 1(¢) = [ ¢(z,y)dE(z,y). On réécrit

I(¢) = Z MX“_T,)m
1\~ §i¢(Xa T)G(T; — |Zi) — G(T; — | Zy)] 73.10
+ ng [1—G(T; — | Z)][1 — G(T; — | Z)] ( )

= IOn + Iln-
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Par la loi des grands nombres, le premier terme converge presque stirement vers ’espé-
rance [ ¢ (z,y)dF (z,y) (uniformément sur F, puisque 6[1 — G(t — |g(z))] 7! x F est
P—Glivenko-Cantelli). Pour le second terme,

2 1o~ 0i|e(X:, T)l
I, <Op(1) x su Gt—|2)—G{t—|2)| x = .
Tl € 0p(1) > sup [G(t=12) =Gt 12)] x 53 5 mrtos

La somme empirique converge presque stirement, et le supremum tend vers zéro presque
stirement pas le Théoréme 7.1.1. m

7.3.3.2 Normalité asymptotique

Pour obtenir une représentation asymptotique avec reste op(n~/2) uniformément
sur une classe de fonction F, il faut imposer des hypothéses supplémentaires sur la
classe de fonctions F.

Hypothéses sur la classe de fonction F.

Hypothése 7.3.2 F est une classe de fonctions euclidienne possédant une enveloppe
O de carré intégrable, satisfaisant ®(z,t) = 0 pour t > 7, pour un 7 tel que défini dans
U’Hypothése 7.1.2.

Des conditions sur la régularité de ¢ par rapport & = sont également nécessaires.

Hypothése 7.3.3 On suppose que
- Soit Fz(z,y) =P(X <z,Y <y | Z), et pour toute fonction ¢, on définit

QSZ(S) = / 1sgy¢($7y)sz($ay)-

Soit Z5 un sous-ensemble compact strictement inclus dans l'intérieur de Z’, et tel
que AN(Z) — X\(Z5) = J, ou X\ désigne la mesure de Lebesque. On suppose de plus
qu’il existe un nombre fini K(F) tel que, pour tout ¢ € F,

K(F)
P(X,Y) = Z Pi(X, Y)lg(X)EIp
i=1

ou I; C Z5, et ¢; sont deuz fois différentiables par rapport & z, avec de plus
SUD,<; , |0:0i2(s)| 4+ [02¢i.2(s)] < M < oo, pour une constante M ne dépendant
pas de ¢;.

— @ est bornée sur Xsx] — 0o; 7|, et posséde des dérivées partielles par rapport a z
qui sont bornées.

Le processus M& défini plus haut n’est pas une martingale par rapport a la filtration
Hs = o(Xil<s, Tilr<s, 0il7,<5,4 = 1,...,n). En effet, nous avons

EIE5.(Ty, 6551)| X3] = 0, (7.3.11)
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mais E[¢S(T;, 6:5t)] # 0 (ou &, est définie au Théoréme 7.1.2). Néanmoins les processus

§ 1Ti25dG(3’Xi)

G - _ 5 _
M; (5) = (1 51)1Ti§5 / —G(S|Xz) >

—00

pour ¢ = 1,...,n sont des martingales par rapport & Hs. Ces martingales apparaissent
naturellement dans la représentation asymptotique des intégrales par rapport a F, four-
nissant ainsi ’analogue de la représentation du Théoréme 2.2.7.

Théoréme 7.3.2 Sous les Hypothéses 7.1.1 & 7.3.3,

[ena ><w>:2/ B

avec sup e | Ry (¢)| = Op((log n)3/4n=3/4h=3/4) L O(h?), et ¢ définie dans I’Hypothése
7.8.5.

En particulier, on observe que, si 'on considére une séquence h telle que nh* — 0
et telle que (logn)®/*nh3 — oo, le terme résiduel est op(n~1/2). Observons également
que, si nous ne désirons pas nous restreindre & ’ensemble Zs défini dans I’'Hypothése
7.3.3, on doit rajouter un O(h) dans le terme résiduel.

Preuve:
On écrit
[ oteie = ey = [ A0S y‘(’z> ,S‘y 2 4f (2, y)

]
/¢ y—!Z) Gy —|2)]? I
|2)][1 = G(y — |2)]
= +12(¢)

Pour I2(¢), observons que

Gly—12) -Gy 2)|
1= Gly—|2)

[I(¢)| < C x  sup
2€EZ5Y<T

/ & (e, y)dF (z,y).

Par la Proposition 4.3 de Van Keilegom and Akritas (1999), on déduit que

sup |I2(¢)| = Op(n~"h ™ log(h™")]"/?).
PeF



192 Chapitre 7

En appliquant le développement du Théoréme 7.1.2 de Du et Akritas (2002),

0ip(Xi, Ty )wn; (Z:)€5 (Zi, Ti—
L(g) = %Z ( [1_) (J(A_)é?s]z ) (7.3.12)
12
1 5¢X,,T RG(Z“T -)
Z A (7.3.13)

_ - ¢(w,y)szG(y) ”
B / [/oo 11— F2)][1 -G —|2)] dF(z,y)

+R)(9). (7.3.14)

A présent décomposons (7.3.14) en

LT e y)aME(y) )
e = | [/oo [1—F<y'|z>n1—a<y'—|z>ﬂdF( ¥)

+/ [/_: = F(?z(/jclzl)/])ﬁ]\{g(?((yz,/)’ - ]z)]] d(F = F)(x.y)

+R.0(¢)
= Io(®) + R (9) + R{D(9). (7:3.15)

En utilisant la vitesse de convergence de RS du Théoréme 7.1.2, et le fait que |¢| < P,
on obtient que supyex ]Rfll)(gb)] = Op((logn)®/*n=3/*h=3/%). Dans le Lemme 7.4.1, on

montre que RSLQ)(QS) = Op((logn)n='h™1) + Op(h?), de sorte que seul In(¢) nécessite
d’étre considéré. En appliquant le Théoréme de Fubini, écrivons

h(9) = iZ [ uns I 13,059 )00a ) dF o)

_ hz/ < —z>gG(TJ,5], fjiﬂ;y)dl’(w,y)

(Tyﬂ%a —)é(z,y)dF (x,y)

{ ”hz/ — F2 () 2
1y /K< D )@G(Tjﬁj;y)sb(w,y)dF(x,y).}

[f2(2) = f2(2)]2[f2(2) 2 f2(2)]
= Ioo(¢) + RP (o). (7.3.16)
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Au Lemme 7.4.2, on montre que supyer ]Rg’)(gzﬁ)] = Op(n~th~'logn + h?). Par un
changement de variable dans le premier terme de (7.3.16), Ioo(¢) peut étre réécrit comme

% Z / K (u) €§j+hu(Tj) 5]'; y_)¢(x7 y)dF(337 Yy ’ Zj + hu)du
=1

1 « 7
= — Z/K (U) wfzj+hu(1}76j)¢2j+hu(7})du
7j=1

n <
_/K(u) S 7 (T 8)2, ha(5)dH (s | Z; + hu)du. (7.3.17)

On utilise & présent ’'Hypothése 7.3.3. Par linéarité, nous n’avons qu’a considérer le
cas d’une fonction du type ¢(x,y) = ¢1(z,y)1zer,, satisfaisant 'Hypothese 7.3.3. Sous
I’Hypothése 7.1.3, la fonction 1); posséde deux dérivées bornées par rapport & z. Pour
utiliser un développement de Taylor dans (7.3.17), on doit vérifier que Z; et Z;+ hu sont
des points intérieurs de Z. C’est pour cette raison que ’ensemble Zs a été introduit, et
devrait également apparaitre dans le résultat de Du et Akritas (2002) pour controler le
biais de lestimateur a noyau dans les bords du domaine Z (en se référant a 'article de
Du et Akritas, (2002), leurs équations (A.13) et (A.14) ne permettent pas d’obtenir une
vitesse suffisante uniformément en xg € Z, puisque xg + hu n’est pas un point intérieur
de Z pour tout zg € 2).

A présent, considérons un entier jo tel que Z;, € Iy C Z5. Xj, est un point intérieur
de Z. De plus, puisque u ne prend ses valeurs que dans un intervalle compact (K posséde
un support compact), Zj, + hu est presque stirement un point intérieur de Z pour n
suffisamment grand (ne dépendant que de §). Par un développement de Taylor, et le
Théoréme de Fubini, les deux intégrales apparaissant dans (7.3.17) et correspondant &
I'indice jo peuvent étre réécrites comme

1,2, (5)dM;q (s)

2
M- H(s|Zy) T ")

olt nous avons utilisé que [uK(u)du =0, [u?K(u)du < oo, et o le O(h?) ne dépend
que de 9.

Considérons a présent l'indice j tel que :

1. Xj+hu611 et Xj Q;LIl,

2. Xj e€ljet X]+hu§§I1

Pour simplifier argumentation, nous supposerons que I; = [a;b]. La contribution de
ces termes & (7.3.17) est

R, ) 61.7,(5)AM;(5
jz::l[ Zienh Zi+hugl, T 12,¢1, 7, +huel ] M—H(s|Z;)]

n

+R7(’l4) (¢1)a
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ol nous pouvons borner
1 n
|Rp(¢1)] < M x - Z/K(U)[lzjeh,zjmugzh +1z,¢1,2,4+huer, ) du,
j=1

o M est une constante positive, et ott nous avons utilisé |¢1]| < @, avec ¢ bornée sur
Xsx| — 00; 7]. L’espérance du terme de droite peut étre bornée par

M’ x /K(u) [Fy(a+h) — Fzla—h)+ Fz(b+h) — Fz(b— h)]du,

ou Fz est la fonction de répartition de Z. En utilisant I'Hypothése 7.1.1, un développe-
ment de Taylor montre que ce terme est O(h?). m

7.3.3.3 Suppression des effets de bord a la frontiére de Z

Le résultat précédent peut étre modifié sensiblement pour remplacer '’ensemble Z;
par un ensemble Z, qui croit vers Z’' (on considére notamment le cas particulier ou
Z' = Z dans I'Hypotheése 7.1.1, ce qui correspond au cas étudié¢ par Du et Akritas,
2002). On a alors la Proposition suivante.

Proposition 7.3.3 Soit Z,, un ensemble strictement inclus dans l’intérieur de Z et tel
que, si g(x) € Z,, alors g(x) £ ch est un point intérieur de Z, ou c est tel que le support
de K soit [—c; c]. Sous les Hypothéses du Théoréme 7.3.2, l'ensemble Z5 étant remplacé
par l’ensemble Z dans I’Hypothése 7.3.3, on a

e
=1 )

+R (9),

avec supyer |Rn (¢)| = Op((log n)3/4n=3/4h=3/%) 1 O(h?).

Dans le cas ou Z = ¢g(X) a pour support [a;b] et K de support [—1;1], on peut
définir X, = {x : g(x) € [a + 1/2h;b — 1/2h]}.

Preuve: La seule différence avec la preuve du Théoréme 7.3.2 réside dans 1’étude
du terme de biais. Le développement de Taylor, dans la formule (7.3.17) est légitime,
par construction de Z,. =

7.3.4 Estimation de la fonction g

Dans certains cas, la fonction g intervenant dans 'Hypothése 7.3.1 est inconnue.
Néanmoins, dans certains modéles, en posant des conditions supplémentaires sur C,
cette fonction peut étre estimée a la vitesse n~1/2. Dans cette section, on suppose que
g est inconnue, et plus précisément que g est de la forme g = A\(By, z), avec fy € B C
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R* inconnu. Le cas le plus simple est g(z) = Byz. On suppose que l'on dispose d'un

estimateur B de By consistant a la vitesse n_l/Q, satisfaisant la condition
1 n
B=By = = P(T;,6, X)) + op(n™/?), (7.3.18)
i

avec E[Y(T;,0;, X;)] = 0 et E[tp(T;, 6;, X;)?] < oo. Nous donnons ici quelques exemples
de situations dans lesquelles on dispose d’un tel estimateur B

Exemple 1 : modéle de Cox. On suppose que C suit un modéle de régression
Cox par rapport a X, c’est a dire

A (tX = z) = Ao(t)e o,

ot A\C(t|X) =[1 — G(t — | X)]~1dG(t| X).

En particulier, on est bien dans le cas L(C|X) = L(C|B,X). Dans ce cas, on peut
estimer Gy en utilisant ’estimateur B étudié par Andersen et Gill (1982). Tl découle de
la preuve de leur Théoréme 3.2 que l'on a bien la représentation (7.3.18) avec

ww¢m==24x(ﬂ—@wmw—/ »
7OOTH¢(x’“)1t>u[I*G(’Uf*)}fldG(u)

ou la matrice ¥ est définie par la condition D de Andersen et Gill (1982), et la fonction
¢ étant définie par
_ XE[P*(1 - H(t]X))]

B[S (1= H{#X))]

¢($,t) =

Exemple 2 : modéle de Gorgens et Horowitz. Gorgens et Horowitz (1999)
proposent le modéle suivant,

C = ABX +U),

la variable U étant indépendante de Y et X, et la transformation A étant inconnue.
Dans ce cas, on a également que £(C|X) = £(C|B)X). Leurs estimateurs de 3 satisfait
(7.3.18), voir & ce propos leur Hypothése 5 et leur section 2.2.

Définissons §(z) = A(3,z). Sous la condition (7.3.18), on peut proposer estimateur
suivant pour la fonction de répartition,

n

3 01T, <y X,<x
1 _

~

Fg(l‘,y)

~

1
N 1= G(T - 19(X0)

Des conditions supplémentaires sont nécessaires sur la fonction G (différentiabilité par
rapport & ) afin d’obtenir une représentation asymptotique des intégrales par rapport

a Fg

Hypothése 7.3.4 On suppose que la fonction (t,5,z) — GG, X) = A(B,z)) est
différentiable par rapport a 3, et que cette différentielle (le vecteur des dérivées partielles
par rapport a 3 est noté VgG(t,3,x)) est uniformément bornée.
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Proposition 7.3.4 On se place sous les Hypothéses du Théoréme 7.3.1, et on suppose
de plus qu’on est sous I’Hypothése 7.3.4. On a alors

sup
PpEF

/ o(z,y)d[Fy — Fl(z,9)| = 0p(1).

Preuve: On utilise la convergence uniforme de G(¢[§(z)) obtenue au Lemme 7.4.3.
|
Proposition 7.3.5 Sous les Hypothéses 7.1.1 a 7.3.4, et pour nh3[log n]1/2
suppose que l'on dispose d’un estimateur 8 satisfaisant (7.3.18). On a, pour tout ¢ € F,

— 00, On

[orets - Fiey = 238 V(X VT, o X)
=1

G(Y —|g9(X))
x1(T;, 65, Xi) + op(n™'/?),
ot l'on définit
I(fL‘) = 1infﬁ€]§ | f3(X(B,x))>c|>

avec f3(\(B,x)) densité de \(8, X), ¢ une constante strictement positive, B un voisinage
compact de [By.

Preuve: On effectue un développement de Taylor par rapport & 3, ce qui fournit

/gf)(x,y)[(x)d[ﬁg . F](a},y) _ l Z 5z‘¢(Xz'aTi)I(Xi)vﬁG(Ti—a/@n,Xi)(ﬁ - ﬁO)

n

AN )

=1 [1 = G(Ti = [M(Bn, Xi))I?

pour un (3, entre B et [p. Par convergence de B vers (o, Bn tend également vers 3y. De
plus, en appliquant le Lemme 7.4.3, on obtient

S 1 5:0( X, THI (X)) YV 3G(Ti—, Bo, Xi) (B —
[ oy - Ay - >3 H >[1<_>G(% _<|g(Xf§)]2 (B~ )
= Ua(6) + Ral®),

+ Rn(9),

avec supy [Rn(¢)| < [Ra(®)| = op(n~'/2). On peut ne considérer que les termes pour i #
J, les termes i = j ont une contribution négligeable (ordre Op(n~!)). Le développement
i.i.d. de B fournit

51' Xi, (X i 7Xi ‘,5',X' f
5J

[1—G(T; — g(Xi))]?

avec sup, | R, (¢)] < |R,(®)| = op(n~'/2). La famille de fonctions

1y§c¢(£a y)I(QT)VﬁG(y—, ﬂOa l’)’(/](y/ A Clv 1y’§c’a l‘/)
[1 -Gy —lg(x))]?

f’z{@,y,c,x’,y’,aw ,¢>ef},
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est une classe euclidienne par l'exemple 2.10.8 de Van der Vaart et Wellner (1996).
Par ailleurs, cette classe de fonction posséde une enveloppe de carré intégrable. En
appliquant le Corollaire 4 de Sherman (1994a), on obtient que le U—processus indexé
par ¢ dans la définition de U, (¢) est égal a

ZE[ 1)—( ()Vﬂ—CTEJ( )’)}607)() W(T},65,X;) + op(n~"?).

7.3.5 Comparaison avec ’estimateur de Van Keilegom et Akritas

Valeur absolue du biais Variance
n=50, 30% censure, dimension 1 n=50, 30% censure, dimension 1

I \/an Keilegom et Akritas
[ INouvel estimateur

[ IBetaestimé

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h
Valeur absolue du biais Variance
n=50, 30% censure, dimension 3 n=50, 30% censure, dimension 3
T 0.15 T T T T T T T T
0.6 B
0.1r
041 1
0.2F rhIrlnl 1 0.051
0 ol 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h
Variance
Valeur absolue du biais n=50, 30% censure, dimension 7
n=50, 30% censure, dimension 7 0.06 T T T T T r r r
0.8
0.041
0.6
0.4+ 1 0.02}F
0.2F
0 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h

F1G. 7.1 — Biais et variance des estimateurs de E[Y].YSH)()] suivant les valeurs du paramétres de
lissage pour n = 50 et 30% de censure.

Nous présentons une bréve étude par simulations afin de comparer la performance
de F et Fg par rapport a I’estimateur existant, et en plus particuliérement dans le cas ou
d > 1. L’estimateur de Van Keilegom et Akrltas (1999) n’a pas été étudié théoriquement
dans le cas d > 1, I'un des buts de cette simulation étant notamment de montrer que
ce probléme théorique trouve un écho dans la pratique.

Nous considérons le modeéles suivant.

- X =(xO  x@D)y < ylo,1]2e

Y =d ' (1) XD e
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Valeur absolue du biais Variance
n=50, 45% censure, dimension 1 n=50, 45% censure, dimension 1

0.1 0.06
I \/an Keilegom et Akritas
0.08 [ INouvel estimateur
0.06} 0.04F [ IBetaestimé
0.04r
0.02}
0.02r
0 0
01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h
Valeur absolue du biais Variance
n=50, 45% censure, dimension 3 n=50, 45% censure, dimension 3
0.15¢
0.6r
0.1
0.4}
0.2¢ 0.051
0 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h
Valeur absolue du biais Variance
n=50, 45% censure, dimension 7 n=50, 45% censure, dimension 7
1 T T 0.04 =T T T T T T T .
0.5¢ 1 0.02
0 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h

F1G. 7.2 — Biais et variance des estimateurs de E[Y 1y <igo] suivant les valeurs du paramétres de

lissage pour n = 50 et 45% de censure.

— & ~ N(m,1) indépendant de X, m étant un paramétre sur lequel nous jouons pour
faire varier le pourcentage de réponses censurées. m = 1.7 correspond & environ
30% de censure, m = 2.2 4 45 %.
~ C|X ~ £(ePX /5), indépendant de ¢, on By = (1/d, ...,1/d).
La variable C' suit une régression Cox conditionnellement & X. On utilise ’estimateur
B du modéle de Cox pour estimer g. La fonction ¢ donc nous cherchons & estimer
Pespérance est ¢(y) = yly<,, avec 7 = 100.
Procédure Nous considérons les cas d = 1,3,7 et n = 50,100. Pour chaque n et
chaque d, nous générons 100 échantillons et nous estimons E[¢(Y)] par I'un des trois
estimateurs ci-dessous :

él = //ylygﬂ'dpvk—a(xay)a

$y = //y1y<7dﬁ(w,y),
b3 = //ylyyd%(%y)-

En dimension 1, nous ne considérons pas le troisiéme estimateur, puisque la fonction
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g est alors connue exactement. Pour chacune de ces méthodes, nous considérons plu-
sieurs valeurs du paramétre de lissage h. A partir des cent répétitions de I’expérience,
nous estimons le biais E[¢;] — E[¢(Y)], et la variance E[¢?] — E[¢;]? pour chacune des
méthodes. Les résultats sont présentés dans les figures 7.1 & 7.3.

Valeur absolue du biais Variance
n=100, 45% censure, dimension 1 n=100, 45% censure, dimension 1
" " " " " " " 0.04 " " " I \2an Keilegom et Akritas
[ INouvel estimateur
0.03¢ [ IBetaestimé
0.021
0.01p
0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h
Valeur absolue du biais Variance
n=100, 45% censure, dimension 3 n=100, 45% censure, dimension 3
0.15¢
0.6
0.1
041
0.2t 0.05f
0 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h
Valeur absolue du biais Variance
n=100, 45% censure, dimension 7 n=100, 45% censure, dimension 7
1 0.03 = T T T T T T T
0.02}
051
0.01p
0 0
01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
h h

F1G. 7.3 — Biais et variance des estimateurs de E[Ylygmo] suivant les valeurs du paramétres de

lissage pour n = 100 et 45% de censure.

En dimension 1, la performance des estimateurs proposés semble comparable. En
revanche, dés la dimension 3, les performances de I'estimateur de Van Keilegom et Akri-
tas sont grandement affectées. Pour les plus petites valeurs de h, le biais et la variance
dépassent respectivement 0.7 et 1.5. Méme pour h = 0.9, le biais reste important (envi-
ron trois fois celui obtenu en utilisant £ ), la variance restant également bien supérieure
a celle obtenue en utilisant F et F 5

En dimension 7, la variance de 'estimateur de Van Keilegom et Akritas est tres
faible. L’estimateur (Zgg fournit systématiquement des valeurs trés proches de zéro. En
effet, la masse que Foi_a place en (z,y) est trés faible. En outre, des problémes nu-
mériques dis & des dénominateurs trop proches de zéro perturbent considérablement
I’estimation.
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7.4 Lemmes techniques

7.4.1 Lemmes pour la représentation i.i.d. de F

Lemme 7.4.1 Sous les Hypothéses 7.1.1, 7.1.2, 7.1.4, 7.1.9 et 7.3.2,

sup [ R (9)| = Op((logn)n™'h™") + O(h?).
PeF

Preuve: Soit

Uii(g) — 5;8(X;, T;) K<Z Z;

-G -12)] h )f( )G (T, 05 Ti-)

o5

Soit W; = (X’,Y;,C;). On peut décomposer Ui en U (¢) = S Ul (), ot
J VEREER k=1 Yk

)f (2) €9 (T}, 65; y—)dF ().

U6) = i 12 h

S ()]

5i0(X, TEG, (T, 05 Ti-) K (2572
(f2(Zi) — Elf2(Z:)|Zi]) "V f2(Z:)2[1 — G(T; — | Z3))]
. [qs(X, Y)EG(T;, 05 Y- K (5522

U (¢) =

)

~ — W
(f2(2) — Blf2(2)|2)~' f2(2)? W

piig) — 2OXeTIEL 1<Z@>|Zi] 613,05 ) (zi_zj>

JAZP - G(T, - |2,)]
XYV B ()25 (T30 ) (2= 25\ o0
EGL " < > WJ] |

510(X0, T f2(Z:) — F2(2) €5 (15, 6 T K (2522

Fo (B P T2~ GUT ~ 1)

/¢<x,y>[fz<> F2(2) 28Ty, 853y K (552
J2(2)2f2(2)

Uyi(¢) =

>dF(:L‘,y).
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Observons que, pour tout k=1, ..., 4, U,zz(qﬁ) = 0. On a, pour une constante M,

1 i M f2(2) — f2(2)? Zi — Zj
712%:|U4j(¢)| < ﬁxfgﬁf F2(2) ZK( h .

= Op(n~tlogn) + O(h?),

) (X;, )

1,J

en utilisant la vitesse de convergence uniforme de fx, voir Einmahl et Mason (2000).
Puisque nous avons E[U;”(¢)|W;] = 0, on observe que le processus défini par
Ui(¢) = n~2 Z#j{Ul(Z’j)(qZ)) - E[U;J(¢)|Wz]} est un U—processus dégéneéré d’ordre
2. On déduit que ce U—processus est indexé par une classe de fonction euclidienne d’en-
veloppe de carré intégrable en utilisant le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989).
En utilisant le Corollaire 4 de Sherman (1994a), supye £ [U1(¢)] = Op(n™'). De plus,
en utilisant un changement de variable et en effectuant un développement de Taylor,

héid(Xi, Ty) [ €5 (. Ly<e: Ti—)dF (y | Z:)dG(c|Z;)

E[U}7 (¢)|Wi] = f2(Z)[1 = G(T; — | Z;)]

+ RY (), (7.4.1)

oil, pour une constante M et en utilisant 'Hypotheése 7.1.4 et [ uK (u)du = 0,

1-G(T; - |Zi)

Le premier terme de (7.4.1) est zéro en utilisant (7.3.11). Finalement, on a obtenu
1 . o
TS Z U’ (¢) = Op(n™'h™") + O(h?).
Z7J

En utilisant des arguments similaires, les termes n " 1h~! ZZ j U, ,:,j pour k = 2,3 peuvent
étre décomposés en un U—processus dégénéré d’ordre supérieur & 2 indexé par une
classe de fonction de complexité polynomiale, plus un "terme de biais" d’ordre O(h?)
uniformément sur F. De la, pour k = 2, 3,

% > U (¢) = Op(n~'h™") + Op(h?).
2

Finalement, Ry (¢) = n A~ Y, 34, U7 (9). m
Lemme 7.4.2 Sous les Hypothéses 7.1.1, 7.1.2, 7.1.4, 7.1.9, et 7.3.2, pour tout € > 0,

Zug)__RS’)(qﬁ) = Op(n~th™tlogn) + Op(h?).
€

Preuve: A partir de (7.3.16), on observe que le second terme de R (¢) est de lordre

Op(n~'h~'logn) en appliquant le Lemme 4.3 de Van Keilegom et Akritas (1999), et le
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fait que |¢| < ®. Le premier terme est
L[~ (2= 2\ 8Ty, 055y—)o (@, y)dF (z, y)
il K 2 K
nh /; ( h ) {f2(2) = E[fz(2)]} [f2(2)]?
1 [ Zj =2\ &(T}, 855 y—)¢(x, y)dF (z,y)
L K (% EACHILY .
“ai 2 () G oo

La premiére partie peut s’écrire comme

| [Z STy, b5y K (2 E[K(Zh%]}]

Observons que les termes pour ¢ = j sont négligeables, puisque

1z":/K(Zih—2>2£§(T¢,5i;y—)¢(w,y)d1’(w7y)

n2h? & [fz(2)]?
< o> [ (257 wwarien = ope i,
=1
1 < Zi—z E[ ( )]fz(zv i y—)9(z, y)dF (z,y)
W?/d ) T —
S 5 () () e
= Op(n~'h7h).
Soit Nj(z,y) = K( . Z) ¢9(Ty,655y—) — E [K(Zj}:z)gf(zy,5j;y—)]. On doit
considérer
K (%4=2) - E[K (%2)]) ¢(x,y)dF (z,y)
e | ;N L2 fi(,:)z)]) P 4
n_ E[Ny(z,y)] (K (Z=) — E[K (£2)]) ¢(z,y)dF (z,y)
7”;12/1:1 1 : ( ( : ) fZ(£)2( " )]> ’ ’ ’ (7'4'3)

Par un développement de Taylor, et par les Hypothéses 7.1.1, 7.1.4, et 7.1.9, on obtient
que h™1E [N;(z,y)] = h*C(z,y), avec C(z,y) borné par z € X et y < 7. En conséquence,
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on voit directement que, uniformément sur F, (7.4.3) est Op(h?). Pour (7.4.2), par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la valeur absolue est bornée par

2 1/2

/T;}ﬂZNj(z,y){K<Zi}:z>—E[K<Z;Z>]} dF (z,y)

i#j
([

En prenant espérance de la premiére parenthése, on obtient que cette espérance est
O(n~2h~2), tandis que la seconde parenthése est finie en utilisant le fait que ® est de
carré intégrable, et les Hypothéses 7.1.1 et 7.1.2. m

7.4.2 Lemmes pour la représentation i.i.d. de ﬁ’é

Lemme 7.4.3 Sous les Hypothéses de la Proposition 7.3.5

sup |G(tA(B,2)) — G(HAB,2))| = op(1),
t<t,BEB,xeX,
sup |vﬁé(t’ﬁa$)_vﬂG(tvﬁa$)| = OP(l)v
t<t,BEB,x€Xy
sup  |G(tg(x)) — G(tlg(z))] = Op(n~"*h7*[logn]'/?),
tST,xGXn

ou X, satisfait les Hypothéses de la Proposition 7.3.3.

Preuve: Pour la premiére assertion, avec probabilité tendant vers 1, pour ¢ < 7,
1 —G(t|A(B,x)) > 0. On obtient, en prenant le logarithme,

n

1-GtINB,2)) = > (1—d6)1n<tlog (1 —wn(Xisz,8)),

i=1

en définissant
A(B,X35)=A(B,x)
K (M)

i MB.X;) =B,
dj=r o> K (%)

Un développement limité fournit

n

1-GtAB ) = =) (1—6)wn(Xisz, B)lg< + Op(n~'h73),
=1

ou l'ordre du reste est uniforme en t, 3, x, puisque

sup [wa(a'; 2, B)] = Op(n~'h™").

"E,"’L.HB
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Le reste est donc op(1) si nh? — oo. On réécrit

n n

D (=) lncwn(Xi;z,8) = : (1—0)1p,< K <)‘(67Xi) - )‘(573«")>

. , h
=1 =1
xSa(A\(B,2), T;)~"

_|_L Z(l _ 5i)1Ti§tK (A(5>X2> — )‘(ﬁv .Z')>

nh P h

L S5(M(B,2,T2) = S(A(B,2), T}
Sp(A(B, 2), i) Sp(A(B, 2, Ti))

ou 'on définit
Sa(A(B,2),y) = P(T = ylA(B,X) = A(B,2))[3(A(B,2)),

Ss(\(B,z),y) = %ZlTijK <)\(ﬂ,Xj)h)\(ﬂ,:U))’
j=1

fa(z) désignant la densité de A(3, X) évaluée au point z. En appliquant le Théoréme
A.1, on obtient la convergence de Sg vers Sg, et la convergence

> (MR A 005,09, 1)

=1
B / b dHopa)(t)
—oo 1= H(t = |A(B, 7))

sup
z,BEBt<T

‘ = op(1),
en définissant
Ho\3,0)(t) =P(T < £,6 = 0[A(B, X) = (B, z)).
Le résultat se déduit de
t dHo \(8,2)(5)
exp {— /OO 1= H(s - )\(5@))} =1-G(t|x).

Pour le gradient, on obtient

n

o | -GG
VsG(t,B,x) = ;(1 —8;)11,<tVown (X5, B) (1 — wn(Xi;2,0))

On en déduit que la convergence de VoG repose sur la convergence de G, de 5'5 et de

(B, Xi) — A(ﬁwf))
- ;

1< A
— Z(l — 0i)17,< VA (B, 2) K’ <
=1

Ly A(B, Xi) — A(B,
m;lngtv[g)\(/@,m)[y< (8, )h (B a:)>
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Ces deux quantités peuvent étre étudiées en utilisant le Théoréme A.1. On en déduit
qu’elles convergent & condition que nh3[log n]l/ 2 5 .

Le troisiéme résultat se déduit des deux premiers & partir d’'un développement de
Taylor, de 'Hypothése 7.3.4 et de la Proposition 4.3 de Van Keilegom et Akritas (1999).
On en déduit en effet,

sup [G(t]g(x)) = G(tlg(x)] < sup_ |G(tlg(x)) — G(tlg(2))| + Op(I15 = fol))-

t<T,xeXn t<T,xEX,

7.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouvel estimateur de la fonction de ré-
partition multivariée F'(z,y). Cet estimateur est motivé par une démarche analogue a
celle de lestimateur de Stute (1993) défini en (2.2.8), mais il utilise un lissage puisque,
dans le contexte de ce chapitre, la censure et les variables explicatives ne sont pas
indépendantes.

Nous proposons des résultats de type Loi des Grands Nombres et Théoréme Central
Limite, obtenant des représentations i.i.d. uniformément sur des classes de fonctions
dont la complexité est controlée (classes euclidiennes pour le Théoréme Central Li-
mite). Par ailleurs, prenant acte des difficultés rencontrées par les autres estimateurs
existant & considérer des variables explicatives multivariées, nous proposons une modi-
fication des conditions d’identifiabilité. L’hypothése alternative (Hypothese 7.3.1) que
nous proposons est un compromis entre I’Hypothése 1.1.4 et 1.1.5. Cette hypothése per-
met notamment de réduire la dimension dans les conditions d’identifiabilité, de sorte
que la censure ne dépend que d’une fonction & valeurs réelles des variables explicatives.

Dans certains cas, connaissant des estimateurs de cette fonction auxiliaire (cas parti-
culier ou g(z) = h(Bo, x), avec By € R*. g étant la fonction intervenant dans ’Hypothése
7.3.1), notre estimateur de la fonction de répartition peut étre modifié en utilisant un
estimateur B de By. Les Théorémes 7.3.4 et 7.3.5 étendent les résultats de Loi des Grands
Nombres et de Théoréme Central Limite.

Une question qui se pose, dans le but d’ameéliorer nos résultats, consiste a poser la
question de I'uniformité en h (paramétre de lissage intervenant dans les estimateurs F
et Fg) des représentations obtenues aux Théorémes 7.3.1, 7.3.2, 7.3.5 et 7.3.4. L’intérét
serait de permettre I'utilisation de choix adaptatifs de h dans ’estimation de la fonction
de répartition. Ce type de question a été jusqu’a présent peu étudié dans la littérature
de la régression en présence de données censurées. Il convient de remarquer que, dans
I’énoncé des Théorémes précédemment cités, la seule raison pour laquelle nous n’avons
pas P'uniformité en h, vient du fait que nous utilisons la représentation du Théoréme 7.1.2
da & Du et Akritas (2002), qui ne considére qu’une suite h déterministe. Néanmoins, leur
résultat devrait pouvoir étre obtenu avec une uniformité en h, typiquement en utilisant
les résultats de Einmahl et Mason (2005), utilisant des inégalités de concentration dont
quelques arguments sont repris dans I’Appendice.
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Un autre point qui mériterait d’étre exploré consisterait a faire dépendre de x la
borne de troncation 7. En effet, I'utilisation de cette borne permet de controler des
termes du type [1 — H(T; — |o)]7'. Si T; < 7 = sup{t : Vo,1 — H(t — |z) > ¢},
pour une constante strictement positive ¢, on a alors [I — H(T; — |z)]7' < ¢}, ce
qui permet de controler les dénominateurs dans la démonstration du Théoréme 7.1.2.
Une solution alternative serait de considérer des bornes 7, = sup{t : 1 — H(t — |x) >
c}. Le résultat du Théoréme 7.1.2 devrait alors pouvoir s’étendre, sous réserve que
la fonction © — 7, satisfasse quelques propriétés de régularités (de telles propriétés
de régularité ont été proposées par Van Keilegom et Akritas, 1999, dans le cas de leur
estimateur de la fonction de répartition). L’intérét principal serait d’autoriser le fait que
les lois conditionnelles n’aient pas toutes le méme support (en effet, cette troncation n’a
d’intérét que si 7 peut étre rendu aussi proche que possible de 7g, ce qui n’est le cas
que lorsque toutes les lois conditionnelles ont le méme support).

Concernant 'Hypotheése 7.3.1, I’estimation de la fonction g pourrait également don-
ner lieu & des développements futurs. Nous avons fourni deux exemples ou g(z) =
h(Bo,x), ou By est estimé par un estimateur consistant a la vitesse n~1/2 du fait que
I’on impose un modéle de régression entre C' et X. D’autres estimateurs peuvent peut-
étre étre proposés dans des modeéles moins restrictifs.

Enfin, le succes de notre approche pour construire notre estimateur de la fonction de
répartition inviterait & développer des méthodes analogues dans d’autres cas de modéles
de censure, par exemple censure bivariée, par intervalles, ou censure & droite et a gauche.
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Inférence lorsque la variable
censurée et la censure ne sont pas
indépendantes

Dans ce chapitre sont présentées différentes applications de I'estimateur de la fonc-
tion de répartition multivariée du chapitre précédent. La premiére application concerne
I’estimation non paramétrique de la densité de Y dans le cas o1 Y est censurée et n’est
pas indépendante de C. Dans ces circonstances, le recours a ’estimateur de Kaplan-
Meier n’est plus possible, puisque cet estimateur est asymptotiquement biaisé si la
condition Y et C indépendants est violée. La densité de Y peut néanmoins étre estimée
en utilisant Uestimateur F' du Chapitre 7, sous réserve que Y et C soit indépendants
conditionnellement & une variable auxiliaire X. Cette estimation de la densité est présen-
tée dans la section 8.1. Les autres applications proposées concernent plus spécifiquement
le domaine de la régression en présence de données censurées, pour lequel I'estimateur
F du Chapitre 7 a été initialement construit. La section 8.2 étend les techniques de ré-
gression paramétrique (intégrales Kaplan-Meier et synthetic data) du Chapitre 4, mais
a présent sous 'Hypotheése 1.1.5 ou I’'Hypothése alternative 7.3.1 selon laquelle Y et
C sont indépendants conditionnellement & g(X) € R, fonction connue ou non. Dans
la section 8.3, nous nous placons dans un modéle de régression single-index dont nous
estimons le paramétre et la fonction de régression. L’estimateur que nous proposons
consiste en une modification de ’approche du Chapitre 6, modification qui prend en
compte la nouvelle Hypothése d’identifiabilité 1.1.5 (ou I'Hypothése 7.3.1).

8.1 Estimation de la densité de Y

L’application proposée dans cette section dépasse le simple cadre de la régression.
On considére une variable Y € R censurée aléatoirement & droite, et on s’intéresse a
I’estimation de sa densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. Sous I’hypothése que
Y et C sont indépendants, plusieurs démarches ont été proposées pour ’estimation de
la densité f, voir par exemple Mielniczuk (1986). La méthode de Mielniczuk consiste a
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lisser I’estimateur de Kaplan-Meier grace a une fonction noyau K, ce qui généralise esti-
mation par noyau de la densité a la présence de données censurées (d’autres estimateurs
peuvent étre proposés, polynémes locaux, estimateurs par projection, en remplacant la
fonction de répartition empirique par ’estimateur de Kaplan-Meier dans leur défini-
tion). On note dans cette section Fim Destimateur de Kaplan-Meier, 'estimateur de
Mielniczuk (1986) s’exprime comme

Frem(y) =17 /K (y ; u) dFym (u). (8.1.1)

Néanmoins, 'hypothése d’indépendance de Y et C peut étre mise en défaut dans
un certain nombre de situations pratiques. Dans de tels cas, l'estimateur (8.1.1) est
asymptotiquement biaisé, puisque les conditions d’identifiabilité sont violées. Une alter-
native que l’on peut proposer consiste a considérer des variables auxiliaires X € R, et
a se placer sous I’Hypothése 7.3.1. Les variables Y et C sont donc dépendantes, mais
uniquement & travers ces variables auxiliaires X. Dans cette situation, on peut utiliser
estimateur £ du chapitre précédent. Soit K une fonction a support compact, by un
paramétre positif tendant vers 0, et définissons

ﬁ@y:m4AWRK(“iy>ﬂ%@m. (8.1.2)

Observons que, puisque K posséde un support compact, si nous choisissons h; suffisam-
ment petit, le domaine d’intégration dans (8.1.2) devient Xjx] — 0o; 7] pour un certain
T < 5. Soit Ky, , = K((y —.)hy ). En appliquant le Théoréme 7.3.2, on déduit

fil) = it [ Ruy9dF )

Xs xR _
+m;”ie’*/ T FG X GG X0
L Ru(y), S

avec
sup | Ry (y)| = Op(hi*(log n)**n=3/*h=3/%) 4 Op(h®h1?).

y<T
On peut également utiliser Fﬁ, si la fonction g de I’'Hypothese 7.3.1 est inconnue. On
obtient un développement analogue & celui de (8.1.3), avec un terme supplémentaire da
a lestimation de g (voir Proposition 7.3.3).
8.2 Reégression paramétrique

On considere le modéle de régression suivant,

E[Y|X7Y§T] :f(a()vX)a
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ot f est une fonction connue, et 6y € © C R¥ un parameétre inconnu, 7 satisfaisant
I’Hypothése 7.1.1. L’introduction d’une borne 7 est une limitation théorique qui frappe
toutes les approches classiques pour estimer une espérance conditionnelle lorsque Y
et C' sont indépendants conditionnellement & X. Voir par exemple Heuchenne et Van
Keilegom (2007a) et (2007b).

On suppose que g(x) = A\(Bo, ), avec [y inconnu, mais estimé a partir d’un estima-
teur 3 vérifiant (7.3.18). Soit

I(z) = 1infB€E~j,|f5()\(,6,m))>c\v (8.2.1)

avec f3(A(B,2)) densité de A(B, X), ¢ une constante strictement positive, B un voisinage
compact de [p.
Pour identifier le paramétre 6y, on se place sous I’hypothése suivante.

Hypothése 8.2.1 On suppose que
VO € ©,E [{f(0,X)— f(00, X)}*I(x)Lyx)ez,] =0 =0 = 6.
On peut alors estimer 6y en étendant les méthodes du Chapitre 4 sous I’'Hypothése
d’identifiabilité 7.3.1.
8.2.1 Moindres carrés pondérés

Soit
MMC(Q) =F [{Y - f(07X)}QI(X)lYST,g(X)GZ(g] .

On déduit de 'Hypothése 8.2.1 que g est I'unique point de © qui minimise M€, On
peut alors estimer 6 par

Brre = arg min / ly — £(6,2)dFy(z,y).
0€0 Jy(x)ezs,y<r

On peut déduire la consistance de 6MC qu Théoréme 7.3.1.

Proposition 8.2.1 On suppose que F = {x — {y—f(0,2)}[(7)1yp)ez,,0 € O} vérifie
les Hypothéses du Théoréme 7.3.1. On se place sous les Hypothéses du Théoréme 7.3.1
et I’Hypothése 7.3.4. On a alors, en probabilité,

oM< _ 9,. (8.2.2)

Preuve: Soit

MMC(g) = / I()y — f(6.2)PdE(z.y).

g(z)€Zs,y<T

On déduit du Théoréme 7.3.1 et de la Proposition 7.3.4 que

sup |[MMC(9) — MMC ()| — 0 p.s.
0co
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On en déduit la convergence de 6MC. m

La normalité asymptotique se déduit du Théoréme 7.3.2 et de la Proposition 7.3.5.
On note Vyf (resp. Vg f) le vecteur des dérivées partielles de f par rapport a 6 (resp.
la matrice hessienne).

Proposition 8.2.2 On suppose que F' = {x — Vyof(0,2),0 € O} et F' = {z —
Vof(0,x),0 € O} vérifient les Hypothéses du Théoréme 7.3.1. On suppose que nh* — 0
dans la définition de F. Sous les Hypothéses 7.1.1 a 7.3.3 pour ¢(x,y) = Vo f (0o, )|y —
f(0o,x)]I(x), on a la représentation

1~ [ ox,(s)dM;(s)
n; 1 H(s|X,)]

+% Zn:E [cb(X, Y)f(X)V,gG(Y—,ﬁO,X)
i=1

GMC g, — -1 / b(z, y)dF (z,y) +

1-GY —[g(X))
top(n~1?) (8.2.3)

1 n
ﬁ Z nMC(Ea 5i7 Xz)
=1

} w(Ti75i,Xz‘)]

= ! +0p(n_1/2),

ot la fonction ¢ provient de (7.3.18), et ou
Q = E|[Vof(b0, X)Vaf(6o,X)'].

On en déduit
Vn(0MC — 6y) = N(0,Q7tvah, (8.2.4)

avec
V = Var(n(T,6,X)).
Preuve: En effectuant un développement de Taylor,
OMC — 0y = VIMMC (01,) " Ve MMC (6y),

pour un 6y, entre 6y et 6. On applique le Théoréme 7.3.1 et la Proposition 7.3.4 pour
obtenir la convergence V2MMC(61,)"t — Q7! en probabilité, et le Théoréme 7.3.2
et la Proposition 7.3.5 pour obtenir la représentation i.i.d. de VoMM (6y), et donc la
normalité asymptotique. m

8.2.2 Transformations synthetic data

Les transformations de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981) et Leurgans (1987) peuvent
étre modifiées pour tenir compte de ’'Hypothése 1.1.5. Cette généralisation a été pro-
posée également par Fan et Gijbels (1994) sous cette méme hypotheése, dans le cas on
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X € R. Ici, nous nous plagons sous 'Hypothése 7.3.1, qui permet de considérer des X
multivariés. On définit

0T 1<,
Yesy = = 2.
KSV 1—G(T - g(X)) (8.2.5)
T 17>t
Yy o= ——————= — Lo dt,. 8.2.6
i = [ [=dtm (820
Observons que, sous ’Hypothése 7.3.1,
ElYgsy | X] = E[Yly< | X], (8.2.7)
EY/ | X] = E[YAT]|X]. (8.2.8)

On définit également les quantités Yig,,, Y5, et Y, obtenues en remplacant G(t|g(z))
dans (8.2.5) et (8.2.6) par G(t[g(z)). La borne 7 de I'Hypothése 7.1.2 est introduite
dans la définition des transformations synthetic data pour éviter les problémes dis a des
dénominateurs trop petits. Avec ces définitions, on n’a donc pas E[Y} o\ |X] = E[Y[| X].
Néanmoins, on pourrait modifier les définitions ci-dessus, par exemple en définissant

Yisy = Ygsy +7(1—F(1]X)),

F pouvant étre estimée par I'estimateur de Beran. On a alors E[Y /| X] = E[Y AT|X].
De méme, en définissant

Y — I?SV
Ksv 1-F(r]X)’

de sorte que E[Y/[% |X] = E[Y|X,Y < 7]. Pour simplifier, nous ne considérerons pas
ces modifications, et nous nous bornerons a considérer les définitions (8.2.7) et (8.2.8).

Pour simplifier notamment 1’étude de Y}, on supposera dans cette section que 7'
est & valeurs positives presque stirement, ceci aura pour conséquence de ne pas consi-
dérer 'indicatrice 14«9 dans la définition de Y}". Cette simplification n’a pas de consé-
quence notable sur la normalité asymptotique des quantités que nous considérons, la
seule hypothése supplémentaire nécessaire lorsque 7T prend des valeurs négatives est
E[C1lc<p] < oo (analogue au cas du Chapitre 3).

Les Théorémes suivants fournissent des représentations i.i.d. des sommes empiriques
de synthetic data du type

. 1 -
§19) = 5 2 YiolXo),
1=
permettant d’obtenir des résultats de type loi des grands nombres et Théoréme central
limite.

Théoréme 8.2.3 Soit F une classe de fonctions d’enveloppe ® satisfaisant les hypo-
théses du Théoréeme 7.53.1 et de la Proposition 7.3.4. Sous les Hypothéses de la Proposi-
tion 7.8.4, soit S*(¢) =n~1 3" | V*¢(X;), alors on a

sup [S(¢) — S(¢)| = op(1).
PpeF
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Preuve: Transformation KSV. On a les représentations

§°(0) = /OT¢<x>deg<x,y>, (8.2.9)
S*(¢) = /OT¢(w)de(fv,y)7 (8.2.10)

et le résultat se déduit du Théoréme 7.3.1 et de la Proposition 7.3.4.
Transformation de Leurgans. On majore la différence par

» . Gt = |9(x)) — Gt —lg(@))]
S -S su . S* (D).
157(¢) (qﬁ)\SI’tSpT LGl @) x 5°(®)

En appliquant le Lemme 7.4.3, on en déduit le résultat. m
Le Théoréme suivant fournit la normalité asymptotique.

Théoréme 8.2.4 On suppose que F est une classe de fonctions satisfaisant les condi-
tions du Théoreme 7.3.2 et de la Proposition 7.3.5. On suppose de plus que la classe de
fonctions {z — [1 — G(t|2)] 7}, 2z € Z5,t < T} est euclidienne. On suppose que nh* — 0,
ot h est la fenétre intervenant dans l’estimateur de Beran. On a alors les représentations

:zzn:/ O(X;) [T ydF (y| X;)dME (s)

Sicsv () — Sicsv(9) = — H(s|X;)

1-G(Y - g(X))
+Ry Y (9),

n T;N\T _
St(6) — Si(e) = izzpm,@,XﬂE UO $(X, V) I(X)V G (t—, fo, X)dt

1= G(t = |g(X))

3 [ B

ot v est défini en (7.8.18), avec Supye £ |RESV(4)|+|RL(¢)| = op(n~1/?), en définissant

o(z 1t<dein|Z)
"(Z:9) / / Gz

avec H(z,y|z) =P(X <z, T <y|Z = 2).

Remarque 8.1 La représentation précédente, pour l’estimateur de Leurgans, est sem-
blable a celle proposée par la Proposition 3.5.8.

Preuve: Transformation KSV. La représentation se déduit de (8.2.9) et (8.2.10),
du Théoréme 7.3.2 et de la Proposition 7.3.5.
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Transformation de Leurgans. Contrairement & ce qui se passe sous I’Hypothése
1.1.3, la transformation de Leurgans ne s’exprime pas comme une intégrale par rapport

a Fg. En effet,
. T; \T u dt .
Vi = / / ————————dF(u|§(X;)).
0 o 1—H(tg(X;))

Il est donc plus simple, ici, d’utiliser la représentation de Du et Akritas du Théoréme
7.1.2 pour obtenir directement la représentation des sommes empiriques de I’estimateur
de Leurgans & partir d’'une représentation i.i.d. de G. Sous I’Hypothése 1.1.3, le Théo-
reme 3.3.7 aurait pu étre obtenu en utilisant la représentation i.i.d. de G(t), estimateur
de Kaplan-Meier de la fonction G(t), mais Pargument est plus compliqué du fait que
cette représentation i.i.d. (voir Lemme 2.2.8) n’est légitime que pour ¢t < 7 < 7. Sous
I’Hypothése 7.3.1 qui est le cadre de ce chapitre, on ne considére que des sommes tron-
quées par une borne 7, ce qui permet d’utiliser le Théoréme 7.1.2 sans argument de
tension supplémentaire.

Premiére étape : remplacement de § par g. En effectuant un développement de Tay-
lor, on obtient

Ok 1 - fine ( )

S = = e

o nz/o - Gllg(X)
1o [T VG B, X0)(B — Bo)$(X)dt
+ni:1/0 [1 é(ﬂ)\(ﬂ, i))]? 7

pour un certain B entre 8 et [p. En utilisant la convergence uniforme de Vg@ et G
(Lemme 7.4.3), le fait que (3 tende vers [y (puisque ( est consistant), et le fait que
68— Gy = Op(n_l/ 2), on déduit que le deuxiéme terme de la décomposition s’exprime
comme

n TinT NAB — )
Ly [ VAU X5 BN g

2 - Gltlg(X,))?
avec supger | Ro(@)| = op(n~1/2). En utilisant la représentation (7.3.18) de /3, on obtient
une réécriture

1 /Ti/\T VG(t, Bo, Xi) (T}, 65, X;)p(X;)dt
0

P 1= GlHlg(Xo)P

+ Ri(¢), (8.2.11)

avec supyer | R1(9)| = op(n~1/%). Considérons le processus indexé par t < T

VGtB, W(T;,05, X:)o(X;
n2z B 0 )(] J J)( )

Gltlg(X)P —m?(t, T, 85, X;),

i#j

ou

VsG(t, Bo, Xi)p(Xi)
[1 - G(tlg(X:))]?

m®(t,T;,0;,X;) = E [ (T, 65, X;).
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Il s’agit d’'un U—processus dégénéré d’ordre 2, indexé par une classe euclidienne. En
effet, la classe de fonction indexée par t, {z — [1 — G(t|2)]7!, 2z € Z5,t < 7} est une
classe euclidienne, par hypothése, d’enveloppe constante. Par suite, on peut appliquer
le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989) pour conclure que la classe de fonction
que nous considérons est euclidienne, d’enveloppe de carré intégrable (en effet ® est
bornée). De sorte que le Corollaire 4 de Sherman (1994a) s’applique. On en déduit que
(8.2.11) s’exprime comme
1 n Tj/\‘l’ é
23 [ w8 X))t + (o),
j=1
avec supger |Ra(¢)| = Op(n~1/2).
Deuziéme étape : utilisation de la représentation du Théoréme 7.1.2. Définissons

R 1 n T; AT (
S, =— A—.
0= e
On déduit du Théoréme 7.1.2 que
IN T/\T (T >5 7t)w Tb(g(XZ))dt
50(0) - MZ/ X>Q@(5 FRy(@). (8212)

avec

v [Ra()| < 2 % wp 1CU9(x) — Gltlg(a)

peF gwezsi<r 1= G(tg(x))
ol la constante M ne dépend pas de ¢. Par la Proposition 4.3 de Van Keilegom et Akritas
(1999), on déduit que R3(¢) est de ordre O, ([logn]'/?n=*h=1) = op(n~/2). Notons
a nouveau Z = ¢g(X), et fz la densité de Z. Remarquons également que, comme précé-
demment, on peut supprimer les termes pour i = j modulo un reste qui est Op(n~*h™1).
Le terme principal de (8.2.12) se réécrit

1t<y t dME(v) R
/ / 1 —G(t]2)] /0 [1—G(v[z)][1—F(v_|Z)}dH(xay)dt7

ou H(x,y) désigne la fonction de répartition empirique de (X, 7). En introduisant
H(z,y), fonction de répartition de (X, T), on sépare en deux termes

1t<y t dMS,(v) )

/ / 1-G /0 1= GOl — Flo— o)) 2 @)t
1t<y dMnG,Z(v) - i

/ / -G /o [1—G(v|2)][1—F(v—\z)]d(H H)(, y)dt.

Le deuxiéme terme s’étudie de méme qu’au Lemme 7.4.1. La seule différence réside dans
le fait que les classes de fonctions intervenant dans les U—processus sont également in-
dexées par 0 < t < 7. Néanmoins, toutes ces classes de fonctions restent euclidiennes,
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du fait que G = {(y,2) — Licy[l — G(t[2)]71,0 < t < 7} est euclidienne (d’enve-
loppe constante). En effet, la classe des indicatrices est de complexité polynomiale (voir
exemple 19.6 de Van der Vaart, 1998, d’une part, la classe {z — [1 — G(¢|2)] 7!} I'étant
également par hypothése; le résultat pour G se déduit du Lemme 2.14 (ii) de Pakes et
Pollard, 1989).

On en déduit que

. P(z 1t<y w()dH (x,y)dt ~1/2
59(9) / / / den -Gy o)

On traite ce terme de la méme maniére que Iy(¢) dans la preuve du Théoréme 7.3.2.
On en déduit que ce développement se réécrit

i no o7 Zj — 2\ 0(2)licy&:(Ty, 055 t—)dH (x, y)dt -
nhjzz:l/o /K< h ) fZ(Z)[l—G(t‘z)] + p( )

En effectuant un changement de variable et en raisonnant de méme qu’au Théoréme
7.3.2, on obtient

o H()L1cyf T,(S,t dH (z, y|Z;)dt )
$:(6)- 5" Z// vtz (0 LR O fop(n ),

L’expression de {z; et le Théoréme de Fubini fournissent

. o ( dMG( )
%(0) - Z/ SZ]

|
Du point de vue de la régression paramétrique, considérons les modéles de régression
suivants,

Yliye, = fr(0, X)+ek, (8.2.13)
YAT = fr0F,X)+er, (8.2.14)

ou 0¥, 6 € © C R¥ inconnu, f une fonction connue, et Elex|X] = Ele|X] = 0.
Définissons les estimateurs synthetic data,

n

. 1 -
or = = Vi'xsv — fx(6,X3))
arg Igélél ( i, KSV fK( ) )) ;

A
n

. 1 .
L : * )2
6" = arg min — g (YL — fu(0, Xy))"

7

Le Théoreme suivant est une conséquence des Théorémes 8.2.3 et 8.2.4.
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Théoréme 8.2.5 On se place sous les Hypothéses de la Proposition 7.3.5. On suppose
que, pour f = fr et f = fk, la classe de fonctions {f(6,x),0 € O} satisfait les hypo-
theses du Théoréme 8.2.4, et que les classes {Vqf(0,2),0 € O}, et {V3f(0,2),0 € O},
satisfont les hypothéses du Théoréme 8.2.3. On a alors les représentations

0% -0 = a7 <711 > Wiksv — f (08, X3)] Vafx (05, X3)
=1
/f yVofx (05 )dF(w ylg(X;))dME (s)
H(s|X;)

+ OP(n_1/2)a

R (12[ — fu(6F, X0)] Vo fr(605, X))

Vo fL 90, )1i<ydH (,y| Z;)dtdMF (s) on(n-1/2
s G20~ H(s|Z) >+ P,

avec
Q = E[Vof(bo,X)Vof(bo,X)].

Preuve: Analogue & la preuve de la Proposition 8.2.2. m

8.3 Régression single-index

Dans cette section, on s’intéresse a l'estimation d’une fonction de régression dans
un modele de régression single-index, c’est a dire

E[Y | X,Y < 7] = f(6,X;6), (8.3.1)

ol 6y € © C R? inconnu et f une fonction inconnue, 7 étant une borne arbitraire
satisfaisant ’'Hypothése 7.1.2. Dans cette section, nous nous placerons sous ’'Hypothése
d’identifiabilité 7.3.1, en supposant que la fonction g(x ) = A(Bo, x) est inconnue, mais
que nous disposons d’un estimateur §(x) = A(3, ), ou [ satisfaisait la relation (7.3.18).

A partir des résultats du chapitre précédent, nous proposons une méthode d’esti-
mation analogue & celle présentée au Chapitre 6. Pour plus de simplicité, nous nous
consacrons a une seule méthode d’estimation, basée sur ’approche moindres carrés
pondérés.

Les étapes de la méthode sont les suivantes.

1. Estimation de g par g, et de f(¢;6) par un estimateur f(t; ) pour tout 6 € ©.
2. Estimation préliminaire consistante de 6y par 0,, & partir de Fg.

3. Utilisation de 6, pour la construction d’une fonction trimming.
4

. Estimation de 6y par un estimateur 6 construit & partir de Fg et de la fonction de
trimming précédente.
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8.3.1 Estimation de f(¢;60)

Nous proposons d’estimer f(t;6) par l'estimateur

[ K ("lﬁ‘t) yl,< dF;(z,y)
J K (=) 1ycrdFy(z,y)

f(t;0) = (8.3.2)

Néanmoins, d’autres estimateurs peuvent également étre utilisés, par exemple
ft:6) = [ vafutulo

ou Fy(y|t) désigne lestimateur de Beran de P(Y < y|X’0 = t). Pour cette raison, les
résultats seront présentés de la maniére la plus générale possible, sans tenir compte
de la fagon spécifique dont est estimée la fonction f. Les conditions que devra vérifier
I'estimateur f pour obtenir la normalité asymptotique de notre estimateur 6 seront
néanmoins plus simples & vérifier dans le cas de l'estimateur (8.3.2) (voir section 8.3.7).

8.3.2 Estimation préliminaire de 6,

Soit I(x) défini en (8.2.1). Comme au Chapitre 6, on suppose donné un ensemble B
tel que
inf x(0'z) = 0
aeé{lxere x(0'z) =c>0,

la fonction fgx désignant la densité de 6’ X. La fonction trimming

J(z) = 1zepl(x). (8.3.3)

Remarquons que la présence de la fonction I(x) n’est pas nécessaire dans le cas particu-
lier ou la fonction g est connue exactement. On considére alors 'estimateur préliminaire

6 = agin [ (s~ F(0'536)) 1y, T(@)dFy(a,1)
m <

= argmin M, (0, f,J). (8.3.4)
0cO

8.3.3 Nouvelle fonction trimming

Désignons par fj la densité de ’X conditionnellement & {Y < 7}. Construisons
une nouvelle fonction trimming,

J(0nx) = Lg7 (02)>c- (8.3.5)

Nous utilisons directement la fonction fgj dans le but de simplifier notre discussion. En
pratique, cette fonction peut étre estimée & partir des données en définissant

51T<T 0'X —t
fox(t) nhzl— T - la(X »)K( )
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De méme qu’au Chapitre 6, I’argument de la Proposition 6.5.4 s’applique, et, sur des
op(1)—voisinages de 6, cette fonction trimming devient asymptotiquement équivalent
au trimming

Jo(Gpz) = 1f;'0(9(’):c)>c’ (8.3.6)

& partir du moment ou 6,, est consistant.
On supposera par la suite, pour simplifier que 'hypothése suivante est satisfaite.

Hypothése 8.3.1 On suppose Jo(Ox) = 1 = I(x) = 1. On suppose de plus que
{I(x) = 1} est inclus strictement dans l'intérieur de Z = {g(x)}.

8.3.4 Estimation de 6,

Muni de cette fonction trimming, on peut alors construire ’estimateur suivant de

907
0 = arguin [y f(0'536) L0 (8,0)F 2. ) (8:3.7)
= arg min M, (0, f, J), (8.3.8)
0O,

o ©,, est un ensemble tendant vers {6y}, construit a partir de I'estimation préliminaire.
Comme dans le cas du Chapitre 6, la normalité asymptotique se 6 se montre de la fagon
suivante :
— montrer que minimiser M, (6, f,J) est asymptotiquement équivalent & minimiser
M, (0, f,.J) (en utilisant la Proposition 6.5.4),
— montrer que minimiser M, (6, f,J) est asymptotiquement équivalent & minimiser
M, (8, f,J) (cette derniére étape rameéne le probléme & une question d’estimation
parameétrique).

8.3.5 Consistance de 0,, et 0

Les Hypothéses nécessaires a la consistance portent sur le modéle de régression et
sur 'estimateur f .

Hypothéses sur le modéle de régression. On doit s’assurer que le paramétre
6o est bien défini. De plus, des hypothéses portant sur la famille de fonctions f(6'-;6)
doivent étre imposées.

Hypothése 8.3.2 On suppose que
- E[Y?] < 0,
- E[{f(0'X;0) — f(6,X;00)}1(X)1y<,] = 0= 0 = by,
— Oy est un point intérieur de O,
— la famille de fonctions {(x,y) — f(0'z;0)1y<;,0 € O} est euclidienne pour une
enveloppe de carré intégrable.



Régression single-index 219

Hypothése 8.3.3 O et X = Supp(X) sont des sous-ensembles compacts de R?. De
plus les variables 0' X possédent une densité conditionnellement a {Y < 7} notée fj(z)
uniformément bornée en z et 0. On suppose de plus que

[f5(2) = £ (N < C[(0,2) = (", 2"
pour un certain a > 0 et une constante C.

Hypothéses de convergence de f .

Hypothése 8.3.4 On suppose que, pour toute constante c > 0 fizée,

sup | f(0'w;0) — £(0'z;0)[1 7 (gr0)>c = 0p(1).
0O, xeX
Au Chapitre 6, nous proposions des conditions plus légéres que la convergence uni-
forme de la fonction f . En effet, nous ne parvenions a obtenir une telle convergence
uniforme que sous des hypothéses d’intégrabilité trop fortes. Ici, le probléme de ces
conditions d’intégrabilité ne se pose plus, puisque nous utilisons une troncation par une
borne 7. Sous ces hypotheéses, le Théoréme suivant fournit la consistance de 6, et de 0.

Théoréme 8.3.1 On note J* l'une des fonctions trimming J, J(B,-), et Jo(B)-) défi-
nies en (8.3.3), (8.3.5) et (8.5.6) respectivement. On se place sous les Hypothéses de la
Proposition 7.3.4, et on suppose vérifiées les Hypothéses 8.3.2 a 8.8.4. Alors on a

SUP‘Mn(afaJ*) - M(@,f,J*)‘ — 0,
0O

en probabilité. On en déduit, en probabilité,

en - 007
0 — 0.

Preuve: La preuve est sensiblement la méme que celle du Théoréme 6.2.2. Consi-
dérons la différence

Mo (6, F.T%) — Mo(8, £,.T7)| < 2 / yl1y<r I(2)dEy (2, )

x sup  |f(0'z;0) — f(0'x;0)]
z:J*(2)=1,0€0

+ / I(2)1y<-dFy(, y)

sup |F(0'2:0) — f(0'2:0))? + op(1).
z:J*(x)=1,0€0

Le terme op(1) est uniforme en 6 et provient du cas J* = J. En effet, lorsque J* = J,
on n’a pas forcément J*(z) = 1 = I(z) = 1. Néanmoins, d’aprés I'Hypothese 8.3.1
et le fait que, lorsque on considére J, on se place sur 'ensemble ©,,, 'Hypothése 8.3.3
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(la fonction fj est Holder) assure que P(J(0,z) = 1,1(x) = 0) — 0. Si J* = J (cas
de I'estimation préliminaire), on peut appliquer I’'Hypotheése 8.3.4 et le résultat suit. Si
J* = J, on remplace J par Jy plus des termes tendant vers 0 en probabilité (voir le
Lemme 6.5.4).

Il reste & montrer que M, (6, f, J*) converge uniformément vers M (6, f, J*). Pour
cela, on applique le Théoréme 7.3.1 et la Proposition 7.3.4.

|

8.3.6 Normalité asymptotique de 0

Hypothése 8.3.5 On désigne par Vo f(x,0) le vecteur des dérivées partielles de f par
rapport G 0, on note ng la matrice des dérivées secondes. On suppose que :
~ la famille de fonctions {x — Vygf(z,0),0 € O} est euclidienne et posséde une
enveloppe bornée,
~ la famille de fonctions {x — V3f(x,0),0 € O} est euclidienne et posséde une
enveloppe bornée.

Hypothése 8.3.6 On suppose que

Sug\vef(w,ﬁ)—Vaf($,9)!1fg(9'x)>c = op(1),
c

Sug |V§f(ﬂ?, 9) - ng(.f, 0)|1f§'(9’w)>c = OP(l)'
€

Hypothése 8.3.7 On suppose que f(-;6p) € Hy et ngﬁ-,@o) € Ho, ot Hi et Ho

désignent des classes de Donsker. On suppose de plus que f(-;00) € H1 et Vof(-,00) €
Ha avec probabilité tendant vers 1.

Hypothése 8.3.8 On a les vitesses de convergences

sup |f(64z;00) — f(0ha;0)] = Opl(en),
I(z)=1,Jo(0z)=1

sup Vo f(x,00) — Vof(z,00)] = Op(eh),
I(z)=1,Jo(0{z)=1

et on suppose que

1. enel, —n~1/2

2. h=12[logn]"/?%¢, — 0,

3. h=1/2[logn]'/%¢! — 0.

L’Hypothése suivante est due uniquement & la présence de la troncation par 7 < 7.
Elle garantit que E[Vyf(0p, X)] = 0 (voir Lemme 8.3.5). Cette relation était automati-

quement vérifiée dans le cas oll 7 = 7, mais ce cas ne peut étre considéré ici pour des
raisons techniques.

Hypothése 8.3.9 On note h(z,0) =P(Y < 7|0'X = 0'x). On suppose
E [Voh(X,0) | 0X] = 0.
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Cette hypothese est vérifiée en particulier dans le cas ou P(Y < 7/X) = P(Y < 7]6,X),
ce qui est le cas lorsque L(Y|X) = L(Y[0(X) (voir Dominitz et Sherman, 2005, Lemme
5A). Si cette hypothese était violée, il est toujours possible de considérer un modéle
de régression single-index portant sur Y1y <,, et d’utiliser par exemple la méthode de
Koul, Susarla et Van Ryzin (1981). Dans ce cas, aucune hypothése de ce genre n’est
nécessaire.

Théoréme 8.3.2 Soit ¢(x,y) = (y— f(0yx;60)) Vo f(x,00). On se place sous les Hypo-
théses de la Proposition 7.3.5. Sous les Hypothéses 8.3.2 a 8.5.9,

0—60p = /(JSI’de(:ny) Z M

[1— H(s|Xi)]

( !g( ))
+0p(n 1/2y (8.3.9)

1 n
n -
=1
ot la fonction ¢ provient de (7.3.18), et ou

Q = E[Vef(6o,X)Vaf(6o,X)].

+ OP(n_l/Q)a

Preuve:

Etape 0 : Remplacement de J par Jj.

On applique la Proposition 6.5.4.

Etape 1 : On se raméne au cas paramétrique.

De méme que dans la preuve du Théoréme 6.3.1, il faut montrer que, sur 6,

My(0, f, Jo) = My,(8, f, Jo) + op (ll ﬁoll) +op (10— 60]?) -

Le résultat se déduit ensuite de la Proposition 8.2.1 (cas paramétrique).
De méme que dans la preuve du Théoréme 6.3.1, décomposons

M, <0,f,J> = M, (6, f,J)
2N 0 (06X0) (T — f(0°X330) 1ry<r

z_: 1- G (T, — 9(Xy))
_72’”‘: 6J90 Dlr<r

i=1 —9(X3)) [
= M, (,f, ) — 2A1n — 2By.

[ FOX5:0) — £ (0/X;; 9)}

FOX::0) — F (60X 9)} ?

Etape 1.1 : Etude de Ay,.
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Ay, sexprime comme

1= 8T (00 X0) (T — £ (00 Xi300) Loir [ 7 10 v o\ (o v
"; 1= G (T — |9(X2) | (60Xi200) — 1 (6X:i:00)

+6iJ(96Xi)1Ti§T (f (0pXi;60) — f(0'X4;0))

Aln =

-G (T — |§(Xy)
x | (0Xi50) = 1 (0'X50) = F (053 00) + f (6643 60) |
+5iJ(96Xi)1Ti§T (Af (0pXi;60) — [ (0'Xi;0)) [

-G (T - |9(Xy)
+5iJ(96Xi) (Ti — f (60Xi360)) Lry<r

F(03Xi;00) — f (‘%)XHGO)}

1= G (T~ (X))
x| £ (8/X5:0) = £ (0/Xi360) — f (06X500) + f (65X::60)]
= A2n + A3n + A4n + A5n-

Cette décomposition est la méme que celle utilisée dans la preuve du Théoréme 6.3.1.
Néanmoins, les arguments utilisés seront différents. En effet, notre estimateur f étant
différent de celui utilisé au Chapitre 6, nous devrons pousser les développements de
Taylor a un ordre supérieur.

Aoy, ne dépend pas de 0. Pour As,, remarquons que, pour 6 € ©,, on peut remplacer
J(65X;) par Lir(orx;)>c/2l(Xi) grace a la Proposition 2.2.12. Puisque Vof(z,0) est
borné en x et § (Hypothése 8.3.5, la famille de fonction posséde une enveloppe bornée)
et que I’on a la convergence uniforme de Vy f(x,0) (Hypothése 8.3.6), en effectuant un
développement de Taylor au premier ordre, on obtient que As, = op(||0 — 6p]|?).

Pour A4, remplacons tout d’abord G par G. Pour cela, remarquons que :

— le dénominateur est borné inférieurement avec probabilité tendant vers 1,

— en utilisant 'Hypothése 8.3.8 partie 2, et le Lemme 7.4.3, on obtient que

swp | [G(tla@) — Gltlg(@))]| [ £ 00) — £(8hws00)] = 0p(n'1?).

t<r,x:J (0)x)=1

Un développement de Taylor de f(6'x; ) — f(0,x; 60p) et le fait que Vg f(z, 0) est bornée
en x et 0 fournit donc que

nos. /Y. /Y. _ 'Y ..
A = Ly BIOX e ( (Xislo) — ] (0X:0))
nz_l 1-—

- G (Ti — |9(X3))
16 — 6ol
o ( i)
Un développement de Taylor d’ordre 2 fournit que le premier terme ci-dessus se réécrit

(0 — 60)' zn: 6;J(00X:)11,<- Vo f(Xi, 0o)
n 1 -G (T; — |9(X3))

[ (05X500) = £ (96Xi300)

| (86X:60) — £ (66X 60)]

+op([|0 — 60)?). (8.3.10)
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Pour montrer la négligeabilité de ce terme, on va utiliser un argument d’équicontinuité
des classes de Donsker. Par I’'Hypothése 8.3.7, on a f € Hi, ou H;p est une classe de
Donsker, et f € H; avec probabilité tendant vers 1. Par suite, la classe de fonction

1y§clySTv9f(907 x)J(t)¢<t>
1=GyAe—|g(x))

Hllz{(yacuxvt)_) 7¢€H1}7

est donc une classe de Donsker, voir exemple 2.10.8 de Van der Vaart et Wellner (1996).
De plus, pour toute fonction ¢ € Hj,

E

FJ(%X)vef (b0, X)9(00X)11,<r | _ 1 (Vo f(00, X)p(0hX)1y<,] =0

1= G(T - |g9(X))

puisque E[Vyf (6o, X)|0pX,Y < 7] =0 (voir le Lemme 8.3.5 qui reprend les arguments
du Lemme 5A de Dominitz et Sherman, 2005). On en déduit, puisque H} est une classe
de Donsker et que f converge uniformément vers f, que le premier terme de (8.3.10) est
de T'ordre op(||6 — Bo||n=1/?).

Pour As,, on effectue un développement de Taylor au second ordre. En utilisant le
fait que VG f est bornée et que Ve f converge uniformément vers Ve f, on obtient

(0= 00) = 5T (00 X)L < (Ti — £(86Xi300)) Vo f (X Xi,00) — Vo f(Xi,60)]
Asn = >
n i=1 - ( ’9( ))
+op(]|0 — 6o|?)

On procéde de la méme maniére que pour Ay, pour remplacer G et g par G et g, en
utilisant cette fois la partie 3 de I’'Hypotheése 8.3.8. On applique alors le méme argument
que pour Ay, mais en considérant cette fois la classe de Donsker

1y§cJ(‘96$)1y§T(Z/ - f(96$§ to))o(x)
1 -Gy —|g(z))

Hé:{(yaca:ﬁ)—) a¢EH2}7

et en remarquant que, pour toute fonction ¢,

E [CU(‘%XW( ) (Y — f(GOX ) 1T<T:|
1-G(T !g
= E[E[(Y — f(0,X;00)1y<; | X] J( X)¢ =0.

On en déduit la négligeabilité de As,.
Etape 1.2 : Etude de By,.
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Développons Bi,,.

1 — 1
B, - 1 §iJ(Oh X )1 <r

- G (T - [a(X)
< [7(0X3:0) — £ (0/X020) — F(06::00) + 1 (9hXiz00)]
8 JJ (00 Xi) 1 <s

1= G(T, ~[5(X)

1 —G(T; — [3(X0)
x| F(0/X530) = £ (0/X330) = F (05X500) + f (643 60)]
= By + Bsp + Bun.

| (06X5:60) — £ (6Xi:60)|

|7 (63X:00) — £ (06Xs:.00) |

En remplagant J(6},X;) par Lir(0rx;)>e SUr ©,, (voir Proposition 2.2.12), et par un
développement de Taylor et la convergence uniforme de Vg f,

Bay, = op([|0 = 6o]1?).

Bsy, ne dépend pas de 6. Pour By,, un développement de Taylor au second ordre conduit
a
(0 — 8p) = 91 (G Xi) [f(%Xi;@o) —f (%Xz';@o)]
- 1—G(T; - §(X))
x[Vof(Xi,00) — Vo f(Xi,600)] + op([|6 — bo]*)-

B4n =

On conclut en utilisant ’'Hypothése 8.3.8, partie 1, sur les vitesses de convergence de f
et Vy f pour conclure.

Etape 2 : Etude de M, (9, f, Jo).

La preuve est analogue & celle de la Proposition 8.2.1. On applique les Théorémes 1
et 2 de Sherman (1994a). m

8.3.7 L’estimateur (8.3.2) vérifie les conditions de convergence

Hypothése 8.3.10 On suppose que K est symétrique, positive, possede deuzr dérivées
bornées a variation bornée, et posséde un support compact.

8.3.7.1 Convergence uniforme en 6.

Proposition 8.3.3 Soit K satisfaisant I’Hypothése 8.3.10. Soit f Uestimateur défini
en (8.3.2). Soit h € Hyp = [hm, has] (la fenétre intervenant dans f). On suppose que
nh? /llogn]'/? — oco. De plus, si h désigne la fenétre utilisée dans Uestimateur F , on
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suppose que l'on a n~/2h=1/2h—2[logn]'/? — 0. On a

sup | f(0'x;0) - f(0'w;0)] = op(1), (8.3.11)
heH,,0€0,2€B
sup |f(0'z;0) — f(0'z;0)] = op(), (8.3.12)
hEHR,0€0,,J(0)z)=1
) sup \Vof(z,0)—Vof(z,0)] = op(1), (8.3.13)
heH,,0€0,,J (0yz)=1
sup IV2f(x,0) — Vof(z,0)] = op(1). (8.3.14)

hEHn,0€0n,J (0)2)=1

La condition nh2,/[logn]'/? — oo interdit de choisir un h = n=2/>, comme c’est le

cas en ’absence de censure. La raison pour cette restriction supplémentaire vient du fait
que nous avons besoin, pour prouver la convergence, de considérer la dérivée seconde
Vg f . Ceci est due a la forme plus compliquée de notre estimateur f (qui fait intervenir
deux noyaux, et deux fenétres aux vitesses de décroissance différentes). Un examen plus
approfondi de f et de son gradient pourraient peut-étre permettre de se passer de cette
condition. L’autre condition n~/2h=2h-2[logn|'/? — 0 provient du remplacement de
G par G et § par g dans la définition de Pestimateur (8.3.2). La encore, cette condition
pourrait étre affaiblie si les dérivées d’ordre 2 n’avaient pas a étre examinées. Dans le

cas particulier ot h = n~ Y479 pour un & proche de zéro, cette condition est réalisée si
4/(3/4-9)
nhy, — 00

Preuve:

Définissons

Zn K (=X 0Tl <r
=1 h 1-G(Ti—X)

n dilr,<r (=0 X\
dic 17G(Tr|g(Xz’))K< h )

fr(t:0) =

f* converge vers f sous les conditions du Théoréme, et ses deux dérivées par rapport
a 6 convergent respectivement vers Vg f et Vg f- En effet, un calcul élémentaire fournit
que

;0 = v (fat0), fiw:0)),
Vof'(t:6) = o (f5(:0), fi(5:0). F5(6:6). f5(59))
Vaf (t:0) = ws(fo(t:0), fi(8:0), f5(t:0). 5 (1:0), fi(:0). f5(£:0)),

N N
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ol 'on définit les fonctions

n

jie) = L3 5i1Ti<f(Xi))k<t‘f)Xi),

nh{=1-G(Ti— g h
. 1 <& O i1y < ~ [t — elXi>
* t9 = —= = K =
Ji(t:0) nh Z 1 - G(T; — |9(X3)) ( h ’

ooy L 6Tl < (Xi — ) - <t—9’Xi>
f5(t;0) = nfL?;l— GIT; — |g(X l))K 3 ’

A 1 Oilr < -~ (t— 9/X2>
*t,e = = 1= Xl— K = s
RO = 52 T am ey ) (5

(g _ 1 Z 5'T']—T<T(Xz_ ) ~ t—ele
i) = 521 g(XJ)K( P )

n

o 1 Sily<r t—0'X
RGO = 53 e - ey N )K< 7 )

On déduit du Théoréme A.1 que chacune des fonctions fz* converge uniformément vers

son espérance fI' = E[f], pourvu que nh2,[logn]'/? — co. Par ailleurs,

Vk=1,..,3, sup (zpk ni— 0,2k — 1) — v’g—lf(x,a)) 0,
heHn,0€0,x

uniformément en z, 0, h (voir par exemple Ichimura, 1993). De plus, ayant la convergence
uniforme de f; vers f, on obtient [ (f,i = 0,..., 2k—1)—thp(f,i = 0, ..., 2k—1)] — 0
uniformément en ., 6, h.

De méme, pour £ =1,2,3

VEf = di(fii = 0,2k — 1),

ou l'on définit fz de maniére analogue a fl ; mais en remplagant G' par G, et g par §. Les
résultats de convergence se déduisent alors de suppeg , he,, | fi(z, 0)— f (x,0)] = op(1).

Nous montrons ce résultat pour f4 uniquement, les autres étant similaires.

f(z,0) — fi(z,0) = % nXi—$2R”9/Xi~7_9,$
) i) = 5 S0 apR ()
TG~ [9(X,)) ~ G(T; ~ |g(X0)]
[1— G(T; ~ (X)L~ (T~ |X,)
< Oplaon i oga] ) xS (PO
nhZ 7

en utilisant le Lemme 7.4.3.
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Par ailleurs, en utilisant le fait que la classe de fonction
O u—0 _
{(u,t) K <“hf”) ,0 € ©,h > 0}

est une classe euclidienne (voir Pakes et Pollard, 1989) possédant une enveloppe de carré
intégrable, on obtient

sup
0,hEHn

= Op(1).

nh =

n 'y. ol
LZK” <9XZ}~L 9:1;> 7
1

On en déduit que sup, , ; |fa(z,0) — fa(z,0)] = Op(n=2h=12h2[logn]'/?), qui tend
vers zéro sous les Hypothéses de la Proposition. m

8.3.7.2 Vitesses de convergence au point 6

Proposition 8.3.4 On suppose que h > h, ot h est la fenétre intervenant dans Fg. On
a les vitesses de convergence

-1
logn]t/?2 - R
(5@1%%]1/2 + h2> |f (05 60) — f(bpz:60)] = Op(1),

sup
J(0hz)=1,hEHy,
-1
logn]/2 - .

sup [1/2~J/Q +h? Vo f(z,00) —Vof(z,00)] = Op(1).
J(0)x)=1,heH, \V/h/Zh

En utilisant ces vitesses, et en supposant que h = n~ /479 les conditions de 1’'Hy-
pothése 8.3.8 sont impliquées par

1. nhi llogn]~!

2. nhﬁ/l — 0.

— 00, nh, — 0, nhS+%[logn]'/? — 0.

3. nh® — oo.

En particulier, si I’on choisit ¢ suffisamment petit, on déduit des Propositions 8.3.4 et
8.3.3 que les conditions du Théoréme 8.3.2 sont vérifices pour h € [n~17/3;n1/6-¢]
un € > 0 suffisamment petit.

Preuve: On décompose f = f*+ (f — f*). En étudiant f*, on obtient, pour les
termes de biais,

, pour

Sup h2 | F(05X3500) — B [f* (00X 00)]| = O(1),
sup h™? |Vof(05Xi;00) — E [Vof*(66Xi:00)]| = O(1).

heHn,x

Cette assertion se montre par un développement de Taylor (légitime, puisque {.J(6,X;) =
1} est inclus strictement dans Uintérieur du support de 6,X;). Pour la variance, on ap-
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plique le Théoréme A.1, qui fournit

nl/2p1/2 o /

Sup WU (Box; 600) — f(Opx;00)] = Op(1),
J(0h)=1,heHy [log n]
nl/2p3/2

Sup 75| Vaf(2,00) = Vof(x,00)] = Op(1).

J(0)z)=1,heHn [log ]

Par ailleurs, en utilisant le Lemme 7.4.3, on obtient que

sup_ (n'/2n2[log n] 72 | F (0w 60) — 1 (8hws bo)|
J(0h2)=1,h€Hn,

1 = -~ (00 X; — 0, X,
< Op(1) x sup —NZK (W) |5,
heH, ™MV, h

sup (n1/2h1/2[log n]*l/QiNL) Vo f (0 00) — Vo f* (Oha;60)|
J(0hz)=1,heH,

1, (00X — 00X
< Op(1) X ;LS;E EZK (h T3,
n i=1

et le résultat suit. m

8.3.8 Lemme technique

Le Lemme suivant étudie 'espérance de Vg f(x,0p). Sa démonstration est analogue
a celle du Lemme 5A de Dominitz et Sherman (2005). En ’absence de censure, on a
toujours E[Vyf(x,00)]00X] = 0, du moment que Y satisfait le modele de régression
EY|X] = E[Y]6,X]. Ici, la situation est un peu différente, puisqu’on est obligé d’intro-
duire une borne de troncation 7. Pour cette raison, on est obligé d’imposer une condition
du type L(Y|X) = L(Y]0,X). Néanmoins, ce type de condition pourrait étre évité si
I’on parvenait & se passer d’une telle troncation, comme c’était le cas au Chapitre 6.

Lemme 8.3.5 On suppose que f(-;6p) posséde une dérivée bornée notée f'. On note
hz,0) =P(Y <7|0'X =60'x). On a

E [ng(X, 90) ’ 96X] =0« F [V@h(X, 90) ‘ 06X] = 0.
En particulier, si L(Y|X) = L(Y|0,X), et que la fonction t — P(Y < 7|0,X = t)

posséde une dérivée bornée, cette condition est réalisée.

Preuve: Tout d’abord, notons que

f0'X;0) = E[Y|0X,)Y <7]

P(Y < 7]X)

P(Y < 7]6'X)

E [f(6,X;600)1y<, | ' X]P(Y < 7|X)
P(Y < 7]0'X)?

= E[f(0pX;600)0'X,Y <7]
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Soit a(X,0) = 60,X —0'X (on a donc a(X,6p) = 0). On a donc

Ef(a(X,0) +0'X;60)1y<, | O X]P(Y < 7]X)
P(Y < 7]0'X)?
I'x(0,0)P(Y < 7|X)
PY <7|¢/X)2

f0'X;0) =

ou le premier 6 dans I' représente la dépendance de I' & travers a(X, ), le second 6
représente la dépendance partout ailleurs. On peut permuter espérance et dérivation
sous les hypothéses du Lemme, de sorte que

Vol'x(0,00)p, = —f'(0X)E[XP(Y <7|X)]|6X],
Vol'x(00,0)19, = f(0X)XP(Y <7]X),

de sorte que, en notant h(z,0) =P(Y < 7|0'X = 0'x),

Vof(z,60) _ [OX){aP(Y <7|X=2)-EXPY <7|X)|0X =6z]}
P(Y <7|X) P(Y < 7]0)X = 6)x)?

Voh(z, 00) f(6hx; 00)

P(Y < 7|6 X = 0)z)3

= hl(x790)+h2(x790)'

-2

On a E[hi(X,00)|6,X] = 0. De sorte que E[Vgf(z,6p)] = 0 si et seulement si on a
Elha(z,60)|0,X] = 0. En particulier, si L(Y|X) = L(Y]0,X), et que la dérivée de la
fonction t — P(Y < 7|0, X = t) est bornée, on peut appliquer le Lemme 5A de Dominitz
et Sherman (2005), et on obtient E[ha(x,0)|0(X]| = 0 grace & E[Vzh(X, fo)|8yX] = 0.
]

8.4 Conclusion et perspectives

Nous avons proposé différentes applications de l’estimateur de la fonction de ré-
partition proposé au Chapitre 7. La premiére concernait I'estimation de la densité de
Y, lorsque Y et C ne sont pas indépendantes, mais sont supposées n’étre dépendantes
qu’a travers des variables auxiliaires. Les autres applications concernent la régression
paramétrique, et le modéle semi-paramétrique single-index.

Pour la régression paramétrique, nous obtenons I’analogue des résultats du Chapitre
4, en reprenant les deux méthodes moindres carrés pondérés et synthetic data. Nous
obtenons la normalité asymptotique de nos estimateurs du paramétre d’'un modéle de
régression non linéaire. La nouveauté étant que, pour la premiére fois dans un mo-
déle de censure ou C et X sont dépendants, nous parvenons & considérer des variables
explicatives multivariées.

Enfin, nous nous penchons sur l'estimation du parameétre d’'un modele de régression
single-index. La méthode de démonstration utilisée, pour des raisons techniques, est
différente de celle du Chapitre 6. En particulier, nous ne parvenons pas, pour l’instant,
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a considérer des vitesses optimales de décroissance du paramétre de lissage interve-
nant dans ’estimation de la fonction de régression. Cette décroissance optimale est de
lordre n~1/%, et nous ne parvenons qu’a une vitesse de Uordre n~/6. La raison prin-
cipale vient du fait que nous sommes obligés, pour des raisons techniques d’imposer
la convergence uniforme de Vg f . Il serait probablement possible de s’en dispenser par
un examen plus attentif des U—statistiques intervenant dans la preuve. Cet examen est
relativement technique (en effet, deux noyaux interviennent, ce qui augmente 'ordre des
U —statistiques que nous devons observer). Utiliser d’autres types d’estimateurs de la
fonction de régression semble aussi une piste a explorer. Néanmoins, notons par ailleurs
que, dans nos démonstrations, les vitesses de convergence de notre estimateur f ainsi
que de ses dérivées sont obtenues uniformément en le paramétre de lissage (grace a des
inégalités de concentration). Ceci apparait comme un premier pas dans la généralisa-
tion de techniques de choix adaptatif de ce paramétre de lissage (par exemple celle de
Hérdle, Hall, Ichimura, 1993).

De nombreuses autres applications de I'estimateur de la fonction de répartition pro-
posé au Chapitre 6 pourraient également étre proposées, notamment a 1’étude d’autres
modeéles de régression (régression quantile notamment). Un projet en cours concerne
I’estimation dans un modeéle de régression quantile paramétrique, et le test non para-
métrique d’adéquation a ce modéle. De méme, nous espérons a ’avenir pouvoir adapter
la procédure du test non paramétrique développé au Chapitre 5, mais & présent sous
I’'Hypothése 7.3.1.
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Les techniques utilisées pour la régression en présence de données censurées sont
sensiblement différentes suivant les conditions d’identifiabilité du modéle.

Dans le premier cas de figure que nous avons étudié (Chapitres 2 a 8), la variable
de censure est indépendante des variables du modéle de régression (ou dépend de la va-
riable explicative, mais avec d'importantes restrictions sur cette forme de dépendance).
Dans ce contexte, les intégrales Kaplan-Meier (Chapitre 2) apparaissent comme 'outil
principal permettant ’étude des différents modeéles de régression que nous avons consi-
dérés (régression paramétrique, non paramétrique, semi-paramétrique avec le modeéle
single-index).

L’une des difficultés principales provient du fait que les intégrales Kaplan-Meier
sont des sommes de quantités non i.i.d. De ce fait, I'une des méthodes générales que
nous avons largement utilisée consiste & fournir des représentations asymptotiques i.i.d.
Elles permettent ainsi d’obtenir des résultats de convergence (consistance d’estimateurs,
normalité asymptotique).

L’autre point délicat qu’il convient de souligner concerne le comportement de 1’esti-
mateur de Kaplan-Meier dans la queue de distribution. S’il est relativement aisé d’étu-
dier sa convergence sur un intervalle compact strictement inclus dans le support de la
variable expliquée, il est parfois délicat d’utiliser un critére de tension du processus pour
obtenir des résultats sur la ligne réelle tout entiére. Les méthodes utilisées dans ce but
font parfois apparaitre des conditions d’intégrabilité supplémentaires. Au Chapitre 2,
nous parvenons ainsi & démontrer un Théoréme Central Limite pour l'estimateur de
Kaplan-Meier en présence de variables explicatives qui repose sur des conditions d’inté-
grabilité optimales (voir Théoréme 2.2.10, la seule condition d’intégrabilité étant que la
variance asymptotique soit finie). En revanche, nous parvenons & obtenir un Théoréme
Central Limite uniforme sur une classe de fonctions sous des conditions d’intégrabi-
lité plus fortes (voir Théoréeme 2.2.11). Cette condition d’intégrabilité supplémentaire
(voir Hypothese 2.2.4) est classique en présence de censure, en particulier elle rejoint
les conditions posées par Stute (1995, 1996a) dans son Théoréme Central Limite en
présence de censure, méme si, ici, I'introduction de cette condition est motivée par un
autre angle d’approche, lié & 'étude des sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier (voir
Lemme 2.2.3). Par la suite, nous utilisons largement ce type de condition (Chapitre 5
et 6).

D’un point de vue théorique, la difficulté réside donc dans la recherche de conditions
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d’intégrabilité qui soient acceptables en pratique. Ainsi, une condition du type

/ yCa(y—)dF (y) < oo,

la fonction Cg étant définie au Théoréme 2.1.5, sera extrémement difficile a satisfaire,
tandis qu’une condition du type de I'Hypothese 2.2.4 (ot Cg n’intervient qu’a la puis-
sance 1/2 + &, € pouvant étre aussi petit que nécessaire) est tout a fait acceptable.

La généralisation & un cadre censuré des techniques de régression paramétrique
considérées au Chapitre 4 (régression non linéaire), de régression non paramétrique et de
tests non paramétriques d’adéquation (Chapitre 5), de régression single-index (Chapitre
6), s’effectue donc sans surprise. Les deux points qui requiérent une attention particuliére
sont le caractére non i.i.d. de certains objets manipulés (en particulier, un certain nombre
de techniques utilisées en I’absence de censure doivent étre contournées) et les conditions
d’intégrabilité qui interviennent dans les critéres de tension. Les approches nouvelles que
nous avons développées en ce sens portent leurs fruits de ces deux points de vue.

Ainsi, au Chapitre 4, nous sommes parvenus a obtenir des résultats de convergence
d’estimateurs non paramétriques sous des hypothéses d’intégrabilité qui paraissent qua-
siment optimales. En particulier, nous sommes parvenus a des représentations asymp-
totiques i.i.d. de ces estimateurs qui permettent d’unifier la théorie des deux principales
techniques utilisées jusqu’alors pour l’estimation paramétrique d’une espérance condi-
tionnelle en présence de censure (méthode moindres carrés, et méthode synthetic data,
cette derniére n’avait jusqu’a présent été utilisée que dans le cas du modéle de régression
linéaire). Au Chapitre 5, nous avons produit deux tests non paramétriques d’adéquation
& ces modéles paramétriques, test dont la représentation asymptotique est particuliére-
ment simple. Par ailleurs, du point de vue des conditions d’intégrabilité, notre approche
basée sur I’étude des sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier (voir Lemme 2.2.3) appa-
rait performante, puisque nous parvenons grace a elle, et c’est la premiére fois pour ce
type de test en présence de censure, a démontrer des résultats de consistance envers des
alternatives se rapprochant de 'hypothése nulle. Du point de vue de la réduction de di-
mension, et en particulier du modéle single-index considéré au Chapitre 6, ce méme type
d’approche permet ’extension de procédures de M —estimation proposées en ’absence
de censure (voir par exemple Ichimura, 1993).

Dans chacun de ces problémes que nous avons considérés, les réponses que nous avons
apportées lévent de nouvelles questions. Par exemple 'obtention d’estimateurs adapta-
tifs dans le cas de la régression paramétrique (permettant, & partir des observations, de
choisir la meilleure transformation des données a utiliser pour estimer le paramétre).
Dans le cas des tests non paramétriques d’adéquation que nous développons au Chapitre
5, se pose la question de leur extension & d’autres modéles de régression paramétrique
ou semi-paramétrique en présence de censure. Un autre probléme concerne ’extension
de techniques de réduction de dimension utilisées en ’absence de censure (voir Lavergne
et Patilea, 2006) pour faire en sorte que leur puissance ne souffre pas du nombre de va-
riables explicatives du modeéle. Du point de vue de la régression single-index, il apparait
notamment important de se pencher sur la question du choix adaptatif de I'estimateur
de la fonction de régression intervenant dans la procédure.
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En revanche, sous le second type de conditions d’identifiabilité que nous considérons
(Chapitres 7 et 8), la variable expliquée et la censure sont indépendantes condition-
nellement aux variables explicatives. En particulier, la censure n’est plus indépendante
des variables explicatives. Ce second contexte, qui correspond & un certain nombre de
situations pratiques (voir Exemples 3 et 4 de I'Introduction), introduit une difficulté
supplémentaire, puisque, en particulier, 'estimateur de Kaplan-Meier ne peut plus étre
utilisé mais doit étre remplacé par l'estimateur Kaplan-Meier conditionnel de Beran
(1981) qui repose sur des estimateurs a noyau.

Dans ce cadre, la problématique est un peu différente. La question des représen-
tations i.i.d. reste d’actualité. En revanche, il n’existe actuellement aucun résultat de
convergence sur toute la ligne réelle de ’estimateur Kaplan-Meier conditionnel. De ce
fait, il est nécessaire d’introduire une borne de troncation 7 < 7y, ou 7y est la borne
supérieure du support de Y. Une des limitations de ce type d’approche est donc de de-
voir se contenter de modeéles de régression portant sur Y A7, sur E[Y|X,Y < 7] ou sur
E[Y1y<.]. De plus, comme annoncé en introduction, l'un des problémes spécifique a
la régression sous cette hypothése d’identifiabilité vient de 'impossibilité de considérer
des variables explicatives multivariées dans la plupart des approches considérées dans
la littérature (fussent-elles paramétriques).

Nous avons donc proposé un nouvel outil pour la régression dans ce cadre, inspiré
des intégrales Kaplan-Meier, mais prenant en compte la dépendance entre la censure et
les variables explicatives. En effet, en proposant un nouvel estimateur de la fonction de
répartition de (X,Y’) (Chapitre 7), nous avons réussi a adapter cet estimateur au cas
de variables explicatives multivariées, sous réserve de modifier les conditions d’identifia-
bilité inspirée des méthodes classiques de réduction de dimension. En particulier, nous
supposons que Y et C sont indépendantes conditionnellement & g(X) € R, de sorte que
seule une variable réelle fonction de X résume la dépendance entre C' et X. De plus,
dans certains cas, cette fonction g peut étre estimée. Munis de cet estimateur de la
fonction de répartition, nous avons donc produit des résultats asymptotiques qui sont
le pendant des résultats du Chapitre 2. Ces nouveaux résultats peuvent étre vus comme
une généralisation de la Loi des Grands Nombres et du Théoréme Central Limite (uni-
formes sur des classes de fonctions), mais dans un cadre censuré ol censure et variable
expliquée sont indépendantes conditionnellement aux variables explicatives.

Ce nouvel estimateur ouvre de nouvelles perspectives pour ’étude de modeéles de
régression sous I’Hypothése d’identifiabilité 1.1.5. Le Chapitre 8 a notamment montré
I'intérét de cet objet pour l'estimation de modéles de régression paramétriques (ot pour
la premiére fois, les variables explicatives sont multivariées), et pour la réduction de
dimension & travers le modéle de régression single-index.

Mais si ces deux applications étaient celles pour lesquelles nous ’avons initialement
congu, le champ d’application de notre nouvel estimateur est loin d’étre restreint. Dans
ce mémoire, nous n’avons considéré que des modéles de régression portant sur I’espérance
conditionnelle. Mais I’étude de modele de régression quantile, par exemple, constitue
un domaine d’investigation futur. Dans un projet actuellement en cours, nous nous
intéressons ainsi a I’estimation de modéles de régression quantile sous I’Hypothése 1.1.5,
ainsi qu’a la question de construction de tests d’adéquation a ces modéles paramétriques.
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Le fait que notre estimateur de la fonction de répartition généralise la notion de fonction
de répartition empirique montre par ailleurs qu’il peut intervenir dans de nombreuses
autres questions. En effet, il "suffira" de remplacer, dans une procédure utilisée en
I’absence de censure, la fonction de répartition empirique par notre estimateur pour
prolonger un certain nombre de résultats a un cadre censuré. De plus, 'approche générale
que nous avons développée au Chapitre 8 pourrait probablement étre utilisée pour
fournir des estimateurs de la fonction de répartition dans d’autres contextes de censure
(censure par intervalle, censure a droite et & gauche, par exemple).

Outre les améliorations techniques qui pourraient encore étres apportées aux nou-
veaux outils que nous avons développés (obtenir des résultats uniformes en h ot h est le
paramétre de lissage intervenant dans notre estimateur de la fonction de répartition, est-
mation de la fonction g(z) dont dépend la censure dans un certain nombre de modeéles,
ameélioration de la borne de troncation 7 par exemple en la faisant dépendre de z...),
nous avons donc bon espoir de prouver 1'utilité de notre procédure dans de nombreux
autres cas de figure qui seront 'objet de travaux futurs.



Appendice Inégalités de
concentration pour la vitesse de
convergence d’estimateurs
semi-paramétriques

A.1 Inégalités de concentration

Introduisons quelques notations. Pour tout opérateur ¢ : G — R* on désigne par
1%(9)llg = supgeg 11 (g)|l, ot || - || désigne la norme dans R*. On définit également

=1

oil les W; sont des variables aléatoires i.i.d. & valeur dans R¥. On introduit également
des variables de Rademacher €1, ..., €, indépendantes entre elles, et indépendantes des
Wi.

Le premier résultat de cette section est une inégalité de concentration due & Tala-
grand (1994). On pourra également consulter a ce sujet Ledoux (1996).

Théoréme A.1 Soit G une classe de fonctions mesurables, satisfaisant, pour un réel
0< M < o0,
Vg € G,llgllec <M.

On a alors, pour tout t > 0,

P{ sup llam(g)lg > A1 | B
1<m<n

+u

ZEig(VVi)
=1 g

2
<2 {exp <—1le;§ > + exp <_/§\24u> } ,
g

ot ng; = supyeg Var(g(X)), et Ay et Ay sont des constantes universelles.
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L'utilisation du Théoréme A.1 impose de pouvoir controler E [[|[> 7, Eig(Wi)Hg] .
Einmahl et Mason (2005) fournissent une inégalité répondant & cet objectif (voir égale-
ment Einmahl et Mason, 2000).

Théoréme A.2 On suppose que G posséde une enveloppe G, et on définit

N(e, 9) = sup N(ev/Q(9?),9,dq),

ot le supremum, est pris sur toutes les mesures Q telles que 0 < Q(G?) < co. On suppose
que, pour des constantes C, v >1,0< o < 3,

1. E[GIW)?] < 32,

2. N(,G)<e”, 0<e<l,

3. 08 = SUPgeg Elg(W)?] < o2,

4. SUPyeg llglloo < ﬁ\/nUQ/log(Clﬁ/J), ou Cp = CYY ve.
On a alors, pour une constante universelle A,

E < A\/vno?log(C15/0).

> eig(Wi)
i=1

g

A.2 Application a la vitesse de convergence d’estimateurs
semi-paramétriques

Dans cette section, nous considérons des fonctions du type, pour £ = 0,1, 2,

M(ev X) — M(ea $)
h

haeaX2.7) = (X =) K ( )Zt0a ()
oit K est une fonction a variation bornée et a support compact, b € [hmin; Pmaz), Ol
Bmin €t Rmae sont des suites déterministes tendant vers 0, u fonction fixée, # € © C R¢
avec © compact, z € X C R% avec X compact, et t € R, et nous considérons le processus

n
@n(9) = Y (hen(Xis 26, T0) = Elgh (X, 2,T)])
=1

Typiquement, K? désigne soit un noyau K tels que ceux utilisés aux Chapitres 6, 7 et 8,
soit I'une de ses dérivées d’ordre 1 ou 2. La variable Z; désigne 6¢(T)[1 —G(T — |X)]!,
ou 6¢(T)[1 — G(T—)]~! pour des fonctions ¢(T) =1 ou ¢(T) = T. Le cas ¢(T) =T est
légérement plus technique puisque 7' n’est pas bornée.

On suppose vérifiee 'Hypothése suivante.

Hypothése A.2.1 La classe de fonctions

{u—>KO (“(e’u);”(g’x)> ,06@,:66X,h>0},

est une classe euclidienne d’enveloppe constante.
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En particulier, si K? est un noyau a variation bornée et a support compact, et que
w(0, ) = 0'z, 'hypothése est vérifiée, voir Nolan et Pollard (1987).
L’objet de cette section est de prouver le résultat suivant.

Théoréme A.1 K° vérifie I’'Hypothése A.2.1. On suppose que Z posséde un moment
d’ordre 4. Soit G = {gé’“’x’t’h} définies en (A.1). On suppose nh? , /[logn] — co. On a

man

sup 2R 2 log b T aw(g)llg = Op(1).
he[hmin;hmaz]

Preuve: Comme la classe de fonctions G n’est pas uniformément bornée, on in-
troduit une borne M,, et on considére la classe G, des fonctions gg”glt)’h(x,z,t) =
gg’m,h(a:, 2z A My, t). On choisit M,, = v/nhpn.

On applique tout d’abord le Théoréme A.2 a la classe de fonction G,. La condition
1 est satisfaite, en prenant pour enveloppe G(z,z,t) = M| K| oo, et 8 = oimh,},{fn.
La condition 2 est vérifiée puisque la classe de fonctions G est euclidienne. En effet,
la classe de fonctions {(z,2) — z(z — a)¥,a € X'} est euclidienne (classe Lipschitz en
le paramétre, voir exemple 19.7 de Van der Vaart, 1998), de méme que la classe de
fonctions ¢ — 1;<, indexée par u € R (voir exemple 19.6 de Van der Vaart, 1998).
En utilisant I'Hypotheése A.2.1 et le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989) on en
déduit que G est euclidienne, et vérifie donc la condition 2. La condition 3 est satisfaite
pour o9 = ¢ = 3. Pour la condition 4, on a

Sup lglloe < Mn[|Klloo < C'Vno?|| Koo,
9geYn

pour une constante C'.
En appliquant le Théoréme A.2, on déduit que pour tout M > 0 suffisamment grand,
on peut majorer, pour tout u’ positif,

P <uan<g>ugn > M nhmmuogu/hmm)]lﬂ)

+ v nhminul

<Plllan(@lg, = A1 | E

> eig(Wi)
=1

On

On peut a présent appliquer le Théoréme A.1 avec Jén < ha%, et M = M,, = vV/nhmin.
On en déduit que

lonllg, = OP(\/nhmin log(1/hmin))-

Le résultat suit en écrivant

n
lan(9)llg < llwn(@)lig, + CIE oo Y 1Zil 1250, -
i=1
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La somme intervenant dans le membre de droite est de l’ordre Op(n_l/ 2h;3T/L2) =
0p([logn]1/2n1/2hir{i2n). En effet, son espérance se majore, par Cauchy-Schwarz, par

nE[ZYV*P(Z > M,,)**. Par I'inégalité de Tchebyshev,

4
P(Z > M,) < E ['J\i|4] =O0(n"2h 2.
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Résumé

Nous considérons des modéles de régression ol la variable expliquée est censurée
4 droite aléatoirement. Nous proposons de nouveaux estimateurs de la fonction de ré-
gression dans des modéles paramétriques, et nous proposons une procédure de test non
paramétrique d’adéquation & ces modeéles. Nous prolongeons ces méthodes a ’étude
du modéle semi-paramétrique "single-index", généralisant des techniques de réduction
de dimension utilisées en ’absence de censure. Nous nous penchons tout d’abord sur
des modéles reposant sur des hypothéses d’identifiabilité plus fortes, avant de travailler
dans un cadre ou la variable expliquée et la censure sont indépendantes conditionnel-
lement aux variables explicatives. Une difficulté spécifique a ce type de modéle tient
en l'impossibilité des techniques actuelles & proposer des modéles de régression avec
plusieurs variables explicatives. Nous développons une nouvelle approche de réduction
de la dimension pour ce type de probléme.

Abstract

We consider regression models with randomly right-censored responses. We propose
new estimators of the regression function in parametric models, and nonparametric
lack-of-fit tests of these models. We then adapt these methods to the study of a semi-
parametric single-index model, in order to generalize dimension reduction techniques
used in absence of censoring. We first consider models relying on more restrictive iden-
tifiability conditions, and then consider the case when the response and the censoring
variable are independent conditionally to the covariates. In this last kind of models,
actual techniques do not allow to estimate the regression function when there is more
than one covariate. We develop a new dimension reduction approach to circumvent this
problem.
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