
HAL Id: tel-00196718
https://pastel.hal.science/tel-00196718v1

Submitted on 13 Dec 2007

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Insensibilité dans les réseaux de files d’attente et
applications au partage de ressources informatiques

Minh Anh Tran

To cite this version:
Minh Anh Tran. Insensibilité dans les réseaux de files d’attente et applications au partage de ressources
informatiques. Réseaux et télécommunications [cs.NI]. Télécom ParisTech, 2007. Français. �NNT : �.
�tel-00196718�

https://pastel.hal.science/tel-00196718v1
https://hal.archives-ouvertes.fr
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RésuméNous abordons dans ette thèse le problème de l'insensibilité dans les réseaux de �les d'at-tente et quelques appliations au partage de ressoures informatiques. Tout d'abord, nous mon-trons que les réseaux de �les d'attente symétriques ave le routage de Jakson ou de Kelly sonttous insensibles à la distribution des demandes de servie même si à l'arrivée, au départ ou auhangement de �les d'un lient quelonque, les autres lients dans haque �le sont permutés auhasard selon ertaine loi dépendante de l'état du réseau. Nous identi�ons également ertainesdisiplines de servie non symétriques pour lesquellesla propriété d'insensibilité est satisfaite.Ensuite, nous proposons deux nouvelles métriques de débit pour les réseaux de données. Nousmontrons quelques propriétés génériques satisfaites par es deux métriques et nous illustrons leurdi�érene à travers quelques exemples. En�n, nous montrons que l'équilibrage de soures de tra�élastique détériore la performane en termes de débit, et en présene de ontr�le d'admission, deprobabilité de bloage.Mots-lés: Files d'attente, Réseau, Insensibilité, Symétrique, Permutation, Débit, Métriquede Débit, Tra� élastique, Équilibrage de soure, Équilibrage de tra�, Probabilité de bloage,Contr�le d'admission, Contrainte de apaité.AbstratIn this thesis, we takle the problem of insensitivity in queueing networks and onsidersome appliations to omputer resoure sharing. First of all, we prove that networks of symmetriqueues with Jakson or Kelly routing are both insensitive to the servie requirement distribu-tion even if at arrivals, departures or migration events, ustomers at eah queue are randomlypermuted aording to some law that may depend on the network state. We also identify somenon-symmetri servie disiplines for whih the insensitivity property holds. We then proposetwo new throughput metris for data networks. We prove some generi properties satis�ed bythese two metris and we illustrate their di�erene through some examples. Finally, we provethat balaning elasti tra� soures worsens performane in terms of throughput and, in thepresene of admission ontrol, of bloking probability.Keywords:Queueing network, Insensitivity, Symmetri, Permutation, Throughput, Throughputmeasure, Elasti tra�, Tra� balaning, Soure balaning, Bloking probability, Admissionontrol, Capaity onstraint.
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IntrodutionCette thèse omporte de deux parties prinipales plus ou moins indépendantes, dont la pre-mière onsiste en études de la propriété d'insensibilité dans les réseaux de �les d'attente et ladeuxième onsiste en l'évaluation de la performane des réseaux informatiques.Les �les d'attente sont souvent renontrées en pratique : à la poste, aux supermarhés, dansles gestions des avions au déollage ou à l'atterrissage,... La théorie des �les d'attente utilise desoutils probabilistes pour modéliser et étudier les solutions optimales de gestion de es objets. Cedomaine de reherhe, né en 1917, des travaux de l'ingénieur danois Erlang [Erl09℄ sur la gestiondes réseaux téléphoniques, étudie aussi les réseaux de données et le réseau Internet.En pratique, on s'intéresse typiquement aux nombres de lients dans le réseau, aux temps deséjour des lients et à leur débit. En général, l'expression de es quantités dépend fortement dela façon dont arrivent les lients dans le système, des demandes de servie des lients et de ladisipline déterminant omment les lients sont servis. Dans la première partie, on s'intéresse auxréseaux de �les d'attente où la distribution du nombre de lients ne dépend pas des distributionsdes demandes de servie. Ces réseaux sont dits insensibles aux distributions des demandes deservie ou insensibles tout ourt, et on dit aussi que la disipline orrespondante est insensible.Cette propriété d'insensibilité est d'un grand intérêt ar les nombres de lients, leur temps deséjour et leur débit peuvent être évalués sans savoir les statistiques préises des demandes deservie.En 1979, Kelly a introduit une large lasse de disiplines insensibles, il s'agit des disiplinessymétriques [Kel79℄. Ces disiplines symétriques inluent la disipline proessor-sharing (PS) etla disipline LIFO préemptive onsidérées par Baskett, Chandy, Muntz et Palaios [BCMP75℄.Dans le premier hapitre, on rappellera des outils probabilistes fréquemment utilisés et desmodèles onnus de �les d'attente insensibles. Dans le deuxième hapitre, on introduira les permu-tations aléatoires de lients [Dad01a, Yas80℄ dans les �les d'attente symétriques et on montreraque es �les et leurs réseaux restent insensibles. Ensuite, on onsidérera l'insensibilité de quelquesdisiplines non symétriques avant de donner un résumé des disiplines insensibles/sensibles.Pour la deuxième partie sur l'évaluation de la performane des réseaux informatiques, ondé�nira deux nouvelles métriques de débit dans le troisième hapitre. Il s'agit du débit éhan-tillonné en temps et du débit éhantillonné par �ot [KK02, LvdBB04, BT07b℄. On montreraquelques propriétés génériques satisfaites par les deux métriques et on illustrera leur di�érenepar quelques exemples.Dans le quatrième hapitre, on onsidérera le modèle d'un lien partagé par des soures deiruit et de tra� élastique. On montrera que l'équilibrage de soures augmente la probabilité debloage et diminue les débits. Alors le système peut être dimensionné sans risque en supposantxi



Introdutiondes soures homogènes malgré la forte hétérogénéité observée en pratique.
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1Préliminaires
Sommaire 1.1 Modèles markoviens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.1.1 Chaînes de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31.1.2 Proessus de sauts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81.2 File d'attente M/M/1 FIFO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.3 Files d'attente symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.3.1 Méthode des phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.3.2 Méthode des proessus semi-markoviens généralisés . . . . . . . . . 191.4 Réseaux de �les d'attente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.4.1 Réseaux de Jakson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.4.2 Réseaux de Whittle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271.4.3 Insensibilité de la disipline PS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.4.4 Taux d'arrivée et routage dépendants de l'état . . . . . . . . . . . . 33L'objetif de e hapitre est de rappeler des notions de modèles markoviens, de �les d'attenteet de leurs réseaux. Dans la première partie, on étudiera les haînes et les proessus de Markov,les notions de probabilités de transition, matrie de transition, mesures invariantes,... [Bre99℄qui servent à étudier les modèles mathématiques dans la théorie de �les d'attente. Dans ladeuxième partie, on onsidérera quelques systèmes de �les d'attente, les notions de disiplines,de distributions stationnaires, d'équations de balane, de l'insensibilité et quelques méthodespour démontrer l'insensibilité d'un système de �les d'attente.1.1 Modèles markoviensDans ette partie, sont rappelés les dé�nitions des haînes de Markov, des proessus marko-viens, leurs propriétés et leur équilibre.1.1.1 Chaînes de Markov 3



Chapitre 1. PréliminairesConsidérons une suite de variables aléatoires X0,X1, . . . ,Xn, . . . où� X0,X1, . . . sont des variables aléatoires à valeurs dans un espae d'états �ni ou dénombrable
X . Par exemple, l'espae d'états X peut être {1, . . . , N}, N, ou N

d, . . .� La variable Xn peut dépendre, a priori de X0, . . . ,Xn−1, et même des valeurs futures
Xn+1,Xn+2, . . .Dé�nitionsDé�nition 1.1 On appelle une matrie à termes positifs P =

(

p(x, y), x, y ∈ X
) une matrie detrasition si

∑

y∈X

p(x, y) = 1, ∀x ∈ X .Dé�nition 1.2 On dit que la haîne (Xn) a la propriété de Markov si
P(Xn = xn | Xn−1 = xn−1,Xn−2 = xn−2, . . . ,X0 = x0) = P(Xn = xn | Xn−1 = xn−1), (1.1)pour tout n ≥ 1. Et dans e as, on appelle (Xn) une haîne de Markov.Littéralement, la haîne (Xn) a la propriété de Markov si sahant tout le passé jusqu'au rang

n − 1, le omportement ultérieur de la haîne ne dépend que de la dernière variable aléatoire
Xn−1.Dé�nition 1.3 La haîne de Markov (Xn) est homogène s'il existe une matrie de trasition Ptelle que

P(Xn = y | Xn−1 = x) = p(x, y), (1.2)pour tout n ≥ 1. Dans e as, on appelle P la matrie de transition de la haîne de Markov (Xn).Remarquons que l'homogénéité assure que la dynamique de la haîne de Markov est invariantedans le temps.Considérons par exemple une marhe aléatoire (Xn) sur l'ensemble des entiers Z (voir laFigure 1.1) dont la probabilité d'avane est p et la probabilité de reul est 1 − p :
p(k, k + 1) = p, et p(k, k − 1) = 1 − p, ∀k ∈ Z.

k−1Ζ k k+1

p 1−pFig. 1.1 � Une marhe aléatoire sur Z.Cette marhe aléatoire (Xn) est une haîne de Markov homogène :4



1.1. Modèles markoviens� Espae d'états Z.� Matrie de transition P =
(

p(x, y), x, y ∈ Z
) :

p(x, y) =







p si y = x+ 1,
1 − p si y = x− 1,
0 sinon.Considérons maintenant une autre marhe aléatoire (Xn) sur l'ensemble Z ave les probabilitésde transition hétérogènes :

P(Xn = k + 1 | Xn−1 = k) =
1

n
, et P(Xn = k − 1 | Xn−1 = k) =

n− 1

n
, ∀k ∈ Z,pour tout n ≥ 1. Alors ette marhe aléatoire est toujours une haîne de Markov mais elle n'estplus homogène ar les probabilités de transition dépendent du rang n de la variable aléatoire Xn.Et si la loi de la variable aléatoire Xn dépend non seulement de Xn−1 mais aussi de Xn−2par exemple, la haîne (Xn) n'a plus la propriété de Markov.À partir d'ii, une haîne de Markov est sous-entendue homogène si l'on ne préise rien. Alorsomme une marhe aléatoire sur Z, une haîne de Markov peut être représentée sous forme d'ungraphe, voir la Figure 1.2.

x

u

v

w
p(x,u)

p(v,x)

p(x,w)

p(w,x)Fig. 1.2 � Représentation graphique d'une haîne de Markov.Loi d'une haîne de MarkovSoit (Xn) une haîne de Markov de matrie de transition P =
(

p(x, y)
).Soit ν la loi initiale : P(X0 = x0) = ν(x0) pour tout x ∈ X .Alors la loi de la haîne de Markov est déterminée par les probabilités de trajetoires

P(X0 = x0,X1 = x1, . . . ,Xn = xn) = ν(x0)p(x0, x1)p(x1, x2) . . . p(xn−1, xn), (1.3)pour tous n ≥ 0 et x0, . . . , xn ∈ X .La loi de la variable aléatoire Xn est donnée par
P(Xn = y) =

∑

x0,...,xn−1∈X

ν(x0)p(x0, x1)p(x1, x2) . . . p(xn−1, y), ∀y ∈ X , 5



Chapitre 1. Préliminairespour tout n ≥ 0.En partiulier, la probabilité de passer de x à y en n étapes est donnée par
P(Xn = y | X0 = x) = p(n)(x, y) = P (n)(x, y).Notons Pν la loi de la haîne de Markov sahant que la loi initiale soit ν :

Pν(Xn ∈ A) =
∑

x0∈X ,y∈A

ν(x0)P(Xn = y | X0 = x0), ∀A ⊂ X .PériodiitéDé�nition 1.4 On appelle période de l'état i et on note di le PGCD de l'ensemble Mi des n ≥ 1tels que p(n)(i, i) > 0, ave la onvention di = ∞ si et ensemble est vide. Et on dit que i estpériodique si di > 1.IrrédutibilitéLa haîne de Markov (Xn) est irrédutible si pour tous x, y ∈ X , la probabilité d'atteindrel'état y est stritement possitive sahant que l'état initial est x :
∀x, y ∈ X ,∃n : P(Xn = y | X0 = x) > 0.Remarquons que l'irrédutibilité est équivalente à l'existene d'un hemin de x à y sur le graphede transition pour tous x, y ∈ X . Si la haîne est irrédutible, ses états ont la même période ; deplus, si auun état n'est périodique, la haîne est dite apériodique.Équilibre d'une haîne de MarkovDé�nition 1.5 Une mesure de probabilité π(x) sur l'espae d'état X est invariante pour lamatrie de transition P =
(

p(x, y)
) si

π(x) =
∑

y∈X

π(y)p(y, x), ∀x ∈ X . (1.4)Dans e as, π est appelée la probabilité invariante et aussi la probabilité stationnaire de lahaîne de Markov, et les équations (1.4) sont appelées les équations de balane globale.Théorème 1.6 Soient π une mesure de probabilité invariante pour la matrie P et (Xn) unehaîne de Markov de matrie de transition P telles que
P(X0 = x) = π(x), ∀x ∈ Xalors

P(Xn = x) = π(x), ∀n ≥ 0,∀x ∈ X .On dit que la haîne de Markov (Xn) est à l'équilibre.6



1.1. Modèles markoviensReprenons l'exemple de la marhe alétoire (Xn) sur Z de matrie de transition P :
p(x, y) =







p si y = x+ 1,
1 − p si y = x− 1,
0 sinon.Alors les équations de balane globale sont

π(k) = pπ(k − 1) + (1 − p)π(k + 1), ∀k ∈ Z. (1.5)et ∑k∈Z
π(k) = 1.Le système d'équations (1.5) admet des solutions

π(k) = C, ∀k ∈ Z,pour un onstane quelonque C. Comme es mesures ne sont pas sommables, il n'existe pas deprobabilité invariante, et par onséquene, il n'existe pas d'équilibre non plus.Limitons maintenant l'espae d'états de la marhe aléatoire (Xn) à un ensemble �ni, parexemple, l'ensemble {0, 1, . . . , N}, N ≥ 1 :
p(x, y) =







p si (x, y) = (x, x+ 1), 0 ≤ x ≤ N − 1, ou (x, y) = (N,N)
1 − p si (x, y) = (x, x− 1), 1 ≤ x ≤ N, ou (x, y) = (0, 0)
0 sinon.Alors les équations de balane globale deviennent







π(0) = pπ(0) + (1 − p)π(1),
π(k) = pπ(k − 1) + (1 − p)π(k + 1), 1 ≤ k ≤ N − 1,
π(N) = pπ(N − 1) + (1 − p)π(N),et ∑k∈Z

π(k) = 1.Ce système d'équations admet omme solution une unique probabilité invariante
π(k) =

1

N + 1
, 0 ≤ k ≤ N.Uniité de probabilité invariante et ErgodiitéThéorème 1.7 Une haîne de Markov irrédutible a au plus une probabilité invariante. Si l'es-pae d'états est �ni, la haîne a une unique probabilité invariante.Théorème 1.8 Soit une haîne de Markov irrédutible apériodique (Xn) ave la probabilité in-variante π. Alors P-presque sûrement

lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

f(Xi) = Eπ[f ],pour toute fontion f telle que Eπ

[

|f |
]

<∞, où Eπ[f ] :=
∑

X π(x)f(x). 7



Chapitre 1. Préliminaires1.1.2 Proessus de sautsLoi exponentiellePour un réel stritement positif λ, on dit qu'une variable aléatoire X suit une distributionexponentielle de paramètre λ si
E
[

f(X)
]

=

∫ ∞

0
f(x)λe−λxdx. (1.6)Proposition 1.9 Si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle alors elle est sans mé-moire, .à.d. la variable aléatoire X satisfait pour tous x, y positifs :

P(X ≥ x+ y | X ≥ y) = P(X ≥ x).Si X modélise la durée de vie d'un individu A, la propriété que X est sans mémoire exprimeque A ne vieillit pas : si A a véu y années, la probabilité pour qu'il vive enore x années est lamême que la probabilité pour qu'un individu similaire à A qui vient de naître vive lui aussi xannées.Proessus de PoissonSoit (Vn, n ≥ 1
) une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées(i.i.d.), de même loi exponentielle de paramètre λ, λ > 0.Alors le proessus (Tn =

∑n
i=1 Vi) est appelé un proessus de Poisson d'intensité λ.Dé�nition des proessus de sautsSoient (Xn) une haîne de Markov sur X de matrie de transition P =

(

p(x, y)
), et qx, x ∈ X ,des réels stritement positifs. Considérons (X(t)) un proessus satisfaisant :� X(0) = X0 = x0 ∈ X et X(t) = x0 pour tout t < T1 = V1, où V1 est une variable aléatoirede loi exponentielle de paramètre qx0

.� X(t) = X1 = x1 ∈ X pour tout t : T1 ≤ t < T2 = T1 + V2, où V2 est une variable aléatoirede loi exponentielle de paramètre qx1

.� Pour tout n ≥ 1, X(t) = Xn = xn ∈ X pour tout t : Tn−1 ≤ t < Tn = Tn−1 + Vn, où Vnest une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre qxn .On appelle (X(t)) un proessus de sauts, (Xn) la haîne inluse du proessus de sauts (X(t)).Remarquons que le proessus de sauts (X(t)) suit la même trajetoire que la haîne inluse (Xn),voir les Figures 1.3 et 1.4.8



1.1. Modèles markoviens
X

1 2 3 4

4

2

0

3

X

X 1

X

X

0Fig. 1.3 � La haîne inluse (Xn).
T 2T 3T 4T

2X

0X

3X

1X
4X

1Fig. 1.4 � Le proessus de sauts (X(t)
).ExemplesSoient (Vn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de paramètre

λ et (Tn =
∑n

i=1 Vi) le proessus de Poisson orrespondant. Alors e proessus de Poisson estéquivalent à une fontion roissante N(t) dé�nie par le nombre de points Tn entre 0 et t :
N(t) :=

∞
∑

n=1

I(0 < Tn ≤ t),où I est la fontion indiatrie : I(A) = 1 si l'événement A est vrai et I(A) = 0 sinon.Cette fontion N(t) est appelée la mesure de omptage du proessus de Poisson (Tn). Cettemesure de omptage dé�nit un proessus de sauts, illustré dans la Figure 1.5.Générateur in�nitésimalSoit (X(t)
) un proessus de sauts de haîne inluse (Xn) et de matrie de transition P =

(

p(x, y), x, y ∈ X
). Le générateur in�nitésiaml Q =

(

q(x, y), x, y ∈ X
) est dé�ni par

q(x, y) =

{

qxp(x, y) si x 6= y,
−qx si x = y. 9



Chapitre 1. Préliminaires
1T 2T 3T 4T

0

1

2

3

4

Fig. 1.5 � La mesure de omptage (N(t)).Remarquons que e générateur in�nitésimal dérit omplètement le proessus de sauts origi-nal :
qx =

∑

y∈X

q(x, y),

p(x, y) =
q(x, y)

qx
, x 6= y. (1.7)On appelle q(x, y) le taux de transition de l'état x à l'état y, pour tous x, y ∈ X .Dé�nition 1.10 Le proessus de sauts (X(t)) est dit non-explosif si la suite des instants desauts (Tn) satisfait :

lim
n→∞

Tn = ∞, P − p.s.Théorème 1.11 Le proessus de sauts non-explosif (X(t)) a la propriété de Markov :
[X(s + t) | X(u), u ≤ t,X(t) = x]

dist.
= [X(s+ t) | X(t) = x]Dans e as, (X(t)) est appelé un proessus markovien, et si de plus, la haîne inluse est homo-gène, e proessus a la propriété de Markov homogène :

[X(s + t) | X(u), u ≤ t,X(t) = x]
dist.
= [X(s) | X(0) = x]Notation markovienneSi (X(t)) est un proessus de sauts alors on note

Px(A) := P(A | X(0) = x), (1.8)
Ex[V ] := E

[

V | X(0) = x
]

, (1.9)où A est un événement et V est une variable aléatoire intégrable.Ergodiité et Équilibre10



1.2. File d'attente M/M/1 FIFOLe proessus markovien (X(t)) est dit ergodique si
lim
t→∞

Py(X(t) = x) = π(x), ∀x, y ∈ X ,où π est une probabilité sur l'espae d'états X . Cette quantité π(x) peut être interprétée ommela fréquene relative que le proessus (X(t)) visite l'état x.Supposons maintenant que la haîne inluse admet l'unique probabilité invariante π0. Commele temps que le proessus (X(t)) reste à un état x avant une transition à un autre état est deloi exponentielle de moyenne 1/qx, la fréquene qu'il reste à un état x est proportionnelle à lafréquene que la haîne inluse visite et état multipliée par 1/qx :
π(x) ∝ π0(x)

1

qx
. (1.10)En remplaçant (1.10) et (1.7) dans (1.4), on obtient

π(x)
∑

y 6=x

q(x, y) =
∑

y 6=x

π(y)q(y, x), ∀x ∈ X . (1.11)Ce sont les équations de balane globale pour le proessus markovien (X(t)). Ces équationssont équivalentes à
∑

y∈X

π(y)q(y, x) = 0, ∀x ∈ X

⇐⇒ πtQ = 0,où πt est le veteur de ligne représentant la probabilité π.Si π satisfait les équations de balane globale (1.11), π est appelée la probabilité invariantedu proessus de Markov (X(t)). Dans e as, si X(0) suit la loi π, X(t) suit aussi ette loi πpour tout t ≥ 0, et de plus, pour tout s ≥ 0,
(X(s + t), t ≥ 0)

dist.
= (X(t), t ≥ 0).Alors (X(t)) est un proessus de Markov stationnaire et π est sa distribution stationnaire.Dans la setion suivante, on onsidérera un exemple fondamental d'un proessus de Markov,il s'agit d'une �le d'attente M/M/1.1.2 File d'attente M/M/1 FIFOEn 1909, Erlang a publié le premier artile dans la théorie de �les d'attente [Erl09℄. Dans etravail, Erlang a utilisé la théorie des probabilités pour dimensionner les onversations télépho-niques, à savoir il a alulé la probabilité qu'un ertain nombre d'appels soient engendrés dansun ertain intervalle de temps et le délai de répondre à un appel.Ensuite, en 1953, une notation a été introduite par Kendall pour lassi�er les �les d'attenteen di�érents types [Ken53℄. Ainsi, une �le d'attente est notée par A/B/C/D ave 11



Chapitre 1. Préliminaires� A : Distribution des intervalles d'inter-arrivée.� B : Distribution des demandes de servie.� C : Nombre de serveurs.� D : Nombre maximal de lients dans le système à un instant quelonque.
A et B peuvent être un des types de distribution suivants :� M : Distribution exponentielle - Markovien.� D : Distribution déterministe.� Ek : Distribution d'Erlang, .à.d. une somme de k variables aléatoires exponentielles.� G : Distribution générale - Distribution arbitraire.Dans ette setion, on onsidérera la �le M/M/1 où les intervalles d'inter-arrivée sont expo-nentiels, les demandes de servie le sont aussi et il n'y a qu'un serveur dans le système.ModèleOn onsidère une �le d'attente de type M/M/1 :Arrivées poisonniennes. Les lients arrivent à la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité

ν, .à.d. les intervalles entre les instants d'arrivée sont i.i.d. de loi exponentielle de moyenne ν−1,notée exp(ν). On appelle ν le taux d'arrivée de lients dans la �le.Servie exponentiel. Les lients demandent des servies aléatoires i.i.d. de loi exponentielle demoyenne µ−1, notée exp(µ). On appelle µ le taux de servie.Disipline de servie. La �le dispose d'un seul serveur de apaité unitaire, dont la disiplinede servie est Permier Arrivé Premier Servi (First In First Out - FIFO) : e serveur donne toutesa apaité au plus anien lient.L'évolution du système peut être représentée par un proessus de sauts dont les transitionspossibles sont une arrivée d'un nouveau lient à la �n de la �le ou un départ du lient en tête dela �le s'il y a au moins un lient dans la �le (Figure 1.6).Ii on ne s'intéresse qu'au nombre de lients présents dans la �le. Comme les intervalles d'inter-arrivée et les demandes de servie sont tous exponentiels, le proessus représentant e nombre delients est un proessus de Markov d'une haîne inluse homogène, qui est une marhe aléatoiresur l'ensemble des nombres naturels N (voir la Figure 1.7).
Fig. 1.6 � Arrivée et départ dans une �le M/M/1 FIFO.Notations12



1.2. File d'attente M/M/1 FIFO
ν+µ

ν
ν+µ

µ

k−10 1 k+1k

1

Fig. 1.7 � Graphe de la haîne inluse du proessus de sautsreprésentant une �le M/M/1 FIFO.État de la �le : Le nombre de lients n. L'espae d'états est alors l'ensemble des nombresnaturels N.Taux de harge : La proportion ρ entre le taux d'arrivée ν et le taux de servie µ :
ρ =

ν

µ
.Distribution stationnaire : L'unique mesure de probabilité π(n) (s'il existe) qui satisfait lesystème d'équations de balane globale :

π(0)ν = π(1)µ,

π(n)(ν + µ) = π(n− 1)ν + π(n+ 1)µ, ∀n ≥ 1 (1.12)Dans ette �le M/M/1, le système d'équations de balane globale est équivalent au systèmed'équations de balane détaillée suivant :
π(n)ν = π(n+ 1)µ, ∀n ≥ 0, (1.13)dont l'unique solution est à forme géométrique et ne dépend que du taux de harge ρ :
π(n) = (1 − ρ)ρn, ∀n ≥ 0, (1.14)si la ondition de stabilité est remplie :

ρ < 1. (1.15)Théorème 1.12 Dans une �le d'attente M/M/1 de taux de harge ρ,� Si ρ ≥ 1, la �le est instable et il n'existe pas de mesure de probabilité invariante.� Si ρ < 1, la �le est stable et la distribution stationnaire du nombre de lients dans la �lesuit une loi géométrique de paramètre ρ :
π(n) = (1 − ρ)ρn, ∀n ∈ N.Par onséquene, il su�t de onnaître le taux d'arrivée ν et le taux de servie µ a�n depouvoir omplètement mesurer un système M/M/1. 13



Chapitre 1. PréliminairesLe nombre moyen de lients dans la �le ne dépend que du taux de harge ρ :
E[n] =

∑

n

nπ(n) =
ρ

1 − ρ
. (1.16)Ensuite, le résultat de Little [Lit61℄ dit que le nombre moyen de lients dans un systèmestable de �les d'attente est donné par le produit de leur taux d'arivée ν et leur temps de séjourmoyen E[T ]. Alors inversement, dans e système M/M/1, le temps de séjour moyen est égal aunombre moyen de lients dans la �le divisé par le taux d'arrivée ν :

E[T ] =
E[n]

ν
=

1

µ− ν
. (1.17)Remarquons que e modèle requiert les arrivées poissonniennes et les demandes de servieexponentielles a�n d'avoir les expressions expliites i-dessus. Une question très intéressante estnaturellement posée : Y-a-t-il des disiplines de servies, des modèles de �les d'attente insensiblesà la distribution des demandes de servie, .à.d. par exemple que l'expression de la distributionstationnaire du nombre de lients dans le système ne dépend pas de la loi des demandes deservie ?Une ondition néessaire de l'insensibilité a été donnée dans [FKAS82℄. Cette ondition, ap-pelée la ondition d'attention instantanée, dit qu'il faut allouer une proportion de servie stri-tement positive au nouveau lient à son arrivée. En partiulier, dans le modèle d'une disiplinede servie FIFO, le serveur n'alloue auun servie au nouveau lient s'il y a d'autres lients àson arrivée, alors ette disipline FIFO est sensible à la distribution des demandes de servie :si les demandes de servie ne sont pas exponentielles, on n'aura plus la forme géométrique dela distribution stationnaire du nombre de lients dans la �le et dans e as, le système est trèsdi�ile à analyser.Par ontre, il existe des disiplines de servie insensibles. Parmi es disiplines, ProesseurPartager (Proessor Sharing - PS) et Dernier Arrivé Premier Servi (Last In First Out - LIFO)préemptive onsidérées par Baskett, Chandy, Muntz et Palaios [BCMP75℄ sont deux disiplinesde servie insensibles des plus onnues et importantes dans la théorie des �les d'attente. En1979, Kelly a introduit dans son travail [Kel79℄ la disipline appelée symétrique dé�nissant unelarge lasse de disiplines de servie insensibles qui ontient les deux disiplines PS et LIFOmentionées i-dessus. Dans la setion suivante, on rappellera la dé�nition de ette disipline deservie symétrique et on montrera son insensibilité par deux méthodes di�érentes dont l'une estbasée sur les demandes de servie à phases [Kel79, CMP99℄ et l'autre est basée sur la théorie desProessus Semi-Markovien Généralisé ave Réalloations (RGSMP) [CMST98, Miy93, MSS95,Sh78, Sh86, Sh78a℄.1.3 Files d'attente symétriquesDans e modèle de �le d'attente, la notion de positions (ou emplaements) dans la �le d'at-tente est employée. Si un lient trouve n lients dans la �le à son arrivée, il est plaé au ha-sard à une position l parmi n + 1 positions 1, 2, . . . , n + 1, les aniens lients aux positions14



1.3. Files d'attente symétriques
l, l + 1, . . . , n doivent alors déaler vers la �n de la �le, respetivement aux nouvelles positions
l + 1, l + 2, . . . , n + 1. Lorsqu'un lient en position l �nit son servie tandis qu'il y a n lientsdans la �le, il quitte la �le et sa plae est libérée, alors les lients aux positions l+ 1, l+ 2, . . . , n,déalent vers la tête de la �le, respetivement aux nouvelles positions l, l + 1, . . . , n− 1.ModèleOn onsidère une �le d'attente symétrique M/G/1 :Arrivées poissoniennes. Les lients arrivent à la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité
ν, .à.d. que les intervalles entre les instants d'arrivée sont i.i.d. de loi exponentielle de paramètre
ν. Positions dans la �le. À l'arrivée, si n− 1 autres lients se présentent dans la �le, le nouveaulient est plaé à la position l, l = 1, 2, . . . , n ave la probabilité δ(l, n), les aniens lients auxpositions l, l + 1, . . . , n− 1 sont respetivement déalés vers la �n de la �le, voir Figure 1.8. Cesprobabilités de positionnement δ(l, n), l = 1, . . . , n, satisfont la ondition suivante :

n
∑

l=1

δ(l, n) = 1, ∀n ≥ 1.

Fig. 1.8 � Déalages lors d'une arrivée.Disipline de servie. La �le d'attente dispose d'un seul serveur de apaité onstante 1. Si
n lients se présentent dans la �le, e serveur alloue à haque lient une proportion de servie enfontion de la position de e lient. La �le est dite symétrique si ette proportion de servie estexatement égale à la probabilité de positionnement δ(l, n) dé�nie i-dessus.Lorsqu'un lient en position l, l = 1, . . . , n, �nit son servie et quitte la �le, les lients derrièrelui sont déalés vers la tête de la �le, respetivement aux positions l − 1, . . . , n − 1, prenant laplae édée par le lient quittant, voir Figure 1.9.

Fig. 1.9 � Déalages lors d'un départ.Cette disipline de servie symétrique en inlut la disipline PS, pour laquelle
δ(l, n) =

1

n
, ∀n ≥ 1,∀l = 1, . . . , n, 15



Chapitre 1. Préliminaireset la disipline LIFO préemptive, pour laquelle
δ(1, n) = 1, ∀n ≥ 1.Remarquons tout d'abord que dans une �le d'attente symétrique, la ondition d'attentioninstantanée est satisfaite ar à son arrivée, si le nouveau lient est plaé à une ertaine position

l ave la probabilité stritement positive δ(l, n), il est alloué une proportion stritement positivede servie δ(l, n).Maintenant, pour montrer l'insensibilité d'un système, il y a plusieurs méthodes possibles,par exemple, elle des phases utilisée par Kelly, Chao, Miyazawa et Pinedo [Kel79, CMP99℄,elle de Whittle utilisant l'équivalene entre la balane partielle sur un sous-ensemble A ⊂ G etl'insensibilité à la distribution des demandes de servie des lients dans A [Whi85, Whi86℄, eten �n, l'approhe RGSMP (Proessus Semi-Markovien Généralisé ave Réalloations) élaboréepar Shassberger et Miyazawa [Sh86, Miy93℄. Remarquons que la deuxième méthode est enfait une onséquene de la troisième. Alors on étudiera la première et la troisième en montrantl'insensibilité des �les d'attente symétriques par la méthode des phases dans la Setion 1.3.1et puis par la méthode RGSMP dans la Setion 1.3.2. Ensuite, a�n de rester dans un ardremarkovien, on empruntera la méthode des phases dans la plus part des preuves de l'insensibilité.1.3.1 Méthode des phasesDemandes de servie. Dans e ontexte, on suppose que les demandes de servie sont i.i.d, maiselles suivent une loi générale arbitraire. Il est alors di�ile de trouver la distribution stationnairede la �le. A�n de franhir ette di�ulté, on suppose que es demandes de servie suivent unmélange de distributions d'Erlang [JT89, JT90a, JT90b, JT91℄, dé�ni i-dessous. Johnson etTaa�e ont montré qu'on peut approher n'importe quelle distribution de support non-négatifpar une suite de mélanges de distributions d'Erlang [JT89℄. Alors omme dans les travaux deKelly, Chao, Miyazawa et Pinedo [Kel79, CMP99℄, on peut onlure que le système est insensibleà la distribution des demandes de servie, au moins pour les mélanges de distributions d'Erlang.On peut appeler ette méthode le raisonnement ave des servies à phases.On suppose dans ette setion que les lients requièrent des servies aléatoires selon unmélange de distributions d'Erlang, .à.d. que haque demande de servie est une somme d'unnombre aléatoire de phases exponentielles de moyenne µ−1, µ > 0. Pour tout k ≥ 1, posons s(k)la probabilité que le nombre de phases de servie soit égal à k, s̄(k) la probabilité que le nombrede phases soit plus grand ou égal à k et s̄ le nombre moyen de phases. On a :
∑

k≥1

s(k) = 1,et
s̄(k) =

∑

j≥k

s(j), s̄ =
∑

k≥1

ks(k) =
∑

k≥1

s̄(k).Notons que la demande de servie moyenne est égale à s̄/µ et le taux de harge est donné par
ρ = νs̄/µ. On suppose que la �le est stable :

ρ =
νs̄

µ
< 1. (1.18)16



1.3. Files d'attente symétriquesMaro-état. Soit n le nombre de lients présents dans la �le. On s'aperçoit que e maro-étatne su�t pas pour dérire l'évolution du système entier. Il faut onsidérer de plus les phases deservie de tous les lients a�n d'avoir un proessus markovien dérivant le système.Miro-état. Posons xl la phase de servie du lient en position l, le miro-état de la �le estdé�ni par le veteur de ligne x = (x1, . . . , xn). Par exemple, x2 = 3 veut dire que le lient enposition 2 est à sa troisième phase de servie. On a : n = |x|, où |x| signi�e la longueur du veteur
x. Par onvention, posons x = ∅ et n = |∅| = 0 si la �le est vide.L'espae de miro-états est l'ensemble X = {∅}∪{x = (x1, . . . , xn) : n ≥ 1, xi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n}.Notons X (n) = {x : |x| = n} l'ensemble des miro-états orrespondants au même maro-état
n. Pour tous x ∈ X (n) et l = 1, . . . , n + 1, notons T k,lx le miro-état obtenu à partir de x enajoutant un lient en kème phase de servie à la position l dans la �le suivant la règle de déalagedé�nie auparavant. De même, pour tous x ∈ X (n) et l = 1, . . . , n, notons Tlx le miro-étatobtenu à partir de x en e�açant le lient en position l.Théorème 1.13 Dans une �le d'attente symétrique stable (1.18), la distribution stationnaire duproessus markovien dérivant le miro-état est donnée par l'expression expliite suivante :

π(x) = (1 − ρ)

(

ν

µ

)n n
∏

l=1

s̄(xl), ∀x ∈ X .Preuve. Les transitions de e proessus markovien sont nulles à part les transitions suivantes :� Arrivée d'un nouveau lient à la position l, menant la �le de l'état x à l'état T 1,lx :
q(x, T 1,lx) = νδ(l, n + 1), l = 1, . . . , n + 1.� Changement de phase de servie du lient en position l, menant la �le de l'état x à l'état

x+ el, où el désigne le veteur unitaire de dimension n dont la lème omposante est égaleà 1 et les autres sont nulles :
q(x, x+ el) = µδ(l, n)

s̄(xl + 1)

s̄(xl)
, l = 1, . . . , n.� Départ du lient en position l, menant la �le de l'état x à l'état Tlx :

q(x, Tlx) = µδ(l, n)
s(xl)

s̄(xl)
, l = 1, . . . , n.À partir de es probabilités de transition, on peut véri�er sans di�ulté les équations debalane partielle pour la soure :

π(x)q(x, T 1,lx) =
∑

d≥1

π(T d,lx)q(T d,lx, x), ∀x ∈ X , l = 1, . . . , n+ 1, 17



Chapitre 1. Préliminaireset elles pour la position l :
π(x)

(

q(x, x+ el) + q(x, Tlx)
)

= π(Tlx)q(Tlx, x) + π(x− el)q(x− el, x),pour tous x 6= ∅ et l = 1, . . . , n.Ces équations de balane partielle assurent le système d'équations de balane globale :
π(x)

∑

y∈X

q(x, y) =
∑

y∈X

π(y)q(y, x).Et e système d'équations de balane globale montre que π est bel et bien la distribution sta-tionnaire du proessus markovien représentant le miro-état de la �le symétrique.
�Corollaire 1.14 Dans une �le d'attente symétrique stable, si les demandes de servie sont i.i.d.de loi mélange de distributions d'Erlang, la distribution stationnaire du nombre de lients est àforme géométrique et donnée par :

π′(n) = (1 − ρ)ρn, n ≥ 0.Preuve. En sommant sur tout x ∈ X (n), on obtient l'expression de π′ :
π′(n) =

∑

x∈X (n)

π(x)

=
∑

x1,...,xn

(1 − ρ)

(

ν

µ

)n n
∏

l=1

s̄(xl)

= (1 − ρ)

(

ν

µ

)n

s̄n

= (1 − ρ)ρn.

�Remarquons que l'expression de la distribution stationnaire du nombre de lients ne dépendpas des paramètres s, s̄ du mélange de distributions d'Erlang. Le système est don insensible àla distribution des demandes de servie, au moins pour les mélanges de distributions d'Erlang,la distribution stationnaire du nombre de lients est à forme géométrique et ne dépend que dutaux de harge ρ :
π′(n) = (1 − ρ)ρn, n ≥ 0.Le nombre moyen de lients dans la �le est alors donné par

E[n] =
ρ

1 − ρ
,et le temps de séjour moyen d'un lient est donné par

E[T ] =
s̄

µ(1 − ρ)
.18



1.3. Files d'attente symétriquesCorollaire 1.15 (Temps de séjour onditionnel) Le temps de séjour moyen d'un lient estproportionnel au nombre de phases de servie qu'il demande k et est donné par :
k

µ(1 − ρ)
.Preuve. Notons Nl le nombre de lients en lème phase de servie dans la �le. À partir del'expression expliite de la distribution stationnaire π dans le Théorème 1.13, on peut déterminerla loi de ette v.a. Nl :

P(Nk = m) =
∑

n≥m

P(Nk = m et |x| = n)

=
∑

n≥m

(1 − ρ)
(ν

µ

)n
(

n

m

)

s̄(l)m
(

s̄− s̄(l)
)n−m

=
(

1 −
s̄(l)ν/µ

1 − ρ+ s̄(l)ν/µ

)( s̄(l)ν/µ

1 − ρ+ s̄(l)ν/µ

)m

, ∀m ≥ 0.Le nombre moyen de lients en lème phase dans la �le est don donné par
E[Nl] =

s̄(l)ν

µ(1 − ρ)
.D'après la loi de Little, le temps moyen qu'un lient soit dans sa lème phase de servie sahantqu'il demande au moins l phases est donné par

E[Nl]

νs̄(l)
=

1

µ(1 − ρ)
.Remarquons que ette quantité ne dépend pas de la phase l. Alors sahant qu'un lient demande

k phases de servie, sont temps de séjour moyen est donné par :
k

µ(1 − ρ)
.

�En onsidérant les phases in�nitésimales, .à.d. µ−1 → 0, on peut approher n'importe quelledemande de servie onstante r. Et on peut déduire que le temps de séjour moyen d'un lientest proportionnel à sa demande de servie r et est donné par
r

1 − ρ
.1.3.2 Méthode des proessus semi-markoviens généralisésDans la setion préédente, on a vu la méthode des phases utilisant l'approhe d'une loi arbi-traire de support non-négatif par des mélanges de distributions d'Erlang pour démontrer l'insen-sibilité des �les d'attente simples et ultérieurement pour démontrer l'insensibilité des réseaux de�les d'attente. Dans la théorie de l'insensibilité, il y une autre méthode, dite méthode des proes-sus semi-markoviens généralisés (GSMP) [CMST98, Miy93, MSS95, Sh78, Sh86, Sh78a℄ pourdémontrer l'insensibilité de systèmes semi-markoviens généralisés ave des lasses de lients. 19



Chapitre 1. PréliminairesLa notion de GSMP a été introduite par K. Matthes en 1962 [Mat64℄ et a été ensuite déve-loppée par P. Franken, D. König et R. Shassbeger [FKAS82, Sh77, Sh78b, Sh78, Sh86℄. Ils'est avéré que même si ette notion permettait d'étudier l'insensibilité de plusieurs modèles, ellen'était en revanhe pas apable de représenter les plus simples �les d'attente dont l'insensibilitéétait onnue. Même la �le M/GI/∞ éhappait aux GSMP [Sh86℄.A�n de modéliser les réseaux de �les d'attente usuelles, une extention de GSMP a été proposéepar Shassberger et Miyazawa [Sh86, Miy93℄. Il s'agit de la notion de RGSMP (Proessus Semi-Markovien Généralisé ave Réalloations). Dans ette setion, on étudiera ette notion et sonappliation à une �le d'attente symétrique simple.Notations de baseSoient G, S et D trois ensembles dénombrables. Les éléments de G, S et D sont appelésrespetivement maro-état, emplaement et type d'horloge. Dans le modèle d'une �le d'attentesymétrique, on a respetivement :Maro-états : n - le nombre de lients dans la �le. L'espae des maro-états est G = N.Emplaements : une position l > 0, représentant le lient à ette position dans la �le, et laposition virtuelle 0 représentant l'arrivée dans la �le. L'ensemble des emplaements est S = N.À haque maro-état n ∈ G est assoié un sous-ensemble �ni A(n) ∈ G appelé l'ensemble desemplaements atifs, .à.d. des emplaements qui peuvent délenher une transition à l'état n.Dans la �le symétrique, e sous-ensemble A(n) est {0, 1, . . . , n} où l'emplaement 0 représente laprohaine arrivée dans la �le et les emplaements 1, . . . , n représentent les n lients dans la �le.Types d'horloge : Chaque emplaement atif l ∈ A(n) possède une horloge dont le type est notépar τ(l, n). Le type d'horloge détermine la distribution du temps de séjour nominal de l'horlogeorrespondant, ou enore la distribution de la demande de servie du lient orrespondant dansla �le symétrique.Dans la �le symétrique, la position 0 possède un type d'horloge indépendant du maro-état
n, appelons a e type d'horloge. De même, le type d'horloge des autres positions est indépendantde l'état n, appelons b e type d'horloge :

τ(0, n) = a, ∀n ≥ 0, et τ(l, n) = b, ∀n ≥ 1, l = 1, . . . , n,ar les intervalles entre les arrivées suessives sont i.i.d. et les demandes de servie sont aussii.i.d. dans notre exemple d'une �le symétrique.Transitions de maro-étatsÀ haque emplaement, il y a une horloge déomptant le temps de séjour nominal résiduel.Dans la �le symétrique simple, le temps de séjour résiduel de la position virtuelle 0 est réduitave la vitesse onstante c(0, n) = 1 et elui de la position l, l = 1, . . . , n, est réduit ave lavitesse c(l, n) = δ(l, n). Pour simpli�er les notations, notons δ(0, n) la vitesse onstante 1, alors
c(l, n) = δ(l, n) pour tous n ≥ 0 et l = 0, . . . , n.20



1.3. Files d'attente symétriquesDans le modèle d'une �le d'attente symétrique, il n'y a que deux types de transitions, or-respondant à deux types d'horloge :Arrivée. Pour le type d'horloge a, si l'horloge à l'emplaement 0 s'épuise, une arrivée auralieu : une nouvelle horloge sera réée à et emplaement 0 déterminant le prohain instantd'arrivée et une autre horloge sera réée à un ertain emplaement, déomptant le temps deséjour nominal du lient qui vient d'arriver. Dans la �le symétrique, ette dernière horloge estplaée à l'emplaement l ave la probabilité δ(l, n + 1), l = 1, . . . , n+ 1.Le nouveau maro-état sera n + 1 et l'ensemble des emplaements atifs sera A(n + 1) =
{0, 1, . . . , n+1}. Notons que le déalage des aniens lients orrespond à une réalloation bijetived'horloges :

Γ(n,U,n+1,U ′) : A(n) \ U −→ A(n+ 1) \ U ′, (1.19)où U := {0} est l'ensemble des emplaements des horloges qui se sont épuisées et U ′ := {0, l} estl'ensemble des emplaements des nouvelles horloges, de telle sorte que le type de haque horlogereste inhangé :
τ(l′, n + 1) = τ(Γ−1

(n,U,n+1,U ′)
(l′), n), ∀l′ ∈ A(n+ 1) \ U ′ (1.20)Dans notre modèle d'une �le symétrique :

Γ(n,U,n+1,U ′)(l
′) =

{

l′ si 1 ≤ l′ ≤ l − 1
l′ + 1 si l ≤ l′ ≤ net le type de es horloges reste égal à b.Le taux de ette transition est donné par

p(n,U, n + 1, U ′) = δ(l, n + 1).Départ. Pour le type d'horloge b, si l'horloge à l'emplaement l, l = 1, . . . , n, s'épuise, undépart aura lieu : le maro-état sera n− 1, l'ensemble des emplaements atifs deviendra A(n−
1) = {0, . . . , n − 1}. L'ensemble des emplaements des horloges qui s'épuisent sera U = {l} etauune nouvelle horloge ne sera réée dans ette transition : U ′ = ∅. Le déalage des autreslients orrespond à une réalloation bijetive d'horloges similaire :

Γ(n,U,n−1,U ′) : A(n) \ U −→ A(n− 1) \ U ′,ave
Γ(n,U,n−1,U ′)(l

′) =

{

l′ si 0 ≤ l′ ≤ l − 1
l′ − 1 si l + 1 ≤ l′ ≤ nla ondition (1.20) est toujours remplie ar le type d'horloges réallouées reste toujours égal à b.Dans e as, le taux de transition est égal à la onstane 1 :

p(n,U, n− 1, U ′) = 1. 21



Chapitre 1. PréliminairesOn appelle le modèle formalisé i-dessus un Shéma Semi-Markovien Généralisé ave Réal-loations (RGSMS).Notons X(t) le maro-état du système à l'instant t, alors le proessus stohastique {X(t); t ≥
0} n'est markovien que dans peu de as, à savoir, lorsque tous les temps de séjour nominauxsont indépendants et suivent des lois exponentielles. Ainsi, il faut en général onsidérer desinformations supplémentaires a�n de dérire omplètement l'évolution du système.Pour tout type d'horloge d ∈ D, notons Fd la fontion de distribution du temps de séjournominal des horloges de type d. On suppose que

Fd(0+) = 0 et µ−1
d :=

∫ ∞

0
(1 − Fd(u))du <∞, ∀d ∈ D, (1.21)et que les temps de séjour nominaux sont indépendants. Dans notre modèle d'une �le symétrique,on a les moyennes :

µ−1
a = ν−1 et µ−1

b = µ−1.Pour X(t) = n et pour toute l ∈ A(n), notons Rl(t) le temps de séjour nominal résiduelde l'horloge à l'emplaement l à l'instant t et Y (t) = (Rl(t); l ∈ A(X(t))). Posons Z(t) =
(X(t), Y (t)) le miro-état du système à l'instant t.Dans un premier temps, supposons que tous les temps de séjour nominaux suivent des loisexponentielles. Alors le proessus {X(t); t ≥ 0} est markovien et dans e as, une mesure deprobabilité π(n) est la distribution stationnaire du proessus markovien {X(t)} si et seulementsi π est solution du système d'équations de balane globale :

(

∑

l∈A(n)

c(l, n)µτ(l,n)

)

π(n) =
∑

n′∈G

∑

l′∈A(n′)

∑

U⊂A(n)

c(l′, n′)µτ(l′,n′)π(n′)p(n′, U ′, n, U), (1.22)pour tout n ∈ G, où l'ensemble U ′ se ompose d'un seul emplaement l′ orrespondant à l'horlogeépuisée.D'ailleurs, la ondition :
∑

n∈G

∑

l∈A(n)

c(l, n)µτ(l,n)π(n) <∞ (1.23)est néessaire et su�sante pour que la haîne inluse du proessus {X(t)} onsidéré aux instantsde saut soit réurrente positive.Dans e as exponentiel, les équations de balane globale (1.22) pour une �le symétrique sontéquivalentes à elles pour une �le d'attente M/M/1, elles admettent une unique solution :
π(n) = (1 − ρ)ρn, ∀n ∈ G, (1.24)où ρ = ν/µ désigne le taux de harge de la �le.Ensuite, retournons au as général ave une famille de distributions arbitraires des demandesde servie {Fd, d ∈ D}. On onsidérera de plus un système d'équations de balane, appelé le22



1.3. Files d'attente symétriquessystème d'équations de balane loale. A�n de dé�nir e système, notons D′ ⊂ D le sous-ensemblede types d'horloge tel que Fd soit exponentielle pour tout d ∈ D′, et notonsD′′ = D\D′ l'ensembleomplémentaire de types d'horloge tel que Fd soit une fontion de distribution arbitraire pourtout d ∈ D′′. Et puis pour tout n ∈ G, notons A′′ = {l : l ∈ A(n), τ(l, n) ∈ D′′} l'ensemble desemplaements atifs dont le type d'horloge est dans D′′. Alors le système d'équations de balaneloale est donné par :
c(l, n)µτ(l,n)π(n) =

∑

n′∈G

∑

l′∈A(n′)

∑

U :l∈U

c(l′, n′)µτ(l′,n′)π(n′)p(n′, l′, n, U), (1.25)pour tous n ∈ G et l ∈ A′′(n).Littéralement, es équations de balane loale veulent dire que le �ux de probabilité orres-pondant à la mort d'une horloge quelonque dans le maro-état n est égal au �ux de probabilitéorrespondant à la naissane de ette horloge menant le système au même état n.Jansen, König, Miyazawa et Shassberger [KJ77, Miy93, Sh78℄ ont montré que les équationsde balane globale, la réurrene positive et les équations de balane loale dé�nies i-dessus sontnéessaires et su�santes pour la déomposabilité en forme produit de la distribution stationnairedu proessus {Z(t)}.Proposition 1.16 Soit {π(n), n ∈ G} une mesure de probabilité. Alors π satisfait les onditions(1.22), (1.23) et (1.25) si et seulement si la distribution stationnaire du proessus {Z(t)} est :
P

(

X(t) = n,Rl(t) ≤ xl; l ∈ A(n)

)

= π(n)
∏

l∈A(n)

F
(r)
τ(l,n)(xl) (1.26)et l'intensité du proessus pontuel onsidéré aux instants de sauts de {Z(t)} est �nie, où F (r)

d (x)est donnée par µd

∫ x

0 (1−Fd(u))du. Dans e as, on dit que la distribution stationnaire de {Z(t)}est déomposable en forme produit.Remarque 1.1 Si le système est déomposable en forme produit, la mesure de probabilité π,solution des systèmes d'équations de balane (1.22) et (1.25), est la distribution stationnaire dunombre de lients dans le système. Cette distribution stationnaire ne dépend des fontions dedistribution {Fd, d ∈ D′′} qu'à travers leurs moyennes {µ−1
d , d ∈ D′′} et on dit que le système estinsensible par rapport à l'ensemble D′′.Cette remarque est simplement déduite de la Proposition 1.16 en faisant tendre les xl vers ∞dans l'expression (1.26). Notons que la déomposabilité implique l'insensibilité à la distributiondes temps de séjour nominaux mais la réiproque est fausse. On peut trouver dans la Setion 2.4.2un exemple intéressant d'une �le d'attente ave un nombre �ni de plaes où l'on a l'insensibilitémais pas la déomposabilité.Appliquons maintenant es résultats pour notre modèle d'une �le d'attente symétrique ave

D′′ = {1, . . . , n}. Cet ensemble représente tous les lients dans la �le, on suppose que la position23



Chapitre 1. Préliminairesvirtuelle 0 possède une horloge exponentielle, .à.d. que le proessus d'arrivées est de Poisson.La mesure de probabilité π(n) = (1 − ρ)ρn dé�nie en (1.24) satisfait la ondition de réurrenepositive (1.23) :
νπ(0) +

∑

n≥1

(ν + µ)π(n) <∞.On observe que la vitesse c(l, n) de l'horloge en position l est égale à la probabilité detransition p(n − 1, {0}, n, {0, l}), grâe à la symétrie de la �le. Alors les équations de balaneloale (1.25) sont remplies :
µc(l, n)π(n) = νp(n− 1, {0}, n, {0, l})π(n − 1), ∀n ∈ G, l ∈ A′′(n).D'après la Proposition 1.16, dans une �le d'attente symétrique, la distribution stationnairedu proessus markovien dérivant le miro-état de la �le est déomposable en forme produit. Etpar onséquene, d'après la Remarque 1.1, la distribution stationnaire du nombre de lients estla mesure de probabilité π, indépendamment de la distribution des demandes de servie. Don,la �le symétrique est insensible à la distribution des demandes de servie.1.4 Réseaux de �les d'attenteOn a étudié les �les d'attente simples ommes les �les M/M/1 et les �les symétriques. Maisen pratique, on renontre souvent un réseau de �les d'attente et pas une �le d'attente simple.Imaginons que les �les d'attente sont onnetées d'une ertaine manière. Considérons par exempleune �le PS et une �le LIFO préemptive en tandem, voir Figure 1.10.

PS LIFOFig. 1.10 � Réseau d'une �le PS et une �le LIFO préemptive en tandem.Dans e réseau simple de deux �les d'attente, les lients arrivent à la première �le, y de-mandent des servies i.i.d. de loi arbitraire et partagent équitablement la apaité totale de ette�le. Une fois qu'ils �nissent leur servie à la première �le, ils ontinuent leur route à la deuxième�le, et enore une fois, ils demandent des servies de loi arbitraire, mais dans ette deuxième �le,le dernier lient est servi ave la apaité totale avant de quitter le réseau. Comme les disiplinesPS et LIFO préemptive font partie des disiplines symétriques, elles sont insensibles. Ce faitimplique-t-il l'insensibilité du réseau de deux �les PS et LIFO préemptive en tandem?On onsidérera dans ette partie des réseaux de �les d'attente, en partiulier, des réseaux deJakson et des réseaux de Whittle. On montrera l'insensibilité des réseaux de Whittle de �les PSet puis la ondition néessaire et su�sante de l'insensibilité d'un réseau de Jakson de �les PSave apaités de servie dépendantes de l'état.24



1.4. Réseaux de �les d'attente1.4.1 Réseaux de JaksonDans ette partie, la dé�nition des réseaux de Jakson de �les d'attente M/M/1 sera donnéeet quelques notations seront introduites. En partiulier, on trouvera ii la dé�nition du routagede Jakson, des équations de tra� et des apaités de servie dépendantes de l'état du réseau.Considérons un réseau ouvert de I �les d'attente :Arrivées. À haque �le i, les lients arrivent suivant un proessus de Poisson d'intensité νi.Demandes de servie. Les lients dans la �le i demandent des servies exponentiels i.i.d. demoyenne 1/µi, i = 1, . . . , I.Routage de Jakson. Après l'aomplissement de servie à la �le i, un lient est dirigé vers la�le j ave la probabilité de routage pij et quitte le réseau ave la probabilité pi = 1 −
∑I

j=1 pij.Un exemple de routage de Jakson est illustré dans la Figure 1.11.
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Fig. 1.11 � Routage de Jakson.Équations de tra�. Le taux d'arrivée e�etif λi à la �le i est alors dé�ni par les équations detra� :
λi = νi +

I
∑

j=1

λjpji, i = 1, . . . , I. (1.27)Dans la suite, on suppose que es équations de tra� admettent une unique solution (λ1, . . . , λI).Supposons de plus que tous les lients viennent d'une soure unique. En sommant les équationsde tra� (1.27), on obtient don une nouvelle équation de tra� pour ette soure :
I
∑

i=1

νi =

I
∑

i=1

λipi.On parlera ultérieurement aussi des équations de balane partielle pour ette soure.Le modèle dé�ni i-dessus est appelé un réseau de Jakson de �les d'attente M/M/1.Notons ρi = λi/µi le taux de harge de la �le i. 25



Chapitre 1. PréliminairesÉtat du réseau. Notons ni le nombre de lients dans la �le i et n = (n1, . . . , nI) l'état duréseau. Alors l'espae d'états est G = N
I .Capaités unitaires. Dans e modèle de réseau de Jakson, supposons que la apaité deservie de haque �le est égale à 1.Comme le proessus d'arrivée est poissonnien et les demandes de servie sont i.i.d. de loiexponentielle, le proessus stohastique (X(t), t ≥ 0

) dérivant l'évolution du nombre de lientsà haque �le est un proessus markovien. Soit ei le veteur unitaire dont la ième omposante estégale à 1 et les autres sont nulles. Alors lorsque le réseau est dans l'état n, les taux de transitionsont nuls à part les trois transitions suivantes :� une arrivée à la �le i menant le réseau à l'état n+ ei ave le taux de transition
q(n, n+ ei) = νi, n ∈ G,� un départ de la �le i menant le réseau à l'état n− ei ave le taux de transition

q(n, n− ei) = φi(n)µipi, ni ≥ 1,� un mouvement d'un lient à la �le i vers la �le j menant le réseau à l'état n− ei + ej avele taux de transition
q(n, n− ei + ej) = φi(n)µipij, ni ≥ 1.Alors π est la distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le si et seulement sielle remplit les équations de balane globale :

π(n)

I
∑

i=1

(νi + µi) =

I
∑

i=1

π(n − ei)νi +

I
∑

i=1

π(n+ ei)µipi +
∑

i,j

π(n− ei + ej)µjpji,pour tout n ∈ G. À partir d'ii, on note par onvention π(n) = 0 si n n'est pas dans l'espaed'états G.Capaités de servie dépendantes de l'état du réseau.Les réseaux de �les d'attente peuvent représenter des réseaux de données arbitraires. Laapaité d'une �le dans e as orrespond à la bande passante allouée aux �ots de données surune route partiulière dans le réseau de données. Alors es �ots doivent partager les liens deonnexion ommuns ave les autres �ots de la même route et aussi ave les �ots d'autres routes.Par onséquene, la apaité de servie d'un noeud dépend en général du nombre de lients àhaque noeud. D'où l'importane et l'intérêt d'étudier les réseaux de �les d'attente ave apaitésde servie dépendantes du nombre de lients à haque �le.Supposons maintenant que la apaité de haque �le d'attente i est une fontion φi(n) dé-pendante de l'état du système n. Supposons que φi(n) > 0 si et seulement si ni > 0.26



1.4. Réseaux de �les d'attenteDans e nouveau réseau ave apaités de servie dépendantes de l'état, π est la distributionstationnaire du nombre de lients à haque �le si et seulement si elle remplit les équations debalane globale :
π(n)

I
∑

i=1

(

νi + φi(n)µi

)

=
I
∑

i=1

π(n− ei)νi +
I
∑

i=1

π(n + ei)φi(n+ ei)µipi

+
∑

i,j

π(n− ei + ej)φj(n− ei + ej)µjpji, (1.28)pour tout n ∈ G.1.4.2 Réseaux de Whittle.Une lasse partiulière de réseaux de �les d'attente, onnue sous le nom de réseaux de Whittle[Ser99℄, est aratérisée par la propriété d'équilibre suivante.Dé�nition 1.17 Les apaités de servie dans un réseau de �les d'attente sont dites équilibréessi :
φi(n)φj(n− ei) = φj(n)φi(n − ej), i, j = 1, . . . , I : ni > 0, nj > 0.Soit < n,n − ei1 , . . . , n − ei1 − . . . − eim−1

, 0 > un hemin diret de l'état n à l'état 0, delongueur m où m = n1 + . . . + nI donne le nombre total de lients dans l'état n. La propriétéd'équilibre impose que l'expression
Φ(n) =

1

φi1(n)φi2(n− ei1) . . . φim(n− ei1 − . . .− eim−1
)

(1.29)est indépendante du hemin onsidéré. En partiulier, les apaités φi(n) sont exlusivementaratérisées par la fontion d'équilibre Φ :
φi(n) =

Φ(n− ei)

Φ(n)
, i = 1, . . . , I, xi > 0. (1.30)Réiproquement, s'il existe une fontion Φ telle que les apaités satisfont (1.30), es apaitéssont équilibrées. On dit que es apaités sont équilibrées par la fontion Φ.On a le résultat lef suivant.Théorème 1.18 Dans un réseau de Whittle, la distribution stationnaire du nombre de lients àhaque �le est à forme produit et donnée par :

π(n) = CΦ(n)

I
∏

i=1

ρni

i , n ∈ G, 27



Chapitre 1. Préliminairessi le réseau est stable, 'est à dire
∑

n∈G

Φ(n)
I
∏

i=1

ρni

i <∞,et C est la onstane de normalisation :
C =

(

∑

n∈G

Φ(n)
I
∏

i=1

ρni

i

)−1
.Preuve. La démonstration onsiste à véri�er les équations de balane partielle pour la soure :

π(n)

I
∑

i=1

νi =

I
∑

i=1

π(n + ei)φi(n+ ei)µipi, ∀n ∈ G,et elles pour haque �le i, i = 1, . . . , I :
π(n)φi(n)µi = π(n − ei)νi +

I
∑

j=1

π(n− ei + ej)φj(n− ei + ej)µjpji, ∀n ∈ G.En tenant en ompte que les apaités φi(n) sont équilibrées par la fontion Φ(n), es équa-tions de balane partielle sont équivalentes aux équations de tra�, respetivement :
I
∑

i=1

νi =

I
∑

i=1

λipi,et
λi = νi +

I
∑

j=1

λjpji.

�1.4.3 Insensibilité de la disipline PSLes �les d'attente PS ont été traditionnellement utilisées pour dérire des systèmes multi-aès d'ordinateurs [Kle75℄, ou enore pour dérire le proessus de fontionnement d'une unitéentrale de traitement dans un ordinateur, où les tâhes partagent équitablement la apaité deette unité entrale. On peut voir ultérieurement dans le Chapitre 4 que es �les PS sont utiliséesréemment dans les réseaux de donnée pour modéliser les liens de onnexion dont les apaitéssont partagées équitablement par les �ots de données qui passent par es liens [BFBP+01, BM01,BP02a, BPRR01, MR00, BT07a℄.Dans ette setion, on onsidérera les réseaux de �les PS ave routage de Jakson et aveapaités dépendantes de l'état. On montrera tout d'abord l'insensibilité des réseaux de Whittlede �les PS et ensuite, on remontrera qu'un réseau de �les PS est insensible si et seulement s'il28



1.4. Réseaux de �les d'attentes'agit d'un réseau de Whittle de �les PS. Cette équivalene ont été établie par Bonald et Proutièreen 2002 [BP02b℄.D'après le Théorème 1.18, les réseaux de Whittle sont insensibles aux taux d'arrivée, aux tauxde servie et aux probabilités de routage, .à.d. que la distribution stationnaire du proessusmarkovien dérivant l'état du système n ne dépend de es quantités qu'à travers les taux deharge ρ1, . . . , ρI .Les réseaux de Whittle sont aussi onnus pour être insensibles à la distribution des demandesde servie. Pour la lasse des distributions de Cox, qui forme un sous-ensemble dense de l'ensemblede toutes les distributions de variables aléatoires positives, ette propriété est une onséquenedirete du résultat suivant.Proposition 1.19 Considérons un réseau de �les PS tel que la apaité totale de deux �les, parexemple, 1 et 2, ne dépend des nombres de lients présents à es �les qu'à travers leur somme etest partagée équitablement à leurs lients, .à.d. que
φ1(n)

n1
=
φ2(n)

n2
=
φ1(n) + φ2(n)

n1 + n2
, n1 > 0, n2 > 0.Alors les apaités φ1, . . . , φI sont équilibrées par la fontion Φ si et seulement si les fontions

φ1 + φ2, φ3, . . . , φI sont équilibrées par Φ̃, ave
Φ(n) =

(

n1 + n2

n1

)

Φ̃(ñ), ñ = (n1 + n2, n3, . . . , nI).Preuve. La démonstration est déduite diretement de la aratérisation de la propriété d'équi-libre (1.30).
�Considérons un réseau de Whittle tel que la apaité totale de deux �les, par exemple, 1 et2, ne dépend des nombres de lients présents à es �les qu'à travers leur somme et est partagéeéquitablement à leurs lients. D'après la Proposition 1.19 et le Théorème 1.18, la distributionstationnaire du proessus markovien dérivant l'état du système est donnée par

π(n) = C

(

n1 + n2

n1

)

Φ̃(ñ)

I
∏

i=1

ρni

i ,où C est la onstane de normalisation.En partiulier, la distribution stationnaire π̃ des nombres de lients aux �les 1 + 2, 3, . . . , Iest donnée par
π̃(ñ) = CΦ̃(ñ)(ρ1 + ρ2)

n1+n2

I
∏

i=3

ρni

i , (1.31)où C est la onstane de normalisation.Considérons maintenant un réseau de Whittle où les distributions exponentielles des de-mandes de servie sont remplaées par une distribution de Cox de ki phases exponentielles i.i.d.29



Chapitre 1. Préliminairesd'une même moyenne. Alors la �le d'attente i ave les demandes de servie de distribution deCox de ki phases est équivalente à un réseau linéaire de ki �les PS ave les demandes de servieexponentielles. De plus, la apaité totale de es ki �les ne dépend des nombres de lients pré-sents à es �les quà travers leur somme et est partagé équitablement à tous les lients. D'après laProposition 1.19, 'est enore un réseau de Whittle ave les apaités équilibrées. Alors d'aprèsla propriété que l'on vient d'établir (1.31), la distribution stationnaire du nombre de lients àhaque �le dans notre réseau initial reste inhangée.En onlusion, les réseaux de Whittle sont insensibles aux distributions des demandes deservie, au moins pour la lasse des distributions de Cox.Dans la suite, on établira la ondition néessaire et su�sante pour qu'un réseau de Jaksonde �les PS ave apaités dépendantes de l'état soit insensible à la distribution des demandes deservie.Théorème 1.20 Un réseau de �les PS est un réseau de Whittle si et seulement si la distributionstationnaire du nombre de lients à haque �le n reste inhangée lorsque les lients demandentdes servies de loi hyperexponentielle de paramètre θi et de moyenne 1/µi, .à.d. un servieexponentiel de moyenne 1/θi × 1/µi ave la probabilité θi et un servie nul ave la probabilité
1 − θi, pour tous i et 0 < θi < 1.Preuve. On a montré auparavant qu'un réseau de Whittle est insensible à la distribution desdemandes de servie. Dans un réseau de Whittle, la distribution stationnaire de l'état n n'estdon pas hangée lorsque les lients demandent des servies hyperexponentiels au lieu des serviesexponentiels.Il ne nous reste plus qu'à démontrer le sens inverse. Supposons que la distribution stationnairedu nombre de lients à haque �le est inhangée lors que les lients demandes des servieshyperexponentiels. On montrera que les apaités φi(n) sont équilibrées a�n de onlure que leréseau est de Whittle.Lors que les demandes de servie sont hyperexponentielles, le système est équivalent à unnouveau réseau de �le PS ave les demandes de servie exponentielles de moyenne 1/θiµi aveles nouveaux taux d'arrivée et ave le nouveau routage :� Taux d'arrivée : ν̄i = θiνi.� Routage : p̄ij = θjpij +

∑

k pik(1 − θk)p̄kj.� Les nouveaux taux d'arrivée e�etifs sont
λ̄i = ν̄i +

∑

j

λ̄j p̄ji.Alors les nouveaux taux de harge sont donnés par
ρ̄i =

λ̄i

θiµi
.Remarquons que la distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le reste inhangéesi et seulement si es nouveaux taux de harge ρ̄ sont égaux aux aniens taux de harge ρ, e30



1.4. Réseaux de �les d'attentequi est équivalent à dire que le nouveau taux d'arrivée doit satisfaire : λ̄i = θiλi pour toute i.Cette ondition nous suggère qu'en faisant θ1 vers 0, le réseau asymptotique est équivalent à unréseau partiel de I − 1 �les 2, . . . , I. Dans la suite, on utilisera ette remarque pour montrer parréurrene sur le nombre de �les dans le réseau que les apaités φi(n) sont équilibrées :
φi(n) =

Φ(n− ei)

Φ(n)
, i = 1, . . . , I, (1.32)par la fontion

Φ(n) =
π(n)

∏I
i=1 ρ

ni

i

.Pour I = 1, le réseau onsiste en une �le PS simple de apaité φ1(n) et une mesure station-naire est donnée par
π(n) =

1
∏n1

l=1 φ1(l)
ρn1

1 .Alors évidemment, la apaité φ1(n) satisfait la propriété d'équilibre (1.32) ave :
Φ(n) =

π(n)

ρn1

1

.Supposons que le résultat est valable pour I − 1. Considérons un réseau de I �les PS.Remarquons tout d'arbord que pour les probabilités de routage, si pii > 0 pour une ertaine�le i, l'état du réseau est en fait le même que elui d'un réseau ave taux de servie µ̃i = µi(1−pii)et ave probabilités de routage p̃ij = pij/(1 − pij) si j 6= i, et p̃ii = 0. Alors on peut supposerque les probabilités de routage pii = 0 pour toutes i = 1, . . . , I.Supposons que la distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le est π(n) lorsqueles demandes de servie à la �le i sont i.i.d. de loi hyperexponentielle de paramètre θi et demoyenne 1/µi pour toutes paramètres θ1, . . . , θI .Faisons θ1 tendre vers 0 alors le système asymptotique est le réseau partiel de I − 1 �les PS
2, 3, . . . , I ave de nouveaux taux d'arrivée et routage :

ν̃i = νi + ν1p1i, p̃ij = pij + pi1p1j, et p̃i = 1 −
∑

j 6=1

p̃ij, i, j 6= 1.Les équation de tra� (1.27) deviennent don
λ̃i = ν̃i +

I
∑

j=2

λ̃j p̃ji

= νi +
I
∑

j=2

λ̃jpji + (ν1 +
I
∑

j=2

λ̃jpj1)p1i, i = 1, . . . , I.Ces équations de tra� admettent une solution unique (λ2, . . . , λI), où λ2, . . . , λI sont les tauxd'arrivée e�etifs de notre réseau initial. Cela implique que les taux d'arrivée e�etifs λ2, . . . , λI31



Chapitre 1. Préliminairesdu réseau partiel de I − 1 �les sont les mêmes du réseau initial. D'autre part, les moyennes deservie µ−1
2 , . . . , µ−1

I sont les mêmes, alors les taux de harge ρ2, . . . , ρI le sont aussi.Par onséquene, pour tout n1 �xé, π(n1, ·) est une mesure stationnaire du nombre de lientsà haque �le pour le réseau partiel de I − 1 �les PS 2, . . . , I, de apaités φ2(n1, ·), . . . , φI(n1, ·).Cette mesure stationnaire est valide pour toutes demandes de servie hyperexponentielles. Parl'hypothèse de réurrene, es apaités sont équilibrées par la fontion
Φ(n1, ·) =

π(n1, ·)
∏I

i=2 ρ
ni

i

.En multipliant ette fontion par la onstane 1/ρn1

1 , on obtient à nouveau une fontiond'équilibre
Φ(n) =

π(n)
∏I

i=1 ρ
ni

i

,qui satisfait
φi(n) =

Φ(n− ei)

Φ(n)
, ∀i 6= 1.De plus, omme les �les sont toutes équivalentes, on obtient en�n

φi(n) =
Φ(n− ei)

Φ(n)
, i = 1, . . . , I,e qui montre (1.32) pour les réseaux de I �les PS.En onlusion, un réseau de �les PS est un réseau de Whittle si et seulement si la distributionstationnaire de l'état n reste inhagée lorsque les lients demandent des servies hyperexponentielsde paramètre θi et de moyenne 1/µi.

�On déduit de l'insensibilité des réseaux de Whittle le résultat suivantCorollaire 1.21 Il y a équivalene entre1. Un réseau de �les PS est un réseau de Whittle de �les PS, .à.d. que les apaités de serviesont équilibrées.2. La distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le est insensible à la distributiondes demandes de servie.3. Cette distribution stationnaire ne dépend des taux d'arrivée, taux de servie et probabilitésde routage qu'à travers les taux de harge ρ1, . . . , ρI .Preuve. On a montré qu'un réseau de Whittle de �les d'attente PS est insensible à la distributiondes demandes de servie alors la première proposition implique la deuxième. Réiproquement, ladeuxième proposition implique que la distribution stationnaire de l'état n reste inhangée lorsqueles lients demandent des servies hyperexponentiels, alors d'après le Théorème 1.20, ei est unréseau de Whitlle de �les d'attente PS. Par onséquene, 1 et 2 sont équivalentes.32



1.4. Réseaux de �les d'attenteD'ailleurs, on a montré qu'un réseau de Whittle de �les PS ne dépend des taux d'arrivée,taux de servie et probabilités de routage qu'à travers les taux de harge alors 1 implique 3. Ilne nous reste plus qu'à montrer que 3 implique 1 pour onlure la démonstration.Supposons que 3 est satisfaite. Modi�ons les taux d'arrivée, taux de servie et probabilitésde routage omme suite :� Taux d'arrivée ν̃1 = ν1θ1 et ν̃i = νi + ν1(1 − θ1)p1i pour i 6= 1.� Taux de servie µ̃1 = µ1θ1 et µ̃i = µi pour i 6= 1.� Probabilités de routage p̃1i = p1i, p̃i1 = pi1 et p̃ij = pij + pi1(1 − θ1)p1j pour i, j 6= 1.Alors on obtient un nouveau réseau qui est équivalent au réseau initial ave demandes deservie hyperexponentielles à la �le 1. La proposition 3 implique que e réseau admet la mêmedistribution stationnaire de l'état n que le réseau initial. De plus, toutes les �les ont le même r�le,alors le réseau initial satisfait les onditions du Théorème 1.20, don 'est un réseau de Whittlede �les PS.
�Bonald et Proutière [BP02b℄ ont montré que le temps de séjour moyen d'un lient à la �le iest proportionnel à sa demande de servie r et est donné par :

r
E[ni]

ρi
.1.4.4 Taux d'arrivée et routage dépendants de l'étatSupposons maintenant que les taux d'arrivée et les probabilités de routage sont aussi desfontions de l'état du réseau : νi(n) et pij(n), pi(n). Les taux d'arrivée e�etifs λi(n) sont dé�nispar les équations de tra� :

λi(n) = νi(n) +

I
∑

j=1

λj(n)pji(n+ ej).On suppose que es équations de tra� admettent une unique solution (λ1(n), . . . , λI(n)).Les taux de harge dépendront aussi de l'état n :
ρi(n) =

λi(n)

µi
, ∀n,∀i.Posons ensuite

ψi(n) =
ρi(n− ei)

φi(n)
, ni > 0, (1.33)on obtient le résultat suivant 33



Chapitre 1. PréliminairesThéorème 1.22 Si les fontions ψ1(n), . . . , ψI(n) sont équilibrées par une fontion positive
Ψ(n), la distribution stationnaire du proessus markovien dérivant l'état du réseau est donnéepar

π(n) = CΨ(n)−1, n ∈ G,où C est la onstane de normalisation :
C =

(

∑

n∈G

Ψ(n)−1
)−1

,si la ondition de stabilité est remplie : 0 < C <∞.Preuve. Comme les taux d'arrivée et le routage sont en fontion de l'état, les équations debalane partielle deviennent, pour la soure
π(n)

I
∑

i=1

νi(n) =
I
∑

i=1

π(n+ ei)φi(n+ ei)µipi(n+ ei), ∀n ∈ G,et pour haque �le i, i = 1, . . . , I :
π(n)φi(n)µi = π(n−ei)νi(n−ei)+

I
∑

j=1

π(n−ei +ej)φj(n−ei +ej)µjpji(n−ei +ej), ∀n ∈ G.Comme dans le Théorème 1.18, es équations de balane partielle sont équivalentes auxéquations de tra� tant que les fontions ψ1(n), . . . , ψI(n) sont équilibrées par la fontion Ψ(n).
�Remarque 1.2 Si les taux de servie φ1(n), . . . , φI(n) sont équilibrés par Φ(n), les fontions
ψ1(n), . . ., ψI(n) sont équilibrées par Ψ(n) si et seulement si les taux de harge ρ1(n − e1), . . .,
ρI(n− eI) sont équilibrés par Φ(n) × Ψ(n).Proposition 1.23 Supposons que la apaité totale de deux �les, par exemple 1 et 2, ne dépenddu nombre de lients présents à es deux �les qu'à travers leur somme et est équitablementpartagée à leurs lients, .à.d.

φ1(n)

n1
=
φ2(n)

n2
=
φ1(n) + φ2(n)

n1 + n2
, n1, n2 > 0.Supposons de plus que ρ1(n − e1) + ρ2(n − e2) ne dépend de n1, n2 qu'à travers leur somme etque pour ertaines onstanes w1, w2,

ρ1(n− e1)

w1
=
ρ2(n− e2)

w2
=
ρ1(n− e1) + ρ2(n− e2)

w1 + w2
, n1, n2 > 0.Alors les fontions ψ1(n), . . . , ψI(n) sont équilibrées par Ψ(n) si et seulement si ρ1(n−e1)+ρ2(n−e2)

φ1(n)+φ2(n) ,
ψ3(n), . . ., ψI(n) sont équilibrées par Ψ̃(n), ave

Ψ−1(n) =

(

n1 + n2

n1

)

wn1

1 wn2

2

(w1 + w2)n1+n2

Ψ̃(n1 + n2, n3, . . . , nI)
−1.34



1.4. Réseaux de �les d'attentePreuve. La démonstration est déduite du fait que
ρ1(n − e1)

φ1(n)
=
n1 + n2

n1
×

w1

w1 +w2
×
ρ1(n − e1) + ρ2(n− e2)

φ1(n) + φ2(n)
, n1, n2 > 0.

�Cette proposition suggère qu'en empruntant le raisonnement utilisé dans la Setion 1.4.3, onpeut montrer la ondition su�sante de l'insensibilité d'un réseau de Jakson de �les PS aveapaités, taux de servie et routage dépendants de l'état. De plus, par réurrene sur le nombrede �les dans le réseau, on peut montrer que ette ondition su�sante est aussi néessaire pouravoir l'insensibilité.Théorème 1.24 Dans un réseau de Jakson de �les d'attente PS ave apaités, taux d'arrivée etroutage dépendants de l'état, l'insensibilité est équivalente à la propriété d'équilibre des fontions
ψ1, . . . , ψI dé�nies en (1.33). Dans e as, la distribution stationnaire du nombre de lients àhaque �le est insensible aux distributions des demandes de servie, au moins pour la lasse desdistributions de Cox, et est donnée par

π(n) = CΨ(n)−1.
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2Disiplines de servie insensibles
Sommaire 2.1 Disiplines symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382.1.1 Permutations aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382.1.2 Insensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.2 Réseaux de Jakson ave permutations aléatoires . . . . . . . . . 422.2.1 Modèle de réseaux de Jakson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.2.2 Insensibilité des réseaux de Jakson . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452.2.3 Réseaux fermés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.2.4 Capaités variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.2.5 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 502.3 Réseaux de Kelly ave permutations aléatoires . . . . . . . . . . 552.3.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 562.3.2 Forme produit et insensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 572.3.3 Extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.4 Disiplines non symétriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.4.1 Disiplines ave labels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.4.2 Nombre �ni de plaes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 632.5 Bilan des disiplines insensibles / sensibles . . . . . . . . . . . . 72Dans e hapitre, on introduira des permutations aléatoires de lients dans les �les d'attentesymétriques et dans les réseaux de es �les. Lorsqu'un nouveau lient arrive à ou quitte une �le,les autres lients présents à haque �le sont permutés au hasard au lieu d'un simple déalagedans la disipline symétrique usuelle. Ces permutations aléatoires ont été onsidérées par Ya-shkov [Yas80℄, Daduna, Shassberger [DS83, Dad01b℄ et Yates [Yat90, Yat94℄. Dans son livre[Dad01a℄, Daduna a onsidéré les �les à temps disret ave des permutations aléatoires à haqueslot de temps, avant haque arrivée et après haque départ. Dans ette thèse, on onsidère lesmodèles à temps ontinu et on suppose qu'avant haque arrivée, après haque départ et lors d'unhangement de �les (pour les modèles de réseaux), les lients à haque �le peuvent être permutésau hasard. Remarquons que dans notre modèles, es permutations aléatoires sont hoisies suivantertaines mesures de probabilité. De plus, dans les modèles de réseaux, la mesure de probabilitéde permutations à une �le quelonque peut dépendre non seulement du nombre de lients àette �le mais aussi du nombre de lients à toute autre �le dans le réseau. On montrera que ladistribution stationnaire de l'état du système est la même que dans le as sans permutation. En37



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblespartiuler, ave permutations aléatoires de lients à haque �le, les �les symétriques simples, lesréseaux de Jakson et les réseaux de Kelly de �les symétriques sont tous insensibles.Rappelons que dans le Chapitre 1, on a montré l'insensibilité d'une �le symétrique par laméthode des phases et la méthode RGSMP. Similairement, on peut utiliser les deux méthodespour démontrer l'insensibilité des modèles dans e hapitre, mais on hoisit ii la méthode desphases a�n d'avoir des preuves diretes à travers les équations de balane et d'être en aordave les preuves pour la ondition néessaire dans ertains modèles.En�n, on introduira quelques modèles insensibles non symétriques avant de réapituler lesmodèles de �les d'attente insensibles/sensibles.2.1 Disiplines symétriquesLes disiplines symétriques sont onnus à être insensibles dans les modèles lassiques sanspermutation aléatoire. Dans ette partie, on dé�nira les permutations aléatoires et on établiral'insensibilité d'une �le symétrique simple munie de es permutations aléatoires au lieu de déa-lages lassiques.2.1.1 Permutations aléatoiresOn onsidère une �le d'attente simple de maro-état n désignant le nombre de lients dansla �le, et de miro-état x ontenant les informations omplémentaires a�n de dérire l'évolutionde système. Introduisons maintenant les permutations aléatoires dans ette �le.Pour tout n ≥ 1, posons P(n) l'ensemble de permutations des éléments d'une séquene delongueur n et P(0) l'ensemble onsistant seulement en l'appliation d'identité sur {∅}. Pour toutmiro-état x ∈ X (n), et pour toute permutation σ ∈ P(n), on note σ(x) le miro-état obtenu àpartir de x en permutant les lients selon σ.Pour tous n ≥ 1 et l = 1, . . . , n, posons α(l, n, ·) une mesure de probabilité arbitraire sur
P(n). On a :

∑

σ∈P(n)

α(l, n, σ) = 1.Lorsqu'un lient arrive à la position l de la �le tandis que le nombre de lients avant sonarrivée est n, n ≥ 1, es n lients sont permutés au hasard suivant la mesure de probabilité
α(l, n, ·) avant ette arrivée. Si l ≤ n, les lients aux positions l, . . . , n sont ensuite déalés auxpositions l + 1, . . . , n+ 1, respetivement suivant la règle de déalage lassique.Supposons par exemple que :

α(2, 4, σ) = 1, ave σ(1, 2, 3, 4) = (1, 4, 2, 3).38



2.1. Disiplines symétriquesAlors lorsqu'un lient arrive à la position 2 tandis qu'il y a 4 lients dans la �le, l'anien lienten position 2 sera plaé à la �n de la �le, omme illustré dans la Figure 2.1.
Fig. 2.1 � Une permutation simple : Le lient en position 2 est plaé à la �n de la �le.Supposons maintenant que :

α(2, 4, σ) =
1

2
, ave σ(1, 2, 3, 4) = (1, 4, 2, 3),et

α(2, 4, σ′) =
1

2
, ave σ′(1, 2, 3, 4) = (3, 1, 4, 2).Alors lorsqu'un nouveau lient arrive à la position 2 tandis qu'il y a 4 lients dans la �le, esquatre lients sont permutés selon la permutation de la Figure 2.1 ave la probabilité 1/2, selonla permutation plus omplexe de la Figure 2.2 ave la probabilité 1/2.

Fig. 2.2 � Une permutation plus omplexeDe même, pour tous n ≥ 1 et l = 1, . . . , n+ 1, posons β(l, n, ·) une mesure de probabilité sur
P(n). On a :

∑

σ∈P(n)

β(l, n, σ) = 1.Lorsque le lient en position l quitte la �le tandis que le nombre de lients avant son départest n + 1, n ≥ 1, les n autres lients sont permutés au hasard selon la mesure de probabilité
β(l, n, ·) dès que la règle de déalage lassique est appliquée.Remarquons qu'une grande lasse de disiplines de servie peut être représentée par es �lessymétriques ave permutations aléatoires. Considérons par exemple la disipline de servie où àl'arrivée, un nouveau lient reçoit immédiatement toute la apaité de la �le :

δ(1, n) = 1, ∀n ≥ 1,et après haque aomplissement de servie, un lient hoisi au hasard reçoit toute la apaité deservie, .à.d. que β(1, n, ·) est la distribution uniforme sur l'ensemble des permutations P(n) :
β(1, n, σ) =

1

n!
, ∀n ≥ 1,∀σ ∈ P(n).Cette disipline de servie peut être vue omme un mélange de la disipline LIFO préemptive etla disipline aléatoire [Pal57℄. 39



Chapitre 2. Disiplines de servie insensibles2.1.2 InsensibilitéOn suppose que les lients arrivent dans la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité
ν et la �le est symétrique, de probabilités de positionnement δ(l, n) : Si un lient trouve n − 1autres lients à son arrivée, il hoisit la position l ave la probabilité δ(l, n) et lorsqu'il y a nlients dans la �le, le serveur alloue une proportion δ(l, n) de apaité de servie au lient enposition l, n ≥ 1, l = 1, . . . , n.Supposons que les demandes de servie sont i.i.d. de loi mélange de distributions d'Erlang,.à.d. que haque demande de servie est une somme d'un nombre aléatoire de phases exponen-tielles de moyenne 1/µ, µ > 0.Pour tout k ≥ 1, posons s(k) la probabilité que le nombre de phases de servie soit égal à k,
s̄(k) la probabilité que le nombre de phases soit plus grand ou égal à k et s̄ le nombre moyen dephases. On a :

∑

k≥1

s(k) = 1, s̄(k) =
∑

j≥k

s(j), et s̄ =
∑

k≥1

ks(k) =
∑

k≥1

s̄(k).Notons que la demande de servie moyenne est égale à s̄/µ et appelons ette quantité le tauxde servie de la �le. Le taux de harge est alors donné par ρ = νs̄/µ. On suppose que la �le eststable :
ρ =

νs̄

µ
< 1. (2.1)Miro-état. Dans e as, le miro-état de la �le est le veteur de ligne x ontenant les phases deservie de haque lient. On a : n = |x|, où |x| désigne la longueur du veteur x. Par onvention,

x = ∅ et n = |∅| = 0 si la �le est vide.Notons X l'ensemble de miro-états et X (n) = {x : |x| = n} l'ensemble de miro-étatsorrespondants au même maro-état n. Pour tous x ∈ X (n) et l = 1, . . . , n + 1, notons T k,lxle miro-état obtenu à partir de x en ajoutant un lient en kème phase de servie à la position
l dans la �le suivant la règle de déalage dé�nie auparavant. De même, pour tous x ∈ X (n) et
l = 1, . . . , n, notons Tlx le miro-état obtenu à partir de x en e�açant le lient en position l.Théorème 2.1 La distribution stationnaire du proessus markovien dérivant le miro-état x aune expression expliite :

π(x) = (1 − ρ)

(

ν

µ

)n n
∏

l=1

s̄(xl), ∀x ∈ X ,si la �le est stable : 0 < ρ < 1.Preuve. Les taux de transition de e proessus markovien sont nuls à part les suivants :40



2.1. Disiplines symétriques� Arrivée d'un nouveau lient à la position l, menant la �le de l'état x à l'état T 1,lσ(x), pourune ertaine permutation σ ∈ P(n) :
q
(

x, T 1,lσ(x)
)

= νδ(l, n + 1)α(l, n, σ), x ∈ X .� Changement de phase de servie du lient en position l, menant la �le de l'état x à l'état
x+ el, el étant le veteur unitaire de dimension n dont la lème omposante est égale à 1 etles autres sont nulles :

q(x, x+ el) = µδ(l, n)
s̄(xl + 1)

s̄(xl)
, x 6= ∅, l = 1, . . . , n.� Départ du lient en position l, menant la �le de l'état x à l'état σ(Tlx), pour une ertainepermutation σ ∈ P(n − 1) :

q
(

x, σ(Tlx)
)

= µδ(l, n)
s(xl)

s̄(xl)
β(l, n − 1, σ), x 6= ∅, l = 1, . . . , n.En observant que π(σ(x)) = π(x) pour toute permutation σ ∈ P(n), on peut véri�er que πsatisfait les équations de balane partielle :

π(x)
∑

σ∈P(n)

q
(

x, T 1,lσ(x)
)

=
∑

d≥1

∑

σ∈P(n)

π
(

T d,lσ−1(x)
)

q
(

T d,lσ−1(x), x
)

,pour tous x ∈ X et l = 1, . . . , n+ 1, et
π(x)

(

q(x, x+ el) +
∑

σ∈P(n−1)

q(x, σ(Tlx))
)

=
∑

σ∈P(n−1)

π
(

σ−1(Tlx)
)

q
(

σ−1(Tlx), x
)

+π(x− el)q(x− el, x),pour tous x 6= ∅ et l = 1, . . . , n. Par onvention, π(x) = 0 si x n'est pas dans X .Alors la probabilité π est la distribution stationnaire du proessus markovien dérivant lemiro-état x.
�Par onséquene, dans une �le d'attente symétrique ave permutations aléatoires, la distri-bution stationnaire du nombre de lients dans la �le est insensible à la distribution des demandesde servie, au moins pour la lasse des mélanges de distributions d'Erlang. Cette distributionstationnaire ne dépend que du taux de harge ρ :

π′(n) = (1 − ρ)ρn, n ≥ 0.Corollaire 2.2 La distribution stationnaire du nombre de lients dans une �le d'attente symé-trique stable ave permutations aléatoires est insensible à la distribution des demandes de ser-vie, au moins pour les mélanges de distributions d'Erlang, et ne dépend que du taux de harge
ρ = νs̄/µ :

π′(n) = (1 − ρ)ρn, n ≥ 0. 41



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesLe nombre moyen de lients dans l'état stationnaire ne dépend que du taux de harge ρ :
E[n] =

∑

n

nπ(n) =
ρ

1 − ρ
.D'après la loi de Little, le temps de séjour moyen d'un lient quelonque est insensible etdonné par

E[T ] =
E[n]

ν
=

s̄

µ(1 − ρ)
.Comme dans la �le symétrique lassique (Setion 1.3.1), on peut montrer que le temps de séjourmoyen d'un lient est proportionnel à sa demande de serie r et est donné par :

r

1 − ρ
.2.2 Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresOn onsidère maintenant un réseau de I �les d'attente symétriques ave permutations aléa-toires et ave le routage de Jakson [Ja57℄ et on l'appelle un réseau de Jakson de �les symé-triques ave permutations aléatoires. On dérit tout d'abord le modèle dans la première partie,et ensuite on étudie son insensibilité avant de onsidérer quelques extensions.2.2.1 Modèle de réseaux de JaksonConsidérons un réseau de I �les symétriques dont les arrivées externes à haque �le i formentun proessus de Poisson d'intensité νi, ave

I
∑

i=1

νi > 0.Routage de Jakson. Après l'aomplissement de servie à la �le i, un lient est dirigé vers la�le j ave la probabilité pij et quitte le réseau ave la probabilité
pi = 1 −

I
∑

j=1

pij. (2.2)Les lients quittent éventuellement le réseau de telle sorte que les taux d'arrivée e�etifs
λ1, . . . , λI , en omptant les arrivées des autres �les, soient uniquement dé�nis par les équationsde tra� :

λi = νi +

I
∑

j=1

λjpji, i = 1, . . . , I. (2.3)42



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresLe maro-état du système est le veteur n = (n1, . . . , nI) ontenant le nombre de lientsprésents à haque �le.Disipline de servie symétrique : À la �le i, un nouveau lient hoisit la position l ave laprobabilité δi(l, n) s'il trouve le maro-état n− ei à son arrivée. Cette quantité δi(l, n) est aussila proportion de servie alouée à la position l lorsque le maro-état du système est n :
ni
∑

l=1

δi(l, n) = 1, ∀i = 1, . . . , I,∀n : ni ≥ 1.

ei étant le veteur unitaire de dimension I dont la ième omposante est égale à 1 et les autressont nulles.Remarquons que dans e modèle, la disipline de servie peut dépendre du maro-état n duréseau entier et non seulement de l'état ni de la �le i.Permutations aléatoires : On appelle une permutation dans le maro-état n un élément del'ensemble S(n) = P(n1)× . . .×P(nI), où P(m) désigne l'ensemble ordinaire des permutationsde m éléments, pour tout m ≥ 1, et P(0) désigne l'ensemble onsistant seulement en l'appliationd'identité sur {∅}.À partir d'ii, on suppose qu'un mouvement d'un lient quelonque peut provoquer des per-mutations aléatoires de lients à haque �le d'attente. La distribution de permutations peutdépendre du maro-état et du lient qui provoque la permutation. Pour tout maro-état n etpour tous i, j = 1, . . . , I, posons αi(n, ·), βi(n, ·) et γij(n, ·) des distributions arbitraires sur S(n).Avant haque arrivée externe à la �le i lorsque le maro-état du système est n, les anienslients du système sont permutés au hasard selon la distribution de permutations αi(n, ·).De même, lorsqu'un lient la �le i quitte le réseau tandis que le maro-état est n, les autreslients sont permutés au hasard selon la distribution de permutations βi(n− ei, ·).Et �nalement, lorsqu'un lient dans la �le i termine son servie dans le maro-état n et sedirige vers la �le j ave la probabilité pij, les autres lients sont permutés selon la distributionde permutations γij(n− ei, ·) après le départ de la �le i et avant l'arrivée à la �le j.Remarquons qu'à l'arrivée d'un lient, on ne le permute pas ave les autres lients et enouveau lient est toujours alloué une proportion stritement positive de apaité de servie àson arrivée. La ondition d'attention instantanée est remplie.Demandes de servie : Supposons que les lients à la �le i demandent des servies i.i.d. deloi mélange de distributions d'Erlang, .à.d. que haque lient à ette �le demande une sommed'un nombre aléatoire de phases exponenetielles de moyenne 1/µi. Pour tout k ≥ 1, notons si(k)la probabilité que le nombre de phases soit égal à k, s̄i(k) la probabilité que e nombre dépasse
k et s̄i le nombre moyen de phases. Alors

∑

k≥1

si(k) = 1, s̄i(k) =
∑

j≥k

si(j), et s̄i =
∑

k≥1

ksi(k) =
∑

k≥1

s̄i(k).On suppose que le réseau est stable :
ρi =

λis̄i

µi
< 1. (2.4)43



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesLe miro-état du réseau est x = (xil, 1 ≤ i ≤ I, 1 ≤ l ≤ ni), où xil désigne la phase de serviedu lient en position l à la �le i. Notons |x| = n le maro-état du réseau. Par onvention, xi = ∅et ni = |∅| = 0 si la �le i est vide.Notons X l'ensemble de miro-états et X (n) = {x : |x| = n} l'ensemble des miro-étatsorrespondants au même maro-état n. Pour tous x ∈ X (n) et l = 1, . . . , n + 1, notons T i,k,lxle miro-état obtenu à partir de x en ajoutant un lient en kème phase de servie à la position ldans la �le i suivant la règle de déalage dé�nie auparavant. De même, pour tous x ∈ X (n) et
l = 1, . . . , n, notons Ti,lx le miro-état obtenu à partir de x en e�açant le lient en position l àla �le i.Il y a quatre types de transition dans un réseau de Jakson� arrivée externe d'un lient à la position l de la �le i, l = 1, . . . , ni + 1, menant le systèmede l'état x à l'état T i,1,lσ(x), pour une ertaine permutation σ ∈ S(n). Le taux de ettetransition est

q
(

x, T i,1,lσ(x)
)

= νiδi(l, n+ ei)αi(n, σ), x ∈ X .� hangement de phase du lient en position l de la �le i, menant le système de l'état x àl'état x+ ei,l, où ei,l désigne l'élément dont la omposante (i, l) est égale à 1 et les autressont nulles. Le taux de transition orrespondant est
q(x, x+ ei,l) = µiδi(l, n)

s̄(xil + 1)

s̄(xil)
, i = 1, . . . , I, xi 6= ∅, l = 1, . . . , ni.� hangement de �les : mouvement du lient en position l de la �le i à la position l′ de la �le

j, l = 1, . . . , ni, l
′ = 1, . . . , nj +1, ni ≥ 1, menant le système de l'état x à l'état T j,1,l′σ(Ti,lx)pour une ertain permutation σ ∈ S(n− ei), où ei désigne le veteur unitaire de dimension

I dont la ième omposante est égale à 1 et les autres sont nulles. On appelle aussi ettetransition une arrivée interne à la position l′ de la �le j. Le taux de ette transition estdonné par
q
(

x, T j,1,l′σ(Ti,lx)
)

= µiδi(l, n)
s(xil)

s̄(xil)
γij(n− ei, σ)pijδj(l

′, n− ei + ej),pour i, j = 1, . . . , I, xi 6= ∅, l = 1, . . . , ni, l
′ = 1, . . . , nj + 1.� départ dé�nitif du lient en position l de la �le i, l = 1, . . . , ni, menant le système de l'état

x à l'état σ(Ti,lx). Le taux de ette transition est
q
(

x, σ(Ti,lx)
)

= µiδi(l, n)
s(xil)

s̄(xil)
βi(n− ei, σ)pi, i = 1, . . . , I, xi 6= ∅, l = 1, . . . , ni,où pi est la probabilité qu'un lient quitte le réseau après l'aomplissement de servie àla �le d'attente i.44



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoires2.2.2 Insensibilité des réseaux de JaksonThéorème 2.3 La distribution stationnaire du proessus markovien dérivant le miro-état dusystème est à forme produit et donnée par
π(x) =

I
∏

i=1

(1 − ρi)(
λi

µi
)ni

ni
∏

l=1

s̄i(xil), ∀x ∈ X ,si le réseau est stable : 0 < ρi < 1 pour tout i = 1, . . . , I (2.4).Preuve. Véri�ons les équations de balane partielle pour la soure et pour toute position l dela �le i.Pour la soure, le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée externe dans le miro-état
x est donné par

π(x)

I
∑

i=1

νi,égal à elui orrespondant à un départ dé�nitif d'un lient menant le système à l'état x :
I
∑

i=1

ni+1
∑

l=1

∑

σ∈S(n)

∑

k≥1

π
(

T i,k,lσ−1(x)
)

q
(

T i,k,lσ−1(x), x
)

=
I
∑

i=1

ni+1
∑

l=1

∑

σ∈S(n)

∑

k≥1

π(T i,k,lx)µiδi(l, n+ ei)
si(k)

s̄i(k)
βi(n, σ)pi

=
I
∑

i=1

ni+1
∑

l=1

∑

k≥1

π(x)
λi

µi
s̄i(k)µiδi(l, n+ ei)

si(k)

s̄i(k)
pi

= π(x)
I
∑

i=1

λipi,ar ∑k≥1 si(k) = 1 pour toute i et d'après les équations de tra� (2.3),
I
∑

i=1

νi =

I
∑

i=1

λipi.D'ailleurs, pour toute position l de la �le i, le �ux de probabilité orrespondant à un han-gement de phase, un hangement de �les et un départ dé�nitif du lient en position l de la �le
i dans le miro-état x est égal à elui orrespondant à l'aomplissement de phase de servie dee lient :

π(x)µiδi(l, n). (2.5)45



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesDe plus, le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée externe à la position l de la �le imenant le système à l'état x est donné par
∑

σ∈S(n−ei)

π
(

Ti,lσ
−1(x)

)

q
(

Ti,lσ
−1(x), x

)

=
∑

σ∈S(n−ei)

π(Ti,lx)νiδi(l, n)αi(n− ei, σ)I(xi,l=1)

= π(x)
µi

λi
δi(l, n)νiI(xil = 1), (2.6)où I est la fontion indiatrie : I(A) = 1 si l'événement A est vrai et I(A) = 0 sinon.Le �ux de probabilité orrespondant à un hangement de phase du lient en position l de la�le i menant le système à l'état x est donné par

π(x− ei,l)q(x− ei,l, x)

= π(x)
s̄i(xil − 1)

s̄i(xil)
µiδi(l, n)

s̄i(xil)

s̄i(xil − 1)
I(xil ≥ 2)

= π(x)µiδi(l, n)I(xil ≥ 2), (2.7)et le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée interne à la position l de la �le i menant lesystème à l'état x est égal à
I
∑

j=1

nj+1
∑

l′=1

∑

k≥1

∑

σ∈S(n−ei)

π
(

T j,k,l′σ−1(Ti,lx)
)

q
(

T j,k,l′σ−1(Ti,lx), x
)

=
I
∑

j=1

nj+1
∑

l′=1

∑

k≥1

∑

σ∈S(n−ei)

π
(

T j,k,l′Ti,lx
)

µjδj(l
′, n + ej − ei)

sj(k)

s̄j(k)

×γji(n− ei, σ)pjiδi(l, n)I(xil = 1)

=
I
∑

j=1

∑

k≥1

π(x)
λj

µj

µi

λi

s̄j(k)

s̄i(1)
µj
sj(k)

s̄j(k)
pjiδi(l, n)I(xil = 1)

= π(x)
µi

λi
δi(l, n)I(xil = 1)

I
∑

j=1

λjpji, (2.8)ar s̄i(1) = 1 et ∑k≥1 sj(k) = 1.On s'aperçoit que la somme des �ux de probabilité (2.6), (2.7) et (2.8) donne le �ux (2.5),d'après les équations de tra� (2.3).Par onséquene, la probabilité π satisfait le système d'équations de balane partielle et donest la distribution stationnaire du miro-état du système.
�En sommant sur tout x ∈ X (n), on obtient la distribution stationnaire du nombre de lientsdans haque �le pour les mélanges de distributions d'Erlang :46



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresThéorème 2.4 Le réseau stable de Jakson de �les symétriques ave permutations aléatoires estinsensible aux distributions de demandes de servie, au moins pour les mélanges de distributionsd'Erlang. La distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le est à forme produit etne dépend que des taux de harge ρ1, . . . , ρI :
π′(n) =

I
∏

i=1

(1 − ρi)ρ
ni

i , ni ≥ 0 ∀i.Corollaire 2.5 À l'état stationnaire, le nombre moyen de lients à haque �le i ne dépend quede son taux de harge ρi :
E[ni] =

∑

n

niπ
′(n) =

ρi

1 − ρi
.Le temps de séjour moyen d'un lient à la �le i est donné par

E[Ti] =
E(ni)

λi
=

s̄i

µi(1 − ρi)
.Comme dans la �le symétrique lassique (Setion 1.3.1), le temps de séjour moyen d'un lient àla �le i est proportionnel à sa demande de servie r et est donné par :

r

1 − ρi
.Remarquons que les résultats restent valables dans les as suivants :� Les mesures de permutations dépendent de la position du lient en mouvement : Les me-sures αi(n, ·) dépendent de la position hoisie par le nouveau lient. De même, les mesures

βi(n, ·) dépendent de la position du lient quittant le réseau, et les mesures γij(n, ·) dé-pendent à la fois de l'anienne position et de la nouvelle position du lient en mouvement.� Les permutations aléatoires sont provoquées par un proessus pontuel externe à haque�le (par exemple, un proessus de Poisson). Il su�t de onsidérer les �les additionnellesdont le r�le est de provoquer les permutations (par exemple, à travers des arrivées externesà es �les).Dans la suite, on donnera des résultats analogues dans les réseaux fermés de Jakson avepermutations aléatoires et dans les réseaux ave des apaités variables.2.2.3 Réseaux fermésSupposons que le réseau est fermé : il n'y a ni d'arrivée externe dans le réseau, ni de départde lients du réseau, les lients ne irulent que dans le réseau. On a :
νi = 0 et pi = 0, ∀i. 47



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesLe nombre total de lients présents dans le réseau est �xé à une ertaine valeurm et l'ensemblede maro-états est
G = {n :

I
∑

i=1

ni = m}.Supposons que le routage est irrédutible, .à.d. que haque �le est visitée par les m lients.Les résultats similaires restent valables pour les réseaux appelés mélangés de �les d'attente.
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Fig. 2.3 � Un réseau fermé irrédutible de Jakson.La fréquene d'arrivée λi à haque �le i est uniquement dé�nie par les équations de tra�(2.3) :
λi =

I
∑

j=1

λjpji,ave ∑i λi = 1.Comme il n'y a plus d'arrivée externe et de départ dé�nitif, les �ux orrespondants à estransitions sont nuls et les équations de balane partielle deviennent : Le �ux de probabilitéorrespondant à un hangement de phases et à un hangement de �les du lient en position l dela �le i dans l'état x est égal au �ux de probabilité orrespondant à un hangement de phases età une arrivée interne à la position l de la �le i menant le système à l'état x. On peut véri�er quees équations de balane partielle admettent une unique solution donnée par
π(x) = C

I
∏

i=1

(
λi

µi
)ni

ni
∏

l=1

s̄i(xil), x ∈ X : n ∈ G,où C désigne la onstane de normalisation.Théorème 2.6 Le réseau fermé de Jakson de �les symétriques ave permutations aléatoiresadmet la distribution stationnaire à forme produit, donnée par
π(x) = C

I
∏

i=1

(
λi

µi
)ni

ni
∏

l=1

s̄i(xil), x ∈ X : n ∈ G,où C désigne la onstane de normalisation.48



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresCorollaire 2.7 Le réseau fermé de Jakson de �les symétriques ave permutations aléatoires estinsensible à la distribution des demandes de servie, au moins pour les mélanges de distributionsd'Erlang. La distribution stationnaire du nombre de lients à haque �le est à forme produit etne dépend que des taux de harge :
π(n) = C

I
∏

i=1

ρni

i , ∀n ∈ G,où ρi = λis̄i/µi est le taux de harge à la �le i, i = 1, . . . , I, et C est la onstane de normalisa-tion :
C =

(

∑

n∈G

I
∏

i=1

ρni

i

)−1

.2.2.4 Capaités variablesSupposons maintenant qu'à haque �le i, la apaité de servie n'est plus la onstane 1 maisune fontion φi(n) dépendante du maro-état n. Supposons de plus que es apaités de serviepossèdent la propriété d'équilibre (Setion 1.4.2) des réseaux de Kelly-Whittle [Ser99℄, .à.d. qu'ilexiste une fontion positive Φ sur N
I telle que

φi(n) =
Φ(n− ei)

Φ(n)
, ∀n : ni ≥ 1.Dans la Setion 1.4.3, on a vu que ette propriété d'équilibre est la ondition néessaireet su�sante a�n d'avoir l'insensibilité dans un réseau de Jakson de �les PS ave apaitésdépendantes de l'état. Dans ette setion, pour un réseau de Jakson de �les d'attente symétriquesave permutations aléatoires et ave apaités et taux de servie dépendants du maro-état duréseau, on montrera que la propriété d'équilibre des taux de servie est la ondition su�santepour la propriéte d'insensibilié. Ensuite, la démonstration de la ondition néessaire est l'analoguede la Setion 1.4.3.Condition su�santeOn s'aperçoit que les équations de balane partielle restent les mêmes sauf que le taux del'aomplissement de phase de servie du lient en position l de la �le i devient φi(n)µiδi(l, n), aulieu de l'anien terme µiδi(l, n). Et on peut véri�er qu'en multipliant la distribution stationnaire

π(x) donnée dans le Théorème 2.3 par la fontion d'équilibre Φ(n) et par une onstane denormalisation C, on obtient la distribution stationnaire du nouveau réseau de Jakson aveapaités dépendantes de l'état.Théorème 2.8 Le réseau de Jakson de �les d'attente symétriques ave permutations aléatoireset ave apaités dépendantes de l'état admet la distribution stationnaire du miro-état x à formeexpliite :
π(x) = CΦ(n)

I
∏

i=1

(
λi

µi
)ni

ni
∏

l=1

s̄i(xil), ∀x ∈ X , 49



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblessi le réseau est stable : 0 < C <∞, où C est la onstane de normalisation
C =

(

∑

x∈X

Φ(n)

I
∏

i=1

(
λi

µi
)ni

ni
∏

l=1

s̄i(xil)
)−1

.Corollaire 2.9 Un réseau stable de Jakson de �les d'attente symétriques ave permutationsaléatoires et ave apaités dépendantes de l'état est insensible aux distributions des demandesde servie, au moins pour les mélanges de distributions d'Erlang. La distribution stationnaire dunombre de lients à haque �le est à forme produit et donnée par :
π(n) = CΦ(n)

I
∏

i=1

ρni

i .Condition néessairePar le raisonnement de réurrene sur le nombre de �les utilisé pour le réseau de �les d'at-tente PS (Setion 1.4.3), on déduit que la ondition néessaire de l'insensibilité est la propriétéd'équilibre des taux de servie φi(n).En onlusion, dans un réseau de Jakson de �les d'attente symétriques ave permutationsaléatoires et ave apaités de servie dépendantes du maro-état n du réseau, on a l'insensibilitési et seulement si es apaités de servie φi(n) sont équilibrées par une ertaine fontion positive
Φ(n).Similairement, si les taux d'arrivée et le routage sont aussi en fontion de l'état, l'insensibilitéest équivalente à la propriété d'équilibre des fontions ψi(n) dé�nies par

ψi(n) =
ρ(n− ei)

φ(n)
,où ρi(n) désigne le taux de harge de la �le i.Remarque 2.1 Comme la disipline symétrique en inlut la disipline PS, les réseaux de �lesPS (Setion 1.4.3) appartiennent à la lasse des réseaux de �les symétriques. L'insensibilité desréseaux de �les symétriques implique elle des réseaux de �les PS.2.2.5 ExemplesDans ette partie, on onsidérera quelques modèles de �les d'attente ave permutations aléa-toires. En partiulier, on illustrera leur insensibilité/sensibilité par simulations.Une �le d'attente LIFO-préemptive ave permutations aléatoires50



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresConsidérons une �le d'attente LIFO-préemptive ave :
δ(1, n) = 1, n ≥ 1.Les lients arrivent dans la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité ν = 0, 5. Ladistribution des demandes de servie est hyperexponentielle de paramètre θ et de moyenne 1,pour un ertain paramètre θ stritement positif. Avant haque arrivée, les lients présents dansla �le sont permutés au hasard.Considérons deux types de permutationsPermutation uniforme. Les lients sont permutés au hasard selon une distribution uniforme,.à.d.

α(n, σ) =
1

n!
, ∀n ≥ 1, l = 1, . . . , n,∀σ ∈ P(n).Permutation simple. Le lient en servie préédemment en tête de la �le est plaé à la �n dela �le, .à.d, ∀n ≥ 1, l = 1, . . . , n,

α(n, σ) = 1où σ désigne la permutation suivante :
σ(1, 2, 3, . . . , n) = (2, 3, . . . , n, 1).D'après les Corollaires 2.2 et 2.5, le temps de séjour moyen est égal à 2, indépendamment dela distribution de demandes de servie. Au ontraire, la distribution du temps de séjour dépendfortement de la distribution de demandes de servie, en partiulier, l'éart type du temps deséjour en dépend aussi. Cela est illustré par des résultats de simulation dans la Figure 2.4 où leparamètre hyperexponentiel θ varie de 1 à 10. On peut observer que l'éart type est presque lemême pour les deux types de permutations. Cette valeur se situe au dessous de elle du as sanspermutation, qui orrespond à une �le d'attente LIFO-préemptive ordinaire, et très près de elled'une �le d'attente PS.Supposons maintenant que les permutations sont provoquées par un ertain proessus pois-sonnien indépendant d'intensité λ. Alors la �le reste insensible dans e as. La Figure 2.5 nousdonne la variation de l'éart type du temps de séjour en fontion du taux de permutation λ dansle as de demandes de servie exponentielles (θ = 1). On peut observer que l'éart type diminuede elui d'une �le LIFO-préemptive ordinaire à elui d'une �le PS lorsque λ varie de 0 à 10.Lorsque le taux de permutation est in�ni, tous les lients reçoivent le même taux de servie etla �le est e�etivement équivalent à une �le PS.Sensibilité de modèles ave permutations entre di�érentes �lesDans ette setion, on onsidère quelques exemples de réseaux de �les d'attente symétriquesave permutations de lients de di�érentes �les d'attente. Plus préisément, on va onsidérer unréseau de deux �les d'attente PS ave : 51



Chapitre 2. Disiplines de servie insensibles
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Fig. 2.4 � L'éart type du temps de séjour dans une �le LIFO-préemptive ave permutationsaléatoires aux arrivées.
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Fig. 2.5 � L'éart type du temps de séjour dans une �le LIFO-préemptive ave permutationsaléatoires aux arrivées d'un proessus poissonien indépendant.Taux d'arrivée : ν1 = ν2 = 0.5.Demandes de servie hyperexponentielles : Les lients arrivant à la �le 1 demandent desservies selon une loi hyperexponentielle de moyenne 1 et de paramètre θ1.De même, les lients arrivant à la �le 2 demandent des servies selon une loi hyperexponentiellede moyenne 1 et de paramètre θ2.Routage : Les lients quittent le réseau lors de l'aomplissement de servie : p1 = p2 = 1,il n'y a pas de hangement de �les après l'aomplissement de servie, les deux �les sont enparallèle.Permutations aléatoires : Supposons que les permutations sont provoquées par un ertain pro-essus poissonien indépendant d'intensité λ. On onsidère les permutations uniformes et simples52



2.2. Réseaux de Jakson ave permutations aléatoiresdé�nies auparavant. Une permutation simple onsiste maintenant à permuter deux lients hoisisau hasard, un de haque �le, et une permutation uniforme onsiste à permuter tous les lientsprésents dans le réseau selon une distribution uniforme.
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2Fig. 2.6 � Réseau de deux �les PS ave permutations des lients entre les deux �les.Cas 1. Les distributions des demandes de servie sont di�érentes dans es �les d'attente.
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Fig. 2.7 � Sensibilité du temps de séjour moyen à la distribution des demandes de servie dansun réseau de deux �les ave permutations entre les deux �les.
Les Figures 2.7 et 2.8 montrent la sensibilité du temps de séjour moyen aux distributions desdemandes de servie et au taux de permutation lorsque les distributions des demandes de serviesont di�érentes dans les deux �le d'attente PS.La Figure 2.7 donne le temps de séjour moyen en fontion du paramètre hyperexponentiel

θ1 de la distribution des demandes de servie à la �le 1 lorsque la distribution des demandes deservie à la �le 2 est exponentielle : θ2 = 1, dans le as où ν1 = ν2 = 0, 5 et λ = 1.La Figure 2.8 donne le temps de séjour moyen en fontion du taux de permutation λ lorsque
θ1 = 10, θ2 = 1 et ν1 = ν2 = 0, 5. Dans le as ordinaire sans permutation, le réseau se ompose53



Chapitre 2. Disiplines de servie insensibles
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Fig. 2.8 � Sensibilité du temps de séjour moyen au taux de permutation dans un réseau de deux�les ave permutations entre les deux �les.de deux �les d'attente PS parallèles et le temps de séjour moyen est égal à :
1

µ1 − ν1
=

1

µ2 − ν2
= 2.Cas 2. Considérons maintenant le as θ1 = θ2 où les distributions des demandes de servie sontles mêmes dans les deux �les.D'une part, d'après le Corollaire 2.5, le temps de séjour moyen est indépendant de paramètres

θ1, θ2 et λ.D'autre part, le temps de séjour moyen des lients qui sont arrivés initialement à une �lepartiulière, la �le 1 ou la �le 2, est sensible aux distributions des demandes de servie (θ1, θ2) etau taux de permutation λ. Ce fait ne ontredit pas l'insensibilité de la distribution stationnairede l'état du réseau pare que l'état du réseau ne donne pas le nombre de lients arrivés par la�le 1 ou 2. Ce phénomène est illustré par les Figures 2.9 et 2.10.La Figure 2.9 donne le temps de séjour moyen en fontion du paramètre hyperexponentiel
θ1 = θ2 lorsque ν1 = 0, 8, ν2 = 0, 5 et λ = 1.La Figure 2.10 donne le temps de séjour moyen en fontion du taux de permutation λ lorsque
µ1 = 0, 8, ν2 = 0, 5 et θ1 = θ2 = 1.En absene de permutation, le réseau onsiste en deux �les d'attente PS parallèles et le tempsde séjour moyen à la �le 1 et �le 2 sont respetivement donnés par :

1

µ1 − ν1
= 5,

1

µ2 − ν2
= 2.Le temps de séjour moyen dans le réseau est indépendant du taux de permutation et donnépar :

(

ν1

1 − ν1
+

ν2

1 − ν2

)

/(ν1 + ν2) = 50/13 ≈ 3, 85.
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2.3. Réseaux de Kelly ave permutations aléatoires

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 5.5

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

M
ea

n 
so

jo
ur

n 
tim

e

Hyperexponential parameter

No permutation
Uniform permutation

Simple permutation

Fig. 2.9 � Temps de séjour moyen de lients qui entrent initialement à la �le 1 (haut), �le 2(bas) et toute �le (milieu) en fontion du paramètre hyperexponentiel.
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Chapitre 2. Disiplines de servie insensibleslient à haque position de la �le d'attente assoiée. Ces équations ne peuvent pas être déduitesde elles des réseaux lassiques sans permutation ar dans notre modèle, les lients de di�érenteslasses ave di�érentes demandes de servie sont permutés dans haque �le d'attente. Ces équa-tions de balane donnent la forme expliite de la distribution stationnaire du réseau et montrentla propriété d'insensibilité.Remarquons que l'on peut utiliser la méthode des proessus semi-markoviens généalisés, voirl'annexe A pour le modèle RGSMP de es réseaux généraux de Kelly.2.3.1 ModèleConsidérons un réseau ouvert de I �les d'attente symétriques de taux de servie unitaire 1.Maro-état. Posons ni le nombre de lients à la �le i, n = (n1, . . . , nI) le maro-état du réseau.Posons ei le veteur unitaire de dimension I dont la ième omposante est égale à 1 et les autressont nulles.Files symétriques. Les �les d'attente sont symétriques de probabilités de positionnement
δi(l, n) dé�nies dans la Setion 2.2.Classes de lients. Posons C un ensemble dénombrable arbitraire de lasses de lients. Sansperte de généralité, on suppose que haque lasse est assoiée à une seule �le d'attente. Notons
Ci l'ensemble de lasses assoiées à la �le d'attente i, alors les ensembles C1, . . . , CI forment unerépartition de l'ensemble C.Supposons que les lients de lasse c arrivent suivant un proessus de Poisson d'intensité
νc. On appelle es arrivées des arrivées externes. Ces lients demandent des servies i.i.d. de loiexponentielle de moyenne 1/µc à la �le d'attente assoiée. Après l'aomplissement de servie,un lient de la lasse c joint une autre lasse c′ ave la probabilité pcc′, appelée la probabilitéorrespondante à une arrivée interne, ou quitte le réseau ave la probabilité :

pc = 1 −
∑

c′∈C

pcc′.On suppose que le taux d'arrivée total est stritement positif :∑c∈C νc > 0 et que les lients�nissent par quitter le réseau de telle sorte que le taux d'arrivée e�etif λc des lients de la lasse
c soit la solution unique des équations de tra� :

λc = νc +
∑

c′∈C

λc′pc′c, ∀c ∈ C. (2.9)En sommant sur toutes les lasses c, on obtient :
∑

c′∈C

λc′pc′ =
∑

c∈C

νc. (2.10)56



2.3. Réseaux de Kelly ave permutations aléatoiresLe taux de harge dû à la lasse c est alors donné par :
ρc =

λc

µc
.Remarquons qu'en augmentant le nombre de lasses, on peut dérire un ensemble arbitrairede routages dans un réseau.Miro-état. Posons xi = (xi(1), . . . , xi(ni)) l'état de la �le i où xi(l) désigne la lasse du lienten position l de la �le d'attente i. On appelle la donnée x = (x1, . . . , xI) le miro-état du système.Notons X l'ensemble de miro-états et X (n) l'ensemble des miro-états assoiés au même maro-état n.Pour tout l = 1, . . . , ni + 1, on pose T c,lx le miro-état obtenu de x en ajoutant un lient delasse c à la position l de la �le assoiée i selon la règle de déalage lassique.De même, posons Ti,lx le miro-état obtenu de x en e�açant le lient en position l de la �le

i selon la règle de déalage lassique, pour tous i = 1, . . . , I et l = 1, . . . , ni.Permutations aléatoires. Soit S(n) = P(n1) × . . . × P(nI), où P(m) désigne l'ensemble despermutations de m éléments, pour tout m ≥ 1, et P(0) désigne l'ensemble onsistant seulementen l'appliation d'identité sur {∅}. Pour tout miro-état x ∈ X (n) et pour toute permutation
σ ∈ S(n), notons σ(x) le miro-état obtenu de x en permutant les lients suivant la permutation
σ. On suppose dans e modèle que n'importe quel mouvement de lient peut provoquer unepermutation de lients à haque �le d'attente. La distribution des permutations peut dépendredu maro-état et du lient qui provoque la permutation. Pour tout maro-état n, et toutes lasses
c, c′, posons αc(n, ·), βc(n, ·), γcc′(n, ·) des distributions arbitraires sur S(n).Lorsqu'un nouveau lient de lasse c arrive dans le maro-état n, les autres lients sontpermutés selon la distribution αc(n, ·) avant l'arrivée de e lient. En partiulier, le miro-étatdevient σ(x) ave la probabilité αc(n, σ) avant ette arrivée.De même, lorqu'un lient de lasse c quitte le réseau dans l'état n, ave c ∈ Ci, les autreslients sont permutés selon la distribution βc(n− ei, ·).En�n, lorsqu'un lient rejoint une ertaine lasse c′ depuis la lasse c après l'aomplissementde servie dans maro-état n, ave c ∈ Ci et c′ ∈ Cj, les autres lients sont permutés selon ladistribution γcc′(n− ei, ·) après le départ de la �le i et avant l'arrivée à la �le j.2.3.2 Forme produit et insensibilitéL'évolution du miro-état du système dé�nit un proessus markovien sur un espae d'étatsdénombrable. 57



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesThéorème 2.10 Le miro-état du système possède la distribution stationnaire
π(x) = C

I
∏

i=1

ni
∏

l=1

ρxi(l),si le réseau est stable (2.14) : 0 < C < ∞, où C est la onstante de normalisation que l'ondéterminera plus tard dans l'équation (2.13).Preuve. Le point lef de la démonstration est que la mesure π est invariante aux permutations.Tout d'abord, on montre que la mesure de probabilité π satisfait les équations de balanepartielle pour haque lasse de lients c à haque position l de la �le d'attente assoiée i.Considérons un miro-état x ∈ X (n) tel que xi(l) = c. Le �ux de probabilité orrespondantau départ du lient en position l de la �le i dans le miro-état x est donné par
π(x)µcδi(l, n). (2.11)D'autre part, le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée externe à la position l de la�le i menant le système au miro-état x est donné par

∑

σ∈S(n−ei)

π(x′)νcαc(n− ei, σ)δi(l, n),où x′ désigne l'unique miro-état satisfaisant x = T c,lσ(x′). En utilisant la relation π(x) =
π(x′)ρc, on déduit que e �ux de probabilité est égal à

π(x)
νc

ρc
δi(l, n)

∑

σ∈S(n−ei)

αc(n− ei, σ) = π(x)δi(l, n)
µc

λc
νx.De même, le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée interne à la position l de la �le

i menant le système au état x est donné par
I
∑

i=1

∑

c′∈Cj

nj+1
∑

l′=1

∑

σ∈S(n−ei)

π(x′)µc′δj(l
′, n+ ej − ei)pc′cγc′c(n− ei, σ)δi(l, n),où x′ désigne l'unique miro-état satisfaisant x = T c,lσ(Tj,l′x

′). En utilisant la relation π(x) =
π(x′)ρc/ρc′ , on déduit que e �ux de probabilité est égal à

I
∑

i=1

∑

c′∈Cj

π(x)
ρ′c
ρc
µc′pc′cδi(l, n)

nj+1
∑

l′=1

δj(l
′, n+ ej − ei)

∑

σ∈S(n−ei)

γc′c(n− ei, σ)

= π(x)δi(l, n)
µc

λc

∑

c′∈C

λc′pc′c.58



2.3. Réseaux de Kelly ave permutations aléatoiresEn sommant es deux �ux, on obtient
π(x)δi(l, n)

µc

λc

(

νc +
∑

c′∈C

λc′pc′c

)qui est égal au �ux de probabilité (2.11) selon les équations de tra� (2.9).A�n de onlure la démonstration, il reste à véri�er les équations de balane partielle pourla soure. Soit x ∈ X (n), le �ux de probabilité orrespondant aux arrivées externes dans lemiro-état x est donné par
π(x)

∑

c∈C

νc. (2.12)D'ailleurs, le �ux de probabilité orrespondant au départ d'un lient menant le système aumiro-état x est donné par
I
∑

j=1

∑

c′∈Cj

nj+1
∑

l′=1

∑

σ∈S(n)

π(x′)µc′δj(l
′, n + ej)pc′βc′(n, σ),où x′ désigne l'unique miro-état satisfaisant x = σ(Tj,l′x

′).En utilisant la relation π(x) = π(x′)/ρx′ , on obtient le �ux de probabilité
I
∑

j=1

∑

c′∈Cj

π(x)ρc′µc′pc′

nj+1
∑

l′=1

δj(l
′, n+ ej)

∑

σ∈S(n)

βc′(n, σ) = π(x)
∑

c′∈C

λc′pc′ ,qui est égal au �ux de probabilité (2.12) grâe aux équations de tra� (2.10).
�Posons ρi le taux de harge de la �le i :

ρi =
∑

c∈Ci

ρc.En onséquene du Théorème 2.10, le maro-état possède la mesure de probabilité stationnaire
π′(n) =

∑

x∈X (n)

π(x) = C
∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ni
∏

l=1

ρxi(l) = C

I
∏

i=1

ρni

i ,où la dernière équation se déduit de l'invariane à permutations de π. On obtient aussi l'expressionde la onstante C :
C =

I
∏

i=1

(1 − ρi). (2.13)En partiulier, le réseau est stable si et seulement si
ρi < 1, ∀i = 1, . . . , I. (2.14)59



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesDans e as là, la distribution stationnaire du maro-état est à forme produit et est donnéepar
π′(n) =

I
∏

i=1

(1 − ρi)ρ
ni

i .Alors la distribution stationnaire du maro-état ne dépend des lasses de lients qu'à traversles taux de harge de haque �le d'attente. En utilisant des lasses de lients pour représenterdes phases de servie exponentielles, on peut déduire la propriété d'insensibilité, au moins pourles distributions de servies à phases.Théorème 2.11 Si le réseau est stable (2.14), il est insensible aux distributions des demandesde servie, au moins pour les distributions à phases, la distribution stationnaire du nombre delients à haque �le est à forme produit et ne dépend que des taux de harge ρ1, . . . , ρI :
π′(n) =

I
∏

i=1

(1 − ρi)ρ
ni

i ,À l'état stationnaire, le nombre moyen de lients à la �le i est donné par
E[ni] =

ρi

1 − ρi
,le temps de séjour moyen d'un lient à la �le i est donné par

E[T ] =
ρi

λi(1 − ρi)
,où λi =

∑

c∈Ci
λc.Plus généralement, la propriété d'insensibilité reste valable pour la distribution stationnairedu nombre de lients à haque lasse. Posons yc le nombre de lients de la lasse c dans miro-état

x ∈ X (n) :
yc =

ni
∑

i=1

I(xi(l) = c), c ∈ Ci.Posons y = (yc, c ∈ C), on a le résultat suivant.Théorème 2.12 Sous les onditions de stabilité (2.14), la distribution stationnaire du nombrede lients de haque lasse est insensible, ne dépend des distributions des demandes de serviequ'à travers leur moyenne et est à forme produit :
π′′(y) =

I
∏

i=1

(1 − ρi)ni! ×
∏

c∈C

ρyc
c

yc!
.60



2.4. Disiplines non symétriques2.3.3 ExtensionsComme pour les réseaux de Jakson (Setion 2.2), les résultats restent valables dans les assuivants� les permutations aléatoires sont provoquées par un proessus pontuel externe, par exemple,un proessus de Poisson indépendant.� réseaux fermés de Kelly ave permutations aléatoires.Considérons maintenant le as où les apaités de servie dépendent du nombre de lientsà haque �le : φi(n) ; et les taux d'arrivée et les probabilités de routage dépendent aussi de esnombres de lients de telle sorte que les taux de harge de haque �le i soient en fontion de
n : ρi(n). Alors, on peut montrer que le réseau est insensible aux distributions des demandes deservie si et seulement si les fontions ψi(n) = ρi(n − ei)/φi(n), i = 1, . . . , I, sont équilibrées.La ondition su�sante se déduit des équations de balane partielle, et la ondition néessaire semontre par réurrene sur le nombre de �les d'attente dans le réseau.2.4 Disiplines non symétriquesJusqu'à ii, on a onsidéré l'insensibilité des �les d'attente symétriques et leurs réseaux avepermutations aléatoires. Dans e hapitre, on introduira quelques nouvelles disiplines de servieinsensibles non symétriques.2.4.1 Disiplines ave labelsConsidérons la disipline de servie pour laquelle on assoie à haque lient un ertain labelparmi L labels donnés. Les lients de label l demandent des servies i.i.d. de moyenne µ−1

l .Posons nl le nombre de lients de label l dans la �le alors l'état de la �le d'attente est leveteur n = (n1, . . . , nL).Les lients arrivent dans la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité ν et à un nouveaulient est assoié un label l ave la probabilité δ(l, n) dans l'état n :
L
∑

l=1

δ(l, n) = 1.Dans l'état n, les lients de label l partagent équitablement une proportion δ′(l, n) de apaitéde servie :
L
∑

l=1

δ′(l, n) = 1. 61



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesL'évolution de la �le peut être dérite par une haîne de Markov sur un sous-ensemble de
N

L. On suppose que ette haîne de Markov est irrédutible.Cette disipline peut être vue omme un réseau de �les d'attente PS (Setion 1.4.3) ave tauxd'arrivée et apaités de servie dépendants du nombre de lients à haque �le :Capaités de sevie : δ′(l, n), l = 1, . . . , L.Arrivées poissoniennes d'intensité νδ(l, n), l = 1, . . . , L.D'après la Setion 1.4.3, e réseau est insensible si et seulement si les fontions
ψl(n) =

νδ(l, n − el)

µlδ′(l, n)sont équilibrées, el étant le veteur unitaire de dimension L dont la lème omposante est égale à
1 et les autres sont nulles.En partiulier, ette nouvelle disipline donne la �le d'attente LIFO préemptive ave unnombre limité de L plaes si :



























δ(1, 0) = δ′(1, e1) = 1
δ(2, e1) = δ′(2, e1 + e2) = 1
δ(3, e1 + e2) = δ′(3, e1 + e2 + e3) = 1...
δ(L, e1 + . . .+ eL−1) = δ′(L, e1 + . . . + eL) = 1.Dans et exemple, les labels orrespondent aux positions de lients dans la �le d'attente.La disipline LIFO préemptive onsidérée i-dessus est symétrique mais en général, notredisipline ave labels ne l'est pas. Par exemple, onsidérons un as simple où L = 2 et δ(1, n) =

δ′(1, n) = 0 sauf si n2 = 0. Dans ette disipline, la priorité est donnée au label 2, .à.d. quesi les lients de label 2 sont présents dans la �le, toute la apaité est donnée à es lients etun nouveau lient est toujours assoié le label 2. Cette disipline ontient alors deux lasses depriorité de telle sorte que la �le alloue toute sa apaité aux lients de la lasse 2, la plus favorisée.Les labels orrespondent alors aux lasses de priorité.Dans e as, l'état de la �le est de la forme (n1, n2), où ni désigne le nombre de lients delabel i. Dans la Figure 2.11, sont illustrées deux transitions possibles à partir de l'état (2, 3) :Une arrivée a lieu ave le taux de transition ν, et arrivé est assoié le label 2, menant la �le àl'état (2, 4), et un départ de l'un des trois lients de lasse 2 a lieu ave le taux de transition µ,menant la �le à l'état (2, 2).On peut former une autre disipline de servie de priorité en onsidérant L = 2 et pour tout
n ≥ 1 :

{

δ(2, ne1) = pn

δ′(2, ne1 + e2) = 1.Ainsi, si n lients sont présents dans la �le à une arrivée, le nouveau lient se sert immé-diatement de toute la apaité de la �le ave la probabilité pn. Dans e as là, auune arrivée62



2.4. Disiplines non symétriques
Fig. 2.11 � Une �le ave 2 lasses de priorité : Arrivée d'un nouveau lient de la lasse 2 etdépart de l'un des trois lients de ette lasse.ne sera aeptée pendant le servie de e lient favorisé. Et sinon, e nouveau lient partageéquitablement la apaité ave les autres lients ave la probabilité 1 − pn.Par onvention, p0 = 0, .à.d. que si un lient arrive lorsque la �le est vide, il est assoiéà la première lasse, l'état de la �le devient (1, 0). L'espae d'états est alors l'ensemble G =
{(0, 0)} ∪ {(n1, n2) : n1 > 0, n2 = 0, 1}.L'insensibilité de ette �le est montrée omme suit : On s'aperçoit que pour tout état n =
(n1, n2) ∈ G, il y a un seul hemin diret de et état à l'état vide 0 = (0, 0), alors le produitd'une fontion ψl(n) quelonque prise sur un hemin diret de n à 0 ne dépend pas de e hemin.En partiulier, notre fontion ψ est équilibrée, alors ette disipline de servie est insensible.En�n, onsidérons la disipline de transfert ave L = 2 labels, telle que s'il y a autant delients de label 1 que eux de label 2, toute la apaité de la �le est allouée équitablement auxlients de label 1 et la �le n'aepte que des arrivées de lients de label 2, sinon, si les lients delabel 2 sont plus nombreux, la apaité est alors transférée à es lients, .à.d. que la apaitéde la �le est allouée équitablement aux lients de label 2, et la �le n'aepte que des arrivées delients de label 1.À partir de l'état vide, la �le ne peut atteindre que les états de formes (n, n) ou (n, n+1), n ∈
N. Le serveur sert suessivement les deux lasses de lients.

Fig. 2.12 � Disipline de transfert : Arrivées et départs dans les états (n, n) et (n, n+ 1).
2.4.2 Nombre �ni de plaesDans la Setion 1.3.2, on a montré que la déomposabilité d'un modèle RGSMP assure soninsensibilité et on a remarqué qu'il n'y a pas d'équivalene entre es deux propriétés. Le modèleque l'on introduira dans ette partie illustrera ette propriété de non-équivalene. En e�et, notremodèle sera insensibile mais non-déomposable en forme produit.Considérons une �le d'attente dont le nombre de plaes est limité à une ertaine valeur N .Supposons que les lients arrivent dans la �le suivant un proessus de Poisson d'intensité ν. S'ily a déjà N lients dans la �le, auune arrivée n'est permise, dans le as ontraire où il n'y a que
n lients dans la �le, n < N , un nouveau lient hoisit la position l ave la probabilité δ(l, n+1).63



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesUne proportion δ′(l, n) de apaité de servie est allouée au lient en position l lorsqu'il y a nlients dans la �le, n ≤ N .Commençons par les deux as les plus simples ave N = 1 et N = 2.N égal à 1. Dans e as, à son arrivée, un lient prend forément la plae unique dans la �le etle serveur donne toute sa apaité à e lient :
δ′(1, 1) = δ(1, 1) = 1.Ce as est trivial ar ette �le est à la fois symétrique et insensible.N égal à 2. On a aussi δ′(1, 1) = δ(1, 1) = 1. Le problème est de trouver les valeurs de

δ′(1, 2), δ′(2, 2) et δ(1, 2), δ(2, 2) qui assurent l'insensibilité de la �le.Pour la ondition néessaire, on suppose que les lients demandent les servies aléatoires de 2phases exponentielles de même moyenne 1/µ. Si les lients arrivent dans la �le selon un proessusde Poisson d'intensité ν, le taux de harge est donné par
ρ = 2

ν

µ
.Le miro-état de la �le se ompose de la phase de servie de haque lient et l'espae desmiro-états ontient 7 éléments :

X = {(0), (1), (2), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.La distribution stationnaire π doit satisfaire un système de 7 équations de balane globale.Si la distribution stationnaire du nombre de lients est insensible, π doit satisfaire de plus lesonditions suivantes
{

π(1) + π(2) = ρπ(0)
π(1, 1) + π(1, 2) + π(2, 1) + π(2, 2) = ρ2π(0)En étudiant le système d'équations de balane globale et es deux onditions d'insensibilité,on peut trouver la ondition néessaire de l'insensibilité :
(

δ′(1, 2) − δ′(2, 2)
)(

δ′(1, 2) − δ(1, 2)
)

= 0Cette ondition est équivalente à la symétrie de la �le, qui est aussi une ondition su�sante[Kel79℄.Alors dans les deux premiers as où N = 1 et N = 2, l'insensibilité est équivalente à lasymétrie. Au ontraire, pour à partir de N = 3, le système d'équations de balane globale devienttrop ompliqué pour étudier a�n de trouver la ondition néessaire et su�sante de l'insensibilité.Dans la suite, on donnera une ondition su�sante qui est moins restreinte que la symétrie. D'unepart, ela montre que la symétrie n'est plus néessaire pour l'insensibilité si N ≥ 3. D'autre part,omme les disiplines ave labels onsidérées dans la setion préédente, ette nouvelle disiplinenon symétrique peut donner une perspetive pour identi�er la ondition néessaire et su�santede l'insensibilité.N plus grand ou égal à 3.64



2.4. Disiplines non symétriquesOn étudiera ii une disipline non symétrique ave
{

δ′(l, n) = δ(l, n), ∀n < N, l = 1, . . . , n
δ′(l,N) = 1

N
, ∀l = 1, . . . , N.

(2.15)Tout d'abord, remarquons qu'en faisant le nombre de plaes tendre vers ∞, on obtient une�le symétrique sans limite de plae, qui est insensible.Retournons maintenant aux as où N est �ni. Si δ(l,N) 6= 1/N , ette �le d'attente est nonsymétrique et en général, sensible à la distribution des demandes de servie, mais on montreraqu'elle reste insensible si les probabilités de positionnement satisfont les onditions suivantes


















(N − 1)δ(1, N) + δ(2, N) = 1
(N − 2)δ(2, N) + 2δ(3, N) = 1...
δ(N − 1, N) + (N − 1)δ(N,N) = 1

(2.16)Remarquons qu'en sommant es égalités, on retrouve la ondition :
N
∑

l=1

δ(l,N) = 1,de telle sorte que es équations admettent une in�nité de solutions dont l'une est la disiplinesymétrique δ(l,N) = 1/N .Distribution stationnaire.On suppose que les demandents de servies sont i.i.d. de loi mélange de distributions d'Erlang,.à.d. une somme d'un nombre aléatoire de phases exponentielles de moyenne µ−1. Posons s(k)la probabilité que le nombre de phases soit égal à k, s̄(k) la probabilité que le nombre de phasesdépasse k et s̄ le nombre moyen de phases. Alors
∞
∑

k=1

s(k) = 1, s̄(k) =
∑

j≥k

s(j), et s̄ =

∞
∑

k=1

ks(k) =

∞
∑

k=1

s̄(k).Le taux de harge de la �le est alors
ρ =

νs̄

µ
.Posons xl la phase de servie du lient en position l, x = (x1, . . . , xn) le miro-état de la �le,où |x| = n désigne le nombre de lients dans la �le, n ≤ N .Théorème 2.13 Une mesure stationnaire de l'état de la �le est de la forme :

π(x) =

{

( ν
µ
)n
∏n

l=1 s̄(xl) si |x| = n < N

( ν
µ
)N
∏N

l=1 s̄(xl)f(x) si |x| = N,
(2.17)où f(x) est une fontion dé�nie ultérieurement par (2.24). 65



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesPreuve. La démonstration est basée sur les équations de balane partielle.Posons T k,lx (resp. Tlx) le miro-état obtenu de x en ajoutant un lient en phase de servie
k à la position l (resp. le miro-état obtenu de x en e�açant le lient en position l).� Si 0 ≤ n < N − 1, le �ux de probabilité d'un départ menant la �le à l'état x est donné par

n+1
∑

l=1

∑

k≥1

π(T k,lx)µδ′(l, n+ 1)
s(k)

s̄(k)
= π(x)ν

n+1
∑

l=1

∑

k≥1

δ′(l, n+ 1)s(k),ar π(T k,lx) = π(x)s̄(k + 1)/s̄(k).Ce �ux de probabilité est égal au �ux de probabilité d'une arrivée dans l'état x :
π(x)ν.� Si 1 ≤ n ≤ N − 1, le �ux de probabilité orrespondant à une arrivée menant la �le à l'état

x est donné par
n
∑

l=1

π(Tlx)νδ(l, n)I(xl = 1) = π(x)µ

n
∑

l=1

δ(l, n)I(xl = 1),ar s̄(xl) = s̄(1) = 1 et π(Tlx) = π(x)µ/ν si xl = 1.Par ailleurs, le �ux de probabilité orrespondant à une transition de phases menant la �leà l'état x est donné par
n
∑

l=1

π(x− el)µδ
′(l, n)

s̄(xl)

s̄(xl − 1)
I(xl > 1) = π(x)µ

n
∑

l=1

δ(l, n)I(xl > 1),ar δ′(l, n) = δ(l, n) si n ≤ N − 1, et π(x − el) = π(x)s̄(xl − 1)/s̄(xl) si xl > 1, el étantle veteur unitaire de dimension n dont la lème omposante est égale à 1 et les autres sontnulles.En sommant es deux �ux de probabilité, on obtient le �ux de probabilité orrespondantà un aomplissement de phase de servie d'un lient lorsque la �le est dans l'état x :
π(x)µ.Alors π est une mesure stationnaire du miro-état de la �le si et seulement si elle satisfait lesdeux équations de balane partielle suivantes

π(x)ν =

N
∑

l=1

∑

k≥1

π(T k,lx)µδ′(l,N)
s(k)

s̄(k)
, si |x| = N − 1, (2.18)66



2.4. Disiplines non symétriqueset
π(x)µ =

N−1
∑

l=1

π(Tlx)νδ(l,N)I(xl = 1)

+

N
∑

l=1

π(x− el)µδ
′(l,N)

s̄(xl)

s̄(xl − 1)
I(xl > 1), si |x| = N. (2.19)L'équation (2.18) est équivalente à la ondition suivante sur la fontion f(x) :

N
∑

l=1

∑

k≥1

s(k)f(T k,lx) = N, ∀x : |x| = N − 1. (2.20)Et l'équation (2.19) est équivalente à la formule réursive de la fontion f(x) :
f(x) =

N
∑

l=1

(

δ(l,N)I(xl = 1) +
1

N
f(x− el)I(xl > 1)

)

, ∀x : |x| = N. (2.21)Alors s'il existe une fontion f satisfaisant (2.20) et (2.21), la mesure π donnée dans le Théo-rème 2.13 forme une mesure stationnaire du miro-état x. Dans la suite, on montrera l'existened'une telle fontion.En appliquant l'équation (2.21) pour x = e1 + e2 + . . .+ eN , on obtient la ondition initialede la fontion f(x) :
f(e1 + e2 + . . .+ eN ) =

N
∑

l=1

δ(l,N) = 1. (2.22)Alors la fontion f(x) est omplètement déterminée par ette ondition initiale (2.22) et laformule réursive (2.21). Il ne nous reste qu'à montrer que la fontion dé�nie réursivement par(2.22) et (2.21) remplit la ondition (2.20) pour tout x tel que |x| = N − 1. En partiulier, onmontrera par réurrene une ondition plus forte :
N
∑

l=1

f(T k,lx) = N, ∀k ≥ 1,∀x : |x| = N − 1. (2.23)Cette ondition signi�e que pour tout état x, |x| = N, la somme de f sur tous les états obtenusà partir de x en déplaçant un lient partiulier, est égal à N , indépendamment de sa phase deservie k.Commençons par x = e1+e2+. . .+eN−1 et k = 1, alors T k,lx = e1+e2+. . .+eN ,∀l = 1, . . . , N,et ette ondition (2.23) devient équivalent à la ondition initiale (2.22) :
N
∑

l=1

f(e1 + e2 + . . .+ eN ) = N. 67



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesLa ondition (2.23) est ensuite jusiti�ée à être remplie pour le ouple (k, x), x = e1 + e2 +
. . . + eN−1, ∀k ≥ 1, par réurrene sur k :

f(T k+1,lx) =
l−1
∑

l′=1

δ(l′, N) +
1

N
f(T k,lx) +

N
∑

l′=l+1

δ(l′, N)

= 1 − δ(l,N) +
1

N
f(T k,lx).En sommant sur l, on obtient l'égalité (2.23) pour le ouple (k + 1, x) par réurrene :

N
∑

l=1

f(T k+1,lx) = N −
N
∑

l=1

δ(l,N) +
1

N

N
∑

l=1

f(T k,lx) = N.Supposons maintenant que la ondition (2.23) est remplie pour (k, x′), pour tout k ≥ 1 etpour tout x′ tel que x′ ≺ x, .à.d. x′l ≤ xl ∀l = 1, . . . , N et qu'il existe un indie l tel que x′l < xl.On montrera par réurrene sur k que ette ondition est aussi remplie pour (k, x),∀k ≥ 1.Pour k = 1, on a :
f(T 1,lx) =

l−1
∑

l′=1

(

δ(l′, N)I(xl′ = 1) +
1

N
f(T 1,l(x− el′))I(xl′ > 1)

)

+ δ(l,N)

+
N−1
∑

l′=l

(

δ(l′ + 1, N)I(xl′ = 1) +
1

N
f(T 1,l(x− el′))I(xl′ > 1)

)

.En utilisant (2.23) pour le ouple (1, x− el′), l
′ = 1, . . . , N , on véri�e que ette ondition estaussi satisfaite pour le ouple (1, x) :

N
∑

l=1

f(T 1,lx) = N.Supposons ensuite que la ondition (2.23) est rempie pour le ouple (k, x), on véri�era etteondition pour (k + 1, x). On a :
f(T k+1,lx) =

l−1
∑

l′=1

(

δ(l′, N)I(xl′ = 1) +
1

N
f(T k+1,l(x− el′))I(xl′ > 1)

)

+
1

N
f(T k,lx)

+
N−1
∑

l′=l

(

δ(l′ + 1, N)I(xl′ = 1) +
1

N
f(T k+1,l(x− el′))I(xl′ > 1)

)

.En utilisant (2.23) pour (k+1, x−el′), l
′ = 1, . . . , N, et pour (k, x), on obtient pour le ouple

(k + 1, x) :
N
∑

l=1

f(T k+1,lx) = N.68



2.4. Disiplines non symétriquesAlors on a (2.23) pour (k, x),∀k ≥ 1,∀x : |x| = N − 1, si (2.23) est vraie pour (k, x′),∀k ≥
1,∀x′ : |x′| = N − 1, x′ ≺ x. Or initialement, ette ondition se véri�e pour (k, x), x = e1 + e2 +
. . . + eN−1, ∀k ≥ 1, alors on déduit que (2.23) est remplie pour tout ouple (k, x),∀k ≥ 1,∀x :
|x| = N − 1.La fontion f(x) déterminée réursivement par :

{

f(x) = 1, pour x = e1 + e2 + . . .+ eN

f(x) =
∑N

l=1

(

δ(l,N)I(xl = 1) + 1
N
f(x− el)I(xl > 1)

)

, ∀x : |x| = N
(2.24)satisfait la ondition (2.23) :

N
∑

l=1

f(T k,lx) = N, ∀k ≥ 1,∀x : |x| = N − 1.Par onséquene, la mesure orrespondante π dé�nie dans le Théorème 2.13 donne une mesurestationnaire du miro-état x.
�Impat des probabilités de positionnement δ(l,N) sur la fontion fRemarquons que la fontion f dépend fortement des probabilités δ(1, N), . . . , δ(N,N). Mêmesi on est dans le as N ≥ 3, nos études onviennent aussi ave le as N = 2, et même dans e assimple, on peut voir le grand impat des probabilités de positionnement sur la fontion f . A�nde simpli�er les notations, posons δ1 = δ(1, 2) et δ2 = δ(2, 2). Dans e as, la �le est insensiblepour tous δ1, δ2 tels que

δ1 + δ2 = 1,et la fontion f est dé�nie par :






f(1, 1) = 1
f(u, v) = δ1I(u = 1) + 1

2f(u− 1, v)I(u > 1)
+δ2I(v = 1) + 1

2f(u, v − 1)I(v > 1) u, v ≥ 1.La forme expliite de f(u, v) est très ompliquée alors on se ontente à regarder l'impat de δ1et δ2 sur les valeurs de f(k, 1) et f(1, k) :
{

f(k, 1) = 1
2k−1 + 2δ2(1 − 1

2k−1 )

f(1, k) = 1
2k−1 + 2δ1(1 − 1

2k−1 ).Alors on peut véri�er que la ondition (2.23) est remplie pour x = (1) : f(k, 1) + f(1, k) = 2.Maintenant, si haque nouveau lient hoisit sa position suivant une distribution uniforme,.à.d. que δ1 = δ2 = 1/2, f(k, 1) = f(1, k) = 1 qui oïnide ave le as d'une �le symétrique eten fait la �le est symétrique ar δ(l, n) = δ′(l, n) pour tous n, l.Par ontre, si un nouveau lient hoisit toujours de se plaer à la tête de la �le, .à.d. que
δ1 = 1 et δ2 = 0, la �le est non symétrique et f(k, 1) = 1/2k−1 << f(1, k). Dans e as, le plusnouveau des deux lients dans la �le (elui en tête de la �le) a une forte probabilité d'être à sapremière phase de servie, sahant que l'un des deux lients l'est. 69



Chapitre 2. Disiplines de servie insensiblesInsensibilitéLa �le d'attente est insensible à la distribution des demandes de servie, au moins pour lesmélanges de distributions d'Erlang :Théorème 2.14 La �le d'attente est insensible, une mesure stationnaire du nombre de lientsdans la �le est à forme géométrique et ne dépend que de la harge ρ :
π′(n) = ρn, ∀n ≤ N.Preuve. Pour n < N , on a :

π′(n) =
∑

x:|x|=n

(
ν

µ
)n

n
∏

l=1

s̄(xl) = ρn.Pour n = N , on a :
π′(N) =

∑

x:|x|=N

(
ν

µ
)N

N
∏

l=1

s̄(xl)f(x)Remarquons que pour toute permutation σ ∈ P(N), on a :
N
∏

l=1

s̄(σ(x)l) =
N
∏

l=1

s̄(xl),et grâe à la ondition (2.23), il se déduit que :
∑

σ∈P(N)

f(σ(x)) =
∑

σ∈P(N)

1.Par onséquene, le terme π′(N) reste inhangé si on remplae f(x) par sa moyenne surtoutes les permutations σ ∈ P(N) :
π′(N) =

∑

x:|x|=N

(
ν

µ
)N

N
∏

l=1

s̄(xl)f(x)

=
∑

x:|x|=N

(
ν

µ
)N

N
∏

l=1

s̄(xl)

∑

σ∈P(N) f(σ(x))
∑

σ∈P(N) 1

=
∑

x:|x|=N

(
ν

µ
)N

N
∏

l=1

s̄(xl)

= ρN .Alors la �le est insensible à la distribution des demandes de servie, au moins pour lesmélanges de distributions d'Erlang, et la distribution stationnaire du nombre de lients est à forme70



2.4. Disiplines non symétriquesproduit π′(n) = Cρn,∀n ≤ N , où C désigne la onstane de normalisation. Par onséquene, letemps de séjour moyen d'un lient dans la �le est aussi insensible à la distribution des demandesde servie.
�DéomposabilitéOn a introduit une nouvelle disipline insensible non symétrique. Remarquons que ettedisipline n'est pas déomposable en forme produit (Proposition 1.16) pare que dans le asexponentiel, les équations de balane loale (1.25) ne sont pas satisfaites pour le maro-état N :Le taux de mort du lient en position l est :

π′(N)
µ

N
,tandis que son taux de naissane est :

π′(N − 1)νδ(l,N) = π′(N)µδ(l,N).Si δ(l,N) 6= 1/N , es deux taux sont di�érents, les équations de balane loale ne sont passatisfaites et la �le n'est pas déomposable en forme produit. Pourtant, ette �le d'attente estinsensible, e qui montre que la propriété de déomposabilité est plus forte que l'insensibilité.Sensibilité du ontre exempleSi les onditions (2.16) sur les probabilités de positionnement δ(l,N) ne sont pas satisfaites,la �le d'attente est sensible en général. Considérons l'exemple simple d'une �le d'attente limitéeà N = 3 plaes, ave le proessus d'arrivées poissonnien d'intensité ν = 1 et un nouveau lientest toujours plaé à la �n de la �le. Cette �le d'attente dispose d'un serveur de taux de servie
2 donné en totalité au lient à la �n de la �le s'il y a moins de trois lients dans la �le et sinon,partagé équitablement aux trois lients dans la �le. On véri�e bien que les onditions (2.15) sontremplies :

δ′(n, n) = δ(n, n) = 1, ∀n < N,et
δ′(l,N) =

1

N
, ∀l = 1, . . . , N.Par ontre, les probabilités de positionnement δ(l,N) ne satisfont pas les onditions (2.16) omme

δ(3, 3) = 1 et δ(1, 3) = δ(2, 3) = 0 :
{

2δ(1, 3)+ δ(2, 3) = 0 6= 1
δ(2, 3)+ 2δ(3, 3) = 2 6= 1.Supposons que les demandes de servie sont i.i.d. de loi hyperexponentielle de paramètre θet de moyenne 1. La Figure 2.13 montre la sensibilité du temps de séjour moyen au paramètrede la loi hyperexponentielle θ.Si θ = 1, la loi hyperexponentielle devient exponentielle et le temps de séjour moyen est égal àelui d'une �le d'attente symétrique insensible de 3 plaes. Par ontre, le temps de séjour moyendevient plus important lorsque la loi de demandes de servie varie. 71



Chapitre 2. Disiplines de servie insensibles
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Fig. 2.13 � Temps de séjour moyen dans une �le d'attente de 3 plaes.2.5 Bilan des disiplines insensibles / sensiblesDans ette partie, on réapitulera des disiplines insensibles / sensibles.1. Les disiplines symétriques sont insensibles. Les disiplines PS et LIFO-préemptive fontpartie de es disiplines symétriques.Les réseaux de Jakson et de Kelly de es �les d'attente sont aussi insensibles aux distri-butions de demandes de servie. De plus, si les apaités de servie, les taux d'arrivée etle routage dépendent du nombre de lients à haque �le, es réseaux sont insensibles si etseulement s'ils satisfont une ertaine propriété d'équilibre.À partir de es réseaux, on peut onstruire de nombreuses nouvelles disiplines insensibles.Par exemple, la disipline de transfert ave 2 lasses de lients dont le serveur sert alter-nativement l'une des deux lasse est une des disiplines insensibles ave labels introduitesdans la Setion 2.4.1.Les réseaux de �les symétriques restent insensibles même si l'on y introduit des permuta-tions de lients à haque �le. Par ontre, s'il y a permutations de lients de deux �les dedi�érentes distributions des demandes de servie, es réseaux sont sensibles, voir la Setion2.2.5. À la �n de la même setion, on a aussi onsidéré des permutations entre les lients dedeux �les PS parallèles de même distribution des demandes de servie. Par simulation, ona montré que le temps de séjour moyen de tous lients dans le système est insensible maisau ontraire, le temps de séjour moyen éhantillonné sur les lients entrants initialement àune �le partiulière est sensible à la distribution des demandes de servie et aussi sensibleau taux de permutation.2. Dans la Setion 2.4.2, une lasse des disiplines nonsymétriques ave un nombre limite deplaes a été introduite et prouvée d'être insensible, mais non-déomposable, qui donne aumême temps une illustration du fait qu'en général, l'insensibilité n'est pas équivalente à ladéomposabilité.72



2.5. Bilan des disiplines insensibles / sensibles3. En revanhe, on renontre aussi des disiplines sensibles, par exemple, la disipline FIFO,la disipline à priorité, la disipline limitée à un nombre �ni de plaes que l'on a onsidéréedans la setion préédente,...
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3Métriques de débit
Sommaire 3.1 Modèle de tra� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.2 Débit éhantillonné par �ot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.2.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 793.2.2 Propriété . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 803.3 Débit éhantillonné en temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813.3.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 813.3.2 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 823.4 Interprétation du débit instantané . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843.5 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 853.5.1 Partage équitable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 853.5.2 Contraintes de apaité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883.5.3 Partage inéquitable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89Le débit est un indiateur lef de la performane pour l'aès Internet. Il est souvent lerésultat du multiplexage statistique d'un nombre aléatoire de �ots partageant un lien ommun.Les exemples typiques inluent les liens d'aès dans un réseau sans �l, ablé ou d'Ethernet haut-débit. Dans ertains autres as omme l'aès DSL, les utilisateurs disposent de leur propre lien.À ondition que le réseau n'est pas limitant, le débit est alors presque onstant et déterminé parla vitesse du lien d'aès, variant de 512 kbit/s à 20 Mbit/s pour un aès DSL. Le développementd'aès optique, de très haute vitesse, de 40 Mbit/s à 1 Gbit/s, tend à augmenter les onstraintesdu débit au réseau ollete. Le débit sera alors le résultat d'un multiplexage statistique.Le hoix d'une "bonne" métrique de débit, qui est ritique pour dimmensionner les réseaux,n'est pas un problème faile sahant la nature aléatoire du tra�. Considérons par exemple deuxtranferts indépendants d'un même �hier dont le premier est omplété au taux 1 Mbit/s et ledeuxième au taux 3 Mbit/s. D'une part, il est naturel à dire que le débit moyen est égal à 2Mbit/s. D'autre part, le alul basé sur la durée moyenne de transfert donne 1.5 Mbit/s, quiorrespond au débit moyen harmonique ; ei est aussi le débit d'un �ot virtuel qui omprendraitle transfert onséutif des deux �hiers.Dans ette partie, on dé�nira formellement deux métriques de débit, à savoir le débit éhan-tillonné par �ot et elui éhantillonné en temps. Les dé�nitions ne sont pas restreintes au débit77



Chapitre 3. Métriques de débitmoyen mais appliquées à la distribution du débit. On donnera quelques propriétés génériques, parexemple les expressions asymptotiques dans les as limites de �ots de taille in�niment petite etin�niment large. On montrera que le débit éhantillonné en temps peut être interprété omme ledébit instantané pondéré par le nombre de �ots, e qui fournit un moyen pratique pour l'évalueret le mesurer. Cei explique pourquoi le débit moyen éhantillonné en temps est plus souventutilisé, voir [BFBP+01, BMPV06, DPR04, HLN97, LB03℄.Les notions de débits moyens éhantillonnés par �ot et en temps sont onsidérées dans[KK02, LvdBB04℄. Il est notamment observé que le premier est dure à évaluer même dans leas le plus simple d'un lien unique partagé équitablement, mais peut être approximé par le débitinstantané moyen qui dispose de l'expression expliite [BK00, KK02, LvdBB04℄. On verra que ledébit instantané sou�re en fait un biais d'éhantillonnage : il dépend de la proportion p du tra�éhantillonné. Par exemple, pour un lien partagé équitablement, le débit instantané moyen oïn-ide ave le débit moyen éhantillonné par �ot pour p = 1 et ave le débit moyen éhantillonné entemps pour p→ 0. D'ailleurs, le débit instantané moyen pondéré par le nombre de �ots oïnideave le débit moyen éhantillonné en temps pour toute proportion du tra� éhantillonné.La ontribution lef de ette partie est d'étendre les notions d'éhantillonnage par �ot et entemps à la distribution du débit. Il est partiulièrement approprié pour les �ux adaptatifs quirequièrent un débit minimal. Dans ette setion, on se foalise sur le tra� élastique où le tauxde servie de �ots s'ajuste pour remplir la bande passante disponible. Mais les résultats peuventêtre utilisés omme une approximation onservative pour un sénario plus réaliste où les tra�sélastiques et adaptatifs sont multiplexés [BP04℄. Il est lair que le débit moyen n'est pas unebonne métrique pour évaluer la qualité de �ots adaptatifs. Des résultats asymptotiques sur ladurée et le débit de �ot, voir [BBNnQ05, BvOZ05, GRZ04℄, ne su�sent pas non plus à e but.Ce qui est vraiment néessaire est la distribution du débit, omme dérit dans la suite.3.1 Modèle de tra�Considérons un �ot arbitraie de taille potentiellement in�nie initié à l'instant 0. On onsi-dère e �ot omme un �uide et on note ϕ(t) son débit instantané à l'instant t. Ce proessusstohastique n'est pas stationnaire à ause de l'impat du �ot étiqueté sur l'état du système.Supposons que e proessus atteint son état stationnaire aratérisé par une ertaine variablealéatoire ϕperm orrespondante à la distribution du débit d'un �ot permanent. Supposons aussique le proessus ϕ(t) prend des valeurs positives dans un ertain ensemble disret borné X etqu'il est régulier, ontinu à droite ave une limite à gauhe et ergodique, .à.d. que
lim

T→∞

1

T

∫ T

0
I(ϕ(t) = x) = P(ϕperm = x) p.s., ∀x ∈ X . (3.1)Notons ϕvirt = ϕ(0) le débit d'un �ot virtuel de taille nulle.Si le �ot étiqueté est de taille s, sa durée D(s) est une variable aléatoire dé�nie par l'égalité

s =

∫ D(s)

0
ϕ(t)dt.78



3.2. Débit éhantillonné par �otSoit T0 le premier instant t tel que ϕ(t) 6= ϕ(0). On a évidemment ϕ(t) = ϕ(0) pour tout
t < T0 et

D(s) =
s

ϕvirt
si s < ϕvirtT0.Comme ϕvirtT0 > 0 presque sûrement, on obtient

lim
s→0

s

D(s)
= ϕvirt p.s. (3.2)Ensuite, en utilisant le fait que l'ensemle X est borné, on a

lim
s→∞

D(s) = ∞ p.s. (3.3)Alors par l'ergodiité,
lim

s→∞

s

D(s)
= E[ϕvirt] p.s. (3.4)Dans la suite, on pose S une taille aléatoire de �ot et D = D(S) la durée orrespondante :

S =

∫ D

0
ϕ(t)dt.

3.2 Débit éhantillonné par �ot3.2.1 Dé�nitionSupposons maintenant que le �ot étiqueté est de taille aléatoire S. Pour tout x ∈ X , onsi-dérons la fration moyenne de temps que e �ot ait débit x
E

[ 1

D

∫ D

0
I(ϕ(t) = x)dt

] (3.5)Cette fration moyenne dé�nit une distribution sur l'ensemble X . On appelle la variablealéatoire orrespondante Xflow le débit éhantillonné par �ot.La dé�nition i-dessus peut s'étendre à des �ots de toute taille �xée s > 0. La variablealéatoire orrespondante Xflow(s) est alors dé�nie par
P

(

Xflow(s) = x
)

= E

[ 1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt

]

. (3.6)79



Chapitre 3. Métriques de débit3.2.2 PropriétéLe débit moyen éhantillonné par �ot, noté γflow, est donné par
γflow = E

[

X flow
]

=
∑

x∈X

xE

[ 1

D

∫ D

0
I(ϕ(t) = x)dt

]

= E

[

1

D

∫ D

0

(

∑

x∈X

xI(ϕ(t) = x
)

dt

]

= E

[ 1

D

∫ D

0
ϕ(t)dt

]

= E

[ S

D

]

. (3.7)De même, on obtient le débit moyene éhantilloné par �ot d'un �ot de taille s
γflow(s) = E

[

Xflow(s)
]

= E

[ s

D(s)

]

. (3.8)On énone i-dessous des résultats pour les as limites de �ots de taille in�niment petite etin�niment large.Théorème 3.1 Le débit éhantillonné par �ot Xflow(s) tend en distribution vers ϕvirt lorsque
s tend vers 0 et vers ϕperm lorsque s tend vers ∞.Preuve. Rappelons que

P

(

Xflow(s) = x
)

= E

[

1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt

]

.Comme dans la Setion 3.2.1, posons T0 le premier instant t tel que ϕ(t) 6= ϕ(0). On a
1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt = I(ϕvirt = x) si s < ϕvirtT0.Comme ϕvirtT0 > 0 presque sûrement, on obtient

lim
s→0

1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt = I

(

ϕvirt = x
) p.s.et

lim
s→0

P

(

Xflow(s) = x
)

= P

(

ϕvirt = x
)

.80



3.3. Débit éhantillonné en tempsL'autre limite est déduite par l'ergodiité en utilisant (3.1) et (3.3) :
lim

s→∞

1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt = P

(

ϕperm = x
) p.s.

�3.3 Débit éhantillonné en temps3.3.1 Dé�nitionSupposons que le �ot étiqueté est de taille aléatoire S. Pour tout x ∈ X , onsidérons lerapport de la durée moyenne au débit x à la durée moyenne de �ot :
E

[

∫D

0 I(ϕ(t) = x)dt

]

E[D]
. (3.9)Ce rapport dé�nit une distribution sur l'ensemble X sahant que la durée moyenne de �otest �nie. On appelle la variable aléatoire orrespondante Xtime le débit éhantillonné en temps.Cette dé�nition s'étend à toute taille �xée de �ot s > 0. La variable aléatoire orrespondante

Xtime(s) satisfait pour tout x ∈ X

P

(

Xtime(s) = x
)

=

E

[

∫ D(s)
0 I(ϕ(t) = x)dt

]

E
[

D(s)
] . (3.10)A�n d'illustrer la di�érene ave l'autre métrique de débit, onsidérons I �ows de taille s, dedurées respetives d1, . . . , dI et de proportions de temps au débit x : f1, . . . , fI . Pour la métriqueéhantillonnée par �ot, la probabilité qu'un �ot de taille s ait le débit x est estimée par lamoyenne empirique

1

I

I
∑

i=1

fi.Pour la métrique éhantillonnée en temps, elle est estimée par la moyenne empirique pondéréepar les durées de �ots
∑I

i=1 difi
∑I

i=1 di

.Cette quantité orrespond au rapport du temps que les �ots ont débit x au temps total dedurées de �ots, d'où le terme éhantillonné en temps. Remarquons que, sahant que les I éhan-tillonages soient i.i.d., les deux expressions i-dessus tendent vers (3.6) et (3.10) respetivement,lorsque I tend vers l'in�ni. 81



Chapitre 3. Métriques de débit3.3.2 PropriétésLe débit moyen éhantillonné en temps γtime est donné par
γtime = E

[

X time
]

=
∑

x∈X

x
1

E[D]
E

[

∫ D

0
I(ϕ(t) = x)dt

]

=
1

E[D]
E

[

∫ D

0

(

∑

x∈X

xI(ϕ(t) = x
)

dt

]

=
1

E[D]
E

[

∫ D

0
ϕ(t)dt

]

=
E[S]

E[D]
. (3.11)De même, on a le débit moyen éhantillonné en temps d'un �ot de taille s

γtime(s) = E

[

Xtime(s)
]

=
s

E[D(s)]
. (3.12)Maintenant, a�n de montrer la di�érene ave l'autre métrique, reprenons I �ots de taille set de durées respetives d1, . . . , dI . Pour la métrique éhantillonnée par �ot, le débit moyen estestimé par la moyenne arithmétique empirique

1

I

I
∑

i=1

s

di
,tandis que pour la métrique éhantillonnée en temps, il est estimé par la moyenne harmoniqueempirique

(

1

I

I
∑

i=1

di

s

)−1

.Sahant que les I éhantillonnages soient i.i.d., es expressions tendent vers (3.8) et (3.12) res-petivement, lorsque I tend vers l'in�ni.On a le résultat suivant.Théorème 3.2 Pour toute taille de �ot, le débit moyen éhantillonné en temps est inférieur audébit moyen éhantillonné par �ot :
γtime(s) ≤ γflow(s), ∀s > 0.Preuve. La démonstraition se déduit de l'inégalité de onvexité

E[D(s)]E

[

1

D(s)

]

≥ 1.82



3.3. Débit éhantillonné en temps
�Pour les as limites de �ots de taille in�niment petite et in�niment large, on a les résultatssuivants.Théorème 3.3 Le débit éhantillonné en temps Xtime(s) tend en distribution vers ϕperm lorsque

s tend vers l'in�ni. De plus,
lim
s→0

P

(

Xtime(s) = x
)

=
P

(

ϕvirt = x
)

xE

[

1/ϕvirt
] .Preuve. Rappelons que

P

(

Xtime(s) = x
)

=

E

[

∫ D(s)
0 I(ϕ(t) = x)dt

]

E[D(s)]
.Par l'ergodiité, il est déduit de (3.1), (3.3) et (3.4) que

lim
s→∞

1

s

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt =

P

(

ϕperm = x
)

E

[

ϕperm
] p.s.et

lim
s→∞

E[D(s)]

s
=

1

E[ϕperm]
,alors

lim
s→∞

1

E[D(s)]

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt = P

(

ϕperm = x
) p.s.Pour l'autre limite, on utilise enore une fois le fait que ϕ(t) = ϕvirt pour tout t < T0 desorte que

1

D(s)

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt = I(ϕ(t) = x) si s < φvirtT0.En utilisant (3.2), on obtient

lim
s→0

1

s

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)dt =

1

x
I

(

ϕvirt = x
) p.s.et

lim
s→0

D(s)

s
=

1

ϕvirt
p.s.alors

lim
s→0

E

[

∫D(s)
0 I(ϕ(t) = x)dt

]

E[D(s)]
=

P

(

ϕvirt = x
)

xE

[

1/ϕvirt
] .
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Chapitre 3. Métriques de débit3.4 Interprétation du débit instantanéEn pratique, les statistiques de débit sont beauoup plus failes à estimer à travers le débitinstantané mesuré sur un ertain intervalle de temps hoisi. Considérons un �ux ave taux d'arri-vée λ de �ots du même débit instantané. Comme dans la seiton préédente, on note S leur taillealéatoire et D leur durée aléatoire. On suppose que le système est dans son état stationnaire eton note n le nombre de �ots atifs dans le �ux onsidéré et ϕ leur débit instantané, bien dé�nisi n ≥ 1. Par la loi de Little [BB03℄, on a
E[n] = λE[D] et E

[

nI(ϕ = x)
]

= λE

[

∫ D(s)

0
I(ϕ(t) = x)

]

, (3.13)alors
P

(

Xtime = x
)

=
E
[

nI(ϕ = x)
]

E[n]
. (3.14)Par onséquene, le débit éhantillonné en temps peut être interprété omme le débit instan-tané pour une nouvelle mesure de probabilité où haque événement est pondéré par le nombrede �ots. Cela fournit un moyen utile pour évaluer et mesurer e débit éhantillonné en temps.D'après (3.14), on a

γtime = E

[

Xtime
]

=
E[nϕ]

E[n]
. (3.15)En utilisant (3.13), on obtient

E[nϕ] = E

[

n
∑

x∈X

xI(ϕ = x)
]

=
∑

x∈X

xλE

[

∫ D

0
I(ϕ(t) = x)dt

]

= λE

[

∫ D

0
ϕ(t)dt

]

= λE[S],qui orrespond à l'intensité du tra�, dé�nie par le produit du taux d'arrivée et de la taillemoyenne de �ot. On déduit don l'expression suivante pour le débit moyen éhantillonné entemps
γtime =

λE[S]

E[n]
. (3.16)Notons qu'en fait, ette expression est déduite diretement de (3.11) et de la loi de Little.En général, le débit instantané est utilisé omme une approximation pour le débit éhan-tillonné par �ot [KK02, LvdBB04℄. Comme il est dé�ni si et seulement si n ≥ 1, la distributionorrespondante est

P

(

Xinst = x
)

= P(ϕ = x | n ≥ 1), ∀x ∈ X .84



3.5. ExemplesDans la suite, on verra que ette métrique de débit est biaisée : elle dépend de la proportionde tra� représentée par la lasse de �ots onsidérée.3.5 Exemples3.5.1 Partage équitableConsidérons un lien de apaité unitaire dont les �ots arrivent suivant un proessus de Poissond'intensité λ et sont de tailles i.i.d. aratérisées par la variable aléatoire S. Le partage est supposéà être équitable de telle sorte que le débit instantané ϕ de haque �ot est égal à 1/n lorsqu'ily a n �ots, ave n ≥ 1. En partiulier, le débit prend des valeurs dans l'ensemble disret borné
X = {1, 1/2, 1/3, . . .}. Le système orrespondant est une �le d'attente PS simple. Sahant que letaux de harge ρ = λE[S] est inférieur à 1, la �le est stable, insensible à la distribution de taillesde �ot et possède la distribution stationnaire

π(n) = (1 − ρ)ρn.En présene d'un �ot permanent, la distribution staionnaire du nombre n d'autres �ots de-vient
π′(n) = (n + 1)(1 − ρ)2ρn.On déduit les expressions suivantes pour les distributions du débit instantané, du débit d'un�ot virtuel de taille nulle et du débit d'un �ot permanent, où x = 1/k, k ≥ 1, désigne un élémentquelonque de l'ensemble X :

P(ϕ = x | k ≥ 1) =
π(k)

1 − π(0)
= (1 − ρ)ρk,

P

(

ϕvirt = x
)

= π(k − 1) = (1 − ρ)ρk−1,

P

(

ϕperm = x
)

= π′(k − 1) = k(1 − ρ)2ρk−1.En partiulier, on a
E

[

ϕvirt
]

= −(1 − ρ)
ln(1 − ρ)

ρ
, (3.17)et

E

[

ϕperm
]

= E

[

1/ϕvirt
]−1

= 1 − ρ (3.18)Débits moyensIl s'avère que le débit moyen éhantillonné par �ot n'a pas d'expression simple, même dansle as le plus simple d'une distribution exponentielle de taille de �ot. On n'a des expressions85



Chapitre 3. Métriques de débitexpliites que dans les as limites de �ots de taille in�niment petite et in�niment large. Il sedéduit du Théoème 3.1, (3.17) et (3.18) que
lim
s→0

γflow(s) = −(1 − ρ)
ln(1 − ρ)

ρ
,et

lim
s→∞

γflow(s) = 1 − ρ.Le débit moyen éhantillonné en temps est déduit diretement de (3.16)
γtime = 1 − ρ.Ensuite, il se déduit du Théorème 3.3, de (3.17) et de (3.18) que ela est aussi le débitmoyen éhantillonné en temps pour les �ots de taille in�niment petite et in�niment large. Cetteexpression est en fait valable pour toute taille de �ot. Cei est déduit de (3.12) et du fait que letemps de séjour moyen d'un lient dans un �le d'attente PS est proportionnel à sa demande deservie [Kle75℄.Figure 3.1 ompare les deux métriques de débit pour �ots de taille exponentielle de moyenneunitaire ave le taux de harge ρ = 0.5. Le débit moyen éhantillonné en temps est donné par

1 − ρ = 0.5, le débit moyen éhantillonné par �ot est simulé sur 10000000 poins.
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Fig. 3.1 � Débit moyen éhantillonné en temps et par �ot(taux de harge ρ = 0.5).Distribution de débitComme dans les autres modèles, il n'y a pas d'expression expliite pour la distribution dudébit éhantillonné par �ot sauf dans les as limites ave �ots de taille in�niment petite et in�ni-ment large. D'après le Théorème 3.1, si les �ots sont de taille in�niment petite, ette distributionest elle de ϕvirt :
P

(

ϕvirt = x
)

= (1 − ρ)ρk−1, ∀x = 1/k, k ≥ 1,86



3.5. Exempleset si les �ots sont de taille in�niment large, il s'agit de la distribution de ϕperm :
P

(

ϕperm = x
)

= k(1 − ρ)2ρk−1, ∀x = 1/k, k ≥ 1.D'ailleurs, pour le débit éhantillonné en temps, on a, d'après (3.14), que pour tout x =
1/k, k ≥ 1,

P

(

Xtime = x
)

=
kπ(k)

E[n]
= k(1 − ρ)2ρk−1.D'après le Théorème 3.3, ette expression est aussi la distribution de débit éhantillonné entemps pour les �ots de taille in�niment petite et in�niment large. Et ette expression est en faitvalable pour toute taille de �ot.Les résultats sont illustrés par la Figure 3.2 pour les �ots de taille in�niment petite, appelés des�ots ourts dans la suite. Remarquons que la di�érene entre les deux métriques est signi�ative.En partiulier, la probabilité que le débit soit maximal est égal à 1 − ρ = 0.5 pour le débitéhantillonné par �ot et seulement (1 − ρ)2 = 0.25 pour le débit éhantillonné en temps.
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Fig. 3.2 � Distribution de débit éhantillonné en temps et par �ot(�ots ourts, taux de harge ρ = 0.5).Biais d'éhantillonnageMaintenant, on illustrera le biais d'éhantillonnage assoié à la métrique de débit instantané.Supposons que les aluls sont basés sur un sous-ensemble de �ots éhantillonné au hasard avela probabilité p. On appelle e sous-ensemble la lasse 1 et le sous-ensemble omplémentaire lalasse 2. Notons ρ1 = pρ et ρ2 = (1−p)ρ les taux de harge orrespondants. Alors la distributionstationnaire du nombre de �ots de haque lasse est donnée par
π(n1, n2) =

(

n1 + n2

n1

)

(1 − ρ)ρn1

1 ρn2

2 . 87



Chapitre 3. Métriques de débitLe débit instantané moyen évalué par la lasse 1 est donné par
γinst
1 = E[ϕ | n1 ≥ 1] =

∑

n1≥1,n2

π(n1,n2)
n1+n2

∑

n1≥1,n2
π(n1, n2)

= −
ln
(

1 − ρ1

1−ρ2

)

ρ1

1−ρ2

(1 − ρ).Cette quantité donne le débit moyen éhantillonné par �ot lorsque p = 1 et elui éhantillonnéen temps lorsque p tend vers 0.Le biais disparaît lorsque la mesure de probabilité est pondérée par le nombre de �ots. D'après(3.15), le débit moyen éhantillonné en temps pour la lasse 1 est donné par
γtime
1 =

E[n1ϕ]

E[n1]
=

∑

n1≥1,n2

n1π(n1,n2)
n1+n2

∑

n1≥1,n2
n1π(n1, n2)

= 1 − ρ.De même, pour tout x = 1/k, k ≥ 1,
P

(

Xtime
1 = x

)

=
E
[

n1I(ϕ = x)
]

E[n1]
=

∑

n1+n2=k n1π(n1, n2)
∑

n1,n2
n1π(n1, n2)

= k(1 − ρ)2ρk−1.Cette expression est indépendante du hoix de la lasse 1. En hoissisant des �ots de taille
s (±ds), on déduit que la distribution de débit éhantillonné en temps est indépendante de lataille de �ot.3.5.2 Contraintes de apaitéEn pratique, on renontre souvent des as où les �ots n'ont pas de droit de se servir de laapaité totale du lien mais sont imposés par une limite de apaité. Dans le as simple d'uneapaité limite ommune c, le débit instantané ϕ de haque �ot est égal à min(c, 1/n) lorsqu'ily a n �ots, ave n ≥ 1. La distribution stationnaire devient

π(n) =
ρ

nc
π(n− 1) si nc ≤ 1, π(n) = ρπ(n− 1) sinon.En présene d'un �ot permanent, on obtient

π′(n) =
ρ

nc
π′(n− 1) si (n+ 1)c ≤ 1, π′(n) =

n+ 1

n
ρπ′(n− 1) sinon.On en déduit les distributions de ϕ, ϕvirt et ϕperm omme auparavant. Considérons parexemple ρ = 0.5 et c = 0.5. Dans e as, s'il y a un seul �ot dans le système, e �ot ne reçoit quele débit c = 0.5 au lieu de la apaité totale 1 ; et si le nombre des �ots est plus grand ou égal à

2, es �ots partagent équitablement la apaité totale du lien. Les distributions stationnaires πet π′ peuvent être alulées expliitement :
n 0 1 2 3 4 . . .
π(n) 1

3
1
3

1
3ρ

1
3ρ

2 1
3ρ

3 . . .
π′(n) 1

4
1
4

3
8ρ

4
8ρ

2 5
8ρ

3 . . .88



3.5. ExemplesLa probabilité qu'un �ot obtienne le débit instantané maximal est la probabilité qu'il y ait moinsde deux autres �ots dans le système :
(

π(1) + π(2)
)

/
(

π(1) + π(2) + π(3) + . . .
)

= (
1

3
+

1

6
)/(1 −

1

3
) = 0.75,La probabilité qu'un �ot obtienne le débit maximal éhantillonné en temps est

π′(0) + π′(1) = 0.5,la probabilité qu'un �ot ourt obtienne le débit maximal éhantillonné par �ot est
π(0) + π(1) = 0.67.Bien que la di�érene entre les deux métriques est plus faible que sans ontrainte de apaité,elle est toujours importante pour les �ots ourts. Figures 3.3 et 3.4 sont les analogues de Figures3.1 et 3.2 pour e as où c = 0.5.
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Fig. 3.3 � Débit moyen éhantillonné en temps et par �ot(taux de harge ρ = 0.5, apaité limite c = 0.5).
3.5.3 Partage inéquitableConsidérons en�n un lien de apaité unitaire sous un partage inéquitable. En partiulier, ononsidère deux lasses de �ots dont le débit d'un �ot de la lasse 1 est égal à w1/w2 fois eluid'un �ot onurrent de la lasse 2, pour ertains poids w1 et w2. Le modèle orrespondant est la�le PS disriminatoire [FMI80℄.On n'a pas d'expression simple pour la distribution stationnaire, même pour les �ots de taillesexponentielles. Figures 3.5 et 3.6 sont les analogues de Figures 3.1 et 3.2 pour une fration de89



Chapitre 3. Métriques de débit
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Fig. 3.4 � Distribution de débit éhantillonné en temps et par �ot(�ots ourts, taux de harge ρ = 0.5 et apaité limite c = 0.5).
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3.5. Exemples
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4Équilibrage de soures
Sommaire 4.1 Tra� de iruits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.1.1 Modèle d'Engset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944.1.2 Modèle multidébit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1004.1.3 Réseaux de iruits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1034.2 Tra� élastique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1034.2.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1044.2.2 Équilibrage de soures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1074.2.3 Contr�le d'admission . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1104.2.4 Contraintes de apaité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124.2.5 Réseaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113On onsidère dans e hapitre un ensemble de soures hétérogènes partageant un lien ommun.Ce modèle s'avère très utile en dimensionnement de réseaux [HLN97, BK00, BOR03℄. Cei estl'analogue du modèle d'Engset introduit en 1915 pour le tra� téléphonique [Eng℄. La formuled'Engset, qui relie la probabilité de bloage des appels à l'intensité du tra� et au nombre de lignestéléphoniques, a été ensuite prolongée pour les soures de tra� hétérogènes [Coh79℄. Il s'est avéréque les résultats orrespondants sont trop ompliqués pour tout but pratique. Ce résultat a motivéle travail de Dartois qui a montré en 1970 que l'équilibrage du tra� augmente la probabilitéde bloage [Dar70℄. Par onséquene, les réseaux téléphoniques peuvent être dimensionnés ensupposant que l'on est dans le pire as ave des soures de tra� homogènes.En e�et, on montrera que l'équilibrage de soures augmente les probabilités de bloage etdiminue les débits pour les tra�s élastiques.Dans la première setion, on montrera l'augmentation de probabilités de bloage et de laprobabilité de saturation pour les modèles de iruit, y ompris le modèle d'Engset. Et dans ladeuxième setion, on onsidérera les tra�s élastiques. On montrera que l'équilibrage de souresdiminue les débits et en présene d'un ontr�le d'admission, l'équilibrage de soures augmente laprobabilité de saturation ainsi que les probabilités de bloage dans ertains as.93



Chapitre 4. Équilibrage de soures4.1 Tra� de iruitsDans ette partie, on onsidérera I soures partageant un lien ommun dont haque souredemande un nombre �xe de iruits. S'il n'y a pas assez de iruits au moment où une souredevient ative, ette soure est bloquée ; elle redevient alors inative, et s'il n'y a assez de iruitslibres, la soure reçoit le nombre de iruits demandé et devient ative.Dans la première partie, on onsidère le modèle le plus simple où haque soure ne demandequ'un iruit. Ensuite, on onsidérera le modèle multidébit où haque soure demande un nombredi�érent de iruits.4.1.1 Modèle d'EngsetModèleConsidérons I soures partageant un lien ommun de C iruits ave C < I. Chaque souredemande 1 iruit si elle est ative. La soure i devient ative après des intervalles inatifsexponentiels de durée moyenne 1/νi. À l'instant où la soure i s'ative, s'il n'y a pas de iruitlibre, ette soure est alors bloquée, sinon elle prend 1 iruit, devient ative et quitte le systèmeaprès un temps de séjour exponentiel de moyenne 1/µi. Notons ρi = νi/µi le taux de hargeorrespondant.Distribution stationnaireNotons xi l'état d'ativité de la soure i et x le veteur (x1, . . . , xL) :
xi =

{

1 si la soure i est ative
0 sinonNotons n =

∑

i xi le nombre de soures atives.L'espae d'état est alors l'ensemble X = {x : n ≤ C}.Théorème 4.1 Une mesure stationnaire de l'état du système x est donnée par
α(x) =

I
∏

i=1

ρxi

i , x ∈ X .La démonstration de e théorème onsiste à véri�er les équations de balane détaillée :
α(x− ei)νi = α(x)µi, ∀x ∈ X : xi = 1,où ei est le veteur unitaire de dimension I dont la ième omposante est égale à 1 et les autressont nulles.94



4.1. Tra� de iruitsCorollaire 4.2 Soit X (n) l'ensemble des états dans lesquels il y a n soures atives, n ≤ C,alors une mesure stationnaire du nombre de soures atives est donnée par
π(n) =

∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ρxi

i , n ≤ C,Probabilité de bloageSoit Xi ⊂ X l'ensemble des états où la soure i est inative, .à.d. xi = 0, et Xi(n) ⊂ Xil'ensemble des états où la soure i est inative et il y a n soures atives. La probabilité de bloagedes �ots de la soure i est alulée par la probabilité que C soures soient atives sahant que lasoure i est inative :
Bi =

∑

x∈Xi(C) α(x)
∑

x∈Xi
α(x)

.La probabilité de bloage moyenne est donnée par
B =

∑I
i=1 νi

∑

x∈Xi(C) α(x)
∑I

i=1 νi

∑

x∈Xi
α(x)

.La probabilité de bloage d'une soure virtuelle, appelée également la probabilité de satura-tion, est donnée par
Bvirt =

π(C)
∑

π(n)
.Équilibrage de souresDans ette setion, on évaluera l'impat de l'équilibrage de soures. Supposons que les souresont les mêmes statistiques de telle sorte que haque soure a le même taux de harge :

ρ =
1

I

I
∑

i=1

ρi.Alors les mesures stationnaires deviennent :
α′(x) = ρn, x ∈ X ,et

π′(n) =

(

I

n

)

ρn, n ≤ C.Théorème 4.3 On a une omparaison entre la mesure originale π et la mesure à l'équilibrage
π′ :

π(n)

π′(n)
≥
π(n+ 1)

π′(n + 1)
.pour tout n = 0, 1, . . . , I − 1. 95



Chapitre 4. Équilibrage de souresPreuve. En remplaçant π et π′ par leur expression, l'inégalité en question est équivalente à lasuivante :
∑

x∈X (n)

∏I
i=1(

ρi

ρ
)xi

(

I
n

) ≥

∑

x∈X (n+1)

∏I
i=1(

ρi

ρ
)xi

(

I
n+1

) , pour tout n = 0, 1, . . . , I − 1. (4.1)Posons
ai =

ρi

ρet
S(n) =

∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

axi

i ,alors
S(1) =

I
∑

i=1

ai = I,et l'inégalité (4.1) devient :
S(n)
(

I
n

) ≥
S(n + 1)
(

I
n+1

) , pour tout n = 0, 1, . . . , I − 1, (4.2)D'une part, on a :
S(1)S(n) = (n+ 1)S(n + 1) + S′(n), (4.3)où
S′(n) =

I
∑

i=1

a2
i

∑

x∈X (n−1),xi=0

I
∏

j=1

a
xj

j .D'autre part, on a :
(I − n)S′(n) =

∑

i6=j

(a2
i + a2

j )
∑

x∈X (n−1),xi=xj=0

I
∏

k=1

axk

k ,

≥
∑

i6=j

2aiaj

∑

x∈X (n−1),xi=xj=0

I
∏

k=1

axk

k ,

= 2

(

n+ 1

2

)

S(n+ 1). (4.4)Alors en remplaçant l'inégalité (4.4) dans l'expression (4.3), on obtient que :
S(1)S(n) ≥ (n+ 1)S(n + 1) +

2

I − n

(

n+ 1

2

)

S(n+ 1),

= I
n+ 1

I − n
S(n+ 1).96



4.1. Tra� de iruitsComme S(1) = I, on en déduit l'inégalité (4.2).
�On a ensuite un lemme très simple :Lemme 4.4 Soient a1, . . . , ak, b1, . . . , bk et t1, . . . , tk des nombres positifs satisfaisant :

a1

b1
≥
a2

b2
≥ . . . ≥

ak

bk
, et t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk,alors

∑k
i=1 tiai

∑k
i=1 tibi

≤

∑k
i=1 ai

∑k
i=1 bi

.Preuve. L'inégalité est équivalente à :
k
∑

i=1

tiai

k
∑

i=1

bi ≤
k
∑

i=1

tibi

k
∑

i=1

ai

⇐⇒
∑

i6=j

(ti − tj)aibj ≤ 0

⇐⇒
∑

i>j

(ti − tj)(aibj − ajbi) ≤ 0.

�Théorème 4.5 Le nombre de soures atives est plus grand en distribution lorsque les souressont équilibrées :
P(n ≥ m) ≥ P

′(n ≥ m), m = 0, . . . , C,où P est la probabilité orrespondante à la distribution π et P
′ est elle orrespondante à π′.Preuve. En appliquant le Lemme 4.4 pour les nombres suivants :

π(0)

π′(0)
≥
π(1)

π′(1)
≥ . . . ≥

π(C)

π′(C)
et t0 = . . . = tm−1 = 0, tm = . . . = tC = 1,on obtient que :

∑C
n=m π(n)

∑C
n=m π′(n)

≤

∑C
n=0 π(n)

∑C
n=0 π

′(n)
.

�Par l'équilibrage des soures, les probabilités de bloage deviennent :
B′ = B′

i =

∑

x∈Xi(C) α
′(x)

∑

x∈Xi
α′(x)

, i = 1, . . . , I,et
B′virt =

π′(C)
∑

π′(n)
. 97



Chapitre 4. Équilibrage de souresThéorème 4.6 La probabilité de bloage d'une soure virtuelle, .à.d. la probabilité de saturation,est augmentée lorsque les soures sont équilibrées.Preuve. D'après la Théorème 4.3, on a
π(0)

π′(0)
≥
π(1)

π′(1)
≥ . . . ≥

π(C)

π′(C)
.Alors en appliquant le Lemme 4.4, on obtient

π(0) + π(1) + . . .+ π(C)

π′(0) + π′(1) + . . .+ π′(C)
≥
π(C)

π′(C)
.D'où, π′(C) ≥ π(C) et don B′virt ≥ Bvirt.

�Corollaire 4.7 La probabilité de bloage d'une soure est augmentée lorsque les autres souressont équilibrées.Preuve. La probabilité de bloage d'une soure partiulière est en fait égale à la probabilitéde saturation du sous-système des I − 1 autres soures. Alors omme l'équilibrage de souresde e sous-système augmente sa probabilité de saturation, ei augmente aussi la probabilité debloage de la soure onsidérée.
�On a montré que l'équilibrage de toutes les soures augmente la probabilité de saturation.Dans la suite, on montrera que l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures augmente aussi laprobabilité de saturation. Tout d'abord, on suppose que ρ1 < (ρ1+ρ2)/2 = ρ < ρ2 et on montreraque si la moyenne ρ et les autres taux de harge ρ3, . . . , ρI sont onstants, la probabilité desaturation Bvirt est est une fontion roissante de ρ1. Une fois que ette monotonie est établie,on en déduit que l'équilibrage d'un sous-ensemble quelonque de soures augmente la probabilitéde saturation.Théorème 4.8 Si les taux ρ = (ρ1 + ρ2)/2 et ρ3, . . . , ρI sont onstants, et si ρ1 < ρ < ρ2, laproportion π(n − 1)/π(n) est une fontion déroissante de ρ1 pour tout n ≥ 1.Preuve. On montrera e théorème par l'étude de la dérivée de ette proportion π(n − 1)/π(n)par rapport à ρ1. Posons S(k) la somme de tous les produits de k termes d'entre ρ3, . . . , ρI :

S(k) =
∑

3≤j1<j2<...<jk≤I

ρj1 . . . ρjk
, k ≥ 1,et par onvention, S(0) = 1. Nous obtenons

π(n) =
(

ρ1ρ2S(n− 2) + 2ρS(n − 1) + S(n)
)

, n ≥ 2.98



4.1. Tra� de iruitsEt don
d

dρ1
π(n) = 2(ρ− ρ1)S(n− 2), n ≥ 2.Alors similairement au raisonnement dans la preuve du Théorème 4.3, on peut montrer que

( d

dρ1
π(n − 1)

)

π(n) ≤
( d

dρ1
π(n)

)

π(n− 1), n ≥ 3,tant que la ondition ρ1 < ρ < ρ2 est remplie. Don la proportion π(n−1)/π(n) est déroissantepour tout n ≥ 3.De plus, π(0) = 1 et π(1) = 2ρ + S(1) sont toutes onstantes et π(2) est roissante alorsévidemment la proportion π(n− 1)/π(n) est déroissante pour n = 1, 2 et don pour tout n ≥ 1.
�Remarquons que e résultat est plus fort que le Théorème 4.3.Corollaire 4.9 Si les taux ρ = (ρ1 + ρ2)/2 et ρ3, . . . , ρI sont onstants, et si ρ1 < ρ < ρ2, laprobabilité de saturation Bvirt est une fontion roissante de ρ1.Preuve. Rappelons que

Bvirt =
π(C)

π(0) + π(1) + . . . + π(C)
.Comme la proportion π(n − 1)/π(n) est déroissante pour tout n entre 1 et C, il en déduit que

π(n)/π(C) l'est aussi pour tout n entre 0 et C, et don Bvirt est roissante. Par onséquene, laprobabilité de saturation Bvirt est roissante.
�Si ρ1 < ρ2, on peut remplaer le ouple (ρ1, ρ2) par n'importe quel ouple (ρ′1, ρ

′
2) tel que

ρ1 < ρ′1 < ρ′2 < ρ2 et ρ′1 + ρ′2 = ρ1 + ρ2 = 2ρ a�n d'obtenir une probabilité de saturationplus importante. Autrement dit, la probabilité de saturation est augmentée si on remplae lestaux de harge ρ1, ρ2 par deux nouveaux taux de la même somme mais d'une di�érene moinsimportante. Cei implique que l'équilibrage d'un sous-ensemble quelonque de soures augmentela probabilité de saturation.Théorème 4.10 L'équilibrage d'un sous-ensemble quelonque de soures augmente la probabilitéde saturation Bvirt. Et par onséquene, l'équilibre d'un sous-ensemble de soures augmente laprobabilité de bloage d'une soure partiulière en dehors de e sous-ensemble.Remarquons que l'équilibrage de soures augmente la probabilité de saturation et la probabi-lité de bloage d'une soure partiulière mais il peut augmenter et aussi diminuer la probabilitéde bloage moyen B. Considérons le as le plus simple où C = 1 et I = 2 :
B =

ν1ρ1 + ν2ρ2

ν1 + ν2 + ν1ρ1 + ν2ρ2
,et

B′ = B′
i =

ρ

1 + ρ
, i = 1, 2. 99



Chapitre 4. Équilibrage de souresAlors B < B′ si et seulement si (ν1 − ν2)(ρ2 − ρ1) < 0, e qui n'est pas toujours vrai. Enpartiulier, si dans le système original, tous les �ots demandent des temps de séjour d'une mêmemoyenne 1/µ, l'équilibrage des soures augmente la probabilité de bloage moyenne.On s'aperçoit que l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures augmente la probabilité debloage de toutes les soures en dehors de e sous-ensemble mais peut diminuer la probabilité debloage moyenne. Ce phénomène ne peut être expliqué que par la diminution de la probabilitéde bloage d'une ou plusieurs soures dans le sous-ensemble équilibré. En e�et, l'équilibrage dedeux soures 1 et 2 dans l'exemple préédent diminue la probabilité de bloage de l'une des deuxsoures ar la probabilité de bloage B′
1 = B′

2 = ρ/(1 + ρ) du système équilibré se situe toujoursentre les deux probabilités de bloage B1 = ρ1/(1 + ρ1) et B2 = ρ2/(1 + ρ2) du système original.4.1.2 Modèle multidébitDans e modèle, les soures partagent un lien ommun de C iruits, la soure i demande unnombre ci de iruits, ci ≥ 1, i = 1, . . . , I. Posons ρi le taux de harge virtuel orrespondant à lasoure i.L'espae d'états du système devient ompliqué
X = {x : C(x) ≤ C},ave C(x) =

∑I
i=1 xici le nombre de iruits oupés.Théorème 4.11 Une mesure stationnaire de l'état du système est à forme produit et est donnéepar

α(x) =

I
∏

i=1

ρxi

i , x ∈ X .Corollaire 4.12 Une mesure stationnaire du nombre de soures atives est à forme produit etest donnée par
π(n) =

∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ρxi

i , n ≤ I,où X (n) désigne l'ensemble des états où le nombre de soures atives est égal à n.La probabilité de bloage d'une soure virtuelle qui demande c iruits est donnée par
Bvirt

c =

∑

x:C−c<C(x)≤C α(x)
∑

x∈X α(x)
.Considérons un exemple simple de I = 2 soures ave c1 < c2 < C < c1 + c2.100



4.1. Tra� de iruitsL'espae d'états est X = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} et la distribution stationnaire α devient
α(0, 0) = 1, α(1, 0) = ρ1, et α(0, 1) = ρ2.Considérons une soure virtuelle qui demande c iruits ave c1+c < C < c2+c. La probabilitéde bloage de ette soure est

Bvirt
c =

ρ2

1 + ρ1 + ρ2
.On s'aperçoit que l'équilibrage de soures augmente ette probabilité de bloage si ρ2 < ρ1et la diminue sinon. Alors en général, l'équilibrage de soures peut augmenter et aussi diminuerla probabilité de bloage d'une soure virtuelle et de même pour la probabilité de bloage d'unesoure partiulière.Et il su�t de reprendre l'exemple onsidéré dans e modèle d'Engset a�n de onlure quel'équilibrage de soures peut augmenter et aussi diminuer la probabilité de bloage moyenne.Considérons maintenant le as partiulier où les soures forment des lasses de soures demême demande de iruits. L'équilibrage d'une lasse augmente-il les probabilités de bloage ?Pour la probabilité de bloage moyenne, la réponse est non pare que même dans le modèled'Engset ave une seule lasse de soures, l'équilibrage de soures peut augmenter et aussi dimi-nuer ette probabilité de bloage moyenne. Dans la suite, on montrera que la réponse est aussinon pour la probabilité de bloage d'une soure partiulière et d'une soure virtuelle.Remarquons qu'il su�t de travailler ave l'équilibrage d'une lasse de 2 soures. Alors onsi-dérons l'ensemble de I soures qui demandent respetivement c1, . . . , cI . Ces soures partagentun lien ommun de C iruits :

C(x) =

I
∑

i=1

cixi ≤ C.Supposons que c1 = c2, on onsidérera l'impat de l'équilibrage des deux soures orrespondantes
1 et 2.La probabilité de bloage d'une soure virtuelle qui demande c iruits est donnée par

Bvirt
c =

f(C)

g(C)
,où les fontions f et g sont dé�nies par

f(t) =
∑

t−c<C(x)≤t

α(x)et
g(t) =

∑

C(x)≤t

α(x).Cette expression est réérite omme suit
Bvirt

c =
f̃(C) + (ρ1 + ρ2)f̃(C − c1) + ρ1ρ2f̃(C − 2c1)

g̃(C) + (ρ1 + ρ2)g̃(C − c1) + ρ1ρ2g̃(C − 2c1)
, 101



Chapitre 4. Équilibrage de souresoù f̃ et g̃ sont deux fontions dé�nies de la même manière que f et g mais pour le sous-systèmede I − 2 soures : 3, . . . , I.À l'équilibrage des deux soures 1 et 2, ette probabilité de bloage devient
B′virt

c =
f̃(C) + 2ρf̃(C − c1) + ρ2f̃(C − 2c1)

g̃(C) + 2ρg̃(C − c1) + ρ2g̃(C − 2c1)
,ave ρ = (ρ1 + ρ2)/2.En utilisant le fait que pour tous nombres réels positifs a, a′, b, b′, la fration (a+ a′)/(b+ b′)se situe toujours entre les deux frations a/b et a′/b′, on peut montrer que Bvirt

c < B′virt
c si etseulement si

f̃(C) + 2ρf̃(C − c1) + ρ1ρ2f̃(C − 2c1)

g̃(C) + 2ρg̃(C − c1) + ρ1ρ2g̃(C − 2c1)
<
f̃(C − 2c1)

g̃(C − 2c1)

⇐⇒
f̃(C) + 2ρf̃(C − c1)

g̃(C) + 2ρg̃(C − c1)
<
f̃(C − 2c1)

g̃(C − 2c1)
, ∀ρ

⇐⇒







f̃(C)
g̃(C) <

f̃(C−2c1)
g̃(C−2c1)

f̃(C−c1)
g̃(C−c1)

< f̃(C−2c1)
g̃(C−2c1)Cette inégalité est équivalente à dire que pour le sous-système de I−2 soures, la probabilitéde bloage d'une soure virtuelle est augmentée si l'on diminue la apaité du lien. Considéronsun sous-système partiulier de 20 soures de taux de harge ρ1 dont haune demande 1 iruitet 2 soures de taux de harge ρ2 dont haune demande 2 iruits alors pour c = 1, on peutaluler par exemple :

f̃(20)

g̃(20)
=

ρ2
2 +

(

20
10

)

ρ10
1 ρ2 + ρ20

1

ρ2
2 +

(

2
1

)

ρ2
∑10

k=0

(

20
k

)

ρk
1 +

∑20
k=0

(

20
k

)

ρk
1

,et
f̃(19)

g̃(19)
=

(20
9

)(2
1

)

ρ2ρ
9
1 +

(20
19

)

ρ19
1

(2
1

)

ρ2
∑9

k=0

(20
k

)

ρk
1 +

∑19
k=0

(20
k

)

ρk
1

.Faisons ρ2 tendre vers ∞, on obtient
f̃(20)

g̃(20)
= 1 >

f̃(19)

g̃(19)
,e qui montre que diminuer la apaité du lien partagé n'augmente pas la probabilité de bloaged'une soure virtuelle dans e as. En onlusion, dans le modèle de iruits ave des lassesde soures de même demande de iruits, l'équilibrage de soures n'augmente pas toujours laprobabilité de bloage d'une soure virtuelle. De même, l'équilibrage de soures n'augmente pastoujours la probabilité de bloage d'une soure partiulière dans le système.D'ailleurs, il existe des as où l'équilibrage de soures augmente es probabilités de bloage,par exemple dans le modèle d'Engset, alors on n'a pas de résultat similaire pour le modèlemulti-débit.102



4.2. Tra� élastique4.1.3 Réseaux de iruitsDans ette partie, on onsidérera l'impat de l'équilibrage de soures sur la probabilité debloage d'une soure partiulière dans un réseau de iruits. On montrera que l'équilibrage desoures n'augmente pas toujours ette probabilité de bloage.Considérons le modèle le plus simple d'un réseau linéaire de deux liens 1, 2 de apaipités
C1 = 2, C2 = 1 dont les soures 1, 2 demandent les servies du premier lien, la soure 4 demandele deuxième lien et la soure 3 demande un iruit de haque lien (voir la Figure 4.1).

1,2 4

3Fig. 4.1 � Un réseau linéaire.L'espae d'état est alors l'ensemble X = {x = (x1, x2, x3, x4) : x1 +x2 +x3 ≤ 2, x3 +x4 ≤ 2}.La probabilité de bloage de la soure 4 est donnée par
B4 =

ρ3(1 + ρ1 + ρ2)

ρ3(1 + ρ1 + ρ2) + 1 + ρ1 + ρ2 + ρ1ρ2

=
ρ3(1 + 2ρ)

ρ3(1 + 2ρ) + 1 + 2ρ+ ρ1ρ2
,où ρ = (ρ1 + ρ2)/2. On s'aperçoit que dans e as, l'équilibrage de deux soures 1 et 2 diminuela probabilité de bloage de la soure 4. Dans un réseau de iruits, l'équilibrage de soures peutaugmenter et aussi diminuer la probabilité de bloage.4.2 Tra� élastiqueOn onsidère un ensemble �ni de soures qui partagent dynamiquement un lien ommun.Ce lien peut être une partie d'un réseau de âble, DSL ou d'un réseau optique par exemple, ouenore le lien d'aès à un serveur de Web. Chaque soure engendre des �ots de données de taillealéatoire séparés par les intervalles d'inativité de durée aléatoire. L'élastiité du tra� signi�eque les intervalles de ongestion où il y a un grand nombre de soures atives augmentent ladurée des �ots de données. D'autre part, la durée des intervalles d'inativité est supposée êtreindépendante du niveau de ongestion du lien : à la �n de haque �ot, la soure entre dans unintervalle inatif de durée aléatoire avant d'engendrer un nouveau �ot.Dans ette setion, on montre pour le tra� élastique l'analogue du résultat dans la setionpréédente. En partiulier, on montre que l'équilibrage du tra� diminue les débits moyens etaugemente la probabilité de bloage s'il y a un ontr�le d'admission, où un nombre maximal desoures atives est imposé. Ainsi les réseaux de donnée peuvent être dimensionnés en prenantdes soures de tra� homogènes, malgré l'hétérogénité observée en réalité. 103



Chapitre 4. Équilibrage de soures
4.2.1 ModèleConsidérons I soures partageant un lien ommun de apaité C bit/s. La soure i engendredes �ots de taille moyenne σi séparés par les intervalles d'inativité de durée moyenne 1/νi.Les tailles des �ots et les durées des intervalles d'inativité d'une soure donnée possèdent desdistributions arbitraires et peuvent être orrélées.On note µi = C/σi le taux virtuel d'aomplissement des �ots de la soure i et ρi = νi/µi laharge virtuelle orrespondante.On suppose qule partage du lien est parfaitement équitable, .à.d. que haque soure reçoitexatement un débit C/n s'il y a n soures atives.Distribution stationnaireOn note xi l'état d'ativité de la soure i et x le veteur (x1, . . . , xI) :

xi =

{

1 si la soure i est ative
0 sinonL'état du système x appartient à l'espae d'états X = {0, 1}I .Notons n =

∑I
i=1 xi le nombre de soures atives.Théorème 4.13 Le système est insensible, la distribution stationnaire de l'état du système x estla même que elle dans le as où les tailles des �ots et les durées des intervalles d'inativité sontindépendantes et suivent les distributions exponentielles. Le proessus dérivant l'état du système

x est alors markovien, réversible sur l'espae d'états X , de distribution stationnaire
α(x) = α(0)n!

I
∏

i=1

ρxi

i , x ∈ X . (4.5)Dans e modèle, l'insensibilité veut dire que la distribution stationnaire α(x) n'est pas han-gée même si les tailles des �ots et les durées des intervalles d'inativité d'une soure donnéepossèdent des distributions arbitraires et sont orrélées, pourvu que les harges ρi restent tou-jours inhangées. Remarquons qu'ultérieurement, l'équilibrage de soures hangera les valeurs dees harges et don la distribution stationnaire α sera aussi hangée par et équilibrage.A�n d'illustrer la orrélation entre les �ots et les intervalles d'inativité suessifs, imaginonsun routage simple de Kelly où la loi de la longueur de haque intervalle peut dépendre de laphase de route. Par exemple, e routage peut imposer à une ertaine soure un �ot long, unintervalle d'inativité de ourte durée, un �ot ourt et en�n un intervalle d'inativité de duréelongue avant de reommener une nouvelle session. Alors on peut voir la orrélation entre les �otset les intervalles d'inativité suessifs : en partiulier, après un long intervalle d'inativité, il y104



4.2. Tra� élastiqueaura un �ot long ave une forte probabilité, et par ontre, après un ourt intervalle d'inativité,il y aura un �ot ourt ave une forte probabilité.Cette propriété d'insensibilité a été montrée dans les référenes [Ser99, BFBP+01℄ et l'ex-pression de la distribution stationnaire est déduite des équations de balane détaillée
α(x)νi = α(x+ ei)

µi

n + 1
, ∀x ∈ X : xi = 0, (4.6)où ei est le veteur unitaire de dimension I dont la ième omposante est égale à 1 et les autressont nulles.Corollaire 4.14 Soit X (n) l'ensemble des états dans lesquels il y a n soures atives, alors ladistribution stationnaire du nombre de soures atives est donnée par :

π(n) = π(0)n!
∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ρxi

i , n = 0, . . . , I. (4.7)Débit éhantillonné en tempsDans ette partie, on est intéressé par le débit moyen éhantillonné en temps (Setion 3.3),dé�ni par la fration entre la taille moyenne et la durée moyenne des �ots, et la distribution dee débit éhantillonné en temps.Soit τi la durée moyenne des �ots de la soure i. Le débit moyen éhantillonné en temps deette soure est alors
γtime

i =
σi

τi
. (4.8)Notons pi la probabilité que la soure i soit ative. Par la loi de Little, le taux d'arrivée λides �ots de la soure i satisfait

τi =
pi

λi
,

1

νi
=

1 − pi

λi
.On en déduit que

γtime
i = C

ρi(1 − pi)

pi
. (4.9)Considérons maintenant le débit moyen éhantillonné en temps de toutes les soures

γtime =
σ

τ
,où σ et τ sont respetivement la taille moyenne et la durée moyenne des �ots :

σ =
1

λ

I
∑

i=1

λiσi, et τ =
1

λ

I
∑

i=1

λiτi ave λ =
I
∑

i=1

λi. 105



Chapitre 4. Équilibrage de souresSoit p la probabilité qu'au moins une soure soit ative. En utilisant les équations de balanedétaillée (4.6), on obtient
I
∑

i=1

λiσi =

I
∑

i=1

(1 − pi)νiσi,

=

I
∑

i=1

∑

x:xi=0

α(x)νiσi,

=

I
∑

i=1

∑

x:xi=0

α(x+ ei)
µi

n+ 1
σi,

= C
I
∑

i=1

∑

x:xi=1

α(x)

n
,

= Cp.Or
I
∑

i=1

λiτi =

I
∑

i=1

pi = E[n].On en déduit une expression simple pour le débit moyen éhantillonné en temps de toutes lessoures :
γtime = C

p

E[n]
.D'ailleurs, d'après (3.14), la distribution du débit éhantilloné en temps est donnée par

P(Xtime = d) =
E
[

nI(ϕ = d)
]

E[n]
=
kπ(k)

E[n]
, d =

C

k
,où ϕ est le débit instantané des �ots. Cette expression est valable pour toute taille de �ot.Débit éhantillonné par �otOn s'intéresse maintenant au débit éhantillonné par �ot dans e modèle. Même si ettequantité n'admet pas d'expression simple, on peut étudier ses limites au as de �ots de taillein�niment petite et in�niment large, appelés respetivement des �ots ourts et des �ots longs.D'après le Théorème 3.1, on a

lim
s→0

γflow(s) = E
[

ϕvirt
]

,et
lim

s→∞
γflow(s) = E

[

ϕperm
]

= γtime = C
p

E[n]
,où s désigne la taille d'un �ot arbitraire, ϕvirt et ϕperm désignent respetivement le débit d'un�ot virtuel de taille nulle et elui d'un �ot permanent.106



4.2. Tra� élastiqueLe débit éhantillonné par �ot des �ots longs est égal au débit éhantillonné en temps. Pourles �ots ourts, l'espérane E[ϕvirt
] est donnée par

E
[

ϕvirt
]

=

∑I
n=0 ϕ

virtπ(n)
∑

n π(n)

=
I
∑

n=0

C

n+ 1
π(n),alors les �ots outs reçoivent le débit moyen éhantillonné par �ot :

lim
s→0

γflow(s) = C
I
∑

n=0

1

n+ 1
π(n). (4.10)De plus, pour la distribution de débit éhantillonné par �ot des �ots ourts, on a

lim
s→0

P

(

Xflow(s) = d
)

= P(ϕvirt = d) = π(k − 1), d =
C

k
.Et la distribution pour les �ots longs est elle du débit éhantillonné en temps :

lim
s→∞

P

(

Xflow(s) = d
)

= lim
s→∞

P

(

Xtime(s) = d
)

=
kπ(k)

E[n]
, d =

C

k
.4.2.2 Équilibrage de souresDans ette setion, on évaluera l'impat de l'équilibrage de soures. En partiulier, on sup-pose que toute soure engendre des �ots de même taille moyenne σ séparés par les intervallesd'inativité de même durée moyene 1/ν.Notons µ = C/σ le taux virtuel d'aomplissement des �ots de haque soure et ρ = ν/µla harge virtuelle orrespondante. On suppose que la harge moyenne de toutes les soures estonservée :

ρ =
1

I

I
∑

i=1

ρi. (4.11)Distribution stationnaireÀ partir du Corrolaire 4.14, on obtient la distribution stationnaire du nombre de souresatives :
π′(n) = π′(0)n!

∑

x∈X (n)

ρn,

= π′(0)n!

(

I

n

)

ρn. (4.12)On a les analogues des Théorèmes 4.3, 4.8 et 4.5 107



Chapitre 4. Équilibrage de souresThéorème 4.15 On a pour tout n ≤ I − 1,
π(n)

π′(n)
≥
π(n+ 1)

π′(n+ 1)
.Plus généralement, la proportion π(n)/π(n + 1) est diminuée lorsque l'on remplae les taux deharge ρi, ρj, i 6= j, par deux nouveaux taux de la même somme mais d'une di�érene moinsimportante.Théorème 4.16 Le nombre de soures atives est plus grand en distribution lorsque les souressont équilibrées :

∑

n≥m

π′(n) ≥
∑

n≥m

π(n), pour tout m = 0, 1, . . . , I.Débits moyensUn nombre plus grand de soures atives entraîne un débit éhantillonné en temps plus faible :Théorème 4.17 Le débit moyen éhantillonné en temps est plus faible lorsque les soures sontéquilibrées.Preuve. Il su�t d'appliquer le Lemme 4.4 pour les nombres suivants :
π(1)

π′(1)
≥
π(2)

π′(2)
≥ . . . ≥

π(I)

π′(I)
et tn = n, n = 1, . . . , I,on déduit :

∑I
n=1 nπ(n)

∑I
n=1 nπ

′(n)
≤

∑I
n=1 π(n)

∑I
n=1 π

′(n)
,et don

=⇒
p

E[n]
≥

p′

E′[n]
.

�Notons que e résultat n'est vrai que pour le débit moyen de toutes les soures, et pas pourle débit moyen de haque soure. Par exemple, dans le as de I = 2 soures, les débits moyensde haque soure sont :
γtime
1 = C

1 + ρ2

1 + 2ρ2
et γtime

2 = C
1 + ρ1

1 + 2ρ1
.Ainsi, une soure béné�ie de l'équilibrage du tra� si et seulement si l'autre soure ontribueà la plus grande partie de la harge totale.De même, on a une omparaison sur le débit moyen éhantillonné par �ot des �ots ourts :108



4.2. Tra� élastiqueThéorème 4.18 Les �ots ourts reçoivent un débit moyen éhantillonné par �ot plus faiblelorsque les soures sont équilibrées.Preuve. En appliquant le Lemme 4.4 pour
π′(I)

π(I)
≥
π′(I − 1)

π(I − 1)
≥ . . . ≥

π′(0)

π(0)
,et les onstantes en ordre déroissant

1

I + 1
≤

1

I
≤ . . . ≤

1

1
,on obtient

∑I
n=0

1
n+1π

′(n)
∑I

n=0
1

n+1π(n)
≤

∑I
n=0 π

′(n)
∑I

n=0 π(n)
= 1.D'où,

C
I
∑

n=0

1

n+ 1
π′(n) ≤ C

I
∑

n=0

1

n+ 1
π(n).

�Remarquons qu'en utilisant la deuxième partie du Théorème 4.15, on peut montrer un résultatplus fort que l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures diminue aussi es débits moyens.Distributions des débitsDans ette partie, on montrera que l'équilibrage de soures diminue les débits en distribution.Théorème 4.19 Le débit éhantillonné en temps est plus faible en distribution lorsque les souressont équilibrées :
P
′
(

Xtime ≥ d
)

≤ P
(

Xtime ≥ d
)

,où P est la probabilité orrespondante à la distribution π du système original et P
′ est elleorrespondante à la distribtuion π′.Preuve. Rappelons que la distribution du débit éhantillonné en temps est donnée par

P(Xtime = d) =
kπ(k)

E[n]
, d =

C

k
.Alors

P(Xtime ≥ d) =

∑

n≤k nπ(n)
∑

nπ(n)
, d =

C

k
.Ensuite, en utilisant le Théorème 4.15 et le Lemme 4.4, on obtient

∑

n≤k nπ
′(n)

∑

nπ′(n)
≤

∑

n≤k nπ(n)
∑

nπ(n) 109



Chapitre 4. Équilibrage de soures
�Pour les �ots ourts, la distribution du débit éhantillonné par �ot est donnée par

lim
s→0

P(Xflow(s) = d) = π(k − 1), d =
C

k
.Alors

lim
s→0

P(Xflow(s) ≥ d) =
∑

n≤k

π(n− 1), d =
C

k
,qui est reliée à la distribution du nombre de soures atives (Théorème 4.16). On a le résultatsuivant.Théorème 4.20 Le débit éhantillonné par �ot des �ots ourts est plus faible en distributionlorsque les soures sont équilibrées.Remarquons aussi qu'en utilisant la deuxième partie du Théorème 4.15, on peut montrer queles débits sont plus faibles en distribution lorsqu'un sous-ensemble de soures sont équilibrées.4.2.3 Contr�le d'admissionDans ette setion, le nombre de soures atives est limité à une valeur �xe J ≤ I, qui assureun débit minimal de C/J pour tout transfert de donnée. Si une soure essaie d'engendrer unnouveau �ot lorsque J soures sont atives, e �ot est bloqué et la soure revient dans l'étatinatif. On s'intéresse à la probabilité de bloage et aux débits éhantillonnés en temps et par�ot.Distribution stationnairePar les propriétés d'insensibilité et de réversibilité, la distribution stationnaire π de l'état dusystème ave le ontr�le d'admission est la restrition de la distribution stationnaire (4.7) auxétats n ≤ J . De même, la distribution stationnaire π′ du nombre de soures atives lorsque lessoures sont équilibrées est la restrition de la distribution stationnaire (4.12) aux états n ≤ J .On a les analogues des Théorèmes 4.15 et 4.16 :Théorème 4.21 Pour tout n ≤ J − 1, on a

π(n)

π′(n)
≥
π(n+ 1)

π′(n+ 1)
.De plus, la proportion π(n)/π(n + 1) est diminuée lorsque l'on remplae les taux de harge

ρi, ρj , i 6= j par deux nouveaux taux de même somme mais d'une di�érene plus faible.110



4.2. Tra� élastiqueThéorème 4.22 Le nombre de soures atives est plus grand en distribution lorsque les souressont équilibrées :
∑

n≥m

π′(n) ≥
∑

n≥m

π(n), pour tout m = 0, 1, . . . , J.DébitsComme les distributions stationnaires ne sont que les restritions des distributions du as sansontr�le d'admission, on s'aperçoit que les débits eux-mêmes sont plus faibles en distribution etleurs moyennes sont plus faibles lorsque toutes les soures ou un sous-ensemble de soures sontéquilibrées.Probabilité de bloageSoit Xi ⊂ X l'ensemble des états où la soure i est inative et Xi(n) ⊂ Xi l'ensemble desétats où la soure i est inative et n soures sont atives. La probabilité de bloage des �otsde la soure i est égale à la probabilité que J soures soient atives sahant que la soure i estinative :
Bi =

∑

x∈Xi(J) α(x)
∑

x∈Xi
α(x)

.La probabilité de bloage moyenne est donnée par :
B =

∑I
i=1 νi

∑

x∈Xi(J) α(x)
∑I

i=1 νi

∑

x∈Xi
α(x)

. (4.13)Il n'est pas vrai en général que l'équilibrage des soures augmente la probabilité de bloage.Par exemple pour I = 2 soures et au plus J = 1 soure ative, on a :
B1 =

ρ2

1 + ρ2
et B2 =

ρ1

1 + ρ1
.Ainsi, une soure béné�ie de l'équilibrage du tra� si et seulement si l'autre soure génèrela plus grande partie de la harge totale. Pour la probabilité de bloage moyenne, on obtient :

B =
ν1ρ2 + ν2ρ1

ν1(1 + ρ2) + ν2(1 + ρ1)
,qui n'est pas maximal pour ρ1 = ρ2 en général.Une ondition su�sante pour que ette propriété soit vraie est que les �ots de toute soureaient la même moyenne de demande de servie 1/µ dans le système original.Au ontraire, on a les analogues des résultats sur la probabilité de saturation du modèled'Engset : l'équilibrage de toutes les soures ou d'un sous-ensemble de soures augmente laprobabilité de saturation :

Bvirt = π(J).Et de plus, l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures augmente la probabilité de bloage d'unesoure en dehors de e sous-ensemble. 111



Chapitre 4. Équilibrage de soures4.2.4 Contraintes de apaitéIntroduisons maintenant des ontraintes de apaité dans le modèle. On onsidère le assimple où la apaité est limitée à une onstante ommune c < C pour tous les �ots.Notons n0 la partie entière de C/c. Lorsque le nombre de �ots n est stritement supérieur à
n0, C/n < c, don haque �ot reçoit une apaité C/n bit/s ; haque �ot reçoit une apaité csinon.Distribution stationaireLes équations de balane détaillée sont légèrement modi�ées :

α(x)νi = α(x+ ei)µi
c

C
, ∀x ∈ X : xi = 0, n ≤ n0,et

α(x)νi = α(x+ ei)
µi

n+ 1
, ∀x ∈ X : xi = 0, n > n0.On a l'analogue du Théorème 4.13 :Théorème 4.23 Le système est insensible et la distribution stationnaire de l'état du systèmeest donnée par

α(x) = α(0)
(C

c

)n
I
∏

i=1

ρxi

i , si n ≤ n0,et
α(x) = α(0)

(C

c

)n0 n!

n0!

I
∏

i=1

ρxi

i , si n > n0.Corollaire 4.24 La distribution stationnaire du nombre de soures atives est donnée par
π(n) = π(0)

(C

c

)n ∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ρxi

i , si n ≤ n0,et
π(n) = π(0)

(C

c

)n0 n!

n0!

∑

x∈X (n)

I
∏

i=1

ρxi

i , si n > n0.On s'aperçoit que pour haque nombre de �ots �xé n, es distributions stationnaires sontégales à elles obtenues dans le as sans ontrainte de apaité multipliées par ertaines onstantes.Alors on a les analogues des Théorèmes 4.15 et 4.16 :112



4.2. Tra� élastiqueThéorème 4.25 On a pour tout n ≤ I − 1,
π(n)

π′(n)
≥
π(n+ 1)

π′(n + 1)
.De plus, la proportion π(n)/π(n + 1) est diminuée lorsque l'on remplae les taux de harge

ρi, ρj , i 6= j par deux nouveaux taux de même somme mais d'une di�érene plus faible.Théorème 4.26 Le nombre de soures atives est plus grand en distribution lorsque les souressont équilibrées :
∑

n≥m

π′(n) ≥
∑

n≥m

π(n), ∀m = 0, . . . , I.DébitsLorsque toutes les soures ou un sous-ensemble de soures sont équilibrées, les débits sontplus faibles en distribution et leurs moyennes sont plus faibles.Probabilité de bloageSi l'on introduit un ontr�le d'admission imposant que le nombre de soures atives soitinférieur à un seuil J , on peut montrer omme dans la Setion 4.2.3 que l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures augmente la probabilité de saturation et la probabilité de bloage d'unesoure en dehors de e sous-ensemble.4.2.5 RéseauxOn montrera dans ette setion qu'en général, les résultats obtenus auparavant sont fauxpour les réseaux. En partiulier, l'équilibrage de soures peut augmenter et aussi diminuer lesdébits instantanés moyens, les probabilités de bloage, en fontion des paramètres du réseau.Reprenons l'exemple d'un réseau linéaire de deux liens mais ette fois i partagés par 4 souresde tra� élastique, voir la Figure 4.2.
1,2 4

3Fig. 4.2 � Un réseau linéaire.L'espae d'états de e résau est l'ensemble X = {0, 1}4. Le réseau est équivalent à eluide quatre �les PS ave taux de servie dépendants de l'état. Alors une mesure stationnaire estdonnée par
α(x) = Φ(x)

4
∏

i=1

ρxi

i , ∀x ∈ X , 113



Chapitre 4. Équilibrage de souresoù Φ désigne la fontion de balane qui peut être alulée expliitement dans e as.Pour la soure i, si ative, .à.d. xi = 1, son débit instantané est donné par
ϕi(x) =

Φ(x− ei)

Φ(x)
.Alors son débit instantané moyen est donné par

γi = E

[Φ(x− ei)

Φ(x)
| xi = 1

]

=

∑

x:xi=1
Φ(x−ei)

Φ(x) α(x)
∑

x:xi=1 α(x)

=

∑

x:xi=0 ρiα(x)
∑

x:xi=1 α(x)

= ρi
P(xi = 0)

P(xi = 1)
,on retrouve l'expression (4.8) du débit moyen éhantillonné en temps γtime

i .En partiulier, pour la soure 4, le débit instantané moyen est donné par
γ4 =

1 + ρ1 + ρ2 + ρ3 + 2(ρ1ρ2 + ρ1ρ3 + ρ2ρ3) + 6ρ1ρ2ρ3

1 + ρ+ 1 + ρ2 + 2ρ3 + 2ρ1ρ2 + 6ρ1ρ3 + 6ρ2ρ3 + 8ρ1ρ2ρ3
.Lorsque ρ3 → ∞, e débit moyen tend à la fration

1 + ρ1 + ρ2 + 6ρ1ρ2

2 + 3ρ1 + 3ρ2 + 8ρ1ρ2
,qui est augmenté lorsque les soures 1 et 2 sont équilibrées. Don l'équilibrage de soures peutaugmenter le débit instantané moyen de la soure 4.Au ontraire, lorsque ρ4 → 0, la soure 4 est presque sûrement inative et le système asympto-tique est le modèle d'un seul lien partagé par les soures 1, 2 et 3. Par onséquene, l'équilibragedes soures 1 et 2 peut diminuer le débit instantané moyen des trois soures 1, 2 et 3.Introduisons maintenant un ontr�le d'admission dans e réseau tel que le premier lien aepteau plus C1 = 2 soures atives et le deuxième n'aepte qu'une soure ative en même temps.Dans e as, on observe que l'équilibrage des soures 1 et 2 diminue la probabilité de bloage dela soure 4 ar ette probabilité est donnée par

B4 =
ρ3 + 2ρ1ρ3 + 2ρ2ρ3

1 + ρ1 + ρ2 + ρ3 + 2ρ1ρ2 + 2ρ1ρ3 + 2ρ2ρ3
,et l'équilibrage augmente le produit ρ1ρ2, il diminue la probabilité de bloage B4.Par ontre, si C1 = 3 et C2 = 1, la probabilité de bloage de la soure 4 est donnée par

B4 =
ρ3 + 2ρ1ρ3 + 2ρ2ρ3 + 6ρ1ρ2ρ3

1 + ρ1 + ρ2 + ρ3 + 2ρ1ρ2 + 2ρ1ρ3 + 2ρ2ρ3 + 6ρ1ρ2ρ3
,qui est augmentée lorsque les soures 1 et 2 sont équilibrées.En onlusion, les résultats préédents sont faux pour les réseaux, .à.d. que l'équilibrage desoures peut diminuer et aussi augmenter les débits, les probabilités de bloage, en fontion desparamètres préis du système.114



Conlusion
En onlusion, nous présentons les prinipales ontributions de e travail et mentionnonségalement de nombreux problèmes ouverts qui onstitueraient des perspetives de reherheintéressantes.Insensibilité dans les réseaux de �les d'attenteDans la première partie, nous avons montré que la �le symétrique est insensible même si lespermutations aléatoires de lients sont permis à haque arrivée et à haque départ, voir la setion2.1. Ensuite, l'insensibilité des réseau de Jakson et des réseaux de Kelly ave permutationsaléatoires ont été aussi onlue, voir les setions 2.2 et 2.3 respetivement. De plus, nous avonsmontré que si les apaités de servie, les taux de servie et le routage dépendent du nombrede lients à haque �le dans es réseaux, l'insensibilité est équivalente à la propriété de balane(Setion 2.2.4).En utilisant e résultat, on peut onstruire de nombreuses nouvelles disiplines de servieinsensibles (Setion 2.4.1) ; et don étend la lasse de disiplines insensibles onnues a�n d'ap-proher la lasse de toutes les disiplines de servie insensibles.Il est très intéressant à étudier l'insensibilité des modèles ave des transitions en bath etave des lients négatifs. Ces modèles sont élaborés par plusieurs auteurs, voir [BvD91, YM98,Miy97, MT97, MW96, MY93, Tay00, CHPT97, HNT94, HT90, HPTvD90, vDS90℄ et [CMP99,FGS96, Gel93, FG92, Gel91, GGS91℄ respetivement.Métriques de débitDans le hapitre 3, nous avons introduit deux nouvelles métriques de débit dans les modèlesde tra� élastique. Il s'agit des débits éhantillonnés par �ots et en temps. Ces deux débits sonttrès utiles pour évaluer la performane d'un modèle.Équilibrage de soures de tra� élastiqueDans le dernier hapitre, nous avons onsidéré un lien unique partagé par un nombre desoures de tra� élastique hétérogènes. Nous avons montré que l'équilibrage des soures diminuele débit moyen et diminue également les débits éhantillonnés par �ots et en temps. En présened'un ontr�le d'admission, l'équilibrage d'un sous-ensemble de soures augmente la probabilitéde bloage de toute soure en dehors de e sous-ensemble. Si les �ots de toute soure ont la mêmemoyenne de demande de servie dans le système original, l'équilibrage des soures augmente la115



Conlusionprobabilité de bloage du système. Ce résultat assure que l'on peut dimmensionner le modèle ensupposant les soues homogènes malgré la forte hétérogénéité observée en pratique.En général, le résultat est en revanhe faux dans le modèle multidébit et dans un réseaude liens, de tra� élastique ou de tra� de iruits. L'équilibrage d'une lasse de soures peutaugmenter ou diminuer le débit et la probabilité de bloage des autres soures. Existe-il desonditions partiulières qui assurent dans un réseau que l'équilibrage des soures augmente laprobabilité de bloage et diminue le débit ? Y-a-t-il un autre moyen pour simpli�er le dimen-sionnement, similaire à l'équilibrage des soures ? Ces questions ne sont pas enore traitées etouvrent un perspetive de reherhe intéressant.
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ARéseaux de Kelly ave permutationsdérits par RGSMPDans ette partie, on dérira les réseaux de Kelly ave permutations aléatoires (Setion 2.3)par un modèle RGSMP et on montrera leur propriété d'insensibilité.ModèleDans notre réseau, il y a des lasses de lients et haque lient demande un servie à une etseulement une �le d'attente �xée orrespondante à sa lasse. Les lients de la lasse c arriventdans le réseau selon un proessus de Poisson d'intensité νc et haun demande un servie demoyenne 1/µc. Ensuite, à l'ahèvement de son servie, es lients rejoignent la lasse c′ ave laprobabilité pcc′, ou quittent le réseau ave la probabilité
pc = 1 −

∑

c′∈C

pcc′ ,où C désigne l'ensemble des lasses.Posons n = {nc, c ∈ C} le maro-état du système, où nc donne le nombre de lients de lalasse c, et G l'ensemble de es maro-états.Ce réseau peut être dérit par un proessus semi-markovien généralisé dont les emplaementsatifs sont les ouples (c, l). Chaque ouple (c, l) orrespond soit à un lient dans le réseau, où cdésigne la lasse du lient et l désigne sa position dans la �le orrespondante, soit à un arrivé,où c désigne la lasse du nouvel arrivé et l = 0 par onvention.Pour haque lasse c, il y a deux types d'horloges dont� ac représente des arrivées ave la moyenne du temps de séjour nominal 1/µac = 1/νc.� bc représente des lients de ette lasse ave la moyenne du temps de séjour nominal µbc
=

µc.Il y a trois types de transitions dans le réseau :117



Annexe A. Réseaux de Kelly ave permutations dérits par RGSMPArrivée d'un lient de la lasse c à la �le orrespondante i. Ce lient est plaé à la position
l et les aniens lients sont permutés à haque �le selon une ertaine permutation σ ave laprobabilité αc(n, σ). Dans e as, l'horloge à l'emplaement (c, 0) s'épuise, une nouvelle horlogeest réée à et emplaement et une aure horloge est réée à l'emplaement (c, l).Alors l'ensemble des emplaements des horloges qui se sont épuisées est U = {(c, 0)} etl'ensemble des nouvelles horloges est U ′ = {(c, l), (c, 0)}. Notons n′ = n + ec le nouveau maro-état alors la permutation des aniens lients orrespond à une réalloation bijetive d'horloges :

Γ(n,U,n′,U ′) : A(n) \ U −→ A(n′) \ U ′de telle sorte que le type de haque horloge reste inhangé :
τ(l′, n′) = τ(Γ−1

(n,U,n′,U ′)(l
′), n), ∀l′ ∈ A(n′) \ U ′.Le taux de ette transition est donné par

p(n,U, n′, U ′) =
∑

σ

δi(l, n
′)αc(n, σ) = δi(l, n

′),où i désigne la �le orrespondante à la lasse c du nouvel arrivé.Départ du lient de la lasse en position l de la �le orrespondante et les autres lientssont permutés à haque �le selon une ertaine permutation σ ave la probabilité βc(n
′, σ), où

n′ = n− ec désigne le maro-état obtenu après le départ. Dans e as, l'horloge à l'emplaement
(c, l) s'épuise et auune horloge n'est réée :

U = {(c, l)} et U = ∅.Le taux de ette transition est donné par
p(n,U, n′, U ′) =

∑

σ

βc(n− ec, σ)pc = pc.Changement de lasses. Après l'ahèvement de son servie, le lient de la lasse c à la position
l rejoint la lasse c′ et prend la position l′ de la �le orrespondante à sa nouvelle lasse. Lesautres lients sont permutés à haque �le selon une ertaine permutation σ ave la probabilité
γcc′(n− ec, σ), où n− ec désigne le maro-état obtenu du maro-état n en supprimant un lientde la lasse c. Dans e as, l'horloge à l'emplaement (c, l) s'épuise et une nouvelle horloge estréée à l'emplaement (c′, l′) :

U = {(c, l)} et U = {c′, l′}.Posons n′ = n − ec + ec′ le maro-état du réseau après e hangement de lasses, le taux deette transition est donné par
p(n,U, n′, U ′) =

∑

σ

γcc′(n− ec, σ)pcc′ = pcc′.118



Remarquons que dans e modèle RGSMP, le maro-état onsidéré se ompose du nombre delients de haque lasse. De plus, la fontion δ et les permutations aléatoires peuvent dépendrede e maro-état. On démontrera diretement le Théorème 2.12 sur la distribution stationnairedu nombre de lients de haque lasse. Le Théorème 2.11 sur le nombre de lients à haque �leest ensuite une onséquene de e résultat.Cas exponentielThéorème A.27 Si les demandes de servies sont toutes exponentielles, la distribution station-naire du maro-état du réseau est à forme produit et est donnée par
π(n) =

∏

c∈C

(1 − ρc)ρ
nc
c , n ∈ G,où λc désigne le taux d'arrivée e�etif de la lasse c dé�ni par les équations de tra� pour leréseau de Kelly (2.9) et ρc = λc/µc désigne le taux de harge dû à la lasse c.Preuve. Remarquons que les permutations se simpli�ent dans les expressions des taux de tran-sition. Alors omme dans le as de réseau de Kelly sans permutation, la mesure de probabilité πdonnée dans le théorème satifait les équations de balane globale (1.22) :

π(n)
∑

c∈C

(

νc +
∑

l

µcδi(l, n)

)

=
∑

n′∈G

∑

(c′,l′)∈A(n′)

∑

U⊂A(n)

δj(l
′, n′)µτc′ (l

′,n′)π(n′)p(n′, U ′, n, U),où i, j désignent la �le orrespondante à la lasse c, c′ respetivement, et τc′(l′, n′) désigne le typedu lient à l'emplaement (c′, l′).Alors π est la distribution stationnaire du maro-état n. �InsensibilitéThéorème A.28 Le réseau de Kelly ave des permutations aléatoires est insensible à la dis-tribution des demandes de servie des lients de haque lasse. La distribution stationnaire dunombre de lients de haque lasse est donnée par
π(n) =

∏

c∈C

(1 − ρc)ρ
nc
c ,Preuve. Tout d'abord, la haîne inluse du proessus semi-markovien onsidéré est réurrentepositive (1.23) :

∑

n∈G

π(n)
∑

c∈C

(

νc +
∑

l

µcδi(l, n)

)

<∞. 119



Annexe A. Réseaux de Kelly ave permutations dérits par RGSMPEnsuite, les proessus d'arrivées sont tous poisonniens dans notre modèle, alors les temps deséjour des horloges aux emplaements (c, 0) sont exponentiels pour toutes lasses c. Les équationsde balane loale pour les horloges non-exponentielles (1.25) deviennent
µcδi(l, n)π(n) = π(n− ec)νcδi(l, n) + π(n − ec + ec′)µc′δi(l, n)pc′c, ∀(c, l) ∈ A(n), l > 0.Remarquons que es équations de balane loale ressemblent aux équations de balane par-tielle dans la preuve du Théorème 2.10. En remplaçant π par sa forme expliite, on peut véri�erque la mesure de probabilité π satisfait es équations de balane loale. D'après la Proposition1.16 et la Remarque (1.1), le modèle est insensible à la distribuion des demandes de servie deslients de haque lasse. �
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