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Résumé

Nous abordons dans cette thése le probléme de l'insensibilité dans les réseaux de files d’at-
tente et quelques applications au partage de ressources informatiques. Tout d’abord, nous mon-
trons que les réseaux de files d’attente symétriques avec le routage de Jackson ou de Kelly sont
tous insensibles a la distribution des demandes de service méme si a 'arrivée, au départ ou au
changement de files d’un client quelconque, les autres clients dans chaque file sont permutés au
hasard selon certaine loi dépendante de ’état du réseau. Nous identifions également certaines
disciplines de service non symétriques pour lesquellesla propriété d’insensibilité est satisfaite.
Ensuite, nous proposons deux nouvelles métriques de débit pour les réseaux de données. Nous
montrons quelques propriétés génériques satisfaites par ces deux métriques et nous illustrons leur
différence a travers quelques exemples. Enfin, nous montrons que 1’équilibrage de sources de trafic
élastique détériore la performance en termes de débit, et en présence de controle d’admission, de
probabilité de blocage.

Mots-clés: Files d’attente, Réseau, Insensibilité, Symétrique, Permutation, Débit, Métrique
de Débit, Trafic élastique, Equilibrage de source, Equilibrage de trafic, Probabilité de blocage,
Controéle d’admission, Contrainte de capacité.

Abstract

In this thesis, we tackle the problem of insensitivity in queueing networks and consider
some applications to computer resource sharing. First of all, we prove that networks of symmetric
queues with Jackson or Kelly routing are both insensitive to the service requirement distribu-
tion even if at arrivals, departures or migration events, customers at each queue are randomly
permuted according to some law that may depend on the network state. We also identify some
non-symmetric service disciplines for which the insensitivity property holds. We then propose
two new throughput metrics for data networks. We prove some generic properties satisfied by
these two metrics and we illustrate their difference through some examples. Finally, we prove
that balancing elastic traffic sources worsens performance in terms of throughput and, in the
presence of admission control, of blocking probability.

Keywords: Queueing network, Insensitivity, Symmetric, Permutation, Throughput, Throughput
measure, Elastic traffic, Traffic balancing, Source balancing, Blocking probability, Admission
control, Capacity constraint.






Table des matiéres

Introduction xi
Partie I Insensibilité dans les réseaux de files d’attente

Chapitre 1 Préliminaires 3
1.1 Modéles markoviens . . . . . . . . ... 3
1.1.1 Chaines de Markov . . . . . .. .. ... .. 3

1.1.2 Processusdesauts . . . . . . .. .. . 8

1.2 File d’attente M/M/1FIFO . . . . .. . ... ... . ... . ... ..., 11
1.3 Files d’attente symétriques . . . . . . . ... L 14
1.3.1 Méthode des phases . . . . . . . . . ... Lo 16

1.3.2 Méthode des processus semi-markoviens généralisés . . . . . .. . .. 19

1.4 Reéseaux de files d’attente . . . . . . . ..o 24
1.4.1 Reéseaux de Jackson . . . . . . .. ..o 25

1.4.2 Reéseaux de Whittle. . . . . . . ... . o o 27

1.4.3 Insensibilité de la discipline PS . . . . . . .. ... ... L. 28

1.4.4 Taux d’arrivée et routage dépendants de l'état . . . . . . . ... ... 33
Chapitre 2 Disciplines de service insensibles 37
2.1 Disciplines symétriques . . . . . . . . .. Lo 38
2.1.1 Permutations aléatoires . . . . . . . .. ... oL 38

2.1.2 Imsensibilité . . . . . . . .. 40

2.2 Réseaux de Jackson avec permutations aléatoires . . . . . . . ... ... .. 42

vii



Table des matieres

2.3

24

2.5

2.2.1 Modéle de réseaux de Jackson . . . .. ... oL 42
2.2.2 Insensibilité des réseaux de Jackson . . . . . . ... .. ... ... .. 45
223 Réseauxfermés. . . . . . . . .o 47
2.2.4 Capacités variables . . . . ... Lo oo 49
225 Exemples . . . . . .. 50
Réseaux de Kelly avec permutations aléatoires . . . . . .. .. ... .. ... 95
2.3.1 Modele . . . . . . o6
2.3.2 Forme produit et insensibilité . . . . .. . ... ... oL 57
2.3.3 Extensions . . . . .. ... 61
Disciplines non symétriques . . . . . . . . . ... Lo 61
2.4.1 Disciplines avec labels . . . . . ... ... oo 61
2.4.2 Nombre fini de places . . . . . . . . .. L 63
Bilan des disciplines insensibles / sensibles . . . . ... ... 00000 72

Partie II Applications au partage de ressources informatiques

viii

Chapitre 3 Métriques de débit 77
3.1 Modelede trafic . . . . . .. L 78
3.2 Débit échantillonné par flot . . . . . . ... o oo 79

3.2.1 Définition . . . . . .. 79
3.2.2 Propriété . . . ... 80
3.3 Débit échantillonné en temps . . . . . . . ... Lo 81
3.3.1 Définition . . . . . .. 81
3.3.2 Propriétés . . . ... 82
3.4 Interprétation du débit instantané . . . . . . . .. . ... oL 84
3.5 Exemples . . ... 85
3.5.1 Partage équitable . . . .. .. ... 85
3.5.2 Contraintes de capacité . . . . . . . ... Lo 88
3.5.3 Partage inéquitable . . . . ... ... L 89



Chapitre 4 Equilibrage de sources

4.1 Traficdecircuits . . . . . . . . L Lo
411 Modele d’Engset . . . . . . ..o
4.1.2 Modele multidébit . . . . . . .. oL
4.1.3 Réseaux decircuits . . . . . ... oL
4.2 Trafic élastique . . . . . . . L
421 Modele . . . . .
4.2.2 Equilibrage de sources . . . . . . . .. ...
4.2.3 Controle d’admission . . . . . . ... oL o
4.2.4 Contraintes de capacité . . . . . . . .. ... oL oo
425 Réseaux . . . . . . ..
Conclusion
Annexes

Annexe A Réseaux de Kelly avec permutations décrits par RGSMP

Bibliographie

115

117

117

121

X



Table des matieres




Introduction

Cette these comporte de deux parties principales plus ou moins indépendantes, dont la pre-
miére consiste en études de la propriété d’insensibilité dans les réseaux de files d’attente et la
deuxiéme consiste en 1’évaluation de la performance des réseaux informatiques.

Les files d’attente sont souvent rencontrées en pratique : & la poste, aux supermarchés, dans
les gestions des avions au décollage ou a ’atterrissage,... La théorie des files d’attente utilise des
outils probabilistes pour modéliser et étudier les solutions optimales de gestion de ces objets. Ce
domaine de recherche, né en 1917, des travaux de l'ingénieur danois Erlang [Erl09] sur la gestion
des réseaux téléphoniques, étudie aussi les réseaux de données et le réseau Internet.

En pratique, on s’intéresse typiquement aux nombres de clients dans le réseau, aux temps de
séjour des clients et & leur débit. En général, 'expression de ces quantités dépend fortement de
la fagon dont arrivent les clients dans le systéme, des demandes de service des clients et de la
discipline déterminant comment les clients sont servis. Dans la premiére partie, on s’intéresse aux
réseaux de files d’attente ou la distribution du nombre de clients ne dépend pas des distributions
des demandes de service. Ces réseaux sont dits insensibles aux distributions des demandes de
service ou insenstbles tout court, et on dit aussi que la discipline correspondante est insensible.
Cette propriété d’insensibilité est d’un grand intérét car les nombres de clients, leur temps de
séjour et leur débit peuvent étre évalués sans savoir les statistiques précises des demandes de
service.

En 1979, Kelly a introduit une large classe de disciplines insensibles, il s’agit des disciplines
symétriques |Kel79|. Ces disciplines symétriques incluent la discipline processor-sharing (PS) et
la discipline LIFO préemptive considérées par Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [BCMP75|.

Dans le premier chapitre, on rappellera des outils probabilistes fréquemment utilisés et des
modéles connus de files d’attente insensibles. Dans le deuxiéme chapitre, on introduira les permu-
tations aléatoires de clients [Dad0la, Yas80| dans les files d’attente symétriques et on montrera
que ces files et leurs réseaux restent insensibles. Ensuite, on considérera I’insensibilité de quelques
disciplines non symeétriques avant de donner un résumé des disciplines insensibles/sensibles.

Pour la deuxiéme partie sur I’évaluation de la performance des réseaux informatiques, on
définira deux nouvelles métriques de débit dans le troisiéme chapitre. Il s’agit du débit échan-
tillonné en temps et du débit échantillonné par flot [KK02, LvdBB04, BT07b|. On montrera
quelques propriétés génériques satisfaites par les deux métriques et on illustrera leur différence
par quelques exemples.

Dans le quatrieme chapitre, on considérera le modéle d’un lien partagé par des sources de
circuit et de trafic élastique. On montrera que I’équilibrage de sources augmente la probabilité de
blocage et diminue les débits. Alors le systéme peut étre dimensionné sans risque en supposant

x1
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des sources homogénes malgré la forte hétérogénéité observée en pratique.
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L’objectif de ce chapitre est de rappeler des notions de modéles markoviens, de files d’attente
et de leurs réseaux. Dans la premiére partie, on étudiera les chaines et les processus de Markov,
les notions de probabilités de transition, matrice de transition, mesures invariantes,... [Bre99|
qui servent & étudier les modeéles mathématiques dans la théorie de files d’attente. Dans la
deuxiéme partie, on considérera quelques systémes de files d’attente, les notions de disciplines,
de distributions stationnaires, d’équations de balance, de l'insensibilité et quelques méthodes
pour démontrer 'insensibilité d’un systéme de files d’attente.

1.1 Modéles markoviens

Dans cette partie, sont rappelés les définitions des chaines de Markov, des processus marko-
viens, leurs propriétés et leur équilibre.

1.1.1 Chaines de Markov



Chapitre 1. Préliminaires

Considérons une suite de variables aléatoires Xo, X1,...,X,,... o

— Xp, X1, ... sont des variables aléatoires & valeurs dans un espace d’états fini ou dénombrable
X. Par exemple, 'espace d’états X' peut étre {1,..., N}, N, ou N9 ...

— La variable X,, peut dépendre, a priori de Xg,...,X,_1, et méme des valeurs futures
XTL+17 Xn+27 s

Définitions

Définition 1.1 On appelle une matrice a termes positifs P = (p(a;,y),x,y € X) une matrice de
trasition si

Zp(:n,y)zl, Vr e X.

yeX

Définition 1.2 On dit que la chaine (X,,) a la propriété de Markov si
P(Xn = Tn ’ Xn-1=on-1,Xn-2=2Tp-2,...,X0 = xO) = ]P(Xn = Tn ‘ Xpn-1= xn—l)a (11)

pour tout n > 1. Et dans ce cas, on appelle (X,) une chaine de Markov.

Littéralement, la chaine (X,,) a la propriété de Markov si sachant tout le passé jusqu’au rang

n — 1, le comportement ultérieur de la chaine ne dépend que de la derniére variable aléatoire
Xn-1.

Définition 1.3 La chaine de Markov (X,,) est homogéne s’il existe une matrice de trasition P
telle que

]P)(Xn =Yy | Xn-1= iL‘) = p($ay)’ (1'2)

pour tout n > 1. Dans ce cas, on appelle P la matrice de transition de la chaine de Markov (X,,).

Remarquons que 'homogénéité assure que la dynamique de la chaine de Markov est invariante
dans le temps.

Considérons par exemple une marche aléatoire (X,,) sur I’ensemble des entiers Z (voir la
Figure 1.1) dont la probabilité d’avance est p et la probabilité de recul est 1 —p :

pk,k+1)=p, et plk,k—1)=1—p, vk € Z.

z k-1 k k+1

FiG. 1.1 — Une marche aléatoire sur Z.

Cette marche aléatoire (X,,) est une chaine de Markov homogéne :



1.1. Modeles markoviens

— Espace d’états Z.
— Matrice de transition P = (p(:n,y),x,y € Z) :

P siy=x+1,
plr,y) =4 1-p siy=z-1,
0 sinon.

Considérons maintenant une autre marche aléatoire (X,,) sur 'ensemble Z avec les probabilités
de transition hétérogenes :

P(Xn:k:+1|Xn_1:k):%, et P(Xn:k—1|Xn_1:k:):n;1, Wk € 7,

pour tout n > 1. Alors cette marche aléatoire est toujours une chaine de Markov mais elle n’est
plus homogene car les probabilités de transition dépendent du rang n de la variable aléatoire X,.

Et si la loi de la variable aléatoire X,, dépend non seulement de X,,_; mais aussi de X,,_o
par exemple, la chaine (X,,) n’a plus la propriété de Markov.

A partir d’ici, une chaine de Markov est sous-entendue homogeéne si ’on ne précise rien. Alors
comme une marche aléatoire sur Z, une chaine de Markov peut étre représentée sous forme d’un
graphe, voir la Figure 1.2.

F1G. 1.2 — Représentation graphique d’une chaine de Markov.

Loi d’une chaine de Markov
Soit (X,) une chaine de Markov de matrice de transition P = (p(z,y)).
Soit v la loi initiale : P(Xo = o) = v(zg) pour tout z € X.

Alors la loi de la chaine de Markov est déterminée par les probabilités de trajectoires
P(Xog =20, X1 = 21,..., X, = ) = v(x0)p(x0, 21)p(21,22) . . . D(TH—1, T1), (1.3)
pour tous n > 0 et xg,...,x, € X.

La loi de la variable aléatoire X,, est donnée par

P(X,=y) = Z v(zo)p(xo, 1)p(z1,22) . .. p(Tn—1,Y), Vy e X,

20, Tn—1E€EX



Chapitre 1. Préliminaires

pour tout n > 0.

En particulier, la probabilité de passer de x & y en n étapes est donnée par

Notons P, la loi de la chaine de Markov sachant que la loi initiale soit v :

P,(Xn€A) = >  v(@)P(X,=y|Xo=20), VACX.
ToEX ,yeA

Périodicité

Définition 1.4 On appelle période de l’état i et on note d; le PGCD de l'ensemble M; desn > 1
tels que p™ (i,7) > 0, avec la convention d; = oo si cet ensemble est vide. Et on dit que i est
périodique st d; > 1.

Irréductibilité

La chaine de Markov (X,,) est irréductible si pour tous z,y € X, la probabilité d’atteindre
I’état y est strictement possitive sachant que 1’état initial est x :

Ve,ye X,3n: P(X,=y|Xo=2x)>0.

Remarquons que l'irréductibilité est équivalente & l'existence d’un chemin de x & y sur le graphe
de transition pour tous z,y € X. Si la chaine est irréductible, ses états ont la méme période; de
plus, si aucun état n’est périodique, la chaine est dite apériodique.

Equilibre d’une chaine de Markov

Définition 1.5 Une mesure de probabilité mw(x) sur lespace d’état X est invariante pour la
matrice de transition P = (p(m,y)) st

m(x) = Z ©(y)p(y, x), Ve e X. (1.4)
yeX

Dans ce cas, 7 est appelée la probabilité invariante et aussi la probabilité stationnaire de la
chaine de Markov, et les équations (1.4) sont appelées les équations de balance globale.

Théoréme 1.6 Soient m une mesure de probabilité invariante pour la matrice P et (X,,) une
chaine de Markov de matrice de transition P telles que

P(Xy =z) = 7(x), Ve e X

alors
P(X,, =x) = n(x), Vn > 0,Vz € X.

On dit que la chaine de Markov (X,) est a [’équilibre.

6



1.1. Modeles markoviens

Reprenons 'exemple de la marche alétoire (X,,) sur Z de matrice de transition P :

D siy=x-+1,
plr,y)=q 1—-p siy=x-1,
0 sinon.

Alors les équations de balance globale sont
w(k) =pr(k—1)+ (1 —p)m(k + 1), Vk € Z. (1.5)
et Y pezm(k) = 1.
Le systéme d’équations (1.5) admet des solutions
(k) = C, Vk € Z,
pour un constance quelconque C'. Comme ces mesures ne sont pas sommables, il n’existe pas de

probabilité invariante, et par conséquence, il n’existe pas d’équilibre non plus.

Limitons maintenant ’espace d’états de la marche aléatoire (X,) & un ensemble fini, par
exemple, 'ensemble {0,1,... , N}, N >1:

p si (7,y) = (z,7+1),0<z <N -1, ou (z,y) = (N,N)
p(.ﬁl’,y): 1_p si (x,y)Z(x,x—l),lgng, Ou(x7y):(070)
0 sinon.

Alors les équations de balance globale deviennent

m(0)  =pr(0)+ (1 —p)r(1),
m(k) =pr(k-1)+A-p)r(k+1), 1<k<N-1,
m(N) =pr(N —1)+ (1 —p)r(N),

et Y pepm(k) = 1.

Ce systéme d’équations admet comme solution une unique probabilité invariante
1

Unicité de probabilité invariante et Ergodicité

Théoréme 1.7 Une chaine de Markov irréductible a au plus une probabilité invariante. Si l’es-
pace d’états est fini, la chaine a une unique probabilité invariante.

Théoréme 1.8 Soit une chaine de Markov irréductible apériodique (X,) avec la probabilité in-
variante w. Alors P-presque sdrement

Tim =37 F(X) = Ealf),
=1

pour toute fonction f telle que Er[|f|] < oo, ot Ex[f] := 3y 7(x)f ().
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1.1.2 Processus de sauts

Loi exponentielle

Pour un réel strictement positif A, on dit qu'une variable aléatoire X suit une distribution
exponentielle de parameétre A si

E[f(X)] = /O T @) e da. (1.6)

Proposition 1.9 Si une variable aléatoire X suit une loi exponentielle alors elle est sans mé-
moire, c.a.d. la variable aléatoire X satisfait pour tous x,y positifs :

PX>z+y| X >y =P(X > ).

Si X modélise la durée de vie d’un individu A, la propriété que X est sans mémoire exprime
que A ne vieillit pas : si A a vécu y années, la probabilité pour qu’il vive encore x années est la
méme que la probabilité pour qu’un individu similaire & A qui vient de naitre vive lui aussi x
années.

Processus de Poisson

Soit (Vn,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées
(i.i.d.), de méme loi exponentielle de paramétre A, A > 0.

Alors le processus (T, = >, V;) est appelé un processus de Poisson d’intensité .
Définition des processus de sauts

Soient (X,,) une chaine de Markov sur X' de matrice de transition P = (p(z,y)), et gz, z € X,
des réels strictement positifs. Considérons (X (¢)) un processus satisfaisant :

— X(0) = Xg =129 € X et X(t) =xg pour tout t < Ty = V1, o V; est une variable aléatoire
de loi exponentielle de parameétre g,,.

- X(t)=X;=x1 € X pour tout ¢t : 71 <t < Ty =T, + Vo, o V5 est une variable aléatoire
de loi exponentielle de parameétre g, .

— Pour tout n > 1, X(¢) = X, =x, € X pourtout t : Tp,_1 <t < T, =Tp_1+V,,onV,
est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre g, .

On appelle (X (t)) un processus de sauts, (X,,) la chaine incluse du processus de sauts (X (t)).
Remarquons que le processus de sauts (X (t)) suit la méme trajectoire que la chaine incluse (X,,),
voir les Figures 1.3 et 1.4.



1.1. Modeles markoviens

Xof ., %
0O 1 2 3 4

F1G. 1.3 — La chaine incluse (X,,).

FiG. 1.4 — Le processus de sauts (X (t)).

Exemples

Soient (V,,,n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parameétre
et (T, = >, Vi) le processus de Poisson correspondant. Alors ce processus de Poisson est
équivalent & une fonction croissante N (t) définie par le nombre de points T;, entre 0 et ¢ :

N(t) == iﬂ(o <T, <t),

n=1

ou I est la fonction indicatrice : I(A) = 1 si I'événement A est vrai et I(A) = 0 sinon.

Cette fonction N (t) est appelée la mesure de comptage du processus de Poisson (7},). Cette
mesure de comptage définit un processus de sauts, illustré dans la Figure 1.5.

Générateur infinitésimal

Soit (X (t)) un processus de sauts de chaine incluse (X,,) et de matrice de transition P =
(p(z,y),z,y € X). Le générateur infinitésiaml Q = (g(z,y),z,y € X) est défini par

x, six ,
(o) = { EHEY ST
qz six =uy.
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0 l—L ,,,,,,,,,,,,, T

TTTT

Fi1G. 1.5 — La mesure de comptage (N(t)).

Remarquons que ce générateur infinitésimal décrit complétement le processus de sauts origi-
nal :

@ = Y aq(zy),

yeX

p(xvy) = Q(27y)7 m#y

On appelle ¢(z,y) le tauz de transition de I'état = & Pétat y, pour tous x,y € X.

Définition 1.10 Le processus de sauts (X(t)) est dit non-explosif si la suite des instants de
sauts (Ty,) satisfait :
lim T, =oc0, P —p.s.

n—oo

Théoréme 1.11 Le processus de sauts non-explosif (X(t)) a la propriété de Markov :
X(s+0) | X(u)u <, X(1) = a] 2 [X(s +1) | X(2) =]

Dans ce cas, (X(t)) est appelé un processus markovien, et si de plus, la chaine incluse est homo-
geéne, ce processus a la propriété de Markov homogéne :

[X(s+1) | X(w),u < t,X(t) = 2] =" [X(s) | X(0) = a]

Notation markovienne

Si (X(t)) est un processus de sauts alors on note

P.(A) = P(4|X(0)=2), (1.8)
E,[V] = E[V]X(0)=z], (1.9)

ol A est un événement et V' est une variable aléatoire intégrable.

Ergodicité et Equilibre

10
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Le processus markovien (X (t)) est dit ergodique si
tlim Py (X (t) = x) = m(x), Vr,y € X,
— 00

ou 7 est une probabilité sur 'espace d’états X. Cette quantité 7(x) peut étre interprétée comme
la fréquence relative que le processus (X (t)) visite 'état x.

Supposons maintenant que la chaine incluse admet I’'unique probabilité invariante my. Comme
le temps que le processus (X (t)) reste & un état = avant une transition a un autre état est de
loi exponentielle de moyenne 1/¢q,, la fréquence qu’il reste & un état = est proportionnelle & la
fréquence que la chaine incluse visite cet état multipliée par 1/q, :

1

m(x) Wo(:n)q—x. (1.10)

En remplacant (1.10) et (1.7) dans (1.4), on obtient

w(@)Y ql@y) =Y wlyaly.a),  VreX. (1.11)
y#T y#T

Ce sont les équations de balance globale pour le processus markovien (X (¢)). Ces équations
sont équivalentes a

> wyaly,x) =0, VreX

yeX
— 7'Q =0,
ot ! est le vecteur de ligne représentant la probabilité .
Si 7 satisfait les équations de balance globale (1.11), 7 est appelée la probabilité invariante

du processus de Markov (X(¢)). Dans ce cas, si X(0) suit la loi 7, X (¢) suit aussi cette loi 7
pour tout ¢ > 0, et de plus, pour tout s > 0,

(X(s+1),t > 0) =" (X(t),t > 0).

Alors (X (t)) est un processus de Markov stationnaire et m est sa distribution stationnaire.

Dans la section suivante, on considérera un exemple fondamental d’un processus de Markov,
il s’agit d’une file d’attente M /M /1.

1.2 File d’attente M/M/1 FIFO

En 1909, Erlang a publié le premier article dans la théorie de files d’attente [Erl09]. Dans ce
travail, Erlang a utilisé la théorie des probabilités pour dimensionner les conversations télépho-
niques, a savoir il a calculé la probabilité qu’un certain nombre d’appels soient engendrés dans
un certain intervalle de temps et le délai de répondre & un appel.

Ensuite, en 1953, une notation a été introduite par Kendall pour classifier les files d’attente
en différents types [Ken53|. Ainsi, une file d’attente est notée par A/B/C/D avec

11
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: Distribution des intervalles d’inter-arrivée.

: Distribution des demandes de service.

: Nombre de serveurs.

: Nombre maximal de clients dans le systéme a un instant quelconque.

!
QW

A et B peuvent étre un des types de distribution suivants :

— M : Distribution exponentielle - Markovien.

— D : Distribution déterministe.

— FEj : Distribution d’Erlang, c.a.d. une somme de k variables aléatoires exponentielles.
— G : Distribution générale - Distribution arbitraire.

Dans cette section, on considérera la file M /M /1 ou les intervalles d’inter-arrivée sont expo-
nentiels, les demandes de service le sont aussi et il n’y a qu’un serveur dans le systéeme.

Modéle
On considére une file d’attente de type M/M/1 :

Arrivées poisonniennes. Les clients arrivent a la file suivant un processus de Poisson d’intensité
v, c.a.d. les intervalles entre les instants d’arrivée sont i.i.d. de loi exponentielle de moyenne v,
notée exp(v). On appelle v le tauz d’arrivée de clients dans la file.

Service exponentiel. Les clients demandent des services aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de
moyenne ', notée exp(y). On appelle u le taur de service.

Discipline de service. La file dispose d’un seul serveur de capacité unitaire, dont la discipline
de service est Permier Arrivé Premier Servi (First In First Out - FIFO) : ce serveur donne toute
sa capacité au plus ancien client.

L’évolution du systéme peut étre représentée par un processus de sauts dont les transitions
possibles sont une arrivée d’un nouveau client & la fin de la file ou un départ du client en téte de
la file §’il y a au moins un client dans la file (Figure 1.6).

Ici on ne s’intéresse qu’au nombre de clients présents dans la file. Comume les intervalles d’inter-
arrivée et les demandes de service sont tous exponentiels, le processus représentant ce nombre de
clients est un processus de Markov d’une chaine incluse homogéne, qui est une marche aléatoire
sur l’ensemble des nombres naturels N (voir la Figure 1.7).

N SN TN

X XXX XXX X))
N

F1G. 1.6 — Arrivée et départ dans une file M /M /1 FIFO.

Notations

12
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v H
1 V+U VHUL
\/\\ \'/\\/\\
0 1 k-1 Kk k+1

FiG. 1.7 — Graphe de la chaine incluse du processus de sauts
représentant une file M/M/1 FIFO.

Etat de la file : Le nombre de clients n. L’espace d’états est alors ’ensemble des nombres
naturels N.

Tauzx de charge : La proportion p entre le taux d’arrivée v et le taux de service p :

v
p=—
I

Distribution stationnaire : L'unique mesure de probabilité m(n) (s’il existe) qui satisfait le
systéme d’équations de balance globale :

0y = 7()u,
mn)(v+p) = w(n—1Dv+nn+1)u, Yn>1 (1.12)

Dans cette file M/M/1, le systéme d’équations de balance globale est équivalent au systéme
d’équations de balance détaillée suivant :
m(n)v =m(n+ 1)y, Vn >0, (1.13)
dont 'unique solution est & forme géométrique et ne dépend que du taux de charge p :
w(n) = (1—p)p", Vn >0, (1.14)

si la condition de stabilité est remplie :
p <1l (1.15)

Théoréme 1.12 Dans une file d’attente M /M /1 de tauz de charge p,
- St p>1, la file est instable et il n’existe pas de mesure de probabilité invariante.
- St p <1, la file est stable et la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file
suit une loi géométrique de parametre p :

m(n) = (1-p)p", Vn € N.

Par conséquence, il suffit de connaitre le taux d’arrivée v et le taux de service p afin de
pouvoir complétement mesurer un systéme M /M/1.

13



Chapitre 1. Préliminaires

Le nombre moyen de clients dans la file ne dépend que du taux de charge p :

E[n] = Zmr(n) = ?,Op (1.16)

Ensuite, le résultat de Little |Lit61] dit que le nombre moyen de clients dans un systéme
stable de files d’attente est donné par le produit de leur taux d’arivée v et leur temps de séjour
moyen E[T]. Alors inversement, dans ce systéme M/M/1, le temps de séjour moyen est égal au
nombre moyen de clients dans la file divisé par le taux d’arrivée v :

B <20l 1 (1.17)

Remarquons que ce modele requiert les arrivées poissonniennes et les demandes de service
exponentielles afin d’avoir les expressions explicites ci-dessus. Une question trés intéressante est
naturellement posée : Y-a-t-il des disciplines de services, des modéles de files d’attente insensibles
a la distribution des demandes de service, c.a.d. par exemple que ’expression de la distribution
stationnaire du nombre de clients dans le systéme ne dépend pas de la loi des demandes de
service ?

Une condition nécessaire de I'insensibilité a été donnée dans [FKAS82|. Cette condition, ap-
pelée la condition d’attention instantanée, dit qu’il faut allouer une proportion de service stric-
tement positive au nouveau client & son arrivée. En particulier, dans le modeéle d’une discipline
de service FIFO, le serveur n’alloue aucun service au nouveau client s’il y a d’autres clients a
son arrivée, alors cette discipline FIFO est sensible a la distribution des demandes de service :
si les demandes de service ne sont pas exponentielles, on n’aura plus la forme géométrique de
la distribution stationnaire du nombre de clients dans la file et dans ce cas, le systéme est trés
difficile & analyser.

Par contre, il existe des disciplines de service insensibles. Parmi ces disciplines, Processeur
Partager (Processor Sharing - PS) et Dernier Arrivé Premier Servi (Last In First Out - LIFO)
préemptive considérées par Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [BCMP75| sont deux disciplines
de service insensibles des plus connues et importantes dans la théorie des files d’attente. En
1979, Kelly a introduit dans son travail [Kel79] la discipline appelée symétrique définissant une
large classe de disciplines de service insensibles qui contient les deux disciplines PS et LIFO
mentionées ci-dessus. Dans la section suivante, on rappellera la définition de cette discipline de
service symétrique et on montrera son insensibilité par deux méthodes différentes dont 'une est
basée sur les demandes de service a phases [Kel79, CMP99| et autre est basée sur la théorie des
Processus Semi-Markovien Généralisé avec Réallocations (RGSMP) [CMST98, Miy93, MSS95,
Sch78c, Sch86, Sch78a].

1.3 Files d’attente symétriques

Dans ce modele de file d’attente, la notion de positions (ou emplacements) dans la file d’at-
tente est employée. Si un client trouve n clients dans la file & son arrivée, il est placé au ha-
sard & une position [ parmi n + 1 positions 1,2,...,n + 1, les anciens clients aux positions

14
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I,l+1,...,n doivent alors décaler vers la fin de la file, respectivement aux nouvelles positions
I+ 1,1+2,...,n+ 1. Lorsqu’un client en position [ finit son service tandis qu’il y a n clients
dans la file, il quitte la file et sa place est libérée, alors les clients aux positions I+ 1,1+ 2,...,n,
décalent vers la téte de la file, respectivement aux nouvelles positions I,/ +1,...,n — 1.

Modéle

On considére une file d’attente symétrique M/G/1 :

Arrivées poissoniennes. Les clients arrivent a la file suivant un processus de Poisson d’intensité
v, c.a.d. que les intervalles entre les instants d’arrivée sont i.i.d. de loi exponentielle de paramétre

V.

Positions dans la file. A Parrivée, si n — 1 autres clients se présentent dans la file, le nouveau

client est placé a la position [,] = 1,2,...,n avec la probabilité §(I,n), les anciens clients aux
positions I,1 4+ 1,...,n — 1 sont respectivement décalés vers la fin de la file, voir Figure 1.8. Ces
probabilités de positionnement 6(l,n),l = 1,...,n, satisfont la condition suivante :

Zé(l,n) =1, Vn > 1.
=1

\
xxxx@
AP AN

FiG. 1.8 — Décalages lors d'une arrivée.

Discipline de service. La file d’attente dispose d’un seul serveur de capacité constante 1. Si
n clients se présentent dans la file, ce serveur alloue & chaque client une proportion de service en
fonction de la position de ce client. La file est dite symétrique si cette proportion de service est
exactement égale & la probabilité de positionnement (I, n) définie ci-dessus.

Lorsqu’un client en position [,I = 1, ..., n, finit son service et quitte la file, les clients derriére
lui sont décalés vers la téte de la file, respectivement aux positions [ — 1,...,n — 1, prenant la
place cédée par le client quittant, voir Figure 1.9.

ARYER

xxxx@
N

FiG. 1.9 — Décalages lors d’un départ.

Cette discipline de service symétrique en inclut la discipline PS, pour laquelle

1
5(l,n):;, Vn>1,Vli=1,...,n,

15



Chapitre 1. Préliminaires

et la discipline LIFO préemptive, pour laquelle
i(1,n) =1, Vn > 1.

Remarquons tout d’abord que dans une file d’attente symétrique, la condition d’attention
instantanée est satisfaite car & son arrivée, si le nouveau client est placé a une certaine position
[ avec la probabilité strictement positive d(I,n), il est alloué une proportion strictement positive
de service §(1,n).

Maintenant, pour montrer l’'insensibilité d’un systéme, il y a plusieurs méthodes possibles,
par exemple, celle des phases utilisée par Kelly, Chao, Miyazawa et Pinedo [Kel79, CMP99]|,
celle de Whittle utilisant ’équivalence entre la balance partielle sur un sous-ensemble A C G et
I'insensibilité a la distribution des demandes de service des clients dans A [Whi85, Whi86|, et
en fin, I’approche RGSMP (Processus Semi-Markovien Généralisé avec Réallocations) élaborée
par Schassberger et Miyazawa [Sch86, Miy93]. Remarquons que la deuxiéme méthode est en
fait une conséquence de la troisiéme. Alors on étudiera la premiére et la troisiéme en montrant
I'insensibilité des files d’attente symétriques par la méthode des phases dans la Section 1.3.1
et puis par la méthode RGSMP dans la Section 1.3.2. Ensuite, afin de rester dans un cardre
markovien, on empruntera la méthode des phases dans la plus part des preuves de 'insensibilité.

1.3.1 Meéthode des phases

Demandes de service. Dans ce contexte, on suppose que les demandes de service sont i.i.d, mais
elles suivent une loi générale arbitraire. Il est alors difficile de trouver la distribution stationnaire
de la file. Afin de franchir cette difficulté, on suppose que ces demandes de service suivent un
mélange de distributions d’Erlang [JT89, JT90a, JT90b, JT91|, défini ci-dessous. Johnson et
Taaffe ont montré qu’on peut approcher n’importe quelle distribution de support non-négatif
par une suite de mélanges de distributions d’Erlang [JT89]. Alors comme dans les travaux de
Kelly, Chao, Miyazawa et Pinedo [Kel79, CMP99|, on peut conclure que le systéme est insensible
a la distribution des demandes de service, au moins pour les mélanges de distributions d’Erlang.
On peut appeler cette méthode le raisonnement avec des services a phases.

On suppose dans cette section que les clients requiérent des services aléatoires selon un
mélange de distributions d’Erlang, c.a.d. que chaque demande de service est une somme d’un
nombre aléatoire de phases exponentielles de moyenne p~t, p1 > 0. Pour tout k& > 1, posons s(k)
la probabilité que le nombre de phases de service soit égal a k, 5(k) la probabilité que le nombre
de phases soit plus grand ou égal & k et 5 le nombre moyen de phases. On a :

> s(k) =1,

k>1

s(k) = "s(4), §=Y ks(k)=>_s(k).

>k k>1 E>1

et

Notons que la demande de service moyenne est égale a 5/ et le taux de charge est donné par
p = v3/u. On suppose que la file est stable :

p=—<1. (1.18)
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1.3. Files d’attente symétriques

Macro-état. Soit n le nombre de clients présents dans la file. On s’apergoit que ce macro-état
ne suffit pas pour décrire ’évolution du systéme entier. Il faut considérer de plus les phases de
service de tous les clients afin d’avoir un processus markovien décrivant le systéme.

Micro-état. Posons x; la phase de service du client en position [, le micro-état de la file est
deéfini par le vecteur de ligne x = (x1,...,xz,). Par exemple, o = 3 veut dire que le client en
position 2 est & sa troisiéme phase de service. On a : n = |z|, ou |x| signifie la longueur du vecteur
x. Par convention, posons = () et n = || = 0 si la file est vide.

L’espace de micro-états est 'ensemble X = {0}U{z = (z1,...,2,) :n > 1,2; > 1,1 <i < n}.
Notons X (n) = {z : |x| = n} 'ensemble des micro-états correspondants au méme macro-état
n. Pour tous z € X(n) et | = 1,...,n + 1, notons T*!x le micro-état obtenu & partir de = en
ajoutant un client en k*™¢ phase de service & la position I dans la file suivant la régle de décalage
définie auparavant. De méme, pour tous z € X(n) et [ = 1,...,n, notons Tjz le micro-état
obtenu a partir de x en effacant le client en position [.

Théoréme 1.13 Dans une file d’attente symétrique stable (1.18), la distribution stationnaire du
processus markovien décrivant le micro-état est donnée par l'expression explicite suivante :

w(z) = (1 - p) <%>n nl 5(z), Vred.

=
Preuve. Les transitions de ce processus markovien sont nulles & part les transitions suivantes :

— Arrivée d’un nouveau client & la position [, menant la file de Pétat x a 1'état Tl -

q(a:,Tl’lx):Vé(l,n—i—l), l=1,...,n+1.

— Changement de phase de service du client en position [, menant la file de 'état x & ’état
x + e, ol ¢; désigne le vecteur unitaire de dimension n dont la [™® composante est égale
a 1 et les autres sont nulles :

5(1’1 + 1)

q(z,z+e;) = pé(l,n) @)

[=1,...,n.

— Départ du client en position [, menant la file de ’état = a ’état Tz :

s(z)

(z1)’

q(z, Tix) = po(l,n) l=1,...,n.

ol

A partir de ces probabilités de transition, on peut vérifier sans difficulté les équations de
balance partielle pour la source :

m(x)g(x, TH ) = ZW(Td’l:E)q(Td’lx,a?), Vee X, l=1,...,n+1,
a>1
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et celles pour la position [ :
m(x) (q(x, x+e)+q(z, Tlaz)) = 7n(Tiz)q(Tiz,x) + w(x — e))q(x — e, ),

pour tousz #Petl=1,...,n.

Ces équations de balance partielle assurent le systéme d’équations de balance globale :
m(@) Y a(@,y) =Y 7(W)a(y,»).
yeX yeX

Et ce systéme d’équations de balance globale montre que 7 est bel et bien la distribution sta-
tionnaire du processus markovien représentant le micro-état de la file symétrique.
O

Corollaire 1.14 Dans une file d’attente symétrique stable, si les demandes de service sont i.1.d.
de lot mélange de distributions d’Erlang, la distribution stationnaire du nombre de clients est a
forme géométrique et donnée par :

7' (n) = (1—p)p", n > 0.

Preuve. En sommant sur tout € X(n), on obtient ’expression de 7’ :

) = ) 7

z€X(n)
S Z () e
Sy

= (1-p)p"

0

Remarquons que 'expression de la distribution stationnaire du nombre de clients ne dépend
pas des paramétres s,5 du mélange de distributions d’Erlang. Le systéme est donc insensible &
la distribution des demandes de service, au moins pour les mélanges de distributions d’Erlang,
la distribution stationnaire du nombre de clients est & forme géométrique et ne dépend que du
taux de charge p :

m(n)=(1-p)p", n>0.

Le nombre moyen de clients dans la file est alors donné par

Eln] = -2,
I—p
et le temps de séjour moyen d’un client est donné par
S
ET|= ———.
) u(1—p)
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Corollaire 1.15 (Temps de séjour conditionnel) Le temps de séjour moyen d’un client est
proportionnel au nombre de phases de service qu’il demande k et est donné par :

k
u(l—p)
Preuve. Notons N; le nombre de clients en (°™¢ phase de service dans la file. A partir de

I’expression explicite de la distribution stationnaire 7 dans le Théoréme 1.13, on peut déterminer
la loi de cette v.a. Nj :

P(Ny=m) = ZP(Nk =m et x| =n)

n>m

- S ) (e (o)

n>m

VYm > 0.

s(l)v/ s/ m
- <1 Cl-p+ §(gu/u> (1 —p+ g(gu/u) ’

Le nombre moyen de clients en (™ phase dans la file est donc donné par
s(v
B[N = BV
n(1=p)

D’apres la loi de Little, le temps moyen qu’un client soit dans sa
qu’il demande au moins [ phases est donné par

E[N|] 1

[*™€ phase de service sachant

vs(l)  p(l—p)

Remarquons que cette quantité ne dépend pas de la phase [. Alors sachant qu’un client demande
k phases de service, sont temps de séjour moyen est donné par :

k
u(l—p)
O
En considérant les phases infinitésimales, c.a.d. = — 0, on peut approcher n’importe quelle

demande de service constante r. Et on peut déduire que le temps de sé¢jour moyen d’un client
est proportionnel & sa demande de service r et est donné par

1

r
1—p

1.3.2 Meéthode des processus semi-markoviens généralisés

Dans la section précédente, on a vu la méthode des phases utilisant ’approche d’une loi arbi-
traire de support non-négatif par des mélanges de distributions d’Erlang pour démontrer I’insen-
sibilité des files d’attente simples et ultérieurement pour démontrer ’insensibilité des réseaux de
files d’attente. Dans la théorie de I'insensibilité, il y une autre méthode, dite méthode des proces-
sus semi-markoviens généralisés (GSMP) [CMST98, Miy93, MSS95, Sch78c, Sch86, Sch78a| pour
démontrer 'insensibilité de systémes semi-markoviens généralisés avec des classes de clients.
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La notion de GSMP a été introduite par K. Matthes en 1962 [Mat64| et a été ensuite déve-
loppée par P. Franken, D. Konig et R. Schassbeger [FKAS82, Sch77, Sch78b, Sch78c, Sch86|. Il
s’est avéré que méme si cette notion permettait d’étudier 'insensibilité de plusieurs modéles, elle
n’était en revanche pas capable de représenter les plus simples files d’attente dont I'insensibilité
était connue. Méme la file M/GI /oo échappait aux GSMP [Sch86].

Afin de modéliser les réseaux de files d’attente usuelles, une extention de GSMP a été proposée
par Schassberger et Miyazawa [Sch86, Miy93|. Il s’agit de la notion de RGSMP (Processus Semi-
Markovien Généralisé avec Reéallocations). Dans cette section, on étudiera cette notion et son
application & une file d’attente symétrique simple.

Notations de base

Soient G, S et D trois ensembles dénombrables. Les éléments de G, S et D sont appelés
respectivement macro-état, emplacement et type d’horloge. Dans le modéle d’une file d’attente
symétrique, on a respectivement :

Macro-états : n - le nombre de clients dans la file. L’espace des macro-états est G = N.

Emplacements : une position [ > 0, représentant le client & cette position dans la file, et la
position virtuelle 0 représentant I'arrivée dans la file. L’ensemble des emplacements est S = N.

A chaque macro-état n € G est associé un sous-ensemble fini A(n) € G appelé 'ensemble des
emplacements actifs, c.a.d. des emplacements qui peuvent délencher une transition a 1’état n.
Dans la file symeétrique, ce sous-ensemble A(n) est {0,1,...,n} ou I'emplacement 0 représente la
prochaine arrivée dans la file et les emplacements 1,...,n représentent les n clients dans la file.

Types d’horloge : Chaque emplacement actif I € A(n) posséde une horloge dont le type est noté
par 7(l,n). Le type d’horloge détermine la distribution du temps de sé¢jour nominal de ’horloge
correspondant, ou encore la distribution de la demande de service du client correspondant dans
la file symétrique.

Dans la file symétrique, la position 0 posséde un type d’horloge indépendant du macro-état
n, appelons a ce type d’horloge. De méme, le type d’horloge des autres positions est indépendant
de I'état n, appelons b ce type d’horloge :

7(0,n) =a, Yn >0, et 7(l,n)=0b, Yn>1,1=1,...,n,

car les intervalles entre les arrivées successives sont i.i.d. et les demandes de service sont aussi
i.i.d. dans notre exemple d’une file symétrique.

Transitions de macro-états

A chaque emplacement, il y a une horloge décomptant le temps de sé¢jour nominal résiduel.
Dans la file symétrique simple, le temps de séjour résiduel de la position virtuelle 0 est réduit
avec la vitesse constante ¢(0,n) = 1 et celui de la position [,I = 1,...,n, est réduit avec la
vitesse ¢(l,n) = §(I,n). Pour simplifier les notations, notons §(0,n) la vitesse constante 1, alors
c(l,n) =6(l,n) pour tousn >0et 1 =0,...,n.
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Dans le modéle d’une file d’attente symeétrique, il n’y a que deux types de transitions, cor-
respondant & deux types d’horloge :

Arrivée. Pour le type d’horloge a, si ’horloge & ’emplacement 0O s’épuise, une arrivée aura
lieu : une nouvelle horloge sera créée a cet emplacement 0 déterminant le prochain instant
d’arrivée et une autre horloge sera créée & un certain emplacement, décomptant le temps de
séjour nominal du client qui vient d’arriver. Dans la file symétrique, cette derniére horloge est
placée a 'emplacement [ avec la probabilité 6(I,n +1),l=1,...,n+ 1.

Le nouveau macro-état sera n + 1 et ’ensemble des emplacements actifs sera A(n + 1) =
{0,1,...,n+1}. Notons que le décalage des anciens clients correspond & une réallocation bijective

d’horloges :
L vntioy : An)\U — A(n+1)\ U, (1.19)

ou U := {0} est 'ensemble des emplacements des horloges qui se sont épuisées et U’ := {0,1} est
I’ensemble des emplacements des nouvelles horloges, de telle sorte que le type de chaque horloge
reste inchangé :

T(l',n+1)= T(F(_nl,U,n—l-l,U’)(l/)’ n), VIl e Aln+ 1)\ U’ (1.20)

Dans notre modéle d’une file symétrique :

U sil<l/<[-1
P(TL,U,TL—‘,—I,U/) (l/) - { l/ + 1 si l S l/ S n

et le type de ces horloges reste égal & b.

Le taux de cette transition est donné par

p(n,Un+1,U") =5(,n+1).

Départ. Pour le type d’horloge b, si I’horloge & l'emplacement [, = 1,...,n, s’épuise, un
départ aura lieu : le macro-état sera n — 1, ’ensemble des emplacements actifs deviendra A(n —
1) = {0,...,n — 1}. L’ensemble des emplacements des horloges qui s’épuisent sera U = {I} et
aucune nouvelle horloge ne sera créée dans cette transition : U’ = (). Le décalage des autres
clients correspond a une réallocation bijective d’horloges similaire :

Cnun-1,0n : An)\U — A(n — 1)\ U,
avec

I sio<I'<Il-1
P(TL,U,TL—I,U’) (l/) - { l/ —1 si l+ 1 é l/ S n

la condition (1.20) est toujours remplie car le type d’horloges réallouées reste toujours égal a b.

Dans ce cas, le taux de transition est égal a la constance 1 :

p(n,Un—1,U") = 1.
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On appelle le modéle formalisé ci-dessus un Schéma Semi-Markovien Généralisé avec Réal-
locations (RGSMS).

Notons X (t) le macro-état du systéme a l'instant ¢, alors le processus stochastique {X (¢);t >
0} n’est markovien que dans peu de cas, a savoir, lorsque tous les temps de séjour nominaux
sont indépendants et suivent des lois exponentielles. Ainsi, il faut en général considérer des
informations supplémentaires afin de décrire complétement I’évolution du systéme.

Pour tout type d’horloge d € D, notons Fy la fonction de distribution du temps de séjour
nominal des horloges de type d. On suppose que

Fy(0+) =0 et p;':= / (1= Fy(u))du < oo, Vd € D, (1.21)
0

et que les temps de séjour nominaux sont indépendants. Dans notre modeéle d’une file symétrique,

on a les moyennes :
-1 -1

pt=vTt et ot =pt

Pour X(t) = n et pour toute [ € A(n), notons Ry;(t) le temps de sé¢jour nominal résiduel
de I'horloge a l'emplacement [ a linstant ¢ et Y (¢) = (Ry(t);l € A(X(t))). Posons Z(t) =
(X(t),Y(t)) le micro-état du systéme a l'instant ¢.

Dans un premier temps, supposons que tous les temps de séjour nominaux suivent des lois
exponentielles. Alors le processus {X(t);t > 0} est markovien et dans ce cas, une mesure de
probabilité 7(n) est la distribution stationnaire du processus markovien {X(¢)} si et seulement
si 7 est solution du systéeme d’équations de balance globale :

(3 et )i =¥ ¥ S ettt V0. (122
leA(n) n'€GUeAn)UCA(n
pour tout n € G, ou I’ensemble U’ se compose d'un seul emplacement I’ correspondant a I’horloge

épuisée.

D’ailleurs, la condition :

Z Z (L, n)prnym(n) < oo (1.23)

neG leA(n

est nécessaire et suffisante pour que la chaine incluse du processus { X (¢)} considéré aux instants
de saut soit récurrente positive.

Dans ce cas exponentiel, les équations de balance globale (1.22) pour une file symétrique sont
équivalentes a celles pour une file d’attente M /M /1, elles admettent une unique solution :

m(n) = (1—p)p", Vn € G, (1.24)

ou p = v/u désigne le taux de charge de la file.

Ensuite, retournons au cas général avec une famille de distributions arbitraires des demandes
de service {Fy,d € D}. On considérera de plus un systéme d’équations de balance, appelé le
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1.3. Files d’attente symétriques

systeme d’équations de balance locale. Afin de définir ce systéme, notons D’ C D le sous-ensemble
de types d’horloge tel que F; soit exponentielle pour tout d € D', et notons D” = D\ D’ ’ensemble
complémentaire de types d’horloge tel que Fj soit une fonction de distribution arbitraire pour
tout d € D”. Et puis pour tout n € G, notons A” = {l: 1 € A(n),7(l,n) € D"} 'ensemble des
emplacements actifs dont le type d’horloge est dans D”. Alors le systéme d’équations de balance
locale est donné par :

(l n):u'rln Z Z Z l ’I’L /Lr(l’ n)T ( ,)p(nlvl,’an)’ (1'25)

n'eGl'eA(n') U:leU

pour tous n € G et [ € A”(n).

Littéralement, ces équations de balance locale veulent dire que le flux de probabilité corres-
pondant a la mort d’une horloge quelconque dans le macro-état n est égal au flux de probabilité
correspondant a la naissance de cette horloge menant le systéme au méme état n.

Jansen, Kénig, Miyazawa et Schassberger [KJ77, Miy93, Sch78c| ont montré que les équations
de balance globale, la récurrence positive et les équations de balance locale définies ci-dessus sont
nécessaires et suffisantes pour la décomposabilité en forme produit de la distribution stationnaire
du processus {Z(t)}.

Proposition 1.16 Soit {rw(n),n € G} une mesure de probabilité. Alors 7 satisfait les conditions
(1.22), (1.23) et (1.25) si et seulement si la distribution stationnaire du processus {Z(t)} est :

P(X(t) =n, Ry(t) < a5l € A(n)> =x(n) [] F @) (1.26)

leA(n)

et l’intensité du processus ponctuel considéré auzx instants de sauts de {Z(t)} est finie, ot Fy) (x)
est donnée par pg [y (1— Fy(u))du. Dans ce cas, on dit que la distribution stationnaire de {Z(t)}
est décomposable en forme produit.

Remarque 1.1 Si le systéme est décomposable en forme produit, la mesure de probabilité =,
solution des systémes d’équations de balance (1.22) et (1.25), est la distribution stationnaire du
nombre de clients dans le systéme. Cette distribution stationnaire ne dépend des fonctions de
distribution {Fy,d € D"} qu’d travers leurs moyennes {u;*,d € D"} et on dit que le systéme est
insensible par rapport a ’ensemble D"

Cette remarque est simplement déduite de la Proposition 1.16 en faisant tendre les x; vers oo
dans 'expression (1.26). Notons que la décomposabilité implique l'insensibilité a la distribution
des temps de séjour nominaux mais la réciproque est fausse. On peut trouver dans la Section 2.4.2
un exemple intéressant d’une file d’attente avec un nombre fini de places ou I'on a l'insensibilité
mais pas la décomposabilité.

Appliquons maintenant ces résultats pour notre modeéle d’une file d’attente symétrique avec
={1,...,n}. Cet ensemble représente tous les clients dans la file, on suppose que la position
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virtuelle 0 posséde une horloge exponentielle, c.a.d. que le processus d’arrivées est de Poisson.
La mesure de probabilité 7m(n) = (1 — p)p™ définie en (1.24) satisfait la condition de récurrence
positive (1.23) :

vm(0) + Z(V + p)m(n) < oo.

n>1

On observe que la vitesse ¢(I,n) de I'horloge en position [ est égale a la probabilité de
transition p(n — 1,{0},n,{0,1}), grace a la symétrie de la file. Alors les équations de balance
locale (1.25) sont remplies :

pe(l,n)m(n) = vp(n —1,{0},n,{0,l1})7(n — 1), vn e G,l € A"(n).

D’aprés la Proposition 1.16, dans une file d’attente symeétrique, la distribution stationnaire
du processus markovien décrivant le micro-état de la file est décomposable en forme produit. Et
par conséquence, d’aprés la Remarque 1.1, la distribution stationnaire du nombre de clients est
la mesure de probabilité 7, indépendamment de la distribution des demandes de service. Donc,
la file symétrique est insensible & la distribution des demandes de service.

1.4 Reéseaux de files d’attente

On a étudié les files d’attente simples commes les files M /M/1 et les files symétriques. Mais
en pratique, on rencontre souvent un réseau de files d’attente et pas une file d’attente simple.
Imaginons que les files d’attente sont connectées d’une certaine maniere. Considérons par exemple
une file PS et une file LIFO préemptive en tandem, voir Figure 1.10.

PS LIFO
—O—0

FiG. 1.10 — Réseau d’une file PS et une file LIFO préemptive en tandem.

Dans ce réseau simple de deux files d’attente, les clients arrivent & la premiére file, y de-
mandent des services i.i.d. de loi arbitraire et partagent équitablement la capacité totale de cette
file. Une fois qu’ils finissent leur service & la premieére file, ils continuent leur route & la deuxiéme
file, et encore une fois, ils demandent des services de loi arbitraire, mais dans cette deuxiéme file,
le dernier client est servi avec la capacité totale avant de quitter le réseau. Comme les disciplines
PS et LIFO préemptive font partie des disciplines symétriques, elles sont insensibles. Ce fait
implique-t-il 'insensibilité du réseau de deux files PS et LIFO préemptive en tandem ?

On considérera dans cette partie des réseaux de files d’attente, en particulier, des réseaux de
Jackson et des réseaux de Whittle. On montrera l'insensibilité des réseaux de Whittle de files PS
et puis la condition nécessaire et suffisante de l'insensibilité d’un réseau de Jackson de files PS
avec capacités de service dépendantes de 1’état.
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1.4.1 Reéseaux de Jackson

Dans cette partie, la définition des réseaux de Jackson de files d’attente M /M /1 sera donnée
et quelques notations seront introduites. En particulier, on trouvera ici la définition du routage
de Jackson, des équations de trafic et des capacités de service dépendantes de ’état du réseau.

Considérons un réseau ouvert de [ files d’attente :

Arrivées. A chaque file 4, les clients arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité v;.

Demandes de service. Les clients dans la file ¢ demandent des services exponentiels i.i.d. de
moyenne 1/p;,i=1,...,1.

Routage de Jackson. Aprés I'accomplissement de service a la file ¢, un client est dirigé vers la
file j avec la probabilité de routage p;; et quitte le réseau avec la probabilité p; = 1 — 2]1-21 Dij-

Un exemple de routage de Jackson est illustré dans la Figure 1.11.

()
R
Ny

Fia. 1.11 — Routage de Jackson.

Equations de trafic. Le tauz d’arrivée effectif \; a la file i est alors défini par les équations de
trafic :

I
ANi=vit+ Yy N, i=1,....1 (1.27)
j=1
Dans la suite, on suppose que ces équations de trafic admettent une unique solution (Ay,..., ).

Supposons de plus que tous les clients viennent d’une source unique. En sommant les équations
de trafic (1.27), on obtient donc une nouvelle équation de trafic pour cette source :

I I
D_vi=D i
i=1 i=1
On parlera ultérieurement aussi des équations de balance partielle pour cette source.

Le modele défini ci-dessus est appelé un réseau de Jackson de files d’attente M /M /1.

Notons p; = A\;/p; le tauz de charge de la file i.
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Etat du réseau. Notons n; le nombre de clients dans la file i et n = (n1,...,ny) Vétat du
réseau. Alors l'espace d’états est G = NI,

Capacités unitaires. Dans ce modéle de réseau de Jackson, supposons que la capacité de
service de chaque file est égale a 1.

Comme le processus d’arrivée est poissonnien et les demandes de service sont i.i.d. de loi
exponentielle, le processus stochastique (X (t),t > 0) décrivant 1’évolution du nombre de clients
a chaque file est un processus markovien. Soit e; le vecteur unitaire dont la ¢*™® composante est
égale a 1 et les autres sont nulles. Alors lorsque le réseau est dans I’état n, les taux de transition
sont nuls & part les trois transitions suivantes :

— une arrivée a la file ¢ menant le réseau a 1’état n + e; avec le taux de transition

q(n,n+e;) = v, n € G,

— un départ de la file 4 menant le réseau a 'état n — e; avec le taux de transition

q(nun - ei) = (ﬁl(n):u’lpla n; Z 17

— un mouvement d’un client a la file 7 vers la file j menant le réseau a I’état n —e; + e; avec
le taux de transition

q(n,n — e; + e;) = ¢i(n)ipij, n; > 1.

Alors 7 est la distribution stationnaire du nombre de clients & chaque file si et seulement si
elle remplit les équations de balance globale :

I 1
m(n) Y (it p) =Y _wn—e)vi+ Y _wln+e)uipi+ Y w(n — e+ e;)uipji,
i=1 2%

=1 i=1

pour tout n € G. A partir d’ici, on note par convention 7(n) = 0 si n n’est pas dans I’espace
d’états G.

Capacités de service dépendantes de I’état du réseau.

Les réseaux de files d’attente peuvent représenter des réseaux de données arbitraires. La
capacité d’une file dans ce cas correspond a la bande passante allouée aux flots de données sur
une route particuliére dans le réseau de données. Alors ces flots doivent partager les liens de
connexion communs avec les autres flots de la méme route et aussi avec les flots d’autres routes.
Par conséquence, la capacité de service d'un noeud dépend en général du nombre de clients a
chaque noeud. D’ou 'importance et 'intérét d’étudier les réseaux de files d’attente avec capacités
de service dépendantes du nombre de clients & chaque file.

Supposons maintenant que la capacité de chaque file d’attente ¢ est une fonction ¢;(n) dé-
pendante de I’état du systéme n. Supposons que ¢;(n) > 0 si et seulement si n; > 0.
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Dans ce nouveau réseau avec capacités de service dépendantes de I’état, 7 est la distribution
stationnaire du nombre de clients & chaque file si et seulement si elle remplit les équations de
balance globale :

I
Vz+¢z z) = Zﬂ' n_ez Vz+z n+ez)¢z(n+ez)ﬂzpz

=1

=1
+> 7 —ei+€j)pi(n — e+ €))pji, (1.28)
Z?]

M~

z:l

pour tout n € G.

1.4.2 Réseaux de Whittle.

Une classe particuliére de réseaux de files d’attente, connue sous le nom de réseaux de Whittle
[Ser99], est caractérisée par la propriété d’équilibre suivante.

Définition 1.17 Les capacités de service dans un réseau de files d’attente sont dites équilibrées
8% :

di(n)pj(n —e;) = ¢j(n)di(n — e;), i,j=1,...,0:n; >0,n; >0.

Soit < n,m —e€;,,...,mn —€; —...— €, ,,0 > un chemin direct de I’é¢tat n a I’état 0, de
longueur m ot m = n; + ... + ny donne le nombre total de clients dans 1’état n. La propriété
d’équilibre impose que l'expression

1

(I)(’I’L) - ¢i1 (n)¢22(n - 62'1) cee ¢Zm(n G T T ei"kl)

(1.29)

est indépendante du chemin considéré. En particulier, les capacités ¢;(n) sont exclusivement
caractérisées par la fonction d’équilibre & :

@-(n):%, i=1,....,1,2; > 0. (1.30)

Réciproquement, s’il existe une fonction @ telle que les capacités satisfont (1.30), ces capacités
sont équilibrées. On dit que ces capacités sont équilibrées par la fonction .

On a le résultat clef suivant.

Théoréme 1.18 Dans un réseau de Whittle, la distribution stationnaire du nombre de clients a
chaque file est a forme produit et donnée par :

I
n)Hp;“, n € G,
i=1
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st le réseau est stable, c’est a dire

I
Z o (n) Hp;“ < 00,
i=1

neG
et C est la constance de normalisation :

C= <Z @(n)ﬁp?i)_l.

neG =1

Preuve. La démonstration consiste & vérifier les équations de balance partielle pour la source :

I
m(n) Z v = Zﬂ(n + €3)pi(n + e;) uips, Vn € G,
=1

i=1

et celles pour chaque file 4,4 =1,...,1 :
I
m(n)oi(n)u; = w(n —e;)v; + Z w(n —e; +ej)o;(n — e; + €;)ipji, Vn € G.
j=1

En tenant en compte que les capacités ¢;(n) sont équilibrées par la fonction ®(n), ces équa-
tions de balance partielle sont équivalentes aux équations de trafic, respectivement :

I I
Svi=> A,
i=1 i=1

et

I
)\Z' =v; + Z )\jpji.
j=1

1.4.3 Insensibilité de la discipline PS

Les files d’attente PS ont été traditionnellement utilisées pour décrire des systémes multi-
acces d’ordinateurs [Kle75], ou encore pour décrire le processus de fonctionnement d'une unité
centrale de traitement dans un ordinateur, ou les taches partagent équitablement la capacité de
cette unité centrale. On peut voir ultérieurement dans le Chapitre 4 que ces files PS sont utilisées
récemment dans les réseaux de donnée pour modéliser les liens de connexion dont les capacités
sont partagées équitablement par les flots de données qui passent par ces liens |[BFBPT01, BMO01,
BP02a, BPRR01, MR00, BT07a].

Dans cette section, on considérera les réseaux de files PS avec routage de Jackson et avec
capacités dépendantes de I’état. On montrera tout d’abord l'insensibilité des réseaux de Whittle
de files PS et ensuite, on remontrera qu’un réseau de files PS est insensible si et seulement s’il
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s’agit d’un réseau de Whittle de files PS. Cette équivalence ont été établie par Bonald et Proutiére
en 2002 [BP02b].

D’apreés le Théoreme 1.18, les réseaux de Whittle sont insensibles aux taux d’arrivée, aux taux
de service et aux probabilités de routage, c.a.d. que la distribution stationnaire du processus
markovien décrivant 1’état du systéme n ne dépend de ces quantités qu’a travers les taux de

charge p1,...,pr-

Les réseaux de Whittle sont aussi connus pour étre insensibles a la distribution des demandes
de service. Pour la classe des distributions de Cox, qui forme un sous-ensemble dense de ’ensemble
de toutes les distributions de variables aléatoires positives, cette propriété est une conséquence
directe du résultat suivant.

Proposition 1.19 Considérons un réseau de files PS tel que la capacité totale de deuz files, par
exemple, 1 et 2, ne dépend des nombres de clients présents a ces files qu’a travers leur somme et
est partagée équitablement o leurs clients, c.a.d. que

b1(n) _ da(n) _ d1(n) + ba(n)

ni n9 ny + ng

s n1 > 0,n9 > 0.

Alors les capacités ¢1, ..., o1 sont équilibrées par la fonction @ si et seulement si les fonctions
¢1+ P2, ¢3, ..., 01 sont équilibrées par ®, avec

ny+n ~ .
<1><n>=< o 2)<1><n>, A= (n + s, 1),

Preuve. La démonstration est déduite directement de la caractérisation de la propriété d’équi-
libre (1.30).
O

Considérons un réseau de Whittle tel que la capacité totale de deux files, par exemple, 1 et
2, ne dépend des nombres de clients présents a ces files qu’a travers leur somme et est partagée
équitablement & leurs clients. D’aprés la Proposition 1.19 et le Théoreme 1.18, la distribution
stationnaire du processus markovien décrivant I’état du systéme est donnée par

) = (™ £ ") a(@) 1jlp

n

ou C est la constance de normalisation.

En particulier, la distribution stationnaire 7 des nombres de clients aux files 1 + 2,3,...,1
est donnée par
I
7(71) = CR@) (o1 + o)™+ [ 1" (131)
i=3

ol C est la constance de normalisation.

Considérons maintenant un réseau de Whittle ou les distributions exponentielles des de-
mandes de service sont remplacées par une distribution de Cox de k; phases exponentielles i.i.d.

29



Chapitre 1. Préliminaires

d’une méme moyenne. Alors la file d’attente ¢ avec les demandes de service de distribution de
Cox de k; phases est équivalente a un réseau linéaire de k; files PS avec les demandes de service
exponentielles. De plus, la capacité totale de ces k; files ne dépend des nombres de clients pré-
sents & ces files qua travers leur somime et est partagé équitablement & tous les clients. D’aprés la
Proposition 1.19, c’est encore un réseau de Whittle avec les capacités équilibrées. Alors d’aprés
la propriété que l'on vient d’établir (1.31), la distribution stationnaire du nombre de clients a
chaque file dans notre réseau initial reste inchangée.

En conclusion, les réseaux de Whittle sont insensibles aux distributions des demandes de
service, au moins pour la classe des distributions de Cox.

Dans la suite, on établira la condition nécessaire et suffisante pour qu'un réseau de Jackson
de files PS avec capacités dépendantes de ’état soit insensible & la distribution des demandes de
service.

Théoréme 1.20 Un réseau de files PS est un réseau de Whittle si et seulement si la distribution
stationnaire du nombre de clients 4 chaque file n reste inchangée lorsque les clients demandent
des services de loi hyperexponentielle de paramétre 0; et de moyenne 1/p;, c.a.d. un service
exponentiel de moyenne 1/6; x 1/u; avec la probabilité 0; et un service nul avec la probabilité
1—6;, pour tous i et 0 < 6; < 1.

Preuve. On a montré auparavant qu'un réseau de Whittle est insensible & la distribution des
demandes de service. Dans un réseau de Whittle, la distribution stationnaire de 1’état n n’est
donc pas changée lorsque les clients demandent des services hyperexponentiels au lieu des services
exponentiels.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer le sens inverse. Supposons que la distribution stationnaire
du nombre de clients a chaque file est inchangée lors que les clients demandes des services
hyperexponentiels. On montrera que les capacités ¢;(n) sont équilibrées afin de conclure que le
réseau est de Whittle.

Lors que les demandes de service sont hyperexponentielles, le systéme est équivalent & un
nouveau réseau de file PS avec les demandes de service exponentielles de moyenne 1/6;u; avec
les nouveaux taux d’arrivée et avec le nouveau routage :

— Taux d’arrivée : 7; = 6,1;.

— Routage : pij = 0;pij + > pik(1 — 0k)P;-

— Les nouveaux taux d’arrivée effectifs sont

N = U + Zj\jfﬂ.
J

Alors les nouveaux taux de charge sont donnés par

i = 2
O

Remarquons que la distribution stationnaire du nombre de clients & chaque file reste inchangée
si et seulement si ces nouveaux taux de charge p sont égaux aux anciens taux de charge p, ce
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qui est équivalent & dire que le nouveau taux d’arrivée doit satisfaire : A; = 6;\; pour toute 3.
Cette condition nous suggeére qu’en faisant 61 vers 0, le réseau asymptotique est équivalent & un
réseau partiel de I — 1 files 2,...,I. Dans la suite, on utilisera cette remarque pour montrer par
récurrence sur le nombre de files dans le réseau que les capacités ¢;(n) sont équilibrées :

gi(n) = -2 i=1,...,1, (1.32)

par la fonction
7(n)

T e
[Tz P?

Pour I =1, le réseau consiste en une file PS simple de capacité ¢1(n) et une mesure station-
naire est donnée par

®(n) =

IR B

p1
H?:ll ¢1(l) !
Alors évidemment, la capacité ¢;(n) satisfait la propriété d’équilibre (1.32) avec :

m(n)
ot

®(n) =

Supposons que le résultat est valable pour I — 1. Considérons un réseau de [ files PS.

Remarquons tout d’arbord que pour les probabilités de routage, si p;; > 0 pour une certaine
file i, 'état du réseau est en fait le méme que celui d’un réseau avec taux de service fi; = p;(1—ps;)
et avec probabilités de routage p;; = pi;j/(1 — pij) si j # i, et p;; = 0. Alors on peut supposer
que les probabilités de routage p;; = 0 pour toutes s =1,..., 1.

Supposons que la distribution stationnaire du nombre de clients & chaque file est 7(n) lorsque
les demandes de service & la file 4 sont i.i.d. de loi hyperexponentielle de parameétre 6; et de

moyenne 1/u; pour toutes parameétres 61, ...,60;.

Faisons 67 tendre vers 0 alors le systéme asymptotique est le réseau partiel de I — 1 files PS
2,3,...,I avec de nouveaux taux d’arrivée et routage :

Vi =Vi+Vipu, Pij =DPij +paply, et pi=1- Zﬁim i,j # 1.

J#1
Les équation de trafic (1.27) deviennent donc
I
Nio= A A
j=2
I I
= vt Y Apji+ Y Apjp,  i=1,..,1
j=2 J=2
Ces équations de trafic admettent une solution unique (Ag,..., A7), out Mg, ..., A; sont les taux
d’arrivée effectifs de notre réseau initial. Cela implique que les taux d’arrivée effectifs Ao, ..., As
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du réseau partiel de I — 1 files sont les mémes du réseau initial. D’autre part, les moyennes de
service fiy, L. ,,ul_l sont les mémes, alors les taux de charge pa,..., pr le sont aussi.

Par conséquence, pour tout n; fixé, m(ni,-) est une mesure stationnaire du nombre de clients
a chaque file pour le réseau partiel de I — 1 files PS 2,...,1, de capacités ¢2(nq,-),...,or(n,-).
Cette mesure stationnaire est valide pour toutes demandes de service hyperexponentielles. Par
I’hypotheése de récurrence, ces capacités sont équilibrées par la fonction

7I'(7”L1, )

q)(nl, ) = 771
[l )

En multipliant cette fonction par la constance 1/p}", on obtient a nouveau une fonction
d’équilibre

i=1Pi
qui satisfait
¢i(n) = Lg(;)ei), Vi 4 1.

De plus, comme les files sont toutes équivalentes, on obtient enfin

D(n —e;)

=1,...,1
@(n) Y ? 9 )5

¢i(n) =
ce qui montre (1.32) pour les réseaux de [ files PS.

En conclusion, un réseau de files PS est un réseau de Whittle si et seulement si la distribution
stationnaire de I’état n reste inchagée lorsque les clients demandent des services hyperexponentiels

de parameétre 0; et de moyenne 1/p;.
]

On déduit de 'insensibilité des réseaux de Whittle le résultat suivant

Corollaire 1.21 Il y a équivalence entre

1. Un réseau de files PS est un réseauw de Whittle de files PS, c.a.d. que les capacités de service
sont équilibrées.

2. La distribution stationnaire du nombre de clients a chaque file est insensible a la distribution
des demandes de service.

3. Cette distribution stationnaire ne dépend des taur d’arrivée, taur de service et probabilités
de routage qu’a travers les taux de charge p1,...,pr-

Preuve. On a montré qu'un réseau de Whittle de files d’attente PS est insensible & la distribution
des demandes de service alors la premiére proposition implique la deuxiéme. Réciproquement, la
deuxiéme proposition implique que la distribution stationnaire de 1’état n reste inchangée lorsque
les clients demandent des services hyperexponentiels, alors d’apres le Théoreme 1.20, ceci est un
réseau de Whitlle de files d’attente PS. Par conséquence, 1 et 2 sont équivalentes.
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D’ailleurs, on a montré qu’un réseau de Whittle de files PS ne dépend des taux d’arrivée,
taux de service et probabilités de routage qu’a travers les taux de charge alors 1 implique 3. Il
ne nous reste plus qu’a montrer que 3 implique 1 pour conclure la démonstration.

Supposons que 3 est satisfaite. Modifions les taux d’arrivée, taux de service et probabilités
de routage comie suite :

— Taux d’arrivée 7y = 1161 et 7; = v; + v1(1 — 61)p1; pour @ # 1.
— Taux de service iy = u16; et ji; = p; pour i # 1.
— Probabilités de routage p1; = p1i, Pi1 = pi1 et Pij = pij + pin(1 — 01)p1j pour 4,5 # 1.

Alors on obtient un nouveau réseau qui est équivalent au réseau initial avec demandes de
service hyperexponentielles a la file 1. La proposition 3 implique que ce réseau admet la méme
distribution stationnaire de I’état n que le réseau initial. De plus, toutes les files ont le méme role,
alors le réseau initial satisfait les conditions du Théoréme 1.20, donc c’est un réseau de Whittle
de files PS.

0

Bonald et Proutiére [BP02b| ont montré que le temps de s¢jour moyen d'un client a la file
est proportionnel a sa demande de service r et est donné par :

Elni]
Pz"

r

1.4.4 Taux d’arrivée et routage dépendants de I’état

Supposons maintenant que les taux d’arrivée et les probabilités de routage sont aussi des
fonctions de I’état du réseau : v3(n) et p;;(n), pi(n). Les taux d’arrivée effectifs A\;(n) sont définis
par les équations de trafic :

I
Ai(n) = vi(n) + > Aj(n)pji(n + ;).
j=1
On suppose que ces équations de trafic admettent une unique solution (A1 (n),...,Ar(n)).

Les taux de charge dépendront aussi de I’état n :

Z(n) - )\Z(n)a VTL,VZ
2%
Posons ensuite ( )
pi\n — €
Yi(n) = ———=, n; > 0, 1.33
(n) e (1.33)

on obtient le résultat suivant
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Théoréme 1.22 Si les fonctions 11(n),...,v¥r(n) sont équilibrées par une fonction positive
U(n), la distribution stationnaire du processus markovien décrivant I’état du réseau est donnée
par

m(n) = CW¥(n)™1, n € G,
ot C est la constance de normalisation :
-1
= (X wm™) .
neG

st la condition de stabilité est remplie : 0 < C' < 0.

Preuve. Comme les taux d’arrivée et le routage sont en fonction de ’état, les équations de
balance partielle deviennent, pour la source

2
M~

I
vi(n Zw n—+e;)pi(n+ e;)uipi(n + e;), Vn € G,
i=1 i=1

et pour chaque file¢,s =1,...,1 :

I
m(n)p;(n)u; = 7(n—e;)vi(n +Z7T —eitej)pj(n—ei+ej)upji(n—ei+ej), Vn € G.
7=1

Comme dans le Théoréme 1.18, ces équations de balance partielle sont équivalentes aux

équations de trafic tant que les fonctions 11(n),...,1¥r(n) sont équilibrées par la fonction ¥(n).
O
Remarque 1.2 Si les taux de service ¢1(n),...,¢r(n) sont équilibrés par ®(n), les fonctions

P1(n), ..., Yr(n) sont équilibrées par W(n) si et seulement si les tauz de charge p1(n —eyq),. ..,
pr(n —ey) sont équilibrés par ®(n) x ¥(n).

Proposition 1.23 Supposons que la capacité totale de deuz files, par exemple 1 et 2, ne dépend
du nombre de clients présents 4 ces deux files qu’a travers leur somme et est équitablement
partagée a leurs clients, c.a.d.

¢1(n) _ ¢a(n) _ ¢1(n) + ¢a(n)

1 n9 ny + no

, ny,ng > 0.

Supposons de plus que p1(n — e1) + p2(n — e2) ne dépend de ny, ny qu’a travers leur somme et
que pour certaines constances wy, wo,
pi(n—e1) pan—e) pi(n—e)+pa(n—en)

= s ny,ng > 0.
w1 wa w1 + Wy

Alors les fonctions 11(n), ..., r(n) sont équilibrées par ¥(n) si et seulement si 2 (T;_l(eégigz((z)_eﬂ ,

Y3(n), ..., Pr(n) sont équilibrées par ¥(n), avec

1 _[(n1+mng witwy? ~ -
= ( ny )(w1 +w2)"1+n2\1’("1 +n2,ng,.. )7
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Preuve. La démonstration est déduite du fait que

pi(n—e1) ni+mng o W p1(n —e1) + pa(n — e2)

¢i(n)  m w1 + we % $1(n) + ¢o(n) ) ni,ng > 0.

O

Cette proposition suggére qu’en empruntant le raisonnement utilisé dans la Section 1.4.3, on
peut montrer la condition suffisante de l'insensibilité d’un réseau de Jackson de files PS avec
capacités, taux de service et routage dépendants de I’état. De plus, par récurrence sur le nombre
de files dans le réseau, on peut montrer que cette condition suffisante est aussi nécessaire pour
avoir 'insensibilité.

Théoréme 1.24 Dans un réseau de Jackson de files d’attente PS avec capacités, taux d’arrivée et
routage dépendants de [’état, ['insensibilité est équivalente a la propriété d’équilibre des fonctions
U1,...,0r définies en (1.33). Dans ce cas, la distribution stationnaire du nombre de clients a
chaque file est insensible aux distributions des demandes de service, au moins pour la classe des
distributions de Coz, et est donnée par

m(n) = C¥(n)~L.
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Disciplines de service insensibles
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Dans ce chapitre, on introduira des permutations aléatoires de clients dans les files d’attente
symétriques et dans les réseaux de ces files. Lorsqu’un nouveau client arrive a ou quitte une file,
les autres clients présents & chaque file sont permutés au hasard au lieu d’un simple décalage
dans la discipline symétrique usuelle. Ces permutations aléatoires ont été considérées par Ya-
shkov |Yas80|, Daduna, Schassberger |[DS83, Dad0lb| et Yates [Yat90, Yat94|. Dans son livre
[Dad0la], Daduna a considéré les files a temps discret avec des permutations aléatoires a chaque
slot de temps, avant chaque arrivée et aprés chaque départ. Dans cette thése, on considére les
modeéles a temps continu et on suppose qu’avant chaque arrivée, aprés chaque départ et lors d’un
changement de files (pour les modéles de réseaux), les clients a chaque file peuvent étre permutés
au hasard. Remarquons que dans notre modéles, ces permutations aléatoires sont choisies suivant
certaines mesures de probabilité. De plus, dans les modéles de réseaux, la mesure de probabilité
de permutations & une file quelconque peut dépendre non seulement du nombre de clients &
cette file mais aussi du nombre de clients & toute autre file dans le réseau. On montrera que la
distribution stationnaire de 1’état du systéme est la méme que dans le cas sans permutation. En
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particuler, avec permutations aléatoires de clients & chaque file, les files symétriques simples, les
réseaux de Jackson et les réseaux de Kelly de files symétriques sont tous insensibles.

Rappelons que dans le Chapitre 1, on a montré l'insensibilité d’une file symétrique par la
méthode des phases et la méthode RGSMP. Similairement, on peut utiliser les deux méthodes
pour démontrer 'insensibilité des modéles dans ce chapitre, mais on choisit ici la méthode des
phases afin d’avoir des preuves directes a travers les équations de balance et d’étre en accord
avec les preuves pour la condition nécessaire dans certains modéles.

Enfin, on introduira quelques modéles insensibles non symeétriques avant de récapituler les
modeles de files d’attente insensibles/sensibles.

2.1 Disciplines symétriques

Les disciplines symétriques sont connus a étre insensibles dans les modéles classiques sans
permutation aléatoire. Dans cette partie, on définira les permutations aléatoires et on établira
I'insensibilité d’une file symétrique simple munie de ces permutations aléatoires au lieu de déca-
lages classiques.

2.1.1 Permutations aléatoires

On considére une file d’attente simple de macro-état n désignant le nombre de clients dans
la file, et de micro-état x contenant les informations complémentaires afin de décrire I’évolution
de systéme. Introduisons maintenant les permutations aléatoires dans cette file.

Pour tout n > 1, posons P(n) l'ensemble de permutations des éléments d’une séquence de
longueur n et P(0) ’ensemble consistant seulement en 'application d’identité sur {(}}. Pour tout
micro-état z € X(n), et pour toute permutation o € P(n), on note o(z) le micro-état obtenu a
partir de x en permutant les clients selon o.

Pour tous n > 1 et [ = 1,...,n, posons «(l,n,-) une mesure de probabilité arbitraire sur
P(n). On a :
Z a(l,n,o) = 1.
o€P(n)

Lorsqu’un client arrive & la position [ de la file tandis que le nombre de clients avant son
arrivée est n,n > 1, ces n clients sont permutés au hasard suivant la mesure de probabilité
a(l,n,-) avant cette arrivée. Si I < n, les clients aux positions [,...,n sont ensuite décalés aux
positions [ 4+ 1,...,n + 1, respectivement suivant la régle de décalage classique.

Supposons par exemple que :
a(2,4,0) =1, avec o(1,2,3,4) =(1,4,2,3).
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Alors lorsqu’un client arrive a la position 2 tandis qu’il y a 4 clients dans la file, ’ancien client
en position 2 sera placé a la fin de la file, comme illustré dans la Figure 2.1.

/

XIXIXIX](O)
~_

F1G. 2.1 — Une permutation simple : Le client en position 2 est placé & la fin de la file.

Supposons maintenant que :
1
a(2,4,0) = 50 avec 0(1,2,3,4) = (1,4,2,3),
et 1
a(2,4,0') = 50 avec 0'(1,2,3,4) = (3,1,4,2).

Alors lorsqu’un nouveau client arrive a la position 2 tandis qu’il y a 4 clients dans la file, ces
quatre clients sont permutés selon la permutation de la Figure 2.1 avec la probabilité 1/2, selon
la permutation plus complexe de la Figure 2.2 avec la probabilité 1/2.

/

xxxx@
P2

Fic. 2.2 — Une permutation plus complexe

De méme, pour tousn > 1let l =1,...,n+ 1, posons 3(l,n,-) une mesure de probabilité sur
P(n). On a :
Z B(l,n,o) =1.

c€P(n)

Lorsque le client en position [ quitte la file tandis que le nombre de clients avant son départ
est n +1,n > 1, les n autres clients sont permutés au hasard selon la mesure de probabilité
B(l,n,-) dés que la régle de décalage classique est appliquée.

Remarquons qu’une grande classe de disciplines de service peut étre représentée par ces files
symeétriques avec permutations aléatoires. Considérons par exemple la discipline de service ot a
I’arrivée, un nouveau client recoit immeédiatement toute la capacité de la file :

0(1,n) =1, Vn > 1,
et aprés chaque accomplissement de service, un client choisi au hasard recoit toute la capacité de

service, c.a.d. que 5(1,n,-) est la distribution uniforme sur ’ensemble des permutations P(n) :

1
B(l,n,o) = mE VYn > 1,Yo € P(n).

Cette discipline de service peut étre vue comme un mélange de la discipline LIFO préemptive et
la discipline aléatoire |Pal57].

39



Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

2.1.2 Insensibilité

On suppose que les clients arrivent dans la file suivant un processus de Poisson d’intensité
v et la file est symétrique, de probabilités de positionnement §(I,n) : Si un client trouve n — 1
autres clients a son arrivée, il choisit la position [ avec la probabilité d(I,n) et lorsqu’il y a n
clients dans la file, le serveur alloue une proportion §(I,n) de capacité de service au client en
position I,n > 1,l=1,...,n.

Supposons que les demandes de service sont i.i.d. de loi mélange de distributions d’Erlang,
c.a.d. que chaque demande de service est une somme d’un nombre aléatoire de phases exponen-
tielles de moyenne 1/p, > 0.

Pour tout k > 1, posons s(k) la probabilité que le nombre de phases de service soit égal a k,
5(k) la probabilité que le nombre de phases soit plus grand ou égal a k et § le nombre moyen de
phases. On a :

S osk)y=1, sk)y=> _s(j), et 5= ksk)=> s(k).

k>1 >k k>1 k>1

Notons que la demande de service moyenne est égale & 5/u et appelons cette quantité le tauz
de service de la file. Le taux de charge est alors donné par p = v5/u. On suppose que la file est
stable : B

Vs
p=—<1 (2.1)
n

Micro-état. Dans ce cas, le micro-état de la file est le vecteur de ligne « contenant les phases de
service de chaque client. On a : n = |z|, ou |z| désigne la longueur du vecteur z. Par convention,
x="0et n=10] =0 sila file est vide.

Notons X ’ensemble de micro-états et X(n) = {x : |z|] = n} Pensemble de micro-états
correspondants au méme macro-état n. Pour tous x € X'(n) et [ = 1,...,n + 1, notons Tklg
le micro-état obtenu & partir de  en ajoutant un client en k™ phase de service a la position
[ dans la file suivant la régle de décalage définie auparavant. De méme, pour tous = € X(n) et
l=1,...,n, notons Tjx le micro-état obtenu & partir de x en effacant le client en position .

Théoréme 2.1 La distribution stationnaire du processus markovien décrivant le micro-état x o
une expression explicite :

n(x) = (1-p) (;)"ﬁsm), Vo € X,

st la file est stable : 0 < p < 1.

Preuve. Les taux de transition de ce processus markovien sont nuls a part les suivants :
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— Arrivée d'un nouveau client a la position /, menant la file de I’état 2 a 'état T o (z), pour
une certaine permutation o € P(n) :

q(a:,Tl’la(x)) =vié(l,n+ 1a(l,n,o), reX.

— Changement de phase de service du client en position [, menant la file de 'état x & ’état
x + e, € étant le vecteur unitaire de dimension n dont la [®™¢ composante est égale & 1 et
les autres sont nulles :

5(x;+1)

) r#0,l=1,...,n

q(z,x +e;) = po(l,n)

— Départ du client en position [, menant la file de I’état x a I’état o(T;z), pour une certaine
permutation o € P(n —1) :

a(w,0(Tw) = w0600 — 1,0, @ £01=1,...m

En observant que 7(o(x)) = 7(x) pour toute permutation o € P(n), on peut vérifier que 7
satisfait les équations de balance partielle :

m(x) Z q(z, TH o ( Z Z le ))q(Td’la_l(x),a;),

c€P(n) d>1ceP(n)

pourtousz € Xetl=1,...,n+1, et

@) (g tea)+ Y gl o@a)) = > wlo” (Tw)g(o (Tiw), x)

oceP(n—1) ceP(n—1)
+7T(£E - El)Q(x — €y, 33)7

pour tous z # () et [ = 1,...,n. Par convention, m(x) = 0 si x n’est pas dans X.

Alors la probabilité 7 est la distribution stationnaire du processus markovien décrivant le
micro-état x.

O

Par conséquence, dans une file d’attente symétrique avec permutations aléatoires, la distri-
bution stationnaire du nombre de clients dans la file est insensible & la distribution des demandes
de service, au moins pour la classe des mélanges de distributions d’Erlang. Cette distribution
stationnaire ne dépend que du taux de charge p :

7' (n) = (1—p)p", n > 0.

Corollaire 2.2 La distribution stationnaire du nombre de clients dans une file d’attente symeé-
trique stable avec permutations aléatoires est insensible & la distribution des demandes de ser-
vice, au moins pour les mélanges de distributions d’Erlang, et ne dépend que du tauz de charge
p=vs/u:

m'(n)=(1-p)p", n>0.
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Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

Le nombre moyen de clients dans [’état stationnaire ne dépend que du taur de charge p :

E[n| = Zmr(n) = Tpp

D’aprés la loi de Little, le temps de séjour moyen d’un client quelconque est insensible et
donné par
E[n] 5
v u(l-p)
Comme dans la file symétrique classique (Section 1.3.1), on peut montrer que le temps de séjour
moyen d’un client est proportionnel & sa demande de serice r et est donné par :

r
1—p

2.2 Réseaux de Jackson avec permutations aléatoires

On considére maintenant un réseau de [ files d’attente symétriques avec permutations aléa-
toires et avec le routage de Jackson [Jac57]| et on I’appelle un réseau de Jackson de files symé-
triques avec permutations aléatoires. On décrit tout d’abord le modéle dans la premiére partie,
et ensuite on étudie son insensibilité avant de considérer quelques extensions.

2.2.1 Modéle de réseaux de Jackson

Considérons un réseau de [ files symétriques dont les arrivées externes a chaque file ¢ forment
un processus de Poisson d’intensité v;, avec

1
Z v; > 0.
=1

Routage de Jackson. Aprés accomplissement de service a la file ¢, un client est dirigé vers la
file j avec la probabilité p;; et quitte le réseau avec la probabilité

I
pi=1- sz’j- (2.2)
j=1

Les clients quittent éventuellement le réseau de telle sorte que les taux d’arrivée effectifs

A, ..., A7, en comptant les arrivées des autres files, soient uniquement définis par les équations
de trafic :
I
ANi=vit+ Yy Npji,  i=1,....1 (2.3)
j=1
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2.2. Réseaux de Jackson avec permutations aléatoires

Le macro-état du systéme est le vecteur n = (nj,...,ns) contenant le nombre de clients
présents a chaque file.

Discipline de service symétrique : A la file 4, un nouveau client choisit la position ! avec la
probabilité d;(1,n) s’il trouve le macro-état n — e; a son arrivée. Cette quantité 6;(l,n) est aussi
la proportion de service alouée & la position [ lorsque le macro-état du systéme est n :

Zéi(l,n)zl, Vi=1,...,I,Yn:n; > 1.
=1

e; étant le vecteur unitaire de dimension I dont la ™€

sont nulles.

composante est égale & 1 et les autres

Remarquons que dans ce modéle, la discipline de service peut dépendre du macro-état n du
réseau entier et non seulement de ’état n; de la file 3.

Permutations aléatoires : On appelle une permutation dans le macro-état n un élément de
I'ensemble S(n) = P(n1) x ... x P(ny), ot P(m) désigne ’ensemble ordinaire des permutations
de m éléments, pour tout m > 1, et P(0) désigne ’ensemble consistant seulement en 1’application
d’identité sur {0}.

A partir d’ici, on suppose qu’un mouvement d’un client quelconque peut provoquer des per-
mutations aléatoires de clients & chaque file d’attente. La distribution de permutations peut
dépendre du macro-état et du client qui provoque la permutation. Pour tout macro-état n et
pour tous 4,j = 1,..., I, posons a;(n,-), Bi(n,-) et v;;(n,-) des distributions arbitraires sur S(n).

Avant chaque arrivée externe & la file ¢ lorsque le macro-état du systéme est n, les anciens
clients du systéme sont permutés au hasard selon la distribution de permutations a;(n, ).

De méme, lorsqu’un client la file ¢ quitte le réseau tandis que le macro-état est n, les autres
clients sont permutés au hasard selon la distribution de permutations 3;(n — e, -).

Et finalement, lorsqu’un client dans la file ¢ termine son service dans le macro-état n et se
dirige vers la file j avec la probabilité p;;, les autres clients sont permutés selon la distribution
de permutations 7;j(n — e;, ) aprés le départ de la file ¢ et avant larrivée a la file j.

Remarquons qu’a 'arrivée d’un client, on ne le permute pas avec les autres clients et ce
nouveau client est toujours alloué une proportion strictement positive de capacité de service &
son arrivée. La condition d’attention instantanée est remplie.

Demandes de service : Supposons que les clients a la file ¢ demandent des services i.i.d. de
loi mélange de distributions d’Erlang, c.a.d. que chaque client a cette file demande une somme
d’un nombre aléatoire de phases exponenetielles de moyenne 1/p;. Pour tout k& > 1, notons s;(k)
la probabilité que le nombre de phases soit égal a k, 5;(k) la probabilité que ce nombre dépasse
k et §; le nombre moyen de phases. Alors

S osilk) =1, si(k)=> si(j), et 5= ksi(k)=>_ sik).

E>1 >k E>1 E>1
On suppose que le réseau est stable :

L < 1. (2.4)
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Le micro-état du réseau est z = (x;,1 <i < I,1 <1 < n;), ou x; désigne la phase de service
du client en position [ a la file i. Notons |z| = n le macro-état du réseau. Par convention, z; = ()
et n; = |0] = 0 si la file 7 est vide.

Notons X l'ensemble de micro-états et X(n) = {z : |z| = n} Pensemble des micro-états
correspondants au méme macro-état n. Pour tous x € X(n) et [ = 1,...,n + 1, notons TH !z
le micro-état obtenu & partir de  en ajoutant un client en k*™¢ phase de service a la position [
dans la file 7 suivant la regle de décalage définie auparavant. De méme, pour tous = € X (n) et
I =1,...,n, notons T;;x le micro-état obtenu a partir de x en effacant le client en position [ a
la file 1.

Il y a quatre types de transition dans un réseau de Jackson

— arrwvée externe d'un client & la position [ de la file ¢,/ = 1,...,n; + 1, menant le systéme
de Pétat = a 1'état T»Ylo(z), pour une certaine permutation o € S(n). Le taux de cette
transition est

q(m,Ti’LlJ(x)) =1;0;(l,n + €;)a;(n, o), x e X.

— changement de phase du client en position [ de la file ¢, menant le systéme de I'état x &
létat x + e;;, ol e;; désigne ’élément dont la composante (7,1) est égale a 1 et les autres
sont nulles. Le taux de transition correspondant est

5(xy + 1)

— iZl,...,I,xi#@,ZZL...,TH.
5(wir)

q(xux + ei,l) = Nlél(lun)

— changement de files : mouvement du client en position [ de la file 7 & la position I’ de la file
Jl=1,...,n;,U'=1,...,n;+1,n; > 1, menant le systéme de 'état = a I'état Tj’17l/0’(T,~71x)
pour une certain permutation o € S(n —e;), ou e; désigne le vecteur unitaire de dimension
I dont la i*™€ composante est égale & 1 et les autres sont nulles. On appelle aussi cette
transition une arrivée interne a la position I’ de la file j. Le taux de cette transition est
donné par

s(zi)

pour 4,5 =1,...,La; #0,l=1,...,n;,' =1,...,n; + L.

q(z, Tj’lvl’a(ﬂzl")) = u;0;(l,n) Yij(n — i, 0)pij6;(I',n — e; + ¢e;),

— départ définitif du client en position [ de la file ¢,/ = 1,...,n;, menant le systéme de I’état
x alétat o(T; x). Le taux de cette transition est

q(v,0(Tiw)) = midi(l,n) (f(le)

Bi(n — e;, 0)pi, i=1,....Lx; Z0,l=1,...,n,,
S(le)

ou p; est la probabilité qu'un client quitte le réseau aprés "accomplissement de service a
la file d’attente 3.
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2.2. Réseaux de Jackson avec permutations aléatoires

2.2.2 Insensibilité des réseaux de Jackson

Théoréme 2.3 La distribution stationnaire du processus markovien décrivant le micro-état du
systeme est a forme produit et donnée par

I n;

w(e) = [[( - p) oy [ silea), Ve,

i=1 =1

st le réseau est stable : 0 < p; < 1 pour tout i =1,...,1 (2.4).

Preuve. Vérifions les équations de balance partielle pour la source et pour toute position [ de
la file 4.

Pour la source, le flux de probabilité correspondant & une arrivée externe dans le micro-état
x est donné par

I
7)) _vi
i=1

égal & celui correspondant & un départ définitif d’un client menant le systéme & l’état x :

I n;+1

> Z Yo w (T @) g(TH o™ (), )

i=1 1=1 geS(n) k>1

I n;+1
(3 . k
=22 Z (T >m5i<l,n+ei>f.2k§@<n,o>pi
=1 [=1 Ues(n Si
I n;+1
— Z ﬂ(x)—g (k)0 (1, m + ez)fgkipz
i=1 1=1 k>1 i Si

car » .~ si(k) = 1 pour toute i et d’apres les équations de trafic (2.3),
I I
> =3 A
i=1 i=1

D’ailleurs, pour toute position [ de la file 4, le flux de probabilité correspondant & un chan-
gement de phase, un changement de files et un départ définitif du client en position [ de la file
1 dans le micro-état x est égal a celui correspondant a ’accomplissement de phase de service de
ce client :

m(x)uidi(l,n). (2.5)
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De plus, le flux de probabilité correspondant & une arrivée externe a la position [ de la file ¢
menant le systéme & l’état = est donné par

S w(Te M @)a(To @), @)

O'ES(TL—ei)
= > w(Tw)visi(ln)as(n — eq, 0)1(wi-1)
O'ES(TL—ei)
- ﬂ(x)%éi(l,n)yi]l(a:ilzl), (2.6)

1

ou I est la fonction indicatrice : I(A) = 1 si ’événement A est vrai et I(A) = 0 sinon.
Le flux de probabilité correspondant & un changement de phase du client en position [ de la
file + menant le systéme a I’état x est donné par

m(x —eip)q(r — e, )

LG ) B S R C2 VDI v
= ( ) §i(xil) :uzéz(ly )§i(1’z‘z — 1)H( il > 2)

et le flux de probabilité correspondant & une arrivée interne & la position [ de la file ¢ menant le
systeme a 1’état x est égal a

i)
Xvji(n — e;,0)p;jidi (L, n)I(xy = 1)
)

! 1 §s Ss
= Zzﬂ(x)z_jl;—: gjlglf) Nj%pjiéi(l,n)ﬂ(xil =1)

car 8;(1) =1 et Y ;o s5(k) =1.

On s’apercoit que la somme des flux de probabilité (2.6), (2.7) et (2.8) donne le flux (2.5),
d’apres les équations de trafic (2.3).

Par conséquence, la probabilité 7 satisfait le systéme d’équations de balance partielle et donc
est la distribution stationnaire du micro-état du systéme.
O

En sommant sur tout € X'(n), on obtient la distribution stationnaire du nombre de clients
dans chaque file pour les mélanges de distributions d’Erlang :
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Théoréme 2.4 Le réseau stable de Jackson de files symétriques avec permutations aléatoires est
isensible aux distributions de demandes de service, au moins pour les mélanges de distributions
d’Erlang. La distribution stationnaire du nombre de clients a chaque file est a forme produit et
ne dépend que des taux de charge py,...,pr :

I

7'(n) = H(l — pi)pit, n; > 0 Vi.
=1

Corollaire 2.5 A [’état stationnaire, le nombre moyen de clients & chaque file i ne dépend que
de son tauz de charge p; :

E[n;] = an/(n) =7 flpz

Le temps de séjour moyen d’un client a la file i est donné par

E . g
E[Ti] = ) B
Ai pi(1 = p;)
Comme dans la file symétrique classique (Section 1.3.1), le temps de séjour moyen d’un client a
la file i est proportionnel 4 sa demande de service v et est donné par :

T
L—pi

Remarquons que les résultats restent valables dans les cas suivants :

— Les mesures de permutations dépendent de la position du client en mouvement : Les me-
sures «;(n, ) dépendent de la position choisie par le nouveau client. De méme, les mesures
Bi(n,-) dépendent de la position du client quittant le réseau, et les mesures ~;;(n,-) dé-
pendent a la fois de I’ancienne position et de la nouvelle position du client en mouvement.

— Les permutations aléatoires sont provoquées par un processus ponctuel externe a chaque
file (par exemple, un processus de Poisson). Il suffit de considérer les files additionnelles

dont le role est de provoquer les permutations (par exemple, & travers des arrivées externes
a ces files).

Dans la suite, on donnera des résultats analogues dans les réseaux fermés de Jackson avec
permutations aléatoires et dans les réseaux avec des capacités variables.

2.2.3 Réseaux fermés

Supposons que le réseau est fermé : il n’y a ni d’arrivée externe dans le réseau, ni de départ
de clients du réseau, les clients ne circulent que dans le réseau. On a :

v, =0 et p; =0, Vi.
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Le nombre total de clients présents dans le réseau est fixé & une certaine valeur m et ’ensemble
de macro-états est
I
G:{n:Zni:m}.
i=1

Supposons que le routage est irréductible, c.a.d. que chaque file est visitée par les m clients.
Les résultats similaires restent valables pour les réseaux appelés mélangés de files d’attente.

/@ P;=0

F1G. 2.3 — Un réseau fermé irréductible de Jackson.

La fréquence d’arrivée \; a chaque file ¢ est uniquement définie par les équations de trafic
(2.3) :

I
Ai = Z AjDjis
j=1

avec » ;A =1

Comme il n’y a plus d’arrivée externe et de départ définitif, les flux correspondants & ces
transitions sont nuls et les équations de balance partielle deviennent : Le flux de probabilité
correspondant & un changement de phases et a un changement de files du client en position ! de
la file ¢ dans I'état = est égal au flux de probabilité correspondant & un changement de phases et

a une arrivée interne & la position ! de la file ¢ menant le systéme a ’état x. On peut vérifier que
ces équations de balance partielle admettent une unique solution donnée par

C’H Hszznﬂ), reX:ned,
i=1 “Z =1

ot C' désigne la constance de normalisation.

Théoréme 2.6 Le réseau fermé de Jackson de files symétriques avec permutations aléatoires
admet la distribution stationnaire o forme produit, donnée par

I n;
N T

() :CH(N—)MH«§1($,’1), reX:nedq,
=1 P

ot C' désigne la constance de normalisation.
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Corollaire 2.7 Le réseau fermé de Jackson de files symétriques avec permutations aléatoires est
insensible a la distribution des demandes de service, au moins pour les mélanges de distributions
d’Erlang. La distribution stationnaire du nombre de clients & chaque file est & forme produit et
ne dépend que des taux de charge :

I
m(n) = C’szm, Vn € G,
i=1

ol p; = A\i8;/; est le tauz de charge a la file i,i =1,...,1, et C est la constance de normalisa-
tion :
Y -1
c=(TII)
neGi=1

2.2.4 Capacités variables

Supposons maintenant qu’a chaque file 7, la capacité de service n’est plus la constance 1 mais
une fonction ¢;(n) dépendante du macro-état n. Supposons de plus que ces capacités de service
possédent la propriété d’équilibre (Section 1.4.2) des réseaux de Kelly-Whittle [Ser99], c.a.d. qu'il
existe une fonction positive ® sur N’ telle que

O(n —e)

¢i(n) = By

Vn:n; > 1.

Dans la Section 1.4.3, on a vu que cette propriété d’équilibre est la condition nécessaire
et suffisante afin d’avoir l'insensibilité dans un réseau de Jackson de files PS avec capacités
dépendantes de I’état. Dans cette section, pour un réseau de Jackson de files d’attente symétriques
avec permutations aléatoires et avec capacités et taux de service dépendants du macro-état du
réseau, on montrera que la propriété d’équilibre des taux de service est la condition suffisante
pour la propriéte d’insensibilié. Ensuite, la démonstration de la condition nécessaire est ’analogue
de la Section 1.4.3.

Condition suffisante

On s’apercoit que les équations de balance partielle restent les mémes sauf que le taux de
l’accomplissement de phase de service du client en position [ de la file ¢ devient ¢;(n)u;d;(l,n), au
lieu de l’ancien terme p;9;(l,n). Et on peut vérifier qu’en multipliant la distribution stationnaire
m(x) donnée dans le Théoréme 2.3 par la fonction d’équilibre ®(n) et par une constance de
normalisation C', on obtient la distribution stationnaire du nouveau réseau de Jackson avec
capacités dépendantes de I’état.

Théoréme 2.8 Le réseau de Jackson de files d’attente symétrigues avec permutations aléatoires
et avec capacités dépendantes de [’état admet la distribution stationnaire du micro-état x a forme
explicite :

>

1
r(a) = ca(m [

%
)

)ningi(xil), Vo € X,
=1

=
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st le réseau est stable : 0 < C < oo, ot C est la constance de normalisation
I s n; 1
C= ( 3 () H(M_%)"i H§,~(mil)> .
= ¢ =1

TEX 1=1 l

Corollaire 2.9 Un réseau stable de Jackson de files d’attente symétriques avec permutations
aléatoires et avec capacités dépendantes de [’état est insensible aux distributions des demandes
de service, au moins pour les mélanges de distributions d’Erlang. La distribution stationnaire du
nombre de clients a chaque file est & forme produit et donnée par :

1

w(n) = C®(n) prl

i=1

Condition nécessaire

Par le raisonnement de récurrence sur le nombre de files utilisé pour le réseau de files d’at-
tente PS (Section 1.4.3), on déduit que la condition nécessaire de l'insensibilité est la propriété
d’équilibre des taux de service ¢;(n).

En conclusion, dans un réseau de Jackson de files d’attente symétriques avec permutations
aléatoires et avec capacités de service dépendantes du macro-état n du réseau, on a 'insensibilité
si et seulement si ces capacités de service ¢;(n) sont équilibrées par une certaine fonction positive

P(n).

Similairement, si les taux d’arrivée et le routage sont aussi en fonction de ’état, 'insensibilité
est équivalente a la propriété d’équilibre des fonctions 1;(n) définies par

oy = P —ei)
) =g

ou p;(n) désigne le taux de charge de la file 1.

Remarque 2.1 Comme la discipline symétrique en inclut la discipline PS, les résequx de files
PS (Section 1.4.3) appartiennent a la classe des réseauz de files symétriques. L’insensibilité des
réseaus de files symétriques implique celle des réseaux de files PS.

2.2.5 Exemples

Dans cette partie, on considérera quelques modéles de files d’attente avec permutations aléa-
toires. En particulier, on illustrera leur insensibilité/sensibilité par simulations.

Une file d’attente LIFO-préemptive avec permutations aléatoires
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Considérons une file d’attente LIFO-préemptive avec :

(1,n) =1, n > 1.

Les clients arrivent dans la file suivant un processus de Poisson d’intensité v = 0,5. La
distribution des demandes de service est hyperexponentielle de paramétre 6 et de moyenne 1,
pour un certain parameétre ¢ strictement positif. Avant chaque arrivée, les clients présents dans
la file sont permutés au hasard.

Considérons deux types de permutations

Permutation uniforme. Les clients sont permutés au hasard selon une distribution uniforme,

c.a.d. 1
a(n,a):m, Yn>1,l=1,...,n,Yo € P(n).

Permutation simple. Le client en service précédemment en téte de la file est placé a la fin de
la file, c.ad,Vn>1,l=1,... n,
a(n,o) =1

ol o désigne la permutation suivante :

D’apreés les Corollaires 2.2 et 2.5, le temps de séjour moyen est égal & 2, indépendamment de
la distribution de demandes de service. Au contraire, la distribution du temps de sé¢jour dépend
fortement de la distribution de demandes de service, en particulier, 'écart type du temps de
séjour en dépend aussi. Cela est illustré par des résultats de simulation dans la Figure 2.4 ou le
paramétre hyperexponentiel 6 varie de 1 & 10. On peut observer que I’écart type est presque le
méme pour les deux types de permutations. Cette valeur se situe au dessous de celle du cas sans
permutation, qui correspond a une file d’attente LIFO-préemptive ordinaire, et trés prés de celle
d’une file d’attente PS.

Supposons maintenant que les permutations sont provoquées par un certain processus pois-
sonnien indépendant d’intensité A. Alors la file reste insensible dans ce cas. La Figure 2.5 nous
donne la variation de I’écart type du temps de séjour en fonction du taux de permutation A dans
le cas de demandes de service exponentielles ( = 1). On peut observer que I’écart type diminue
de celui d’une file LIFO-préemptive ordinaire & celui d’une file PS lorsque A varie de 0 & 10.
Lorsque le taux de permutation est infini, tous les clients recoivent le méme taux de service et
la file est effectivement équivalent a une file PS.

Sensibilité de modéles avec permutations entre différentes files
Dans cette section, on considére quelques exemples de réseaux de files d’attente symétriques

avec permutations de clients de différentes files d’attente. Plus précisément, on va considérer un
réseau de deux files d’attente PS avec :
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12
No permutation
Uniform permutation  +
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FiGg. 2.4 — L’écart type du temps de séjour dans une file LIFO-préemptive avec permutations
aléatoires aux arrivées.
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Permutation rate

FiGg. 2.5 — L’écart type du temps de séjour dans une file LIFO-préemptive avec permutations
aléatoires aux arrivées d’'un processus poissonien indépendant.

Tauz d’arrivée : v1 = v9 = 0.5.

Demandes de service hyperexponentielles : Les clients arrivant & la file 1 demandent des
services selon une loi hyperexponentielle de moyenne 1 et de paramétre 6.

De méme, les clients arrivant 4 la file 2 demandent des services selon une loi hyperexponentielle
de moyenne 1 et de paramétre 6-.

Routage : Les clients quittent le réseau lors de 'accomplissement de service : p;1 = p2 = 1,
il n’y a pas de changement de files aprés ’accomplissement de service, les deux files sont en
paralléle.

Permutations aléatoires : Supposons que les permutations sont provoquées par un certain pro-
cessus poissonien indépendant d’intensité A. On considére les permutations uniformes et simples
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2.2. Réseaux de Jackson avec permutations aléatoires

définies auparavant. Une permutation simple consiste maintenant a permuter deux clients choisis
au hasard, un de chaque file, et une permutation uniforme consiste & permuter tous les clients
présents dans le réseau selon une distribution uniforme.

\Y .@
1
i

permutations

\l
v
2

FiG. 2.6 — Réseau de deux files PS avec permutations des clients entre les deux files.

Cas 1. Les distributions des demandes de service sont différentes dans ces files d’attente.

No permutation
2.g | Uniform permutation +
’ Simple permutation *

26+

+ %

+X

24+ 1

Mean sojourn time
+X

+x

22 ¢

1.8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hyperexponential parameter

FiG. 2.7 — Sensibilité du temps de séjour moyen & la distribution des demandes de service dans
un réseau de deux files avec permutations entre les deux files.

Les Figures 2.7 et 2.8 montrent la sensibilité du temps de sé¢jour moyen aux distributions des
demandes de service et au taux de permutation lorsque les distributions des demandes de service
sont différentes dans les deux file d’attente PS.

La Figure 2.7 donne le temps de séjour moyen en fonction du parameétre hyperexponentiel
01 de la distribution des demandes de service & la file 1 lorsque la distribution des demandes de
service & la file 2 est exponentielle : 83 = 1, dans le cas ou v =15 = 0,5 et A = 1.

La Figure 2.8 donne le temps de sé¢jour moyen en fonction du taux de permutation A lorsque
f1 = 10,00 =1 et v1 = vy = 0,5. Dans le cas ordinaire sans permutation, le réseau se compose
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3

2 " No permutation
e Uniform permutation  +
28 < Simple permutation  x g

x

+x

26| * 1

+x

24t 1

Xt
X+
X+
s

22 ¢ 1

Mean sojourn time

2

1'8 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Permutation rate
Fi1G. 2.8 — Sensibilité du temps de séjour moyen au taux de permutation dans un réseau de deux
files avec permutations entre les deux files.

de deux files d’attente PS paralleles et le temps de séjour moyen est égal a :

1 1
= =2.

H1— v H2 — V2

Cas 2. Considérons maintenant le cas 81 = 65 ou les distributions des demandes de service sont

les mémes dans les deux files.
D’une part, d’aprés le Corollaire 2.5, le temps de séjour moyen est indépendant de parameétres

91, 92 et .

D’autre part, le temps de sé¢jour moyen des clients qui sont arrivés initialement & une file
particuliére, la file 1 ou la file 2, est sensible aux distributions des demandes de service (61, 62) et
au taux de permutation A. Ce fait ne contredit pas 'insensibilité de la distribution stationnaire
de I’état du réseau parce que I’état du réseau ne donne pas le nombre de clients arrivés par la
file 1 ou 2. Ce phénomene est illustré par les Figures 2.9 et 2.10.

La Figure 2.9 donne le temps de séjour moyen en fonction du parameétre hyperexponentiel
01 = 05 lorsque 1 = 0,8, =0,5 et A = 1.

La Figure 2.10 donne le temps de séjour moyen en fonction du taux de permutation A lorsque
H1 = 0,8,1/2 = 0,5 et 91 = 92 =1.

En absence de permutation, le réseau consiste en deux files d’attente PS paralléles et le temps
de séjour moyen & la file 1 et file 2 sont respectivement donnés par :

1 1

=5

, =2.
H1— H2 — V2

Le temps de séjour moyen dans le réseau est indépendant du taux de permutation et donné

par :

141 1) . ~
<1 ot 1o V2>/(u1 +1y) = 50/13 ~ 3,85.
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F1G. 2.9 — Temps de séjour moyen de clients qui entrent initialement a la file 1 (haut), file 2
(bas) et toute file (milieu) en fonction du paramétre hyperexponentiel.
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F1G. 2.10 — Temps de séjour moyen de clients qui entrent initialement a la file 1 (haut), file 2
(bas) et toute file (milieu) en fonction du taux de permutation.

2.3 Réseaux de Kelly avec permutations aléatoires

Dans cette section, la notion de classe de clients sera employée. Cette notion nous permet
de représenter n’importe quel routage dans le réseau. Sans perte de généralité, on suppose que
chaque classe est associée & une seule file d’attente. Les clients d’'une méme classe demandent
des services i.i.d. de loi exponentielle & cette file et aprés ’accomplissement de service, rejoignent
ensuite une autre classe ou quittent le réseau.

On considérera les réseaux de Kelly de files symétriques avec permutations aléatoires. Lors-
qu’un client arrive & une file d’attente ou la quitte, les autres clients sont permutés & chaque file
d’attente.

Afin de rester dans un cardre markovien, on emploiera dans cette section la méthode des
phases. On montrera que les équations de balance partielle sont satisfaites pour chaque classe de
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Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

client a chaque position de la file d’attente associée. Ces équations ne peuvent pas étre déduites
de celles des réseaux classiques sans permutation car dans notre modeéle, les clients de différentes
classes avec différentes demandes de service sont permutés dans chaque file d’attente. Ces équa-
tions de balance donnent la forme explicite de la distribution stationnaire du réseau et montrent
la propriété d’insensibilité.

Remarquons que 1’on peut utiliser la méthode des processus semi-markoviens généalisés, voir
I’annexe A pour le modeéle RGSMP de ces réseaux généraux de Kelly.

2.3.1 Modéle

Considérons un réseau ouvert de [ files d’attente symétriques de taux de service unitaire 1.

Macro-état. Posons n; le nombre de clients a la file i, n = (nq,...,ns) le macro-état du réseau.
Posons e; le vecteur unitaire de dimension I dont la ™° composante est égale a 1 et les autres
sont nulles.

Files symétriques. Les files d’attente sont symétriques de probabilités de positionnement
9i(l,n) définies dans la Section 2.2.

Classes de clients. Posons C un ensemble dénombrable arbitraire de classes de clients. Sans
perte de généralité, on suppose que chaque classe est associée & une seule file d’attente. Notons
C; 'ensemble de classes associées a la file d’attente 4, alors les ensembles Cq,...,C; forment une
répartition de ’ensemble C.

Supposons que les clients de classe ¢ arrivent suivant un processus de Poisson d’intensité
V.. On appelle ces arrivées des arrivées externes. Ces clients demandent des services i.i.d. de loi
exponentielle de moyenne 1/p. a la file d’attente associée. Apres 'accomplissement de service,
un client de la classe ¢ joint une autre classe ¢ avec la probabilité p.., appelée la probabilité
correspondante & une arrivée interne, ou quitte le réseau avec la probabilité :

pe=1-— chc’-

ceC

On suppose que le taux d’arrivée total est strictement positif : ) .o v > 0 et que les clients
finissent par quitter le réseau de telle sorte que le taux d’arrivée effectif A\, des clients de la classe
¢ soit la solution unique des équations de trafic :

Ae=Ve+ Y Aeboe,  VeeC. (2.9)
ceC

En sommant sur toutes les classes ¢, on obtient :

D> Aepe = e (2.10)

ceC ceC
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2.8. Réseauz de Kelly avec permutations aléatoires

Le taux de charge da & la classe c est alors donné par :

Ac
Pec = —-
He
Remarquons qu’en augmentant le nombre de classes, on peut décrire un ensemble arbitraire
de routages dans un réseau.

Micro-état. Posons x; = (z;(1),...,z;(n;)) I'état de la file i ou x;(l) désigne la classe du client
en position [ de la file d’attente i. On appelle la donnée x = (z1, ..., xy) le micro-état du systéme.
Notons X Pensemble de micro-états et X'(n) 'ensemble des micro-états associés au méme macro-
état n.

Pour tout I = 1,...,n; + 1, on pose Tz le micro-état obtenu de z en ajoutant un client de
classe ¢ a la position [ de la file associée ¢ selon la régle de décalage classique.

De méme, posons T; ;x le micro-état obtenu de = en effacant le client en position [ de la file
1 selon la régle de décalage classique, pour tous i =1,..., I etl=1,...,n;.

Permutations aléatoires. Soit S(n) = P(n1) X ... x P(ny), on P(m) désigne ’ensemble des
permutations de m éléments, pour tout m > 1, et P(0) désigne I’ensemble consistant seulement
en lapplication d’identité sur {#}. Pour tout micro-état = € X(n) et pour toute permutation
o € §(n), notons o(x) le micro-état obtenu de = en permutant les clients suivant la permutation
o.

On suppose dans ce modéle que n'importe quel mouvement de client peut provoquer une
permutation de clients & chaque file d’attente. La distribution des permutations peut dépendre
du macro-état et du client qui provoque la permutation. Pour tout macro-état n, et toutes classes
¢, posons ae(n, ), Be(n, ), Yee (0, -) des distributions arbitraires sur S(n).

Lorsqu’un nouveau client de classe ¢ arrive dans le macro-état n, les autres clients sont
permutés selon la distribution a.(n,-) avant larrivée de ce client. En particulier, le micro-état

devient o(x) avec la probabilité a.(n, o) avant cette arrivée.

De méme, lorqu’un client de classe ¢ quitte le réseau dans ’état n, avec ¢ € C;, les autres
clients sont permutés selon la distribution [G.(n — e;,-).

Enfin, lorsqu’un client rejoint une certaine classe ¢’ depuis la classe ¢ aprés ’accomplissement
de service dans macro-état n, avec ¢ € C; et ¢ € Cj, les autres clients sont permutés selon la
distribution 7. (n — e;,-) aprés le départ de la file i et avant Parrivée a la file j.

2.3.2 Forme produit et insensibilité

L’évolution du micro-état du systéme définit un processus markovien sur un espace d’états
dénombrable.
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Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

Théoréme 2.10 Le micro-état du systéme posséde la distribution stationnaire

I n;

ﬂ-(‘r) = CH H Pxi(l)s

1=11=1

si le réseau est stable (2.14) : 0 < C' < oo, ot C est la constante de normalisation que ['on
déterminera plus tard dans l'équation (2.13).

Preuve. Le point clef de la démonstration est que la mesure 7 est invariante aux permutations.

Tout d’abord, on montre que la mesure de probabilité 7 satisfait les équations de balance
partielle pour chaque classe de clients ¢ & chaque position [ de la file d’attente associée 1.

Considérons un micro-état x € X (n) tel que x;(I) = ¢. Le flux de probabilité correspondant
au départ du client en position [ de la file ¢ dans le micro-état x est donné par

() pedi (I, m). (2.11)

D’autre part, le flux de probabilité correspondant a une arrivée externe a la position [ de la
file ¢ menant le systéme au micro-état = est donné par

Z 7(2"veae(n — e;,0)0;(1,n),

ceS(n—e;)

otl #' désigne I'unique micro-état satisfaisant z = T%!g(2). En utilisant la relation 7(x) =

m(x)pe, on déduit que ce flux de probabilité est égal a

v,

“5i(ln) Y acln—ei,0) = m(2)5i(Ln) S v
ceS(n—e;) ¢

m(x)

C

De méme, le flux de probabilité correspondant & une arrivée interne a la position [ de la file
1 menant le systéme au état x est donné par

nj—f—l

I
Z Z Z Z W(l‘,)ﬂcféj(l,, n+e;— ei)pc’clyc’c(n — €, 0)51(17 ’I’L),

1=1c'eC; I'=1 oceS(n—e;)

ot x' désigne 'unique micro-¢tat satisfaisant x = T!o(T}ya’). En utilisant la relation m(z) =
m(x")pe/per, on déduit que ce flux de probabilité est égal &

1 p/ nj+1
Z Z 7T(‘T)_C,ufc’pc’céi(ly n) Z 5j(l/7 n+e; — 6,’) 'Yc’c(n — €, U)
i=1 ¢'eC; Pe =1 ceS(n—e;)

= m(x)0;(l, n)% Z A/ Dee-

¢ ec
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2.8. Réseauz de Kelly avec permutations aléatoires

En sommant ces deux flux, on obtient
7I-(3")51(17 ’I’L)& Ve + Z Ac’pc’c
Ac 'eC
C

qui est égal au flux de probabilité (2.11) selon les équations de trafic (2.9).

Afin de conclure la démonstration, il reste a vérifier les équations de balance partielle pour
la source. Soit x € X(n), le flux de probabilité correspondant aux arrivées externes dans le

micro-état x est donné par
)Y ve (2.12)

ceC

D’ailleurs, le flux de probabilité correspondant au départ d’un client menant le systéme au
micro-état x est donné par

I nj+1
Z Z Z :uc’(S l n“‘ej)pcﬁc (’I’L J)
€C; I'=1 oeS(n

j=1ce

ou x’ désigne I'unique micro-état satisfaisant x = o (T} pz’).

En utilisant la relation 7(x) = m(z’)/p,, on obtient le flux de probabilité

I n;+1
Z Z pc’ﬂc’pc Z 6 l n+e] Z 50 n U —7T Z)"pcy
j=1ceC; =1 oeS(n) ceC

qui est égal au flux de probabilité (2.12) grace aux équations de trafic (2.10).

Posons p; le taux de charge de la file ¢ :

pPi = ch-

ceC;

En conséquence du Théoreme 2.10, le macro-état posséde la mesure de probabilité stationnaire

I n;

I
dm)= > w@=C > TIIIrew=C]Ir"
i=1

z€X(n) z€X(n)i=11=1

ou la derniére équation se déduit de I'invariance & permutations de 7. On obtient aussi I’expression
de la constante C :

I
c=]Ja-nr). (2.13)

i=1

En particulier, le réseau est stable si et seulement si

pi <1,  Vi=1,...,I (2.14)
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Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

Dans ce cas 13, la distribution stationnaire du macro-état est a forme produit et est donnée

par
I

7'(n) = [J(1 = po)ol.

i=1

Alors la distribution stationnaire du macro-état ne dépend des classes de clients qu’a travers
les taux de charge de chaque file d’attente. En utilisant des classes de clients pour représenter
des phases de service exponentielles, on peut déduire la propriété d’insensibilité, au moins pour
les distributions de services & phases.

Théoréme 2.11 Si le réseau est stable (2.14), il est insensible auz distributions des demandes
de service, au moins pour les distributions a phases, la distribution stationnaire du nombre de

clients a chaque file est a forme produit et ne dépend que des taux de charge py,...,pr :
I
w(n) =[] - pi)ef,
i=1

A Uétat stationnaire, le nombre moyen de clients a la file i est donné par

Pi
E[nl] = 1— p.’

le temps de séjour moyen d’un client a la file i est donné par

Pi
ET] = Ai(1—=pi)’

071 )\’l - ZCEC»L AC'

Plus généralement, la propriété d’insensibilité reste valable pour la distribution stationnaire
du nombre de clients & chaque classe. Posons y. le nombre de clients de la classe ¢ dans micro-état
x € X(n):

=Y I =0, ceC.
i=1

Posons y = (y.,c € C), on a le résultat suivant.

Théoréme 2.12 Sous les conditions de stabilité (2.14), la distribution stationnaire du nombre
de clients de chaque classe est insensible, ne dépend des distributions des demandes de service
qu’a travers leur moyenne et est a forme produit :

1

Ye
7 (y) = H(l — pi)ng! x pe

-
i=1 ceC Ye:
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2.3.3 Extensions

Comme pour les réseaux de Jackson (Section 2.2), les résultats restent valables dans les cas
suivants

— les permutations aléatoires sont provoquées par un processus ponctuel externe, par exemple,
un processus de Poisson indépendant.

— réseaux fermés de Kelly avec permutations aléatoires.

Considérons maintenant le cas oul les capacités de service dépendent du nombre de clients
a chaque file : ¢;(n); et les taux d’arrivée et les probabilités de routage dépendent aussi de ces
nombres de clients de telle sorte que les taux de charge de chaque file ¢ soient en fonction de
n : pi(n). Alors, on peut montrer que le réseau est insensible aux distributions des demandes de
service si et seulement si les fonctions ¥;(n) = p;(n — €;)/¢i(n),i = 1,...,1, sont équilibrées.
La condition suffisante se déduit des équations de balance partielle, et la condition nécessaire se
montre par récurrence sur le nombre de files d’attente dans le réseau.

2.4 Disciplines non symétriques

Jusqu’a ici, on a considéré 'insensibilité des files d’attente symétriques et leurs réseaux avec
permutations aléatoires. Dans ce chapitre, on introduira quelques nouvelles disciplines de service
insensibles non symeétriques.

2.4.1 Disciplines avec labels

Considérons la discipline de service pour laquelle on associe & chaque client un certain label
parmi L labels donnés. Les clients de label [ demandent des services i.i.d. de moyenne ,ul_l.

Posons n; le nombre de clients de label [ dans la file alors I’état de la file d’attente est le
vecteur n = (ny,...,nr).

Les clients arrivent dans la file suivant un processus de Poisson d’intensité v et & un nouveau
client est associé un label [ avec la probabilité 6(l,n) dans I'état n :

L

> 6(n) = 1.

=1

Dans I'état n, les clients de label [ partagent équitablement une proportion ¢'(1,n) de capacité

de service :
L

> d(n) =1

=1
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Chapitre 2. Disciplines de service insensibles

L’évolution de la file peut étre décrite par une chaine de Markov sur un sous-ensemble de
NZ. On suppose que cette chaine de Markov est irréductible.

Cette discipline peut étre vue comme un réseau de files d’attente PS (Section 1.4.3) avec taux
d’arrivée et capacités de service dépendants du nombre de clients a chaque file :

Capacités de sevice : §'(I,n),l=1,... L.
Arrivées poissoniennes d’intensité vo(l,n),l =1,..., L.

D’aprés la Section 1.4.3, ce réseau est insensible si et seulement si les fonctions
vi(l,n — ep)
2% 5/(l7 n)

sont équilibrées, e; étant le vecteur unitaire de dimension L dont la [°™® composante est égale a
1 et les autres sont nulles.

ti(n) =

En particulier, cette nouvelle discipline donne la file d’attente LIFO préemptive avec un
nombre limité de L places si :

5(1,0) = 5/(1,61) =1
5(2, 61) = 5,(2, el + 62) =1

0(3,e1 + e2) =0'(3,e1 +eate3) =1

5([/,61 +... +€L_1) = 5/(L,€1 + ... +eL) = 1.
Dans cet exemple, les labels correspondent aux positions de clients dans la file d’attente.

La discipline LIFO préemptive considérée ci-dessus est symétrique mais en général, notre
discipline avec labels ne l'est pas. Par exemple, considérons un cas simple oa L = 2 et §(1,n) =
8 (1,n) = 0 sauf si ng = 0. Dans cette discipline, la priorité est donnée au label 2, c.a.d. que
si les clients de label 2 sont présents dans la file, toute la capacité est donnée & ces clients et
un nouveau client est toujours associé le label 2. Cette discipline contient alors deux classes de
priorité de telle sorte que la file alloue toute sa capacité aux clients de la classe 2, la plus favorisée.
Les labels correspondent alors aux classes de priorité.

Dans ce cas, 1’état de la file est de la forme (n1,n2), ot n; désigne le nombre de clients de
label i. Dans la Figure 2.11, sont illustrées deux transitions possibles a partir de ’état (2,3) :
Une arrivée a lieu avec le taux de transition v, cet arrivé est associé le label 2, menant la file &
létat (2,4), et un départ de I'un des trois clients de classe 2 a lieu avec le taux de transition g,
menant la file a I’état (2, 2).

On peut former une autre discipline de service de priorité en considérant L = 2 et pour tout

n>1:
5(2,’061) = DPn
5'(2,7161 +e9) =1

Ainsi, si n clients sont présents dans la file & une arrivée, le nouveau client se sert immé-
diatement de toute la capacité de la file avec la probabilité p,. Dans ce cas la, aucune arrivée

62



2.4. Disciplines non symétriques

F1a. 2.11 — Une file avec 2 classes de priorité : Arrivée d’un nouveau client de la classe 2 et
départ de 'un des trois clients de cette classe.

ne sera acceptée pendant le service de ce client favorisé. Et sinon, ce nouveau client partage
équitablement la capacité avec les autres clients avec la probabilité 1 — p,,.

Par convention, pg = 0, c.a.d. que si un client arrive lorsque la file est vide, il est associé
a la premiere classe, I’état de la file devient (1,0). L’espace d’états est alors l’ensemble G =
{(0,0)} U{(ny1,n9) : n1 > 0,n2 =0, 1}.

L’insensibilité de cette file est montrée comme suit : On s’apercoit que pour tout état n =
(n1,n2) € G, il y a un seul chemin direct de cet état a I’état vide 0 = (0,0), alors le produit
d’une fonction ;(n) quelconque prise sur un chemin direct de n & 0 ne dépend pas de ce chemin.
En particulier, notre fonction v est équilibrée, alors cette discipline de service est insensible.

Enfin, considérons la discipline de transfert avec L = 2 labels, telle que s’il y a autant de
clients de label 1 que ceux de label 2, toute la capacité de la file est allouée équitablement aux
clients de label 1 et la file n’accepte que des arrivées de clients de label 2, sinon, si les clients de
label 2 sont plus nombreux, la capacité est alors transférée a ces clients, c.a.d. que la capacité
de la file est allouée équitablement aux clients de label 2, et la file n’accepte que des arrivées de
clients de label 1.

A partir de I'état vide, la file ne peut atteindre que les états de formes (n,n) ou (n,n+1),n €
N. Le serveur sert successivement les deux classes de clients.

i AR
|ize |24

O

F1G. 2.12 — Discipline de transfert : Arrivées et départs dans les états (n,n) et (n,n + 1).

2.4.2 Nombre fini de places

Dans la Section 1.3.2, on a montré que la décomposabilité d’'un modeéle RGSMP assure son
insensibilité et on a remarqué qu’il n’y a pas d’équivalence entre ces deux propriétés. Le modéle
que I'on introduira dans cette partie illustrera cette propriété de non-équivalence. En effet, notre
modéle sera insensibile mais non-décomposable en forme produit.

Considérons une file d’attente dont le nombre de places est limité a une certaine valeur V.
Supposons que les clients arrivent dans la file suivant un processus de Poisson d’intensité v. S’il
y a déja N clients dans la file, aucune arrivée n’est permise, dans le cas contraire ot il n’y a que
n clients dans la file, n < N, un nouveau client choisit la position [ avec la probabilité §(I,n+1).
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Une proportion ¢’'(l,n) de capacité de service est allouée au client en position [ lorsqu’il y a n
clients dans la file, n < N.

Commencons par les deux cas les plus simples avec N =1 et N = 2.

N égal a 1. Dans ce cas, & son arrivée, un client prend forcément la place unique dans la file et
le serveur donne toute sa capacité a ce client :

§(1,1) =6(1,1) = 1.
Ce cas est trivial car cette file est & la fois symétrique et insensible.

N égal a 2. On a aussi ¢'(1,1) = §(1,1) = 1. Le probléme est de trouver les valeurs de
8'(1,2),6'(2,2) et §(1,2),8(2,2) qui assurent U'insensibilité de la file.

Pour la condition nécessaire, on suppose que les clients demandent les services aléatoires de 2
phases exponentielles de méme moyenne 1/p. Si les clients arrivent dans la file selon un processus
de Poisson d’intensité v, le taux de charge est donné par

v
p=2—.
7
Le micro-état de la file se compose de la phase de service de chaque client et I'espace des
micro-états contient 7 éléments :

X = {(0)7 (1)7 (2)7 (17 1), (17 2)7 (27 1)7 (2, 2)}

La distribution stationnaire 7 doit satisfaire un systéme de 7 équations de balance globale.
Si la distribution stationnaire du nombre de clients est insensible, m doit satisfaire de plus les
conditions suivantes

{ (1) +m(2) = pm(0)
a(1,1) +7(1,2) + 7(2,1) + 7(2,2) = p?n(0)

En étudiant le systéme d’équations de balance globale et ces deux conditions d’insensibilité,
on peut trouver la condition nécessaire de I’insensibilité :

(6(1,2) — 6(2,2)) (6'(1,2) —6(1,2)) =0

Cette condition est équivalente a la symeétrie de la file, qui est aussi une condition suffisante
|Kel79].

Alors dans les deux premiers cas ou N = 1 et N = 2, l'insensibilité est équivalente a la
symétrie. Au contraire, pour a partir de N = 3, le systéme d’équations de balance globale devient
trop compliqué pour étudier afin de trouver la condition nécessaire et suffisante de 'insensibilité.
Dans la suite, on donnera une condition suffisante qui est moins restreinte que la symétrie. D’une
part, cela montre que la symétrie n’est plus nécessaire pour l'insensibilité si N > 3. D’autre part,
comme les disciplines avec labels considérées dans la section précédente, cette nouvelle discipline
non symeétrique peut donner une perspective pour identifier la condition nécessaire et suffisante
de l'insensibilité.

N plus grand ou égal a 3.
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On étudiera ici une discipline non symétrique avec

{ 8(l,n)=46(,n), Yn<N,l=1,...,n

§'(1,N) =+, Vi=1,...,N.

(2.15)

Tout d’abord, remarquons qu’en faisant le nombre de places tendre vers oo, on obtient une
file symétrique sans limite de place, qui est insensible.

Retournons maintenant aux cas ou N est fini. Si §(I, N) # 1/N, cette file d’attente est non
symétrique et en général, sensible & la distribution des demandes de service, mais on montrera
qu’elle reste insensible si les probabilités de positionnement satisfont les conditions suivantes

(N —1)5(1,N) + SN) =1
(N — 2)5(2. ) + WEN) =1 o)
SIN—1,N) + (N—1)5N,N) =1

Remarquons qu’en sommant ces égalités, on retrouve la condition :

N
> 6(1N) =1,
=1

de telle sorte que ces équations admettent une infinité de solutions dont 1'une est la discipline
symétrique 6(I, N) = 1/N.

Distribution stationnaire.

On suppose que les demandents de services sont i.i.d. de loi mélange de distributions d’Erlang,
c.a.d. une somme d’un nombre aléatoire de phases exponentielles de moyenne p~!. Posons s(k)
la probabilité que le nombre de phases soit égal a k, 5(k) la probabilité que le nombre de phases
dépasse k et 5 le nombre moyen de phases. Alors

s(k)y =1, 5(k)=> s(j), et 5= ks(k)=>_ s(k).
k=1 >k k=1 k=1
Le taux de charge de la file est alors
Vs
p=—
0
Posons z; la phase de service du client en position I, z = (z1,...,2,) le micro-état de la file,

ou |x| = n désigne le nombre de clients dans la file, n < N.

Théoréme 2.13 Une mesure stationnaire de ’état de la file est de la forme :

m(x) = Go)" Il () silr]=n<N
(ﬁ)N TIY, 5(x)) f(x) si|z| = N,

ot f(x) est une fonction définie ultérieurement par (2.24).

(2.17)
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Preuve. La démonstration est basée sur les équations de balance partielle.

Posons T%!z (resp. Tjz) le micro-état obtenu de z en ajoutant un client en phase de service
k a la position [ (resp. le micro-état obtenu de x en effacant le client en position ).

- Si0<n< N —1,le flux de probabilité d’un départ menant la file & I’état x est donné par

n+1 s l{}) n+1
S w (TR s (Ln + 1)% =m(x)y Y Y 8l n+ 1)s(k),
=1 k>1 =1 k>1

car m(TP'z) = 7(x)5(k +1)/5(k).
Ce flux de probabilité est égal au flux de probabilité d’une arrivée dans I’état x :

m(x)v.

- Sil1<n< N -—1,leflux de probabilité correspondant a une arrivée menant la file & ’état
x est donné par

n

> w(Ta)wd(l,n)iz = 1) = (@) Y 61, n)(z; = 1),

=1 =1

car 5(x;) = §(1) =1 et (i) = w(z)pu/v si ;= 1.

Par ailleurs, le flux de probabilité correspondant & une transition de phases menant la file
a l’état = est donné par

Zﬂ(az - el)ué'(l,n)Ll)l]I(azl >1) = 77(3;)/125(1,71)11(@ > 1),

=1 s(z —1) =1

car 0'(l,n) = 6(I,n) sin < N — 1, et w(z — ¢) = 7(x)5(x; — 1)/5(xy) si ¢ > 1, ¢; étant
le vecteur unitaire de dimension n dont la I°™¢ composante est égale a 1 et les autres sont
nulles.

En sommant ces deux flux de probabilité, on obtient le flux de probabilité correspondant
a un accomplissement de phase de service d’un client lorsque la file est dans ’état x :

7(x)p.

Alors 7 est une mesure stationnaire du micro-état de la file si et seulement si elle satisfait les
deux équations de balance partielle suivantes

al s(k)
m(x)y = ZZW(TM@WS/(Z’N)W’ si x| =N -1, (2.18)

I=1k>1 )

ol
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et
N—-1
m(x)p = Z m(Tyz)vo(l, N)I(z; = 1)
o s
+Z7T(.%’ - el)udl(l,N)g(T_ll)H(xl >1), si|z]=N. (2.19)
=1

L’équation (2.18) est équivalente & la condition suivante sur la fonction f(x) :
N
SN sk f(THa) =N, Vo:lz|=N-1 (2.20)
I=1 k>1

Et 'équation (2.19) est équivalente a la formule récursive de la fonction f(z) :

N
= (5(1,]\7)11@;1 =1)+ %f(a; — e)I(z; > 1)), Vz : |z| = N. (2.21)

=1

Alors §'il existe une fonction f satisfaisant (2.20) et (2.21), la mesure 7 donnée dans le Théo-
réme 2.13 forme une mesure stationnaire du micro-état x. Dans la suite, on montrera ’existence
d’une telle fonction.

En appliquant ’équation (2.21) pour z = ej + e2 + ... + en, on obtient la condition initiale
de la fonction f(x) :

M=

f(€1+€2+...+€N): 5(Z,N) =1. (2.22)

=1

Alors la fonction f(z) est complétement déterminée par cette condition initiale (2.22) et la
formule récursive (2.21). Il ne nous reste qu’a montrer que la fonction définie récursivement par
(2.22) et (2.21) remplit la condition (2.20) pour tout z tel que |z| = N — 1. En particulier, on
montrera par récurrence une condition plus forte :

N
S fTM2)=N,  VE>1Vao:|r|=N-1. (2.23)
=1

Cette condition signifie que pour tout état x, |x| = N, la somme de f sur tous les états obtenus
a partir de = en déplacant un client particulier, est égal a NV, indépendamment de sa phase de
service k.

Commencons par x = e;+es+...+eny_1 et k =1, alors Thly = e14e9+.. +en,Vi=1,... N,
et cette condition (2.23) devient équivalent a la condition initiale (2.22) :

Zf(el+eg+...+eN):N.
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La condition (2.23) est ensuite jusitifiée a étre remplie pour le couple (k,z), x = e; + ea +
..+en_1, Yk > 1, par récurrence sur k :

-1
FIHL) = Y 8, N) + ]irf Thig) Z S, N

'=1 U'=l+1

= 10 N) + (M)

En sommant sur [, on obtient 1’égalité (2.23) pour le couple (k 4 1,x) par récurrence :

N
> F(@HHz) =N - Z(HN ZfT'”
=1

Supposons maintenant que la condition (2.23) est remplie pour (k, '), pour tout k > 1 et
pour tout 2’ tel que 2’ <z, c.a.d. 2 <z VI=1,..., N et qu’il existe un indice [ tel que z] < ;.
On montrera par récurrence sur k que cette condition est aussi remplie pour (k,z), vk > 1.

Pour k =1,0n a:

-1

1
(T = > (6(1’, Ny = 1) + < (T (@ — ev))I(zr > 1)) +6(1,N)
=1
N-1 1
! _ - 1,0 — e , )
+ ; (37 + 1, M) = 1) + AT (@ = ev)Lar > 1))
En utilisant (2.23) pour le couple (1,2 —ep),l’ =1,..., N, on vérifie que cette condition est

aussi satisfaite pour le couple (1,z) :
N
St
I=1

Supposons ensuite que la condition (2.23) est rempie pour le couple (k,x), on vérifiera cette
condition pour (k+ 1,z). On a :

1—
PRy = ST (SN = 1)+ ST = )i > 1)
=1

+if(T’“’la:)

1

5> (307 + 1, M) (e = 1) + AT @ = ep)Lar > 1)).

U=l

En utilisant (2.23) pour (k+1,2—ey),I’ =1,..., N, et pour (k,z), on obtient pour le couple
(k+1,z):

=z

Zf Tk+1l - N.

=1
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Alors on a (2.23) pour (k,z),Vk > 1,V : |z| = N — 1, si (2.23) est vraie pour (k,2'),Vk >
1,Vz' : |2'| = N — 1,2’ < x. Or initialement, cette condition se vérifie pour (k,z), z = e; + e3 +
..+en_1, Vk > 1, alors on déduit que (2.23) est remplie pour tout couple (k,z),Vk > 1,Vz :
|| =N — 1.

La fonction f(z) déterminée récursivement par :

flx) = 1, pour t =ej+ey+...+en
(2.24)

Zf\il <5(l,N)H($l =1)+ %f(:n —e)l(x; > 1)), Va : |z| =

satisfait la condition (2.23) :

-
—~
8
~—
I

N
S fTMz)=N,  VE>1Vao:|r|=N-1

Par conséquence, la mesure correspondante 7 définie dans le Théoréme 2.13 donne une mesure
stationnaire du micro-état x.

]
Impact des probabilités de positionnement §(/, N) sur la fonction f

Remarquons que la fonction f dépend fortement des probabilités §(1, N),...,d(N, N). Méme
si on est dans le cas N > 3, nos études conviennent aussi avec le cas N = 2, et méme dans ce cas
simple, on peut voir le grand impact des probabilités de positionnement sur la fonction f. Afin
de simplifier les notations, posons 61 = 0(1,2) et do = §(2,2). Dans ce cas, la file est insensible
pour tous 1, do tels que

61+ =1,
et la fonction f est définie par :
[y =1
flu,0) = &l(u=1)+3f(u—1,0)I(u>1)
+0oI(v = 1) + 5 f(u,v — DI(v > 1) u,v > 1.

La forme explicite de f(u,v) est trés compliquée alors on se contente a regarder 'impact de d;
et dy sur les valeurs de f(k,1) et f(1,k) :

{ fk,1) = 2k T+ 202(1 _21371)
f(LE) = 7 +201(1 — 5).

Alors on peut vérifier que la condition (2.23) est remplie pour x = (1) : f(k,1) + f(1,k) = 2.

Maintenant, si chaque nouveau client choisit sa position suivant une distribution uniforme,
ca.d. que & = 02 = 1/2, f(k,1) = f(1,k) = 1 qui coincide avec le cas d’une file symétrique et
en fait la file est symétrique car §(I,n) = §(l,n) pour tous n,l.

Par contre, si un nouveau client choisit toujours de se placer a la téte de la file, c.a.d. que
81 = 1 et do = 0, la file est non symétrique et f(k,1) = 1/2¥~1 << f(1,k). Dans ce cas, le plus
nouveau des deux clients dans la file (celui en téte de la file) a une forte probabilité d’étre a sa
premiére phase de service, sachant que 'un des deux clients 1’est.
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Insensibilité

La file d’attente est insensible & la distribution des demandes de service, au moins pour les
mélanges de distributions d’Erlang :

Théoréme 2.14 La file d’attente est insensible, une mesure stationnaire du nombre de clients
dans la file est a forme géométrique et ne dépend que de la charge p :

7'(n) = p", Vn < N.

Preuve. Pour n < N, on a :

z:|z|=n =1
Pour n =N, on a :
y N
T(N)= > (Y]] sf()
z:|z|=N H =1

et grace a la condition (2.23), il se déduit que :

> fleen= Y

o€P(N) o€P(N)

Par conséquence, le terme 7/(N) reste inchangé si on remplace f(z) par sa moyenne sur
toutes les permutations o € P(N) :

7N = S EON][s@)f ()
z:|z|=N H =1
N
_ VAN TT 5(2 >oepv) f(0(x))
x:;:N(ﬂ) llzil )=
N
= 3 O[5
z:|z|=N H =1

Alors la file est insensible a la distribution des demandes de service, au moins pour les
mélanges de distributions d’Erlang, et la distribution stationnaire du nombre de clients est a forme
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produit 7'(n) = Cp"™,¥n < N, ou C désigne la constance de normalisation. Par conséquence, le
temps de séjour moyen d’un client dans la file est aussi insensible & la distribution des demandes
de service.

0
Décomposabilité

On a introduit une nouvelle discipline insensible non symétrique. Remarquons que cette
discipline n’est pas décomposable en forme produit (Proposition 1.16) parce que dans le cas
exponentiel, les équations de balance locale (1.25) ne sont pas satisfaites pour le macro-état N :

Le taux de mort du client en position [ est :

' (N)

)

2=

tandis que son taux de naissance est :

(N = Dwi(l,N) = 7' (N)us(l, N).

Si §(I,N) # 1/N, ces deux taux sont différents, les équations de balance locale ne sont pas
satisfaites et la file n’est pas décomposable en forme produit. Pourtant, cette file d’attente est
insensible, ce qui montre que la propriété de décomposabilité est plus forte que I'insensibilité.

Sensibilité du contre exemple

Si les conditions (2.16) sur les probabilités de positionnement §(I, V) ne sont pas satisfaites,
la file d’attente est sensible en général. Considérons I'exemple simple d’une file d’attente limitée
a N = 3 places, avec le processus d’arrivées poissonnien d’intensité v = 1 et un nouveau client
est toujours placé a la fin de la file. Cette file d’attente dispose d’un serveur de taux de service
2 donné en totalité au client & la fin de la file s’il y a moins de trois clients dans la file et sinon,
partagé équitablement aux trois clients dans la file. On vérifie bien que les conditions (2.15) sont
remplies :

8 (n,n) =d(n,n) =1, Vn < N,

et
1

= N’
Par contre, les probabilités de positionnement d(l, N) ne satisfont pas les conditions (2.16) comme
5(3,3) =1 et 6(1,3) = 6(2,3) =0 :
25(1,3)+ 6(2,3) =0#1
0(2,3)+ 20(3,3) =2#1.

§'(1,N) Vi=1,...,N.

Supposons que les demandes de service sont i.i.d. de loi hyperexponentielle de paramétre 6
et de moyenne 1. La Figure 2.13 montre la sensibilité du temps de séjour moyen au parametre
de la loi hyperexponentielle 6.

Si 6 = 1, la loi hyperexponentielle devient exponentielle et le temps de séjour moyen est égal a
celui d’une file d’attente symétrique insensible de 3 places. Par contre, le temps de séjour moyen
devient plus important lorsque la loi de demandes de service varie.
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1.7 ‘ —
Symmetric
Non-symmetric ——— _
o 1650 1
S e
3 16t 1
=) e
0
c ‘
S !
2 1551} .
1.5

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Hyperexponential parameter

FiG. 2.13 — Temps de séjour moyen dans une file d’attente de 3 places.

2.5 Bilan des disciplines insensibles / sensibles
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Dans cette partie, on récapitulera des disciplines insensibles / sensibles.

1. Les disciplines symétriques sont insensibles. Les disciplines PS et LIFO-préemptive font

partie de ces disciplines symétriques.

Les réseaux de Jackson et de Kelly de ces files d’attente sont aussi insensibles aux distri-
butions de demandes de service. De plus, si les capacités de service, les taux d’arrivée et
le routage dépendent du nombre de clients a chaque file, ces réseaux sont insensibles si et
seulement s’ils satisfont une certaine propriété d’équilibre.

A partir de ces réseaux, on peut construire de nombreuses nouvelles disciplines insensibles.
Par exemple, la discipline de transfert avec 2 classes de clients dont le serveur sert alter-
nativement 'une des deux classe est une des disciplines insensibles avec labels introduites
dans la Section 2.4.1.

Les réseaux de files symétriques restent insensibles méme si I'on y introduit des permuta-
tions de clients a chaque file. Par contre, s’il y a permutations de clients de deux files de
différentes distributions des demandes de service, ces réseaux sont sensibles, voir la Section
2.2.5. A la fin de la méme section, on a aussi considéré des permutations entre les clients de
deux files PS paralléles de méme distribution des demandes de service. Par simulation, on
a montré que le temps de sé¢jour moyen de tous clients dans le systéme est insensible mais
au contraire, le temps de séjour moyen échantillonné sur les clients entrants initialement a
une file particuliére est sensible & la distribution des demandes de service et aussi sensible
au taux de permutation.

. Dans la Section 2.4.2, une classe des disciplines nonsymétriques avec un nombre limite de

places a été introduite et prouvée d’étre insensible, mais non-décomposable, qui donne au
méme temps une illustration du fait qu’en général, I'insensibilité n’est pas équivalente a la
décomposabilité.
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3. En revanche, on rencontre aussi des disciplines sensibles, par exemple, la discipline FIFO,
la discipline a priorité, la discipline limitée & un nombre fini de places que 1’on a considérée
dans la section précédente,...
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Meétriques de débit
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Le débit est un indicateur clef de la performance pour l'accés Internet. Il est souvent le
résultat du multiplexage statistique d’un nombre aléatoire de flots partageant un lien commun.
Les exemples typiques incluent les liens d’accés dans un réseau sans fil, cablé ou d’Ethernet haut-
débit. Dans certains autres cas comme 'accés DSL, les utilisateurs disposent de leur propre lien.
A condition que le réseau n’est pas limitant, le débit est alors presque constant et déterminé par
la vitesse du lien d’accés, variant de 512 kbit/s & 20 Mbit /s pour un accés DSL. Le développement
d’acces optique, de treés haute vitesse, de 40 Mbit/s & 1 Gbit/s, tend a augmenter les constraintes
du débit au réseau collecte. Le débit sera alors le résultat d’un multiplexage statistique.

Le choix d’une "bonne" métrique de débit, qui est critique pour dimmensionner les réseaux,
n’est pas un probléme facile sachant la nature aléatoire du trafic. Considérons par exemple deux
tranferts indépendants d’un méme fichier dont le premier est complété au taux 1 Mbit/s et le
deuxiéme au taux 3 Mbit/s. D’une part, il est naturel & dire que le débit moyen est égal a 2
Mbit/s. D’autre part, le calcul basé sur la durée moyenne de transfert donne 1.5 Mbit/s, qui
correspond au débit moyen harmonique ; ceci est aussi le débit d’un flot virtuel qui comprendrait
le transfert consécutif des deux fichiers.

Dans cette partie, on définira formellement deux métriques de débit, & savoir le débit échan-
tillonné par flot et celui échantillonné en temps. Les définitions ne sont pas restreintes au débit
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moyen mais appliquées a la distribution du débit. On donnera quelques propriétés génériques, par
exemple les expressions asymptotiques dans les cas limites de flots de taille infiniment petite et
infiniment large. On montrera que le débit échantillonné en temps peut étre interprété comme le
débit instantané pondéré par le nombre de flots, ce qui fournit un moyen pratique pour I’évaluer
et le mesurer. Ceci explique pourquoi le débit moyen échantillonné en temps est plus souvent
utilisé, voir [BFBPT01, BMPV06, DPR04, HLN97, LB03].

Les notions de débits moyens échantillonnés par flot et en temps sont considérées dans
[KK02, LvdBB04]. Il est notamment observé que le premier est dure a évaluer méme dans le
cas le plus simple d’un lien unique partagé équitablement, mais peut étre approximé par le débit
instantané moyen qui dispose de ’expression explicite [BK00, KK02, LvdBB04]. On verra que le
débit instantané souffre en fait un biais d’échantillonnage : il dépend de la proportion p du trafic
échantillonné. Par exemple, pour un lien partagé équitablement, le débit instantané moyen coin-
cide avec le débit moyen échantillonné par flot pour p = 1 et avec le débit moyen échantillonné en
temps pour p — 0. D’ailleurs, le débit instantané moyen pondéré par le nombre de flots coincide
avec le débit moyen échantillonné en temps pour toute proportion du trafic échantillonné.

La contribution clef de cette partie est d’étendre les notions d’échantillonnage par flot et en
temps a la distribution du débit. Il est particuliérement approprié pour les flux adaptatifs qui
requiérent un débit minimal. Dans cette section, on se focalise sur le trafic élastique ou le taux
de service de flots s’ajuste pour remplir la bande passante disponible. Mais les résultats peuvent
étre utilisés comme une approximation conservative pour un scénario plus réaliste ou les trafics
élastiques et adaptatifs sont multiplexés [BP04|. Il est clair que le débit moyen n’est pas une
bonne métrique pour évaluer la qualité de flots adaptatifs. Des résultats asymptotiques sur la
durée et le débit de flot, voir [BBNnQO05, BvOZ05, GRZ04|, ne suffisent pas non plus a ce but.
Ce qui est vraiment nécessaire est la distribution du débit, comme décrit dans la suite.

3.1 Modéle de trafic

Considérons un flot arbitraie de taille potentiellement infinie initié & I'instant 0. On consi-
dere ce flot comme un fluide et on note ¢(t) son débit instantané a l'instant t. Ce processus
stochastique n’est pas stationnaire a cause de I'impact du flot étiqueté sur I'état du systéme.
Supposons que ce processus atteint son état stationnaire caractérisé par une certaine variable
aléatoire P correspondante & la distribution du débit d’un flot permanent. Supposons aussi
que le processus ¢(t) prend des valeurs positives dans un certain ensemble discret borné X et
qu’il est régulier, continu & droite avec une limite a gauche et ergodique, c.a.d. que

1

T
T!B};o ?/0 I(p(t) =z) =P =x) ps., Vo e X. (3.1)

Notons ¢t = (0) le débit d'un flot virtuel de taille nulle.

Si le flot étiqueté est de taille s, sa durée D(s) est une variable aléatoire définie par 1’égalité

D(s)
s = / o(t)dt.
0
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3.2. Débit échantillonné par flot

Soit Tp le premier instant ¢ tel que ¢(t) # ¢(0). On a évidemment ¢(t) = ¢(0) pour tout
t<Tyet
D(s) = °_ sis< U T,

virt

Comme VT, > 0 presque stirement, on obtient

S .
I = s 2
D ¢ P (32)

Ensuite, en utilisant le fait que ’ensemle X est borné, on a

lim D(s) =00 p.s. (3.3)

S§—00

Alors par 'ergodicité,
S

i
5200 D(5)

= E[p"""] ps. (3.4)

Dans la suite, on pose S une taille aléatoire de flot et D = D(S) la durée correspondante :

D
S:/O o(t)dt.

3.2 Débit échantillonné par flot

3.2.1 Définition

Supposons maintenant que le flot étiqueté est de taille aléatoire S. Pour tout x € X, consi-
dérons la fraction moyenne de temps que ce flot ait débit x

1

E[ /0 ? Hot) = )] (3.5)

Cette fraction moyenne définit une distribution sur I’ensemble X. On appelle la variable
aléatoire correspondante X% le débit échantillonné par flot.

La définition ci-dessus peut s’étendre & des flots de toute taille fixée s > 0. La variable
aléatoire correspondante X /% (s) est alors définie par

]p( xflow(s) x) —E [Dis) /0 o I(p(t) = a;)dt] . (3.6)
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Chapitre 8. Meétriques de débit

3.2.2 Propriété

flow

Le débit moyen échantillonné par flot, noté /*°*, est donné par

,Yflow - E [Xflow}

-y xE[% /ODH(cp(t) = )]

reX
LD
= E 5/0 (Zx]l(gp(t) = x)dt
L TEX
-1 D
= E|= t)dt
) /0 o(t) }
rS
- K _B}‘ (3.7)
De méme, on obtient le débit moyene échantilloné par flot d’un flot de taille s
yflow(s) = E[x v (5)] = E[L] . (3.8)
D(s)

On énonce ci-dessous des résultats pour les cas limites de flots de taille infiniment petite et
infiniment large.

Théoréme 3.1 Le débit échantillonné par flot X710 (s) tend en distribution vers oVt lorsque
s tend vers 0 et vers @P™ lorsque s tend vers oo.

Preuve. Rappelons que

]P’(Xﬂow(s) = :17) =E

D(s)
Dis) /O T(p(t) ::n)dt].

Comme dans la Section 3.2.1, posons Ty le premier instant ¢ tel que ¢(t) # ¢(0). On a

1

D(s)
- — — virt __ : virt
D) /0 I(p(t) = z)dt = 1(p x) sis <"y,

Comme @V"T, > 0 presque slirement, on obtient

li 1 Dis) I d I virt
Sl—%m/o (p(t) = z)dt = <<P = 33) p-s.

! lim P(Xﬂow(s) = :17) = IP’((p”m = x)

s—0
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3.3. Débit échantillonné en temps

L’autre limite est déduite par l’ergodicité en utilisant (3.1) et (3.3) :

1

i s [ Tptt) = )i = B = )
im —— t) = x)dt = M=) ps.
D) Sy 7

3.3 Débit échantillonné en temps

3.3.1 Définition

Supposons que le flot étiqueté est de taille aléatoire S. Pour tout z € X, considérons le
rapport de la durée moyenne au débit z a la durée moyenne de flot :

E [ JP1(p(t) = x)dt]
E[D] '

(3.9)

Ce rapport définit une distribution sur l’ensemble X sachant que la durée moyenne de flot
est finie. On appelle la variable aléatoire correspondante X*™¢ le débit échantillonné en temps.

Cette définition s’étend & toute taille fixée de flot s > 0. La variable aléatoire correspondante
Xtime(s) satisfait pour tout z € X

P(X“mff(s) - g;) - . (3.10)

Afin d’illustrer la différence avec 'autre métrique de débit, considérons I flows de taille s, de
durées respectives dy, . .., ds et de proportions de temps au débit x : fi,..., fr. Pour la métrique
échantillonnée par flot, la probabilité qu'un flot de taille s ait le débit z est estimée par la

moyenne empirique
I
> i
i=1

Pour la métrique échantillonnée en temps, elle est estimée par la moyenne empirique pondérée
par les durées de flots

N =

I
Ei:l dz‘f i
=
> i1 di
Cette quantité correspond au rapport du temps que les flots ont débit x au temps total de
durées de flots, d’otu le terme échantillonné en temps. Remarquons que, sachant que les I échan-

tillonages soient i.i.d., les deux expressions ci-dessus tendent vers (3.6) et (3.10) respectivement,
lorsque I tend vers l'infini.
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Chapitre 8. Meétriques de débit

3.3.2 Propriétés

Le débit moyen échantillonné en temps v*™¢ est donné par

,ytime — E[Xtime:|

reX
1 D
= D] /0 ( Z zl(p(t) = z)dt
zeX
1 D
= —FE t)dt
E[D] [ /0 2 (t) ]
E[S]
= —. 3.11
E[D] (3.11)
De meéme, on a le débit moyen échantillonné en temps d’un flot de taille s
ime ime S
~time (g) = E[Xt (s)} = 5D (3.12)

Maintenant, afin de montrer la différence avec ’autre métrique, reprenons I flots de taille s
et de durées respectives dy, ..., d;. Pour la métrique échantillonnée par flot, le débit moyen est
estimé par la moyenne arithmétique empirique

I

Z -
d;’

i=1 "

tandis que pour la métrique échantillonnée en temps, il est estimé par la moyenne harmonique

empirique
I —1
1 d;

i=1

~l =

Sachant que les I échantillonnages soient i.i.d., ces expressions tendent vers (3.8) et (3.12) res-
pectivement, lorsque I tend vers l'infini.

On a le résultat suivant.

Théoréme 3.2 Pour toute taille de flot, le débit moyen échantillonné en temps est inférieur au
débit moyen échantillonné par flot :

Alime (s) < vﬂ"“’(s), Vs > 0.

Preuve. La démonstraition se déduit de I’inégalité de convexité
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3.3. Débit échantillonné en temps

O

Pour les cas limites de flots de taille infiniment petite et infiniment large, on a les résultats
suivants.

Théoréme 3.3 Le débit échantillonné en temps Xt¢(s) tend en distribution vers @P“™ lorsque
s tend vers linfini. De plus,

]P><(pm'rt _ a:)

lim ]P’(Xtime(s) = :17) = W

s—0

Preuve. Rappelons que

]P’(Xtime(s) = a;) =

Par ergodiciteé, il est déduit de (3.1), (3.3) et (3.4) que

oo p(rm =)
lim — I(p(t) = 2)dt = ————=% p.s.
s—o0 s Jj E[Spperm]
et E[D 1
L ED(s)) |
S s Bl
alors
1

D(s)
lim —— Ie(t) = o)dt =P(¢"™ =) ps.
lim g [ W) = oyt = P(9™ = 2) s
Pour l'autre limite, on utilise encore une fois le fait que p(t) = ¢Vt pour tout ¢ < Tp de
sorte que
1

D(s) . virt
m/o I(p(t) = z)dt =1(p(t) =x) sis< o™ "Tp.

En utilisant (3.2), on obtient

| ! D(S)H =x)dt = 1]1 Tt —
im - t) = t——(”“”—) .
lim ; (p(t) = x) Iy x) ps
et (s) )

. D(s

;nr% s virt PS5
alors
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Chapitre 8. Meétriques de débit

3.4 Interprétation du débit instantané

En pratique, les statistiques de débit sont beaucoup plus faciles a estimer & travers le débit
instantané mesuré sur un certain intervalle de temps choisi. Considérons un flux avec taux d’arri-
vée A de flots du méme débit instantané. Comme dans la seciton précédente, on note .S leur taille
aléatoire et D leur durée aléatoire. On suppose que le systéme est dans son état stationnaire et
on note n le nombre de flots actifs dans le flux considéré et ¢ leur débit instantané, bien défini
si n > 1. Par la loi de Little [BB03|, on a

Eln] = AE[D] et E[nl(p =z)] = AE

D(s)
| et - :c>], (3.13)

alors

P(X“me - g;) - W. (3.14)

Par conséquence, le débit échantillonné en temps peut étre interprété comme le débit instan-
tané pour une nouvelle mesure de probabilité ot chaque événement est pondéré par le nombre
de flots. Cela fournit un moyen utile pour évaluer et mesurer ce débit échantillonné en temps.

D’apres (3.14), on a
,ytime — E[Xtime] S (315)

En utilisant (3.13), on obtient

E[ny] = E[n Z zl(p = x)}

TEX

= Y /0 " Lo(t) = )]

TEX

= )\E[ / Dgp(t)dt]
0

= XE[S],

qui correspond & l'intensité du trafic, définie par le produit du taux d’arrivée et de la taille
moyenne de flot. On déduit donc l'expression suivante pour le débit moyen échantillonné en
temps

AE[S]

= E (3.16)

time

Notons qu’en fait, cette expression est déduite directement de (3.11) et de la loi de Little.

En général, le débit instantané est utilisé comme une approximation pour le débit échan-
tillonné par flot |[KK02, LvdBB04|. Comme il est défini si et seulement si n > 1, la distribution
correspondante est

P(X""S'fzw) =Plp=a2|n=1), Ve
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3.5. Eremples

Dans la suite, on verra que cette métrique de débit est biaisée : elle dépend de la proportion
de trafic représentée par la classe de flots considérée.

3.5 Exemples

3.5.1 Partage équitable

Considérons un lien de capacité unitaire dont les flots arrivent suivant un processus de Poisson
d’intensité A et sont de tailles i.i.d. caractérisées par la variable aléatoire S. Le partage est supposé
a étre équitable de telle sorte que le débit instantané ¢ de chaque flot est égal a 1/n lorsqu’il
y a n flots, avec n > 1. En particulier, le débit prend des valeurs dans ’ensemble discret borné
X ={1,1/2,1/3,...}. Le systéme correspondant est une file d’attente PS simple. Sachant que le
taux de charge p = AE[S] est inférieur a 1, la file est stable, insensible a la distribution de tailles
de flot et posséde la distribution stationnaire

m(n) = (1= p)p".

En présence d’un flot permanent, la distribution staionnaire du nombre n d’autres flots de-
vient
7(n) = (n+1)(1 = p)o".

On déduit les expressions suivantes pour les distributions du débit instantané, du débit d’un
flot virtuel de taille nulle et du débit d’un flot permanent, ou x = 1/k,k > 1, désigne un élément
quelconque de 'ensemble X :

(k)

P(@Zx’kzl)zmz(l—mpk,

P = a) =k —1) = (1 - p)pt~",

]P’((pp”m - g;) — 7'k —1) = k(1 — p)2pFL.

En particulier, on a

Be] = - -p=2, (3.17)

et .
E[cppe’“m} - E{l/cpvm} —1-p (3.18)

Débits moyens

Il s’avére que le débit moyen échantillonné par flot n’a pas d’expression simple, méme dans
le cas le plus simple d’une distribution exponentielle de taille de flot. On n’a des expressions
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Chapitre 8. Meétriques de débit

explicites que dans les cas limites de flots de taille infiniment petite et infiniment large. Il se
déduit du Théoéme 3.1, (3.17) et (3.18) que
In(1—p)

li flow - —(1— e M)
fim 7 (s) = = =)=

et
lim /% (s) =1 — p.
§—00
Le débit moyen échantillonné en temps est déduit directement de (3.16)

time __ 1 —

¥ p.

Ensuite, il se déduit du Théoréme 3.3, de (3.17) et de (3.18) que cela est aussi le débit
moyen échantillonné en temps pour les flots de taille infiniment petite et infiniment large. Cette
expression est en fait valable pour toute taille de flot. Ceci est déduit de (3.12) et du fait que le

temps de séjour moyen d’un client dans un file d’attente PS est proportionnel & sa demande de
service [Kle75].

Figure 3.1 compare les deux métriques de débit pour flots de taille exponentielle de moyenne
unitaire avec le taux de charge p = 0.5. Le débit moyen échantillonné en temps est donné par
1 — p = 0.5, le débit moyen échantillonné par flot est simulé sur 10000000 poins.

0.8 ‘ ‘
Flow-sampled ——
Time-sampled ———
0.7 ]
5 \
o
<
2 o6t 1
<)
ey
[
0.5 b |
0.4 ‘
° 2 4 6 8 10

Size

FiG. 3.1 — Débit moyen échantillonné en temps et par flot
(taux de charge p = 0.5).

Distribution de débit

Comme dans les autres modeles, il n’y a pas d’expression explicite pour la distribution du
débit échantillonné par flot sauf dans les cas limites avec flots de taille infiniment petite et infini-
ment large. D’aprés le Théoréme 3.1, si les flots sont de taille infiniment petite, cette distribution
est celle de @V :

P((pvirt _ x) —(1—p)p" Y, Vo =1/k,k>1,
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3.5. Eremples

et si les flots sont de taille infiniment large, il s’agit de la distribution de @P“"™ :

]P)(QDPGTm _ $> _ k‘(l o p)Zpk—l’ Ve = 1/]{;,]{,‘ > 1.

D’ailleurs, pour le débit échantillonné en temps, on a, d’aprés (3.14), que pour tout x =
1/k,k>1,
, km(k) _
]P)(thme: ) _ :k 1— 2 k 1‘

D’aprés le Théoréme 3.3, cette expression est aussi la distribution de débit échantillonné en
temps pour les flots de taille infiniment petite et infiniment large. Et cette expression est en fait
valable pour toute taille de flot.

Les résultats sont illustrés par la Figure 3.2 pour les flots de taille infiniment petite, appelés des
flots courts dans la suite. Remarquons que la différence entre les deux métriques est significative.
En particulier, la probabilité que le débit soit maximal est égal & 1 — p = 0.5 pour le débit
échantillonné par flot et seulement (1 — p)? = 0.25 pour le débit échantillonné en temps.

Flow-sampled ——
Time-sampled -
08 1 |
“-5 ,,,,,,,,
> 7
5 06 |
@ |
5
= 047F |
g
(@)
0.2 1
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Throughput

FiG. 3.2 — Distribution de débit échantillonné en temps et par flot
(flots courts, taux de charge p = 0.5).

Biais d’échantillonnage

Maintenant, on illustrera le biais d’échantillonnage associé a la métrique de débit instantané.
Supposons que les calculs sont basés sur un sous-ensemble de flots échantillonné au hasard avec
la probabilité p. On appelle ce sous-ensemble la classe 1 et le sous-ensemble complémentaire la
classe 2. Notons p; = pp et po = (1 —p)p les taux de charge correspondants. Alors la distribution
stationnaire du nombre de flots de chaque classe est donnée par

ny + N9
o) = (M )0 e
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Chapitre 8. Meétriques de débit

Le débit instantané moyen évalué par la classe 1 est donné par

) — Pl
O _ln(l 1_p2) 1-

anzl,ng ﬂ-(nlvn2) %

N =Elp|m>1]=

p)-

Cette quantité donne le débit moyen échantillonné par flot lorsque p = 1 et celui échantillonné
en temps lorsque p tend vers 0.

Le biais disparait lorsque la mesure de probabilité est pondérée par le nombre de flots. D’aprés
(3.15), le débit moyen échantillonné en temps pour la classe 1 est donné par

nim(ni,ne)
?.me _ E[ni¢] _ Zmzlmz lelnf =1—p
E[n4] anzlm nim(ni, ng)

De méme, pour tout © = 1/k, k > 1,

time E[’I’Lﬂl((p = l‘)] an—l-ng:k ’I’Llﬂ'(’l’Ll,TLz)
IP’(X 1 = a;) = =
E[n4] > s nym(ng, ng)

= k(1 —p)*p* .

Cette expression est indépendante du choix de la classe 1. En choissisant des flots de taille

s (£ds), on déduit que la distribution de débit échantillonné en temps est indépendante de la
taille de flot.

3.5.2 Contraintes de capacité

En pratique, on rencontre souvent des cas ou les flots n’ont pas de droit de se servir de la
capacité totale du lien mais sont imposés par une limite de capacité. Dans le cas simple d’une
capacité limite commune c, le débit instantané ¢ de chaque flot est égal & min(c,1/n) lorsqu’il
y a n flots, avec n > 1. La distribution stationnaire devient

m(n) = %W(n —1) sinc<1, m(n) = pr(n—1) sinon.

En présence d’un flot permanent, on obtient

1
7'(n) = ﬁw/(n —1) si(n+1)e<1, 7'(n) = nt pr’(n —1) sinon.
ne n

On en déduit les distributions de ¢, @ et ©P'™ comme auparavant. Considérons par

exemple p = 0.5 et ¢ = 0.5. Dans ce cas, s’il y a un seul flot dans le systéme, ce flot ne regoit que
le débit ¢ = 0.5 au lieu de la capacité totale 1; et si le nombre des flots est plus grand ou égal &
2, ces flots partagent équitablement la capacité totale du lien. Les distributions stationnaires
et ' peuvent étre calculées explicitement :

n 0 1 2 3 4

1 1 1 1 2 1.3
ORI T LA
77(") 7 7 3P 3P 3P
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3.5. Eremples

La probabilité qu’un flot obtienne le débit instantané maximal est la probabilité qu’il y ait moins
de deux autres flots dans le systéme :

1 1 1

(r(1) +7(2)/(w(1) + 7(2) + 7(3) +...) = (g + 6)/(1 — g) = 0.75,

La probabilité qu’un flot obtienne le débit maximal échantillonné en temps est
7' (0) + 7'(1) = 0.5,

la probabilité qu’un flot court obtienne le débit maximal échantillonné par flot est
m(0) + (1) = 0.67.

Bien que la différence entre les deux métriques est plus faible que sans contrainte de capacité,
elle est toujours importante pour les flots courts. Figures 3.3 et 3.4 sont les analogues de Figures
3.1 et 3.2 pour ce cas ou ¢ = 0.5.

0.5 ‘ ‘
Flow-sampled ——
Time-sampled -

04 1

Throughput

0.3
Size

FiG. 3.3 — Débit moyen échantillonné en temps et par flot
(taux de charge p = 0.5, capacité limite ¢ = 0.5).

3.5.3 Partage inéquitable

Considérons enfin un lien de capacité unitaire sous un partage inéquitable. En particulier, on
considére deux classes de flots dont le débit d’un flot de la classe 1 est égal & w/wy fois celui
d’un flot concurrent de la classe 2, pour certains poids wy et wo. Le modéle correspondant est la
file PS discriminatoire [FMI80].

On n’a pas d’expression simple pour la distribution stationnaire, méme pour les flots de tailles
exponentielles. Figures 3.5 et 3.6 sont les analogues de Figures 3.1 et 3.2 pour une fraction de
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FiG. 3.4 — Distribution de débit échantillonné en temps et par flot
(flots courts, taux de charge p = 0.5 et capacité limite ¢ = 0.5).
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FiG. 3.5 — Débit moyen échantillonné en temps et par flot
(flots de faible priorité, taux de charge p = 0.5).

poids wy /wy = 2. Remarquons que les débits échantillonnés par flot et en temps dépendent tous
les deux de la taille du flot étiqueté et la différence entre les deux métriques est significative.
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F1G. 3.6 — Distribution de débit échantillonné en temps et par flot
(flots courts de faible priorité, taux de charge p = 0.5).
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Equilibrage de sources
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On considére dans ce chapitre un ensemble de sources hétérogénes partageant un lien commun.
Ce modele s’avere trés utile en dimensionnement de réseaux |[HLN97, BK00, BORO03|. Ceci est
I'analogue du modéle d’Engset introduit en 1915 pour le trafic téléphonique [Eng]. La formule
d’Engset, qui relie la probabilité de blocage des appels a 'intensité du trafic et au nombre de lignes
téléphoniques, a été ensuite prolongée pour les sources de trafic hétérogenes [Coh79]. Il s’est avére
que les résultats correspondants sont trop compliqués pour tout but pratique. Ce résultat a motivé
le travail de Dartois qui a montré en 1970 que I’équilibrage du trafic augmente la probabilité
de blocage [Dar70|. Par conséquence, les réseaux téléphoniques peuvent étre dimensionnés en
supposant que l'on est dans le pire cas avec des sources de trafic homogeénes.

En effet, on montrera que 1’équilibrage de sources augmente les probabilités de blocage et
diminue les débits pour les trafics élastiques.

Dans la premiére section, on montrera ’augmentation de probabilités de blocage et de la
probabilité de saturation pour les modéles de circuit, y compris le modele d’Engset. Et dans la
deuxiéme section, on considérera les trafics élastiques. On montrera que I’équilibrage de sources
diminue les débits et en présence d’un controdle d’admission, I’équilibrage de sources augmente la
probabilité de saturation ainsi que les probabilités de blocage dans certains cas.
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4.1 Trafic de circuits

Dans cette partie, on considérera I sources partageant un lien commun dont chaque source
demande un nombre fixe de circuits. S’il n’y a pas assez de circuits au moment ol une source
devient active, cette source est bloquée; elle redevient alors inactive, et s’il n’y a assez de circuits
libres, la source regoit le nombre de circuits demandé et devient active.

Dans la premiére partie, on considére le modéle le plus simple ot chaque source ne demande

qu’un circuit. Ensuite, on considérera le modeéle multidébit ot chaque source demande un nombre
différent de circuits.

4.1.1 Modeéle d’Engset

Modéle

Considérons I sources partageant un lien commun de C' circuits avec C' < I. Chaque source
demande 1 circuit si elle est active. La source ¢ devient active aprés des intervalles inactifs
exponentiels de durée moyenne 1/v;. A I'instant ot la source i s’active, s’il n’y a pas de circuit
libre, cette source est alors bloquée, sinon elle prend 1 circuit, devient active et quitte le systéme
aprés un temps de séjour exponentiel de moyenne 1/u;. Notons p; = v;/u; le taux de charge
correspondant.

Distribution stationnaire

Notons x; I’état d’activité de la source i et = le vecteur (z1,...,xL) :

1 sila source ¢ est active
xTr; = .
0 sinon

Notons n = ), z; le nombre de sources actives.

L’espace d’état est alors I’ensemble X = {z : n < C}.
Théoréme 4.1 Une mesure stationnaire de l’état du systéme x est donnée par
I
oz(:z:):pr", reX.
i=1

La démonstration de ce théoréme consiste & vérifier les équations de balance détaillée :
alx — e;)v; = alx) g, Vee X :x; =1,

oil e; est le vecteur unitaire de dimension I dont la i®™® composante est égale & 1 et les autres
sont nulles.
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Corollaire 4.2 Soit X(n) l'ensemble des états dans lesquels il y a n sources actives, n < C,
alors une mesure stationnaire du nombre de sources actives est donnée par

1
m(n) = Z pri, n<C,

z€X(n)i=1

Probabilité de blocage

Soit X; C X D’ensemble des états ou la source i est inactive, c.a.d. z; = 0, et Xj(n) C X;
I’ensemble des états ol la source ¢ est inactive et il y a n sources actives. La probabilité de blocage
des flots de la source i est calculée par la probabilité que C' sources soient actives sachant que la
source % est inactive :

b= o)

La probabilité de blocage moyenne est donnée par

25:1 Vi erXi(C) a(x)
Z;’rzl v ZmeXi a(a;)

La probabilité de blocage d’une source virtuelle, appelée également la probabilité de satura-
tion, est donnée par

7(C)

Bvirt —

>om(n)
Equilibrage de sources

Dans cette section, on évaluera 'impact de ’équilibrage de sources. Supposons que les sources
ont les mémes statistiques de telle sorte que chaque source a le méme taux de charge :

I
Z Pi-
i=1

N =

p:

Alors les mesures stationnaires deviennent :

Théoréme 4.3 On a une comparaison entre la mesure originale w et la mesure a l’'équilibrage

T m(n) - m(n+1)

©'(n) ~ 7(n+1)

pour tout n =0,1,...,1 — 1.
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Preuve. En remplagant 7 et 7’ par leur expression, I'inégalité en question est équivalente a la
suivante :

1 i\ 1 i\
>wex(m 1iz1(5) - > wex(msn) iz ()

7 > 7 , pour tout n=0,1,...,1 —1. (4.1)
(n) (n-i—l)
Posons .
a; = &
p
et s
Siny= Y [la"
zeX(n)i=1
alors ,
S =>a=1I,
i=1
et l'inégalité (4.1) devient :
1
S(In) > S(nI+ ), pour tout n =0,1,..., 1 — 1, (4.2)
(n) (n-i—l)
D’une part, on a :
S(1)S(n) = (n+1)S(n+ 1)+ S'(n), (4.3)

ou

1
Sw-yad ¥ 4

=1  zeX(n—1),z;=07=1

D’autre part, on a :

1
(I-n)s'(n) = 3 (ai+a}) > 1T

i#] zeX(n—1),x;=rx,;=0 k=1
I
S ST S O
i#j z€X (n—1),z;=rx,;=0 k=1
1
- 2<”; >S(n+ 1). (4.4)
Alors en remplagant l'inégalité (4.4) dans l'expression (4.3), on obtient que :
2 n+1
S(1)S(n) > (n+1)S(n+1)+ 7= n( 9 )S(n +1),
n+1
= 1 1).
T nS(n +1)
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Comme S(1) = I, on en déduit 'inégalité (4.2).

d
On a ensuite un lemme trés simple :
Lemme 4.4 Soient ay,...,ax,b1,...,bk et t1,...,t des nombres positifs satisfaisant :
aq as ag
—2—2...27—, e t1 <t < ... <,
b1 — by by
alors N N
2 i bil < > i1 @i
k — k '
Zz’:l tib; Zi:l b;
Preuve. L’inégalité est équivalente & :
k k k k
D_tiai ) bi< ) tibi)a
i=1 i=1 i=1 i=1
= Z(t’ — tj)aibj <0
i7#]
<~ Z(tz — tj)(aibj — ajbi) <0.
1>]
O

Théoréme 4.5 Le nombre de sources actives est plus grand en distribution lorsque les sources
sont équilibrées :
P(n >m) > P'(n >m), m=0,...,C,

ot P est la probabilité correspondante a la distribution m et P’ est celle correspondante a '.

Preuve. En appliquant le Lemme 4.4 pour les nombres suivants :

O w() _ w(C)

t to=...=tm1=0tm=...=tc =1,
o) = W) =Sy 0 ‘
on obtient que :
e (1) neo (1)

Par I’équilibrage des sources, les probabilités de blocage deviennent :

erXi(C) a’(x)

B =B =
‘ er-){i O/($)

i=1,...,1,

et
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Théoréme 4.6 La probabilité de blocage d’une source virtuelle, c.a.d. la probabilité de saturation,
est augmentée lorsque les sources sont équilibrées.

Preuve. D’aprés la Théoréme 4.3, on a

Alors en appliquant le Lemme 4.4, on obtient

7(0) +7(1)+...+7(C) - (C)
©0)+7'(1)+...+7(C) — 7(C)

D'ou, 7'(C) > m(C) et donc BVt > Bvirt,

Corollaire 4.7 La probabilité de blocage d’une source est augmentée lorsque les autres sources
sont équilibrées.

Preuve. La probabilité de blocage d’une source particuliére est en fait égale & la probabilité
de saturation du sous-systéme des I — 1 autres sources. Alors comme [’équilibrage de sources
de ce sous-systeme augmente sa probabilité de saturation, ceci augmente aussi la probabilité de
blocage de la source considérée.

O

On a montré que I’équilibrage de toutes les sources augmente la probabilité de saturation.
Dans la suite, on montrera que 1’équilibrage d’un sous-ensemble de sources augmente aussi la
probabilité de saturation. Tout d’abord, on suppose que p1 < (p1+p2)/2 = p < p2 et on montrera
que si la moyenne p et les autres taux de charge ps,...,pr sont constants, la probabilité de
saturation BY"! est est une fonction croissante de p;. Une fois que cette monotonie est établie,
on en déduit que ’équilibrage d’un sous-ensemble quelconque de sources augmente la probabilité
de saturation.

Théoréme 4.8 Si les tauz p = (p1 + p2)/2 et ps,...,pr sont constants, et si py < p < pa, la
proportion w(n — 1)/m(n) est une fonction décroissante de py pour tout n > 1.

Preuve. On montrera ce théoréme par I’étude de la dérivée de cette proportion m(n — 1)/7(n)
par rapport a p;. Posons S(k) la somme de tous les produits de k termes d’entre ps,...,pr :

3<j1<ja<...<jp<I

et par convention, S(0) = 1. Nous obtenons
m(n) = (ppoS(’I’L —2)+2pS(n—1)+ S(n)), n > 2.
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Et donc

diplmn) —2p—p)S(n—2), n>2.

Alors similairement au raisonnement dans la preuve du Théoréme 4.3, on peut montrer que

d d
—wn—l)wn §(—7rn)7rn—1, n >3,
(g = 1)) < (gt )t = 1)
tant que la condition p; < p < pg est remplie. Donc la proportion w(n —1)/7(n) est décroissante
pour tout n > 3.

De plus, m(0) = 1 et m(1) = 2p + S(1) sont toutes constantes et m(2) est croissante alors
évidemment la proportion 7(n —1)/7(n) est décroissante pour n = 1,2 et donc pour tout n > 1.
O

Remarquons que ce résultat est plus fort que le Théoréme 4.3.

Corollaire 4.9 Si les tauz p = (p1 + p2)/2 et ps,...,pr sont constants, et si p1 < p < p2, la
probabilité de saturation BY"' est une fonction croissante de p;.

Preuve. Rappelons que

m(C)
7(0) +7(1)+...+7(C)
Comme la proportion w(n — 1)/m(n) est décroissante pour tout n entre 1 et C, il en déduit que
7(n)/m(C) lest aussi pour tout n entre 0 et C, et donc BY" est croissante. Par conséquence, la
probabilité de saturation B! est croissante.

virt __

0

Si p1 < pe2, on peut remplacer le couple (p1,p2) par n’importe quel couple (p],p5) tel que
p1 < py < ph < paet pf + py = p1 + p2 = 2p afin d’obtenir une probabilité de saturation
plus importante. Autrement dit, la probabilité de saturation est augmentée si on remplace les
taux de charge p1, po par deux nouveaux taux de la méme somme mais d'une différence moins
importante. Ceci implique que I’équilibrage d’un sous-ensemble quelconque de sources augmente
la probabilité de saturation.

Théoréme 4.10 L’équilibrage d’un sous-ensemble quelconque de sources augmente la probabilité
de saturation BYt. Et par conséquence, l'équilibre d’un sous-ensemble de sources augmente la
probabilité de blocage d’une source particuliére en dehors de ce sous-ensemble.

Remarquons que I'équilibrage de sources augmente la probabilité de saturation et la probabi-
lité de blocage d’une source particuliére mais il peut augmenter et aussi diminuer la probabilité
de blocage moyen B. Considérons le cas le plus simple ot C =1et [ =2 :

_ v1p1 + V202
Vi + Vo +vipr + vap’
et
B/:B;:—p 5 12172
1+p
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

Alors B < B’ si et seulement si (11 — v2)(p2 — p1) < 0, ce qui n’est pas toujours vrai. En
particulier, si dans le systéme original, tous les flots demandent des temps de séjour d’une méme
moyenne 1/p, I’équilibrage des sources augmente la probabilité de blocage moyenne.

On s’apergoit que 1’équilibrage d’un sous-ensemble de sources augmente la probabilité de
blocage de toutes les sources en dehors de ce sous-ensemble mais peut diminuer la probabilité de
blocage moyenne. Ce phénoméne ne peut étre expliqué que par la diminution de la probabilité
de blocage d’une ou plusieurs sources dans le sous-ensemble équilibré. En effet, I’équilibrage de
deux sources 1 et 2 dans 'exemple précédent diminue la probabilité de blocage de 'une des deux
sources car la probabilité de blocage B = B = p/(1+ p) du systéme équilibré se situe toujours
entre les deux probabilités de blocage By = p1/(1+ p1) et By = pa/(1+ p2) du systéme original.

4.1.2 Modéle multidébit

Dans ce modéle, les sources partagent un lien commun de C' circuits, la source ¢ demande un
nombre ¢; de circuits, ¢; > 1,4 =1,...,I. Posons p; le taux de charge virtuel correspondant a la
source 1.

L’espace d’états du systéme devient compliqué
X ={z:C(x) <C},

avec C(z) = 321, xi¢; le nombre de circuits occupés.

Théoréme 4.11 Une mesure stationnaire de [’état du systéme est a forme produit et est donnée
par

I
a(w):pr", reX.
i=1

Corollaire 4.12 Une mesure stationnaire du nombre de sources actives est a forme produit et
est donnée par

I
(n) = Z pri, n<I,

z€X(n) =1

ot X(n) désigne l’ensemble des états ou le nombre de sources actives est égal a n.

La probabilité de blocage d’une source virtuelle qui demande c circuits est donnée par

Zx:C—c<C(x)§C Oé($)

erX a(a;)

virt __
B =

Considérons un exemple simple de I = 2 sources avec ¢ < cg < C' < ¢1 + ¢o.
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L’espace d’états est X = {(0,0), (1,0),(0,1)} et la distribution stationnaire o devient

OZ(0,0) =1, Oé(l,O) =p1, et 04(0, 1) = p2.

Considérons une source virtuelle qui demande c circuits avec ¢1+c¢ < C' < cg+c. La probabilité

de blocage de cette source est
virt __ P2

© 14 pitp

On s’apercoit que 'équilibrage de sources augmente cette probabilité de blocage si po < p1
et la diminue sinon. Alors en général, I’équilibrage de sources peut augmenter et aussi diminuer
la probabilité de blocage d’une source virtuelle et de méme pour la probabilité de blocage d’une
source particuliére.

Et il suffit de reprendre ’exemple considéré dans ce modeéle d’Engset afin de conclure que
I’équilibrage de sources peut augmenter et aussi diminuer la probabilité de blocage moyenne.

Considérons maintenant le cas particulier ou les sources forment des classes de sources de
méme demande de circuits. L’équilibrage d’une classe augmente-il les probabilités de blocage?
Pour la probabilité de blocage moyenne, la réponse est non parce que méme dans le modéle
d’Engset avec une seule classe de sources, ’équilibrage de sources peut augmenter et aussi dimi-
nuer cette probabilité de blocage moyenne. Dans la suite, on montrera que la réponse est aussi
non pour la probabilité de blocage d’une source particuliére et d'une source virtuelle.

Remarquons qu’il suffit de travailler avec ’équilibrage d’une classe de 2 sources. Alors consi-
dérons I’ensemble de I sources qui demandent respectivement ci,...,cy. Ces sources partagent
un lien commun de C' circuits :

I
C(z) = chi <C.
i=1

Supposons que ¢; = cg, on considérera 'impact de I’équilibrage des deux sources correspondantes
1et 2.

La probabilité de blocage d’une source virtuelle qui demande c circuits est donnée par

Bvirt _ f(C)

¢ 9(C)’

ou les fonctions f et g sont définies par

et

C(z)<t
Cette expression est réécrite comme suit

F(C)+ (p1 + p2) f(C — 1) + p1p2 f(C — 2¢1)
g

Bvirt =L !
¢ g(C) + (p1+ p2)3(C — c1) + p1p2g(C — 2¢1)

9
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ol f et ¢ sont deux fonctions définies de la méme maniére que f et g mais pour le sous-systéme
de I — 2 sources : 3,...,1.

A T'équilibrage des deux sources 1 et 2, cette probabilité de blocage devient

F(C) +2pf(C — 1) + p*f(C = 2¢1)

B/virt =L . ] 7
¢ 9(C)+2pg(C — 1) + p25(C — 2¢1)

avec p = (p1 + p2)/2.

En utilisant le fait que pour tous nombres réels positifs a, a’, b, V', la fraction (a +a’)/(b+ V)
se situe toujours entre les deux fractions a/b et a//b, on peut montrer que BY" < BV s et
seulement si

C)+2pf(C —cy —|—p1,02f(0—261) ]E(C—ch)
g

(C) ( )
(C) +2p3(C — c1) + p1p2g(C — 2¢1) (C —2¢c1)
(C) +2pf(C —c1)  f(C—2¢c1)

= HOvwiC—e) “aC—2) P

o N— QU |

.

Q
AN

g

i

o

A3

Cette inégalité est équivalente a dire que pour le sous-systéme de I — 2 sources, la probabilité
de blocage d’une source virtuelle est augmentée si ’on diminue la capacité du lien. Considérons
un sous-systeme particulier de 20 sources de taux de charge p; dont chacune demande 1 circuit
et 2 sources de taux de charge p2 dont chacune demande 2 circuits alors pour ¢ = 1, on peut
calculer par exemple :

f(20) _ p5 + (o) pi’p2 + p1°
920)  p3+ (D2 Xao (B)Ak + 3520 (R) ok
et P 20\ (2 20\ 1
f(9) (9 ) (1)/’2/’? + (19)/)19

9(19) (e Xizo (F)ek + 20520 ()t

Faisons py tendre vers oo, on obtient

ce qui montre que diminuer la capacité du lien partagé n’augmente pas la probabilité de blocage
d’une source virtuelle dans ce cas. En conclusion, dans le modéle de circuits avec des classes
de sources de méme demande de circuits, ’équilibrage de sources n’augmente pas toujours la
probabilité de blocage d’une source virtuelle. De méme, I’équilibrage de sources n’augmente pas
toujours la probabilité de blocage d'une source particuliére dans le systéme.

D’ailleurs, il existe des cas ou ’équilibrage de sources augmente ces probabilités de blocage,

par exemple dans le modéle d’Engset, alors on n’a pas de résultat similaire pour le modéle
multi-débit.
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4.1.3 Reéseaux de circuits

Dans cette partie, on considérera l'impact de l’équilibrage de sources sur la probabilité de
blocage d’une source particuliére dans un réseau de circuits. On montrera que ’équilibrage de
sources n’augmente pas toujours cette probabilité de blocage.

Considérons le modele le plus simple d’un réseau linéaire de deux liens 1,2 de capacipités
C1 = 2,0y =1 dont les sources 1,2 demandent les services du premier lien, la source 4 demande
le deuxiéme lien et la source 3 demande un circuit de chaque lien (voir la Figure 4.1).

M |
— —
5 |

Fi1G. 4.1 — Un réseau linéaire.

L’espace d’état est alors Uensemble X = {x = (21, z2,23,24) : 1 + T2+ 23 < 2,23+ 14 < 2}.
La probabilité de blocage de la source 4 est donnée par

p3(1+ p1+ p2)
p3(L+ p1+ p2) + 14 p1+ p2 + p1p2
p3(1+ 2p)
p3(1+2p) +1+42p+ p1p’

By, =

ot p = (p1 + p2)/2. On s’apercoit que dans ce cas, 'équilibrage de deux sources 1 et 2 diminue
la probabilité de blocage de la source 4. Dans un réseau de circuits, ’équilibrage de sources peut
augmenter et aussi diminuer la probabilité de blocage.

4.2 Trafic élastique

On considére un ensemble fini de sources qui partagent dynamiquement un lien commun.
Ce lien peut étre une partie d’un réseau de cable, DSL ou d’un réseau optique par exemple, ou
encore le lien d’accés a un serveur de Web. Chaque source engendre des flots de données de taille
aléatoire séparés par les intervalles d’inactivité de durée aléatoire. L’élasticité du trafic signifie
que les intervalles de congestion ou il y a un grand nombre de sources actives augmentent la
durée des flots de données. D’autre part, la durée des intervalles d’inactivité est supposée étre
indépendante du niveau de congestion du lien : & la fin de chaque flot, la source entre dans un
intervalle inactif de durée aléatoire avant d’engendrer un nouveau flot.

Dans cette section, on montre pour le trafic élastique 'analogue du résultat dans la section
précédente. En particulier, on montre que l’équilibrage du trafic diminue les débits moyens et
augemente la probabilité de blocage s’il y a un controle d’admission, ot un nombre maximal de
sources actives est imposé. Ainsi les réseaux de donnée peuvent étre dimensionnés en prenant
des sources de trafic homogénes, malgré ’hétérogénité observée en réalité.
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4.2.1 Modéle

Considérons I sources partageant un lien commun de capacité C bit/s. La source ¢ engendre
des flots de taille moyenne o; séparés par les intervalles d’inactivité de durée moyenne 1/v;.
Les tailles des flots et les durées des intervalles d’inactivité d’une source donnée possédent des
distributions arbitraires et peuvent étre corrélées.

On note pu; = C/o; le taux virtuel d’accomplissement des flots de la source i et p; = v;/p; la
charge virtuelle correspondante.

On suppose qule partage du lien est parfaitement équitable, c.a.d. que chaque source recoit
exactement un débit C'/n ¢’il y a n sources actives.

Distribution stationnaire

On note z; 'état d’activité de la source i et x le vecteur (xy,...,21) :

1 sila source 7 est active
T; = .
! 0 sinon

L’état du systéme x appartient a l'espace d’états X = {0,1}1.

I .
Notons n = )., ; le nombre de sources actives.

Théoréme 4.13 Le systéme est insensible, la distribution stationnaire de [’état du systéme x est
la méme que celle dans le cas ot les tailles des flots et les durées des intervalles d’inactivité sont
indépendantes et suivent les distributions exponentielles. Le processus décrivant [’état du systéme
x est alors markovien, réversible sur l’espace d’états X, de distribution stationnaire

I
a(z) = a(0)n! pri, xEX. (4.5)
i=1

Dans ce modele, I'insensibilité veut dire que la distribution stationnaire «(x) n’est pas chan-
gée meéme si les tailles des flots et les durées des intervalles d’inactivité d’une source donnée
possédent des distributions arbitraires et sont corrélées, pourvu que les charges p; restent tou-
jours inchangées. Remarquons qu’ultérieurement, 1’équilibrage de sources changera les valeurs de
ces charges et donc la distribution stationnaire « sera aussi changée par cet équilibrage.

Afin d’illustrer la corrélation entre les flots et les intervalles d’inactivité successifs, imaginons
un routage simple de Kelly ot la loi de la longueur de chaque intervalle peut dépendre de la
phase de route. Par exemple, ce routage peut imposer & une certaine source un flot long, un
intervalle d’inactivité de courte durée, un flot court et enfin un intervalle d’inactivité de durée
longue avant de recommencer une nouvelle session. Alors on peut voir la corrélation entre les flots
et les intervalles d’inactivité successifs : en particulier, aprés un long intervalle d’inactivité, il y
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aura un flot long avec une forte probabilité, et par contre, aprés un court intervalle d’inactivité,
il y aura un flot court avec une forte probabilité.

Cette propriété d’insensibilité a été montrée dans les références [Ser99, BEBP101] et I'ex-
pression de la distribution stationnaire est déduite des équations de balance détaillée
L
a(z)y; = alx + ei)n——;l’ Ve e X :x; =0, (4.6)
ol e; est le vecteur unitaire de dimension I dont la ™€
sont nulles.

composante est égale & 1 et les autres

Corollaire 4.14 Soit X (n) l’ensemble des états dans lesquels il y a n sources actives, alors la
distribution stationnaire du nombre de sources actives est donnée par :

I
7(n) = w(0)n! Z H,ofi, n=0,...,1. (4.7)

z€X(n)i=1

Débit échantillonné en temps

Dans cette partie, on est intéressé par le débit moyen échantillonné en temps (Section 3.3),
défini par la fraction entre la taille moyenne et la durée moyenne des flots, et la distribution de
ce débit échantillonné en temps.

Soit 7; la durée moyenne des flots de la source i. Le débit moyen échantillonné en temps de

cette source est alors o
pime = 22, (48)

Ti

Notons p; la probabilité que la source i soit active. Par la loi de Little, le taux d’arrivée \;

des flots de la source ¢ satisfait
Di 1 1-p

Ti:—'7 —_— =

On en déduit que
. (1 — p:
time — ol ~p) ” pi) (4.9)
1

Considérons maintenant le débit moyen échantillonné en temps de toutes les sources

; o
time
"Y )
T

ou o et 7 sont respectivement la taille moyenne et la durée moyenne des flots :

I I I
1 1
o= g Nioj, et T= X g AiT; avec A = g i
i=1 i=1 i=1
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

Soit p la probabilité qu’au moins une source soit active. En utilisant les équations de balance
détaillée (4.6), on obtient

I I
Z)\io'i = Z(l_pi)ViUia
=1 =1
= Z Z Vzaia
i=1 ;=
= Z Z x+ez Hi —0y,
i=1 z:x;= 1

:CZZ_

i=1 x:x;=1

On en déduit une expression simple pour le débit moyen échantillonné en temps de toutes les

sources :
time p
=(C——.
Eln]

D’ailleurs, d’aprés (3.14), la distribution du débit échantilloné en temps est donnée par

E[nl(p =d)]  kn(k) C

En]  Eln’ ok

]P)( Xtime _ d) —_
ou ¢ est le débit instantané des flots. Cette expression est valable pour toute taille de flot.

Débit échantillonné par flot

On s’intéresse maintenant au débit échantillonné par flot dans ce modeéle. Méme si cette
quantité n’admet pas d’expression simple, on peut étudier ses limites au cas de flots de taille
infiniment petite et infiniment large, appelés respectivement des flots courts et des flots longs.
D’apres le Théoréme 3.1, on a

lim ,yflow( ) — E[(’Dvirt]’

s—0

et

. flow _ perm] __ _time __ L
A 1) = Bl = = Oy

virt

ou s désigne la taille d’un flot arbitraire, """ et ©P*"™ désignent respectivement le débit d’un

flot virtuel de taille nulle et celui d’un flot permanent.

106



4.2. Trafic élastique

Le débit échantillonné par flot des flots longs est égal au débit échantillonné en temps. Pour
les flots courts, 'espérance E [gp”“"t] est donnée par

I virt (1,
E [(pvirt] — En:z():pﬂ-(n) ( )

alors les flots couts recoivent le débit moyen échantillonné par flot :

. flow —
llir(l]’}/ (s) C;::O”‘i‘ 17T(’I’L). (4.10)

De plus, pour la distribution de débit échantillonné par flot des flots courts, on a

) C
: flow _ _ virt __ _ - _ =
;Lmo]lp()( (s) = d> =P(e"" =d) =7n(k - 1), d =
Et la distribution pour les flots longs est celle du débit échantillonné en temps :
) ) - km (k) C
811_1)210 P (X (s) d) Sh_r)glo P <X (s) d) R d =

4.2.2 Equilibrage de sources

Dans cette section, on évaluera 'impact de 1’équilibrage de sources. En particulier, on sup-
pose que toute source engendre des flots de méme taille moyenne o séparés par les intervalles
d’inactivité de méme durée moyene 1/v.

Notons p = C/o le taux virtuel d’accomplissement des flots de chaque source et p = v/pu
la charge virtuelle correspondante. On suppose que la charge moyenne de toutes les sources est

conserveée : ;
p=2> pi (4.11)
i=1

~l =

Distribution stationnaire

A partir du Corrolaire 4.14, on obtient la distribution stationnaire du nombre de sources
actives :

7'(n) = 7'(0)n! Z o,
z€X(n)
= 7'('/(0)71!<I> p. (4.12)

n

On a les analogues des Théorémes 4.3, 4.8 et 4.5
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

Théoréme 4.15 On a pour tout n <1 —1,

m(n) _ w(n+1)
7' (n) = m(n+1)

Plus généralement, la proportion w(n)/m(n + 1) est diminuée lorsque 'on remplace les taux de
charge p;,pj,i # j, par deux nouveaur tauxr de la méme somme mais d’une différence moins
importante.

Théoréme 4.16 Le nombre de sources actives est plus grand en distribution lorsque les sources
sont équilibrées :

Z 7' (n) > Z m(n), pour tout m=0,1,..., 1.
n>m n>m

Débits moyens

Un nombre plus grand de sources actives entraine un débit échantillonné en temps plus faible :

Théoréme 4.17 Le débit moyen échantillonné en temps est plus faible lorsque les sources sont
équilibrées.

Preuve. 1l suffit d’appliquer le Lemme 4.4 pour les nombres suivants :

r1) o w@ o )

et tp,=nn=1,...,1,

(1) — 72 = T ()
on déduit :
> =1 n7(n) < Efz:lﬂ-(n)
Shonm(n) T S w(n)]
et donc .
PP
B < B

O

Notons que ce résultat n’est vrai que pour le débit moyen de toutes les sources, et pas pour
le débit moyen de chaque source. Par exemple, dans le cas de I = 2 sources, les débits moyens
de chaque source sont :

. 14 p2 - 1+ p1
time time
=C et =C .
n 1+ 2po 72 1+2p;

Ainsi, une source bénéficie de I'équilibrage du trafic si et seulement si I’autre source contribue
a la plus grande partie de la charge totale.

De méme, on a une comparaison sur le débit moyen échantillonné par flot des flots courts :
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4.2. Trafic élastique

Théoréme 4.18 Les flots courts recoivent un débit moyen échantillonné par flot plus faible
lorsque les sources sont équilibrées.

Preuve. En appliquant le Lemme 4.4 pour

7! I)>7r’(I— S >7T’(0)
m(l) — (I -1) = m(0)’
et les constantes en ordre décroissant
1 1 1
<o <..< 2
I+1— 1~ -1
on obtient . ) ;
/
2n=0me1™ (M) _ Fpoo™() _
T = <7 -+
En:() %_’_177(77/) n=0 ﬂ-(n)
D’ou,
U U
/
2220 AR Z:On—klw(n)

0

Remarquons qu’en utilisant la deuxieéme partie du Théoréme 4.15, on peut montrer un résultat
plus fort que 1’équilibrage d’un sous-ensemble de sources diminue aussi ces débits moyens.

Distributions des débits

Dans cette partie, on montrera que 1’équilibrage de sources diminue les débits en distribution.

Théoréme 4.19 Le débit échantillonné en temps est plus faible en distribution lorsque les sources
sont équilibrées :

]P)/(Xtime > d) < ]P;(Xtime > d),

ot P est la probabilité correspondante a la distribution m du systéeme original et P est celle
correspondante & la distribtuion 7.

Preuve. Rappelons que la distribution du débit échantillonné en temps est donnée par

. ke (k) C
time __ _ _
P(X1me = ) = Ok d= .
Alors
P(XtMe > ) = L) C

Snm(n) Tk
Ensuite, en utilisant le Théoréme 4.15 et le Lemme 4.4, on obtient
Engk n7'(n) < ank nm(n)
dona'(n) T Y nm(n)
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

Pour les flots courts, la distribution du débit échantillonné par flot est donnée par

lin%)]P)(Xﬂow(s) —d)=n(k—-1), d= %

Alors o
: flow _ _ - —
lim P(X /() > d) =Y 7wn-1), d= e

n<k

qui est reliée a la distribution du nombre de sources actives (Théoréme 4.16). On a le résultat
suivant.

Théoréme 4.20 Le débit échantillonné par flot des flots courts est plus faible en distribution
lorsque les sources sont équilibrées.

Remarquons aussi qu’en utilisant la deuxiéme partie du Théoréme 4.15, on peut montrer que
les débits sont plus faibles en distribution lorsqu’un sous-ensemble de sources sont équilibrées.

4.2.3 Controéle d’admission

Dans cette section, le nombre de sources actives est limité & une valeur fixe J < I, qui assure
un débit minimal de C'/J pour tout transfert de donnée. Si une source essaie d’engendrer un
nouveau flot lorsque J sources sont actives, ce flot est bloqué et la source revient dans 1’état
inactif. On s’intéresse a la probabilité de blocage et aux débits échantillonnés en temps et par
flot.

Distribution stationnaire

Par les propriétés d’insensibilité et de réversibilité, la distribution stationnaire 7 de I’état du
systéme avec le controle d’admission est la restriction de la distribution stationnaire (4.7) aux
états n < J. De meéme, la distribution stationnaire 7’ du nombre de sources actives lorsque les
sources sont équilibrées est la restriction de la distribution stationnaire (4.12) aux états n < J.
On a les analogues des Théorémes 4.15 et 4.16 :

Théoréme 4.21 Pour toutn < J —1, on a

De plus, la proportion w(n)/m(n + 1) est diminuée lorsque 'on remplace les taux de charge
Pis Pj,1 # J par deus nouveauz taux de méme somme mais d’une différence plus faible.
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4.2. Trafic élastique

Théoréme 4.22 Le nombre de sources actives est plus grand en distribution lorsque les sources
sont équilibrées :

Z 7' (n) > Z mw(n), pour tout m=0,1,...,J.

n>m n>m
Débits

Comme les distributions stationnaires ne sont que les restrictions des distributions du cas sans
contrdle d’admission, on s’apercoit que les débits eux-mémes sont plus faibles en distribution et
leurs moyennes sont plus faibles lorsque toutes les sources ou un sous-ensemble de sources sont
équilibreées.

Probabilité de blocage

Soit X; C X Densemble des états ou la source ¢ est inactive et Xj(n) C X; 'ensemble des
états ol la source ¢ est inactive et n sources sont actives. La probabilité de blocage des flots
de la source 7 est égale & la probabilité que J sources soient actives sachant que la source i est
inactive :

Dwex,(7) )
ZxEXi Oé(iL‘) .

La probabilité de blocage moyenne est donnée par :

1
i—1 Vi D gen () X(T
B Zz—l Z exX;(J) ( ) (4'13)

Zz’lzl vy ZmeXi Oé($)

B; =

Il n’est pas vrai en général que ’équilibrage des sources augmente la probabilité de blocage.
Par exemple pour I = 2 sources et au plus J = 1 source active, on a :

P2 et By = P1

By = .
YT 14 1+ p1

Ainsi, une source bénéficie de I’équilibrage du trafic si et seulement si 'autre source génére
la plus grande partie de la charge totale. Pour la probabilité de blocage moyenne, on obtient :
_ v1p2 + V2p1
vi(L+ p2) +v2(l+p1)’

qui n’est pas maximal pour p; = py en général.

Une condition suffisante pour que cette propriété soit vraie est que les flots de toute source
aient la méme moyenne de demande de service 1/u dans le systéme original.

Au contraire, on a les analogues des résultats sur la probabilité de saturation du modéle
d’Engset : I’équilibrage de toutes les sources ou d’un sous-ensemble de sources augmente la

probabilité de saturation :
B = (J).

Et de plus, I’équilibrage d’un sous-ensemble de sources augmente la probabilité de blocage d’une
source en dehors de ce sous-ensemble.
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

4.2.4 Contraintes de capacité

Introduisons maintenant des contraintes de capacité dans le modéle. On considére le cas
simple ou la capacité est limitée & une constante commune ¢ < C' pour tous les flots.

Notons ng la partie entiére de C'/c. Lorsque le nombre de flots n est strictement supérieur a
ng, C/n < ¢, donc chaque flot regoit une capacité C'/n bit/s; chaque flot regoit une capacité c
sinon.

Distribution stationaire
Les équations de balance détaillée sont 1égérement modifiées :

alx)y; = a(x + ei)uii, Vee X:xz;,=0,n<ng,

C

et

a(x)y; :a(az—l—ei)n'iil, Ve e X :x; =0,n > ng.

On a l’analogue du Théoréme 4.13 :

Théoréme 4.23 Le systéme est insensible et la distribution stationnaire de [’état du systéme
est donnée par

N
a(x) = a(O)(;) pri, sin < mng,
i=1
et

a(z) = a0 (C)no n"H,o st n > ng.

Corollaire 4.24 La distribution stationnaire du nombre de sources actives est donnée par

Cn 1
77(n)=7r(0)<;) Z pri, sin < ng,

z€X(n)i=1

et

F(n):ﬂ'(O)( >n0n' Z le, sim > ng.

zeX(n

On s’apercoit que pour chaque nombre de flots fixé n, ces distributions stationnaires sont
égales a celles obtenues dans le cas sans contrainte de capacité multipliées par certaines constantes.
Alors on a les analogues des Théoremes 4.15 et 4.16 :
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4.2. Trafic élastique

Théoréme 4.25 On a pour toutn <1 —1,

w(n) _ w(n+1)
7' (n) = w(n+1)

De plus, la proportion w(n)/m(n + 1) est diminuée lorsque l'on remplace les taux de charge
pis Pj, 1 # J par deuz nouveaur taur de méme somme mais d’une différence plus faible.

Théoréme 4.26 Le nombre de sources actives est plus grand en distribution lorsque les sources

sont équilibrées :
ZW’(n)ZZW(n), Vm=0,...,1I.

n>m n>m
Débits

Lorsque toutes les sources ou un sous-ensemble de sources sont équilibrées, les débits sont
plus faibles en distribution et leurs moyennes sont plus faibles.

Probabilité de blocage

Si 'on introduit un controle d’admission imposant que le nombre de sources actives soit
inférieur & un seuil J, on peut montrer comme dans la Section 4.2.3 que I’équilibrage d’un sous-
ensemble de sources augmente la probabilité de saturation et la probabilité de blocage d’une
source en dehors de ce sous-ensemble.

4.2.5 Reéseaux

On montrera dans cette section qu’en général, les résultats obtenus auparavant sont faux
pour les réseaux. En particulier, ’équilibrage de sources peut augmenter et aussi diminuer les
débits instantanés moyens, les probabilités de blocage, en fonction des parameétres du réseau.

Reprenons 'exemple d’un réseau linéaire de deux liens mais cette fois ci partagés par 4 sources
de trafic élastique, voir la Figure 4.2.
12 ‘ ‘ 4

( ) ( )
5 |

Fi1G. 4.2 — Un réseau linéaire.

L’espace d’états de ce résau est I’ensemble X = {0,1}*. Le réseau est équivalent & celui
de quatre files PS avec taux de service dépendants de 1’état. Alors une mesure stationnaire est
donnée par

4
a(z) = &(x) pri, Ve X,
i=1
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Chapitre 4. Equilibrage de sources

ou ® désigne la fonction de balance qui peut étre calculée explicitement dans ce cas.

Pour la source ¢, si active, c.a.d. x; = 1, son débit instantané est donné par

O(x — )
PO e
Alors son débit instantané moyen est donné par
D(x —e)

Zx:xizo szé($)
Zx:x,—:1 a(z)

pZ]P)(xZ — 1)7

on retrouve l'expression (4.8) du débit moyen échantillonné en temps /.

En particulier, pour la source 4, le débit instantané moyen est donné par

_ 1+ pi+p2tps+2(p1p2 £ pips + paps) + 6p1paps
L+ p+ 1+ p2+2p3+2p1p2 + 6p1p3 + 6p2ps + 8p1p2p3

Lorsque ps — oo, ce débit moyen tend & la fraction

1+ p1+ p2+6pi1p2
2+ 3p1 +3p2 + 8p1p2’

qui est augmenté lorsque les sources 1 et 2 sont équilibrées. Donc I’équilibrage de sources peut
augmenter le débit instantané moyen de la source 4.

Au contraire, lorsque pg — 0, la source 4 est presque stirement inactive et le systéme asympto-
tique est le modeéle d’un seul lien partagé par les sources 1, 2 et 3. Par conséquence, ’équilibrage
des sources 1 et 2 peut diminuer le débit instantané moyen des trois sources 1, 2 et 3.

Y4

Introduisons maintenant un contréle d’admission dans ce réseau tel que le premier lien accepte
au plus C1 = 2 sources actives et le deuxiéme n’accepte qu’une source active en méme temps.
Dans ce cas, on observe que 1’équilibrage des sources 1 et 2 diminue la probabilité de blocage de
la source 4 car cette probabilité est donnée par
- p3 + 2p1p3 + 2p2p3

L+ p1+ p2 + p3 + 2p1p2 + 2p1p3 + 2p2p3’
et I’équilibrage augmente le produit p;p2, il diminue la probabilité de blocage Bj.

Par contre, si C1 = 3 et Cy = 1, la probabilité de blocage de la source 4 est donnée par
_ p3 + 2p1p3 + 2p2p3 + 6p1p2p3
14 p1r+pa+p3+2p1p2 + 20103 + 20203 + 6p1p2p3”
qui est augmentée lorsque les sources 1 et 2 sont équilibrées.

B

By

En conclusion, les résultats précédents sont faux pour les réseaux, c.a.d. que I’équilibrage de
sources peut diminuer et aussi augmenter les débits, les probabilités de blocage, en fonction des
parameétres précis du systéme.
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Conclusion

En conclusion, nous présentons les principales contributions de ce travail et mentionnons
également de nombreux problémes ouverts qui constitueraient des perspectives de recherche
intéressantes.

Insensibilité dans les réseaux de files d’attente

Dans la premiére partie, nous avons montré que la file symétrique est insensible méme si les
permutations aléatoires de clients sont permis & chaque arrivée et a chaque départ, voir la section
2.1. Ensuite, l'insensibilité des réseau de Jackson et des réseaux de Kelly avec permutations
aléatoires ont été aussi conclue, voir les sections 2.2 et 2.3 respectivement. De plus, nous avons
montré que si les capacités de service, les taux de service et le routage dépendent du nombre
de clients & chaque file dans ces réseaux, l'insensibilité est équivalente & la propriété de balance
(Section 2.2.4).

En utilisant ce résultat, on peut construire de nombreuses nouvelles disciplines de service
insensibles (Section 2.4.1); et donc étend la classe de disciplines insensibles connues afin d’ap-
procher la classe de toutes les disciplines de service insensibles.

Il est trés intéressant & étudier l'insensibilité des modéles avec des transitions en batch et
avec des clients négatifs. Ces modeéles sont élaborés par plusieurs auteurs, voir [BvD91, YM9S8,
Miy97, MT97, MW96, MY93, Tay00, CHPT97, HNT94, HT90, HPTvD90, vDS90| et [CMP99,
FGS96, Gel93, FG92, Gel91, GGSI1| respectivement.

Métriques de débit

Dans le chapitre 3, nous avons introduit deux nouvelles métriques de débit dans les modéles
de trafic élastique. Il s’agit des débits échantillonnés par flots et en temps. Ces deux débits sont
trés utiles pour évaluer la performance d’un modéle.

Equilibrage de sources de trafic élastique

Dans le dernier chapitre, nous avons considéré un lien unique partagé par un nombre de
sources de trafic élastique hétérogénes. Nous avons montré que I’équilibrage des sources diminue
le débit moyen et diminue également les débits échantillonnés par flots et en temps. En présence
d’un controle d’admission, 1’équilibrage d’un sous-ensemble de sources augmente la probabilité
de blocage de toute source en dehors de ce sous-ensemble. Si les flots de toute source ont la méme
moyenne de demande de service dans le systéme original, I’équilibrage des sources augmente la
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probabilité de blocage du systeme. Ce résultat assure que l'on peut dimmensionner le modeéle en
supposant les souces homogénes malgré la forte hétérogénéité observée en pratique.

En général, le résultat est en revanche faux dans le modéle multidébit et dans un réseau
de liens, de trafic élastique ou de trafic de circuits. L’équilibrage d’une classe de sources peut
augmenter ou diminuer le débit et la probabilité de blocage des autres sources. Existe-il des
conditions particuliéres qui assurent dans un réseau que l’équilibrage des sources augmente la
probabilité de blocage et diminue le débit? Y-a-t-il un autre moyen pour simplifier le dimen-
sionnement, similaire & 1’équilibrage des sources? Ces questions ne sont pas encore traitées et
ouvrent un perspective de recherche intéressant.
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Réseaux de Kelly avec permutations
décrits par RGSMP

Dans cette partie, on décrira les réseaux de Kelly avec permutations aléatoires (Section 2.3)
par un modéle RGSMP et on montrera leur propriété d’insensibilité.

Modéle

Dans notre réseau, il y a des classes de clients et chaque client demande un service a une et
seulement une file d’attente fixée correspondante & sa classe. Les clients de la classe ¢ arrivent
dans le réseau selon un processus de Poisson d’intensité v, et chacun demande un service de
moyenne 1/u.. Ensuite, a achévement de son service, ces clients rejoignent la classe ¢’ avec la
probabilité p.., ou quittent le réseau avec la probabilité

pe=1- Z Pece'
ceC
o C désigne l'ensemble des classes.

Posons n = {n.,c € C} le macro-état du systéme, ou n. donne le nombre de clients de la
classe ¢, et G I'ensemble de ces macro-états.

Ce réseau peut étre décrit par un processus semi-markovien généralisé dont les emplacements
actifs sont les couples (¢, ). Chaque couple (c,1) correspond soit & un client dans le réseau, ou ¢
désigne la classe du client et [ désigne sa position dans la file correspondante, soit & un arrivé,
ol ¢ désigne la classe du nouvel arrivé et | = 0 par convention.

Pour chaque classe ¢, il y a deux types d’horloges dont
— ac représente des arrivées avec la moyenne du temps de séjour nominal 1/pu,, = 1/v..
— b, représente des clients de cette classe avec la moyenne du temps de sé¢jour nominal 1, =

e

Il y a trois types de transitions dans le réseau :
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Anneze A. Réseaux de Kelly avec permutations décrits par RGSMP

Arrivée d'un client de la classe ¢ a la file correspondante i. Ce client est placé a la position
[ et les anciens clients sont permutés & chaque file selon une certaine permutation o avec la
probabilité a.(n, o). Dans ce cas, 'horloge a ’emplacement (¢, 0) s’épuise, une nouvelle horloge
est créée a cet emplacement et une aure horloge est créée a 'emplacement (c,1).

Alors ’ensemble des emplacements des horloges qui se sont épuisées est U = {(c,0)} et
I’ensemble des nouvelles horloges est U’ = {(c,1), (¢,0)}. Notons n’ = n + e, le nouveau macro-
état alors la permutation des anciens clients correspond a une réallocation bijective d’horloges :

F(n,U7n’7U’) . A(TL) \ U— A(TL,) \ U,
de telle sorte que le type de chaque horloge reste inchangé :

T(n) =70y on )n), W€ A\ U,

Le taux de cette transition est donné par

p(n, U, U") = Zéi(l,n/)ac(n,a) =§(l,n),

ou ¢ désigne la file correspondante & la classe ¢ du nouvel arrivé.

Départ du client de la classe en position [ de la file correspondante et les autres clients
sont permutés a chaque file selon une certaine permutation o avec la probabilité S.(n', o), ou
n' = n — e, désigne le macro-état obtenu apres le départ. Dans ce cas, I'horloge a 'emplacement
(c,1) s’épuise et aucune horloge n’est créée :

U={(c,1)} et U=10.

Le taux de cette transition est donné par

p(’I’L, U) nlv U/) = Z ﬁc(n — €, J)pc = Pc-

Changement de classes. Aprés 'achévement de son service, le client de la classe ¢ & la position
[ rejoint la classe ¢’ et prend la position I’ de la file correspondante a sa nouvelle classe. Les
autres clients sont permutés & chaque file selon une certaine permutation o avec la probabilité
Yee' (N — €¢,0), o n — e, désigne le macro-état obtenu du macro-état n en supprimant un client
de la classe c¢. Dans ce cas, I'horloge a emplacement (c,l) s’épuise et une nouvelle horloge est
créée a 'emplacement (¢/,1') :

U={(c,D)}et U={,lI'}.

Posons n’ = n — e, + e le macro-état du réseau aprés ce changement de classes, le taux de
cette transition est donné par

p(n, U, ’I’L/, U/) = Z 'YCc’(n — €c, U)pcc’ = Pcc’-
(ea
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Remarquons que dans ce modéle RGSMP, le macro-état considéré se compose du nombre de
clients de chaque classe. De plus, la fonction ¢ et les permutations aléatoires peuvent dépendre
de ce macro-état. On démontrera directement le Théoréme 2.12 sur la distribution stationnaire
du nombre de clients de chaque classe. Le Théoréme 2.11 sur le nombre de clients & chaque file
est ensuite une conséquence de ce résultat.

Cas exponentiel

Théoréme A.27 Siles demandes de services sont toutes exponentielles, la distribution station-
naire du macro-état du réseau est a forme produit et est donnée par

w(n) = [0 - pooie,  ned,
ceC

ol Ao désigne le taur d’arrivée effectif de la classe ¢ défini par les équations de traffic pour le
réseau de Kelly (2.9) et pc = A/ pe désigne le taux de charge di a la classe c.

Preuve. Remarquons que les permutations se simplifient dans les expressions des taux de tran-
sition. Alors comme dans le cas de réseau de Kelly sans permutation, la mesure de probabilité 7
donnée dans le théoréme satifait les équations de balance globale (1.22) :

n(n Z(VchZuczln) O S L)
ceC n'e€G (/') eA(n') UCA(n

ou i, j désignent la file correspondante a la classe ¢, ¢’ respectivement, et 7. (I',n’) désigne le type
du client & ’emplacement (¢, 1’).
Alors 7 est la distribution stationnaire du macro-état n. g

Insensibilité

Théoréme A.28 Le réseau de Kelly avec des permutations aléatoires est insensible a la dis-
tribution des demandes de service des clients de chaque classe. La distribution stationnaire du
nombre de clients de chaque classe est donnée par

w(n) =[]0 = pe)oie,

ceC

Preuve. Tout d’abord, la chaine incluse du processus semi-markovien considéré est récurrente

positive (1.23) :
Z m(n) Z<yc+z,uc,ln>

neG ceC
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Anneze A. Réseaux de Kelly avec permutations décrits par RGSMP

Ensuite, les processus d’arrivées sont tous poisonniens dans notre modéle, alors les temps de
séjour des horloges aux emplacements (¢, 0) sont exponentiels pour toutes classes c. Les équations
de balance locale pour les horloges non-exponentielles (1.25) deviennent

wedi(l,n)m(n) = w(n — ec)vedi(l,n) + m(n — ec + ex ) e 0i (1, n)pere, V(c, 1) € A(n),l > 0.

Remarquons que ces équations de balance locale ressemblent aux équations de balance par-
tielle dans la preuve du Théoréme 2.10. En remplacant 7 par sa forme explicite, on peut vérifier
que la mesure de probabilité 7 satisfait ces équations de balance locale. D’aprés la Proposition
1.16 et la Remarque (1.1), le modele est insensible & la distribuion des demandes de service des
clients de chaque classe. O
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