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R�sum�

Cette th�se d�veloppe une approche bas�e sur la g�om�trie pro�
jective pour analyser et traiter des s�quences d�images obtenues avec
une cam�ra mobile� Les d�rivations et d�monstrations sont faites sans
supposer qu�une information a priori est disponible sur les images� que
ce soit sur le mouvement de la cam�ra ou sur leurs param�tres in�
trins�ques� comme la distance focale ou les points principaux� Il peut
m�me s�agir de cam�ras di	�rentes� La seule hypoth�se est que la sc�ne
est rigide�

Le premier chapitre introduit le mod�le math�matique de la cam�ra
que nous utilisons� c�est 
 dire le mod�le perspectif� � partir d�une for�
malisation en g�om�trie projective de la structure d�une cam�ra� nous
d�rivons les objets math�matiques n�cessaires 
 la compr�hension d�un
syst�me de deux cam�ras� c�est 
 dire la g�om�trie �pipolaire� puis de
trois cam�ras avec les trilin�arit�s� Une th�orie uni�catrice est pr�sen�
t�e� bas�e sur des d�terminants� qui permet de g�n�raliser les objets
utilis�s pour le cas de deux et de trois cam�ras au cas d�un nombre
quelconque de cam�ras� Les liens entre ce formalisme et d�autres th�o�
ries sont mis en �vidence� Nous �tudions aussi avec soin comment les
objets peuvent se calculer les uns 
 partir des autres� en prenant soin
de n�omettre aucun cas particulier�

Ces mod�les auraient une utilit� limit�e si il n�existait pas de m��
thodes pour estimer cette g�om�trie� C�est l�objet du deuxi�me cha�
pitre� Tout d�abord� nous pr�sentons les algorithmes utilis�s pour ex�
traire des images les primitives d�int�r�t que nous allons utiliser par la
suite� Il s�agit de points et de droites vus dans plusieurs images� Nous
distinguerons les proc�d�s d�extraction de ces primitives des proc�d�s
de mise en correspondance� Nous abordons le probl�me de l�estimation
de la g�om�trie des cam�ras sous plusieurs angles� 
 partir des matrices
fondamentales repr�sentatives de la g�om�trie �pipolaire� 
 partir du
tenseur trifocal� repr�sentatif des trilin�arit�s� ou bien directement�

 partir des �pipoles seulement� Cette estimation est faite par petits
groupes de vues qui ont des primitives en commun� Il faut alors recoller
les estimations partielles pour pouvoir exprimer toutes les matrices de
projection dans la m�me base� Plusieurs m�thodes sont possibles pour
calculer ce changement de base� Nous en d�crivons trois� que nous com�
parons 
 l�aide de tests statistiques� La g�om�trie globale peut ensuite
�tre ra
n�e 
 l�aide de di	�rents proc�d�s it�ratifs� Toutes les m��
thodes sont test�es sur des donn�es synth�tiques et sur des s�quences
r�elles�

La deuxi�me partie de cette th�se pr�sente l�application 
 un sys�
t�me de cam�ras d�une extension de la g�om�trie projective� la g�om��
trie projective orient�e� Nous introduisons tout d�abord les concepts
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math�matiques n�cessaires et les th�or�mes qui en d�coulent� Nous ex�
plorons aussi les possibilit�s o	ertes par la g�om�trie projective orien�
t�e� comme la notion de gauche ou de droite� d�enveloppe convexe et
de segment� L�application de ces outils 
 la vision conduit 
 l�orien�
tation des cam�ras et des plans focaux de ces cam�ras� Tous les ob�
jets que nous avons �tudi�s pr�c�demment poss�dent maintenant une
orientation� C�est le cas en particulier des matrices fondamentales et
des �pipoles� Les applications pratiques sont multiples� Nous d�crivons
comment cette m�thode est employ�e pour supprimer des faux appa�
riements� ou bien pour construire des enveloppes convexes d�objets� ou
encore pour d�terminer les parties visibles dans une nouvelle vue� ce
qui nous sera utile par la suite� Nous montrons les liens qui existent
entre cette th�orie et une autre� di	�rente� mais conduisant aux m�mes
r�sultats � la chiralit��

La troisi�me partie de cette th�se montre diverses applications de
ces algorithmes 
 des probl�mes concrets�

Le premier chapitre traite des applications dans les images direc�
tement� L�exemple abord� est celui de la synth�se de nouvelles vues
sans utiliser de mod�les tridimensionnels� Cette m�thode a l�avantage
de permettre un rendu beaucoup plus r�aliste des sc�nes puisqu�elle
est bas�e sur les images et non pas sur des mod�les de r��ectances et
de textures� Cette m�thode est aussi avantageuse dans le cas de sc�nes
changeant constamment et pour lesquelles la construction d�un mod�le
��D est inadapt�e�

Le dernier chapitre est consacr� aux m�thodes d�obtention d�un
mod�le tridimensionnel de la sc�ne 
 partir de vues non calibr�es� L�es�
timation de la g�om�trie des cam�ras permet de simpli�er grandement
l�estimation de la structure de la sc�ne� L�introduction de quelques
contraintes suppl�mentaires� comme le parall�lisme de quelques droites
ou l�orthogonalit� de quelques autres permet de transformer le mod�le
��D projectif en un mod�le ��D euclidien� Des exp�riences dans des
conditions r�elles sont pr�sent�es� pour la reconstruction d�un b�ti�
ment 
 partir de di	�rentes vues�
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��� Mod�le st�nop�� Projection d
un objet de l
espace ��D sur le
plan r�tinien� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� Comparaison de trois di��rents mod�les utilis�s en vision par
ordinateur � orthographique� paraperspectif et perspectif� Le
m�me objet est projet� de � mani�res di��rentes� Les rayons
optiques sont indiqu�s en pointill�s� � � � � � � � � � � � � � � � ��
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��	 	 �pipoles sur une droite � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Interpr�tation g�om�trique d
une trilin�arit�� La condition est

que la droite passant par C� et m�� le plan ��� � ��m��
construit � partir de la droite � � � et du point m�� et le
plan ��� � ��m�� se coupent en un point de l
espace� � � � � � ��

��� Les �pipoles v�ri
ent les trilin�arit�s avec un point quelconque�
En e�et� e�� et C�� e�� et C� d�
nissent des faisceaux de plans
passant par C�� Tous les rayons issus du centre optique C�

coupent donc ces deux faisceaux de plans en un point unique
qui est le centre optique de la premi�re cam�ra� � � � � � � � � ��

��� Si les deux points m� de l
image I� et m� de l
image I� sont
en correspondance� la valeur de la fonction d
intensit� de I�
dans un voisinage V� de m� est corr�l�e � celle de la fonction
d
intensit� de I� dans un voisinage V� de m�� � � � � � � � � � � ��
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��� Un sous ensemble de matrices fondamentales permettant d
ob�
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��� Crit�re � minimiser pour obtenir des trilin�arit�s de mani�re
non lin�aire� Les points m� et m� engendrent � droites dans
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��	 Matrice jacobienne creuse par blocs� Les parties noires repr��
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��� Droites engendr�es dans la troisi�me image par un tenseur du
premier groupe lorsque l
on conna t m� et m�� Les points m�

et m� sont pr�sent�s ici en situation g�n�rale� ils ne v�ri
ent
pas la contrainte �pipolaire existant entre les images � et �� � � ��
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nombre de points varie� Le bruit est ici de ��� pixel� Les erreurs
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Les r�sultats ont �t� obtenus avec ��� points� Les erreurs des
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���� Comparaison des m�thodes directes pour 	 vues � La distance
utilis�e est la distance DE� Ce graphe est le m�me que le
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meilleures m�thodes sont pr�sent�es� � � � � � � � � � � � � � � ��
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���� Comparaison des m�thodes de ra�nement pour 	 vues� La dis�
tance utilis�e ici est la distance DR� Les abscisses repr�sentent
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���	 D�tails de la g�om�trie �pipolaire calcul�e sur la place des
Arcades� Trois des huit images sont pr�sent�es� Elles appar�
tiennent � trois blocs di��rents �deuxi�me� cinqui�me et sep�
ti�me images� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� D�tails de la g�om�trie �pipolaire calcul�e sur la place des
Arcades� Quatre des huit images sont pr�sent�es� Le d�tail est
le sommet d
une antenne de t�l�vision� � � � � � � � � � � � � � ���

���� Vue d
ensemble de la place� Des droites �pipolaires sont trac�es
en certains points� On remarque que les droites �pipolaires se
coupent en des points uniques� Ces points sont en correspon�
dance entre les images� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� Cinq images de la biblioth�que de l
INRIA� Des droites �pipo�
laires sont trac�es entre les images � certains points� � � � � � � ���

���� D�tails des droites �pipolaires trac�es sur l
image autour d
un
point caract�ristique� Le point est ici le coin inf�rieur droit de
la fa�ade de la biblioth�que� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� Repr�sentation sph�rique de P� et T � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Passage de la repr�sentation sph�rique � la repr�sentation pla�

naire pour P�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Repr�sentation planaire de P� et T � � � � � � � � � � � � � � � ��	
��� Droite orient�e dans T � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Une cam�ra orient�e� Elle est repr�sent�e par un plan orient��

qui se d�compose en deux plans �celui de devant et celui de
derri�re�� Ces deux plans ont une droite en commun� qui re�
pr�sente la ligne � l
in
ni de ces plans� � � � � � � � � � � � � � ���

��	 Une �tranche� de cam�ra orient�e pr�sent�e suivant le mod�le
sph�rique� C et �C sont les centres optiques possibles� La ligne
en gras repr�sente l
intersection avec le plan focal �f � la ligne

ne le rayon optique dessin� ici au d�part de C� � � � � � � � � ���

��� Le plan �pipolaire de M repr�sent� suivant le mod�le sph��
rique� Les lignes l� et l� repr�sentent les intersections des plans
focaux avec le plan �pipolaire de M� � � � � � � � � � � � � � � ���

��� Division de T � en � zones � devant et derri�re les plans focaux� ��	
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��� �volution des zones avec le nombre de cam�ras� L
exemple
pr�sent� ici est avec � cam�ras� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� Faux appariements d�tect�s gr!ce � l
orientation� Le point cor�
respondant dans l
espace est reconstruit derri�re les plans focaux����

���� Deux points de l
espace confondus dans une des cam�ras� � � � ���
���� Changement d
orientation lorsque le centre optique de la deuxi�me

cam�ra traverse le plan focal de la premi�re cam�ra� Il est not�
C� et C �

� suivant la con
guration� L
�pipole correspondant est
not� e�� et e���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� � images synth�tis�es avec des cam�ras di��rant uniquement
par l
orientation� L
image de gauche pr�sente des anomalies sur
le cot� qui sont dues au fait que le sein droit du mannequin
est vu par derri�re� L
objet n
est pas complet parce que les
images sources ne le couvrent pas enti�rement� � � � � � � � � � ���

���� La cam�ra qui regardait � travers l
in
ni� Les rayons traversent
le plan � l
in
ni pour se retrouver de l
autre cot� de la cam�ra� ���

���� Position possible du plan � l
in
ni par rapport aux plans focaux����

��� Transfert �pipolaire simple� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� Comparaison de m�thodes de pr�diction �droite � avec instabi�

lit�s dans le plan trifocal� gauche � sans instabilit�s�� � � � � � � ���
��� Transfert �pipolaire � proximit� du plan trifocal � vue ��D� � � ���
��� Transfert �pipolaire � proximit� du plan trifocal � vue ��D� � � ���
��� Probl�me de discr�tisation entre deux images� � � � � � � � � � ���
��	 Pr�sence de trous dans l
image synth�tis�e� Les trous sont dus

au fait qu
un balayage r�gulier de la sc�ne dans une des images
de d�part ne garantit pas un balayage r�gulier de la sc�ne dans
l
image synth�tis�e� On voit donc appara tre des irr�gularit�s� ���

��� Solutions multiples� Il existe plusieurs points de la sc�ne sur
le m�me rayon� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��	

��� Les droites �pipolaires dans les images sources ainsi que l
image
par les cartes de disparit� de la droite �pipolaire dans la pre�
mi�re image� Deux points de la sc�ne se trouvent sur ce rayon�
Seul le point Ma est visible� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� Synth�se d
images sans mod�le tridimensionnel� Les deux images
sources sont pr�sent�es au dessus� l
image destination en des�
sous� Cette exp�rience est particuli�rement convaincante car la
position de l
image destination est tr�s di��rente de la position
des images initiales� exacerbant ainsi les d�fauts possibles� � � ���

���� Con
guration utilis�e pour l
acquisition d
images � � � � � � � ���
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���� Les 	 images sources utilis�es pour calculer les nouvelles images�
Elles sont prises de � points de vue di��rents� avec � chaque
fois trois orientations di��rentes� Les � premi�res photos ont
�t� acquises d
un point de vue� les trois suivantes d
un autre
point de vue� Les images ont �t� acquises avec un appareil
photo standard� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� Les deux images mosa"ques engendr�es � partir des 	 images
pr�c�dentes� Les zones noires repr�sentent des parties visibles
dans aucune des images� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� � images extraites d
une s�quence de ��� Le mouvement est
une interpolation entre les mosa"ques� � � � � � � � � � � � � � ���

���� � images extraites d
une s�quence de ��� Le mouvement est un
mouvement de translation vers l
avant � partir de la premi�re
cam�ra� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

���� La contrainte d
ordre n
est pas v�ri
�e� En e�et� les points ma
i

et mb
i n
apparaissent pas dans le m�me ordre dans les deux

images� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
���	 Triangulation dans l
image� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��	
���� Ensemble de droites parall�les d�tect�es dans une image� � � � �	�
���� Reconstruction a�ne d
une sc�ne� ici des toits d
un village

suisse� Vue de haut �droite� et vue de cot� �gauche�� La sc�ne
est tr�s distordue� mais le parall�lisme est conserv�� La base a
�t� choisie pour que le plan � l
in
ni ait T � � pour �quation�
L
origine est un des points de la sc�ne et les trois directions
ont �t� choisies non coplanaires mais ne repr�sentent rien de
particulier� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	�

���� Droites perpendiculaires s�lectionn�s pour calculer la transfor�
mation de la reconstruction a�ne vers la reconstruction eucli�
dienne� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	�

���� Reconstruction de la sc�ne apr�s la minimisation des para�
m�tres de retour � l
euclidien� Vue de dessus �droite�� de cot�
�gauche� et de biais �bas�� La sc�ne est d�sormais reconnais�
sable� les angles et les rapports de distance sont pr�serv�s ainsi
que le parall�lisme� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	�

���� Un point dans une image �� gauche� contraint ses correspon�
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Chapitre �

Introduction

��� Motivations

Les images sont de plus en plus pr�sentes dans notre environnement� La
demande est forte pour la cr�ation d
images� que ce soit pour la 
ction� pour
la simulation ou bien pour le jeu� Ces images peuvent �tre cr��es de mani�re
cin�matographique� ou bien � partir de dessins� ou bien � partir d
ordinateurs�
Ces images informatiques nouvelles peuvent �tre soit le traitement d
images
r�elles� soit une invention compl�te de l
ordinateur �et de son ma tre��

Pour que ces images soient visuellement correctes� elles doivent issues de
la g�om�trie tridimensionnelle de la sc�ne� La principale di�cult� est alors de
d�terminer les param�tres des images sources dans la sc�ne� qui sont parfois
disponibles� mais le plus souvent inconnues�

Comprendre et calculer la g�om�trie d
une sc�ne � partir d
images est un
probl�me extr�mement di�cile �et n
ayant pas toujours toujours une solution
unique�� Plusieurs approches existent� notamment en st�r�ovision binoculaire
#Marr et Poggio� ����� Dhond et Aggarwal� ����� Hotz� ����� Nishihara et
Poggio� ����� Nishihara et Poggio� ����$� trinoculaire #Ayache et Lustman�
����a� Ito et Ishii� ���	b� Kitamura et Yachida� ����� Pietikainen et Har�
wood� ����$ et multi�baseline #Ohta et Kanade� ����� Milenkovic et Kanade�
����� Kanade et Okutumi� ����$ � D
autres m�thodes sont bas�es sur l
esti�
mation de la structure � partir du mouvement comme #Aggarwal et Nand�
hakumar� ����� Huang et Netravali� ����� Jerian et Jain� ����� Weng et al��
����� Lee et al�� ����$�

Malheureusement� toutes ces m�thodes supposent connus les param�tres
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optiques de la cam�ra� Or� de nombreux facteurs peuvent changer la valeur
de ces param�tres � il peut s
agir d
un changement de focale pour permettre
de s�lectionner un d�tail de la sc�ne #Enciso et al�� ����� Vi�ville et al�� �����
Vi�ville� ����� Aloimonos et al�� ����� Pahlavan et al�� ����$� il peut s
agir
d
une mise au point #Krotkov� ����� Krotkov et Bacjcsy� ����� Das et Ahuja�
����$�

Ces param�tres peuvent �tre mesur�s � l
aide d
un laser #Willson� �����
Willson et Shafer� ����$� mais� habituellement� on se sert de l
analyse d
une ou
plusieurs images d
une mire dite de calibration� Cette mire peut �tre 
xe ou en
mouvement� C
est g�n�ralement un cube� un di�dre #Robert� ����$ ou un plan
que l
on d�place #Tsai� ���	� Lenz et Tsai� ����� Tsai� ����� Tsai� ����� Lenz
et Tsai� ����$� Malheureusement� obtenir des images de cette mire est parfois
malcommode� comme pour les applications sous�marines� mais parfois aussi
impossible� comme par exemple pour les applications spatiales et plan�taires�
o� le transport de tels objets pr�sente un co%t prohibitif� D
une mani�re plus
g�n�rale� cette calibration rend le syst�me plus di�cilement utilisable par des
non sp�cialistes� de par sa relative complexit�� Il existe toutefois des logiciels
commerciaux utilisant une calibration approximative comme PhotoModeller�

De plus� l
utilisateur veut parfois avoir un contr&le actif de son syst�me de
cam�ras� Il peut vouloir se concentrer sur des zones de l
image particuli�re�
ment int�ressantes� ou bien d�placer son champ de vision sur des objets plus
proches ou plus lointains et faire une mise au point de l
image� Ces syst�mes
de vision active #Ma et Olsen� ����� Pahlavan et al�� ����$ ont beaucoup de
mal � conserver une calibration au cours du temps�

Pis encore� on veut pouvoir traiter des images qui ont �t� prises avec
une cam�ra ou un appareil photo dont la calibration n
est pas disponible�
Il s
agit de 
lms pr�existants� de photos prises par des non sp�cialistes� de
vid�os amateur� Pour toutes ces applications� la calibration est simplement
impossible�

Nous allons tenter d
apporter une r�ponse � ces probl�mes dans cette
th�se en prenant le parti de ne pas calibrer nos images� Bien s%r� ce choix va
entra ner de nombreux probl�mes � r�soudre� Ce parti pris pour la simpli�
cit� d
acquisition va entra ner des di�cult�s de traitement� En ayant moins
d
informations a priori sur la g�om�trie du syst�me� les r�sultats possibles
seraient moins int�ressants� Il va donc falloir que nous obtenions cette infor�
mation manquante pour faciliter le travail de l
utilisateur�

Tout d
abord� nous allons nous demander quelle est l
information maxi�
male que nous pouvons extraire des images sans calibration� La r�ponse d��
pendra bien s%r du nombre de cam�ras et de leur con
guration g�om�trique�
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comme nous le verrons au cours du premier chapitre� Il nous faudra ensuite
estimer cette information g�om�trique� ce que nous ferons au deuxi�me cha�
pitre� Nous pr�senterons diverses m�thodes ainsi qu
une comparaison bas�e
sur des donn�es exactes ainsi que sur des donn�es r�elles� Notre mod�le se�
rait malgr� tout incomplet si nous n
introduisions pas la notion d
orientation
au chapitre �� En e�et� si les notions de devant la cam�ra et de derri�re la
cam�ra sont �videntes lorsque l
on est calibr�� elle deviennent beaucoup plus
d�licates � appr�hender sans cette hypoth�se� Cette information est pour�
tant cruciale pour plusieurs applications� Ces applications seront pr�sent�es
au chapitres � et �� Nous montrerons qu
il est possible de synth�tiser de nou�
velles vues sans avoir � reconstruire un monde tridimensionnel� de construire
une mosa"que � partir de plusieurs images� Les domaines d
utilisation de ces
m�thodes sont extr�mement nombreux � on imagine un jeu vid�o de courses
de voitures ou les images ne sont pas synth�tiques� mais des images r�elles
d
un circuit existant� On imagine un d�veloppement panoramique de pho�
tos d
un paysage pris en plusieurs fois� On imagine un catalogue de vente
par correspondance sur votre t�l�vision branch� sur une simple ligne de t�l��
phone� Certaines de ces applications sont d�j� au stade commercial comme
par exemple QuickTime VR d
Apple�

Nous montrerons dans un deuxi�me temps qu
il est possible de recons�
truire une sc�ne � partir de di��rentes vues et ceci sans calibration� En
n�
nous montrerons comment il est possible de calibrer un syst�me de cam��
ras interactivement sans mire� mais avec des images d
une sc�ne quelconque�
L� encore� les domaines d
utilisations sont nombreux� On voudrait recons�
truire une ville d�truite pendant la guerre � partir d
un 
lm� On voudrait
construire facilement des mod�les tridimensionnels pour l
animation� simple�
ment � partir d
images de ces objets� On voudrait montrer aux gens une
cuisine dans leur appartement virtuel obtenu � partir de photos de famille�
Des programmes commerciaux existent pour certaines de ces applications�
avec toutefois des conditions plus restrictives� Ces logiciels sont d�velopp�s
par des soci�t�s issues de la photogramm�trie comme PhotoModeller�

��	 Contributions de cette th
se

Dicunt ei C�saris tunc ait illis reddite ergo qu� sunt C�saris
C�sari et qu� sunt Dei Deo�

Mathieu� �����
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����� Premi�re partie

La section ��� est enseign�e dans tous les cours de vision par ordinateur�
Les personnes y ayant contribu� sont trop nombreuses pour �tre nomm�es ici�
Ce sont principalement des mod�les utilis�s par les photogramm�tres qui ont
�t� repris en vision par ordinateur� La section ��� pr�sente principalement
le travail de Thomas Huang et Olivier Faugeras ainsi que des parties de la
th�se de Quang�Tuan Luong� Je suis responsable pour la premi�re partie de la
section ���� tandis que la deuxi�me partie re'�te le travail d
Amnon Shashua
et de Richard Hartley� La th�orie uni
catrice des d�terminants est l
(uvre
d
Olivier Faugeras� de Bernard Mourrain ainsi que de Bill Triggs� Le passage
d
un formalisme � un autre correspond � ma recherche�

Les m�thodes d
extraction de primitives d
int�r�t ainsi que de mise en cor�
respondance sont une compilation des id�es et m�thodes de Thierry Blaszka�
Cyril Zeller et Rachid Deriche� L
estimation de F pour une paire d
images est
le travail de Quang�Tuan Luong et de Zhengyou Zhang� L
estimation de T a
�t� r�alis�e par mes soins � partir d
id�es de Richard Hartley� J
ai construit
les m�thodes expos�es � la section ��� mis � part l
ajustement de rayons
emprunt� � la communaut� de photogramm�trie�

����� Deuxi�me partie

La th�orie de la g�om�trie projective orient�e a �t� construite au si�cle
dernier� Son introduction en vision computationelle est due � Jorge Stol
�
Les implications pour la vision par ordinateur ont m%ri apr�s de nombreuses
discussions avec Olivier Faugeras� Des th�ories similaires ont �t� d�velopp�es
par Richard Hartley dans un formalisme di��rent�

����	 Troisi�me partie

La synth�se d
images sans mod�le tridimensionnel et la compression d
ima�
ge non destructive est une nouveaut� apport�e par cette th�se� Les applica�
tions de ce domaine sont probablement tr�s vastes� et beaucoup reste encore
� faire�

Les applications tridimensionnelles ont �t� d�velopp�es au sein d
un pro�
jet Europ�en � REALISE� en collaboration avec Thomson�Syseca� l
universit�
d
Utrecht et le Fraunhofer Institute � Darmstadt� Le travail pr�sent� est par�
tiellement du � Luc Robert et Cyrille Gauclin�
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Chapitre �

G�om�trie d�un syst�me de N

cam�ras

Dans ce chapitre� nous d�crivons d
abord le formalisme qui nous permet
de repr�senter chaque cam�ra s�par�ment� puis des syst�mes de deux et trois
cam�ras� et en
n un ensemble quelconque de cam�ras� Le formalisme ma�
th�matique sous�jacent est celui de la g�om�trie projective� particuli�rement
adapt� comme nous allons le voir�

	�� Le mod
le de la cam�ra

L
objet de cette section est de d�crire quels mod�les de cam�ras existent
et sont appropri�s � nos applications et quels mod�les de cam�ras nous al�
lons utiliser� Le mod�le de cam�ra repr�sente le m�canisme math�matique et
physique qui permet de produire une image � partir d
une sc�ne tridimen�
sionnelle� Dans tous les cas� il s
agit d
une projection au sens math�matique
du terme de l
espace vers le plan r�tinien� Nous privil�gierons le mod�le pers�
pectif ou mod�le st�nop� pour des raisons qui seront d�velopp�es plus loin�

Le lecteur trouvera ici peu d
informations sur l
aspect photom�trique de la
formation des images sur une r�tine� Cet aspect est occult� par le fait que nous
utilisons des primitives images ou primitives d
int�r�t qui ont �t� extraites �
une �tape ant�rieure des calculs� L
extraction et la mise en correspondance
de primitives impliquent des hypoth�ses tr�s pr�cises sur la photom�trie�
mais ces aspects sortent du champ de nos investigations� Nous reparlerons
cependant un tout petit peu de la r�'ectance au chapitre ������
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����� Le mod�le st�nop�

Ce mod�le que nous avons choisi est aussi le plus couramment utilis�� Une
cam�ra est repr�sent�e par un plan r�tinien �r et un centre optique C qui
n
appartient pas � �r� L
image d
un point M de l
espace est la trace du rayon
hC�Mi sur le plan �r �voir 
gure ����� Le plan parall�le � �r et passant par
C est appel� plan focal et est not� �f � La distance focale f est Cc o� c est
la projection orthogonale de C sur �r� c est aussi appel� point principal�

M

m

C

O

R

Rx

Ry

Rz

�r

�f

Fig� ��� ) Mod�le st�nop�� Projection d�un objet de l�espace �	D sur le plan
r�tinien�

Soit R�O�Rx� Ry� Rz� un rep�re orthonorm� de l
espace et �o�u�v� un re�
p�re a�ne du plan �r� L
expression analytique de la projection se d�compose
en trois parties distinctes�

) Un changement de rep�re de l
espace�

) Une projection�

) Un changement de rep�re dans le plan�

Pour un point M donn� de l
espace repr�sent� par le vecteurMr�Xr� Yr� Zr�
dans le rep�re R� ses coordonn�es dans le rep�re associ� au centre optique
RC�C�Cx� Cy� Cz� �avec Cz orient� suivant Cc� sont Mc�Xc� Yc� Zc� � RMr�
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t� R et t d�crivent le changement de rep�re entre R et RC � La projection
sur �r s
obtient en divisant Xc et Yc par Zc�f � Le passage du rep�re induit
par RC sur �r au rep�re �o� u� v� se fait de la mani�re suivante�

�
u
v

�
�

�
�u ��u cot �
� �v sin �

��
xc
yc

�
�

�
u�
v�

�
�����

� est l
angle entre les vecteurs u et v� �u et �v sont les facteurs d
�chelle
sur les axes� Ils repr�sentent la distance focale exprim�e en unit�s pixel ho�
rizontalement et verticalement� u� et v� sont les coordonn�es de c dans le
rep�re �o� u� v��

En pratique� � est toujours proche de ��� #Vaillant� ����$� �u et �v sont
donn�s par les constructeurs pour les cam�ras CCD� Le rapport �u��v varie
peu #Faugeras� ����$ lorsque l
on change la distance focale�

La cam�ra est donc repr�sent�e par R� t� �u� �v� �� u�� v�� R et t sont
appel�s les param�tres extrins�ques puisqu
elles ne d�pendent que de la posi�
tion de la cam�ra dans l
espace� R d�pend de � param�tres� t de �� Les autres
param�tres sont appel�s les param�tres intrins�ques puisqu
ils ne d�pendent
que de la cam�ra�

La description de l
op�ration de projection peut grandement �tre sim�
pli
�e en utilisant les coordonn�es homog�nes comme nous le verrons � la
section ������

����� Autres mod�les

Des mod�les di��rents existent �voir 
gure ����� Ils ont pour certains
l
avantage de la simplicit�� comme le mod�le orthographique ou le mod�le
paraperspectif� D
autres brillent par leur compl�tude et une meilleure prise
en compte de l
optique de la cam�ra� au prix de param�tres additionnels�
Une comparaison de ces di��rents mod�les sans distorsion peut �tre trouv�e
dans #Horaud et al�� ����$ par exemple�

������� Le mod�le orthographique

Le mod�le de projection orthographique est simplement un mod�le per�
spectif dont le centre optique est � l
in
ni� Les rayons optiques arrivent donc
tous parall�lement sur le plan r�tinien� Ce mod�le a permis de nombreux
travaux en structure � partir du mouvement #Tomasi et Kanade� ����� Ullman
et Basri� ����$� mais les auteurs� conscients du manque de r�alisme de ce
mod�le� ont tent�s d
�tendre leurs th�ories � la perspective #Basri� ����$ ou
� la paraperspective #Poelman et Kanade� ����� Poelman et Kanade� ����$�
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C

C
Paraperspectif

Perspectif

G

Plan R�tinien

Orthographique

Fig� ��� ) Comparaison de trois di
�rents mod�les utilis�s en vision par ordi	
nateur � orthographique� paraperspectif et perspectif� Le m�me objet est projet�
de � mani�res di
�rentes� Les rayons optiques sont indiqu�s en pointill�s�

������� Le mod�le paraperspectif

Le mod�le paraperspectif est appr�ci� en vision par ordinateur car il est
bien plus complet que le mod�le orthographique� Il tient compte du facteur
d
�chelle� de l
apparence d
objets � la p�riph�rie de la cam�ra�

Pour une projection paraperspective� on d�termine tout d
abord un plan
m�dian de la sc�ne qui est parall�le au plan r�tinien de la cam�ra� On choisit
un point G le plus au centre possible de la sc�ne sur ce plan� L
axe hC�Gi
d�
nit une direction de projection 	�

La projection d
un point M s
e�ectue alors ainsi � On projette M sur le
plan m�dian suivant la direction 	 en M�� On projette ensuite M� sur le plan
r�tinien de mani�re perspective� Toutefois� puisque tout les points M� appar�
tiennent au m�me plan de l
espace� cette deuxi�me projection peut s
exprimer
plus simplement� Elle est �quivalente � une homographie qui transforme les
points du plan m�dian en points du plan image� comme montr� � l
appendice
B�

Bien qu
il soit utile pour certaines applications #Poelman et Kanade�
����$� ce mod�le ne pr�sente pour nous aucun attrait� puisqu
il est moins
g�n�ral que le perspectif� et que les calculs n
y sont pas plus simples�
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������
 Prise en compte de la distorsion

Trois hypoth�ses implicites sont contenues dans les sections pr�c�dentes�

) L
image se forme sur une surface plane�

) Les pixels sont r�guli�rement espac�s dans le plan image�

) La cam�ra n
a pas de distorsion optique�

Il est g�n�ralement consid�r� que les deux premi�res hypoth�ses sont re�
lativement bien v�ri
�es pour les cam�ras CCD� Par contre� la distorsion op�
tique n
est� elle� pas n�gligeable� Celle�ci transforme les coordonn�es image
id�ales en coordonn�es image r�elles xu et yu �

xu � xd � 	x�xd� yd�

yu � yd � 	y�xd� yd�

Une litt�rature relativement abondante traite de divers mod�les de distor�
sion� et de leur utilit� pratique� Il n
est n�anmoins pas tr�s facile d
en com�
parer les conclusions� car elles d�pendent beaucoup du mat�riel utilis� pour
l
exp�rimentation� lequel est de qualit� extr�mement variable� Les �l�ments
de distorsion le plus souvent consid�r�s sont les �l�ments radiaux qui s
ex�
priment sous une forme polyn&miale�

xu � xd�� � 
�r
�
d � 
�r

	
d � � � � �

o�

rd �
q
x�d � y�d

Plusieurs exp�riences #Tsai� ����� Beyer� ����$ ont montr� que le premier
ordre �tait g�n�ralement su�sant pour que la di��rence entre le point exact
et le point projet� dans l
image soit inf�rieure � ��� pixels�

Il est possible d
annuler la distorsion de ces images en extrayant des
contours qui sont sens�s �tre des segments� puis en cherchant la meilleure
transformation de ces contours vers des segments de droite� La pr�sence de
segments dans l
image est donc tout ce dont nous avons besoin pour passer
d
une image avec distorsion � une image sans distorsion� L
avantage de ces
m�thodes est qu
elles op�rent de mani�re ind�pendante sur chaque image et
ne n�cessitent aucune estimation pr�alable de param�tres intrins�ques ou*et
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extrins�ques� Nous consid�rerons toujours que cette �tape de recti
cation a
�t� e�ectu�e au moment de l
acquisition des images� et nous nous ram�nerons
ainsi au mod�le projectif simple� Diverses m�thodes existent #Brand et al��
����$� Nous avons utilis� #Devernay et Faugeras� ����$�

����	 Formulation projective

Nous supposons ici que le lecteur poss�de des connaissances �l�mentaires
en g�om�trie projective� Si ce n
�tait pas le cas� une introduction destin�e �
un public de vision par ordinateur peut �tre trouv�e dans #Faugeras� ����$ ou
dans le dernier chapitre de #Mundy et Zisserman� ����$� Une pr�sentation plus
math�matique en est donn�e par exemple dans #Kanatani� ����� Enriques�
����� Springer� ��	�� Semple et Kneebone� ����$�

Nous utiliserons le plongement standard de Rn dans Pn� c
est � dire que
le point M de coordonn�es �x�� � � � � xn� de Rn sera repr�sent� dans Pn par
les coordonn�es ��x�� � � � � �xn� �� avec � �� ��

La g�om�trie projective et les coordonn�es homog�nes ont beaucoup d
avan�
tages bien connus pas rapport � leur pendants cart�siens� Du point de vue
de la vision par ordinateur� leurs qualit�s principales sont�

) Des formules plus simples � L
utilisation des coordonn�es homog�nes
conduit g�n�ralement � des formules plus simples qui n
utilisent que
les fonctions de base de l
alg�bre lin�aire� d�terminants� produits vec�
toriels� produits scalaires� multiplication de matrices� etc � � � Toutes les
transformations a�nes� euclidiennes et toutes les projections perspec�
tives peuvent s
exprimer comme des applications lin�aires agissant sur
les coordonn�es homog�nes des points� Par exemple� les coordonn�es
cart�siennes du point d
intersection entre les droites D et D� du plan�
repr�sent�es par ax � by � c � � et rx� sy � t � � sont�

�
bt� cs

as� br
�
cr � at

as� br
� �����

En coordonn�es homog�nes� l
intersection de ha� b� ci et hr� s� ti est

�bt� cs� cr � at� as� br� �����

qui n
est rien d
autre que les coordonn�es du produit vectoriel de �a� b� c�
et �r� s� t�� Comme le montre cet exemple� on peut �liminer la plupart
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des �tapes de divisions dans les formules g�om�triques� Les �conomies
r�alis�es sont souvent su�santes pour contrebalancer le co%t de traite�
ment d
une coordonn�e suppl�mentaire�

) Moins de cas particuliers � Les coordonn�es homog�nes permettent une
repr�sentation e�cace des points et des lignes � l
in
ni d
une mani�re
tr�s naturelle� sans aucun rajout� ni de tests� ni de structures addition�
nelles� Ces objets sont des donn�es valides pour beaucoup d
applica�
tions et sont souvent utilis�s en vision par ordinateur� Ils aident aussi
� r�duire le nombre de cas particuliers � traiter pour une application
donn�e� Par exemple� un programme calculant l
intersection de deux
droites n
aura pas � tester leur parall�lisme �ventuel� Un point �� l
in�

ni� sera produit dans ce cas� En revanche� les mod�les cart�siens ou
euclidiens doivent traiter ce cas s�par�ment� Si des proc�dures de ce
type sont imbriqu�es� le nombre de tests grossit g�n�ralement de ma�
ni�re multiplicative plut&t qu
additive�

) Uni
cation et extension des concepts � Un autre avantage de la g�o�
m�trie projective est sa capacit� � uni
er des concepts apparemment
di��rents� Par exemple� les di��rences entre les cercles� les ellipses� les
hyperboles et les paraboles disparaissent en g�om�trie projective ou
elles deviennent toutes des instances de la m�me courbe� la conique
non d�g�n�r�e� Un cas plus int�ressant pour notre �tude est celui des
projections perspectives� qui� compliqu�es � exprimer en g�om�trie eu�
clidienne parce qu
elles �changent des points � l
in
ni et des points 
nis�
deviennent des applications lin�aires banales en g�om�trie projective�
Nous en ferons une tr�s grande utilisation par la suite�

) Dualit� � Consid�rons la fonction � qui � un point p � �a� b� c� associe la
droite p� � �a� b� c� et vice versa� Cette application pr�serve l
incidence �
si le point p est sur la droite l alors la droite p� passe par le point l��
L
existence d
une telle application implique que pour toute d�
nition�
tout th�or�me� tout algorithme concernant les points a son �quivalent
pour les droites et vice versa� Ces dualit�s� que ce soit dans le plan P�

entre droites et points ou dans P� entre plans et points nous seront tr�s
utiles�

Reprenons maintenant le mod�le d�velopp� en ����� avec une formulation
projective � le point M est donc repr�sent� dans R par Mr de P� qui a pour
coordonn�es �Xr� Yr� Zr� ��

�� le changement de rep�re est la multiplication

�� Le fait queM ait des coordonn�es dans une base euclidienne impose qu�il ne soit pas

� l�in�ni�
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par une matrice K qui s
exprime facilement en fonction de R et t�

K �

�
R t

�T �

�
�����

L
�tape de projection est une multiplication par P�� avec

P� � �I� j �� �����

Le changement de coordonn�es est exprim� par la matrice A�

A �

�B� �u ��u cot � u�
� �v sin � v�
� � �

�CA ���	�

Ces trois op�rations sont habituellement combin�es en une seule� On
repr�sente cette projection par P � AP�K� Le mod�le st�nop� de la ca�
m�ra est donc �quivalent � l
�quation projective suivante�

m � P M �����

Cette �quation est bien s%r d�
nie seulement � une constante multipli�
cative pr�s comme toutes les �quations projectives� P est une matrice � �
� d�
nie � un facteur d
�chelle pr�s et P est de rang �� On retrouve donc
la d�pendance en �� param�tres� Par la suite� nous ferons le plus souvent
abstraction de A� de P� et de K pour nous concentrer sur P qui contient
toute l
information de projection�

Cette formulation a quelques implications�

) Les points qui v�ri
ent lT� �M � � sont les points qui se projettent �
l
in
ni sur la r�tine� Cette �quation peut �tre vue comme repr�sentant
l
appartenance d
un point M � un plan repr�sent� par lT� � Or� les points
se projetant � l
in
ni sur la r�tine appartiennent au plan focal� lT� re�
pr�sente donc le plan focal� De mani�re �quivalente� la premi�re ligne
lT� �respectivement la deuxi�me ligne lT� � repr�sente le plan ayant u
�respectivement v� comme trace sur �r�

) Le centre optique C v�ri
e l
�quation P�C � �� En e�et� C appartient
aux plans d�
nis par lT� � lT� et lT� � Ces trois plans sont distincts� ils se
coupent donc en un point unique� On a donc P�C � � pour le centre
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optique C et pour lui seulement� On remarque aussi que � n
est pas un
point projectif� L
image du centre optique n
est donc pas d�
ni par la
matrice de projection� On retrouve ceci par la g�om�trie� L
image du
centre optique par une projection perspective n
est pas d�
nie�

����
 G�om�trie de N cam�ras

Dans cette section� nous allons consid�rer le cas d
un syst�me de N cam��
ras� qui peuvent �tre semblables ou di��rentes� Nous allons d�terminer quel
est le nombre de param�tres n�cessaires pour d�crire ce syst�me�

Le nombre de param�tres n�cessaire pour d�crire le syst�me d�pend des
transformations qui doivent laisser le syst�me invariant� Les param�tres de�
vront �tre des invariants � une certaine classe de transformations� Par inva�
riant� on entend propri�t� d
une con
guration g�om�trique qui reste inchan�
g�e sous l
action d
une classe de transformation� Par exemple� la distance
entre deux points est un invariant pour les transformations euclidiennes� mais
n
est pas un invariant pour les transformations projectives� Chaque invariant
scalaire ind�pendant s
appelle un degr� de libert�� On dit que le syst�me a �
degr�s de libert� sous l
action des transformations euclidiennes si la con
gu�
ration g�om�trique est caract�ris�e par � param�tres ind�pendants invariants
aux transformations euclidiennes�

Nous nous sommes plac�s depuis le d�but de ce chapitre dans le for�
malisme des matrices de projection� Chacune de ces matrices de projection
d�pend de �� param�tres puisque le facteur d
�chelle n
intervient pas dans
les �quations ��

Les transformations qui nous int�ressent sont les transformations de l
es�
pace� Si nous consid�rons les transformations projectives� le nombre de degr�s
de libert� est donc

� � ��N � �
 �����

Bien s%r� pour N � �� le nombre de degr�s de libert� n
est pas n�gatif�
mais simplement nul�

Si nous consid�rons les transformations a�nes de l
espace� alors

� � ��N � ���

si nous consid�rons les transformations euclidiennes� alors

� � ��N � �

	� Nous pouvons par exemple d�cider que le plus grand �l�ment doit 
tre de norme un�

ou bien que la somme aux carr�s des �l�ments est un�
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Une approche plus compl�te du comptage des invariants � un groupe
donn� peut �tre trouv�e dans l
introduction de #Mundy et Zisserman� ����$�

	�	 La st�r�ovision binoculaire

Apr�s avoir d�
ni le formalisme de la projection sur une cam�ra� nous
nous int�ressons aux relations qui existent entre deux vues de la m�me sc�ne�
Nous verrons principalement qu
il existe une relation projective bilin�aire
entre deux points en correspondance�

����� La matrice essentielle

La matrice essentielle a �t� introduite pour la premi�re fois par Longuet�
Higgins #Longuet�Higgins� ����$ dans le contexte de l
�tude du mouvement�

La d�rivation est relativement simple puisque les deux cam�ras sont sup�
pos�es avoir des param�tres intrins�ques connus� On ne travaille alors plus
en coordonn�es pixels� mais en coordonn�es image corrig�es� Cela signi
e que
par un choix judicieux du rep�re de l
espace et de celui de la premi�re cam�ra�
on peut se ramener au syst�me suivant

P� � �Ij�

P� � �Rjt
 �����

o� R�t est le d�placement entre la premi�re et la deuxi�me cam�ra� Soit
M un point de l
espace repr�sent� par le vecteur �X� Y� Z� T 
T � m� sa pro�
jection dans la premi�re image� m� sa projection dans la deuxi�me image�
On voit tout de suite que m� est l
image de la projection de M sur le plan
d
�quation T � �� Puisque M n
est pas � l
in
ni� il peut s
�crire sous la forme
�X� Y� Z� �
T � En rempla�ant ��� dans ���� on obtient

m� �

��� X
Y
Z

	
�
m� � Rm� � t

On remarque tout d
abord que si t � � o� si M est dans le plan d
�quation
T � �� le syst�me pr�c�dent se r�duit �

m� � Rm�
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On note aussi R � H� car R repr�sente une homographie � entre points
du plan � l
in
ni� Pour tous les autres points� le th�or�me suivant s
applique�

Proposition � Il existe une matrice �� � not�e E�� qui v�ri
e pour tout
M� associ� � ses projections dans les images m� et m�

mT
�E��m� � � ������

Preuve� Il su�t de choisir E�� � �t
�R� En e�et� puisque m� � Rm��t�

mT
�E��m� � �Rm� � t�T ��t
�Rm��

� �Rm��
T �t
��Rm��

� ��

car �t
� est antisym�trique� Certaines remarques viennent imm�diatement
� l
esprit � de par sa forme� E�� n
est pas de rang � mais de rang �� On note
e�� le noyau de E�� et on l
appelle �pipole de la cam�ra � dans l
image �� Le
vecteur E��m� repr�sente une droite dans la plan de l
image �� La relation
���� signi
e donc l
appartenance de m� � une droite donn�e� et ce quel que
soit le point sur le rayon correspondant m�� Ces droites sont appel�es droites
�pipolaires�

L
existence d
un noyau e�� signi
e que toutes les droites �pipolaires passent
par un m�me point de l
image� Un tel point est de toute �vidence l
image
du centre optique de la deuxi�me cam�ra� comme illustr� par la 
gure ����
e�� appartient � toutes les droites �pipolaires engendr�es par des points de
l
image � �voir 
gure ����� En fait� on a E��m� � e�� �m�� D
autre part� en
transposant la relation ����� on a E�� � ET

���
Toutefois� la d�rivation de l
�quation ���� masque une explication g�om��

trique plus simple � Connaissant m�� M se trouve sur le rayon C�m�� m� se
trouve donc sur l
image de ce rayon dans la deuxi�me cam�ra �
gure �����

L
interpr�tation g�om�trique nous permet aussi de voir que les lignes �pi�
polaires sont en correspondance� En e�et� E��m� et E��m� sont les traces sur
les images � et � du plan d�
ni par C�� C� et M � Tout les points appartenant
� E��m� auront E��m� pour droite �pipolaire�

On peut aussi citer d
autres propri�t�s� sur lesquelles nous ne nous �ten�
drons pas� puisque nous n
en n
aurons pas usage� Citons simplement le fait

�� Le fait qu�un plan de l�espace corresponde � une homographie dans les images est

d�montr� � l�appendice B�
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C�C�

M

m�
m�

e��e��

Fig� ��� ) La g�om�trie �pipolaire� C� et C� sont les centres optiques� e�� et
e�� sont les �pipoles�

C

C’

M1 M2

M3 M4
M5

e

e’

Fig� ��� ) Faisceau de droites �pipolaires
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que les faisceaux de droites �pipolaires sont en correspondance homogra�
phique #Luong� ����$� que E a deux valeurs propres identiques et une valeur
propre nulle #Huang et Faugeras� ����$� que l
on peut retrouver R et t �
partir de E #Netravali et al�� ����$�

����� La matrice fondamentale

La matrice essentielle� bien que nous ayant appris beaucoup sur la g�om��
trie d
un syst�me binoculaire� n
est pas su�sante pour ce que nous voulons
faire� En e�et� nous ne voulons pas nous restreindre au cas o� les param�tres
intrins�ques sont d�j� connus� Luong a d�montr� que dans ce cas� il existe
une entit� plus appropri�e pour l
�tude des cam�ras qui est une matrice
� � � appel�e matrice fondamentale et not�e F� Elle est reli�e � la matrice
essentielle par une simple relation lin�aire�

F�� � A�E��A
��
� ������

o� A� et A� sont les matrices de param�tres intrins�ques d�
nies par
l
�quation ����

Les propri�t�s de F sont relativement semblables � celles de E� l
�quation
��� implique que le rang de F est deux comme E� Le noyau de F�� est toujours
l
�pipole e�� et est toujours l
image du centre optique de la deuxi�me cam�ra
vu dans la premi�re� mais exprim� cette fois en coordonn�es pixels au lieu
d
�tre en coordonn�es image normalis�es� L
�quation ���� se transforme en

mT
�F��m� � � ������

Toutes les entit�s sont exprim�es en pixels� F��m� est toujours la droite
de l
image � sur laquelle se trouvent les correspondants possibles de m�� Les
droites F��m� et F��m� sont toujours en correspondance homographique�
Une di��rence toutefois � Les deux valeurs singuli�res non nulles de F ne sont
en g�n�ral pas identiques�

La matrice F� bien qu
�tant une matrice ��� d�
nie � un facteur d
�chelle
pr�s� ne d�pend que de � param�tres puisque jFj � �� Ces � param�tres sont
en fait les coordonn�es des deux �pipoles �deux fois deux param�tres� et l
ho�
mographie de P� qui fait correspondre une droite �pipolaire � une autre �trois
param�tres�� Cette d�composition est �tudi�e en d�tail dans #Luong� ����$�
D
autres d�compositions sont bien s%r possibles� certaines �tant num�rique�
ment plus int�ressantes� certaines ayant des signi
cations g�om�triques plus
faciles� Elles comportent toutes � param�tres ind�pendants� ce qui signi
e
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que la matrice fondamentale contient toute l
information d
un syst�me bino�
culaire projectif qui d�pend de ��� �� �
 � � param�tres �cf �quation �����
On peut se reporter � #Vi�ville et al�� ����$ et #Luong et Vi�ville� ����$ pour
de plus amples d�tails�

R�capitulons les principales propri�t�s d
un syst�me binoculaire�

) Il existe une matrice �E�� si les param�tres intrins�ques sont connus�
F�� si ils sont inconnus� qui v�ri
e m�F��m� � �� quels que soient les
pixels m� et m� images d
un m�me point ��D�

) F��m� est la droite �pipolaire engendr�e par m��

) F�� � FT
���

) e�� �resp� e��� appartient au noyau de F�� �resp� FT
���� Il repr�sente

l
image de C� �resp� C�� dans l
image � �resp� ���

) La matrice F d�pend de � param�tres�

	�� Trois cam�ras

Le cas de trois cam�ras pr�sente un int�r�t particulier� c
est la con
gura�
tion g�n�rique avec le plus petit nombre de cam�ras� Pour bien comprendre la
g�om�trie compliqu�e d
un syst�me de N cam�ras� il faut d
abord s
attacher
� bien comprendre la g�om�trie de � cam�ras� En e�et� aucun ph�nom�ne
math�matique nouveau ne va appara tre lorsque l
on passe de � � N images
comme remarqu� en #Beardsley et al�� ����$�

La raison en est simple � le groupe des transformations projectives de
l
espace agit a droite sur les matrices de projections par Pi �	 PiH� Si l
on

xe la g�om�trie des cam�ras� mais en laissant varier la base de l
espace P�

dans laquelle elle est repr�sent�e� pour une seule cam�ra� P� est quelconque�
Pour deux cam�ras� P� est quelconque et P� a � degr�s de libert�� Les �
degr�s de libert� restants correspondent � la matrice fondamentale F��� Pour
plus de deux cam�ras� P� est quelconque� P� a � degr�s de libert� une fois
que P� est choisi� mais P� � � �PN sont 
x�s une fois que P� et P� sont choisis�
Le choix de P� et P� n
est que le choix de la base de P� dans laquelle sont
exprim�es les matrices de projection� En e�et� la premi�re colonne de P�

repr�sente l
image du point projectif ��� �� �� �
T dans la premi�re image� la
deuxi�me repr�sente l
image de ��� �� �� �
T � etc���La preuve exacte sera donn�e
par la suite�
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Cela signi
e que� si les images � et � jouent un r&le particulier puisque
le choix de leurs matrices de projection associ�es permet de 
xer la base de
P�� les images suivantes se comportent alg�briquement de mani�re identique �
elles ajoutent �� param�tres au syst�me� La m�thode qui va nous servir �
calculer la troisi�me matrice de projection peut aussi nous servir pour calculer
la N i�me�

Nous nous attacherons � �tudier ce cas avec soin� car il permet une bonne
compr�hension des probl�mes de la g�om�trie de N cam�ras�

��	�� Les contraintes entre les trois matrices fondamen�
tales

Pour un syst�me trinoculaire� il y a trois matrices fondamentales� qui
totalisent donc ��� � �� param�tres� Or� l
�quation ��� nous donne �����
�
 � �� param�tres� Ces �� param�tres ne sont donc pas tous ind�pendants�
Nous �tudions deux cas� suivant la position relative des centres optiques� Le
lecteur ne doit pas penser que le cas o� les centres optiques sont align�s
est une manie de math�maticien � les instabilit�s num�riques au voisinage
de cette situation peuvent �tre particuli�rement importantes comme nous
le verrons ult�rieurement� Or� il est extr�mement fr�quent que l
op�rateur
d�place la cam�ra en ligne droite ou lui applique une rotation pure autour
de son centre optique�

��
���� Cas o� C�� C� et C� ne sont pas align�s

Nous empruntons ici des calculs � #Faugeras et Robert� ����$� Si C�� C� et
C� ne sont pas align�s� il existe des contraintes entre les �pipoles� Prenons par
exemple les �pipoles e�� et e�� images de C� dans la premi�re et la deuxi�me
cam�ra� La droite �pipolaire l� de e�� dans la deuxi�me image est F��e���
D
autre part� l� contient e�� et e��� on a donc l� � e�� � e��� La relation
s
�crit alors�

F��e�� � e�� � e�� ������

L
�quation ���� fait intervenir les trois matrices fondamentales � F��� F��

et F��� Des relations �quivalentes existent en choisissant C� et C� � la place
de C� �

F��e�� � e�� � e��
F��e�� � e�� � e��
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Toutes ces contraintes s
interpr�tent g�om�triquement par le fait que
tous les �pipoles appartiennent au m�me plan� c
est � dire � celui d�
ni
par �C�� C�� C�� �voir 
gure ����� Ce plan est appel� plan trifocal� Cette d��
monstration n
est valable que si C�� C� et C� ne sont pas align�s�

C� C�

C�

e��

e��

e��

e�� e��

e��

l�

l�
l�

Fig� ��� ) � �pipoles dans un plan� l�� l� et l� repr�sentent la trace du plan
trifocal dans les images�

Ces trois contraintes nous satisfont pleinement puisque le syst�me d�pend
de �� param�tres et que les matrices fondamentales en exhibent �� auxquels
on peut soustraire les � contraintes�

��
���� Cas o� C�� C� et C� sont align�s

Les contraintes prennent alors une forme beaucoup plus simple+ on a le
syst�me suivant�

e�� � e��

e�� � e��

e�� � e��

Les degr�s de libert� du syst�me sont alors bien moins nombreux� La
d�termination d
un �pipole dans chacune des images 
xe les trois autres� Il
su�t par exemple de d�terminer e��� e�� et e��� Chaque matrice fondamen�
tale d�pend alors de cinq param�tres �un �pipole� et une homographie de
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droites �pipolaires�� G�om�triquement� nous avons tous les �pipoles sur la
m�me droite comme dans la 
gure ��	� Dans ce cas� les matrices fondamen�
tales ne contiennent pas toute l
information du syst�me trinoculaire� Nous
verrons en e�et qu
il est impossible de trouver les matrices de projection si
l
on ne conna t que les matrices fondamentales� D
autres informations per�
mettent bien s%r de trouver ces matrices de projection� comme par exemple
des correspondances entre les trois images� ou bien la connaissance d
une
trilin�arit�� comme nous le verrons plus tard�

C�

e���e��

C�

C�

e���e��
e���e��

Fig� ��	 ) � �pipoles sur une droite

Il appara t d�sormais clair que les matrices fondamentales ne constituent
pas un bon moyen de repr�senter un syst�me trinoculaire� Elles cumulent
deux d�fauts � Elles peuvent � la fois �tre redondantes et l
expression des
contraintes entre elles est malais� �� ou bien ne pas contenir toute l
informa�
tion n�cessaire pour retrouver la structure projective de la sc�ne�

La situation empire avec le nombre de cam�ras comme l
intuition le laisse
penser� En e�et� le nombre de matrices fondamentales est N�N � ���� soit
un total de �N�N � ���� param�tres� Ceci est bien �videmment � comparer
avec les ��N��
 degr�s de libert� du syst�me� Par exemple� pour N � ��� le
syst�me a ��� degr�s de libert�� mais les matrices fondamentales ont ������
param�tres ,

�� Les �quations du type 	��� font intervenir des noyaux d�applications lin�aires� Ce

sont donc des contraintes polyn
miales� En l�occurrence� l�ordre de ces polyn
mes sont

� ou �� Il existe d�autres types de contraintes que celles�ci pour un nombre de cam�ras

sup�rieur � �� et ces contraintes sont aussi polyn
miales� mais d�ordre �� Elles sont de la

forme �F��m� �F��m��
TF���F��m� �F��m�� � ��
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��	�� Les trilin�arit�s

Les trilin�arit�s ont �t� introduites pas Amnon Shashua dans le contexte
de la reconnaissance d
objets � partir de vues di��rentes #Shashua� ����a$�
Shashua �tendait ainsi une proposition de Ullman et Basri #Ullman et Basri�
����$ limit�e aux projections orthographiques� Par souci de clart�� nous ne
d�montrerons pas leur existence � la mani�re de Shashua� mais nous emprun�
terons des calculs plus simples � Hartley #Hartley� ����c$�

Pla�ons nous tout d
abord dans une base projective telle que P� exprim�
dans cette base ait la forme particuli�re �Ij�
� Posons

P� � �aik


P� � �bik


�tant donn�e la forme simple de P�� le point M s
�crit �

M �

�
m�

t

�

avec t � d�terminer� On peut v�ri
er que t est simplement l
invariant a�ne
relatif k d�velopp� par Shashua dans #Shashua� ����b$� Maintenant� si l
on
projette M dans la deuxi�me image� on obtient


i � f�� �� �g� mi
� �

�X
k
�

aikm
k
� � ai	t

Nous pouvons �liminer le facteur d
�chelle inh�rent � ces �quations pour
obtenir

mi
��ajkm

k
� � aj	t� � mj

��aikm
k
� � ai	t�

Chaque choix d
indices i et j distincts donne une �quation di��rente�
Parmi ces trois �quations� seulement deux sont ind�pendantes� A partir de
chacune de ces �quations on peut estimer t de mani�re ind�pendante�

t � mk
��m

i
�ajk �mj

�aik���m
j
�ai	 �mi

�aj	� ������

En substituant cette valeur de t� M peut s
�crire

M �

�
�mj

�ai	 �mi
�aj	�m�

�mi
�ajk �mj

�aik�m
k
�

�

En projetant maintenant ce point dans la troisi�me cam�ra�
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ml
� � blkm

k
��m

j
�ai	 �mi

�aj	�

� bl	m
k
��m

i
�ajk �mj

�aik�

� mk
�m

i
��ajkbl	 � aj	blk�

� mk
�m

j
��aikbl	 � ai	blk�

On peut ranger les �l�ments d�pendants de P� et P� dans un tenseur
pour obtenir l
expression suivante

m� �m��m
i
�Tkjl �mj

�Tkil� ������

avec

Tijk � ajibk	 � aj	bki ����	�

En modi
ant ����� on obtient

X
k

mk
��m

i
�m

m
� Tkjl �mj

�m
m
� Tkil� �

X
k

mk
��m

i
�m

l
�Tkjm �mj

�m
l
�Tkim�

������

On peut� � la mani�re de Bill Triggs� r��crire ces nombreuses �quations�
en une seule� en consid�rant tout les indices possibles pour i� j� l et m�

�m�
��Tm�
�m�
� � ���� ������

L
�quation ���� met en �vidence la structure de tenseur� Le tenseur est
covariant par rapport � m� et contravariant par rapport � m� et m��

Les �quations ���� sont exactement les relations trilin�aires introduites
par Shashua dans #Shashua� ����b$� Dans ces �quations� i� j� l et m sont des
variables� Il y a une �quation pour chaque choix d
indices i �� j et l �� m�
�tant donn� que l
on obtient des �quations identiques si l
on inverse i et j
ou l et m� nous pouvons consid�rer sans restriction que i 
 j et que l 

m� Il y a donc � �quations di��rentes mais pas n�cessairement lin�airement
ind�pendantes� Ce nombre est implicite dans la d�rivation de l
�quation �����
Ici� nous notons les �quations suivant les indices i� j� l et m qui ont servi � les
cr�er� L
�quation pour laquelle i � �� j � �� m � �� l � � est not�e E���� � ��
Consid�rons par exemple les �quations
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E���� �
P

km
k
�� m�

�m
�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��� ������

E���� �
P

km
k
�� m�

�m
�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��� ������

E���� �
P

km
k
�� m�

�m
�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��

�m�
�m

�
�Tk��� ������

alors� on v�ri
e que l
on a l
identit�

m�
�E���� �m�

�E���� �m�
�E���� � �

On peut aussi d�montrer de la m�me mani�re que E��ml est combinaison
lin�aire de E��ml et de E��ml� mais aussi que Eij�� est combinaison lin�aire
de Eij�� et de Eij��� Le nombre d
�quations ind�pendantes est donc ��

Le r&le de la cam�ra � �tant particulier dans notre d�monstration� nous
pouvons aussi choisir la cam�ra � et la cam�ra � pour obtenir encore � autres
�quations� Nous classi
erons ces �quations comme appartenant au groupe ��
au groupe � ou au groupe � suivant la cam�ra choisie pour jouer un r&le
particulier�

Le tenseur T comporte �� coe�cients qui sont bien entendu d�
nis � un
facteur d
�chelle pr�s� soit �	 coe�cients si on choisit une normalisation pour
T � Ces �	 coe�cients ne sont pas ind�pendants puisque on peut les d�duire
des �� coe�cients repr�sentant les matrices de projection� En fait� un simple
calcul de d�terminant montre que T�ij� T�ij et T�ij sont de rang �� On peut
noter uk �respectivement vk� le noyau de la matrice Tkij �respectivement T T

kij�
� k 
x�� La famille de vecteurs fukg �respectivement fvkg� est orthogonale
� l
�pipole ai	 �respectivement bi	�� Ces contraintes d�terminent � �quations
�trois pour la nullit� des d�terminants des matrices Tkij � k 
x�� et deux pour
la d�pendance entre les vecteurs uk et entre les vecteurs vk�� Nous n
avons
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malheureusement encore que � �quations� ce qui nous laisse encore avec ��
param�tres� Ceci est d% au fait que les matrices de projection P� et P� ont
encore � degr�s de libert� dont nous ne nous sommes pas pr�occup�s� Nous
verrons dans la section suivante ainsi qu
� la section ��� comment exprimer
ces derni�res contraintes de mani�re satisfaisante�

Ce tenseur T a aussi une signi
cation pour la mise en correspondance des
droites entre � images� En e�et� connaissant l
image d
une droite dans deux
cam�ras� on peut en d�duire son image dans une troisi�me gr!ce � la formule

�i� �
X
j�k

�j��
k
�Tijk ������

o� �� est le repr�sentant projectif de la droite projet�e dans l
image ��
Ce r�sultat est d�montr� dans #Hartley� ����b$ et plus tard � l
�quation ���	�

	�� Une th�orie uni
catrice � les d�terminants

Le lecteur inquiet voit le nombre de cam�ras grandir et les �quations
se complexi
er� apparemment sans limite� Il n
existe pour l
instant pas de
relations entre la mani�re dont nous avons d�riv� la g�om�trie trilin�aire et
la g�om�trie �pipolaire� La g�om�trie de deux cam�ras �tait d�crite par une
matrice �� � avec � contrainte� la g�om�trie de trois cam�ras par un tenseur
�� �� � avec � contraintes� Il n
est pas envisageable de continuer sur cette
voie pour d�terminer la g�om�trie de N cam�ras�

Heureusement� Faugeras et Mourrain d
une part #Faugeras et Mourrain�
����$� Triggs d
autre part #Triggs� ����$ ont d�montr� simultan�ment qu
il
n
existait rien au del� des quadrilin�arit�s� ou plus exactement que les N �
lin�arit�s sont des combinaisons des bi��tri� et quadrilin�arit�s� De plus� les
bilin�arit�s� les trilin�arit�s et les quadrilin�arit�s peuvent se d�river de ma�
ni�re identique en suivant la m�me m�thodologie�

Dans cette section et dans cette section seulement� nous noterons

Pi �

��� i

i� �

i� �

	
� ������

parce que les lignes des matrices de projection occuperont une place tr�s
importante dans notre expos��
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��
�� Br�ves Notions sur l�alg�bre de Grassmann�Cayley

L
alg�bre de Grassmann�Cayley connu sous le nom d
alg�bre double est un
formalisme alg�brique pour exprimer des relations en g�om�trie projective�
L
alg�bre double peut �tre d�
ni sur un espace vectoriel comme suit �

De�nition�

Soit En un espace vectoriel de dimension n d�
ni sur un corps
K �� Sur cet espace on va d�
nir la forme n�lin�aire altern�e qu
on
appelle crochet �

x� � � �xn �	 �x� � � �xn
 � det�xij� � K
o� xi � �xi�� � � � � xin�

T � En�

Alors� l
espace En dot� de cette op�ration d�
nit un espace Cay�
ley� Un espace Cayley qui poss�de la propri�t� suivante


x � En� �x� � � �xn tels que �x x� � � �xn
 �� �

est appel� un espace Cayley standard�

Dans cet espace� on peut d�
nir la relation d
�quivalence suivante �

De�nition�

On dit que deux s�quences de k vecteurs ind�pendants ai� i �
� � � � k et bi� i � � � � � k sont �quivalentes si pour n
importe quel
ensemble de n� k vecteurs ind�pendants xk��� � � � �xn on a �

�a� � � �ak xk�� � � �xn
 � �b� � � �bk xk�� � � �xn


Les classes d
�quivalence de cette relation s
appellent des exten�
seurs de degr� k et sont not�s A � a� 
 a� 
 � � � 
 ak ou plus
simplement A � a�a� � � �ak�

Les vecteurs ai� i � � � � � k �tant ind�pendants� ils d�
nissent un sous es�
pace de En de dimension k que l
on va noter par A � spanfa�� a�� � � � � akg�
L
op�ration 
 introduite par la relation d
�quivalence est un produit ext��
rieur� multilin�aire� associatif et antisym�trique� que l
on appelle r�union�

�� K est en g�n�ral le corps des r�els ou le corps des complexes�
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A l
aide de cette op�ration on peut d�
nir l
alg�bre ext�rieur suivant �voir
#Dieudonn�� ��	�$� �

De�nition�

Soit fe�� � � � � eng une base de En� Pour un quelconque k � n� on
peut d�
nir l
espace vectoriel �k�En� de dimension Ck

n tel que �

fej� 
 ej� 
 � � � 
 ejk j� � j� 
 j� 
 � � � 
 jk � ng�

soit une base pour cet espace� Alors�

��En� � ���En�� ���En�� � � �� �n�En�

ou ���En� � K est un alg�bre ext�rieur d�
ni par 
�

Si on consid�re maintenant k �l�ments ind�pendants ai � En� i � � � � � k
tel que ai �

Pn
j
� �ijej� gr!ce � la multilin�arit� et � l
antisym�trie du produit

ext�rieur� on obtient �

A � a� 
 a� 
 � � � 
 ak �
X

��j��j������jl�k

det�Mj�j����jl�ej� 
 ej� 
 � � � 
 ejl

o� Mj�j����jl � ��mjn�m�n
����k� Ceci montre qu
un extenseur de degr� k est
un �l�ment de l
espace �k�En�� Si maintenant on prend deux extenseurs
A � a�a� � � �ak de degr� k et B � b� � � �bl de degr� l� leur r�union A
B �
a� � � �akb� � � �bl est �galement un extenseur de degr� k � l tel que �

De�nition�

La r�union A 
 B est non nulle si et seulement si les vecteurs
a�� a�� � � � � ak�b��b�� � � � �bl sont ind�pendants� Dans ce cas� on
a �

A�B � A 
B � spanfa�� � � � � ak�b�� � � � �blg

Cette proposition montre que la r�union des extenseurs correspond aux
r�unions des sous espaces vectoriels engendr�s par les extenseurs� ce qui ex�
plique le choix du nom de r�union pour le produit ext�rieur 
� La question
qui se pose maintenant est de trouver une op�ration d�
nie sur les exten�
seurs qui corresponde aux intersections des sous espaces vectoriels corres�
pondants� On va d
abord identi
er l
espace �n�En� de dimension Cn

n � �
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avec l
espace K par e�e� � � � en � �� En cons�quence� un extenseur de degr�
n peut �tre exprim� par le d�terminant form� par les n vecteurs� c
est � dire
a� � � �an � �a�� � � � � an
�

De�nition�

Soit maintenant deux extenseurs A de degr� k et B de degr� l�
tel que k � l � n� On va d�
nir l
op�ration appel�e intersection�
not�e par � par �

A �B �
X
�

sgn����a���� � � � a��n�l�b� � � � bl
a��n�l��� � � � a��k�

o� � est une permutation de f�� �� � � � � dg telle que ���� 
 ���� 

� � � 
 ��n� l� et ��n� l � �� 
 � � � 
 ��k��

il est �vident que A�B est un extenseur qui appartient � �k�l�n�En�� A
l
aide de ces op�rations� on peut d�
nir l
alg�bre double �

De�nition�

L
espace Cayley �En� ��
� dot� des op�rations 
 et � est appel�
l
alg�bre Grassmann�Cayley ou alg�bre double�

Nous serons souvent amen�s � travailler dans l
espace dual E�n des formes
lin�aires sur En� Nous pouvons d�
nir de la m�me mani�re l
alg�bre de
Grassmann�Cayley sur l
espace dual� Le noyau d
un �l�ment H de E�n est
un hyperplan de En� Nous associons aussi � l
�l�ment L � H�
H�
 � � �
Hk

l
espace lin�aire L d
hyperplans H tels que H
H�
H�
 � � �
Hk � � Si nous
notons L l
ensemble des vecteurs appartenant au noyau de H pour H � L�
alors L � �k

i
�Hi�
On voit alors que dans le dual� les op�rations de r�union et d
intersection

sont invers�es� Cela correspond � la relation bien connue �

�A � B�� � A� �B�

Pour plus de clart�� donnons quelques exemples dans les espaces que
nous utiliserons par la suite� c
est � dire P� and P�� La liste exhaustive des
propri�t�s se trouve dans #Csurka� ���	$� Dans P�� les objets sont des points
du plan� Leur r�union est une droite du plan� c
est � dire un objet de l
espace
dual de P�� que nous pouvons identi
er imm�diatement avec un objet de P�

en utilisant la bijection canonique entre un espace et son espace dual� Dans
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P�� les op�rations 
 et � sont identiques et �quivalentes au produit vectoriel
��

Dans P�� l
identi
cation entre l
espace et son dual identi
e des plans et
des points� La r�union de deux points est une droite� tandis que l
intersection
de deux plans est aussi une droite�

De plus amples d�tails peuvent �tre trouv�s dans la litt�rature de vision
par ordinateur #Carlsson� ����� Csurka� ���	$ ou bien dans la litt�rature
math�matique #Sturmfels� ����� Barnabei et al�� ����$�

��
�� Les N�lin�arit�s

L
�quation de projection de la premi�re cam�ra s
�crit

m� � P�M ������

avec m� � �x�� y�� z��
T � L
�quation ������ est �quivalente aux trois �quations

non ind�pendantes�

x���M� y���M � �
y�	�M� z���M � �
z���M� x�	�M � �

������

En e�et� par d�
nition� l
�galit� de deux grandeurs projectives a et b est
�quivalente � a � �b� Dans le cas de points de P�� ceci est aussi �quivalent
� a� b � �� Ce sont les trois �quations d�crites ci dessus� Ces �quations ne
sont pas ind�pendantes puisque z� fois la premi�re plus x� fois la deuxi�me
est proportionnel � la troisi�me fois y��

On choisit deux �quations parmi les trois pour chaque cam�ra et on les
regroupe dans une matrice� Nous avons choisi les deux derni�res� mais tout
autre choix conduit aux m�mes r�sultats puisque ces �quations sont lin�ai�
rement d�pendantes et que nous allons nous int�resser � la nullit� de divers
d�terminants� On obtient alors par exemple pour quatre cam�ras l
�quation
matricielle

AM �

���������������

y�	 � z��
z�� � x�	
y�� � z��
z�
 � x��
y�� � z��
z�� � x��
y	�� � z���
z	�� � x���

	












�
M � � ����	�
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L
existence d
une solution M � cette �quation implique que tous les mi�
neurs d
ordre � de la matrice sont nuls� Chaque mineur va donc nous donner
une �quation di��rente� Il existe plusieurs choix possibles� Nous pouvons
choisir deux lignes relatives � une image et deux lignes relatives � une autre�
deux lignes relatives � une image et une relative � deux autres� ou bien encore
une ligne pour quatre images di��rentes� Nous venons de d�crire toutes les
combinaisons possibles� Il ne peut intervenir plus de quatre images dans la
m�me �quation� Nous sommes donc d�j� rassur�s en ce qui concerne l
explo�
sion possible de N �lin�arit�s � il n
y a rien au del� des quadrilin�arit�s� Il est
maintenant clair que le choix des deux �quations parmi les trois

L
interpr�tation des vecteurs �� �� 	 est assez simple� Ce sont des plans
passant par le centre optique de la premi�re cam�ra C�� 	 repr�sente le plan
focal� � �respectivement �� repr�sente le plan passant par C� et ayant comme
image u �respectivement v�� si notre rep�re image est a�ne� u et v sont les
vecteurs d�
nis � la section ����� comme les axes de coordonn�es des pixels
dans l
image�

������� Les bilin�arit�s

Choisissons tout d
abord le mineur form� par les quatre premi�res lignes�
Apr�s un simple d�veloppement� la nullit� de ce mineur se traduit en

z�z�m
T
�F��m� � � ������

avec

F�� �

��� ��� 	� �� �
 ���� 	� �� �
 ��� �� �� �

� ��� 	� 
� �
 ��� 	� 
� �
 ���� �� 
� �


��� 	� 
� �
 ���� 	� 
� �
 ��� �� 
� �


	
� ������

o� �i� j�k� l
 est le d�terminant de ces � vecteurs�
Le facteur z�z� provient de notre choix des �quations� Un autre choix

d
�quations aurait conduit � un facteur di��rent� mais � un polyn&memT
�F��m�

identique� On v�ri
e en le d�veloppant et en simpli
ant les d�terminants de
mani�re alg�brique �#Mourrain et Stol
� ����$ ou #Sturmfels� ����$� que le
d�terminant de F�� est bien nul� Ces calculs sont en fait une r��criture des
polyn&mes en les d�terminants de matrices ��� en une forme normale� Cette
forme normale est nulle si et seulement si le polyn&me est une cons�quence
des relations de Pl-cker�
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Les �pipoles se calculent de mani�re simple comme le produit vectoriel
de deux des colonnes ou de deux des lignes� Apr�s quelques r��critures� on
obtient

e�� � ���� 
� �� �
� ��� 
� �� �
� �	� 
� �� �

T ������

e�� � ���� �� 	� 

� ��� �� 	� �
� ��� �� 	� �

T ������

On peut d�montrer ces expressions de mani�re di��rente � En e�et� C� est
repr�sent� par le vecteur 
���� puisque ce vecteur doit �tre le noyau de P��
L
image d
un point M de l
espace dans la cam�ra � est ���M� ��M� 	�M
T �
Ici� l
image de C� dans la cam�ra �� c
est � dire

e�� � ���� 
� �� �
� ��� 
� �� �
� �	� 
� �� �

T

Une autre expression est obtenue de la m�me mani�re avec C� � ����	�
On v�ri
e bien s%r que l
on a toujours F��e�� � � et FT

��e�� � ��
L
interpr�tation g�om�trique de ces bilin�arit�s est simple � �tant donn�

deux points se correspondant dans deux images� les rayons issus de ces points
et passant par les centres optiques doivent se couper� En e�et� dire que le
d�terminant de la matrice dont les lignes sont constitu�es de quatre plans est
nul est �quivalent � dire que ses quatre plans se coupent en un point unique�
Les quatre plans sont ici deux plans passant par C� et deux plans passant
par C�� Les plans engendr�s par une cam�ra ne sont pas confondus� sinon
les deux lignes correspondant � cette cam�ra seraient li�es� Ces deux paires
de plans d�
nissent donc deux droites qui se coupent en un point� le point
d
intersection des quatre plans�

Cette contrainte est exactement la contrainte que nous avons ici� Elle
est plus connue sous le nom de contrainte �pipolaire comme nous l
avons
mentionn� � la section ����

������� Les trilin�arit�s

Si nous prenons maintenant deux lignes relatives � une image puis deux
autres relatives � deux autres images� nous obtenons une relation trilin�aire
en les coordonn�es de m dans les � images�

Choisissons par exemple les deux lignes impliquant la premi�re cam�ra et
la premi�re ligne de la deuxi�me et de la troisi�me cam�ra dans l
�quation
����	�� En d�veloppant le d�terminant on obtient�
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� � �y�z�	 � �� z��� � �� x�z�� � 	� � �y��� z��� � �y��� z���

� z���y�y�y���� 	� �� �
 � y�y�z���� 	� �� �


�y�y�z���� 	� �� �
� y�z�z���� 	� �� �


�y�y�z���� �� �� �
� y�z�z���� �� �� �


�y�z�z���� �� �� �
 � z�z�z���� �� �� �


�x�y�y���� 	� �� �
� x�y�z���� 	� �� �


�x�y�z���� 	� �� �
 � x�z�z���� 	� �� �
�

On ne tient pas compte du facteur z� qui est g�n�riquement non nul�
G�om�triquement� cette �quation signi
e que le rayon C�m�� le plan passant
par la droite ��� et m� ainsi que le plan passant par ��� et m� se coupent
�voir 
gure �����

Avec trois cam�ras� on peut construire � relations ind�pendantes de ce
type� que nous n
�num�rerons pas ici pour ne pas ennuyer le lecteur� Il y a
deux choix possibles pour la ligne de la deuxi�me image� deux choix pour la
ligne de la troisi�me image�

. la section ������ nous avons vu qu
il existait � trilin�arit�s qui s
ex�
priment � partir du tenseur T � Ces � trilin�arit�s sont combinaisons lin�aires
des quatre que nous avons obtenus pr�c�demment� En e�et� les neuf trilin�a�
rit�s s
obtiennent en prenant les trois lignes de ������ au lieu de deux d
entre
elles� On a alors deux fois le choix entre trois possibilit�s au lieu de deux fois
le choix entre deux possibilit�s� Les �quations de ������ �tant lin�airement d��
pendantes� les d�terminants qui en sont issus le sont aussi� Nous verrons plus
tard � la 
gure ��� que les trilin�arit�s sont en fait issues de deux faisceaux
de plans autour des axes C�m� et C�m�� Ces faisceaux de plans peuvent �tre
repr�sent�s par deux plans distincts appartenant au faisceau� Plusieurs choix
sont bien entendu possibles� C
est le choix de deux combinaisons lin�aires des
�quations ������ qui d�termine les deux plans� On peut exprimer ces relations
pour tous les plans du faisceau� La repr�sentation tensorielle des trilin�arit�s
correspond � trois plans du faisceau�

Les trilin�arit�s obtenues � partir des d�terminants se classent aussi en
trois groupes selon la cam�ra qui est particularis�e� Ici� deux lignes du d�ter�
minant comportent des termes de cette cam�ra� On num�rote les �quations en
fonction des lignes qu
elles font intervenir� Celle explicit�e plus haut est par
exemple num�rot�e t��� �� �� 
�� Les bilin�arit�s peuvent aussi �tre num�rot�es
de la m�me fa�on � l
�quation mT

�F��m� � � est num�rot�e t��� �� �� ���
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m�

C� m�

C�

��� � ��m��

��� � ��m��

M

m�

� � �

� � �

Cm�

C�

Fig� ��� ) Interpr�tation g�om�trique d�une trilin�arit�� La condition est que
la droite passant par C� et m�� le plan ��� � ��m�� construit � partir de la
droite � � � et du point m�� et le plan ��� � ��m�� se coupent en un point
de l�espace�
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������
 Les quadrilin�arit�s

Prenons maintenant une ligne par image dans notre d�terminant� Nous
obtenons alors une relation quadrilin�aire en m�� m�� m� et m	� Nous allons
d�montrer que ce type de relation est toujours une combinaison lin�aire de
bilin�arit�s et de trilin�arit�s�

Consid�rons donc la matriceA �N�� pr�sent�e � l
�quation ����	�� �crire
que tous les mineurs d
ordre � sont nuls est �quivalent � �crire que la matrice
est de rang �� Pour prouver ceci� il est su�sant de d�montrer que toutes
les lignes sont combinaisons lin�aires de � lignes 
x�es� Ceci peut �tre fait
en calculant le d�terminant obtenu par le choix de trois lignes� plus d
une
quatri�me appartenant aux �N � � restantes�

Choisissons les deux premi�res lignes de la matrice comme les deux pre�
mi�res lignes 
xes de notre d�terminant� Elles ne sont pas collin�aires parce
que le rang de P� est �� La troisi�me ligne est choisie comme n
�tant pas
combinaison lin�aire des deux premi�res� Le choix de cette troisi�me ligne

xe est toujours possible� sinon le rang de notre matrice A serait �� Nous
reviendrons sur ce cas particulier�

Maintenant� tous les d�terminants �crits de cette fa�on sont des trilin�a�
rit�s ou des bilin�arit�s �juste dans le cas ou la quatri�me ligne provient de
la m�me image que la troisi�me�� Tous les autres d�terminants� c
est � dire
les contraintes quadrilin�aires� mais aussi les bilin�aires et trilin�aires pas
encore calcul�s sont combinaison lin�aire des expressions d�j� calcul�es� La
cons�quence alg�brique est que toute l
information est contenue dans une
bilin�arit� et �N � � trilin�arit�s� Les quadrilin�arit�s sont des combinaisons
lin�aires � coe�cients de celles ci�

Consid�rons maintenant le cas particulier o� A est de rang �� Cela signi
e
que M n
est pas un point unique� mais est juste contraint sur une droite� Ce
cas correspond � une con
guration o� tous les centres optiques et le point
M sont align�s�

��
�	 Trilin�arit�s sur les droites

Le cas des droites est important car elles sont souvent pr�sentes dans les
images que nous avons � traiter et leur d�tection est relativement plus stable
que celle des points�

Nous allons devoir introduire des matrices de projection pour droites�
�tant donn� deux point M� et M� d�
nissant � une droite � de l
espace�
on repr�sente � par un vecteur � 	 dimensions de coordonn�es de Pl-cker
� � M� � M� � �����������	�������	���	
T � � est d�
ni � un facteur
d
�chelle pr�s� L
image � de � est repr�sent�e par le vecteur � tel que
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� � PM� �PM� ������

On note que dans P�� les op�rateurs � et � sont �quivalents� En d�ve�
loppant l
�quation pr�c�dente� on obtient �

� � ����M���	�M��� �	�M�����M���

�	�M�����M��� ���M���	�M���

���M�����M��� ���M�����M���

Chaque coordonn�e de ce vecteur est antisym�trique en M��M�� De plus�
la premi�re coordonn�e est antisym�trique en �� 	� la deuxi�me en 	� � et la
troisi�me en �� �� Il est facile de v�ri
er que � a pour coordonn�es

� � ��� � 	�T��
�	 � ��T��
�� � ��T�
T

Nous pouvons r��crire cette �quation lin�airement en fonction des coordon�
n�es de Pl-cker�

� � �P� ������

o� �P est une matrice �� � d�
nie � un facteur d
�chelle pr�s� Les rang�es de
�P sont �� 	� 	� � et �� �� La matrice �P joue le m�me r&le pour les droites
que P pour les points� De la m�me mani�re que pour les points� on obtient
un syst�me d
�quations du type

�
���� � �� ���� � 	
���� � �� ���	 � �



� � � ������

o� �ij est la i�me coordonn�e de la droite � vue dans l
image j� Chaque
ligne de la matrice qui appara t dans le terme gauche de l
�quation est une
droite de l
espace passant par le centre optique� Ceci est extr�mement facile
� v�ri
er � par exemple� pour la premi�re ligne� ���� � � � ���� � 	 � �� �
����� � ���	�� Si nous consid�rons � cam�ras� la matrice de ������ devient
�� �� Chaque ligne de cette matrice est not�e Li et repr�sente une droite de
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l
espace� L� et L� passent par le centre optique de la premi�re cam�ra� L�

et L	 par le centre optique de la deuxi�me cam�ra et L� et L
 par le centre
optique de la troisi�me� De plus� si nous consid�rons la r�union de L� et L	�
nous obtenons le plan �

L� 
 L	 � ����
 � �� ���� � �� 
 ����
 � �� ���� � 
�
� ���
� ���� � �����

Une d�rivation identique s
op�re pour L�
L
� Ces deux plans se coupent
en �� En e�et� L� 
 L	 �respectivement L� 
 L
� repr�sente le plan passant
par � et le centre optique de la deuxi�me �respectivement troisi�me� cam�ra�
Exprimons alors que L� et L� coupent � �

L� � ��L� 
 L	� � �L� 
 L
�� � �

L� � ��L� 
 L	� � �L� 
 L
�� � � �

Chacune de ces �quations est un polyn&me de degr� � en les coe�cients
de ��� �� et ��� En fait� puisque les � termes sont divisibles par ����

�
�� ces

deux conditions sont de degr� �� Elles s
expriment de la mani�re suivante �

����� � �� ���� � 	� � ����
 � ����� ����� � ����� � ����� ����� � �

����� � �� ���	 � �� � ����
 � ����� ����� � ����� � ����� ����� � �

On peut r��crire ces �quations de la fa�on suivante �

���

�X
i�j
�

T�ij�
i
��

j
� ����

P�
i�j
� T�ij�

i
��

j
� � � ������

���

�X
i�j
�

T�ij�
i
��

j
� ����

P�
i�j
� T�ij�

i
��

j
� � � ������

On en tire l
expression plus compacte �

�i� �
X
j�k

Tijk�
j
��

k
� ����	�

On reconna t l
�quation ������� Des relations sym�triques peuvent �tre
obtenues en consid�rant les cam�ras � et �� Il faut noter que nous n
avons
pas ici directement utilis� les d�terminants� mais plut&t les propri�t�s des
droites dans l
alg�bre de Grassmann�Cayley�
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��
�
 Di��rentes param�trisations minimales

Nous avons vu que les quadrilin�arit�s �taient des combinaisons lin�aires
des bilin�arit�s et des trilin�arit�s� nous pouvons donc les exclure de notre
�tude puisqu
elles n
apportent pas d
information� Nous avons une descrip�
tion minimale des bilin�arit�s gr!ce � l
�tude de la matrice fondamentale�
Toutefois� les contraintes entre les coe�cients des trilin�arit�s restent un peu
myst�rieuses� Le tenseur T comporte �� �l�ments d�
nis � une constante
multiplicative pr�s� c
est � dire �	 param�tres tandis que la g�om�trie pro�
jective de � cam�ras ne d�pend que de �� param�tres� Il existe un grand
nombre de descriptions minimales de ce tenseur en �� param�tres� Nous en
d�velopperons deux�

) La description � base de matrices de projection

) La description � base de contraintes internes

La description � base de matrices de projection est implicitement expos�e
� la section ��� puisque nous y �tudierons la transformation d
un tenseur tri�
focal en un jeu de matrices de projection� La description � base de contraintes
internes permet plus de 'exibilit� dans le choix de la param�trisation�

La description � base de contraintes est simplement bas�e sur le fait que
le tenseur trifocal poss�de �� param�tres d�
nis � un facteur d
�chelle pr�s�
Or� le fait que ce tenseur soit issu de trois matrices de projection qui ne
d�pendent� elles� que de �� param�tres impose des contraintes� Nous avons
donc �� � �� � � contraintes internes au tenseur� Ces contraintes devront
toujours �tre v�ri
�es pour que le tenseur T soit e�ectivement un tenseur
trifocal�

Il est clair g�om�triquement �voir la 
gure ���� et cela peut �tre v�ri
�
alg�briquement que pour toutes les trilin�arit�s� on a


m�� T �m�� e��� e��� � �


m�� T �e���m�� e��� � �


m�� T �e��� e���m�� � �

o� T �m��m��m�� repr�sente les trilin�arit�s au point �m��m��m���
Si l
on note Tij le vecteur obtenu en 
xant les deux derni�res coordon�

n�es du tenseur � i et j� on d�montre #Faugeras et Mourrain� ����$ que ces
�quations sont �quivalentes aux relations suivantes �


fi� j� l�mg� jTilTjlTjmjjTjmTimTilj � jTimTjmTjljjTjlTilTimj � �
������
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e��

e��

C�

C�

m�

C�

Fig� ��� ) Les �pipoles v�ri
ent les trilin�arit�s avec un point quelconque� En
e
et� e�� et C�� e�� et C� d�
nissent des faisceaux de plans passant par C��
Tous les rayons issus du centre optique C� coupent donc ces deux faisceaux
de plans en un point unique qui est le centre optique de la premi�re cam�ra�
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Ces �quations sont trivialement v�ri
�es pour i � j et pour l � m� De
plus� �changer les param�tres i et j ou bien l et m conduit � des �quations
identiques� On peut donc consid�rer sans restriction que l
on a i 
 j et l 
 m�
On obtient alors � contraintes di��rentes et ind�pendantes�

Si nous exprimons maintenant par exemple Til comme fonction lin�aire
de Tjl� Tjm et Tim qui sont g�n�riquement ind�pendants

Til � �il
jlTjl � �il

jmTjm � �il
imTim

alors l
�quation ������ se simpli
e en �

�il
im�

il
jl � �il

jm�

ce qui nous permet de param�triser Til en fonction de trois autres vecteurs
en utilisant deux param�tres ��il

im� �
il
jl� au lieu de trois ��il

im� �
il
jl� �

il
jm�� En

r�p�tant cette proc�dure� on obtient une param�trisation minimale de T �

��
�� Lien avec les descriptions de Hartley et de Shashua

Dans #Hartley� ����a$� Richard Hartley d�montre que les relations issues
de son tenseur trifocal sont identiques aux trilin�arit�s d
Amnon Shashua�
Nous nous contenterons alors de d�montrer que les trilin�arit�s issues des
d�terminants sont les m�mes que celles de Richard Hartley� L
identi
cation
avec les trilin�arit�s de Shashua s
op�rera par transitivit��

Hartley utilise le tenseur T que nous avons introduit � la section ������
Ses �quations ont la forme suivante

�X
k
�

mk
��m

i
�m

l
�Tkjm �mj

�m
l
�Tkim �mi

�m
m
� Tkjl �m

j
�m

m
� Tkil�

������

avec �i� j� l�m� � f�� �� �g	� Il y a une �quation pour chaque choix d
indices
tel que i �� j et l �� m� On obtient des �quations identiques si l
on inverse
i et j ou l et m� Il y a donc � �quations di��rentes donc � seulement sont
ind�pendantes�

En identi
ant ces �quations avec celles issues des d�terminants obtenues
� partir des deux lignes correspondant � la premi�re image et une ligne dans
chacune des deux images restantes� on remarque que Tijk est construit en pre�
nant l
�l�ment i de la premi�re colonne� l
�l�ment j de la deuxi�me colonne�
l
�l�ment k de la troisi�me colonne de la matrice suivante�
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��� � � 	 
 �

	 � � � �

� � � � �

	
� ������

Par exemple� T��� � ��� 	� 
� �
� Ceci montre l
�quivalence entre les trili�
n�arit�s de Hartley et celles induites par les d�terminants� et par transitivit�
avec celles de Shashua�

On v�ri
e aussi que si l
on choisit P� � �Ij�
� P� � �aik
 et P� � �bik
� les
formules de d�terminants se simpli
ent� Ainsi

��� 	� i� j
 � ai�bj	 � ai	bj�

��� 	� i� j
 � ai�bj	 � ai	bj�

��� �� i� j
 � ai�bj	 � ai	bj�

donne les m�mes expressions que l
�quation ����	�� On a aussi l
identi
cation
entre �quations� En e�et� pour les trilin�arit�s du premier groupe� t��� �� �� 
�
correspond � l
�quation de Hartley ������ en choisissant i � �� j � �� l � � et
m � �� t��� �� �� �� � i � �� j � �� l � � et m � �� t��� �� �� 
� � i � �� j � �� l �
� et m � �� et 
nalement t��� �� �� �� correspond au choix i � �� j � �� l � �
et m � ��

	�� Relations entre les di��rentes entit�s

Toutes les entit�s que nous avons manipul�es jusqu
� pr�sent ont l
avan�
tage d
op�rer lin�airement sur les points de l
image� Le prix � payer est
qu
elles ne sont pas exprimables sans contraintes� mais surtout que leur
nombre n
est pas proportionnel au nombre de cam�ras� comme la formule ����
C
est pourquoi il est particuli�rement int�ressant de revenir au formalisme
des matrices de projection� Elles contiennent toute l
information relative � la
g�om�trie du syst�me et ne sont pas contraintes entre elles� Il est extr�me�
ment ais� de passer des matrices de projection �que nous noterons P � �Qjt
�
aux matrices fondamentales par la formule suivante

Fij � �tj �QjQ
��
i ti
�QiQ

��
j ������

Cette relation est vraie si Qi et Qj sont inversibles�
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Le passage des matrices de projection aux trilin�arit�s s
e�ectue gr!ce aux
formules ���	 si P� � �Ij�
 ou aux formules ���� sinon� Toutefois� la transfor�
mation des bi� et trilin�arit�s en matrices de projection est plus complexe�
d
un point de vue th�orique et d
un point de vue pratique�

����� De F vers P

Dans cette section nous supposons connues toutes les matrices fonda�
mentales Fij entre les images et nous cherchons un jeu possible de matrices
de projection �d�
nies � une transformation projective de P� pr�s�� Nous
distinguerons deux cas� selon que les centres optiques sont align�s ��pipoles
confondus� ou en position g�n�rale� Encore une fois �comme � la section
������� cette distinction est amen�e par une �tude approfondie des cas pra�
tiques� Cette distinction n
existe pas dans les travaux de Luong et Vi�ville
#Luong et Vi�ville� ����$� Leurs calculs ne s
appliquent pas si les centres op�
tiques sont align�s�

Nous restreindrons nos d�monstrations aux cas de trois cam�ras par sim�
plicit�� Pi� i � � pouvant �tre calcul� de la m�me mani�re que P��

������� Cas o� les �pipoles sont disjoints

Nous avons vu � la section ����� que� dans ce cas� les matrices fonda�
mentales d�pendent de �� param�tres� exactement comme les matrices de
projection� Toutefois� en pratique� les �� param�tres ne v�ri
ent pas exacte�
ment les trois contraintes� Ils nous faudra en tenir compte dans nos calculs�

Tout d
abord� nous pouvons choisir

P� � �Ij�

P� � ��e��
�F��je��


�
I �

�T �	




Ce choix prend en compte la contrainte �pipolaire symbolis�e par F���
En e�et� si F est la matrice fondamentale issue de P� et P�� en utilisant les
formules �����

F � ��	e��
���e��
�F�� � e���
T �

� �e��
��e��
�F��

En utilisant le fait que pour tout x�
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Fx � e�� � �e�� � �F��x��

� �eT��F��x�e�� � �eT��e���F��x

� F��x

puisque eT��F��x � � pour tout x�
Notons �� le vecteur ��T �	


T � P� et P� v�ri
ent bien la g�om�trie �pipo�
laire impos�e� La pr�sence du vecteur �� permet de tenir compte des degr�s de
libert� existant� En e�et� nous avons choisi arbitrairement les �� param�tres
de la matrice P�� la matrice fondamentale d�termine � param�tres de P��
il reste donc � param�tres libres que nous regroupons dans le vecteur ��� Le
vecteur �� n
intervient bien s%r pas dans l
expression de F� On remarque aussi
que le centre optique de la premi�re cam�ra est repr�sent� par ��� �� �� �
T

Ensuite� nous montrons que� � partir d
un choix arbitraire de ��� la forme
de P� est d�termin�e sans ambigu"t�� � De la m�me mani�re que nous avions
contraint P� � l
aide de la premi�re cam�ra� exprimons P� �

P� � ��e��
�F��je��

�
I �

�T �	



������

Comme nous l
avons montr� plus haut� cette forme nous assure que les
contraintes �pipolaires entre les images � et � sont v�ri
�es� Nous devons nous
assurer que F�� peut aussi se calculer � partir de P� et P�� D�composons P�

et P� sous la forme �Qjt
�

Q� � �e��
�F�� � e���
T

t� � �	e��

Q� � �e��
�F�� � e���
T

t� � �	e��

De ces expressions� nous pouvons d�duire celles de e�� et de F��

�e�� � t� �Q�Q
��
� t� ������

�F�� � �e��
�Q�Q
��
� ������

�� G�om�triquement� on voit que la position de C� peut 
tre d�duite de la position de

C� et C� avec e��� e�� et la position des plans image � et 	�
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Nous avons introduit les param�tres � et � pour prendre en compte l
in�
connue d
�chelle dans ces �quations� A partir de la deuxi�me �quation� on
d�duit �

�F��Q� � �e��
�Q� ������

et en d�veloppant

�F����e��
�F�� � e���
T � � �e��
���e��
�F�� � e���

T � ������

puis

�e�� � e����
T � �F���e��
�F�� � �e��
��e��
�F�� � �F��e���

T

����	�

o�� en s�parant colonne par colonne

�i�e�� � e��� � li � ��iF��e�� ������

Or� les vecteurs e�� � e�� et F��e�� sont proportionnels puisqu
ils repr��
sentent tous les deux la trace du plan trifocal C�C�C� sur la troisi�me image�
Il s
agit de l
expression des contraintes qui existent entre les matrices fon�
damentales� comme nous l
avons d�crit � la section ������ Si les matrices
fondamentales sont coh�rentes entre elles� il existe un � tel que les vecteurs
li soient proportionnels � l
image du plan trifocal� Ceci est vrai parce que
les deux termes de li repr�sentent des droites passant par e�� � et� avec une
combinaison lin�aire� nous devons �tre capables de produire une droite qui
passe � la fois par e�� et e��� Nous devons donc trouver la m�me valeur pour
� quel que soit i�

On peut �liminer � entre ces trois �quations� L
�quation ���� est une
�quation liant deux grandeurs projectives� Ces deux grandeurs projectives
sont dites �gales si et seulement si elles sont proportionnelles� Si elles appar�
tiennent � P�� alors ceci est �quivalent � dire que leur produit vectoriel est
nul� En transformant de cette mani�re l
�quation ����� on obtient

�� Nous avons choisi Q� de d�terminant non nul� ce qui nous est autoris� par un choix

appropri� de �� En e�et� puisque Q� � �e����F�� � e���
T � pour tout vecteur x� Q�x sera

la somme d�un vecteur orthogonal � e�� et d�un vecteur de m
me direction que e���

�� Les deux termes de li sont de la forme e�� � x o� x est soit �ie�� soit e�� �F
i

��
� On

a e���li � e����e�� � x� � �� Chaque terme de li repr�sente donc une droite passant par

e���
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�iu � �iv �w � � ������

avec

u � �e�� � e���� �F���e�� � Fi
����

v � �e�� � �e�� � Fi
����� F��e��

w � �e�� � �e�� � Fi
����� �F���e�� � Fi

����

Cette �quation ������ vectorielle d
inconnue �i a une solution qui peut
s
exprimer ainsi �

�i � �u
T ��iv �w�

uTu
������

Nous pouvons donc trouver les �i pour i � f�� �� �g � partir des �i corres�
pondants� Il faut toutefois noter que l
�quation ���� est une �quation entre
vecteurs de dimension � qui n
a pas de solution en g�n�ral si les vecteurs
u� v et w sont quelconques� Ici� il existe une solution par construction� Les
�quations liant les �l�ments des vecteurs u� v et w sont induites par les
contraintes existant entre les matrices fondamentales comme celles vues � la
section ������ Les matrices Q� et Q� sont alors d�
nies de mani�re unique�
Nous proc�dons de m�me pour calculer �	 en utilisant l
�quation �����

�e�� � �	e�� � �	Q�Q
��
� e�� ������

Encore une fois� on peut �liminer � dans cette �quation vectorielle pour
obtenir �	 en fonction de �	� On obtient alors

�	�e�� � e���� �	�Q�Q
��
� e���� e�� � � ������

Le calcul des �i en fonction des �i est donc achev�� Nous avons donc
obtenu un jeu de matrices P��P��P� qui engendre les matrices fondamentales
F���F���F���
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������� Cas o� les �pipoles sont confondus

La d�monstration pr�c�dente ne tient plus dans le cas o� les centres op�
tiques sont align�s� En e�et� il n
existe plus de plan trifocal� puisque tous
les plans appartenant au faisceau d�
ni par la droite contenant C�� C� et C�

contiennent les � centres optiques�
Pour calculer les matrices de projection � partir des matrices fondamen�

tales� nous pouvons nous servir du fait que les centres optiques se trouvent
tous sur un m�me droite� Si nous 
xons C� et C�� alors C� a un degr� de
libert�� sa position sur la droite C�C�� contre � auparavant� ses coordonn�es
dans l
espace� Le syst�me de trois cam�ras a donc �	 inconnues au lieu de
��� Toutefois� nous avons d�montr� � la section ����� que les trois matrices
fondamentales ne d�pendaient plus que de �� param�tres� Il n
y a pas d
issue
si nous n
injectons pas de l
information � ce stade�

L
interpr�tation g�om�trique est la suivante � C� est repr�sent� dans les
images � et � par e�� et e��� Si C� n
appartient pas � la droite C�C�� nous
pouvons le reconstruire� Cependant� aucun point de la droite C�C� ne peut
�tre reconstruit� Nous nous trouvons alors dans l
impossibilit� de d�terminer
les coordonn�es spatiales de C� � partir de ses images dans les cam�ras � et
��

Ce probl�me n
est absolument pas insurmontable� Dans ce cas� il nous
faut trois bilin�arit�s et une trilin�arit� pour �tre capable de pr�dire un point
g�n�rique dans la troisi�me image � partir de ses images dans les deux autres�
En e�et� pour tout point repr�sent� par m�� m� et m�� les lignes �pipolaires
g�n�r�es par m� et m� dans la troisi�me image vont �tre confondues� Il
n
est alors pas possible de d�terminer la position de m� sur cette ligne� La
connaissance d
une trilin�arit� su�t�

On peut aussi r�soudre ce probl�me si nous avons acc�s � quelques triplets
de points r�put�s correspondre au m�me point de l
espace� L
existence de tels
triplets de points est v�ri
� dans la quasi totalit� des cas pratiques� Soit M
un tel point de l
espace� A partir de P� et P�� nous pouvons reconstruire ce
point M dans l
espace� comme d�crit � l
appendice B��� Or� ce point v�ri
e
l
�quation de projection vers la cam�ra �� donc m� � P�M� Nous avons donc
pour m� les �quations suivantes �

m� � P�M

mT
�F��m� � �

mT
�F��m� � �

Les deux derni�res �quations sont redondantes puisque l
on a F��m� �
F��m�� La premi�re �quation vectorielle n
apporte pas deux �quations sca�
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laires comme on pourrait s
y attendre� mais une seule� En e�et� si l
on change
le syst�me de coordonn�es tels que l
axe x soit parall�le � la droite �pipo�
laire et y perpendiculaire� l
�quation m� � P�M se d�compose en my

� � �
et mx

� � AM� my
� � � signi
e simplement l
appartenance de m� � la droite

�pipolaire� Donc� l
information apport�e par m� � P�M n
est que la position
de m� sur la droite �pipolaire de m� et m�� Il faut donc trois points M pour
d�terminer compl�tement P��

����� De T vers P

Deux solutions se pr�sentent � nous � soit nous supposons que nous avons
une repr�sentation de T qui est minimale� c
est � dire qu
elle ne d�pend que de
�� param�tres� ou formul� di��remment� que les param�tres dont elle d�pend
v�ri
ent les contraintes qui doivent exister entre eux� soit nous supposons
que notre repr�sentation d�pend de plus de param�tres et ne v�ri
e aucune
contrainte sp�ci
que � la g�om�trie trinoculaire� Tous les tenseurs �� �� �
ne sont pas possibles� mais seulement un sous espace de dimension ��� La
d�termination de ce sous espace est d�crite � la section ������

Le premier cas a l
avantage d
�tre simple et bien ma tris�� Le deuxi�me cas
est malheureusement le plus courant si nous n
avons pas fait une minimisation
de param�tres de T sous contraintes� Toutefois� nous pr�senterons pour ces
deux approches une seule et m�me m�thode� qui s
apparente � une projection
de l
espace des tenseurs T g�n�raux vers la sous�vari�t� des tenseurs T que
l
on peut obtenir � partir des matrices de projection� Si les contraintes sont
d�j� v�ri
�es� la transformation consiste simplement en un changement de
rep�re� si elles ne le sont pas� la transformation est une projection sur l
espace
des matrices de projection suivie d
un changement de rep�re � l
int�rieur de
cette vari�t�� En l
absence de m�trique sur l
espace des tenseurs d�
nis �
un facteur d
�chelle pr�s� il est impossible de dire si il s
agit de la meilleure
projection possible ou non�

Les matrices de projection repr�sentent donc une param�trisation possible
de l
espace des tenseurs trifocaux� Nous reprenons ici les notations de la
section ������ Notons tout d
abord que si P� � �Ij�
� alors e�� � �ai	
 et
e�� � �bi	
� En e�et� on utilise la formule �����

eij � ti �QiQ
��
j tj ������

or� t� � � donc

ei� � ti ������
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Nous savons ����	� que Tijk � ajibk	 � aj	bki� Si nous arrivons � calculer
les �pipoles e�� et e��� c
est � dire a�	 et b�	� le probl�me du calcul de P� et
P� en fonction de T sera un probl�me lin�aire�

On note ai la i�me colonne de la matrice P� et bi la i�me colonne de la
matrice P�� On a alors

TT
i � aib

T
	 � aT	 bi

On remarque que ri � ai � a	 appartient au noyau de Ti et que si �
bi � b	 appartient au noyau de TT

i � On peut donc calculer les vecteurs ri
et si en fonction de T 	� On peut bien s%r utiliser la m�thode de son choix
pour r�soudre le syst�me TT

i si � �� Si le tenseur T est issu de matrices de
projections� le syst�me aura une solution� Dans le cas contraire� on peut par
exemple chercher le vecteur correspondant � la plus petite valeur singuli�re
de Ti�

Par construction�


i � f�� �� �g� rTi a	 � �

Nous connaissons les vecteurs ri� nous pouvons en d�duire le vecteur a	 qui
n
est rien d
autre que e��� Encore une fois� si le tenseur est issu de matrices
de projections� le syst�me aura une solution exacte et sinon nous devrons
nous contenter d
une solution approch�e�

Les �quations ���	 deviennent alors lin�aire en les inconnues ai et bi pour
i � f�� �� �g� Ce syst�me de �� inconnues et �� �quations peut �tre alors
r�solu� Bien s%r� la solution sera exacte si le tenseur v�ri
e les contraintes
internes� et approch�e sinon�

Il est important de noter que si aucune pr�caution n
est prise� les �l�ments
de T auront des ordres de grandeurs tr�s di��rents� Il est donc souhaitable
de normaliser les points avant de calculer les trilin�arit�s� La normalisation
s
e�ectue en choisissant un rep�re image tel que les coordonn�es x et y des
points soient comprises entre �� et �� Il est aussi souhaitable de normaliser les
�quations avant d
e�ectuer une r�solution aux moindres carr�s en normalisant
par exemple les vecteurs ri � � avant de r�soudre ri�a	 � �� Cela donne un
poids identique � tous les vecteurs ri�

����	 De 	 � N cam�ras

Nous avons expos� au cours de ce chapitre de nombreuses m�thodes pour
calculer la g�om�trie d
un syst�me de � cam�ras� Comment g�n�ralise t
on

�� On remarque au passage que la matrice form�e des vecteurs ri n�est rien d�autre que

F�� et que la matrice form�e des vecteurs si n�est que F��� Ceci nous donne une m�thode

e�cace pour passer de T � une repr�sentation partielle des bilin�arit�s�
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ces calculs � un nombre quelconque de cam�ras�
Nous avons vu � la section ��� qu
il n
existe pas de relations lin�aires

entre des points images d
un m�me point tridimensionnel faisant intervenir
plus de quatre images� De plus� les quadrilin�arit�s sont des combinaisons
lin�aires de bilin�arit�s et de trilin�arit�s� Les relations lin�aires entre points
sont donc limit�es � trois cam�ras�

Ces relations entre deux ou trois cam�ras peut se transformer en matrices
de projection� Toutefois� si nous menons nos calculs de mani�re ind�pendante
pour chaque triplet� les matrices de projection que nous allons obtenir seront
exprim�es dans des bases projective de l
espace di��rentes� Les objets recons�
truits dans P� le seront dans cette base� Or� si nous connaissons l
expression
de plusieurs objets �
 dans des bases di��rentes� il nous est possible de cal�
culer la matrice de changement de base� Plus sp�ci
quement� si P et P�

repr�sentent la m�me matrice de projection dans deux bases di��rentes� la
matrice de changement de base H qui est une matrice � � � d�
nie � une
facteur multiplicatif pr�s� v�ri
e �

P� � PH���

Si M et M� sont des points de P�� la matrice de changement de base
devra satisfaire �

M� � HM

Il est donc possible� en estimant par exemple les matrices de projection
par sous�ensembles de trois� de calculer les matrices de changement de base
entre les di��rents sous�ensembles� et donc de construire une repr�sentation
des N cam�ras dans une m�me base de l
espace�

	�� Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons �tudi� les di��rents mod�les de cam�ras�
Notre choix s
est port� sur le mod�le perspectif� et ce pour plusieurs raisons�
Contrairement au mod�les orthographique et paraperspectif� il d�crit bien
les d�formations dues � un changement de profondeur dans la sc�ne� Il est
associ� � un formalisme math�matique agr�able� la g�om�trie projective� nous
n
avons pas choisi un mod�le plus compliqu�� comme ceux qui int�grent les
distorsions des images car nous pouvons recti
er ind�pendamment chacune
des images et nous ramener � un mod�le perspectif�

Partant de ce mod�le de la g�om�trie d
une cam�ra� nous avons entrepris
de construire une th�orie pour une paire de vues� L
objet central est alors une

��� un objet pouvant 
tre ici une matrice de projection� un point ou une droite de l�espace
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matrice ��� de d�terminant nul et d�
nie � un facteur d
�chelle pr�s appel�e
matrice fondamentale� Cette matrice concentre l
information �pipolaire� qui
a un point fait correspondre une droite dans l
autre image� Cette droite est
l
image du rayon issu de ce point�

Nous nous sommes ensuite pench�s sur le cas un peu plus complexe de
trois cam�ras� et nous avons vu premi�rement que les matrices fondamentales
�taient inadapt�es et que la g�om�trie pouvait �tre captur�e� entre autres par
un tenseur � � � � � d�
ni � un facteur d
�chelle pr�s et v�ri
ant certaines
contraintes internes� Ce tenseur caract�rise les relations lin�aires existant
entre les coordonn�es ��D des points�

Toutefois� les d�rivations des deux pr�c�dentes sections n
ayant rien de
syst�matique� nous sommes revenus aux �quations initiales de la projection
pour �tablir une th�orie des relations lin�aires entre les points des images�
Cette th�orie est bas�e sur les d�terminants� Elle nous fournit non seulement
une m�thode de calcul de toutes les relations lin�aires dans les images� mais
aussi une explication pour les contraintes existantes entre les di��rent objets
manipul�s�

Finalement� nous avons pr�sent� des m�thodes � la fois th�oriques et
pratiques pour passer d
une repr�sentation possible �matrice fondamentales�
trilin�arit�s� matrices de projection�� vers une autre� Il doit maintenant �tre
clair que le passage des matrices de projection vers les trilin�arit�s ou les
bilin�arit�s est une op�ration facile� Les op�rations inverses� des trilin�arit�s
ou des bilin�arit�s vers les matrices de projection sont des op�rations di�ciles�
qui n�cessitent certaines pr�cautions� Nous n
avons pas �tudi� les m�thodes
pour passer directement des trilin�arit�s aux bilin�arit�s et vice versa puisque
nous pouvons les relier en passant par un jeu de matrices de projection�
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Chapitre �

Estimation de la g�om�trie des

cam�ras

��� Comment obtenir les appariements�

Nous allons maintenant nous int�resser � l
estimation de la g�om�trie du
syst�me de cam�ras� Nos donn�es vont �tre des correspondances de primitives
entre les images� Ces correspondances doivent �tre obtenues uniquement �
partir des images� Aucune supposition n
est faite sur la structure de la sc�ne
ni sur la g�om�trie des cam�ras� ce sont des inconnues toutes les deux�

Le probl�me de la mise en correspondance� comme celui de la segmenta�
tion� est l
un des probl�mes les plus di�ciles� et bien s%r loin d
�tre r�solu en
vision par ordinateur et en vision pour la robotique� Ici� nos donn�es vont �tre
des primitives dans des images di��rentes et leurs attributs et nous devons
identi
er si elles proviennent de la m�me primitive ��D� On appelle aussi ce
probl�me appariement�

La recherche dans ce domaine est toujours tr�s active �On peut consul�
ter� entre autres� #Brown� ����� Dhond et Aggarwal� ����� Goshtasby et al��
����� Hummel et Zucker� ����� Kahl et al�� ����� Zhang et al�� ����� Ma tre et
Wu� ����� Robert et Faugeras� ����� Zhang� ����� Zhang et Faugeras� ����$�
mais aussi bien d
autres ����� m�me si une �norme quantit� de travail a �t�
accomplie au cours de ces �� derni�res ann�es� H�las� les r�sultats d�pendent
toujours d
heuristiques plus ou moins bien v�ri
�es� comme la similitude des
pro
ls d
intensit�� En e�et� ce qui appara t simple � l
oeil humain est assez
di�cile � r�aliser avec des machines� Il faut � la fois d�tecter des primitives�
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et les apparier alors quelles sont g�n�ralement di��rentes� On regarde plu�
sieurs images pour justement en appr�cier les di��rences� On cherche donc
alors une relative similitude v�ri
ant quelques contraintes pour restreindre
les possibilit�s� Il n
existe pas � l
heure actuelle de syst�me mettant en cor�
respondance plusieurs images qui soit robuste � des changements d
aspect ou
d
orientation des objets� Certains syst�mes s
en approchent� mais personne
ne pr�tend avoir trouv� une solution satisfaisante � ce probl�me di�cile�

Ces di�cult�s sont parfois contourn�es en prenant des s�quences 
ne�
ment discr�tis�es dans le temps� En e�et� puisque l
intervalle de temps entre
les images est petit et que la vitesse des objets est contrainte par des lois
physiques � �tre born�e� on peut obtenir des d�placements tr�s petits d
une
image � l
autre� L
espace dans lequel on va devoir chercher le correspondant
est restreint � un voisinage de la primitive d
int�r�t en question�

	���� Les primitives d�int�r�t utilis�es � points et droites


������ Les points

Les points saillants de la surface d
intensit� de l
image sont des points
appropri�s pour la mise en correspondance� En e�et� ils sont facilement iden�
ti
ables d
une image � l
autre puisqu
ils repr�sentent des ��v�nements� de la
surface d
intensit�� le plus souvent des discontinuit�s� Ces points repr�sentent
souvent �mais pas exclusivement� des coins des objets dans l
image� Leur mise
en correspondance sera bas�e sur la similitude de leur pro
l d
intensit��

Les coins dans une image de fonction d
intensit� I�x� y� sont obtenus
comme maxima d
un op�rateur O�x� y� appliqu� � l
image � ce sont les points
�x�� y�� de l
image tels que


�x� y� � V�O�x�� y�� � O�x� y�

o� V est un voisinage de �x�� y��� g�n�ralement� un rectangle centr� en
�x�� y��+ seuls les points dont la valeur O�x�� y�� est sup�rieure � un seuil
sont r�ellement consid�r�s comme des coins�

L
op�rateur que nous avons utilis� est celui d�crit dans #Harris et Ste�
phens� ����$� Il est une version l�g�rement modi
�e de l
op�rateur de Plessey
#Harris� ����� Noble� ����$ �

O�x� y� � det� bC�x� y��� k�trace� bC�x� y����

avec
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bC�x� y� �

�BB�
��I�x�y�
�x

� ��I�x�y�
�x

�I�x�y�
�y

��I�x�y�
�x

�I�x�y�
�y

��I�x�y�
�y

�

�CCA
Dans la formule ci�dessus� bF �x� y� est la fonction obtenue � partir de

F �x� y� apr�s lissage� c
est���dire� convolution par un noyau de convolution
G��x� y� �

bF �x� y� �
Z u
�

u
��

Z v
�

v
��
G��x� u� y � v�F �u� v�dudv

Les noyaux de convolution sont choisis s�parables en x et y� c
est���dire
que G��x� y� � g��x�g��y�� Le plus souvent utilis� est le noyau gaussien

g��x� �
�

�
p
��

e�
x�

���

o� � correspond au rayon approximatif du noyau�
Cette fa�on de proc�der produit les coordonn�es des coins � un pixel pr�s�

ce qui est su�sant pour la proc�dure de corr�lation utilis�e qui ne prend en
compte que des coordonn�es enti�res� Une pr�cision subpixelique est obtenue
a posteriori en ra�nant chacun des coins extraits � partir de l
op�rateur
pr�c�dent� � l
aide d
une m�thode bas�e sur un mod�le param�trique local
du coin #Blaszka et Deriche� ����� Blaszka et Deriche� ����� Rohr� ����b$�
On peut aussi utiliser des m�thodes de mise en correspondance ayant une
pr�cision inf�rieure au pixel comme #Devernay et Faugeras� ����a� Devernay
et Faugeras� ����b$�

Il existe bien s%r d
autres extracteurs de coins avec des caract�ristiques
plus ou moins di��rentes� Ils sont recens�s dans #Deriche et Giraudon� �����
Rohr� ����a$ par exemple�


������ Les droites

Les droites sont au moins aussi int�ressantes que les points� parce que cer�
taines de leurs caract�ristiques peuvent �tre d�tect�es avec plus de stabilit�
que les points� En e�et� si les extr�mit�s d
un segment peuvent varier gran�
dement d
une image � l
autre� l
orientation ainsi que la distance � l
origine
sont extr�mement stables� Ces qualit�s sont particuli�rement int�ressantes
puisque la pr�cision des primitives d
int�r�t d�termine la pr�cision de nos
estimations� On utilise alors comme param�tres des lignes l
orientation �� la
longueur l� la distance � l
origine a et la coordonn�e du point milieu sur le
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segment b� � et a ont une variance faible par rapport � celle de l et de b� On
note aussi que plus un segment est long� plus son orientation est pr�cise�

Les droites sont extraites � partir d
un d�tecteur de contours comme ceux
d�crits dans #Canny� ���	� Deriche� ����� Spacek� ����� Devernay� ����$� Ces
approches fonctionnent toutes en combinant des lissages avec une d�rivation
pour d�terminer les plus grandes variations de l
intensit� dans l
image� Les
contours sont extraits � partir de l
image d
intensit�� puis on les approxime
par des segments qui vont constituer nos droites� On prend bien s%r soin de
retirer les segments trop courts qui sont moins signi
catifs� On peut aussi
utiliser des approches � base de mod�les param�triques pour obtenir une
estim�e plus pr�cise #Blaszka et Deriche� ����� Blaszka et Deriche� ����$�

	���� Mise en correspondance

La mise en correspondance de primitives d
int�r�t entre plusieurs images
se base tout d
abord sur la similitude des pro
ls d
intensit� avoisinants� Cette
similitude va �tre mesur�e par la corr�lation entre les deux vecteurs associ�s
� ces pro
ls d
intensit�� Cette corr�lation est une grandeur statistique re�
pr�sentant la Cette premi�re �tape va permettre d
associer un point d
une
image � un ou plusieurs points dans une autre image� Une deuxi�me �tape
permet g�n�ralement de lever cette ambigu"t� en supposant que deux points
pr�s l
un de l
autre dans une image doivent avoir des correspondants peu
�loign�s dans une autre image� Il s
agit alors d
une contrainte sur l
ensemble
de la sc�ne et non plus sur des primitives s�par�es� Dans le cas du suivi�
cette contrainte est prise en compte au moment de la mise en correspon�
dance� puisque l
on va chercher le correspondant dans un voisinage proche
de l
ancienne position de la primitive� et m�me dans certains cas� dans une
direction seulement si l
on conna t la loi d
�volution de la position de ce
point� Les algorithmes de suivi sont souvent bas�s sur des m�thodes issues
du 
ltrage de Kalman� comme dans #Deriche et Faugeras� ����� Sethi et Jain�
����� Zhang� ����� Bascle et al�� ����� Crowley et Stelmaszyk� ����� Gam�
botto� ����� Giai�Checa et al�� ����$� Nous d�velopperons ici uniquement et
bri�vement la mise en correspondance � base de corr�lation et la relaxation
pour lever les ambigu"t�s�


������ Corr�lation

Lorsqu
aucune information n
est connue sur le mod�le� ni sur le syst�me�
ni sur la sc�ne observ�e� la seule information disponible pour d�terminer si
deux points� appartenant � deux images di��rentes I� et I�� se correspondent
est la fonction d
intensit� d�
nissant chacune des images�




�� Comment obtenir les appariements� ��

h

I��V�� I	�V	�

m	m�

Fig� ��� ) Si les deux points m� de l�image I� et m� de l�image I� sont en
correspondance� la valeur de la fonction d�intensit� de I� dans un voisinage
V� de m� est corr�l�e � celle de la fonction d�intensit� de I� dans un voisinage
V� de m��

Consid�rons une correspondance de points �m�� m�� entre I� et I�� Soit
M le point de la sc�ne qui se projette en m� et m�� En consid�rant que M
appartient � une surface lambertienne� si I� et I� sont issues d
une m�me
cam�ra� l
intensit� de m� est �gale � celle de m�� Si I� et I� sont issues de
deux cam�ras di��rentes� la fonction reliant l
intensit� de m� � l
intensit� de
m� est ind�pendante de M et monotone� En cons�quence� les vecteurs i� et
i� repr�sentant� respectivement� les valeurs de la fonction d
intensit� de I�
dans un voisinage V� de m� et les valeurs de la fonction d
intensit� de I� dans
un voisinage V� de m�� sont fortement corr�l�s puisque ces voisinages sont�
en g�n�ral� eux�m�mes en correspondance �voir la 
gure ����� Dans le cas
o� V� et V� correspondent � une portion de plan de la sc�ne� par exemple�
nous pouvons d�duire l
un des vecteurs i� et i� de l
autre� en nous appuyant
sur le fait que� d
apr�s l
appendice B� V� et V� sont alors en correspondance
homographique�

Lorsque seules les fonctions d
intensit� sont connues� la relation g�n�rale
entre i� et i� est impossible � d�terminer et nous ne pouvons qu
exhiber un
crit�re de corr�lation qui mesure le degr� de corr�lation entre i� et i�� Les cri�
t�res les plus commun�ment utilis�s d�coulent des approximations suivantes
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qui consistent � supposer que �

) la fonction reliant l
intensit� i� de m� � l
intensit� i� de m� est a�ne�
c
est���dire� de la forme i� � ai� � b�

) V� et V� correspondent � une portion de plan� et donc� la surface autour
de M est localement assimil�e � un plan�

) l
homographie h associ�e � ce plan est la translation de vecteur m�m��
ce qui revient � consid�rer que les images sont localement recti
�es
par rapport � ce plan+ cette derni�re approximation conduit � prendre
exactement la m�me forme pour V� et V�� g�n�ralement� un rectangle�
centr� en m� pour V� et en m� pour V� et appel� fen�tre de corr�lation�

Les quatre crit�res classiques suivants s
en d�duisent alors selon les hypo�
th�ses suppl�mentaires faites sur a et b �

) ji�� i�j� qui suppose que a � � et b � �� ce qui est une bonne approxi�
mation si I� et I� viennent d
une m�me cam�ra+

) j�i���i��� �i���i��j� o� �ij est l
intensit� moyenne de Ij sur Vj+ ce crit�re
suppose seulement que a � �+

) cos�i�� i��� qui suppose seulement que b � �+

) cos��i� ��i��� �i� ��i���� qui ne fait aucune hypoth�se sur les valeurs de
a et b�

Moins il y a d
hypoth�ses faites sur a et b� plus le crit�re correspondant est
g�n�ral� mais aussi� plus son calcul n�cessite un nombre �lev� d
op�rations�
Nous avons utilis� le dernier des crit�res expos�s ci�dessus�

Des crit�res plus g�n�raux que les pr�c�dents sont obtenus en rel!chant
la contrainte sur h� c
est���dire� en autorisant h � �tre n
importe quelle ho�
mographie� ou au moins� n
importe quelle application lin�aire a�ne� Dans
ce cas� nous avons V� � h�V�� et i� se calcule � partir de i� par interpola�
tion� Le calcul du crit�re de corr�lation consiste alors � trouver l
homographie
hmax qui conduit au meilleur score de corr�lation calcul� � partir d
un des
quatre crit�res d�
nis pr�c�demment� La proc�dure est donc beaucoup plus
complexe puisqu
elle comprend une phase de minimisation par un processus
it�ratif� En contre partie� la connaissance de hmax constitue� en g�n�ral� une
information suppl�mentaire pr�cieuse� en relation avec la normale � la sur�
face en M #Devernay et Faugeras� ����b$�Une �tude comparative de di��rents
crit�res de corr�lation se trouve dans #Aschwanden et Guggenb-hl� ����$�
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������ Relaxation

Le but de l
�tape de relaxation est d
extraire de l
ensemble incoh�rent
de correspondances de point potentielles produit par l
�tape de corr�lation
d�crite dans la section �������� l
ensemble des bonnes correspondances de
point� Cet ensemble doit �tre �

) coh�rent� dans le sens o� un coin ne doit �tre impliqu� que dans une
seule correspondance de points�

) grand� car nous supposons que les bonnes correspondances de points
sont pr�sentes dans l
ensemble produit par l
�tape de corr�lation d��
crite � la section �������� Les points en correspondance ont une forte
corr�lation entre eux�

) coh�rent avec les hypoth�ses qui justi
ent l
utilisation du crit�re de
corr�lation� c
est���dire que les coins en correspondance doivent �tre
localement approximativement en correspondance homographique� ou
au moins� a�ne ou euclidienne�

Un crit�re de relaxation est d�
ni qui tient compte de ces caract�ristiques�
le but de l
�tape de relaxation devenant alors la maximisation de ce crit�re�

Le crit�re de relaxation� Le crit�re de relaxation est d�
ni pour un en�
semble S de correspondances de point� A chaque correspondance de points
�m�� m�� de S� est attribu� un score de relaxation s�m�� m�� qui est toujours
positif et mesure le degr� de coh�rence de �m�� m�� avec les caract�ristiques�
d�crites ci�dessus� voulues pour les correspondances 
nales� Le crit�re de re�
laxation est alors d�
ni comme la somme des scores de relaxation de toutes
les correspondances de point de S �

C�S� � X
�m��m��	S

s�m�� m��

Ainsi� maximiser ce crit�re revient � maximiser les scores de relaxation et
donc choisir l
ensemble des bonnes correspondances de point�

Le score de relaxation� Le score de relaxation d
une correspondance de
points �m�� m�� est lui�m�me d�
ni comme une somme de scores toujours
positifs �

s�m�� m�� �
X

�n��n��	V�m��m��

	� �m�n�� �m�n�� �����
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o� V�m�� m�� est le voisinage de �m�� m�� et 	��u��v� est le score de similarit�
entre �u et �v�

V�m�� m�� est d�
ni comme suit �

V�m�� m�� � f�n�� n�� � S� k �m�n�k 
 r et k �m�n�k 
 rg

o� r est un seuil 
xant le rayon du voisinage� Ainsi� plus il y a de corres�
pondances de point dans le voisinage de �m�� m��� plus s�m�� m�� est �lev��
Cette d�
nition a pour but de favoriser les ensembles � nombre �lev� de
correspondances de point�

	��u��v� est d�
ni comme suit �

	��u��v� �

�������
�

��
k�uk�k�vk

�

si �
k�

 k�vk

k�uk

 k� et j��u��v�j 
 ���

� sinon�

o� k� � � et �� � �� Cette d�
nition montre que �u et �v sont consid�r�s comme
similaires si �v est l
image de �u par une similitude d
angle compris entre ��� et
�� et de rapport compris entre �

k�
et k�� Elle favorise donc les correspondances

de point �m�� m�� telles que le voisinage de m� se d�duit approximativement
de celui de m� par une application a�ne proche de la translation de vecteur
�m�m�� ce qui est coh�rent avec le crit�re de corr�lation utilis�� L
approxima�

tion est d
autant plus valable que les voisinages consid�r�s sont restreints �
c
est pourquoi� d
une part� s�m�� m�� ne prend en compte que le voisinage de
�m�� m�� et d
autre part� 	� �m�n�� �m�n�� est d
autant plus grand que n� est
proche de m� et n� est proche de m�� De la m�me mani�re que pour le crit�re
de corr�lation� la d�
nition du score de similarit� peut �tre rendue plus g�n��
rale en faisant une approximation plut&t par une homographie que par une
similitude� Dans ce cas� plus de deux correspondances de point potentielles
doivent �tre consid�r�es�

En
n� dans la somme pr�sente dans la d�
nition de s�m�� m�� donn�e par
l
�quation ������ les voisins n� de m� ou n� de m� ne sont compt�s qu
une
seule fois � si deux scores de similarit� 	� �m�n�� �m�n�� et 	� �m�n��� �m�n��� ont
un point en commun� c
est���dire que n� � n�� ou n� � n��� alors� seul le plus
grand des deux est pris en compte� Ceci emp�che s�m�� m�� d
�tre grossi� de
fa�on ind�sirable� du fait de la pr�sence de nombreuses correspondances de
point potentielles contradictoires au voisinage de �m�� m���

La maximisation� La maximisation est faite de mani�re it�rative� L
en�
semble S des correspondances de point est initialement celui produit par
l
�tape de corr�lation d�crite dans la section �������� A chaque it�ration� dans
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un premier temps� tous les scores de relaxation sont calcul�s+ ils permettent�
dans un second temps� d
extraire de S de bonnes correspondances de point�
de telle sorte que S �volue vers un ensemble coh�rent qui maximise C�S��

Pour cela� l
extraction de S de bonnes correspondances de points est faite
de la fa�on suivante � une correspondance de points �m�� m�� potentielle est
consid�r�e comme bonne s
il n
existe pas d
autre correspondance de points de
S impliquant m� ou m� qui ait un score de relaxation sup�rieur � s�m�� m��+
pour toute bonne correspondance de points �m�� m��� toutes les correspon�
dances de point potentielles impliquant m� ou m� sont &t�es de S�

Le processus it�ratif est stopp� d�s lors qu
aucune nouvelle bonne cor�
respondance de points n
a �t� trouv�e� Il est n�cessairement stopp� � un
moment donn�� puisqu
� chaque it�ration� au moins une correspondance de
points potentielle est &t�e de S et le nombre total de correspondances de
point potentielles est limit��

Une fois le processus it�ratif stopp�� toutes les correspondances de points
potentielles de S qui ont un coin en commun sont &t�es de S de fa�on �
obtenir un ensemble coh�rent�

Une description plus compl�te de cet algorithme se trouve dans #Zhang
et al�� ����$� D
autres relaxations sont utilis�es dans #Rosenfeld et al�� ���	�
Zucker et al�� ��� Pollard et al�� ����� Li� ����� Faugeras et Berthod� �����
Faugeras et Berthod� ����$�

��	 Estimation de F

Les matrices fondamentales sont les objets les plus simples que nous avons
� manipuler� Il va nous �tre souvent utile de les estimer pour pouvoir initia�
liser d
autres estimations�

	���� Estimation des Fij paire par paire

Avant de penser obtenir une repr�sentation globale de la g�om�trie proje�
ctive du syst�me de cam�ras� il est souvent utile d
obtenir une repr�sentation
paire par paire� de mani�re ind�pendante� Soient i et j une telle paire de cam��
ras� Ces matrices fondamentales ne respecteront bien s%r pas les contraintes
qui existent entre elles� comme celles que nous avons vues � la section ������
Elles seront n�anmoins utiles comme point de d�part pour de nombreux al�
gorithmes� La m�thode se d�compose habituellement en deux parties�

�� une estimation lin�aire �aux moindres carr�s� de Fij�
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�� un ra�nement it�ratif �une minimisation avec un crit�re non lin�aire�
de Fij�

Les �quations n�cessaires � la premi�re partie d�rivent directement de
l
�quation �pipolaire fondamentale mT

j Fijmi � �� On obtient ainsi une �qua�
tion par appariement �mi�mj�� Cette �quation fait intervenir les � coe�cients
de Fij de mani�re homog�ne de degr� �� Pour N appariements� on obtient
un syst�me de N �quations lin�aires homog�nes de degr� � � � inconnues� �
appariements sont donc n�cessaires pour obtenir un r�sultat� Pour un plus
grand nombre d
appariements� on utilise une m�thode de moindres carr�s
lin�aires pour r�soudre le syst�me surd�termin�� Il existe des m�thodes pour
calculer une matrice fondamentale avec moins d
appariements �� est bien
s%r le minimum� la matrice fondamentale ayant � param�tres ind�pendants��
mais nous ne les utiliserons pas ici� Le lecteur int�ress� peut se reporter �
#Torr et al�� ����$ ou � des articles plus anciens #Hesse� ��	�� Sturm� ��	�$�

La m�thode lin�aire a cependant plusieurs inconv�nients� comme mention�
n� dans la th�se de Quang�Tuan Luong #Luong� ����$� Tout d
abord� elle
ne prend pas en compte les contraintes internes � la matrice fondamentale�
Les �quations mT

j Fijmi � � n
imposent pas que le d�terminant de Fij soit
nul� L
exp�rience prouve d
ailleurs que les matrices Fij obtenues par cette
m�thode ne sont pas de rang deux en g�n�ral� Ensuite� le r�sultat minimiseP jmT

j Fijmij� qui ne repr�sente pas une distance avec une interpr�tation
physique� Les di��rents termes de l
�quation peuvent avoir des ordres de
grandeurs di��rents et donner ainsi des r�sultats di��rents � partir des m�mes
donn�es� Le crit�re n
est pas invariant � un changement de repr�sentant proje�
ctif pour les points mi ou mj� On substitue alors � ce crit�re un autre� plus
�physique� mais non quadratique� Il s
agit de la distance d
un point � la droite
engendr�e par son correspondant dans l
autre image�

Le r�sultat du calcul lin�aire est toutefois utile parce qu
il donne une
initialisation le plus souvent correcte et obtenue � un co%t de calcul moindre�
L
�tape suivante est la minimisation d
un crit�re non lin�aire�

Les crit�res que l
on cherche maintenant � minimiser sont des crit�res
avec une signi
cation g�om�trique dans les images� L
un d
entre eux� le plus
utilis�� est �

C�Fij� �
X
mi�mj

�
mT

j Fijmiq
�mT

j Fijmi��� � �mT
j Fijmi���

�� � �
mT

i F
T
ijmjq

�mT
i F

T
ijmj��� � �mT

i F
T
ijmj���

��

�����

Ce crit�re mesure en fait la distance entre un point et la droite �pipolaire
du point correspondant dans l
autre image comme montr� en 
gure ���� Le
crit�re comprend deux termes a
n d
�tre sym�trique par rapport � i et � j�
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FT
ij
mj

Fijmi

mi mj

Fig� ��� ) Distance �pipolaire entre mi et FT
ijmj et entre mj et Fijmi�

Une fois que le crit�re n
est plus lin�aire� il n
y a aucune raison de main�
tenir une param�trisation de Fij qui ne tienne pas compte de la contrainte
jFijj � �� Di��rentes param�trisations existent et sont r�pertori�es dans
#Luong� ����$� Il existe par exemple une param�trisation par les �pipoles
eij et eji et l
homographie qui relie les droites �pipolaires correspondantes
entre elles�

Le calcul de Fij appara t alors comme une minimisation de C par rapport
� un vecteur de � param�tres�

	���� Estimation de F sous contrainte

La m�thode pr�c�dente est valable pour un calcul entre deux images�
Comment peut on g�n�raliser le calcul des matrices fondamentales pour un
nombre quelconque d
images�

La premi�re extension �vidente de ce proc�d� est de calculer les matrices
Fij en utilisant la m�me param�trisation� mais en op�rant une minimisation
sous contraintes� Nous voulons ici calculer toutes les matrice Fij de mani�re
simultan�e� sans passer par les matrices de projection ou les trilin�arit�s�
Des m�thodes pour calculer l
ensemble des matrices fondamentales � partir
de certaines d
entre elles seront pr�sent�es � la section ������

Cette m�thode appara t vite comme inutilisable en pratique� En e�et�
Il existe �N�N � ���� param�tres� mais le nombre de contraintes est gi�
gantesque � Il existe � contraintes de plan trifocal par triplet� donc N�N �
���N����� contraintes de ce type� Il existe d
autres contraintes pour � cam��
ras� qui fournissent une �quation� donc N�N ����N ����N ������� Puisque
le nombre de contraintes varie en O�N�� et O�N	�� il existe un N tel que
ces contraintes soient alg�briquement d�pendantes� En e�et� pour N � �� il
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y a plus de contraintes que de param�tres� Les relations entre ces contraintes
sont complexes et font intervenir les coe�cients des matrices F � des degr�s
�lev�s� A titre d
exemple� pour � cam�ras� le nombre de param�tres du sys�
t�me est de 	�� le nombre de param�tres des matrices fondamentales est de
�� et le nombre de contraintes d
ordre � et � est de ��� , Cet exemple nous
montre que lorsque nous voudrons estimer la g�om�trie d
un syst�me � plus
de trois ou quatre cam�ras� il nous faut absolument le param�trer avec des
matrices de projection ou avec une autre repr�sentation� mais qui d�pende
lin�airement du nombre de cam�ras�

Il faut toutefois mod�rer ce discours en signalant qu
il est possible de
choisir un sous�ensemble de matrices fondamentales � partir desquelles elles
peuvent �tre toutes calcul�es� au besoin en passant par des matrices de pro�
jection� Le nombre de contraintes est alors beaucoup moins grand puisque le
nombre de matrices fondamentales varie en O�N� et non plus en O�N��� Le
nombre exact de param�tres varie en fonction du sous ensemble choisi� La
Figure ��� montre un sous ensemble possible � �N � � matrices fondamen�
tales�

�

�

�
�

�

	

�

Fig� ��� ) Un sous ensemble de matrices fondamentales permettant d�obtenir
l�ensemble de la g�om�trie �pipolaire� Chaque trait repr�sente une matrice
fondamentale� chaque point une cam�ra� Cet ensemble contient �N � � ma	
trices fondamentales�

Cette minimisation reste cependant lente � cause des calculs � faire �
chaque it�ration � calcul des P � partir du sous ensemble des F� puis calcul
de l
ensemble des F puis calcul du crit�re dans les O�N�� paires� Ceci est
�quivalent � ce qui sera discut� plus tard � la section ������

��� Estimation de T

Comme les bilin�arit�s� les trilin�arit�s nous sont utiles comme point de
d�part de nos estimations� C
est pour cette raison que nous nous attacherons
� leur estimation comme moyen pour retrouver la g�om�trie �pipolaire d
un
ensemble de cam�ras�
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	�	�� M�thode lin�aire

Rappelons nous l
�quation �������X
k

mk
��m

i
�m

m
� Tkjl �mj

�m
m
� Tkil� �

X
k

mk
��m

i
�m

l
�Tkjm �mj

�m
l
�Tkim�

Si on consid�re m�� m� et m� connus� ce qui est le cas puisque nous
supposons donn�s un certain nombre d
appariements� les di��rents choix pour
i� j� l et m donnent quatre �quations en les �l�ments de T � Avec � points� nous
obtenons �� �quations� ce qui est su�sant pour r�soudre notre syst�me de ��
inconnues d�
nies � un facteur d
�chelle pr�s� Bien s%r de meilleurs r�sultats
seront obtenus avec un nombre de points tr�s sup�rieur � � en utilisant des
m�thodes aux moindres carr�s� Cette estimation pose cependant certains
probl�mes�

) Le tenseur T r�sultant n
a aucune raison particuli�re de v�ri
er les
contraintes qui existent entre ses coe�cients� En e�et� ils sont tous
consid�r�s de mani�re ind�pendante dans l
�quation �������

) La quantit� minimis�e est relativement mal d�
nie puisqu
il s
agit d
un
produit de trois coordonn�es de points image et d
un �l�ment de T �
Cette quantit� minimis�e n
a aucune signi
cation physique� De plus�
nous n
avons aucune garantie que les �quations ont le m�me ordre de
grandeur� En e�et� les �l�ments mj

i intervenant dans les �quations ������
n
ont pas tous le m�me ordre de grandeur� En e�et� il est courant que
les vecteurs m soient de la forme �x� y� ��T o� x et y varient dans toute
l
image� Les deux premi�res composantes sont donc le plus souvent en
O����� tandis que la troisi�me reste � �� Les �quations faisant intervenir
ces termes d
ordre de grandeurs di��rents auront elles�m�mes des ordres
de grandeurs di��rents� Si les ordres de grandeurs des �quations sont
di��rents� alors leur poids dans le r�sultat 
nal va aussi �tre di��rent�

Une premi�re solution pour rendre la m�thode plus robuste est d
intro�
duire des �quations trilin�aires entre droites comme en ������ Puisque les
droites sont d�tect�es de mani�re plus stable dans les images� les �quations
qui en d�coulent sont moins sensibles au bruit�

Une deuxi�me pr�caution utile est de normaliser les droites et les points
pour que les di��rentes coordonn�es soient de tailles approximativement iden�
tiques� Pour les points� on utilise un changement de rep�re qui ram�ne les
coordonn�es x et y des points entre �� et �� Les r�sultats obtenus avec norma�
lisation sont meilleurs que les r�sultats sans normalisation de plusieurs ordres
de grandeur� La raison en est simple � les coe�cients Tijk sont multipli�s soit
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par des coordonn�es �x�y� entre � et la taille de l
image en pixels �quelques
centaines� soit par � �z�� et ceci trois fois� Il en r�sulte que le tenseur T a des
entr�es ��� fois plus grandes que d
autres� Bien s%r les entr�es les plus petites
ont autant d
importance que les grandes� mais elles sont n�glig�es lors des
calculs� Cette normalisation est aussi souhaitable pour le calcul des matrices
fondamentales� mais il est moins critique dans ce cas car la di��rence est de
deux ordres de grandeur au lieu de trois�

Une troisi�me am�lioration consiste � prendre en compte les � �quations�
m�me si certaines sont des combinaisons lin�aires des autres� Les r�sultats
ne sont pas di��rents en cas de bruit faible� mais se stabilisent mieux si le
bruit sur les points augmente�

	�	�� M�thodes non lin�aires

Comme pour l
estimation des matrices fondamentales� on peut� au lieu de
minimiser les carr�s des �quations ������� minimiser des distances physiques
dans les images pour avoir de meilleurs r�sultats� Le prix � payer est en
g�n�ral que le crit�re n
est plus quadratique en fonction des variables et qu
il
n
existe alors plus de solution non it�rative� Puisque nous avons introduit
ainsi des non lin�arit�s� on peut aussi transformer une repr�sentation non
minimale en une repr�sentation minimale� Cela permet d
obtenir en 
n de
minimisation un objet qui v�ri
e les contraintes qui lui sont impos�es� C
est
aussi ce que nous allons faire ici�

Le crit�re d
ajustement des trilin�arit�s est un crit�re simple � �tant donn�
m�� m� et m� une correspondance� nous calculons le crit�re comme suit � �
partir de m� et m�� les � trilin�arit�s g�n�rent � droites� Nous calculons
la somme des carr�s des distances entre m� et ces � droites� Pour rendre
sym�trique le crit�re� nous op�rons pareillement avec m� et m� ainsi qu
avec
m� et m�� Une id�e de ce crit�re est donn�e dans la 
gure ���� Bien s%r�
si ce triplet v�ri
e les contraintes �pipolaires� les � droites se coupent en
un point et plusieurs d
entre elles sont confondues� Malheureusement� cette
situation est rare puisque les points qui nous sont donn�s pour l
estimation
de la g�om�trie peuvent �tre bruit�s� Les � droites se coupent alors en trois
points distincts correspondant aux trois choix possibles pour le plan passant
par m� �voir 
gure �����

Nous pouvons choisir plusieurs types de param�trisations minimales� Le
choix devra surtout �tre conduit par la simplicit� de la param�trisation et par
la facilit� � la d�duire d
une con
guration qui ne v�ri
e pas les contraintes�
Nous avons principalement �tudi� la param�trisation par matrices de projec�
tion ainsi que la param�trisation du tenseur par des m�thodes issues de la
th�orie des d�terminants�
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m�m�m�

Fig� ��� ) Crit�re � minimiser pour obtenir des trilin�arit�s de mani�re non
lin�aire� Les points m� et m� engendrent � droites dans la troisi�me image�

La minimisation qui en r�sulte comporte �� variables et ���M fonctions
�� fois � par point�� o� M est le nombre de triplets pr�sents dans les images�

��� Estimation de P

Nous avons vu pr�c�demment �� la section ���� que les matrices de proje�
ction �taient l
�l�ment f�d�rateur de la g�om�trie des cam�ras� Les autres
entit�s �bilin�arit�s et trilin�arit�s� peuvent �tre calcul�es simplement � partir
des P� Il existe de nombreuses mani�res de les estimer� Nous allons les passer
en revue� Elles se divisent en trois familles � on peut partir des matrices
fondamentales ou des trilin�arit�s que l
on aurait estim�es auparavant� ou
bien les calculer directement � partir de correspondances de points ou de
droites�

	�
�� Estimation de P � partir de F

Il est clair que ce calcul des matrices P en fonction des matrices F ne
peut pas toujours �tre men� � bien� En e�et� la situation va se bloquer d�s
que l
on va se trouver face � trois centres optiques align�s� Elle peut se d��
bloquer si l
on peut se permettre de choisir les cam�ras dans un ordre tel
que trois centres optiques cons�cutifs ne soient jamais align�s ou bien si l
on
a des appariements entre triplets d
images� et pas seulement entre paires
d
images� Nous supposerons cette hypoth�se r�alis�e dans cette section� Elle
est e�ectivement r�alis�e dans l
immense majorit� des cas pratiques�

Nous proc�derons alors comme suit � � partir d
une paire de cam�ras �que
nous noterons � et ��� nous pouvons calculer Pi en nous aidant de F�i et F�i

comme nous l
avons d�crit � la section ������ Il faut d
abord 
xer P� et P� en
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fonction de F��� puis Pi en fonction de F�i et F�i� En faisant varier i de � � N �
nous pouvons obtenir une description compl�te et coh�rente de la g�om�trie�
Nous avons choisi ici un sous ensemble des matrices fondamentales qui permet
d
engendrer l
ensemble de la g�om�trie �pipolaire� D
autres sous�ensembles
existent� comme celui d�crit dans la 
gure ���� Pour qu
un sous�ensemble
de matrices fondamentales puisse engendrer l
ensemble de la g�om�trie �pi�
polaire� il su�t qu
il engendre toutes les matrices de projection� En e�et�
une fois les matrices de projection connues� les matrices fondamentales se
d�duisent gr!ce au �quations ������� Pour pouvoir calculer les matrices de
projection � partir des matrices fondamentales� il faut que chaque image soit
reli�e � deux autres images reli�es entre elles� Il existe un grand nombre de
graphes v�ri
ant ces contraintes� La 
gure ��� est un exemple parmi d
autres�

En pratique� on a � notre disposition beaucoup plus de matrices fonda�
mentales que le nombre minimal n�cessaire� Si l
on calcule des matrices de
projection en utilisant di��rentes matrices fondamentales� on obtient plu�
sieurs valeurs a priori di��rentes des matrices de projection� On utilise alors
une approximation pour combiner ces valeurs� le barycentre projectif� La m��
thode de calcul de ce vecteur est d�taill� dans l
appendice B� Il nous permet
de combiner plusieurs valeurs estim�es pour le m�me objet projectif� Il faut
aussi bien s%r faire attention d
exprimer toutes les matrices de projection
dans la m�me base de P��

Le sous�ensemble que nous avons choisi pr�sente plusieurs inconv�nients �

) Le calcul est extr�mement sensible � la qualit� de F��� qui intervient
directement dans le calcul de tous les Pi� On peut bien s%r choisir les
cam�ras � et � en fonction de la qualit� des r�sidus obtenus � la 
n
de la minimisation non lin�aire� mais cette mesure ne garantit qu
une
ad�quation aux donn�es� pas une mesure d
erreur par rapport � un
absolu non disponible� Le choix est alors risqu�� et il est bon de faire
plusieurs tentatives avec des cam�ras de r�f�rence di��rentes�

) Elle utilise uniquement les matrices F��� F�i� F�i� et ignore toutes les
autres qui� simplement redondantes en th�orie� assureraient en pratique
au syst�me une robustesse et permettraient une am�lioration notable de
la qualit� des r�sultats� Ce d�faut peut �tre compens� par une moyenne
projective des valeurs obtenues en utilisant di��rents sous ensembles�

On peut aussi faire une minimiser la distance entre les matrices fondamen�
tales engendr�es par les matrices de projection et les matrices fondamentales
initiales� La di�cult� r�side principalement dans le choix d
une distance entre
matrices fondamentales� On peut en d�
nir plusieurs types �

) La distance relative entre les �pipoles comme dans #Luong� ����$� Cette
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distance a l
avantage d
�tre simple� et l
inconv�nient de peu p�naliser
une di��rence d
orientation dans les droites �pipolaires par rapport �
un simple d�calage de l
�pipole�

) Une distance sur les vecteurs de P�� On range les neuf �l�ments de la
matrice dans un vecteur que l
on normalise � �� La distance est alors
d�
nie comme le cosinus de deux tels vecteurs� Cette distance ne tient
pas compte des contraintes internes � la matrice fondamentale comme
det�Fij� � ��

) La distance sur les � param�tres ind�pendants de la matrice fondamen�
tale� L
inconv�nient de cette distance est qu
elle ne repr�sente aucune
grandeur physique palpable et que les di��rents param�tres n
ont pas
le m�me ordre de grandeur�

) La distance moyenne d
un point � l
�pipolaire g�n�r�e � partir d
une
correspondance parfaite selon la premi�re matrice fondamentale et de
la deuxi�me matrice fondamentale� Cette distance est une distance sta�
tistique� En e�et� il n
est pas possible de parcourir tout l
espace des
correspondances parfaites au sens de la premi�re matrice fondamentale�
Nous devons donc �chantillonner cet espace et e�ectuer une moyenne
sur les �chantillons� Cette distance n
est pas calculable non plus de
mani�re formelle � partir d
int�grales� Elle est d�crite dans la 
gure
����

C
est v�ritablement la distance qui nous int�resse� elle mesure quelque
chose de g�om�trique qui a une signi
cation dans l
image� Elle a cepen�
dant un grave d�faut � elle n
est pas calculable simplement et on doit
avoir recours � des m�thodes statistiques� Le temps de calcul de cette
distance la rend inutilisable en pratique � l
int�rieur d
une minimisa�
tion�

Nous avons utilis� la troisi�me distance mentionn�e� En e�et� quelques es�
sais avec la derni�re distance ont donn� des r�sultats similaires � la troisi�me�
mais au bout de quelques heures�

	�
�� Estimation de P � partir de T

Il su�t de reprendre les calculs de la section ��� pour transformer un
ensemble de trilin�arit�s en trois matrices de projection� Si l
on cherche �
calculer plus de trois matrices de projection� il faut utiliser une estimation
en cascade� On estimera d
abord P�� P� et P� puis P�� P� et P	 et ainsi
de suite jusqu
� PN��� PN�� et PN � Ces groupes de matrices seront estim�s
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m� FT
��m�

F�
T
��m�

F���m�

m�
F��m�

Fig� ��� ) Distance entre deux matrices fondamentales� Cette distance est es	
tim�e sur la zone de l�espace qui est visible dans les deux images� Des points
�m��m�� v�ri
ant la g�om�trie �pipolaire de la premi�re matrice fondamen	
tale F sont tir�s au hasard� On v�ri
e leur ad�quation � la deuxi�me matrice
fondamentale F��

dans des bases projectives di��rentes� il faudra donc utiliser les techniques
d�crites plus loin �� la section ���� pour ramener ces estimations dans des
bases di��rentes � une base unique de P�� Les di��rentes estimations de la
matrice de projection pour une cam�ra seront moyenn�es suivant la m�thode
d�velopp�e � l
appendice B�

	�
�	 Estimation directe de P

Pourquoi ne calculerions nous pas les matrices de projection directement�
En e�et� une matrice de projection n
est rien d
autre qu
une matrice de chan�
gement de base multipli�e par une matrice de projection canonique� multi�
pli�e par une autre matrice de changement de base� Il nous su�rait donc de
choisir une base de P�� la m�me pour toutes les cam�ras� et de conna tre
les images des points la composant dans toutes les images� Pour que cet en�
semble de points soit une base de P�� il faut qu
il n
y ait pas de groupe de
quatre points qui soient coplanaires� Il ne nous resterait plus alors qu
� �ca�
librer� la cam�ra � l
aide de ces cinq points pour obtenir une repr�sentation
de la g�om�trie� Malheureusement� les cinq points engendrent dix �quations
pour une matrice qui compte onze param�tres� Il nous faut donc une donn�e
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suppl�mentaire� Nous avons choisi d
utiliser un �pipole plut&t qu
un sixi�me
point par facilit�� car les �quations sont plus simples dans ce cas� La m�thode
n
est donc pas v�ritablement directe dans ce cas puisqu
elle utilise les �pi�
poles calcul�s � partir des matrices fondamentales� On peut la rendre directe
en utilisant six points quelconques�

Les matrices de projection vont �tre calcul�es par paires� mais il va de
soi que si toutes les paires sont calcul�es dans la m�me base� la matrice Pi

ne d�pendra pas de l
image j avec laquelle elle a �t� associ�e� sauf en ce qui
concerne l
�pipole� Si nous estimons les matrices de projection � partir de
	 points� ce n
est plus le cas� La matrice Pi d�pend alors uniquement des
points pr�sents dans l
image i� Cette variante permet de ne plus d�pendre de
l
�pipole dont l
estimation est parfois instable #Luong� ����$�

Nous pr�sentons ici le calcul de Pi et Pj en fonction de � points aki et
akj � k variant de � � � et des �pipoles eij et eji estim�s � partir des matrices
fondamentales ou bien directement� Les points ��D correspondants aux ak

seront not�s Ak� Leur coordonn�es sont pour l
instant inconnues�
Nous choisissons maintenant comme base canonique de P� la base Ak�

k � f�� � � � � 
g� On a A� � ��� �� �� �
T � � � � �A� � ��� �� �� �
T � On va aussi
e�ectuer un changement de base projective dans les images pour que les
points aki et akj � pour k variant de � � � repr�sentent la base projective
standard de P�� On a alors a�i � ��� �� �
T par exemple� Ces changements de
bases vont nous permettre d
exprimer simplement les matrices P� En e�et�
si on note

PAk � �ka
k k � �� � � � � � �����

On obtient une forme simple de P pour les images i et j�

P �

�B� �� � � �	
� �� � �	
� � �� �	

�CA �����

Si a� � ��� �� �
T � alors la relation PA� � ��a
� donne les trois �quations

�� � �	 � ���

�� � �	 � ���

�� � �	 � ���

Les matrices de projections peuvent alors s
exprimer di��remment en
posant x � ����	
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P �

�B� �x� � � � �
� �x� � � �
� � �x� � �

�CA �����

Cette expression est bien entendu valable pour les images i et j avec un
param�tre x di��rent� On peut en d�duire les coordonn�s de Ci et de Cj

puisque PC � �� On obtient alors

C � �
�

�� �x
�

�

�� �x
�

�

�� �x
� ��T ���	�

Nous pouvons donc d�terminer les �pipoles eij et eji� En e�et� eij � PiCj�
soit

eij � �
�ixi � �jxj
�� �jxj

�
�ixi � �jxj
�� �jxj

�
�ixi � �jxj
�� �jxj

�T �����

La connaissance de eij est su�sante pour d�terminer les deux param�tres
xi et xj� Les �� � et � sont connus� puisque les coordonn�es des points a�

sont connues� La d�monstration exacte se trouve dans #Faugeras� ����$� Il se
trouve alors que les solutions pour xi et xj�

xi �
eji��a

�
i � a�j�

v���a�i � a�j�

xj �
a�i �v�
a�j �v�

xi

avec

v� �

�B� �iejix
�iejiy
�iejiz

�CA

v� �

�B� ��i � �i�ejiyejiz
��i � �i�ejizejix
��i � �i�ejixejiy

�CA
On remplace xi et xj dans les expressions de Pi et Pj�
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	�
�
 M�thodes robustes

Le probl�me de l
approche d�velopp�e � la section pr�c�dente est que
si l
un des points est faux pour une image alors tout notre raisonnement
s
�croule et les matrices de projection calcul�es pour cette image sont fausses�
De plus� il est � premi�re vue di�cile de garantir que les points choisis dans
les images ne forment pas une structure d�g�n�r�e� En e�et� nous avons vu
que ces cinq points formaient une base de l
espace projectif P� si et seulement
si il n
existait pas de sous�ensemble de quatre points coplanaires� Certaines
approches � base d
invariants existent pour d�tecter les con
gurations d�g��
n�r�es #Rothwell et al�� ����$� mais il n
existe pas de m�trique pour d�terminer
l
�loignement d
une base de la con
guration d�g�n�r�e� Dans le monde eu�
clidien une telle mesure serait le volume engendr� par la base ou de mani�re
�quivalente le d�terminant des trois vecteurs unitaires composant la base�
Une telle mesure n
existe malheureusement pas en g�om�trie projective�

Il nous faut donc une mesure qui nous permette de d�cider si une base
choisie est bonne ou mauvaise� Si la base est bonne� elle va correctement
expliquer la sc�ne tridimensionnelle en fonction des images� Cela signi
e que
les points en correspondance vont donner lieu � des triangulations pour les�
quelles les rayons se couperont en un seul et m�me point� Si les matrices
de projection sont fausses� ces reconstructions vont �tre fantaisistes� puisque
pour la majorit� de points� les rayons issus des images ne se couperont pas�
On peut cependant e�ectuer une reconstruction approch�e de ces points ��D
comme expliqu� � l
appendice B���

A
n de tirer une grandeur signi
cative de cette conjecture� nous pouvons
reprojeter les points triangul�s dans les images� Si les rayons se coupent bien
en un point� alors pour toutes les images� les points reprojet�s doivent se
trouver pr�s des points originaux� Si tel n
est pas le cas� la distance des points
reprojet�s au points originaux va �tre �lev�e� La formulation math�matique
de cette distance est la suivante�

C�P�� � � � �PN �Mj� �

vuut NX
i
�

�
m�

ij

m�
ij

� �PiMj��

�PiMj��
�� � �

m�
ij

m�
ij

� �PiMj��

�PiMj��
��

�����

Celle ci permet de mesurer si un point est correct sous l
hypoth�se que
les matrices de projection le soient� On peut aussi la ra�ner en choisissant
de s�parer les termes suivant les images� Le crit�re devient alors �

C�Pi�Mj� �

vuut�
m�

ij

m�
ij

� �PiMj��

�PiMj��
�� � �

m�
ij

m�
ij

� �PiMj��

�PiMj��
�� �����
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On peut alors dire si un point est faux� et dans quelles images� En e�et�
un point faux dans l
image i seulement aura un crit�re �lev� dans cette image
et faible dans les autres�

La proc�dure que nous allons suivre est une proc�dure classique d
esti�
mation robuste� l
estimation � la moindre m�diane des carr�s� Le lecteur est
report� � l
appendice A pour plus d
informations concernant les m�thodes
d
estimation robuste� Nous allons tirer au hasard un certain nombre de bases
possibles �en pratique de l
ordre de la centaine au millier�� ce nombre d�pen�
dant de la probabilit� de trouver une base correcte dans toutes les images�
Nous allons ensuite calculer les matrices de projection pour toutes ces bases�
puis les distances de reprojection pour tous les autres points de la sc�ne� Nous
choisirons alors la base pour laquelle la m�diane des distances de reprojection
est la plus faible� Les points pour lesquels la distance de reprojection est bien
sup�rieure � la m�diane ��bien sup�rieur� est d�termin� comme � l
appendice
A� sont consid�r�s comme faux et �limin�s des calculs pour la suite�

Cette m�thode a l
avantage de s�lectionner une bonne base sur ses r�sul�
tats �faible distance de reprojection� et non sur sa possibilit� de bons r�sultats
�non d�g�n�rescence�� L
exp�rience prouve que les bases choisies par l
algo�
rithme sont en g�n�ral compos�es de points bien r�partis dans la sc�ne tant
au niveau de la profondeur que des directions� De plus� cette m�thode permet
non seulement de s�lectionner la meilleure base possible parmi celles tir�es
au sort� mais aussi d
�liminer les points qui sont manifestement faux�

Les deux fa�ons de calculer les matrices de projection de mani�re directe
�avec l
�pipole comme sixi�me point ou non� ont une complexit� et des r��
sultats di��rents suivant les cas� Avec l
�pipole� la proc�dure est plus rapide
puisque moins de tirages sont n�cessaires pour obtenir une base correcte� Par
contre� si l
�pipole est mal estim�� la m�thode � six points donne bien s%r de
meilleurs r�sultats�

	�
�� Ra�nements non lin�aires

Dans cette section� nous allons nous ra�ner la g�om�trie des cam�ras
obtenues par n
importe laquelle des m�thodes d�crites depuis le d�but de ce
chapitre� Ces m�thodes fournissent toutes une estim�e initiale de la g�om�trie
qui peut �tre am�lior�e�

Le ra�nement n
est pas toujours n�cessaire� En e�et� si l
estim�e ini�
tiale est bonne� on peut se dispenser de l
�tape de ra�nement� Toutefois�
les m�thodes d
estimation initiale que nous avons d�crites n�cessitent le plus
souvent un ra�nement� et ceci pour plusieurs raisons �

) Pour la m�thode directe� avec ou sans l
estimation robuste� nous n
avons
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pris en compte que cinq correspondances et un �pipole� Les autres cor�
respondances � notre disposition sont ignor�es� Il est important de les
faire intervenir dans le r�sultat 
nal en v�ri
ant que la g�om�trie est
correcte sur tout les points et qu
il n
en n
existe pas qui jouent un r&le
particulier� En utilisant tous les points lors de l
�tape de ra�nement�
nous �liminons ce d�faut�

) Pour les m�thodes bas�es sur les trilin�arit�s ou sur les matrices fonda�
mentales� tous les points sont pris en compte au moment du calcul des
trilin�arit�s ou des matrices fondamentales� Toutefois� le passage d
une
repr�sentation F ou T � celle des matrices P s
apparente � une projec�
tion sur une sous vari�t�� Plusieurs projections sur cette sous vari�t�
peuvent �tre utilis�es� Il n
est pas garanti que la n&tre donne un bon
r�sultat par rapport au point dans les images� L
�tape de ra�nement
consiste alors en un d�placement sur la vari�t��

Ces ra�nements peuvent ne pas �tre n�cessaires si

) la m�thode robuste donne une erreur m�diane tr�s faible pour la base
choisie

) la projection sur la sous vari�t� a entra n� une faible variation des para�
m�tres� ou autrement dit� si les matrices F ou les trilin�arit�s v�ri
aient
d�j� les contraintes�

L
algorithme de Levenberg�Marquardt est un algorithme bien connu pour
e�ectuer des minimisations non�lin�aires� Toutefois� il est ici d�crit en d�tail
car c
est un ingr�dient fondamental des m�thodes pr�sent�es � cette section�


������ Minimisation de Levenberg�Marquardt

�tant donn�e une relation vectorielle y � f�x� o� y et x sont des vecteurs
d
espace Rn et Rm et une mesure �y pour y� nous d�sirons trouver le vecteur �x
qui satisfait le mieux la relation vectorielle� Plus pr�cis�ment� nous cherchons
le vecteur �x satisfaisant �y � f��x� � �� pour lequel jj��jj est minimal�

It�ration de Newton La m�thode de l
it�ration de Newton d�marre avec
une estim�e initiale x� et ra�ne cette estim�e avec l
hypoth�se que f est
localement lin�aire� Si l
on d�veloppe f�x� ��� au premier ordre en x�� on
obtient �

f�x� ��� � f�x�� � J�
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o� J est la matrice jacobienne et � un petit d�placement dans Rm � Si nous
choisissons x� � x���� nous obtenons �y�f�x�� � �y�f�x���J� � ����J��
Nous devons donc choisir � pour que jj ���� J�jj soit minimum� Ceci est un
probl�me de moindres carr�s lin�aires� Une simple d�rivation nous donne la
contrainte

JTJ� � JT��

On appelle cette �quation l
�quation normale� La solution au probl�me
de minimisation est donc obtenue en commen�ant par une estim�e initiale x�
et en la ra�nant en calculant des approximations successives par

xi�� � xi ��i

o� �i est la solution des �quations normales

JTJ�i � JT��i�

La matrice J est la matrice jacobienne �valu�e � xi et ��i � �y� f�xi�� On
esp�re que cet algorithme converge vers la solution d�sir�e� Malheureusement�
il est possible que la proc�dure it�rative converge vers un minimum local
ou ne converge pas du tout� Le comporte de cet algorithme it�ratif d�pend
beaucoup de l
estim�e initiale x��

L�it�ration de Levenberg�Marquardt La minimisation de Levenberg�
Marquardt est une petite variation de la minimisation de Newton� Les �qua�
tions normales N� � JTJ� � JT�� sont remplac�es par les �quations nor�
males augment�es N�� � JT�� o� N �

ii � �� � 	ij��Nii o� 	ij est le symbole
de Kronecker�

La valeur � est initialis�e � une valeur donn�e� typiquement ����� Si la
valeur de � obtenue en r�solvant les �quations normales augment�es entra ne
un r�duction de l
erreur alors l
incr�ment est accept� et � est divis� par ��
avant la prochaine it�ration� Si au contraire � entra ne une augmentation de
l
erreur� alors � est multipli� par �� et les �quations normales sont r�solues �
nouveau jusqu
� ce qu
une valeur de � qui r�duise l
erreur soit trouv�e� La
proc�dure de r�solutions r�p�t�es des �quations normales augment�es jusqu
�
ce que � r�duise l
erreur est une it�ration de Levenberg�Marquardt�


������ Ajustement des rayons optiques

Cette m�thode est connue sous le nom de �bundle adjustment� en anglais
dans les communaut�s de vision par ordinateur et de photogramm�trie� C
est
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une m�thode ancienne #Brown� ����$� utilis�e par les photogramm�tres de
mani�re manuelle au d�but #Slama� ����$� elle a surtout �t� utilis�e dans le
cas d
une calibration forte #Brown� ����� Gruen� ����� Gruen et Beyer� ����$�
avec tous les param�tres intrins�ques et extrins�ques connus� mais rien dans
la m�thode n
en fait un usage direct� Nous l
avons adapt� � la reconstruction
projective� La pr�sentation que nous en faisons ici est inspir�e de Hartley
#Hartley� ����a$�

Le but est simple� Il s
agit d
obtenir � la fois des points Mj de l
espace
et des matrices de projection Pi qui v�ri
ent au mieux les correspondances
trouv�es dans les images� c
est � dire qui minimisent la distance D entre les
points �mij� projet�s dans les images des points Mj� et les points mij� seule
donn�e du probl�me�

D �
P

i

P
j�d�mij�PiMj��

�

�
P

i

P
j �

�
ij

o� d est la distance entre deux points du plan r�tinien�
Cette minimisation est �norme� Si l
on note M le nombre de points� on

minimise NM fonctions de ��N � �
 � �M variables� Les sc�nes que nous
traitons comporte environ une dizaine de vues et quelques centaines de points�
Pour par exemple �� vues et ��� points� cela ne repr�sente pas moins de ����
fonctions de ���� variables� Une telle minimisation� e�ectu�e sans pr�caution
ou modi
cation est bien s%r hors de question�

Lorsque les matrices de projection et la localisation des points de l
es�
pace interviennent � la fois dans la matrice jacobienne qui est la matrice
des d�riv�es partielles de �ij par rapport aux variables Mj et Pi� celle�ci a
une structure sp�ci
que dont nous allons faire usage� Il s
agit d
une structure
en blocs� creuse� qui va donner des �quations pour le calcul des nouvelles
it�rations tr�s facilement simpli
ables �

Dans notre cas� les variables sont de deux types � il s
agit soit des co�
e�cients des matrices de projection� soit des coordonn�es de points de P��
Une variation des coordonn�es de Mj va r�sulter en un changement des mij

ayant le m�me indice j� Pareillement� une variation de Pi va a�ecter les mij

de m�me indice i� En cons�quence� la matrice jacobienne J a une structure
creuse ressemblant � celle de la 
gure ��	�

La 
gure montre le cas de quatre points et de trois cam�ras� mais elle
peut ais�ment �tre �tendue au cas de N cam�ras et M points� Dans le cas
o� certains des param�tres sont 
x�s � une valeur donn�e� il disparaissent
simplement de la matrice jacobienne� Il s
agira pour nous de P� que nous
laisserons constant� puisque son changement �quivaudrait � un changement
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P�P� P� M� M� M� M	

Fig� ��	 ) Matrice jacobienne creuse par blocs� Les parties noires repr�sentent
les �l�ments nuls� les parties blanches repr�sentent les �l�ments non nuls� Par
exemple� la premi�re ligne correspond � ��� et ne d�pend que des variables P�

et M�� m�� �tant 
x�� Les d�riv�es partielles de ��� par rapport aux autres
variables sont nulles�
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de base projective� Dans certains cas� P� est 
x� � sa valeur initiale P�
�� dans

d
autre cas� l
ensemble est ramen� dans une base telle que P� � �Ij�
� Ceci a
relativement peu d
importance pour la suite de la discussion�

A cause de la structure par blocs de J� la r�solution du syst�me JTJx � b

se pr�sente comme � la 
gure ���� La r�solution de ce syst�me est indispen�
sable pour calculer le vecteur d
incr�ment entre la position courante et la
nouvelle it�ration� qui s
exprime comme �JTJ���JT ��

V1

V2

V3

V4

W

WU

U

U

1

2

3

Fig� ��� ) �quations normales par blocs

Il est possible de donner des formules explicites pour chacun des blocs�
Pour ceci� il nous faut d�
nir la matrice des d�riv�es partielles d
un vecteur
par rapport � un autre� Si f�x� est une fonction de En vers Ep� alors� la
matrice des d�riv�es partielles de f par rapport � x est une matrice n � p
dont l
�l�ment i� j est la d�riv�e partielle de la i��me coordonn�e de f par
rapport � la j�i�me coordonn�e de x� c
est � dire �fi

�xj
�

Donc� si � �mij

�Pi
est la matrice des d�riv�es partielles de �mij par rapport au

coordonn�es de Pi de dimension �N � ��M et � �mij

�Mj
la matrice des d�riv�es

partielles de mij par rapport aux coordonn�es de Mj de dimension �N��M �
si de plus� nous notons �ij l
erreur r�siduelle au point �mij� nous pouvons �crire
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Ui �
X
j

�
� �mij

�Pi
�T
� �mij

�Pi

Vj �
X
i

�
� �mij

�Mj
�T
� �mij

�Mj

Wij � �
� �mij

�Pi
�T
� �mij

�Mj

��Pi� �
X
j

�
� �mij

�Pi
�T �ij�

��Mj� �
X
i

�
� �mij

�Mj
�T �ij�

Les matrices Ui sont des matrices �� � ��� Vj des matrices � � �� Wij

des matrices �� � �� Les vecteurs ��Mj� et ��Pi� sont respectivement de
dimensions � et ��� Les �quations normales peuvent s
�crire sous la forme
compacte

�
U W

WT V

��
	�P�
	�M�

�
�

�
��P�
��M�

�
������

o� les matrices U� V� les vecteurs 	�P�� 	�M�� ��P� et ��M� sont eux m�me
compos�s de blocs�

Si nous supposons que la matriceV est inversible� nous pouvons multiplier
chaque membre de l
�quation pr�c�dente par

�
I �WV��

� I

�
������

pour obtenir

�
U�WV��WT �

WT V

��
	�P�
	�M�

�
�

�
��P��WV����M�

��M�

�
������

Ce qui peut �tre s�par� en deux groupes d
�quations� La premi�re est

�U�WV��WT �	�P� � ��P��WV����M� ������
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que l
on peut r�soudre pour trouver 	�P�� La solution peut donc �tre sub�
stitu�e dans la deuxi�me �quation� ce qui donne

	�M� � V�����M��WT��P�� ������

Gr!ce � la forme sp�ci
que de V� il est possible de calculer tr�s e�cace�
ment les quantit�s intervenant dans l
�quation ������� Plus sp�ci
quement�
si l
on note A la matrice U�WV��WT et b le vecteur ��P��WV����M��
la matrice bloc Aij et le vecteur bloc bi v�ri
ent

Aij � 	ijUi �
X
k

WikV
��
k WT

jk

bi � ��Pi��
X
j

WijV
��
j ��Mj�

o/ 	ij est le symbole de Kronecker�
La matrice A et le vecteur b peuvent aussi �tre calcul�s directement �

partir des d�riv�es partielles sans qu
il y ait besoin de calculer la matrice ja�
cobienne ou les �quations normales� La force vient de ce que nous n
inversons
plus une matrice jacobienne fois sa transpos�e de taille ���� � ����� mais un
grand nombre de matrices �� � et de matrices ��� ��� ce qui est une t!che
autrement plus facile et plus rapide ,

Arm�s de ces calculs pr�liminaires� nous pouvons maintenant exposer
notre algorithme de minimisation� connu sous le nom de minimisation de
Newton� On part d
une solution initiale X au probl�me� X regroupe toutes
les variables� c
est � dire tout les Mj et tout les Pj� Nous calculons alors
la valeur du vecteur � en ce point et nous estimons la matrice jacobienne
o�� plus exactement� les matrices Ui� Vj et Wij� Ces matrices peuvent �tre
calcul�s par approximation des d�riv�es partielles ou bien par un calcul exact
des d�riv�es partielles� Le calcul exact est ici facile � mener � bien� nous
le pr�f�rerons aux calculs approch�s� Ce calcul est pr�sent� � l
appendice
C� Nous calculerons alors le vecteur 	 � partir des �quations d�velopp�es
plus haut� Ce vecteur 	 et le vecteur X nous permettent de calculer la
nouvelle estimation des variables� c
est � dire un nouveau vecteur X� On
r�p�te l
op�ration jusqu
� ce que la norme du vecteur 	 soit inf�rieur � la
pr�cision d�sir�e�

L
algorithme vient d
�tre d�crit dans le cas d
une it�ration de Newton� Il
est facile de voir que ceci peut �tre transform� en une it�ration de Levenberg�
Marquardt en augmentant la matrice jacobienne d
un coe�cient �� ce qui
revient � augmenter les valeurs de U et V de mani�re similaire� Ceci nous
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permet d
assurer que la matrice V reste inversible� Dans notre con
guration
particuli�re� la matrice V n
est en g�n�ral pas inversible car M peut changer
�en particulier d
�chelle� sans que �mij change� La matrice V a donc en g�n�ral
une valeur propre nulle avant d
�tre augment�e�

Il existe plusieurs extensions de cet algorithme #Okamoto� ��� Forstner
et Pertl� ���	� Gruen� ����� Slama� ����� Zeller� ����� Okamoto� ��� Brown�
���	� Zeller� ���	$� par exemple pour tenir compte de l
incertitude initiale
sur les points et leur donner un poids en cons�quence� Cela permet de te�
nir plus compte des donn�es dont on est s%r que des donn�es douteuses ou
peu pr�cises� Dans notre cas� l
incertitude sur les points n
est pas connue�
nous n
utiliserons donc pas ces m�thodes� D
autres algorithme sont plus
adapt�s lorsque des contraintes existent sur les param�tres des di��rentes
cam�ras� Les param�tres intrins�ques peuvent �tre constants par exemple�
Nous n
avons pas ici fait de supposition particuli�re sur les cam�ras utilis�es�
contrairement � #Zeller� ���	$� o� l
ajustement de faisceaux se fait avec des
param�tres intrins�ques constants au cours de la s�quence�


�����
 Ajustement des lignes �pipolaires

La m�thode est ici tr�s proche de celle utilis�e pour calculer une matrice
fondamentale entre deux images� La minimisation non lin�aire que nous ef�
fectuons a comme param�tres F�� et les matrices de projection P�� � � � �PN �
Les matrices de projection sont normalis�es de mani�re � ne conserver que ��
param�tres� Pour ce faire� on peut par exemple 
xer un de leurs �l�ments � �
ou bien 
xer la somme des carr�s des �l�ments � �� L
ensemble a bien ��N��

degr�s de libert� comme souhait�� Les param�tres sont tous ind�pendants�

Le crit�re choisi est la somme des distances d
un point aux droites �pi�
polaires g�n�r�es par ses correspondants dans les autres images� Ce crit�re
s
exprime de la mani�re suivante�

C�F���P�� � � � �PN� �
NX
i
�

X
m

X
j 

i

�
mT

j Fijmiq
�mT

j Fijmi��� � �mT
j Fijmi���

�
������

Ce crit�re n
est en fait que la g�n�ralisation de celui choisi pour l
estima�
tion non lin�aire de F ��quation ����� La 
gure ��� repr�sente le crit�re pour
un choix de i� Ce crit�re ne privil�gie aucune image� m�me si la param�tri�
sation privil�gie les images � et �� Si une correspondance est absente d
une
ou de plusieurs images� les termes sont mis � z�ro�

Il faut noter que si la convergence des rayons optiques implique la conver�
gence des lignes �pipolaires� la r�ciproque n
est pas toujours vraie� En e�et�
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Fcmc

m

Fbmb

Fama

Fig� ��� ) Crit�re d�ajustement des droites �pipolaires

lorsque les centres optiques sont align�s �ou quasiment align�s�� la distance
minimis�e n
est plus la distance � plusieurs droites� mais � une seule et unique
droite� La convergence peut donc avoir lieu en n
importe quel point de la
droite alors qu
un seul d
entre eux ach�ve la convergence au sens des rayons�
Cette m�thode est donc � d�conseiller si le centre optique se d�place sur un
ligne au cours de grandes parties de la s�quence� On peut toutefois utiliser
cette m�thode puis la faire suivre d
un ajustement de rayons pour v�ri
er
que l
on ne se trouve pas dans un tel cas� l
ajustement de rayons terminera
imm�diatement� puisque les minima des deux m�thodes sont les m�mes�


������ Ajustement des trilin�arit�s

Nous avons vu au chapitre pr�c�dent que les trilin�arit�s sont des �qua�
tions liant les coordonn�es des images d
un point de l
espace� Ces relations
sont� comme leur nom l
indique� trilin�aires� D
un point de vue pratique� si
l
on consid�re deux des points comme 
x�s� un tenseur trifocal va engendrer
� �quations di��rentes suivant les indices que nous d�ciderons de prendre en
compte� Ces �quations seront lin�aires en les coordonn�es du troisi�me point�
elles repr�sentent donc des droites dans la troisi�me image� Elles sont au
nombre de � parce que nous avons trois choix possibles pour les coordonn�es
utilis�es dans la deuxi�me image� c
est � dire �x� y�� �y� z� et �z� x�� Le m�me
choix existe dans la troisi�me image�

Si l
on revient � l
interpr�tation g�om�trique des trilin�arit�s �
gure �����
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on voit que les trilin�arit�s que nous consid�rons ici avec notre tenseur T
privil�gie la premi�re image� En e�et� chaque trilin�arit� est l
expression de
l
intersection d
une droite issue de la premi�re image et de deux plans issus
des images � et �� Il y a trois choix possibles pour le plan dans la deuxi�me
image et trois choix possibles pour le plan dans la troisi�me image� Selon le
choix du plan dans la deuxi�me image� le point d
intersection dans l
espace
va �tre di��rent� Ce point peut �tre d�termin� � partir des deux premi�res
images seulement comme l
intersection d
un plan et d
une droite� Si le couple
de points m��m� v�ri
e la g�om�trie �pipolaire� alors les trois plans possibles
de la deuxi�me image couperont la droite issue de la premi�re image en un
seul et m�me point� Si ce n
est pas le cas� ces trois points seront distincts�

Dans la troisi�me image� chacun de ces trois points engendre trois droites
suivant le choix du plan associ� � la troisi�me image� Encore une fois� si les
points sont en correspondance �pipolaire� les neuf droites se couperont en un
seul et m�me point�

m� m�

m�

Fig� ��� ) Droites engendr�es dans la troisi�me image par un tenseur du
premier groupe lorsque l�on conna�t m� et m�� Les points m� et m� sont
pr�sent�s ici en situation g�n�rale� ils ne v�ri
ent pas la contrainte �pipolaire
existant entre les images � et ��
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Dans la 
gure ���� de nombreuses droites sont repr�sent�es comme �tant
soit verticales� soit horizontales� Ceci n
est pas le fait du hasard� mais sim�
plement du choix des coordonn�es �x� z� et �y� z� dans la troisi�me image�
La base image choisie pour cette 
gure �tant un rep�re pixel orthogonal
dans l
image� ces droites sont donc soit verticales soit horizontales� L
orien�
tation des droites engendr�es par le troisi�me choix de coordonn�es n
est pas
constant�

Le crit�re que nous utiliserons pour cette �tape de ra�nement de la g�o�
m�trie du syst�me est simplement la somme des carr�s des distances du point
mesur� m� � ces neuf droites obtenues par les trilin�arit�s� Il est bien entendu
que� le crit�re devant �tre sym�trique par rapport � toutes les images� nous
allons additionner les r�sultats obtenus en consid�rant les paires �m��m���
�m��m�� et �m��m��� Un autre crit�re possible est la distance de m� � ces
trois points particuliers� Ce crit�re doit aussi �tre sym�tris�� Les r�sultats
seront similaires� mais le temps de calcul sera plus faible�

Il y a six ordres possibles pour choisir les trois images� Nous devons consi�
d�rer ces six ordres car les trois images jouent des r&les di��rents suivant leur
place dans le triplet� Chacune de ces 	 con
gurations va g�n�rer � droites�
soit un total de �� distances pour chaque triplet de points� Le nombre de
triplets �tant de l
ordre de quelques centaines� le taille du vecteur d
erreur
est de quelques milliers�

Lorsque nous avons plus de trois images� nous devons calculer ces dis�
tances pour tous les triplets possibles� c
est � dire N�N����N��� possibilit�s
o� N est le nombre d
images�

��� D�une description locale � une description
globale

En r�gle g�n�rale� nous n
estimerons pas les matrices de projection pour
la s�quence enti�re� mais pour des sous�s�quences� Il peut se trouver que notre
m�thode d
estimation marche mal ou ne marche pas pour un certain nombre
d
images� C
est le cas par exemple pour l
estimation � base de trilin�arit�s�
o� l
on consid�re les matrices par blocs de trois� C
est le cas aussi de la
m�thode robuste puisque le nombre d
essais varie exponentiellement avec le
nombre de cam�ras� Il peut se trouver aussi que notre s�quence couvre un
grand nombre d
images et qu
il ne soit pas possible de trouver su�samment
de points en commun dans ces images� C
est par exemple le cas si on cherche
� mod�liser un objet vu sous toutes ses faces� Il n
y aura alors pas ou peu de
points communs � toutes les images�
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Il nous faut donc un proc�d� pour mettre bout � bout des mini�s�quences�
Mettre bout � bout des sous�ensembles de matrices de projection estim�es
dans des bases di��rentes signi
e seulement que l
on veut �tre capable de
calculer la matrice de passage d
une base � l
autre de proche en proche pour
obtenir l
ensemble de la s�quence exprim� dans une m�me base de l
espace�

Nous allons d�crire deux m�thodes pour trouver la transformation pro�
jective qui ram�ne deux jeux de matrices de projection sur une m�me base�
Il est clair que si on peut exprimer deux jeux de matrices de projection dans
une base commune� on pourra alors sans trop de di�cult� exprimer tous les
jeux dans une m�me base en proc�dant de proche en proche� D
autres m��
thodes existent si la base d
arriv�e est quasiment euclidienne comme dans
#Kanatani� ����$�

	���� Changement de base en utilisant les matrices de
projection

Supposons que nos deux jeux de matrices se recouvrent sur au moins deux
images� Ils peuvent se recouvrir sur plus de deux� les calculs n
en seront que
plus stables� Soit P�� � � � �Pi le premier jeu et Qj� � � � �QN le deuxi�me� avec
i � j � �� Soit H la collin�ation recherch�e� celle qui nous fait passer de la
base du deuxi�me jeu � la base du premier� On a pour tout k � fj� � � � � ig

Pk � QkH ����	�

L
�quation ���	 est d�
nie � un facteur d
�chelle pr�s� elle est donc �qui�
valente � �� �quations scalaires� lin�aires en les coe�cients de H� Il su�t de
�� �quations pour r�soudre le probl�me puisque H d�pend de �� param�tres�
Il nous faut donc au minimum deux cam�ras� Le syst�me est alors r�solu avec
une m�thode aux moindres carr�s�

	���� Changement de base en utilisant le nuage de points

Supposons maintenant que les ensembles de points tridimensionnels re�
construits � partir de nos jeux de matrices et les points m dans les images
aient � points Ml en commun� Les points sont r�put�s �tre en commun si
leurs images sont en correspondance� Les ensembles d
images associ�es aux
deux jeux peuvent �tre disjoints� Il peut y avoir plus de � points en commun�
les calculs n
en seront que plus stables� Soient Ml les points estim�s dans la
base du premier jeu� et M�

l les points estim�s dans la base du deuxi�me jeu�
On a alors� en utilisant les m�mes notations qu
au paragraphe pr�c�dent
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Ml � H��M�
l ������

L
�quation ���� est aussi lin�aire en les coe�cients de H��� et est aussi
d�
nie � un facteur d
�chelle pr�s� Elle est donc �quivalente � � �quations
scalaires� Il faut alors � points pour d�terminer compl�tement H� En pr�sence
d
un plus grand nombre de points� nous utiliserons une m�thode aux moindres
carr�s pour r�soudre le syst�me surd�termin��

	���	 Changement de base par recalage dans les images

Il existe d
autres m�thodes pour r�soudre ce syst�me� En e�et� nous avons
cherch� la collin�ation qui transforme le mieux un ensemble de points pro�
jectifs en un autre ensemble de points projectifs� La distance que nous mini�
misons n
a pas de signi
cation g�om�trique dans les images� On peut alors
envisager de chercher la meilleure collin�ation dans un sens di��rent� par
exemple� celle qui� une fois les points transform�s va assurer une bonne re�
projection dans les images� Les points reconstruits dans le deuxi�me jeu�
transform�s dans le premier et projet�s dans les images du premier jeu de�
vront �tre pr�s de leur correspondants� La distance mesur�e est alors une
distance euclidienne en pixels�

	���
 Comparaison

Nous pr�sentons ici des r�sultats statistiques pour comparer les diverses
m�thodes� Le mode op�ratoire est le suivant� les matrices de projection ini�
tiales sont des matrices de projection euclidiennes� et les points sont dans
une sph�re devant les cam�ras �� Une transformation homographique al�a�
toire de l
espace est alors imprim�e aux points et aux matrices de projection�
A partir des deux jeux de points� on calcule cette homographie de � mani�res
di��rentes�

) En utilisant des matrices de projection calcul�es � partir des points ��D
bruit�s et des jeux de points ��D� �P�� Cette m�thode est celle qui est
d�crite � la section ������ Ici� les matrices de projection ont �t� calcul�es
� partir des �quations m � PM en connaissant les points M�

) En utilisant les nuages de points ��D directement et une r�solution aux
moindres carr�s� �SVD�� Cette m�thode est celle qui est d�crite dans la
premi�re partie de la section ������

�� Cette information n�est bien s�r pas utilis�e dans les proc�dures de recalage� mais

seulement dans le calcul de certaines distances�
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) En minimisant l
erreur de reprojection des points ��D� �Mini�� L
es�
timation initiale utilis�e pour cette minimisation est le r�sultat de la
m�thode �SVD�� Cette m�thode est celle qui est d�crite dans la section
������

Les estimations donn�es par les di��rents algorithmes sont alors �valu�es
par rapport aux donn�es exactes par trois distances� On note H� l
homogra�
phie exacte� H l
homographie calcul�e� h� et h sont les vecteurs de P�� leur
correspondant� M les points de l
espace dans la premi�re base �euclidienne��
m les points dans les images�

) Distance Euclidienne ��D� Nos points originaux �taient des points eucli�
diens� Cette distance mesure la moyenne des distances des points entre
eux une fois tous dans la m�me base euclidienne� Son expression est

e �
X

points

dR��M�H�H
��M� � dR��M�HH��

� M�

�

) Distance Angulaire dans P��� Les homographies de P� vers P� peuvent
�tre repr�sent�es comme des vecteurs unitaires de dimension �	� L
angle
entre ces vecteurs est une distance� Cette distance existe ind�pendam�
ment des points choisis� Son expression est

a � arccos�
h�h�

jjhjjjjh�jj�

) Distance en pixels dans les images� Cette distance mesure la moyenne
des distances entre les points ��D images des points ��D ramen�s dans
la m�me base� C
est la distance que minimise la m�thode Mini� Son
expression est

p �
X

points

X
images

dR��PM�PH�H
��M� � dR��PM�PHH��

� M�

�

Nous avons fait ces exp�riences pour �� homographies di��rentes et �
niveaux de bruit ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� pixels�� Les exp��
riences ont aussi �t� faites pour un nombre de points variable ��� ��� ��� �����
Il faut noter qu
une d�tection subpixelique des points donnera une pr�cision
de l
ordre de ��� pixel tandis qu
un d�tection classique donnera une pr�cision
de l
ordre de ��� pixel� Les exp�riences ont �t� conduites sur � images�
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�� tirages ont �t� e�ectu�s pour chaque niveau de bruit� Nous avons
utilis� un bruit uniforme� Le bruit uniforme nous a paru plus adapt� pour
mod�liser l
erreur de localisation des points d
int�r�t dans une image que le
mod�le gaussien� En e�et� le mod�le gaussien autorise des erreurs in
nies� ce
qui n
arrive pas en pratique� Ce mod�le est utilis� en reconnaissance d
ob�
jets par d
autres auteurs d�sireux de faire des statistiques probantes avec des
tirages de Monte�Carlo #Grimson et al�� ����� Rothwell� ����$� Les r�sultats
pr�sent�s sont les moyennes sur tous les essais� Il faut noter que les erreurs
m�dianes di��raient tr�s faiblement des erreurs moyennes dans nos exp��
riences� Les deux jeux de points ont �t� bruit�s di��remment� L
initialisation
de la m�thode Mini a �t� la m�thode Svd� Des r�sultats di��rents auraient
�t� obtenus avec les valeurs donn�es par P pour point de d�part�
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Fig� ���� ) �volution des r�sultats des di
�rents algorithmes lorsque le
nombre de points varie� Le bruit est ici de ��� pixel� Les erreurs de la m�thode
�P� ont �t� divis�es par ���� La distance est la distance angulaire dans P���

Les m�thodes SVD et Mini semblent donc relativement peu sensibles au
nombre de points� m�me si les r�sultats s
am�liorent l�g�rement avec le
nombre de points comme on peut le voir sur les 
gures ����� ���� et �����
La m�thode bas�e sur les matrices de projection marche nettement moins
bien� Toutes les m�thodes fonctionnent mieux avec un plus grand nombre
de points� ce qui n
est pas surprenant� Les algorithmes SVD et Mini se com�
portent tout deux de mani�re similaire�

De l
interpr�tation des r�sultats pr�sent�es dans les 
gures ����� ���� et
����� il ressort que la m�thode P est instable lorsque le bruit augmente �su�
p�rieur � ��� pixel�� Les deux autres m�thodes sont relativement robustes au
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Fig� ���� ) �volution des r�sultats des di
�rents algorithmes lorsque le bruit
varie� La distance pr�sent�e ici est la distance angulaire� Les r�sultats ont �t�
obtenus avec ��� points� Les erreurs des algorithmes �Mini� et �SVD� ont �t�
multipli�es par ��� pour obtenir le m�me ordre de grandeur�
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Fig� ���� ) �volution des r�sultats des di
�rents algorithmes lorsque le bruit
varie� La distance pr�sent�e ici est la distance euclidienne de l�espace� Les
r�sultats ont �t� obtenus avec ��� points� L�erreur de l�algorithme �P� a �t�
multipli�e par ���� pour obtenir le m�me ordre de grandeur�
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Fig� ���� ) �volution des r�sultats des di
�rents algorithmes lorsque le bruit
varie� La distance pr�sent�e ici est la distance entre les points dans les images�
Les r�sultats ont �t� obtenus avec ��� points� L�erreur de l�algorithme �P� a
�t� multipli�e par ���� pour obtenir le m�me ordre de grandeur�
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bruit� les erreurs restent tr�s petites pour tous les niveaux de bruit�
La di��rence de qualit� entre les m�thodes Mini et SVD est tr�s peu sen�

sible� Or� l
utilisation d
une minimisation non lin�aire rend les temps de cal�
cul nettement plus longs� L
int�r�t de la m�thode Mini est donc minime� Des
r�sultats di��rents auraient pu �tre obtenus avec une initialisation di��rente�

Une des raisons pour laquelle la m�thode P fonctionne moins bien est
qu
elle op�re sur �N plans qui sont les trois lignes des N matrices de pro�
jection au lieu d
op�rer sur les M points� Plus pr�cis�ment� les �quations
����	� sont des �quations liant deux plans de l
espace tridimensionnel� En
e�et� comme nous l
avons vu � la section ������ les lignes des matrices de pro�
jection repr�sentent des plans passant par le centre optique� Les �quations
����	� sont la formulation alg�brique du fait que ces plans exprim�s dans la
base du premier jeu doit se transformer en le m�me plan exprim� dans la base
du second jeu� On applique en fait le changement de base aux trois plans qui
d�
nissent la cam�ra� Le fait d
op�rer sur les donn�es originales �les points�
semble �tre un avantage pour les m�thodes SVD et Mini�

��� Exp�riences et comparaison

Dans cette section nous pr�sentons les r�sultats et la comparaison des dif�
f�rentes m�thodes sur des jeux de donn�es synth�tiques avec un bruit ajout�
variable� et sur des s�quences r�elles�

	���� Donn�es synth�tiques

Les niveaux de bruit choisis sont de ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� et ���
pixels� Le bruit attendu pour une d�tection subpixelique est de l
ordre de ���
pixel tandis qu
une d�tection classique donnera des r�sultats comparables �
ceux de ��� pixel� Aucune fausse correspondance n
a �t� incluse� Nous avons
travaill� avec trois et six images� Les donn�es sont similaires � celles utilis�es
� la section pr�c�dente�


������ Matrices de projection

Nous pr�senterons tout d
abord les r�sultats des di��rentes m�thodes de
calcul des matrices de projection� Les m�thodes pr�sent�es sont�

) M�thode � partir des matrices fondamentales �F��

) M�thode � partir des trilin�arit�s normalis�es �TN��
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) M�thode directe � ���� essais �D���

) M�thode directe � ����� essais �D����

Nous jugerons de leur qualit� sur plusieurs crit�res�

) La distance entre les matrices de projection calcul�es et r�elles� calcul�e
comme un angle sur la sph�re de P��N���� apr�s les avoir ramen�es �
une m�me base de P�� Cette distance n
a pas d
unit� ����

) La distance entre les points projections des points ��D estim�s et les
points projections des points ��D r�els� Cette distance est en pixels
�DR��

) La distance entre les points reconstruits une fois appliqu�e la transfor�
mation pour les ramener dans la m�me base de P�� qui se trouve �tre
une base euclidienne� Cette distance est en millim�tres� �DE��
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La m�thode bas�e sur la moindre m�diane des carr�s est la plus 
able
comme il appara t dans les graphes des 
gures ���	� ����� ����� ����� ���� et
����� En fait� elle r�alise pr�cis�ment le but recherch� � Obtenir des matrices
de projection qui expliquent les images de mani�re satisfaisante� Les images
sont bien expliqu�s lorsque l
on est capable de trouver de points de l
espace
et des matrices de projection dont les points dans les images se d�duisent�
En th�orie� deux jeux de matrices de projection exprim�es dans deux bases
di��rentes expliquent la sc�ne de mani�re identique� En pratique� le condi�
tionnement num�rique varie beaucoup suivant le choix de la base� En fait� si
l
on regarde les bases choisies par l
algorithme� les points les composant sont
en g�n�ral bien r�partis dans l
espace� D
une certaine mani�re� ils englobent
la sc�ne�

La m�thode bas�e sur les matrices fondamentales fonctionne bien �voir
les 
gures ���	� ���� et ����� pour un faible nombre de cam�ras �entre � et ���
Elle donne les meilleurs r�sultats pour un ensemble de trois cam�ras �� Mais
ses performances se d�t�riorent rapidement comme on peut le voir entre les

gures pour � cam�ras et les 
gures pour 	 cam�ras� Ceci est principalement
du � l
initialisation alg�brique expos�e � la section ����� qui prend en compte

	� pour la con�guration que nous avons tir� au hasard�
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certaines cam�ras plus que d
autres� Il su�t alors d
une faible perturbation
sur des donn�es sensibles pour que l
ensemble de l
estimation devienne erron��
Cet e�et est plus sensible lorsque le nombre de cam�ras augmente� Pour les
m�mes raisons� TN conduit � de bons r�sultats � des faibles niveaux de
bruit� mais se d�t�riore avec l
augmentation du bruit� Sa relative stabilit�
par rapport � la m�thode F s
explique simplement � le nombre de cam�ras
pris en compte dans chaque bloc est plus important pour TN ��� que pour
F ���� L
initialisation sera donc bonne pour au moins � cam�ras� au lieu de
l
�tre pour seulement �� En revanche� quand le bruit devient trop important�
la projection de T sur l
espace des tenseurs trifocaux ne se passe pas tr�s
bien� et le r�sultat devient rapidement mauvais�

Les m�thodes D�� et D� donnent des r�sultats similaires � tous les niveaux
de bruit comme on peut le voir sur le graphe de la 
gure ����� Les r�sultats
sont m�me identiques aux faibles bruits parce que la base choisie est la m�me�

En pratique� D�� est environ � fois plus lent que D�� pour une di��rence
de qualit� marginale par rapport au temps de calcul� De m�me� TN est beau�
coup plus rapide que D� et donne des r�sultats satisfaisants dans la majorit�
des cas� Ceci n
est bien s%r vrai que si la sc�ne ne comporte pas de faux
appariements� Si ce n
est pas le cas �ce n
est jamais le cas dans les sc�nes
r�elles�� il faudra adapter une moindre m�diane des carr�s sur TN� ce qui
ram�nera cette m�thode � des temps de calculs similaires�


������ Ra�nement

Les distances et les niveaux de bruit sont les m�mes qu
� la section pr��
c�dente� Nous comparons ici trois r�sultats�

) Le meilleur r�sultat sans ra�nement ����

) Avec ajustement de droites �pipolaires �E��

) Avec ajustement de rayons �R��

) Avec ajustement de trilin�arit�s �T��

Les crit�res de comparaison et les niveaux de bruit sont identiques� On
voit que l
ordre de grandeur des r�sultats reste le m�me quelque soit la m��
thode de ra�nement utilis�e� La raison principale est que le r�sultat initial
est relativement bon dans la majorit� des cas� La m�thode bas�e sur les trili�
n�arit�s fonctionne moins bien que les autres� mais ceci est du principalement
� sa tr�s lente convergence� Le temps n�cessaire � la mise en oeuvre de cette
m�thode est �� fois sup�rieur aux autres m�thodes� En e�et� le nombre de
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fonctions crit�res � calculer � chaque it�ration est bien plus important� Cela
augmente aussi la taille de la matrice jacobienne � conserver ��

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

R
F
T

Fig� ���� ) Comparaison des m�thodes de ra�nement pour � vues� La dis	
tance utilis�e ici est la distance �� Les abscisses repr�sentent le bruit sur les
points�

Au regard des 
gures ����� ���� et ����� la m�thode F semble donner de
meilleurs r�sultats que la m�thode � base d
ajustement de rayons� et ceci
de mani�re consistante� Ceci n
aurait vraisemblablement pas �t� le cas si
notre con
guration avait eu plusieurs centres optiques align�s� Cela n
indique
pas tant que la convergence est meilleure dans la m�thode F que dans les
autres� mais qu
elle converge plus vite� En e�et� par souci d
�galit�� toutes
les m�thodes ont �t� brid�es � ���� it�rations�

	���� S�quences r�elles

Nous avons ensuite test� nos algorithmes sur deux s�quences di��rentes�
la premi�re est la place des Arcades � Valbonne et la deuxi�me est un b!ti�
ment �la biblioth�que de l
INRIA � Sophia�Antipolis�� Aucune donn�e exacte

�� Pour plus de d�tails sur les algorithmes de minimisation utilis�s� le lecteur est report�

� l�appendice �������
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n
a �t� fournie avec ces s�quences� Il est cependant possible de s
assurer vi�
suellement de la qualit� des r�sultats � l
aide de la g�om�trie �pipolaire�

Les images utilis�es pour ces s�quences ont �t� prises avec un appa�
reil photo commercial Canon� puis ont �t� d�velopp�es sur PhotoCD� Nous
n
avons pas utilis� les images � leur r�solution maximale ������ ������ mais
� une r�solution interm�diaire � ����
�� pixels� Implicitement� cela veut dire
que nous pourrions obtenir des r�sultats quatre fois plus pr�cis en utilisant
des primitives d�tect�es dans les images � pleine r�solution� Les images origi�
nales sont en couleur� nous avons utilis� seulement l
information de luminance
pour extraire nos points d
int�r�t et les mettre en correspondance�


������ La place des arcades � Valbonne

La s�quence pr�sent�e ici est une s�quence de � images de la place des
Arcades � Valbonne� L
estimation de la g�om�trie a �t� faite en � blocs de
� images� Nous avons utilis� la m�thode directe robuste avec ���� bases
essay�es� Les blocs ont �t� ensuite recoll�s les uns avec les autres en utilisant
les m�thodes d�crites en ������

La 
gure ���	 et la 
gure ���� montrent que les droites �pipolaires sont
bien estim�es� La distance entre un point et les droites �pipolaires est g�n�ra�
lement inf�rieure � deux pixels� Les r�sultats obtenus avec cette s�quence en
utilisant le fait que les param�tres intrins�ques n
ont pas vari� #Zeller� ���	$
sont l�g�rement meilleurs� mais du m�me ordre de grandeur�

La 
gure ���� montre une vue d
ensemble de la sc�ne avec quelques droites
�pipolaires trac�es entre les images�


������ La biblioth�que de l�INRIA

L
estimation de la g�om�trie a �t� faite en deux �tapes� tout d
abord
sur les trois premi�res images� puis sur les trois derni�res� Les deux jeux de
matrices de projection ont �t� rapport�s � la base utilis�e dans le premier
jeu en utilisant les points reconstruits en commun comme � la section ������
Nous avons utilis� la m�thode directe robuste avec ���� bases essay�es�

La 
gure ���� montre que les droites �pipolaires sont bien estim�es� Ceci
est important parce que la g�om�trie �pipolaire est un invariant projectif de
la structure de l
ensemble de cam�ras� L
exactitude de la g�om�trie �pipo�
laire est une condition n�cessaire � de la g�om�trie projective du syst�me de

�� mais pas forc�ment su�sante� En e�et� si les droites �pipolaires sont confondues dans

une image� la g�om�trie �pipolaire ne contraint pas le point � se trouver � un pixel donn��

mais simplement sur une droite donn�e� Sa position exacte sur la droite peut 
tre fausse�

La g�om�trie projective des cam�ras sera alors fausse� mais la g�om�trie �pipolaire sera
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Fig� ���	 ) D�tails de la g�om�trie �pipolaire calcul�e sur la place des Ar	
cades� Trois des huit images sont pr�sent�es� Elles appartiennent � trois blocs
di
�rents �deuxi�me� cinqui�me et septi�me images�



��� Estimation de la g�om�trie des cam�ras

Fig� ���� ) D�tails de la g�om�trie �pipolaire calcul�e sur la place des Ar	
cades� Quatre des huit images sont pr�sent�es� Le d�tail est le sommet d�une
antenne de t�l�vision�
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Fig� ���� ) Vue d�ensemble de la place� Des droites �pipolaires sont trac�es
en certains points� On remarque que les droites �pipolaires se coupent en des
points uniques� Ces points sont en correspondance entre les images�
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cam�ras� La 
gure ���� pr�sente une vue grossie autour d
un point particu�
lier� On remarque que la distance entre le point et les droites �pipolaires est
inf�rieure au pixel dans tous les cas�

��� Conclusion

Dans ce chapitre� nous avons d�velopp� des m�thodes d
estimation des
objets repr�sentant la g�om�trie d
un syst�me de cam�ras� jusqu
au r�sultat

nal qui assure une coh�rence entre les donn�es� c
est � dire les matrices de
projection�

Le point de d�part est toujours l
estimation de correspondances entre les
images� C
est la partie la plus critique du syst�me� Des bonnes correspon�
dances permettent g�n�ralement d
obtenir une bonne g�om�trie du syst�me�
Toutefois� ces bonnes correspondances sont di�ciles � obtenir�

L
estimation � base de matrices fondamentales sou�re de d�fauts ma�
jeurs � elle ne permet pas l
obtention d
un r�sultat � coup s%r et elle est tr�s
d�pendante de la qualit� de l
estimation d
une des matrices fondamentales�

Les trilin�arit�s sont tr�s sensibles au bruit� Un bruit faible peut faci�
lement perturber l
estimation de ces derni�res� m�me en prenant toutes les
pr�cautions n�cessaires pour normaliser les donn�es�

Au contraire� l
estimation directe des matrices de projection est assez
robuste et permet l
estimation de la g�om�trie pour un nombre de cam�ras
plus grand �	�� au lieu de ��� Cette m�thode ne marche absolument pas sans
les m�thodes statistiques robustes� En e�et� les m�thodes robustes servent
non seulement � �liminer les faux appariements� mais aussi � choisir une
param�trisation des matrices de projections�

Une estimation sur un petit nombre de cam�ras ne su�t pas forc�ment
pour nos applications� Nous estimons donc alors la g�om�trie de cam�ras
par sous�ensembles que nous recollons ensuite� Le changement de base est
e�ectu� en mettant en correspondance les points� Il est clair que l
algorithme
de d�coupage en sous�ensembles doit d�pendre de la sc�ne observ�e et de la
continuit� des appariements dans cette sc�ne� Plus de recherches devraient
�tre faites pour d�terminer un algorithme automatique�

La g�om�trie ainsi obtenue est ra�n�e par des m�thodes it�ratives� Il en
existe principalement deux classes� qui minimisent l
une une distance entre
points� l
autre une distance entre point et droite� Les deux sont mesur�es
dans les images�

Les r�sultats montrent clairement la sup�riorit� des m�thodes directes et
robustes� m�me en l
absence de fausses correspondances� Ces m�thodes ont

correcte�
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Fig� ���� ) Cinq images de la biblioth�que de l�INRIA� Des droites �pipolaires
sont trac�es entre les images � certains points�
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Fig� ���� ) D�tails des droites �pipolaires trac�es sur l�image autour d�un
point caract�ristique� Le point est ici le coin inf�rieur droit de la fa�ade de
la biblioth�que�




�� Conclusion ���

toutefois un co%t exponentiel en le nombre d
images� Il faut donc les associer
� des m�thodes de recalage entre sous�s�quences pour pouvoir les utiliser sur
plus de � � �� images�

Pour le ra�nement� l
ajustement de faisceaux est la m�thode donnant
des bons r�sultats le plus rapidement� De plus� il est facile d
impl�menter des
extensions de cette m�thodes � des cas plus particuliers�
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Chapitre 


G�om�trie projective orient�e

Dans tout ce qui pr�c�de� nous avons utilis� le formalisme de la g�om�trie
projective� Ceci nous a permis de d�river de nombreux r�sultats� mais il reste
n�anmoins un probl�me important que nous n
avons pas abord��

Lorsque nous allons pr�dire quels points des images sources doivent �tre
utilis�s pour calculer l
intensit� d
un pixel de l
image synth�tis�e� il se peut
fort que nous n
ayons pas une solution unique� En e�et� nous n
avons aucun
moyen de discriminer entre les di��rents points pr�sents sur le rayon� L
ordre
dans lequel les points sont vus dans une image est simplement l
ordre r�el
des points auxquels on a appliqu� une transformation projective� C
est � dire
que quatre points peuvent se retrouver dans un ordre quelconque�

Ces probl�mes d
orientation vont se retrouver lorsque nous allons essayer
d
�liminer les faces cach�es dans notre synth�se d
image� Ceci est la principale
motivation pour �tablir cette th�orie� En e�et� il n
est pas possible de savoir
quel point est visible en utilisant la g�om�trie projective non orient�e�

Nous allons introduire dans ce chapitre un outil qui va nous permettre de
r�soudre ces probl�mes� la g�om�trie projective orient�e�

La g�om�trie projective orient�e et les probl�mes qui y sont reli�s sont
encore relativement rarement �voqu�s dans la litt�rature de vision par ordi�
nateur� Les premiers articles sur le sujet sont de Richard Hartley �#Hartley�
����a$ et d
autres articles non publi�s�� Hartley introduit le concept d
inva�
riant chiral� et d�veloppe une th�orie similaire � la n&tre mais sans se placer
dans un formalisme math�matique bien d�
ni� Son travail ne concerne que
les reconstructions projectives � partir de paires d
images� alors que nous
abordons ici le probl�me pour un nombre d
images quelconque�
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��� Principes de bases

Nous pr�senterons dans cette section la g�om�trie projective orient�e en
supposant une connaissance approfondie de la g�om�trie projective classique�
Comme Jorge Stol
 dans son livre #Stol
� ����$� notre expos� sera didactique
et s
adresse plut&t aux utilisateurs qu
aux math�maticiens�


���� G�om�trie projective classique et orient�e

Dans la premi�re partie de ce document� nous louions les m�rites de la
g�om�trie projective� La g�om�trie projective classique� malgr� toute sa puis�
sance� a un inconv�nient majeur qu
il est bon de citer ici� Les plans et les
droites ne sont pas orientables� De mani�re informelle� cela signi
e qu
il n
est
pas possible de d�
nir le sens des aiguilles d
une montre pour un plan donn��
Il n
est pas non plus possible de d�
nir un sens sur une droite� comme par
exemple le sens de la propagation de la lumi�re sur un rayon� De la m�me
mani�re� la gauche et la droite� le devant et le derri�re n
existent pas en
g�om�trie projective classique puisqu
il n
est pas possible de distinguer une
face du plan de l
autre� un cot� de la droite de l
autre� Il existe toutefois une
adaptation de la g�om�trie projective qui permet d
�viter ces probl�mes� La
g�om�trie projective orient�e part d
une d�
nition l�g�rement di��rente de
la g�om�trie projective classique� La g�om�trie projective classique consid�re
que deux vecteurs repr�sentent le m�me point si et seulement si ils sont pro�
portionnels � une constante non nulle pr�s� La g�om�trie projective orient�e
restreint cette d�
nition � une constante strictement positive� On remarque
tout de suite que cela �quivaut � un d�doublement de l
espace� En g�om�trie
classique� le plan P� est repr�sent� par une sph�re pour laquelle on a identi
�
les points antipodaux� En g�om�trie orient�e� T � est repr�sent� simplement
par une sph�re �voir 
gure �����

On peut aussi repr�senter P� par un plan auquel on a adjoint une droite
� l
in
ni� T � est repr�sent� par deux plans auxquels on a adjoint une droite
� l
in
ni commune �voir 
gure ����� Un de ces plans est le devant� l
autre
est le derri�re� On peut passer facilement de la repr�sentation sph�rique � la
repr�sentation planaire comme indiqu� � la 
gure ��� pour P��

Une ligne �un objet de T �� est en fait la superposition de � droites� l
une
�tant le devant� l
autre le derri�re�

Ces principes s
�tendent bien s%r � T n pour tout n� mais les exemples
sont plus di�ciles � visualiser pour n � ��
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Fig� ��� ) Repr�sentation sph�rique de P� et T �

Fig� ��� ) Passage de la repr�sentation sph�rique � la repr�sentation planaire
pour P��
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devant
derri�re

d�

d�

d�

Fig� ��� ) Repr�sentation planaire de P� et T �
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���� Orientation

������� Approche math�matique

De�nition�

On appelle simplexe � k points un k�uple ordonn� de points de
T n� En repr�sentation sph�rique� un simplexe s est un n � ��
uple ordonn� de vecteurs unitaires de Rn��� Un simplexe est dit
d�g�n�r� si ces vecteurs ne sont pas lin�airement ind�pendants�

La notion de simplexe est bien s%r tr�s reli�e � la notion de bases dans un
espace vectoriel� On appelle espace engendr� par un simplexe s l
intersection
de T n avec l
espace engendr� par les vecteurs de s dans Rn��� La dimension
de s est par d�
nition celle de l
espace qu
il engendre� De mani�re �vidente�
un simplexe � k points est non d�g�n�r� si et seulement si sa dimension est
k � �� Deux simplexes sont dits �quivalents si il existe un moyen de passer
de l
un � l
autre de mani�re continue en les d�formant et si tous les �tats
interm�diaires sont non d�g�n�r�s� Un simplexe � trois points est �quivalent
� un autre simplexe � trois points si il est possible de d�placer les trois points
du premier simplexe sur la sph�re jusqu
au deuxi�me simplexe sans que les
trois points ne soient align�s � aucun moment�

Les simplexes engendrant T n se divisent naturellement en deux classes
d
�quivalence� Nous identi
erons ces deux classes avec les deux orientations
de T n en choisissant un repr�sentant positif dans une des classes�

������� Exemples de sous espaces orient�s

L
exemple le plus simple est celui des �sous��espaces de dimension �� Selon
la d�
nition� un sous espace de dimension z�ro est une paire ordonn�e de
points antipodaux sur la sph�re� Un sous espace orient� est une paire �a� b�
de ce type pour laquelle on a choisi l
un des points avec une orientation
positive� On notera a � �b� On voit que leur repr�sentants a et b v�ri
ent
a � �b�

Un autre exemple est celui des droites dans T �� Deux simplexes �p� q� et
�r� s� sont �quivalents si et seulement si il est possible de transformer l
un
en l
autre sans passer par un simplexe d�g�n�r�� A chaque instant au cours
de cette transformation� �pt� qt� d�termine un ordre circulaire sur la droite
pt � qt� celui allant de pt � qt par le chemin le plus court �voir 
gure �����

On note que� entre autre� p
 q � ��q 
 p� � ��p�
 ��q�� et que �p
 q �
p 
 ��q��
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p

q

Fig� ��� ) Droite orient�e dans T �


���	 Propagation de l�orientation

Apr�s les exemples que nous venons de voir� on peut l�gitimement se
poser la question de la propagation de l
orientation au cours des op�rations
projectives usuelles� L
orientation se propage lorsque l
on joint deux points�
la droite �tant celle qui relie les deux points par le plus court chemin� Le plus
court chemin peut croiser l
hyperplan � l
in
ni si les deux points sont l
un
sur le devant� l
autre sur le derri�re� L
orientation se propage aussi lorsque
l
on joint un point et une droite� Le plan est alors orient� de mani�re � ce
que la droite tourne autour du point dans le sens positif�

L
orientation se propage aussi lors des op�rations d
intersection� Deux
plans orient�s �� et �� se coupent en une droite orient�e l� On d�termine
l
orientation de cette droite de la mani�re suivante � on consid�re le sens
de rotation pour passer d
un plan � l
autre par le plus petit chemin et l
on
applique la r�gle de la main droite� Tous les objets propagent leur orientation
� travers les op�rations projectives�


���
 Droite et gauche� devant et derri�re� enveloppes
convexes

A partir de ces quelques notions� nous pouvons ais�ment d�
nir la droite
et la gauche d
une ligne� Un point est dit � gauche si il est sur le cot� gauche
lors d
un parcours de la droite dans le sens de son orientation� De m�me� un
point est dit devant un plan si le simplexe form� par un simplexe positif du
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plan et le point est une base directe de l
espace� On dira qu
il est derri�re si
la base est indirecte�

La d�
nition d
un enveloppe convexe d
un ensemble de points X est
aussi possible� Les algorithmes classiques d
estimation d
enveloppes convexes
peuvent s
appliquer puisque nous avons un moyen de d�cider si deux points
sont d
un m�me c&t� d
un plan ou non�

��	 Application � la vision

Les principaux probl�mes d
orientation rencontr�s en vision st�r�osco�
pique et en structure � partir du mouvement sont reli�s � l
orientation de
la cam�ra et � l
orientation d
un point de l
espace par rapport � un point �
partir d
informations dans les images�

Nous nous attacherons tout d
abord � l
orientation d
une cam�ra� Jus�
qu
ici� aucun algorithme projectif ne pouvait sp�ci
er qu
une cam�ra ne
voyait que le monde devant elle� et non pas le monde derri�re elle�


���� Plan focal orient�

L
orientation d
une cam�ra se fait en pratique d
une mani�re assez simple�
Il su�t de choisir un point visible dans cette cam�ra et dont on a les coor�
donn�es spatiales �elles pourront avoir �t� obtenues par triangulation avec
une autre cam�ra� ou �tre une donn�e� comme dans la calibration�� Nous
d�cidons que ce point se trouve devant la cam�ra�

L
existence de telles donn�es �les coordonn�es d
un point dans l
espace et
dans l
image� est v�ri
�e dans tous les cas pratiques� Si il s
agit d
une cam�ra
calibr�e� les points de la mire de calibration sont devant la cam�ra� et nous
connaissons leurs coordonn�es spatiales puisque l
objet est connu� Dans le cas
d
une calibration dite faible� la sc�ne n
est pas connue� mais il est toujours
possible de reconstruire au moins un point de la sc�ne �vue par au moins deux
cam�ras� dans l
espace �� Ce point est lui aussi bien s%r devant la cam�ra� Il
est m�me en fait devant les deux cam�ras dans lesquelles il appara t� ce qui
nous permet ais�ment de propager l
orientation sur l
ensemble des cam�ras
du syst�me�

Pour obtenir cette orientation� nous avons juste besoin d
une seule hy�
poth�se � les points de l
espace que nous consid�rons ne sont pas sur le plan
focal� ou bien� de mani�re �quivalente� ils ne se projettent pas sur la droite �

�� La calibration faible� ou calcul de la matrice fondamentale� n�cessite un minimum de

� points�
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l
in
ni dans l
image� Cette condition est en fait toujours v�ri
�e puisqu
au�
cune cam�ra ne voit les points qui sont sur son plan focal�

On suppose 
x� le rep�re dans lequel sont exprim�s les points de l
image�
Soit M notre point de r�f�rence qui se projette en m en suivant l
�quation
m � PM� P peut s
�crire de la mani�re suivante

P �

�B� lT�
lT�
lT�

�CA
l� repr�sente le plan focal� En e�et� les points v�ri
ant lT�M � � se pro�

jettent � l
in
ni dans l
image� donc sont dans le plan focal� La derni�re co�
ordonn�e de m n
est rien autre que lT�M� Le signe de cette expression nous
renseigne sur la position relative de M et de l�� Suivant nos conventions� lT�M
doit �tre positif puisque M est devant le plan focal� Ceci d�termine donc le
signe de l� et donc le signe de P� Pour tout point M� de T �� la derni�re
coordonn�e de m� nous donne la position de M� par rapport � la cam�ra�
en prenant M comme un repr�sentant du devant� Si la derni�re coordonn�e
de m� est positive� M� est du m�me c&t� de la cam�ra que M� Si elle est
n�gative� M� est de l
autre c&t�� Si elle est nulle� alors M� appartient au plan
focal�

L
analogie g�om�trique la plus appropri�e ici est celle du double plan pour
repr�senter le sous espace projectif qui correspond � �f � La cam�ra est alors
repr�sent�e par deux plans �l
un recevant les projections du devant et l
autre
du derri�re� et une droite repr�sentant les points se projetant � l
in
ni comme
� la 
gure ���� Une autre repr�sentation est la repr�sentation sph�rique� Si
l
on se place dans un plan contenant C et M� on obtient le sch�ma pr�sent�
� la 
gure ��	�

Le signe de P d�termine donc sans �quivoque l
orientation de notre ca�
m�ra� Une cam�ra orient�e de mani�re oppos�e regardera exactement dans
l
autre direction� avec les m�mes propri�t�s quant � la projection� Ces deux
cam�ras g�n�rant des images tr�s di��rentes de la m�me sc�ne� Une cam�ra
en Corse regardant vers le Sud verrait la Sardaigne �orientation correcte� ou
la France et l
Italie �orientation oppos�e�� Il est rassurant de voir qu
elles
sont repr�sent�es par des objets math�matiques di��rents�

Il faut cependant �tre conscient que nous n
avons pas pour l
instant la
capacit� de conna tre a priori l
orientation des points de l
espace T �� Ainsi�
� partir de l
expression de C dans P�� il ne nous est pas possible de d�cider
lequel� de C ou de �C est le point qui nous int�resse� Ce choix ne va pas
avoir d
incidence sur l
orientation de la cam�ra mais change l
orientation des
rayons optiques� En e�et� ��C� �M � ��C �M��
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�f*derri�re

�f*devant

C

Fig� ��� ) Une cam�ra orient�e� Elle est repr�sent�e par un plan orient��
qui se d�compose en deux plans �celui de devant et celui de derri�re�� Ces
deux plans ont une droite en commun� qui repr�sente la ligne � l�in
ni de ces
plans�

C

�M

M

�C

T �

�f

Fig� ��	 ) Une �tranche� de cam�ra orient�e pr�sent�e suivant le mod�le sph�	
rique� C et �C sont les centres optiques possibles� La ligne en gras repr�sente
l�intersection avec le plan focal �f � la ligne 
ne le rayon optique dessin� ici
au d�part de C�
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���� �pipoles et matrices fondamentales orient�es

L
orientation de notre matrice de projection n
est pas bien s%r sans cons��
quence sur les autres objets de notre formalisme� Les �pipoles� par exemple�
sont d�
nis comme les projections d
autres centres optiques sur notre cam�ra�
Ces �pipoles vont donc �tre orient�s comme les autres points� Si le centre op�
tique de l
autre cam�ra est derri�re le plan focal de la premi�re� l
�pipole aura
une orientation n�gative �une troisi�me coordonn�e n�gative�� Pratiquement�
on dispose d
une expression orient�e pour P� et P�� C� et C� se calculent en
utilisant la propri�t� d�velopp�e � la section ����� � PC � �� Le probl�me est
ici que nous ne disposons d
aucune information sur l
orientation du centre
optique� En e�et� C� et �C� sont deux solutions possibles de P�C� � �� La

gure ��� repr�sente le plan �pipolaire de M en utilisant le mod�le sph�rique
de T ��

On remarque que l
espace est divis� en quatre zones par les deux plans
focaux� On note �� le quartier devant les deux plans focaux� �� le quartier
devant la premi�re cam�ra et derri�re la seconde� �� le quartier derri�re
la premi�re cam�ra et devant la seconde et � le quartier derri�re les deux
cam�ras� Pour N cam�ras� on aura une liste de N fois � et ��

Cependant� contrairement au cas monoculaire o� le changement d
orien�
tation du centre optique est sans importance� ici le choix de C� ou �C� va
changer le signe de leur projections dans les images� c
est � dire les �pipoles�
L
orientation des �pipoles va donc d�pendre de ce choix� qui va placer C�

soit devant soit derri�re la premi�re cam�ra� Si les �pipoles sont orient�s� les
droites �pipolaires le sont aussi puisque l
orientation se propage� L
�quation
de la droite �pipolaire engendr�e par m� dans l
image � est lm�

� � e�� �m�

qui h�rite des orientations de e�� et de m�� Notons que nous avons ici impli�
citement choisi le sens de parcours sur la droite �pipolaire comme allant de
l
�pipole vers le point consid�r�� Cela implique naturellement que le sens de
parcours sur le rayon optique est de C� vers M� Le choix de l
autre orientation
aurait �t� possible si les deux termes du calcul de lm�

� avaient �t� invers�s�
Si les droites �pipolaires sont orient�es� il appara t normal que les matrices

fondamentales le soient aussi� En e�et� on a lm�

� � F��m� o� m� et lm�

�

sont des quantit�s orient�es� Deux points m� di��rant juste par l
orientation
g�n�reront deux droites �pipolaires d
orientations oppos�es�

Le signe de F�� est 
x� par le choix de l
orientation d
un �pipole� puisque
lm�

� � F��m� � e�� � m�� Cependant� nous ne pouvons pas pour autant
en d�duire le signe de e��� En e�et� nous n
avons plus F�� � FT

��� mais
F�� � �FT

��� En particulier� si C� est devant ��
f et C� est derri�re ��

f � on a
F�� � �FT

���
Nous ne pouvons pas calculer l
orientation des droites �pipolaires � partir
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� �

�C	

C�

l�C	

l	

�C�

��

��

��

M

�M

Fig� ��� ) Le plan �pipolaire de M repr�sent� suivant le mod�le sph�rique�
Les lignes l� et l� repr�sentent les intersections des plans focaux avec le plan
�pipolaire de M�
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de l
orientation des cam�ras si nous nous limitons aux hypoth�ses pr�c�dentes
�connaissance d
un point devant les cam�ras�� Par contre� si nous connais�
sons l
ordre de deux points sur une �pipolaire� nous pouvons d�terminer son
orientation sans avoir � la choisir arbitrairement� L
orientation de la droite
�pipolaire lm�

� et celle du point m� �tant connu� on peut en d�duire l
orienta�
tion de F��� La connaissance de l
orientation de lm�

� nous donne l
orientation
de F���

Le probl�me du choix est aussi r�solu si nous travaillons dans un espace
a�ne� puisque C� etC� �tant des points r�els� ils sont contraints � �tre devant
le plan � l
in
ni� ce qui �limine donc �C� et �C�� En e�et� un seul point
parmi une paire de points antipodaux peut se trouver devant le plan � l
in
ni
�en fait devant n
importe quel plan�� On conna t alors l
orientation des points
repr�sentant les centres optiques� L
orientation de C� et C� �tant d�termin�e�
l
orientation des �pipoles et de la matrice fondamentale se d�duit des formules
ci�dessus� En e�et� e�� � P�C� par exemple� ce qui nous permet d
obtenir le
signe de e�� puisque nous connaissons l
orientation des deux autres entit�s�


���	 Enveloppes convexes� deux approches

Une autre propri�t� agr�able de la g�om�trie projective orient�e est d
au�
toriser le positionnement d
un point par rapport � un plan ou � une droite�
autorisant ainsi la construction d
enveloppes convexes dans le plan ou dans
l
espace� Ces enveloppes convexes peuvent �tre utilis�es en vision pour obte�
nir une description g�om�trique plus simple d
un objet pour un algorithme
de reconnaissance utilisant des invariants a�nes ou projectifs� ou bien pour
�valuer l
espace libre en face d
un robot�

Une m�thode pour calculer l
enveloppe convexe d
un objet a �t� propos�
par Luc Robert #Robert et Faugeras� ����$� Il est malheureusement clair�
comme le notent d
ailleurs les auteurs� que ses calculs et interpr�tations g�o�
m�triques s
e�ondrent si les points ne sont pas tous dans le quart d
espace
devant les deux cam�ras ou tous dans le quart d
espace derri�re les deux
cam�ras� Son approche est bas�e sur les homographies qui existent entre les
points d
un plan vus dans deux cam�ras�

Notre approche est plus analytique et plus classique d
une certaine ma�
ni�re� Un plan dans l
espace est d�
ni par les reconstructions de trois points
qui sont vus dans les images� Ces points de l
espace n
�tant pas orient�s� le
plan ne l
est pas non plus� Par contre� il est extr�mement facile de dire si
deux points M et M�� dont on sait qu
ils sont visibles� sont du m�me c&t�
de ce plan � en comparant le signe des deux produits scalaires du vecteur
repr�sentant � avec M et M� orient�s de telle mani�re qu
ils appartiennent
� la zone ���
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Les m�mes algorithmes s
appliquent alors � il s
agit par exemple de l
algo�
rithme du paquet cadeau #Preparata et Shamos� ����$� Les r�sultats sont bien
s%r identiques� Toutefois� notre algorithme peut s
appliquer dans les cas o�
la sc�ne n
est pas enti�rement devant les cam�ras� ce qui arrive fr�quemment
si l
on se d�place � l
int�rieur une sc�ne�

��� Implications

Dans cette section� nous montrons deux cas o� la g�om�trie projective
orient�e permet une meilleure r�solution de deux probl�mes pratiques en vi�
sion par ordinateur� Dans la premi�re partie� nous apprendrons � faire la
di��rence entre une reconstruction ��D � partir de la st�r�ovision possible et
impossible� Dans la deuxi�me partie� nous appliquerons la g�om�trie projec�
tive orient�e � la d�termination du sens de parcours sur les �pipolaires�


�	�� Reconstructions possibles et impossibles

��
���� Th�orie

Dans cette section� nous ne mentionnerons que le cas de deux cam�ras
pour garder un discours clair et concis� L
extension de � � N cam�ras est
imm�diate�

Nous avons vu dans les sections pr�c�dentes que nous pouvions d�termi�
ner si un point d
une sc�ne est devant ou derri�re la cam�ra une fois que l
on
a choisi la position d
un point de r�f�rence� Il est clair que pour un syst�me
de st�r�ovision� tous les points reconstruits doivent �tre devant toutes les
cam�ras� Ceci va nous permettre d
�liminer des faux appariements qui don�
neraient lieu � des points impossibles� la sc�ne traversant un des deux plans
focaux�

Les plans focaux des deux cam�ras divisent l
espace en quatre zones
comme montr� � la 
gure ��� et � la 
gure ���� La reconstruction doit �tre
dans une et une seule zone� Les plans focaux doivent �tre consid�r�s comme
des murs infranchissables� En e�et� la sc�ne ne peut pas se situer de part et
d
autre d
un plan focal� Les points doivent donc tous �tre reconstruits dans
une seule zone�

Nous n
essayons pas ici de d�montrer que nous allons pouvoir nous d�bar�
rasser de tous les faux appariements� mais simplement que cette �tape peu
co%teuse �une reconstruction projective� va am�liorer les r�sultats � peu de
frais�

La m�thode est extr�mement simple� Fixons nous un devant et un der�
ri�re de r�f�rence pour chaque cam�ra� arbitrairement si besoin est� Nous
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Fig� ��� ) Division de T � en � zones � devant et derri�re les plans focaux�

pouvons alors obtenir � partir des correspondances deux matrices de pro�
jection orient�es repr�sentant nos deux cam�ras� La reconstruction des ap�
pariements dans l
espace nous donne un nuage de points de P�� Ces points
de P� correspondent � des paires de points antipodaux �M��M�� de T ��
Nous ne savons pas pour l
instant lequel de ces points correspond � M et
lequel correspond � �� M� Un seul de ces points se reconstruit devant ��

f �
Notons ce point M�� M� peut �tre devant ou derri�re ��

f � Si il est derri�re�
il est alors consid�r� comme faux puisque M� et M� appartiennent � des
zones impossibles� c
est � dire des zones o� les points visibles ne peuvent
pas se trouver� Si M� se trouve devant ��

f � alors il peut �tre juste ou bien
faux� En e�et� nous ne pouvons pas distinguer entre un point qui se trouve
dans la zone � et un point qui se trouve dans la zone ��� Dans notre cas�
le point e�ectivement reconstruit pourrait �tre M� et il n
y a pas de moyen
de d�cider lequel de M� ou de M� est le point physique� Encore une fois�
cette ambigu"t� est lev�e si nous connaissons la structure a�ne de la sc�ne�
Les points sont physiques et doivent donc se trouver devant le plan � l
in
ni�
Nous pouvons alors imm�diatement d�cider lequel de M� et M� est le point
physique M�

Nous venons de d�montrer que nous pouvons �liminer deux zones en g�o�
m�trie projective orient�e� mais trois zones si nous connaissons le plan �
l
in
ni� La situation s
am�liore avec le nombre de cam�ras� car les zones pos�
sibles sont toujours �� � � �� et � � � �� tandis que le nombre de zones augmente
en �N � N �tant le nombre de cam�ras� Cette situation est d�crite � la 
gure
����



��
 Implications ��


---+

+-++

-+++
++--

++++

----

+---
+--+

++-+

--++

+++-

Fig� ��� ) �volution des zones avec le nombre de cam�ras� L�exemple pr�sent�
ici est avec � cam�ras�

��
���� Algorithme

Notre algorithme de rejet est simple � Une des zones est majoritaire puis�
qu
elle correspond � la sc�ne r�elle �Nous faisons ici l
hypoth�se implicite que
les mises en correspondance correctes sont plus nombreuses que les mises
en correspondance incorrectes� ce qui est heureusement le cas courant�� Les
points reconstruits dans les trois autres zones sont alors marqu�s �tempo�
rairement� comme incorrects� A partir des points marqu�s corrects� on peut
recalculer une matrice fondamentale et r�estimer les matrices de projection�
On reconstruit alors tous les points �corrects et incorrects� pour pouvoir de
nouveau les s�parer en quatre zones�

Les deux images ci�dessous ont �t� prises avec une cam�ra CCD conven�
tionnelle� La g�om�trie �pipolaire a �t� calcul�e � partir de correspondances
de points� Malgr� les m�thodes de relaxation et de rejet de faux appariements
�#Torr et Murray� ����� Torr et Murray� ����� Torr� ����$ #Zhang et al�� ����$��
il reste encore quelques mauvais appariements� Ces appariements v�ri
ent la
g�om�trie �pipolaire� ont un pro
l d
intensit� semblable� En utilisant l
orien�
tation� nous avons pu d�tecter deux faux appariements num�rot�s �� et ���
dans les images �
gure ������ Ces points satisfont les contraintes �pipolaires�
Ceci peut ne para tre pas beaucoup� mais c
est principalement parce que la
majorit� des autres appariements incorrects ont �t� �limin�s aux �tapes pr��
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c�dentes� Cette m�thode est � utiliser en compl�ment des autres �relaxation�
m�thodes robustes��

Fig� ���� ) Faux appariements d�tect�s gr�ce � l�orientation� Le point cor	
respondant dans l�espace est reconstruit derri�re les plans focaux�

Cette m�thode peut �tre �tendue � tout plan qui ne traverse pas la sc�ne
et dont l
on conna t l
�quation� Par exemple� on d�sire� pour certaines appli�
cations que la sc�ne ne soit ni trop loin ni trop pr�s� La reconstruction pos�
sible va alors se situer entre deux plans parall�les � aux plans focaux� C
est ce
que fait Francis Lustman dans #Lustman� ����$� Il rajoute une contrainte � la
mise en correspondance qu
il appelle contrainte de disparit�� Cette contrainte
n
est que la sp�ci
cation de deux plans entre lesquels la sc�ne doit se trouver�

Cette contrainte a �t� d�velopp�e par Cyrille Zeller #Zeller� ���	$� Dans
ces travaux� les images sont suppos�es �tre recti
�es� c
est � dire que les
�pipoles sont � l
in
ni dans la direction horizontale� On peut alors d�
nir
la disparit� d comme la di��rence de position sur la droite �pipolaire de
deux points en correspondance� La contrainte dmin � d � dmax force les
points en correspondance � se trouver entre deux plans parall�les au plan de
recti
cation� Une �tude compl�te sur la recti
cation peut �tre trouv�e dans
#Robert� ����� Zeller� ���	$�

On peut g�n�raliser cette approche � des images non recti
�es en utilisant
la g�om�trie projective orient�e� En e�et� une fois notre g�om�trie �pipolaire

	� Attention� Une telle notion n�existe pas en g�om�trie projective� Des contraintes

suppl�mentaires sont n�cessaires pour pouvoir exprimer cette propri�t�� Dire que deux

plans sont parall�les est �quivalent � dire qu�ils se coupent en une droite qui appartient

au plan � l�in�ni� qui n�est d��ni qu�une fois la structure a�ne connue�
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orient�e� nous pouvons ordonner les points sur le rayon optique� On note
Hi et H�

j les homographies associ�es aux plans �i et ��
j entre lesquels les

points doivent se trouver� Les points devront se trouver derri�re les plans �i

et devant les plans ��
j� Soit un point M de l
espace qui est visible dans les

cam�ras en m� et m��
Regardons la droite �pipolaire F��m� de m� dans l
image �� Sur cette

droite� on a le point m�� mais aussi tous les points Him� et H�
jm�� Cette

droite est orient�e puisque l
orientation de la matrice fondamentale est connue�
Si M est entre les plans �i et ��

j� alors� en parcourant depuis l
�pipole e�� la
droite �pipolaire� on va d
abord trouver tous les points Him� puis m� puis
tous les points H�

jm��
Si les images sont recti
�es et si les plans �i et ��

j sont parall�les au plan
de recti
cation alors les homographies sont simplement des translations de
direction horizontale� On retrouve alors la contrainte dmin � d � dmax�


�	�� Sens de parcours des �pipolaires

Le probl�me est le suivant � �tant donn� deux points d
une sc�ne qui
sont repr�sent�s par un seul point dans une vue� on veut savoir de quel
point il s
agit en s
aidant d
une deuxi�me vue �voir 
gure ������ Ce probl�me
est central en transfert de vues et en compression d
images #Faugeras et
Laveau� ����� Laveau et Faugeras� ����� McMillan et Bishop� ����$ pour la
d�termination des surfaces cach�es�

Il n
est pas possible d
identi
er le point en utilisant la g�om�trie �pipolaire
simple� puisque les deux points appartiennent � la m�me droite �pipolaire�
Il faut identi
er le point qui est le plus pr�s du centre optique sur le rayon�
Il s
agit bien s%r du premier point atteint par le rayon lorsqu
il est parcouru
du centre optique vers l
in
ni dans le demi�espace devant la cam�ra� Il faut
se d�faire de l
impression fausse qu
il s
agit toujours du point le plus pr�s
de l
�pipole� En e�et� la situation s
inverse d�s que le centre optique de la
deuxi�me cam�ra franchit le plan focal de la premi�re comme le lecteur peut
s
en convaincre � l
aide de la 
gure �����

Il est su�sant de faire intervenir la g�om�trie projective orient�e pour
r�soudre ce probl�me de mani�re simple et �l�gante� Nous avons vu � la
section pr�c�dente que tous les points de T � se projetaient sur les images
avec un signe qui d�pendait de leur position par rapport au plan focal� Soit
C� le centre optique de la cam�ra � o� les deux points de T � apparaissent
comme confondus� C� se projette sur la cam�ra � en e��� Le signe de e�� nous
renseigne sur la position relative de C� et ��

f � mais cette information n
est
pas celle que nous allons essayer d
extraire directement� Consid�rons en e�et
le segment orient� e�� �ma

� o� ma
� est l
un des points ambigus� Le segment
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Fig� ���� ) Deux points de l�espace confondus dans une des cam�ras�
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Fig� ���� ) Changement d�orientation lorsque le centre optique de la
deuxi�me cam�ra traverse le plan focal de la premi�re cam�ra� Il est not�
C� et C �

� suivant la con
guration� L��pipole correspondant est not� e�� et
e����
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est orient� de la m�me mani�re que le rayon qui lui est associ� dans l
espace�
c
est � dire partant de C� et se dirigeant vers la sc�ne et l
in
ni� Il su�t de
suivre le segment orient� � partir de e�� pour trouver le premier point qui
est visible � partir de C� dans la cam�ra ��

Dans le cas de la 
gure ����� il nous faut tout d
abord conna tre l
orien�
tation de la g�om�trie �pipolaire� Elle ne sera pas la m�me dans les deux cas�
En e�et� e��� aura une orientation n�gative tandis que e�� aura une orienta�
tion positive� Pour conna tre l
orientation de la g�om�trie �pipolaire� il su�t
de conna tre l
orientation d
une seule droite �pipolaire�

Que se passe�t�il lorsque l
orientation n
est pas respect�e� Pour mieux le
comprendre� la 
gure ���� montre deux fois la m�me vue� synth�tis�e une
fois avec l
orientation correcte� une fois avec une orientation erron�e� La vue
synth�tis�e avec l
orientation erron�e appara t comme �tant vue �de l
autre
cot��� L
interpr�tation g�om�trique est simple � la cam�ra invers�e regarde de
l
autre cot�� mais su�samment loin pour passer � travers l
in
ni et revenir
de l
autre cot� de l
objet �voir 
gure ������

Fig� ���� ) � images synth�tis�es avec des cam�ras di
�rant uniquement par
l�orientation� L�image de gauche pr�sente des anomalies sur le cot� qui sont
dues au fait que le sein droit du mannequin est vu par derri�re� L�objet n�est
pas complet parce que les images sources ne le couvrent pas enti�rement�

Ceci nous montre qu
il n
y a pas un choix possible pour chaque ligne �pi�
polaire ambigu0� mais un seul choix global entre deux orientations possibles�
Il su�t de choisir l
orientation d
une ligne �pipolaire dans une image pour

xer l
orientation de toutes les lignes �pipolaires dans cette image� et donc�
de toute l
image synth�tis�e� Un programme peut facilement cr�er les deux



�
� G�om�trie projective orient�e
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Fig� ���� ) La cam�ra qui regardait � travers l�in
ni� Les rayons traversent
le plan � l�in
ni pour se retrouver de l�autre cot� de la cam�ra�

images� puis l
utilisateur s�lectionne celle qui est plausible visuellement� On
peut aussi proc�der par continuit�� si le centre optique de la nouvelle cam�ra
se d�place lentement� et conserver la m�me orientation tant que le centre op�
tique de la nouvelle cam�ra ne traverse pas un plan focal des cam�ras source�
ce qui peut �tre d�tect� facilement�

��� Liens avec la chiralit� de Richard Hartley

Richard Hartley a d�velopp� une th�orie parall�le � la n&tre en utilisant
un formalisme di��rent� Ses r�sultats sont les m�mes� mais les calculs sont
di��rents� En particulier� il n
utilise pas la g�om�trie projective orient�e mais
une g�om�trie euclidienne plong�e dans un espace projectif non orient�� Dans
son formalisme� toutes les transformations projectives ne sont pas autoris�s�
En particulier� la multiplication par un nombre n�gatif est �vit�e tout au long
du document en consid�rant que tout les points qui ne sont pas � l
in
ni ont
leur derni�re coordonn�e projective �gale � un�

Implicitement� ceci signi
e que nous travaillons toujours dans T ��� le de�
vant de T �� Bien s%r� cela est rendu di�cile par le fait que nous ne connaissons
pas l
�quation du plan � l
in
ni� donc nous ne savons pas identi
er T ���

Au cours de cette section� nous ferons toujours r�f�rence au notations de
#Hartley� ���	$ et nous les comparerons � nos d�monstrations des sections
pr�c�dentes�
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�
�� � d�termine si un point est devant ou derri�re une
cam�ra

Dans #Hartley� ���	$� ��x�P� est d�
ni de la mani�re suivante �

��x�P� � �detM��	�t�w

o� x est un point de l
espace P� de coordonn�es �x� y� z� t� qui se projette en
u de coordonn�es �u� v� w� sur la cam�ra ayant pour matrice de projection
P � �Mjv
� Seul le signe de � nous int�resse� On remarque que ce signe est
invariant � un changement de coordonn�es homog�nes� En fait� ce signe est
exactement celui de lT� �M dans nos calculs� Pr�cis�ment� si l
on d�sire garder
les m�mes conditions aux limites� c
est���dire que � �� sur le plan focal et
� � � sur le plan � l
in
ni� alors on peut consid�rer que

�
�
�

�

lT� �M

Les m�mes r�sultats sont alors obtenus �

) Le signe des objets math�matiques �matrices et vecteurs� est impor�
tant et ne doit pas �tre n�glig�� Pour nous� il s
agit de savoir � quelle
partie de T � le point appartient� Pour Richard Hartley� le monde est
fondamentalement euclidien� le signe des vecteurs est donc important�

) Un point est dit devant une cam�ra si ��x�P� � � ou� de mani�re
�quivalente si lT� �M � �� Ces deux expressions repr�sentent la m�me
propri�t� physique� Le point ��D est d
un c&t� ou de l
autre du plan
focal�


�
�� Toutes les reconstructions projectives ne sont pas
possibles

Hartley d�
nit les r�alisations fortes comme des reconstructions possibles
au sens de l
orientation� Par reconstruction possible� on entend la m�me chose
qu
� la section pr�c�dente� c
est � dire une reconstruction qui se trouve devant
les plans focaux� Il en d�duit qu
il doit exister un plan �� tel que tous les
points reconstruits soient devant la cam�ra et �de mani�re implicite� devant
le plan � l
in
ni� La position de ce plan � l
in
ni n
est malheureusement
pas connue en g�n�ral� Ce plan peut donc �tre d�plac� � loisir� La position
laissant le plus de libert� est celle d
un plan contenu dans les zones �� et ��
et passant par la droite d
intersection des plans focaux �voir 
gure ������ On
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Fig� ���� ) Position possible du plan � l�in
ni par rapport aux plans focaux�

retrouve alors l
impossibilit� de distinguer les zones �� et � sans information
sur la position du plan � l
in
ni�

Les r�alisations faibles sont des reconstructions projectives quelconques
qui ne v�ri
ent aucune propri�t� particuli�re� c
est � dire qu
elles peuvent tra�
verser les plans focaux� �tre partiellement ou enti�rement derri�re les images�
etc���� Comme nous� Hartley d�montre que toutes les r�alisations faibles ne
sont pas possibles� Les r�alisations fortes� par contre� le sont�


�
�	 Visibilit�

Hartley d�montre aussi qu
il existe seulement deux orientations possibles
de la sc�ne� que l
on peut d�sambiguer d�s que l
on conna t la position du
plan � l
in
ni� Il rajoute cependant un �l�ment int�ressant � si il n
existe pas
de plan s�parant la sc�ne des deux centres optiques� alors l
orientation peut
�tre d�termin�e de mani�re unique� Ceci d�coule directement du fait que�
dans ce cas pr�cis� nous pouvons positionner le plan � l
in
ni par rapport �
la sc�ne et aux cam�ras�

En e�et� le plan � l
in
ni ne peut pas se trouver entre la sc�ne et les
cam�ras� par hypoth�se� Les cam�ras et la sc�ne sont donc du m�me c&t� du
plan � l
in
ni� On peut alors d�cider lequel de C� ou �C� est le point correct
une fois le repr�sentant de C� choisi� Le signe de l
�pipole est alors 
x�� La
visibilit� en d�coule�
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��� Conclusion

Dans cette partie� nous avons introduit dans la vision par ordinateur un
nouveau concept� celui d
orientation projective� A l
aide de modi
cations
tr�s simples �garder un signe� aux th�ories existantes� nous obtenons des
propri�t�s tr�s utiles pour un certain nombre d
applications�

Les modi
cations de la th�orie projective en vision entra nent des modi�

cations de son interpr�tation� Le plan focal poss�de d�sormais un �devant�
et un �derri�re�� Les �pipoles et les droites �pipolaires ont une orientation�
qui est reli�e au sens du parcours de la lumi�re sur le rayon� Les plans de
l
espace peuvent eux aussi �tre orient�s� et ceci nous permet de d�
nir des
enveloppes convexes sans abandonner l
agr�able formalisme de la g�om�trie
projective�

Les applications sont multiples� Celles que nous avons d�velopp�es ici sont
au nombre de deux� mais on peut en imaginer d
autres �

) Suppression de points aberrants lors d
une reconstruction projective�

) Organisation d
une g�om�trie �pipolaire pour tenir compte des contraintes
de visibilit��

) Ra�nement des invariants � des 
ns de reconnaissance comme dans
#Hartley� ���	$ o� dans les travaux de Charlie Rothwell�
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Chapitre �

Applications

��� Synth
se de nouvelles vues sans mod
le tri�
dimensionnel

L
utilisation de matrices de projection projectives est particuli�rement ap�
propri� pour les applications dont le domaine d
action se limite aux images�
En e�et� si il semble manquer de l
information entre notre monde ��D pro�
jectif et le monde ��D euclidien� pour les images les matrices de projection
contiennent autant d
information qu
une calibration compl�te�

Nous �tudierons ici deux applications di��rentes � Tout d
abord la syn�
th�se de vues nouvelles sans mod�le tridimensionnel� puis nous pr�senterons
une m�thode pour compresser les s�quences d
images de mani�re non des�
tructive�

����� Int�r�t de la d�marche

La synth�se d
images correspond traditionnellement � l
op�ration sui�
vante � on projette un monde ��D sur le plan r�tinien d
une cam�ra virtuelle�
en utilisant les attributs photom�triques attach�s au mod�le ��D� Ces attri�
buts sont g�n�ralement la couleur� la r�'ectance� voire la bi�r�'ectance� la
direction des sources lumineuses par rapport � l
objet� etc��

Dans les applications qui nous int�ressent� le mod�le ��D est obtenu �
partir d
images� qui ont �t� mises en correspondance� probablement prises
avec des cam�ras pr�alablement calibr�es� Le mod�le ��D a �t� reconstruit par
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une intersection de rayons ou par n
importe quelle autre m�thode� En suivant
cette d�marche� on voit que ces di��rentes images sources sont compil�es en
un mod�le ��D dont on peut donner un rendu facilement�

Il est clair aussi que cette d�marche perd tout son int�r�t si le mod�le ��D
change en permanence� Les approches classiques sont donc bien adapt�es
� l
observation d
une maison ou d
une bouteille � partir d
une multitude
de points de vue� mais inadapt�es � la restitution d
un match de basket

lm� par plusieurs cam�ras� o� l
utilisateur se d�placerait virtuellement sur
le terrain� De tels syst�mes � partir d
images r�elles sont actuellement �
l
�tude et correspondent � un d�veloppement probable des techniques de
r�alit� virtuelle� L
universit� Carnegie�Mellon � Pittsburgh a un projet de ce
type destin� � plusieurs applications� dont l
imagerie m�dicale� Ce projet est
d�crit dans #Kanade et al�� ����$ ou sur le Web �� D
autres projets existent
comme celui de Mc Millan #McMillan et Bishop� ����� McMillan� ����$�

Dans ce cas� la compilation de la collection d
images a peu de sens puis�
qu
il faut la refaire � chaque fois� Nous proposons ici une m�thode qui se
base sur la compilation de la structure de l
ensemble de cam�ras� qui lui�
dans cette application� reste 
xe� Pour reprendre l
exemple du match de bas�
ket� le spectateur reste immobile pendant de longues p�riodes par rapport
aux joueurs qui se d�placent�

Cette compilation de la structure des images revient � court�circuiter
l
�tape interm�diaire de la g�n�ration du mod�le ��D� Au lieu d
avoir le sys�
t�me�

mod�le ��D � F �images sources�

image r�sultats � G�mod�le ��D�

on a

image r�sultats � G � F �images sources�

L
essentiel de ce chapitre repose simplement sur la simpli
cation de G�F �
Nous allons pr�senter dans ce chapitre principalement du transfert entre

deux vues �dites vues sources� et une troisi�me �vue destination ou nouvelle��
Ceci ne doit pas �tre vue comme �tant en opposition avec les chapitres pr��
c�dents o� nous avons estim� la g�om�trie de plus de trois cam�ras� En e�et�
pour rendre le syst�me utilisable� il faut prendre plus de deux vues de la
sc�ne� quitte � s�lectionner deux d
entre elles au moment de la synth�se en

�� http���www�ius�cs�cmu�edu�afs�cs�user�pjn�www�VirtualizedR�html
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fonction de la position de la vue destination� Toutes les images sources et
l
image destination devront avoir une g�om�trie coh�rente� ce qui explique
nos calculs des chapitres pr�c�dents sur plus de trois cam�ras�

����� Transfert de primitives d�int�r�t

Cette simpli
cation qui consiste � inf�rer une image � partir d
autres
images est commun�ment appel�e transfert dans la litt�rature de vision par
ordinateur� Ces techniques sont issues de la st�r�ovision trinoculaire et de
la reconnaissance d
objets � partir de vues multiples � #Barrett et al�� ����$�
#Ito et Ishii� ���	b$� #Pietikainen et Harwood� ���	$� #Pietikainen et Harwood�
����$� #Ayache et Lustman� ����b$� #Gurewitz et al�� ���	$� #Hansen et al��
����$� #Ito et Ishii� ���	a$� #Milenkovic et Kanade� ����$� #Ohta et al�� ���	$�

L
id�e est relativement simple � si on conna t deux points en correspon�
dance dans les images � et �� le point de l
image � leur correspondant se
trouve � l
intersection des droites �pipolaires engendr�es par ces deux points�
c
est � dire F��m� et F��m�� La 
gure ��� illustre ce proc�d�� Ces m�thodes
ont �t� exploit�es pour lever une ambigu"t� entre des correspondances entre
les deux premi�res images � l
aide de la troisi�me ou pour obtenir des cartes
de disparit� comportant moins de d�fauts et d
aberrations� mais aussi pour
reconna tre une troisi�me vue d
un objet � partir de deux vues connues�

m� m�

F��m�

m�

F��m�

Fig� ��� ) Transfert �pipolaire simple�

Ces m�thodes fonctionnent bien lorsque les cam�ras sont dispos�s en tri�
angle� deux sur une base horizontale et une troisi�me plus en hauteur� ce
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dont la plupart des gens s
assuraient naturellement dans le but d
obtenir une
faible incertitude sur leur reconstruction� mais elle marche mal si le plan
trifocal �plan contenant C�� C� et C�� vient � couper le plan image �voir la
comparaison de la 
gure ����� En e�et� sur le plan trifocal� la droite �pipolaire
engendr�e par m� est confondue avec celle engendr�e par m�� L
intersection
de ces deux droites est alors tr�s sensible au bruit� qui peut venir soit de
l
impr�cision de la correspondance� soit de l
inexactitude de la g�om�trie �pi�
polaire� Il faut alors utiliser une m�thode di��rente� comme celle d�crite dans
#Okutomi et Kanade� ����$ par exemple� Nous allons pr�senter ici une m��
thode qui conviendra pour les deux cas de 
gures� sans que l
on ait � tester
la con
guration et choisir une m�thode ou une autre�

Fig� ��� ) Comparaison de m�thodes de pr�diction �droite � avec instabilit�s
dans le plan trifocal� gauche � sans instabilit�s��

Choisissons deux paires de lignes �pipolaires qui sont �loin� de la trace
du plan trifocal dans les images� �Loin� pouvant si n�cessaire �tre hors des
images� le choix d
une coordonn�e ayant un ordre de grandeur di��rent
conviendra� Nous notons ces deux paires �lp� � l

p
� � et �lq� � l

q
� �� Choisissons un

point p� sur lp� et un point p� sur lp� � Ceci repr�sentera un point P de l
es�
pace� Si M est le point de l
espace correspondant � m� et m�� la ligne �PM�
rencontre le plan d�
ni par �lq� � l

q
� � en un point Q� Les images de Q dans les

images � et � sont q� et q�� Nous pouvons maintenant construire p� �res�
pectivement q�� comme l
intersection des lignes �pipolaires engendr�es par
p� et p� �respectivement q� et q��� p� et q� sont bien d�
nis puisque P et
Q sont loin du plan trifocal� m� peut alors �tre facilement calcul� comme
l
intersection de e�� � e�� et p� � q��
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Cette construction est d�crite dans la 
gure ��� dans les images et dans
la 
gure ��� dans l
espace� On peut aussi calculer directement p��q� comme
l
image de p� � q� et de p� � q� en utilisant les m�thodes de #Faugeras et
Robert� ����$� Cette derni�re m�thode permet une pr�diction l�g�rement plus
rapide puisque plus de donn�es peuvent �tre pr�calcul�es�
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T�
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Fig� ��� ) Transfert �pipolaire � proximit� du plan trifocal � vue �	D�

Il faut noter que si le plan trifocal n
est pas d�
ni� c
est � dire si les trois
centres optiques sont align�s� ces m�thodes ne s
appliquent pas� Elles ne sont
pas n�cessaires non plus si l
on dispose des trilin�arit�s� Avec T� le transfert
est imm�diat puisque l
on dispose d
�quations pour trouver les coordonn�es
de m� directement en fonction de m� et m�� Les trilin�arit�s devront donc
pr�f�rentiellement �tre utilis�es si on n
utilise pas le cot� g�om�trique de la
pr�diction� La pr�diction des droites peut aussi se faire � l
aide des trilin�a�
rit�s #Hartley� ����b$�

����	 Transfert d�image

La g�n�ralisation directe de ce sch�ma de pr�diction o� l
on construit
une troisi�me image � partir des deux autres ne fonctionne malheureusement
pas bien si l
on essaye de pr�dire tous les points d
une image� En e�et� les
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Fig� ��� ) Transfert �pipolaire � proximit� du plan trifocal � vue �	D�

points qui ont une distribution r�guli�re dans la premi�re image n
ont aucune
raison d
�tre distribu�s r�guli�rement dans les autres� Consid�rons l
exemple
simpli
� de la 
gure ���� Un maillage r�gulier dans les deux images ne donne
pas forcement le m�me �chantillonnage sur l
objet� Ceci se traduit dans les
images synth�tis�es par la pr�sence de trous �voir 
gure ��	��

Pour pallier ce probl�me� il faut parcourir non pas les pixels des images
sources mais les pixels des images destinations� De cette mani�re� la discr��
tisation des images sources ne cr�era pas de vide dans l
image � synth�tiser�
Si on se place du point de vue spatial� cela revient � balayer le rayon issu
du pixel de l
image destination au lieu de reconstruire un point � partir des
images sources puis de le projeter dans l
image destination� Le parall�le avec
le lancer de rayons est imm�diat� Ceci complique notablement nos a�aires�
puisqu
au lieu d
avoir une inconnue �m��� nous en avons plusieurs �m�� m���
Lorsque nous parcourons les pixels de la troisi�me image �m��� nous par�
courons les droites �pipolaires dans les deux premi�res images� Il nous faut
ensuite parcourir les pixels le long de ces droites �pipolaires� Ces pixels sont
li�s par la carte de disparit�� On va donc chercher les pixels qui se trouvent
sur la droite �pipolaire engendr�e par m� et dont tous les correspondants se
trouvent sur une droite �pipolaire engendr�e par m��

Il peut y avoir plusieurs solutions � ce probl�me comme le montre la 
gure
���� Le choix entre les solutions n
est pas possible sans l
aide de la g�om�trie
projective orient�e� En e�et� le point que nous recherchons est le premier
que le rayon rencontre lorsqu
il part du centre optique vers l
in
ni� mais ce
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Fig� ��� ) Probl�me de discr�tisation entre deux images�

Fig� ��	 ) Pr�sence de trous dans l�image synth�tis�e� Les trous sont dus au
fait qu�un balayage r�gulier de la sc�ne dans une des images de d�part ne
garantit pas un balayage r�gulier de la sc�ne dans l�image synth�tis�e� On
voit donc appara�tre des irr�gularit�s�
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Fig� ��� ) Solutions multiples� Il existe plusieurs points de la sc�ne sur le
m�me rayon�

rayon n
est pas orientable en g�om�trie projective classique et il n
est donc
pas possible de distinguer le premier point du dernier�

����
�� A l�aide de la g�om�trie �pipolaire

La situation est simple� Nous connaissons le point recherch� dans l
image
destination� mais dans aucune des images sources� A partir de la g�om�trie
�pipolaire� nous pouvons construire les lignes correspondant � ce point dans
toutes les images sources� Il va falloir parcourir ces lignes dans le sens corres�
pondant au rayon issue de l
image destination� Ce sens nous est donn� par
la matrice fondamentale orient�e�

Si nous sommes loin du plan trifocal� pour chaque point dans la premi�re
image source� calculons ses correspondants � partir des cartes de disparit�
ou cartes de correspondances que nous avons obtenues au pr�alable� Ces
correspondants se trouvent sur les droites �pipolaires engendr�es par le point
source uniquement si le point spatial correspondant est sur le rayon partant
du point source�

Le point que nous recherchons

) est sur les droites �pipolaires dans toutes les images sources �pour �tre
sur le bon rayon��

) est en correspondance par les cartes de disparit� �pour �tre un point
physique��
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) est le premier sur le rayon � v�ri
er ces contraintes �pour �tre le premier
point visible��

Nous pouvons alors parcourir le rayon orient� dans la premi�re image
source� A chaque point nous associons ses correspondants dans les autres
images sources� Cette image par la carte de disparit� du rayon va �tre une
courbe dans les autres images� Cette courbe va couper la droite �pipolaire
en un ou plusieurs points �voir 
gure ����� Seul le premier de ces points nous
int�resse� Les autres repr�sentent des points de la sc�ne sur le m�me rayon�
mais invisibles depuis notre image�

Si nous nous trouvons � proximit� du plan trifocal� il faut alors encore
une fois utiliser une m�thode avec un point ext�rieur� Le parcours ne se fait
plus sur la droite �pipolaire du point destination� parce que tous les points
sur cette droite ont leur correspondant sur cette droite vue dans les autres
images� Nous parcourons alors en fait l
espace des droites passant par un
point donn� ext�rieur au plan trifocal�

F��m�

ma
�

mb
�

F��m�

Fig� ��� ) Les droites �pipolaires dans les images sources ainsi que l�image
par les cartes de disparit� de la droite �pipolaire dans la premi�re image� Deux
points de la sc�ne se trouvent sur ce rayon� Seul le point Ma est visible�

����
�� A l�aide des trilin�arit�s

La situation avec les trilin�arit�s est un petit peu di��rente� En e�et� si
nous substituons m� dans les �quations ������ nous obtenons � �quations
ind�pendantes o� les coordonn�es de m� sont des fonctions lin�aires des co�
ordonn�es de m�� On obtient donc non pas une correspondance de droite �
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droite� mais une correspondance de point � point� ces points �tant contraints
� �tre sur deux droites� La m�thode n
a plus besoin d
�tre g�om�trique� Il
su�t de trouver tous les points v�ri
ant les contraintes de disparit� et les
contraintes trilin�aires� Parmi ces points� le seul visible est celui qui est le
plus pr�s de l
�pipole si celui�ci est orient� positivement� ou le plus loin si il
est orient� n�gativement�

����
 R�sultats

������� Avec correspondances denses

La 
gure ��� pr�sente un exemple de synth�se sans mod�le tridimension�
nel� Les deux images ont �t� acquises face � l
objet de la sc�ne� L
image
reconstruite est une vue de cot�� On voit que les faces cach�es sont correc�
tement trait�e� en particulier au niveau du cou et de la poitrine droite� Les
manques dans la reconstitution sont dus � l
absence d
information dans les
images sources� Le cot� gauche du cou� par exemple� n
est pas visible dans
les images sources� il est normal qu
il ne soit pas pr�sent dans l
image 
nale�
La 
ne bande sur la gauche est une erreur de la carte de corr�lation� Si la
mise en correspondance est fausse� alors l
information spatiale est fausse et
l
image est forc�ment inexacte� La pr�cision de nos calculs est inf�rieure au
pixel�

������� Avec correspondances �parses

Parfois� l
obtention d
une carte de disparit� est malais�e� Il est quand
m�me possible de donner un rendu tr�s r�aliste de nouvelles vues sans avoir
de cartes de correspondances dense� Pour les exp�riences qui vont suivre�
seulement une cinquantaine de correspondances �taient disponibles sur toute
l
image�

Tout d
abord� on e�ectue une triangulation de Delaunay entre les cor�
respondances �parses dans les deux images� On obtient ainsi un nombre de
triangles qui sont en correspondance a�ne les uns avec les autres� ce qui im�
plicitement est �quivalent � consid�rer que les zones d�
nies par les triangles
sont planes �ou apparaissent comme planes dans nos images�� Pour chaque
sommet de triangle� on calcule sa position dans la nouvelle image � partir de
ses positions dans les images source et des trilin�arit�s� Les pixels pr�sents
� l
int�rieur du triangle peuvent �tre interpol�s � partir des intensit�s dans
les images sources� Cette interpolation n
est ni plus ni moins que du �tex�
ture mapping�� qui peut �tre r�alis� en temps r�el sur des machines de type
Silicon Graphics� Cela consiste simplement en une transformation a�ne des
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Fig� ��� ) Synth�se d�images sans mod�le tridimensionnel� Les deux images
sources sont pr�sent�es au dessus� l�image destination en dessous� Cette ex	
p�rience est particuli�rement convaincante car la position de l�image desti	
nation est tr�s di
�rente de la position des images initiales� exacerbant ainsi
les d�fauts possibles�
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intensit�s des images source dans la nouvelle image�
La 
gure ���� montre les 	 images initiales utilis�es pour g�n�rer la s��

quence qui va suivre� Pour obtenir un champ de vue assez large� nous avons
regroup� ces images trois par trois comme montr� � la 
gure ����� Ceci est
possible puisque les images ont �t� prises du m�me point de vue #Szeliski�
����� Hartley� ����c$� Les deux images mosa"ques sont pr�sent�es � la 
gure
�����

Point de vue � Point de vue �

Fig� ���� ) Con
guration utilis�e pour l�acquisition d�images

Le mode op�ratoire a �t� le suivant � On a d
abord calibr� les cam�ras
partiellement� en supposant que le centre de l
image �tait le point principal
et �� degr�s l
angle entre les axes� On sait qu
entre deux photos prises du
m�me point de vue il existe une homographie qui transforme une image dans
le rep�re de la deuxi�me �#Szeliski� ����� Hartley� ����c$ mais aussi #Irani
et al�� ����� Anandan et al�� ����$ et bien d
autres�� Si on sait de plus que les
deux images ont les m�mes param�tres intrins�ques� alors il existe de plus des
contraintes liant cette homographie aux param�tres intrins�ques comme le
d�montre Hartley dans #Hartley� ����c$� A partir de ces contraintes� on calcule
la distance focale utilis�e lors de la prise de vue� Le calcul de l
homographie
se fait en mettant en correspondance des points dans les trois vues et en
calculant la meilleure homographie possible entre elles� Le r�sultat est ensuite
ra�n� en utilisant les intensit�s dans l
image comme dans #Zoghlami� ����$�

On a alors deux images mosa"ques prises de deux points de vue di��rents�
On conna t les param�tres intrins�ques de ces deux vues� On calcule la ma�
trice fondamentale� A partir de la matrice fondamentale et des param�tres
intrins�ques� on en d�duit la matrice essentielle� que l
on d�compose en une
rotation et une translation� On peut alors sp�ci
er la nouvelle vue dans le
rep�re des deux vues de r�f�rence�

Quelques images des s�quences engendr�es sont pr�sent�s ici� La premi�re
s�quence est une interpolation du mouvement entre les deux mosa"ques� La
s�quence comporte �� images� mais seulement � sont visualis�es � la 
gure
����� La deuxi�me s�quence est un mouvement invent�� une translation vers
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Fig� ���� ) Les � images sources utilis�es pour calculer les nouvelles images�
Elles sont prises de � points de vue di
�rents� avec � chaque fois trois orien	
tations di
�rentes� Les � premi�res photos ont �t� acquises d�un point de vue�
les trois suivantes d�un autre point de vue� Les images ont �t� acquises avec
un appareil photo standard�
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Fig� ���� ) Les deux images mosa�ques engendr�es � partir des � images
pr�c�dentes� Les zones noires repr�sentent des parties visibles dans aucune
des images�
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l
avant � partir de la premi�re cam�ra� La s�quence vid�o comporte �� images�
mais seulement � sont pr�sent�es � la 
gure �����

Le rendu visuel est bon� les s�quences sont 'uides� mais on peut remarquer
quelques d�fauts d%s � la repr�sentation que nous avons utilis�� En e�et� notre
triangulation dans une image n
autorise pas les discontinuit�s de profondeur�

Les algorithmes de st�r�ovision supposent souvent l
existence d
une contrainte
dite contrainte d
ordre qui dit que si deux points Ma et Mb sont situ�s sur
le m�me objet opaque et dans un m�me plan �pipolaire� alors leur projec�
tions sont n�cessairement rencontr�es dans le m�me ordre si l
on parcours les
droites �pipolaires de gauche � droite dans l
une ou l
autre des images� Cette
contrainte n
est pas toujours v�ri
�e comme le montre la 
gure �����

D�s que les contraintes d
ordre ne sont plus v�ri
�es� des choses �tranges
peuvent se passer� En e�et� la repr�sentation suppose que l
ordre des triangles
est le m�me dans toutes les images� Il su�t de regarder le lampadaire sur
la gauche de l
image et son interaction avec l
arbre qui est derri�re lui pour
avoir une vision plus nette du probl�me� L
extr�me gauche de l
image cause
aussi des probl�mes� En e�et� plusieurs triangles �pr�sent�s � la 
gure ���	�
traversent la route et ont donc une grande di��rence de disparit� d
un coin
� l
autre� Ces coins vont se d�placer avec une amplitude tr�s di��rente� ce
qui va causer un �tirement excessif du triangle� Dans les images pr�sent�es�
les probl�mes se posent au niveau du lampadaire sur la gauche et entre la
jonction entre les arbres du fond et ceux du devant sur la droite� On a l
im�
pression que le poteau se tord au fur et � mesure et que les arbres du devant
traversent la route �ce qu
ils font e�ectivement dans cette repr�sentation��

Cette mod�lisation de la sc�ne en triangle n
est pas excellente non plus
d
un point de vue th�orique� puisqu
elle suppose que la sc�ne est plane par
morceaux� ce qui n
est �videmment pas vrai� Elle suppose aussi que la trans�
formation a�ne qui permet de passer d
un triangle dans une image source �
son correspondant dans l
image destination est une bonne approximation de
l
homographie correspondant au plan du triangle� Comme d�montr� � l
ap�
pendice B� ceci signi
e que cette transformation a�ne doit laisser l
�pipole
invariant� Ceci est rarement v�ri
��

Cependant� malgr� toutes ces petites incorrections� la s�quence reste par�
faitement cr�dible quant au mouvement ��D� Il n
y a pas d
a�coups et le
rendu visuel est bon�
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Fig� ���� ) � images extraites d�une s�quence de ��� Le mouvement est une
interpolation entre les mosa�ques�
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Fig� ���� ) � images extraites d�une s�quence de ��� Le mouvement est un
mouvement de translation vers l�avant � partir de la premi�re cam�ra�
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Fig� ���� ) La contrainte d�ordre n�est pas v�ri
�e� En e
et� les points ma
i

et mb
i n�apparaissent pas dans le m�me ordre dans les deux images�

Fig� ���	 ) Triangulation dans l�image�
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��	 Construction de mod
les ��D � partir de
s�quences d�images

Malgr� tout le bien que l
on peut penser des images� il existe de nom�
breuses applications o� un mod�le ��D est d�sirable� voire indispensable� Il
peut s
agir d
architecture� de r�alit� virtuelle pour laquelle seul un mod�le
tridimensionnel permet un rendu rapide de la sc�ne� ou bien m�me de carto�
graphie� Traditionnellement� les mod�les ��D sont obtenus manuellement� en
sp�ci
ant le mod�le facette par facette� dans la majorit� des cas� ou � partir
de vues calibr�es avec le plus grand soin dans les autres cas�

Les m�thodes manuelles ont bien entendu comme inconv�nient majeur
leur aspect fastidieux� Les architectes passent des heures � dessiner et redes�
siner ce qui pourrait �tre construit � partir d
images� Mais le d�faut le plus
souvent constat� est le manque total de r�alisme� L
environnement cubique
� plans uniformes ne su�t pas pour des applications de rendu� Il est par
ailleurs relativement di�cile de choisir une texture �souvent trop parfaite� et
de la coller sur des facettes� Il appara t donc naturel de s
inspirer d
images
et photos pour obtenir des rendus plus r�alistes�

Les m�thodes semi automatiques comme celles utilis�es par les photogram�
m�tres ont l
inconv�nient de n�cessiter un �quipement de grande pr�cision et
donc fort co%teux comme les cam�ras tr�s haute r�solution utilis�es en carto�
graphie a�rienne� Ces cam�ras doivent �tre calibr�es avec le plus grand soin�
La recherche de la qualit� lors de cette calibration est un probl�me encore
d
actualit�� comme en t�moignent les nombreux articles parus sur ce sujet
au cours de ces derni�res ann�es comme par exemple #Gruen et Beyer� �����
Beyer� ����$� Ces cam�ras sont toujours des cam�ras � focale 
xe avec une
mise au point � l
in
ni� ce qui est assez contraignant pour les applications
grand public�

Si ces sp�ci
cations sont parfaitement adapt�es pour la cartographie a��
rienne� elles ne correspondent pas � des probl�mes pour lesquels moins de
pr�cision est requise� mais o� la 'exibilit� et le prix ont une importance d��
terminante� Pour permettre une grande di�usion de ces outils dans le grand
public� la calibration doit �tre inexistante ou cach�e� les appareils photo ou
cam�ras disponibles en grandes surfaces� Nous avons donc choisi de tester
nos algorithmes sur deux types de mat�riels�

) une cam�ra vid�o Grundig VHS SECAM� VHS �marque d�pos�e de
JVC� est le standard en ce qui concerne les cam�ras vid�o non profes�
sionnelles �par opposition � Betamax de Sony qui est utilis� par des
cameramen sp�cialistes�� La cam�ra est dot�e d
un autofocus �lent,��
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) un appareil photo Canon EOS ��� �ou EOS Elan� avec un objectif �
focale variable ������ mm� L
appareil est autofocus� Les 
lms utilis�s
sont des 
lms commerciaux � ��� ou ��� ASA de Kodak ou de Fuji� Le
d�veloppement a �t� r�alis� sur PhotoCD Kodak� un syst�me de plus
en plus r�pandu �disponible � la FNAC��

Le choix de ces deux techniques a �t� motiv� par leur faible co%t et leur
tr�s grande disponibilit� dans le public�

Le syst�me que nous allons pr�senter est en grande partie bas� sur l
in�
teractivit� avec l
utilisateur� Certaines parties peuvent bien s%r �tre automa�
tis�es� mais au prix d
une moins grande robustesse� Les di��rentes �tapes de
la mod�lisation sont

) Le calcul de la g�om�trie projective des cam�ras�

) Le calcul de l
homographie qui transforme notre monde projectif en
un monde euclidien � un facteur d
�chelle pr�s� Ce calcul n�cessite
l
intervention de l
utilisateur� En e�et� nous savons que la g�om�trie
projective est la seule information que nous pouvons trouver � partir
des images seulement� L
utilisateur doit donc faire des hypoth�ses sur
la structure tridimensionnelle de la sc�ne� Ici� les droites parall�les per�
mettront de d�terminer le plan � l
in
ni� tandis que les angles ou les
rapports de distances induiront un monde euclidien�

) La d�termination des primitives d
int�r�t dans les images de mani�re
interactive� L
utilisateur veut mod�liser un polygone dans l
espace� il
doit cliquer les points de ce polygone dans deux images� La connaissance
de la g�om�trie projective permet de trouver le polygone dans toutes
les autres images� Nous utiliserons pour ce faire� soit les trilin�arit�s
soit de mani�re �quivalente� une reconstruction puis une reprojection�

Le premier point a �t� trait� aux chapitres � et �� Le calcul de l
homo�
graphie est d�velopp� dans la section ������ La mod�lisation proprement dite
sera trait�e � la section ������

����� Calcul de l�homographie de retour � l�euclidien

Nous suivons ici la philosophie d�velopp�e dans #Faugeras� ����$ pour la
strati
cation des repr�sentations euclidienne� a�ne et projective de l
espace�

Le calcul se d�compose naturellement en deux parties� Nous allons tout
d
abord passer du monde ��D projectif � un monde ��D a�ne o� nous aurons
identi
� le plan � l
in
ni� Nous nous ram�nerons ensuite � un espace euclidien
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� une �chelle pr�s en identi
ant des angles et des rapports de distances� Si
on le d�sire� le choix d
une valeur pour une distance nous ram�nera � un
mod�le ��D euclidien� Ceci n
est pas toujours n�cessaire� en particulier pour
les applications li�es � la synth�se d
images et la r�alit� virtuelle�

������� Du projectif � l�a�ne

Nous utilisons le plongement standard de A� dans P�� obtenu en identi�

ant A� � P����� o� �� est un plan appel� plan � l
in
ni et qui peut �tre
vu comme l
ensemble des directions des droites de A�� Ce plongement est
�quivalent au choix de T � � pour plan � l
in
ni�

La connaissance de �� dans notre espace projectif nous permet de choisir
une base telle que le plan � l
in
ni ait e�ectivement T � � pour �quation�
Cette base sera alors une base a�ne de la sc�ne�

Une propri�t� de l
espace a�ne par rapport � l
espace projectif est d
avoir
identi
� l
ensemble des points qui sont � l
in
ni� Pour nous� la meilleure fa�on
de d�terminer cet ensemble est de trouver le point d
intersection de droites
parall�les dans la sc�ne� Un d�tection automatique est possible� On peut� en
passant par l
espace dual des droites du plan� c
est � dire les points du plan�
faire passer une droite par un maximum de points� Cette droite est le dual
du point d
intersection des droites� Cette m�thode est relativement risqu�e
et peut mener � des erreurs qui seront fatales pour notre retour � l
espace
a�ne� Plut&t� nous utiliserons une m�thode interactive� o� l
utilisateur� aid�
de la m�thode automatique si besoin est� choisit les droites parall�les dans
les images� Avec trois directions non coplanaires� nous pouvons retrouver
l
�quation du plan � l
in
ni �� puisque nous pouvons trouver trois points
non align�s sur le plan � l
in
ni� Il nous su�t ensuite de choisir pour notre
homographie une application qui envoie �� sur le plan d
�quation T � ��

Plus pr�cis�ment� soit hDii les droites parall�les de l
espace dont nous
mesurons les projections hdiji dans les images� hdiji est repr�sent� par le
vecteur dij� Nous voulons calculer le point d
intersection V � �ihDii que
nous savons �tre sur ��� Le probl�me que nous cherchons � r�soudre est le
suivant � �tant donn� dij� trouver V� Puisque l
image de V dans la cam�ra j
est sur hdiji�


�i� j� dTijPjV � � �����

Ce syst�me comporte autant d
�quations qu
il y a de lignes visibles dans
les images� Il est lin�aire et homog�ne en fonction des quatre coordonn�es
de V� Nous pouvons le r�soudre avec une m�thode d
extraction des valeurs
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singuli�res� En e�et� V est le vecteur singulier correspondant � la plus petite
valeur singuli�re de la matrice dont les rang�es sont dTijPj�

On aurait aussi pu calculer les images de V dans les images comme
meilleur point d
intersection des dij� mais les point vj n
auraient alors pas v��
ri
� les contraintes �pipolaires� Exp�rimentalement� les r�sultats sont moins
stables�

Le proc�d� pr�c�dent peut �tre appliqu� pour autant de familles de droites
parall�les que d�sir�� On obtient alors une collection de points Vk qui sont
sur le plan � l
in
ni� Le calcul de �� se fait gr!ce aux �quations suivantes�


k Vk�� � � �����

Ce syst�me d
�quations est r�solu de la m�me mani�re que pr�c�demment�
avec un calcul de valeurs singuli�res�

La 
gure ���� montre un ensemble de droites parall�les utilis� pour nos
calculs� La 
gure ���� montre une reconstruction a�ne de la sc�ne� Une 
gure
montrant une reconstruction projective quelconque est inutile� parce que la
sc�ne est en g�n�ral m�connaissable�

������� De l�a�ne vers l�euclidien

A cette �tape� nous allons demander � l
utilisateur de s�lectionner dans
les images des paires de droites perpendiculaires dans l
espace� Leurs inter�
sections avec le plan � l
in
ni Vi� Vj repr�sentent leurs directions� Alors� leur
orthogonalit� s
exprime de la mani�re suivante�

VT
i Vj � � �����

Nous cherchons une transformation de la base a�ne obtenue pr�c�dem�
ment en une base euclidienne orthonorm�e� Cette transformation que nous
cherchons � �valuer poss�de � param�tres� En e�et� nous pouvons trans�
former un point quelconque en l
origine du rep�re O� la premi�re direction
en ��� �� �� �
� la deuxi�me direction en ��� �� �� �
� la troisi�me en ��� �� �� �
�
Il reste alors les facteurs d
�chelle suivant ces axes � �� �� � puisque nous
d�sirons obtenir une base orthonorm�e et non pas une base seulement or�
thogonale� Nous savons qu
il est possible de retrouver la sc�ne � un facteur
d
�chelle pr�s seulement� Nous ne pouvons calculer que ��� et ���� Nous
pouvons donc d�cider� par exemple� que � � ��

Les param�tres de notre transformation sont donc �� �� �� �� �� Le crit�re
que nous allons chercher � optimiser est
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Fig� ���� ) Ensemble de droites parall�les d�tect�es dans une image�
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Fig� ���� ) Reconstruction a�ne d�une sc�ne� ici des toits d�un village suisse�
Vue de haut �droite� et vue de cot� �gauche�� La sc�ne est tr�s distordue�
mais le parall�lisme est conserv�� La base a �t� choisie pour que le plan �
l�in
ni ait T � � pour �quation� L�origine est un des points de la sc�ne et les
trois directions ont �t� choisies non coplanaires mais ne repr�sentent rien de
particulier�

C �
X
�i�j�

�VT
i A

T ��� �� �� �� ��A��� �� �� �� ��Vj�
� �����

avec

A��� �� �� �� �� �

�BBB�
� �� �� �
� � �� �
� � � �
� � � �

�CCCA
Il faut bien s%r normaliser les vecteurs V pour �viter que certains prennent

plus d
importance que d
autres� Si les vecteurs sont normalis�s� le crit�re
repr�sente la somme des carr�s des cosinus des angles entre vecteurs� La
minimisation de C en fonction des param�tres de la transformation n
est
pas lin�aire et nous utilisons une m�thode it�rative de Levenberg�Marquardt
comme celle d�crite � la section ������� pour obtenir les meilleures valeurs
possibles des param�tres� L
initialisation de la minimisation a peu d
in'uence
sur les r�sultats 
naux� Une initialisation possible est � � � � � � � et
� � � � � � �� En combinant les deux transformations �projectif vers a�ne
et a�ne vers euclidien�� on obtient une homographie H transformant notre
reconstruction projective en une reconstruction euclidienne�
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La 
gure ���� montre des droites perpendiculaires s�lectionn�es dans les
images pour calculer la transformation a�ne vers euclidien� La 
gure ����
montre une reconstruction euclidienne obtenue apr�s la minimisation� La
sc�ne est d�sormais reconnaissable�

Fig� ���� ) Droites perpendiculaires s�lectionn�s pour calculer la transfor	
mation de la reconstruction a�ne vers la reconstruction euclidienne�

����� Mod�lisation dans les images

La connaissance de la g�om�trie projective de l
ensemble des cam�ras
peut aider l
utilisateur au cours de la mod�lisation� En e�et� un point s��
lectionn� dans plusieurs images doit satisfaire certaines contraintes� Imposer
ces contraintes au moment de la s�lection du point permet

) de simpli
er la mod�lisation pour l
utilisateur en minimisant le nombre
de clics souris n�cessaires�

) de s
assurer que les points dans les images repr�sentent e�ectivement
des points physiques� La reconstruction est plus simple dans ce cas�

La mod�lisation d
un polygone� d
un segment ou d
un point peut �tre vue
comme plusieurs mod�lisations de points� Nous d�crivons donc seulement la
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Fig� ���� ) Reconstruction de la sc�ne apr�s la minimisation des param�tres
de retour � l�euclidien� Vue de dessus �droite�� de cot� �gauche� et de biais
�bas�� La sc�ne est d�sormais reconnaissable� les angles et les rapports de
distance sont pr�serv�s ainsi que le parall�lisme�
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mod�lisation d
un point ��D � partir des images� �l�ment de base de toutes
les autres mod�lisations�

L
utilisateur s�lectionne le point qui l
int�resse dans une des images� Les
contraintes donn�es par la g�om�trie des cam�ras imposent que dans toutes
les autres images� le point se trouve sur la droite �pipolaire engendr�e par le
point s�lectionn� comme le montre la 
gure �����

Fig� ���� ) Un point dans une image �� gauche� contraint ses correspondants
� se trouver sur sa droite �pipolaire �� droite�

L
utilisateur choisit alors une deuxi�me image� Le point qu
il d�sire s�lec�
tionner est contraint � se trouver sur la droite �pipolaire� Une fois ce point
d�termin�� nous pouvons calculer les coordonn�es des projections du point
��D correspondant dans toutes les autres images �voir 
gure ������ soit en
utilisant des trilin�arit�s� qui donneront directement le troisi�me point en
fonction des deux premiers� soit par une reconstruction � partir de deux
images puis une projection dans les images restantes� Ces deux m�thodes
sont �quivalentes d
un point de vue g�om�trique� mais la m�thode utilisant
les trilin�arit�s est plus rapide car plus compacte� De plus� les trilin�arit�s
peuvent �tre partiellement pr�calcul�es apr�s le choix du premier point� La
fonction liant le deuxi�me point � un point d
une autre image est alors li�
n�aire�

����	 Reconstruction

Une fois mod�lis�e� la sc�ne est reconstruite par simple intersection de
rayons �les rayons se coupent car nous avons impos� cette contrainte au
moment de la mod�lisation�� On associe alors � chaque face des propri�t�s
photom�triques pour permettre un rendu r�aliste� Id�alement� ces attributs
photom�triques sont d�duits des images�
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Fig� ���� ) Le choix d�un deuxi�me point �contraint sur une droite �pipolaire�
d�termine sans ambigu�t� la position de ses correspondants dans toutes les
autres images�

Les 
gures ���� et ���� pr�sentent une vue de dessus de la biblioth�que
de l
INRIA � Sophia�Antipolis� Les 
gures ���� et ���	 pr�sentent un autre
angle de vue� Ce mod�le ��D a �t� obtenu � partir de cinq images prises avec
l
appareil photo mentionn� plus haut�
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Fig� ���� ) Vue de dessus de la biblioth�que de l�INRIA� Vue en 
l de fer�

Fig� ���� ) Vue de cot� de la biblioth�que de l�INRIA� Vue en 
l de fer�
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Fig� ���� ) Vue de dessus de la biblioth�que de l�INRIA� Image synth�tique�

Fig� ���	 ) Vue de cot� de la biblioth�que de l�INRIA� Image synth�tique�



Chapitre �

Conclusion

��� Contributions et r�sultats

����� G�om�trie des cam�ras

Le chapitre � nous a montr� quelles sont les relations entre les di��rents
objets apparaissant dans la th�orie d
un syst�me multi�cam�ras et comment
ces objets apparaissent et sont utilis�s� On retiendra que la repr�sentation
la plus g�n�rale est celle des matrices de projection� qui ne sou�re d
aucune
contrainte alg�brique liant ces param�tres ni de d�g�n�rescences� De plus� les
matrices fondamentales et les matrices de projection se calculent facilement
� partir des matrices de projection� Nous avons aussi montr� comment tous
nos objets se d�rivaient de mani�re syst�matique � travers la th�orie des
d�terminants�

Au cours du chapitre � nous avons exp�riment� diverses m�thodes pour
calculer cette g�om�trie� Les m�thodes bas�es sur les matrices fondamentales
et sur les trilin�arit�s donnent des r�sultats corrects� mais la m�thode ba�
s�e sur une estimation directe des matrices de projection fonctionne encore
mieux� Si cela est n�cessaire� on peut ra�ner les r�sultats en utilisant une
ou plusieurs m�thodes pr�sent�es ici� La m�thode de l
ajustement de rayon
a ma faveur� de part sa simplicit� et des bons r�sultats qu
elle donne� Nous
avons aussi pr�sent� di��rentes m�thodes pour recaler des sous�s�quences
entre elles� Avec chacune de ces �tapes sont pr�sent�s des r�sultats sur des
images synth�tiques et sur des images r�elles�
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����� G�om�trie projective orient�e

Le chapitre � introduit une nouveaut� rendue n�cessaire par la synth�se
de vues� l
orientation en g�om�trie projective� Ce concept� nouveau en vision
par ordinateur� s
applique facilement et de mani�re �l�gante� Diverses ap�
plications en d�coulent� comme l
�limination de fausse correspondance et la
d�
nition d
enveloppe convexe� Les droites �pipolaires sont alors orient�es� ce
qui rend la synth�se de nouvelles vues possibles en d�sambiguant les points
visibles et ceux qui ne le sont pas�

����	 Applications

Nous avons fait au chapitre � une pr�sentation de di��rentes m�thodes de
synth�se de nouvelles vues � partir de vues connues et ce sans mod�le tridi�
mensionnel� La faisabilit� est d�montr�e et plusieurs exemples de s�quences
sont disponibles� Les occultations sont convenablement trait�es gr!ce � la
g�om�trie projective orient�e�

La construction de mod�les tridimensionnels euclidiens est vue au chapitre
	� Pour construire un mod�le euclidien � partir d
un mod�le projectif� il su�t
de rajouter certaines contraintes comme le parall�lisme ou l
orthogonalit�� On
peut alors obtenir des mod�les utilisables en r�alit� virtuelle ou en synth�se
d
images�

��	 Extensions

Plusieurs extensions sont possibles � cette th�se� aussi bien au niveau de
l
estimation de la g�om�trie des cam�ras que des applications�

����� G�om�trie des cam�ras

) Dans cet ouvrage� nous consid�rons le cas d
une sc�ne rigide et d
une
cam�ra mobile ou bien une sc�ne rigide en mouvement et une cam�ra

xe� Dans un certain nombre d
applications� ceci peut s
av�rer insuf�

sant puisqu
il n
est pas toujours possible d
avoir un seul objet rigide
dans la sc�ne� Les m�thodes pr�sent�es ici sont robustes � la pr�sence
de petits objets mobiles dans la sc�ne qui sont alors �limin�s comme
fausses correspondances� mais la pr�sence de deux mouvements rigides
d
�gale importance n
est pas trait�e�

) Nous avons choisi de nous placer dans le cas le plus g�n�ral� o� les
param�tres intrins�ques de la cam�ra varient librement d
une image �
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l
autre� En r�alit�� au cours d
une s�quence d
images prises � des ins�
tants successifs� les param�tres intrins�ques varient relativement lente�
ment� On peut donc utiliser des m�thodes de suivi comme le 
ltrage de
Kalman pour obtenir une estim�e initiale des matrices de projection�

) Le cas des trilin�arit�s mis � part� nous n
avons pas utilis� les droites
dans les images pour notre estimation� Tout porte � croire que ce serait
b�n�
que� puisque certains param�tres des droites �l
orientation par
exemple� sont estim�s avec beaucoup de pr�cision � partir des images�

) On veut aussi pouvoir d�terminer automatiquement le d�coupage en
sous�s�quences qui va permettre la meilleure estimation� Les crit�res �
prendre en compte sont entre autres le nombre de points suivis entre les
di��rentes images d
une sous�s�quence �doit �tre su�samment grand��
le d�placement des points en pixels �doit �tre su�samment grand aussi��
D
autres param�tres peuvent aussi entrer en ligne de compte�

����� Transfert et synth�se de nouvelles vues

) Pour la synth�se � base de correspondances �parses� nous avons utilis�
des points mis en correspondance manuellement� Ce processus pour�
rait �tre partiellement automatis� en e�ectuant une segmentation de la
sc�ne en zones localement planes�

) Le probl�me des discontinuit�s reste � traiter� En e�et� notre repr��
sentation n
autorise pas de discontinuit�s de profondeur dans la sc�ne�
On peut �liminer ce probl�me en s�parant la sc�ne en plusieurs couches
visuelles comme dans le dessin anim�� Ces couches ne sont pas n�cessai�
rement � li�es � la profondeur� Le d�coupage en couche peut �tre une
op�ration interactive �facile� ou le r�sultat d
une segmentation �plus
di�cile��

) Nous n
avons pas �tudi� ici comment s�lectionner la paire de vue la
plus appropri�e parmi les N disponibles� Il faudrait bien s%r prendre
en compte la proximit� des centres optiques� mais aussi l
orientation
des cam�ras�

����	 Construction de mod�les tridimensionnels

) Dans notre approche� nous avons tout d
abord estim� la g�om�trie du
syst�me de cam�ras automatiquement puis la g�om�trie de la sc�ne
� l
aide de l
intervention de l
utilisateur� Nous pourrions utiliser cette
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information pour estimer � nouveau la g�om�trie de la sc�ne et obtenir
de meilleurs r�sultats�



Annexe A

Les algorithmes d�estimation

robuste

Une m�thode d
estimation de param�tres � partir de donn�es est 1 ro�
buste 2 si son r�sultat est peu in'uenc� par la pr�sence de donn�es 1 aber�
rantes2� c
est���dire� dont la probabilit� d
apparition est faible dans le cadre
du mod�le� Ces donn�es aberrantes sont� soit faiblement aberrantes� mais en
nombre important� soit fortement aberrantes� mais en faible nombre�

A�� Moindre m�diane des carr�s

Cette m�thode est fond�e sur le fait que� pour une variable al�atoire dont
la distribution est fortement centr�e� la m�diane est un estimateur de la valeur
centrale plus robuste que la moyenne� Au lieu de minimiser la moyenne des
carr�s des erreurs� comme le fait la m�thode aux moindres carr�s ordinaires�
elle minimise donc leur m�diane �

min
a

���a� avec ���a� � medi	���n�

�
yi � fi�xi� a�

�i

��

�A���

Comme il n
y a pas d
expression analytique de la m�diane� la minimi�
sation se fait en cherchant al�atoirement dans l
espace des solutions� Plus
pr�cis�ment� si q est un entier sup�rieur ou �gal au nombre minimum de
donn�es n�cessaires pour calculer a� N solutions a�� � � � � aN sont calcul�es
par une m�thode non robuste �moindres carr�s lin�aires ou non lin�aires� �
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partir de N ensembles de q donn�es tir�s al�atoirement dans l
ensemble des
n donn�es initiales� La solution aj qui minimise ���a� est alors choisie� Les
donn�es telles que

yi � fi�xi� aj�

�i
� �

o� � est une estimation de la variance �voir #Rousseeuw et Leroy� ����$��
sont consid�r�es comme aberrantes et rejet�es� Un ra�nement de la solution
aj est 
nalement e�ectu� en appliquant une m�thode aux moindres carr�s
ordinaires aux donn�es restantes�

N est choisi de telle sorte que la probabilit� P que le tirage des N en�
sembles de q donn�es contienne au moins un ensemble exempt de toute don�
n�e aberrante soit tr�s proche de �� Nous sommes ainsi quasiment s%r qu
au
moins une solution parmi les N solutions a�� � � � � aN est bonne�

P se calcule comme suit � si a est le pourcentage estim� de donn�es aber�
rantes pr�sentes dans les donn�es initiales� � � a est la probabilit� qu
une
donn�e ne soit pas aberrante+ ��� a�q est la probabilit� qu
un ensemble de q
donn�es soit exempt de toute donn�e aberrante+ �� ��� a�q est la probabi�
lit� qu
un ensemble de q donn�es contienne au moins une donn�e aberrante+
��� ��� a�q�N est la probabilit� qu
un tirage de N ensembles de q donn�es
contienne au moins un ensemble de q donn�es contenant au moins une donn�e
aberrante+ donc� P � �� ��� ��� a�q�N � N est donc donn� par la formule
suivante �

N �
ln��� P �

ln��� ��� a�q�
�A���



Annexe B

Compl�ments de g�om�trie

projective appliqu�e 	 la vision

Cet appendice est consacr� � certains d�tails et petits calculs de g�om�trie
projective permettant d
exprimer des propri�t�s int�ressantes pour le mod�le
st�nop��

B�� Les plans de l�espace correspondent � des
homographies de l�image

Consid�rons des points Mi de l
espace se trouvant en con
guration g�n��
rale dans un m�me plan� et leur image mi par une relation projective lin�aire
de P� vers P�� Celle�ci dans ce cas pr�cis se restreint � une relation entre les
deux plans � qui� � titre de relation projective de P�� est une homographie h�
Si nous disposons de deux images mi et m�

i des m�mes points Mi de la sc�ne�
nous pouvons consid�rer la relation h� �h�� entre ces deux images� C
est �ga�
lement une relation homographique c
est � dire qu
il existe une matrice �� �
inversible H telle que nous ayons l
�galit� projective

m�
i � Hmi �B���

Le fait que H soit inversible d�coule aussi du fait qu
une relation du m�me
type doit exister si nous �changeons le s r&les des deux images� L
homographie
inverse a pour matrice H���
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Quatre points sont n�cessaires pour calculer une homographie� mais seule�
ment trois points d�
nissent un plan� La r�ponse � ce paradoxe apparent
est dans la matrice fondamentale� En e�et� les � points doivent v�ri
er la
contrainte �pipolaire et donc� il existe une relation entre la matrice fonda�
mentale et toute les homographies possibles entre les deux images� Si on
reprend l
expression B�� en la rempla�ant dans l
�quation �pipolaire ����� on
obtient

�Hmi�
TFmi � � �B���

d
o�

mT
i H

TFmi � � �B���

et ceci� pour tout mi� On en d�duit alors

HTF � FTH � � �B���

Cette �quation plus trois points permet de d�
nir l
homographie�

B�	 Comment faire un barycentre projectif�

Ce qui va suivre ne constitue pas un trait� math�matique� la notion de
barycentre n
existant pas en g�om�trie projective� Toutefois� il existe des pro�
bl�mes o� le barycentre �ou les moyennes� sont utiles� On a par exemple deux
estimations v� et v� d
un m�me vecteur� auxquelles peuvent �tre associ�es
des mesures d
incertitude et l
on d�sire combiner ces deux estimations de ma�
ni�re coh�rente� En g�om�trie classique� le vecteur estim� est un barycentre
de v� et v� avec des poids d�pendants de leur incertitudes relatives�

La formule du barycentre G de N points Mi de poids �i est

G �

P
i �iMiP
i �i

Or� la somme de vecteurs n
est pas d�
nie en g�om�trie projective� Cette
formule n
est donc pas directement applicable�

Revenons donc � la repr�sentation de vecteurs projectifs� Ces vecteurs
sont des classes d
�quivalence qui peuvent �tre repr�sent�es par un de leurs
�l�ments de norme �� On identi
e alors Pn � la sph�re Sn�� o� les points
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antipodaux sont identi
�s� Si l
on travaille en g�om�trie projective orient�e
comme au chapitre �� alors� on identi
e exactement T n avec Sn��� Sur la
sph�re� une distance qui ne d�pend pas de la base choisie est la longueur
de l
arc du grand cercle entre deux points� On d�
nit le barycentre projectif
comme �tant le pointG de Sn�� �voir 
gure B��� minimisant le crit�re suivant

C �

P
i �iArclength�Mi�G�P

i �i

G

Sn��

M�

M�
M�

�

Fig� B�� ) Le barycentre projectif� Nous pr�sentons ici un exemple de bary	
centre entre trois points de Sn��� Les vecteurs sont tous unitaires�

Diverses remarques peuvent �tre faites �

) Le point d�termin� ainsi n
est pas forc�ment unique� En e�et� consi�
d�rons � points antipodaux� Leur point milieu peu se trouver sur tout
l
�quateur leur correspondant� Nous aurons cependant rarement � trai�
ter ce cas en pratique car les points que nous devrons moyenner sont
des points proches les uns des autres�

) Le calcul d
un tel point r�sulte d
une minimisation non lin�aire� En
e�et� si l
on d�rive C par rapport � G�

�C

�G
�
X
i

�i
Miq

�� �Mi�G��

Le calcul des z�ros de cette expression conduit � des calculs non li�
n�aires� Le barycentre projectif n
a donc pas de formule explicite�
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En d�pit de ces d�fauts et du cot� tr�s pragmatique de sa d�
nition� le
barycentre projectif permet de r�soudre les probl�mes de combinaison de plu�
sieurs estim�es d
une mani�re plus satisfaisante que le choix al�atoire d
une
des deux estim�es�

B�� Comment reconstruire des points de P��

Le probl�me est le suivant � �tant donn� des matrices de projection Pi

pour les images i de � � N � et les images mi d
un point tridimensionnel M
inconnu� comment calculer M�

Il existe plusieurs m�thodes� qui sont compar�es dans #Rothwell et al��
����$et dans #Hartley et Sturm� ����$� Nous allons nous concentrer sur deux
d
entre elles � la m�thode lin�aire � base de d�composition en valeurs singu�
li�res et la m�thode non lin�aire�

B�	�� La m�thode lin�aire

Les seules �quations dont on dispose sont les �quations ����� �

mi � PiM

Nous pouvons r��crire ces �quations comme � la section ��� pour obtenir
l
�quation matricielle ����	� que l
on r�sume sous la forme

AM � �

o� A est une matrice �N � � qui ne depend que des vecteurs mi et des
matrices Pi� Si les points mi et les matrices Pi engendrent des rayons qui se
coupent en un point unique� ce syst�me aura une solution unique et A sera
de rang trois� comme d�montr� � la section ���� Toutefois� ce syst�me peut ne
pas avoir de solution exacte si les points mi ou les matrices Pi sont sujettes
aux bruits ou aux erreurs� Dans ce cas� nous allons essayer de minimiser
jjAMjj sour la contrainte que jjMjj � �� La solution M de ce probl�me de
minimisation lin�aire est le vecteur propre de norme � associ� � la plus petite
valeur propre en valeur absolue de ATA� Ce vecteur propre est exactement
le vecteur singulier associ� � la plus petite valeur singuli�re de A�

B�	�� La m�thode non lin�aire

La m�thode lin�aire� bien que donnant des bons r�sultats dans la majorit�
des cas� sou�re de quelques d�fauts �

) Le r�sultat est sensible � la multiplication par une constante d
une
des matrices de projection� En e�et� si l
on multiplie Pi par �� cela a
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pour e�et de multiplier les deux lignes de A correspondantes par ��
Les valeurs singuli�res de A ainsi que leurs vecteurs associ�s vont �tre
modi
�s�

) La distance minimis�e �jjAMjj� ne repr�sente rien d
un point de vue
g�om�trique� ce qui rend le r�sultat di�cilement pr�visible�

La solution est alors de changer le crit�re de minimisation pour le rendre
signi
catif g�om�triquement et ind�pendant d
un changement d
�chelle des
matrices de projection� Le crit�re que nous avons choisi est la distance dans
les images entre la projection du point M suivant Pi et mi� Ce crit�re n
est
pas lin�aire en fonction des donn�es et nous devrons utiliser une minimisa�
tion it�rative �comme celles d�crites � l
appendice �������� pour obtenir le
minimum� Le crit�re s
exprime sous la forme suivante �

C�M� �
NX
i
�

�
m�

i

m�
i

� �PiM��

�PiM��
�� � �

m�
i

m�
i

� �PiM��

�PiM��
��

Une initialisation possible pour M est le r�sultat de la m�thode lin�aire�
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Annexe C

Calculs relatifs 	 l�ajustement de

rayons

Nous cherchons ici � calculer les matrices Ui� Vj� et Wij en fonction de
la position courante�

Calculons tout d
abord � �mij

�Mj
� On a les formules

�m�
ij �

P�
iM

P�
iM

�m�
ij �

P�
iM

P�
iM

o� Pl
i repr�sente la l�i�me ligne de la matrice Pi� En d�rivant par rapport �

M� on obtient

� �m�
ij

�Mj

�
�P�iM�P�i��P

�
iM�P�i

�P�
i
M��

� �m�
ij

�Mj
�

�P�iM�P�i��P
�
iM�P�i

�P�iM��
�

On calcule de m�me � �mij

�Pi
� On a les formules
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�m�
ij �

P�
iM

P�
iM

�m�
ij �

P�
iM

P�
iM

Nous d�composerons le calcul en deux parties� La premi�re partie est le
calcul de la deriv�e de �mij par rapport � un �l�ment d
une des deux premi�res
lignes de Pi� la deuxi�me traitant la d�rivation par rapport � un �l�ment de
la troisi�me ligne�

Pour les deux premi�res lignes �l � �� �� � on a simplement �

� �mk
ij

�Pl
i

� 	kl
M

P�
iM

Pour la troisi�me�

� �mk
ij

�P�
i

� ��Pk
iM�P�

i

�P�
iM��

De ces expressions� on peut d�duire celles de Ui� Vj et Wij�



Annexe D

Notations utilis�es

) � � l
opposition en g�om�trie projective orient�e�

) a� b � le produit vectoriel de a par b�

) �a
� � la matrice associ�e au produit vectoriel v�ri
ant 
m� �a
�m �
a�m�

) A � la matrice des param�tres intrins�ques�

) An � l
espace a�ne de dimension n�

) �u��v � les facteurs d
�chelle pixels�

) c � le point principal�

) C � le centre optique�

) eij � l
�pipole de l
image i g�n�r�e par l
image j

) Eij � la matrice essentielle entre les images i et j�

) f � la distance focale�

) Fij � la matrice fondamentale entre les images i et j�

) G � le barycentre de plusieurs points�

) H � une homographie� c
est � dire une relation lin�aire projective�
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) I � la matrice identit��

) � � une droite dans les images�

) 
 � une droite dans l
espace�

) m � un point des images�

) M � un point de l
espace�

) Pi � la matrice de projection de la cam�ra i�

) Pn � l
espace projectif de dimension n�

) �r � le plan r�tinien�

) �f � le plan focal�

) �� � le plan � l
in
ni�

) Rn � l
espace euclidien de dimension n�

) T � le tenseur trifocal�

) T n � l
espace projectif orient� de dimension n�

) u�� v� � les coordonn�es du point principal�

Sauf indication contraire� toutes les �quations vectorielles et matricielles
de cet ouvrage s
entendent � un facteur multiplicatif pr�s� Les num�ros
d
images sont en indices tandis que les num�ros de coordonn�es sont en ex�
posant�
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