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Présentation

Cette thèse est consacrée à l’estimation de précision dans le cas d’une po-
pulation finie, et plus particulièrement à l’utilisation de méthodes de type
Bootstrap. Le Bootstrap est un outil très largement utilisé dans le cas d’une
analyse statistique en population infinie. Beaucoup d’adaptations ont déjà
été proposées dans le cas d’un sondage en population finie. Nous montrons
dans ce travail que le principe de substitution qui est à la base du Bootstrap
admet un équivalent naturel en population finie, le principe d’estimation de
Horvitz-Thompson, et que la méthode proposée à l’origine par Gross (1980)
peut se généraliser à une gamme très étendue de plans de sondage.

Par rapport à la technique générale et efficace qu’est la linéarisation, le gain
que nous attendons d’une méthode de type Bootstrap est avant tout d’ordre
pratique. La linéarisation permet de produire très simplement des estima-
tions de variance et des intervalles de confiance basés sur une approximation
normale, pour peu que l’on dispose du fichier d’enquête et d’une vision dé-
taillée des différentes étapes de traitement (échantillonnage, correction de
la non-réponse, repondération, ...). Si ces deux éléments sont généralement
accessibles au concepteur de l’enquête, ils ne le sont que rarement pour l’uti-
lisateur. L’existence d’une méthode de Bootstrap qui permettrait d’accoler
au fichier d’enquête des poids issus du rééchantillonnage donnerait la possi-
bilité de produire a posteriori une estimation de précision, ou un intervalle
de confiance de type percentile, pour une gamme très large de statistiques et
pour un domaine quelconque.

Le premier chapitre introduit quelques rappels sur l’échantillonnage en po-
pulation finie. Afin que chaque chapitre puisse se lire de la façon la plus
indépendante possible, nous avons choisi de limiter ces rappels à l’essentiel,
c’est pourquoi certains passages pourront paraître redondants dans la suite
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de ce manuscrit. Nous proposons une présentation synthétique de la notion
d’asymptotique en théorie des Sondages, et présentons les principales mé-
thodes d’estimation de précision.

Le chapitre 2 propose un rappel sur les méthodes de type Bootstrap pro-
posées dans la littérature pour un sondage aléatoire simple. Ces méthodes
sont nombreuses, et se répartissent schématiquement en deux groupes : celles
qui se calent explicitement sur l’estimateur de variance dans le cas linéaire
(on parlera de méthodes ad-hoc), et celles qui s’appuient sur un principe
de substitution (on parlera de méthodes de type plug-in). Deux algorithmes
simplifiés et une nouvelle méthode de Bootstrap sont également proposés.

Le chapitre 3 introduit un nouvel algorithme de Bootstrap, qui généralise
la méthode de Booth et al. (1994) au cas des probabilités inégales. Nous
montrons à l’aide de la linéarisation par la fonction d’influence que cet al-
gorithme donne une estimation consistante de variance pour les plans de
sondage de grande entropie, incluant le tirage poissonien et le tirage réjectif.
Une méthode simplifiée de Bootstrap est également proposée afin de réduire
le fardeau de rééchantillonnage ; elle n’induit pas de perte significative de
précision si les probabilités d’inclusion restent limitées.

Nous donnons dans le chapitre 4 quelques rappels sur l’échantillonnage équi-
libré, et sa mise en oeuvre via l’algorithme du Cube de Deville and Tillé
(2004). Une méthode rapide d’échantillonnage équilibré est proposée. Nous
donnons une justification des formules de variance de Deville and Tillé (2005)
à l’aide d’une technique d’approximation des probabilités d’inclusion propo-
sée à l’origine par Hájek (1981), et justifions la consistance de la méthode de
Bootstrap introduite au chapitre précédent dans le cas d’un échantillonnage
équilibré à entropie maximale. Une nouvelle formule analytique d’approxi-
mation de précision est également proposée, ainsi qu’une extension de la
méthode mirror-match de Sitter (1992) pour un tirage équilibré à entropie
maximale avec des probabilités d’inclusion égales.

Le chapitre 5 aborde le cas d’un échantillonnage complexe. Les algorithmes
de Bootstrap proposés au chapitre 3 s’étendent de façon immédiate au cas
d’un plan stratifié avec un nombre fixe et fini de strates. Nous montrons
également que ces algorithmes peuvent être, avec une modification, étendus
au cas de l’échantillonnage multidegrés, et que le calage éventuel d’un es-
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timateur peut être aisément pris en compte dans l’estimation Bootstrap de
précision.

Le chapitre 6 propose une application des méthodes de Bootstrap développées
au cas du Nouveau Recensement de la Population. Une autre méthode de
Bootstrap est également développée, afin de prendre en compte la méthode
de régression géographique pondérée retenue pour produire des estimations
basées sur trois années de collecte du Recensement.
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Chapitre 1

Généralités sur la théorie des
Sondages et le calcul de précision

Dans ce chapitre, nous rappelons les principaux outils et résultats de la théo-
rie des sondages dite basée sur le plan, et nous introduisons des notations qui
nous seront utiles dans la suite. Nous avons choisi de ne présenter dans ce
chapitre que le socle minimal nécessaire, à notre sens, à la compréhension de
l’ensemble. Afin que les autres chapitres puissent s’appréhender de la façon
la plus indépendante possible, une présentation plus détaillée de différents
plans de sondage, pour lesquels on recherche une stratégie Bootstrap d’esti-
mation de la précision, sera donnée dans les sections correspondantes.

Pour une présentation détaillée de la théorie des Sondages dite basée sur le
plan et des principaux résultats obtenus dans le cadre d’une population finie,
on pourra consulter les ouvrages de référence que sont les livres de Särndal
et al. (1992), Tillé (2001) et Ardilly (2006). Pour une approche basée sur le
modèle, on pourra se référer à Valliant et al. (2000).

1.1 Généralités sur la théorie des Sondages

1.1.1 Population finie et variable d’intérêt

On appelle population l’ensemble des éléments que l’on étudie. On notera
généralement U cette population : les éléments qui la composent sont appelés
unités ou individus. Si ces individus sont en nombre fini, que l’on note alors
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N , on dit que la population est finie. Notons que même si la population est
finie, N lui-même n’est pas nécessairement connu et peut faire l’objet d’une
inférence.

On suppose que chaque individu peut être entièrement caractérisé par un
identifiant ou un numéro d’ordre. Par abus de langage, on notera alors

U = {u1, . . . , uN} ≡ {1, . . . , N}

en assimilant un individu uk avec son label k. On dit que les unités sont
identifiables (Cassel et al., 1976).

On note y une variable (éventuellement vectorielle) qui peut être mesurée sur
chacun des individus de U , mais dont la valeur sur chacun de ces individus
est inconnue. y est appelée variable d’intérêt ; la valeur prise par y sur le
kième individu est notée yk. L’objet d’un sondage est d’estimer une fonction
de la variable d’intérêt

θ = θ (yk, k ∈ U)

que l’on appellera paramètre d’intérêt ou fonctionnelle, et d’évaluer la
précision de cette estimation (généralement sous forme d’une variance ou
d’un intervalle de confiance). Parmi les fonctionnelles, on trouve le total de
la variable y sur la population U

ty =
∑
k∈U

yk,

la moyenne

µy =
1

N

∑
k∈U

yk,

la variance
σ2

y =
1

N

∑
k∈U

(yk − µy)
2 ,

et la dispersion (ou variance corrigée)

S2
y =

1

N − 1

∑
k∈U

(yk − µy)
2 =

N

N − 1
σ2

y .
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On peut également s’intéresser à des fonctionnelles plus complexes, telles que
le ratio des totaux de deux variables y et z

R =
ty
tz

,

le coefficient de corrélation entre les variables y et z

ρ =

∑
k∈U(yk − µy)(zk − µz)√∑

k∈U(yk − µy)2
∑

k∈U(zk − µz)2
,

ou le fractile tα d’ordre α de la variable y

tα = Inf{x ; F (x) ≥ α} avec F (x) =
1

N

∑
k∈U

δyk≤x,

δu désignant la mesure de Dirac au point u.

1.1.2 Plan de sondage

Si l’on enquêtait l’ensemble de la population (on parle alors de recensement)
sur les variables d’intérêt, il serait théoriquement possible d’obtenir des esti-
mations exactes pour les différentes fonctionnelles. On se heurte cependant
à des difficultés pratiques :

→ Il n’est pas envisageable de recourir systématiquement à un recense-
ment de la population. Ce type d’opération est coûteux et nécessite un
personnel important (préparation de l’enquête ; collecte de l’information ;
saisie, redressement et apurement des questionnaires ; exploitation des don-
nées).
→ Le volume d’information recueilli (on parle encore de fardeau de ré-
ponse) a des conséquences sur le coût de l’enquête, mais aussi sur les taux
de réponse.
→ Pour fournir des statistiques récentes, il est nécessaire d’avoir des échan-
tillons de taille limitée (dans le recensement français de 1999, exploitation
au quart pour la plupart des estimations, exploitation au vingtième pour
des estimations rapides).
→ Même si on enquêtait (théoriquement) exhaustivement la population,
il subsiste toujours des problèmes de non-réponse (de l’ordre de 10 à 20 %
dans les enquêtes obligatoires avec relance, jusqu’à 90 % et plus avec les
échantillons de volontaires).
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On se contente donc généralement d’enquêter une partie des individus de la
population, appelée échantillon. Nous supposerons ici que l’échantillon est
sélectionné au moyen d’un plan de sondage p sans remise, i.e d’une loi de
probabilité sur l’ensemble des parties de U . p vérifie donc

∀s ⊂ U p(s) ≥ 0 avec
∑
s⊂U

p(s) = 1

On notera Ep(.) (respectivement Vp(.)) l’espérance (respectivement la va-
riance) sous le plan de sondage p, ou encore plus simplement E(.) et V (.) s’il
n’y a pas de confusion possible. Pour un estimateur θ̂(S), on a

E
(
θ̂(S)

)
=

∑
s⊂U p(s)θ̂(s)

V
(
θ̂(S)

)
=

∑
s⊂U p(s)

(
θ̂(s)− E

(
θ̂(S)

))2

Définition 1.1. On appelle support du plan de sondage p, et on note S(p),
l’ensemble des échantillons ayant une probabilité non nulle d’être sélection-
nés :

S(p) = {s ⊂ U ; p(s) > 0}

Définition 1.2. Un plan de sondage p est dit de taille fixe égale à n si
son support est inclus dans l’ensemble des échantillons de taille n, autrement
dit si seuls les échantillons de taille n ont une probabilité non nulle d’être
sélectionnés.

On note S l’échantillon aléatoire. Sa taille, qui peut être également aléatoire,
sera notée nS. Dans le cas particulier où le plan de sondage est de taille fixe,
on notera simplement n la taille de l’échantillon. Dans la mesure du possible,
on utilise dans les enquêtes des plans de taille fixe, ce qui évite d’ajouter à
la variance (incompressible) liée à l’échantillonnage, un alea supplémentaire
dû à l’incertitude sur la taille de l’échantillon. Cependant, certains plans de
sondage ne permettent pas d’obtenir une taille fixe d’échantillon (notamment
le plan de Poisson et le tirage par grappes).
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1.1.3 Estimation de Horvitz-Thompson

Probabilités d’inclusion

En suivant les notations de Särndal et al. (1992), nous notons Ik = δk∈S

l’indicatrice d’appartenance à l’échantillon pour l’unité k de U .

Pour un plan de sondage p fixé, on appellera probabilité d’inclusion d’ordre 1
de l’unité k la probabilité πk qu’a cette unité d’être retenue dans l’échantillon.
Cette probabilité dépend du plan de sondage :

πk =
∑

s⊂U/k∈s

p(s).

On appelle probabilité d’inclusion d’ordre 2 la probabilité que deux unités
distinctes k et l soient retenues conjointement dans l’échantillon :

πkl =
∑

s⊂U/k,l∈s

p(s).

Propriété 1.1. Soit p un plan de sondage, (πk)k∈U (respectivement (πkl)k,l∈U)
les probabilités d’inclusion d’ordre 1 (respectivement d’ordre 2) associées.
Alors pour toutes les unités k, l ∈ U , les variables indicatrices Ik et Il vérifient
les propriétés suivantes :
→ E(Ik) = πk

→ V (Ik) = πk(1− πk)
→ Cov(Ik, Il) = πkl − πkπl

Démonstration. Voir Tillé (2001), page 31.

Propriété 1.2. Soit p un plan de taille fixe égale à n, (πk)k∈U (respectivement
(πkl)k,l∈U) les probabilités d’inclusion d’ordre 1 (respectivement d’ordre 2)
associées. Alors :
→
∑

k∈U πk = n
→ ∀l ∈ U

∑
k∈U/k 6=l πkl = πl(n− 1)

→ ∀l ∈ U
∑

k∈U(πkl − πkπl) = 0

Démonstration. Cette propriété est une conséquence de la précédente, en
utilisant le fait que, comme le tirage est de taille fixe,

∑
k∈U Ik = n. Voir

Tillé (2001), page 32.
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Choix des probabilités d’inclusion et π-estimation

Lorsque l’on réalise une enquête, il est théoriquement possible de calculer la
probabilité de sélection d’une partie quelconque de U , éventuellement à un
facteur près ; en revanche, il n’est pas envisageable d’utiliser la distribution
globale de probabilité. On impose généralement au minimum que le plan de
sondage respecte des probabilités d’inclusion d’ordre 1 préalablement fixées
(généralement, proportionnellement à une variable auxiliaire). Le respect de
ces probabilités d’inclusion est primordial, car le théorême suivant assure que
leur connaissance permet d’estimer sans biais une fonctionnelle linéaire.

Théorème 1.3. Horvitz and Thompson (1952)

Si pour toute unité k de U on a πk > 0, alors

t̂yπ =
∑
k∈S

yk

πk

est un estimateur sans biais de ty.

Démonstration.

E
(
t̂yπ

)
= E

(∑
k∈U

yk

πk

Ik

)
=
∑
k∈U

yk

πk

E(Ik) = ty

t̂yπ est appelé estimateur de Horvitz-Thompson (ou π-estimateur) du
total ty. On utilise également la dénomination d’estimateur par les valeurs
dilatées, car il s’agit d’un estimateur pondéré qui affecte un poids dk = 1/πk

à chaque unité k de l’échantillon. On dit encore que l’unité k de l’échantillon
représente 1/πk unités de la population dans l’estimation du total.

Nous supposerons dans la suite que la condition

∀k ∈ U πk > 0

est toujours vérifiée. On peut toujours se ramener à ce cas en considérant
que les éventuels individus tels que πk = 0 constituent une strate à part, non
enquêtée (on parle alors d’échantillonnage de type cut-off).
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Remarque 1.1. L’estimateur de Horvitz-Thompson est le seul estimateur
linéaire sans biais d’un total de la forme∑

k∈U

wk1k∈Syk

où les wk soient indépendants de l’échantillon. Ici wk = 1/πk est égal à
l’inverse de la probabilité d’inclusion, c’est à dire au poids d’échantillonnage
qui est disponible dans la base de sondage.

1.1.4 Calcul et estimation de variance

Nous commençons ce paragraphe par un théorême, donnant la forme générale
de variance pour un π-estimateur de total.

Théorème 1.4. Horvitz and Thompson (1952)

Le π-estimateur de total t̂yπ a pour variance

V (t̂yπ) =
∑
k∈U

∑
l∈U

yk

πk

yl

πl

(πkl − πkπl)

Cette variance peut être estimée sans biais par

V̂1(t̂yπ) =
∑
k∈S

(
yk

πk

)2

(1− πk) +
∑
k∈S

∑
l 6=k∈S

yk

πk

yl

πl

πkl − πkπl

πkl

si et seulement si πkl > 0 ∀k, l ∈ U . Cet estimateur est appelé estimateur de
variance de Horvitz-Thompson.

Démonstration. La démonstration du premier point est une conséquence de
la propriété 1.1. Le second point est une conséquence du résultat suivant :
soit g(., .) une fonction quelconque. Alors la fonctionnelle∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

g(yk, yl)

est estimée sans biais par ∑
k∈S

∑
l 6=k∈S

g(yk, yl)

πkl

si et seulement si πkl > 0 ∀k, l ∈ U ; voir Tillé (2001), théorême 3.9, page
36.
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Dans le cas d’un plan de taille fixe, Sen (1953) et Yates and Grundy (1953)
ont montré que la variance admettait une forme particulière, qui conduit à
un second estimateur de variance.

Théorème 1.5. (Sen, 1953; Yates and Grundy, 1953)

Si le plan est de taille fixe, le π-estimateur de total t̂yπ a pour variance

V (t̂yπ) =
∑
k∈U

∑
l 6=k∈U

(
yk

πk

− yl

πl

)2

(πkπl − πkl)

Cette variance peut être estimée sans biais par

V̂2(t̂yπ) =
∑
k∈S

∑
l 6=k∈S

(
yk

πk

− yl

πl

)2
πkπl − πkl

πkl

si πkl > 0 ∀k, l ∈ U . Cet estimateur est appelé estimateur de variance de
Sen-Yates-Grundy.

Démonstration. Le premier point est une conséquence de la proposition 1.2.
Le second point découle là encore du théorême 3.9 de Tillé (2001).

Une condition suffisante pour que cet estimateur soit positif est que

πkl ≤ πkπl ∀k 6= l ∈ U (1.1)

Les conditions 1.1 sont appelées conditions de Sen-Yates-Grundy.

1.1.5 Formules simplifiées de variance pour les plans à
forte entropie

Les formules précédentes sont applicables de façon générale (et sous réserve
d’un plan de taille fixe pour les formules de Sen-Yates-Grundy). En pratique,
il est souvent difficile de les utiliser :

→ Ces formules utilisent les probabilités d’inclusion d’ordre 2. Or, en de-
hors de quelques plans de sondage (sondage aléatoire simple, voir chapitre
2 ; tirages poissonien et réjectif, voir chapitre 3), ces probabilités sont gé-
néralement très difficiles à calculer.
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→ Même si les probabilités d’inclusion d’ordre 2 sont exactement calcu-
lables, ce calcul n’est pas forcément réalisable avec les seules données d’en-
quête. Par exemple, dans le cas du tirage réjectif, le calcul des probabili-
tés d’inclusion doubles nécessite de connaître les probabilités d’inclusion
d’ordre 1 pour l’ensemble des individus de la population.
→ Même si les probabilités d’inclusion d’ordre 2 sont calculables, certaines
peuvent être nulles (notamment dans le cas d’un tirage systématique non
randomisé), auquel cas les estimateurs de variance de Horvitz-Thompson
et de Sen-Yates-Grundy sont biaisés.
→ Même si les probabilités d’inclusion d’ordre 2 sont strictement positives,
ces deux estimateurs de variance peuvent se révéler instables (Matei and
Tillé, 2005).

Compte-tenu de ces difficultés, il est fréquent d’utiliser des estimateurs sim-
plifiés basés sur une approximation de la variance. Bien que (faiblement) biai-
sés, ces estimateurs sont généralement stables et présentent une erreur qua-
dratique moyenne plus faible que celle des estimateurs de Horvitz-Thompson
et de Sen-Yates-Grundy.

Brewer and Donadio (2003) et Matei and Tillé (2005) donnent une revue
très détaillée de différents estimateurs simplifiés de variance. Ces derniers
recommandent notamment l’utilisation de l’estimateur de Deville (1993) :

V̂dev(t̂yπ) =
∑
k∈S

ck

π2
k

(yk − ŷk)
2

avec
ŷk = πk

∑
l∈S clyl/πl∑

l∈S cl

et
ck = (1− πk)

n

n− 1
Cet estimateur de variance donne de bons résultats pour les plans proches
de l’entropie maximale (voir chapitre 3) dès que la taille d’échantillon est
supérieure à 6 (Deville, 1993).

1.2 L’asymptotique en théorie des Sondages

Pour déterminer la précision de l’estimateur θ̂ d’un paramètre θ, on utilise
souvent la notion d’intervalle de confiance. On détermine (ou plus exacte-
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ment, on estime) un intervalle, généralement centré sur l’estimateur θ̂, et
contenant la vraie valeur du paramètre avec un niveau de confiance (on parle
encore de taux de couverture) fixé. Produire un intervalle de confiance
suppose de connaître, même de façon approchée, la loi asymptotique de l’es-
timateur θ̂.

1.2.1 Le théorême central-limite

Nous commençons par rappeler une forme de base du théorême central-limite
dans le cas d’une population infinie.

Théorème 1.6. Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoire i.i.d. On sup-
pose que µ = E(Xi) et σ2 = V (Xi) existent. Alors Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi suit

asymptotiquement une loi normale.

Démonstration. Voir par exemple Feller (1966).

Pour une suite de variables aléatoires indépendantes, il est donc possible
de connaître la loi asymptotique de la suite des sommes partielles. Dans le
cadre d’un sondage, si les unités sont sélectionnées indépendamment, il est
possible d’invoquer un résultat de ce type pour établir la loi asymptotique
du π-estimateur. Cependant, la sélection des unités dans l’échantillon se fait
dans la plupart des cas de façon dépendante : pour que l’échantillonnage soit
efficace, on s’interdit en particulier de sélectionner plusieurs fois un même
individu dans l’échantillon (on montre par exemple que le sondage aléatoire
simple sans remise est plus efficace que le sondage aléatoire simple avec re-
mise). Dans ce cas, les résultats classiques ne sont pas applicables.

Dans le cadre d’une population finie, un théorême central limite a été dé-
montré pour certains plans de sondage. Indépendamment, Erdös and Renyi
(1959) et Hájek (1960) l’ont établi pour le sondage aléatoire simple sans re-
mise. La population U est vue ici comme un élément d’une suite croissante
de populations, notée (Uν) ; la taille de la population N et la taille n de
l’échantillon sont également extraites de deux suites croissantes (Nν) et (nν),
donnant respectivement la taille de la population Uν et la taille de l’échan-
tillon sélectionné dans Uν . L’échantillon Sν est extrait de Uν avec un taux de
sondage fν = nν/Nν . On note respectivement ȳν et µyν la moyenne simple
de la variable yν sur l’échantillon Sν et sur la population Uν . On note Sνy la
dispersion de la variable yν sur la population Uν .
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Théorème 1.7. Hájek (1960)

On suppose que nν →∞, et Nν −nν →∞ quand ν →∞. Alors, dans le cas
d’un sondage aléatoire simple

√
nν

(ȳν − µyν)√
1− fνSνy

→d N (0, 1) quand ν →∞

si et seulement si la suite (Yνj) vérifie la condition de Lindeberg-Hájek

limν→∞
∑
Tν(δ)

yνj − µyν

(Nν − 1)S2
νy

= 0 quel que soit δ > 0

où Tν(δ) désigne l’ensemble des unités de U pour lesquelles

|yνj − µyν |/
√

1− fνSνy > δ
√

nν .

En ce qui concerne les plans de sondage à probabilités inégales, la normalité
asymptotique a essentiellement été étudiée pour les tirages réjectif et succes-
sif. Le tirage réjectif peut être vu comme un tirage poissonien conditionnel à
la taille (voir chapitre 3), mais également comme un tirage avec remise avec
des probabilités αi, conditionné par le fait que toutes les unités sélectionnées
soient distinctes (Hájek, 1964). Le tirage successif (Rosen, 1972a) consiste à
échantillonner les unités avec remise avec des probabilités αi : si une unité
est sélectionnée deux fois, le doublon est rejeté et le tirage continue jusqu’à
obtenir n unités distinctes. Hájek (1964) a démontré la normalité asymp-
totique du π-estimateur de total dans le cas d’un tirage réjectif, et Rosen
(1972a,b) obtient un résultat similaire pour le tirage successif. La norma-
lité asymptotique de l’estimateur de la moyenne dans le cas d’un sondage
aléatoire simple stratifié a été discutée par Bickel and Freedman (1984) et
Krewski and Rao (1981). Dans le cas d’un tirage multi-degrés, Sen (1980,
1988) établit la normalité asymptotique d’un estimateur de type Horvitz-
Thompson pour un échantillonnage successif des unités du premier degré.
Isaki and Fuller (1982) proposent également un cadre asymptotique souvent
utilisé comme référence, voir aussi Fuller and Isaki (1981). Une présentation
plus détaillée de ces résultats est donnée dans Thompson (1997).

1.2.2 Développements d’Edgeworth

Le théorême central-limite établit qu’asymptotiquement, la fonction de ré-
partition du π-estimateur est proche de celle d’une loi normale. C’est un
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résultat au premier ordre, car il ne donne pas d’ordre de grandeur de l’erreur
obtenue en utilisant cette approximation.

On peut obtenir des approximations à des ordres plus grands en utilisant les
développements d’Edgeworth, dont on trouvera une présentation détaillée
dans Hall (1992) et Thompson (1997). Soient X1, . . . , Xn n variables aléa-
toires i.i.d., admettant des moments finis jusqu’à l’ordre 4. La moyenne est
notée θ = µ et la variance σ2. On suppose que la moyenne standardisée
Zn = n1/2(X̄ − θ)/σ admet une fonction de densité f . Alors

f(x) = φ(x)

{
1 +

κ3

3!
h3(x) +

κ4

4!
h4(x) +

κ2
3

2(3!)2
h6(x)

}
+ o(n−1)

où φ(.) désigne la fonction de densité de la loi normale centrée réduite, κr

le cumulant d’ordre r de la distribution de densité f et les hj(.) sont des
polynômes d’Hermite, définis par

hj(x) = (−1)jφ(j)(x)/φ(x)

avec φ(j)(.) la dérivée jème de φ(.). On a en particulier :

h1(x) = x
h2(x) = x2 − 1
h3(x) = x3 − 3x
h4(x) = x4 − 6x2 + 3
h5(x) = x5 − 10x3 + 15x
h6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

On en déduit un développement analogue pour la fonction de répartition de
Zn :

P(Zn ≤ x) = Φ(x)− φ(x)

{
κ3

3!
h2(x) +

κ4

4!
h3(x) +

κ2
3

2(3!)2
h5(x)

}
+ o(n−1)

Sous certaines hypothèses, on peut obtenir des expansions à des ordres su-
périeurs ; on peut également dériver des formules analogues pour des estima-
teurs plus complexes que la moyenne simple (Hall, 1992).

Dans le cadre d’une population finie, la dépendance entre les tirages des uni-
tés rend délicate la construction de tels développements. Pour le sondage
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aléatoire simple, ce problème a été étudié par Robinson (1978), Babu and
Singh (1985) et plus récemment par Bloznelis and Götze (2001, 2002). Voir
également Sugden and Smith (1997) et Sugden et al. (2000). Sous une condi-
tion technique, qui est vérifiée en particulier si les valeurs de la variable d’in-
térêt y sur la population sont des réalisations i.i.d. d’une variable aléatoire
ayant une densité et des moments finis jusqu’à l’ordre 5, Robinson (1978)
(voir également Thompson (1997)) établit que la fonction de répartition de
la moyenne standardisée

Zn =
ȳ − Ȳ√

(1− f)S2
y/n

admet le développement

P(Zn ≤ x) = Φ(x) +
p1(x)φ(x)

n1/2
+

p2(x)φ(x)

n
+ O(n−3/2)

avec
p1(x) = −γ1

6

1− 2f√
1− f

(x2 − 1),

p2(x) =

{
−γ2

1− 6f(1− f)

24(1− f)
+

f

4

}
(x3−3x)− γ2

1

72

(1− 2f)2

√
1− f

(x5−10x3 +15x),

γ1 =
µ(3)

σ3
y

,

γ2 =
µ(4)

σ4
y

− 3,

σ2
y =

N − 1

N
S2

y =
1

N

∑
k∈U

(yk − Ȳ )2,

µ(r) =
1

N

∑
k∈U

(yk − Ȳ )r.

Un développement analogue pour la fonction de répartition de la moyenne
studentisée

Un =
ȳ − Ȳ√

(1− f)s2
y/n
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est donné par exemple dans Sugden et al. (2000) :

P(Un ≤ x) = Φ(x) +
q1(x)φ(x)

n1/2
+

q2(x)φ(x)

n
+ O(n−3/2)

avec
q1(x) = γ1

{
1

2

√
1− f +

1

3

1− f/2√
1− f

(x2 − 1)

}
,

q2(x) = x
[
γ2

{
2−6f+3f2

24(1−f)
(x2 − 3)− 1

2
f
}
−
{
1 + 1

4
(x2 − 3)

}
− γ2

1

{
1− f + 2−f

3
(x2 − 3) + (1−f/2)2

18(1−f)
(x4 − 10x2 + 15)

}]
.

Les conditions précises de validité sont discutées dans Thompson (1997).

1.2.3 Discussion

A l’heure actuelle, la normalité asymptotique n’est strictement établie que
pour un nombre limité de plans de sondages, évoqués ci-dessus, et des dé-
veloppements plus fins de type Edgeworth ne sont disponibles que pour le
sondage aléatoire simple. D’autre part, dans une situation pratique d’enquête,
le sondeur est souvent confronté à des mécanismes aléatoires non maîtrisés
(tels que la non-réponse partielle ou totale de certains individus enquêtés)
dont l’influence sur le comportement asymptotique des estimateurs est diffi-
cile à prendre en compte.

Cela signifie t-il qu’il faut renoncer à définir des intervalles de confiance ? Evi-
demment non. Même si elle n’est pas totalement validée sur le plan théorique,
de nombreuses études empiriques par simulations ont démontré le bien-fondé
de l’hypothèse de normalité dans des situations réalistes, voir par exemple
Särndal et al. (1992) page 276. Une pratique courante consiste à utiliser le
cadre asymptotique de Fuller and Isaki (1981) et Isaki and Fuller (1982),
où les tailles de la population et de l’échantillon tendent vers l’infini (pour
simplifier les notations, on omettra l’indice ν), en supposant que pour toute
variable vectorielle x les hypothèses suivantes sont vérifiées :

H1 : N−1n → f ∈ ]0, 1[
H2 : N−1tx a une limite finie
H3 : N−1(t̂xπ − tx) → 0 en probabilité
H4 : n1/2N−1(t̂xπ − tx) → N (0, Σ) en loi
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Comme nous venons de le souligner, il est difficile de disposer de résultats
asymptotiques, même au premier ordre, dans un cadre réaliste. Le comporte-
ment d’une méthode de Bootstrap au second ordre, pour un plan de sondage
de référence tel que le sondage aléatoire simple, est une propriété appréciable
mais non suffisante. Il nous semble qu’une bonne méthode d’estimation de
précision devrait fournir une estimation consistante de variance pour une
gamme étendue de plans de sondage, mettant en jeu des techniques usuelles
telles que l’échantillonnage à probabilités inégales, l’échantillonnage équili-
bré, l’échantillonnage multidegrés, l’imputation ou les méthodes de calage.

1.3 Méthodes de calcul de précision
Les formules présentées en 1.1.4 ne permettent d’estimer effectivement la va-
riance que dans le cas d’une fonctionnelle linéaire, estimée à l’aide des poids
de sondage. Or, on peut s’intéresser à des fonctionnelles non linéaires, de
type ratios ou corrélations, voire à des fonctionnelles plus complexes de type
indices, par exemple dans des études économiques sur la pauvreté. D’autre
part, l’estimateur naturel de Horvitz-Thompson est généralement redressé,
pour améliorer la précision et/ou tenir compte de la non-réponse.

Nous présentons dans cette section quelques techniques classiques permettant
de calculer la précision d’un estimateur complexe. Une présentation synthé-
tique est donnée dans Wolter (2007). Voir également Deville (1987), Kovar
et al. (1988), Rao et al. (1992), Shao and Tu (1995) et Davison and Sardy
(2007). Dans la suite de ce texte, nous dirons qu’un estimateur de variance
est consistant s’il restitue la vraie variance asymptotiquement sans biais.

1.3.1 La technique de linéarisation

La linéarisation est probablement la technique la plus générale actuellement
disponible pour l’estimation de variance. Elle est utilisable pour une gamme
très étendue de statistiques (voir ce qui suit). Elle ne nécessite que de dispo-
ser d’une estimation analytique de variance pour un estimateur de total, ce
qui est accessible avec de nombreux logiciels (tels le logiciel POULPE utilisé
à l’Insee) y compris pour des plans de sondage très complexes. La prise en
compte d’un plan de sondage complexe est plus délicate avec les méthodes
réplicatives (Jackknife, demi-échantillons équilibrés ou Bootstrap).
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La linéarisation de Taylor est applicable lorsque le paramètre θ à estimer
peut être exprimé comme une fonction explicite de totaux

θ = f(ty1 , . . . , typ)

où f est supposée dérivable. Supposons que l’on estime θ à l’aide de son
estimateur par substitution

θ̂ = f(t̂y1π, . . . , t̂ypπ)

où chaque total est remplacé par son π-estimateur. La méthode consiste à
approcher θ̂ par un estimateur linéaire θ̂0 obtenu à l’aide de la linéarisation
de Taylor de la fonction f au point (ty1 , . . . , typ). Plus précisément :

θ̂ ' θ̂0 = θ +

p∑
i=1

ai(t̂yiπ − tyi
)

avec ai = ∂f
∂ui
|(u1,...,up)=(ty1 ,...,typ ). La variance de θ̂ est approchée par celle de

θ̂0.

Propriété 1.8. Särndal et al. (1992)

Avec les notations précédentes, la variance approchée de θ̂ est égale à

Vapp(θ̂) =
∑
k,l∈U

(πkl − πkπl)
uk

πk

ul

πl

avec uk =
∑p

i=1 aiyki, et un estimateur consistant de variance est donné par

V̂ (θ̂) =
∑
k,l∈S

πkl − πkπl

πkl

ûk

πk

ûl

πl

avec ûk =
∑p

i=1 âiyki, âi s’obtenant de ai en remplaçant chaque total par le
π-estimateur correspondant.

Démonstration. Voir par exemple Krewski and Rao (1981).
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Il existe des méthodes permettant de mettre à profit la linéarisation de Tay-
lor pour produire des intervalles de confiance de fonctionnelles fortement non
linéaires de type médiane (Woodruff, 1952; Kuk, 1988) ; mais cette technique
n’est utilisable pour l’estimation de variance que dans le cas d’une fonction
explicite de totaux.

Pour résoudre ce problème, Deville (1999) a proposé une approche plus gé-
nérale basée sur la fonction d’influence ; voir également Goga et al. (2007).
Supposons que dans la population U , un échantillon S ait été sélectionné se-
lon un plan de sondage p quelconque, affectant la probabilité d’inclusion πk à
l’individu k de U . On note M la mesure qui place une masse unité sur l’unité
k de U . De nombreux paramètres peuvent êre vus comme des fonctionnelles
de M , par exemple un total

ty =

∫
ydM,

un ratio
ty/tx =

∫
ydM/

∫
xdM,

le fractile tα d’ordre α

tα = Inf{x ; F (x) ≥ α} avec F (x) =
1

N

∑
k∈U

δyk≤x

ou un indice de Gini (hors constante)

G =

∫
yTydM

N
∫

ydM
avec Tz =

∫
δ.≤zdM.

Définition 1.3. Deville (1999)

La fonction d’influence d’une fonctionnelle θ(M) au point k est définie (sous
réserve d’existence) par

Iθk(M) = lim
ε→0

θ(M + εδk)− θ(M)

ε

Cette définition diffère de la définition classique de la fonction d’influence
(Hampel et al., 1985), en raison de la masse totale de la mesure M , souvent
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inconnue. Selon le principe de Horvitz-Thompson, la mesure M est estimée
par sa "mesure par substitution" M̂ , qui place une masse 1/πk sur chaque
unité k de l’échantillon S. La fonctionnelle θ(M) est estimée par θ(M̂) = θ̂.

Définition 1.4. Deville (1999)

La variable linéarisée de la fonctionnelle θ(M), notée uk, est égale à la fonc-
tion d’influence de θ(M) au point k :

uk = Iθk(M)

Le résultat suivant donne une approximation de variance pour l’estimateur
θ(M̂). Nous nous plaçons dans le cadre asymptotique introduit en 1.2.3, et
nous supposerons de plus que

H5 : θ est homogène de degré β, i.e. quel que soit r > 0 : θ(rM) = rβθ(M)

H6 : limN→∞N−βθ(M) < ∞
H7 : θ(M) est Fréchet différentiable

Théorème 1.9. Deville (1999)

Sous les hypothèses H1−H7, l’estimateur par substitution θ(M̂) est linéari-
sable et

n1/2N−β
(
θ(M̂)− θ(M)

)
= n1/2N−β

∫
Iθk(M)d(M̂ −M) + op(1)

= n1/2N−β
∑

k∈U uk(1/πk − 1) + op(1)

avec uk = Iθk(M).

On peut donc approcher V (θ̂) par

Vapp(θ̂) =
∑
k,l∈U

(πkl − πkπl)
uk

πk

ul

πl

et un estimateur consistant de variance est donné par

V̂lin(θ̂) =
∑
k,l∈S

πkl − πkπl

πkl

ûk

πk

ûl

πl

où ûk s’obtient en remplaçant dans uk chaque fonctionnelle inconnue par son
estimateur par substitution.
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En pratique, une statistique sera généralement homogène de degré 1 (cas
d’un total), de degré 0 (cas d’un ratio et d’un paramètre sans dimension), et
parfois de degré 2.

1.3.2 Le Jackknife

Le Jackknife a été introduit par Quenouille (1949a,b) pour l’estimation du
biais d’une statistique. Tukey (1958) l’a proposé comme une méthode géné-
rale d’estimation de variance. L’idée consiste à supprimer dans l’échantillon
d’origine des groupes d’individus, et à recalculer la statistique d’intérêt sur
les individus restants. La dispersion des statistiques Jackknife est alors utili-
sée comme estimateur de variance. On trouvera une présentation synthétique
des méthodes de Jackknife adaptées au cas d’une population finie dans Da-
vison and Sardy (2007), et plus détaillée dans Shao and Tu (1995).

Supposons que l’on dispose d’un échantillon X1, . . . , Xn i.i.d.. On s’intéresse à
la précision d’un estimateur θ̂ = g(Xn) d’un paramètre θ, où Xn = 1

n

∑n
i=1 Xi.

Le Jackknife simple consiste à supprimer à tour de rôle chaque individu de
l’échantillon. On obtient ainsi n statistiques Jackknife θ̂1, . . . , θ̂n, avec

θ̂i = g(Xn,i) et Xn,i =
nXn −Xi

n− 1
.

Le biais est estimé par

(n− 1)(θ̂n − θ̂) avec θ̂n =
1

n

n∑
i=1

θ̂i

et la variance par
n− 1

n

n∑
i=1

(
θ̂i − θ̂n

)2

.

Ces estimateurs sont consistants si la fonction g est continument différen-
tiable (Shao and Tu, 1995, théorême 2.1). De façon plus générale, on montre
que le Jackknife simple fournit une estimation consistante de variance si la
statistique est suffisamment lisse. En revanche, il est inconsistant pour l’es-
timation de précision de quantiles ou d’estimateurs basés sur les quantiles
(Efron, 1982). Pour remédier à ce problème, Wu (1986, 1990) propose une
généralisation appelée le delete-d Jackknife. La statistique Jackknife est ob-
tenue en supprimant non plus une observation, mais un échantillon de taille
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d. Shao and Wu (1989) montrent que le delete-d Jackkine est consistant pour
l’estimation de précision de quantiles si d →∞ quand n →∞.

L’utilisation du Jackknife est complexe dans le cadre d’une population finie.
Dans le cas d’un sondage aléatoire simple (éventuellement stratifié), l’esti-
mateur Jackknife de variance doit être ajusté car il ne capte pas la correction
de population finie. Un estimateur Jackknife de variance, proche de l’estima-
teur obtenu par linéarisation, est proposé par Berger and Rao (2006) dans
le cas d’un plan à probabilités inégales. Dans le cas d’un tirage multidegrés,
le Jackknife simple conduit à supprimer tour à tour chaque unité primaire
(Rao and Wu, 1985) ; le nombre de recalculs peut être important si la taille
d’échantillon est grande. Voir également Rao and Tausi (2004) pour une ap-
proche par les fonctions estimantes. Pour obtenir une estimation consistante
pour des quantiles, on peut utiliser le delete-d Jackknife (d devant être d’au-
tant plus grand que la statistique est moins lisse), mais le fardeau de calcul
est encore plus lourd. Une méthode consiste à scinder la population en blocs
de d unités, et de supprimer tour à tour chacun de ces blocs (Krewski and
Rao, 1981; Shao and Tu, 1995).

1.3.3 Les demi-échantillons équilibrés

La méthode des demi-échantillons équilibrés (Mac Carthy, 1969) a été à
l’origine développée dans le cas d’un plan de sondage stratifié, avec tirage
de deux unités primaires avec remise dans chaque strate. Dans ce cas, un
demi-échantillon est obtenu en prélevant un individu dans chaque strate dans
l’échantillon de départ. On recalcule ainsi 2H demi-échantillons, où H désigne
le nombre de strates.

Pour limiter la charge de calcul, on peut prélever un nombre restreint de
demi-échantillons choisis de façon équilibrée, i.e. tels que

R∑
r=1

αhrαkr = 0 pour tous h 6= k = 1 . . . H

où R désigne le nombre de demi-échantillons, αhr vaut 1 si la première unité
de la strate h est sélectionnée dans le demi-échantillon r et −1 sinon. Autre-
ment dit, les unités de chaque strate se retrouvent le même nombre de fois
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dans les R demi-échantillons. L’estimateur de variance est alors

R−1

R∑
r=1

(θ̂r − θ̂)2

où θ̂r désigne la statistique θ̂ calculée à partir du demi-échantillon r. Cette
méthode donne une estimation de variance consistante, y compris pour des
estimateurs basés sur des quantiles (Krewski and Rao, 1981; Shao and Wu,
1992; Shao and Rao, 1994). Les demi-échantillons équilibrés peuvent être
construits à l’aide de matrices de Hadamard (Wolter, 1985).

Comme pour le Jackknife, la méthode des demi-échantillons équilibrés ne
permet pas de capter la correction de population finie dans le cas d’un son-
dage aléatoire simple sans remise ; une correction, analogue à celle proposée
par Rao and Wu (1988) pour le Bootstrap, a été suggérée par Wu (1991). Des
adaptations sont également disponibles dans le cas général où l’on tire plus
de deux individus dans chaque strate (Rao and Shao, 1996), mais la mise en
oeuvre peut être délicate (Davison and Sardy, 2007).

1.3.4 Le Bootstrap

Le Bootstrap est sans doute la méthode d’estimation de précision par réplica-
tion la plus générale. Elle a été initialement proposée par Efron (1979) dans
le cadre d’une population infinie. Nous proposons ici un bref aperçu de la mé-
thode de Bootstrap de base. Nous détaillerons dans les chapitres suivants les
différentes adaptations du Bootstrap au cas d’un sondage en population finie.

Depuis l’article fondateur d’Efron, de nombreux ouvrages ont été consacrés
au Bootstrap ; Hall (1992), Efron and Tibshirani (1993), Shao and Tu (1995)
et Davison and Hinkley (1997) sont parmi les principales références. Ces
deux derniers ouvrages présentent une revue des principales méthodes de
Bootstrap en population finie. Sur ce sujet, voir également Deville (1987),
Presnell and Booth (1994), Nigam and Rao (1996) et Lahiri (2003).

Principe de la méthode

Soit un échantillon X1, . . . , Xn i.i.d. et distribué selon une loi F inconnue.
Supposons que l’on souhaite estimer un paramètre θ(F ). Alors, selon un
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principe de plug-in, θ(F ) est estimé par θ(F̂ ), obtenu en remplaçant F par
la fonction de répartition empirique F̂ calculée sur l’échantillon. Si θ(F̂ ) ne
peut être calculé directement, on peut l’approcher par simulations : soient
(X∗

1b, . . . , X
∗
nb)b=1...B B échantillons sélectionnés indépendamment selon la loi

F̂ conditionnellement à l’échantillon de départ (X1, . . . , Xn). On obtient ainsi
une approximation de Monte-Carlo

1

B

B∑
b=1

θ(F̂ ∗b)

pour θ(F̂ ), où F̂ ∗b désigne la fonction de répartition empirique calculée sur
le rééchantillon (X∗

1b, . . . , X
∗
nb). On peut ainsi fournir une estimation Boots-

trap du biais d’un estimateur, ou de sa variance. Notons que par rapport au
Jackknife de base, le Bootstrap présente l’avantage d’être consistant, sous de
faibles hypothèses, pour l’estimation de précision d’un paramètre non lisse
de type fractile.

Intervalle de confiance

Le Bootstrap permet également de donner une estimation de la fonction de
répartition dans son ensemble. Intéressons-nous à la fonction de répartition
d’une variable aléatoire R(X1, . . . , Xn, F ), que l’on note

HF (x) = P(R(X1, . . . , Xn, F ) ≤ x).

En suivant le principe de plug-in, HF (x) est estimé par

HF̂ (x) = P(R(X∗
1 , . . . , X

∗
n, F̂ ) ≤ x|(X1, . . . , Xn))

où (X∗
1 , . . . , X

∗
n) est un échantillon i.i.d. tiré selon la loi F̂ . Là encore, HF̂ (x)

peut être approché via des méthodes de Monte-Carlo par

1

B

B∑
i=1

I(R(X∗
1i, . . . , X

∗
ni, F̂ ) ≤ x)

où les échantillons (X∗
1b, . . . , X

∗
nb) sont sélectionnés indépendamment selon

la loi F̂ . On peut ainsi produire des intervalles de confiance Bootstrap pour
une statistique. Dans la suite, nous nous intéresserons principalement à deux
techniques largement utilisées : la méthode des percentiles (Efron, 1981), et
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la méthode du t-Bootstrap (Efron, 1982).

La méthode des percentiles utilise directement l’estimation de la fonction de
répartition donnée par le Bootstrap. Soit θ(F ) un paramètre estimé par θ(F̂ ),
θ(F̂ ∗) son équivalent Bootstrap calculé sur un rééchantillon (X∗

1 , . . . , X
∗
n) et

Gboot(x) = P(θ(F̂ ∗) ≤ x|X1, . . . , Xn).

Alors on utilise comme intervalle de confiance de niveau 1 − 2α pour θ,
l’intervalle [

G−1
boot(α), G−1

boot(1− α)
]
.

Là encore, Gboot(.) peut être approchée à l’aide de simulations : pratiquement,
on sélectionne B rééchantillons sur chacun desquels la statistique Bootstrap
θ(F̂ ∗) est calculée. Ces estimateurs Bootstrap sont ordonnés par ordre crois-
sant, et l’intervalle de niveau 1 − 2α est obtenu en supprimant les B α sta-
tistiques Bootstrap les plus faibles et les B α statistiques Bootstrap les plus
fortes.
Cette méthode est simple et intuitive, mais Shao and Tu (1995) soulignent
qu’à moins que la taille d’échantillon ne soit grande, elle peut être nettement
plus imprécise que des techniques telles que le t-Bootstrap. Des variantes
ont été proposées, telles que le Bootstrap bias-corrected percentile (Efron,
1981; Schenker, 1985), ou le Bootstrap accelerated bias-corrected percentile
(Efron, 1987; DiCiccio and Tibshirani, 1987; Konishi, 1991). L’examen de
ces variantes dans le cas d’une population finie ne sera pas discuté ici, et
nous nous restreindrons à la méthode des percentiles de base qui a tout de
même l’avantage de fournir un bon compromis entre précision et fardeau de
rééchantillonnage.

La méthode du t-Bootstrap passe par une estimation de la statistique stu-
dentisée

T (F, F̂ ) = (θ(F̂ )− θ)/

√
v(θ(F̂ )),

où v(θ(F̂ )) désigne un estimateur de variance de θ(F̂ ). La version Bootstrap
de la statistique studentisée est

T (F̂ , F̂ ∗) = (θ(F̂ ∗)− θ(F̂ ))/

√
v∗(θ(F̂ ∗))

où v∗(θ(F̂ ∗)) désigne un estimateur de variance de θ(F̂ ∗). On notera que,
en vertu du principe de plug-in, l’estimateur de variance v(θ(F̂ )) (associé
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à θ(F̂ )) qui apparaît dans la statistique studentisée est remplacé dans la
version Bootstrap de cette statistique studentisée par un autre estimateur
de variance v∗(θ(F̂ ∗)) associé à θ(F̂ ∗), et non par une approximation de la
variance de θ(F̂ ∗). Un intervalle de confiance t-Bootstrap de niveau 1−α est
donné par [

θ(F̂ )− t∗U

√
v(θ(F̂ )), θ(F̂ )− t∗L

√
v(θ(F̂ ))

]
où t∗L et t∗U désignent respectivement les fractiles d’ordre α et 1 − α de
T (F̂ , F̂ ∗). Hall (1986, 1988) établit que le t-Bootstrap est exact au second
ordre (c’est à dire qu’il permet d’avoir une approximation de la fonction de
répartition de θ(F̂ ) qui restitue les deux premiers du développement d’Edge-
worth de cette fonction de répartition) dans le cas où θ(F ) est une fonction
lisse de moyennes.

Le t-Bootstrap n’est en revanche pas exact au second ordre pour des pa-
ramètres non lisses de type fractile, et peut dans ce cas se révéler moins
précis que la méthode des percentiles. D’autre part, s’il n’est pas possible de
produire un estimateur direct v∗(θ(F̂ ∗)), le t-Bootstrap nécessite d’itérer le
Bootstrap, c’est à dire pour chaque rééchantillon (X∗

1 , . . . , X
∗
n) de rééchan-

tillonner selon la loi F̂ ∗ afin de produire un estimateur de variance pour le
calcul de la statistique Bootstrap studentisée. Cela demande un temps de
calcul très important. Une alternative suggérée par Sitter (1992) consiste à
utiliser un estimateur Jackknife de variance pour v∗(θ(F̂ ∗)) ; on peut égale-
ment utiliser la technique de linéarisation (Deville, 1999), ce que l’on fera
dans certaines simulations pour obtenir des approximations d’intervalles de
confiance de type t-Bootstrap.

Cas d’une population finie

L’adaptation du Bootstrap au cas d’une population finie a suscité une littéra-
ture abondante, depuis l’article de Gross (1980) ; sans prétendre à l’exhausti-
vité, nous présenterons des méthodes proposées depuis lors dans les chapitres
suivants. Il est important de souligner la parenté entre le principe de plug-in
en population infinie, et le principe d’estimation de Horvitz-Thompson en
population finie, présenté aux paragraphes 1.1.3 et 1.3.1 ; la mesure M joue
le rôle de la loi inconnue F , que l’on estime par la mesure M̂ =

∑
k∈S δk/πk

calculée sur l’échantillon en tenant compte des poids de Horvitz-Thompson.
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Comme nous l’avons souligné précedemment, les enquêtes sont généralement
entachées de non-réponse (partielle ou totale) qui détériorent l’échantillon-
nage d’origine. S’il est possible d’obtenir des résultats de validité au second
ordre dans le cas idéal où tout l’échantillon sélectionné est effectivement en-
quêté, ces résultats sont plus délicats à justifier dans une situation pratique
où des phénomènes complexes de non-réponse entrent en jeu. En particulier,
il ne paraît pas évident de justifier d’une plus grande pertinence du Boots-
trap par rapport à l’approximation normale. D’autre part, des techniques
telles que la linéarisation constituent des outils très généraux, disponibles
sous forme de logiciels et largement utilisés. Dans ce cas, quelle utilité pour
des méthodes de Bootstrap en population finie ?

On peut d’abord noter que, même si la validation théorique du Bootstrap
en population finie pose des difficultés, de nombreuses simulations montrent
le bon comportement d’une méthode de Bootstrap judicieusement choisie,
et des taux de couverture théoriques souvent mieux respectés qu’avec l’ap-
proximation normale pour des paramètres non lisses de type fractiles. Nous
montrerons également dans les chapitres suivants qu’une méthode de Boots-
trap basée sur le principe de π-estimation permet d’obtenir une estimation
consistante de variance pour une gamme étendue de plans de sondage.

D’autre part, une technique telle que la linéarisation suppose de pouvoir
retracer l’ensemble du plan de sondage ; or, la chaîne de traitements d’une
enquête sépare généralement le concepteur et l’utilisateur, ce dernier ne dis-
posant que du fichier d’enquête éventuellement muni d’une variable de poids
synthétisant les différents traitements (échantillonnage, traitement de la non-
réponse, redressement, ...). Le calcul par le concepteur de poids Bootstrap
(issus par exemple d’une méthode de type percentile) adjoints au fichier d’en-
quête fournirait à l’utilisateur un moyen simple de calcul de précision, pour
n’importe quel domaine de l’enquête. Enfin, certaines enquêtes mettent en
jeu une stratégie (échantillonnage et estimation) complexe, dont la précision
est délicate à évaluer avec la linéarisation ; le Bootstrap peut alors fournir une
alternative intéressante (voir le chapitre 6), bien qu’il soit dans ce cas davan-
tage fondé sur des principes de bon sens plutôt que sur une démonstration
rigoureuse.
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Chapitre 2

Bootstrap pour le sondage
aléatoire simple

Malgré sa relative simplicité, le sondage aléatoire simple est fondamental car
il est à la base de plans de sondage plus complexes et très utilisés en pra-
tique, alliant la stratification et le tirage multidegrés. D’où son importance
dans la littérature et la littérature Bootstrap en particulier, et les nombreuses
méthodes qui ont été proposées pour estimer la précision d’un échantillon
aléatoire simple.

L’objectif de ces méthodes peut être résumé en quelques mots : capter la cor-
rection de population finie, c’est à dire le gain obtenu en échantillonnant sans
remise plutôt qu’avec remise. Cette correction n’est généralement pas captée
par le Bootstrap d’ Efron (1982), voir par exemple Mac Carthy and Snowden
(1985). D’où les nombreux algorithmes proposés, que l’on peut en suivant la
classification suggérée par Presnell and Booth (1994) répartir schématique-
ment en deux groupes : les méthodes "ad-hoc", se calant explicitement
sur l’estimateur de variance dans le cas linéaire, et les méthodes de type
plug-in, faisant intervenir un principe de substitution similaire à celui de la
théorie classique. Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons la notation [x]
pour désigner l’entier le plus proche de x. La valeur [x − 1/2] correspondra
donc à la partie entière de x.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. En section 1, nous effectuons
quelques rappels sur le sondage aléatoire simple. En section 2, nous rappelons
les principales méthodes de Bootstrap proposées pour le sondage aléatoire

49



simple, et argumentons sur les avantages d’une méthode de type plug-in.
En section 3, nous proposons trois méthodes de Bootstrap visant à limiter
le fardeau de simulation, et nous testons ces méthodes à l’aide de quelques
simulations.

2.1 Rappels sur le sondage aléatoire simple

2.1.1 Définition

Un plan de sondage est dit simple si tous les échantillons de même taille ont
la même probabilité d’être sélectionnés. Le sondage aléatoire simple (sans
remise) de taille n, ici noté p, est un plan de sondage simple et de taille
fixe. Ces deux propriétés permettent de déterminer entièrement le plan de
sondage :

p(s) =

{
1/Cn

N si ]s = n
0 sinon

Les probabilités d’inclusion peuvent être déterminées exactement à tout ordre.
On établit en particulier la propriété suivante :

Propriété 2.1. Soit p un plan de sondage simple sans remise de taille n.
Alors :
→ πk = n

N
pour tout k ∈ U

→ πkl = n(n−1)
N(N−1)

pour tous k 6= l ∈ U

Démonstration. Voir Tillé (2001).

2.1.2 Estimation et calcul de précision

Compte tenu de la propriété précédente, le π-estimateur du total de y est
égal à N/n

∑
k∈s yk = Nȳ, où ȳ désigne la moyenne de la variable y sur

l’échantillon S. Par linéarité, µy est estimée sans biais par ȳ : dans un son-
dage aléatoire simple, la moyenne simple sur l’échantillon estime sans biais
la moyenne simple sur la population.

La précision de ȳ peut être calculée exactement.
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Propriété 2.2. Soit S un échantillon tiré selon un sondage aléatoire simple,
et ȳ la moyenne simple calculée sur l’échantillon. Alors :

V (ȳ) =
1− f

n
S2

y

où S2
y = 1/(N − 1)

∑
k∈U(yk − µy)

2 désigne la dispersion de la variable y sur
la population U .

Cette variance peut être estimée sans biais par

v(ȳ) =
1− f

n
s2

y

où s2
y = 1/(n− 1)

∑
k∈S(yk− ȳ)2 désigne la dispersion de la variable y sur S.

Démonstration. Voir Tillé (2001).

N est généralement grand en pratique, de sorte que S2
y est peu différent de

la variance (non corrigée) σ2
y = N−1

∑
k∈U(yk − µy)

2. Le terme 1− f , appelé
correction de population finie, représente le gain obtenu en échantillonnant
sans remise plutôt qu’avec remise. Ce gain peut être conséquent : par exemple,
dans le cas d’un tirage stratifié où l’on surreprésente certaines strates dans
lesquelles la variable d’intérêt est particulièrement dispersée.

2.2 Les méthodes de Bootstrap existantes
De nombreuses adaptations de la méthode d’Efron (1982) ont été proposées
dans le cas d’un sondage aléatoire simple sans remise. Le sondage aléatoire
simple "direct" est rarement utilisé, mais il sert de base à la construction de
plans de sondage plus complexes (plans stratifiés, plans à plusieurs degrés)
très employés en pratique ; cela explique l’importance du sondage aléatoire
simple dans la littérature sur le Bootstrap en population finie. Certaines des
méthodes présentées ci-dessous peuvent se généraliser à des plans à probabili-
tés inégales, nous y reviendrons dans les chapitres suivants. Nous présentons
ici les principales méthodes existantes dans le cas d’un sondage aléatoire
simple à un degré.

Dans la suite de ce chapitre, nous adopterons les notations suivantes. S dé-
signe un échantillon de taille n sélectionné par sondage aléatoire simple. La
moyenne simple de la variable y sur l’échantillon S est notée ȳ, et l’estimateur
sans biais de variance pour ȳ est noté v(ȳ).
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2.2.1 Le Bootstrap avec remise (Mac Carthy and Snow-
den, 1985)

Le Bootstrap avec remise (noté BWR), proposé par Mac Carthy and Snowden
(1985), est une transposition directe de la méthode classique de Bootstrap
au cas d’un échantillonnage sans remise en population finie. On sélectionne
dans S un rééchantillon S∗ de taille m selon un sondage aléatoire simple avec
remise.

On note ȳ∗ la moyenne simple de la variable y calculée sur le rééchantillon
S∗. Mac Carthy and Snowden (1985) établissent que :

E(ȳ∗|S) = ȳ

V (ȳ∗|S) =

(
1− 1

n

)
s2

y

m

Dans le cas où m = n, on retrouve la méthode de Bootstrap classique utilisée
pour le tirage avec remise. Si de plus f = 1/n, autrement dit si n2 = N ,
cette méthode permet de capter exactement la correction de population finie
et la méthode de Bootstrap estime sans biais la variance. Ce cas est rare en
pratique.

Dans le cas général, Mac Carthy and Snowden (1985) suggèrent de choisir
m = (n − 1)/(1 − f) afin de capter la correction de population finie. En
pratique, (n − 1)/(1 − f) peut être non entier. Sitter (1992b) suggère de
choisir aléatoirement entre les deux entiers les plus proches [(n− 1)/(1− f)]
et [(n− 1)/(1− f)] + 1, de façon à ce que l’estimation de variance soit, en
moyenne, non biaisée. Une alternative consiste à prendre m = n− 1, correc-
tion déjà suggérée par Efron (1982). On a alors :

V (ȳ∗|S) =
s2

y

n

Dans ce cas, la méthode ne capte pas la correction de population finie et la
variance est sur-estimée. Cependant, le biais dans l’estimation de variance
dépend de f et non de n. Quand le taux de sondage est faible, le sondage
simple sans remise est très proche du sondage simple avec remise : le BWR
peut alors se révéler compétitif par rapport à d’autres méthodes de Bootstrap
dont le biais dépend de n (ce qui peut être gênant pour un échantillon de
taille réduite).
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2.2.2 Le Rescaled Bootstrap (Rao and Wu, 1988)

Rao and Wu (1988) suggèrent d’utiliser le schéma précédent pour sélectionner
un rééchantillon s∗. Les valeurs prises par la variable y sur ce rééchantillon
sont alors réajustées afin de fournir une estimation sans biais de variance.

Théorème 2.3. Rao and Wu (1988)

Soit S∗ un rééchantillon sélectionné dans S selon un sondage aléatoire simple
avec remise de taille m. Pour k ∈ S∗, soient :

ỹk = ȳ +

[
m(1− f)

n− 1

]2

(yk − ȳ)

et
¯̃y∗ = 1/m

∑
k∈S∗ ỹk

= ȳ +
[

m(1−f)
n−1

]2
(ȳ∗ − ȳ)

Alors le Rescaled Bootstrap restitue les estimateurs sans biais habituels des
moments d’ordre 1 et 2, au sens où :

E(¯̃y∗|S) = ȳ

V (¯̃y∗|S) = v(ȳ)

Démonstration. Ce théorême résulte des identités

E(ȳ∗ − ȳ|S) = 0

et
V (ȳ∗ − ȳ|S) = V (ȳ∗|S) =

1

m

n− 1

n
s2

y

Notons que le résultat précédent est vrai pour m quelconque. Rao and Wu
(1988) montrent que le Rescaled Bootstrap (que l’on notera RB) fournit
une estimation consistante de variance pour un estimateur qui peut s’écrire
comme une fonction lisse de moyennes θ̂ = f(ȳ). Ils suggèrent d’utiliser

m =
1− f

(1− 2f)2

(n− 2)2

n− 1
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afin que le Bootstrap restitue l’estimateur sans biais du moment d’ordre 3.
Le terme de droite n’est généralement pas entier : il est possible d’introduire
une randomisation entre les deux entiers les plus proches, mais cela dété-
riore la stabilité du Bootstrap. Presnell and Booth (1994) et Sitter (1992a,b)
soulignent également que le réajustement peut conduire à des valeurs im-
possibles pour la statistique Bootstrappée. En particulier, une statistique
strictement positive peut avoir des répliques Bootstrap strictement négatives
avec ce schéma de rééchantillonnage.

2.2.3 Le Mirror-Match Bootstrap (Sitter, 1992b)

Sitter (1992b) propose un autre algorithme, où l’idée consiste à échantillonner
de façon répétée dans l’échantillon S, selon un sondage aléatoire simple de
taille n′, et à réunir les sous-échantillons obtenus jusqu’à obtenir un rééchan-
tillon S∗ de taille n∗ = k′n′, où k′ désigne le nombre de sous-échantillonnages
réalisés dans S.

Théorème 2.4. Sitter (1992b)

Soit n′ un entier tel que 1 ≤ n′ < n. On pose f ∗ = n′/n et k′ = n(1−f∗)
n′(1−f)

. k′

est supposé entier. On sélectionne dans S, de façon indépendante, k′ sous-
échantillons s∗1, . . . , s

∗
k′ de taille n′ par sondage aléatoire simple sans remise.

Soit S∗ obtenu en réunissant s∗1, . . . , s
∗
k′, et ȳ∗ la moyenne simple de la va-

riable y sur S∗. Alors le Mirror-Match Bootstrap restitue les estimateurs sans
biais habituels des moments d’ordre 1 et 2, au sens où :

E(ȳ∗|S) = ȳ

V (ȳ∗|S) = v(ȳ)

Démonstration. On note ȳ∗i la moyenne de la variable y sur le sous-échantillon
s∗i . On a :

ȳ∗ =
1

k′

k′∑
i=1

ȳ∗i

On en déduit que
E(ȳ∗|S) = E(ȳ∗i |S) = ȳ
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et par indépendance entre les k′ sous-échantillonnages

V (ȳ∗|S) = 1
k′

V (ȳ∗i |S)

= 1
k′

1−n′/n
n′

s2
y

= 1−f∗

n′k′
s2

y

= v(ȳ)

Dans la suite, cette méthode sera notée MMB. Sitter (1992b) suggère d’uti-
liser n′ = fn, c’est à dire sous-échantillonner avec le même taux de sondage
qu’au départ. Quand il est possible, ce choix est assez intuitif, car il permet
véritablement d’appliquer de façon répétée le plan de sondage de départ (au
sens du taux de sondage) dans l’échantillon S. D’autre part, ce choix permet
d’obtenir un rééchantillon S∗ de même taille que S, et de restituer l’estima-
teur sans biais du moment d’ordre 3. Mais comme le soulignent Presnell and
Booth (1994), fn est rarement entier, et il faut alors effectuer une randomi-
sation sur n′ et k′. Dans tous les cas, le calage sur l’estimateur sans biais du
moment d’ordre 3 est impossible si n2 ≤ N ; cette situation n’est pas rare en
pratique, notamment dans le cas particulier important d’un tirage stratifié
de taille 2 dans chaque strate.

Bien que généralement classée dans les méthodes de type Bootstrap, le MMB
peut être vu comme une adaptation du delete-d Jackknife (Wu, 1986, 1990).
Le sous-échantillonnage dans S avec le taux de sondage de départ f permet
de capter la correction de population finie, sans passer par des corrections a
posteriori que l’on applique généralement à l’estimateur de variance donné
par le Jackknife de base (Shao and Tu, 1995, page 238).

2.2.4 Le Bootstrap sans remise ou BWO (Gross, 1980)

Une autre méthode, proposée à l’origine par Gross (1980), consiste à repro-
duire les conditions initiales de tirage en constituant à l’aide de l’échantillon
S une pseudo-population U∗, image de la population d’origine, dans laquelle
le plan de sondage de départ est appliqué de façon répétée (d’où le nom de
Bootstrap populationnel que l’on rencontre parfois). Cet algorithme sera noté
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BWO.

Gross (1980) suppose que l’inverse du taux de sondage f−1 = N/n est entier.
Chaque élément de S est dupliqué 1/f fois pour créer une pseudo-population
U∗. On sélectionne alors dans U∗ un rééchantillon S∗, par sondage aléatoire
simple de taille n. On note ȳ∗ la moyenne simple de la variable y sur le
rééchantillon S∗.

Théorème 2.5. Mac Carthy and Snowden (1985)

Soit S∗ un rééchantillon sélectionné dans S selon l’algorithme de Gross.
Alors :

E(ȳ∗|S) = ȳ

V (ȳ∗|S) =
N(n− 1)

n(N − 1)
v(ȳ)

Démonstration. On a :

E(ȳ∗|S) = N−1
∑

k∈U∗ yk

= N−1 N
n

∑
k∈S yk

= ȳ

D’autre part, en utilisant la formule de variance d’un estimateur de moyenne
dans un sondage aléatoire simple :

V (ȳ∗|S) = 1−f
n

1
N−1

∑
k∈U∗(yk − ȳ)2

= 1−f
n

1
N−1

N
n

∑
k∈S(yk − ȳ)2

= N(n−1)
n(N−1)

v(ȳ)

Le Bootstrap de Gross restitue donc l’estimateur naturel de variance à un
facteur N(n−1)

n(N−1)

.
= n−1

n
près. Notons que ce biais se retrouve également dans le

Bootstrap classique (Efron (1982)).
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Intuitivement séduisant, le Bootstrap de Gross présente l’avantage d’obéir,
comme le Bootstrap d’Efron, à un véritable principe de plug-in, et n’est
donc pas uniquement motivé par un ajustement sur les estimateurs naturels
des premiers moments. On définit ici le principe de plug-in comme étant le
principe d’estimation de Horvitz-Thompson, présenté au chapitre précédent,
où la mesure

M =
∑
k∈U

δk

qui place une masse unité sur chaque individu k de U est estimée par sa
mesure par substitution

M̂ =
∑
k∈S

δk

πk

qui place une masse 1/πk sur chaque individu k de S (voir également 1.3.1).
Un paramètre θ(M) est donc remplacé par son estimateur par substitution
θ(M̂).

La méthode de Gross a été abondamment reprise et discutée dans la littéra-
ture ; sans prétendre à l’exhaustivité, nous présentons ci-dessous des variantes
qui ont été proposées pour tenir compte du cas (général) où N

n
n’est pas en-

tier. Dans ce cas, la constitution de U∗ n’est pas immédiate et passe par une
étape de randomisation (afin que chaque unité de l’échantillon soit dupliquée
en moyenne N/n fois) qui génère une variance parasite. Pour solutionner ce
problème, Booth et al. (1994) suggèrent comme principe de plug-in d’estimer
un paramètre θ = θ(M) par E (θ(M∗)|S), où

M∗ =
∑
k∈U∗

δk

désigne la mesure qui place une masse unité sur chaque unité de U∗.

Variante de Bickel and Freedman (1984) et Chao and Lo (1985)

Bickel and Freedman (1984) et Chao and Lo (1985) proposent, à chaque
étape du Bootstrap, de choisir entre dupliquer [N/n− 1/2] fois chaque unité
de S avec une probabilité α (on rappelle que [. − 1/2] donne la partie en-
tière), et dupliquer [N/n− 1/2] + 1 fois chaque unité, avec une probabilité
1− α. On prélève ensuite un échantillon S∗ par sondage aléatoire simple de
taille n dans la population U∗ ainsi constituée. Cette méthode, que l’on notera
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BFCL, coincide exactement avec le Bootstrap de Gross quand N/n est entier.

Mac Carthy and Snowden (1985) suggèrent de choisir α de façon à restituer
l’estimateur sans biais habituel v(ȳ), mais un tel choix n’est pas toujours
possible, notamment dans le cas où N/n est entier ; voir également Sitter
(1992a). Sinon, on peut toujours choisir α tel que

E (V (ȳ∗|U∗)|S) =
N(n− 1)

n(N − 1)
v(ȳ)

Variante de Booth et al. (1994)

Lors de la constitution de U∗, Booth et al. (1994) proposent de dupliquer
[N/n− 1/2] fois chaque unité de S, et de compléter les n× [N/n− 1/2] uni-
tés ainsi obtenues en sélectionnant un échantillon de taille r = N−n×bN/nc
dans S, pour obtenir finalement une pseudo-population U∗. On prélève en-
suite un échantillon S∗ par sondage aléatoire simple de taille n dans la po-
pulation U∗ ainsi constituée.

Avec cette méthode, que l’on notera BBH, Presnell and Booth (1994) montrent
que l’estimation Bootstrap de V ar(ȳ) est donnée par

E (V (ȳ∗|U∗)|S) =

[
1− r

N

(
1− r − 1

N − 1

)]
N(n− 1)

n(N − 1)
v(ȳ)

Là encore, cette variante coincide exactement avec la méthode de Gross
quand N/n est entier, i.e. quand r = 0.

Variante de Presnell and Booth (1994)

Presnell and Booth (1994) proposent de constituer la pseudo-population U∗

en sélectionnant dans S un échantillon de taille N , par sondage aléatoire
simple avec remise. Le rééchantillon S∗ est ensuite prélevé dans U∗ par son-
dage aléatoire simple de taille n.

Avec cette méthode, que l’on notera PB, Presnell and Booth (1994) montrent
que l’estimation Bootstrap de V ar(ȳ) est donnée par

E (V (ȳ∗|U∗)|S) =
n− 1

n
v(ȳ)
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Cette méthode ne coincide pas avec le Bootstrap de Gross dans le cas où N
n

est non entier.

2.2.5 Le Bootstrap pondéré (Bertail and Combris, 1997)

Toute procédure d’estimation de variance par rééchantillonnage peut être
vue comme un algorithme consistant à affecter aux individus de l’échantillon
d’origine S des poids aléatoires donnés par le résultat du rééchantillonnage.
Par exemple, avec la méthode de Gross (1980), le poids affecté à un individu
de S est égal au nombre de fois où l’une de ses réplications est sélectionnée
par rééchantillonnage dans U∗.

Bertail and Combris (1997) proposent d’appliquer dans le cadre d’une popu-
lation finie la méthode de Bootstrap pondéré (Lo, 1992; Mason and Newton,
1992; Barbe and Bertail, 1995). L’idée consiste à affecter directement aux
individus des poids aléatoires, sans passer par une procédure de rééchan-
tillonnage. Les premiers moments de ces poids sont choisis dans le but de
restituer les estimateurs sans biais habituels.

Théorème 2.6. Bertail and Combris (1997)

On note Wk le poids aléatoire affecté à l’individu k de S. On suppose que ces
poids vérifient les propriétés suivantes :

→ E(Wk) = 1
→ V (Wk) = 1− f
→ k 6= l ⇒ Cov(Wk, Wl) = − 1−f

n−1

On note ȳW = 1
n

∑
k∈S Wkyk. Alors

E(ȳW |S) = ȳ

V (ȳW |S) = v(ȳ)

Démonstration. On a :

E(ȳW |S) = 1
n

∑
k∈S E(Wk)yk

= ȳ
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D’autre part

V (ȳW |S) = 1
n2

∑
k∈S V (Wk)y

2
k + 1

n2

∑
k 6=l∈S Cov(Wk, Wl)ykyl

= 1−f
n

(
1
n

∑
k∈S y2

k − 1
n(n−1)

∑
k 6=l∈S ykyl

)
= v(ȳ)

Toutes les méthodes évoquées précedemment peuvent être vues comme des
cas particuliers du Bootstrap pondéré, les poids aléatoires affectés aux unités
de S étant donnés par la procédure de rééchantillonnage. Ici, les poids peuvent
être générés directement. Bertail and Combris (1997) donnent des méthodes
effectives pour générer des variables aléatoires dont les premiers moments
sont fixés ; voir également Devroye (1986).

2.2.6 Discussion

Nous nous plaçons dans le même cadre asymptotique que dans le chapitre
précédent, où n et N s’accroissent, mais le taux de sondage f reste borné. Les
résultats présentés s’étendent de façon immédiate au cas d’un tirage stratifié
sur un nombre fini de strates. Une autre asymptotique suppose que le nombre
H de strates s’accroît, alors que les tailles d’échantillon nh et les tailles de
strates Nh restent bornées. Ce second cadre, qui présente lui aussi un réel
intérêt pratique (une stratégie courante consiste à partitionner la population
en autant de strates que possible, avec la seule contrainte d’échantillonner
au moins deux individus par strate), ne sera pas discuté ici. Nous donnerons
cependant quelques arguments concernant le choix d’une méthode de Boots-
trap dans le cas d’une faible taille d’échantillon.

Presnell and Booth (1994) divisent les méthodes de Bootstrap en population
finie en deux catégories :

→ d’une part les méthodes visant explicitement à se caler sur les esti-
mateurs sans biais des premiers moments dans le cas linéaire, que nous
appellerons méthodes de type ad-hoc, pour reprendre la terminologie
de Presnell and Booth (1994),
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→ d’autre part les méthodes reposant sur un principe de plug-in comme
le Bootstrap d’origine proposé par Efron (1982), que nous appellerons mé-
thodes de type plug-in

Les méthodes de Bootstrap de type ad-hoc

On peut classer dans cette catégorie les méthodes RB et MMB, ainsi que la
variante de la méthode de Gross proposée par Sitter (1992a). Ces méthodes
fournissent une estimation de variance exactement sans biais dans le cas li-
néaire, et consistante pour un estimateur θ̂ = f(ȳ) pouvant s’écrire comme
une fonction suffisamment lisse de moyennes.

Presnell and Booth (1994) argumentent que les méthodes RB et MMB ne
sont pas exactes au second ordre (et donc que les taux de couverture ne sont
pas mieux respectés qu’avec une approximation normale) et que plusieurs
choix sont a priori possibles pour le taux de sondage f ∗ lors de la phase de
rééchantillonnage ; ce point n’est pas détaillé dans Rao and Wu (1988) et Sit-
ter (1992b), ce qui présente un risque pour l’utilisateur. Si la valeur adéquate
de f ∗ n’est pas utilisée, le Bootstrap peut ne pas être exact au premier ordre.

Pour la production d’intervalles de confiance, l’utilisation de techniques de
type t-Bootstrap nécessite de pouvoir calculer, pour chaque statistique Boots-
trap θ̂∗, une estimation de variance, ce qui passe normalement par un double
Bootstrap. En effet, produire une estimation de variance pour θ̂∗ suppose de
réappliquer au rééchantillon S∗ toute la procédure de Bootstrap. Par double
Bootstrap, on entend donc d’itérer la procédure de rééchantillonnage, une
première fois sur l’échantillon S, puis sur le rééchantillon S∗. En plus d’un
volume de calcul très conséquent, l’absence d’un principe de plug-in rend la
réalisation de ce double Bootstrap délicate ; pour pallier à cette difficulté,
Sitter (1992b) utilise une estimation de variance de type Jackknife. On peut
également envisager d’utiliser un estimateur de variance obtenu par linéari-
sation.

Les méthodes de Bootstrap de type plug-in

Cette catégorie regroupe essentiellement les méthodes de type BWO. Dans
une moindre mesure, et pour un taux de sondage faible, la méthode BWR
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peut être vue comme l’approximation d’une méthode BWO.

Les différentes variantes proposées permettent de traiter le cas où N/n est
non entier. Bien que le principe de plug-in proposé par Booth et al. (1994) et
évoqué plus haut ne soit pas celui initialement retenu par Bickel and Freed-
man (1984) et Chao and Lo (1985), Presnell and Booth (1994) montrent
que pour être exact au moins au premier ordre, ce principe doit également
être utilisé pour la méthode BFCL. Davison and Hinkley (1997) soulignent
que les différentes variantes de la méthode BWO donnent des résultats assez
proches.
L’utilisation d’un principe de plug-in a l’avantage de donner une méthode
très simple à utiliser, même pour les statistiques fortement non linéaires de
type fractile. Il permet également de tenir compte simplement d’un éventuel
calage à l’étape de la repondération : voir Canty and Davison (1999), ainsi
que le chapitre 5 de ce document.

Le principe inconvénient des méthodes de type BWO est qu’elles nécessitent
l’utilisation d’une sorte de "double Bootstrap", sur la population U∗ et le ré-
échantillon S∗, pour capter le terme E(V (θ(M̂∗)|U∗)|S) utilisé. L’utilisation
de ce terme pour estimer V (θ̂(M)) permet de supprimer la variance para-
site liée à la randomisation sur la constitution de U∗. Bien que l’existence
d’un principe de plug-in rende l’utilisation de la méthode de t-Bootstrap
théoriquement plus accessible qu’avec les méthodes de type ad-hoc, il semble
pratiquement impossible d’itérer le double Bootstrap nécessaire pour obtenir
une estimation de variance de chaque statistique θ̂∗ en raison d’un temps de
calcul prohibitif. Ce point n’apparaît pas dans Presnell and Booth (1994),
car le seul estimateur considéré est celui de la moyenne stratifiée, pour lequel
on dispose d’un estimateur direct (et sans biais) de variance. Pour des fonc-
tionnelles non linéaires, on peut envisager un estimateur de variance de type
Jackknife ou un estimateur de variance linéarisé.

L’utilisation du "double Bootstrap" rend également les méthodes BWO dif-
ficiles à utiliser pour des enquêtes complexes, où on rencontre fréquemment
plusieurs degrés d’échantillonnage. Dans ce cadre, il serait souhaitable de dis-
poser d’une estimation Bootstrap "directe" de variance (même approchée),
telle que la méthode des percentiles.
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2.3 Résultats obtenus
Dans cette section, nous proposons trois méthodes de Bootstrap approché,
de type BWO. Nous évaluons le comportement de ces méthodes à l’aide de
quelques simulations. L’objectif est avant tout de tester des méthodes de
Bootstrap ne nécessitant pas un fardeau de rééchantillonnage trop lourd. La
réduction de ce fardeau se traduit par une perte d’efficacité, au sens où les
méthodes proposées peuvent présenter un biais au niveau de l’estimation de
variance. Dans le même souci d’avoir un volume de calcul limité, les intervalles
de confiance sont produits uniquement à l’aide de la méthode des percentiles.

Pour une comparaison plus détaillée des méthodes de Bootstrap pour un
sondage aléatoire simple, on pourra notamment se reporter à Presnell and
Booth (1994) et Davison and Hinkley (1997).

2.3.1 Méthode BWO tronquée

Une généralisation simple, et couramment pratiquée, de la méthode de Gross
(1980) dans le cas où N/n est non entier, consiste à dupliquer chaque unité
de S exactement p = [N/n] fois (on rappelle que [.] désigne l’entier le plus
proche). On obtient ainsi une population U∗ de taille N∗ = np, dans laquelle
on rééchantillonne de façon répétée selon le plan de sondage d’origine.

Avec une démonstration analogue à celle de 2.5 :

E(ȳ∗|S) = ȳ

V (ȳ∗|S) =
N∗(n− 1)

n(N∗ − 1)

1− f ∗

n
s2

y

Le biais obtenu est négligeable si le taux de sondage est faible.

2.3.2 Méthode BBH simplifiée

La simplification passe par une modification du principe de plug-in : θ(M) est
simplement estimé par θ(M̂). La population U∗ est constituée en dupliquant
p = [N/n− 1/2] fois chaque unité de S, puis en sélectionnant un échantillon
de taille r = N − np dans S. On sélectionne ensuite un rééchantillon S∗ de
taille n dans U∗ par sondage aléatoire simple. A chaque itération, une nou-
velle population U∗ est constituée et un échantillon S∗ est prélevé dans U∗ :
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on évite donc le double Bootstrap, i.e. les rééchantillonnages multiples dans
chaque population U∗.

Soit ȳ∗ la moyenne simple calculée sur le rééchantillon S∗.

Propriété 2.7.
E(ȳ∗|S) = ȳ

V (ȳ∗|S) =
( r

N

)2 1− r/N

r
s2

y +

[
1− r

N

(
1− r − 1

N − 1

)]
N(n− 1)

n(N − 1)
v(ȳ)

Démonstration. On note ak le nombre (aléatoire) de réplications de l’individu
k de S. Alors :

E(ȳ∗|U∗, S) =
1

N

∑
k∈S

akyk

V (ȳ∗|U∗, S) =
1− f

n

1

N − 1

∑
k∈S

ak(yk − ȳa)
2

avec ȳa = N−1
∑

k∈S akyk.

Le terme E(V (ȳ∗|U∗, S)|S) est donné dans 2.2.4, et V (E(ȳ∗|U∗, S)|S) se
calcule à l’aide de la formule de variance d’un estimateur de moyenne pour
un sondage aléatoire simple.

Cette méthode de Bootstrap donne donc une estimation de variance biaisée,
même asymptotiquement. Cependant, ce biais reste limité si le taux de son-
dage est faible. Notons au passage que ce terme de biais peut encore être
diminué, en complétant les p duplications de chaque individu de S par un
échantillon sélectionné dans S et équilibré sur des variables auxiliaires dis-
ponibles (voir le chapitre 4). L’utilisation d’un sondage aléatoire simple, qui
apparaît ici de façon naturelle, revient à équilibrer sur la variable constante.

2.3.3 Méthode BWO calée

Notre méthode calée s’inspire du Bootstrap pondéré de Bertail and Combris
(1997). Les différentes variantes de la méthode de Gross présentées ci-dessus
peuvent être vues comme des cas particuliers. Cette méthode cherche à cap-
ter le bon estimateur de variance dans le cas linéaire, en évitant le double
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Bootstrap de Booth et al. (1994) et Presnell and Booth (1994).

Fig. 2.1 – Méthode de Bootstrap unifiée pour le sondage aléatoire simple

On souhaite estimer la variance de θ(M̂). La procédure Bootstrap est la
suivante :

Etape 1. On génère un vecteur aléatoire de n poids (entiers) a = (a1, . . . , an),
suivant une distribution L fixée a priori. Le poids ak est affecté à l’in-
dividu k de s.

Etape 2. On constitue une pseudo-population U∗ en dupliquant ak fois
chaque individu k de s.

Etape 3. On prélève un échantillon s∗ dans U∗ selon un SAS de taille n.
Etape 4. On répète les étapes 1 à 3 un grand nombre de fois (disons B). On

prend comme estimateur de la variance de θ̂ :

1

B

B∑
i=1

(
θ̂(s∗i )−

1

B

B∑
j=1

θ̂(s∗j)

)2

Notons que cette méthode revient à affecter les individus de l’échantillon de
poids aléatoires W = (w1, . . . , wn) suivant une loi hypergéométrique multi-
variée H(n; a), où le vecteur a est lui-même aléatoire et distribué selon la loi
L.

Dans le cas où N
n

est entier, on retrouve la méthode de Gross avec la distri-
bution dégénérée L définie par :

a = (
N

n
, . . . ,

N

n
) avec probabilité 1

On retrouve la généralisation de Bickel and Freedman (1984) et Chao and
Lo (1985) avec la distribution L définie par :

a =

{ ([
N
n

]
, . . . ,

[
N
n

])
avec probabilité α([

N
n

]
+ 1, . . . ,

[
N
n

]
+ 1
)

avec probabilité 1− α
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α étant choisi, quand cela est possible de façon à retrouver l’estimateur sans
biais de variance dans le cas linéaire, et sinon de façon à retrouver le même
estimateur de variance que dans le cas où N

n
est entier.

La construction de U∗ proposée par Presnell and Booth (1994) revient à
choisir L comme étant une distribution multinomiale M

(
N ; 1

n
, . . . , 1

n

)
.

On retrouve la variante de Booth et al. (1994) avec :

a =

([
N

n

]
, . . . ,

[
N

n

])
+ H

(
N − n

[
N

n

]
; 1, . . . , 1

)
En introduisant des contraintes sur les moments de L, on peut retrouver l’es-
timateur sans biais de variance dans le cas linéaire. On impose les contraintes
suivantes :

→ Afin de se caler sur la taille de la population d’origine, on impose que
U∗ soit également de taille N , c’est à dire que

∑n
i=1 ai = N

→ Pour des raisons de symétrie, on impose que la loi L soit échangeable.
Si L désigne une loi discrète dont le support est inclus dans Rn, on dira
que la loi L est échangeable si pour tout vecteur aléatoire X suivant la loi
L

P(X = (a1, . . . , an)) = P(X = (aσ1, . . . , aσn))

où a = (a1, . . . , an) désigne un vecteur quelconque et σ une permutation
quelconque de {1, . . . , n}.

a - Calage sur l’estimateur de variance d’un total

Un bon algorithme Bootstrap devrait restituer l’estimateur sans biais de la
variance dans le cas linéaire ; autrement dit, on souhaite que :

V (ȳ∗|S) = v(ȳ)

Théorème 2.8. On suppose que a est échangeable, avec
∑n

k=1 ak = N . Alors
si

V (a1) =
N2(1− f)2

n2(n− 1)

on a
V (ȳ∗|S) = v(ȳ)
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Démonstration. On a :

ȳ∗ − ȳ = 1
n

∑
k∈s(wk − 1)yk

⇒ V (ȳ∗|S) = 1
n2

(∑
k∈s V (wk)y

2
k +

∑
k 6=l∈s Cov(wk, wl)ykyl

)
Les ak étant échangeables, les wk le sont également et la condition

∑n
k=1 wk =

n impose :

k 6= l ⇒ Cov(wk, wl) = − 1

n− 1
V (w1)

On a donc :

V (ȳ∗|S) = 1
n2 V (w1)

∑
k∈s y2

k − 1
n2(n−1)

V (w1)
∑

k 6=l∈s ykyl

= 1
n

s2
y V (w1)

D’autre part :

V (w1) = E((w1 − 1)2) = E(w1(w1 − 1)− (w1 − 1)) = E(w1(w1 − 1))

D’après Johnson et al. (1997), page 173 :

E(w1(w1 − 1)|a) =
n(n− 1)

N(N − 1)
a1(a1 − 1)

Il reste à remarquer que

V (a1) =
N2(1− f)2

n2(n− 1)

est équivalent à

E(a1(a1 − 1)) =
N(N − 1)

n(n− 1)
(1− f)

On a donc
V (w1) = 1− f

et
V (ȳ∗|S) = v(ȳ)
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Pratiquement, il n’est pas toujours possible de se placer sous les conditions
du théorême précédent. Si n2 < N , on montre qu’il est possible de générer
les ak de la façon suivante :

a ∼ M(N ; p1, . . . , pn)

où p = (p1, . . . , pn) ∼ Dirichlet(θ1, . . . , θ1) avec θ1 =
n− 2 + f

1− nf

On peut également montrer que si n2 ≥ N , cette méthode ne permet pas de
se placer sous les conditions du théorème 2.8.

La condition suivante est un peu moins restrictive : on peut générer des poids
a ayant les propriétés voulues si

N

n
−
[
N

n

]
≤ 1

n− 1

(
N

n
− 1

)
Cette condition est toujours vérifiée si n2 < N . Dans le cas où n2 ≥ N
et si la condition précédente est vérifiée, on procède de la façon suivante :
soit K =

[
N
n

]
que l’on suppose différent de N

n
. On note j l’entier tel que

N = (n − 1)K + j. Alors soient b et c deux vecteurs aléatoires, de loi
échangeable, tels que

P(b1 = K, . . . , bn−1 = K, bn = j) =
1

n

P(c1 = K − 1, . . . , cn−1 = K − 1, cn = j + (n− 1)) =
1

n

Alors soit le vecteur aléatoire

a =

{
b avec probabilité α
c avec probabilité 1− α

où

α =

(
N
n
− k + 1

)2 − 1
(n−1)2

(
N
n
− 1
)2

2
(

N
n
−K

)
+ 1

.

Notons également qu’il existe certains cas particuliers pour lesquels on peut
toujours trouver un vecteur a adéquat :
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1. Si n = 2, on peut prendre a de loi :

P(a1 = N − 1, a2 = 1) = P(a1 = 1, a2 = N − 1) =
1

2

2. Si N2 = n, on peut prendre a échangeable avec :

P(a1 = n + 1, . . . , an−1 = n + 1, an = 1) =
1

n

3. Si N
n

est entier, on obtient a en mélangeant le vecteur échangeable b
vérifiant

P(b1 = 1, . . . , bn−1 = 1, bn = N − n + 1) =
1

n
avec le vecteur constant (

N

n
, . . . ,

N

n

)
avec probabilité

α =

(
1

n− 1

)2

Ces méthodes particulières conduisent cependant à générer des pseudo-populations
très variables. Bien que sans biais, l’estimateur de variance peut dans ce cas
avoir une variance importante et devenir très instable. Ces cas particuliers
ont donc un intérêt assez limité, et il semble que le seul cas où notre méthode
puisse se révéler intéressante est celui où n2 < N .

Remarque 2.1.

1. Sous les hypothèses de la proposition précédente, on a :

V∗(E(ȳ∗|a, s)) =
1− f

n− 1
V̂ (ȳ)

C’est un terme d’ajustement, de l’ordre de n fois plus petit que V̂ (ȳ).

2. Si N
n

est entier, on ne retrouve pas la méthode proposée par Gross.
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b - Calage sur l’estimateur du moment d’ordre 3

On notera ici µ3 le moment centré d’ordre 3, c’est à dire que pour une variable
aléatoire X

µ3(X) = E (X − E(X))3 .

Théorème 2.9. On suppose que a est échangeable, avec
∑n

k=1 ak = N . Alors
si

E(ak(ak − 1)(ak − 2)) =
N(N − 1)(N − 2)

n(n− 1)(n− 2)
(1− f)(1− 2f)

on a
µ3(ȳ∗|S) = µ̂3 =

(1− f)(1− 2f)

(n− 1)(n− 2)

1

n

∑
k∈s

(yk − ȳ)3

Démonstration. Notons tout d’abord la formule suivante :(∑
k∈s

zk

)3

=
∑
k∈s

z3
k + 3

∑
k, l ∈ s
l 6= k

z2
kzl +

∑
k, l, m ∈ s

l 6= k
m 6= k, l

zkzlzm

Dans la suite de la preuve, on notera simplement∑
l 6=k∈s

z2
kzl pour

∑
k, l ∈ s
l 6= k

z2
kzl

et ∑
m6=l 6=k∈s

zkzlzm pour
∑

k, l, m ∈ s
l 6= k

m 6= k, l

zkzlzm

On a :

n3(ȳ∗ − ȳ)3 =
∑

k∈s(wk − 1)3y3
k

+ 3
∑

l 6=k∈s(wk − 1)2(wl − 1)y2
kyl

+
∑

m6=l 6=k∈s(wk − 1)(wl − 1)(wm − 1)ykylym

(2.1)
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Comme (wk − 1)3 = wk(wk − 1)(wk − 2) + (wk − 1), on a E((wk − 1)3|S) =
E(wk(wk − 1)(wk − 2)|S). En utilisant les formules de Johnson et al. (1997),
page 173 :

E(wk(wk − 1)(wk − 2)|a, S) =
n(n− 1)(n− 2)

N(N − 1)(N − 2)
ak(ak − 1)(ak − 2)

On en déduit que :

E((wk − 1)3|S) = (1− f)(1− 2f)

Les ak étant échangeables, les wk le sont également et la condition
∑

k∈s(wk−
1) = 0 impose :

k 6= l ⇒ E
(
(wk − 1)2(wl − 1)|S

)
= − 1

n− 1
E
(
(wk − 1)3|S

)
k 6= l 6= m ⇒ E ((wk − 1)(wl − 1)(wm − 1)|S) =

2

(n− 1)(n− 2)
E
(
(wk − 1)3|S

)
Donc :

E((ȳ∗ − ȳ)3|S) = (1−f)(1−2f)
n3

(∑
k∈s y3

k − 3
n−1

∑
l 6=k∈s y2

kyl

+ 2
(n−1)(n−2)

∑
m6=l 6=k∈s ykylym

)
= (1−f)(1−2f)

(n−1)(n−2)

(
(n−1)(n−2)

n3

∑
k∈s y3

k − 3n−2
n3

∑
l 6=k∈s y2

kyl

+ 2
n3

∑
m6=l 6=k∈s ykylym

)
= (1−f)(1−2f)

(n−1)(n−2)
1
n

∑
k∈s(yk − ȳ)3

= µ̂3

)

Pour être sous les hypothèses du théorême précédent, on peut générer des
poids ak de la façon suivante :

a ∼ M(N ; p1, . . . , pn)

p = (
1

n
, . . . ,

1

n
) ∧α Dirichlet(θ1, . . . , θ1)
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avec θ1 =
n− 4 + 2f

2− fn
et α = 1− (n− 2)2 − (2− fn)

2− fn

1− fn

(n− 1)2

Il faut pour celà que : n ≥ 4 et n2 < N . Notons que si n2 = N , on retrouve
la variante de Booth et Presnell.

Bien que rien ne démontre théoriquement que cela améliore les performances
d’une méthode de Bootstrap, la recherche d’un calage sur l’estimateur sans
biais du moment d’ordre 3 apparaît comme un critère de qualité dans une
partie de la littérature. En particulier, Rao and Wu (1988) et Sitter (1992b)
justifient que leurs méthodes de Bootstrap respectives peuvent, sous cer-
taines conditions, vérifier cette propriété. Si le théorême précédent montre
que cette propriété peut également être obtenue avec une approche de type
BWO, des simulations montrent que cela conduit en pratique à fortement
complexifier l’algorithme de Bootstrap et donc le temps d’exécution pour un
gain marginal, voire nul. Nous ne considérerons donc dans les simulations
que la méthode plus simple impliquant un calage sur le moment d’ordre 2.

2.3.4 Simulations

Nous utilisons une population artificielle, notée POP, de 1 000 individus.
Cette population contient trois variables notées x, y et z. Elles sont générées
à l’aide d’une loi exponentielle, de façon à ce que la corrélation entre x et y
soit approximativement de 0.2 et que la corrélation entre x et z soit approxi-
mativement de 0.4.

Nous réalisons trois séries de simulations, mettant en oeuvre un sondage
aléatoire simple de taille égale à 30, 60 et 90 respectivement. Nous testons
quatre méthodes de Bootstrap, à savoir :

1. le Bootstrap naïf,
2. la méthode BWO tronquée,
3. la méthode BBH simplifiée,
4. la méthode BWO calée.

Pour la dernière méthode, on se cale uniquement sur le moment d’ordre 2
(i.e., sur l’estimateur de variance sans biais dans le cas linéaire, et non sur
l’estimateur sans biais du moment d’ordre 3). Cette méthode n’est testée que
pour la première simulation (la condition n2 < N n’étant pas vérifiée pour
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les autres).

On s’intéresse aux paramètres suivants : totaux des variables x et y, ratio du
total de x et du total de y, coefficient de corrélation entre les variables x et
y, médianes des variables x et y. La précision des estimateurs de totaux est
dérivée de façon exacte à l’aide des formules usuelles pour un sondage aléa-
toire simple. Pour l’ estimateur θ̂ d’un autre paramètre, on réalise un grand
nombre (noté B) de simulations pour obtenir B échantillons indépendants
S1, . . . , SB, sur lesquels les estimateurs θ̂1, . . . , θ̂B sont calculés. En vertu de
la loi des grands nombres,

Vsim(θ̂) =
1

B − 1

B∑
b=1

(
θ̂b − θ̂.

)2

tend quand B augmente vers la vraie valeur V (θ̂) de la variance, avec

θ̂. =
1

B

B∑
b=1

θ̂b.

On utilisera Vsim(θ̂) comme approximation de la vraie variance de θ̂, avec
B = 20 000.

Pour les méthodes de Bootstrap, l’estimation de variance et les intervalles
de confiance sont produits à l’aide de 1 000 échantillons indépendants, pour
chacun desquels 600 rééchantillons Bootstrap sont sélectionnés. On rappelle
que la méthode des percentiles est utilisée pour la production d’intervalles
de confiance. Un indicateur de stabilité de l’estimation de variance, pour
l’estimateur θ(M̂) du paramètre θ = θ(M), est donné par le coefficient de
variation des estimations Bootstrap de variance√

V (V̂ (θ̂))

E(V̂ (θ̂))

où V̂ (.) désigne l’estimation Bootstrap de variance. Ces indicateur est ici
calculé en remplaçant E(.) par la moyenne empirique calculée sur les 1 000
échantillons, et V (.) par la variance empirique correspondante. On donne éga-
lement la longueur standardisée de l’intervalle de confiance, définie comme
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le rapport entre la longueur moyenne de l’intervalle de confiance Bootstrap
et la longueur de l’intervalle de confiance donné par l’approximation normale.

Le tableau 2.1 donne pour les différentes méthodes testées l’écart entre l’ap-
proximation Bootstrap de précision et la précision donnée par les simulations.
Quand elle est applicable, la méthode du BWO calé n’amène pas d’améliora-
tion notable dans l’estimation de précision par rapport à une méthode telle
que le BWO tronqué. Les méthodes du BBO tronqué et du BBH approché
donnent des résultats assez semblables, et sont généralement moins biaisées
pour l’estimation de variance que le Bootstrap naïf (exception faite du coef-
ficient de corrélation).

Les tableaux 2.2, 2.3 et 2.4 donnent, pour plusieurs tailles d’échantillons, les
performances des différentes méthodes dans la production d’intervalles de
confiance. Toutes les méthodes ont des comportements relativement voisins.
Les taux de couverture théoriques sont raisonnablement bien respectés, sauf
peut-être pour le coefficient de corrélation.

2.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous donnons un résumé des principales méthodes de
Bootstrap développées dans le cadre d’un sondage aléatoire simple. Le bon
comportement des méthodes de type BWO a été souligné dans la littérature,
voir Presnell and Booth (1994) et Davison and Hinkley (1997) ; l’existence
d’un principe de plug-in rend ces méthodes plus facilement applicables, par-
ticulièrement pour l’utilisation de techniques avancées de type t-Bootstrap.

L’inconvénient des méthodes de type BWO est un volume de calcul impor-
tant, qui rend la mise en oeuvre d’une méthode telle que le t-Bootstrap
presque impossible pour des fonctionnelles non linéaires. Nous proposons
donc plusieurs méthodes de type BWO, simplifiées pour permettre la pro-
duction rapide d’estimations de variance et d’intervalles de confiance. Des
simulations montrent que, si le taux de sondage reste faible, ces méthodes
ainsi que le Bootstrap naïf présentent des performances analogues pour la
production d’intervalles de confiance. Le BWO tronqué a l’avantage d’être
simple d’utilisation, et de fournir une estimation de variance plus fidèle. Nous
conseillons donc son utilisation pour un taux de sondage faible. Si le taux de
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sondage augmente, nous suggérons d’utiliser plutôt la méthode BBH exacte.

Tab. 2.1 – Ecart relatif de l’estimation de variance pour 4 méthodes de
Bootstrap dans le cas d’un SAS

Ecart relatif (% )

Bootstrap naïf BWO tronqué BBH approché BWO calé

Echantillon de taille 30

Total de x -0.4 -3.5 -0.2 -3.1
Total de y -0.6 -3.9 -0.6 -3.3
Ratio 14.1 10.1 13.6 10.6
Corrélation -13.7 -16.1 -13.5 -16.1
Médiane de x 26 22 26.7 22.3
Médiane de y 32.3 27.7 32.7 28.3

Echantillon de taille 60

Total de x 4.5 -1.4 -1.6
Total de y 5.1 -1.4 -1.0
Ratio 8 1.6 1.4
Corrélation -8.8 -13.8 -13.9
Médiane de x 24.9 18.2 18.0
Médiane de y 28.9 20.0 20.7

Echantillon de taille 90

Total de x 8.6 -1.5 -1.0
Total de y 8.6 -0.9 -1.2
Ratio 8.8 -0.9 -0.8
Corrélation -1.7 -9.9 -9.7
Médiane de x 28.7 17.6 18.3
Médiane de y 24.4 14.0 13.2
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Tab. 2.2 – Taux de couverture, Longueurs standardisées et Stabilité de 3
méthodes de Bootstrap pour un SAS de taille 30

Taux de couverture

2.5 % 5 % Longueur standardisée

Méthode L(a) U(b) L + U(c) L U L + U 2.5 % 5 % Stabilité

Total de la variable x

Bootstrap naïf 1.7 6.6 8.3 2.7 11.2 13.9 1.15 0.97 0.42
BWO tronqué 1.6 7.2 8.8 2.9 10.7 13.6 1.14 0.96 0.41
BBH approché 1.7 7.1 8.8 2.7 9.9 12.6 1.16 0.97 0.42
BWO calé 1.8 7.1 8.9 3.1 10.9 14.0 1.14 0.96 0.41

Total de la variable y

Bootstrap naïf 2.3 6.0 8.3 3.8 10.0 13.8 1.15 0.97 0.44
BWO tronqué 2.5 6.6 9.1 4.1 10.3 14.4 1.13 0.96 0.43
BBH approché 2.1 6.6 8.7 4.1 10.2 14.3 1.15 0.97 0.44
BWO calé 2.1 6.6 8.7 4.2 10 14.2 1.14 0.96 0.43

Ratio

Bootstrap naïf 4.5 2.9 7.4 6.6 5.7 12.3 1.20 1.00 0.74
BWO tronqué 4.7 3.0 7.7 6.6 6.1 12.7 1.18 0.98 0.72
BBH approché 4.7 2.6 7.3 6.8 5.0 11.8 1.20 1.00 0.72
BWO calé 4.4 3.0 7.4 6.7 6.0 12.7 1.19 0.99 0.72

Coefficient de corrélation

Bootstrap naïf 4.1 5.6 9.7 6.0 10.0 16.0 1.06 0.90 0.40
BWO tronqué 3.9 6.2 10.1 6.2 10.1 16.3 1.05 0.89 0.40
BBH approché 4.5 5.6 10.1 6.7 9.1 15.8 1.07 0.90 0.40
BWO calé 4.0 5.9 9.9 6.9 10.3 17.2 1.05 0.89 0.40

Médiane de la variable x

Bootstrap naïf 2.2 4.5 6.7 3.7 6.7 10.4 1.17 0.99 0.84
BWO tronqué 2.4 4.7 7.1 3.6 8.0 11.6 1.16 0.96 0.82
BBH approché 2.2 4.5 6.7 3.7 7.3 11.0 1.17 1.00 0.84
BWO calé 2.5 4.5 7.0 3.8 7.2 12.0 1.16 0.97 0.82

Médiane de la variable y

Bootstrap naïf 2.4 3.7 6.1 4.6 7.1 11.7 1.22 1.02 0.97
BWO tronqué 2.3 4.3 6.6 4.6 7.6 12.2 1.20 0.99 0.95
BBH approché 2.4 3.9 6.3 4.4 7.3 11.7 1.22 1.02 0.97
BWO calé 2.6 3.9 6.5 4.4 7.9 12.3 1.20 0.99 0.94
Note de lecture

(a) % des IC pour lesquels le paramètre se situe en-dessous de l’IC (% théorique : 2.5 % )

(b) % des IC pour lesquels le paramètre se situe au-dessus de l’IC (% théorique : 2.5 % )

(c) % des IC pour lesquels le paramètre se situe en-dehors de l’IC (% théorique : 5 % )
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Tab. 2.3 – Taux de couverture, Longueurs standardisées et Stabilité de 3
méthodes de Bootstrap pour un SAS de taille 60

Taux de couverture

2.5 % 5 % Longueur standardisée

Méthode L U L+U L U L+U 2.5 % 5 % Stabilité

Total de la variable x

Bootstrap naïf 1.5 4.0 5.5 2.6 6.3 8.9 1.20 1.00 0.31
BWO tronqué 1.3 4.1 5.4 3.4 6.7 10.1 1.16 0.98 0.29
BBH approché 1.5 4.0 5.5 3.2 6.9 10.1 1.16 0.98 0.29

Total de la variable y

Bootstrap naïf 4.1 2.8 6.9 4.6 6.3 10.9 1.20 1.01 0.32
BWO tronqué 4.1 3.2 7.3 4.4 7.0 11.4 1.17 0.98 0.31
BBH approché 4.3 3.1 7.4 4.5 6.7 11.2 1.17 0.98 0.30

Ratio

Bootstrap naïf 2.8 1.9 4.7 5.4 3.9 9.3 1.21 1.00 0.44
BWO tronqué 3.2 2.4 5.6 6.0 4.8 10.8 1.17 0.98 0.42
BBH approché 3.1 2.3 5.4 5.4 4.7 10.1 1.17 0.98 0.41

Coefficient de corrélation

Bootstrap naïf 2.2 4.9 7.1 4.9 7.9 12.8 1.10 0.93 0.38
BWO tronqué 2.6 5.3 7.9 5.4 8.4 13.8 1.07 0.91 0.36
BBH approché 2.3 5.3 7.6 5.0 8.6 13.6 1.07 0.91 0.36

Médiane de la variable x

Bootstrap naïf 1.6 2.8 4.4 2.4 5.7 8.1 1.21 1.02 0.75
BWO tronqué 1.5 3.6 5.1 2.6 6.2 9.0 1.17 0.99 0.73
BBH approché 1.2 2.9 4.1 2.8 6.9 9.7 1.17 0.99 0.73

Médiane de la variable y

Bootstrap naïf 1.7 3.4 5.1 3.5 5.3 8.8 1.25 1.04 0.76
BWO tronqué 2.1 3.5 5.6 3.8 6.3 10.1 1.20 1.01 0.70
BBH approché 2.1 3.5 5.6 3.9 6.2 10.1 1.20 1.01 0.71

Note de lecture : cf. tableau 2.2
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Tab. 2.4 – Taux de couverture, Longueurs standardisées et Stabilité de 3
méthodes de Bootstrap pour un SAS de taille 90

Taux de couverture

2.5 % 5 % Longueur standardisée

Méthode L U L+U L U L+U 2.5 % 5 % Stabilité

Total de la variable x

Bootstrap naïf 1.4 3.7 5.1 2.7 6.4 9.1 1.23 1.03 0.26
BWO tronqué 1.5 4.2 5.7 3.1 7.6 10.7 1.16 0.98 0.24
BBH approché 1.8 4.4 5.2 3.0 7.3 10.3 1.17 0.98 0.24

Total de la variable y

Bootstrap naïf 1.8 4.4 5.2 3.2 6.7 9.9 1.23 1.03 0.27
BWO tronqué 2.0 4.4 6.4 4.6 7.8 12.4 1.17 0.99 0.25
BBH approché 2.3 4.8 7.1 4.5 7.2 11.7 1.17 0.99 0.24

Ratio

Bootstrap naïf 2.3 2.1 4.4 4.4 4.9 9.3 1.22 1.02 0.36
BWO tronqué 3.0 2.9 5.9 5.6 5.4 11.0 1.16 0.97 0.33
BBH approché 2.8 2.7 5.5 5.2 5.9 11.1 1.16 0.97 0.33

Coefficient de corrélation

Bootstrap naïf 2.9 3.5 6.4 5.0 7.6 12.6 1.15 0.97 0.37
BWO tronqué 3.2 4.0 7.2 6.0 8.2 14.2 1.10 0.93 0.34
BBH approché 3.6 4.4 8.0 6.2 8.2 14.4 1.10 0.93 0.34

Médiane de la variable x

Bootstrap naïf 1.7 2.6 4.3 3.9 4.6 8.4 1.26 1.06 0.69
BWO tronqué 2.2 2.7 4.9 4.4 5.9 10.3 1.20 1.01 0.65
BBH approché 1.9 3.0 4.9 5.1 5.7 10.8 1.20 1.01 0.66

Médiane de la variable y

Bootstrap naïf 1.6 3.4 5.0 3.1 7.7 10.8 1.25 1.04 0.63
BWO tronqué 1.7 4.4 6.1 4.2 8.0 12.2 1.19 0.99 0.60
BBH approché 1.9 5.0 6.9 4.6 8.6 13.2 1.18 0.99 0.59

Note de lecture : cf. tableau 2.2
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Chapitre 3

Bootstrap d’un plan de sondage à
probabilités inégales

L’échantillonnage à probabilités inégales est généralement utilisé lorsque l’on
dispose sur la base de sondage d’une variable auxiliaire bien corrélée à la va-
riable d’intérêt. Il est alors plus efficace d’échantillonner les unités à probabi-
lités proportionnelles à cette variable auxiliaire, plutôt que d’échantillonner
à probabilités égales.

Parmi les très nombreuses méthodes de tirage à probabilités inégales, les
plans à entropie maximale tels que le tirage poissonien et le tirage réjectif
ont une importance particulière. Sur le plan théorique, car on dispose d’un
théorême central-limite pour ces deux plans de sondage. Sur le plan pratique
également, car le tirage réjectif présente de nombreuses bonnes propriétés que
nous rappellerons dans ce chapitre ; on peut notamment toujours produire
une estimation sans biais de variance dans le cas linéaire. Nous proposons
ici une extension de l’algorithme de Bootstrap de Booth et al. (1994) au
cas des probabilités inégales, et nous montrons que cet algorithme donne
une estimation consistante pour un estimateur par substitution dans le cas
d’un plan de sondage à entropie maximale, ou proche de l’entropie maximale.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. En section 1, nous effectuons
quelques rappels sur l’échantillonnage à probabilités inégales et proposons
deux algorithmes de Bootstrap. En section 2, nous donnons une condition
générale de "bootstrappabilité" pour un plan de sondage quelconque. En
section 3, nous rappelons les principales propriétés du plan poissonien, et
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montrons qu’il s’agit d’un plan bootstrappable. Nous réalisons le même tra-
vail en section 4 pour le tirage réjectif, et en section 5 pour les plans de
sondage proches de l’entropie maximale.

3.1 Introduction

3.1.1 Echantillonnage à probabilités inégales

On parle de plan de sondage à probabilités inégales lorsque deux unités au
moins de la population ont des probabilités différentes d’être retenues dans
l’échantillon. La définition des probabilités d’inclusion se fait généralement
à l’aide d’une variable auxiliaire connue sur chaque individu de la population.

Soit p un plan de sondage sur U , et πk la probabilité de sélection de l’unité
k ∈ U . On suppose que πk est définie proportionnellement à une variable
auxiliaire x > 0 :

πk = n
xk

tx
.

Comme
∑

k∈U πk donne la taille (moyenne) d’échantillon souhaitée, n dé-
signe cette taille moyenne d’échantillon. Notons que si certaines valeurs xk

sont fortes, cette méthode peut conduire à des πk > 1. Dans ce cas, les πk

correspondantes sont arrondies à 1, et les probabilités d’inclusion sont recal-
culées.
Une formulation plus rigoureuse est donnée par Deville and Tillé (1998). Soit

h(z) =
∑
k∈U

min

(
z
xk

tx
, 1

)
.

Alors les probabilités d’inclusion sont données par

πk = min

(
1, h−1(n)

xk

tx

)
∀k ∈ U.

On suppose ici sans perte de généralité que ∀k ∈ U 0 < πk < 1.

L’échantillonnage à probabilités inégales est préférable lorsque l’on dispose
d’une information sur chaque individu de la population (généralement, une
mesure de taille, mais pas nécessairement) et que cette variable est bien corré-
lée à la variable d’intérêt. Comme le montre la propriété suivante, on obtient
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alors une réduction de la variance.

Propriété 3.1. Si le plan p est de taille fixe et que les probabilités d’inclusion
sont proportionnelles à la variable x, alors :

V (t̂xπ) = 0

De plus, pour toute variable y, la variance est la même que pour la variable
de résidus, pour toute régression de la variable y sur la variable x.

Démonstration. On a :

t̂xπ =
∑

k∈S
xk

πk

=
∑

k∈S
xk

n
xkP

l∈U xl

= tx
n
n(S)

où n(S) désigne la taille de l’échantillon. Comme p est de taille fixe, V (t̂xπ) =
0. Le second résultat est immédiat.

Il existe de nombreux algorithmes d’échantillonnage à probabilités inégales
permettant de respecter (ou de respecter approximativement) des probabi-
lités d’inclusion d’ordre 1 fixées a priori. On trouvera un inventaire assez
détaillé de ces méthodes dans Hanif and Brewer (1980) et Brewer and Hanif
(1983), et plus complet dans Tillé (2006).

3.1.2 Algorithme de Bootstrap proposé

Nous définissons dans cette section un algorithme général de Bootstrap pour
un échantillonnage à probabilités inégales. Cet algorithme est une générali-
sation de la méthode de Gross (1980), plus particulièrement de la variante
proposée par Booth et al. (1994). Une méthode analogue est évoquée dans
Deville (1987). Par la suite, nous examinerons la validité de cette méthode
pour différents plans de sondage.

La méthode de Gross (1980), qui s’appuie sur le principe de π-estimation,
consistait pour un échantillon de taille n issu d’un sondage aléatoire simple
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dans une population de taille N à obtenir une pseudopopulation U∗ par
N/n duplications de chaque unité de l’échantillon. La variance est alors es-
timée par tirages répétés dans U∗. Le même principe, transposé au cas des
probabilités inégales, est appliqué dans l’algorithme 3.1 : chaque unité k de
l’échantillon, sélectionnée avec une probabilité d’inclusion πk, est dupliquée
1/πk fois pour constituer la pseudo-population U∗ dans laquelle on effectue
des tirages répétés. Une correction de cette méthode est rendue nécessaire
par le fait que les inverses des probabilités d’inclusion πk sont rarement en-
tières : cette correction généralise celle de Booth et al. (1994) pour le sondage
aléatoire simple.

Gestion des problèmes d’arrondi

Notons que dans l’algorithme 3.1, un problème se pose si le plan de sondage p
utilisé est de taille fixe. En effet, l’étape 1 suppose le tirage d’un complément
d’échantillon dans S selon le plan p avec des probabilités αk, mais le total∑

k∈S αk n’est généralement pas entier. De la même façon, l’étape 2 suppose
le tirage d’un rééchantillon dans U∗ selon le plan p, avec des probabilités
d’inclusion πk, mais le total

∑
k∈U∗ πk n’a pas non plus de raison particulière

d’être entier. Ce problème est important, notamment pour l’étape 2, car si
la condition de taille fixe n’est pas respectée lors du rééchantillonnage, des
simulations montrent que cette procédure peut conduire à une estimation de
variance totalement inconsistante.

Ce problème est moins important pour l’étape 1, car les résultats énoncés
plus loin au paragraphe 3.2 supposent seulement que, lors de l’étape 1, la po-
pulation U∗ est complétée par un échantillon sélectionné dans S selon une
procédure qui respecte les probabilités d’inclusion αk (et donc, non
nécessairement de taille fixe). Ce complément d’échantillon peut par exemple
être sélectionné selon un tirage poissonien. Alternativement, on peut utiliser
le plan de sondage p initial en modifiant légèrement les probabilités d’inclu-
sion αk afin que leur somme soit entière, ce qui a en pratique peu d’impact
sur les résultats.

Comme nous l’avons indiqué plus haut, la situation peut être plus problé-
matique au niveau de l’étape 2. Si les probabilités d’inclusion sont choisies
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Fig. 3.1 – Bootstrap général pour un plan à probabilités inégales

Etape 1. Chaque unité k de S est dupliquée [1/πk − 1/2] fois, où [.− 1/2]
désigne la partie entière. On complète les unités ainsi obtenues d’un
échantillon, sélectionné dans S selon le plan de sondage p avec des
probabilités d’inclusion αk = 1/πk− [1/πk − 1/2]. On obtient ainsi une
pseudo-population U∗.

Etape 2. On échantillonne dans U∗ selon le plan de sondage p (et avec les
probabilités πk d’origine) pour obtenir un échantillon S∗. Soit M̂∗ =∑

k∈S∗
δk

πk
la mesure Bootstrap estimante calculée sur S∗, et θ(M̂∗) la

version Bootstrap de θ(M).
Etape 3. L’étape 2 est répétée un grand nombre de fois (disons C) pour

obtenir θ(M̂∗
1 ), . . . , θ(M̂∗

C). On note

vboot =
1

C − 1

C∑
i=1

(
θ(M̂∗

i )− θ̂∗.

)2

avec θ̂∗. =
1

C

C∑
i=1

θ(M̂∗
i ).

Etape 4. Les étapes 1 à 3 sont répétées un grand nombre de fois, disons B,
pour obtenir v1

boot, . . . , v
B
boot. La variance est estimée par

1

B

B∑
i=1

vi
boot.

proportionnellement à une variable de taille, la solution consiste à bootstrap-
per ce processus. Plus exactement, on redéfinit pour chaque unité de U∗ la
probabilité

π∗k = n
xk∑

k∈U∗ xk

,

avec un recalcul éventuel si certaines de ces probabilités dépassent 1. Le
rééchantillon est alors sélectionné dans U∗ selon le plan de sondage p en
respectant les probabilités π∗k.
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Quelques remarques générales

On peut noter que, dans le cas particulier où p désigne un sondage aléa-
toire simple, l’algorithme redonne exactement la méthode de Booth et al.
(1994). Nous retenons le même principe de plug-in, à savoir qu’un paramètre
θ(M) est estimé par E

(
θ(M̂∗)|S

)
. Ce principe, qui complique l’algorithme

puisqu’il implique un double Bootstrap sur la population et l’échantillon, est
rendu nécessaire par le caractère non-entier des inverses de probabilités d’in-
clusion πk ; il permet d’éliminer la variance parasite générée lors de l’étape 1
de l’algorithme pour constituer U∗.

Cette variance parasite est potentiellement réduite lorsque les probabilités
d’inclusion sont faibles, i.e. quand les 1/πk sont "à peu près" entières. Dans ce
cas, on peut envisager une simplification de la méthode (voir l’algorithme 3.2
au paragraphe suivant) en ne constituant qu’une seule pseudo-population
U∗ dans laquelle les rééchantillons sont tirés de façon répétée. Cette simplifi-
cation peut s’avérer très utile dans des cas pratiques, où le taux de sondage
est effectivement limité : l’utilisation d’un simple Bootstrap sur l’échantillon
limite fortement le temps de calcul. D’autre part, cette méthode simplifiée
revient à créer pour chaque individu de l’échantillon des poids Bootstrap don-
nant le résultat du rééchantillonnage, que l’on accole au fichier d’enquête, et
qui permettent de produire ultèrieurement des estimations de précision de
façon autonome. A contrario, l’utilisation de l’algorithme 3.1 rend les esti-
mations de variance plus difficilement "transportables".

Le résultat principal que nous avons obtenu est que la méthode de Boots-
trap est efficace pour un plan de sondage à entropie maximale ; ce résultat,
démontré par Bickel and Freedman (1984) et Chao and Lo (1985) pour le
sondage aléatoire simple (qui est le plan de taille fixe à entropie maximale
pour des probabilités d’inclusion égales), sera démontré dans ce chapitre pour
les tirages poissonien et réjectif, et dans le chapitre suivant dans le cas plus
général d’un échantillonnage équilibré à entropie maximale. L’argument prin-
cipal consiste en une approximation des probabilités d’inclusion du second
ordre, initialement proposée par Hájek (1981) pour le tirage réjectif, et éten-
due dans ce travail à un schéma d’échantillonnage plus général.
On peut énoncer un résultat contraposé : la méthode de Bootstrap est inef-
ficace pour un plan à entropie faible, comme le montre l’exemple suivant.
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Exemple 3.1. Soit une population de 8 individus sur lesquels la valeur de
deux variables x et y sont supposées connues :

1 2 3 4 5 6 7 8
xk 2 3 3 5 9 9 11 15
yk 1 3 4 2 6 1 7 10

On prélève dans U un échantillon sélectionné selon un tirage systématique de
taille 2, à probabilités égales, après avoir trié U selon les variables croissantes
de la variable x. Les échantillons possibles sont

{1, 5}, {2, 6}, {3, 7}, {4, 8}

et sont équiprobables. La variance de l’estimateur ȳ de la moyenne µy est
égale à

V (ȳ) = 1
4

∑
s (ȳ(s)− µy)

2

= 5.3125

Comme les inverses de probabilités d’inclusion sont entières, on peut se conten-
ter d’utiliser la méthode de Bootstrap en ne créant qu’une seule pseudo-
population U∗. Si s = {1, 5} est l’échantillon sélectionné, on obtient

U∗ = {1, 5, 1, 5, 1, 5, 1, 5}

en dupliquant 4 fois chaque unité de s. En appliquant le plan de sondage
d’origine, la pseudo-population est triée selon la variable x

⇒ U∗ = {1, 1, 1, 1, 5, 5, 5, 5},

puis un échantillon de taille 2 est sélectionné selon un tirage systématique à
probabilités égales. Tous les échantillons éligibles sont constitués d’un dupli-
qué de 1 et d’un dupliqué de 5, de sorte que

V (ȳ∗|S = s1) = 0

Par un raisonnement analogue, on en déduit que

V (ȳ∗|S) = 0
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De façon plus générale, on peut montrer que l’algorithme de Bootstrap n’est
pas consistant pour un tirage systématique à probabilités inégales sur un fi-
chier trié de façon informative (c’est à dire selon une variable auxiliaire, par
opposition avec un fichier trié selon un ordre aléatoire).

Par la suite, nous adopterons les notations suivantes : S est un échantillon
sélectionné selon un plan de sondage p, avec une probabilité πk pour l’unité
k. On note U∗ une pseudo-population obtenue à partir de l’échantillon S
selon l’étape 1 de l’algorithme, et S∗ un rééchantillon sélectionné dans U∗

selon l’étape 2. Le π-estimateur du total de la variable y calculé sur S∗ est
noté t̂∗yπ =

∑
k∈S∗

yk

πk
.

3.1.3 Algorithme simplifié

Comme dans le cas de l’algorithme BBH pour le sondage aléatoire simple
(voir chapitre 2), l’algorithme 3.1 implique une double randomisation : B
pseudopopulations sont générées aléatoirement, et dans chacune d’elles C ré-
échantillons sont prélevés. Ce procédé est assez gourmand en temps de calcul,
surtout si on le combine avec une technique d’estimation par intervalle de
confiance elle-aussi chronophage, de type t-Bootstrap.

Pour cette raison, il peut être intéressant de disposer d’un algorithme sim-
plifié, possiblement moins précis mais plus rapide. Nous avons montré au
chapitre 2 que la méthode BWO tronquée constituait une bonne alterna-
tive pour le sondage aléatoire simple quand le taux de sondage est faible ;
l’algorithme 3.2 présenté ci-dessous donne une généralisation au cas des pro-
babilités inégales, que nous évaluerons conjointement avec l’algorithme 1 à
l’aide de simulations.

Ce schéma présente l’avantage de ne constituer qu’une seule pseudopopula-
tion dans laquelle on rééchantillonne. En contrepartie, les fréquences théo-
riques d’apparition des unités de l’échantillon dans la pseudopulation ne sont
pas exactement respectées, ce qui est peu gênant si les probabilités d’inclu-
sion sont faibles. Nous donnerons dans les paragraphes correspondants une
estimation du biais provoqué par la simplification pour les différents plans
de sondage traités.
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Fig. 3.2 – Bootstrap simplifié pour un plan à probabilités inégales

Etape 1. Chaque unité k de S est dupliquée [1/πk] fois, où [.] désigne l’entier
le plus proche. On obtient ainsi une pseudo-population U∗.

Etape 2. On échantillonne dans U∗ selon le plan de sondage p (et avec les
probabilités πk d’origine) pour obtenir un échantillon S∗. Soit M̂∗ =∑

k∈S∗
δk

πk
la mesure Bootstrap estimante calculée sur S∗, et θ(M̂∗) la

version Bootstrap de θ(M).
Etape 3. L’étape 2 est répétée un grand nombre de fois (disons C) pour

obtenir θ(M̂∗
1 ), . . . , θ(M̂∗

C). La variance est estimée par

1

C

C∑
i=1

(
θ(M̂∗

i )− θ̂∗.

)2

avec θ̂∗. =
1

C

C∑
i=1

θ(M̂∗
i ).

Notons que là encore, un problème se pose si le plan p est de taille fixe
est que le total

∑
k∈U∗ πk n’est pas entier. Si les probabilités d’inclusion πk

sont définies proportionnellement à une variable de taille x, ces probabilités
peuvent être là encore recalculées sur la population U∗, pour obtenir

π∗k = n
xk∑

k∈U∗ xk

,

avec
∑

k∈U∗ π∗k = n.

3.2 Un critère général de validité du Bootstrap
La propriété suivante donne une condition suffisante pour que l’algorithme
3.1 donne une estimation de variance asymptotiquement sans biais pour l’es-
timation d’un total.

Propriété 3.2. Soit p un plan de sondage quelconque, de taille (moyenne)
n, défini à l’aide d’un vecteur de variables auxiliaires x de dimension p.
On suppose qu’il existe une fonctionnelle Q, linéarisable, un entier q et une
fonction f(.) : Rp+1 7→ Rq tels que, pour une population U et une variable
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y = (yk)k∈U quelconques

V (t̂yπ) = (1 + o(1))Q(tf(y,x)) (3.1)

avec tf(y,x) =
∫

f(yk,xk)dM(yk,xk) =
∑

k∈U f(yk,xk) le vecteur des totaux
de la variable vectorielle f(yk,xk), M =

∑
k∈U δyk,xk

et o(1) → 0 quand
n →∞.

Alors l’algorithme 3.1 de Bootstrap donne une estimation de variance consis-
tante pour t̂yπ.

Démonstration. On utilise les notations de l’algorithme 3.1. En appliquant
l’équation 3.1 à la population U∗ :

V (t̂∗yπ|U∗) = (1 + op(1))Q(t∗f(y,x)) (3.2)

avec t∗f(y,x) =
∫

f(yk,xk)dM∗(yk).

Le théorême 1.9 appliqué à la fonctionnelle Q, en remplaçant M et M̂ par
M̂ et M∗ respectivement implique que

E

(
Q

(∫
f(yk,xk)dM∗

)
|S
)

= Q

(∫
f(yk,xk)dM̂

)
(1 + op(1))

et le même théorême appliqué sous sa forme habituelle implique que

E

(
Q

(∫
f(yk,xk)dM̂

))
= Q

(∫
f(yk,xk)dM

)
(1 + o(1))

ce qui donne le résultat.

La propriété suivante établit que ce résultat s’étend de façon plus générale à
un estimateur par substitution quelconque.

Propriété 3.3. Soit p un plan de sondage quelconque, de taille (moyenne)
n, défini à l’aide d’un vecteur de variables auxiliaires x de dimension p.
On suppose qu’il existe une fonctionnelle Q, linéarisable, un entier q et une
fonction f(.) : Rp+1 7→ Rq tels que, pour une population U et une variable
y = (yk)k∈U quelconques

V (t̂yπ) = (1 + o(1))Q(tf(y,x)) (3.3)
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avec tf(y,x) =
∫

f(yk,xk)dM(yk,xk) =
∑

k∈U f(yk,xk) le vecteur des totaux
de la variable vectorielle f(yk,xk), M =

∑
k∈U δyk,xk

et o(1) → 0 quand
n →∞.

Soit θ une fonctionnelle quelconque, vérifiant les hypothèses H1−H7. Alors
l’algorithme 1 donne une estimation consistante de variance pour l’estimateur
par substitution θ(M̂).

Démonstration. On rappelle que la variable linéarisée de la fonctionnelle
θ(M) est égale à la fonction d’influence de θ(M) au point k. On note uk (res-
pectivement, ûk et u∗k) pour Iθk(M) (respectivement Iθk(M̂) et Iθk(M

∗)).
En appliquant le théorême 1.9 au rééchantillon S∗ et à la pseudopopulation
U∗ :
√

n∗(N∗)−β(θ(M̂∗)− θ(M∗)) =
√

n∗(N∗)−β
∑
k∈U∗

u∗k(π
−1
k 1k∈S∗ − 1) + op(1)

où n∗ (respectivement N∗) désigne le nombre d’unités du rééchantillon S∗

(respectivement de la pseudopopulation U∗).

V ar(θ(M̂∗)|U∗) est donc asymptotiquement équivalente à

V ar

(∑
k∈U∗

u∗k(π
−1
k 1k∈S∗ − 1) |U∗

)
= V ar

(∑
k∈S∗

u∗k
πk

| U∗

)
.

La deuxième partie du théorême 1.9, utilisée en substituant M̂ et M∗ à M et
M̂ respectivement, implique que dans l’expression précédente, u∗k = Iθk(M

∗)

peut être remplacé de façon équivalente par ûk = Iθk(M̂). On a d’autre part

V ar
(∑

k∈S∗
u∗k
πk
| U∗

)
= (1 + op(1))Q(t∗f(û,x))

= (1 + op(1))Q(
∫

f(ûk,xk)dM∗)

et on a vu dans la propriété précédente que

E

(
Q

(∫
f(ûk,xk)dM∗

)
|S
)

= (1 + op(1))Q

(∫
f(ûk,xk)dM̂

)
Par une application directe du théorême 1.9, Q

(∫
f(ûk,xk)dM̂

)
estime

asymptotiquement sans biais Q
(∫

f(uk,xk)dM
)
, ce qui démontre le résultat.
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Ce résultat peut s’énoncer plus simplement : pour un plan de sondage quel-
conque, l’algorithme de Bootstrap est consistant pour un estimateur par sub-
stitution si le π-estimateur admet une approximation de variance qui peut
s’écrire comme une fonction de totaux. La définition suivante reprend la ter-
minologie de Deville (1987).

Définition 3.1. Un plan de sondage vérifiant les hypothèses des deux théo-
rêmes précédents sera dit bootstrappable.

Comme dans Sitter (1992), nous pourrions utiliser la linéarisation de Taylor
pour prouver la consistance de l’algorithme pour un paramètre donné par une
fonction lisse de totaux. Notons que l’approche par la fonction d’influence est
plus générale, car elle implique également la consistance pour des estimateurs
par substitution d’un paramètre non lisse, tel qu’un fractile.

3.3 Le tirage poissonien

3.3.1 Rappels sur le plan poissonien

Le plan poissonien consiste à échantillonner les individus de U indépendam-
ment les uns des autres. Soit πk la probabilité de sélection de l’unité k dans
l’échantillon et Ik l’indicatrice d’appartenance à l’échantillon de l’individu k.
Alors les variables aléatoires Ik sont indépendantes, et de distribution

P(Ik = 1) = πk P(Ik = 0) = 1− πk

Un échantillon poissonien peut être sélectionné de façon séquentielle à l’aide
de l’algorithme suivant :
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→ Etape 1 : on génère une variable aléatoire u1 selon une loi uniforme sur
[0, 1]. Si u1 < π1, l’individu 1 est sélectionné dans l’échantillon, sinon il est
écarté
→ Etape 2 : on génère une variable aléatoire u2 selon une loi uniforme sur
[0, 1], indépendamment de u1. Si u2 < π2, l’individu 2 est sélectionné dans
l’échantillon, sinon il est écarté
. . .
→ Etape N : on génère une variable aléatoire uN selon une loi uniforme
sur [0, 1], indépendamment de u1, . . . , uN−1. Si uN < πN , l’individu N est
sélectionné dans l’échantillon, sinon il est écarté

Dans le cas d’un tirage poissonien, le plan de sondage peut être entièrement
défini. On a

∀s ∈ U p(s) =
∏
k∈s

πk

∏
k∈U\s

(1− πk)

Du fait de l’indépendance entre les tirages, les probabilités d’inclusion d’ordre
2 peuvent être calculées exactement :

∀k 6= l ∈ U πkl = πkπl

La variance de t̂yπ s’obtient à l’aide de la formule de variance de Horvitz-
Thompson :

V (t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk

πk

)2

πk(1− πk)

Dans le cas du tirage poissonien, cette variance apparaît donc comme un
simple total et peut être estimée sans biais à l’aide du principe de π-estimation :

V̂ (t̂yπ) =
∑
k∈S

(
yk

πk

)2

(1− πk)

Le plan poissonien est le plan d’entropie maximale pour des probabilités
d’inclusion d’ordre 1 fixées (Hájek, 1981). Son principal inconvénient est une
variance élevée, dûe à l’indépendance entre les tirages des différents individus.
On obtient notamment une taille d’échantillon aléatoire :

V (n(S)) = V (
∑
k∈S

πk

πk

) =
∑
k∈U

πk(1− πk)
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En raison de cette variance importante, et en dépit de sa simplicité, le plan
poissonien est peu utilisé pour un échantillonnage direct. En revanche, il per-
met de définir des plans de sondage plus complexes appelés plans poissoniens
conditionnels, dont nous parlerons dans les sections suivantes. Le plan pois-
sonien est également utilisé pour modéliser la non-réponse totale dans les
enquêtes.

3.3.2 Bootstrap pondéré d’un échantillon poissonien (Ber-
tail and Combris, 1997)

La méthode proposée par Bertail and Combris (1997) est une adaptation du
Bootstrap pondéré Barbe and Bertail (1995) au cas d’un sondage.
Soit S un échantillon poissonien, et πk la probabilité de sélection de l’unité
k. Le Bootstrap consiste ici à affecter l’individu k de l’échantillon d’un poids
aléatoire noté Wk et appellé poids de rééchantillonnage. On notera

t̂yW =
∑
k∈S

Wk
yk

πk

Les moments de ces poids sont choisis de façon à obtenir un estimateur
Bootstrap sans biais d’un total, et un estimateur Bootstrap sans biais de la
variance du π-estimateur d’un total.

Propriété 3.4. Bertail and Combris (1997)

Si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. E(Wk|S) = 1

2. V (Wk|S) = 1− πk

3. k 6= l ⇒ E(WkWl|S)− E(Wk|S)E(Wl|S) = 0

alors t̂yW est un estimateur sans biais de ty et V (t̂yW |S) est un estimateur
sans biais de V (t̂yπ).

Bertail and Combris (1997) montrent la normalité asymptotique de l’esti-
mateur bootstrappé du total, et donnent des indications sur le choix du
coefficient d’asymétrie des poids Wk pour obtenir des résultats au second
ordre. Ils montrent que des poids Wk vérifiant les conditions de moments de
la proposition précédente peuvent être obtenus à l’aide d’un algorithme de
Devroye (1986).
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3.3.3 Propriétés de la méthode de Bootstrap proposée

La consistance de l’algorithme 3.1 de Bootstrap pour un estimateur par sub-
stitution dans le cas d’un tirage poissonien découle de la caractérisation don-
née en section 1. En effet, on a

V (t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk

πk

)2

πk(1− πk).

Autrement dit, en utilisant les notations de la section précédente, le plan pois-

sonien est bootstrappable en prenant xk = πk, f(yk, xk) =
(

yk

xk

)2

xk(1− xk)

et Q(tf(y,x)) = tf(y,x).

Si on utilise la version simplifiée du Bootstrap sous la forme de l’algorithme
2, le biais obtenu pour l’estimation de variance de t̂yπ est égal à

Bboot(V̂boot(t̂yπ)) =
∑
k∈U

πk

([
1

πk

]
− 1

πk

)(
yk

πk

)2

πk(1− πk), (3.4)

et reste limité si les probabilités d’inclusion sont faibles. Par exemple, dans
le cas où toutes les probabilités d’inclusion sont égales, on a∣∣∣∣Bboot( dVboot(ctyπ))

V (ctyπ)

∣∣∣∣ =
P

k∈U πk

�h
1

πk

i
− 1

πk

��
yk
πk

�2
πk(1−πk)

P
k∈U

�
yk
πk

�2
πk(1−πk)

=
∣∣π(
[

1
π

]
− 1

π
)
∣∣

≤ π
2

3.3.4 Simulations

Nous utilisons une population artificielle notée POP2. On génère une variable
x selon une loi normale de moyenne 20 et de variance 4. Les variables y et
z sont également générées à l’aide d’une loi normale, de façon à ce que la
corrélation entre x et y (respectivement z) soit approximativement égale à
0.4 (respectivement 0.7). Nous créons deux variables de probabilités d’inclu-
sion, notées π1 et π2, proportionnellement à la variable x, et calibrées pour
obtenir un échantillon de taille (moyenne) égale à 50 et 100 respectivement.
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Nous nous intéressons ici à la précision des π-estimateurs de totaux t̂yπ et
t̂zπ, de l’estimateur du ratio ctyπctzπ

, du coefficient de corrélation estimé entre les
variables y et z, des estimateurs de médiane des variables y et z. La variance
exacte est approchée à l’aide de 20 000 simulations indépendantes.

L’algorithme 1 de Bootstrap est testé à l’aide de 1 000 échantillons indé-
pendants. Pour chaque échantillon s, B = 100 pseudopopulations U∗

sb, b =
1 . . . 100 sont générées, et dans chaque pseudopopulation U∗

sb C = 30 ré-
échantillons S∗sbc, c = 1 . . . 30 sont prélevés. Les intervalles de confiance sont
produits à l’aide d’une méthode de type percentile. Notons θ(M̂∗

sbc) la sta-
tistique Bootstrap calculée sur la pseudopopulation b et le rééchantillon c
correspondant à l’échantillon s. L’histogramme des BC = 3 000 estimateurs
θ(M∗

sbc) est utilisé pour produire l’intervalle de confiance au niveau 1− 2α(
θ̂α

L , θ̂α
U

)
,

où θ̂α
L = F̂−1(α), θ̂α

U = F̂−1(1− α) et

F̂ (x) =
Card{θ(M∗

sbc) ≤ x ; b = 1 . . . B , c = 1 . . . C}
BC

.

On construit également des intervalles de confiance par une méthode de type
t-Bootstrap, de façon analogue à Booth et al. (1994) pour le sondage aléa-
toire simple. Le principe consiste à estimer la distribution de la statistique
T = θ(M̂)−θ(M)√

V̂ (θ(M̂))
, où V̂ (θ(M̂)) désigne un estimateur de variance consistant de

θ(M̂), par celle de la statistique Bootstrap T ∗ = θ(M̂∗)−θ(M∗)√cV ∗(θ(M̂∗))
, où V̂ ∗(θ(M̂∗))

désigne la version Bootstrap de l’estimateur de variance. Cet estimateur est
normalement obtenu en réappliquant la procédure de Bootstrap au rééchan-
tillon S∗sbc ; bien que la mise en oeuvre soit théoriquement possible, cela gé-
nère un volume de calcul très important. Pour le réduire, nous remplaçons
V̂ ∗(θ(M̂∗)) par un estimateur de variance de type linéarisation. Il est diffi-
cile de produire un tel estimateur de façon automatique (voir Deville (1999))
dans le cas d’une estimation de fractile, aussi le t-Bootstrap ne sera pas utilisé
dans le cas de l’estimation de médiane. Les simulations Bootstrap donnent
pour l’échantillon s les valeurs T ∗sbc, b = 1 . . . 100, c = 1 . . . 30. On peut alors
obtenir un intervalle de confiance au niveau 1− 2α pour θ(M), donné par(

θ(M̂)− T ∗sU

√
V̂ (θ(M̂)), θ(M̂)− T ∗sL

√
V̂ (θ(M̂))

)
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où T ∗sL et T ∗sU désignent les fractiles d’ordre α et 1 − α respectivement de
l’histogramme des valeurs Bootstrap T ∗sbc, b = 1 . . . 100, c = 1 . . . 30.

L’algorithme 3.2 de Bootstrap est également testé à l’aide de 1 000 échan-
tillons indépendants. Pour chaque échantillon, on constitue une pseudo-population
U∗ dans laquelle 1 000 rééchantillons sont prélevés. Les intervalles de confiance
sont produits comme précedemment, à l’aide de la méthode des percentiles
et de celle du t-Bootstrap. La méthode du t-Bootstrap est ici appliquée de
façon exacte, i.e. l’algorithme 3.2 est réappliqué D fois à chaque échantillon
Bootstrap afin de disposer d’un estimateur de variance pour chaque statis-
tique Bootstrap T ∗. On a utilisé ici D = 50.

Le tableau 3.1 donne les écarts relatifs à la vraie variance (donnée par les
20 000 simulations) pour les différentes méthodes d’estimation de précision
testées. Pour l’estimation des totaux de y et de z, l’algorithme 3.1 et la li-
néarisation donnent une estimation de variance sans biais : l’écart à la vraie
variance n’est dû qu’au nombre fini de simulations. L’algorithme 3.2 se com-
pare favorablement aux deux autres méthodes. Pour le non linéaire, la linéa-
risation est moins efficace que les méthodes de Bootstrap, et l’algorithme 3.2
donne dans l’ensemble de meilleurs résultats que l’algorithme 3.1. La simpli-
fication de l’algorithme ne semble donc pas engendrer de biais significatif.

Les tableaux 3.2 et 3.3 comparent les taux de couverture effectifs des inter-
valles de confiance donnés par les deux méthodes de Bootstrap (percentiles
et t-Bootstrap) et la linéarisation (approximation normale). On peut noter
plusieurs points importants :

– La méthode des percentiles et celle du t-Bootstrap donnent des résultats
comparables. On n’observe pas de gain particulier sur le taux de couverture
qui justifie la complexité supplémentaire nécessitée par le t-Bootstrap. Ce
dernier donne d’ailleurs des résultats médiocres pour les médianes.

– Les algorithmes 3.1 et 3.2 de Bootstrap donnent des résultats assez proches,
mais l’algorithme 3.1 tend à mieux respecter les taux de couverture théo-
riques, notamment avec le t-Bootstrap.

– Le Bootstrap respecte mieux les taux de couverture pour les statistiques
non linéaires que la technique de linéarisation.

Compte-tenu des résultats obtenus, nous ne retiendrons dans la suite que la
méthode des percentiles pour la production d’intervalles de confiance avec
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des techniques de Bootstrap.

Tab. 3.1 – Ecart relatif à la vraie variance pour les algorithmes 3.1 et 3.2 de
Bootstrap et la méthode de linéarisation dans le cas d’un tirage poissonien

Ecart relatif (% )

Paramètre Algorithme 1 Algorithme 2 Linéarisation

Echantillon de taille 50

Total de y +0.77 +0.71 +0.38
Total de z -0.11 +0.81 +0.52
Ratio +0.42 +0.20 -4.14
Corrélation -1.38 -0.35 -7.98
Médiane de y +20.12 +16.85
Médiane de z +20.31 +16.79

Echantillon de taille 100

Total de y +0.04 +0.61 +0.43
Total de z +0.19 -1.01 -1.12
Ratio +0.48 +2.89 +1.02
Corrélation -1.22 +0.67 -2.90
Médiane de y +12.12 +15.32
Médiane de z +13.02 +10.90

3.4 Le tirage réjectif

3.4.1 Rappels sur le plan réjectif

Nous avons vu précedemment que le plan poissonien était le plan de sondage
à entropie maximale, pour des probabilités d’inclusion fixées au préalable. Ce
plan présente des propriétés théoriques intéressantes. La normalité asympto-
tique du π-estimateur découle du théorême central limite dans le cas indé-
pendant mais non identiquement distribué, voir par exemple Feller (1966).
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Les probabilités d’inclusion ont une forme particulièrement simple, qui faci-
lite l’estimation de variance. Cependant, l’indépendance dans le tirage des
différentes unités engendre une perte d’efficacité. Un compromis consiste à
restreindre le support du plan de sondage, en recherchant le plan de taille
fixe à entropie maximale pour des probabilités d’inclusion données.

Ce plan de sondage, introduit initialement par Hájek (1964), est appelé le ti-
rage réjectif. Soit n =

∑
k∈U πk la taille d’échantillon souhaitée. Hájek (1964)

a établi que le plan réjectif pouvait être vu comme un plan poissonien de
probabilités d’inclusion p = (p1 . . . pk . . . pN)′, conditionné par l’obtention
d’une taille d’échantillon exactement égale à n : pour cette raison, le plan ré-
jectif est également parfois appelé tirage poissonien conditionnel. Ce vecteur
p est unique si l’on ajoute la condition∑

k∈U

pk = n

En suivant la terminologie de Hajek, le vecteur correspondant sera appelé
vecteur des probabilités d’inclusion du plan poissonien canonique-
ment associé au plan réjectif.

Dupacova (1979) a établi que pour tout jeu de probabilités d’inclusion π, il
existait un jeu de probabilités d’inclusion p permettant de mettre en oeuvre
un plan réjectif de probabilités d’inclusion π selon la procédure précédente. Il
est important de noter que si les probabilités d’inclusion π sont inégales, les
deux vecteurs p et π sont toujours différents. Chen et al. (1994) ont proposé
un algorithme permettant de passer d’un jeu de probabilités d’inclusion à
un autre, permettant la sélection effective d’un échantillon réjectif avec des
probabilités d’inclusion exactes. Cette méthode a été améliorée par Deville
(2000). D’autres algorithmes de tirage réjectif ont également été proposés
(Chen et al., 1994; Deville, 2000).

Le tirage réjectif est un plan de taille fixe présentant de bonnes propriétés.
Il donne une variance plus faible que l’échantillonnage avec remise à pro-
babilités inégales de même taille (Qualité, 2006). Il satisfait les conditions
de Sen-Yates-Grundy et les probabilités d’inclusion d’ordre deux sont toutes
strictement positives, voir par exemple Thompson (1997)), ce qui assure que
l’estimateur de variance de Sen-Yates-Grundy est strictement positif et non
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biaisé. Les probabilités d’inclusion d’ordre deux peuvent être calculées exac-
tement ; cependant, ce calcul nécessite la connaissance de l’ensemble des pro-
babilités d’inclusion d’ordre 1, qui peuvent ne pas être disponibles à l’étape
de l’estimation. L’algorithme de Bootstrap que nous proposons permet d’es-
timer la précision d’estimateurs par substitution à l’aide des seules données
de l’échantillon.

3.4.2 Résultats obtenus pour la méthode de Bootstrap

Si toutes les probabilités d’inclusion sont égales, le tirage réjectif est équi-
valent au sondage aléatoire simple sans remise. La méthode proposée par
Booth et al. (1994) est donc un cas particulier de l’algorithme 3.1.

Dans la suite de cette section, p désigne un plan de sondage réjectif de pro-
babilités d’inclusion π, et q le plan poissonien canoniquement associé à p, de
probabilités d’inclusion p. Dans le cas général où les probabilités d’inclusion
sont différentes, et d’inverses non nécessairement entiers, la consistance du
Bootstrap repose sur une formule approchée de variance proposée par Hájek
(1981).

Théorème 3.5. Hájek (1981)

On a :
πk = pk

[
1− (¯̄p− pk)(1− pk)

d
+ o(d−1)

]
où d =

∑
k∈U pk(1− pk), ¯̄p = d−1

∑
k∈U p2

k et d o(d−1) → 0 uniformément en
tout k ∈ U .

Théorème 3.6. Hájek (1981)

On a :
πkl = πkπl

[
1− (1− πk)(1− πl)

d0

+ o(d−1
0 )

]
où d0 =

∑
k∈U πk(1− πk) et d0 o(d−1

0 ) → 0 uniformément en tout k ∈ U .

En injectant l’approximation précédente dans la formule de variance donnée
par Sen (1953) et Yates and Grundy (1953) pour un plan de taille fixe, Hajek
en déduit une formule approché de variance.

100



Théorème 3.7. Hájek (1964)

Soit y une variable quelconque. Alors

V (t̂yπ) = (1 + o(1))
∑
k∈U

1− πk

πk

(yk −Rπk)
2

où
R =

∑
k∈U yk(1− πk)∑
k∈U πk(1− πk)

et o(1) → 0 quand d0 →∞.

De cette approximation, Hajek déduit un estimateur asymptotiquement sans
biais de la variance, égal à

V̂HAJ(t̂yπ) =
∑
k∈S

1− πk

π2
k

(yk − R̂πk)
2

avec

R̂ =

∑
k∈S

yk

πk
(1− πk)∑

k∈S(1− πk)

Hájek (1981) justifie également que l’on peut obtenir une approximation plus
serrée de la variance en approximant les quantités πkπl − πkl sous la forme

πkπl − πkl ' ckcl =
πk(1− λk) πl(1− λl)√∑

i∈U πi(1− λi)
√∑

j∈U πj(1− λj)
(3.5)

et en imposant ∑
l∈U ;l 6=k

ckcl =
∑

l∈U ;l 6=k

πkπl − πkl = πk(1− πk)

Cela conduit à résoudre le système d’équations non linéaires

(1− λk)

[
1− πk(1− λk)∑

l∈U πl(1− λl)

]
= 1− πk ∀k ∈ U

Deville and Tillé (2000) montrent que ce problème peut toujours être résolu
de façon itérative si

∀k ∈ U
πk(1− πk)∑
l∈U πl(1− πl)

≤ 1

2
,
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condition qui est vérifiée si les probabilités d’inclusion ne sont pas trop dis-
persées, ce qui est généralement le cas car un tirage à probabilités inégales
est généralement précédé d’une phase de stratification. Si cette condition
n’est pas vérifiée, Deville and Tillé (2000) préconisent de n’utiliser qu’une
itération, comme le suggérait également Hájek (1981). Dans la suite de cette
section, nous nous contenterons de l’approximation donnée par le théorême
3.7. Cette approximation permet d’établir la consistance de la méthode de
Bootstrap dans le cas d’une fonctionnelle linéaire.

Propriété 3.8. Soit θ(M) = ty le total de la variable y. Pour un plan de
sondage réjectif, l’estimateur Bootstrap de variance de θ(M̂) = t̂yπ est asymp-
totiquement non biaisé.

Démonstration. Le théorême 3.7 assure que l’on est sous les hypothèses de
la propriété 3.2, ce qui donne le résultat.

On en déduit également un résultat analogue pour un estimateur par substi-
tution quelconque.

Propriété 3.9.

Soit θ(M̂) l’estimateur par substitution d’une statistique θ(M). Alors sous
les hypothèses H1-H7 (voir chapitre 1), l’algorithme 1 est consistant pour
l’estimation de variance de θ(M̂)

Dans le cas du Bootstrap simplifié, il est difficile de fournir une mesure exacte
du biais, même pour une statistique linéaire. Une approximation de ce biais,
pour l’estimation de variance de t̂yπ, est donnée par

Bapp
boot(V̂boot(t̂yπ))

=
∑

k∈U πk

([
1
πk

]
− 1

πk

)
πk(1− πk)

(
yk

πk
−
P

l∈U yl(1−πl)P
l∈U πl(1−πl)

)2
(3.6)

et reste là encore limité si les probabilités d’inclusion sont faibles.

3.4.3 Simulations

On utilise à nouveau la population POP2 présentée à la section précédente.
On utilise à nouveau les variables π1 et π2, calibrées pour obtenir un échan-
tillon de taille égale à 50 et 100 respectivement. On définit également une
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variable π3, proportionnelle à x, calibrée pour obtenir un échantillon de taille
20. Nous nous intéressons ici à la précision des π-estimateurs de totaux t̂yπ et
t̂zπ, de l’estimateur du ratio ctyπctzπ

, du coefficient de corrélation estimé entre les
variables y et z, des estimateurs de médiane des variables y et z. La variance
exacte est approchée à l’aide de 20 000 simulations indépendantes.

L’algorithme 3.1 de Bootstrap est testé à l’aide de 1 000 échantillons indé-
pendants. Pour chaque échantillon s, B = 100 pseudopopulations U∗

sb, b =
1 . . . 100 sont générées, et dans chaque pseudopopulation U∗

sb C = 30 ré-
échantillons S∗sbc, c = 1 . . . 30 sont prélevés. Compte tenu des résultats de la
section précédente, seule la méthode des percentiles est utilisée pour produire
des intervalles de confiance.

L’algorithme 3.2 de Bootstrap est également testé à l’aide de 1 000 échan-
tillons indépendants. Pour chaque échantillon, on constitue une pseudo-population
U∗ dans laquelle 1 000 rééchantillons sont prélevés. Les intervalles de confiance
sont produits comme précedemment, à l’aide de la méthode des percentiles.

Le tableau 3.4 compare les estimations de variance obtenues avec les mé-
thodes de Bootstrap et la linéarisation. Dans le cas linéaire, la linéarisation
(qui correspond alors à une estimation directe) est préférable. La variance est
théoriquement estimée sans biais, et l’écart à la vraie variance est uniquement
dû au nombre fini de simulations. Dans le cas non linéaire, les méthodes de
Bootstrap donnent de meilleurs résultats : l’algorithme 1 est préférable pour
les statistiques faiblement non linéaires (ratio et coefficient de corrélation),
mais l’algorithme 3.2 donne généralement de meilleurs résultats pour l’esti-
mation d’une médiane.

Le tableau 3.5 compare les taux de couverture effectifs des différentes mé-
thodes. Les taux réels sont mieux respectés avec l’algorithme 3.1. Dans le
cas linéaire, les taux de couverture sont mieux respectés avec l’approxima-
tion normale qu’avec l’algorithme 3.2, mais la tendance s’inverse pour les
statistiques non linéaires.
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3.5 Les plans à probabilités inégales proches de
l’entropie maximale

Bien que le tirage réjectif ait été défini puis étudié par Hajek dans les an-
nées 60, la mise au point d’algorithmes effectifs de tirages pour un vecteur
de probabilités d’inclusion quelconque est un résultat récent (Chen et al.,
1994; Deville, 2000). Il existe de nombreux autres algorithmes de tirage à
probabilités inégales, dont certains sont peu différents du tirage réjectif : on
parlera ici de plans proches de l’entropie maximale.

3.5.1 Rappels

Soit π = (π1, . . . , πN)t un vecteur de probabilités d’inclusion quelconques, q
un plan de sondage quelconque de probabilités d’inclusion π et prej le plan
réjectif ayant les mêmes probabilités d’inclusion. Berger (1998b) établit que∣∣∣∣∣ Vq(t̂yπ)

Vapp(t̂yπ)
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ |o(1)|+ |1 + o(1)|

où Vapp(t̂yπ) désigne l’approximation de variance de Hajek donnée au théo-
rême 3.7, Vq(.) la variance sous le plan de sondage q et

D(q) = H(prej)−H(q),

H(q) = −
∑
s⊂U

q(s) ln(q(s)),

où H(q) désigne l’entropie du plan de sondage q, et D(q) est une quantité
positive appelée la divergence du plan de sondage q par rapport au plan à
entropie maximale prej.

3.5.2 Bootstrappabilité

Le résultat de Berger implique que si la divergence D(q) → 0, l’approxima-
tion de variance de Hajek est également valide pour le plan q, ce qui, compte
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tenu des résultats de la section 2, implique également que le plan q est boots-
trappable. Ce problème a été étudié par Kervella et al. (2007).

Berger (1998a,d,b,c) a démontré que plusieurs plans de sondage avaient une
divergence asymptotiquement nulle. C’est le cas notamment pour la méthode
de Rao-Sampford (Rao, 1965; Sampford, 1967), le tirage successif (Hájek,
1964) et la méthode de Chao (Chao, 1982). Berger argumente que l’approxi-
mation de variance est également valide pour un plan de taille fixe randomisé :
ce point fera l’objet de travaux ultérieurs.

3.5.3 Simulations

Nous présentons ici quelques simulations sur la même population artificielle,
dans le cas d’un tirage systématique randomisé. Le tableau 3.6 compare, pour
des échantillonnages à probabilités proportionnelles à x de différentes tailles,
les performances de l’algorithme de Bootstrap simplifié avec l’estimation de
variance obtenue par linéarisation, et les intervalles de confiance obtenus avec
une approximation normale. Les conclusions sont sensiblement les mêmes que
pour un tirage réjectif. La variance est mieux estimée avec la linéarisation
dans le cas d’un total, mais l’algorithme 2 est préférable pour le non linéaire.
L’algorithme 2 donne de très bons résultats en termes de taux de couverture
dans le cas de l’estimation d’une médiane.

Conclusion
Nous présentons dans ce chapitre une extension de la méthode de Bootstrap
de Booth et al. (1994) au cas des probabilités inégales. Nous montrons que
cette méthode donne une estimation consistante de variance pour un estima-
teur par substitution, dans le cas d’un plan de sondage à entropie maximale
(tirage poissonien et tirage réjectif) ou à entropie forte. Nous proposons éga-
lement une version simplifiée de la méthode, qui donne de bons résultats si les
probabilités d’inclusion restent limitées. L’algorithme simplifié a l’avantage
d’être plus rapide, et de permettre d’accoler au fichier d’enquête des variables
de poids Bootstrap permettant de produire a posterirori des estimations de
précision très simplement.

Les deux méthodes de Bootstrap sont comparées à la linéarisation à l’aide
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de simulations. Nous montrons qu’elles permettent de respecter les taux de
couverture attendus de façon plus satisfaisante que la linéarisation, dans le
cas de statistiques non linéaires.
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Tab. 3.4 – Ecart relatif à la vraie variance pour les algorithmes 1 et 2 de
Bootstrap et la technique de linéarisation dans le cas d’un tirage réjectif

Ecart relatif (% )

Paramètre Echantillon Echantillon Echantillon
de taille 20 de taille 50 de taille 100

Algorithme 1

Total de y -4.80 -2.95 -3.13
Total de z -6.18 -2.94 +0.91
Ratio +2.70 +0.54 -1.03
Corrélation -4.18 -3.20 -0.90
Médiane de y +21.30 +16.79 +12.53
Médiane de z +22.71 +18.09 +12.29

Algorithme 2

Total de y -7.94 -1.87 -0.99
Total de z -6.48 -2.41 -0.24
Ratio -5.29 -1.26 +0.62
Corrélation -6.56 -4.11 -2.99
Médiane de y +12.83 +14.61 +13.55
Médiane de z +20.33 +13.12 +12.80

Linéarisation

Total de y -2.68 +0.02 -0.33
Total de z -1.35 -0.51 +0.38
Ratio -6.06 -1.61 -0.22
Corrélation -14.14 -6.08 -3.97
Médiane de y
Médiane de z
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Chapitre 4

Bootstrap d’un plan de sondage
équilibré

Un plan de sondage est dit équilibré s’il permet d’inférer de façon exacte
pour les totaux de variables auxiliaires connues sur l’ensemble des individus
de la population à l’étape du plan de sondage. Si l’échantillonnage se fait
à probabilités égales, l’équilibrage assure que des structures connues sur la
population seront également respectées dans l’échantillon, assurant ainsi une
"représentativité" de l’échantillon sur les variables de contrôle. L’équilibrage
permet donc de mettre à profit une information auxiliaire connue avant ti-
rage afin d’améliorer le résultat de l’échantillonnage.

Un algorithme général d’échantillonnage équilibré, permettant de sélection-
ner des échantillons à probabilités inégales et équilibrés sur un nombre quel-
conque de variables, a été proposé par Deville and Tillé (2004). Deville and
Tillé (2005) ont également proposé des formules approchées de calcul de pré-
cision pour un tirage équilibré à grande entropie ; ils montrent que la variance
n’est plus donnée que par les résidus d’une régression de la variable d’intérêt
sur les variables d’équilibrage. L’objectif de ce chapitre est double :

→ proposer un algorithme rapide d’échantillonnage équilibré, permettant
la sélection d’échantillons sur de grandes bases de sondage et ouvrant la
voie à un calcul de précision par rééchantillonnage dans un temps raison-
nable,
→ proposer une justification de la formule d’approximation de variance de
Deville and Tillé (2005), via une approximation des probabilités d’inclusion
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doubles, afin d’établir la consistance de notre méthode de Bootstrap pour
un tirage équilibré à entropie maximale.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. En section 1, nous donnons
quelques rappels sur l’échantillonnage équilibré et présentons l’algorithme
général de tirage. En section 2, nous proposons un algorithme plus rapide
d’échantillonnage équilibré et introduisons la notion d’échantillonnage équi-
libré stratifié. En section 3, nous établissons la consistance de la méthode
de Bootstrap dans le cas d’un tirage équilibré sur une variable. Le cas d’un
équilibrage multidimensionnel est discuté en section 4. En section 5, nous
proposons une généralisation de la méthode Mirror-Match de Sitter (1992)
dans le cas d’un tirage équilibré à entropie maximale et à probabilités égales.

4.1 L’échantillonnage équilibré

4.1.1 Définition

On suppose que les vecteurs de valeurs

xk = (xk1, . . . , xkp)
′

prises par p variables auxiliaires sont connus pour toutes les unités de la
population U . On suppose sans perte de généralité que ces p vecteurs sont
linéairement indépendants.

L’estimateur de Horvitz-Thompson du total de la variable y, donné par t̂yπ =∑
k∈S yk/πk, est un estimateur sans biais de ty. En particulier, le π-estimateur

du total txj
=
∑

k∈U xkj de la jème variable auxiliaire est donné par t̂xjπ =∑
k∈S xkj/πk et

E

(∑
k∈S

xki

πk

)
=
∑
k∈U

xki = txi
(4.1)

t̂xjπ restitue donc en moyenne la valeur attendue txj
. On dira qu’un échan-

tillon est équilibré sur la variable xj si l’équation 4.1 n’est pas vérifiée en
moyenne, mais exactement.
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Définition 4.1. Avec les notations précédentes, l’échantillon S sélectionné
avec des probabilités πk est dit équilibré sur la variable xj si∑

k∈S

xkj

πk

= txj
. (4.2)

Par extension, le plan de sondage p est dit équilibré sur les variables x1, . . . , xp

si son support est restreint aux échantillons équilibrés sur chacune des va-
riables x1, . . . , xp. Autrement dit, p est équilibré sur les variables x1, . . . , xp

si pour tout échantillon s tel que p(s) > 0 :∑
k∈s

xki

πk

= txi
∀i = 1 . . . p (4.3)

Le système d’équations 4.3 est appelé système des équations d’équilibrages.

Exemple 4.1. L’équilibrage sur la variable probabilité d’inclusion assure un
échantillonnage de taille fixe. En effet, 4.2 se réduit alors à

t̂xπ =
∑

k∈S
πk

πk
= n(S)

=
∑

k∈U πk = E(n(S))

et l’équilibrage assure que la taille d’échantillon effectivement obtenue est
exactement la taille souhaitée.

En particulier, le tirage réjectif (plan de taille fixe) est, pour des probabili-
tés d’inclusion fixées, le plan à entropie maximale équilibré sur la variable
probabilité d’inclusion.

Exemple 4.2. L’équilibrage sur la variable constante égale à 1 assure que la
taille de la population est parfaitement estimée. En effet, 4.2 se réduit alors
à

t̂xπ =
∑

k∈S
1
πk

= N̂π

=
∑

k∈U 1 = N

Les deux exemples précédents illustrent l’apport de l’échantillonnage équili-
bré par rapport aux méthodes d’échantillonnage à probabilités inégales pré-
sentées au chapitre précédent. La variable constante et la variable probabilité
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d’inclusion sont deux variables "gratuites" et toujours disponibles dans une
base de sondage. Equilibrer sur ces deux variables permet d’obtenir un échan-
tillon de taille fixe (propriété déjà assurée par de nombreux algorithmes), mais
également d’inférer exactement pour l’effectif total de la population.

Exemple 4.3. Dans le Nouveau Recensement de la population réalisé en
France (cf chapitre 6), les petites communes (moins de 10 000 habitants)
sont, au sein de chaque région, partitionnées aléatoirement en 5 échantillons
appelés groupes de rotation.
Ces échantillons sont sélectionnés à probabilités égales (1/5), et en équili-
brant sur les variables : sexe et tranche d’âge. L’équilibrage assure que la
structure de chacun des 5 échantillons sur les modalités des variables sexe
et tranche d’âge est la même que dans l’ensemble de la population.

4.1.2 Mise en oeuvre : la méthode du Cube

La recherche d’un algorithme d’échantillonnage équilibré est un problème
déjà ancien. Yates (1949) et Thionet (1953) proposent des méthodes d’équi-
librage de type réjectif (où on sélectionne préalablement des échantillons, en
conservant celui qui assure un bon équilibrage pour les totaux des variables de
contrôle) ; voir également Ardilly (1991). Deville et al. (1988) ont également
proposé un algorithme, mais en se restreignant au cas d’un échantillonnage
équilibré à probabilités égales.

La méthode du CUBE, qui apporte une solution générale au problème d’équi-
librage (i.e., équilibrage à probabilités inégales sur un nombre quelconque de
variables) a été développée à l’Ensai par Deville and Tillé (2004) ; voir égale-
ment Tillé (2001). La méthode a été d’abord consacrée à la sélection d’unités
primaires dans un sondage à deux degrés, car le temps d’exécution était pro-
portionnel au carré de la taille de la population. Cette méthode a ensuite
été appliquée à plusieurs problèmes statistiques importants. Par exemple, les
groupes de rotation de communes et d’adresses du Nouveau Recensement
français ont été sélectionnés à l’aide de la méthode du Cube (Dumais and
Isnard, 2000; Bertrand et al., 2004).

La méthode du Cube est basée sur une représentation géométrique d’un
plan de sondage. Les échantillons s peuvent être vus comme les sommets
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d’un hypercube de RN donné par C = [0, 1]N . Le système 4.3 des équations
d’équilibrage définit un sous-espace de RN égal à K = π + Ker(A), où A
désigne la matrice des contraintes égale à

A =
(

x1 . . . xN

)
=

 x11/π1 x1p/π1
... . . . . . .

xN1/πN xNp/πN


t

.

L’idée de base consiste à sélectionner aléatoirement un sommet de K ∩ C, à
l’aide d’une suite de déplacements aléatoires dans K ∩ C.

Il n’est généralement pas possible de sélectionner un échantillon exactement
équilibré. Par exemple, dans une population de 100 personnes comptant 47
hommes et 53 femmes, sélectionner un échantillon de taille 10 exactement
équilibré sur la variable sexe signifierait sélectionner un échantillon de 4.7
hommes et 5.3 femmes, ce qui est impossible. Pour cette raison, la méthode
du Cube est constituée de deux phases appelées phase de vol et phase d’at-
terrissage :

→ Pendant la phase de vol, les contraintes sont toujours exactement res-
pectées. L’objectif est d’arrondir aléatoirement presque toutes les proba-
bilités d’inclusion à 0 ou 1. Cette phase est décrite dans l’algorithme 4.1.
→ La phase d’atterrissage consiste à solutionner au mieux le fait que le
système 4.3 ne peut être exactement respecté.

Si T est la dernière étape de l’algorithme 4.1 et que π∗ = π(T ), alors Deville
and Tillé (2004) ont montré que,

1. E(π∗) = π,

2. Aπ∗ = Aπ,

3. Si q = card{k|0 < π∗k < 1}, alors q ≤ p, où p désigne le nombre de
variables auxiliaires.

Le vecteur π∗ peut être un échantillon, mais dans la plupart des cas il y a au
plus q éléments non entiers dans π∗. Si q > 0 , le problème d’arrondi est réglé
par la phase d’atterrissage. Notons que q est toujours inférieur au nombre de
variables d’équilibrage, et que ce dernier est généralement très faible devant
la taille de la population : l’atterrissage ne porte donc que sur un nombre

119



Fig. 4.1 – Procédure générale d’équilibrage, phase de vol

Initialiser à π(0) = π. Ensuite, au temps t = 0, ...., T, répéter les trois étapes
suivantes

Etape 1. Générer un vecteur quelconque u(t) = {uk(t)} 6= 0, aléatoire ou
non, tel que u(t) soit dans le noyau de la matrice A, et uk(t) = 0 si
πk(t) est un entier.

Etape 2. Calculer λ∗1(t) et λ∗2(t), les plus grandes valeurs de λ1(t) et λ2(t)
telles que 0 ≤ π(t) + λ1(t)u(t) ≤ 1, et 0 ≤ π(t)− λ2(t)u(t) ≤ 1. Noter
que λ1(t) > 0 et λ2(t) > 0.

Etape 3. Sélectionner

π(t + 1) =

{
π(t) + λ∗1(t)u(t) avec probabilité q(t)
π(t)− λ∗2(t)u(t) avec probabilité 1− q(t),

(4.4)

où q(t) = λ∗2(t)/{λ∗1(t) + λ∗2(t)}.

Cette procédure générale est répétée jusqu’à ce qu’il ne soit plus possible de
réaliser l’étape 1.

d’unités très limité.

La première solution pour l’atterrissage consiste à relâcher une contrainte
et à relancer à nouveau la phase de vol, jusqu’à ce qu’il ne soit plus pos-
sible de "bouger" à nouveau à l’intérieur de l’hyperplan des contraintes. Les
contraintes sont donc relâchées successivement. La seconde solution utilise
un programme linéaire pour obtenir le meilleur plan de sondage équilibré
approché, voir Deville and Tillé (2004). Le temps d’exécution est donné es-
sentiellement par la phase de vol. La nouvelle implémentation que nous pro-
posons dans la section suivante ne concerne que la phase de vol, et la phase
d’atterrissage reste inchangée.
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4.1.3 Calcul de précision analytique

Dans le cas du π-estimateur d’un total, la variance peut être théoriquement
calculée en fonction des probabilités d’inclusion d’ordre 2 :

V (t̂yπ) =
∑

k∈U

∑
l∈U

yk

πk

yl

πl
∆kl

= ỹ′∆ỹ

avec ỹ = (y1/π1 . . . yi/πi . . . yN/πN)′, ∆ = (∆kl)kl et

∆kl =

{
πkl − πkπl si k 6= l
πk(1− πk) si k = l

En pratique, ces probabilités d’inclusion doubles et l’opérateur de variance-
covariance ∆ ne peuvent être calculés exactement. Pour résoudre ce problème,
Deville and Tillé (2005) proposent une approximation de variance dans le cas
où le tirage équilibré est à entropie maximale.

Le tirage poissonien conditionnel

Soit p le plan de sondage respectant les probabilités d’inclusion π = (πk)k∈U

et le système d’équations 4.3, et d’entropie maximale parmi les plans de son-
dage vérifiant ces deux propriétés. Hájek (1981) établit que p peut être vu
sous forme d’un plan poissonien q de probabilités d’inclusion (pk)k∈U , condi-
tionné par les équations d’équilibrage.

La mise en oeuvre du tirage poissonien conditionnel se fait de la façon sui-
vante : soit S un échantillon sélectionné selon le plan de sondage q. Si S
vérifie ∑

k∈S

xk

πk

=
∑
k∈U

xk (4.5)

alors l’échantillon est conservé. Sinon, on recommence jusqu’à obtenir un
échantillon vérifiant l’équation 4.5. L’échantillon finalement retenu sera noté
S̃. Le tirage réjectif est un cas particulier de tirage poissonien conditionnel,
obtenu avec xk scalaire égal à la probabilité d’inclusion.
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Notons au passage que

Eq

∑
k∈S̃

xk

πk

 =
∑
k∈U

pk

πk

xk, (4.6)

où Eq(.) désigne l’espérance sous le plan de Poisson. Cela signifie que l’équa-
tion d’équilibrage ne représente pas une situation vraie en moyenne, et qu’il
peut être nécessaire de rejeter un grand nombre d’échantillons avant d’obtenir
un échantillon équilibré. Cependant, le théorême 1 de Deville and Tillé (2005)
montre qu’il existe un unique plan poissonien q de probabilités d’inclusion
(pk)k∈U , tel que p soit le conditionnel du plan q, et vérifiant∑

k∈U

pk

πk

xk =
∑
k∈U

xk. (4.7)

L’utilisation de ce plan poissonien permet donc théoriquement d’accélérer
la vitesse de tirage de l’échantillon équilibré. Le plan poissonien vérifiant les
propriétés précédentes sera appelé plan poissonien canoniquement asso-
cié à p, pour reprendre la terminologie de Hajek. Sauf indication contraire,
nous supposerons dans la suite que le poissonien q est canoniquement associé
au plan p.

En postulant une distribution normale multivariée pour le vecteur (t̂yπ , t̂xπ),
Deville and Tillé (2005) obtiennent la formule approchée de variance

Vapp(t̂yπ) =
∑
k∈U

bk

π2
k

(yk − y∗k)
2 (4.8)

où

y∗k = x′k

(∑
l∈U

bl
xlx

′
l

π2
l

)−1∑
l∈U

bl
xlyl

π2
l

, (4.9)

et le poids bk = pk(1− pk) dépend des probabilités d’inclusion du plan pois-
sonien correspondant q. La variable y∗ correspond à une prédiction de la
variable y à l’aide des variables d’équilibrage. La variance n’est donc plus
donnée que par les résidus de la régression pondérée de la variable d’intérêt
y sur les variables d’équilibrages x. Par exemple, équilibrer sur la variable
probabilité d’inclusion π et la variable constante égale à 1 revient à ajouter
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une constante dans le modèle expliquant la variable y par la variable π.

L’approximation 4.8 peut encore s’écrire sous la forme

Vapp(t̂yπ) = ỹ′∆appỹ

avec ỹ = (y1/π1, . . . , yN/πN)′, ∆app = (∆app,kl)kl et

∆app,kl =

 bk
x′k
πk

(∑
i∈U bi

xix
′
i

π2
i

)−1
xk

πk
bk si k 6= l

bk − bk
x′k
πk

(∑
i∈U bi

xix
′
i

π2
i

)−1
xk

πk
bk si k = l

. (4.10)

La difficulté réside dans le fait que le facteur bk dépend des probabilités
d’inclusion inconnues du plan poissonien, et doit être également approché.
Plusieurs approximations sont proposées par Deville and Tillé (2005) :

1. La première consiste à considérer que pour n suffisamment grand, pk '
πk, ce qui conduit à

b1k = πk(1− πk). (4.11)

On note ∆1 l’opérateur de variance correspondant. Nous donnons dans
les sections 3 et 4 un résultat justifiant l’approximation de pk par πk.

2. La seconde consiste à partir de l’approximation précédente, en appli-
quant une correction pour la perte de degrés de liberté

b2k = πk(1− πk)
N

N − p
(4.12)

donnant un opérateur de variance approché ∆2.
3. La troisième consiste à s’ajuster sur les éléments diagonaux de ∆, tou-

jours connus, ce qui donne l’approximation

b3k = πk(1− πk)
trace∆

trace∆1

(4.13)

et l’opérateur de variance approché ∆3.
4. Le dernière approximation consiste à caler les éléments diagonaux de

∆app sur ceux de ∆, toujours connus. Cela revient à résoudre le système
d’équations non linéaires

πk(1− πk) = bk − bk
x′k
πk

(∑
i∈U

bi
xix

′
i

π2
i

)−1
xk

πk

bk ∀k ∈ U (4.14)
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On peut résoudre ce système par une méthode itérative, mais une so-
lution n’existe pas toujours. Une solution consiste à n’utiliser qu’une
itération pour obtenir

bk = πk(1− πk)

1− x′k
πk

(∑
i∈U

πi(1− πi)
xix

′
i

π2
i

)−1
xk

πk

πk(1− πk)

−1

.

(4.15)
Deville and Tillé (2005) déduisent de cette approximation de variance la
forme générale d’un estimateur de variance :

V̂ (t̂yπ) =
∑
k∈S

ck

π2
k

(yk − ŷ∗k)
2 (4.16)

où

ŷ∗k = x′k

(∑
l∈S

cl
xlx

′
l

π2
l

)−1∑
l∈S

cl
xlyl

π2
l

, (4.17)

Deville and Tillé (2005) proposent plusieurs approximations pour les coef-
ficients ck, et montrent à l’aide de simulations le bon comportement de ces
approximations. Barat et al. (2005) ont élaboré une macro SAS de calcul de
précision d’un échantillon équilibré basé sur les formules précédentes.

4.2 Un algorithme rapide d’échantillonnage équi-
libré

La méthode du Cube est en fait une famille d’algorithmes dont l’implémen-
tation peut prendre différentes formes. Chauvet and Tillé (2006) ont proposé
une implémentation très rapide. L’originalité consiste à appliquer l’étape de
base à un sous-ensemble d’unités et non à la population entière restante. Ce
sous-ensemble évolue à chaque étape de l’algorithme, et le temps d’exécution
ne dépend plus du carré de la taille de la population. Cette amélioration per-
met l’utilisation de la méthode du Cube sur de très grandes bases de sondage,
avec un nombre important de variables d’équilibrage. Elle permet également
d’envisager le recours à des méthodes d’estimation de précision par rééchan-
tillonnage avec des temps de calcul raisonnables.
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4.2.1 Présentation

Le but de cette nouvelle implémentation est donc d’obtenir une réduction
du temps d’exécution. Dans l’algorithme général, la recherche d’un vecteur
u de KerA est très coûteuse. L’idée de base est d’utiliser une sous-matrice
B contenant uniquement p + 1 colonnes de A. Notons que le nombre de va-
riables p est plus petit que la taille de la population N , et que rang B ≤ p.
La dimension du noyau de B est donc supérieure ou égale à 1.

Un vecteur v de KerB peut alors être utilisé pour construire un vecteur u
de KerA en complétant v avec des zéros pour les colonnes de B qui ne sont
pas dans A. Avec cette idée, tous les calculs peuvent être faits uniquement
sur B. Cette méthode est décrite dans l’Algorithme 4.2 dont on trouvera une
description à la fin du chapitre.

Si T̃ est la dernière étape de l’algorithme et que π̃ = π(T̃ ), alors on a
1. E(π̃) = π,

2. Aπ̃ = Aπ,

3. si q̃ = card{k|0 < π̃k < 1}, alors q̃ ≤ p, où on rappelle que p désigne le
nombre de variables auxiliaires.

Dans le cas où certaines contraintes peuvent être exactement satisfaites, on
peut poursuivre la phase de vol. Supposons que C désigne la matrice conte-
nant les colonnes de A qui correspondent à des valeurs non entières de π̃, et
que φ est le vecteur des valeurs non entières de π̃. Si C n’est pas de plein
rang, une ou plusieurs étapes de l’algorithme général peuvent encore être
appliquées à C et φ. Un retour à l’Algorithme 4.1 est donc nécessaire pour
les dernières étapes.

4.2.2 Cas de l’échantillonnage à probabilités inégales

Quand p = 1 et que la seule variable d’équilibrage est xk = πk, alors tirer un
échantillon équilibré revient à échantillonner avec des probabilités inégales.
Dans ce cas, A = (1 . . . 1). A chaque étape, la matrice B vaut (1, 1) , et
u = (−1, 1)′. L’algorithme 4.2 peut être grandement simplifié comme présenté
dans l’algorithme 4.3, ce qui donne une méthode très simple de sélection d’un
échantillon avec des probabilités inégales. L’algorithme 4.3 présenté à la fin
du chapitre est en fait une implémentation de la méthode du pivot proposée
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initialement par Deville and Tillé (1998) dans le cadre de la méthode de
scission.

Dans le cas où on opère un tri aléatoire préalable sur les données, l’algo-
rithme précédent peut être vu comme une variante de la méthode de Rao-
Hartley-Cochran (Rao et al., 1962) permettant de respecter exactement des
probabilités d’inclusion fixées.

4.2.3 Echantillonnage équilibré stratifié

Notations

Nous conservons les mêmes notations que dans le paragraphe précédent. Nous
supposons ici que U est partitionnée en H strates U1, . . . , UH . Rappelons que
le plan de sondage est dit équilibré sur la variable x si∑

k∈S

xk

πk

=
∑
k∈U

xk. (4.18)

On dit que le plan de sondage est équilibré par strates sur la variable x si∑
k∈Sh

xk

πk

=
∑
k∈Uh

xk, pour tout h = 1, . . . , H, (4.19)

où Sh désigne l’intersection de l’échantillon S et de la strate Uh. Notons que
si un plan de sondage est équilibré par strates, il est également globalement
équilibré sur la même population.

Le technique d’échantillonnage équilibré stratifié a été utilisée par le Nouveau
Recensement français pour la constitution des groupes de rotation de pe-
tites communes. Dans chaque région de France, ces groupes de rotation sont
constitués en sélectionnant des échantillons globalement équilibrés sur des
variables socio-démographiques, et équilibrés par département sur le nombre
de ménages, afin d’assurer une bonne représentation des communes de chaque
département dans chacun des groupes de rotation.
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Inconvénients d’un équilibrage direct par strates

L’échantillonnage équilibré stratifié peut être réalisé en tirant un échantillon
directement dans la population entière. En effet, (4.19) est équivalent à∑

k∈U

Sk(xk 1k∈Uh
)

πk

=
∑
k∈U

xk 1k∈Uh
pour tout h = 1 . . . H.

Il suffit donc de sélectionner un échantillon dans U , équilibré sur les variables
données par le produit des variables d’équilibrage x1, . . . , xp et des variables
indicatrices :

1k∈Uh
=

{
1 si k ∈ Uh

0 sinon,

ce qui signifie équilibrer que H × p variables. Cette méthode a plusieurs
inconvénients :

→ Si H × p est trop grand, il est impossible de réaliser une phase d’at-
terrissage en cherchant à minimiser un critère de distance à l’état d’équi-
libre, car le nombre d’échantillons possibles est trop important. La seule
option d’atterrissage possible consiste à abandonner progressivement les
contraintes.
→ Toutes les strates n’ont pas la même qualité d’équilibrage. En abandon-
nant successivement les contraintes, les strates correspondant aux variables
abandonnées au début sont moins bien équilibrées.
→ On peut ne pas obtenir une taille fixe d’échantillon dans chaque strate,
ce qui génère une variance supplémentaire pour les estimations intra-strates.

Nous proposons un algorithme de tirage, inspirée d’une remarque sur le trai-
tement des grandes bases de sondage avec l’ancienne macro CUBE (Rousseau
and Tardieu, 2004). Cet algorithme a été programmé sous forme d’une macro
SAS (Chauvet and Tillé, 2007). Le principe est le suivant :

→ On essaye tout d’abord d’équilibrer par strate : on réalise une phase de
vol indépendamment dans chaque strate afin d’équilibrer sur les variables
choisies.
→ Quand il n’est plus possible d’équilibrer par strate, on recherche un
équilibrage global : on rassemble toutes les unités restantes, n’ayant pas
été sélectionnées ou rejetées durant les phases de vol sur les strates, puis
on effectue une dernière phase de vol sur ces unités.
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→ On applique alors la phase d’atterrissage à toutes les unités qui n’ont
été ni sélectionnées ni rejetées.

Nous donnons ci-dessous un exemple d’utilisation de l’échantillonnage équili-
bré stratifié pour la sélection d’un échantillon dans une base d’adresses. Cette
technique nous sera également utile pour mettre en oeuvre de façon effective
une généralisation de la méthode Mirror-Match (Sitter, 1992) au cas d’un
échantillonnage équilibré à probabilités égales (voir la section 5).

Un exemple numérique

Nous utilisons une population artificielle de 26 471 unités, correspondant à
une commune divisée en 36 strates (variable ZONE). A l’aide d’une macro
d’échantillonnage équilibré stratifié, nous sélectionnons un échantillon avec
des probabilités d’inclusion égales à 1

5
en équilibrant sur les variables de la

table 4.1. Nous souhaitons donc obtenir un échantillon qui soit

→ globalement équilibré sur l’ensemble de la grande commune,
→ approximativement équilibré dans chaque strate,
→ de taille fixe dans chaque strate.

Nous obtenons un échantillon de 5 296 unités en quelques secondes. La table
4.2 compare les tailles d’échantillon obtenues dans chaque strate avec les
tailles d’échantillon théoriques. En les arrondissant, la condition de taille fixe
est parfaitement réalisée. Les estimations sur l’ensemble de la commune sont
présentées dans la table 4.3. L’équilibrage global est parfaitement réalisé.
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Tab. 4.1 – Liste des variables socio-démographiques
NLOG Nombre de logements
NLOGCO Nombre de logements en adresse collective
H0019 Nombre d’hommes de moins de 20 ans
H2039 Nombre d’hommes de 20 à 39 ans
H4059 Nombre d’hommes de 40 à 59 ans
H6074 Nombre d’hommes de 60 à 74 ans
H7599 Nombre de femmes de 75 ans et plus
F0019 Nombre de femmes de moins de 20 ans
F2039 Nombre de femmes de 20 à 39 ans
F4059 Nombre de femmes de 40 à 59 ans
F6074 Nombre de femmes de 60 à 74 ans
F7599 Nombre de femmes de 75 ans et plus
ACTIFS Nombre d’actifs
INACTIFS Nombre d’inactifs
NATFN Nombre de français de naissance
NATFA Nombre de français par acquisition
NATHE Nombre d’étrangers (hors Union Européenne)
NATUE Nombre d’étrangers de l’Union Européenne

En ce qui concerne les strates, l’équilibrage est également très bien respecté.
Nous pourrions réaliser un échantillonnage similaire en tirant un échantillon
directement dans l’ensemble de la population. Nous devrions alors utiliser les
variables d’équilibrage suivantes :

→ la probabilité d’inclusion (pour obtenir un échantillon de taille fixe) et
les 18 variables socio-démographiques pour obtenir un équilibrage global.
En prenant en compte les colinéarités, cela représente 17 variables d’équi-
librage.
→ Une variable indiquant l’appartenance à chaque strate, pour obtenir
une taille fixe d’échantillon par strate. Cela représente 35 variables d’équi-
librage.
→ Des variables égales au produit des variables socio-demographiques (18)
et des indicatrices d’appartenance à une strate (36) pour obtenir un équi-
librage stratifié. En prenant en compte les colinéarités, cela représente
16× 35 = 560 variables d’équilibrage.
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Tab. 4.2 – Comparaison entre les tailles d’échantillon effectives et théoriques
obtenues dans chaque strate

Strate 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Taille voulue 155.8 137.8 148.6 141 148.8 142.4 145.6 149.6 141.8
Taille obtenue 155 138 148 141 148 142 146 150 142

Strate 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Taille voulue 147.6 146.4 144.8 153.4 140 141.8 136.8 144 147.2
Taille obtenue 148 147 145 153 140 142 137 144 148

Strate 19 20 21 22 23 24 25 26 27
Taille voulue 150.6 147.2 150.4 153.4 145.4 153.4 151.2 146 144
Taille obtenue 150 147 150 154 146 153 151 146 144

Strate 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Taille voulue 155.8 145.8 147.4 151.4 143.8 153.8 142.4 152 146.8
Taille obtenue 156 145 148 152 144 154 143 152 147

Nous aurions donc eu besoin de 612 variables d’équilibrage. L’échantillon-
nage aurait été beaucoup plus lent, et l’équilibrage de mauvaise qualité dans
certaines strates.

4.3 Bootstrap d’un échantillon équilibré sur une
variable

Nous supposons dans ce paragraphe que l’on utilise une seule variable d’équi-
librage xk. Nous utilisons une technique développée par Hájek (1981) pour
l’approximation de précision d’un tirage réjectif. L’hypothèse clé dont nous
avons besoin est que, dans le cas d’un tirage poissonien, la fonction de densité
du π-estimateur admet un développement d’Edgeworth à deux termes.
Dans le cas d’un tirage poissonien, les hypothèses asymptotiques H2-H4
(voir chapitre 1, paragraphe 2.3) sont satisfaites, ce qui implique l’existence
d’un théorême central limite ; un développement d’Edgeworth peut également
être obtenu sous quelques hypothèses techniques, voir Zhidong and Lincheng
(1986). Nous supposons ici que ce développement peut être appliqué à la fonc-
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Tab. 4.3 – Différence relative entre le vrai total et l’estimateur de Horvitz-
Thompson du total pour les variables d’équilibrage

Variable Estimateur de Horvitz-Thompson Vrai total Différence relative
du total ( % )

NLOG 251 275 251 199 +0.03%
NLOGCO 251 275 251 198 +0.03%
H0019 46 790 46 759 +0.07%
H2039 74 735 74 729 +0.01%
H4059 45 800 45 763 +0.08%
H6074 20 875 20 870 +0.02%
H7599 10 315 10 316 -0.01%
F0019 45 850 45 852 -0.00%
F2039 84 045 84 022 +0.03%
F4059 51 475 51 455 +0.04%
F6074 28 770 28 739 +0.11%
F7599 21 465 21 484 -0.09%
ACTIFS 360 065 359 984 +0.02%
INACTIFS 70 055 70 005 +0.07%
NATFN 323 305 323 219 +0.03%
NATFA 17 460 17 450 +0.06%
NATHE 8 995 8 990 +0.06%
NATUE 80 360 80 330 +0.04%

tion de densité du π-estimateur de total, et que le manque de continuité de
ce π-estimateur est négligeable quand la taille n d’échantillon devient grande.

Nous supposerons également que la variable d’équilibrage est bornée :

∃Mx ∀k |xk| ≤ Mx, (4.20)

ainsi que la variable donnant les probabilités d’inclusion :

∃ε1, ε2 ∀k ε1 ≤ πk ≤ ε2. (4.21)

Ces deux hypothèses assurent que d0 =
∑

k∈U

(
xk

πk

)2

πk(1 − πk) est asymp-
totiquement équivalent à n =

∑
k∈U πk, ce qui permet d’alléger les notations

en écrivant les ordres de grandeur en fonction de n.
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4.3.1 Approximation des probabilités d’inclusion

Nous établissons ici un résultat faisant le lien entre les probabilités d’inclu-
sion d’un tirage équilibré à entropie maximale et les proabbilités d’inclusion
du tirage poissonien canoniquement associé. Ce théorême constitue essentiel-
lement un résultat intrmédiaire qui nous servira plus loin pour établir une
expression approchée des probabilités d’inclusion doubles d’un tirage équili-
bré en fonction des probabilités d’inclusion d’ordre 1.

Théorème 4.1. Soit p le plan à entropie maximale, de probabilités d’inclu-
sion π, équilibré sur la variable x. Soit q le plan poissonien canoniquement
associé à p. Alors :

πk = pk

(
1− 1

2

(
xk

πk

)2
(1− pk)(1− 2pk)

d
+

xk

πk

1− pk

d

c1

2
+ o(n−1)

)
(4.22)

avec

c1 = d−1
∑
l∈U

(
xl

πl

)3

pl(1− pl)(1− 2pl) d =
∑
l∈U

(
xl

πl

)2

pl(1− pl)

et n o(n−1) → 0 uniformément en tout k ∈ U .

Démonstration. Soit Eq(.) (respectivement Vq(.)) l’espérance (respectivement
la variance) sous le plan de Poisson q. Soit Ik l’indicatrice d’appartenance de
l’unité k à l’échantillon poissonien S̃, et

t̂xπ =
∑

k∈U
xk

πk
Ik

=
∑

k∈U
x̃k

pk
Ik avec x̃k = pk

πk
xk

= t̂x̃p

Pour alléger l’écriture, on notera simplement

y = t̂x̃p et z =
y − tx̃√
Vq(t̂x̃p)

.
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On a de façon immédiate :

Eq(y) = tx̃

=
∑

k∈U
pk

πk
xk

= tx car le plan q est canonique.

Vq(y) =
∑
k∈U

(
x̃k

pk

)2

pk(1− pk) =
∑
k∈U

(
xk

πk

)2

pk(1− pk) = d

L’identité (∑
k∈U ak

)3
=

∑
k∈U a3

k

+ 3
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U a2

kal

+
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

∑
m6=k,l∈U akalam

nous donne

(y − tx)
3 =

(∑
k∈U

xk

πk
(Ik − pk)

)3

=
∑

k∈U

(
xk

πk

)3

(Ik − pk)
3

+ 3
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

(
xk

πk

)2 (
xl

πl

)
(Ik − pk)

2(Il − pl)

+
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

∑
m6=k,l∈U

xk

πk

xl

πl

xm

πm
(Ik − pk)(Il − pl)(Im − pm)

⇒ Eq (y − tx)
3 =

∑
k∈U

(
xk

πk

)3

Eq(Ik − pk)
3

=
∑

k∈U

(
xk

πk

)3

pk(1− pk)(1− 2pk)

que l’on note µ3(y).
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De la même façon, l’identité

(∑
k∈U ak

)4
=

∑
k∈U a4

k

+ 4
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U a3

kal

+ 3
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U a2

ka
2
l

+ 6
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

∑
m6=k,l∈U a2

kalam

+
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

∑
m6=k,l∈U

∑
o6=k,l,m∈U akalamao

nous donne avec un peu de calcul

Eq (y − tx)
4 = Eq

[∑
k∈U

(
xk

πk

)4

(Ik − pk)
4

+ 3
∑

k 6=l∈U

(
xk

πk

)2 (
xl

πl

)2

(Ik − pk)
2(Il − pl)

2
]

=
∑

k∈U

(
xk

πk

)4

pk(1− pk)(1− 6pk(1− pk)) + 3d2

que l’on note µ4.

Soit f la densité de la variable aléatoire z. Alors, de façon similaire à Hájek
(1981) :

πk = P(Ik = 1|x = 0)

= pk
fIk=1(0)

f(0)

(4.23)

où f Ik=1(.) désigne la densité de z conditionnellement à Ik = 1. En utilisant
le développement d’Edgeworth formel d’une fonction de densité (Hall, 1992),
on obtient
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f(0) = 1√
2πd

(
1 + 1

8
d−2

∑
k∈U

(
xk

πk

)4

pk(1− pk)(1− 6pk(1− pk))

− 5
24

d−3

(∑
k∈U

(
xk

πk

)3

pk(1− pk)(1− 2pk)

)2

+ o(n−1)

)

= 1√
2πd

(1 + c0d
−1 + o(n−1))

où

c0 = 1
8
d−1

∑
k∈U

(
xk

πk

)4

pk(1− pk)(1− 6pk(1− pk))

− 5
24

d−2

(∑
k∈U

(
xk

πk

)3

pk(1− pk)(1− 2pk)

)2

En conditionnant par rapport à Ik = 1, on obtient également
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EIk=1
q (y) =

∑
l 6=k∈U

pl

πl
xl + xk

pk

=
∑

l∈U
pl

πl
xl + xk

πk
(1− pk),

V Ik=1
q (y) =

∑
l 6=k∈U

(
xl

πl

)2

pl(1− pl)

= d−
(

xk

πk

)2

pk(1− pk),

µIk=1
3 (y) = µ3 −

(
xk

πk

)3

pk(1− pk)(1− 2pk),

µIk=1
4 (y) = µ4 −

(
xk

πk

)4

pk(1− pk)(1− 6pk(1− pk))

+ 3

(
d−

(
xk

πk

)2

pk(1− pk).

)2

Et en réappliquant le développement d’Edgeworth de la fonction de densité :

f Ik=1(0) = 1q
2π(d−(xk/πk)2pk(1−pk))

× exp
(
−1

2
(xk/πk)2(1−pk)2

d−(xk/πk)2pk(1−pk)

)
×

(
1 + 1

6
(δ3 − 3δ)

P
l6=k∈U (xl/πl)

3pl(1−pl)(1−2pl)

(d−(xk/πk)2pk(1−pk))
3/2

+ 1
4!
(δ4 − 6δ2 + 3)

P
l6=k∈U (xl/πl)

4pl(1−pl)(1−6pl(1−pl))

(d−(xk/πk)2pk(1−pk))
2

+ 10
6!

(δ6 − 15δ4 + 45δ2 − 15)
(
P

l6=k∈U (xl/πl)
3pl(1−pl)(1−2pl))

2

(d−(xk/πk)2pk(1−pk))
2

+ o(n−1)

)

avec

δ =
tx − tx̃ − xk

πk
(1− pk)√

d− (xk/πk)
2 pk(1− pk)

= − (xk/πk) (1− pk)√
d− (xk/πk)

2 pk(1− pk)
.
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En simplifiant, on obtient

f Ik=1(0) = 1√
2πd

(
1 + 1

2
d−1 (xk/πk)

2 pk(1− pk)

− 1
2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)
2 + 1

2
c1d

−1 (xk/πk) (1− pk)

+ c0d
−1 + o(n−1)

)
avec

c1 = d−1
∑
l∈U

(xl/πl)
3 pl(1− pl)(1− 2pl).

En injectant les deux expressions obtenues pour f(0) et f Ik=1(0) dans 4.23,
on obtient :

πk = pk

[
1 + 1

2
d−1 (xk/πk)

2 pk(1− pk)− 1
2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)
2

+ 1
2
c1d

−1 (xk/πk) (1− pk) + cod
−1 + o(n−1)

]

×

[
1− c0d

−1 + o(n−1)

]

= pk

[
1− 1

2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)(1− 2pk)

+ 1
2
c1d

−1 (xk/πk) (1− pk) + o(n−1)

]

Remarque 4.4.

1. Si xk = πk, on retrouve le théorême 3.5 dû à Hájek.
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2. On peut obtenir une formule analogue, même si le plan q n’est pas
canoniquement associé à p. On a alors :

πk = pk

(
1− 1

2

(
xk

πk

)2
(1−pk)(1−2pk)

d

+ xk

πk

1−pk

d

(
ε + c1

2

)
+ o(n−1)

)
avec ε = tx − tx̃.

Le théorème que nous établissons ci-dessous généralise l’approximation de
Hajek pour les probabilités d’inclusion d’ordre 2 d’un tirage réjectif au cas
d’un tirage équilibré à entropie maximale.

Théorème 4.2. Soit p le plan à entropie maximale, de probabilités d’inclu-
sion π, équilibré sur la variable x, et q le plan poissonien canoniquement
associé à p. Alors avec les notations précédentes :

πkl = πkπl

(
1− xk

πk

xl

πl

(1− πk)(1− πl)

d0

+ o(n−1)

)
avec

d0 =
∑
l∈U

(
xl

πl

)2

πl(1− πl)

et n o(n−1) → 0 uniformément pour tous k, l ∈ U .

Démonstration. On garde les mêmes notations que dans la preuve précé-
dente. Un développement analogue à celui de Hájek (1981) donne

πkl = P(Ik = 1, Il = 1)
f Ik=Il=1(0)

f(0)
(4.24)

où f Ik=Il=1(.) désigne la densité de z conditionnellement à Ik = Il = 1.En
utilisant le développement d’Edgeworth de la densité f , on obtient :
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f Ik=Il=1(0) = 1q
2π(d−(xk/πk)2pk(1−pk)−(xl/πl)

2pl(1−pl))

× exp

(
−1

2

(
(xk/πk)(1−pk)+(xl/πl)(1−pl)

)2

d−(xk/πk)2pk(1−pk)−(xl/πl)
2pl(1−pl)

)

×

(
1 + 1

6
(η3 − 3η)

P
m6=k,l∈U (xm/πm)3pm(1−pm)(1−2pm)

(d−(xk/πk)2pk(1−pk)−(xl/πl)
2pl(1−pl))

3/2

+ 1
4!
(η4 − 6η2 + 3)

P
m6=k,l∈U (xm/πm)4pm(1−pm)(1−6pm(1−pm))

(d−(xk/πk)2pk(1−pk)−(xl/πl)
2pl(1−pl))

2

+ 10
6!

(η6 − 15η4 + 45η2 − 15)
(
P

m6=k,l∈U (xm/πm)3pm(1−pm)(1−2pm))
2

(d−(xk/πk)2pk(1−pk)−(xl/πl)
2pl(1−pl))

2

+ o(n−1)

)

avec

η = −
xk

πk
(1− pk) + xl

πl
(1− pl)√

d− (xk/πk)
2 pk(1− pk)− (xl/πl)

2 pl(1− pl)
.

En simplifiant, on obtient

f Ik=Il=1(0) = 1√
2πd

(
1 + 1

2
d−1 (xk/πk)

2 pk(1− pk) + 1
2
d−1 (xl/πl)

2 pl(1− pl)

− 1
2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)
2 − 1

2
d−1 (xl/πl)

2 (1− pl)
2

+ 1
2
c1d

−1 (xk/πk) (1− pk) + 1
2
c1d

−1 (xl/πl) (1− pl)

− d−1 (xk/πk) (xl/πl) (1− pk)(1− pl)

+ c0d
−1 + o(n−1)

)
.
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En utilisant le développement de f(0) donné dans la preuve précédente, on
a :

fIk=Il=1(0)
f(0)

=

[
1− 1

2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)(1− 2pk)

− 1
2
d−1 (xl/πl)

2 (1− pl)(1− 2pl)

− d−1 (xk/πk) (xl/πl) (1− pk)(1− pl)

+ 1
2
c−1
1

(
(xk/πk) (1− pk) + (xl/πl) (1− pl)

)
+ o(n−1)

]
(4.25)

D’autre part, en utilisant le théorème 4.1, on obtient

P(Ik = 1, Il = 1) = pkpl

= πkπl

[
1 + 1

2
d−1 (xk/πk)

2 (1− pk)(1− 2pk)

+ 1
2
d−1 (xl/πl)

2 (1− pl)(1− 2pl)

− 1
2
c1d

−1 ((xk/πk) (1− pk) + (xl/πl) (1− pl))

+ o(n−1)

]
(4.26)

En injectant 4.25 et 4.26 dans 4.24, on obtient

πkl = πkπl

(
1− xk

πk

xl

πl

(1− pk)(1− pl)

d
+ o(n−1)

)
Le théorème 4.1 implique que l’on peut remplacer dans l’expression précé-

dente pk et pl par πk et πl respectivement, et d =
∑

l∈U

(
xl

πl

)2

pl(1 − pl) par
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d0 =
∑

l∈U

(
xl

πl

)2

πl(1− πl), d’où le résultat.

Remarque 4.5.

1. Si xk = πk, on retrouve là encore le théorème 3.6 dû à Hájek.
2. On peut obtenir une formule analogue, même si le plan q n’est pas

canoniquement associé à p. On a alors :

πkl = πkπl

(
1− εd−1

(
xk

πk
(1− πk) + xl

πl
(1− πl)

)

− (1− ε)d−1 xk

πk

xl

πl
(1− πk)(1− πl)

+ o(n−1)

)
avec ε = tx − tx̃.

Remarque 4.6.

Les hypothèses 4.20 et 4.3 impliquent que l’on peut encore écrire l’approxi-
mation des probabilités d’ordre 2 sous la forme

πkl = πkπl

(
1− xk

πk

xl

πl

(1− πk)(1− πl)

d0

)
(1 + o(n−1) (4.27)

où n o(n−1 → 0 uniformément pour tous k, l ∈ U

4.3.2 Approximation de variance et bootstrappabilité

Dans le cas d’un tirage équilibré sur une seule variable xk, Ardilly and Tillé
(2003) donnent une formule exacte de variance :

V (t̂yπ) =
1

2

∑
k 6=l∈U

(
yk

xk

− yl

xl

)2

xkxl
πkπl − πkl

πkπl

. (4.28)
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En injectant dans la formule précédente l’approximation des probabilités d’in-
clusion d’ordre 2 donnée par 4.27, on obtient l’approximation de variance

Vapp,1(t̂yπ) = 1
2

∑
k 6=l∈U

(
yk

xk
− yl

xl

)2

xkxl
xk

πk

xl

πl

(1−πk)(1−πl)
d0

=
∑

k∈U

(
1
πk
− 1
)

(yk −Rxk)
2

(4.29)

après un peu de calcul, avec

R =

∑
l∈U

yl

πl

xl

πl
πl(1− πl)∑

l∈U πl(1− πl)
.

En utilisant les résultats précédents et la remarque 4.6, on en déduit le théo-
rème suivant :

Théorème 4.3.

Soit p le plan de probabilités d’inclusion π = (πk)k∈U , équilibré sur une va-
riable x quelconque, et à entropie maximale parmi les plans vérifiant ces
deux conditions. Soit y une variable quelconque. Alors la variance est donnée
asymptotiquement par

V (t̂yπ) = (1 + o(1))
∑
k∈U

(
1

πk

− 1

)
(yk −Rxk)

2

avec les notations précédentes.

On retrouve ainsi l’approximation de variance donnée par le théorème 3.7 de
Hájek dans le cas particulier du tirage réjectif (xk = πk), et l’approximation
4.11 de Deville et Tillé dans le cas d’une variable x quelconque.

Ce résultat est fondamental car il assure que la variance d’un estimateur de
total peut, dans le cas d’un tirage équilibré à entropie maximale, être appro-
ché asymptotiquement sans biais par une fonctionnelle qui s’écrit comme une
fonction de totaux. En vertu des résultats du paragraphe 3.2., cela assure que
la méthode de Bootstrap proposée peut être utilisée dans ce cas pour estimer
la variance. On peut résumer ces résultats à l’aide de la propriété suivante.

Propriété 4.4. Le plan équilibré à entropie maximale est bootstrap-
pable.
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Compte-tenu des résultats de la section 2 du chapitre 3, on en déduit égale-
ment que le plan à entropie maximale équilibré sur une variable est boots-
trappable.

Hájek remarque que, dans le cas du tirage réjectif, l’approximation

πkl − πkπl ' −
πk(1− πk)πl(1− πl)∑

m∈U πm(1− πm)
= −c′kc

′
l (4.30)

ne permet pas d’obtenir∑
l;l 6=k∈U

c′kc
′
l = πk(1− πk) ∀k ∈ U.

Cela signifie qu’en injectant l’approximation 4.30 des probabilités d’inclusion
doubles dans la formule de variance de Horvitz-Thompson, on obtient une
variance non nulle pour l’estimateur du total de la variable probabilité d’in-
clusion (alors que cet estimateur est constant égal à n car le tirage réjectif est
de taille fixe). Hájek propose donc d’utiliser une approximation plus serrée,
donnée par l’équation 3.5, que nous avons évoquée au chapitre précédent.
En nous inspirant de son raisonnement, on peut partir de l’approximation

πkl − πkπl ' −
xk

πk

xl

πl

πk(1− πk)πl(1− πl)

d0

et chercher une approximation plus serrée de la forme

πkl − πkπl ' −
xk

πk

xl

πl

bkbl

db

(4.31)

avec db =
∑

m∈U

(
xm

πm

)2

bm, et permettant d’annuler la formule de variance de
Horvitz-Thompson pour l’estimation du total de la variable x. En injectant
l’approximation 4.31 dans la formule de variance de Horvitz-Thompson, on
obtient l’approximation de variance

Vapp,2(t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk

πk

)2

πk(1− πk)−
∑

k 6=l∈U

(
yk

πk

)(
yl

πl

)(
xk

πk

)(
xl

πl

)
bkbl

db

.

(4.32)
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Pour que cette approximation s’annule dans le cas de l’estimation du total
tx pour une variable x quelconque, il est nécessaire que

Vapp,2(t̂xπ) = 0

⇔
∑

k∈U

(
xk

πk

)2

πk(1− πk)−
∑

k 6=l∈U

(
xk

πk

)2 (
xl

πl

)2
bkbl

db
= 0

⇔
∑

k∈U

(
xk

πk

)2

πk(1− πk)−
∑

k∈U bk

(
xk

πk

)2

+
∑

k∈U

b2k
db

(
xk

πk

)4

= 0

⇔ ∀k πk(1− πk)− bk +
b2k
db

(
xk

πk

)2

= 0

⇔ ∀k bk

[
1−

(
xk

πk

)(∑
l∈U

(
xl

πl

)2

bl

)−1 (
xk

πk

)
bk

]
= πk(1− πk)

ce qui correspond à l’approximation 4.14 proposée par Deville and Tillé
(2005). Si cette équation itérative n’admet pas de solution, on peut n’uti-
liser qu’une itération ce qui conduit à l’approximation de variance donnée
par 4.15.

4.4 Bootstrap d’un échantillon équilibré : cas
général

4.4.1 Approximation des probabilités d’inclusion

Nous nous plaçons ici dans le cadre général d’un échantillonnage équilibré
sur p variables x = (x1, . . . , xp)

′. Une approximation de variance analogue à
celle donnée par Deville and Tillé (2005) peut être formellement développée
suivant une technique analogue à celle utilisée dans la section précédente,
et basée sur un développement d’Edgeworth de la fonction de densité mul-
tivariée du π-estimateur t̂xπ du total de x, voir par exemple Skovgaard (1986).

On obtient :

πkl ' πkπl

[
1− x′k

πk
(1− πk)D

−1(1− πl)
xl

πl

]
⇒ πkπl − πkl ' x′k

πk
πk(1− πk)D

−1πl(1− πl)
xl

πl

(4.33)

avec
D =

∑
k∈U

xkx
′
k

π2
k

πk(1− πk).
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4.4.2 Approximation de variance et bootstrappabilité

Cette approximation des probabilités d’inclusion doubles nous permet de
produire des expressions approchée de la variance. On utilise la régression de
la variable y sur les variables auxiliaires x

yk = x′k α + εk,

en utilisant, pour des raisons techniques, une structure de variance covariance

W =


1−π1

π1
0

. . .
0 1−πN

πN

 .

On obtient :
α = D−1

∑
k∈U

bk
xk

πk

yk

πk

(4.34)

et
εk = yk − ŷk

= yk − x′kα

= yk − x′kD
−1
∑

k∈U bk
xk

πk

yk

πk
.

(4.35)

où ŷk désigne le prédicteur de yk. Notons que∑
l∈U

xl(yl − x′lα)

π2
l

πl(1− πl) = 0. (4.36)

Notons également que l’équilibrage sur x assure que :

V (t̂yπ) = V (t̂επ).

Pour obtenir une approximation de variance, une première possibilité consiste
à injecter l’approximation 4.33 des probabilités d’inclusion doubles dans la
formule de variance de Horvitz-Thompson. On obtient alors :

145



V (t̂yπ) = V (t̂επ)

=
∑

k∈U

(
εk

πk

)2

πk(1− πk) +
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

εk

πk

εl

πl
(πkl − πkπl)

'
∑

k∈U

(
εk

πk

)2

πk(1− πk)

−
∑

k∈U

∑
l 6=k∈U

εk

πk

εl

πl

(
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1πl(1− πl)

xl

πl

)
=

∑
k∈U

(
εk

πk

)2 (
πk(1− πk) + π2

k(1− πk)
2 x′k

πk
D−1 xk

πk

)
−

∑
k∈U

∑
l∈U

εk

πk

εl

πl

(
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1πl(1− πl)

xl

πl

)
=

∑
k∈U

(
εk

πk

)2

πk(1− πk)
(
1 + πk(1− πk)

x′k
πk

D−1 xk

πk

)
−

(∑
k∈U

(yk−α′xk)x′k
π2

k
πk(1− πk)

)
D−1

(∑
l∈U

xl(yl−x′lα)

π2
l

πl(1− πl)
)

=
∑

k∈U

(
εk

πk

)2

πk(1− πk)
(
1 + πk(1− πk)

x′k
πk

D−1 xk

πk

)
en appliquant 4.36

On obtient donc l’approximation de variance :

Vapp,1(t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk − ŷk

πk

)2

πk(1− πk)

(
1 + πk(1− πk)

x′k
πk

D−1xk

πk

)
(4.37)

Une autre possibilité consiste à injecter l’approximation 4.33 dans la formule
de variance de Sen-Yates-Grundy, si le tirage est de taille fixe (autrement
dit, si la probabilité d’inclusion fait partie des variables d’équilibrage). On
obtient alors :
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V (t̂yπ) = V (t̂επ)

= 1
2

∑
k∈U

∑
l∈U

(
εk

πk
− εl

πl

)2

(πkπl − πkl)

' 1
2

∑
k∈U

∑
l∈U

(
εk

πk
− εl

πl

)2 (
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1πl(1− πl)

xl

πl

)
=

∑
k∈U

(
εk

πk

)2 (
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1
∑

l∈U πl(1− πl)
xl

πl

)
−

∑
k∈U

∑
l∈U

εk

πk

εl

πl

(
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1πl(1− πl)

xl

πl

)
=

∑
k∈U

(
εk

πk

)2 (
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1
∑

l∈U πl(1− πl)
xl

πl

)
−

(∑
k∈U

(yk−α′xk)x′k
π2

k
πk(1− πk)

)
D−1

(∑
l∈U

xl(yl−x′lα)

π2
l

πl(1− πl)
)

=
∑

k∈U

(
εk

πk

)2 (
x′k
πk

πk(1− πk)D
−1
∑

l∈U πl(1− πl)
xl

πl

)
en appliquant à nouveau 4.36

On obtient donc l’approximation de variance :

Vapp,2(t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk − ŷk

πk

)2

πk(1− πk)

(
x′k
πk

D−1
∑
l∈U

πl(1− πl)
xl

πl

)
(4.38)

Notons que x′kD
−1
∑

l∈U πl(1−πl)
xl

πl
correspond au prédicteur de πk ; comme

la probabilité d’inclusion fait partie des variables d’équilibrage, on a

x′kD
−1
∑
l∈U

πl(1− πl)
xl

πl

= πk

et l’approximation de variance se réduit donc à :

Vapp,2(t̂yπ) =
∑
k∈U

(
yk − ŷk

πk

)2

πk(1− πk) (4.39)
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où on retrouve la formule 4.11 de Deville and Tillé (2005).

Enfin, on peut obtenir une approximation de variance plus serrée en cherchant
une approximation des probabilités d’inclusion doubles sous la forme

πkπl − πkl '
x′k
πk

bkD
−1
b bl

xl

πl

, (4.40)

avec
Db =

∑
k∈U

bk
xkx

′
k

πk

,

de façon à annuler la formule de variance de Horvitz-Thompson. Cette même
méthode avait été utilisée au paragraphe 3.2 dans le cas d’une seule variable
d’équilibrage. Dans le cas de p variables d’équilibrage, un raisonnement ana-
logue conduit à la condition :

∀k bk = πk(1− πk) + bk
x′k
πk

D−1
b bk

xk

πk

.

On retrouve ainsi l’approximation 4.14. Si cette équation n’admet pas de so-
lution, on peut là encore utiliser 4.15.

Bien que l’approximation des probabilités d’ordre deux n’ait pas été dévelop-
pée rigoureusement dans le cas multivarié, les formules d’approximation de
variance, qui vérifient la condition de bootstrappabilité donnée au chapitre
3, section 2, sont validées empiriquement par les simulations de Deville and
Tillé (2005). Nous donnons ci-dessous quelques simulations complémentaires
pour vérifier le comportement de la méthode de Bootstrap.

Notons que les approximations de variance obtenues s’expriment comme des
fonctions de totaux, ce qui répond à la condition de bootstrappabilité établie
au chapitre 3, section 2. Une validation empirique de la méthode de Bootstrap
au cas d’un échantillon équilibré a été réalisée par Dugachard et al. (2006).

4.4.3 Simulations

Nous utilisons la population POP2 présentée au chapitre 3, section 3. Le
plan de sondage consiste à tirer, après un tri aléatoire préalable de la base de
sondage, un échantillon équilibré sur la variable constante égale à 1 et sur la
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probabilité d’inclusion. Les variables π1, π2 et π3 précedemment définies sont
utilisées tour à tour. Nous nous intéressons à la précision des π-estimateurs
de totaux t̂yπ et t̂zπ, de l’estimateur du ratio ctyπctzπ

, du coefficient de corrélation
estimé entre les variables y et z, des estimateurs de médiane des variables y
et z. La variance exacte est approchée à l’aide de 20 000 simulations indé-
pendantes.

L’algorithme 3.1 de Bootstrap est testé à l’aide de 1 000 échantillons indé-
pendants. Pour chaque échantillon s, B = 100 pseudopopulations U∗

sb, b =
1 . . . 100 sont générées, et dans chaque pseudopopulation U∗

sb C = 30 ré-
échantillons S∗sbc, c = 1 . . . 30 sont prélevés. Les intervalles de confiance sont
déterminés à l’aide de la méthode des percentiles et d’une méthode de type
t-Bootstrap ; pour cette dernière, on produit un estimateur de variance pour
chaque rééchantillon Bootstrap en utilisant la technique de linéarisation (De-
ville, 1999) et l’estimation de variance fournie par Deville and Tillé (2005),
voir le paragraphe 1.3.

Le tableau 4.5 compare l’approximation de variance donnée par le Boots-
trap avec la vraie variance, évaluée à l’aide de 20 000 simulations. Pour les
statistiques linéaires et faiblement non linéaires, le biais de l’approximation
Bootstrap reste limité (de l’ordre de 5% ). Ce biais est plus important pour
l’estimation de précision dans le cas de la médiane ; de façon générale, il tend
à diminuer quand la taille d’échantillon augmente (sauf pour le total de la
variable z).

Le tableau 4.6 donne les taux de couverture effectifs obtenus avec l’algorithme
3.1. Pour l’estimation des totaux et du ratio, la méthode des percentiles
respecte mieux les taux de couverture attendus ; en revanche, le t-Bootstrap
donne de meilleurs résultats pour le coefficient de corrélation. La méthode
des percentiles a l’avantage de permettre de produire facilement un intervalle
de confiance pour des statistiques fortement non linéaires de type fractiles :
les taux de couverture sont respectés de façon satisfaisante dans le cas de
l’estimation d’une médiane.
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4.5 Une généralisation de la méthode mirror-
match

Dans le cas d’un sondage aléatoire simple, la méthode mirror-match (Sitter,
1992) consistait à estimer la précision par des rééchantillonnage répétés dans
l’échantillon S d’origine, avec le même taux de sondage qu’initialement. Nous
proposons ici une généralisation de cette méthode au cas d’un échantillon-
nage équilibré sélectionné à probabilités égales. Nous nous limitons ici au
cas où l’inverse du taux de sondage N/n est entier. On peut envisager dans
le cas général une randomisation sur la taille et le nombre de rééchantillon-
nages analogue à celle de Sitter (1992), visant à se caler sur un estimateur
(approximativement) sans biais de la variance dans le cas linéaire.

4.5.1 Présentation

Le principe est analogue à celui de la méthode mirror-match d’origine. Soit
S un échantillon, sélectionné à probabilités égales πk = n/N , selon un plan
à entropie maximale équilibré sur les variables x. On sélectionne dans S, de
façon indépendante, K = N/n sous-échantillons S∗1 , . . . , S

∗
K , selon le même

plan à entropie maximale équilibré sur les variables x, avec des probabilités
égales à πk = n/N . Le rééchantillon S∗ est obtenu en réunissant S∗1 , . . . , S

∗
K .

Pour justifier de la consistance de cette méthode de Bootstrap, nous utilisons
la formule approchée 4.8 de Deville and Tillé (2005) obtenue avec l’approxi-
mation b1k = πk(1− πk). Pour un échantillonnage équilibré sur les variables
x avec des probabilités égales, la formule 4.8 se réduit alors à

Vapp(t̂yπ) = N2 1− f

n

1

N

∑
k∈U

(yk − y∗k)
2 (4.41)

avec

y∗k = x′k

(∑
l∈U

xlx
′
l

)−1∑
l∈U

xlyl,

et conduit à l’estimateur de variance

V̂ (t̂yπ) = N2 1− f

n

1

n

∑
k∈S

(yk − ŷ∗k)
2 (4.42)
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avec

ŷ∗k = x′k

(∑
l∈S

xlx
′
l

)−1∑
l∈S

xlyl.

En notant que
t̂yπ(S∗) =

∑
k∈S∗

yk

πk

=
∑K

i=1 t̂yπ(S∗i ),

en utilisant 4.41 sur l’échantillon S et par indépendance entre les K rééchan-
tillonnages, on obtient :

Vapp

(
t̂yπ(S∗)

)
= K Vapp

(
t̂yπ(S∗i )

)
= K n2 1−f

nf
1
n

∑
k∈S

(
yk − ỹ∗k

)2

= N2 1−f
n

1
n

∑
k∈S

(
yk − ỹ∗k

)2

avec

ỹ∗k = x′k

(∑
l∈S

xlx
′
l

)−1∑
l∈S

xlyl = ŷ∗k.

On retrouve donc l’estimateur de variance approximativement sans biais
donné par la formule 4.42. On rappelle que le sondage aléatoire simple est
un cas particulier d’échantillonnage équilibré à entropie maximale, obtenu en
équilibrant sur la seule probabilité d’inclusion ; la méthode mirror-match de
Sitter (1992) est donc un cas particulier de notre algorithme.

4.5.2 Lien avec l’échantillonnage équilibré stratifié

Dans le cas où l’échantillonnage est effectué à probabilités égales, et que
l’équilibrage est exact, l’algorithme précédent fournit donc une méthode d’es-
timation de variance. Mais nous avons vu qu’en pratique, il est rare qu’un
échantillon puisse être exactement équilibré : la méthode du CUBE utilise
deux phases de tirage, l’une où les contraintes d’équilibrage sont exactement
respectées (phase de vol), l’autre où ces contraintes sont relâchées pour ter-
miner l’échantillonnage (phase d’atterrissage). La méthode du CUBE n’est
donc pas une méthode exacte, pour la simple raison que la plupart du temps,
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l’équilibrage exact n’existe pas.

En assimilant la variance d’un échantillon équilibré à la variance correspon-
dant à la phase de vol, cet algorithme et de façon plus générale les for-
mules d’approximation de variance proposées par Deville et Tillé peuvent
être utilisées. Cette approximation est licite si la phase d’atterrissage n’occa-
sionne qu’une variance limitée (ce qui est par exemple le cas si le nombre de
contraintes d’équilibrage reste faible). Cependant, la méthode de Bootstrap
présentée ci-dessus met théoriquement en jeu, pour un rééchantillon S∗, K
échantillonnages et donc K phases d’atterrissage. La variance totale associée
à l’ensemble de ces phases d’atterrissage peut ne plus être négligeable, et
occasionner un biais dans l’estimation de variance.

Pour résoudre ce problème, nous préconisons d’utiliser l’échantillonnage équi-
libré stratifié. On réalise K phases de vol indépendantes dans l’échantillon
S. On réunit ensuite les unités restantes (au plus K p), sur lesquelles on
refait tourner une phase de vol, suivie de la phase d’atterrissage. Le rééchan-
tillon S∗ est donné par le résultat des K +1 phases de vol et de l’atterrissage.
Cette technique a été mise en oeuvre dans le cas des échantillons du Nouveau
Recensement, voir le chapitre 6, section 2.

Conclusion
Dans ce chapitre, nous présentons la méthode du Cube, permettant de sélec-
tionner des échantillons équilibrés assurant une inférence exacte pour les to-
taux des variables de contrôle. Nous proposons un algorithme rapide d’échan-
tillonnage équilibré, obtenu en limitant les unités mises en balance à chaque
étape du tirage. La notion d’échantillonnage équilibré stratifié est également
introduite.

La production d’un algorithme rapide d’échantillonnage équilibré ouvre la
voie à un calcul de précision effectif par des méthodes de rééchantillonnage.
Nous donnons une justification aux formules d’approximation de précision
de Deville and Tillé (2005), et les utilisons pour justifier de la consistance
de notre méthode de Bootstrap dans le cas d’un tirage équilibré à entropie
maximale. Une généralisation de la méthode mirror-match de Sitter (1992)
est également proposée dans le cas d’un échantillonnage équilibré à entropie
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maximale à probabilités égales.
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Fig. 4.2 – Algorithme rapide pour la phase de vol

1 : Initialisation

1. Les unités dont les probabilités d’inclusion sont égales à 0 ou 1 sont retirées
de la population avant d’appliquer l’algorithme, de sorte que toutes les unités
restantes vérifient 0 < πk < 1.

2. Les probabilités d’inclusion sont chargées dans le vecteur π.
3. Le vecteur ψ est constitué des p+ 1 premiers éléments de π.
4. On crée le vecteur de rangs r = (1, 2, . . . , p, p+ 1)′.

5. La matrice B est constituée des p+ 1 premières colonnes de A.
6. On initialise k = p+ 2.

2 : Boucle de base

1. On choisit un vecteur u dans le noyau de B,

2. Seul ψ est modifié (et pas le vecteur π) à l’aide de la technique de base.
Calculer λ∗

1 et λ∗
2, les plus grandes valeurs telles que 0 ≤ ψ + λ1u ≤ 1, et

0 ≤ ψ− λ2u ≤ 1. Noter que λ∗
1 > 0 et λ∗

2 > 0.

3. Sélectionner
ψ =

{
ψ+ λ∗

1u avec probabilité q
ψ− λ∗

2u avec probabilité 1− q,

où q = λ∗
2/(λ

∗
1 + λ∗

2).

4. (Les unités correspondant à des ψ(i) entiers sont retirées de B, et sont rempla-
cées par les probabilités d’inclusion de nouvelles unités. L’algorithme s’arrête
à la fin du fichier.)
Pour i = 1, . . . , p+ 1,

Si ψ(i) = 0 ou ψ(i) = 1 alors∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Si k ≤ N alors

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
π(r(i)) = ψ(i)
r(i) = k;
ψ(i) = π(k)
Pour j = 1, . . . , p,B(i, j) = A(k, j)
k = k + 1

sinon aller à l’étape 3

5. Aller à l’étape 2.1

3 : Fin de la première partie de la phase de vol
Pour i = 1, . . . , p+ 1,π(r(i)) = ψ(i).
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Fig. 4.3 – Méthode du pivot pour des probabilités d’inclusion inégales

1. Trier (éventuellement) la table de façon aléatoire ;

2. Définition a, b, u real ; i, j, k integer ;

3. a = π1; b = π2; i = 1; j = 2;

4. Pour k = 1, . . . , N : sk = 0;

5. k = 3;

6. Tant que k ≤ N :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u = variable aléatoire uniforme dans [0,1] ;

si a+ b> 1 alors
∣∣∣∣ si u < 1−b

2−a−b : b = a+ b− 1; a = 1;
sinon : a = a+ b− 1; b = 1;

sinon
∣∣∣∣ si u < b

a+b : b = a+ b; a = 0;
alors : a = a+ b; b = 0;

si a est un entier et k ≤ N alors si = a; a = πk; i = k; k = k + 1 ;
si b est un entier et k ≤ N alors sj = b; b = πk; j = k; k = k + 1 ;

7. si = a; sj = b.
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Tab. 4.5 – Ecart relatif à la vraie variance pour l’algorithmes 1 de Bootstrap
dans le cas d’un tirage équilibré

Ecart relatif (% )

Echantillon Echantillon Echantillon
Paramètre de taille 20 de taille 50 de taille 100

Total de y -1.03 -1.94 +0.03
Total de z +5.74 +5.79 +8.98
Ratio -3.29 -4.29 -1.86
Corrélation -5.01 -4.97 -4.10
Médiane de y +16.73 +18.82 +11.86
Médiane de z +15.68 +13.25 +11.44
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Tab. 4.6 – Taux de couverture obtenus avec l’algorithme 3.1 de Bootstrap
pour un tirage équilibré

Percentiles t-Bootstrap

2.5 % 5 % 2.5 % 5 %

Statistique L U L+U L U L+U L U L+U L U L+U

Echantillon de taille 20

Total de y 1.9 2.1 4.0 4.3 5.1 9.4 1.7 1.8 3.5 3.4 5.0 8.4
Total de z 2.2 2.3 4.5 4.6 4.8 9.4 1.5 1.9 3.4 3.5 3.5 7.0
Ratio 2.8 2.3 5.1 5.3 5.0 10.3 1.1 3.3 4.6 3.9 5.7 9.6
Corrélation 3.2 3.3 6.5 6.8 6.0 12.8 3.6 1.9 5.5 6.3 3.8 10.1
Médiane de y 2.8 3.0 5.8 4.8 5.7 10.5
Médiane de z 1.9 2.7 4.6 4.0 4.6 8.6

Echantillon de taille 50

Total de y 2.0 2.8 4.8 5.5 5.0 10.5 1.4 2.6 4.0 4.3 4.7 9.0
Total de z 2.4 2.3 4.7 4.5 4.4 8.9 1.4 1.8 3.2 3.3 3.5 6.8
Ratio 2.9 2.3 5.2 5.5 5.3 10.8 1.2 3.7 4.9 3.3 7.4 10.7
Corrélation 4.5 3.9 8.4 8.3 6.3 14.6 4.8 2.3 7.1 7.8 4.4 12.2
Médiane de y 1.5 2.6 4.1 4.1 4.9 9.0
Médiane de z 3.2 2.8 6.0 5.8 5.5 11.3

Echantillon de taille 100

Total de y 2.4 3.3 5.7 4.8 5.2 10.0 2.4 3.1 5.5 4.6 4.8 9.4
Total de z 2.0 2.7 4.7 5.4 4.9 10.3 1.0 2.2 3.2 4.1 4.5 8.6
Ratio 3.8 3.4 7.2 6.9 5.7 12.6 2.8 4.1 6.9 5.5 6.7 12.2
Corrélation 3.5 2.8 6.3 6.4 10.9 11.3 3.7 2.0 5.7 7.1 3.9 11.0
Médiane de y 3.2 3.9 7.1 6.0 6.9 12.9
Médiane de z 2.5 2.5 5.0 4.8 5.4 10.2

Note de lecture : cf. tableau 2.2
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Chapitre 5

Bootstrap d’un plan de sondage
complexe

Dans la plupart des enquêtes complexes, la stratégie d’échantillonnage et
d’estimation ne repose pas sur un tirage "direct" avec utilisation des poids
de sondage. Les unités sont préalablement partitionnées en sous-populations
homogènes (on parle de stratification), éventuellement par paquets (ou unités
primaires) en vue de regrouper les individus échantillonnés. D’autre part, le
connaissance d’information auxiliaire après la phase d’échantillonnage per-
met de réaliser un redressement, afin de produire des estimations cohérentes
avec les données auxiliaires mais aussi plus précises. Nous examinons dans ce
qui suit comment le Bootstrap doit être adapté afin de tenir compte de ces
étapes de l’enquête.

Le chapitre s’organise de la façon suivante. En section 1, nous effectuons
quelques rappels sur le plan de sondage stratifié, et discutons de la mise en
oeuvre d’une méthode de Bootstrap. En section 2, nous rappelons le prin-
cipe de l’échantillonnage multi-degrés, et proposons une méthode permettant
d’adapter l’algorithme de Bootstrap proposé précedemment au cas de plu-
sieurs degrés d’échantillonnage. En section 3, nous rappelons le principe du
redressement d’un estimateur, et montrons que l’algorithme de Bootstrap
proposé donne une estimation de variance consistante pour un estimateur
redressé.
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5.1 Le tirage stratifié
Si on dispose d’une information auxiliaire bien corrélée à la variable d’intérêt,
on peut s’en servir en partitionnant la population en sous-populations aussi
homogènes que possible (vis à vis de la variable d’intérêt). La variance sera
d’autant plus réduite que les strates sont homogènes et que l’on tire un
échantillon de taille plus importante dans les strates les plus hétérogènes.

5.1.1 Principe

Soit une variable à H modalités supposée connue avant l’échantillonnage
sur chaque individu de la population. On l’utilise pour partitionner U en H
sous-populations appelées strates et notées U1, . . . , UH , de tailles respectives
N1, . . . , NH . On a donc

N = N1 + . . . + NH .

On suppose que l’on prélève indépendamment dans chaque strate Uh un
échantillon Sh de taille nh, selon un plan de sondage quelconque. On note
fh = nh/Nh le taux de sondage dans la strate Uh.

Soit ty le total sur la population U d’une variable y, et tyh le total de la même
variable sur la strate Uh. Le π-estimateur de ty s’écrit

t̂yπ =
∑

k∈S
yk

πk

=
∑H

h=1

∑
k∈Sh

yk

πk

=
∑H

h=1 t̂yhπ

où t̂yhπ désigne le π-estimateur du total de y sur Uh. La variance se calcule
simplement en raison de l’indépendance entre les tirages :

V (t̂yπ) = V (
∑H

h=1 t̂yhπ)

=
∑H

h=1 V (t̂yhπ)

En particulier, l’estimation de variance passe par une estimation individuelle
au sein de chaque strate.
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5.1.2 Bootstrap d’un échantillon stratifié

L’utilisation d’une méthode de Bootstrap de type BWO ne pose a priori
pas de difficulté pour un échantillon stratifié : le Bootstrap doit être appli-
qué indépendamment sur chacune des strates. On a montré précedemment
que pour des plans de sondage de grande entropie (sondage aléatoire simple,
tirage poissonien, tirage réjectif) le Bootstrap de type BWO donnait une
estimation de variance sans biais asymptotiquement, i.e. pour une grande
taille d’échantillon. Les résultats obtenus se généralisent de façon directe au
cas d’un tirage stratifié avec un nombre fini de strates.

Cependant, un autre point de vue asymptotique peut être envisagé. La stra-
tification est avant tout, à taille d’échantillon fixée, un arbitrage entre le
nombre de strates et la taille d’échantillon tirée dans chacune. Une pratique
assez courante consiste à partitionner la population en autant de strates que
possible, avec pour seule contrainte de tirer au moins deux individus dans
chaque strate (afin de permettre une estimation sans biais de variance). On
suppose dans ce cas que le nombre de strates H → ∞, quand les quantités
Nh et nh restent bornées. Dans ce cas, le biais obtenu avec la méthode de
Bootstrap pour l’estimation de variance dans chaque strate Uh est de l’ordre
de 1/nh et n’est donc pas négligeable, ce qui peut conduire à une estimation
de variance inconsistante. Ce problème a notamment été étudié par Sitter
(1992) et Chen and Sitter (1993) pour la méthode mirror-match.

Des résultats rassurants sont obtenus par Presnell and Booth (1994) et Da-
vison and Hinkley (1997). Les simulations réalisées sur une population artifi-
cielle montrent un bon comportement du Bootstrap de type BWO (Davison
and Hinkley (1997), page 99) :

Overall the population Bootstrap and modified sample size me-
thods do best in this limited comparison, and coverage is not im-
proved by using the more complicated mirror-match method.

5.2 Le tirage multi-degrés
Contrairement à la plupart des techniques d’échantillonnage, le tirage à plu-
sieurs degrés est utilisé non pour améliorer la précision de l’enquête, mais
pour réduire les coûts. La concentration des unités échantillonnées permet
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d’éviter la constitution d’une base de sondage exhaustive, et limite les dépla-
cements éventuels des enquêteurs. De nombreuses enquêtes à grande échelle
utilisent un plan stratifié à plusieurs degrés. C’est le cas à l’Insee pour le ti-
rage de l’échantillon maître qui sert de base de sondage aux enquêtes sur les
ménages. Afin de réduire la variance associée à l’échantillonnage du premier
degré, les unités primaires peuvent être sélectionnées à probabilités propor-
tionnelles à leur taille, ce qui complique l’estimation de variance.

La section est organisée de la façon suivante. Nous définissons les notations
dans le paragraphe 1. Le paragraphe 2 rappelle les principales méthodes de
Bootstrap existantes pour un tirage à deux degrés. Le paragraphe 3 introduit
une méthode générale de Bootstrap pour un échantillonnage à deux degrés, et
une méthode simplifiée est proposée dans le paragraphe 4. Ces deux méthodes
sont évaluées dans le paragraphe 5 à l’aide de simulations.

5.2.1 Notations

Afin d’alléger les notations, nous nous plaçons dans le cas d’un échantillon-
nage à deux degrés avec une seule strate de tirage. Les résultats présentés
s’étendent de façon immédiate au cas d’un nombre fini de strates. Le cas d’un
tirage stratifié dont le nombre de strates H → ∞ ne sera pas considéré ici.
On suppose que le plan à deux degrés vérifie les hypothèses classiques d’inva-
riance (à chaque fois que l’unité primaire ui est sélectionnée dans l’échantillon
SI du premier degré, le même plan pi est utilisé au second degré dans Si) et
d’indépendance (l’échantillonnage du second degré dans chaque UP se fait
indépendamment du tirage de second degré dans les autres UP), voir Särndal
et al. (1992, pages 134-135).

La population UGR est constituée de M unités primaires (UP). Chaque UP ui

contient Ni unités secondaires (US). On note πIi la probabilité d’inclusion de
ui pour le plan de sondage pI utilisé au 1er degré, c’est-à-dire la probabilité
de sélectionner ui dans l’échantillon SI d’UP. Soit m =

∑
ui∈UGR

πIi la taille
(fixe) de SI . On note également πIij la probabilité de sélectionner conjoin-
tement ui et uj dans SI et ∆Iij = πIij − πIiπIj. Si l’UP ui est sélectionnée
dans SI , on note Si l’échantillon d’US sélectionné dans ui selon un plan de
sondage pi, πk|i la probabilité de sélectionner l’US k appartenant à ui dans
Si, πkl|i la probabilité de sélectionner les US k et l appartenant à ui dans SI ,
et ∆kl|i = πkl|i−πk|iπl|i. La taille de l’échantillon Si est notée ni =

∑
k∈ui

πk|i.
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On notera U =
⋃M

i=1 ui l’ensemble des US. L’échantillon final S d’US est
donné par la réunion des Si.

Le total ty(U) =
∑

k∈U yk de la variable y sur U peut être estimé sans biais
par son π-estimateur

t̂yπ(S) =
∑
k∈S

yk

πk

=
∑

ui∈SI

∑
k∈Si

yk

πIiπk|i
.

Le totak ty(ui) de la variable y sur ui est estimé sans biais par t̂yπ(Si) =∑
k∈Si

yk

πk|i
. On a donc encore la relation :

t̂yπ(S) =
∑

ui∈SI

t̂yπ(Si)

πIi

.

La variance de t̂yπ(S) (voir par exemple Tillé (2001)) est égale à

V (t̂yπ(S)) = V
(∑

ui∈SI

ty(ui)

πIi

)
+

∑
ui∈UGR

V (ctyπ(Si))

πIi

=
∑

ui∈UGR

∑
uj∈UGR

ty(ui)

πIi

ty(uj)

πIj

∆Iij︸ ︷︷ ︸
VUP

+
∑

ui∈UGR

V (t̂yπ(Si))

πIi︸ ︷︷ ︸
VUS

(5.1)
avec V (t̂yπ(Si)) =

∑
k∈ui

∑
l∈ui

yk

πk|i

yl

πl|i
∆kl|i. La variance se décompose en deux

termes VUP et VUS, respectivement associés aux premier et second degré
de tirage. Si les probabilités d’inclusion πIij et πkl|i sont toutes strictement
positives, un estimateur sans biais de variance est donné par

V̂ (t̂yπ(S)) = V̂
(∑

ui∈SI

ty(ui)

πIi

)
+

∑
ui∈UGR

bV (ctyπ(Si))

πIi

=
∑

ui∈SI

∑
uj∈SI

t̂yπ(Si)

πIi

t̂yπ(Sj)

πIj

∆Iij︸ ︷︷ ︸
cVA

+
∑

ui∈SI

V̂ (t̂yπ(Si))

πIi︸ ︷︷ ︸
cVB

avec V̂ (t̂yπ(Si)) =
∑

k∈Si

∑
l∈Si

yk

πk|i

yl

πl|i

∆kl|i
πkl|i

. Il est important de noter que

V̂ (t̂yπ(Si)) n’est pas un estimateur sans biais terme à terme de V (t̂yπ(Si)).
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En particulier, VUS et V̂B ne sont pas du même ordre de grandeur.

Pour l’estimateur V̂ (t̂yπ(S)), la difficulté réside dans le calcul des probabilités
d’inclusion doubles, aussi bien au premier degré qu’au second. Hájek (1964)
offre une solution dans le cas d’un tirage de taille fixe à entropie maximale,
appelé tirage réjectif. Il donne une approximation de variance, qui conduit
à un estimateur asymptotiquement sans biais. Ce résultat est étendu par
Berger (1998) aux plans de sondage proches de l’entropie maximale tels que
l’échantillonnage de Rao-Sampford (Rao, 1965; Sampford, 1967) et le tirage
successif (Hájek, 1964). Dans le cas d’un échantillonnage à plusieurs degrés,
on peut utiliser (Tillé, 2001, page 177) :

V̂HAJ(t̂yπ(S)) = V̂HAJ

(∑
ui∈SI

ty(ui)

πIi

)
+

∑
ui∈SI

bVHAJ (ctyπ(Si))

πIi

=
∑

ui∈SI

cIi

π2
Ii

(
t̂yπ(Si)− ̂̃tyi

)2

︸ ︷︷ ︸
V̂ HAJ

A

+
∑

ui∈SI

V̂HAJ(t̂yπ(Si))

πIi︸ ︷︷ ︸
V̂ HAJ

B

(5.2)

où t̃yi = πIi

P
uj∈SI

cIj

dtyπ(Sj)

πIjP
uj∈SI

cIj
, cIj = 1− πIj et

V̂HAJ(t̂yπ(Si)) =
∑
k∈Si

ck|i

π2
k|i

(yk − ỹk)
2

avec ỹk = πk|i

P
l∈Si

cl|i
yl

πl|iP
l∈Si

cl|i
et cl|i = 1−πl|i. V̂A et V̂B peuvent être remplacés res-

pectivement par V̂ HAJ
A et V̂ HAJ

B asymptotiquement sans biais, et l’estimateur
de Hajek présenté en 5.2 donne une estimation de variance asymptotiquement
sans biais de V (t̂yπ(S)) si l’échantillonnage implique un plan à forte entropie à
chaque degré. L’asymptotique est ici celle proposée par Hajek (1964), en sup-
posant que dI =

∑
ui∈UGR

πIi(1−πIi) →∞ et dk|i =
∑

k∈uI
πk|i(1−πk|i) →∞

pour chaque UP ui.

L’estimateur proposé en 5.2 peut être modifié en prenant cIi = m
m−1

(1− πIi)
et ck|i = ni

ni−1
(1 − πk|i), ce qui permet de restituer l’estimateur sans biais

habituel dans le cas d’un sondage aléatoire simple à chaque degré.
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5.2.2 Méthodes de Bootstrap existantes

La littérature sur le Bootstrap pour un plan à plusieurs degrés concerne
presque exclusivement, à notre connaissance, le cas d’un sondage aléatoire
simple à chaque degré. Nous nous restreignons donc à ce type de plan de
sondage dans la suite de ce paragraphe. Une présentation plus détaillée est
donnée dans Shao and Tu (1995).

Le Bootstrap naïf consiste à sélectionner dans l’échantillon d’UP SI d’origine,
un rééchantillon de taille m∗ = m d’UP, par sondage aléatoire simple avec re-
mise. Comme cette approche n’est pas consistante, Mac Carthy and Snowden
(1985) suggèrent une correction de ce Bootstrap naïf avec un rééchantillon
de taille

m∗ =
m− 1

1− m
M

,

ce qui n’est pas toujours possible en pratique. En prenant m∗ = m − 1, on
obtient une estimation sans biais de variance dans le cas linéaire si l’échan-
tillonnage du premier degré se fait avec remise. Dans le cas sans remise, on
obtient donc une bonne estimation de variance si le taux de sondage est
faible. En suivant la terminologie de Mac Carthy and Snowden (1985), cette
méthode sera appelée dans ce chapitre le Bootstrap avec remise (BWR).

Rao and Wu (1988) et Sitter (1992) ont également proposés une extension
du Rescaled Bootstrap et du Mirror-Match Bootstrap, respectivement, dans
le cas d’un tirage à deux degrés avec sondage aléatoire à chaque degré. L’idée
consiste à appliquer la méthode de Bootstrap de base à chaque degré, en
se calant a posteriori sur l’estimateur de variance sans biais dans le cas li-
néaire pour le Rescaled Bootstrap, ou en randomisant sur le nombre de sous-
échantillons k′ et leur taille n′ pour le Mirror-Match Bootstrap (voir chapitre
2) afin de restituer cet estimateur de variance sans biais.

5.2.3 Une méthode générale de Bootstrap

Nous avons défini au chapitre 3 l’algorithme 3.1 de Bootstrap, consistant
pour le calcul de précision d’un estimateur par substitution pour un tirage
à probabilités inégales à un seul degré. L’algorithme 5.1, présenté ci-dessous,
adapte ce Bootstrap au cas de l’échantillonnage à deux degrés. L’idée consiste
à construire à partir de l’échantillon une population constituée de pseudo
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unités primaires dans laquelle on reproduit le tirage du 1er degré, mais pour
laquelle le tirage du 2nd degré est modulé afin de reproduire l’estimateur
habituel sans biais de variance dans le cas linéaire. Le Bootstrap proposé
couvre les cas particuliers importants du tirage avec sondage aléatoire simple
à chaque degré et celui du tirage autopondéré.

Fig. 5.1 – Bootstrap général pour le tirage à deux degrés

Etape 1. Soit ui ∈ SI . Chaque unité k de Si est dupliquée
[
1/πk|i

]
fois, où [.]

désigne l’entier le plus proche, pour créer une pseudo UP que l’on note
u∗i .

Etape 2. Chaque couple (Si, u
∗
i ) est dupliqué [1/πIi − 1/2] fois, où [.− 1/2]

désigne la partie entière. Soit αIi = 1/πIi − [1/πIi − 1/2]. On com-
plète les couples déjà dupliqués par un échantillon sélectionné dans
{(Si, u

∗
i ) ; ui ∈ SI} selon le plan pI , avec les probabilités d’inclusion

αIi, pour ui ∈ SI . On obtient ainsi une population U∗
GR de pseudo UP.

Etape 3. On tire l’échantillon S∗I dans U∗
GR selon le plan pI , avec les proba-

bilités d’inclusion πIi.
Etape 4. Soit (Si, u

∗
i ) ∈ S∗I . On tire un échantillon S∗∗I de pseudo US dans

u∗i selon le plan de sondage du 2nd degré d’origine. On prend

→ S∗i = S∗∗i avec une probabilité πIi,
→ S∗i = Si avec une probabilité 1− πIi.

La même procédure est appliquée pour chaque couple (Si, u
∗
i ) ∈ S∗I . Le

rééchantillon S∗ est donné par la réunion des S∗i .
Etape 5. Les étapes 3 et 4 sont répétées C fois, pour obtenir les rééchantillons

S∗1 , . . . , S
∗
C . Soit v = 1

C−1

∑C
c=1

(
θ̂(Sc

∗)− θ̂m
∗

)2

, où θ̂(Sc
∗) donne la valeur

de l’estimateur sur le rééchantillon Sc
∗ et θ̂m

∗ = 1
C

∑C
c=1 θ̂(Sc

∗).

Etape 6. Les étapes 2 à 5 sont répétées B fois, pour obtenir v1, . . . , vB. V
(
θ̂
)

est estimée par V̂boot

(
θ̂
)

= 1
B

∑B
b=1 vb.

L’algorithme 5.1 est valide pour des probabilités d’inclusion quelconques au
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premier degré. Cette méthode présente des similarités avec le Bernoulli Boots-
trap de Funaoka et al. (2006). La propriété suivante établit la consistance de
la méthode dans le cas linéaire. On suppose ici que les inverses de probabilités
d’inclusion du 2nd degré sont approximativement entières, ce qui induit dans
le cas de l’estimation de variance pour l’estimateur du total de la variable y
un biais conditionnel de l’ordre de∑

ui∈SI

1

πIi

∑
k∈Si

([
1

πk|i

]
− 1

πk|i

)
1− πk|i

π2
k|i

(yk − ỹk)
2

(où [.] désigne l’entier le plus proche) qui peut être négligé si les probabilités
d’inclusion πk|i sont faibles.

Propriété 5.1. Soit θ = ty et θ̂ = t̂yπ. Alors l’algorithme 3 donne une
estimation de variance consistante pour t̂yπ.

Démonstration. Nous démontrons la consistance de l’algorithme 5.1 dans le
cas linéaire. Avec une démonstration analogue à celle de la propriété 3.3 pour
le tirage à un degré, la consistance peut ensuite être établie sous de faibles
hypothèses pour l’estimateur par substitution θ̂ d’une statistique θ à l’aide
de la technique de linéarisation selon la fonction d’influence.

Nous raisonnons conditionnellement à S et à la pseudopopulation U∗
GR obte-

nue à l’étape 2. Soit ai le nombre de fois où le couple (Si, u
∗
i ) apparaît dans

U∗
GR. Notons que E(ai|S) = 1/πIi. L’estimateur bootstrappé du total ty est

égal à

t̂∗y =
∑

(Si,u∗i )∈S∗
I

t̂∗i
πIi

avec
t̂∗i = εit̂yπ(S∗∗i ) + (1− εi)t̂yπ(Si)

en utilisant les notations de l’algorithme 5.1, où εi suit une loi de Bernoulli
de paramètre πIi. Pour alléger les notations, nous écrirons simplement

t̂∗y =
∑

u∗i∈S∗
I

t̂∗i
πIi

.

A l’aide de la formule de décomposition de la variance, on a :

V (t̂∗i |S, U∗
GR, S∗I ) = V (E(t∗i |S, U∗

GR, S∗I , εi))︸ ︷︷ ︸
V1

+ E(V (t∗i |S, U∗
GR, S∗I , εi))︸ ︷︷ ︸

V2
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On a E(t∗i |S, U∗
GR, S∗I , εi) = t̂yπ(Si), ce qui implique que V1 = 0 et

E(t∗i |S, U∗
GR, S∗I , εi) = t̂yπ(Si) (5.3)

On a également

V (t∗i |S, U∗
GR, S∗I , εi) = ε2

i V (tyπ(S∗∗i )|S, U∗
GR, S∗I , εi)

= ε2
i V (tyπ(S∗∗i )|S, U∗

GR, S∗I )
(5.4)

car S∗∗i et εi sont indépendants. On en déduit que :

V2 = E (ε2
i V (tyπ(S∗∗i )|S, U∗

GR, S∗I , εi))

= E (ε2
i ) V (tyπ(S∗∗i )|S, U∗

GR, S∗I , εi)

= πIiV (tyπ(S∗∗i )|S, U∗
GR, S∗I , εi)

(5.5)

En utilisant à nouveau la formule de décomposition de la variance, on obtient :

V
(
t̂∗y|S, U∗

GR

)
= V

(
E(t∗y|S, U∗

GR, S∗I )|S, U∗
GR

)
+ E

(
V (t∗y|S, U∗

GR, S∗I )|S, U∗
GR

)
= V

(∑
u∗i∈S∗

I

E(bt∗i |S,U∗
GR,S∗

I )

πIi
|S, U∗

GR

)
+ E

(∑
u∗i∈S∗

I

V (bt∗i |S,U∗
GR,S∗

I )

πIi
|S, U∗

GR

)
= V

(∑
u∗i∈S∗

I

E(bt∗i |S,U∗
GR,S∗

I )

πIi
|S, U∗

GR

)
+ E

(∑
u∗i∈S∗

I

V (bt∗i |S,U∗
GR)

πIi
|S, U∗

GR

)
= V

(∑
u∗i∈S∗

I

ctyπ(Si)

πIi
|S, U∗

GR

)
+ E

(∑
u∗i∈S∗

I

V (ctyπ(S∗∗
i )|S,U∗

GR)

πIi
|S, U∗

GR

)
= V

(∑
u∗i∈S∗

I

ctyπ(Si)

πIi
|S, U∗

GR

)
+

∑
u∗i∈U∗

GR
V (t̂yπ(S∗∗i )|S, U∗

GR)

= V

∑
u∗i∈S∗

I

t̂yπ(Si)

πIi

|S, U∗
GR


︸ ︷︷ ︸

V3

+
∑

ui∈SI

aiV (t̂yπ(S∗∗i )|S, U∗
GR)︸ ︷︷ ︸

V4

(5.6)
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avec V (t̂∗i |S, U∗
GR, S∗I ) = V (t̂∗i |S, U∗

GR) par invariance. En utilisant le théorême
3.7 de Hájek (1964), on obtient

V3 = (1 + op(1))
∑

u∗i∈U∗
GR

πIi(1−πIi)

π2
Ii

(
t̂yπ(Si)− t̃∗yi

)2

= (1 + op(1))
∑

ui∈SI

aiπIi(1−πIi)

π2
Ii

(
t̂yπ(Si)− t̃∗yi

)2
(5.7)

avec

t̃∗yi = πIi

P
u∗

j
∈U∗

GR
πIj(1−πIj)

dtyπ(Sj)

πIjP
u∗

j
∈U∗

GR
πIj(1−πIj)

= πIi

P
u∗

j
∈SI

ajπIj(1−πIj)
dtyπ(Sj)

πIjP
u∗

j
∈SI

ajπIj(1−πIj)
.

(5.8)

Le théorême 1.9 dû à Deville (1999) implique que E (V3|S) et V̂ HAJ
A =∑

ui∈SI

1−πIi

π2
Ii

(
t̂yπ(Si)− t̃yi

)2

, convenablement normalisés, ont la même li-
mite.
En utilisant à nouveau le théorême 3.7 de Hájek (1964), on a

V
(
t̂yπ(S∗∗i )|S, U∗

GR

)
= (1 + op(1))

∑
k∈u∗i

πk|i(1−πk|i)

π2
k|i

(yk − ỹ∗k)
2

= (1 + op(1))
∑

k∈Si

(1−πk|i)

π2
k|i

(yk − ỹk)
2

= (1 + op(1))V̂HAJ

(
t̂yπ(Si)

)
(5.9)

⇒ E
(
V
(
t̂yπ(S∗∗i )|S, U∗

GR

)
− V̂HAJ

(
t̂yπ(Si)

)
|S
)
→ 0

avec

ỹ∗k = πk|i

P
l∈u∗

i
πl|i(1−πl|i)

yl
πl|iP

l∈u∗
i

πl|i(1−πl|i)

= πk|i

P
l∈Si

(1−πl|i)
yl

πl|iP
l∈Si

(1−πl|i)
= ỹk.

(5.10)
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Comme

E

(∑
ui∈SI

aiV̂HAJ

(
t̂yπ(Si)

)
|S

)
=
∑

ui∈SI

V̂HAJ

(
t̂yπ(Si)

)
πIi

= V̂ HAJ
B ,

V4 est asymptotiquement équivalent à V̂ HAJ
B , d’où le résultat.

Cet algorithme se généralise facilement à un plan de sondage à r degrés. Avec
r étapes de duplications, on obtient une pseudopopulation U∗ image de la
population d’origine. La variance est estimée par applications répétées du
plan de sondage dans U∗, le tirage étant modulé à chaque degré d ≥ 2 selon
le même procédé que dans l’algorithme 5.1, en fonction des probabilités d’in-
clusion du degré d− 1 (on suppose là encore que les probabilités d’inclusion
de chaque degré d ≥ 2 restent faibles).

5.2.4 Une méthode simplifiée de Bootstrap

L’étape 2 de l’algorithme 5.1 est nécessaire si les probabilités d’inclusion au
1er degré sont fortes, ce qui est courant en pratique, voir Funaoka et al.
(2006, page155). Dans le cas contraire, on peut introduire une simplifica-
tion, présentée dans l’algorithme 5.2, qui limite le volume de calcul car elle
évite le double Bootstrap nécessaire dans l’algorithme 5.1. Cet algorithme
simplifié permet d’intégrer aux données d’enquête les B variables de poids
Bootstrap associées au rééchantillonnage, facilitant la production ultérieure
d’indicateurs de précision par les utilisateurs. Notons que si les probabilités
d’inclusion du 1er degré sont négligées, l’algorithme 5.2 sélectionne quasi-
systématiquement à l’étape 4 l’échantillon Si d’origine : avec un sondage
aléatoire simple au premier degré, on retrouve donc dans ce cas la méthode
du Bootstrap naïf. Notre algorithme apparaît donc comme une correction de
cette méthode, permettant de tenir compte du tirage sans remise des UP.

5.3 Redressement d’un estimateur
On peut disposer à l’étape de l’estimation d’une information auxiliaire, non
disponible et/ou non utilisée à l’étape de l’échantillonnage, que l’on utilise
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Fig. 5.2 – Bootstrap simplifié pour le tirage à deux degrés

Etape 1. Soit ui ∈ SI . Chaque unité k de Si est dupliquée
[
1/πk|i

]
fois, où [.]

désigne l’entier le plus proche, pour créer une pseudo UP que l’on note u∗i .

Etape 2. Chaque couple (Si, u
∗
i ) est dupliqué [1/πIi] fois pour créer une pseu-

dopopulation U∗
GR de pseudo UP.

Etape 3. On tire un échantillon S∗I dans U∗
GR selon le plan pI , avec les pro-

babilités d’inclusion πIi.
Etape 4. Soit (Si, u

∗
i ) ∈ S∗I . On tire un échantillon S∗∗I de pseudo US dans

u∗i selon le plan de sondage du 2nd degré d’origine. On prend

→ S∗i = S∗∗i avec une probabilité πIi,
→ S∗i = Si avec une probabilité 1− πIi.

La même procédure est appliquée pour chaque couple (Si, u
∗
i ) ∈ S∗I . Le

rééchantillon S∗ est donné par la réunion des S∗i .
Etape 5. Les étapes 3 et 4 sont répétées B fois, pour obtenir les rééchantillons

S∗1 , . . . , S
∗
B. V

(
θ̂
)

est estimée par V̂boot

(
θ̂
)

= 1
B−1

∑B
b=1

(
θ̂(Sb

∗)− θ̂m
∗

)2

,

où θ̂(Sb
∗) donne la valeur de l’estimateur sur le rééchantillon Sb

∗ et θ̂m
∗ =

1
C

∑C
c=1 θ̂(Sc

∗).

pour améliorer les estimateurs en modifiant les poids d’extrapolation : on
parle alors de redressement. Cette information peut prendre la forme d’effec-
tifs sur des catégories de population, ou de totaux de variables quantitatives :
c’est à ce type de redressement, largement utilisé dans les enquêtes, que nous
nous intéressons dans la suite de cette section. Plus généralement, l’infor-
mation auxiliaire peut être donnée par une fonction quelconque des valeurs
d’une variable, voire par le détail de cette variable. Le redressement sur une
fonction de répartition a été notamment étudié par Ren (2000) et Breidt and
Opsomer (2000).

Il existe différentes méthodes de redressement, dépendant de la nature des
variables auxiliaires. Ces méthodes peuvent être vues comme un cas particu-
lier de la technique de calage que nous présentons ci-dessous. On trouvera une
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présentation plus détaillée des méthodes de redressement dans Tillé (2001),
Sautory and Le Guennec (2003) et Ardilly (2006).

5.3.1 Principe

La technique de calage a été proposée par Deville and Särndal (1992) et De-
ville et al. (1993). Soit y une variable d’intérêt, mesurée sur les individus d’un
échantillon S. Chaque individu k est affecté d’un poids de départ dk = 1/πk,
donné par l’inverse de sa probabilité de sélection. Ces poids peuvent être
utilisés pour estimer sans biais le total ty.

On suppose que l’on dispose de p variables auxiliaires x = x1, . . . , xp, quali-
tatives ou quantitatives, dont les totaux sur l’ensemble de la population sont
connus. Ces totaux sont utilisés pour modifier les poids de départ, et obtenir
un nouveau poids wk pour l’individu k, permettant de s’ajuster sur les totaux
auxiliaires. On cherche donc à vérifier les équations

∀i = 1 . . . p
∑
k∈S

wkxik = txi

Cet ajustement va diminuer la variance, car celle-ci n’est plus donnée que par
les résidus de la régression de la variable d’intérêt sur les variables auxiliaires.
Cependant, l’ajustement peut conduire à s’éloigner fortement des poids de
départ, et donc à augmenter significativement le biais : pour cette raison,
on cherche à minimiser l’écart entre anciens et nouveaux poids. Soit G une
fonction de distance, positive et convexe, telle que G(1) = 0 et G′(1) = 0.
Alors le calage consiste à résoudre le problème d’optimisation sous contraintes
suivant :

min
wk ; k∈S

∑
k∈S

dkG

(
wk

dk

)
sous la contrainte

∑
k∈S

wkxik = txi
∀i = 1 . . . p

(5.11)
La résolution de ce problème conduit à

wk = dkF (x′kλ) (5.12)

où λ désigne un vecteur de multiplicateurs de Lagrange que l’on détermine
avec les équations de calage. t̂yw =

∑
k∈S wkyk est appelé estimateur calé.
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Plusieurs fonctions de distance sont proposées dans Deville and Särndal
(1992). L’utilisation de la distance euclidienne permet de retrouver l’es-
timateur par la régression généralisée (Särndal et al., 1992). L’utilisation
d’une fonction de distance exponentielle permet de reproduire la méthode
du raking-ratio (Deming and Stephan, 1940; Stephan, 1942). Les méthodes
dites de vraisemblance empirique correspondent elles aussi à une fonction
de distance particulière, et ont donné lieu à une abondante littérature, voir
par exemple Chen and Qin (1993), Chen and Sitter (1993), Chen and Wu
(1999) et Wu (2002). L’estimateur par le ratio et l’estimateur post-stratifié
(Holt and Smith, 1979) sont également des cas particuliers de la technique
de calage.

5.3.2 Prise en compte du calage dans le Bootstrap

Deville and Särndal (1992) et Deville et al. (1993) justifient que, pour une
fonction de distance quelconque vérifiant les propriétés précédentes, la va-
riance asymptotique de l’estimateur calé est égale à

Vapp

(
t̂yw

)
= V

(
t̂eπ

)
=

∑
k∈U

∑
l∈U

ek

πk

el

πl
∆kl

(5.13)

où ek = yk − B′xk, B =
(∑

k∈U xkx
′
k

)−1∑
k∈U xkyk, et n’est donc donnée

que par les résidus de la régression de la variable d’intérêt sur les variables
auxiliaires. On peut l’estimer par

V̂
(
t̂yw

)
=
∑
k∈S

∑
l∈S

êk

πk

êl

πl

∆kl

πkl

(5.14)

où êk = yk − B̂′xk, B̂ =
(∑

k∈S

xkx′k
πk

)−1∑
k∈U

xkyk

πk
.

Avec l’algorithme 5.1 de Bootstrap proposé précedemment, le calage est pris
en compte par un redressement du rééchantillon S∗ sur la pseudopopulation
U∗, comme suggéré par Canty and Davison (1999). On note t̂∗yw l’estimateur
Bootstrap ainsi obtenu ; le résultat de Deville and Särndal (1992) implique
que

V
(
t̂∗yw|S, U∗

)
' V

(
t̂e∗π|S, U∗

)
(5.15)
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où e∗k = yk−B∗′xk, B∗ =
(∑

k∈U∗ xkx
′
k

)−1∑
k∈U∗ xkyk. Si le plan de sondage

est à entropie forte,

E
(
V
(
t̂e∗π|S, U∗

)
|S
)

' E
(
V
(
t̂êπ|S, U∗

)
|S
)

' V̂
(
t̂yw

) (5.16)

et le calage est bien pris en compte dans l’estimation Bootstrap de variance.

5.4 Compléments
Le travail réalisé dans ce mémoire s’est essentiellement concentré sur l’esti-
mation de précision sous la randomisation associée au plan de sondage. Le
paragraphe précédent montre comment le redressement des estimateurs peut
également être pris en compte. Une part non négligeable de la variance pro-
vient généralement de la non-réponse, totale ou partielle, et une bonne partie
des efforts récents de recherche dans le domaine de l’estimation de précision
pour une population finie se sont focalisés sur la mise au point de méthodes
permettant de tenir compte de l’alea lié à la non-réponse, voir notamment
Rao (1996). Berger and Rao (2006) ont propose un estimateur modifié de
type Jackknife permettant de tenir compte de la variance d’imputation. Cette
méthode s’apparente à une estimation de variance par linéarisation, voir par
exemple Särndal (1992). Saigo et al. (2001) proposent une technique de demi-
échantillons équilibrés, et Shao and Sitter (1996) montrent que les méthodes
proposées par Sitter (1992) et Gross (1980) peuvent être consistantes pour
l’estimation de variance en présence de données imputées, si le processus
d’imputation est répété au sein de chaque rééchantillon Bootstrap. L’exten-
sion de la méthode de Shao and Sitter (1996) au cas de l’échantillonnage à
probabilités inégales ne semble pas poser de difficultés particulières et fera
l’objet d’un travail futur.

Une autre voie très active de recherche concerne l’estimation sur petits do-
maines. Quand on s’intéresse à un domaine particulier de la population (un
domaine est pris ici au sens large et peut représenter une zone géographique,
une catégorie socioprofessionnelle, ...), l’estimation se fait à partir de l’échan-
tillon tombant dans ce domaine. Si le domaine est de taille restreinte, la taille
de l’échantillon concerné est parfois trop faible pour permettre d’inférer sous
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le plan de sondage avec une précision raisonnable. On pourra notamment
consulter les articles synthétiques proposés par Ghosh and Rao (1994), Rao
(1999), Lahiri and Meza (2002), Pfeffermann (2002) ainsi que l’ouvrage de
référence sur le sujet (Rao, 2003). Un estimateur de l’erreur quadratique
moyenne est donné par Prasad and Rao (1990), et une méthode paramé-
trique de Bootstrap très générale est proposée par Hall and Maiti (2006b),
voir également Hall and Maiti (2006a) et Chatterjee et al. (2007). La méthode
de Bootstrap que nous proposons repose sur l’hypothèse d’une randomisation
basée sur le plan de sondage, alors que l’estimation sur petits domaines se
fonde sur une randomisation assistée par le modèle qui fait appel à des mé-
thodes de Bootstrap plus classiques. La méthode de régression géographique
pondérée présentée au chapitre suivant peut être vue comme une méthode
particulière d’estimation sur petits domaines.

Conclusion
Nous étudions dans ce chapitre l’utilisation du Bootstrap dans le cadre d’une
enquête complexe. Nous montrons que la réduction de variance liée à un
calage de l’estimateur est prise en compte avec le principe de plug-in, en
reproduisant le calage au niveau de la pseudo-population. Nous montrons
également que la méthode de Bootstrap proposée peut être étendue au cas
d’un échantillonnage à plusieurs degrés, en reproduisant une pseudopopula-
tion image de la population d’origine, et en modulant le tirage du second
degré.

Il manque à ce chapitre des simulations pour comparer les performances de
notre algorithme de Bootstrap à un Bootstrap naïf d’une part, et à une ap-
proche analytique d’autre part. Nous pouvons cependant donner quelques
lignes directrices pour le méthodologue intéressé par un calcul de précision
dans le cas d’un tirage multidegrés. Si ce calcul ne concerne que des statis-
tiques linéaires ou faiblement non linéaires, il nous semble plus simple de faire
appel à une approche analytique d’estimation de variance. Si on s’intéresse à
des statistiques fortement non linéaires, le Bootstrap naïf va vraisemblable-
ment donner de bons résultats dans le cas d’un taux de sondage faible pour
le premier degré de tirage. Si le taux de sondage est fort, il sera intéressant
de mettre en oeuvre notre méthode.
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Chapitre 6

Application au Nouveau
Recensement de la population

Nous proposons dans ce chapitre une application des méthodes de Bootstrap
au calcul de précision des estimations du Nouveau Recensement. Jusqu’en
1999, le Recensement de la population française, réalisé en gros tous les 10
ans, consistait à enquêter exhaustivement l’ensemble des ménages du terri-
toire. Depuis 2004, cette opération exhaustive a laissé la place à des enquêtes
de Recensement, qui touchent annuellement un échantillon seulement de la
population française et permettent de disposer chaque année d’une informa-
tion récente. La collecte d’une année permet de réaliser des estimations dites
globales sur des zones de taille importante (région et France entière) ; l’uti-
lisation de plusieurs années de collecte permet de produire des estimations
dites détaillées à un niveau plus fin. Un des enjeux du Nouveau Recensement
est de pouvoir disposer d’outils de calcul de précision pour les estimations
livrées.

Le chapitre est organisé de la façon suivante. En section 1, nous rappelons le
plan de sondage du Nouveau Recensement. En section 2, nous testons les mé-
thodes de Bootstrap proposées dans le chapitre 4 pour le calcul de précision
des estimations dans une grande commune. En section 3, nous présentons la
méthodologie dite d’estimation sur zones mixtes, et nous proposons une mé-
thode de type Bootstrap d’estimation de précision. Cette méthode est évaluée
pour l’estimation sur zones mixtes à l’aide de simulations.
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6.1 Le plan de sondage du Nouveau Recense-
ment

Le Nouveau Recensement distingue deux types de communes : les communes
de moins de 10 000 habitants au sens du Recensement de 1999, appelées les
petites communes, et les communes de plus de 10 000 habitants, appelées
les grandes communes. Nous donnons ci-dessous un aperçu des plans de
sondage selon le type de commune ; pour une présentation plus détaillée, on
pourra se référer à Dumais and Isnard (2000), Durr and Dumais (2002) et
Bertrand et al. (2004).

6.1.1 Les petites communes

Chaque petite commune constitue une unité statistique. Elles sont strati-
fiées selon la région, et au sein de chaque région ces petites communes sont
partitionnées aléatoirement en 5 échantillons, par tirage équilibré à probabi-
lités égales (1/5) sur des variables de type logement et des variables socio-
démographiques données par le recensement de 1999 :

→ le nombre de logements,
→ le nombre de logements en immeuble collectif,
→ la population des personnes de moins de 20 ans,
→ la population des personnes de 20 à 39 ans,
→ la population des personnes de 40 à 59 ans,
→ la population des personnes de 60 à 74 ans,
→ la population des personnes de 75 ans et plus,
→ la population des femmes,
→ la population des hommes,
→ la population par département.

Un échantillon est appelé groupe de rotation. Chaque année, l’ensemble des
ménages des petites communes d’un groupe de rotation est enquêté : au bout
d’un cycle de 5 ans, toutes les petites commune ont donc été recensées.

Le principe est le même pour les départements d’outre-mer, mais le faible
nombre de petites communes ne permet pas de les répartir en 5 groupes de
rotation par échantillonnage équilibré. Cette partition est donc réalisée de
façon déterministe, en cherchant à uniformiser la charge de collecte.
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6.1.2 Les grandes communes

Chaque grande commune fait l’objet d’un plan de sondage indépendant.
L’unité statistique est l’adresse, et le Répertoire d’Immeubles Localisés (RIL)
fournit une cartographie numérisée des adresses de chaque grande commune.

On distingue trois strates d’adresses :

→ Les adresses de grande taille sont celles qui comptent au moins 60 loge-
ments et cumulent au plus 10% des logements de la commune. Ces adresses
sont réparties en 5 groupes de rotation (par échantillonnage équilibré ou
de façon déterministe) ; chaque année, un groupe de rotation est exhaus-
tivement enquêté. Ces adresses sont donc entièrement recensées en cinq
ans.

→ Les adresses neuves sont celles qui apparaissent chaque année. Elles sont
également réparties en 5 groupes de rotation (par échantillonnage équilibré
ou de façon déterministe), et sont exhaustivement recensées en cinq ans.

→ Les autres adresses sont réparties en 5 groupes de rotation par échan-
tillonnage équilibré à probabilités égales sur les variables de type logement
et socio-démographique (les mêmes variables que celles utilisées pour les
petites communes, hors la population par département). Chaque année, un
de ces groupes de rotation est concerné par les enquêtes de recensement ;
on prélève dans le groupe de l’année en cours un échantillon aléatoire, avec
comme variables d’équilibrage le nombre de logements total, le nombre de
logements collectifs et le nombre de logements dans chacun des Iris. Cette
dernière variable permet de mieux répartir les échantillons annuels sur l’en-
semble de la commune. Cet échantillon aléatoire est prélevé de façon à ce
que, annuellement, 8% des adresses (y compris les grandes adresses et les
adresses neuves) soient enquêtées

6.2 Estimations basées sur une année de col-
lecte

La collecte d’une année est réalisée sur un cinquième des petites communes
et sur 8 % des adresses des grandes communes, soit environ 14% de l’en-
semble des adresses (celles-ci se répartissant quasiment équitablement entre
petites et grandes communes). Bien que cet échantillon soit d’une taille im-
portante, il ne permet pas de produire des estimations précises à des niveaux

185



géographiques fins, en raison de la taille des unités (des petites communes
notamment). Les estimations sont donc essentiellement produites au niveau
national et régional, et portent le nom d’estimations globales.

Comme le plan de sondage est stratifié, entre les petites et les grandes com-
munes tout d’abord, puis par région pour les petites communes, l’estima-
tion et l’estimation de précision pour un domaine quelconque passent par les
étapes suivantes :

1. Isoler chaque grande commune de l’échantillon, et réaliser indépendam-
ment l’estimation sur chacune d’elles

2. Isoler région par région les petites communes de l’échantillon
3. Pour chaque région représentée, calculer une estimation sur le champ

des petites communes

Compte tenu de l’indépendance, l’estimation sur le domaine et la variance
associée s’obtiennent alors par sommation.

Dans la suite de cette section, nous appliquons les méthodes de Bootstrap
proposées pour un échantillonnage équilibré au cas du Nouveau Recense-
ment. Nos simulations portent sur une grande commune artificielle, obtenue
par extraction de 1 000 adresses d’une grande commune dans le fichier du
Recensement de 1999. Nous nous plaçons dans un cadre simplifié et ne nous
intéressons qu’à l’échantillonnage de première phase d’une année, en sup-
posant qu’un cinquième des adresses est sélectionné par échantillonnage à
probabilités égales, équilibré sur les variables indiquées dans le tableau 6.1.

6.2.1 Estimation sur le champ des grandes communes :
étude par simulations

Le plan de sondage consiste à trier aléatoirement la population (afin d’aug-
menter l’entropie du plan de sondage), puis à sélectionner un échantillon au
cinquième, à probabilités égales, équilibré sur les variables mentionnées dans
le tableau 6.1. Le plan de sondage est donc analogue à l’échantillonnage de
première phase pratiqué par le Nouveau Recensement. Le total des variables
d’intérêt données dans le tableau 6.1 est estimé directement à l’aide des poids
de sondage.
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Tab. 6.1 – Liste des variables disponibles sur la base d’adresses de Bretagne
(source : RP 1999)

Variables d’équilibrage
Nombre de logements

Population des moins de 20 ans
Population des 20 à 39 ans
Population des 40 à 59 ans
Population des 60 à 74 ans

Population des 75 ans et plus
Population des hommes
Population des femmes

Variables d’intérêt
Nombre d’actifs

Nombre d’inactifs
Nombre de personnes d’origine française

Nombre de français par acquisition
Nombre d’étrangers de l’Union Européenne
Nombre d’étrangers hors Union Européenne

Pour simplifier, nous supposons

→ l’absence de non-réponse totale, c’est à dire que toutes les adresses échan-
tillonnées sont supposées être effectivement enquêtées,

→ l’absence de non-réponse partielle, c’est à dire qu’au sein des adresses
échantillonnées, toutes les variables d’intérêt sont effectivement relevées.

Ces postulats sont assez irréalistes pour une enquête réelle, mais l’objectif de
la simulation est avant tout une validation empirique du Bootstrap dans le
contexte d’une enquête simplifiée. La prise en compte de l’imputation de la
non-réponse partielle dans les méthodes de rééchantillonnage a été étudiée
par Rao and Shao (1992), Rao and Sitter (1996) et Shao and Sitter (1996),
et fera l’objet de travaux ultérieurs pour la méthode de Bootstrap que nous
proposons.

Une approximation de la précision est donnée par 20 000 simulations indépen-
dantes. On calcule également, à l’aide de 20 000 simulations indépendantes,
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la précision du plan de sondage obtenu en remplaçant l’étape préalable de
tri aléatoire par un tri sur le nombre de logements décroissant.

Deux méthodes de Bootstrap sont utilisées : le Bootstrap de type BWO et la
généralisation de la méthode mirror-match de Sitter (1992), voir le chapitre
4, section 5. Dans le cas traité, l’algorithme peut être simplifié car toutes les
inverses de probabilités d’inclusion sont entières. A partir d’un échantillon,
on constitue donc une seule pseudopopulation (en dupliquant 5 fois chaque
individu échantillonné) dans laquelle on rééchantillonne de façon répétée. La
précision donnée par chaque méthode de Bootstrap est approchée à l’aide du
tirage de 200 échantillons, pour chacun desquels 1 000 rééchantillons Boots-
trap sont prélevés. Les intervalles de confiance sont déterminés à l’aide de la
méthode des percentiles.
On calcule également l’estimation de précision analytique correspondant à la
formule 3 de Deville and Tillé (2005), à l’aide du tirage de 1 000 échantillons.
Les intervalles de confiance sont déterminés à l’aide de l’approximation nor-
male.

Le tableau 6.2 donne la précision (approchée par 20 000 simulations) du
plan de sondage avec randomisation préalable, et celle (toujours approchée
par 20 000 simulations) du même plan de sondage, mais où le tri aléatoire
est remplacé par un tri informatif sur le nombre de logements décroissant.
Ces précisions sont comparées avec celles données par les deux méthodes de
Bootstrap et l’approximation proposée par Deville and Tillé (2005).
Le tri préalable sur le nombre de logements crée un effet de stratification,
qui réduit la variance pour les variables d’intérêt bien corrélées au nombre
de logements. Cet effet est encore plus sensible avec un équilibrage sur la
seule probabilité d’inclusion, c’est à dire avec un simple échantillonnage de
taille fixe, voir le tableau 6.3. Dans ce cas, l’échantillonnage équilibré avec tri
aléatoire préalable est équivalent au sondage aléatoire simple, quand l’échan-
tillonnage équilibré avec tri sur le nombre de logements est, en utilisant l’al-
gorithme du Fast Cube, équivalent à un tirage stratifié de taille 1 dans chaque
strate, les strates étant constituées en regroupant les adresses 5 par 5, par
nombre de logements décroissant.
Pour un échantillonnage équilibré de type Recensement, la différence de va-
riance observée avec les deux méthodes est cependant minime. Nous conjec-
turons que, pour un nombre de variables d’équilibrage important, un tri
préalable a peu d’effets sur la précision de l’échantillonnage, et les formules
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d’approximation de variance de Deville and Tillé (2005) sont donc largement
utilisables.

Les trois méthodes testées donnent une approximation de variance raison-
nable, même si la variance est généralement sous-estimée. Le Bootstrap de
type BWO fournit la meilleure approximation, alors que le Bootstrap adapté
de la méthode de Sitter présente généralement le biais le plus fort.

Le tableau 6.4 compare les taux de couverture effectifs des trois méthodes
testées, pour un taux théorique de 10% . Les résultats obtenus pour un taux
de couverture théorique de 5% ne présentent pas qualitativement de diffé-
rence. Les trois méthodes donnent des résultats raisonnables, le résultat le
moins bon est obtenu avec le Bootstrap adapté de la méthode Sitter.

Nous avons conduit une simulation analogue afin d’estimer la précision d’un
échantillon annuel de petites communes, à l’aide d’un fichier issu du Re-
censement de 1999 et donnant, pour chaque petite commune de Bretagne,
les variables nécessaires à un équilibrage de type Nouveau Recensement et
quelques variables d’intérêt. Les résultats obtenus sont médiocres : chacune
des trois méthodes sous-estime généralement très largement la variance. Ce
problème, qui semble lié à la conjonction de la grande taille des unités et
de la très forte corrélation entre les variables d’équilibrage et les variables
d’intérêt, est actuellement à l’étude.

Dans la section suivante, nous développons une méthode de calcul de pré-
cision sur le champ des petites communes pour l’échantillon issu de trois
années de collecte et la méthode d’estimation retenue, de type régression
géographique pondérée.

6.3 Utilisation de plusieurs années de collecte :
l’estimation sur zones mixtes

6.3.1 Introduction

A la suite des recommandations du COPAR (Comité d’Orientation Pour
l’Action Régionale) du 25 mars 2006, six groupes de travail ont été lancés
par le département de l’action régionale et l’unité RP (Recensement de la
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Population) afin de préparer l’exploitation des enquêtes annuelles de Recen-
sement. L’un de ces groupes avait pour objectif : Réaliser un investissement
"zones mixtes" pour le service spécifique : l’objectif est de valoriser le poten-
tiel d’estimations et d’analyses croisées pour des variables du Recensement
de la Population pour répondre aux demandes en région sur des zones à fa-
çon de taille suffisante (agglomérations, Etablissements Publics de Coopé-
ration Intercommunale - EPCI, pays, départements, etc...). Les possibilités
d’exploitation des EAR (Enquêtes Annuelles de Recensement) à l’échelle in-
fracommunale feront l’objet d’une démarche distincte qui sera lancée en 2007
dans le cadre des travaux de la DET (Division des Etudes Territoriales) et
du PSAR (Pôle de Service à l’Action Régionale) "Analyse Urbaine".

Une zone mixte est un territoire supracommunal contenant des grandes
communes (plus de 10 000 habitants) et des petites communes (moins de 10
000 habitants) recensées ou non recensées avant 2007. Une des priorités du
groupe de travail porte sur l’exploitation du Recensement pour estimer les
évolutions démographiques récentes sur des zones mixtes.

Le groupe de travail était constitué de François Brunet (Service Etudes et
Diffusion-SED Rhône Alpes), Brigitte Baccaïni, Christophe Barret et Pierre
Carrelet (PSAR "Analyse territoriale"), Françoise Dupont (Unité Recense-
ment de la Population - URP), David Levy (Service Etudes et Diffusion-SED
Bretagne), Jean Laganier (Département de l’Action Régionale-DAR) et Jean-
Luc Lipatz (Division Etudes Territoriales-DET). La méthode d’estimation
sur zones mixtes a été développée par le groupe de travail, voir Baccaïni and
Barret (2006) ; notre contribution a consisté à proposer un outil de calcul de
précision pour la méthode d’estimation retenue.

6.3.2 La méthode

Le travail du groupe a essentiellement concerné l’estimation sur le champ des
petites communes. Des estimations de population sont fournies par l’Unité
RP pour chaque grande commune, ainsi qu’une typologie de précision. Du
fait de la stratification du plan de sondage, le problème revient donc à réa-
liser une estimation sur le champ des petites communes de la zone mixte.
Dans ce qui suit, nous ne nous intéressons qu’à l’estimation de population
sur chaque zone mixte. L’estimation pour d’autres variables clés (le chômage
notamment), et le calcul de précision correspondant, font l’objet de travaux

190



complémentaires.

Les estimations produites doivent être millésimées 2005. Le groupe s’est
orienté vers une solution de type imputation : compte tenu des trois an-
nées de collecte disponibles (2004, 2005 et 2006), le problème à résoudre
était double :

→ pour les petites communes recensées entre 2004 et 2006, ramener (si né-
cessaire) les chiffres de population en 2005,

→ pour les petites communes non recensées avant 2006, obtenir une prédic-
tion de leur population en 2005 à l’aide de données. administratives

Cas des communes recensées entre 2004 et 2006

La population des petites communes enquêtées en 2005 est conservée en
l’état. Pour les petites communes enquêtées en 2004 ou 2006, plusieurs scé-
narios ont été envisagés pour tenir compte du décalage temporel. C’est fina-
lement une solution d’extrapolation/interpolation, à l’aide du recensement
de 1999, qui a été retenue. Ainsi, pour les communes enquêtées en 2004

ŷk,05 = yk,04 ×
(

yk,04

yk,99

)1/5

,

et pour les communes enquêtées en 2006

ŷk,05 = yk,06 ×
(

yk,06

yk,99

)−1/7

,

où yk,A représente la population de la commune k l’année A, et ŷk,05 la po-
pulation estimée de la commune k en 2005.

Cas des communes recensées après 2006

Pour les communes non encore recensées, on dispose d’une source externe, le
fichier Revenus Fiscaux Localisés (RFL), constitué à partir du fichier de la
taxe d’habitation (TH) et du fichier de l’impôt sur le revenu (IR). Dans les
deux principales méthodes d’estimation proposées (voir ci-après), le principe
est le même : modéliser le lien entre la population donnée par les EAR et
la population donnée par le fichier RFL, afin d’imputer les communes non
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encore enquêtées.

La première méthode, proposée par David Levy (et simplement notée dans
la suite méthode DL), consiste à partitionner chaque région en domaines.
Un découpage par tranches de communes a été testé : communes de moins
de 6 000 habitants, de 6 000 à 8 000 habitants, de plus de 8 000 habitants
(une solution plus fine consistant à réaliser une classification des communes
de chaque région sur certaines variables clés). Au sein de chaque domaine,
un modèle expliquant la population (éventuellement ramenée en 2005) des
petites communes enquêtées entre 2004 et 2006 par la population RFL est
ajusté, et la population des petites communes non enquêtées est prédite à
l’aide des paramètres estimés et de la population RFL.

La seconde méthode, dite méthode par régression géographique pondérée, a
été proposée par Jean-Luc Lipatz. On la notera dans la suite méthode JLL.
Elle consiste à définir autour de chaque commune à imputer un disque sur
lequel le modèle est ajusté comme précedemment ; la population en 2005 de
la commune centre du disque est alors prédite à l’aide des paramètres estimés
et de la population RFL de cette commune. C’est cette méthode qui a été
finalement retenue pour les estimations sur zones mixtes.

6.3.3 Estimation de précision

Pour chacune des deux méthodes d’estimation envisagées, deux techniques
d’estimation de précision sont proposées et mises en oeuvre ci-dessous :

→ Si l’on disposait de la base de sondage entière, avec pour chaque individu
les variables d’intérêt, il serait possible d’approcher la précision par des
simulations, en répétant un grand nombre de fois la stratégie d’échantillon-
nage et d’estimation. Comme cette base de sondage n’est pas accessible,
on a recours à une population artificielle (notée ARTI) proche de la po-
pulation réelle, et constituée à l’aide des données de la TH. La précision
calculée par simulations est supposée "portable" à la précision des enquêtes
de recensement sur le champ des petites communes.

→ Une autre méthode consiste à n’utiliser que les données de l’enquête et
les sources administratives disponibles. Un algorithme de Bootstrap, repro-
duisant de façon approchée la stratégie d’échantillonnage et d’estimation,
est proposé et mis en oeuvre.
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Notre étude concerne la population des 1 237 petites communes de Bretagne.
Comme toutes les variables d’intérêt correspondant à l’enquête ne sont pas
disponible, on a recours à la population artificielle ARTI évoquée précedem-
ment : on dispose ainsi d’un fichier donnant pour chaque petite commune
une approximation de sa population, pour chaque année entre 1999 et 2005.
On dispose également de données administratives donnant la population de
chaque commune en 2004 et 2005. Les deux techniques d’estimation de pré-
cision évoquées ci-dessus sont mises en oeuvre et comparées sur cette po-
pulation artificielle. Notons que notre étude ne permet pas de statuer sur la
portabilité de la précision calculée par simulations de la population artificielle
à la population réelle.

Méthode DL : modèle par domaines

La précision est approchée à l’aide de 1 000 simulations indépendantes, selon
la technique décrite dans l’algorithme 6.1. Il est important de rappeler que la
différence entre l’approximation de précision produite ici et la vraie précision
est dûe, d’une part à la différence entre la population utilisée et la population
cible, d’autre part au nombre de simulations : pour être proche de la vraie
précision, il faudrait un grand nombre de simulations, (au moins 10 000).
Nous avons choisi ici de retenir le même nombre de simulations qu’avec la
méthode JLL, ce dernier étant limité en raison de la complexité algorith-
mique de la méthode.

La précision est également estimée en utilisant une technique de Bootstrap
qui s’appuie sur les seules données résultant de trois années de collecte du
Nouveau Recensement. La technique utilisée, inspirée du Wild Bootstrap de
Wu (1986), consiste à reconstituer une pseudopopulation en se basant sur le
modèle de prédiction. Cette technique se rapproche davantage d’un Bootstrap
classique que des méthodes de Bootstrap en population finie présentées dans
les chapitres précédents. Ce choix s’explique par la méthode d’estimation uti-
lisée : celle-ci ne tient pas compte du plan de sondage, et se base entièrement
sur un modèle. L’algorithme 6.2 est appliqué 20 fois, avec B = 100, afin de
comparer l’approximation Bootstrap de variance avec l’approximation don-
née par les 1 000 simulations indépendantes.

Les tableaux 6.5, 6.6 et 6.7 comparent pour chacune des deux techniques la
précision calculée respectivement au niveau de la région, des départements et
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de communautés de communes. Le tableau 6.7 ne donne que les communau-
tés présentant le CV le plus important ; les résultats obtenus sur les autres
ne présentent pas qualitativement de différence. Le Bootstrap donne une ap-
proximation raisonnable de la précision (même si pour affiner les résultats
obtenus, il faudrait réaliser plus de 20 répétitions de Bootstrap). La méthode
est ici plutôt conservative (on a tendance à surestimer la variance).

Méthode JLL : la régression géographique pondérée

La précision est à nouveau approchée à l’aide de 1 000 simulations indé-
pendantes, selon la technique décrite dans l’algorithme 6.3. Le nombre de
simulations est limité par la complexité algorithmique de la méthode. La
précision est également estimée en utilisant une technique adaptée du Wild
Bootstrap de Wu (1986) et présentée dans l’algorithme 6.4, qui reconstitue
une pseudopopulation en se basant sur le modèle de prédiction. L’algorithme
6.4 est appliqué 20 fois, avec B = 100.

Les tableaux 6.8, 6.9 et 6.10 comparent pour chacune des deux techniques la
précision calculée respectivement au niveau de la région, des départements
et de communautés de communes. Là encore, le tableau 6.10 ne donne que
les communautés présentant le CV le plus important. On constate que le
Bootstrap a tendance à sous-estimer la variance, et que la méthode JLL
présente plus de variabilité que la méthode DL. Bien que le travail réalisé se
soit limité au cas d’une seule région, les résultats obtenus ne justifient pas la
complexité supplémentaire liée à l’utilisation de la méthode JLL par un gain
de précision conséquent.
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Fig. 6.1 – Calcul de précision par simulation, méthode de David Levy

Etape 1. Partitionner la population en 5 groupes de rotation, chacun étant sélec-
tionné par échantillonnage à probabilités égales, et équilibré sur les variables
utilisées par le Nouveau Recensement.

Etape 2. La population ARTI des petites communes du groupe 1 (respectivement
du groupe 3) est extrapolée (respectivement rétropolée) pour être ramenée en
2004. La population ARTI des petites communes du groupe 2 est inchangée.

Etape 3. Les petites communes des groupes de rotation 1 à 3 sont partitionnées
en 3 domaines (communes de moins de 6 000 habitants, communes de 6 000
à 8 000 habitants, communes de plus de 8 000 habitants au sens de la po-
pulation RFL), notés U1, U2, U3. La population ARTI des petites communes
du domaine Uh est expliquée par la population RFL, selon le modèle :

yARTI = αh + βhy
RFL + εh

E(εh) = 0 V (εh) = σ2
h

⇒ Estimation : α̂h, β̂h, σ̂
2
h,

Etape 4. Les petites communes des groupes de rotation 4 et 5 sont partitionnées
en 3 domaines (communes de moins de 6 000 habitants, communes de 6
000 à 8 000 habitants, communes de plus de 8 000 habitants au sens de la
population RFL), notés V1, V2, V3. La population ARTI des petites communes
du domaine Vh est estimée à l’aide des paramètres α̂h, β̂h précedemment
estimés :

ŷARTI = α̂h + β̂hy
RFL

Etape 5. A l’aide des étapes 2 à 4, on reconstitue la population ARTI pour l’en-
semble des petites communes. La population d’une zone mixte s’obtient en
sommant la population reconstituée des petites communes de la zone mixte.
Soit Ŷ ZM la population ainsi calculée sur la zone mixte

Etape 6. On répète les étapes 1 à 5 un grand nombre de fois, disons B, pour obtenir
B estimations Ŷ1

ZM
, . . . , ŶB

ZM
. La précision est approchée par la variance

empirique 1
B−1

∑B
i=1

(
Ŷi

ZM − Ŷ−
ZM
)2

où Ŷ−
ZM

= 1
B

∑B
i=1 Ŷi

ZM
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Fig. 6.2 – Calcul de précision par Bootstrap, méthode de David Levy

Etape 1. On dispose des données des 3 premiers groupes de rotation. La population RP des petites
communes du groupe 1 (respectivement du groupe 3) est extrapolée (respectivement rétropolée)
pour être ramenée en 2005. La population RP des petites communes du groupe 2 est inchangée.

Etape 2. Les petites communes des groupes de rotation 1 à 3 sont partitionnées en 3 domaines (communes
de moins de 6 000 habitants, de 6 000 à 8 000, de plus de 8 000 au sens de la population RFL),
notés U1, U2, U3. La population RP des petites communes du domaine Uh est expliquée par la
population RFL, selon le modèle :

yARTI = αh + βhyRFL + εh

E(εh) = 0 V (εh) = σ2
h

⇒ Estimation : α̂h, β̂h, σ̂2
h

Etape 3. Les petites communes des groupes de rotation 4 et 5 sont partitionnées en 3 domaines (communes
de moins de 6 000 habitants, de 6 000 à 8 000, de plus de 8 000 habitants au sens de la population
RFL), notés V1, V2, V3. La population RP des petites communes du domaine Vh est estimée à
l’aide des paramètres α̂h, β̂h calculés précédemment, plus un alea :

ŷARTI = α̂h + β̂hyRFL + ηh où ηh ∼ N (0, σ̂2
h)

On reconstitue ainsi une pseudo-population U∗. La population reconstituée d’une commune k de
U∗ est notée y∗ARTI

k .
Etape 4. Partitionner la pseudo-population U∗ en 5 groupes de rotation, chacun étant sélectionné par

échantillonnage à probabilités égales, et équilibré sur les variables utilisées par le Nouveau Recen-
sement

Etape 5. Les petites communes des groupes de rotation 1 à 3 sont partitionnées en 3 domaines (communes
de moins de 6 000 habitants, communes de 6 000 à 8 000 habitants, communes de plus de 8 000
habitants au sens de la population RFL), notés U∗

1 , U∗
2 , U∗

3 . La pseudo-population RP des petites
communes du domaine U∗

h est expliquée par la population RFL, selon le modèle :

y∗ARTI = α∗
h + β∗hyRFL + ε∗h

E(ε∗h) = 0 V (ε∗h) = σ∗2h

⇒ Estimation : α̂∗
h, β̂∗h, ˆσ∗2h

Etape 6. Les petites communes des groupes de rotation 4 et 5 sont partitionnées en 3 domaines (communes
de moins de 6 000 habitants, communes de 6 000 à 8 000 habitants, communes de plus de 8 000
habitants au sens de la population RFL), notés V ∗

1 , V ∗
2 , V ∗

3 .La pseudo-population RP des petites
communes du domaine V ∗

h est estimée à l’aide des paramètres α̂∗
h, β̂∗h précédemment estimés :

ŷ∗ARTI = α̂∗
h + β̂∗hyRFL

Etape 7. A l’aide des étapes 5 et 6, on obtient ainsi une version Bootstrap complète du fichier. La
population Bootstrap d’une zone mixte s’obtient en sommant la population des petites communes
de la zone mixte. Soit ˆY ∗ZM la population ainsi calculée sur la zone mixte ZM.

Etape 8. On répète les étapes 4 à 7 un grand nombre de fois, disons B, pour obte-
nir B estimations ˆY ∗ZM

1 , . . . , ˆY ∗ZM
B . La précision est estimée par la variance empirique

1
B−1

PB
i=1

�
Ŷi

∗ZM − Ŷ−
∗ZM

�2
où Ŷ−

∗ZM
= 1

B

PB
i=1 Ŷi

∗ZM
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Fig. 6.3 – Calcul de précision par simulations, méthode de JL Lipatz

Etape 1. Partitionner la population en 5 groupes de rotation, chacun étant sélec-
tionné par échantillonnage à probabilités égales, et équilibré sur les variables
utilisées par le Nouveau Recensement.

Etape 2. La population ARTI des petites communes du groupe 1 (respectivement
du groupe 3) est extrapolée (respectivement rétropolée) pour être ramenée en
2004 . La population ARTI des petites communes du groupe 2 est inchangée.

Etape 3. On trace un disque de 30 km autour de chaque commune des groupes
de rotation 4 et 5. Dans chaque disque d, la population ARTI des petites
communes des groupes de rotation 1 à 3 est expliquée par la population
RFL, selon le modèle :

yARTI = αd + βdy
RFL + εd

E(εd) = 0 V (εd) = σ2
d

⇒ Estimation : α̂d, β̂d, σ̂
2
d

Etape 4. On estime la population ARTI de la commune centre du disque à l’aide
des paramètres précédemment estimés :

ˆyARTI = α̂d + β̂dy
RFL

Etape 5. A l’aide des étapes 2 à 4, on reconstitue la population ARTI pour l’en-
semble des petites communes. La population d’une zone mixte s’obtient en
sommant la population reconstituée des petites communes de la zone mixte.
Soit ˆY ZM la population ainsi calculée sur la zone mixte

Etape 6. On répète les étapes 1 à 5 un grand nombre de fois, disons B, pour obtenir
B estimations Ŷ1

ZM
, . . . , ŶB

ZM
. La précision est approchée par la variance

empirique 1
B−1

∑B
i=1

(
Ŷi

ZM − Ŷ−
ZM
)2

où Ŷ−
ZM

= 1
B

∑B
i=1 Ŷi

ZM
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Fig. 6.4 – Calcul de précision par Bootstrap, méthode de JL Lipatz

Etape 1. On dispose des données des 3 premiers groupes de rotation. La population RP des petites
communes du groupe 1 (respectivement du groupe 3) est extrapolée (respectivement rétropolée)
pour être ramenée en 2005. La population RP des petites communes du groupe 2 est inchangée.

Etape 2. On trace un disque de 30 km autour de chaque commune des groupes de rotation 4 et 5. Dans
chaque disque d, la population RP des petites communes des groupes de rotation 1 à 3 est expliquée
par la population RFL, selon le modèle :

yARTI = αd + βdyRFL + εd

E(εd) = 0 V (εd) = σ2
d

⇒ Estimation : α̂d, β̂d, σ̂2
d

Etape 3. On estime la population RP de la commune centre du disque à l’aide des paramètres α̂d, β̂d

précédemment estimés, plus un alea :

ŷARTI = α̂d + β̂dyRFL + ηd

où ηd ∼ N (0, σ̂2
d)

On reconstitue ainsi une pseudo-population U∗. La population reconstituée d’une commune k de
U∗ est notée y∗ARTI

k .
Etape 4. Partitionner la pseudo-population en 5 groupes de rotation, chacun étant sélectionné par échan-

tillonnage à probabilités égales, et équilibré sur les variables utilisées par le Nouveau Recensement
Etape 5. On trace un disque de 30 km autour de chaque commune des groupes de rotation 4 et 5 de U∗.

Dans chaque disque d, la population RP des petites communes des groupes de rotation 1 à 3 est
expliquée par la population RFL, selon le modèle :

y∗ARTI = α∗
d + β∗dyRFL + ε∗d

E(ε∗d) = 0 V (ε∗d) = σ∗2d

⇒ Estimation : α̂∗
d, β̂∗d , ˆσ∗2d

Etape 6. On estime la pseudo-population RP de la commune centre du disque à l’aide des paramètres
α̂∗

d, β̂∗d précédemment estimés :
ŷ∗ARTI = α̂∗

d + β̂∗dyRFL

Etape 7. A l’aide des étapes 5 et 6, on obtient ainsi une version Bootstrap complète du fichier. La
population Bootstrap d’une zone mixte s’obtient en sommant la population des petites communes
de la zone mixte. Soit Ŷ ∗ZM la population ainsi calculée sur la zone mixte

Etape 8. On répète les étapes 4 à 7 un grand nombre de fois, disons B, pour obte-
nir B estimations ˆY ∗ZM

1 , . . . , ˆY ∗ZM
B . La précision est estimée par la variance empirique

1
B−1

PB
i=1

�
Ŷi

∗ZM − Ŷ−
∗ZM

�2
où Ŷ−

∗ZM
= 1

B

PB
i=1 Ŷi

∗ZM
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Conclusion
Ce chapitre présente une application des méthodes de Bootstrap au cas du
Nouveau Recensement. Dans une première partie, nous appliquons la mé-
thode de Bootstrap proposée pour un échantillonnage équilibré au cas d’un
échantillonnage de type recensement, avec une estimation basée sur les poids
de sondage. Cette méthode se compare très favorablement à une approche
analytique basée sur les formules de Deville and Tillé (2005) et à l’extension
proposée de la méthode mirror-match (Sitter, 1992).

Dans une deuxième partie, nous proposons une nouvelle méthode inspirée
du Wild Bootstrap de Wu (1986) afin de prendre en compte une méthode
d’estimation complexe non basée sur les poids de sondage. Nous montrons
à l’aide de quelques simulations que cette méthode restitue bien l’ordre de
grandeur de la variance.
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Tab. 6.3 – Approximation de variance pour un échantillonnage de taille fixe,
avec tri aléatoire ou tri informatif, pour l’estimation du total des variables
d’intérêt

Variance (×104) Variance (×104) Corrélation
Variable Tri nb de logements Tri aléatoire au nb de logements

Actifs 15.54 22.56 0.37
Inactifs 21.13 30.66 0.37
Français d’origine 29.34 44.34 0.48
Français par acquisition 2.87 3.91 0.15
Etrangers de l’UE 9.17 9.47 0.06
Etrangers hors UE 5.98 7.68 0.09

Tab. 6.4 – Taux de couverture pour 3 méthodes d’estimation de précision,
obtenus avec un IC de type percentile, pour un échantillonnage en petite
commune de type recensement (niveau théorique : 10 % )

Bootstrap BWO Bootstrap Sitter App. Deville-Tillé

Variable L U L+U L U L+U L U L+U

Actifs 6.5 5.5 12.0 7.5 6.0 13.5 7.5 6.0 13.5
Inactifs 7.0 7.0 14.0 6.5 8.0 14.5 6.5 7.5 14.0
Français d’origine 6.5 6.0 12.5 6.5 6.5 13.0 6.0 4.5 10.5
Français par acquisition 4.0 6.5 10.5 5.5 7.0 12.5 4.5 6.5 11.0
Etrangers de l’UE 3.0 5.5 8.5 2.5 5.5 8.0 2.5 6.0 8.5
Etrangers hors UE 6.0 7.5 13.5 6.5 8.0 14.5 4.5 7.5 12.0

Note de lecture : cf. tableau 2.2
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Tab. 6.5 – Coefficient de variation estimé à la région

Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

2 074 612 0.15 0.19

Tab. 6.6 – Coefficient de variation estimé par département

Département Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

22 472 855 0.32 0.33
29 553 504 0.21 0.26
35 564 429 0.24 0.28
56 483 824 0.25 0.28

Tab. 6.7 – Coefficient de variation estimé par EPCI (coefficient de variation
médian)

EPCI Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

244400610 4 511 12,50 % 13,26 %
242200533 12 806 9,28 % 7,37 %
242900785 4 366 8,29 % 10,71 %
245614458 6 004 8,04 % 8,30 %
242200822 3 389 5,97 % 6,24 %
242200749 1 961 5,38 % 7,34 %
242913325 16 002 5,03 % 6,79 %
242913317 7 386 4,06 % 3,23 %
242200855 6 285 4,04 % 4,00 %
243500576 8 349 3,98 % 4,38 %
242214450 7 304 3,29 % 4,73 %
243500683 6 800 3,05 % 2,38 %
242900652 9 715 2,94 % 2,84 %
242200830 11 846 2,79 % 2,33 %
245600432 9 331 2,76 % 2,16 %

242200053 12 806 0,94 % 1,24 %
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Tab. 6.8 – Coefficient de variation estimé à la région

Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

2 074 612 0.16 0.14

Tab. 6.9 – Coefficient de variation estimé par département

Département Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

22 472 855 0.48 0.37
29 553 504 0.29 0.24
35 564 429 0.31 0.25
56 483 824 0.36 0.31

Tab. 6.10 – Coefficient de variation estimé par EPCI (coefficient de variation
médian)

EPCI Population au RP99 CV simulations ( % ) CV Bootstrap ( % )

244400610 4 511 17,33 % 13,31 %
242200533 12 806 13,08 % 8,23 %
242900785 4 366 12,09 % 12,71 %
245614458 6 004 9,95 % 7,57 %
242200822 3 389 8,37 % 6,53 %
242200749 1 961 6,15 % 4,52 %
242913325 16 002 5,45 % 5,35 %
242913317 7 386 5,25 % 3,50 %
242200855 6 285 5,09 % 4,03 %
243500576 8 349 4,81 % 4,66 %
242214450 7 304 4,26 % 3,40 %
243500683 6 800 4,25 % 3,17 %
242900652 9 715 4,04 % 3,23 %
242200830 11 846 3,94 % 2,75 %
245600432 9 331 3,92 % 3,04 %

242200053 12 806 1,34 % 1,03 %
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Conclusion et perspectives

Nous présentons dans ce travail une méthode de Bootstrap pour un échan-
tillonnage à probabilités inégales, qui généralise les algorithmes BWO de
Gross (1980) et Booth et al. (1994). Nous montrons que cette méthode est
applicable pour un plan de sondage à entropie forte, ce qui inclut le tirage
poissonien, le tirage réjectif (Hájek, 1964), les tirages de taille fixe à pro-
babilités inégales proches de l’entropie maximale (Berger, 1998) et le tirage
équilibré (Deville and Tillé, 2005). Cette méthode peut aisément s’appliquer
au cas d’un échantillonnage stratifié. Une modification permet également
de l’étendre au cas d’un échantillonnage à plusieurs degrés. Elle permet de
prendre en compte facilement le redressement d’un estimateur.

Dans nos simulations, nous avons produit des intervalles de confiance en uti-
lisant la méthode des percentiles et une méthode de type t-Bootstrap. La
méthode du t-Bootstrap nécessite, pour chaque rééchantillon, de disposer
d’un estimateur consistant de variance. Une possibilité consiste à effectuer
un double Bootstrap à partir du rééchantillon : cette possibilité, qui né-
cessiterait un temps de calcul prohibitif, n’a pas été testée ici. Une autre
possibilité consiste à utiliser la technique de linéarisation pour produire un
estimateur approché de variance. Les simulations réalisées ne montrent pas
que les taux de couverture théoriques soient mieux respectés avec cette mé-
thode. La méthode des percentiles a l’avantage d’être plus rapide, de fournir
des intervalles de confiance facilement y compris pour des statistiques forte-
ment non linéaires, et de permettre la production de poids Bootstrap donnés
par le rééchantillonnage qui offrent une bonne portabilité de l’estimation de
précision. Nous recommandons donc l’utilisation de la méthode des percen-
tiles.

Nous avons également comparé un algorithme exact de Bootstrap avec un
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algorithme plus rapide mais donnant une estimation de variance légèrement
biaisé. Nos simulations montrent le bon comportement de ce deuxième algo-
rithme. Si le taux de sondage de l’enquête reste limité, nous recommandons
donc également l’utilisation de cette méthode de Bootstrap approché.

Les enquêtes sont généralement entâchées de non-réponse, corrigées par im-
putation pour la non-réponse partielle et par repondération pour la non-
réponse totale. Il est presque impossible de livrer un ordre de grandeur rai-
sonnable de la précision sans prendre en compte ce problème. Cela constitue
la prochaine étape de ce travail.

Un autre point important concerne l’estimation de précision dans le cas de
deux échantillons. Ce problème apparaît par exemple lorsque l’on veut évaluer
l’évolution d’un indicateur entre deux dates, et la précision de cette évolu-
tion. Une comparaison entre les méthodes de type Bootstrap et la technique
de linéarisation par la fonction d’influence dans le cas de deux échantillons
est actuellement à l’étude (Chauvet et al., 2007).

Certains points présentés rapidement dans ce travail mériteraient également
une justification plus rigoureuse. D’autres pistes de recherche incluent l’ex-
tension de l’approximation de variance dûe à Hájek au cas d’un plan de
taille fixe à probabilités inégales randomisé, une approximation des proba-
bilités d’inclusion doubles pour le tirage équilibré sur plusieurs variables, et
de façon plus pratique le calcul de précision pour les échantillons de petites
communes du Nouveau Recensement.
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Résumé : Cette thèse est consacrée aux méthodes de Bootstrap pour une
population finie. Le premier chapitre introduit quelques rappels sur l’échan-
tillonnage et propose une présentation synthétique des principales méthodes
d’estimation de précision. Le chapitre 2 rappelle les méthodes de Bootstrap
proposées pour un sondage aléatoire simple et introduit deux nouvelles mé-
thodes. Le chapitre 3 donne un nouvel algorithme de Bootstrap, consistant
pour l’estimation de variance d’un estimateur par substitution dans le cas
d’un tirage à forte entropie. Dans le chapitre 4, nous introduisons la notion
d’échantillonnage équilibré et proposons un algorithme rapide. Nous mon-
trons que l’algorithme de Bootstrap proposé est également consistant pour
l’estimation de variance d’un tirage équilibré à entropie maximale. Le cas d’un
échantillonnage complexe et celui d’un redressement est traité au chapitre 5.
Une application au Nouveau Recensement de la population est donnée dans
le chapitre 6.
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