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Introduction générale

Beaucoup de phénomeénes physiques peuvent étre modélisés mathématiquement via
des équations différentielles exprimant généralement des lois de conservation, de comporte-
ment et autres principes physiques connus. On ne peut, le plus souvent, trouver une solution
exacte & ces problémes aux équations différentielles. On cherche alors des solutions appro-
chées comme celles issues des méthodes de discrétisations propres & ’analyse numeérique
(méthodes des différences finies, des éléments finis ou des volumes finis). Cette méthodo-
logie est & l'origine du développement important de la simulation numérique depuis la fin
des années soixante.

L’essor des calculs tridimensionnels

Pendant plus de trente ans, les outils de simulation basés sur ces méthodes de dis-
crétisation étaient restreints & des calculs bidimensionnels en espace. Puis les calculs tri-
dimensionnels sont peu & peu apparus pour, aujourd’hui, devenir parfois incontournables.
Cette chronologie est la conséquence logique de l'amélioration des méthodes numeériques
d’une part et de l'extraordinaire augmentation de la « puissance de calcul » des ordina-
teurs d’autre part. Parallelement, la culture scientifique liée & I'utilisation de ces nouveaux
outils de calcul s’est enrichie petit & petit. Les utilisateurs, qu’ils appartiennent au monde
scientifique ou industriel, savent aujourd’hui en tirer pleinement profit et extraire toute
information pertinente d’un résultat de simulation. Ils participent de ce fait a leur dévelop-
pement en créant une demande pour augmenter le réalisme des simulations. Pour répondre
a cette demande il a fallu le plus souvent passer d’un cadre bidimensionnel & une approche
complétement tridimensionnelle. Aujourd’hui cette demande est assez largement couverte
puisqu’il existe de nombreux logiciels de simulation qui couvrent un large spectre d’appli-
cations (calcul de structures, de mécanique des fluides ou de mise en forme des matériaux).

Mais, en dépit de la croissance exponentielle de la puissance des moyens de calcul,
la maitrise du cotit de calcul nécessaire pour réaliser une simulation reste un enjeu majeur
pour l'ingénieur. C’est dans ce contexte de la maitrise des cotits de calculs que s’inscrivent
mes travaux de thése et plus particuliérement dans le cadre des calculs sur des domaines
aux grands rapports de forme ou la simulation de phénoménes caractérisés par une forte
anisotropie dans I’espace.



Les enjeux du calcul 3D pour le procédé d’injection des piéces
minces

La principale application & laquelle se destine notre travail est la simulation du
procédé d’injection des thermoplastiques. Le moulage par injection des polymeéres est un
procédé de mise en forme cyclique permettant la production en grandes séries de piéces
complexes aux tolérances dimensionnelles strictes. Ce procédé est 1’'un des modes de trans-
formation majeurs de l'industrie plasturgique avec 'extrusion (production de cables, tubes,
profilés, films, ...) et le soufflage de gaine (sacs, films,...). Il permet la production d’une
grande variété de piéces qui peuplent notre univers quotidien : égoutoir a vaisselle, mobilier
de jardin , chaussure de skis, jouets ou encore piéces automobiles (carosserie ou mécanique).
Cette énumération met en évidence une caractéristique commune a ces objets : il s’agit de
géométries de type « coque mince ». Ceci a naturellement conduit au développement de
codes de simulation bidimensionnels pour modéliser la production de ces piéces. Nous le
verrons plus loin, ces codes sont aujourd’hui massivement utilisés. Néanmoins cette ap-
proche ne demeure qu’une approximation d’un procédé qui est caractérisé par des effets
tridimensionnels. Tout d’abord, les géométries peuvent présenter localement des zones vo-
lumiques (patte de fixation sur un pare-chocs automobile par exemple) susceptibles de
perturber notablement 1’écoulement. De plus, lors de la phase de remplissage, la matiére
subit une histoire thermo-mécanique complexe : le refroidissement imposé par les parois du
moule influe I’écoulement de facon importante. Il convient donc de pouvoir rendre compte
suffisamment précisément du champ de température dans ’épaisseur de la piéce. Enfin,
pendant cette méme phase de remplissage, le front de matiére qui balaye ’ensemble de la
cavité est alimenté en matiére par 'effet fontaine qui est un phénomeéne intrinséquement
volumique.

Tous ces arguments ont conduit une part grandissante de la commnauté scientifique
intéressée par le sujet & développer des outils de simulation tridimensionnels. La qualité
des résultats obtenus fait qu’aujourd’hui ces approches connaissent un essor rapide dans
le secteur industriel, essor facilité par I’augmentation de production de piéces volumiques
par injection.

Néanmoins, la majeure partie de la production de piéces injectées reste constituée de
piéces minces. Il est donc paru naturel a une partie de cette communauté scientifique de dé-
velopper une solution logicielle qui associe une modélisation bidimensionnelle dans les zones
minces et une modélisation tridimensionnelle dans les zones volumiques ou au voisinnage de
singularités de I’écoulement. Notre démarche, bien que motivée par les mémes raisons, est
légérement différente puisque nous nous proposons d’adopter une résolution complétement
tridimensionnelle du probleme avec la contrainte de ramener les cotits de calcul dans les
parties minces au méme ordre de cotit que celui d’un calcul 2D. Comme nous le verrons, le
principal outil que nous utiliserons pour cela sera 1'utilisation de maztllages anisotropes. La
notion de maillage anisotrope sera ici associée & une étude sur [’estimation d’erreur, étude
nécessaire pour démontrer et controler notre approche. Puis nous exposerons une nouvelle
méthode d’adaptation de maillage dédiée & ’amélioration de la précision du calcul au niveau
des zones singuliéres que sont le front de matiére et les zones de contact (matiére/matiére et
matiére/moule). Cette méthode devra pouvoir traiter indifféremment les zones minces ou
épaisses et doit participer a "amélioration du rapport cotit/précision de calcul. Enfin, nous
conclurons notre étude par un certain nombre d’applications académiques ou industrielles
démontrant les avantages procurés par notre approche.

Mais auparavant, nous allons présenter plus précisément le procédé d’injection et les
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méthodes qui sont aujourd’hui les plus fréquemment employées pour modéliser ce procédé
de mise en forme.
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Chapitre 1

La simulation du procédé d’injection
des thermoplastiques
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1.1 Le procédé d’injection

Le procédé d’injection des thermoplastiques permet de produire des piéces aux formes
complexes & des cadences élevées tout en respectant des tolérences géométriques strictes. La
bonne capacité de ce procédé de transformation & la production de masse est trés attrayante
et I’a ammené & étendre ses domaines d’applications initiaux. Ainsi de nombreuses variantes
se sont développées dont les plus connues sont I'injection multi-fluides, I'injection assistée
gaz ou l'injection compression.

1.1.1 L’injection classique

Le moulage par injection est un procédé de mise en forme cyclique qui se décompose
en 4 phases (fig. 1.1) :

— la plastification ;

— le remplissage ;

— le compactage;

— le refroidissement.

F1G. 1.1 — Description du procédé d’injection (tiré de [Agassant et al.96]).

Lors de la phase de plastification, le polymére introduit dans la presse sous forme
de granulés est peu a peu fondu et convoyé vers la téte de la vis. L’énergie nécessaire a la
plastification est obtenue & la fois par l'action mécanique du cisaillement des granulés par
la vis et par apport thermique du fourreau de vis qui est maintenu & haute température
(de 200°C a 300°C).



1.1. Le procédé d’injection

Le polymeére fondu est donc acheminé en téte de vis ol il occupe un volume créé par le
recul progressif de la vis. Une fois que ce volume atteint la valeur nécessaire au remplissage
du moule d’injection, la vis arréte son recul et avance a vitesse constante (et élevée). Sous la
forte pression résultante, le polymére fondu est chassée du systéme vis/fourreau et remplit
la ou les empreintes du moule. C’est la phase de remplissage.

Suite au rapide remplissage de ’empreinte, le systéme de refroidissement du moule
régulé a basse température (de 20°C' a 30°C') va permettre de figer la piéce thermoplas-
tique. Ce changement de phase s’accompagne d’une variation de volume de la piéce. Pour
compenser d’éventuels retraits géométriques et des variations de densité volumique, on
maintient une forte pression d’injection pour compacter la matiére.

Lorsque les seuils d’injection qui font la jonction entre le moule et le systéme vis /four-
reau ont eux-mémes figés, les deux sous ensembles de la presse & injecter sont désolidarisés
et la piéce est éjectée du moule. Le refroidissement complet de la piéce produite se fait a
Pair libre.

Cette présentation succinte du procédé ne permet pas de rendre compte des difficultés
certaines qui existent dans la mise au point du cycle complet d’injection. Le lecteur pourra
d’ailleurs s’en convaincre en parcourant ’abondante bibliographie consacrée & ce procédé
( [Agassant et al.96] et [Trotignon et al.96]). On remarquera toutefois qu'il est caractérisé
par une histoire thermomeécanique complexe avec d’importantes variations de températures,
de forts cisaillements et de fortes pressions. En particulier, les variations de volume obtenues
lors du refroidissement constituent une difficulté technique pour obtenir des piéces qui
respectent une géométrie souhaitée. C’est pour cette raison que la production de piéces
injectées est principalement constituée de piéces minces dont le refroidissement est plus
homogeéne et plus facilement controlable. Un outil de simulation utile & un utilisateur de
presse & injecter ou & un concepteur de moules doit donc permettre de traiter ces géomeétries
minces pour les aider & définir le bon jeu de parameétres du cycle d’injection.

Nonobstant cette limitation, diverses variantes de ce procédé ont vu le jour. L’in-
jection multi-matiéres (ou co-injection) permet d’injecter séquentiellement deux matériaux
dans le méme moule et ainsi conjuguer leurs caractéristiques (un pour la tenue mécanique,
lautre pour 'aspect par exemple). L’injection compression consiste & injecter une certaine
quantité de polymeére fondu au fond du moule « entrouvert » et a terminer le remplissage de
I’empreinte en fermant le moule. Cette technologie peut permettre de minimiser la taille du
systéme vis-fourreau et offre des possibilités particuliéres pour 'orientation de fibres dans
le cas de polymeéres chargés. Enfin, I'injection assistée gaz permet de limiter les retraits liés
au refroidissement dans les zones volumiques.

1.1.2 Injection assistée gaz

Nous ne présenterons ici ce procédé que succinctement et de fagon imagée. Pour
une description plus détaillée du procédé et de sa simulation, on pourra se référer a [Da-
boussy00].

L’injection assistée gaz peut se décomposer en deux étapes : dans un premier temps
le polymere fondu est injecté de fagon classique dans la cavité du moule. Cette phase
de remplissage est stopée avant que le polymére n’occupe toute la cavité. Puis un gaz est
injecté sous pression (le plus souvent par le méme seuil d’injection que le polymeére, fig. 1.2)
pour terminer le remplissage. Cette technique permet & la fois de diminuer les retraits liés
au réfroidissement du polymeére (et principalement dans les zones volumiques, nervures,. . .)
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1.2. La modélisation du procédé d’injection

et nécessite une presse a injecter moins puissante (le compactage est obtenu par I'injection
de gaz).

(a) Phase d’injection du gaz. (b) Exemple de presse pour 'injection assis-
tée gaz.

F1G. 1.2 — Description de U'injection assistée gaz (tiré de [Trotignon et al.96]).

Par nature, le gaz va occuper les zones les plus épaisses qui n’ont pas eu le temps
de se solidifier. Les interfaces entre le gaz et le polymeére sont caractérisées par des formes
volumiques complexes. Nous verrons plus loin dans cette étude comment notre méthode
d’adaptation de maillage peut améliorer la localisation de ces interfaces.

1.2 La modélisation du procédé d’injection

Un polymeére fondu est assimilable & un milieu continu, aussi son écoulement dans
un moule est régi par les principes fondamentaux de la mécanique des milieux continus. La
matiére injectée doit donc vérifier :

— la conservation de la masse;

— la conservation de la quantité de mouvement ;

— la conservation d’énergie.

Ces principes se traduisent mathématiquement, respectivement, par :

— l’équation de continuité : % +V.(pt) =0 ; (1.1)
— l’équation de ’équilibre dynamique : pili_zt) —V.o= pf ; (1.2)
de

— T’équation de conservation de I’énergie : =-V.j+ w. (1.3)

Pt

ou p désigne la masse volumique, ¥ la vitesse d’une particule matérielle, o le tenseur des
contraintes, f la densité massique des forces extérieures, e 1’énergie spécifique interne, ¢ le
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1.2. Lo modélisation du procédé d’injection

flux de chaleur et w I'apport d’énergie par dissipation visqueuse!.

Le systéme (1.1)-(1.2) est fermé par la relation constitutive entre contraintes et dé-
formations donnée par la loi de comportement :

oc=s—pl (1.4)
avec :

s =21 (e (0)]) & (V) (1.5)

ou 7 représente la viscosité du fluide, € (%) le tenseur des vitesses de déformation :

e (7) = % (v +"'vw) (1.6)

et |e (V)| est le taux de cisaillement généralisé : |e (V)] =

La grande majorité de la communauté scientifique attachée & I’étude de l'injection
des polyméres simplifie ce probléme en s’appuyant sur les deux hypothéses suivantes :
— le polymére fondu peut étre considéré comme un matériau incompressible ;
— les forces extérieures (forces de masse et d’inertie) sont négligeables devant les
forces intérieures (forces visqueuses).
Ce dernier point est tout a fait acceptable au regard des ordres de grandeurs des
valeurs caractéristiques du procédé d’injection :

Unité | Ordre de grandeur
Géométrie Longueur [m] 0,1-1
Largeur [m] 0,1-1
Epaisseur [m] 0,001-0,01
Matériau  Densité [kg/m?] 1000
Viscosité [Pas] 100-1000
Variables ~ Vitesses [m/s] 0,1-1
Pression | [N/m?| 107-108

Cependant, si ces hypothéses sont licites dans le cadre de la phase de remplissage du
procédé d’injection, elles peuvent ne plus I'étre dés que l'on s’intéresse a des applications
plus complexes ou que ’on souhaite prendre en compte des phénomeénes plus fins. Ainsi :

— l'introduction de la compressibilité permet de mieux rendre compte de la fin du

remplissage et de faciliter ’enchainement avec la phase de compactage. D’autre
part, certaines applications de l'injection, telles le procédé MIM (Metal Injection
Molding), font intervenir des matériaux dont la caractéristique compressible n’est
pas négligeable.

— les forces d’inertie peuvent localement avoir une incidence sur 1’écoulement

(cf. [Magnin94] p. 156-174).

Les effets thermiques influencent notablement le procédé d’injection (voir [Yokoi et al.92]). Notre étude
ne traite pas de la résolution de ce probléme méme si la plupart des applications que nous exposerons
tiennent compte des effets thermiques. Sur ce sujet du couplage thermo-mécanique pour l'injection on
pourra se référer a [Coupez et al.98]).
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1.3. La stmulation du procédé d’injection

Nous ferons abstraction de ces deux remarques en n’étudiant que la phase de rem-
plissage du procédé d’injection et en supposant ne pas avoir d’effet local de 'inertie. Donc
I’on s’en tient aux hypothéses décrites plus haut, les équations de conservation de la masse
et d’équilibre se réécrivent :

V.o=0
Vaio=0

Notons €2 le domaine matériel contenant le polymeére fondu. Si ’on remplace o par
son expression dans le systéme (1.8)-(1.7), on montre que le probléme d’écoulement &
résoudre se rameéne & un probléme de STOKES GENERALISE :
trouver U (x,t) et p (x,t) tels que V(x,t) € Q X [t,, ]

V. (2n(le (¥)e(@) —Vp = 0
{ Vi o= 0 (1.9)

avec comme conditions aux limites :
— sur 'y, vitesse et pression sont imposées : ¥ = z(x) (pour la vitesse), 7— (U-1)
0 et (o) - = —pg (pour la pression),
— sur I'y, on impose un contact collant : 7 = 0.
ou I'y, et I'yq désignent respectivement les morceaux de frontiere du domaine correspon-
dant a la(es) zone(s) d’injection et & la zone de contact avec les parois du moule d’injection
(avec L'y UT'pe = 0N2), et 1i désigne la normale sortante au point frontiére considéré.

Si

REMARQUE : pour étre tout a fait exact, il faut rajouter une condition de surface
libre dans les conditions aux limites : o7 = 0 sur Iy (avec 0Q = L'y U Lpa U Libre)-
Cette surface libre est l'interface entre la partie remplie du moule d’injection et le vide
en avant de cette partie remplie. Dans le cas d’'une approche eulérienne, [Coupez et al.98]
montrent que ’on peut faire disparaitre la condition de surface libre en étendant les équa-
tions de STOKES a la partie vide elle méme (ot seront imposées une vitesse et une pression
nulles). Ceci permet de se ramener & la résolution d’un probléme de STOKES confiné, c’est
a dire a des conditions aux limites sur la vitesse uniquement (condition aux limites type
DIRICHLET). Le probléme ainsi écrit est bien posé et plus facile a résoudre.

Le systéme (1.9) définit donc la modélisation mathématique communément employée
pour traiter le probléme du remplissage des polymeéres fondus. Voyons maintenant les prin-
cipales méthodes numériques qui ont été développées pour résoudre ce probléme.

1.3 La simulation du procédé d’injection

1.3.1 Approche 1,5D

Les premiéres simulations ont été développées sur une modélisation plus simplifiée
que celle que nous proposons. S’appuyant sur le fait que les géométries des moules d’injec-
tion présentent de faibles épaisseurs par rapport aux autres dimensions et que ces épaisseurs
présentent de faibles variations, il est possible d’appliquer les approximations de la lubrifi-
cation hydrodynamique. Ces approximations (cinématiques) consistent a supposer que les
termes d’élongation sont petits devant les termes de cisaillement et que la pression est
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uniforme dans I’épaisseur de 1’écoulement. L’approche 1,5D consiste & choisir le repére
(O,z,y,z,) tel que 'axe (Oz) caractérise I’épaisseur et a supposer que l’écoulement est
unidirectionnel (suivant I'axe (Oz) par exemple), le systéme (1.9) se réduit alors a :

dp d*u

dz 2
dans le cas d’un fluide newtonien. Cette équation peut étre simplement résolue dans le cas
de géométries simples dont le remplissage est caractérisé par un écoulement unidirectionnel
(disque, plaques paralléles, cone,. . .). Pour pouvoir prédire le remplissage de géométries plus
complexes avec I’approche 1,5D, on décompose la géométrie complexe en un réseau de sous-
géométries élémentaires. Le calcul est donc effectué sur chaque géométrie élémentaire, la
pression est transmise entre chacune des géométries et la répartition du débit est calculée
a chaque bifurcation et & chaque pas de temps.

(1.10)

L’avantage de cette méthode est d’étre extrémement économique en cott calcul. Mais
la mise & plat de la géométrie du moule en un réseau de géométries élémentaires est un
travail long et délicat. En outre, la non unicité de cette décomposition nécessite une bonne
connaissance du procédé de la part de 'utilisateur.

1.3.2 Les modéles bidimensionnels
a) Les modéles 2D couche mince

Les modeéles 2D couche mince, aussi appelés modeéles 2,5D ou modéles de Hele-
Shaw, ont été développé pour généraliser les méthodes 1,5D. Ces modéles reprennent les
approximations de la lubrification hydrodynamique et les appliquent & des écoulement
bidimensionnels. Ainsi, dans le cas d’un fluide newtonien, le systéme (1.9) peut se réduire
(apres intégration) a I’équation de Hele-Shaw :

V.(h*Vp) =0 (1.11)
ou h représente 1’épaisseur de 1’écoulement.

C’est sur cette modélisation que repose la grande majorité des codes de simulation
du procédé d’injection actuels. Le champ de vitesse est obtenu & partir du champ de
pression calculé par intégration (équation d’équilibre). Les méthodes numeériques utilisées
pour résoudre I’équation en pression dans le plan sont variées (différences finies, volumes ou
éléments finis) et celles retenues par les acteurs majeurs dans ce domaine sont suffisament
performantes pour rendre compte fidélement de la physique du procédé. De nombreuses
variantes ont été développées & partir de ce formalisme : calculs thermomécaniques et
prise en compte de la viscosité des matériaux injectés permettent par exemple d’affiner
les résultats ( [Brincat et al.99|, [Zheng et al.99|, |[Tanguy et al.91|). Néanmoins, certaines
limitations persistent. La premiére est naturellement la contrainte de se restreindre aux cas
qui ne mettent pas en défaut les approximations de la lubrification hydrodynamique. La
seconde, pénalisante dans le cas d’une utilisation industrielle, est la difficulté & choisir et
définir la fibre neutre (demi-épaisseur) sur laquelle on va effectuer le calcul. Enfin, ce type
de simulation ne permet pas de représenter correctement I’écoulement au niveau du front
de matiére (ce qui peut étre trés pénalisant si 'on s’intéresse a des procédés particuliers
tels que l'injection de polymeéres chargés en fibres dont ’écoulement au front de matiére
détermine l'orientation des fibres).

Des modéles dédiés a I’étude de 1’écoulement dans son épaisseur ont été développés
pour répondre a cette derniére limitation.
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FiG. 1.3 — Représentation du champ de vitesse dans un écoulement de Poiseuille et dans le
repére du laboratoire. Variation de I'orientation du champ de vitesse au front de matiére.

b) Les modéles bidimensionnels dans 1’épaisseur

Les deux dimensions considérées sont la direction principale de ’écoulement et ’épais-
seur. L’objectif est de décrire plus précisément la cinématique au niveau des seuils, des
nervures et plus particuliérement au front de matiére, siege de Ueffet fontaine (voir fig.
1.3), effet caractéristique du mode de remplissage de la cavité d’injection.

Ces modeles reposent sur des hypothéses de symétries (dans des plans perpendi-
culaires & la fibre neutre) ou d’axisymétrie. Le systéme (1.9) est alors simplifié suivant
ces hypothéses et résolu par des méthodes de type volumes ou éléments finis ( [Ding et
al.97], [Magnin94|). Les résultats produits apportent une connaissance fine de la cinéma-
tique de I’écoulement dans 1’épaisseur et au front de matiére. Cette connaissance est im-
portante par exemple pour déterminer les vitesses de cristallisation des matériaux injectés
( [Vintimiglia99]) ou l'orientation des fibres dans le cas d’injection de polymeéres chargés.

Ces deux modélisations bidimensionnelles apportent donc des réponses de nature
différentes au concepteur de moules d’injection. Dans le contexte industriel actuel on est
de plus en plus souvent amené a prendre en compte ces deux problématiques. On souhaite
d’une part connaitre le scénario du remplissage (répartition des flux, position des lignes de
ressoudures,. . .) et contrdler d’autre part I’écoulement autour des zones sensibles (nervures,
inserts) ainsi que les échanges thermiques. Enfin rappelons que si ces approches sont le
plus souvent peu cotiiteuses en temps calcul, les temps de conception et de mise en données
peuvent étre importants (définition de la fibre neutre). Ainsi, une approche volumique
traitant « directement » les équations (1.9) peut s’avérer concurrentielle puisqu’elle permet
de s’affranchir de toutes les hypothéses mentionnées ci-dessus : le temps de mise en données
peut étre réduit et la solution pleinement 3D. Avec cette approche, I'essentiel des efforts
doit porter sur la maitrise des cofits de calculs.

1.3.3 L’approche volumique

Dans la suite de ce document, si I’écriture des formulations faibles continue et dis-
créte s’applique au probléme de STOKES GENERALISE, il est a noter que les méthodes de
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résolution numérique se rapportent au probléme de STOKES (& viscosité constante). En
effet, si celui-ci n’est qu’un cas particulier du probléme non linéaire qu’est le probléme de
STOKES GENERALISE, il peut étre considéré comme probléme de référence pour le choix et
I’étude des schémas numeériques (ceux-ci s’étendant au probléme généralisé de fagon « na-
turelle » , voir [Coupez96]). A titre d’information, on notera que [Baranger et al.90| ont
étudié le cas d’écoulement de fluides obéissant & la loi puissance ou & la loi de Carreau.

D’autre part, nous nous limiterons a la description de méthodes éléments finis pour
la résolution de ce probleme. Cela ne signifie nullement que ce sont les seules qui soient
adaptées au probléme de Stokes : la méthode des volumes finis est par exemple large-
ment répandue car proche de la physique et permettant une implémentation simple de
lois physiques complexes. Elle devient cependant délicate & manipuler dans des géométries
complexes. D’autres méthodes telle que la méthode des éléments frontiéres n’ont pas, a ce
jour, atteint le potentiel des méthodes éléments finis (voir I’étude de [Khayat et al.95] qui
utilise les éléments frontiéres sur des cas tridimensionnels de petites dimensions.) Mais la
raison principale pour laquelle nous nous restreignons aux méthodes éléments finis tient
a leur « assise » théorique qui nous sera utile pour définir un estimateur d’erreur pour le
probléme de Stokes.

Plus précisément, nous nous concentrerons sur les méthodes éléments finis dites « mé-
thodes mixtes » , c’est a dire ou les champs de vitesse et de pression sont déterminés si-
multanément. Comme le rappelle [Arnold90| dans un article qui traite des avantages et
inconvénients des méthodes mixtes pour les problémes elliptiques, il est aujourd’hui admis
que ces méthodes sont les plus appropriées pour traiter les problémes de type STOKES.
Mais, si du point de vue théorique leur « supériorité » est avérée, il n’en reste pas moins
qu’elles sont encore relativement peu employées. L’approche qui consiste & traiter le terme
d’incompressibilité par pénalisation (voir [Hughes et al.79]) se rencontre encore fréquem-
ment. Si certains auteurs la présentent comme une méthode mixte (de part sa formulation
faible), son principe repose sur la dissociation des résolution en vitesse et en pression (en
faisant disparaitre la dépendance en pression dans l’équation de conservation de 1’équi-
libre). Mais cette méthode a plusieurs inconvénients surtout lorsque 1'on s’intéresse a des
cas tridimensionnels :

— il est nécessaire d’avoir recourt a une technique de sous intégration pour le terme
d’incompressibilité et ce afin d’éviter le « locking effect » (c.a.d. I'utilisation de tous
les degreés de liberté pour n’'imposer que l'incompressibilité, voir [Coupez91]). Or la
sous intégration pose un probléme de consistance (la condition relaxée approche-
t-elle la condition exacte?) et de stabilité au niveau des schémas de résolution
numérique.

— le systéme matriciel du probléme pénalisé (obtenu aprés application du principe des
puissances virtuelles) est mal conditionné pour étre traité par un solveur itératif.

Ce sont ces quelques observations qui nous ont menés & développer plus particuliére-
ment ’aspect méthodes mixtes pour le probléme de STOKES. Une méthode mixte, comme
toute méthode éléments finis, requiert le choix d’une discrétisation (ici deux discrétisa-
tion, une pour la vitesse 'autre pour la pression). Ce choix est délicat et crucial pour
la résolution du probléme. En effet, il faut s’assurer que la solution discrétisée converge
bien vers la solution du probléme initial mais aussi que le systéme matriciel engendré par
cette discrétisation peut étre traité de maniére efficace. Il s’agit donc d’un « double choix »
discrétisation-algorithme de résolution, et c’est sur ce point sans doute qu’il faut étre le
plus attentif.
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Par la suite , ces deux aspects (discrétisation-résolution) sont exposés séparemment,
mais nous essaierons de mettre en lumiére les dépendances qui peuvent exister entre ces
deux problémes.

Les méthodes mixtes Les méthodes mixtes en tant que méthodes éléments finis néces-
sitent une écriture faible des équations (formulation variationnelle).

Formulation faible continue La formulation faible des équations mixtes vitesse-pres-
sion (1.9) s’obtient en effectuant le produit scalaire (au sens L?) par des fonctions test o*
et p*. Apreés application du théoréme de la divergence et prise en compte des conditions
aux limites en contrainte, le probléme variationnel & résoudre est le suivant :

Trouver (¥,p) tel que Y(7*,p*) €V x Q

/277(|s(17)|)e(17):e(z?*)dQ—/pV.U*dQ - —/ pa & - fdT
a Q P (1.12)
—/p*V.UdQ =0
Q
avec :
Vv o= (H\Q)® = {ae(Hl(Q))3;U:Gsurrpa,ﬁ—(a-ﬁ)ﬁzﬁsurrm}
0 = 129)

L’existence et I'unicité de la solution? pour ce probléme sont obtenues sous les condi-
tions du théoréeme de Brezzi ( [Brezzi et al.91]). Dans le cas continu, Brezzi et Baranger
ont respectivement montré que les problémes de STOKES et de STOKES GENERALISE vé-
rifient ces conditions (i.e. pour un comportement newtonien [Brezzi et al.91] et pour un
comportement pseudo-plastique [Baranger et al.90]).

REMARQUE : la formulation faible de la méthode de pénalisation s’écrit :

/ 2 (e (#)]) () : () dO +a/ VIV = —/ pg @ - A dl
0 Q Tin

par rapport au systéme (1.12), I’équation sur l'incompressibilité disparait et le terme en
pression de la premiére équation est remplacé par : aV.9. Plus « est grand, plus on impose
I'incompressibilité.

Formulation faible discrétisée La discrétisation par éléments finis du probléme de
STOKES GENERALISE (1.9) consiste a calculer la solution de sa formulation variation-
nelle (1.12) non plus dans les espaces continus V et Q (de dimension infinie) mais dans des
sous-espaces d’approximations de dimension finie V;, et Q.

Ces sous-espaces d’approximations V}, et Qj sont définis sur une triangulation 77, (2)
du domaine Q = KeTh(9) K. A chaque élément K de la triangulation, nous associons des
fonctions de base (ou fonctions d’interpolation) pour approcher (7, p). Le choix des fonctions
de base est important et doit nous assurer que les relations suivantes sont satisfaites :

Vi, CV (1.13)
Q,CQ (1.14)

23 une constante additive prés pour la pression.
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Il nous faut alors chercher la solution du probléme discret suivant, correspondant &
la méthode standard de Galerkin :
Trouver (T, pn) € Vi, X Qp tel que V(75 p) € Vi, X Qp,

[ 20(e@De@) e~ [ pVaae = - [ pag-dar
Fin

—/pZV.Uth =0
Q

Par abus de notation, nous définissons les intégrales sur le domaine €2, mais ces in-
tégrales sont évaluées sur le domaine discrétisé Ty (£2).

La difficulté consiste & présent & choisir Vy, et Qp,, autrement dit les fonctions d’inter-
polation associées respectivement aux inconnues en vitesse et en pression, de sorte que le
probléme (1.15) admette au moins une solution. L’analogue discret du théoréme de Brezzi
permet d’assurer I'existence et I'unicité de la solution dicréte si la condition de compatibi-
lité dite de BREZZI-BABUSKA est satisfaite. Cette condition de compatibilité entraine que
les sous-espaces V}, et O ne peuvent étre choisis indépendamment 'un de 'autre. Cette
condition s’écrit :

inf prhV.Q_)'th

i - >pB>0 VK : elt. de la triangulation
preQn—1{0} 5, ev,—foy [Pnlly|1Tnllv,

Sous cette condition, on est assuré de la convergence de la solution discréte vers la solution
du probléme continu (1.9) lorsque le pas de discrétisation h tend vers 0. Plus précisément,
lorsque la condition de compatibilité est vérifiée, la convergence se fait suivant I'estimation
d’erreur :

lv —vallyq + [lp — pallog < ch™mEHD

avec :
v, € Py(K) = {fi°* d’interpolation polynomiales de d° < k sur I'élément K}
pn € P(K) = {f'" d’interpolation polynomiales de d° <[ sur 'élément K}

Un certain nombre de couples (V, Q) possibles offrant un éventail d’éléments finis com-
patibles (ou éléments finis mixtes stabilisés) sont proposés dans la littérature. On peut
séparer ces couples en deux familles selon qu’ils s’appuient sur une discrétisation continue
ou discontinue de la pression :

— pression discontinue : cette discrétisation s’avére efficace dans le cadre bidimen-
sionnel et de 'utilisation de solveurs directs (voir [Fortin et al.85]). En effet, le fait
que la pression soit discontinue entraine une augmentation de la taille de Qj par
rapport au cas continu, car il faut alors associer plusieurs inconnues & un méme
neceud. Il faut donc augmenter aussi la taille de V}, pour respecter la condition de
compatibilité ce qui augmente le cott de calcul (sans amélioration de la qualité du
résultat). D’autre part, le conditionnement de la matrice de raideur obtenue avec
cette discrétisation n’est pas bon pour 'utilisation de solveurs itératifs ce qui néces-
site d’avoir recours a des solveurs directs. Ces limitations deviennent rédhibitoires
dés que l'on s’intéresse a des cas tridimensionnels comme le remarquent [Haagh et
al.97| qui utilisent cette méthode pour simuler un procédé d’injection assistée gaz.
(L’élément dit « Crouzeix-Raviart » (P, + /P;) fait partie de cette famille).
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— pression continue : comme il vient d’étre dit, cette discrétisation aboutit & un
systéme matriciel plus petit et donc mieux adapté au 3D. De plus elle se préte
bien aux résolutions itératives ce qui est un avantage considérable car un solveur
itératif est plus efficace qu’un solveur direct pour le traitement de gros cas.

Le tableau ci-dessous, tiré de [Coupez96|, montre bien I'intérét qu'’il y a, dans IR3, &
choisir une discrétisation continue de la pression. La derniére colonne de ce tableau permet
d’évaluer la taille du systéme matriciel obtenu en fonction du nombre de nceuds de la
discrétisation. Les éléments présentés vérifient tous la condition de BREZZI-BABUSKA et
sont, dans tous les cas, les moins cotteux (en terme de taille du systéme matriciel) pour
un ordre de d’interpolation donné.

ordre d’interpolation inconnues par

v |Dp vetp neeud | aréte | face | total x IV
P1+ /P1cont. 1]1 O(h) 4 0 0 4
P2/P1ont. 21 O(h?) 4 3 0 22
Rl1++/POgse. | 1|1 O(h) 3 0 1 13
P2+ /Plgse. |21 O(h?) 3 3 1 31

(sachant que dans un maillage tridimensionnel, il y a environ six fois plus d’arétes que de
nceuds, et dix fois plus de faces que de nceuds)

Ainsi nous sommes naturellement amenés & privilégier les éléments compatibles & pression
continue : le MINI-élément (P;+/P;) et la famille des éléments Pj41/Py. Ces deux éléments
sont ceux qui, pour un ordre d’erreur donné, requiérent le moins de ressources mémoires.
Du point de vue de la résolution du systéme matriciel, nous avons déja remarqué que
ce type d’éléments est lié a l'utilisation de solveurs itératifs; nous verrons plus loin les
conséquences (avantageuses) qui en résultent.

Le MINI-élément L’élément P; + /P; ou MINI-élément, introduit par [Arnold et
al.84], utilise une interpolation linéaire en vitesse et en pression. Mais afin de satisfaire la
condition de compatibilité, 'interpolation en vitesse est enrichie par une fonction « bulle »

Généralement, la fonction « bulle » est un polynome de degré 4 s’annulant sur
la frontiére de I’élément. [Coupez91| en propose une variante : la bulle pyramidale. La
fonction bulle est nulle sur la frontiére de I’élément et affine par morceau sur les quatre
sous-tétraédres internes & I’élément. Les sous-espaces d’approximation (Vp,, Q) s’expriment
sous la forme :

Vi = V,® By
on V= {ﬁh € ()’ ; 5, k€ (PI(K))?’}

By, = {I_fh € (CO(Q))3 : b, = 0 sur OK et by, |k, € (Pl(Ki))?), 1=1, ..,4}
Q= {pneC’(Q); pn ke Pi(K)}

avec !

3

(Ki)i:1,..,4 : la décomposition du tétraedre K en quatre sous-tétraédres
partageant le centre du tétraédre pour sommet.
P (K) : espace des polynomes de degré inférieur ou égal & 1 sur I’élément K.

L’erreur d’approximation de cet élément est en O(h).
Le probléme discret associé au probléme de STOKES GENERALISE s’écrit de la facon sui-
vante :
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Trouver (T, by, pn) € Vi, X By, x Qy tel que V(Tf, bf,pj) € Vi x By x Qy,

[ 20 @D e e~ [ pVaae = ~ [ pg-dar
Fin
/927](|e(17h)|)e(5h):e(l;;;)dQ—/QphV.l;ZdQ ~ 0 (1.16)

—/pzv.ahdsz—/p;;vﬁhda =0
Q Q

REMARQUE : Les deux premiéres équations ont pu étre découplées grace aux pro-
priétés de la fonction bulle b, montrées par [Coupez96]|, a savoir :

— by, s’annule sur la frontiére des éléments de la discrétisation,

- / VUh:Vl_)'thZO VﬁhEVh,VghEBh
K

La famille des éléments Pj,1/P; Pour ces éléments, les sous-espaces d’approximation
(Vh, Qp) sont de la forme :

Vi = {Uh e (COQ)’ ; o |ke (Pk+1(K))3}
Qn = {pn€C’(Q); pn |k Pr(K)}

(le probléme discret s’écrivant comme (1.15))

Cette famille généralise en fait 1’élément Taylor-Hood (P,/P;, approximation d’ordre 2 en
vitesse et d’ordre 1 en pression).

L’élément Taylor-Hood lui méme vérifie la condition de compatibilité de Brezzi-Babuska
et permet une erreur d’approximation du second ordre (en O(h?)) dans IR® comme le
montrent [Brezzi et al.91].

Cependant, ce n’est que récemment que [Boffi97| a étendu le résultat de compatibilité dans
IR? aux éléments Pyyq/P, Vk > 1. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’actuellement la
tendance est d’utiliser, a précision égale, des éléments de bas ordre sur un maillage fin
plutdt que des éléments coliteux sur un maillage plus grossier. L’avantage des éléments de
bas ordre résidant en une implémentation plus aisée et une robustesse accrue.

Il existe de nombreux autres éléments compatibles pour ces problémes (voir [Piron-
neau88| qui présente les plus classiques), mais méme parmi les plus récents, peu ont pu
« démontrer » leur efficacité dans IR3. Par exemple, la méthode mixte présentée par [Han et
al.98| (identifiable a une méthode MAC (Marker And Cell)) qui s’appuie sur des éléments
de bas ordre n’a pas été étendue au cas tridimensionnel ainsi qu’aux maillages non structu-
rés. [Farhoul et al.93| présentent une méthode qui offre 'avantage de conserver localement
la masse et les moments (propriété commune aux méthodes volumes finis) mais qui, elle
non plus, n’a pas de pendant tridimensionnel.

Toutefois, nous ne pourrions conclure ce paragraphe sans présenter un élément encore lar-
gement employé : 'élément Crouzeiz-Raviart.

L’élément de Crouzeiz-Raviart (P> + /P1) Cet élément a une discrétisation discon-
tinue de la pression. Comme on peut le voir dans le tableau présenté précédemment, il
ne présente pas un rapport optimal entre ’erreur d’interpolation et la taille du systéme
a résoudre, mais il est encore largement utilisé. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’il ne
présente pas d’aussi mauvaises caractéristiques dans IR?. En effet, dans une triangulation
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plane il n’y a que deux fois plus d’arétes que de neeuds et deux fois plus de triangles que
de nceuds; le coit du systéme matriciel n’est donc pas prohibitif. De plus la taille des
systémes matriciels obtenus (dans IR?) est compatible avec l'utilisation de solveurs directs
(eux mémes imposeés par le choix de cet élément) efficaces dans ce cas.

La premiére démarche entreprise par les personnes souhaitant passer & des cas tridimen-
sionnels a donc été d’utiliser cet élément qui avait été validé dans des cas bidimensionnels.
Malheureusement, en pratiquant de la sorte, on se heurte & deux difficultés : comme nous
I’avons déja dit les caractéristiques d’un maillage 3D sont différentes de celles d’un maillage
2D, et comme nous allons le voir les propriétés des solveurs itératifs se dégradent en 3D.

On peut trouver des exemples d’utilisation de cet élément dans [Haagh et al.97].

1.4 Algorithmes de résolution

Classiquement, le systéme d’équations (1.15) s’écrit sous forme matricielle :

(5 0)(2)-(7) a1

ou * V estle vecteur contenant les composantes des vitesses en chaque sommet
des tétraédres,
* P est le vecteur des degrés de liberté en pression,
* A est la matrice symétrique associée & la forme discréte du terme :

a(vh, U,) = /0277(|€(17h)|)€(77h) 1 () dS
* B est associé au terme : b(pp,vp,) = — / py V.0, dQ2
Q

* le vecteur F' exprime les conditions aux limites.

: A B . : . . . .
Si H = ( B 0 >, H a la propriété d’étre symétrique mais pas définie positive ce qui
empéche une résolution simple du probléme. La méthode la plus répandue pour contourner
ce probléme consiste a utiliser ’algorithme d’UzAwWA.

1.4.1 Algorithme d’Uzawa

Beaucoup de méthodes proposées pour résoudre le probléme (1.17) sont dérivées de
Palgorithme d’Uzawa, ce choix d’algorithme étant fortement lié au choix d’une discrétisa-
tion & pression discontinue.

Cet algorithme consiste a découpler le probléme (1.17) en deux sous problémes dont
les matrices sont symétriques définies positives. Il s’agit donc de trouver le champ de
pression tel que :

BA'BP =TBA'F

par une méthode de descente (P**! = PK + a x (contribution de V*)) | en résolvant a
chaque itérations :
AVF = F — ppFt!

par une méthode directe.
Cette méthode converge toutefois lentement. Pour réduire le nombre d’itérations nécessaires
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a la résolution du systéme, la technique du Lagrangien augmenté est souvent employée.
Elle consiste & utiliser le fait que 7BV = 0 pour modifier ’équation sur la vitesse en :

AV +rB'BV = F — BP
I’équation sur la pression s’écrivant alors :
BA'BP ="BA'F

avec A, = A+ rBB.

REMARQUES : la technique du lagrangien augmenté est indispensable pour faire
converger ’algorithme en un nombre d’itérations raisonnable (pour cela il faut prendre r
assez grand). De plus, elle n’est viable que dans le cas de I'utilisation d’un solveur direct
car le conditionnement de la matrice A, est défavorable a 'utilisation de solveurs itératifs
(pourtant indispensables pour traiter de gros cas tridimensionnels). Enfin, comme nous
allons le voir, elle oblige & faire le choix de pressions discontinues.

1.4.2 Meéthodes itératives de résidu minimal

Dans le cadre de l'utilisation de pressions continues la largeur de bande de B est

doublée. Mais si B double sa largeur de bande, celle de A, double aussi et le colit de
résolution de I’équation en vitesse avec un solveur direct devient rédhibitoire.
Une autre raison défavorable aux méthodes directes est leur inefficacité a traiter de gros
cas tridimensionnels (taille de maillage supérieure & N=2000 nceuds). En effet, en plus du
moindre colt du point de vue du stockage des données, les méthodes itératives présentent
des temps de résolution plus faibles que les méthodes directes pour des tailles de systéme
élevées. C’est ce que montrent Coupezet al. dans [Coupez et al.97] et [Marie97]. Les résultats
qu’ils obtiennent sur des cas industriels donnent les coiits suivants :

CPUdirect = O(N7/3) CPUiter. = O(N?’/Z)

Memgipee = O(N®/3) Memijer. = O(N)

Enfin, un solveur itératif se parallélise plus facilement qu’un solveur direct : un atout de
plus sachant qu’aujourd’hui cette technologie se « démocratise » de plus en plus.

On pourrait donc étre tenté d’utiliser une méthode itérative dans la méthode d’Uzawa
(+lagrangien augmenté), mais pour faire converger rapidement celle-ci il faut que r soit
grand. Or plus r est grand plus la matrice de raideur est mal conditionnée pour une méthode
itérative. C’est pourquoi d’autres approches ont été développées.

Plus particuliérement, celle proposée par [Wathen et al.93], consiste a appliquer directement
une méthode itérative de résidu minimal au systéme (1.17) avec un préconditionnement
diagonal (PCR method).

De fagon synthétique, cette méthode consiste a résoudre un systéme :

Hz=b |,
en minimisant le résidu de :
(M~Y(Hz —b), (Hz — b))

ou M est la matrice de préconditionnement.
[Marie97| fait une revue de ces méthodes itératives associées aux systémes linéaires non
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définis positifs et propose une méthode hybride ORTHOMIN-ORTHODIR dérivée de la mé-
thode proposée par Silvester et al.. Ces méthodes sont plus simples, plus robustes, moins
spécifiques que les méthodes type Uzawa tout en étant efficaces. Elles présentent enfin
I’avantage de pouvoir, sans modification, traiter I'incompressibilité.

Complément Dans le cas du MINI-élément, le systéme d’équations (1.16) s’écrit sous
forme matricielle :

A 0 B 1% F
0 A, B, Vi |=1 0 (1.18)
B TB, 0 P 0

ou * Vp est le vecteur contenant les composantes des vitesses aux noeuds internes;
* Ap est la matrice symétrique associée & la forme discréte du terme :

/Q 20 (|e (@)]) e(Bn) - e(B) d;

* DBy est associé au terme : — / Dh V(}’Z ds.

Par une technique de condensation, lgs degrés de liberté liés & la bulle sont éliminés.
On obtient ainsi une formulation mixte en vitesse-pression avec pour seules inconnues les
valeurs nodales des trois composantes de la vitesse et des pressions en chaque sommet des
tétraédres. Cette technique d’élimination des degrés de liberté supplémentaires permet de
se ramener localement & une approximation du type P;/P;. Les contributions élémentaires
du sous-systéme se réduisent alors & :

Ae Be V@ F@
(4 ) (5)-(5)
ou C® = "Bf (A5)7 Bf.
Les notations de la forme A® correspondent aux calculs restreints aux degrés de liberté
présents sur I'élément K : A® = A|g, soit A =3 . A°.
REMARQUE : dans le cas de la loi de comportement pseudo-plastique, A dépend des vitesses

nodales ‘7; le systéme (1.17) est donc non linéaire. Dans ce cas, la méthode de NEWTON-
RAPHSON permet de ramener ce probléme a la résolution d’une suite de problémes linéaires.

Il est important de noter le role primordial joué par le bloc diagonal C¢ dans (1.19).
En effet, l'utilisation de la méthode proposée par Sylvester et al. impose un préconditon-
nement diagonal. En d’autres termes, M = diag(|H|). Or, dans le systéme (1.17), le bloc
diagonal inférieur est nul ce qui pose un probléme pour exprimer M~'. Dans le cas de
I'utilisation du MINI-élément ce probléme disparait naturellement. Dans le cas d’utilisa-
tion d’un autre type d’élément, une solution est d’ajouter artificiellement un terme diagonal
(qu’on appellera, par abus de langage, terme de diffusion numeérique).
C’est précisément ce que propose la discrétisation dite Pj/P;-stabilisé. Cet élément ne
vérifie pas la condition de stabilité de Brezzi-Babuska, mais le schéma est stabilisé arti-
ficiellement comme expliqué précédemment (le terme de stabilisation étant de la forme
C ~ B [ Vpn.Vp};dQ) pour se ramener & une formulation du type (1.19).

Avant de clore ce paragraphe, nous noterons que quelques auteurs proposent des
améliorations ou des alternatives & ces méthodes. Au niveau des algorithmes de résolution
en particulier on pourra se réferrer & [Wathen et al.93] ou a [Sarin et al.98] qui proposent

LA SIMULATION DU PROCEDE D’INJECTION DES THERMOPLASTIQUES Page 17



1.5. Couplage 2D /3D

des méthodes qui reprennent la technique proposée par Uzawa en traitant I’équation sur
la vitesse par un algorithme de gradient conjugué. Ces techniques sont connues sous le
nom de bi-gradient conjugué ou gradient conjugué a deux niveaux, mais leurs applications
n’ont pas dépassé le cadre académique de cas bidimensionnels sur des maillages réguliers.
C’est pourquoi, il reste difficile de dégager, dans ce domaine, une méthode type qui se
démarque de toutes les autres. Un autre perspective d’amélioration possible réside dans
le choix du préconditionneur de la méthode PCR (utilisation d'un préconditionneur de
Cholesky incomplet).

1.4.3 Conclusion

Au terme de cette étude, quels enseignements convient-il de retenir ?

La simulation tridimensionnelle de la phase de remplissage du procédé d’injection,
sous les hypothéses d’incompressibilité et de forces d’inertie négligeables, fait aujourd’hui
I’objet d’un consensus du point de vue théorique qui est étayé par de nombreux résultats
d’applications. L’emploi du MINI-élément couplé a une résolution globale du systéme ma-
triciel par une méthode itérative semble rallier une bonne partie des acteurs impliqués dans
le domaine. Comme ce fut le cas des problémes elliptiques comme 1’élasticité linéarisée, la
méthode des éléments finis (par le biais de la théorie des méthodes mixtes) s’impose pour
la résolution du probléme de STOKES. Ce sont ces choix qui ont été retenus dan le cadre de
cette étude. L’état de ’art n’en reste pas figé pour autant et de nombreuses perspectives
existent. En particulier, le choix dual de la discrétisation et de ’algorithme de résolution
associé est sans doute appelé a s’améliorer dans le futur. On a déja cité des alternatives
aussi bien au niveau de l’algorithme avec la technique de bi-gradient conjugué et qu’au
niveau de la discrétisation avec I’élément de Taylor-Hood généralisé ou la discrétisation
discontinue de la vitesse.

Cependant, méme si nous sommes en mesure de choisir la résolution la plus efficace
pour le calcul tridimensionnel du probléme de Stokes, le cotit des calculs 2D reste encore
bien plus attrayant. Aussi, les utilisateurs industriels qui traitent une majorité de piéces
minces souhaitent légitimement avoir un outil qui couple la richesse d’un calcul 3D (méme
localement) et le cott des calculs 2D.

1.5 Couplage 2D /3D

1.5.1 Etude bibliographique - Etat de D’art

Il y a trés peu de publications relatives a ce sujet. A notre connaissance, seuls deux
articles présentent des approches couplant des calculs bi- et tridimensionnels

Les travaux de Friedriechs et Giigeri ( |Friedrichs et al.93|, 1993) consistent & faire
un calcul 3D au niveau du front de matiére et un calcul Hele-Shaw en amont du front (voir
fig. 1.4). Tous les calculs (2D ou 3D) reposent sur la méthode des différences finies.

Si les auteurs démontrent l’avantage de leur technique par rapport & une solution
Hele-Shaw compléte, ils limitent leur étude a des piéces de faible épaisseur (leur objectif
étant de capter l'effet fontaine dans ces piéces). Les limitations intrinséques de cette mé-
thode apparaissent cependant clairement. La premiére (et la plus attendue) est due & la
génération de maillage : les maillages 2D et 3D se chevauchent sur une maille et les choix
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pour placer l'interface entre les deux maillages et pour définir la largeur du front 3D sont
délicats. Le probléme de la connexion topologique entre les maillages est toutefois évité
ici dans la mesure ou il s’agit de maillages structurés et réguliers (briques et rectangles).
La seconde limitation de la méthode présentée tient dans la méthode de résolution des
équations dans la partie 3D (équation de Poisson en pression en formulation lagrangienne
puis réactualisation de la position des neeuds du front par un schéma d’Euler explicite) qui
ne gére pas correctement le contact collant aux parois du moule (la position du front de
matiére est tronquée, apres calcul, a la géomeétrie du moule. . .). Plus précisément la condi-
tion de contact imposée aux parois latérales du moule est une condition de contact glissant
pour des raisons de compatibilité avec la formulation de Hele-Shaw choisie en amont. En-
fin, au dela de ces limitations, nous n’étudierons pas plus avant cette technique dont le
domaine d’application différe finalement beaucoup de celui qui nous intéresse puisqu’elle
ne permet un calcul tridimensionnel qu’au voisinage du front de matiére et non dans une
partie compléte de la piéce (qui est le cas qui nous intéresse) ni méme au voisinage des
nervures, seuils, ...

Fi1G. 1.4 — Hlustration du principe (en haut a gauche),illustration du défaut du au contact
(en haut a droite), et évolution du maillage (en bas) [tiré de [Friedrichs et al.93]|.

La seconde référence, due a Yun-Wey et Ta-Jo [Yu et al.99|, est plus récente (1999).
Les auteurs présentent une approche plus conforme & I’idée intuitive que ’on peut se faire
d’une méthode de couplage : ils ont choisi d’associer une méthode purement tridimen-
sionnelle & un code Hele-Shaw. Les choix numériques, considérés connus, sont présentés
succinctement. Il s’agit pour la partie bidimensionnelle d'un modeéle Hele-Shaw sur un
maillage quadrangulaire avec une discrétisation linéaire de la pression. Pour la partie 3D,
la discrétisation retenue est la brique 27 nceuds (type Crouzeix-Raviart) : vitesse quadra-
tique et pression linéaire. Pour la connexion des deux calculs, ils imposent une continuité
de la pression entre les domaines 2 et 3D ainsi qu'une égalité entre les flux entrant et
sortant (conservation de la masse pour un fluide incompressible). Deux applications sont
présentées pour illustrer leur démarche : un écoulement dans une filiére portemanteau
et un écoulement dans une plaque plane autour d’un obstacle. Pour ces deux exemples
les auteurs « démontrent » lefficacité de leur méthode par rapport & un code purement
Hele-Shaw en rapprochant leurs résultats des résultats obtenus avec un code purement tri-
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dimensionnel. D’autre part ils mettent en avant la réduction des ressources informatiques
nécessaires au calcul : le nombre d’inconnues passe de 19801 pour un code 3D & 14704
pour le modéle hybride (dont 14629 pour la partie 3D et 75 pour la partie 2D). Les gains
de temps CPU peuvent atteindre, selon les auteurs, prés de 40 (sans qu’ils précisent sous
quelles conditions). Il convient tout de méme de noter que ces deux exemples ont été fait
sur des géométries extrémement simplifiées : la filiére portemanteau est représentée par
642 éléments dans le cas 3D et 530 éléments dans le cas 2D-3D (voir figure 1.5). En effet,
les maillages structurés briques et quadrangulaires s’accordent assez mal avec les géomé-
tries complexes. Or 'intérét d’un calcul 3D dans une géométrie aussi « grossiére » parait
relativement limité. Ce type de calcul se justifie lorsque 1’on désire avoir une connaissance
relativement fine des champs de vitesse, pression,...Dans les zones du moule ou la cinéma-
tique n’est pas triviale, zones qui correspondent souvent & des singularités géométriques
(angles, inserts, ...). Il aurait été trés intéressant d’avoir un exemple d’application de cette
méthode sur un maillage plus fin. Cependant, une augmentation de la taille du maillage
aurait une répercussion néfaste en terme de ressources mémoire comme le reconnaissent les
auteurs qui précisent n’avoir pas toujours pu évaluer les gains de temps CPU entre les ap-
proches 3D et hybride car la discrétisation choisie pour la partie volumique oblige parfois a
« swaper » (échanger des données entre la mémoire centrale et le disque de 'ordinateur en
raison d’une discrétisation trop « volumineuse ») ce qui fausse complétement les résultats
(les temps d’acces au disque sont supérieurs de plusieurs décades au temps d’accés a la
mémoire centrale).

F1G. 1.5 — Maillage hybride de la filiere portemanteau (la partie supérieure étant la partie
la partie volumique, tiré de [Yu et al.99].

L’application de I’écoulement autour d’un obstacle dans une plaque plane est plus
intéressante quant a elle en ce qui concerne le raccordement ente les zones 2D et 3D.
En particulier, il est précisé qu’il faut déterminer avec soin la zone ou ’écoulement est
3D (cette zone est facilement identifiable dans le cas de la géométrie portemanteau qui
a fait 'objet de nombreuses études). Pour cet écoulement, deux longueurs semblent dé-
terminantes : [, qui représente la longueur entre le seuil d’entrée du fluide et la frontiére
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de domaine 3D et [, qui représente la largeur de ce domaine (voir figure 1.6). Ces deux
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Fi1G. 1.6 — Géomeétrie de 1’écoulement autour d’un obstacle.

longueurs doivent étre suffisamment grandes pour que, d’une part ’écoulement puisse étre
considéré bidimensionnel dans la partie éloignée de ’obstacle et que, d’autre part, tous les
effets volumiques dus & 'obstacle soient bien captés. Ceci a deux inconvénients : le premier
est que cela réduit notablement les zones ot I’écoulement peut étre considéré comme bidi-
mensionnel, le second est qu’il faut déterminer ces longueurs de facon judicieuse. Pour ce
faire, les auteurs procédent en deux étapes : ils effectuent un premier calcul sur un maillage
grossier en surestimant la zone 3D puis, en fonction de ’écoulement obtenu, ajustent la
longueur I, pour le calcul sur le maillage final.

1.5.2 Commentaires

Le premier de ces deux articles ne nous apporte pas beaucoup d’informations pour le
probléme qui nous intéresse. En effet, si cette méthode a pu étre utile pour modéliser I’effet
fontaine elle ne répond pas & notre besoin qui est une solution capable de traiter des piéces
« industrielles » avec a la fois des zones minces et des zones épaisses et ce avec le plus de
généralité possible. La seconde étude est elle trés instructive méme si elle ne met pas en
exergue toutes les difficultés sous-jacentes a notre probléme. En effet, la premiére remarque
que 'on peut formuler concerne la formulation retenue pour la partie volumique : elle n’est
pas optimale et il semblerait naturel de la remplacer par une formulation MINI-élément
vers laquelle une bonne part des acteurs impliqués dans le domaine se tournent. Ce choix
en dicte un autre qui est celui du maillage : 1 aussi un maillage brique ou quadrangulaire
ne semble pas le plus approprié. 1l serait plus judicieux de choisir un maillage tétraédrique
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(triangulaire en 2D), et de préférence non structuré pour offrir plus de souplesse lorsque
I'on étudie des pieces géométriquement complexes. Mais alors se pose la question de la
connexion des maillages 2D et 3D (que 'on ne rencontre pas en utilisant des maillages
structurés et réguliers). Enfin, 'information la plus importante que ’on doit retenir tient
au fait que la détermination de la zone ou un calcul bidimensionnel est licite n’est pas
triviale et qu’elle peut, dans certains cas, se réduire a une petite partie seulement de la
piéce. En outre il faut prendre en compte les efforts nécessaires pour déterminer cette zone
2D : un pré-calcul et la génération de 2 maillages (un pour le pré-calcul, 'autre pour le
calcul final), ainsi que la détermination de la surface moyenne dans cette zone.

Toutes ces difficultés techniques et les limitations qu’elles engendrent nous poussent
a penser qu’il serait plus judicieux de développer une solution plus générale, plus facile a
faire évoluer vers des applications plus complexes (en termes de géométrie, de matériaux
injectés ou de procédé), et d’une mise en ceuvre plus simple.

1.6 Démarche adoptée et principes retenus

La solution que nous proposons est beaucoup plus simple & mettre en ceuvre : plutot
que de traiter le probléme du couplage nous nous proposons de conserver un calcul tridi-
mensionnel dans toute la piéce. Pour que cette solution réponde néanmoins aux exigences
de diminution des colits de calcul dans les zones oul I’écoulement est considéré comme bi-
dimensionnel, nous proposons de controler les cotits des calculs 3D dans ces zones et de
les ramener aux ordres de grandeur atteints par les calculs bidimensionnels. Plus précisé-
ment, notre démarche consiste & n’avoir qu’un nombre limité d’éléments (en pratique entre
4 et 10) dans I’épaisseur des parties minces du domaine de calcul, le nombre d’éléments
dans le plan de 1’écoulement restant le méme que celui qui serait utilisé pour un calcul
bidimensionnel.

Les avantages que 1’on peut tirer d’une telle solution sont nombreux comparés a l'in-
compressible surcotit de calcul par rapport & un calcul bidimensionnel. Tout d’abord la
résolution est intrinséquement plus riche ce qui peut se révéler fondamental pour certaines
applications. Les calculs anisothermes avec étude de la cristallisation ou les calculs sur des
fluides chargés de fibres (ou de poudres pour le MIM) requiérent en effet une connaissance
fine de la cinématique de I’écoulement. On pourra par exemple se référer & [Vintimiglia99]
pour une revue critique des codes intégrant le phénomene de cristallisation et pour la justi-
fication, dans ce cadre, de la nécessité d’une cinématique riche. De plus le surcott de calcul
peut étre largement compensé par un délai de mise en ceuvre plus court. Il n’est en effet
pas nécessaire de définir de surface moyenne, de déterminer les zones bi ou tridimension-
nelles, d’effectuer un pré-calcul ou encore de générer deux maillages différents et de traiter
le probléme de connexion entre ces maillages. Enfin les conditions aux limites s’imposent
naturellement et il n’est pas nécessaire de résoudre des équations de compatibilité entre les
différents domaines.
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2.1 Introduction

Si l’on considére les travaux de |Peraire et al.87| et |[Palmerio et al.86] comme les
premiers dans le domaine, cela fait une quinzaine d’années que la notion de maillage aniso-
trope a été introduite. Un maillage anisotrope est un maillage dont les éléments présentent
un allongement dans une (ou plusieurs) direction(s) privilégiée(s). En cela, il viole le critére
optimal d’équilatéralité des éléments issu de la théorie de ’estimation o priori de erreur
d’interpolation |Ciarlet87|. Néanmoins, pour certaines applications, il peut étre considéré
comme un maillage adapté, c’est & dire qui optimise le rapport qualité/cout de calcul.
C’est ce que démontrent par la pratique la grande majorité des travaux sur la dynamique
des fluides compressibles qui recourrent intensivement au maillage anisotrope. Dans le cas
de calculs en aéronautique par exemple, les variables caractéristiques de ’écoulement pré-
sentent souvent des variations marquées dans des directions privilégiées. Cette anisotropie
peut avantageusement caractériser le maillage qui va permettre de calculer ces champs
de variables (voir fig. 2.1 la similitude de « forme » entre le maillage et les isovaleurs du

nombre de Mach).
L
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F1G. 2.1 — Exemple de calcul sur un champ anisotrope (tiré de |Castro diaz et al.95]).

Comment obtient-on un maillage anisotrope? S’agissant d’un maillage adapté, le
probléme ne se pose pas en termes de génération de maillage mais plutoét comme un pro-
cessus itératif d’adaptation selon un critére le plus souvent issu d’un calcul préalable sur
un maillage isotrope. De fait, la stratégie d’adaptation de maillage la plus couramment
employée peut se décomposer de la facon suivante :

1. Donnée d’un maillage initial.

2. Résolution du probléme discrétisé.

3. Calcul de lerreur locale sur chaque élément K du maillage.
4

. Silerreur globale est inférieure a la précision souhaitée alors fin de ’agorithme. Sinon,
extraire 'information pour améliorer le maillage.

5. Adaptation ou reconstruction du maillage a partir de cette information et réitération
de l'algorithme & partir de ’étape 2.

Adaptation de maillage et calcul d’erreur éléments finis sont donc étroitement liés. Notre
travail portera donc a la fois sur une technique de maillage qui permet "adaptation aniso-
trope et sur l'estimation d’erreur nécessaire & la définition d’un critére d’adaptation. Ces
deux points seront présentés dans cet ordre au cours de ce chapitre.

Mais auparavant, rappelons que ’application de nos recherches va se faire au sein
d’un outil de simulation de remplissage de corps minces. C’est 14 une des spécificités de
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notre travail : nous détenons un critére a priori pour ’adaptation anisotrope, & savoir la
géométrie méme des piéces que 1’on souhaite traiter. Celles-ci présentent de grands rapports
de forme (qui engendrent certainement une anisotropie des champs que 'on souhaitent
calculer). Cette connaissance préalable de la géométrie doit nous servir pour la génération
primale du maillage anisotrope. En outre, la génération doit se faire & faible cott et de
facon la plus automatique possible pour que cet outil puisse étre utile dans un contexte
industriel. C’est méme 1& la motivation essentielle de notre travail pour une application
industrielle aujourd’hui trop souvent limitée par la taille des maillages. C’est pourquoi
nous commencerons par présenter les méthodes de génération de maillage et en particulier
les méthodes de génération anisotrope dont celle que nous proposons. Nous verrons aussi
quelles réponses nous avons tenté d’apporter aux questions liées a la « métrique naturelle »
du domaine de calcul.

2.2 Génération de maillages

Parceque nous souhaitons traiter des piéces tridimensionnelles complexes, nous avons
fait le choix d’un maillage tétraédrique non structuré. Le lecteur intéressé par la génération
de maillage structuré pourra se référer au travail de [Martin95, ch.1|. Parmis ces méthodes
de maillage tétraédrique non structuré, nous avons choisi de présenter celles qui sont les
plus répandues et qui permettent la génération de maillages anisotropes. Si l’on écarte de ce
choix la méthode octree ( [Perucchio et al.89], [Shephard et al.91]) difficilement applicable a
des géomeétries tridimensionnelles et qui pose le probléme du respect des géométries, il reste
la méthode frontale, la méthode de Delaunay et les méthodes reposant sur ’optimisation
locale. Ces méthodes seront tout d’abord présentées dans un contexte isotrope puis nous
nous intéresserons a leur déclinaison anisotrope.

2.2.1 Génération de maillages isotropes
a) Meéthode frontale

La technique de maillage frontale consiste & s’appuyer sur le maillage initial de la
frontiére du domaine pour mailler I'espace qu’elle délimite (la frontiére du domaine est
donc respectée par construction). C’est une méthode itérative qui remplit le domaine par
création d’un tétraédre a partir d’une face (triangle) de la frontiére courante. A chaque
insertion d'un élément, la définition du maillage frontiére est modifiée en enlevant la face
sur laquelle s’appuit ce nouvel élément et en ajoutant les faces nouvellement créées. Le
processus itératif se termine lorsque la zone restant a mailler devient vide. Cet algorithme
, qui s’énonce simplement, ne s’avére efficace que si les trois points suivant sont maitrisés :

— le choix du triangle de base servant a la création du nouvel élément ;

— le choix de la position du nouveau nceud qui définit ce nouvel élément ;

— le respect de la compatibilité du maillage (i.e. que le nouvel élément ne chevauche

pas des éléments précédemment créés).
La littérature propose un certain nombre de solutions qui respectent ces trois points et
donnent des résultats satisfaisants aussi bien en génération 3D |[Lohner et al.88|, |Fry-
kestigd4]| qu’en adaptation [Hoch et al.99]. Néanmoins, la qualité du maillage final est
fortement dépendante de la qualité du maillage de la frontiére. En effet, il est impossible
de construire un bon élément & partir d’une face de mauvaise qualité; un tétraédre idéal
ne peut pas toujours étre inséré dans le domaine s’il intersecte des éléments voisins et une
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disproportion de taille entre les éléments frontiéres engendre la rencontre de différentes par-
ties du front de maillage au cours de la génération. Pour que I'algorithme puisse aboutir, il
faut alors soit accepter la création d’éléments de mauvaise qualité soit détruire une partie
des éléments créés et améliorer localement la topologie.

b) Meéthode de Delaunay

De toutes les méthodes de génération, la méthode de Delaunay est trés certainement
la plus répandue. Son principe repose sur les priopriétés du diagramme de Voronof : celui-ci
permet, par dualité, de construire un maillage simplicial de I’enveloppe convexe d’un nuage
de points N sur lequel on a construit le diagramme de Voronoi. Ce diagramme est une
partition du plan en cellules. Chaque cellule est « centrée » autour d’un point n; du nuage
et est constituée de 'ensemble des points du plan les plus proches de n; que de n’importe
quel autre point de A/. Le maillage est obtenu en reliant entre eux les points du nuage dont
les cellules partagent une face commune (voir fig. 2.2). [Hermeline80] montre qu’il existe
un maillage de Delaunay quel que soit le nuage de points (en dimension 7). De plus, en
dimension 2, il y a unicité si il n’y a pas quatre points cocycliques dans ce nuage.

FiG. 2.2 — Partition de Voronoi et son dual le maillage de Delaunay.

La principale propriété d’un maillage de Delaunay est de vérifier le critére de la
sphére vide :

Proposition 2.2.1 La sphére circonscrite a chaque tétraédre ne contient aucun autre som-
met que ceux formant le tétraédre.
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En dimension 2, un maillage vérifiant cette propriété maximise localement I’angle minimum
[Sibson77]. Cette propriété, garante d’éléments de bonne qualité, a contribué a la popularité
de la méthode de Delaunay. Malheureusement, cette propriété ne peut étre étendue au cas
tridimensionnel (en considérant alors I’angle solide minimum). Autre point & remarquer,
cette méthode permet de mailler 'enveloppe convexe d’un nuage de points donnés : cette
enveloppe convexe ne coincide pas nécessairement avec le bord du domaine que ’on souhaite
mailler. Enfin, la taille du nuage de points n’assure pas que le maillage obtenu contienne
suffisemment de nceuds pour effectuer un calcul numérique. Il convient donc de définir un
algorithme constructif qui a la fois permette la création de nceuds internes et qui recouvre
la frontiére du domaine. La littérature propose de nombreux algorithmes répondant a ces
critéres, algorithmes qui s’avérent le plus souvent simples et efficaces en dimension 2 mais
dont la généralisation en dimension 3 ne permet pas selon certains auteurs ( [Cavendish et
al.85|, [Moulard94]) d’obtenir un maillage toujours satisfaisant. En particulier, ils relévent
que :

— le respect de la frontiére est un probléme complexe en 3D dont la résolution oblige
souvent a ne plus respecter le critére de la sphére vide;

— le cotit de calcul du critére de la sphére vide est important et des erreurs d’ar-
rondis trop importantes sur ce critére peuvent mener & un maillage non conforme
(recouvrement d’éléments) ;

— la qualité du maillage obtenu peut étre assez médiocre avec un nombre non négli-
geable d’éléments aplatis.

Pour une description d’algorithmes constructifs d’un maillage de Delaunay, le lecteur pourra
se reporter a [Vallet92, ch. 3| ou [Moulard94, ch. 1].

c) Meéthode d’optimisation locale

Les méthodes dites d’optimisation locale ont tout d’abord été dévelopées pour opti-
miser les maillages (par des algorithmes d’exploration locale visant & diminuer une fonction
coit donnée, |Talon89|, [Mailfert90]) ou les adapter (adaptation et remaillage pour des do-
maines en grandes déformations, [Coupez91|). Mais depuis ces premiers travaux certains
auteurs ont utilisés les bonnes propriétés de ces algorithmes d’optimisation pour les adapter
a la génération [Moulard94|, [Coupez et al.92|. La méthode de génération et d’adaptation
de maillage anisotrope que nous avons développée n’est, on le verra, qu’une modification
mineure des algorithmes de génération et d’adaptation proposés par T. Coupez et que nous
présentons ici.

Les deux principaux outils utiles & cette technique de maillage sont d’une part un
critére dit de volume minimal et d’autre part des opérateurs locaux permettant d’échanger
des topologies de maillage.

Topologie de maillage Un maillage est la donnée d’un ensemble ordonné des coordon-
nées (le tableau des nceuds) et d'un ensemble d’éléments, chaque élément étant défini par les
numéros des neeuds formant ses sommets. Cet ensemble de numéros de nceuds définissant
les éléments est appelé la connectivité ou la topologie de maillage.

Soit N C IN un ensemble fini de nceuds et Pp(N) lensemble des parties de N
composées de D nceuds différents (i.e. ensemble de tous les éléments qu’il est possible de
construire sur ). L’ensemble des nceuds de 7 est le sous ensemble des nceuds atteints par
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ses éléments :

= J K

KeT

En raison des discrétisations éléments finis retenues pour la modélisation du procédé d’in-
jection, nous limiterons notre étude aux triangulations de d-simplexes. Par la suite, nous
ne considérerons donc que des topologies de maillages de type simpliciales : les éléments de
ces topologies sont formés de D = d + 1 sommets avec d la dimension de ’espace. Chaque
élément K de T posséde ainsi un bord 0K défini par I’ensemble des sous-ensembles de
D — 1 noeuds de K (les 3 arétes du triangle ou les 6 faces du tétraédre). L’ensemble des
faces de T est donc défini par :

= |J oK.

KeT

Enfin, par convention, on notera 7 (n) l'ensemble des éléments ayant le groupe de noeuds
7 en commun :

T(n)={KeT,nCN}
Nous pouvons ainsi définir une topologie de maillage :

Définition 2.2.2 T est une topologie de maillage si :
card (T(F)) <2,VF € F,
et sa frontiere est alors définie par :

OT = {F € F,card (T(F)) = 1}.

Enfin, il est & noter qu'une topologie peut étre orientée. Un maillage est dit orienté
lorsque le choix de la numérotation locale des nceuds pour décrire chaque élément induit
une normale aux faces de ’élément. De plus, sur chaque face, les normales définies par les
deux éléments qui s’appuient sur celle-ci sont opposées.

Critére du volume minimal Si la définition d’une topologie de maillage est indépen-
dante des coordonnées des nceuds, il convient, pour accéder au maillage véritable, de définir
une application de I’ensemble des neeuds de la topologie dans IR? :

XN — R
L’ensemble des D sommets associés a chaque élément de T est donc noté X (K) (ou Xg)
et Qg (noté aussi K) est le d-simplexe défini comme ’enveloppe convexe de ces D points.

Ainsi, I'ensemble (77, X') génére un domaine Q(7, X) et le bord de la topologie une
surface I'(0T, X) :

xX)=J ex,

KeT

roT,.X)= J Ts.
FeoT

L’ensemble (7, X) ne définit pas nécessairement un maillage. De méme, I'(0T, X) peut
étre différent de 0Q(T, X ). Mais dans le cas d’'un domaine polyédrique  défini par une
triangulation conforme de sa frontiére, on peut énoncer le résultat suivant :
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Théoréme 2.2.3 (Critére du volume minimal) Soit l’ensemble (T,X) ot Test sup-
posée orientable. Supposons que (0T, X) engendre une triangulation conforme de la fron-
tiere du domaine 2 : T'(0T,X) = 0Q. Alors :

> [0k > |9

KeT
et (T,X) engendre un maillage de S ssi :

> k] = 19| et || > 0,VK € T.
KeT

La démonstration de ce théoréme est donnée par [Coupez99|.

L’utilisation conjointe de la notion de topologie de maillage et du critére de volume
minimal permet de générer, par un processus itératif d’optimisation, un maillage sans nceud
interne d’un domaine polyédrique défini par une discrétisation conforme de sa frontiére (voir
fig. 2.3).

A NIRRT

ON W WV

RGN

F1G. 2.3 — Génération d’un maillage sans nceud interne (tiré de [Coupez99]).

Pour aboutir au maillage final, il a été nécessaire de modifier plusieurs fois la topologie
du maillage par des opérations du type :

T++—T—-a+b, (2.1)

ol a est un sous-ensemble d’éléments choisis dans T et b un ensemble d’éléments les rem-
placant. Ces changements de topologie sont effectués par des opérateurs d’extraction et de
remplacement.
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Opérateurs d’extraction et de remplacement Pour que lopération 2.1 soit licite,
il faut s’assurer que @ C T et que b € £(Ja) (ou & désigne 'ensemble des topologies
de maillage et £(0a) 'ensemble des topologies de frontiére da). 11 s’agit de vérifier en
particulier que 'opérateur de génération préserve la frontiére interne créée par ’extraction
pour pouvoir assurer le raccordement du « patch » avec le maillage. Mais ces conditions ne
sont pas suffisantes pour s’assurer que ’on a obtenu une topologie de maillage valide. Pour
cela il y a d’autres conditions & vérifier par a et b qui sont énoncées dans les résultats qui
suivent.

REMARQUE : on ne considérera que les ensembles d’éléments autour d’un nceud
(@ = T(n)) ou d’'une aréte (a = T({n,m})) dans la suite puisqu’ils suffisent & décrire
toutes les opérations de génération. On peut aussi noter que 'algorithme de Delaunay
peut étre décrit par I'opération 2.1 si on considére que a est I’ensemble des éléments dont le
cercle circonscrit contient un certain point géométrique et que b est I’ensemble des éléments
obtenus par étoilement de ce point.

Définition 2.2.4 (opérateur d’étoilement) Une topologie de maillage qui respecte un
bord donné peut étre obtenue en reliant un neud particulier & toutes les faces frontiéres ne
le contenant pas. C’est lopérateur d’étoilement T*(.,.) défini de la fagon suivante :

T*(n,0T) = {K :|: K = {{n} UF},F € 0T,n ¢ F}.

Lemme 2.2.5 Dans le cas de triangles (d = 2 et D = 3), et si on ne considére que des
topologies de maillage sans neud interne, si T est une topologie de maillage, alors :

T —T(n)+T"(m,0T (n)) et T — T (n1,n2) + T*(m,dT (n1,n2))
sont aussi des topologies de maillages.

La démonstration de ce résultat est donnée dans [Coupez91].

Mais ce résulat n’est plus vrai des qu’il y a des noeuds internes ni lorsque D > 3. La
proposition suivante définit des conditions & vérifier qui permettent de déterminer si ’on
est encore en présence d’une topologie de maillage de fagon plus générale.

Proposition 2.2.6 Soit T une topologie de maillage sans bord (OT = 0). Soit a un sous
ensemble d’éléments de T tel que Oa est une topologie de maillage. Soit :

do={F=KNN(a), card(F)=D -1, K€ T}.
Si da = da alors T — a + T*(n,da) est une topologie de maillage ¥n € N (a).

La démonstration de ce résultat est donnée dans [Coupez99|.

REMARQUE : une topologie de maillage n’est pas sans bord. Mais si on lui ajoute
I’ensemble des éléments formés a partir des faces frontiéres connectées a un nceud fictif, on
obtient une topologie sans bord. Nous nous placerons implicitement dans ce cas dans la
suite.

On peut désormais donner la définition d'un opérateur d’extraction remplacement
qui respecte la topologie de maillage. Soit n C N et m € N :

0y (T) =T —T(n) +T*(m,a). (2.2)
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On a introduit pour cette définition la notation suivante relative & un sous-ensemble g de

T :
a={KeT,KCN()}

On remarquera que si @ # a alors da # da. De méme, on peut montrer que I’égalité
0a = Oa n’est pas systématiquement vérifiée.

Nous pouvons maintenant introduire des suites définies sur cet opérateur d’extraction
remplacement qui formeront le processus d’optimisation défini pour générer un maillage.
La premiére suite permet de travailler « autour des nceuds » :

TEH = 0 (TH), (2.3)
la seconde permet de travailler « autour des arétes » :

Tk—‘rl — Hm

{nl,n2}

(7). (2.4)

Le choix de (ng,mg)k=1,... 0o Permet de définir ces suites.

Génération de maillage L’algorithme de génération proprement dit peut se décomposer
en trois phases :

— génération du maillage sans nceud interne;

— création et destruction de nceuds interne;

— couplage surface volume.
La donnée initiale est un maillage de la frontiére dS : (S, X), N'= N (8S). On recherche
une topologie sans nceud interne qui définisse un maillage du domaine défini par la frontiére
0S. D’apres les résultats précédents, ceci revient a chercher dans £(9S) la topologie qui
réalise :

25
Trglgs ZI K- (2.5)

On introduit la notation suivante :

N*(a) = {n € N(a),Vol(T*(n,0a)) = ierj\l/i'?a) Vol('T*(i,(?a))} ,

avec Vol(a) = Y gea Qx|

Le moteur de l’algorithme est donc, d’aprés 2.5, la minimisation du volume par
optimisations successives. Pour assurer 'obtention d’un maillage, il faut assortir le critére
de volume minimal par une contrainte de volume sur chaque élément (qui doit étre de
volume non nul). Le respect de cette derniére contrainte est obtenu par optimisation du
critére de forme des éléments. Le critére de forme retenu (car peu cotteux & calculer tout
en étant suffisamment discriminant) est le suivant :

_ 9k
~ h(K)?

avec : h(K) = Y [IX(i) — X (j)]. (2.6)

1,jEK

Une stratégie pourrait consister & définir une fonction coiit & minimiser & partir du critére
de forme des éléments. Nous choisirons une solution alternative en munissant ’ensemble
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des topologies de maillage d’une relation d’ordre. Pour cela on ordonne chaque topologie
en fonction du critére de forme de ces éléments :

K=qa €aaveci=1,...,|al; C(a;) < C(aj+1)- (2.7)

On peut ainsi comparer deux topologies a et b par le plus petit élément différent :
a<b avec:a€fetbef & JecIN|Vi<e:a; =betae<b.

L’avantage de ce choix est d’une part qu’il s’applique indifféremment localement ou globale-
ment et, d’autre part, qu’il permet de comparer des topologies ayant un nombre quelconque
d’éléments dégénérés (plats) en recherchant le premier élément non dégénéré.

Munis de cette relation d’ordre sur les topologies de maillage, de la définition des
opérateurs d’extraction remplacement et des suites 2.3 et 2.4, nous pouvons décrire les
trois algorithmes d’optimisation qui permettent de générer un maillage sans nceud interne
a partir d’un maillage de la frontiére du domaine.

Algorithme 2.1  Amélioration autour des noeuds.

Etape 0 :

T9 = 7*(m°,08), N = N(9S) (étoilement du domaine)
Etape 1 :

n e N, b = TH({k))
Etape 2 :

mk € N*(a¥), 07 (T) < 07 (T*), Vi € N*(ab)

Etape 3 :
si 07 (TF) < T* alors TFH1 = 07 (T*)

fin Algorithme

Algorithme 2.2  Amélioration autour des arétes.

Etape 0 :

T9 = 7*(m°,08), N = N(9S) (étoilement du domaine)
Etape 1 :

nf € N, n§ € N(T(n1)), o* = T*({nf,n}})
Etape 2 :

mk e N*(a*), eg;’; iy (TH) <0 ) (TF), Vi € N*(a¥)

1272 172

Etape 3 :

si 0™ (TF) < T* alors TFH = gm' (T

{nimi} ny,ns}

fin Algorithme

Les suites définies par ces algorithmes se finissent lorsqu’aucun changement n’inter-
vient plus entre deux itérations. Plus précisément, lorsque, a ’étape 1, tous les noeuds sont
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parcourus sans que ’on puisse trouver une optimisation locale, I’algorithme s’arréte. On
note alors 79 (7) la topologie de maillage obtenue avec ’algorithme 2.1 & partir de 7 et
T % (T) celle obtenu avec le second. L’algorithme d’optimisation global est une combinaison
des deux précédents et peut se décrire de la fagon suivante :

Algorithme 2.3  Algorithme général.

Initialisation :

TY = T7*(m%,08), N = N(0S) (étoilement du domaine)

Itérations :

TH = A2 ( A ((Tk)))
fin Algorithme

Cet algorithme se montre, en pratique, extrémement efficace et permet un haut
niveau d’automatisation de ’outil de maillage. Néanmoins, en 3D, il n’est pas toujours
possible d’obtenir un maillage sans nceud interne. L’obtention d’un maillage dans ces si-
tuations (uniquement dues a la géométrie du domaine considéré) nécessite la création d'un
ou plusieurs neeuds internes. De plus, un maillage sans noceud interne est rarement satisfai-
sant pour effectuer un calcul éléments finis! On notera simplement que la pratique montre
qu’il est toujours plus efficace de commencer par générer un maillage sans nceud interne
(méme si le maillage est dégénéré a ce stade), puis de ’enrichir en créant des sommets
internes.

La création, ou la destruction, de nceuds peut étre vue comme une optimisation
de maillage. Dés lors cette création se fait trés simplement en enrichissant la liste des
sommets & essayer dans les algorithmes 2.1 et 2.2 avec un nouveau noeud. Les coordonnées
de ce nouveau sommet sont définies comme les coordonnées du barycentre des sommets
existants :

N*a) =N(a)u{n}, X(n)= >
iEN(a)

X ()
N (@)

En pratique, il suffit d’échanger N'(a) par A (a) dans les suites 2.1 et 2.2 pour que des
nceuds soient créés (algo. 2.2), détruits ou déplacés au barycentre de leurs voisins (algo.
2.1) si, et seulement si, cela améliore la topologie de maillage obtenue.

La méthode de génération proposée respecte la géométrie du domaine & mailler au
sens ot ’on suppose que le maillage de la frontiére du domaine (la donnée initiale pour
notre méthode) respecte lui méme la géométrie. Toutefois il peut étre souhaitable de mo-
difier la triangulation de cette frontiére soit pour les besoins du calcul soit pour améliorer
localement la qualité des éléments. Pour cela, T. Coupez propose un couplage fort entre
volume et surface : sa solution consiste & considérer les sommets et éléments frontiéres
comme intérieurs au maillage. Pour cela, on étend le maillage courant en un maillage vir-
tuel en dédoublant chaque sommet frontiére. Chaque noeud frontiére est alors relié & son
double ainsi qu’au double des sommets frontiéres voisins créant ainsi une couche d’éléments
« virtuels ». Soit n un noceud frontiére et n, son double, I’ensemble des tétraédres virtuels
associés a ce double est défini par :

To(ny) =T*(n*, (0T)(n)).
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Cette nouvelle couche d’éléments rend le maillage étendu non conforme (ces éléments se
superposent) mais n’affecte pas l’algorithme d’optimisation. Il suffit ensuite de remarquer
qu’une surface est un domaine de volume nul, ce qui permet d’énoncer la condition d’ob-
tention d’un maillage du domaine €2 :

Proposition 2.2.7 Soit (T, X) tel que (0T, X) forme une triangulation de la frontiére de
Q. Alors (T, X) engendre un maillage conforme de w ssi :

> k| =19 et > x| =0

KeT KeT.(T)
Avec les notations :
Tr == T - Tfu,
Tv = {KET,KHNU#Q)},
N, : lensemble des sommets virtuels.

Pour s’assurer que le volume des éléments virtuels est nul au départ de l'algorithme, on
affecte aux noeuds virtuels les mémes coordonnées que leur double. Ceci termine la des-
cription de la méthode de génération de maillage par adaptation locale.

Adaptation de maillage Ce dernier paragraphe est consacré & montrer comment on
peut aisemment générer un maillage adapté (respectant une carte de taille de maille)
avec l'algorithme décrit ci-dessus. La technique présentée ici sera reprise pour générer des
maillages anisotropes.

Soit H une carte de taille de maille définie sur 2 comme une fonction de H'(Q).
Soit M = (7, X) un maillage de 2 et H I'ensemble des fonctions continues linéaires par
morceaux par éléments :

H = {H, €C’(Q),H, |x€ P"(K),VK € T}.
Si on considére H; € H comme l'interpolée de H, la théorie de l'interpolation permet
d’écrire :

|Hp — H||12(0) = O(B?).
Mais, si I'on admet que la taille du maillage en un point quelconque du domaine € est
la taille de I’élément le contenant, il convient de donner une expression P° par élément a

la carte de taille de maille. On obtient ce champ PY par projection dans I’ensemble des
constantes par éléments :

Hp(X(5))
Hyi = —_—.
K ;{ 5

Pour adapter le maillage afin qu’il respecte la carte de taille de maille prescrite, il suffit
donc de minimiser sur chaque élément I’écart entre sa taille réelle H(K) et la taille requise
Hpg. Ceci est obtenu en modifiant dans les algorithmes 2.1 et 2.2 le critére de forme des
élément qui devient :
min(|K], | Keq(Hk)|)
maz(|K|, | Keg(Hr))

ou |Keq(Hp)| est le volume du simplexe équilatéral de taille Hg. Les figures 2.4 et 2.5
illustrent les capacités de la méthode de génération /adaptation dans le cadre d’applications

C*(K,Hg) = C(K). (2.8)

dynamiques.
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F1G. 2.4 — Propagation d’un front d’adaptation de maillage (tiré de [Coupez99)).

FiG. 2.5 — Propagation d’un front d’adaptation de maillage (sphére) autour d’un noceud
(tiré de [Coupez99)).
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2.2.2 Rappels

Avant de présenter les méthodes de génération de maillages anisotropes, nous rappe-
lons quelques définitions et résultats d’algebre linéaire utiles.

Définition 2.2.8 Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est une forme bilinéaire
symétrique et définie positive sur E, soit une application de EXE dans R telle que Vx,y,z €
E, Ya,beER:

((ax +By),2) = ofz,z) + By, 2)
(,y) = (y,)
(z,y) > 0
(x,y) =0 & x=0

Définition 2.2.9 Une application p de E x E dans IR" telle que Vz,y,2 € E :

plz,y) = ply,z)
plz,y) < plz,2) +py,2)
pz,y) =0 & z=y

est une métrique cuclidienne sur E.

Proposition 2.2.10 Soit (.,.) un produit scalaire sur l’espace vectoriel E. L’application p
définie par :

(Ml

V$ay€E p($ay):<$_y7$_y>
est une métrique sur E.

Proposition 2.2.11 Sur IR", un produit scalaire peut s’exprimer sous la forme matricielle
sutvante :

T
(z,) = 2" My
avec M une matrice n X n symétrique définie positive.
Munis de ces définitions et résultats, on peut énoncer le résultat fondamental suivant :

Proposition 2.2.12 Soit un maillage M(T,X). Si K est un élément du maillage non
dégénéré, il existe une et une seule métrigue M, induite par un produit scalaire, pour
laquelle K est un élément équilatéral de coté 1.

On trouvera une démonstration de ce résultat (en 2D) dans [Vallet92, ch. 1] .

A partir de cette propriété locale, on peut définir un espace de controle qui permet
de générer des maillages anisotropes. Cet espace de controle est défini par la donnée de
M :Q — IRY out M(z) est la métrique au point z. On peut aussi dire que {M (), z € Q}
définit une métrique riemanienne sur la variété Q C IR%. Dans cette métrique riemanienne,
la longueur d’une courbe I' est donnée par :

t1
) = [ O Maw)y o (2.9

0
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avec les notations 7y : [tg,t;] — I' la représentation parameétrique de I' (soit y(¢) =
T
! d i
(w18 i(0), )y, ) et 7 () = (%)

Dans la suite, nous supposerons toujours que la métrique considérée est induite par
un produit scalaire. Sa forme matricielle M a donc la propriété d’étre symétrique définie
positive (et donc définie par 3 ceefficients en 2D et 6 en 3D). Elle peut se décomposer sous
la forme de matrices de rotations et d’une matrice diagonale.

Plus particuliérement, sur un élément de maillage! K, on ecrira en dimension 22 :

M = R(a) ( A0 ) R (a) (2.10)
0 X
avec :
@ : angle de la rotation ;
A =1/12 . oul; est lalongueur de I'élément K dans la direction a;
Ao =1/13 : ot ly est lalongueur de K dans la direction orthogonale.

L’interprétation géométrique de la métrique dans le plan est illustrée par la figure 2.2.2 :
dans le cas du controle anisotrope, le cercle circonscrit au triangle équilatéral unité est
transformé en une ellipse de rayons [ et Iy (resp. pour son grand et son petit axe) dont le
grand axe fait un angle de « avec ’axe des abcisses.

F1G. 2.6 — Représentation géométrique de la métrique dans le plan.

REMARQUE : le controle isotrope du maillage (tel qu’on I’a défini dans le paragraphe
dedié a 'adaptation de maillage) peut étre vu comme un cas particulier du contréle ani-
sotrope. Il suffit de substituer la carte de taille de maille par une carte de métrique du

type :

1 /10
M_H—%((O 1)'

!Naturellement, nous sous-entendons ici le fait que I’on doive interpoler la métrique {M(z),z € Q}
sur le maillage M(T,X). Nous choisissons une interpolation du méme type que celle proposée dans le
paragraphe consacré & ’adaptation de maillage pour la méthode de génération par optimisation. De méme,
il est nécessaire d’intégrer numériquement l’expression la longueur d’une courbe (eq. 2.9).

20n se place dans un contexte bidimensionnel pour plus de simplicité d’écriture, mais tous ces résultats
s’appliquent de fagon identique en 3D.
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Cette généralisation de la fonction de raffinement (carte de taille de maille) a permis de
modifier certains algorithmes de génération de maillage sous controle isotrope pour générer
des maillages anisotropes.

2.2.3 Génération de maillages anisotropes

La génération de maillages anisotropes dans des piéces minces est un sujet qui inté-
resse des domaines scientifiques variés pour des applications souvent « ponctuelles ». Ainsi,
les techniques de maillages qui ont été développées pour ces applications 'ont été parfois
sans soucis de généralité. La méthode la plus souvent rencontrée est la méthode d’adap-
tation & partir d’'un maillage isotrope selon ’algorithme présenté en introduction de ce
chapitre. Aprés avoir briévement décrit celle-ci, nous exposerons deux méthodes de généra-
tion qui ont la particularité d’avoir été congues pour mailler des domaines caractérisés par
d’importants rapports de forme. Enfin, nous nous intéresserons a trois méthodes dérivées
de techniques isotropes (méthode frontale, de Delaunay et d’optimisation) qui apportent
une réponse plus générale a la génération de maillages anisotropes.

a) Meéthodes d’adaptation

Dans le cas des méthodes d’adaptation, il ne s’agit pas de générer ab nihilo un
maillage anisotrope mais d’adapter un maillage initial isotrope sur lequel une carte d’erreur
aura été calculée. Le plus souvent ’estimateur d’erreur est basé sur le calcul de la dérivée
seconde (hessien) de la solution ( [Castro diaz et al.95|, [Fortin et al.96] ou [Peraire et
al.87|). Dans |Fortin et al.96|, l'erreur est intégrée le long des arétes du maillage ce qui
permet d’obtenir, en plus du niveau d’erreur, une information sur sa direction (on cherche
en fait les directions du gradient de I’erreur). Les arétes peuvent alors étre coupées en deux
ou des nceuds sont supprimeés selon le principe d’équirépartition de ’erreur sur chaque aréte.
Les résultats obtenus sont convaincants (voir fig. 2.7), aussi la méthode d’adaptation est
moins l'objet d’améliorations techniques que les travaux sur l'estimation d’erreur ( [Pichelin
et al.00]) et les moyens d’en extraire une information caractérisant I’anisotropie des champs
étudiés.

Ces méthodes restent néanmoins confinées & ’adaptation de maillage, ce qui exige de
partir d’un maillage initial isotrope et d’effectuer plusieurs calculs successifs pour converger
vers un maillage adapté.

b) Meéthode de raffinement anisotrope

La présentation de cette méthode s’inspire des travaux de ( [Garimella et al.99] qui
en font une description compléte dans leur article. Il faut tout d’abord générer un maillage
isotrope du domaine. Puis on cherche les sous domaines ot le nombre d’éléments est in-
suffisant par rapport aux souhaits de l'utilisateur. Pour chaque noeuds de la surface, on
cherche le nceud « opposé »(dans la direction de la normale locale a la frontiére et sur la
surface « opposée », voir fig.2.8(a)). On procéde de la méme fagon pour les arétes et les
éléments. Ceci permet de définir des « parts » (wedges) de maillage (voir fig.2.8(b)). Les
auteurs découpent alors les segments joignants deux faces opposées en autant de segments
qu’ils souhaitent obtenir d’éléments dans I’épaisseur du domaine. Chaque noeud ainsi créé
est relié & deux nceuds frontiéres de la part de maillage considérée. On obtient ainsi un
maillage avec le nombre d’éléments désiré dans '« épaisseur ». Ces éléments présentent
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F1G. 2.7 — Choc régulier réfléchi sur une paroi (tiré de [Peraire et al.87)).
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toutefois un critére de forme qui peut étre trés mauvais, ils sont alors améliorés par un
algorithme d’inversion des diagonales. Ceci termine l’algorithme d’un point de vue théo-
rique. En pratique, il existe un certain nombre de cas particuliers a traiter en fonction des
topologies de maillage rencontrées. De méme, le maillage initial doit étre pré-traité pour
obtenir des parts de maillages suffisemment réguliéres et favoriser ainsi ’étape de création
des neeuds. Un exemple de maillage obtenu avec cette technique est présenté figure 2.9.

(a) Détermination des noeuds opposés. (b) Création de noeuds.

FiG. 2.8 — Description de ’algorithme de raffinement.

F1G. 2.9 — Application du raffinement anisotrope ( |Garimella et al.99]).

En conclusion, notons que cette technique nécessite de mailler au préalable de fagon
isotrope le domaine considéré (cette étape n’étant pas triviale si le domaine présente un
important rapport d’allongement) ; que la recherche des nceuds, segments et faces opposés
est nécessairement cotteuse et qu’il existe un certain nombre de cas particuliers a traiter.
Cette technique semble, en définitive, peu envisageable en tant qu’outil de remaillage ou
de maillage adaptatif automatique.

c) Meéthode d’« extrusion »

Dans le cadre d’une étude sur la localisation de la déformation lors de la mise en
forme de produits minces, M. Bellet et son équipe ont mis au point une technique de
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génération de maillage et remaillage anisotrope originale. Les procédés de mise en forme
concernés (emboutissage et hydroformage) s’appliquent & des toles de faibles épaisseurs.
Les simulations de ces procédés se font selon une description lagrangienne du mouvement.
Le domaine d’étude, la feuille métallique, est donc maillé de fagon anisotrope en regard
des rapports de forme des toles considérées (quelques dizaines de centimétres en longueur
et largeur pour une épaisseur de l'ordre du millimétre).

La technique de maillage peut succinctement se décrire de la facon suivante :

1. la surface moyenne de la feuille est triangulée avec un mailleur surfacique (triangles,
non-structuré) ;

2. chaque élément triangulaire est extrudé selon la direction normale & la surface moyen-
ne pour obtenir des éléments prismatiques. La position des noeuds extrudés est cal-
culée en fonction de I’épaisseur de la feuille (stockée aux neeuds) ;

3. chaque prisme est divisé en cinq tétraédres.

Chaque couche d’éléments est ainsi composée du méme nombre de neeuds (les auteurs uti-
lisent d’ailleurs cette propriété en se servant de la numérotation des nceuds pour retrouver
les noeuds qui sont sur une méme « hauteur »). Cette technique de génération est aussi ap-
pliquée dans le cadre du remaillage (ce remaillage s’effectue sur la surface moyenne). Ceci
présente le grand avantage d’étre extrémement efficace en terme de temps de (re)maillage
puisque cette étape a toujours lieu dans un contexte 2D. Il faut toutefois relever que I’étape
de découpage des prismes en cing sous tétraédres n’est pas triviale puisque’il faut que le
découpage d’'un prisme concorde avec le découpage des prismes adjacents. L’algorithme
développé par les auteurs pour ce probléme ne semble pas pénaliser les temps de calcul.

Cette méthode est particulierement bien adaptée aux produits plats présentant peu
de variations d’épaisseur. En fait, on peut faire ici la méme analyse que pour le modéle de
Hele-Shaw qui lui aussi repose sur la définition d’une surface moyenne. On en conclut donc
que cette méthode est peu adaptée pour le probléme qui nous intéresse.

Nous invitons le lecteur intéressé a consulter [Knockaert00, chap. 3] pour une des-
cription compléte de cette méthode.

d) Meéthode frontale - Méthode de Delaunay

Les méthodes présentées jusqu’ici se montrent relativement efficaces pour les appli-
cations auxquelles elles se destinent. Mais aucune d’entre elles ne peut prétendre apporter
une réponse générique au probléme de la génération de maillage anisotrope alors que, dans
le contexte isotrope, nous avons pll présenter un certain nombre d’algorithmes génériques
(et efficaces). Certains auteurs ont donc tenté d’apporter une réponse satisfaisante a ce pro-
bléme, le plus souvent en réutilisant ces algorithmes performants pour générer des maillages
isotropes sous la contrainte d’une carte de taille de maille. Toutes les solutions proposées
reposent sur le méme principe : substituer I’espace de controle isotrope défini par la carte
de taille de maille par un espace de contrdle anisotrope défini par une carte de métriques.
C’est ce que propose par exemple [Lee99| qui reprend 'algorithme frontal et modifie le
calcul des longueurs des segments, des angles, des surfaces,. ... De méme ’algorithme de
Delaunay est généralisé a la génération anisotrope par |[Borouchaki et al.95|, [Castro diaz
et al.95] et [Vallet92]. La encore les modifications sont mineures puisque le calcul de la
longueur des segments (selon une approximation de I’équation 2.9), de l'aire et du critére
des éléments sont modifiés suivant une métrique donnée initialement. Les résultats obtenus
sont satisfaisants et démontrent une certaine capacité a traiter différentes géomeétries (voir
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fig. 2.1) voire différents types d’éléments (mais le plus souvent, il s’agit de maillages bidi-
mensionnels). Les qualités et les défauts que ’on peut reconnaitre & ces algorithmes sont
finalement les mémes que ceux de leur version isotrope.

e) Meéthode d’optimisation

Comme dans le cas de ’adaptation isotrope, la seule modification & opérer dans la
méthode dévelopée par T. Coupez pour son mailleur MTC®) concerne le calcul du critére de
forme des éléments. Pour cela, on introduit la matrice @) qui, pour un élément quelconque
K, définit la transformation affine (non singuliére) telle que I'image de K soit un triangle
(tétraedre) équilatéral de coté 1. On a donc :

M=QTQ, (2.11)

et :

==

0
o |RL (2.12)
1
lg

o O

Le critére de forme de 1’élément K s’écrit alors :

d
C(X,K,Q) = <mm (H(Q.X, ), m» C(Q.X, K). (2.13)

Le critére définit ainsi le tétraédre (triangle) équilatéral normalisé comme optimal dans
I'espace transformé. Le reste de l'algorithme de génération/adaptation de maillage reste
strictement identique. Les exemples suivants (voir fig. 2.10 et 2.11) démontrent 1'efficacité
de cette technique aussi bien en 2D qu’en 3D.

Pratiquement, la génération automatique est obtenue en donnant au mailleur un
fichier de données contenant le maillage et la carte définissant (). Le fichier suivant est
celui qui permet de passer de la discrétisation de la frontiére de la plaque (fig. 2.11(a)) au
maillage volumique.

<— nom du fichier contenant le

[ M : plaque.t | maillage.

[ metrique— 8

0.500060000.5
0.500060000.5
0500060000.5
0.500060000.5
0500060000.5
0.500060000.5
0500060000.5
0.500060000.5

|

< tenseur () (noté métrique par
abus de langage) donnée en chaque
noceud du maillage initial.

Le temps de génération du maillage de la plaque (fig. 2.11(b)) est inférieur & 3s. sur
un ordinateur de bureau (Céléron 466Mhz, 64Mo).
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(a) Maillage initial. (b) Maillage anisotrope (307 nceuds et 540
éléments).

FiG. 2.10 — Génération automatique de maillage anisotrope en 2D.

(a) Maillage initial. (b) Maillage anisotrope (420 noeuds et 2152
éléments).

FiG. 2.11 — Génération automatique de maillage anisotrope en 3D.

F1G. 2.12 — Maillage mixte (iso/anisotrope).
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2.2.4 Conclusion

Les méthodes de maillage qui reposent sur un espace de controle anisotrope défini
par une métrique semblent apporter la réponse la plus efficace, la plus globale et la plus
automatique au probléme de la génération de maillages anisotropes. Si 'on se satisfait des
défauts et qualités des algorithmes sur lesquelles elles sont baties (les mémes que dans le cas
isotrope), la seule contrainte supplémentaire est de fournir une métrique sur le domaine que
I’on souhaite mailler. La littérature ne recele actuellement que peu d’exemples de maillages
anisotropes tridimensionnels sur des piéces que ’on qualifiera d’« industrielles ». Faut-il
voir 1a un certain manque d’efficacité de ces méthodes? L’expérience que nous avons sur
la méthode que nous proposons nous laisse penser que les temps de calculs ne sont pas
significativement plus élevés que pour un maillage isotrope de méme complexité (en effet,
seul le calcul du critére de forme est modifié). Sur ’ensemble des piéces que nous avons
traitées, la principale difficulté rencontrée concerne les grands rapports de forme (supérieurs
a 20) et les forts gradients sur la carte des métriques (le calcul des qualités locales peut
alors étre affecté par des valeurs proches de la précision numérique requise pour ’algorithme
d’optimisation et stopper celui-ci). Ces maillages « extrémes » peuvent tout de méme étre
obtenus en procédant par étapes (on part d’'une métrique avec des rapports de forme plus
faibles pour, en 2 ou 3 étapes, atteindre les rapports de forme désirés).

Reste que si 'obtention d’un maillage anisotrope par 1'une de ces méthodes est qua-
siment automatique (peu ou pas d’intervention de l'utilisateur), la donnée de la (carte de)
métrique sur le domaine €2 & mailler requiert une certaine connaissance. Cela peut étre une
connaissance de la localisation de phénomeénes physiques anisotropes et de leur orientation.
Cela peut étre aussi la géométrie méme du domaine qui peut présenter des élancements.
Dans ces deux cas, il faut alors savoir traduire cette connaissance sous la forme d’une carte
de métrique. Finalement, pour l'utilisateur, la génération d’'un maillage adapté a son pro-
bléme reste une tache ardue. Pourtant, des outils permettent d’espérer lever cette derniére
difficulté. Le premier est déja bien connu puisqu’il s’agit de 1’estimation d’erreur : on estime
I’erreur commise sur le calcul que I’on est en train de réaliser et on en extrait I'information
pour adapter le maillage et réduire cette erreur. C’est un outil assez répandu dans le cas de
calculs sur des maillages isotropes mais assez peu dans le cadre anisotrope : nous tenterons
donc d’apporter des éléments de réponses dans ce contexte. Mais auparavant, nous nous
intéresserons & la géométrie méme du domaine en étudiant si ’on ne peut pas « identifier »
cette géométrie & une carte de métrique.

2.3 Meétrique naturelle

Nous avons souhaité développer un outil permettant de déterminer automatiquement,
pour un maillage donné, la carte des métriques associées a chaque éléments du maillage
(i.e. la métrique pour laquelle ’élément est vu comme isotrope). Le but de cet outil est
trés pragmatique et consiste a générer & moindre cotit un maillage anisotrope a partir d’un
maillage minimal du domaine. On entend par « maillage minimal » le maillage obtenu en
génération libre : seul le critére du respect de la géométrie est considéré, aucun critere de
forme des éléments n’est pris en compte. L’algorithme de maillage décrit au paragraphe c)
permet ce type de création de maillage. La création du maillage est trés rapide et le nombre
d’éléments le constituant est minimal. En observant I’exemple suivant (fig.2.13(a)), on peut
supposer que ce type de maillage contient 'information sur ’anisotropie du domaine. Si
I’on parvient & exprimer cette information sous la forme d’une carte de métriques associée
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au maillage, on pourra par exemple raffiner trés simplement de maniére anisotrope notre
maillage et obtenir le maillage 2.13(b).

Puisque la méthode de génération anisotrope que nous avons développée requiert
la donnée de la matrice () définissant la transformation qui raméne I’élément courant a
I’élément de référence, il semble naturel de vouloir déterminer la valeur de ) en chaque
neeud du maillage minimal. En rappelant que :

A ... 0
_ T _ . -1
M=QQ=R| o . 0o |R,
0 ... M\

il suffit alors de calculer les coefficients de ) en fonction des angles de rotation et des
longueurs caractéristiques [y, ... ,lg pour, par exemple, diviser ces longueurs par un facteur
donné par l'utilisateur. L’exemple de la figure 2.13 illustre cette technique. La carte de
métrique a été calculée sur le maillage minimal, puis elle a été modifiée pour raffiner le
maillage en préservant les rapports de forme des éléments. Cette nouvelle carte de métriques
permet alors de générer automatiquement le maillage final.

REMARQUE : pour cet exemple, I'élément de référence choisi pour définir la transfor-
mation ) n’est pas équilatéral mais orthogonal. On souhaitait ainsi observer si le maillage
final présentait ce caractére othogonal (intéressant pour certains solveurs). Ce caractére se
retrouve bien, par exemple dans la partie isotrope du maillage.

(a) Maillage initial. (b) Maillage final.
FiG. 2.13 — Métrique naturelle et importante variation du rapport de forme.

Mais si ’on observe attentivement le maillage final, le résultat n’est pas optimal. En
particulier, si on étudie 'extrémité gauche (partie anisotrope) du maillage (voir le gros-
sissement fig. 2.14) on remarque des variations dans ’orientation principale de l’étirement
des éléments. Cette observation se justifie par le fait que 'appplication représentée par
() n’est pas injective : il existe évidemment une infinité d’éléments équilatéraux pour une
métrique donnée. Tous ces éléments ont en commun leur volume et leur allongements mais
difféerent par leur orientation.

FiG. 2.14 — Zoom sur la partie mince : dualité sur ’orientation du maillage.

L’exemple illustré par la figure 2.15 met encore plus clairement en évidence la carrence
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de la méthode. Si le raffinement respecte le facteur qui a été imposé par l'utilisateur,
lorientation du maillage n’est pas « conforme » & ce que ’on pouvait attendre.

(a) Maillage initial. (b) Maillage final.

FiG. 2.15 — Changement de l'orientation principale du maillage.

Néanmoins, "approche décrite ici permet de travailler sur les étirements des éléments
(et ce a faible cout de calculs). Il suffirait de 'enrichir par un controle sur 'orientation du
maillage (de la géométrie?) pour obtenir un outil robuste qui serait une étape de plus
vers I'automatisation de la génération du maillage. Nous ne sommes pas a ce jour allé plus
loin dans le développement de cet algorithme. Notre but initial était trés pragmatique en
souhaitant avoir un outil trés simple et rapide qui permette de générer rapidement des
cartes de métriques pour évaluer les performances du mailleur anisotrope. Dans ce cadre,
les défauts d’orientation n’étaient pas préjudiciables. Cet outil préfigure toutefois un outil
en cours de réalisation qui, comme on I’a déja remarqué, permettra d’augmenter le niveau
d’automatisation de la génération de maillage anisotrope. En particulier, le probléme lié a
lorientation pourrait étre résolu en considérant des patchs d’éléments (autour d’un élément
ou d’un nceud) dont on détermine l'orientation principale. Cette information permettra
alors de déterminer, pour chaque élément, les valeurs des angles («,. ..) qui, avec les valeurs
des longueurs (I1, ... ,lq) déja connues, permettront de déterminer Q.

Nous nous sommes jusqu’ici intéressé au probléme de la génération de maillage aniso-
trope. Pour cela nous avons proposé une méthode de génération qui permet, a partir d’une
carte de métriques et de la discrétisation de la frontiére d’un objet, d’en mailler automati-
quement le volume. Nous avons supposé la carte des métriques connue. Cette connaissance
a priori des métriques est celle de 'utilisateur qui, & partir de la géométrie de la piece, cal-
cule la carte de métriques associée (ou celle qui pourrait étre fournie de fagon relativement
automatique par un outil tel que la « métrique naturelle »). Mais le maillage obtenu peut
étre optimal en regard de la géomeétrie de la piéce et ne pas I’étre pour le calcul dont il va
étre le support. Pour cela, il faut étre capable de mesurer quantitativement la précision du
calcul et, le cas échéant, optimiser le maillage relativement a ’erreur commise. Il ne s’agit
plus alors de génération mais d’adaptation de maillage, adaptation pilotée par un critére
issu de Uestimation d’erreur.
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2.4 Estimation d’erreur

2.4.1 Estimations a priori et a posterior:

Classiquement, on distingue deux types d’estimateurs d’erreur : les estimateurs a
priori et les estimateurs a posteriori. Afin de mettre en évidence ce qui les distingue,
considérons le probléme général suivant :

L(u) = f sur Q, (2.14)

ou L est un opérateur linéaire muni de conditions aux bords sur un domaine 2. La solution
u de ce probléme ainsi que son second membre f appartiennent & un espace de Hilbert V/
muni de son produit scalaire (.,.)y et de la norme associée ||.||y-. On note uy, 'approximation
de u associée au maillage Tp, et e, = u — uyp, Perreur de discrétisation.

Un estimateur d’erreur a priori permet de majorer e;, (dans une norme appropriée)
en fonction de la taille de maille du maillage et de la norme des dérivées de la solution
exacte u. De facon générale ce résultat peut s’écrire :

lenllw < ChP| D'y, (2.15)

ou ||.|lw et ||.||y sont des normes appropriées et C' est une constante d’interpolation dépen-
dante de la discrétisation choisie mais indépendante de la taille de maille h. La valeur de
p dépend du probléme considéré, de la discrétisation et des normes choisies (D? représente
la i-éme dérivée de u).

Exemple, dans le cas du probléme de Poisson :

—Au = f dans €2
u = 0 sur 0f2

et d’une discrétisation linéaire par élément, on a classiquement ’estimation a
priori :

lu — upl (o) < Chlu|g2q),

avec f et Q suffisament réguliers (le lecteur intéressé trouvera une démonstration
de ce résultat dans [Girault et al.81] ou [Pironneau88| ).

Dans le cadre de ’estimation a posteriori, I’erreur de discrétisation est évaluée comme
une fonction de quantités calculées numériquement. Parmis ces estimateurs d’erreur, nous
nous intéresserons principalement aux estimateurs basés sur le résidu® : R(uy) = f — L(up).
De méme que précédemment, on peut écrire de fagon générique :

lenllw < Ch¥|[R(un)lly, (2.16)

ou a > 0 dépend encore du probléme considéré, de la discrétisation et des normes choisies.

Ainsi, en comparant (2.15) et (2.16), on peut remarquer que :

%les autres estimateurs a posteriori se regroupent en trois classes : les méthodes hierarchiques [Bank et
al.93], les estimateurs type Zienkiewicz-Zhu [Fourment92] et les méthodes qui s’appuient sur la résolution
de problémes locaux [Babuska et al.78]
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— Dans le premier cas, 'erreur est évaluée en fonction de la solution exacte u du
probléme continu (2.14) et des conditions aux limites, alors que la connaissance de
up, n’est pas requise. On ne peut pas tirer d’information quantitative sur 'erreur
d’approximation de cet estimateur puisqu’il est donné en fonction de la solution
u qui est inconnue. En fait, ce type d’estimateur est généralement employé pour
prévoir le comportement asymptotique de ’erreur lorsque ’on diminue la taille de
maille (b — 0).

— A Tl'inverse, l'estimation a posteriori donne une majoration de 'erreur ej, que I’on
peut quantifier puisque son expression est fonction de la solution approchée wuy,
calculée. En revanche, si le comportement de R(uy,) lorsque h — 0 n’est pas connu,
on ne peut en déduire le comportement asymptotique de I'erreur.

Naturellement, en regard de la stratégie adaptative décrite en introduction, seuls les
estimateurs a posteriori sont & méme de donner une carte d’erreur locale dont on puisse
extraire I'information nécessaire au mailleur. Dans la suite nous nous attacherons donc
principalement & la description des estimateurs a posteriori.

Rappelons enfin que le probléme qui nous intéresse consiste a optimiser le rapport
qualité/cout de calcul d’un écoulement de fluide visqueux incompressible dans un domaine
aux grands rapports de forme. L’estimateur d’erreur sera donc appliqué au probléme de
Stokes et doit permettre de controler ’anisotropie du maillage élément fini support du
calcul.

2.4.2 Erreur d’interpolation

Avant de présenter les estimateurs d’erreur que nous avons testés, il convient de
rappeler quelques résultats de la théorie de 'interpolation utiles pour borner inférieurement
Iestimateur a posteriori.

Définition 2.4.1 (interpolation de Lagrange) Soit u € C°(Q) et M un maillage de
Q. L’opérateur d’interpolation linéaire de Lagrange est défini par :

Co(ﬁ) — V
mh(w)(N;) = u(N;)

Th -

ot Vy, est ’ensemble des fonctions continues sur € et linéaires par morceauzr sur chaque
élément du maillage.

Théoréme 2.4.2 (estimation de I’erreur d’interpolation de Lagrange) Soit m =
0,1. Il existe une constante positive C;, uniquement dépendant de m, telle que :
2

K

Cette estimation locale s’étend facilement & I’ensemble du domaine € considéré dans le cas
ol m = 0. On a alors le résultat suivant :

Corollaire 2.4.3 Soitu € H*(Q), et M un maillage de §). Il existe une constante positive
C telle que :

lu = 7h(w)ll 20y < CR®Jul iz () (2.18)
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REMARQUE : on peut trouver dans la littérature des stratégies d’adaptation de
maillage qui reposent sur lestimation de Derreur d’interpolation. Ces approches, bien
qu’heuristiques, donnent des résultats intéressants par exemple dans le cas d’écoulements
compressibles. La supposition qui est faite est que lerreur de discrétisation se comporte
comme 'erreur d’interpolation. L’erreur d’interpolation est elle méme évaluée en approxi-
mant les dérivées de la solution u par les dérivées de la solution numérique calculée sur un
maillage initial (voir par exemple [Castro diaz et al.95, chap. 1| et |Fortin et al.96]). Ce
type d’estimation est naturellement du type a priori.

2.5 Estimation d’erreur a posteriori
Probléme de Stokes

Prenons comme probléme modéle le probléme de Stokes :

{ 2nV.e(d) — Vp

f
Vit 0 dans

U =1y sur 0N

Appliquant & ce probléme la méthode de Galerkin, nous obtenons la formulation faible :

Soit V et P les espaces fonctionnels associés a la formulation faible :

/2n5(ﬁ):5(1ﬁ)dw—/pv.1ﬁdw =f
Q Q

q v/ -Udw =0
Q

(i,p) €V x P, il =iy sur 0 (V = (H' ()¢, Vo = (HE(Q2))? et P = L3(Q)).

Soient les formes bilinéaires :

a(,15) = /Q e (D) : e(F) dw
et

b(q, W) = —/qu a0 dw.

(i, p) est solution de :

a(t, W) + b(p, W) + b(q, @) = (f, @) V(w,q) € Vo x P (2.19)

Supposons que 1’on fasse le choix d’une discrétisation éléments finis identitique a celle
proposée pour résoudre le probléme de stokes généralisé dans le logiciel REM3D ®).

Soient V}, et Pp, les espaces discrets associés au MINI-élément (P1 + /P1). (up,pp) est
solution de :

a(in, @) + bpn, W) + blgn, @) = (f,5n) V(Gh,qn) € Vi X P (2.20)
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L’expression du résidu est alors définie par :

(Rp, @, q) = a(idy, D) + b(pp, W) + b(g, dp) — (f, D), (2.21)

qui, combiné avec 2.19, donne :
<Rhaw q> - a’(uh - u,u_)') + b(ph —pw ) + b(q,Uh - u) (222)

En prenant w = 4, — @ et ¢ = pp, — p, on peut encadrer la norme du résidu Rj. Pour
cela, il convient d’utiliser la V-ellipticité de a(,) et de rappeler que la condition inf-sup de
Brezzi-Babuska est vérifiée. Ainsi, ’équation 2.22 appliquée a (Ry,, Uy, — @, pp, — p) permet
de montrer que la norme du résidu est un estimateur d’erreur a posteriori pour le probléme
de Stokes :

cill@n — dlly o +e2llpn = pllog < NBall_i o < lldn — il o + ¢ llpn = pllogo
(2.23)

La norme du résidu est définie par :

(Rp, W, q)
IRhll_1 0= sup j=r—— -
W,q#£0 ||w||1,Q + ||(I||0,Q

L’étape suivant consiste donc a calculer cette norme.

REMARQUE : on ne prendra plus en compte par la suite le terme d’incompressibilité.
Les travaux de [Abdalass87| justifient cette omission en montrant que ce terme est du
second ordre par rapport aux termes associés au champ vitesse. Ainsi, on écrit :

(Rp,,0) = > 2ne(dy) : (W) — pp V -Wdw
KeT VK

= Z/ 2n(e(dy).1iK). wdw—i—/ VPh-Wdw
= Z /277 e(dp,). )wdF—i—/Vphwdw

KeT FeF(K

= Z / (2ne(p) nK, ).wdl' | + Z / VPh-Wdw

Fe'T K'eT(F

= > aj. Z / > 2ns(ah).ﬁ§,).wdr+ /K Vph-Bdw

KeT FeF(K F K'eT(F

:Z ok Z /Znauh KandF—{—/Kvph.u_)'dw ,

KeT FeF(K

ot [2ne (@))% est le saut du déviateur des contraintes a travers la face F. i), étant linéaire
sur chaque élément K, sa dérivée seconde est nulle et ne subsiste que le saut entre les
éléments. Le saut est défini sur chaque élément par :

2ne(iin)ie = Y 2ne(in) (g i),
K'eT(F)
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2.5. Estimation d’erreur a posteriori
Probléeme de Stokes

et ot les poids* ok, vérifient Y. alf = 1. Par la suite, nous allégerons I'écriture indicielle

KeT (F)

des sommations lorsq’il n’y aura pas de confusion possible.

2.5.1 Estimation classique

A partir de cette expression du résidu, on peut exprimer un estimateur a posteriori
pour le probléme de Stokes assez répandu dans la littérature et largement développé par
[Verfuhrt]. Nos qualifierons cet estimateur de classique par la suite.

Par définition du résidu, nous avons :
(Rp, Wp,0) =0 (2.24)
ce qui nous permet d’écrire :
(Rp,w,0) = (Rp, W — wh,0) Ywy € V. (2.25)
Ainsi :
(B ,0) < Do 32 202 e e [lo - 19 = o
+ || VPnllo i - 10— Dnllo

(z i\\mne(ﬁhni-ﬁKHOF
K

; ||vph||o k- 1T =Bl ¢ )7

IN

,_.

En faisant le choix w}, = II,@ et en utilisant les résultats standards de la théorie de
I’interpolation :

=12 .
1@ — @inll2 e < By 12 et @ — @2 < b @)% (Clément),

on obtient I'estimateur d’erreur o posteriori n, ainsi défini :

)

Z 2775 uh K- nKHOF hp + vahHoK hK (226)
F

avec !

Cet estimateur découple le terme en gradient de la pression et le saut de le partie
déviatorique du tenseur des contraintes. La convergence de cet estimateur ne dépend que
de lerreur d’interpolation ||w — @p||. Cela a comme conséquence qu’il a un mauvais com-
portement dans le cadre de l'utilisation de maillages anisotropes (voir résultats) puisque
I’erreur d’interpolation est donnée dans un cadre isotrope.

On peut toutefois espérer lever cette faiblesse en proposant un estimateur qui couple
plus fortement ces termes et peut-étre pouvoir mieux cerner ’anisotropie des champs. L’es-
timateur que nous proposons peut étre vu comme une expression discréte de la divergence
du tenseur des contraintes.

“Tintroduction de poids permet de « déplacer » le saut en amont ou en aval de Pinterface. Ici, nous ne
considérerons que des sauts centrés.

Page 56 MAILLAGE ANISOTROPE ET ESTIMATION D’ERREUR



2.5. Estimation d’erreur a posteriori
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2.5.2 Estimateur d’erreur basé sur la divergence discréte

Afin d’alléger I'écriture de ce paragraphe on note par convention fQ = fQ dw et
w = 0.
Proposition 2.5.1 Soient V), et Pp les espaces associés a la discrétisation du MINI-
élément. Si (Up,pn) est solution du probléme de Stokes discrétisé 2.20, et si l'on définit Ty,

Ok et ﬁ,ﬂl tels que :

e 1P

F

0,K

Mk =

alors ﬁz est un estimateur d’erreur a posteriori pour le probléme de Stokes.

Démonstration :

Nous reprenons 'expression du résidu :

(Riv00) =5 |af Srelft. [ w+om. [ ol

K

Introduisons w l'interpolation constante par élément de w :

o 1/
W = — w
KUKk

(Bnw.0) = Dok S el f [ (w-m)+ ) +vpn [ w
K F F K
(Baw.0) — Slak el 7 i+ vmn). [ w
K F K

+ofy 3 Roeun)lf 7. /F (w — ).

On peut alors écrire :

(Rayw,0) < 3|\ (ke 3 2ne(wn)li e iy + Vn)

+a§;HmewkﬂﬂhFﬂw—mhp

lwllo,x

et puisque (R, w,0) = (Rp,w — wy, 0), on obtient :

2
[(Rp,w,0)]* < Z

(o 32 (2 (un )i 73l 2 + pn)

2
- |w — whHO,K

0,K

+ZZ o [|(2ne (un) 7 ||o o o 1w — wr, — W= wg3
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2.6. Ecoulement de Poiseuille entre plaques paralléles

En tenant compte des erreurs d’interpolation :

lw —wnllg g < i |

et
— 2
lw = wy —w—=wyllg o < chr w —wyl] < chp |w|f .

Ce qui termine le démonstration en introduisant les estimateurs locaux suivants :

2
h
0,K

77K—

(ke 3 Lt 1+ )
F

B = 3 (ok)” [[12neCwn)Vip it | e

F

O

L’intérét de cet estimateur réside d’une part dans le couplage des termes en vitesse et
en pression et d’autre part dans ’apparition du rapport % Ce rapport entre les tailles des
faces et le volume des éléments est un moyen de générer un caractére anisotrope. On peut,
par exemple, souhaiter diminuer le niveau d’erreur local en conservant le méme volume
pour l’élément mais en modifiant sa géométrie, son rapport de forme. La détermination

d’une carte de métriques serait alors le résultat de problémes d’optimisation locaux.

Dans les paragraphes qui suivent nous allons nous attacher & évaluer la qualité de
notre estimateur d’erreur. Tout d’abord en le comparant a ’estimateur classique en ce
qui concerne la mesure du niveau d’erreur sur un écoulement caractérisé par une forte
anisotropie. Puis nous étudierons sa capacité a fournir une information pour adapter le
maillage sur des calculs d’écoulements bi- et tridimensionnels.

2.6 Ecoulement de Poiseuille entre plaques paralléles

Pour comparer notre estimateur & ’estimateur classique, nous avons fait le choix
d’étudier un écoulement de Poiseuille entre plaques paralléles. La distance (h) entre les
plaques est petite par rapport a leurs dimensions (les plaques sont supposées suffisament
grandes pour que l'on puisse admettre étre en présence d’un écoulement bidimensionnel).
Le contact aux parois est supposé collant. En appliquant une différence de pression AP
entre entrée (xz = 0) et la sortie (z = L), on établit ’écoulement de Poiseuille. On connait
la solution analytique de ce probléme. La pression décroit linéairement entre ’entrée et la
sortie. Le champ de vitesse est lui invariant le long de ’écoulement et ne dépend que la
position dans ’épaisseur de I’écoulement :

- (i—y)zl , (2.27)

ol V est la vitesse moyenne.

Puisque le gradient de la vitesse est nul le long de I’écoulement et le gradient de la
pression constant, une interpolation linéaire de la vitesse et de la pression doit étre équiva-
lente sur des maillages présentant une méme discrétisation dans I’épaisseur de 1’écoulement
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2.6. Ecoulement de Poiseuille entre plaques paralléles

(mais qui peut étre différente dans la longueur). En particulier, un maillage ne compor-
tant qu’un élément dans la longueur est optimal pour représenter exactement le champ de
pression.

Nous avons utilisé deux séries de maillages qui représentent le domaine de 1’écoule-
ment. La premiére série (fig. 2.16) présente des maillages quasi-isotropes et dons la taille
caractéristique d’élément est divisée par deux d’un maillage & 'autre. La seconde série
(fig. 2.17) présente des maillages anisotropes qui n’ont qu’un élément dans la longueur de
I’écoulement et la méme séquence de discrétisation dans I’épaisseur que la série précédente.

F1G. 2.16 — Maillages isotropes (mesh isol,..,mesh iso4).

2.6.1 Erreur exacte

Connaissant la solution de cet écoulement, nous pouvons calculer ’erreur exacte
entre la solution et son interpolation linéaire en vitesse et en pression sur les différents
maillages (noter qu’il ne s’agit pas d’une comparaison avec le résultat d’un calcul numeé-
rique, eq. (2.28)). Naturellement, & discrétisation équivalente dans I’épaisseur, nous trou-
vons les mémes résultats et la convergence de l'erreur est linéaire (O(h)) pour les maillages
isotropes.

2

5 \?
) K) (2.28)

Pour les huit maillages étudiés, on obtient les résultats suivants® :

+ ‘pe:l:_ph‘

Erreur = (Z H27](5(ﬁem) - 5(%)) H
K

0,K

®la derniére colonne de chaque tableau donne le nombre de nceuds du maillage considéré.

MAILLAGE ANISOTROPE ET ESTIMATION D’ERREUR Page 59
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F1G. 2.17 — Maillages anisotropes (mesh anisl,..,mesh anis4).

Maillage  hpae  Erreur  Neeuds Maillage hmaz  Erreur  Neeuds

mesh isol 1,00 144338 27 mesh anisl 8,00 1,44338 6
mesh iso2 0,50  0,721688 85 mesh anis2 8,00 0,721688 10
mesh iso3 0,25  0,360844 297 mesh anis3 8,00 0,360844 18

mesh iso4 0,125 0,180422 1105 mesh anis4 8,00 0,180422 34

Erreur(h) ~ 1.44h,

2.6.2 Comparaison des estimateurs

Observons tout d’abord le comportement de 'estimateur classique sur ces maillages
et ce choix d’interpolation :

Maillage  hpmar  Erreur Maqallage hmaz  Erreur
mesh isol 1,00  5,59017 mesh anisl 8,00 40,6202
mesh iso2 0,50  2,93151 mesh anis2 8,00 40,4660
mesh iso3 0,25  1,4987 mesh anis3 8,00 40,2725
mesh iso4 0,125 0,757449 mesh anis4 8,00 40,1462

Erreur(h) ~ 4.9 hyo; Erreur(h) = 40.6 h2;2005

max

Si le comportement de 'estimateur est satisfaisant dans le cadre isotrope, il ne permet pas
de détecter la diminution de l'erreur sur les maillages anisotropes. La premiére remarque
que ’on peut faire est que cette différence peut s’expliquer par le fait que la taille de maille
utilisée pour la majoration de l'erreur d’interpolation n’est pas la méme dans les deux cas.
En effet, si ’on s’en tient & la définition classique de la taille d’un élément fini, c’est la plus
grande dimension des éléments anisotropes qu’il faut retenir. Celle-ci ne diminuant pas lors
des raffinement successifs, le niveau d’erreur reste artificielement constant. Mais observons
plus précisemment la contribution apportée par le terme en pression pour cet estimateur :
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1
2

Nh = <Z ||Vph||2h%(>
K

Maillage  hpaz  Erreur Maillage hmaz  Erreur
mesh isol 1,00  5,0000 mesh anisl 8,00 40,0000
mesh iso2 0,50  2,5000 mesh anis2 8,00 40,0000
mesh iso3 0,25  1,2500  mesh anis3 8,00 40,0000
mesh iso4 0,125 0,6250  mesh anis4 8,00 40,0000

Erreur(h) =5 hmaz Erreur(h) = 40 hY

max

Cette fois on voit clairement ’artefact créé par le choix de la taille caractéristique des
éléments puisque I'on peut passer des résultats de la colonne isotrope a la colonne anisotrope
modulo le rapport des tailles de maille retenues. Cependant, ce tableau montre aussi une
faiblesse de l'estimateur classique sur les maillages isotropes (et pour un écoulement de
Poiseuille) : l'erreur diminue lorsque 1'on raffine le maillage alors que l'on a vu que cette
erreur est nulle sur le terme en pression et pour ce choix d’interpolation.

Comportement du terme en vitesse :

- (z)

Maillage  hpae  Erreur Maillage hppaz  Erreur
mesh isol 1,00 2,5 mesh anisl 8,00 7,07107
mesh iso2 0,50  1,53093 mesh anis2 8,00 6,12372
mesh iso3 0,25  0,82679 mesh anis3 8,00 4,67708
mesh iso4 0,125 0,427907 mesh anisd 8,00  3,42326

Erreur(h) ~ 2.29 h2:3

max

Erreur(h) = 7.26 h%3

De méme que pour la pression, on observe un artefact du au choix de h = hy,4-
I suffit de prendre Apq; = hy pour que l'on retrouve les mémes niveaux d’erreur entre
maillages isotropes et anisotropes :

avec

ad = > (od)” [|2ne(@n) i Al ||; oy
F

Maillage hy Erreur
mesh anisl 1,00 2,5
mesh anis2 0,50  1,53093
mesh anis3 0,25  0,826799
mesh anis4 0,125 0,427907
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Erreur(h) = 2.29 hg'g

Observons maintenant les résultats obtenus avec notre estimateur :

1
2
w- ()
K
Maillage  hpae  Erreur Maillage honaz  Erreur
mesh isol 1,00  3,53553 mesh anisl 8,00 28,2843
mesh iso2 0,50  1,2500 mesh anis2 8,00 20,000

mesh is03 0,25  0,441942 mesh anis3 8,00 14,1421
mesh isod 0,125 0,15625  mesh anis4 8,00 10,000

Erreur(h) ~ 2.95h1-48 Erreur(h) ~ 28.2h%57

max max

Les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants. En effet, dans la cadre isotrope, 'erreur est
sous-estimée (convergence en O(h'48)) et surestimée dans le cadre anisotrope. Néanmoins
dans ce dernier cas, la convergence est plus rapide que celle obtenue avec l’estimation
classique. De plus, cette convergence, bien que lente, a pu étre obtenue en prenant comme
taille d’élément la plus grande des dimensions des éléments anisotropes.

2.6.3 Conclusions

Un important travail reste & accomplir pour obtenir un estimateur d’erreur a poste-
riori satisfaisant pour le probléme de Stokes dans des écoulements anisotropes. L’estimation
classique semble converger artificiellement (« grace » au terme de pression) et l’estimateur
que nous proposons ne donne pas la bonne vitesse de convergence méme si il détecte mieux
I’anisotropie de ’écoulement. Avant de chercher a extraire de ces estimations d’erreur l'in-
formation nécessaire pour adapter un maillage anisotrope il convient donc d’améliorer leur
qualité. En particulier, la majoration de I’erreur d’interpolation et le « choix » de la taille
de I’élément apparaissent comme des points importants & étudier.

Bien que notre estimateur d’erreur ne soit pas quantitativement satisfaisant, est-il
tout de méme capable d’apporter une réponse qualitative sur ’erreur commise au cours d’'un
calcul et d’adapter le maillage en conséquence (dans un contexte isotrope pour l'instant) ?

2.7 Adaptation de maillage - Calculs d’extrusion

Pour répondre & cette question nous nous sommes intéressés a deux écoulements
d’extrusion (connus du point de vue expérimental) présentant une singularité. Le but de
cette étude était d’observer ’évolution de la solution au cours d’itérations de calcul de
I’écoulement /estimation d’erreur/adaptation de maillage. Les deux écoulements choisis sont
des écoulements d’extrusion a travers une brusque contraction (4:1 et 8 : 1). Les modéles
retenus pour les simulations sont respectivement un modele bidimensionnel (fig. 2.18(a))
et un modele tridimensionnel (fig. 2.18(b)).

Les écoulements présentent une singularité au niveau du coin rentrant. Sur les clichés
expérimentaux ( |Gavrus0l|) comme sur les résultats de calculs (fig. 2.7), on observe un
niveau de contrainte faible dans le réservoir, maximal au droit de la contraction (contrainte
localement infinie), puis décroissant dans le chenal.
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Plan de Contact
Plans de symétrie collant

symétries \

Réservoir Canal Réservoir Canal

(a) Filiere 4 : 1. (b) Filiére 8 : 1.

F1G. 2.18 — Géométries des filiéres d’extrusion.

Fig. 2.19 — Comparaison entre cliché de biréfringence expérimentale et différences des
contraintes principales au centre de ’écoulement (tiré de [Nouatin00]).
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2.7. Adaptation de maillage - Calculs d’extrusion

Les itérations calcul/estimation/adaptation doivent, si l'on retient le principe de
I'équirépartition de lerreur®, conduire & une concentration de mailles au niveau de la
singularité.

2.7.1 Contraction 4 : 1 - Ecoulement bidimensionnel

A chaque étape, on calcule la carte d’erreur associée au maillage & partir des champs
de vitesse et de pression issus de la résolution de ’écoulement de Stokes. La carte d’erreur
est traduite en une carte de tailles de mailles : la taille courante des éléments est divisée
par le rapport entre l'erreur locale et 'erreur moyenne théorique (erreur globale divisée
par le nombre d’éléments). Cette carte de tailles de mailles (exprimée aux nceuds ici) et
le maillage associé sont donnés en entrée au mailleur automatique MTC®) qui produit le
maillage adapté.

Entre la premiére et la seconde itération, la taille du maillage augment considé-
rablement : alors que la zone du réservoir reste inchangé, le canal est fortement raffiné.
L’estimateur a « vu » les gradients de vitesse et de pression plus importants dans cette
zone. La singularité n’est cependant pas prise en compte. Au cours des itérations suivante
par contre, le maillage va continuellement se raffiner au niveau du coin tout en convergeant
vers une répartition hétérogéne du maillage dans les autres zones. On remarque enfin le
long de ’axe central la convergence du maillage vers un gradient continu des tailles de
mailles (du réservoir vers le canal) reflétant 'augmentation des gradients de vitesse et de
pression.

(a) itération 1 : 769 nceuds et 2908 éléments. (b) itération 2 : 3893 nceuds et 17713 élé-
ments.

Fi1G. 2.20 — Itérations 1 et 2.

REMARQUE : I’écoulement étant symétrique, le calcul n’est effectué que dans la partie
supérieure du domaine représenté ici.

Du point de vue qualitatif, ’étude de ’évolution des isovaleurs des champs de vitesse,
pression,...montre une amélioration du niveau de résolution. Les gradients sont mieux
rendus et la singularité de I’écoulement est mise en évidence (voir par exemple la carte des
isovaleurs de la déformée équivalente, fig. 2.25(b)).

Srépartition homogéne de Perreur globale
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2.7. Adaptation de maillage - Calculs d’extrusion

(a) itération 3 : 4689 nceuds et 21999 élé- (b) itération 4 : 5159 nceuds et 25305 élé-

ments. ments.

Fi1G. 2.21 — Itérations 3 et 4.

(a) itération 5 : 5819 nceuds et 29135 élé- (b) itération 6 : 6137 nceuds et 30892 élé-
ments. ments.

Fi1G. 2.22 — Itérations 5 et 6.

(a) maillage initial. (b) maillage final.

FiG. 2.23 — Isovaleurs du champ de vitesse horizontal.
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2.7. Adaptation de maillage - Calculs d’extrusion

(a) maillage initial. (b) maillage final.

Fia. 2.24 — Isovaleurs du champ de pression.

(a) maillage initial. (b) maillage final.

FiG. 2.25 — Isovaleurs de la déformation équivalente.
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2.7. Adaptation de maillage - Calculs d’extrusion

Les mesures d’erreur données par notre estimateur confirment la diminution du ni-
veau d’erreur et la relative stabilisation de la taille du maillage. Les évolutions des niveaux
d’erreurs locales (mini. et maxi.) sont elles opposées : selon le principe d’équirépartition,
les deux courbes doivent converger vers la méme valeur. Toutefois, pour cet écoulement, la
présence de la singularité interdit & cette convergence d’aboutir méme aprés un trés grand
nombre d’itérations.

2000

1800

1600 |-

1400 |

1200 |

Erreur totale
Erreur moyenne

1000 |

800

600

Iteration Iteration

toto

(a) Erreur totale. (b) Erreur moyenne.

FIG. 2.26 — Evolution des niveaux d’erreur globaux.

Erreur maximale
Erreur minimale

Iteration Iteration

(a) Erreur maximale. (b) Erreur minimale.

F1G. 2.27 — Evolution des niveaux d’erreur locaux.

2.7.2 Contraction 8 : 1 - Ecoulement tridimensionnel

La méme étude a été réalisée avec une géométrie de filiére légérement différente et
surtout une modification des conditions aux limites (un des plans de symétrie devient une
paroi au contact collant). Ces changements induisent un écoulement tridimensionnel : on
peut voir sur la figure 2.29(a) que le champ de vitesse s’annule au niveau de cette paroi
(le champ de pression n’est bien entendu pas affecté). Pour mieux visualiser 1’écoulement
interne, nous ne représentons que sa partie inférieure.

Cette disymétrie se traduit au fil des itérations par une adaptation de maillage asy-
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35000 T T T T 7000
30000 - 6000 |-
25000 |- 5000 -
20000 - 4000

15000 - 3000 [

Nombres d'elements
Nombres de noeuds

10000 - 2000

5000 1000 |

Iteration Iteration

(a) Nombre d’éléments. (b) Nombre de nceuds.

FiG. 2.28 — Evolution du maillage.

(a) Champ de vitesse horizontal. (b) Champ de pression.

FiG. 2.29 — Isovaleurs de la déformation équivalente.
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métrique : le raffinement est moins marqué du coété de la paroi au droit de la singularité.
Toujours du coté paroi mais au niveau de I’« angle mort », le long du canal, on aurait pu
s’attendre & ce que le maillage se raffine puisque le contact collant induit un fort cisaille-
ment & la paroi. Néanmoins le niveau d’erreur local étant bien moindre qu’au niveau de la
contraction, le pilotage de ’adaptation reste dictée par la singularité de la contraction.

(a) itération 1 : 821 nceuds et 3391 éléments. (b) itération 2 : 6793 nceuds et 31006 élé-
ments.

FiG. 2.30 — Isovaleurs de la déformation équivalente.

Le second fait marquant de cette étude est I’évolution de la taille du maillage. Entre la
premiére et la seconde itération, le maillage est fortement raffiné au niveau de la contraction
pour «encaisser » le fort gradient des champs. Puis c’est la singularité elle-méme (au niveau
de I’angle rentrant) qui va piloter le niveau d’erreur (qui a été fortement réduit au niveau
du canal grace au raffinement). La concentration des mailles va donc se déplacer au niveau
de langle. Le maillage est déraffiné au niveau du canal. Entre les itérations 2 et 3, la taille
du maillage diminue; puis elle réaugmente une fois que la singularité a été détectée (on
retrouve alors la méme évolution que dans 'exemple précédent.)

(a) itération 3 : 3289 nceuds et 14274 élé- (b) itération 4 : 3959 nceuds et 17532 élé-
ments. ments.

Fi1G. 2.31 — Itérations 3 et 4.

Du point de vue qualitatif, 14 encore on remarque que 'adaptation permet de repré-
senter I’écoulement plus précisément (fig. 2.33).
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(a) itération 5 : 4585 nceuds et 20699 élé- (b) itération 6 : 5807 nceuds et 26450 élé-
ments. ments.

Fi1G. 2.32 — Itérations 5 et 6.

(a) Maillage initial. (b) Maillage final.

FiG. 2.33 — Isovaleurs de la déformation équivalente.
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2.8. Perspectives

Ces deux exemples montrent que notre estimateur est capable de détecter les singula-
rités d’un écoulement et de proposer, dans un contexte isotrope, un pilotage de I’adaptation
de maillage approprié. Le second exemple est caractérisé par une importante variation des
rapports de formes de sa géométrie et ouvre ainsi la perspective souhaitée & ce travail :
I’adaptation anisotrope. On souhaiterait en effet que les éléments qui sont dans 1’étroit ca-
nal adoptent un rapport de forme proche de la géométrie de la filiére en ce lieu. Cet exemple
est aussi assez symbolique de la problématique du probléme du raccordement 2D /3D qui
soustend ’ensemble de notre étude. Mais pour parvenir & maitriser I’adaptation anisotrope,
il est tout d’abord nécessaire d’améliorer la qualité de notre estimateur.

2.8 Perspectives

A la lumiére des résultats que nous avons obtenus, il me semble nécessaire de s’inté-
resser plus précisément a l’estimation de ’erreur d’interpolation. Les résultats classiques de
la théorie de l'interpolation (en particulier pour l'interpolation de Lagrange) doivent étre
dépassés pour pouvoir rendre compte du caractére anisotrope des champs calculés. Récem-
ment, une petite communauté d” auteurs ( [Duran99|, [Agosta et al.99], [Siebert96], [Dobro-
wolski et al.], [Carstensen99|, [Apel99], [Kunert99]) ont publiés des résultats qui permettent
de lever une partie des limitations posées par les opérateurs de projection standards. La
plupart de ces travaux s’appuient sur la définition de nouveaux opérateurs de projection
(projections sur des patchs d’éléments) et permettent d’obtenir localement une borne de
Ierreur d’interpolation du type :

lu—mn(u)llx = > hi|D'lk.
i=1,..,d

Ce type d’estimation, en faisant intervenir des tailles de maille différentes selon la direction
des gradients, ouvre naturellement la voie vers la prise en compte de ’anisotropie des
champs. Ces résultats supposent cependant de nombreuses hypothéses aussi bien sur les
champs (régularité,. ..) que sur les maillages (2D, structurés et réguliers, avec des conditions
d’angle maximum). Mais méme si les travaux des auteurs les plus avancés ( |Formaggia
et al.01]) ne permettent pas d’apporter une réponse immeédiate & notre probléme c’est
certainement & partir de ces travaux que nous pourrons prochainement définir un estimateur
a posteriori performant pour le probléme de Stokes. Restera alors la difficulté d’extraire de
ce résultat 'information nécessaire pour adapter un maillage anisotrope. L’estimateur que
nous proposons, modifié par ces nouvelles estimations de ’erreur d’interpolation, pourra
peut étre apporter une réponse simple a ce probléme.

Naturellement, une autre perspective nécessaire a cette étude concerne son extension
a des écoulements dont la viscosité est non newtonienne plus représentatifs du comporte-
ment des polymeéres ainsi qu’aux écoulements visco-élastiques.

2.9 Application a la simulation du remplissage 3D

Jusqu’a présent, en nous intéressant au probléme de Stokes, nous nous sommes limi-
tés a I’étude d’écoulements stationnaires et confinés (sans surface libre). Du point de vue
industriel, ce type d’écoulements est caractéristique du procédé d’extrusion et on retrouvera
quelques similitudes entre les idées développées ici et les travaux J.-F. Gobeau (voir [Go-
beau96, chap.3 et 4|). Ce procédé étant le plus souvent utilisé pour produire des produits
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minces (profilés,...), les géométries de filiéres se prétent naturellement & l'utilisation de
maillages anisotropes (voir figure 2.34).

(a) Maillage de la filiére. (b) Champ de vitesse.
F1G. 2.34 — Exemple de simulation du procédé d’extrusion (tiré de [Gobeau96|).

Dans le cas du procédé d’injection, le contexte est bien différent puisque, durant
le phase de remplissage, I’écoulement est caractérisé par de grandes surfaces libres en
mouvement.

Pour résoudre ce probléme instationnaire & surface libre, nous avons choisi une ap-
proche purement eulérienne pour laquelle le domaine fluide est caractérisé par une fonction
de présence. La résolution de I’ équation de transport associée a cette fonction de présence
détermine 1’évolution du domaine fluide au cours du temps dans la cavité maillée. Or, la
résolution de problémes hyperboliques tels que celui du transport engendre nécessairement
une diffusion numérique (et souvent des oscillations). Cette diffusion numérique nuit a la
précision du calcul dans son ensemble. L’utilisation, dans ce cadre, de maillages anisotropes
peut alors se révéler désastreuse. En effet, un allongement des mailles dans la direction
principale du champ de vitesse convectif va amplifier la diffusion. Il ne faudrait pas en
déduire que la résolution d’un probléeme hyperbolique est incompatible avec I'utilisation de
maillages anisotropes. Au contraire, bien souvent, on utilise des maillages anisotropes dont
I’élancement est orienté perpendiculairement & la direction principale du champ convectif
(onde de choc,...). Dans le cas de 'injection nous nous retrouvons malheureusement le
plus souvent dans la situation la plus défavorable. Reprenons ’exemple d’un écoulement
de Poiseuille entre plaques paralléles. Si I’on s’intéresse & la phase de « remplissage », la
direction principale du champ de vitesse est paralléle aux plans soit la méme direction que
celle « choisie » pour étirer le maillage. Il en résulte une importante diffusion au niveau du
front de matiére (voir figure 2.35).

Cette limitation justfie a elle seule la nécessité de développer un outil d’adaptation
de maillage qui permette de « resserer » les mailles au niveau du front de matiére. Le
chapitre qui suit est consacré a ’exposé de la méthode d’adaptation de maillage que nous
proposons.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons présenter une méthode d’adaptation de maillage destinée
a réduire la diffusion numérique liée & la résolution d’un probléme de transport dans une
approche eulérienne. Comme nous venons de le voir 'utilisation de maillages anisotropes
peut exacerber ce phénomeéne mais il reste sensible dans le cas d’utilisation de maillages
isotropes. Nous nous placerons donc dans le cas de maillages quelconques.

La nécessité de développer cette méthode d’adaptation de maillage est dictée par I'ap-
plication & laquelle elle est destinée. Une diffusion sur la fonction de présence est synonyme
d’imprécision sur la position du front de matiére au cours du remplissage. Or la position
du front de matiére est une information importante dans le cas de la formation d’une ligne
de ressoudure qui est un défaut majeur rencontré avec le procédé d’injection (le lecteur in-
téressé trouvera une revue synthétique des principaux défauts d’injection dans [Trotignon
et al.96]).

Ce manque de précision au front de matiére est encore plus pénalisant lorsque 1’on
s’intéresse aux procédés d’injection multi-matiéres ou injection assistée gaz '. Une mau-
vaise définition des interfaces peut mener a I’échec de la simulation. La encore la méthode
d’adaptation doit apporter une amélioration sensible des résultats puisque ces travaux
seront intégrés aux versions multi-fluides de REM3D ®.

Nous avons choisi une méthode simple, robuste et peu coiiteuse tant en temps de
mise en oeuvre qu’en rapidité d’exécution. C’est une méthode qui appartient & la classe
des méthodes de r-adaptation, c’est a dire par déplacement de noeuds a topologie fixe. Pour
cela on a développé un algorithme de type barycentrage pondéré. Cette méthode dérive
des méthodes de régularisation de maillage utilisant ’opérateur laplacien.

Nous rappellerons donc tout d’abord quelques résultats connus sur les méthodes de
régularisation de maillage ainsi que des méthodes de r-adaptation dédiées a la capture d’in-
terface. Puis, aprés avoir présenté notre démarche, nous présenterons quelques applications
de notre méthode d’adaptation & des exemples statiques et dynamiques.

3.2 Revue bibliographique

3.2.1 Régularisation de maillage

Les méthodes de régularisation de maillage sont souvent employées en complément
des algorithmes de génération pour améliorer la qualité globale du maillage. La plupart de
ces méthodes de régularisation reposent sur un algorithme itératif qui repositionne chaque
noeud individuellement (en conservant la topologie de maillage) pour améliorer la qualité
locale des éléments. Il existe une grande variété de techniques utilisant ce principe. On peut
généralement les regrouper en trois classes distinctes (si ’on omet les méthodes relatives
aux éléments quadratiques [Salem et al.97]) :

— les méthodes de barycentrage;

— les méthodes d’optimisation ;

— les méthodes basées sur un modéle physique.

1Voir au chapitre 4 la description et les modélisations de ces deux procédés.
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a) Meéthodes de barycentrage

De toutes les méthodes de régularisation, la plus basique et la plus répandue est ’al-
gorithme de Laplace |Field88|. Elle consiste a placer chaque noeud interne au maillage au
barycentre des noeuds auxquels il est connecté par une aréte. Cette technique s’applique
naturellement pour toute dimension de ’espace et peut, avec peu de modifications, trai-
ter toute forme d’élément. Ce barycentrage est répété itérativement sur tout le maillage
jusqu’a ce que chaque noeud se déplace d’une distance inférieure & une tolérence donnée.
En pratique, cette convergence est obtenue en 4 ou 5 itérations. De nombreuses variantes
de cet algorithme ont été développées, le plus souvent en modifiant le barycentrage en un
barycentrage pondéré : la contribution de chaque noeud voisin est pondérée par une fonc-
tion dépendant de la taille de 'aréte, de la surface de I’élément ou autre critére similaire.
Les autres variantes de l'algorithme de Laplace visent a corriger ou prévenir les défauts qui
peuvent étre créés.

Le principal défaut induit par cette méthode est la distorsion ou le retournement
d’éléments dans les zones concaves du domaine. Le probléme du chevron met en évidence
ce défaut (fig. 3.13). Un autre défaut rencontré est la création d’angles plats (probléme du
maillage a k-points, fig. 3.1). Pour éviter ces défauts, on utilisera soit une procédure de
correction apres la régularisation soit un algorithme de régularisation sous contrainte(s).

Fia. 3.1 — Maillage & k-points : la régularisation par barycentrage créé des petits angles
en O(27F).

b) Meéthodes d’optimisation

Beaucoup d’auteurs se sont départis de la méthode de Laplace trouvant 1’algorithme
trop heuristique et les maillages obtenus parfois de mauvaise qualité (création d’angles
plats,...). IIs reformulent alors le probléme de régularisation comme un probléme d’optimi-
sation. Les fonctions objectives choisies sont : la distorsion des éléments dans une certaine
meétrique [de cougny et al.|, [Canann et al.98], |Li et al.00], le rapport de forme des élé-
ments [Parthasarathy91] ou encore I’angle minimum du maillage [Freitag et al.]. [Amenta et
al.98| présentent ces fonctions objectives (et quelques autres dérivées) et montrent que ces
problémes d’optimisation peuvent étre formulés comme des problémes de programmation
quasi-convexe et donc étre résolus via des méthodes de programmation linéaire généralisée.
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Néanmoins, les cotlits de calculs de ces méthodes d’optimisation sont bien plus important
que l'algorithme de Laplace ( [Parthasarathy91| trouve que la phase de régularisation est
aussi cotteuse que la génération de maillage avec une méthode octree). Aussi, nombreux
sont les auteurs parmis ceux-ci qui ont développé des méthodes mixtes utilisant un algo-
rithme de Laplace pour sa rapidité puis un algorithme d’optimisation pour améliorer la
qualité du maillage plutot qu’un algorithme de Laplace contraint [Freitag97|, [Canann et
al.98|.

c) Meéthodes physiques

Derniére grande famille de méthodes de régularisation de maillage, les méthodes dé-
veloppées selon une approche physique ou mécanique. [Lohner et al.86] décrit le maillage
comme un réseau de ressorts (chaque aréte est assimilée & un ressort) dont le module élas-
tique est donné par le rapport entre la taille courante et la taille souhaitée pour I’élément ;
interprétation qui est reprise par [Zhou et al.|. [Jacquotte87| interpréte lui le probléme de
génération et d’adaptation comme un probléeme de minimisation d’élasticité non-linéaire.
Enfin, [Djidjev] associe des forces d’attraction/répulsion a chaque noeud du maillage, les
noeuds étant considérés comme le centre de sphéres interagissant les unes avec les autres.

Ces méthodes ne sont parfois qu'une interprétation physique des méthodes d’opti-
misation, mais elles sont le plus souvent locales ce qui leur donne un avantage certain en
terme de temps de calcul sur les méthodes d’optimisation dont la fonction objective est
globale. Toutefois, méthodes d’optimisation ou approche mécanique, les cotts de calculs
restent trés supérieurs a l’algorithme de Laplace et peu d’applications tridimensionnelles
sont montrées. Les estimations les plus couramment données dans la litérature donnent des
temps de calcul pour les méthodes d’optimisation qui seraient 5 fois plus importants qu’un
laplacien controlé et 30 & 40 fois plus qu’un laplacien standard.

3.2.2 Capture d’interfaces

Nous nous intéressons a ’amélioration de la capture d’interface ou de surface libre
par adaptation de maillage; nous écartons donc de notre étude les travaux relatifs & I'aug-
mentation du degré polynomial de 'interpolation (p-adaptation) ainsi qu’a 'utilisation de
schémas adaptatifs sur des maillages fixes (TVD, FCT, [Ubbink et al.99]). Les méthodes
d’adaptation de maillage pour les procédés quasi-stationnaires (voir [Maury96| pour le pro-
cédé d’extrusion et [Egelja et al.98] pour le coating) sortent aussi de notre champ d’étude.

a) Reconstruction d’interfaces

La méthode qui a été retenue pour déterminer la position du fluide au cours de I’écou-
lement est du type VOF (Volume Of Fluid). Pour ces méthodes qui implicitent la position
de l'interface, comment définir précisément cette position lorsque 'on souhaite y apporter
un traitement local comme, par exemple, 'imposition d’une tension de surface? [Lock et
al.98] et [Kang et al.99] proposent des solutions sensiblements équivalentes qui consistent
a changer localement la topologie du maillage en ajoutant des noeuds & l'intersection de
'isovaleur 0,5 de la fonction de présence et des arétes du maillage (fig. 3.2). Ceci leur
permet de définir explicitement « Iinterface » et d’y appliquer le traitement ad’hoc.

Autre méthode assez fréquemment utilisée : 'algorithme PLIC (Piecewise Linear
Interface Construction). Il s’agit ici de construire dans chaque élément du maillage, la nor-
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@ )fluxd t fluid 2 @
A F=Fc ™ —_ -
F <Fc F>Fc
(b (e)
N, ¥ F=Fc “~ -
F<Fc F>Fc
(© It4)

F1G. 3.2 — Modification locale de la topologie (tiré de [Lock et al.98]).

male & l'interface, l'intersection du plan définit par cette normale avec 1’élément en tenant
compte de la valeur de la fonction de présence puis de propager 'interface. Cette méthode
a été largement utilisée par [Gueyffier et al.99] et [Scardovelli et al.99] qui 'ont appliquée a
des cas tridimensionnels. Les résultats qu’ils obtiennent sont trés spectaculaires permettant
de visualiser de la coalescence, la chute de gouttes ou encore des ruptures d’interfaces (fig.
3.3). Néanmoins, 'une et l'autre de ces méthodes visent avant tout a reconstruire expli-

(a) Rupture d’interface. (b) Chute d’une goutte.

F1G. 3.3 — Résultats obtenus avec la méthode PLIC (#iré de [Gueyffier et al.99] et |Scar-
dovelli et al.99]).

citement une intérface ce qui est un probléme sensiblement différent de celui qui consiste
réduire 'erreur sur le schéma numeérique utilisé pour trouver la position de l'interface. En
particulier, avec la premiére de ces deux méthodes on fait le choix arbitraire de définir
I'interface comme l'isovaleur 0.5 de la fonction de présence, mais si les isovaleurs 0 et 1
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sont distantes de cette isovaleur de plusieurs couches d’éléments, quel sens peut on donner
a la reconstruction explicite de Iinterface ? Pour notre part, nous nous « contentons » de
la définition implicite de l'interface. Notre souhait, par contre, est de s’assurer que le lieu
géométrique ou elle est définie soit le plus petit possible. Pour cela notre stratégie consiste
a resserrer les noeuds au voisinnage de 'interface pour diminuer ’étalement de la diffusion
numérique. Quelles sont les méthodes proposées dans la littérature pour ce probléme ?

b) Meéthode d’équirépartition

La méthode d’équirépartition (ou d’équidistribution) est trés répandue dans la litté-
rature. Son principe consiste a resserrer les points du maillage 1a ou le critére d’adaptation
est le plus grand ou encore & répartir une fonction poids w sur ’ensemble des mailles. Cette
fonction poids est le plus souvent définie comme le gradient du champ w par rapport auquel
on souhaite adapter le maillage, soit pour un maillage 1D :

du
w(z) = —
( ) d$7
ou comme la fonction rayon de courbure
ds
w(z) = —
(@) = o

s(z) = /j <1 + <%>2>1/2 dl.

La position des noeuds est alors déterminées par I’expression :

G (k)
Tk = Tmin + (xmaa: - $mm)ma
avec : G(k) = Z;:ll wi;ll s On peut trouver dans la littérature plusieurs références (

Fic. 3.4 —

|Baines98|, [Laflin et al.96], [Carpenter v et al.96|, [Degtyarev et al.96]|, [Agarwal96|, |[Scott
mcrae96|) qui appliquent cette méthode dans différentes dimensions de ’espace et pour
plusieurs types d’éléments (triangles fig. (3.5) ou quadrangles fig. (3.4)). Si la plupart des
applications sont des problémes statiques, [Scott mcrae96] présentent un cas instationnaire
en résolvant le probléme de minimisation a chaque pas de temps du schéma temporel.
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(a) Maillage initial. (b) Etape intermédiaire.
F1G. 3.5 — Exemple de Baines ( [Baines98|).

Méthode concurrente des méthodes d’équidistribution, ’approche par minimisation
directe consiste & minimiser I’erreur sur le probléme considéré en cherchant en méme temps
la positions des noeuds et les coefficients de la solution approchée. Cette approche est
étendue au cas instationnaire sous l'appelation de méthode MFE (Moving Finite Elements
method).

c) Meéthode MFE

Cette méthode due & K. Miller en 1981 a été reprise et améliorée par plusieurs auteurs
qui l'étendent au problémes bidimensionnels [Huang et al.99|, le réduisent a la résolution
de problémes variationnels locaux [Tourigny et al.98] ou & un probléme de minimisation
d’une fonctionnelle « énergie » [Martin95]. C’est [Baines87| qui en fait la description la plus
synthétique que nous reprendrons ici.

Considérons ’équation aux dérivées partielles :

% = Lu, (3.1)
avec : u = u(x,t) et L un opérateur différentiel spatial dans l’espace de la variable z.
Considérons la transformation entre les coordonnées z,t et les variables indépendantes &, 7
définie par :
{ z=z(T1),t="T;
uw(&,7) = u(z,t).

On a alors :

Ou Ou  Oudf Ou Oulzx
ot
On peut alors réécrire (3.1) :

ou_oude _,
or O0xor u-

or = 9Eot  or Oz or

En introduisant ’opérateur R(%, g—f) = % — %g—f — Lu, on en conclut que lorsque u et x

sont restreints & des ensembles des fonctions tests admissibles, R est le résidu du probléme
aux dérivées partielles initial. On cherche donc alors & minimiser ce résidu (sous une forme
faible) en introduisant les approximations éléments finis des champs z et u. Ceci méne a
la construction d’un systéme non linéaire du type :

A(y)y = g(y),
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ou y est le vecteur des inconnues aux noeuds et des coordonnées des noeuds. Nous ne
décrirons pas ici les différentes méthodes retenues pour résoudre ce systéme.

Cette méthode est plus séduisante que la méthode d’équirépartition en ce sens qu’il
n’y a pas ici de choix heuristique & faire comme c’est le cas avec la fonction poids. En
contrepartie la résolution du systéme peut s’avérer trés cotiteuse. Il est enfin & noter qu’ici
encore la littérature ne montre pas d’application tridimensionnelle de cette méthode mais
des cas bidimensionnels « simples » (et intéressant comme ceux proposés par Russell voir

fig. (3.6)).
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(a) Equation de Burger. (b) Probléme modéle de combustion.

F1G. 3.6 — Exemples d’applications de la méthode MFE (tirés de [Huang et al.99]).

Quels sont les enseignements que l'on peut tirer de cette étude bibliographique ?
Tout d’abord, les méthodes d’adaptation par déplacement de noeuds montrent une réelle
capacité a capter les forts gradients (onde de choc, interface, gradient thermique,...) Leur
capacité ne se borne pas aux problémes hyperbolique ou parabolique mais s’étend aussi aux
problémes diffusifs |Zegeling98|. Mais le choix de la méthode de déplacement des noeuds
influence fortement les temps de calculs : notre choix se portera donc vers une méthode
proche de la méthode de Laplace. En effet, sa simplicité permet une mise en oeuvre ra-
pide qui nous permettra d’évaluer la pertinence de notre démarche et son faible colt ne
grévera pas trop lourdement un temps de calcul déja important lorsque l'on traite des
problémes thermomécaniques instationnaires. En outre, alors que la littérature présente
peu de résultats dans ce cadre, notre algorithme doit étre performant dans des géomeétries
tridimensionnelles complexes.

Pour présenter la méthode d’adaptation de maillage, on se place dans un cadre sta-
tique c’est a dire en considérant que l'interface entre les domaines est immobile. Cette
situation peut étre interprétée comme un incrément de temps de la résolution de I’équation
de transport.

3.3 Le probléme statique

Dans le cadre statique, le pobléme pourrait se résumer a : « comment extraire d’un
maillage M du domaine €2, un maillage du sous-domaine Q; C Q7 ». La figure (3.7) illustre
le probléme. On cherche & déformer le maillage initial aux frontiéres du sous-domaine grisé
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pour bien « visualiser » l'interface entre les deux domaines.

(a) Représentation du sous-domaine et (b) Maillage adapteé.
du maillage initial.

FiG. 3.7 — lllustration du probléme : adaptation autour d’un carré.

3.3.1 La méthode

Pour définir le sous-domaine {27, on se donne une fonction caractéristique qui lui est
associée et définie sur (2 :

. 1, sixze Qf.
o, (z) = { 0, sinon. (3.2)
On notera 1§ ;= (M) 1g ; la projection de la fonction caractéristique sur le

maillage. Notre probléme peut alors s’écrire sous la forme :
nAnAnHwh(M)]le — I, || (3.3)

Notre choix se portant sur une méthode de r-adaptation, la topologie 7 du maillage est
invariante. On cherche donc un ensemble de coordonées X" solution du probléme de mini-
misation :

[a"(X, T)la, — U || = min||lz"(¥, T)le, — Lo,

||7rh(XivT)ﬂQf - ]IQva

IN

ol X' représente ’ensemble des coordinées initiales des noeuds du maillage.

Nous ne ferons pas ici I’analyse mathématique de ce probléme puisque déja traité
dans I'abondante bibliographie concernant les méthodes de régularisation de maillage par
déplacement des noeuds. Pour démontrer ’existence d’une solution & ce probléme on pourra
en particulier s’inspirer de [Martin95, ch. IV].
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L, : fonction caracteristique du domaine grise.
ll’éf : projection de g, sur M.

K _ KUy
% = Bt

FiG. 3.8 — Fonctions et valeurs caractéristiques du sous-domaine.

Nous faisons le choix d’une projection sur l’ensemble des fonctions constantes par
élément du maillage M. On peut ainsi considérer ]l’é ; comme Iinterpolée PO de 1o, sur

M. Par la suite, nous uiliserons par abus de langage 1'une ou l'autre définition de ]lg ;-
L’erreur exacte d’interpolation commise est donnée par :

€= 1, — o, lox = > @-1%)1fk] ) (3.4)
KeTh(9)

ot 1% est la valeur de I’interpolée sur 'élément K (voir fig. 3.3.1).

En observant l'expression (3.4), on voit que seuls les éléments dont la fonction ca-
ractéristique a une valeur différente de 1 ou 0 contribuent a U'erreur (noter ici I'abus de
langage : fonction caractérisitque pour valeur de l'interpolation de la fonction caractéris-
tique sur ’élément). Ces éléments sont ceux qui sont traversés par U'interface entre les deux
domaines. Leur contribution a l’erreur est proportionnelle & leur volume |K| et la valeur
de la fonction caractéristique. Pour réduire 'erreur d’interpolation, nous avons donc trois
possibilités :

1. réduire le nombre d’éléments traversés par 'interface;
2. modifier la valeur de la fonction caractéristique sur ces éléments ;
3. réduire le volume de ces éléments.

Intuitivement, c’est sur la derniére de ces possibilités qu’il est le plus facile d’agir. L’idée
la plus simple consiste en effet a réduire le volume des éléments traversés par 'interface en
conservant leur connectivité. Nous n’avons cependant pas d’information a priori sur la facon
dont on doit réduire ce volume. Nous prenons donc le parti de le réduire arbitrairement
selon une homothétie centrée par rapport au barycentre de I’élément. La figure (3.9) illustre
le principe de la méthode (la ligne rouge représentant U'interface entre les domaines).

FiG. 3.9 — Illustration de la méthode : maillage initial, volumes visés et maillage final.

R-ADAPTATION Page 87



3.3. Le probléme statique

4 V(1) 0 .. 1
0 Vio(x ... 1
'44 A= b el .
0 1 v | Vnlzi)]
Vn(z;) : ensemble des noeuds connectés au noeud x;.

FiG. 3.10 — Méthode de barycentrage.

/ |Vn((II1)| 0 ayj
rrl A e @ Valz2)| ... 0

I8 0 Q;j coo | Vn(zi)]
(@ij)ij=1,... NbNoeuds : vecteur des poids.

FiG. 3.11 — Barycentrage pondéré.

Le déplacement des noeuds doit donc permettre d’atteindre les volumes visés pour
chaque élément. Ce déplacement est calculé par un algorithme itératif inspiré par les mé-
thodes de régularisation de maillage par barycentrage (opérateur laplacien). Il peut étre
vu comme un algorithme de barycentrage pondéré.

a) Algorithme de barycentrage pondéré

