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Introduction

Tout ce qui est simple est faux,
mais tout ce qui ne l’est pas est

inutilisable.

Mauvaises pensées, Paul VALERY

Un bref tour d’horizon

bien y regarder, la physique moderne repose sur un petit nombre de concepts et de
A principes fondamentaux : ’espace, le temps, la vitesse finie de la lumiere, ’action,
I’énergie, le principe de moindre action ...Il en va de méme pour les modeles physiques :
un petit nombre d’entre eux permettent de décrire un tres vaste ensemble de phénomenes.
En optique, la dualité onde-particule constitue une des briques élémentaires les plus fon-
damentales et les plus pratiques de la pensée physique : fondamentale car elle permet
d’appréhender les phénomenes optiques dans leur ensemble, pratique car elle permet de
s’affranchir un instant de la complexité des phénomenes pour n’en retenir que 1’essentiel.
Ainsi, dans une perspective quantique, la lumiere est constituée de grains de lumiere
appelés photons, portant une quantité d’énergie déterminée et invariable tant que le pho-
ton n’interagit pas avec la matiere. Dans le domaine visible, cette quantité d’énergie n’est
autre qu’'une mesure de ce nous percevons comme la couleur de la lumiere. L’ensemble
des phénomenes optiques associés aux transformations a énergie constante des photons
(réflection, réfraction, diffusion ...) constituent ce que les physiciens appellent I optique
linéaire. A cette optique liné€aire s’opposent I’ optique non linéaire, qui, a contrario, peut
étre décrite comme une chimie des photons : deux photons peuvent fusionner pour n’en
faire qu’'un de plus forte énergie et, réciproquement, un photon de forte énergie peut se
scinder en deux photons de moindre énergie. En optique non linéaire, on peut aussi, a
partir d’un réservoir de photons (par exemple de la lumiere de couleur verte), fractionner
ces derniers en un grand nombre de photons moins énergétiques (infrarouges) et ainsi
multiplier le nombre de ces photons. Concretement, cela signifie qu’il est possible, par
exemple, d’amplifier de la lumiere infrarouge par de la lumiere visible.
C’est dans cette vision des choses que s’inscrit la these présentée ici : la possibilité

d’amplifier de la lumiere par de la lumiere.
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Retour sur le modele de I’électron élastiquement lié

Pour revenir une description plus académique des choses, revenons d’abord aux fonde-
ments : le modele de I'électron élastiquement lié. Ce modele consiste a assimiler I’atome
a un dipole constitué d’un noyau lourd chargé positivement et d’'un nuage électronique
chargé négativement. En présence d'une onde lumineuse, ce nuage électronique est soumis
a trois forces : une force de rappel d’origine électrostatique qui tend a ramener élastique-
ment le centre de masse du nuage vers le noyau a la pulsation wy, une force de frottement
et la force de Lorentz induite par ’onde électro-magnétique. A I’échelle atomique, on peut
décrire le champ électrique de 'onde comme un champ uniforme oscillant a la pulsation
w.

Compte tenu des ordres de grandeur mis en jeuZ, le mouvement du nuage électronique
se réduit a celui d’un oscillateur harmonique forcé dont la pulsation d’excitation w est
faible devant sa pulsation propre wy.

De ce résultat, on déduit, par exemple, que I'amplitude de déplacement du nuage
électronique est de la forme A + B w? et que la puissance optique rayonnée par I’atome
varie comme w*. On retrouve ainsi que l'indice optique varie avec le carré de la pulsation
optique (loi de Cauchy) et que les hautes fréquences sont plus diffusées que les basses

fréquences (diffusion de Rayleigh).

Optique linéaire et optique non linéaire

Dans les matériaux non linéaires, la force d’attraction entre le noyau et le nuage élec-
tronique n’est plus proportionnelle au déplacement du nuage électronique et I’atome ne
se comporte plus comme un oscillateur harmonique mais comme un oscillateur anharmo-
nique. Lorsque ce type d’oscillateur est soumis a une excitation périodique dite fondamen-
tale, la réponse de l'oscillateur fait apparaitre de nouvelles fréquences et en particulier les
harmoniques de la fréquence fondamentale : fréquence double, triple etc. Cet effet a été
identifié dans le domaine optique dés 1961 par P. Franken et ses collaborateurs [36], et
connait, aujourd’hui, des applications grand public comme les pointeurs laser vert.

Il est également possible d’amplifier, dans les matériaux non linéaires, un faisceau op-
tique de plus basse fréquence par un mécanisme analogue : on parle alors d’amplification
paramétrique. L’ambiguité du terme paramétriqgue mérite qu’on lui consacre ici quelques
lignes. Ce terme apparait déja en 1887 dans un article de Lord Rayleigh [88] portant sur
les oscillateurs harmoniques mécaniques dont la pulsation propre est modulée périodi-
quement. Le mot paramétrique tire son origine historique du fait que cette modulation
est réalisée en modulant un parametre d’oscillation, par exemple la fréquence propre de
l'oscillateur en question. Ces oscillateurs paramétriques possedent des propriétés remar-

quables et notamment celle de voir leur amplitude d’oscillation croitre exponentiellement

2. Comme le potentiel atomique est de I'ordre de plusieurs eV, wy est de ordre de quelques 10'6 Hz
soit bien plus que les pulsations correspondant aux rayonnements visibles (quelques 10*® Hz)
3. La diffusion de Rayleigh est responsable de la couleur bleue du ciel.
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lorsque le parametre de résonance est modulé a exactement deux fois la fréquence propre
de l'oscillateur.

En mécanique, un pendule dont la longueur (ou le moment d’inertie) est modulé pério-
diquement constitue un excellent oscillateur paramétrique. Un exemple courant d’un tel
oscillateur est la balancoire : en s’allongeant et en se redressant sur le siege de la balan-
goire, on déplace son centre de gravité et on module périodiquement le moment d’inertie

de la balancgoire.

Amplification paramétrique optique

En optique, on appelle amplification paramétrigue un effet analogue® & la résonance
paramétrique telle qu’elle existe en mécanique ou en électronique : en présence d’une onde
de fréquence élevée appelée onde de pompe, il est possible d’amplifier une onde de basse
fréquence, appelée onde signal. Cette amplification s’accompagne de la génération d'une
troisieme onde, ’onde complémentaire, conjointement amplifiée avec I'onde signal [106]. A
la différence de la balancoire, il n’est pas nécessaire que la fréquence pompe soit égale au
double de la fréquence signal. L’analogie entre les oscillateurs paramétriques mécaniques
ou électroniques et les oscillateurs optiques n’est donc pas complete et la physique cachée
derriere le mot paramétrique est sensiblement différente en optique non linéaire et en
mécanique.

L’origine physique de cette différence réside dans le fait que, dans le modele de 1'élec-
tron élastiquement lié, aucune résonance électronique n’est excitée : I'énergie n’est pas
stockée par 'atome mais directement transmise a 'onde signal. Cette propriété fait des
amplificateurs paramétriques optiques des amplificateurs aux propriétés tres intéressantes,
notamment au regard des amplificateurs laser. En effet, comme le cristal non linéaire ne
stocke pas et n’absorbe pas I'énergie, les effets thermiques sont faibles. D’autre part,
comme la réponse électronique est quasi-instantanée, ’amplification paramétrique n’est
pas fonction de la fluence mais de ’éclairement optique. Enfin et surtout, comme il n’y
a pas de résonance électronique impliquée, ’amplification paramétrique est, par nature,
accordable en fréquence et, parfois, large bande : un intervalle de fréquences optiques qui

peuvent étre simultanément amplifiées®.

Le travail de thése

Problématique

E travail présenté dans cette these tire son origine du constat suivant : certains ampli-

ficateurs paramétriques possedent des bandes de gain tres larges (jusqu’a plusieurs

4. « It is not easy to define concisely what we mean by the term parametric interaction. To be specific,
we shall use it to describe "the flux of energy between a number of oscillating fields which is due to coupling
by a non linear reactive (non dissipative) element.” », A. Yariv [112]

5. Typiquement, sur un intervalle dont la largeur représente quelques pourcents de la fréquence optique
centrale.
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milliers de cm™'), si larges que certains amplificateurs paramétriques ont récemment per-
mis de créer des impulsions optiques parmi les plus courtes jamais produites (moins de
5 fs [96][6]).

De ce constat sont nées deux problématiques distinctes.

On peut d’abord se demander dans quelle mesure il serait possible d’utiliser ces am-
plificateurs paramétriques dans un contexte différent, celui de la physique des sources
laser ultra-intenses, ot I’on cherche a produire des impulsions optiques non seulement tres
courtes (de quelques dizaines a quelques centaines de fs) mais aussi trés énergétiques (de
plusieurs J a plusieurs kJ). C’est pour apporter des éléments de réponse a cette ques-
tion que le travail de these a d’abord cherché a évaluer les potentialités et les limites
de U'amplification paramétrique optique a dérive de fréquence (OPCPA), une technique

encore nouvelle en 2002.

Nombre de publications

Jo___nnollll

1992 1994 1996 1998 2000 2002 2004
Année

Fi1G. 1 — Nombre de publications internationales portant sur ’amplification paramétrique
a dérive de fréquence depuis 1992.

Une seconde problématique est ensuite venue élargir la premiere problématique. L’am-
plification paramétrique peut non seulement étre utilisée pour amplifier mais aussi pour
créer directement des impulsions breves. La seconde partie du travail de these s’est ainsi
attachée a explorer la possibilité de réaliser un oscillateur paramétrique optique quasi-

continu a modes bloqués, un champ de recherche trés largement inexploré.

Une thése en collaboration

Un aspect important du travail de these, que 'on retrouve dans la structure du ma-
nuscrit, est la dimension « délocalisée » de la these. En effet, cette these a multiples
facettes a pris corps au sein de trois laboratoires distincts et sous 1’égide d’un financement
CNRS/DGA. Les travaux théoriques et numériques ont pris forme au laboratoire LAERTE
de 'ONERA, dans le groupe Diagnostic Optique et Plasmas (DOP) de la branche Phy-

sique a Palaiseau. Les travaux expérimentaux sur ’OPCPA ont été réalisés au Laboratoire
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pour 'Utilisation des Lasers Intenses (LULI) a I'Ecole Polytechnique. L’étude des oscil-
lateurs paramétriques optiques s’est quant a elle déroulée au laboratoire Aimé Cotton a
Orsay. De plus, une partie des résultats a été obtenue au cours d’un séjour dans deux labo-
ratoires états-uniens : le Lawrence Livermore National Laboratory (Livermore, Californie)

et le Laboratory for Laser Energetics (Rochester, New York).

Un guide de lecture

Le manuscrit est segmenté en trois parties partiellement indépendantes. Une premiere
partie porte sur une étude analytique de 'amplification paramétrique en ondes planes
dans les cristaux massifs (chapitres 1 et 2) et retournés périodiquement (chapitre 3).
Cette partie expose moins les prérequis nécessaires a la compréhension des deux parties
suivantes que des développements théoriques originaux qui permettent de préciser des
aspects généralement peu ou pas documentés de 'amplification paramétrique.

La seconde partie (premiere problématique) est consacrée a l'amplification paramé-
trique optique a dérive de fréquence. Au nombre des axes d’études présentés figurent
ainsi :

— I’évaluation des performances et des difficultés de mise en ceuvre de cette technique

(chapitres 4 et 5);

— les possibilités offertes par les cristaux non linéaires retournés périodiquement (cha-

pitre 6) ;

— la question du contraste temporel des impulsions amplifiées par OPCPA (chapitre 7).

La troisitme partie du manuscrit (seconde problématique) porte sur la physique du
blocage de modes dans les oscillateurs paramétriques optiques continus et quasi-continus.
Le chapitre 8 aborde ce theme sous un angle théorique tandis que le chapitre 9 présente

les premiers résultats expérimentaux obtenus.

En vous souhaitant une bonne lecture. ..
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Premiere partie

Amplification paramétrique optique

en ondes planes
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Chapitre 1

Equations et solutions en ondes

planes dans les cristaux massifs

C’est le commencement qui est le
pire, puis le milieu, puis la fin. A

la fin, c’est la fin qui est le pire.

Samuel BECKETT

IEN que les ondes planes ne soient qu’une représentation tres approximative des fais-
B ceaux réels, les solutions au probleme de I'interaction de trois ondes planes dans un
milieu optique non linéaire quadratique sont tres générales et permettent de comprendre
le probleme plus général de 'interaction non linéaire de trois ondes quelconques. En ondes
planes, ce probleme admet des solutions analytiques exactes ce qui permet, de plus, d’ap-
préhender les longueurs et grandeurs caractéristiques du probleme. Quoique Armstrong
et ses collaborateurs aient publié les solutions des 1962 [3], une étude académique alter-
native de l'interaction de trois ondes dans un milieu non linéaire reste possible et permet
de révéler des points de théorie peu abordés.

Le but de ce chapitre n’étant pas d’offrir au lecteur une simple recopie des articles
et ouvrages d’optique de référence ayant déja traité en détail de ce probleme [95, 102]T
I’approche présentée ici est une approche alternative, géométrique et hamiltonienne, du
mélange a trois ondes, et, plus spécifiquement, de 'amplification paramétrique.

Le lecteur trouvera dans les sections 1.1 et 1.2 une définition des grandeurs physiques
qui seront utilisées dans ce chapitre et les suivants. La section 1.3 présente une approche
originale du mélange a trois ondes, en particulier du point de vue de son interprétation
énergétique. La section 1.4 est un formulaire des solutions exactes du mélange a trois
ondes accompagné de son interprétation géométrique. Enfin, les deux dernieres sections
traitent plus particulierement de 'amplification paramétrique et donnent des formules et

des ordres de grandeur pratiques.

1. Une dérivation récente particulierement intéressante et rigoureuse des équations de propagation dans
un cristal non linéaire quadratique, et pour des ondes paraxiales, est proposée par J. Garnier [43, 44].
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1.1 Equations du mélange a trois ondes

Hypotheses du modele

Le modele en « ondes planes » colinéaires considere trois ondes planes, quasi-monochromatiques,
progressives et d’enveloppes lentement variables, se déplacant suivant un axe z dans un
cristal non linéaire d’extension transverse infinie, parfaitement transparent et isotrope

pour les trois ondes. Ces ondes planes sont, de plus, polarisées rectilignement.

Cristal non linéaire

F1G. 1.1 — Schéma d’interaction a trois ondes.

Définition de ’amplitude du champ électrique

Sous de telles hypotheses, le champ électrique réel instantané de chaque onde plane
peut s’écrire sous la forme du produit d'une porteuse exp [(¢ (k;z — w;t)] par une enveloppe
complexe A;(z) :

E;(z,t) = Re [Aj(z)ei(ka’“jt)uj} (1.1)

ou l'indice j identifie 'onde. Par convention, 'indice p est réservé a 'onde de plus haute
fréquence (onde de pompe) et les indices s et ¢ aux ondes de plus basses fréquences (ondes

signal et complémentaire) de telle sorte que? :
Wp > W, We

es vecteurs d’onde scalaires k; sont définis comme :
L t d’ond | k; sont défi

n(w;)w;
kj = k(w;) = Bles)ey
c
ou n est l'indice optique du matériau non linéaire. Les vecteurs unitaires u; représentent
les vecteurs polarisation. L’origine des temps n’étant pas précisée, les phases a 'origine
¢; sont a priori quelconques.
Comme il n’existe pas de convention unique de la définition de 'amplitude complexe

du champ A; introduite en 1.1, il est bon de préciser comment ’éclairement optique (unité

2. Bien qu’il n’y ait pas de convention en la matiere, il est fréquent de d’appeler onde complémentaire
I'onde de plus basse fréquence (w, > ws > w,).
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en W/cm?)® se déduit du module de "'amplitude. Avec la convention choisie, 1’éclairement

moyen, dans un milieu d’indice n, se calcule par :

Dérivation des équations de couplage

Une dérivation détaillée des équations décrivant 1’évolution de trois ondes planes cou-
plées par un milieu non linéaire possédant une susceptibilité d’ordre 2 est présentée dans
la référence [95]. Le résultat final est le suivant : en se plagant dans une plage de trans-
parence pour les trois ondes, la partie imaginaire de la susceptibilité non linéaire peut
étre négligée, ce qui revient a supposer que le temps de réponse de la non linéarité est
instantané au regard de la durée caractéristique d’évolution de I'amplitude des champs
électriques®. Sous I'hypothése supplémentaire que les variations de I’enveloppe des champs

sont lentes devant la longueur d’onde

AA
2] < la (19

dz

I’équation de propagation des champs dans le milieu non linéaire se réduit au systeme

d’équations :

dA, Ws N _

pra —zc—nsdegAPAc exp (—iAkz)

dA, CWe N ,

5 = —zc—ncdegApAs exp (—iAkz) (1.3)
dA

=2 _ —i&degAsAc exp (1Akz)

dz cny

Dans ce systeme d’équations, deux grandeurs jouent un role particulier :
— la susceptibilité non linéaire effective décrivant la force du couplage entre les trois
ondes .
degzi pIX(2)1115511c
— le désaccord de phase

Ak =k, — ky — k,

3. Intensity en anglais. En langue francaise, 'intensité renvoie a une notion photométrique dont
I'unité est le W/cm? /stéradian. L'usage tend néanmoins & substituer le mot intensité en lieu et place de
I’éclairement.

4. Pour des fréquences optiques non résonantes avec le milieu optique, le temps de réponse de la
susceptibilité non linéaire est typiquement donné par le temps de retour a ’équilibre d’un électron de
couche externe soumis a un champ électrique oscillant. Si Aw désigne ’écart en énergie entre la pulsation
électromagnétique et la bande de conduction (ou plus généralement I’énergie de premiére ionisation), le
temps de vie 7 de I’électron hors équilibre est donné par la relation d’incertitude :

AET =hAwr ~ 1

Pour AFE =1 eV, grandeur typique des gap diélectriques, on trouve 7 de 'ordre d’une fraction de fs, une
durée bien plus courte que la durée des impulsions optiques les plus courtes (quelques fs).
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1.2 Variables adimensionnelles et longueurs caracté-

ristiques

Passage aux flux de photons

Le systeme d’équations 1.3 prend une forme particulierement esthétique si on lui ap-

plique le changement de variables suivant :

o= A, (1.4)

J

puisqu’alors le systeme 1.3 devient remarquablement symétrique :

P
dd; = —ikd, P} exp (iAkz)
dd, , :
= —ik®, P} exp (iAkz) (1.5)
d®
d—zp = —ikd,P.exp (—iAkz)

Ce systeme d’équations fait apparaitre un coefficient de couplage commun x défini par :

d .
o = Jeff [WsWelp (1.6)
¢\ nsneny,

Physiquement, le changement de variable défini en 1.4 revient a exprimer les équations

en termes de flux de photons puisque les |®;|? sont proportionnels a I; /hw;. Afin de dégager

les grandeurs pertinentes de I'interaction paramétrique, il est intéressant d’introduire un

nouveau flux de photons noté ®, et de considérer les amplitudes normalisées suivantes :
d.

J (1.7)

U; = —
J
0

Adimensionnement

Avec ce changement de variables, le systeme d’équation 1.7 se réduit au systeme adi-

mensionnel (1.8) qui décrit 1’évolution des amplitudes normalisées :

dus . * y

i = —iu,u, exp (215()

duc . * y

7 = —iuyu’ exp (2i5¢) (18)
Cilucp = —iusu. exp (—2i5()

Ce systeme ne dépend que de seulement deux parametres adimensionnels, une longueur
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d’interaction normalisée ( et un désaccord de phase normalisé S définis par :

(= rPoz = z/Lnr (1.9)
Ak 1
- 2,{/@0 - iAkLNL (110)

La longueur

_ 1 2601 NeMpCA A,
LNL _ (/ﬁ(I)o) 1 \J 0 P

" Andeg 1,(0)

apparait alors comme une longueur caractéristique de 1’évolution du systeme. Lorsque
S <« 1, Lyp, correspond a la distance pour laquelle le transfert d’énergie entre les ondes
est maximal lorsque les conditions initiales sont équilibrées (autant de photons pompe que
signal par exemple). En revanche lorsque S > 1, le terme oscillant devient prépondérant

et la longueur caractéristique d’évolution est dominée par la période d’oscillation
A.=1/Ak

encore appelée longueur de cohérence.

Choix de 9

Jusqu’a présent, la valeur de 'amplitude ¢, n’a pas été précisée, ce qui ne permet
pas de définir clairement la longueur caractéristique Lyp,. Bien que rien n’impose ce choix
et que le résultat physique ne dépende pas de la convention choisie, il semble naturel de
choisir comme référence un flux de photon caractéristique des conditions initiales. Pour
I'amplification paramétrique il est pratique de choisir ®; = ®,(0). Avec cette convention,
on peut alors directement relier les |u;|* & la fraction de photons pompe convertis en
photons signal et complémentaire au cours de 'interaction non linéaire. Néanmoins comme

il n’existe pas de convention en tant que telle, ®, sera conservé dans la suite du manuscrit.

Ordre de grandeur de Lyj, et lois d’échelle

Pour des éclairements de pompe de I'ordre de 500 MW /cm? dans un cristal non linéaire
tel que le (-borate de Barium (BBO) dont le dog est de l'ordre de 2 pm/V, la longueur
caractéristique Ly, est de 2,9 mm, ce qui fixe d’emblée ’épaisseur typique des cristaux non

linéaires en amplification paramétrique a des dimensions millimétriques ou centimétriques.

L’expression de Lyj, détermine également les lois d’échelle de 'amplification paramé-
trique. Par exemple, un cristal non linéaire dont le coefficient de couplage non linéaire est
deux fois plus élevé aura le méme gain qu'un cristal deux fois plus long. Plus générale-

ment, pour un cristal de longueur L., on peut retenir qu’a gain équivalent on a, toutes

25



choses égales par ailleurs® :

deg L. = cte
I,(0) L. = cte

Ces deux lois d’échelles permettent de comparer rapidement deux amplificateurs pa-

ramétriques et seront utilisées dans les sections expérimentales du présent manuscrit.

1.3 Approche hamiltonienne du mélange a 3 ondes

1.3.1 Intégrales premieres du systeme

Le systeme d’équations

ZOZ? = upuy exp (2i5¢) (a)
Zcilugc = upu; exp (2i5¢) (b) (1.11)
z'ci;? = usuc.exp (—21S¢)  (c)

admet 3 intégrales premicres®

me = [up]? + us| (1.12)

ms = [up|” + ue| (1.13)
1 N : . :

[ = Slu,|* + 3 [usucup exp (—i25¢) + uiusu, exp (+223()} (1.14)

Constantes de Manley-Rowe

Les deux premieres constantes, m, et m,, dérivent directement des équations du sys-
teme 1.11. Ces deux constantes ont la dimension d’'un flux de photons et correspondent
aux relations dites de Manley-Rowe [78]. Ces constantes traduisent la conservation des flux
de photons et une interprétation corpusculaire pratique consiste a considérer que chaque
photon de pompe se scinde en un photon signal et un photon complémentaire (figure ?7?).
L’intérét pratique des relations de Manley-Rowe est que la connaissance d’un seul flux

de photons suffit a connaitre les deux autres lorsque les conditions initiales dont données.

5. Les formules qui suivent s’appliquent en ondes planes.

6. On appelle ici intégrale premiére ce que l'on appelle en mécanique du point ou du solide les
constantes du mouvement. Pour un systeme conservatif, par exemple, 1’énergie mécanique est conser-
vée au cours du mouvement. Le terme d’intégrale provient de ce que les constantes du mouvement
s’obtiennent le plus souvent a partir de l'intégration de 1’équation dynamique du mouvement, comme
c’est le cas pour la conservation de 1’énergie mécanique.
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Bien que redondante avec les deux premieres, une troisieme constante de Manley-Rowe

’2 ‘2:mc_ms

my = |us|® — |ue

peut étre définie. Le sens physique de cette constante est le suivant : les variations de flux
de photons des ondes signal et complémentaire sont égales au cours de l'interaction non

linéaire.

wS
Wy
wC

Fi1G. 1.2 — Mllustration des relations de Manley-Rowe en termes de conservation des flux
de photons

Constante I'

La troisieme intégrale premiere correspond a I’hamiltonien du systeme, c’est-a-dire a la
densité volumique d’énergie des trois ondes dans le cristal non linéaire comme montré ci-
apres. Une démonstration directe que I' est conservé au cours de l'interaction non linéaire

part de la remarque suivante : le systeme différentiel (1.11) peut se réécrire a 'aide de I :

Z_dus _o or
¢ “ouz
du. or
i i 2auZ (1.15)
_duy, or
—P 9" _ 92§
Yac T Towy 0

En suivant la regle de la dérivation en chaine, la dérivée totale de I' par rapport a ¢

peut étre réécrite :

dl'.  Ol'dus  OU'du.  OU duy, OU duy OU duy = OI duy OU

i — 4+ — Nl
&~ o d o d owd owd owd owa oz (MO

En reportant les expressions des dérivées de (1.16) dans (1.15), les termes de la somme

s’éliminent deux a deux avec leur complexe conjugué et l'on arrive au résultat :

ar

= =0
dz

Ce qui démontre que I' est bien une constante de 'interaction non linéaire.
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Sens physique de I'

Quel est le sens physique de la constante I' 7 A cette question systématiquement éludée
dans les ouvrages d’optique non linéaire, seules quelques publications apportent un début
de réponse et encore, seulement dans les cas particuliers de la génération de seconde
harmonique ou en mélange a trois ondes a 'accord de phase exact (références [7][8]). Bien
que cette question ne soit que d’un intérét purement académique, on peut montrer que
I correspond a I’hamiltonien du systeme (1.11) ainsi qu’a la densité volumique d’énergie

électromagnétique totale dans le matériau non linéaire. Démontrons ce dernier point.

Si 'on décompose comme habituellement le champ électromagnétique en un champ
électromagnétique « libre », une polarisation linéaire et une polarisation non linéaire, la
densité électromagnétique instantanée dans le matériau s’écrit comme une somme de trois
termes correspondant & la densité volumique d’énergie de chacune de ces contributions® :

Ul(r,t) = eOE—2 - MOB—Q + 1E Y E+ geOE x?:E:E (1.17)

2 2 2 3
ou E est le champ électromagnétique total instantané. En toute rigueur, cette décomposi-
tion n’est valable qu’en négligeant les effets d’absorption ainsi que les parties imaginaires
du x| mais c’est I’approximation faite dans ce chapitre. En supposant que le champ total
soit une somme de trois ondes planes monochromatiques polarisées linéairement suivant
des directions cristallines principales, la densité d’énergie moyenne® U(z) =< U(z,t) >

peut étre réécrit plus simplement :

1 1 ,
U(z)/eo = 5 > on|AjR+ 5)(2? [APA:AzelAkz + C.C.] (1.18)

j:87c7p

Compte tenu des changements de variables utilisés précédemment, la densité d’énergie

électromagnétique moyenne s’écrit aussi :

1 .
U(2)/(e®}) = T <nsws|us|2 + Newe|e|? + npwp|u|12,) +ck [upugu:61Akz + C.C.} (1.19)

Comme njw;/c = k;, on obtient :

1 .
U(z)/(eoc®d) = 2%, (ks\us\Q + kelue® + kp\u]§> + ck [upu;uj;emkz + c.c.} (1.20)

En faisant maintenant intervenir les constantes de Manley-Rowe, il vient :

1 Ak .
U(z)/(eoc®y) = T%(ksmc + kemyg) + T%|u]g|2 + K [upu:ujemkz + c.c.} (1.21)

7. Le lecteur est renvoyé 'article de Pershan de 1963 [87] et & l'ouvrage de Shen [95] pour une dérivation
rigoureuse de cette décomposition.
8. Moyenne temporelle sur une durée grande devant la période optique.
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Enfin, comme S est défini par S = Ak/(2k®Dy), il vient :

1 .

U(z)/(coch®;) = m(lﬂsmc + kemy) + Slup|* + [upUZUZeﬂSC + c.c. (1.22)
1

U(z2)/(eock®y) = T%(ksmc + kems) + T (1.23)

soit encore :
U(z) = Uy + €ock®il(2)

Ce qui montre que ' n’est autre que la partie variable de la densité volumique d’énergie

électromagnétique normalisée (les variables sont sans dimensions).

En conclusion, I' est directement reliée a la densité volumique d’énergie des trois ondes
dans un milieu non linéaire. Comme I' comprend deux termes, on peut distinguer deux

contributions énergétiques et leur associer une interprétation physique :

— I’énergie "libre” qui ne peut étre échangée entre les ondes du fait du désaccord de
phase (terme S|u,|? issu de la polarisation linéaire) ;
— I’énergie "liée” ou travail de la polarisation non linéaire sur les ondes propagées

(terme produit issu de la polarisation non linéaire).

I' n’induit toutefois aucune dissipation d’énergie. En effet, comme I" n’est fonction que de
z, le vecteur de Poynting moyen est conservé (relation de conservation de 1’énergie) :

ou

c<VExB>=—-—=0

ot
Physiquement, I' correspond donc a 1'énergie qui ne peut pas étre échangée entre les
ondes du fait des interférences non constructives entre les polarisations non linéaires et
les champs propagés. La conservation de I' s’interprete donc comme la conservation locale

de I’énergie moyenne.

1.3.2 Formulation hamiltonienne

Suivant la méthode indiquée par Armstrong [3] (solutions pour les modules) puis Bo-
scheron [14] (solutions pour les phases), si 'on décompose les amplitudes des champs en

module et phase :
u; = p;exp(—ig;) avec p; > 0 et ¢; € [0,27]

le systeme différentiel (1.11) devient un systeme de 6 équations différentielles réelles por-

tant sur les trois modules et les trois phases :
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dps d¢s pcpp COS(Q)

i e sin(0) i~
‘fipg — +p,pssin(0) Cﬁl‘zc - p;i’p cos(6) (1.24)
U — i) T = L con()
ou la nouvelle variable 6 définie par
0 =250+ s+ ¢ — ¢y (1.25)

représente le déphasage mutuel total des trois ondes.

Systeme différentiel réduit

Du fait des relations de Manley-Rowe, deux des trois équations différentielles portant
sur les modules sont redondantes. Les trois équations de phase, quant a elles, peuvent étre
combinées pour former une équation différentielle permettant de décrire 1’évolution de 6
qui est la seule variable de phase apparaissant dans les membres de gauche des équations de
(1.24). Le probleme différentiel a résoudre peut donc étre restreint au systeme d’équations

différentielles suivant :

d .
% = —pspesin (0)
¢
o (1.26)
oo (pcpp L PPy _ pspc> osl
d¢ Ps Pe Pp
En utilisant a nouveau les constantes de Manley-Rowe
{ p§ =Me — PZ
pe=ms —p;
le systeme (1.26) peut étre réécrit au moyen de U'intégrale premiere I' comme :
dn 28Fr
L
o ) ar. (1.27)
¢ " on
a condition de définir 7 = p? et I' comme :
T(ps, Pes pps 8) = Ti(n,0) = S+ \/ (my — ) (me — ) cos(6) (1.28)
Ainsi écrite, la constante —2I" (= —2I',) apparait directement comme ’hamiltonien

du systéeme étudié (1.27) pour les variables conjuguées n et 6. Il dérive des propriétés

30



classiques de I’hamiltonien que le long d’une trajectoire réelle, I'hamiltonien est conservé,

ce qui est une nouvelle preuve que I' est constante au cours de l'interaction.

Portrait de phase en amplification paramétrique

Dans le cas particulier de 'amplification paramétrique, 'intensité signal initiale est
souvent faible devant l'intensité de pompe (sinon il n’y aurait pas lieu d’amplifier. .. ). Le

cas de 'amplification paramétrique est donc proche du cas equiphotonique défini par
me=ms =1
et la constante I' peut étre approchée par :
'~ Sn+4/(1—=n)*n cos(f)

Quoique la valeur exacte de m, soit essentielle pour déterminer la longueur optimale de
conversion paramétrique, cette dépendance peut étre ignorée en premiere approximation
si 'on ne considere que le portrait de phase de I'interaction paramétrique. Cette remarque
permet de justifier en quoi la discussion qui va suivre est quasi indépendante des conditions
initiales de I’amplification paramétrique.

L’observation des trajectoires dans I'espace des phases® (n,0) permet, en effet, une
premiere interprétation des effets de sauts de phase qui apparaissent au cours de 'interac-
tion paramétrique. Le diagramme des phases (7, 0) du mélange a trois ondes est présenté
en figure 1.3 pour quatre valeurs différentes de désaccord de phase normalisé : S = 0,
S=-0,1,S=-0,5et §=—1.

A Taccord de phase exact (S = 0), les trajectoires sont fermées. Deux séparatrices
localisées en 6 = £7/2 séparent les trajectoires centrées sur § = 0 et § = 7. Dans ce
régime de fonctionnement, la phase est une fonction périodique de z et les courbes de
grande amplitude (celles approchant n = 0 ou n = 1) présentent des discontinuités et en
particulier des sauts de phase entre § = 7/2 et § = 37/2. Les trajectoires correspondant
a l'amplification paramétrique (conditions initiales n ~ 1 et § = 7/2) sont précisément
localisées sur la séparatrice. Les variations d’amplitude se produisent a phase constante et
des sauts de phase de m apparaissent aux extremum d’amplitude, c’est-a-dire des qu'une
des trois ondes s’annule. On en déduit qu’a I’accord de phase exact, le mélange non linéaire
est a phase bloquée :

0 =m/2 [n]

En revanche, pour des désaccords de phase faibles (S = —0,1 et S = —0,5) ou forts

(S = 1), deux types de trajectoires apparaissent : les trajectoires fermées localisées autour

9. Comme 7 et 6 sont des variables conjuguées au sens de la mécanique hamiltonienne, on peut
raisonner dans un espace des phases. Par analogie avec les pendules mécaniques, on peut assimiler 7 a la
position angulaire du pendule et 6 a sa vitesse angulaire. Le probleme des trois ondes couplées par non
linéarité peut alors étre assimilé a un oscillateur dans un potentiel anharmonique.

31



de 8 = 0 et § = 7 et les trajectoires ouvertes a grande variation d’amplitude (amplitude
périodique mais phase non périodique). L’amplification paramétrique correspond alors
a une trajectoire ouverte associée aux plus fortes variations d’amplitude. L’intérét des
diagrammes présentés en figure 1.3 est de montrer que ces trajectoires sont stables dés
que S # 0. En effet, comme on peut I'observer, les trajectoires ouvertes ne sont pas des
trajectoires singulieres au sens ot il existe des courbes voisines dont le comportement est
similaire. En revanche, pour I'accord de phase parfait S = 0, de petites perturbations de

trajectoires suffisent a changer rapidement la nature des trajectoires [104].

1.4 Solutions exactes du probleme

1.4.1 Solutions analytiques - modules

A partir de I’équation (1.26) et de la définition de I' donnée en (1.28), se déduit

I’équation différentielle autonome que vérifie le module carré de 'amplitude de pompe

\G) \G)
3 1 B 1
© ©
e <
*90.8 ‘20-8
;.’_06 Gé,’_o.6
204 g 0.4
N} N
'% 0.2 'g 0.2
E o= : E o
01 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Phasdgradian$ Phasdradians
\G) \GJ
ki 2 1
© ©
S €08
2 2
“é Gé.’_o.ﬁ
3 204
P Pl
% %0.2
c <
= = 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Phasdradians Phasdradians

Fi1G. 1.3 — Portrait de phase ou cartographie de I’hamiltonien pour quatre valeurs de S
différentes. De gauche a droite et de haut en bas : S=0, 5=-0,1, S=-0,5 et S=-1.
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1n=p; = |uy|* lorsque 0 < 6 < 7 :

ldn
2 d¢

Le polynome du troisieme degré en 7 qui apparait sous la racine carrée peut étre

= \/n(my — n)(m. — ) — (T — Sn)? (1.29)

factorisé en :

n(ms —n)(m. —n) — (T = Sn)* = (n — na)(n — m) (0 — ne) (1.30)

Les trois racines du polynome 7,, 1, et 1. sont réelles et positives et, par convention,

vérifient :

Na < My < Ne

L’équation différentielle (1.29) s’integre alors en :

B n(¢) dn
‘ /77(0) Vo =na) (00— m)(n =)

(1.31)

Cette intégrale est une intégrale elliptique bien définie et peut étre décomposée en une
somme d’intégrales elliptiques élémentaires [19][16]. En introduisant les variables supplé-

mentaires :

= (1.32)
Mo — Ta
m? =T (1.33)
Ne — Na
I'équation (1.31) devient, apres changement de variables,
d
¢ Y (1.34)

B 1 /y(C)
Vile = Ta Ju©) /(1 — ) (1 — m?y?)

et on reconnait la définition de la fonction sinus de Jacobi :

y(¢) = sn [Vie = 1a(C + Go),m] (1.35)

sn(0,k) =0 sn(K(k), k) =1
k

~(0) ~sinu sn(u,k ~ 1)~ tanhu

TaB. 1.1 — Valeurs remarquables de la fonction sinus de Jacobi

La fonction sinus de Jabobi, notée sn(y, k), dépend de deux variables, appelées res-
pectivement argument et module et notées traditionnellement y et k dans la littérature
mathématique. Pour éviter la confusion avec les vecteurs d’onde, le module des fonctions

de Jacobi continuera a étre noté m au lieu de k. La fonction sinus de Jacobi est une
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fonction périodique en y de période 4K (m) ou K (m) est I'intégrale elliptique complete de

premiere espece définie par :

w/2 d9
0 V1—m2sin?d

Quoique d’expression apparemment complexe, la fonction sinus de Jacobi admet dans

K(m) =

les limites k — 0 et k& — 1 des expressions trigonométriques simples. Un tableau rappelant
les valeurs remarquables de la fonction est donné dans le tableau 1.1.
Dans l'expression (1.35), la constante (y contient la condition initiale de module de

pompe et peut étre reliée a y(0) par :

Go = ﬂsnfl [y(0), m] (1.36)

En revenant aux variables p, on obtient donc les solutions suivantes pour les amplitudes

des ondes pompe, signal et complémentaire :

Py =1+ (5 — m)snz [\/nc —1a(¢ = o), m] (1.37a)
P2 = me — 1 — (m — na)s0% [Vl — (¢ — Co) (1.37b)
pe = m =1 = (1 = na)sn® [/ = (¢ = Go). ) (1.37¢)

1.4.2 Solutions analytiques - phases

La solution pour les phases se déduit de ces solutions au moyen des équations portant

sur les phases :

d(bs _ pc/)p COS(Q)

¢ ps
Cffg = pspfp cos(0) (1.38)
ngp = P;Zc cos(f)

Bien que des solutions analytiques existent dans le cas général [14], ces solutions ont
des expressions tres complexes et sont pratiquement inutilisables. Une version approchée

spécifique de 'amplification paramétrique est présentée dans la partie 1.5.1.

1.4.3 Interprétation géométrique des solutions
Cas général

Il est possible de donner partiellement une interprétation géométrique aux solutions et

intégrales premieres du mélange a trois ondes. Par exemple, les deux premieres relations
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de Manley-Rowe

lus|* + |up|2 =m, (1.39)
[ue|? + |up|2 = my (1.40)

suggerent que si l'on assimile le triplet d’amplitudes p;(2), p.(2), pp(2) & un point de 'es-
pace, alors la trajectoire de ce point au cours de la propagation non linéaire se trouve a
I'intersection de deux cylindres d’axes orthogonaux et de diametres différents. La trajec-
toire se trouve également inscrite sur une ellipse puisque, des relations de Manley-Rowe,
on déduit :

|us|® + [uel® + 2|u,|* = me + my

Une représentation graphique de cette trajectoire est donnée en figure 1.4 avec une conven-
tion de phase différente de celle utilisée précédemment : la phase est choisie entre —7/2 et

+m/2 de fagon a ce que les modules des amplitudes ps ., puissent étre négatifs. Comme on
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F1G. 1.4 — Trajectoire dans I’espace des amplitudes pour mys =1 et m, = 1.1

peut le constater, il existe, dans cette représentation deux trajectoires fermées distinctes,
chacune d’elle parcourant 4 octants de l’espace. Une trajectoire correspond a ps > 0 et
lautre a ps < 0, ce qui traduit que 'onde signal ne peut pas s’annuler. Ces deux tra-
jectoires sont images 1'une de l'autre et la trajectoire réellement suivie est déterminée
par la phase initiale de I'onde signal. Dans les octants pairs (ps et p. de méme signe),
'interaction paramétrique est en phase d’amplification paramétrique (ou de différence de
fréquences) et dans les octants impairs, en phase de somme de fréquence. Ce diagramme
fait également apparaitre pourquoi un cycle complet d’interaction (c’est-a-dire la période

du sinus de Jacobi) fait intervenir quatre fois K (m) : la trajectoire se referme au bout de
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quatre arcs d’ellipse.
Une interprétation géométrique explicite, c’est-a-dire faisant apparaitre la variable de
propagation normalisée (, permet de compléter le diagramme précédent. Si ’on considere

une ellipse d’excentricité égale au module m dont le demi-petit axe et le demi-grand axe

valent :
1
== (1.41)
1
T Ne — Na (1.42)

et que 'on reporte sur ellipse la longueur d’arc ¢ + (p depuis l'extrémité A (le sommet
du demi-grand axe) de ellipse, alors le module R du rayon vecteur du point ainsi défini

donne acces a la valeur du module carré du flux de photon normalisé 7 par :

1
n:nc_ﬁ

Cette interprétation géométrique met en évidence le comportement cyclique des solutions

A

—

Fic. 1.5 — Diagramme dynamique

ainsi que la valeur de ¢ pour laquelle on a une conversion maximale lorsque le point origine
est un sommet de l'ellipse. Cette valeur est égale au quart du périmetre de 'ellipse, qui
vaut, sans surprise, 4K (m). ..

Afin de discuter des cas limites, les valeurs des racines 7,, 7m, et 7. sont tracées en
fonction de la variable S en figure 1.4.3. Les conditions initiales choisies pour ce calcul

sont arbitraires mais n’enlevent rien a la généralité de la discussion qui va suivre.

Cas limite - hors accord de phase

Loin de l'accord de phase (|S| > 1), les deux plus petites racines du trinome 1.30
tendent vers 7. Le module m tend donc vers zéro ainsi que l'excentricité de 1'ellipse.
Celle-ci est proche d’un cercle de rayon 1/S < 1 (plus exactement R ~ 1/y/n. —np) et
on s’attend donc a ce que 7n(¢) ne varie presque pas et reste proche de 79. De plus, on
s’attend a ce que les variations de 7 soient de nature sinusoidale car les excursions (en

module) du rayon vecteur d’une ellipse faiblement excentrique sont de cette nature.
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Valeurs des racines

F1G. 1.6 — Evolution des racines 7,, 1 et 7. en fonction du désaccord de phase normalisé

(S).

FiGc. 1.7 — Diagramme dynamique - loin de ’accord de phase.

Cas limite - amplification paramétrique a ’accord de phase

Lorsque le désaccord de phase est nul et que I'onde complémentaire est nulle en ¢ = 0,
on trouve n, =0, 7, =1 et . =

de l'ellipse est alors proche de 1 et I'ellipse tend vers une parabole. On s’attend alors a ce

—ar—
— —

0 0.5 1

1.5 2

Désaccord de phase normalisé (S)

m. avec m, proche de 1 si [,(0) < 1,(0). L’excentricité

que 7(¢) soit fonction une hyperbolique a grande amplitude.

Fi1G. 1.8 — Diagramme dynamique - proche de ’accord de phase.
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1.5 Amplification paramétrique : solutions approchées

1.5.1 Approximation /,(0) < 1,(0)

Les conditions initiales de I'amplification paramétrique permettent de simplifier gran-
dement les expressions de la section précédente qui a été établie pour des conditions
initiales quelconques. En amplification paramétrique, 'onde complémentaire est initiale-
ment nulle et l'intensité de pompe est grande devant l'intensité de I'onde signal, ce qui

revient a poser, dans le cadre des notations précédentes p.(0) = 0 et p,(0) > ps(0). Si

2
€= <p> <1 (1.43)
Pp

I'on pose, de plus,

les intégrales premieres sont réduites a

mg = p5(0) = 1o (1.44a)
me = pa(0)(14€) = no(1+e) (1.44b)
I'=5p2(0) = Sno (1.44c)

Avec ces conditions initiales, le trinome a résoudre pour trouver les racines 7,, 1, et 7.

est :

n(no —n)(no(1 + €) —n) — S* (n — no) (1.45)

Une racine évidente est 7 = 7y et les deux autres racines sont solutions de :

n(no(1+€) —n) — S*(n —1m0) =0 (1.46)

Dans la limite € < 1, les deux autres racines sont :

: 1 no + S?
- S 1.4
n_ = min(no, S°) + 5 ( o — 97 € (1.47)
1 1o + S°
ny = max(no, S°) + 5 ( + o — 57| SQ\> (1.48)

Comme on peut le vérifier facilement numériquement, n_ < 179 < ny, de sorte que
Na = N—, My = Mo €t N. = 1. De plus, on trouve que /1. — 1, (o = K(m). Suivant que
no > S? ou 1y < S?, on peut néanmoins distinguer deux régimes différents d’interaction.
Le cas 19 > S? correspond au régime dit d’accord de phase (accord de phase exact si S = 0
et approché si 1y > S? > 0) tandis que le cas 7y < S? correspond au cas de désaccord de

phase. L’ordre de grandeur du module m change, en effet, suivant le régime considéré :
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€

S P | iny > 52 1.49
el st (149
Ve : 2

Dans le cas 9 > S? (accord de phase), le module m est proche de 1 et la période
de conversion maximale K(m) est grande devant 1. A D'inverse, dans le cas 1y > S?, le
module m est proche de 0 et la période de conversion maximale K(m) est petite devant

1. De plus, I'expression de 7 change :

n(¢) = S% 4 (no — S?) sn?(B¢ + K(m), m) siny > 52 (1.51)
Q) = o+ gy T S(IC+ Km),m) sim <8 (152)

ou le coefficient 3 est indépendant de € au premier ordre et vaut :
- (1.53)

A T’'accord de phase, 'amplitude ne dépend de € que par la dépendance en m tandis que
dans le cas du désaccord de phase, la variation d’amplitude est directement proportionnelle
a €, c’est-a-dire tres faible. De plus, en vertu des formes limites du sinus de Jacobi lorsque
m est proche de 0 ou tres supérieur a 1, on peut déduire deux formes limites de la loi
d’évolution de 7(() :

n(¢) = S* + (no — S?) sn®(y/mo¢ + K(m), m) SE (1.54)
n(¢) = no + 652/;7(‘;_1 sin®(S¢) si 1 < 52 (1.55)

Si 'on examine les longueurs caractéristiques d’évolution dans ces deux limites, on trouve
que proche de I'accord de phase, la longueur caractéristique est 7o = z/znr. En revanche,

loin de I'accord de phase la longueur caractéristique est S¢ = Akz/2.

Gain saturé proche de ’accord de phase

Dans le cas ou le désaccord de phase est faible (1y > S?), le module m est indépendant

de S au premier ordre et peut étre approché par :

—1-=
m 2
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Le gain paramétrique peut donc s’écrire au premier ordre en € et S :

B 1 52 1 S2 9 €
Gopa = Mo <1—|—6)—p§(0)—<6—p§(0)>sn (770{,1—2) (1.56)

ot p2(0) est proportionnel & I'intensité initiale de ’'onde signal. A 'accord de phase exact,
on retrouve la formule donnée par Ian Ross [90], qui permet de calculer le gain saturé a

I’accord de phase :

1
Gopa = 1+ = |1 — sn*(L/ Lyt — K(m), 1 — §> (1.57)
€

Cette formule sera utilisée dans la partie 5.2 et comparée aux résultats expérimentaux.

Expression des phases

L’expression des phases fait intervenir des intégrales elliptiques de troisieme espece®
notée II. Dans la limite ot ,(0) < 1,(0), 1.(0) = 0 et S < 19, on trouve des formes
légerement simplifiées par rapport aux expressions établies dans le cas général de mélange

a trois ondes. Pour 'onde signal on trouve :

$s(¢) = ¢(0) + 5S¢
—eS{H [Am(g+K(m)),1—e,1—j —H{l—e,l—;]} (1.58)

L’interprétation pratique de cette formule est que, pour un amplificateur a grand gain
(e < 1) et un désaccord de phase faible (S <« 1), la phase de 'onde signal est constante
a l'ordre 0 et demeure égale a la phase a l'origine. A l'ordre 1, la phase évolue comme
Akz/2 et subit des déphasages rapides lorsque l'onde atteint son minimum d’amplitude.
Il n’y a donc pas de saut de phase, pour le signal, au voisinage de la saturation. Le terme
majoritaire de déphasage est l'effet de désaccord de phase Akz/2.

Pour 'onde complémentaire, la phase a pour expression :

¢c(C) = 0c(0) + 5S¢ + 7 Step(¢ — K(m), 2K(m)) (1.59)

ou la fonctio