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Introduction

Motivation.

Les progr�es e�ectu�es au cours de ces deux derni�eres d�ecennies dans les techniques de refroidis-

sement d'atomes ont permis d'explorer avec la mati�ere des �etats quantiques auparavant r�eserv�es �a

la lumi�ere. La perc�ee la plus spectaculaire fut sans conteste la r�ealisation d'un condensat de Bose-

Einstein, constituant un v�eritable analogue atomique du laser : le champ atomique d'un condensat,

comme le champ photonique d'un laser, est dans un �etat quantique peuplant macroscopiquement un

mode. Cette analogie a conduit une large partie de la communaut�e �a d�esigner sous l'appellation de

\laser �a atomes", ou de source atomique coh�erente, un faisceau d'ondes de mati�ere extrait �a partir

d'un condensat.

On a pu dire, lors de l'invention du laser, que celui-ci constituait \une solution sans probl�e-

me". En e�et, l'utilit�e technologique et scienti�que de disposer d'une source lumineuse pleinement

coh�erente et collimat�ee �etait alors mal per�cue. A l'aune de la diversit�e actuelle des applications

scienti�ques et technologiques des lasers, une telle a�rmation semblerait aujourd'hui pour le moins

d�enu�ee de fondement. Les sources atomiques coh�erentes connaissent des d�ebuts semblables : bien que

la r�ealisation d'un faisceau d'ondes de mati�ere coh�erent et quasi-continu ait suscit�e un engouement

consid�erable dans la communaut�e li�e �a la prouesse exp�erimentale r�ealis�ee, les applications potentielles

de ces sources atomiques coh�erentes sont encore loin d'avoir �et�e enti�erement explor�ees. Les dispositifs

m�etrologiques (tels que horloges et gravim�etres) �a interf�erom�etrie atomique constituent un champ

d'investigation particuli�erement prometteur. Ces syst�emes, qui ont utilis�e jusqu'ici des nuages ato-

miques incoh�erents, pourraient d�esormais impliquer des sources atomiques pleinement coh�erentes.

Cela constituerait un changement qualitatif important, qui de fa�con imag�ee �equivaudrait �a rempla�cer

la lumi�ere d'une lampe de poche par celle d'un laser dans ces interf�erom�etres.

Le d�eveloppement d'applications des lasers �a atomes doit aller de pair avec celui d'outils th�eo-

riques performants pour mod�eliser les nouvelles exp�eriences envisag�ees. La propagation de nuages

froids est souvent calcul�ee au moyen de simulations num�eriques d'une �equation aux d�eriv�ees par-
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tielles non-lin�eaire (�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps). Si la r�esolution d'une telle

�equation est requise lorsque l'on d�etermine l'�evolution de nuages atomiques denses, elle peut souvent

être contourn�ee lorsque l'on consid�ere la propagation de lasers �a atomes g�en�eralement relativement

dilu�es. Contrairement �a certaines id�ees re�cues, les interactions entre atomes ne sont pas fondamen-

talement di��erentes des interactions entre photons : si les photons sont les vecteurs des interactions

�electromagn�etiques entres atomes, les atomes sont bien les vecteurs des interactions entre photons

dont une manifestation est l'e�et Kerr. Tout porte �a croire que les outils d�evelopp�es en optique

peuvent être appliqu�es de fa�con pertinente aux sources atomiques coh�erentes. Une optique des lasers

�a atomes, int�egrant de fa�con correcte des interactions atomiques mod�er�ees, reste �a construire.

Contribution.

Ce m�emoire apporte une double contribution �a l'optique atomique : la conception de syst�emes

m�etrologiques impliquant des r�esonateurs �a ondes de mati�eres, et le d�eveloppements de nouveaux

outils th�eoriques pour appr�ehender la propagation d'ondes de mati�ere coh�erentes.

Dans un premier volet, nous exposons deux propositions exp�erimentales de senseurs atomiques

reposant sur un r�esonateur �a ondes de mati�ere. Ces syst�emes sont fond�es sur l'interaction d'un nuage

atomique avec une s�erie p�eriodique d'impulsions lumineuses progressives. La premi�ere proposition, en

cours de r�ealisation exp�erimentale, repose sur la l�evitation d'un �echantillon atomique au moyen d'une

s�erie p�eriodique de miroirs lumineux. La seconde proposition consiste en un interf�erom�etre atomique

�a ondes multiples qui s'apparente �a une succession d'interf�erom�etres de Bord�e-Ramsey en l�evitation.

La simplicit�e de ces syst�emes permet d'envisager un traitement quantique complet sans intervention

de mod�eles ph�enom�enologiques. Ces exp�eriences sont en fait un excellent laboratoire pour �etudier de

fa�con fondamentale l'interaction lumi�ere-mati�ere en pr�esence de champs gravito-inertiels. Au niveau

le plus fondamental, les syst�emes propos�es font intervenir trois champs coupl�es : le champ atomique,

le champ lumineux, et les champs gravito-inertiels.

La conception du pi�egeage atomique dans ces dispositifs pr�esente une originalit�e double. D'un

point de vue pratique, ces syst�emes ont la particularit�e de faire co��ncider le syst�eme de pi�egeage

avec le syst�eme d'interrogation, d�egageant le concept de \pi�ege m�etrologique" : �a chaque r�esonateur

pi�egeant les atomes sont associ�ees des conditions de r�esonance d�eterminant la capacit�es de mesure

du dispositif. D'un point de vue th�eorique, le mode de con�nement envisag�e, non pas dans l'espace

des positions mais dans l'espace des impulsions, est extrêmement novateur. Dans les deux syst�emes,
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le mouvement impulsionnel des paquets d'ondes atomiques en pr�esence est stabilis�e autour d'une

trajectoire p�eriodique. Il s'agit par ailleurs d'une particularit�e de l'optique atomique par rapport �a

l'optique photonique.

L'analyse de ces propositions exp�erimentales nous a conduit �a d'autres consid�erations th�eoriques.

D'une part nous formulons et nous r�esolvons un paradoxe relatif �a la sensibilit�e de l'une des pro-

positions exp�erimentales, qui permet de discuter la notion d'aire interf�erom�etrique en pr�esence d'un

champ lumineux. D'autre part un nouveau processus de focalisation d'ondes de mati�ere est pr�esent�e,

impliquant la di�usion d'ondes atomiques sur des ondes lumineuses de front d'onde sph�erique.

La pr�ecision attendue pour ces dispositifs augmente avec la dur�ee de vie des atomes dans le r�eso-

nateur �a ondes de mati�ere. Cette dur�ee d�epend essentiellement de la �nesse impulsionnelle du nuage

atomique, ce qui fait des �echantillons atomiques coh�erents (de dispersion de vitesses subrecul) des

candidats id�eaux pour les dispositifs pr�esent�es, par ailleurs susceptibles de fonctionner de fa�con moins

performante avec des sources atomiques incoh�erentes. Il y a l�a un parall�ele int�eressant avec l'optique :

de même qu'il est plus ais�e d'obtenir de hautes intensit�es dans une cavit�e optique en l'illuminant avec

un faisceau laser plutôt qu'avec un faisceau incoh�erent, il est plus facile de maintenir un nombre �elev�e

d'atomes dans un r�esonateur �a ondes de mati�ere en la chargeant avec un condensat plutôt qu'avec

un nuage froid incoh�erent.

Dans un second volet, nous d�eveloppons des outils th�eoriques permettant d'appr�ehender la pro-

pagation de nuages atomiques coh�erents. Nous exposons une formulation de la propagation dans

l'espace des phases, fond�ee sur l'�evaluation de moments associ�es au nuage. Cette approche, impli-

quant l'�equation de Wigner tronqu�ee, permet de retrouver un certain nombre de r�esultats importants

relatifs �a la dynamique de condensats dans des modes de basse �energie. Nous exposons ensuite une

g�en�eralisation de la m�ethode ABCD de propagation des ondes atomiques incluant de fa�con perturba-

tive les interactions entre atomes. Ce traitement s'inspire de m�ethodes d�evelopp�ees en optique pour

inclure l'e�et Kerr dans la propagation des lasers. Le chapitre suivant expose de nouveaux outils

th�eoriques permettant une d�etermination e�cace du pro�l d'un laser �a atomes extrait �a partir d'un

condensat. La propagation d'ondes de mati�ere au travers d'une discontinuit�e de potentiel, g�en�er�ee par

les interactions du faisceau �emis avec la source atomique, est trait�ee au moyen d'une approximation

dans les int�egrales de chemins et d'une �equation int�egrale traduisant la r�esolution d'une �equation aux

d�eriv�ees partielles avec condition aux limites. Cette �etude a �et�e men�ee en collaboration avec l'Institut

d'Optique et notamment Jean-F�elix Riou, Yann LeCoq et William Gu�erin. Nous proposons en�n la

d�e�nition d'un nouveau facteur de qualit�e pour les faisceaux atomiques, transposant la caract�erisa-
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tion des faisceaux lasers optiques. Un autre facteur de qualit�e avait �et�e d�e�ni pr�ec�edemment pour les

lasers �a atomes [1], mais celui-ci n'�etait appropri�e que pour un r�egime particulier de propagation.

Plan du manuscrit.

Le Chapitre 1 pr�esente le bagage th�eorique n�ecessaire �a la compr�ehension des d�eveloppements

pr�esent�es dans ce manuscrit : notion de coh�erence pour une source atomique, formalisme de propaga-

tion des ondes de mati�ere, th�eorie des s�eparatrices lumineuses. Il ne comporte donc pas de r�esultats

nouveaux, mais simplement une pr�esentation personnelles de concepts bien �etablis.

La premi�ere partie traite de la conception de capteurs atomiques multi-ondes. Un proc�ed�e de

focalisation des ondes de mati�ere adapt�e �a ces syst�emes est �egalement expos�e. Cette partie est orga-

nis�ee selon quatre chapitres.

Le Chapitre 2 expose un capteur fond�e sur la l�evitation d'un nuage atomique sur une s�erie de

miroirs lumineux. Les publications correspondantes �gurent dans l'annexe K.

Le Chapitre 3 compare ce dispositif �a l'�etat de l'art des gravim�etres atomiques et discute la notion

d'aire interf�erom�etrique en exploitant un paradoxe original.

Le Chapitre 4 expose un senseur multi-ondes fond�e sur une succession d'interf�erom�etres de Bord�e-

Ramsey en l�evitation. La publication correspondante, soumise �a Phys. Rev. Lett., est jointe �a l'an-

nexe K.

Le Chapitre 5 expose la focalisation d'une onde atomique par une onde lumineuse gaussienne.

La seconde partie expose de nouveaux outils th�eoriques pour l'optique des ondes de mati�ere co-

h�erentes. Elle est organis�ee en quatre chapitres et r�edig�ee sur le mode de la \th�ese par articles" : les

chapitres 7, 8 et 9 correspondent �a des publications ayant �et�e soumises �a la revue Phys. Rev. A.

Le Chapitre 6 expose une m�ethode de propagation des nuages atomiques dans l'espace des phases 1.

La contribution principale est de montrer la validit�e de l'�equation de Wigner tronqu�ee en �etudiant

1. Cette m�ethode, qui implique l'�equation de Wigner et les moments en position et impulsion du nuage, n'est pas
nouvelle.
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plusieurs r�egimes de propagation - absence d'interactions, r�egime de Thomas Fermi, interactions d�e-

croissant en 1=r2 -, et en comparant les pr�edictions de cette �equation avec celles obtenues par une

approche variationnelle (pour la dynamique des modes de basse �energie) 2. Par ailleurs, une formula-

tion �el�egante et originale de l'�evolution des moments est d�evelopp�ee.

Le Chapitre 7 expose la g�en�eralisation de la propagation ABCD. La publication correspondante

est en cours d'examen par l'�editeur.

Le Chapitre 8 expose plusieurs outils th�eoriques permettant d'appr�ehender la propagation des

lasers �a atomes. L'article correspondant a �et�e publi�e.

Le Chapitre 9 expose la d�e�nition d'un nouveau facteur de qualit�e permettant de caract�eriser les

faisceaux d'ondes de mati�ere. L'article correspondant a �et�e publi�e.

2. D'autres �etudes validant cette �equation ont �et�e r�ealis�ees avec une approche di��erente [2].





C H A P I T R E 1

Introduction �a la propagation des sources

atomiques coh�erentes.

\Every theoretical physicist who is any good knows six or seven theoretical representa-

tions for exactly the same physics."

Nous pr�esentons dans ce chapitre plusieurs concepts fondamentaux sur les sources atomiques

coh�erentes, qui serviront de �l rouge �a l'analyse et �a la mod�elisation des exp�eriences expos�ees ult�e-

rieurement dans ce m�emoire.

Les sources coh�erentes pr�esentent des di��erences importantes par rapport aux nuages froids inco-

h�erents tels que ceux issus d'un pi�ege magn�eto-optique. Leur r�ealisation exp�erimentale a �et�e rendue

possible avec l'av�enement des condensats de Bose-Einstein [3]. Parall�element, des �etudes th�eoriques

ont montr�e que le ph�enom�ene d'ampli�cation stimul�ee concernait aussi bien la mati�ere que la lu-

mi�ere [4, 5, 6, 7]. Ces travaux ont abouti �a la mod�elisation de lasers �a atomes [8, 9].

La premi�ere partie de ce chapitre introduit la notion de champ atomique coh�erent. Nous rappelons

bri�evement le formalisme de seconde quanti�cation, permettant de construire un champ atomique �a

partir d'une base d'�etats propres du Hamiltonien. Nous exposons ensuite le concept de coh�erence pour

un champ �electromagn�etique, puis pour un champ atomique. Nous montrons notamment la relation

qui existe entre la coh�erence du champ et sa repr�esentation de Wigner. Ceci justi�e la pertinence

des m�ethodes de propagation dans l'espace des phases expos�ees en seconde partie de ce m�emoire :

celles-ci donnent un �eclairage sur l'�evolution de la coh�erence d'un faisceau d'ondes atomiques.

0. Tout th�eoricien un tant soit peu dou�e connâ�t au moins six ou sept repr�esentations th�eoriques pour exactement
la même physique. Richard Feynman, The Character of Physical Law (MIT Press,1965), p. 168.
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La deuxi�eme partie expose plusieurs r�esultats essentiels sur la propagation des sources atomiques

coh�erentes. Nous �etablissons un parall�ele entre la propagation d'un champ atomique et celle d'un

champ photonique. Nous pr�esentons plusieurs outils th�eoriques importants pour appr�ehender la pro-

pagation de sources atomiques : Lagrangien, propagateur, formalisme ABCD. Nous d�etaillons no-

tamment la mod�elisation des interactions, et nous obtenons une �equation de propagation pour le

champ atomique coh�erent, en faisant appel �a des approximations courantes dans le traitement de

nuages condens�es.

La troisi�eme partie expose les proc�ed�es de manipulation du champ atomique par un champ �elec-

tromagn�etique. Cet op�eration permet de construire des �el�ements d'optique atomique, qui sont une

composante essentielle des exp�eriences expos�ees dans ce m�emoire. Ces �el�ements r�ealisent des trans-

ferts de quantit�e de mouvement ou de moment cin�etique du champ �electromagn�etique vers le champ

atomique. A�n d'en pr�eserver la coh�erence, ces transferts doivent faire intervenir des processus co-

h�erents, c'est �a dire n'induisant pas de uctuations al�eatoires dans le champ atomique. Ils peuvent

être e�ectu�es au moyen de di�usions �a un ou plusieurs photons. Nous commen�cons cette partie

par un bref rappel des r�esultats sur l'interaction d'un atome semi-classique �a deux niveaux avec un

champ �electromagn�etique. Nous exposons ensuite les processus �a plusieurs photons, en discutant les

conditions de r�esonance associ�ees. Ces processus, qui permettent de r�ealiser un transfert d'impulsion

important en exploitant deux niveaux proches en �energie, jouent un rôle important dans la premi�ere

exp�erience expos�ee. En�n, nous consid�erons la di�usion d'un paquet d'ondes atomiques sur une onde

�electromagn�etique plane. Nous pr�esentons les r�esultats de Charles Antoine et Christian Bord�e sur les

s�eparatrices temporelles [10], qui concernent directement les exp�eriences propos�ees dans ce m�emoire

impliquant de telles s�eparatrices.

1.1 Qu'est-ce qu'une source atomique coh�erente ?

Le cadre th�eorique adapt�e pour comprendre l'interf�erom�etrie atomique est celui de la th�eorie

quantique des champs. Aussi commen�cons nous cet expos�e par un bref rappel de la notion d'op�era-

teur champ atomique. Ces op�erateurs ont �et�e introduits par Christian Bord�e [11].

La particularit�e des sources atomiques consid�er�ees dans ce m�emoire est leur caract�ere coh�erent.

La coh�erence est avant tout un concept d'optique [12]. Il y a en fait une grande similitude entre les

faisceaux optiques et atomiques. Ces deux champs ont des caract�eristiques si proches que l'appellation

de\Laser a atomes" s'est impos�ee pour d�ecrire des faisceaux atomiques coh�erents. En exploitant cette
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analogie, nous allons �etendre la notion de coh�erence au champ atomique. Nous pr�esentons en�n le lien

�etroit entre la coh�erence d'un faisceau d'ondes (�electromagn�etiques ou atomiques) et sa repr�esentation

dans l'espace des phases.

1.1.1 Notion de champ atomique.

Consid�erons un syst�eme de N particules. La quanti�cation la plus traditionnelle d'un tel syst�eme

consiste �a consid�erer une fonction d'onde �a N particules :

�(r1; r2; :::; rN ; t) (1.1)

Ce formalisme de premi�ere quanti�cation a permis d'�etablir de nombreuses propri�et�es physiques de

nuages d'atomes froids. Cependant, pour des raisons th�eoriques et des raisons pratiques, il est souvent

pr�ef�erable de raisonner en termes de champs quantiques. Les atomes apparaissent alors comme les

quanta d'excitation d'un champ atomique au même titre que les photons sont les quanta d'excitation

d'un champ �electromagn�etique.

D'un point de vue th�eorique, seule la formulation en termes de champs quanti��es est coh�erente

avec le principe de causalit�e. En e�et, un formalisme de fonctions d'ondes en premi�ere quanti�cation

conduit vite �a une violation de cette prescription causale. D'un point de vue pratique, l'emploi de la

th�eorie des champs permet d'appliquer des outils math�ematiques puissants (propagateurs, int�egrales

de chemin, groupe de renormalisation) et d'�etablir une analogie parfaite entre la physique des atomes

froids et l'optique quantique. La seconde quanti�cation est d�etaill�ee dans de nombreux ouvrages de

r�ef�erence [13, 14]. Nous rappelons ici simplement les d�e�nitions des op�erateurs champs.

Soit un syst�eme de N atomes identiques comportant plusieurs �etats internes (et un moment

dipolaire d associ�e) et r�egis par un Hamiltonien H :

Ĥ =
NX
k=1

�
p̂2k
2m

+ U0(r̂k) + d̂k � E
�
+
1

2

NX
k 6=l=1

V (rk � rl) (1.2)

Consid�erons le Hamiltonien �a un corps :

Ĥ0 = p̂2=2m+ U0(r̂) (1.3)
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ayant les �etats j�n; ii de fonction d'onde �n et d'�etats internes i pour �etats propres 1 :

Ĥ0j�n; ii = Enj�n; ii (1.4)

On associe �a chaque �etat propre pr�ec�edent un op�erateur de cr�eation et d'annihilation d�etermin�e par

son action sur la base d'�etats de Fock :

ân;ij::::; Nn;i; :::i =

( p
Nn;i j:::; Nn;i � 1; :::i si Nn;i � 1

0 si Nn;i = 0

âyn;ij::::; Nn;i; :::i =
p
Nn;i + 1 j:::; Nn;i + 1; :::i (1.5)

Ces op�erateurs de cr�eation et d'annihilation permettent de d�e�nir des op�erateur champs associ�es �a

chaque niveau interne i selon :

	̂i(r) =
X
n

�n(r) ân;i 	̂y
i (r) =

X
n

��n(r) â
y
n;i (1.6)

Les op�erateurs 	̂i(r) et 	̂
y
i (r) s'interpr�etent respectivement comme les op�erateurs de destruction et

de cr�eation d'un atome dans l'�etat interne i au point r. Soulignons que la quanti�cation du champ

atomique est identique �a celle du champ �electromagn�etique. Les champs 	̂i(r) et 	̂
y
i (r) ont pour

�equivalent les composantes de fr�equence positive et n�egative du potentiel vecteur �electromagn�etique :

Â(+)(r) =
X
l

ul(r)b̂l Â(�)(r) =
X
l

u�l (r)b̂
y
l (1.7)

Les �etats internes du champ atomique jouent un rôle analogue �a la polarisation du champ �electro-

magn�etique.

Le th�eor�eme spin-statistique impose des relations de commutations entre les deux composantes

du champ. Un champ bosonique v�eri�e ainsi les relations de commutation :

[	̂i(r); 	̂
y
j(r)] = �ij�(r� r0) (1.8)

alors qu'un champ fermionique 	i(r) v�eri�e les relations d'anticommutation :

f	̂i(r); 	̂
y
j(r)g = �ij�(r� r0) (1.9)

1. Le vecteur n caract�erise les degr�es de libert�e externes. En l'absence de potentiel ext�erieur on pourrait prendre
n = k vecteur d'onde.
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Le Hamiltonien total peut s'exprimer �a l'aide des op�erateurs champs :

Ĥ =
X
i

Z
d3r 	̂y

i (r)

�
�~

2r2

2m
+ U0(r̂)

�
	̂(r) +

1

2

X
i;j

Z
d3r	̂y

j(r) hjjd̂ � E(r; t)jii 	̂i(r)(1.10)

+
1

2

X
i;j

Z
d3r0d3r	̂y

i (r)	̂
y
j(r

0) Vij(r� r0) 	̂j(r
0)	̂i(r)

1.1.2 Coh�erence d'un champ �electromagn�etique.

Dans son acception la plus g�en�erale, la notion de coh�erence renvoie �a celle de corr�elation : dans

un discours coh�erent, les di��erents arguments expos�es ne sont pas ind�ependants mais exhibent un

lien logique entre eux. La notion de coh�erence est d'abord apparue en optique. Aussi est-il utile

de reconsid�erer ce concept dans son contexte d'origine avant de le transposer au champ atomique,

suivant la d�emarche de Roy Glauber [15, 16]. A�n d'all�eger la lecture du manuscrit, de nombreuses

pr�ecisions sur les fonctions de coh�erences en optique quantique et atomique ont �et�e report�ees dans

l'annexe A.

1.1.2.1 Th�eorie classique de la coh�erence : fonction de coh�erence mutuelle.

Pendant longtemps, la manifestation exp�erimentale des corr�elations du champ �electromagn�etique

�etait limit�ee �a l'apparition de franges d'interf�erences lors de mesures d'intensit�e faisant intervenir

plusieurs champs superpos�es. Ces interf�erences sont intimement li�ees �a une fonction de corr�elation

appel�ee fonction de coh�erence mutuelle :

�(r1; t1; r2; t2) = hE(r1; t1)E�(r2; t2)i (1.11)

Le champ E(r; t) est mod�elis�e comme une variable stochastique. h i d�esigne la moyenne temporelle

sur une dur�ee caract�eristique de la r�esolution d'un d�etecteur d'intensit�e.

La traditionnelle exp�erience des trous d'Young permet de voir facilement le lien entre interf�e-

rences et corr�elations. Le signal observ�e sur l'�ecran peut s'exprimer �a partir de la valeur des champs

�electriques en chaque trou et �evalu�es �a des instants di��erents, qui traduisent la di��erence de chemin

entre les deux trajets possibles 2 :

S(r; t) = hjE(r1; t1) +E(r2; t2)j2i = hjE(r1; t1)j2i+ hjE(r2; t2)j2i+2Re (hE(r1; t1)E�(r2; t2)i) (1.12)

2. Nous consid�erons ici simplement une mod�elisation scalaire du champ.



12 Chap 1 - Introduction �a la propagation des sources atomiques coh�erentes.

Lorsque l'on se d�eplace sur un �ecran de d�etection, la variation de la distance relative jr1 � r2j qui
en r�esulte a�ecte plus particuli�erement le terme crois�e, les autres termes demeurant constants �a une

tr�es bonne approximation. La possibilit�e d'observer des interf�erences d�epend donc de la coh�erence

mutuelle. C'est la variation de cette fonction avec les quatres param�etres r1; t1; r2; t2 qui caract�erise

la �gure d'interf�erences 3.

La d�ecroissance temporelle de la coh�erence mutuelle d�e�nit un temps de coh�erence. Le temps de co-

h�erence Tc est ainsi d�e�ni comme l'�echelle de d�ecroissance de la fonction : f(�) =
R
d3r�(r; t0; r; t0+�).

La longueur de coh�erence Lc est d�e�nie comme Lc = L�Tc. On peut �egalement �etudier les corr�elations
spatiales selon une direction u au moyen de corr�elations �a temps �egal f(Lu) =

R
d3r�(r; t0; r+Luu; t0).

Ces param�etres caract�erisent l'�etendue de la �gure d'interf�erences sur l'�ecran : celle-ci augmente avec

la longueur et le temps de coh�erence.

On peut �egalement d�e�nir la coh�erence directionnelle du champ en e�ectuant la transform�ee de

Fourier de la coh�erence mutuelle :

�(u1;u2; t1 � t2) =

Z
d3r1d

3r2 �(r1; r2; t1 � t2) e�i(u1�r1�u2�r2) (1.13)

La fonction de coh�erence mutuelle �(r1; t1; r2; t2) (ou de fa�con �equivalente �(u1;u2; t1 � t2)) per-

met de caract�eriser la propagation de champs partiellement coh�erents dans des syst�emes optiques

imparfaits. Dans le cas de faisceaux lumineux, on consid�ere le plus souvent l'�evolution des corr�ela-

tions dans les dimensions transverses Ox; Oy �a la propagation selon Oz exprim�ees dans les fonctions

�(r?1; t1; r?2; t2) et �(u?1; t1;u?2; t2).

1.1.2.2 Au del�a des mesures d'intensit�e : th�eorie quantique de la coh�erence.

En fait, les corr�elations du champ se manifestent par d'autres e�ets que l'obtention d'une �gure

d'interf�erences lors de mesures d'intensit�e. L'exp�erience d'Hanbury et Twiss en 1955 [17] a montr�e

la pr�esence de corr�elations positives dans la d�etection simultan�ee de plusieurs photons �emis par une

source incoh�erente (une �etoile). La seule caract�erisation de la coh�erence en termes de mesures glo-

bales d'intensit�e ou de fonction de coh�erence mutuelle � ne rend alors plus justice, selon les propres

termes de Roy Glauber [15], �a toutes les corr�elations quantiques pr�esentes dans un tel champ. Dans

cet article fondateur, Roy Glauber souligne que si l'optique classique est su�sante pour pr�edire des

3. Dans le cas d'une coh�erence parfaite, les deux champs stochastiques sont li�es par une relation d�eterministe du
type E(r2; t2) = E(r1; t1)e

i'(r1;r2). On observe alors des franges d'interf�erences lorsque l'on se d�eplace sur l'�ecran et
que le vecteur r1; r2 varie.
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mesures d'intensit�e, elle ne permet en aucun cas de pr�edire la statistique de d�etection des photons.

De tels e�ets ne peuvent être appr�ehend�es que par un traitement quantique du champ �electroma-

gn�etique, et par l'�etude d'une s�erie de fonctions de corr�elation d'ordres plus �elev�es que la coh�erence

mutuelle � 4. On d�e�nit ainsi des fonctions de corr�elation de degr�e 2n -appel�ees coh�erence d'ordre n

-, permettant de caract�eriser la d�etection �a n photons (voire annexe A). Ces corr�elations �a n champs

constituent par ailleurs un outil fondamental en physique moderne (mati�ere condens�ee, physique des

hautes �energies...), et il n'est pas surprenant que la description compl�ete des ph�enom�enes optiques y

fasse appel.

La fonction de coh�erence du premier ordre :

G(1)(r1; t1; r2; t2) = hÊ(�)(r1; t1)Ê(+)(r2; t2)i (1.14)

permet de pr�edire les mesures r�ealis�ee par un d�etecteur unique. Elle est l'�equivalent quantique de la

fonction de coh�erence mutuelle � pr�ec�edente.

La fonction de coh�erence de second ordre caract�erise les statistiques de d�etection de paires de

photons :

G(2)(r1; t1; r2; t2; r3; t3; r4; t4) = hÊ(�)(r1; t1)Ê(�)(r2; t2)Ê(+)(r3; t3)Ê
(+)(r4; t4)i (1.15)

En�n, la fonction de coh�erence d'ordre n permet de caract�eriser les d�etections simultan�ees �a n pho-

tons :

G(n)(r1; t1; :::; r2n; t2n) = hÊ(�)(r1; t1):::Ê(�)(rn; tn)Ê(+)(rn+1; tn+1):::Ê
(+)(r2n; t2n)i (1.16)

Une source id�ealement coh�erente est un �etat quantique qui donne lieu �a des relations enti�erement

d�eterministes entre les mesures de champ en di��erents points d'espace temps : la connaissance de

la valeur du champ en un point d'espace-temps donne alors acc�es �a la connaissance de la valeur

du champ partout 5. Pour de tels champs, les fonctions de corr�elations G(n) sont toutes factoris�ees �a

l'aide d'une fonction �a un point d'espace-temps xi = (ri; ti). En d'autres termes, il existe pour chaque

4. Les travaux de Glauber, qui ont fond�e la th�eorie moderne de la coh�erence, lui ont valu l'attribution du prix
Nobel en 2005.

5. Ce crit�ere d�eterministe est celui qui fonde la notion de coh�erence en th�eorie des communications. Par exemple,
une onde plane v�eri�e cette condition : les valeurs du champ en di��erents points d'espace-temps sont reli�ees entre elles
par une relation de phase compl�etement d�eterministe.
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fonction G(n) une fonction f telle que :

8(x1; :::; xn; xn+1; :::; x2n) 2 R8n G(n)(x1; :::; xn; xn+1; :::; x2n) = f �(x1):::f �(xn)f(xn+1):::f(x2n)

(1.17)

Il existe une catact�erisation �equivalente de la coh�erence en terme de fonctions de corr�elations norma-

lis�ees g(n) :

De�nition 1.1.1 : Un �etat quantique coh�erent du champ �electromagn�etique est tel que les fonctions

de corr�elations v�eri�ent :

8n g(n)(x1; :::; xn; xn+1; :::; x2n) =
G(n)(x1; :::; xn; xn+1; :::; x2n)p
G(1)(x1; x1):::G(1)(x2n; x2n)

= 1 (1.18)

Dans la r�ealit�e physique ce crit�ere n'est jamais compl�etement rempli par les sources optiques : la

coh�erence parfaite est un cas-limite.

1.1.2.3 Allure des corr�elations pour des champ coh�erents et incoh�erents.

Il est int�eressant de comparer les valeurs des coh�erences entre un champ incoh�erent (superposi-

tion de champs gaussiens al�eatoires ind�ependants ob�eissant �a une distribution spectrale de Maxwell-

Boltzmann) et un champ compl�etement coh�erent (�etat coh�erent gaussien). La Figure 1.1 donne l'allure

des coh�erence de premier et de second ordre pour ces deux �etats du champ.

Champ Incoh�erent.

Lorsque la distance d = jr� r0j augmente de z�ero �a l'in�ni :
{ La coh�erence du premier ordre g(1)(r; r0) d�ecrô�t de l'unit�e �a z�ero.

{ La coh�erence du second ordre g(2)(r; r0) vaut g(2)(r; r0) = 1 + jg(1)(r; r0)j2. Elle d�ecrô�t donc de
deux �a un.

Le fait que g(2)(r; r0) > 1 �a courte distance montre des corr�elations positives dans la d�etection simul-

tan�eee de photons dans deux d�etecteurs voisins. Cette propri�et�e surprenante des sources incoh�erentes,

mise en �evidence par Hanbury et Twiss en 1956 [17], est couramment appel�ee \bunching" ou \e�et

Hanbury-Twiss".
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Etat coh�erent du champ.

Le comportement de ces fonctions pour le champ dans un �etat coh�erent est tr�es di��erent. Rap-

pelons l'expression de ces �etats dans la base de Fock :

j�i = e�j�j
2=2

+1X
N=0

�Np
N
jNi (1.19)

Le param�etre � est associ�e ici �a un mode classique du champ E(r) e. L'�etat coh�erent est �etat propre

de la composante positive de l'op�erateur champ Ê(+)(r; t) jE(r)e i = E(r; t)e jE(r) i. On en d�eduit
facilement que les fonctions de corr�elation pr�ec�edentes s'expriment g(1)(r; r0) = 1 et g(2)(r; r0) = 1.

L'�etat j E(r) e i est donc bien un �etat coh�erent pour les deux premi�eres fonctions de corr�elation au

sens de la d�e�nition moderne de Roy Glauber. Contrairement �a la source incoh�erente, un tel champ

ne donne pas lieu �a un ph�enom�ene de \bunching" lors de la d�etection simultan�ee de deux photons en

des points rapproch�es.

g(1),g(2)

Distance relative d (unités arbitraires)

g(2)

g(1)

0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

1.0
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Figure 1.1 { Allures des fonctions de corr�elation g(1)(r; t; r0; t) et g(2)(r; t; r0; t) en fonction de la
distance d = jr � r0j pour des sources incoh�erentes (courbes rouges) et coh�erentes (ligne horizontale
bleue), ou de fa�con �equivalente pour une source atomique thermique (courbes rouges) ou pour un
condensat pur (ligne horizontale bleue).
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1.1.3 Coh�erence d'un champ atomique.

1.1.3.1 D�e�nition.

Apr�es avoir solidement �etabli la coh�erence d'une source optique, nous sommes en mesure d'appli-

quer cette notion �a une source atomique. Une �etude plus d�etaill�ee �gure dans les r�ef�erences [18, 16].

Comme nous allons le voir, la notion de coh�erence d'une source atomique est tr�es li�ee �a celle de

condensation de Bose-Einstein. D�es les ann�ees 1950, Penrose et Onsager [19] ont mis en avant la

pr�esence de corr�elations �a longue port�ee dans la matrice densit�e du syst�eme comme signature de

l'apparition d'un condensat. En fait, il est possible d'aller plus loin et de montrer que les condensats

purs ne v�eri�ent pas seulement cette propri�et�e mais �egalement les autres crit�eres de coh�erence optique

�etablis au paragraphe pr�ec�edent.

Les fonctions de corr�elations consid�er�ees portent d�esormais sur le champ atomique 6 :

G(n)(r1; t1; :::; r2n; t2n) = h	̂y(r1; t1):::	̂y(rn; tn) 	̂(rn+1; tn+1):::	̂(r2n; t2n)i (1.20)

Une source atomique parfaitement coh�erente v�eri�e donc la d�e�nition (1.1.1). Les corr�elations entre

champs pris �a des instants di��erents peuvent se r�ev�eler utiles pour �evaluer des uctuations de

phase [18, 20, 21, 22, 23]. Nous nous concentrons sur des corr�elations de premier et second ordre

prises au même instant, adapt�ees pour d�ecrire les sources atomiques dans des r�egimes stationnaires.

On trouvera une discussion plus d�etaill�ee de la coh�erence de plusieurs types d'�echantillons atomiques

dans l'annexe A, dont nous donnons les conclusions.

1.1.3.2 Lien entre coh�erence et matrice densit�e : lien avec l'optique.

Il est int�eressant de remarquer que la fonction de coh�erence du premier ordre exprime en fait les

�el�ements de matrice de l'op�erateur densit�e r�eduit �a une particule :

G(1)(r; t; r0; t) = h	̂y(r; t)	̂(r0; t)i = hr0j�̂(1)jri (1.21)

La matrice de densit�e est donc l'�equivalent de la fonction de coh�erence mutuelle � pour des champs

�electromagn�etiques partiellement coh�erents : de la même fa�con que les champs �electromagn�etiques

al�eatoires sont d�ecrits en optique parla fonction �, les syst�emes quantiques dans un �etat al�eatoire

sont d�ecrits par une matrice densit�e.

6. La valeur moyenne de l'op�erateur champ est prise sur l'�etat quantique global du syst�eme (par exemple un �etat
de Fock du champ atomique).
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La condition de coh�erence optique de premier ordre se traduit par l'existence d'une fonction �

factorisant la fonction G(1) :

G(1)(r; t; r0; t) = �(r)��(r0) (1.22)

Cette relation traduit le fait que l'�etat quantique soit dans un �etat pur associ�e �a la fonction d'onde

�(r). Les condensats sont donc des sources parfaitement coh�erentes au premier ordre, et la condition

de factorisation montre que ce sont les seules !

1.1.3.3 Coh�erences pour un condensat dans un �etat de Fock.

Les coh�erences normalis�ees correspondantes g(1), g(2) v�eri�ent alors g(1)(r; r0) = 1; g(2)(r; r0) =

1�1=N . Ces fonctions de corr�elations v�eri�ent donc, avec une tr�es bonne approximation, la condition

pr�ec�edente. Il en est de même pour les coh�erences d'ordre sup�erieur g(i); i� N .

1.1.3.4 Coh�erences d'un gaz de bosons id�eal �a l'�equilibre.

On trouvera en annexe A une discussion plus d�etaill�ee de cet exemple. Les corr�elations spatiales

des sources atomiques thermiques et coh�erentes ont l'allure des courbes de la Figure 1.1.

Pour une nuage froid incoh�erent, l'allure des fonctions de corr�elations est e�ectivement tr�es simi-

laire �a celle d'un champ �electromagn�etique incoh�erent : on observe la même d�ecroissance exponen-

tielle, le ph�enom�ene de \bunching" et l'absence de corr�elations �a longue port�ee. L'�ecart �a la condition

de coh�erence est principalement d�etermin�e par le rapport de la fraction thermique sur la fraction

condens�ee. Seul un condensat pur satisfait rigoureusement la condition d'unitarit�e des coh�erences

normalis�ees.

1.1.3.5 Etudes exp�erimentales de la coh�erence d'une source atomique.

Ces pr�edictions th�eoriques ont pu être v�eri��ees exp�erimentalement. Concernant la coh�erence du

premier ordre, plusieurs exp�eriences ont mis en �evidence ces corr�elations �a longue port�ee au sein

du condensat [18]. Une m�ethode consiste �a mesurer la distribution en impulsion par spectroscopie

de Bragg et �a en d�eduire la coh�erence par transform�ee de Fourier [24]. On peut �egalement mesurer

cette longueur en cr�eant une superposition de deux nuages l�eg�erement d�eplac�es �a partir du même

condensat [25, 26], ou par interf�erences d'ondes issues d'un laser �a atomes [27]. Les pr�edictions de

la coh�erence du second ordre ont �egalement �et�e valid�ees exp�erimentalement. Des corr�elations ont pu
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être observ�ees dans la d�etection d'atomes [28, 29, 30]. L'e�et d'Hanburry-Twiss a pu être observ�e

pour des gaz ultrafroids dans une exp�erience comparant ces corr�elations de part et d'autre du seuil

de condensation [31].

1.1.4 Repr�esentation dans l'espace des phases.

Nous introduisons, dans ce paragraphe, la repr�esentation de Wigner-Weyl, qui permet de carac-

t�eriser un faisceau optique ou atomique dans l'espace des phases. Il y a un lien �etroit entre cette

repr�esentation et la fonction de coh�erence de premier ordre du faisceau.

1.1.4.1 Principe de la repr�esentation de Wigner.

Le terme de \repr�esentation de Wigner" fait r�ef�erence �a la description simultan�ee d'une quantit�e

en fonction d'une variable et de sa conjugu�ee de Fourier. L'exemple le plus populaire -et de tr�es loin !-

de repr�esentation de Wigner est certainement celui de la partition musicale. La partition musicale

d�ecrit simultan�ement un signal sonore s(t) (la m�elodie) en fonction du temps et de la fr�equence :

la partition indique, �a chaque instant t, la note �a jouer c'est �a dire la fr�equence dominante ! du

signal ~s(!) au voisinage de l'instant t. Il s'agit d'une fr�equence \locale", bien que cette d�e�nition

pose probl�eme math�ematiquement. Au lieu d'une description purement temporelle s(t) ou purement

fr�equentielle ~s(!), on obtient ainsi une description mixte W (t; !) dite distribution de Wigner.

1.1.4.2 Distribution de Wigner associ�ee �a un faisceau atomique.

Introduite par Wigner en 1929, cette repr�esentation permet de caract�eriser simultan�ement un

nuage atomique dans l'espace des positions et des impulsions 7. Soit un syst�eme quantique d�ecrit par

une matrice de densit�e �̂. La distribution de Wigner associ�ee �a ce syst�eme s'�ecrit :

W (r;p) =
1

(2�~)3

Z
dr0hr+ 1

2
r0j�̂jr� 1

2
r0ie� i

~
p�r0 (1.23)

Cette distribution test en un sens ce qui se rapproche le plus d'une probabilit�e jointe en impulsion

et en position. Supposons qu'une telle probabilit�e jointe prp(r;p) existe, c'est �a dire qu'en mesurant

simultan�ement la position et l'impulsion d'un atome pris au hasard dans l'�echantillon, on ait une

probabilit�e prp(r;p)d
3rd3p d'obtenir un atome dans le cube centr�e en r de volume d3r et d'impulsion

7. On notera que ces deux variables sont e�ectivement conjugu�ees au sens de Fourier.



1.1 Qu'est-ce qu'une source atomique coh�erente ? 19

dans le cube centr�e en p de volume d3p. On voit d�ej�a que la d�e�nition d'une telle probabilit�e pour le

syst�eme pose probl�eme, puisque la notion de mesure simultan�ee est inad�equate pour des observables

non-commutantes telles que la position et l'impulsion. Une telle densit�e de probabilit�e permettrait

de retrouver les distributions marginales en position et en impulsion selon :

pr(r) =

Z
d3p prp(r;p)

pp(p) =

Z
d3r prp(r;p)

Il se trouve que la distribution de Wigner v�eri�e cette double condition :

pr(r) = hrj�̂jri =

Z
d3pW (r;p)

pp(p) = hpj�̂jpi =

Z
d3rW (r;p)

Pour acc�eder aux distributions de probabilit�e en position ou en impulsion, il su�t donc de sommer

la distribution de Wigner sur la grandeur conjugu�ee. Celle-ci est donc en un sens l'analogue quan-

tique de la distribution dans l'espace des phases �a un corps f(r;p; t) utilis�ee pour d�ecrire l'�evolution

d'un gaz classique. Soulignons cependant que la distribution de Wigner -\probabilit�e quantique" -

n'est pas �a proprement parler une distribution de probabilit�e car elle est suceptible de prendre des

valeurs n�egatives (mais r�eelles en tout cas). Ceci donne par ailleurs lieu �a une caract�erisation des

syst�emes exhibant un comportement sp�eci�quement quantique : un syst�eme physique est dit dans un

�etat \non-classique" si la distribution de Wigner associ�ee �a sa matrice densit�e comporte une r�egion

n�egative 8.

La Figure 1.2 montre des distribution de Wigner associ�ees �a une fonction d'onde gaussienne et �a

un �etat du type \chat de Schr�odinger".

8. Soulignons cependant que même en pr�esence d'une distribution de Wigner partiellement n�egative, les uctuations
en position et en impulsion telles qu'elles sont mesur�ees �a travers une exp�erience permettent toujours de d�e�nir une
v�eritable probabilit�e jointe positive p(r;p). Celle-ci peut parfois s'interpr�eter comme la convolution de la distribution
de Wigner �a une fonction caract�eristique du processus de mesure [32, 33].
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4−

Figure 1.2 { Allure des distributions de Wigner associ�ees �a une fonction d'onde gaussienne et �a une
somme coh�erente de fonctions d'onde gaussiennes formant un \chat de Schr�odinger". Cette derni�ere
exhibe une r�egion n�egative. Les unit�es sont arbitraires.

1.1.4.3 Relation entre coh�erence et distribution de Wigner.

La distribution de Wigner d'un faisceau atomique permet notamment de retrouver la coh�erence

spatiale du premier ordre :

G(1)(r; r0) =
Z
d3p e�

i
~
p�(r�r0) W

�
r+ r0

2
;p

�
(1.24)

Il y a une correspondance univoque entre ces deux distributions.La propagation des distributions

de Wigner permet donc de connâ�tre l'�evolution de cette coh�erence au cours du temps, ou de fa�con

�equivalente celle de la matrice densit�e r�eduite �a un corps. Comme en optique, o�u la fonction � est

largement utilis�ee pour d�ecrire des champs partiellement coh�erents, la distribution de Wigner (dont

la connaissance �equivaut �a celle de G(1)(r; r0) ) est souvent su�sante pour d�ecrire un syst�eme quan-

tique 9. En information quantique par exemple, on caract�erise souvent les �etats par leur distribution

de Wigner, qui sert notamment de base �a l'estimation de la �d�elit�e de portes logiques quantiques. En

tomographie quantique, les distributions de Wigner sont particuli�erement utilis�ees pour reconstruire

les �etats quantiques �etudi�es.

Il semble donc pertinent d'�etudier la propagation de distributions de Wigner, donnant acc�es �a

l'�evolution de la coh�erence de premier ordre du nuage atomique (ou de fa�con �equivalente celle de la

9. Etant entendu que cette caract�erisation devient insu�sante pour pr�edire les statistiques de d�etections simulta-
n�ees.



1.1 Qu'est-ce qu'une source atomique coh�erente ? 21

matrice densit�e r�eduite �a un corps). Cette �etude est l'objet du chapitre 6 de ce m�emoire.

1.1.4.4 Distribution de Wigner pour un faisceau optique.

En optique g�eom�etrique, la description du champ en termes de rayons fait intervenir �a la fois une

direction de propagation et une position puisque ces deux param�etres sont attach�es �a un même rayon.

Pour d�ecrire le comportement d'une onde lumineuse partiellement coh�erente �a travers un syst�eme

optique, il semble donc pertinent de r�ealiser une description de la coh�erence impliquant simultan�ement

position et direction. Bien que les deux fonctions � (1.11) et (1.13) de coh�erence optique ne permettent

pas cette description simultan�ee, il est possible d'obtenir une telle repr�esentation en consid�erant la

distribution de Wigner suivante :

W (r?;u?; �) =
Z
d2r0? �

�
r? +

1

2
r0?; r? �

1

2
r0?; �

�
e�iu?�r

0
? (1.25)

Les distributions de Wigner trouvent alors un cadre naturel d'application en optique [34]. Elles

permettent par exemple d'�etablir une correspondance simple avec l'optique g�eom�etrique pour la des-

cription de syst�emes lin�eaires, ou de fournir une description ABCD de la propagation de faisceaux

partiellement coh�erents dans des syst�emes optiques du premier ordre. L'�equation de transport cor-

respondante 10 peut souvent être r�esolue analytiquement.

Bien sûr, les distributions de Wigner optiques permettent �egalement de reconstruire la coh�erence

mutuelle :

�(r?; t; r0?; t) =
Z
d3pe�ip�(r�r

0) W

�
r+ r0

2
;p

�
(1.26)

1.1.4.5 Coh�erence et densit�e dans l'espace des phases : notion de facteur de qualit�e.

En optique photonique et comme en optique atomique, les faisceaux coh�erents r�ealisent une forte

concentration dans l'espace des phases : un faisceau laser est beaucoup plus collimat�e et �etroit que la

lumi�ere �emise par une lampe de poche, plus faible et di�use. Ceci est manifeste lorsque l'on �eclaire

un �ecran avec ces deux sources. Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e en introduction, les condensats

sont aux nuages thermiques ce que le laser est �a la lampe de poche.

L'interpr�etation des distributions de Wigner en terme de quasi-probabilit�e permet de d�e�nir un

10. Equation de Liouville. Une telle �equation est �etudi�ee ult�erieurement dans ce m�emoire
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volume d'occupation dans l'espace des phases. Pour un faisceau optique coh�erent, cet espace concerne

les dimensions transverse. Siegmann a ainsi pu d�e�nir un facteur de qualit�e M2 pour caract�eriser les

faisceaux paraxiaux [35], qui traduit le volume occup�e dans l'espace des phases optiques (r?;u?). Un

faisceau �n et collimat�e a une distribution de Wigner qui dessine un pic �etroit autour d'une valeur

sp�eci�que (r0?;u
0
?).

Le facteur M2 repr�esente en fait la \dilution" dans l'espace des phases par rapport au volume

occup�e par un faisceau gaussien compl�etement coh�erent. Pour un faisceau non cylindrique, le facteur

de qualit�e doit être d�e�ni par un invariant symplectique. Nous aborderons la caract�erisation d'un

faisceau atomique par un tel invariant au chapitre 9.

1.1.5 Conclusion.

Cette premi�ere introduction nous a permis de d�e�nir les notion de champ atomique et de champ

optique quanti��e.

Nous avons �etabli la notion de coh�erence en optique photonique et atomique. La coh�erence se tra-

duit par des conditions sur les corr�elations de plusieurs champs en di��erents points d'espace-temps.

Ces corr�elations sont par ailleurs les objets fondamentaux et �el�ementaires de la th�eorie des champs,

qui permettent de d�eterminer toutes les propri�et�es physiques associ�ees (section e�cace de collision...).

Nous avons montr�e qu'il existait une relation entre coh�erence et repr�esentation dans l'espace des

phases. Les distributions de Wigner fournissent une repr�esentation simultan�ee du champ en fonction

de deux grandeurs conjugu�ees de Fourier. Elles permettent notamment d'obtenir les fonctions de

coh�erence du premier ordre prise �a temps �egal. Les sources pleinement coh�erentes, atomiques ou

optiques, sont associ�ees �a des distributions de Wigner �etroites, traduisant une saturation des relations

d'incertitude. Les imperfections du faisceau r�eel peuvet être caract�eris�ee, comme nous le verrons au

chapitre 9, par un facteur de qualit�e.
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1.2 Propagation d'une source atomique coh�erente : quelques

rappels th�eoriques.

L'objet de cette section est de rappeler quelques outils th�eoriques n�ecessaires pour appr�ehender

la propagation des sources atomiques coh�erentes.

Nous commen�cons par introduire les notion de Lagrangien et de propagateur. Ces outils, fonda-

mentaux en th�eorie des champs, trouvent un cadre naturel d'application en optique atomique.

Nous poursuivons par une mod�elisation des interactions entre atomes, appliqu�ee ensuite pour

�etablir l'�equation de propagation de la composante coh�erente du champ atomique.

Nous d�ecrivons par la suite la propagation du champ atomique dans deux r�egimes extrêmes du

point de vue de la force relative des interactions : limite de dilution (ou absence d'interactions), et

limite de Thomas-Fermi (interations pr�epond�erantes). Pour des nuages dilu�es, la propagation des

ondes atomiques est lin�eaire. Lorsque le Hamiltonien est quadratique, la propagation est d�ecrite

analytiquement par le formalisme ABCD introduit par Christian Bord�e en physique atomique [36,

37]. En r�egime de Thomas-Fermi, c'est a dire quand la contribution du terme cin�etique �a l'�energie

est bien inf�erieure �a celle des interactions, les nuages suivent une loi d'expansion bien �etablie [38]

faisant intervenir des param�etres d'�echelle. Notons que ces deux r�egimes ont une port�ee exp�erimentale

cons�equente. En e�et, la plupart des interf�erom�etres atomiques sont correctement d�ecrits par le

formalisme ABCD dans la limite de dilution. Quant aux lois d'�echelle du r�egime de Thomas-Fermi

d�ependant du temps, elles pr�edisent correctement l'expansion de nuages condens�es apr�es coupure du

pi�ege magn�eto-optique dans les conditions exp�erimentales usuelles. Elles sont fr�equemment utilis�ees

pour mod�eliser les exp�eriences impliquant des lâchers de condensats.

1.2.1 Comparaison entre les propagations d'un champ atomique et d'un

champ photonique.

Nous �etablissons ici les �equations g�en�erales relativistes de propagation d'un champ atomique et

d'un champ �electromagn�etique. Il y a en fait une similitude tr�es forte entre la propagation de ces

deux champs. Nous consid�erons ici un champ atomique �a deux composantes 	̂a; 	̂b, caract�erisant un

atome �a deux niveaux, ainsi qu'un champ lumineux 	̂l correspondant au quadripotentiel vecteur.

La compr�ehension totale de ce paragraphe, qui suppose des connaissances pr�ealables en th�eorie des

champs, n'est pas indispensable pour poursuivre la lecture du manuscrit. Le lien entre les �equations
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fondamentales pr�esent�ees ici et les �equation de propagation usuelles du champ est explicit�e au chapitre

7.

1.2.1.1 Propagation libre en relativit�e g�en�erale.

La formulation la plus g�en�erale de la propagation du champ atomique doit être compatible avec

les principes de la relativit�e g�en�erale. L'�equation correspondante est celle de Tomonaga-Schwinger,

invariante lors d'une transformation des coordonn�ees d'espace-temps �a l'aide d'un di��eomorphisme.

Elle implique la d�eriv�ee par rapport �a une hypersurface �(x) au point d'espace temps x = (r; t(r)) :

ihc
@	̂a;b;l(x)

@�(x)
= Ĥ(x)	̂(x) (1.27)

Nous n'entrons pas davantage dans ce formalisme, l'objet �etant simplement de souligner qu'il existe

une formulation de l'optique atomique compatible avec la relativit�e g�en�erale. Nous invitons le lec-

teur int�eress�e �a se reporter �a l'article de revue de Freeman Dyson sur l'�equation de Tomonaga-

Schwinger [39].

1.2.1.2 Propagation libre en relativit�e restreinte : Equation de Klein-Gordon.

Si l'on formule l'�equation de propagation an accord avec simplement la relativit�e restreinte (�ecri-

ture covariante par rapport aux transformations rigides de l'espace temps), on obtient l'�equation de

propagation de Klein-Gordon pour les champs atomiques et lumineux :�
�+

m2
a;b;lc

4

~2

�
	̂a;b;l = 0 (1.28)

avec la particularit�e pour le champ lumineux que le terme de masse disparâ�t : ml = 0. Signalons

qu'un champ atomique avec spin v�eri�e une �equation plus sp�eci�que (Equation de Dirac), mais qui

reste compatible avec l'�equation de Klein-Gordon. Comme l'a montr�e Christian Bord�e [40, 41], cette

�equation peut faire l'objet d'une approximation parabolique 11, qui la rend soluble par la m�ethode

de propagation ABCD. Un avantage remarquable de cette formulation est qu'elle d�ebouche sur une

�equation de propagation commune au champ atomique et au champ �electromagn�etique.

11. Sous r�eserve d'une approximation quant �a la dispersion du paquet d'ondes en impulsion. Cette dispersion doit
être non relativiste (par contre l'impulsion centrale peut être relativiste). L'approximation parabolique est par ailleurs
expos�ee dans l'annexe B du chapitre 7.
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1.2.1.3 Sym�etrie du terme d'interaction entre champ atomique et �electromagn�etique.

La sym�etrie entre atomes et photons est �egalement apparente dans la lin�earit�e du couplage entre

ces particules. Si l'on adopte une th�eorie scalaire de cette interaction 12, on peut utiliser le Hamiltonien

d'interaction suivant :

HI(t) = gR

Z
d3r	̂y

b(r; t)	̂l(r; t)	̂a(r; t) + h:c: (1.29)

Les champs 	̂y
b(x; t), 	̂l(x; t) et 	̂a(x; t) correspondent respectivement �a la cr�eation d'un atome excit�e,

l'annihilation d'un photon et l'annihilation d'un atome fondamental au point d'espace-temps (x; t).

1.2.1.4 Di��erence entre optique atomique et photonique.

Dimension suppl�ementaire : Temps Propre.

Il subsiste malgr�e tout des di��erences importantes entre l'optique photonique et l'optique ato-

mique. En fait, Christian Bord�e a montr�e r�ecemment que le terme de masse suppl�ementaire inter-

venant dans la propagation des atomes pouvait être interpr�et�e comme la signature d'une dimension

suppl�ementaire (par rapport �a celle des photons) dans la propagation du champ atomique. Cette

dimension porte le nom de temps propre. L'optique atomique peut alors être reformul�ee de fa�con

\consistante" �a cinq dimensions et donner lieu �a une transposition des outils d'optique tels que le

principe de Fermat, l'approximation WKB... Une introduction sur la formulation de l'optique ato-

mique �a (4+1) dimensions est donn�ee au chapitre 7, et un cours plus d�etaill�e sur ce sujet a �et�e donn�e

par Christian Bord�e [41].

La pr�esence d'une masse fait que l'optique atomique a une dynamique intrins�equement plus riche

que l'optique photonique. Une manifestation �el�ementaire de ce degr�e de libert�e suppl�ementaire est

le fait que la vitesse d'un atome puisse varier, alors que celle d'un photon est n�ecessairement �egale

�a c dans tous les r�ef�erentiels. Ce degr�e de libert�e provient en fait de la dimension suppl�ementaire :

la vitesse des atomes, observ�ee dans l'espace �a trois dimensions, n'est en fait que la projection d'une

vitesse d'un espace �a quatre dimensions et dont la norme est contrainte comme pour la vitesse des

photons.

Cet aspect th�eorique a des cons�equences pratiques importantes. La exibilit�e sur la vitesse des

atomes permet de mettre en oeuvre des r�esonateurs impulsionnels (expos�es dans ce m�emoire) pour

les atomes, et d'explorer des e�ets inobservables en optique photonique.

12. Cette formulation ne tient pas compte du spin des atomes et des photons. Une telle th�eorie scalaire est su�sante
pour rendre compte des exp�eriences ne mettant pas en jeu des e�ets de polarisation.
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Paraxialit�e.

Une autre cons�equence est le fait que l'optique atomique soit en g�en�eral non-paraxiale, alors que

l'optique photonique entre beaucoup plus volontiers dans ce r�egime. Cette di��erence est soulign�ee

au chapitre 9, dans lequel un nouveau facteur de qualit�e est d�e�ni pour les faisceaux atomiques en

dehors du r�egime paraxial.

1.2.2 Lagrangien associ�e au champ atomique.

L'objet ce ce paragraphe est de donner les Lagrangiens couramment utilis�es en m�ecanique quan-

tique non-relativiste pour caract�eriser le mouvement d'un nuage atomique. Ces Lagrangiens nous

seront utiles dans le cadre de l'approche variationnelle ud chapitre 6. On trouvera en annexe B un

bref rappel sur le principe de moindre action. Pour une revue plus compl�ete, nous invitons le lecteur

�a se reporter �a l'excellent ouvrage de r�ef�erence de Peskin et Schr�oder [42] sur la th�eorie quantique

relativiste des champs.

1.2.2.1 Lagrangien fondamental.

A l'�echelle d'�energie des exp�eriences consid�er�ees dans ce m�emoire, les interactions entre atomes du

condensat sont de nature �electromagn�etique. Au niveau fondamental, l'interaction �electromagn�etique

fait intervenir un champ mod�elis�e par un spineur de Dirac. La densit�e de Lagrangien associ�ee s'�ecrit

[43] :

L = ~c (i�@� �mc

~
) + e � A� (1.30)

o�u l'on a utilis�e les matrices de Dirac 0; :::; 3 et la notation usuelle  =  y0. En l'absence d'in-

teraction �electromagn�etique, l'�equation d'Euler-Lagrange associ�ee au Lagrangien libre montre que le

champ atomique v�eri�e bien l'�equation de Klein-Gordon �evoqu�ee pr�ec�edemment.

1.2.2.2 Lagrangien associ�e �a un champ atomique non relativiste comportant un seul

�etat interne.

Nous utiliserons dans ce m�emoire des Lagrangiens non pas fondamentaux mais \ph�enom�enologi-

ques", o�u le champ potentiel vecteur A� a �et�e �elimin�e par resommation des diagrammes de Feynman

correspondant �a l'interaction �electromagn�etique quantique. On ne consid�ere alors plus des interac-

tions atomes-photons mais uniquement des interactions atomes-atomes, indirectement transmises par
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des photons, et mod�elis�ees par un potentiel vecteur V (r). 13

Nous nous pla�cons dans le cadre de dispersion en impulsion non relativiste, o�u l'�equation de

Klein-Gordon du champ atomique libre est assimilable �a une �equation de Schr�odinger. En l'absence

de couplage entre les di��erents �etats internes de l'atome consid�er�e, le Lagrangien suivant d�ecrit

correctement l'�evolution du champ atomique associ�e �a un �etat interne i :

Li =
i~

2

 
	̂i(r; t)

@	̂y
i (r; t)

@t
� 	̂y

i (r; t)
@	̂i(r; t)

@t

!
+

Z
d3r 	̂y

i (r; t)

�
�~

2r2

2m
+ U0(r̂)

�
 (r; t)

+
1

2

Z
d3r0d3r	̂y

i (r
0; t)	̂y

i (r; t) Vi(r� r0) 	̂i(r
0; t)	̂i(r; t)

(1.31)

Le premier terme donne lieu �a la d�eriv�ee temporelle du champ, pr�esente dans le membre de gauche de

l'�equation de propagation. Le second terme correspond �a la somme de l'�energie cin�etique et potentielle

ext�erieure. Le troisi�eme terme, mod�elis�e par un produit de quatre champs, traduit les interactions

entre les particules d'un même �etat interne. Cette mod�elisation relf�ete la prise en compte des seules

collisions �a deux corps, approche l�egitime pour traiter les gaz ultra-froids dilu�es [44] 14. Le champ 	̂i

est susceptible d'être bosonique ou fermionique.

En �ecrivant les �equations d'Euler-Lagrange (B.3) avec le champ 	̂y, nous obtenons 15 :

i~
@	̂i(r; t)

@t
= �~

2r2	̂i(r; t)

2m
+ U0(r̂) 	̂i(r; t) +

Z
d3r0 	̂y

i (r
0; t) Vi(r� r0) 	̂i(r

0; t) 	̂i(r; t)

1.2.2.3 Lagrangien associ�e �a un champ atomique non relativiste comportant plusieurs

�etats internes coupl�es.

Si les �etats internes du champ atomique ne sont pas coupl�es, le Lagrangien total s'exprime sim-

plement comme la somme des Lagrangiens pr�ec�edents L =
P
�etats internes i Li. La pr�esence d'un

13. Il est bon de noter qu'en optique, on e�ectue un cheminement sym�etrique. En e�et, le champ atomique est �elimin�e
et on consid�ere uniquement la propagation du potentiel vecteur (ou plutôt du champ �electrique). La resommation
des diagrammes d'interaction atome-photon donne lieu �a un indice de r�efraction (dont l'�equivalent atomique est la
renormalisation de la masse des atomes dans un champ lumineux) et �a des interactions e�ectives photons-photons,
dont une manifestation courante est l'e�et Kerr.
14. Pour les temp�eratures et les densit�es consid�er�ees, les collisions �a trois corps ou plus sont beaucoup moins probables

et n'ont pas un e�et cons�equent sur la dynamique du syst�eme. Signalons par ailleurs que ce terme �a quatre champs
est bien renormalisable, c'est �a dire qu'il donne lieu �a des pr�edictions ind�ependantes de l'�echelle d'�energie consid�er�ee
pour les particules.
15. Notons qu'il est n�ecessaire de consid�erer les champs 	 et 	y comme des variables ind�ependantes pour obtenir

ces �equations.
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couplage, susceptible d'être induit par un champ �electromagn�etique ext�erieur ou par des interactions

entre atomes, se traduit par l'apparition de termes crois�es dans le Lagrangien :

L = La + Lb +

Z
d3r	̂y

b(r; t)dbaE(r; t)	̂a(r; t) +

Z
d3r	̂y

a(r; t)dabE
�(r; t)	̂b(r; t)

+
X

(i;j)2(a;b)

1

2

Z
d3r0d3r	̂y

i (r; t)	̂
y
j(r

0; t) Vij(r� r0) 	̂j(r
0; t)	̂i(r; t)

Le param�etre dab = d�ba traduit le moment dipolaire �electrique de l'atome. Nous avons dinstingu�e

explicitement les couplages dus au champ �electromagn�etique de ceux r�esultant des interactions ato-

miques pr�esentes même en l'absence de ce champ. 16.

1.2.3 Notion de propagateur.

Nous expliquons ici le concept de propagateur. Cet outil, fondamental en th�eorie des champs, sera

notamment appliqu�e dans dans l'analyse des propositions r�ealis�ees dans ce m�emoire et dans l'�etude

de l'extraction d'un laser �a atomes. En �echo �a l'�epitaphe de ce chapitre, nous en proposons plusieurs

d�e�nitions �equivalentes, mais qui proc�edent de points de vue di��erents.

1.2.3.1 Expression du propagateur comme corr�elation de deux champs quantiques.

Il s'agit de la d�e�nition la plus courante du propagateur d'un champ quantique (tel que le champ

atomique).Le propagateur du champ est identi��e �a la fonction de coh�erence du premier ordre intro-

duite pr�ec�edemment, avec une op�eration d'ordonnancement temporel entre les arguments 17 :

K(r; t; r0; t) = h0jT 	(r; t) 	y(r0; t0)j0i (1.32)

1.2.3.2 Expression du propagateur �a l'aide d'une fonction de Green.

Cette d�e�nition du propagateur, �a partir de l'�equation aux d�eriv�ees partielles v�eri��ee par le champ

quantique, est adapt�ee pour r�esoudre des probl�emes avec conditions aux limites. C'est notamment

cette d�e�nition qui intervient dans la \r�egle magique" de Barton [45], utilis�ee dans le calcul de la

16. Soulignons cependant que le potentiel d'interaction est alt�er�e par la pr�esence d'un champ �electromagn�etique
ext�erieur. Cette d�ependance peut permettre de faire varier continûment (�a l'aide d'un champ magn�etique) la longueur
de di�usion du potentiel d'interaction associ�e �a un champ fermionique et d'observer ainsi des r�esonances dite de
Feshbach, activit�e tr�es populaire ces derni�eres ann�ees dans la communaut�e de la physique atomique.
17. L'op�erateur d'ordre temporel T place �a droite le champ appliqu�e �a l'instant le plus tôt, voir annexe B. Cette

d�e�nition du propagateur correspond �a la prescription de Feynman. Il est important de mentionner que, dans cette
d�e�nition, le champ 	 �evolue bien en repr�esentation de Heisenberg, l'�etat du vide j0i �etant donc laiss�e invariant.
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fonction d'onde du laser �a atomes extrait d'un condensat (chapitre 8).

Etant donn�e un champ �(r; t) (classique ou quantique), d�e�ni sur le domaine spatio-temporel

D� I, et satisfaisant une �equation de propagation du type :

8(r; t) 2 D� I Lr;t[�](r; t) = 0 (1.33)

avec l'op�erateur di��erentiel Lr;t portant sur les coordonn�ees d'espace-temps (par exemple Lr;t =

�+m2), on d�e�nit le propagateur K(r; t; r0; t0) comme l'unique fonction v�eri�ant [45] :

8(r; r0) 2 D2 8(t; t0) 2 I2 Lr;t[K](r; t; r0; t) = 0

8(r; r0) 2 D2 8(t; t0) 2 I2 Lr0;t0 [K](r; t; r0; t) = 0

8(r; r0) 2 D2 8t 2 I K(r; t; r0; t) = �(r� r0) (1.34)

Il y a en fait une relation simple entre le propagateur et la fonction de Green G associ�ee �a l'�equation

de propagation :

G(r; t; r0; t0) = �(t� t0)K(r; t; r0; t) (1.35)

La fonction � est la fonction cr�eneau habituelle en physique (�(x) = 1 si x � 0, �(x) = 0 si x < 0).

1.2.3.3 Expression du propagateur �a l'aide de l'op�erateur d'�evolution.

L'expression du propagateur �a l'aide de l'op�erateur d'�evolution est couramment utilis�ee en m�e-

canique quantique. Elle permet de comprendre la propagation d'une fonction d'onde en premi�ere

quanti�cation. Cette d�e�nition sera utilis�ee au chapitre 3 pour relier les propagateurs atomiques en

pr�esence et en l'absence de lumi�ere.

Soit une fonction d'onde �(r; t) ob�eissant �a l'�equation de Schr�odinger :

i ~
@�(r; t)

@t
= H(t) �(r; t) (1.36)

et U(t; t0) l'op�erateur d'�evolution associ�e au Hamiltonien H :

U(t; t0) = T

�
exp

�
� i
~

Z t

t0
dt00 H(t00)

��
(1.37)

L'op�erateur T d�esigne l'ordonnancement temporel, fr�equemment utilis�e en th�eorie des champs et ex-

pliqu�e dans l'annexe B. On peut d�e�nir le propagateur comme les �el�ements de matrice de l'op�erateur
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d'�evolution en repr�esentation position :

K(r; t; r0; t0) = hr j U(t; t0) jr0i (1.38)

1.2.3.4 Expression du propagateur par une int�egrale de chemin.

Cette formulation du propagateur en termes d'int�egrales de chemin permet notamment de com-

prendre l'approximation des \chemins n�eglig�es", pr�esent�ee au chapitre 8, dans le calcul d'extraction

du laser �a atomes 18 :

K(r; t; r0; t0) =
Z
d[r(t)]e

i
~
S([r(t)]) (1.39)

1.2.3.5 Int�egrale de propagation.

Nous �etablissons �a pr�esent l'�equivalence des d�e�nitions pr�ec�edentes du propagateur en montrant

qu'elles sont toutes compatibles avec une relation fondamentale 19 : l'int�egrale de propagation. Cette

relation int�egrale permet, �a partir de la fonction d'onde � �a un instant donn�e t0, de d�eterminer celle-ci

�a tout instant ult�erieur. Elle justi�e ainsi la d�enomination de \propagateur" :

�(r; t) =

Z
d3r0K(r; t; r0; t0) �(r0; t0) (1.40)

Commen�cons par examiner le propagateur d�e�ni �a l'aide de l'op�erateur d'�evolution dans (1.38).

Notons j (t)i le ket repr�esentant l'�etat quantique �a une particule. La fonction d'onde � est donn�ee �a

tout instant t par �(r; t) = hrj (t)i. En exprimant l'�etat quantique �a l'instant t �a l'aide de l'�etat initial
et de l'op�erateur d'�evolution j (t)i = U(t; t0)j (t0)i ; et en ins�erant la relation de fermeture sur les po-
sitions r0 entre le ket initial et l'op�erateur U , on obtient directement l'int�egrale de propagation (1.40).

Examinons �a pr�esent le propagateur K(r; t; r0; t0) d�e�ni �a partir d'une fonction de Green, c'est-�a-

dire v�eri�ant le jeu d'�equations (1.34). La fonction f(r; t) d�e�nie par :

f(r; t) =

Z
d3r0K(r; t; r0; t0) �(r; t0) (1.41)

18. La formulation de la physique quantique en termes d'int�egrales de chemin a r�evolutionn�e l'approche th�eorique de
nombreux ph�enom�enes physiques. Une d�e�nition heuristique de l'int�egrale de chemin est donn�ee dans la r�ef�erence [42].
19. La relation de propagation, vraie pour toute fonction � et pour tout couple d'instant (t0; t) tel que t0 � t, d�e�nit

e�ectivement une fonction uniqueK. Elle implique en e�et l'�equation au d�eriv�ees partielles surK : Lr;t[K](r; t; r0; t0) =
0. Par ailleurs en appliquant cette relation aux instants t = t0 on obtient la condition initiale K(r; t; r0; t) = �(r� r0).
Le th�eor�eme de Cauchy donne alors l'unicit�e d'une telle fonction K.
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v�eri�e alors les conditions :

8(r; t) 2 D� I Lr;t [f ] = 0 (1.42)

8r 2 D f(r; t0) = �(r0; t0) (1.43)

Par unicit�e de la solution �a une �equation aux d�eriv�ees partielles avec des conditions initiales donn�ees

(th�eor�eme de Cauchy), on obtient l'�egalit�e f = �, ce qui prouve la relation (1.40).

Nous ne montrons pas que le propagateur d�e�ni en termes d'int�egrale de chemins v�eri�e la relation

de propagation. Cette preuve �gure dans de nombreux ouvrages de r�ef�erence tels que [42].

1.2.3.6 Propagation d'�etats �a une particule.

Lorsque le propagateur est d�e�ni �a partir de la corr�elation de champs en di��erents points d'espace-

temps (1.32), l'int�egrale de propagation peut être obtenue en consid�erant les �etats �a une particule.

Ces �etats permettent de relier explicitement la th�eorie quantique des champs au formalisme usuel

de fonction d'onde en premi�ere quanti�cation. Si l'on impliquait un nuage de fermions froids au lieu

d'un nuage de bosons, il faudrait consid�erer une distribution d'�etats �a une particule (au lieu d'un

mode macroscopiquement peupl�e) pour d�ecrire nos exp�eriences. 20.

Nous nous pla�cons en repr�esentation de Heisenberg : l'�evolution laisse l'�etat du vide invariant

mais modi�e, en revanche, les op�erateurs champ. Un �etat �a une particule, localis�e en r �a l'instant t,

est d�e�ni par :

j1; r; ti = 	y(r; t) j0i (1.44)

L'�etat �a une particule de fonction d'onde �(r) �a l'instant t s'�ecrit �a partir d'une superposition des

�etats pr�ec�edents :

j1; �; ti =
Z
d3r �(r) 	y(r; t) j0i

Consid�erons un �etat �a une particule dont la fonction d'onde est donn�ee �a l'instant t0 par �(r; t0).

La fonction d'onde au point r et �a l'instant t est donn�ee par le produit scalaire avec un �etat �a une

particule localis�e au point r �a l'instant t :

�(r; t) = h1; r; t j 1; �(r; t0); t0i

20. On observerait, dans chaque mode occup�e par les fermions, des ph�enom�enes d'interf�erences �a une particule.
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En repr�esentation de Heisenberg, cet �etat n'�evolue pas. Il se d�ecompose �a l'instant t sur les �etats �a

une particule :

h1; r; t j 1; �(r; t0); t0i = h 0 j	(r; t)
Z
d3r �(r; t0) 	

y(r; t0) j 0 i

Cette relation peut être �ecrite en faisant apparâ�tre explicitement la corr�elation des champs quan-

tiques :

h1; r; t j 1; �(r; t0); t0i =
Z
d3r �(r; t0)h 0 j	(r; t) 	y(r; t0) j 0 i

Comme t > t0, l'ordre des champs est bien respect�e dans la corr�elation d�e�nie en (1.32). On reconnâ�t

alors l'int�egrale de propagation (1.40).

1.2.4 Mod�elisation des interactions dans un champ atomique coh�erent.

Nous rappelons ici simplement les conclusions essentielles �a la mod�elisation des interactions in-

teratomiques au sein d'un nuage coh�erent. Une explication plus d�etaill�ee peut être trouv�ee en annexe

C ou encore le dans le cours de Jean Dalibard [44] et dans les r�ef�erences incluses.

1.2.4.1 Nuage de bosons.

Aux tr�es basses temp�eratures, la mod�elisation la plus simple ne prend en compte que les di�usions

dans l'onde s. Le potentiel est alors mod�elis�e par un terme de contact 21 :

V (r) = g �(r) (1.45)

La constante g est reli�ee �a la longueur de di�usion par la relation :

g =
4�~2a

m
(1.46)

Ce pseudo-potentiel ne donne des r�esultats corrects seulement si la fonction d'onde consid�er�ee pour

la di�usion est su�samment r�eguli�ere en r = 0. On utilise �egalement un autre pseudo-potentiel

21. La validit�e de cette approche d�epend de caract�eristiques propres du potentiel : d�ecroissance rapide, isotropie,
etc...Il est bon de noter une exception notable �a cette mod�elisation : l'interaction dipolaire. La d�ecroissance en 1=r3

de ce potentiel n'est pas su�samment rapide pour assurer -même �a basse temp�erature- la validit�e de l'approximation
de di�usions uniquement dans l'onde s . Par ailleurs, ce potentiel pr�esente une anisotropie. Pour ces deux raisons, la
mod�elisation par un pseudo-potentiel de contact est inad�equate. Nous �evoquerons au chapitre 6 la dynamique d'un
gaz pr�esentant des interactions dipolaires.
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applicable �a des fonctions d'ondes moins r�eguli�eres :

V (r) (r) = Ng�(r)
@r (r)

@r
(1.47)

1.2.4.2 Nuage de fermions.

Aux temp�eratures ultrafroides, la di�usion dans l'onde s est inaccessible aux fermions du fait

du principe de Pauli. A ces temp�eratures, les autres di�usions (dans l'onde p,...)- �energ�etiquement

moins favorables- sont �egalement inaccessibles. Ceci explique pourquoi les gaz de fermions sont qua-

siment insensibles aux interactions dans le r�egime de temp�eratures ultra-froides, ce qui fait d'eux des

candidats prometteurs pour les interf�erom�etres atomiques [46]. Les fermions sont par ailleurs utilis�es

dans les horloges optiques [47], mais il semble que la quasi-absence d'interactions ne soit pas le cri-

t�ere d�eterminant pour ces syst�emes. Comme ce m�emoire est d�edi�e �a l'optique des sources atomiques

coh�erentes, nous avons plutôt consid�er�e des condensats de Bose-Einstein que des �echantillons fermio-

niques. Une grande partie de l'�etude r�ealis�ee ici peut cependant être transpos�ee �a la propagation de

nuages fermioniques, �a condition de consid�erer des �etats �a un particule.

1.2.5 Equation d'�evolution du champ atomique coh�erent.

1.2.5.1 Approximation de temp�erature nulle.

Munis de la mod�elisation des interactions par un terme de contact, nous pouvons �ecrire simplement

l'�equation d'�evolution du champ atomique. Pour �eviter des complications inutiles, nous ne consid�erons

ici qu'un seul �etat interne. Rappelons la d�ecomposition du champ atomique selon la fraction condens�ee

et la fraction thermique :

	̂(r; t) = �0(r; t)â0 + ~	(r; t) (1.48)

Lorsque l'on ins�ere cette d�ecomposition dans le terme d'interaction du Lagrangien :

g

2

Z
d3r	̂y(r; t)	̂y(r; t) 	̂(r; t)	̂(r; t)

on obtient une s�erie de termes qui correspondent �a des vertex d'interactions condensat-condensat,

condensat-nuage thermique, nuage thermique-nuage thermique :

g

2

Z
d3rj�0j4(r; t)ây0ây0â0â0 +

g

2

Z
d3r��0(r; t)â

y
0
~	y(r; t) ~	(r; t) ~	(r; t) +

g

2

Z
d3rj�0j2(r; t)ây0â0 ~	y(r; t) ~	(r; t)

+
g

2

Z
d3rj�0j2(r; t)��0(r; t)ây0ây0â0 ~	(r; t) +

g

2

Z
d3r~	y(r; t) ~	y(r; t) ~	(r; t) ~	(r; t) + :::



34 Chap 1 - Introduction �a la propagation des sources atomiques coh�erentes.

Pour d�ecrire l'�evolution du nuage �a temp�erature non-nulle, il est n�ecessaire de prendre en compte

tous ces vertex d'interaction. Ce traitement est, en g�en�eral, tr�es complexe.

Les exp�eriences propos�ees dans ce m�emoire utilisent un nuage atomique dans un r�egime ultra-froid

o�u la fraction thermique est suppos�ee bien moins peupl�ee que la fraction condens�ee 22. Nous prenons

donc le parti de n�egliger l'interaction du condensat avec la fraction non-condens�ee, approximation

d'autant plus l�egitime que les nuages consid�er�es sont dilu�es. En d'autres termes, l'�echantillon atomique

est trait�e comme un gaz quantique d�eg�en�er�e �a temp�erature nulle.

1.2.5.2 Equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps.

L'�equation de propagation satisfaite par la fonction d'onde du condensat porte le nom d'�equation

de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps :

i~
@�0(r; t)

@t
=

�
� ~

2

2m
�+ U0(r) +Ngj�0(r; t)j2

�
�0(r; t) (1.49)

Elle est tr�es fr�equemment utilis�ee pour mod�eliser l'�evolution de condensats de Bose-Einstein. La non-

lin�earit�e provient du terme cubique associ�e aux interactions.

1.2.5.3 Analogie avec l'optique non lin�eaire.

L'�equation de Gross-Pitaevskii est identique �a celle de la propagation d'un champ �electrique

dans un milieu Kerr et dans l'approximation paraxiale. Cette similitude a permis de transposer les

pr�edictions de l'optique non-lin�eaire �a la physique atomique, donnant lieu �a un nouveau champ d'in-

vestigation : l' optique atomique non-lin�eaire.

Au cours de la derni�ere d�ecennie, des ph�enom�enes couramment observ�es en optique non-lin�eaire

ont ainsi �et�e r�ealis�es avec des ondes de mati�ere. Une technique courante pour la g�en�eration de nou-

velles fr�equences optiques consiste �a m�elanger trois ondes intenses et coh�erentes dans un milieu

non-lin�eaire a�n d'en extraire une quatri�eme �a la fr�equence voulue. Ce m�elange �a quatre ondes a pu

être r�ealis�e avec des ondes de mati�ere [25]. Le terme non-lin�eaire donne lieu �a des conditions d'ac-

cords de phase identiques pour les ondes di�us�ees, et peut-être potentiellement utilis�e pour r�ealiser de

l'ampli�cation atomique. Une autre transposition spectaculaire de l'optique non-lin�eaire �a l'optique

22. En pratique, le nuage thermique devient pratiquement ind�etectable exp�erimentalement lorsqu'il repr�esente moins
de 10% de la fraction condens�ee [48].
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atomique a �et�e l'observation de solitons (brillants et noirs) [49, 50, 51, 52], couramment utilis�es pour

les t�el�ecommunications [53].

Cette analogie avec l'optique non-lin�eaire a inspir�e une grande partie du travail pr�esent�e dans

ce m�emoire, notamment l'extension du formalisme ABCD pr�esent�ee au chapitre 7. Il est en e�et

di�cile d'obtenir des pr�edictions analytiques �a partir d'une r�esolution directe de l'�equation de Gross-

Pitaevskii. L'emploi de m�ethodes optiques pour traiter les interactions permet par contre l'obtention

de solutions approch�ees et simples �a la propagation.

1.2.6 Propagation d'un nuage atomique coh�erent dilu�e : propagation

ABCD.

Il existe un cas particulier important o�u le propagateur associ�e �a l'�equation de propagation est

connu de fa�con analytique : il s'agit de la propagation d'une onde atomique dilu�ee dans un Hamilto-

nien quadratique en position et en impulsion. Un tel Hamiltonien admet l'expression g�en�erale 23 :

H(r̂; p̂) =
~̂p�(t)p̂

2m
� ~̂r�(t)p̂� m

2
~̂r(t)r̂�mg(t) � r̂+ f(t) � p̂ (1.50)

Les �el�ements �(t),�(t) et (t) sont des matrices 3 � 3, tandis que f(t) et g(t) sont des vecteurs.

Nous d�esignons pare l'op�eration de transposition matricielle ou vectorielle. Les matrices �(t) et (t)

peuvent �evidemment être prises comme sym�etriques sans perte de g�en�eralit�e. En revanche, la matrice

�(t) est prise comme antisym�etrique, si bien que �(t) est associ�e �a des produits de deux operateurs

qui commutent. Le passage des vecteurs aux operateurs est donc univoque pour ce terme.

Pr�ecisons bri�evement l'origine physique des termes intervenant dans ce Hamiltonien discut�ee en

d�etail dans la r�ef�erence [43] et expos�ee par ailleurs dans [36, 37, 40, 10]. Le potentiel �mg � r̂ mo-
d�elise la contribution principale du potentiel gravitationnel. Le terme quadratique en position (t)

rend compte des gradients de gravit�e et �egalement d'un e�et de lentille e�ective due aux interactions

atomiques. Le tenseur �(t) traduit des e�ets de rotation du r�ef�erentiel comme l'e�et Sagnac ou l'e�et

Lense-Thirring dans le domaine relativiste. Le terme quadratique en impulsion provient �a la fois de

l'approximation parabolique (impliquant une masse e�ective m�, voir Annexe B du chapitre 7) et

peut �egalement être a�ect�e par la pr�esence d'ondes gravitationnelles.

23. Cet Hamiltonien est obtenu �a partir du Hamiltonien relativiste par l'approximation parabolique, comme expos�e
dans l'appendice B du chapitre 7.
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Cette �evolution Hamiltonienne est ad�equate pour d�ecrire la plupart des exp�eriences m�etrologiques

utilisant des atomes froids. En e�et, de telles exp�eriences font g�en�eralement intervenir des nuages

su�samment dilu�es pour que l'impact des interactions sur les mesures e�ectu�ees ne soit pas critique.

D'autre part, �etant donn�e la r�esolution des interf�erom�etres actuels, il n'est pas n�ecessaire de mod�eliser

les e�ets gravito-inertiels par un d�eveloppement plus que quadratique [10].

Le formalisme pr�esent�e ici s'inspire des lois ABCD param�etrant l'�evolution de rayons lumineux

en optique g�eom�etrique [54]. Il a �et�e introduit par Christian Bord�e dans le cadre de la physique

atomique [55, 36]. Nous exposons maintenant plusieurs r�esultats importants pour appr�ehender la

propagation de fonctions d'onde dans des Hamiltoniens quadratiques. Nous adoptons les notations

suivantes :

M(t; t0) =

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
�(t) =

 
�(t0) �(t0)

(t0) �(t0)

!
(1.51)

1.2.6.1 Propagateur ABCD.

Le propagateur d'une �equation d'�evolution lin�eaire associ�ee �a un Hamiltonien quadratique est

analytique et a �et�e d�etermin�e par Van-Vleck en 1928 [56] 24 :

K(r; t; r0; t0) =
� m

2�i~

�3=2
exp

�
i

~
Scl(r; t; r

0; t0)
�

(1.52)

La fonction Scl(r; t; r
0; t0) d�esigne l'action classique, c'est �a dire l'int�egrale du Lagrangien �evalu�ee

le long de la trajectoire classique (param�etr�ee par �) entre les points d'espace temps (r0; t0) et (r; t) :

Scl(r; t; r
0; t0) =

Z t

t0
d�L ( u(�);p(�) ) (1.53)

o�u la trajectoire u(�) est celle d'un point mat�eriel initialement �a la position r0 �a l'instant t0, arrivant

�a la position r �a l'instant t et satisfaisant aux �equations classiques du mouvement :

(
u(t0) = r0

u(t) = r

8><>:
du

d�
= rpH(r;p)

dp

d�
= �rrH(r;p)

(1.54)

L'action peut �egalement être d�etermin�ee par l'�equation de Hamilton-Jacobi [36] :

@tS +Hext(r;rrS; t) = 0 (1.55)

24. Remarquons qu'un tel propagateur satisfait la d�e�nition (1.38).
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Soulignons que ces solutions peuvent �egalement être obtenues par une s�erie de transformations uni-

taires successives [55, 37]. L'expression du propagateur de Van Vleck a �egalement �et�e d�emontr�ee par

Christian Bord�e [55].

1.2.6.2 Evolution ABCD des op�erateurs position et impulsion en repr�esentation de

Heisenberg.

Remarquons tout d'abord que le caract�ere quadratique du Hamiltonien permet d'obtenir un jeu

d'�equation ferm�e pour l'�evolution des op�erateurs position et impulsion en repr�esentation de Heisen-

berg. Introduisons l'op�erateur unitaire d'�evolution associ�e au mouvement externe :

Uext(t; t1) = T

�
exp

�
� i
~

Z t

t1

dt0Hext(r̂; p̂; t
0)
��

(1.56)

Nous avons �a nouveau utilis�e l'ordonnancement temporel T expos�e dans l'annexe B. En repr�esentation

d'Heisenberg, les op�erateurs position et impulsion sont d�e�nis par :

R̂(t; t1) = U�1
ext(t; t1) r̂ Uext(t; t1)

P̂(t; t1) = U�1
ext(t; t1) p̂ Uext(t; t1) (1.57)

Leurs �equations d'�evolution de Heisenberg sont d�etermin�ees par leur commutateur avec le Hamilto-

nien :

dR̂

dt
=

1

i~

h
R̂; Ĥ

�
R̂ ; P̂

� i
dP̂

dt
=

1

i~

h
P̂; Ĥ

�
R̂ ; P̂

� i
Ces �equations peuvent se mettre sous la forme matricielle :

d

dt

 
R̂(t; t1)
1
m
P̂(t; t1)

!
=

 
�(t) �(t)

(t) �(t)

! 
R̂(t; t1)
1
m
P̂(t; t1)

!
+

 
f(t)

g(t)

!
(1.58)

Cette derni�ere �equation peut s'int�egrer formellement et donner lieu �a une relation matricielle\ABCD��"

entre les op�erateurs �a l'instant initial et ceux �a l'instant �nal : 
R̂(t; t1)
1
m
P̂(t; t1)

!
=

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

! 
R̂(t0; t1)
1
m
P̂(t0; t1)

!
+

 
�(t)

�(t)

!
(1.59)
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En rempla�cant cette expression dans l'�equation de Heisenberg pour les op�erateurs positions et im-

pulsions, on obtient le syst�eme suivant pour la matrice ABCD :

dM(t; t0)

dt
= �(t)M(t; t0)

(1.60)

Cette �equation peut s'int�egrer formellement �a l'aide de l'op�erateur d'ordonnancement temporel T : 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
= T

"
exp

 
�
Z t

t0

dt0
 
�(t0) �(t0)

(t0) �(t0)

!!#
(1.61)

Le vecteur (�; �) apparâ�t par ailleurs comme la solution inhomog�ene du syst�eme di��erentiel (1.58),

de la forme d�
dt
= ��+ � avec �(t) = (f(t); g(t)). Cette solution s'exprime : 

�(t)

�(t)

!
=

Z t

t0

dt0M(t; t0) �(t0) avec �(t) =

 
f(t)

g(t)

!

Rappelons que, en repr�esentation de Heisenberg, seuls les op�erateurs �evoluent, le ket repr�esentant

l'�etat quantique du syst�eme reste constant au cours du temps. La relation \ABCD" (1.59) entre

op�erateurs se traduit donc directement par une relation sur les positions et impulsions moyennes

r0(t) = hR̂(t; t1)i et p0(t) = hR̂(t; t1)i : 
r0(t)
1
m
p0(t)

!
=

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

! 
r0(t0)
1
m
p0(t0)

!
+

 
�(t)

�(t)

!
(1.62)

Il est possible d'utiliser ces relations entre op�erateurs ABCD pour obtenir des int�egrales premi�eres du

mouvement du paquet d'ondes, qui fournissent une d�emonstration alternative du th�eor�emeABCD [10].

1.2.6.3 Th�eor�eme ABCD pour un mode gaussien fondamental.

L'avantage principal de la mod�elisation de la dynamique par un Hamiltonien quadratique est

l'existence d'une base de solutions self-similaires constitu�ee de fonctions gaussiennes et dont l'�evo-

lution est simple. En e�et, l'action du propagateur (1.52) sur une gaussienne redonne un fonction

gaussienne.

Plus pr�ecis�ement, soit une fonction d'onde �(r; t) satisfaisant l'�equation de propagation associ�ee

au Hamiltonien quadratique (1.50) et d�e�nie �a l'instant initial t0 par la fonction gaussienne dans le
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mode fondamental :

�(r; t0) =
1pjdet(X(t0))j

exp

�
im

2~
t
�
r� r0(t0)

�
Y (t0)X

�1(t0)
�
r� r0(t0)

�
+
i

~

�
r� r0(t0)

� � p0(t0)�
(1.63)

Par convention, les matrices X(t0), Y (t0) caract�erisent respectivement les dispersions initiales en

position et en impulsion :

X(t0) =

0B@ �x 0 0

0 �y 0

0 0 �z

1CA Y (t0) =
i~

m

0B@ 1=�x 0 0

0 1=�y 0

0 0 1=�z

1CA (1.64)

La fonction d'onde �(r; t) est d�etermin�ee �a tout instant ult�erieur t > t0 par la relation :

�(r; t) =
e
i
~
Scl(t;t0;r0(t0);p0(t0))pjdet(X(t))j exp

�
im

2~
t
�
r� r0(t)

�
Y (t)X�1(t)

�
r� r0(t)

�
+
i

~

�
r� r0(t)

� � p0(t)�
(1.65)

Les positions et impulsions moyennes r0(t);p0(t) sont donn�ees par la relation ABCD (1.62). Les quan-

tit�es X(t); Y (t) suivent elles-aussi cette loi d'�evolution, faisant intervenir la même matrice ABCD : 
X(t)

Y (t)

!
=

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

! 
X(t0)

Y (t0)

!
(1.66)

Le terme Scl(t; t0; r0(t0);p0(t0)) correspond en�n �a l'action classique entre t et t0 d'un point mat�eriel

de masse m, de dynamique r�egie par le Hamiltonien classique H et de positions et impulsions initiales

r0(t0) et p0(t0).

1.2.6.4 Extension �a la propagation d'une fonction d'onde initiale arbitraire.

Bien que la m�ethode pr�ec�edente fasse intervenir une fonction d'onde initialement dans le mode

gaussien fondamental, il est possible d'en extraire la propagation d'une base compl�ete de l'espace de

Hilbert [37]. En e�et, le th�eor�eme ABCD ne s'applique pas �a une seule fonction mais �a toute une

famille continue de fonctions param�etr�ees par le choix de la position centrale, de l'impulsion centrale

et de la phase. En reparam�etrant cette famille de fonctions pour l'exprimer comme une fonction

g�en�eratrice, on peut alors obtenir la propagation d'une base de modes Hermito-Gaussiens.

Nous consid�erons la fonction g�en�eratrice suivante, dont le d�eveloppement donne les modes Hermito-
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Gaussiens :

F (r;M1;M2;M3; �) = exp
�
trM1r + i trM2� + t�M3�

�
= e

trM1r
X
l;m;n

il+m+n�lx�
m
y �

n
zHlmn

�
~M2r;�M3

2

�
(1.67)

En utilisant une param�etrisation adapt�ee de l'impulsion centrale et un facteur de phase, il est possible

d'\habiller" le mode gaussien fondamental (1.63) en une telle fonction g�en�eratrice :

G�(r0;p0; X; Y ) =
1pjdet(X)j exp

�
im

2~
t
�
r� r0

�
Y X�1�r� r0�+ i

~
p0(�) �

�
r� r0

�
+ '(�)

�
p0(�) = p0 � 2~ ~X�1� '(�) =

1

2
t�X�1X�� (1.68)

On retrouve ainsi le d�eveloppement en mode Hermito-Gaussiens :

G�(r0;p0; X; Y ) =
1p

det(X)
e
t
�
r�r0
�
Y X�1

�
r�r0
� X
l;m;n

il+m+n�lx�
m
y �

n
zHlmn

�
�2 ~X�1r;�X

�1X�

2

�
(1.69)

L'obtention de la propagation des modes Hermito-Gaussien se fait alors facilement. Consid�erons �a

pr�esent une fonction d'onde �� se propageant selon le Hamiltonien quadratique pr�ec�edent et v�eri�ant

la condition initiale ��(r; t0) = G�(r0(t0);p0(t0); X0; Y0). La propagation ABCD nous donne une ex-

pression analytique de cette fonction �a tout instant t > 0 selon ��(r; t) = G�(r0(t);p0(t); X(t); Y (t)).

On d�eveloppe les fonctions d'onde initiales et �nales en puissances de �. C'est alors la lin�earit�e

de l'�equation de propagation qui nous permet d'identi�er les coe�cients de �lx�
m
y �

n
z et de d�eduire

l'�evolution de chaque mode Hlmn :

Uext(t; t0)

"
1pjdet(X0)j

Hlmn

�
�2 ~X0

�1
r;�X

�1
0 X�

0

2

�
e
t
�
r�r0
�
Y0X

�1
0

�
r�r0
�#

=
e
i
~
Scl(t;t0;r0(t0);p0(t0))pjdet(X(t))j Hlmn

�
�2 ~X�1(t)r;�X

�1(t)X�(t)
2

�
e
t
�
r�r0
�
Y (t)X(t)�1

�
r�r0
�

(1.70)

L'�equation pr�ec�edente permet ainsi d'�etendre le th�eor�eme ABCD du mode fondamental �a l'ensemble

des modes Hermito-Gaussiens.

Nous retiendrons deux points essentiels de la discussion pr�ec�edente.

La premi�ere conclusion est d'ordre pratique. La base de solution exhib�ee permet de ramener la

propagation d'une fonction d'onde arbitraire dans un Hamiltonien quadratique �a une succession de
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deux op�erations :

{ Calcul des coe�cients de projection de la fonction d'onde sur une base de modes Hermito-

Gaussiens.

{ Evolution des param�etres r0;p0; X; Y au cours du temps et calcul de l'action classique.

La seconde est d'ordre th�eorique : la propagation d'un mode Gaussien fondamental param�etr�e par

des �el�ements r0;p0; X; Y quelconques contient toutes les informations n�ec�essaires �a la propagation

de fonctions d'ondes g�en�erales. En d'autres termes, l'�etude de la propagation d'une fonction d'onde

dans un syst�eme quantique r�egi par un Hamiltonien quadratique en position et en impulsion peut-être

ramen�e sans perte de g�en�eralit�e �a l'�etude d'une fonction d'onde initialement dans le mode fondamental

gaussien. C'est pourquoi, dans les syst�emes exp�erimentaux propos�es dans ce chapitre, nous prendrons

toujours une telle fonction initiale. Nous utiliserons tout au long de ce manuscrit la notation suivante

pour d�esigner un paquet d'ondes g�en�erique :

wp(r0;p0; X; Y; �) =
1p

jdet(X)j exp
�
im

2~
(r� r0)Y X

�1(r� r0) +
i

~
(r� r0) � (p0 � 2~ ~X�1�!� ) +

1

2
�!�X�1X��!�

�
(1.71)

1.2.7 Loi d'expansion en r�egime de Thomas-Fermi d�ependant du temps.

Comme nous invoquerons ce r�egime de propagation �a plusieurs reprises, il est utile d'exposer bri�e-

vement ces r�esultats qui sont par ailleurs d�etaill�es dans plusieur ouvrages de r�ef�erence [57]. En r�egime

de Thomas-Fermi, la contribution dominante �a l'�energie du condensat provient des interactions. Ceci

permet de n�egliger le terme cin�etique dans l'�equation de Gross-Pitaeskii en r�egime ind�ependant du

temps 25 :

��(r) ' U (0)(r)�(r) +Ngj�(r)j2�(r) (1.72)

En pr�esence d'un potentiel ext�erieur harmonique :

U (0)(r) =
1

2

3X
i=1

!2
i x

2
i (1.73)

25. Approximation dite de Thomas-Fermi.
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la norme de la fonction d'onde �epouse ainsi une parabole invers�ee :

�(r) = j�(r)j2 =
�
�

Ng

��
1� x2i

R2
i

�
Ri =

s
2�

!2
i

(1.74)

Il est possible d'�etendre ces r�esultats dans le cas o�u le potentiel ext�erieur U (0) d�epend du temps [38].

On absorbe alors l'�evolution de la fonction d'onde dans des param�etres d'�echelle �i en consid�erant la

transformation de jauge suivante :

�(r; t) =
1qQd
1 �i(t)

exp (i�(t)) exp

 
i
m
Pd

1
_�i(t)x

2
i

2~�i(t)

! e�� xi
�i(t)

; t

�
(1.75)

Commentons bri�evement la forme de cette transformation. L'argument xi=�i(t) de la fonction d'ondee�. Le pr�efacteur 1=
qQd

1 �i(t) assure la normalisation de la fonction d'onde. Le facteur de phase

�(t) est un arti�ce math�ematique qui permet d'absorber l'oscillation rapide de la fonction d'onde.

Le facteur de phase
m
Pd

1
_�i(t)x

2
i

2~�i(t)
re�ete l'op�eration de dilatation de l'espace. En e�et, l'op�eration de

dilatation sur l'�equation de Newton classique conduit �a consid�erer un champ de vitesse local :

v(r; t) = xi
_�i(t)

�i(t)
êi (1.76)

Une translation p! p+mv0 sur les impulsions est op�er�ee par l'op�erateur unitaire Tmv0 = exp
�
i
~
mv0 � r̂

�
.

Le pr�efacteur de la transformation de jauge �equivaut donc �a e�ectuer une translation sur les impul-

sions correspondant au champ de vitesse pr�ec�edent : p! p+mxi[ _�i(t)=�i(t)]êi.

En supposant que la fonction d'onde �(r; t) ob�eit �a l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant

du temps (1.49), on obtient une �equation pour la fonction d'onde transform�ee de jauge e�. On peut

montrer que, si les param�etres d'�echelle ob�eissent au syst�eme di��erentiel :

��i =
!2
i (0)

�i
Qd

j=1 �j
� �i!2

i (t) (1.77)

alors la fonction d'onde transform�ee de jauge e� �evolue lentement e�(xi; t) ' e�(xi; t0) [38]. Ainsi

la propagation est-elle essentiellement d�etermin�ee, en r�egime d'interactions fortes, par un jeu de

quelques param�etres d'�echelle ob�eissant au syst�eme (1.77) 26.

26. Les images d'un condensat en expansion sont souvent utilis�ees exp�erimentalement pour caract�eriser la distribution
initiale d'impulsion. En fait, la taille du condensat apr�es un certain temps de vol d�epend �egalement d'autres param�etres
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1.2.8 Conclusion.

Nous avons �etabli en parall�ele entre la propagation d'un champ atomique et celle d'un champ

photonique. Les deux propagations sont essentiellement identiques �a l'exception notable de la pr�e-

sence d'une masse pour le champ atomique. Cette di��erence donne �a l'optique atomique une richesse

suppl�ementaire : d�e�nition d'une dimension suppl�ementaire -temps propre- associ�ee �a la masse, et

propagation coh�erente en dehors du r�egime paraxial.

Nous avons rappel�e plusieurs concepts de th�eorie des champs essentiels au traitement des sources

atomiques coh�erentes : Lagrangien, principe de moindre action 27, et propagateur.

Nous avons �egalement mod�elis�e plus sp�eci�quement la propagation des nuages atomiques consi-

d�er�es dans les exp�eriences de m�etrologie. La mod�elisation des interactions a mis en �evidence deux

propri�et�es importantes. D'une part, il existe une distinction essentielle �a basse temp�erature dans

le comportement des fermions et des bosons, les interactions �etant beaucoup plus faibles pour les

premiers. D'autre part, dans de nombreuses situations exp�erimentales, les interactions atomiques

peuvent être mod�elis�ees par une seule constante de couplage li�ee �a la di�usion dans l'onde s et

par un terme terme de champ moyen analogue �a l'e�et Kerr en optique non-lin�eaire. L'�equation de

Gross-Pitaevskii d�ependant du temps, qui r�esulte de cette mod�elisation, est alors similaire �a l'�equa-

tion de propagation d'un champ �electrique dans un milieu non-lin�eaire. Cette analogie permettra

de transposer e�cacement les m�ethodes �etablies en optique pour d�ecrire la propagation du champ

�electromagn�etique dans des milieux Kerr [58, 59, 60].

En�n, nous avons d�etaill�e deux r�egimes sp�eci�ques de propagation pour les ondes de mati�ere. Le

r�egime dilu�e est celui qui concerne le plus les exp�eriences consid�er�ees dans ce m�emoire, dont le carac-

t�ere m�etrologique est di�cilement compatible avec la pr�esence d'interactions importantes. Dans ce

r�egime, la propagation par matrices ABCD permet une description e�cace et souvent analytique de

l'�evolution de nuages atomiques. A l'oppos�e, le r�egime de Thomas-Fermi est souvent le cadre adapt�e

pour d�ecrire l'expansion de condensats imm�ediatement apr�es coupure du pi�ege.

que cette distribution initiale d'impulsion : la taille initiale du nuage bien sûr, mais �egalement l'accumulation de l'e�et
des interactions sur l'ensemble de la chute [48]. Ce dernier aspect, qui intervient pourtant explicitement dans la loi
d'expansion de Thomas-Fermi, est souvent omis des analyses de temps de vol - �a tort-.
27. R�ecemment reformul�e par Christian Bord�e �a 5D.
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1.3 Manipulation du champ atomique par un champ �elec-

tromagn�etique.

La sym�etrie entre les rôles jou�es par les champs atomiques et �electromagn�etiques est manifeste

dans la manipulation exp�erimentale de ces champs : alors qu'en optique photonique le faisceau lu-

mineux est contrôl�e par des objets mat�eriels (tels que lentilles, miroirs...), en optique atomique le

faisceau de mati�ere est dirig�e au moyen d'�el�ements lumineux. Nous e�ectuons ici quelques rappels

sur les techniques de manipulation d'un champ atomique par un champ �electromagn�etique.

Les photons sont porteurs �a la fois d'une quantit�e de mouvement et d'un moment cin�etique. Les

lois de conservation (qui au niveau fondamental est une collision) imposent que le mouvement externe

des atomes soit alt�er�e par le champ lumineux lors de l'interaction lumi�ere-mati�ere. Cette conserva-

tion peut ainsi permettre un transfert coh�erent d'impulsion [61] ou de moment cin�etique [62, 63] du

champ lumineux vers le champ atomique. Le changement d'�etat interne associ�e permet par ailleurs

de d�esigner sans ambigu��t�e les atomes dont le mouvement a �et�e modi��e lors de la collision. Cette

propri�et�e a servi �a d�e�nir les interf�erom�etres atomiques actuels [64].

Pour les exp�eriences consid�er�ees, cette interaction est correctement d�ecrite au moyen d'un for-

malisme semi-classique faisant intervenir un champ �electromagn�etique externe. Le champ lumineux

consid�er�e impliqu�e dans nos propositions exp�erimentales est en e�et dans des �etats coh�erents intenses

qui lui donnent des propri�et�es tr�es proches d'un champ classique.

Cependant, même en pr�esence d'un champ �electromagn�etique classique, la dynamique du champ

atomique est complexe. Aussi proc�ederons-nous par complexit�e croissante dans notre mod�elisation de

l'interaction atome-champ. Nous commen�cons par traiter le cas le plus simple de l'interaction d'un

atome �a deux niveaux avec un champ �electromagn�etique externe quasi-r�esonnant. Nous abordons

ensuite l'interaction d'un syst�eme �a trois niveaux avec un champ �electromagn�etique v�eri�ant une

condition de r�esonance �a deux photons. Nous �etendons en�n notre mod�elisation de la di�usion pour

prendre en compte la quanti�cation du mouvement externe de l'atome. Nous rappelons les �equations

d'�evolution d'un spineur atomique en pr�esence d'un champ �electromagn�etique. La r�esolution de ces

�equations sort du cadre de ce m�emoire, nous donnons les conclusions de Charles Antoine et Christian

Bord�e [10] relatives �a l'action d'un champ �electromagn�etique uniforme sur le champ atomique. Ces

r�esultats sur les s�eparatrices temporelles serviront de socle �a la mod�elisation des exp�eriences propos�ees

dans ce manuscrit.
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1.3.1 Interaction d'un atome �a deux niveaux avec un champ �electroma-

gn�etique externe oscillant.

La mod�elisation la plus simple de l'interaction �electromagn�etique fait intervenir un syst�eme quan-

tique �a deux niveaux 28 et un champ �electromagn�etique externe. Les degr�es de libert�e externes du

champ atomique sont trait�es de fa�con purement classique. Le champ �electromagn�etique est simple-

ment uniforme et sinusoidal :

E(r; t) = E0 cos(!t+ �) (1.78)

Le potentiel d'interaction correspondant fait intervenir l'op�erateur dipolaire d̂ = jejr̂ :

Hem(t) = �d̂ � E(t) (1.79)

Le r�esolution de ce probl�eme est expos�ee dans de nombreux ouvrages de m�ecanique quantique [14],

et nous nous contenterons ici d'en rappeler les conclusions. Les �etapes du calcul sont d�etaill�ees dans

l'annexe D.

Pour obtenir une expression simple du spineur atomique en sortie, il est n�ecessaire d'e�ectuer

une approximation dite des \ondes tournantes". Elle consiste �a consid�erer que la contribution anti-

r�esonnante du champ se moyenne su�samment rapidement pour ne pas contribuer au mouvement

du spineur atomique. Cette approximation n'est valide que si la dur�ee T associ�ee �a une rotation

angulaire de � du spineur atomique v�eri�e :

T =
�~

jhbjd � E0jaij �
1

!b � !a (1.80)

Pour se placer dans le r�egime d'approximation d'ondes tournantes, il est donc n�ecessaire d'imposer

une limite sup�erieure �a la vitesse de rotation du spineur atomique, fonction de l'�ecart entre les ni-

veaux d'�energie consid�er�es. Cette condition impose en fait une limite �a la quantit�e de mouvement

que l'on peut transf�erer par unit�e de temps au nuage atomique.

On choisit de d�e�nir la pulsation de Rabi selon :


ba = �hbjd̂jaiE0

~
> 0 (1.81)

28. On n�eglige les complications �eventuelles li�ees �a la structure interne de l'atome comportant g�en�eralement bien
plus que deux niveaux d'�energie.
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Nous introduisons �egalement le d�esaccord � = ! � !ba
29, ainsi que la pulsation de Rabi e�ective


r =
p

2
ba + �2=4. Si l'approximation des ondes tournantes est v�eri��ee, le spineur atomique de

sortie d�epend du spineur en entr�ee selon : 
b(t0 + �)

a(t0 + �)

!
=

 �
cos
�

r�
2

�� i cos � sin
�

r�
2

��
e�i�

�
2 �i sin � sin �
r�2 � e�i� �2 e�i(�t0+�)

�i sin � sin �
r�2 � ei� �2 ei(�t0+�) �
cos
�

r�
2

�� i cos � sin
�

r�
2

��
ei�

�
2

!  
b(t0)

a(t0)

!
(1.82)

L'angle � intervenant dans cette expression d�epend du d�esaccord et de la pulsation de Rabi selon :

sin � =

ba


r
cos � =

��

r

� 2 [0; �] (1.83)

Nous reformulons �a pr�esent la matrice de di�usion �a l'aide d'un param�etre sans dimension y (d�e�ni

de fa�con plus g�en�erale ult�erieurement) associ�e �a la non-r�esonance de la transition :

y =
��

ba

(1.84)

On obtient alors les relations :

sin � =
1p

1 + y2
cos � =

yp
1 + y2

(1.85)

La matrice de Rabi pr�ec�edente s'exprime selon :0BB@
�
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(1.86)

Notons que le signe des termes crois�es est purement conventionnel, car li�e �a la d�e�nition des �etats

internes jai; jbi et susceptible d'être modi��e par un ajout de phase arbitraire sur l'un de ces �etats.

1.3.2 Di�usion �a deux photons sur un atome �a trois niveaux.

L'int�erêt principal de ces di�usions est qu'elles permettent de communiquer aux atomes une

quantit�e de mouvement cons�equente, de fa�con coh�erente, lors de transitions entre niveaux faiblement

espac�es en �energie (par exemple une transition micro-ondes). Une impulsion r�esonnante �a un photon

ne donnerait pas lieu �a un transfert d'impulsion su�sant (pour nos exp�eriences) avec un tel �ecart

d'�energie. Les canaux de di�usion ont �et�e abord�e dans le cours de Christian Bord�e [65]. Les calculs

de matrice e�ective de di�usion lors d'une impulsion Raman �gurent dans la r�ef�erence [66] ainsi que

29. Nous n�egligeons ici tout e�et de recul, mais ce terme pourrait être introduit facilement dans le d�esacccord.
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dans le cours de Cohen-Tannoudji [67].

Consid�erons un atome �a trois niveaux a; b; c et un champ �electromagn�etique externe constitu�e

de deux ondes planes superpos�ees :

E =
1

2
E0
1e

i(k1�r�!1t+'1) +
1

2
E0
1e

i(�k1�r+!1t�'1) +
1

2
E0
2e

i(k2�r�!2t+'2) +
1

2
E0
2e

i(�k2�r+!2t�'2) :

Pour �xer les id�ees, nous orientons le sens de la propagation selon k1 = k1z. Pour l'instant le

mouvement externe de l'atome est trait�e ici de fa�con semi-classique : les termes correspondants sont

simplement rajout�es dans la condition de conservation de l'�energie.

1.3.2.1 Processus de di�usion r�esonnants.

Il est utile de repr�esenter l'action du champ sur l'atome sur un diagramme �energie-impulsion. Nous

d�esignons par le ket j�;pi un atome dans l'�etat interne � et avec l'impulsion p. Le d�eveloppement

non-relativiste de l'�energie associ�ee suit simplement une parabole :

E = m�c
2 +

p2

2m�
(1.87)

Le diagramme �energie-impulsion de l'atome fait ainsi intervenir une famille de paraboloides index�es

par l'�etat interne consid�er�e. Pour simpli�er, nous consid�erons simplement la composante de l'impul-

sion parall�ele �a l'axe de propagation Oz des lasers. Le diagramme fait alors intervenir simplement

des paraboles et non plus des parabolo��des.

Chaque composante du champ, de la forme :

ei(k�r�!t)

avec (!;k) 2 f(!1;k1); (�!1;�k1); (!2;k2); (�!2;�k2)g, se traduit par l'ajout d'une �energie �E =

~! et d'une quantit�e de mouvement �p = ~k. Les termes de fr�equences n�egatives (donnant lieu

�a �E < 0) s'interpr�etent comme des processus d'�emission, et ceux de fr�equence positive (donnant

lieu �a �E > 0) comme des processus d'absorption. Ce d�eplacement est mat�erialis�e sur le diagramme

d'impulsion par un vecteur rouge. Identi�er les canaux de di�usions possibles consiste �a d�eterminer

un �etat initial, un �etat �nal, et un processus d'interaction tels que les lois de conservation en �energie

et en impulsion soient v�eri��ees 30. Nous supposerons que les ondes planes ont des fr�equences bien

30. Certains auteurs quali�ent alors la di�usion d'�elastique. A notre sens, le concept d'�elasticit�e est di��erent : une
di�usion est �elastique ssi l'�energie cin�etique des particules impliqu�ees est conserv�ee.
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sup�erieures �a l'�ecart entre les deux niveaux d'�energie a et b de l'atome, et que les deux lasers sont

fortement d�esaccord�es (dans le rouge) par rapport �a la transition jai ! jci.

Commen�cons par examiner les processus �a un photon respectant les lois de conservation. Celles-ci

s'�ecrivent 31 32 :

p2 = p1 + ~k (1.88)

~!f +
~
2p22
2m

= ~!i +
~
2p21
2m

+ ~! (1.89)

avec les �etats ji;p1i et jf;p2i et le couple (!;k) 2 f(!1;k1); (�!1;�k1); (!2;k2); (�!2;�k2)g. Le
diagramme de la Figure 1.3 montre qu'il n'y a pas de processus qui, �a partir de l'�etat fondamental

au repos ji;p1i = ja;0i, respecte �a la fois la conservation de l'impulsion et celle de l'�energie. En

e�et, aucun des quatre vecteurs correspondant aux processus uniphotoniques envisageables n'arrive

sur une parabole.

Examinons �a pr�esent les processus �a deux photons compatibles avec les lois de conservation. En

d'autres termes, il s'agit cette fois-ci de d�eterminer deux couples tels que

(!;k); (!0;k0) 2 f(!1;k1); (�!1;�k1); (!2;k2); (�!2;�k2)g

et deux �etats ji;p1i et jf;p2i qui v�eri�ent les conditions :

p2 = p1 + ~k+ ~k
0 (1.90)

~!f +
~
2p22
2m

= ~!i +
~
2p21
2m

+ ~! + ~!0 (1.91)

Nous cherchons cette fois-ci �a d�eterminer des processus r�esonnants avec un �etat �nal quelconque �a par-

tir de l'�etat initial ji;p1i = ja;0i. G�eom�etriquement, il s'agit de trouver une somme de deux vecteurs
qui envoie ce point sur une parabole. N�ecessairement les vecteurs doivent être associ�es �a des variations

d'�energie de signe oppos�e (on suppose que j!ca � !1;2j � !1;2), sinon le processus viole la conserva-

tion de l'�energie. Dans le cas o�u l'on consid�ere deux couples (!;k) = (!i;ki); (!
0;k0) = (�!i;�ki),

on obtient un cycle d'absorption-�emission dans l'onde progressive i qui n'entrâ�ne pas de transfert

d'impulsion pour l'atome 33. En revanche, les processus (!;k) = (!1;k1); (!
0;k0) = (�!2;�k2)

31. Notons que la conservation du moment cin�etique est assur�ee par le choix de polarisation des faisceaux et par les
moments cin�etiques des niveaux internes a et b consid�er�es.
32. Contrairement au paragraphe pr�ec�edent, nous avons tenu compte de la contribution du mouvement externe de

l'atome �a l'�energie de la di�usion.
33. En fait, l'occurrence de ces processus se manifeste principalement par les d�eplacements lumineux des niveaux
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Figure 1.3 { Canaux de di�usion �a un photon.
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et (!;k) = (!2;k2); (!
0;k0) = (�!1;�k1) sont tous deux associ�es �a des transferts de quantit�e de

mouvement du champ lumineux vers le champ atomique. La Figure 1.4 repr�esentant ces deux pro-

cessus montre qu'un seul d'entre eux peut être r�esonnant (il s'agit de (!;k) = (!1;k1); (!
0;k0) =

(�!2;�k2)).

Le d�esaccord de la di�usion non-r�esonnante est �egal en valeur absolue au double de la di��erence de

fr�equence � = 2j!2�!1j. Le canal correspondant au processus non r�esonnant est \ferm�e" si la dur�ee

de l'impulsion � est tr�es sup�erieure �a l'inverse de ce d�esaccord � � 1=�. La situation est alors tr�es

di��erente selon que l'on consid�ere des di�usions avec changement d'�etat interne, ou sans changement

d'�etat interne. En e�et, même pour des niveaux faiblement espac�es en �energie (par exemple reli�es par

une transition hyper�ne), leur di��erence d'�energie Eba � ~�Ghz est sup�erieure de plusieurs ordres
de grandeurs �a l'�energie de recul K � ~ � 10 Khz. Ainsi le d�esaccord du processus non-r�esonnant

est-il de l'ordre du GHz pour une di�usion avec changement d'�etat interne (di�usion Raman), mais

seulement de l'ordre de 10KHz pour une di�usion �a �etat interne constant (di�usion de Bragg). Pour

l'ordre de grandeur des dur�ees d'impulsion consid�er�ees par la suite � � 1 ms, un ajustement des

fr�equences pour une di�usion de Bragg donne lieu �a une ouverture simultan�ee de deux canaux, alors

qu'un ajustement pour une di�usion Raman n'ouvre qu'un seul canal.

Impulsion p

Energie totale 
E = f( p )
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b
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11
, k
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Figure 1.4 { Canaux de di�usion �a deux photons.

d'�energie.
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1.3.2.2 D�e�nition du param�etre de non-r�esonance.

Nous introduisons �a pr�esent un param�etre adimensionnel y de non-r�esonance 34 qui se r�ev�elera

particuli�erement commode pour conduire les calculs. Il re�ete l'�ecart �a la conservation de l'�energie

lors de la di�usion et s'exprime en fonction de l'impulsion p :

y(p) =
1

2
e

�
!ba +

ke � p
m

+
~jkej2
2m

� (!1 � !2)
�

(1.92)

Cette expression fait intervenir la pulsation de Rabi e�ective 
e et le vecteur d'onde e�ectif ke,

dont nous donnerons les expressions au paragraphe suivant. Le param�etre y, d'abord introduit en

physique des neutrons, a �et�e adapt�e par Christian Bord�e [65] �a l'optique atomique. Quand on quanti�e

les degr�es de libert�e externes de l'atome, ce param�etre num�erique devient l'op�erateur y(p̂) 35.

1.3.2.3 Matrice de Rabi e�ective associ�ee �a une impulsion �a deux photons.

Nous nous pla�cons d�esormais dans le cas d'une di�usion avec changement d'�etat interne. Nous

supposons ainsi que l'atome dispose de deux �etats ja;p1i et jb;p2i v�eri�ant les conditions de conserva-
tion pr�ec�edentes pour l'absorption d'un photon de fr�equence !1 et l'�emission d'un photon de fr�equence

!2 :

p2 = p1 + ~k1 � ~k2 (1.93)

~!b +
~
2p22
2m

= ~!a +
~
2p21
2m

+ ~!1 � ~!2 (1.94)

Cette di�usion correspond au processus r�esonnant de la Figure 1.4.

Les �etats susceptibles d'être coupl�es par le Hamiltonien �a partir de l'�etat initial ja;p1i sont �a
priori nombreux : jc;p1 + ~k1i; jc;p1 + ~k2i; ja;p1 + 2~k1i:::. Cependant, dans la mesure o�u l'on

n�eglige l'�emission spontan�ee ainsi que les couplages fortement non-r�esonnants (approximation des

ondes tournantes), on peut consid�erer que la multiplicit�e fj1i = ja;p1i; j2i = jc;p1 + ~k1i; j3i =
jb;p1 + ~k1 � ~k2ig forme un sous espace stable par l'�evolution Hamiltonienne.

34. Dit param�ete de \non-Braggit�e" en anglais. Cependant une di�usion peut être associ�ee �a y = 0 et ne pas v�eri�er
la condition de Bragg (associ�ee �a une di�usion �elastique uniquement), cette d�enomination est donc sujette �a confusion
et nous lui pr�ef�ererons \non-r�esonance".
35. Plus g�en�eralement ce param�etre peut d�ependre simultan�ement des op�erateurs positions et impulsions r̂ et p̂,

notamment dans le cas d'une di�usion Raman comportant des d�eplacements lumineux inhomog�enes 
b
AC(r̂) et 


a
AC(r̂) :

y(r̂; p̂;k) =
1

2
0

�
!2 + !ba +
b

AC(r̂) + ~k2=2m+ 2p̂ � k=m� (!1 +
a
AC(r̂))

�
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Dans la limite o�u le niveau jci est su�samment d�esaccord�e, ( j!ca � !1;2j � 
1;
2 avec 
1;2

pulsations de Rabi des lasers) , il est possible d'�eliminer adiabatiquement la population du niveau

interm�ediaire j2i, et de consid�erer un syst�eme avec seulement deux niveaux fj1i; j3ig coupl�es par un
Hamiltonien e�ectif :

Heff =

 

AC
b


e
2
e�i(�t+�eff )


e
2
ei(�t+�eff ) 
AC

a

!
(1.95)

Le d�esaccord � fait intervenir l'impulsion p :

� = !1 � !2 �
�
!ba +

ke � p
m

+
~jkej2
2m

�
� �AC (1.96)

Nous avons introduit le d�eplacement di��erentiel des niveaux �AC = 
AC
b � 
AC

a . Les param�etres du

Hamiltonien e�ectif s'expriment :

ke = k1 � k2 !e = !1 � !2 �e = '1 � '2 �AC = 
AC
b � 
AC

a


e =

�
ca
cb

2�

ij = �hijd � Ejji

~

AC
b =

j
cbj2
4�


AC
a =

j
caj2
4�

(1.97)

Le calcul de la matrice de di�usion associ�ee �a ce nouvel Hamiltonien suit rigoureusement le traitement

du syst�eme �a deux niveaux r�ealis�e dans l'annexe D. Nous donnons ici son expression, qui �gure par

ailleurs dans la r�ef�erence [68] 36 :

S =

 
Sbb Sba

Sab Saa

!

Sbb = e�i(

AC
b +
ACa +�) �

2

"
cos

�

e�

2

p
1 + y2

�
� i yp

1 + y2
sin

�

e�

2

p
1 + y2

�#

Sba = �e�i(
ACb +
ACa +�) �
2 e�i(�t0+�eff )

ip
1 + y2

sin

�

e�

2

p
1 + y2

�
Sab = �e�i(
ACb +
ACa ��) �

2 ei(�t0+�eff )
ip

1 + y2
sin

�

e�

2

p
1 + y2

�
Saa = e�i(


AC
b +
ACa ��) �

2

"
cos

�

e�

2

p
1 + y2

�
+ i

yp
1 + y2

sin

�

e�

2

p
1 + y2

�#
(1.98)

Il est important de noter que cette expression correspond �a la matrice de di�usion calcul�ee dans

36. Une expression �equivalente de la matrice de di�usion est donn�ee au chapitre [65] du même ouvrage, mais avec des
conventions di��erentes. Des di��erences de facteurs 2 interviennent dans la d�e�nition de la pulsation de Rabi e�ective.
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le r�ef�erentiel tournant, c'est �a dire agissant sur les coe�cients cb;p+~ke(t); ca;p(t) traduisant la d�e-

composition de l'�etat quantique dans ce r�ef�erentiel j (t)i = cb;p+~ke(t)jb;p + ~keie
�i
�
!b+

jp+~kej
2

2m~

�
t
+

ca;p(t)ja;pie�i(!a+
jpj2
2m~)t.

1.3.3 Structuration d'une onde atomique par un champ �electromagn�e-

tique uniforme.

La di�usion d'une onde de mati�ere sur un champ �electromagn�etique externe d�ependant simul-

tan�ement de l'espace et du temps est un probl�eme di�cile pour lequel il n'existe pas, �a ce jour, de

traitement rigoureux et analytique. Cependant, dans le cas o�u la d�ependance du champ est unique-

ment temporelle (le champ �electromagn�etique uniforme est alors quali��e de s�eparatrice temporelle)

Charles Antoine et Christian Bord�e sont parvenus �a une description analytique de l'�evolution de

l'onde atomique, en utilisant des approximations l�egitim�ees par le contexte exp�erimental usuel en

interf�erom�etrie atomique [40, 69, 10, 70]. Nous reprenons ici les grandes lignes et les conclusions de

cette analyse.

1.3.3.1 Equation d'�evolution du spineur.

Consid�erons un atome �a deux niveaux d�ecrit par le spineur j	(t)i. L'�evolution du champ atomique
(�a deux composantes) est d�ecrite par l'�equation de Schr�odinger suivante :

i~
dj	(r; t)i

dt
=
h
H0 +Hext(r̂; p̂; t) +Hem(r̂; t)

i
j	(r; t)i (1.99)

Le potentiel d'interaction �electromagn�etique s'�ecrit en toute g�en�eralit�e :

Hem(r̂; t) = �2~
0F (r̂; t) cos(!t� k � r̂+ �0)

 
0 1

1 0

!
(1.100)

Nous avons d�esign�e par F (r̂; t) le pro�l transverse du champ �electromagn�etique classique. Le terme

H0 est le Hamiltonien usuel d'un syst�eme �a deux niveaux. Le Hamiltonien externe est le Hamiltonien

quadratique �evoqu�e dans la partie pr�ec�edente et d'expression g�en�erale (1.50).

1.3.3.2 Passage dans la repr�esentation associ�ee au r�ef�erentiel acc�el�er�e.

La d�emarche suivie consiste �a simpli�er cette �equation par des changements de repr�esentation ad�e-

quats. Nous reprenons les conventions de la r�ef�erence [70]. On commence par passer en repr�esentation
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interaction par rapport aux Hamiltoniens externe et interne :

U1(t; t1) = T

�
exp

�
� i
~

Z t

t1

dt0 (H0 +Hext(r̂; p̂; t
0) )
��

(1.101)

Le temps t1 est un param�etre arbitraire de la repr�esentation dont la valeur n'a�ecte pas le r�esul-

tat �nal. 37 Cette transformation unitaire permet de s'a�ranchir de ces deux Hamiltoniens lors de

l'�evolution du spineur. Le prix �a payer est l'�evolution des op�erateurs positions et impulsion (not�es

R̂(t; t1) et P̂(t; t1)) sous le Hamiltonien externe. Cette �evolution, donn�ee par les relations (1.58), a

�et�e d�etermin�ee pr�ec�edemment lors de la propagation ABCD.

Le deuxi�eme changement de repr�esentation �elimine la d�ependance temporelle rapide du champ

oscillant. Elle s'inspire directement du\passage dans le r�ef�erentiel tournant"utilis�e dans le traitement

de l'atome �a deux niveaux :

U2(t; t1) =

 
0 e�

i
2
�̂(t;t1)

e
i
2
�̂(t;t1) 0

!
(1.102)

Cet op�erateur fait intervenir une phase op�eratorielle :

�̂(t; t1) = !t� !0(t� t1)� k � R̂(t; t1) + �0 (1.103)

En notant j	2(t)i le spineur dans la nouvelle repr�esentation :

j	(t)i = U1(t; t1)U2(t; t1)j	2(t; t1)i (1.104)

on obtient pour cette quantit�e l'�equation du mouvement dans le r�ef�erentiel tournant :

dj	2(t; t1)i
dt

= iM̂(t; t1) j	2(t; t1)i

M(t; t1) =

 
1
2
�̂(t; t1) 
0F (r̂; t)


0F (r̂; t) �1
2
�̂(t; t1)

!
(1.105)

Le terme �̂(t; t1) constitue une g�en�eralisation op�eratorielle du d�esaccord num�erique � = ! � !0

intervenant dans l'�evolution d'un atome �a deux niveaux 38 :

�̂(t; t1) = ! � !0 � k � _̂R(t; t1)� ~k�k
2m

(1.106)

37. Un choix commode pour la conduite des calculs consiste g�en�eralement �a prendre pour t1 l'instant milieu de
l'impulsion temporelle consid�er�ee.
38. ! �etant la fr�equence du champ oscillant dans le r�ef�erentiel de l'atome en mouvement.
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Le dernier terme constitue un\recul g�en�eralis�e". Il apparâ�t naturellement quand les degr�es de libert�e

externes du champ atomique sont quanti��es, alors que nous avions dû le rajouter arti�ciellement

pr�ec�edemment lorsque le mouvement externe �etait envisag�e classiquement.

1.3.3.3 R�esolution dans la nouvelle rep�esentation.

La r�esolution g�en�eral de l'�equation d'�evolution du spineur dans la nouvelle repr�esentation (1.105)

est d�elicate car la matrice M(t; t1) d�epend simultan�ement des op�erateurs non-commutatifs position

et impulsion.

N�eanmoins, il existe des con�gurations o�u cette double d�ependance de la matrice M(t; t1) peut

être ramen�ee �a une d�ependance en un seul op�erateur. L'hypoth�ese de s�eparatrice temporelle et non

spatiale nous permet d'�eliminer la d�ependance en position de F (r̂; t). De plus, si l'on traite le champ

gravitationnel comme un champ perturbatif, la d�ependance en position disparâ�t �egalement du d�esac-

cord �̂(p̂; t; t1). La matrice M(t; t1) ne d�epend alors plus que de l'op�erateur impulsion :

dj	2(t; t1)i
dt

= i

 
1
2
�̂(p̂; t; t1) 
0F (t)


0F (t) �1
2
�̂(p̂; t; t1)

!
j	2(t; t1)i (1.107)

Cette matrice peut-donc être diagonalis�ee en repr�esentation impulsion. La diagonalisation correspon-

dante est un calcul standard que l'on trouve dans de nombreux ouvrages de r�ef�erences [14]. Les �etats

propres de cette matrice sont donn�es par des superpositions de l'�etat fondamental et de l'�etat excit�e

avec un poids param�etr�e par un angle � d�e�ni par :

tan 2�(p) =
2
0F (t)

�(p; t; t1)
� 2]� �; �[ (1.108)

j1;pi = cos �(p) ja;pi + sin �(p) jb;pi
j2;pi = sin �(p)ja;pi+ cos �(p)jb;pi

(1.109)

Comme l'angle � est fonction de l'impulsion, les �etats propres du Hamiltonien habill�e par le champ

correspondent �a un m�elange des �etats interne a et b dont les poids respectifs d�ependent de l'impulsion

consid�er�ee. Les �energies propres �(p) et ��(p) respectivement associ�ees �a j1;pi et j2;pi s'expriment :

�(p) = ~

r

2
0F

2(t) +
1

4
�2(p; t; t1) (1.110)
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Consid�erons maintenant pour la fonction F (t) un cr�eneau temporel associ�e �a la dur�ee de l'impulsion

lumineuse. Il est commode �a ce stade de faire intervenir le param�etre d'in�elasticit�e y(p) d�ej�a �evoqu�e

pr�ec�edemment :

y(p) =
1

2
0

�
k � p=m+ ~k2=2m� (! � !0)

�
(1.111)

L'�energie �(p) s'exprime alors simplement selon :

�(p) = ~
0

p
1 + y2(p) (1.112)

1.3.3.4 D�etermination des vitesses de groupe dans la s�eparatrice.

Les deux �energies oppos�ees des �etats propres se traduisent par deux relations de dispersion dif-

f�erentes. Celles-ci donnent lieu �a des vitesses de groupe oppos�ees �v�(p) pour les paquets d'ondes
associ�es aux �etats internes j1i et j2i :

v�(p) = rp �(p) =
~k

2m

y(p)p
1 + y2(p)

(1.113)

Lorsque l'on repasse dans la repr�esentation initiale, on obtient deux vitesses de groupe qui ont une

valeur m�ediane ~k=2m :

vg 1;2(p) =
~k

2m
� ~k

2m

y(p)p
1 + y2(p)

(1.114)

L'analyse pr�ec�edente montre que la base d'�etats propres du Hamiltonien est di��erente en l'ab-

sence et en pr�esence de la s�eparatrice temporelle. En e�et, en l'absence de champ (et en absence

d'e�et inertiels), les �etats propres sont donn�es par la base fja;pi; jb;pig. La pr�esence d'un champ

�electromagn�etique modi�e �a la fois la base d'�etats propres qui devient fj1(p);pi; j2(p);pig et les
relations de dispersion associ�ees �(p) =

q

2
0 +

1
4
�2(p).

Examinons �a pr�esent l'�evolution de deux paquets d'ondes impulsionnels, associ�es aux �etats internes

jai et jbi, sous l'e�et d'une s�eparatrice temporelle. Ces paquets d'ondes admettent pour expression :Z
d3pFa(p� p0; r; t)ja;pi

Z
d3pFb(p� p0; r; t)jb;pi (1.115)

Lorsque l'on commence �a appliquer la s�eparatrice temporelle, la base d'�etats propres devient j1;pij2;pi.
Chaque ket ja;pi et jb;pi va avoir une composante non nulle sur chacun des nouveaux �etats internes

j1;pi et j2;pi. Ceci donne lieu �a un d�edoublement des paquets d'ondes dans la s�eparatrice. En sor-

tie de l'impulsion temporelle, par red�ecomposition des �el�ements j1;pi et j2;pi sur la base initiale
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ja;pi; jb;pi, on observe �a nouveau un doublement du nombre de paquets. Chaque paquet initial

donne donc lieu �a quatre paquets �naux en sortie.

1.3.3.5 E�et Borrmann.

Soulignons cependant le cas particulier important o�u l'impulsion centrale du champ atomique

p0 v�eri�e la condition de r�esonance y(p0) = 0. On observe alors que les deux vitesses de groupe

pr�ec�edentes sont confondues :

vg 1(p0) = vg 2(p0) (1.116)

Consid�erons par exemple l'�evolution d'un paquet d'ondes associ�e au niveau fondamental tel que d�e�ni

dans l'�equation (1.115), et d'impulsion centrale r�esonnante. Lorsque la s�eparatrice est appliqu�ee, le

d�edoublement usuel n'a pas lieu puisque les deux vitesses de groupes sont identiques, si bien qu'on

observe une seule et unique trajectoire centrale au sein de la s�eparatrice lumineuse. Ce ph�enom�ene,

qui porte le nom d'e�et Borrmann, est repr�esent�e sur la Figure 1.5 :

Temps t

Position z
(le long de l’axe 
de propagation)

Séparatrice lumineuse

1

2

a
a

a

b

b

0
t τ+

0
t

Figure 1.5 { E�et d'une s�eparatrice lumineuse sur l'�evolution d'un paquet d'ondes associ�e �a l'�etat
fondamental. Nous avons consid�er�e sans perte de g�en�eralit�e un paquet d'ondes initialement au repos.
Pour une impulsion non r�esonnante (avec la vitesse moyenne du paquet d'ondes), le paquet d'onde
est divis�e en deux sous-paquets �evoluant suivant les trajectoires bleue (�etat 1) et mauve (�etat 2). En
revanche, pour une impulsion r�esonnante, les deux sous-paquets suivent la même trajectoire m�ediane
(verte) associ�ee au transfert d'impulsion ~k=2.
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1.3.3.6 Interpr�etation des relations de dispersion : renormalisation de la masse en

pr�esence du champ �el�ectrique.

Le but de ce paragraphe est de montrer que les interactions atomes-photons sont de nature �a

modi�er la propagation du champ atomique, et �a pr�eparer le lecteur �a l'analyse du chapitre 3 rela-

tive �a la renormalisation 39 �electromagn�etique de la propagation atomique. La pr�esence d'un champ

�electromagn�etique modi�e les relations de dispersion et donc la masse du champ atomique. Nous �etu-

dierons, au chapitre 3, les cons�equences de la pr�esence de ce champ sur la d�e�nition de la sensibilit�e

inertielle d'un interf�erom�etre atomique.

Commen�cons par souligner le parall�ele entre la relation de dispersion (1.112) et l'�energie associ�ee

�a la propagation d'un champ de Klein-Gordon (1.28). Nous avions d�e�ni la masse non-relativiste

en e�ectuant un d�eveloppement de l'�energie autour d'une impulsion moyenne du paquet d'ondes.

Il est possible de g�en�eraliser cette d�emarche �a la d�e�nition d'une masse en pr�esence d'un champ

de lumi�ere en e�ectuant un d�eveloppement quadratique de l'�energie associ�ee �a la propagation d'un

mode d'impulsion p0. A chacun des �etats interne 1; 2 pr�ec�edents correspond une masse di��erente. De

plus, le d�eveloppement quadratique pr�ec�edent ne comporte en g�en�eral plus de sym�etrie sph�erique. La

masse de chaque �etat 1; 2 n'est donc plus un scalaire mais un tenseur d�e�ni par la relation :�
1

m�
1;2

�i;j

=

�
@E1;2(p)

@pi@pj

�
(1.117)

L'�energie E1;2(p) d�esigne l'�energie totale, prenant en compte �a la fois l'�energie \interne"��(p) pr�ec�e-
dente et l'�energie du mouvement externe cach�ee dans les transformations unitaires. La contribution de

l'�energie externe est la même pour les deux �etats internes, et ne d�epend pas de la pr�esence du champ

lumineux. Aussi allons nous examiner particuli�erement le d�eveloppement quadratique de l'�energie

�(p).

Commen�cons par d�evelopper le param�etre de non-r�esonance y(p) autour de p0 :

y(p) = y(p0) +
k � (p� p0)

2m
0
(1.118)

Ce d�eveloppement se reporte sur l'expression de l'�energie (1.112) :

�(p) = 
r +
(k � (p� p0))2

4m2
2
r

avec 
r = 
0

p
1 + y2(p0) (1.119)

39. Terme compliqu�e pour dire changement une fois les interactions prises en compte �a tous les ordres.
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Il y a donc une contribution suppl�ementaire �a l'�energie du paquet d'ondes, mais seulement dans la

direction de propagation k du champ �electromagn�etique. On comprend que seule la composante du

mouvement du champ atomique selon cette direction soit a�ect�ee, puisque les diagrammes d'interac-

tion atomes-photons ne donnent lieu �a une modi�cation de l'impulsion que dans cette direction. La

situation est analogue �a celle d'un nageur qui traverserait une rivi�ere perpendiculairement �a la rive, la

composante de son mouvement perpendiculaire n'est pas a�ect�ee, par contre du fait de l'interaction

avec l'eau son mouvement selon la propagation du euve est modi��e. La masse e�ective du champ

atomique dans le champ lumineux s'�ecrit :

�
1

m1;2

�k;k

=
1

m
� k2

2m2
2
r

(1.120)

La masse en pr�esence du champ �electromagn�etique est donc d�ecal�ee de la masse simple ('bare')

intervenant dans le Hamiltonien par une quantit�e proportionnelle au carr�e de l'intensit�e du champ, qui

s'interpr�ete comme l'�energie propre et qui provient de la resommation des diagrammes d'interaction

atome-photon. Signalons qu'un ph�enom�ene analogue intervient pour les photons se propageant dans

un milieu mat�eriel : les relations de dispersion de l'onde lumineuse conduisent �egalement �a une

interpr�etation de masse e�ective.

1.3.3.7 Expression g�en�erale de la matrice de di�usion.

Obtenir une expression de la matrice de di�usion S dans le cas g�en�eral est une tâche ardue. Elle

implique en e�et le calcul pr�ealable de la matrice de di�usion dans le r�ef�erentiel acc�el�er�e S(2) au

moyen de l'�equation (1.121) qui fait intervenir une exponentielle d'op�erateurs positions et impulsions

non commutatifs. Il existe cependant des cas simples o�u une repr�esentation ad�equate permet d'�eli-

miner la d�ependance de S(2) vis �a vis d'un des op�erateurs. Dans de tels cas, et avec des hypoth�eses

suppl�ementaires quant au potentiel de gravitation, une expression analytique de la matrice de di�u-

sion a �et�e obtenue [69, 10].

L'�equation d'�evolution du spineur dans la nouvelle repr�esentation (1.105) est r�esolue formellement

�a l'aide de la matrice de di�usion S(2)(r̂; p̂; t; t1) :

j	2(t; t1)i = S(2)(r̂; p̂; t; t1)j	2(t0; t1)i avec S(2)(r̂; p̂; t; t1) = T

�
exp

�
�i
Z t

t0

dt0 M̂(t0; t1)
��

(1.121)
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Le r�esultat �nal est obtenu en repassant dans la repr�esentation initiale :

j	(t)i = U1(t; t1)U2(t; t1)S
(2)(r̂; p̂; t; t1)U

�1
2 (t0; t1)U

�1
1 (t0; t1)j	(t0)i (1.122)

On peut montrer que l'action des op�erateurs associ�es aux changements de repr�esentation sur la

matrice de di�usion S(2)(t; t1) dans le r�ef�erentiel \acc�el�er�e" et \tournant" revient �a modi�er celle-

ci par une translation sur ses arguments, c'est-�a-dire par des translations sur l'impulsion et sur la

position du champ atomique di�us�e 40, ainsi que par des facteurs de phase. La matrice de di�usion

dans le r�ef�erentiel inertiel est de la forme :

S�� = ei��� e
i
~
r̂�p�� e�

i
~
p̂�r� �S

(2)
��

�
r̂+ �� ~B(t0; t1)

~k
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; p̂+ �� ~A(t0; t1)

~k

2

�
(1.123)

Les indices �; � prennent leurs valeurs dans les deux �etats internes a et b, et le param�etre �� est

d�e�ni comme �b = 1; �a = �1. Les expressions d�etaill�ees et g�en�erales des vecteurs correspondants aux
translations p��; r��, ainsi que les facteurs de phase ��� �gurent dans les r�ef�erences [69, 10, 40]. Nous

n'utiliserons dans la suite que des valeurs de ces param�etres dans l'approximation non-dispersive.

1.3.4 Conclusion.

Nous avons montr�e comment l'application d'un champ �electromagn�etique coh�erent pouvait per-

mettre d'agir sur les degr�es de libert�es internes et externes du champ atomique.

Le traitement �el�ementaire de l'interaction atome-lumi�ere fait traditionnellement appel �a un sys-

t�eme �a deux niveaux o�u seuls les degr�es de libert�e internes sont pris en consid�eration. En fait, une

analyse plus pr�ecise de l'interaction champ atomique-champ �electromagn�etique montre que l'�evolution

des degr�es de libert�e internes est indissociable du mouvement externe. L'interaction �electromagn�e-

tique fait en e�et apparâ�tre des corr�elations entre les �etats internes et externes du champ atomique.

Celle-ci sont manifestes dans les s�eparatrices lumineuses, qui permettent de distinguer les �etats in-

ternes du champ atomique par la quantit�e de mouvement suppl�ementaire introduite dans l'un des

�etats.

Nous avons montr�e que les processus d'interaction �a deux photons permettent de r�ealiser un trans-

fert d'impulsion arbitrairement grand 41 entre deux �etats internes d'�energies arbitrairement proches.

Nous avons distingu�e les s�eparatrices reposant sur des di�usions de Bragg (sans changement d'�etat

40. r�esultant essentiellement de la non-commutation entre op�erateurs position et impulsion
41. A condition de disposer de lasers de fr�equence arbitrairement �elev�ee.
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interne) de celles li�ees �a des di�usions Raman (avec changement d'�etat) : les premi�eres sont plus

susceptibles que les secondes d'ouvrir plusieurs canaux de transfert d'impulsion simultan�ement. Une

telle con�guration n'est pas souhaitable lorsque l'on souhaite communiquer une quantit�e de mouve-

ment bien d�e�nie au champ atomique. De ce point de vue, les s�eparatrices Raman constituent des

outils de manipulation du champ plus performants en r�egime d'impulsions courtes.

Une analyse approfondie des s�eparatrices temporelles montre que le champ lumineux intervient

directement dans la propagation du champ atomique, en r�ealisant un\habillage"des �etats internes qui

donne lieu �a des vitesses de groupe et des masses e�ectives di��erentes. Lorsque l'impulsion moyenne

du champ atomique v�eri�e la condition de r�esonance, il est remarquable que les vitesses de groupe

et les trajectoires se confondent, ph�enom�ene qui porte le nom d'e�et Borrmann. La pr�esence d'un

champ lumineux perturbe donc de fa�con signi�cative la propagation du champ atomique, et de fa�con

plus subtile que par un simple transfert global de quantit�e de mouvement.

1.4 Conclusion.

Nous avons d�e�ni la notion de champ atomique. En transposant la d�e�nition de la coh�erence

de l'optique quantique vers la physique atomique, nous avons utilis�e ce concept pour caract�eriser un

faisceau d'ondes de mati�ere. Le calcul des fonctions de coh�erence d'un nuage thermique et d'un nuage

condens�e montre clairement l'analogie qui existe entre le champ de lumi�ere dans un �etat coh�erent et

le champ atomique dans un �etat condens�e. Nous avons �egalement mis en �evidence le lien direct qui

existe entre les fonctions de coh�erence du premier ordre et la repr�esentation dans l'espace des phases.

La propagation d'ondes atomiques et lumineuses est d�ecrite par des �equations relativistes sy-

m�etriques, �a une di��erence notable pr�es : la pr�esence d'une masse pour le champ atomique induit

une dimension suppl�ementaire et une dynamique plus riche que pour le champ �electromagn�etique.

Les deux champs sont coupl�es de fa�con sym�etrique : la pr�esence de mati�ere \habille" la propagation

d'ondes lumineuses, tout comme la pr�esence d'un champ �electromagn�etique \habille" la propagation

d'ondes atomiques.

Nous avons introduit plusieurs outils th�eoriques utiles pour traiter la propagation de champs op-

tiques ou atomiques, notamment le formalisme ABCD pour les ondes de mati�ere. Nous avons rappel�e

la mod�elisation usuelle des interactions en physique atomique, et obtenu l'�equation de propagation

non-relativiste du champ atomique coh�erent. Nous avons �egalement expos�e la propagation d'ondes

de mati�ere dans deux r�egimes clairement balis�es sur le plan th�eorique et exp�erimental : absence d'in-
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teractions et r�egime de Thomas-Fermi.

La sym�etrie entre mati�ere et lumi�ere se retrouve dans la manipulation r�eciproque de ces champs.

Apr�es avoir rappel�e des r�esultats �el�ementaires sur l'interaction d'un atome �a deux niveaux avec un

champ �electromagn�etique classique, nous avons expos�e le m�ecanisme de transfert d'impulsion par

des di�usions �a deux photons, qui sera impliqu�e dans la premi�ere exp�erience expos�ee. Nous avons

�egalement expos�e les r�esultats relatifs �a la manipulation d'ondes atomiques par des champs �electro-

magn�etiques uniformes appel�es s�eparatrices temporelles. Celles-ci donnent lieu �a une d�emultiplication

des paquets d'ondes atomiques poursuivant en g�en�eral des chemins di��erents, sauf �a r�esonance o�u les

trajectoires centrales correspondantes fusionnent. Nous reviendrons sur ce point, qui pose le probl�eme

de la d�e�nition du chemin optique pour une onde de mati�ere �evoluant dans une s�eparatrice lumi-

neuse. Par ailleurs, nous concevrons au chapitre 4 un dispositif o�u la d�emultiplication des trajectoires

centrales atomiques par les interactions lumineuses est contrôl�ee et utilis�ee pour r�ealiser un senseur

spatio-temporel.



Première Partie :

Conception de senseurs atomiques multi-ondes.





C H A P I T R E 2

Senseur �a atomes en l�evitation : Principe,

Mod�elisation et Analyse de Stabilit�e.

Ce chapitre expose un dispositif m�etrologique fond�e sur la l�evitation d'un champ atomique par un

champ lumineux. En partant d'une id�ee simple, nous allons d�evelopper une proposition exp�erimen-

tale pr�ecise. Bien que ce soit la r�ealisation d'un gravim�etre qui ait inspir�e la conception du syst�eme

pr�esent�e, celui-ci est en fait dual : il permet �egalement de mesurer la fr�equence d'une transition ato-

mique, et pourrait �a ce titre être int�egr�e dans une horloge.

La mod�elisation et l'analyse quantique de l'exp�erience propos�ee met �a pro�t les outils th�eoriques

expos�es au chapitre pr�ec�edent, en particulier le formalismeABCD. Nous r�eservons au chapitre suivant

la comparaison de l'exp�erience avec l'�etat de l'art ainsi que son analyse en tant qu'interf�erom�etre

atomique.

2.1 Description de l'exp�erience.

Nous exposons dans cette partie une exp�erience de pens�ee permettant de mesurer l'acc�el�eration

gravitationnelle.

2.1.1 Principe de la mesure de l'acc�el�eration gravitationnelle.

Consid�erons un nuage atomique coh�erent soumis d'une part �a l'acc�el�eration du champ de gravit�e,

d'autre part �a une s�erie p�eriodique de miroirs lumineux, dont on suppose qu'ils :

{ transmettent aux atomes une vitesse verticale vers le haut, connue pr�ecis�ement et contrôlable.

{ ne r�e�echissent que les atomes appartenant �a une classe de vitesses verticales bien d�etermin�ee

(s�electivit�e).

{ r�e�echissent la quasi-totalit�e de la classe concern�ee (qualit�e).
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Ces miroirs, r�ealis�es au moyen d'un champ �electromagn�etique intermittent, sont d�esign�es comme

des \impulsions-miroir". Ils impriment �a un �echantillon d'atomes (s�electionn�es dans le nuage initial)

une acc�el�eration vers le haut, connue pr�ecis�ement et contrôl�ee par l'intervalle temporel T s�eparant

les miroirs successifs. Pour une certaine dur�ee T := T0 entre les miroirs, les lasers communiquent

aux atomes une acc�el�eration qui compense en moyenne celle de la gravit�e, si bien que l'�echantillon

s�electionn�e est maintenu en l�evitation. L'intervalle temporel T0 est appel�e p�eriode \r�esonnante" ou

\l�evitante". Sa d�etermination donne directement acc�es �a l'acc�el�eration gravitationnelle g.

C'est en fait la sensibilit�e du miroir �a la vitesse verticale des atomes qui permet de mesurer la

p�eriode\l�evitante"T0 : c'est seulement lorsque la dur�ee T s�eparant les \impulsions-miroir" successives

est tr�es proche de la valeur T0 qu'une fraction signi�cative du nuage peut-être maintenue en l�evitation.

En e�et, supposons par exemple que la p�eriode T soit telle que T < T0. Les atomes r�e�echis par

les miroirs successifs sont alors acc�el�er�es vers le haut. L'�echantillon atomique initialement r�e�echi par

les \impulsions-miroir" va alors subir une d�erive en vitesse et va sortir progressivement de la classe

de vitesses s�electionn�ee par les miroirs lumineux. Les atomes sortants de cette classe deviennent

alors insensibles aux \impulsions-miroir" suivantes et continuent leur trajet en chute libre, �etant ainsi

rapidement �eject�es de la zone de l�evitation 1. Un ajustement imparfait de l'�ecart temporel entre les

\impulsions-miroir" a donc un e�et double sur le nuage atomique en l�evitation : il implique �a la fois

une acc�el�eration moyenne et une perte d'atomes.

Si l'on sonde la population atomique dans la zone de l�evitation apr�es un nombre donn�e de miroirs

lumineux et pour di��erentes p�eriodes T , on s'attend donc �a obtenir une r�esonance en population

pour la valeur T = T0. C'est sur cette r�esonance que repose la d�etermination de la p�eriode T0 et donc

celle de l'acc�el�eration g. La r�esonance est d'autant plus �etroite (et donc la mesure de g d'autant plus

pr�ecise) que la population du nuage est sond�ee apr�es un nombre de rebonds important. La qualit�e des

miroirs lumineux doit permettre de pr�eserver une population su�sante (pour le syst�eme de d�etection

consid�er�e) dans le nuage l�evitant lorsque la p�eriode T est ajust�ee �a sa valeur r�esonnante T0.

2.1.2 R�ealisation des \impulsion-miroir".

A ma connaissance, tous les proc�ed�es permettant la r�eexion ou la l�evitation d'un �echantillon

atomique reposent sur l'interaction �electromagn�etique. Les propri�et�es des miroirs atomiques r�ealis�es

d�ependent cependant du pro�l du champ �electromagn�etique consid�er�e, et tous ne remplissent pas le

1. Si la largeur de la classe de vitesses r�e�echies est inf�erieure �a la vitesse acquise durant une chute libre entre deux
rebonds lumineux, ce que nous supposons ici.
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cahier des charges pr�ec�edent. Nous recensons �a pr�esent les di��erents processus physiques permettant

la l�evitation d'un nuage atomique, en �evaluant leur pertinence pour l'exp�erience propos�ee.

2.1.2.1 Processus envisag�es pour la l�evitation.

Miroir �a ondes �evanescentes ?

Des miroirs �a ondes �evanescentes peuvent être employ�es pour maintenir en vol un nuage atomique.

Ces miroirs ont d�ej�a �et�e utilis�es avec succ�es pour r�ealiser une cavit�e atomique opto-gravitationnelle [71].

Les atomes rebondissent alors �elastiquement sur un pro�l de miroir �epousant la forme du potentiel

�electromagn�etique. Cependant, ce miroir ne remplit pas correctement le crit�ere de \s�electivit�e" d'une

classe de vitesses souhait�e.

Pression de radiation ?

La pression de radiation peut aussi être consid�er�ee pour stabiliser verticalement le nuage ato-

mique. On utilise alors un champ �electromagn�etique su�samment intense pour que la force exerc�ee

sur les atomes compense, en moyenne, leur poids. Ce proc�ed�e a l'inconv�enient majeur de faire in-

tervenir des processus incoh�erents d'�emission spontan�ee transmettant aux atomes une quantit�e de

mouvement isotrope (donc di�cilement contrôlable), et d�egrade par ailleurs la coh�erence de la source

atomique. Aussi ne convient-il pas pour notre exp�erience.

Processus coh�erent �a un photon ?

L'�ecart d'�energie entre les deux niveaux de l'atome fait qu'une \impulsion-miroir" associ�ee �a une

fr�equence (�eventuellement e�ective) donn�ee ne peut r�e�echir qu'un seul des deux �etats internes ato-

miques. Le processus de r�eexion est, pour l'autre �etat, non-r�esonnant : il ne v�eri�e pas la condition

de conservation de l'�energie. Chaque \impulsion-miroir" doit donc renvoyer les atomes r�e�echis dans

leur �etat interne d'origine a�n de leur permettre de rebondir sur les miroirs lumineux suivants (sup-

pos�es identiques et s'adressant donc au même �etat interne).

Pour r�ealiser cette \impulsion-miroir", un choix naturel est d'envisager un cycle d'absorption-

�emission coh�erent �a un photon. Nous avons vu au chapitre pr�ec�edent qu'un tel processus permettait

un transfert coh�erent d'impulsion. A�n de communiquer une vitesse vers le haut, le photon absorb�e

doit appartenir �a une onde progressive dirig�ee vers le haut et le photon �emis �a une onde progressive

vers le bas.
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En fait, la s�electivit�e exig�ee pour les miroirs lumineux implique l'utilisation d'\impulsions-miroir"

longues. A�n que l'�emission spontan�ee n'intervienne pas, il est n�ecessaire que la transition utilis�ee ait

une dur�ee de vie bien sup�erieure �a la dur�ee des\impulsions-miroir". Or, la plupart des atomes (tel que

le Rubidium 87Rb , impliqu�e dans de nombreux capteurs inertiels [72, 73]) ne poss�edent pas une telle

transition d'horloge. Puisque nous insistons, dans cette partie, davantage sur l'aspect \gravim�etre"

que sur celui d'\horloge", nous supposons ici que l'atome consid�er�e ne dispose pas d'une transition de

la �nesse spectrale requise 2. Un processus multiphotonique �a fort d�esaccord doit alors être envisag�e

pour limiter l'�emission spontan�ee.

Processus de Bragg �a deux photons ?

Les di�usions �a deux photons, avec ou sans changement d'�etat interne, permettaient un transfert

d'impulsion coh�erent du champ photonique vers le champ atomique. A priori, il semble possible d'envi-

sager aussi bien des di�usions de Bragg que des di�usions Raman pour r�ealiser les\impulsions-miroir".

Les di�usions de Bragg ont cependant un inconv�enient majeur au vu de la dur�ee des \impulsions-

miroir" envisag�ee 3 : elles donnent lieu �a une ouverture simultan�ee des deux canaux de di�usion

pr�esent�es sur la Figure 1.4. Avec une r�eexion par des processus de Bragg, une partie des atomes du

nuage recevrait ainsi une quantit�e de mouvement dirig�ee vers le bas, ce qui est incompatible avec la

fonction de miroir souhait�ee. Ceci nous a conduit �a privil�egier un processus Raman avec changement

d'�etat interne.

2.1.2.2 \Impulsion-miroir" retenue : double impulsion Raman.

L'\impulsion-miroir" propos�ee consiste en une succession de deux impulsions Raman � verticales

r�ealisant un cycle coh�erent d'absorption-�emission de deux photons e�ectifs de quantit�es de mouve-

ment oppos�ees :

{ La premi�ere impulsion Raman implique deux ondes progressives contra-propageantes de vec-

teurs d'onde kdown = k1 et kup = k2, de fr�equences respectives !down = !1 et !up = !2.

Cette impulsion excite les atomes (a ! b) en leur transf�erant une quantit�e de mouvement

k2 � k1.

2. Notons que l'analyse de ce chapitre peut être int�egralement reprise avec des impulsions �a un photon sur un atome
poss�edant une telle transition d'horloge. Ce cas sera celui consid�er�e au chapitre 4 exposant une proposition d'horloge
optique. Nous traitons le cas plus complexe et plus g�en�eral o�u une telle transition n'existe pas.

3. Estim�e ult�erieurement et de l'ordre de � ' 1:5ms.
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{ La seconde impulsion Raman � implique des ondes progressives de vecteurs d'ondes kdown = k4

et kup = k3, de fr�equences respectives !down = !4 et !up = !3. Cette impulsion ram�ene les

atomes dans l'�etat fondamental (b! a) en leur transf�erant une quantit�e de mouvement k3�k4.

L'approximation k3 � k4 ' k2 � k1 ' 2~k est tr�es bien v�eri��ee avec le d�esaccord Raman consid�er�e,

�x�ee par une condition de conservation de l'�energie pr�ecis�ee ult�erieurement. L'\impulsion-miroir"

assure ainsi un transfert d'impulsion de 4~k aux atomes et les renvoie dans le même �etat interne 4.

Les �el�ements composant cette \impulsion-miroir" sont sch�ematis�es sur la Figure (2.1).

ATOMIC
SAMPLE

Laser « up »
kup, ωup

Laser « down »
kdown, ωdown

Acceleration
of gravity g

Figure 2.1 { Lasers intervenant dans l'\impulsion-miroir."

Cette \impulsion-miroir" s'adresse aux atomes pr�esent dans l'�etat fondamental 5.La largeur de

la classe de vitesse s�electionn�ee par le miroir est d�etermin�ee par la dur�ee des impulsions Raman.

Plus celles-ci sont longues, plus le miroir e�ectue un �ltrage impulsionnel �etroit. La s�equence de

rebonds donne lieu �a une auto-convolution de ce �ltrage. La propri�et�e remarquable de ce miroir est

qu'il assure �a la fois le con�nement vertical et la s�election en vitesse, point sur lequel nous reviendrons.

4. Pour r�ealiser cette \impulsion-miroir" exp�erimentalement, il su�t d'utiliser deux lasers contra-propageants en
basculant le d�esaccord entre les deux impulsions Raman composant le miroir lumineux.

5. Nous aurions pu, de fa�con sym�etrique, imaginer un miroir agissant sur les atomes excit�es. Cette derni�ere strat�egie
n'est cependant pas optimale. En e�et, concevoir un syst�eme o�u les atomes �evoluent dans l'�etat fondamental entre les
miroirs lumineux a l'avantage de les pr�eserver pendant cette p�eriode des processus d'�emission spontan�ee susceptibles
de les �ejecter de la zone de l�evitation. Cet avantage est d'autant plus signi�catif que les impulsions lumineuses sont
br�eves et que les zones noires occupent une part importante de la s�equence temporelle.
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La qualit�e du miroir est directement li�ee �a l'e�cacit�e du transfert de population lors des impul-

sions Raman. Lorsque ces impulsions sont e�ectu�ees �a r�esonance et sur un �echantillon atomique de

dispersion en vitesse su�samment faible, il est possible d'atteindre exp�erimentalement un coe�cient

de transfert de l'ordre de 99; 9% [61, 74]. Cette qualit�e de r�eexion impose cependant l'utilisation

d'un champ �electromagn�etique d'intensit�e quasiment uniforme sur l'�echantillon atomique.

2.1.3 Description d'un cycle e�ectu�e par l'�echantillon atomique.

2.1.3.1 Description de la s�equence temporelle.

Cette s�equence est d�ecrite sur la Figure 2.2. Consid�erons un �echantillon atomique, initialement au

repos �a l'altitude z = z0, et lâch�e dans l'�etat fondamental apr�es coupure du pi�ege. Apr�es une chute

libre de dur�ee T=2, cet �echantillon a une vitesse v0 = �gT=2uz lorsqu'on lui applique l'\impulsion-

miroir" pr�ec�edente avec un d�esaccord Raman ajust�e pour s�electionner cette vitesse. Le nuage repart

avec une vitesse v1 = v0 + 4~k=m. Pour une dur�ee de chute libre T0=2 telle que v0 = �2~k=muz, le
rebond est �elastique, et l'�echantillon atteint �a nouveau l'altitude initiale, au repos, apr�es une seconde

phase d'�evolution libre de même dur�ee que la chute 6. Pour l'ajustement T := T0, sa trajectoire est

donc p�eriodique.

2.1.3.2 Repr�esentation du mouvement dans l'espace des impulsions.

Il est instructif de consid�erer l'�evolution de l'�echantillon en repr�esentation �energie-impulsion (Fi-

gure 2.3). La dur�ee des impulsions Raman est suppos�ee bien inf�erieure �a celle de la chute libre,

ajust�ee comme pr�ec�edemment pour donner au nuage un mouvement p�eriodique . L'�energie �gurant

sur le graphe est bien l'�energie totale des atomes, incluant les contributions de leur �energie interne,

cin�etique et gravitationnelle 7.

Les courbes �energie-impulsion forment un r�eseau de paraboles index�ees doublement par l'�etat

interne des atomes et par leur altitude moyenne. Le point repr�esentant le nuage initialement se si-

tue initialement au centre de la parabole index�ee par le couple (z = z0; a). Les phases de chute

libre correspondent �a un mouvement horizontal du point repr�esentatif (�eches vertes), traduisant la

conservation de l'�energie totale. Apr�es la premi�ere chute libre, le miroir renvoie le point courant sur

la même parabole (z = 0; a) mais lui donne une impulsion de sens oppos�e. La seconde �evolution libre

ram�ene le point repr�esentatif �a sa position initiale, au centre de la parabole (z = z0; a).

6. Dans ce cas de �gure, la premi�ere impulsion Raman stoppe la chute du nuage, et la seconde lui donne une vitesse
oppos�ee de même valeur que la vitesse d'arriv�ee sur le miroir.

7. En revanche, on consid�ere la limite de dilution o�u la contribution �energ�etique des interactions est n�eglig�ee.
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ALTITUDE

TEMPS

p ≈ - 2ħ k z p ≈ +2ħ k z

NUAGE 

AU REPOS 

DANS L’ETAT 

FONDAMENTAL 

LACHER ET 

CHUTE LIBRE

LA PREMIERE

IMPULSION RAMAN 

STOPPE LE NUAGE

LA SECONDE 

IMPULSION RAMAN 

RENVOIE LE NUAGE 

z
0

0

LE NUAGE REVIENT 

A SON 

ALTITUDE INITIALE

T/2 TT/20

k
eff
=+2k k

eff
=-2k

Figure 2.2 { Evolution du condensat au cours d'un cycle. Les deux impulsions Raman constituant
le miroir sont successives et suppos�ees ici quasi-simultan�ees et r�ealises �a l'instant t = T=2.
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Figure 2.3 { Diagramme d'�energie-impulsion du condensat. Initialement, le nuage est au repos �a
l'altitude moyenne z0.

Le caract�ere con�n�e et p�eriodique du mouvement du nuage dans l'espace des impulsions, mis en

�evidence sur la Figure (2.3), �evoque l'id�ee d'un r�esonateur o�u la propagation aurait lieu dans l'espace

des impulsions. L'existence de conditions de r�esonance assorties �a la p�eriodicit�e du mouvement rap-

pelle �egalement les conditions de rebouclage de la phase dans un r�esonateur optique.

2.1.4 Conditions de r�esonance.

La dualit�e du syst�eme de mesure propos�e -mesure d'acc�el�eration gravitationnelle et de fr�equence

- est manifeste dans les conditions de r�esonance du syst�eme.

Les \impulsions-miroir" ne r�e�echissent que les atomes ayant une vitesse proche de v0. A�n de re-

bondir plusieurs fois, le nuage atomique doit donc avoir sensiblement la même vitesse imm�ediatement

avant chaque r�eexion, ce qui implique la premi�ere condition de r�esonance :

T0 =
4~k

mg
(2.1)

Elle traduit simplement que, durant un cycle, la quantit�e de mouvement communiqu�ee aux atomes

par les lasers compense en moyenne l'acc�el�eration gravitationnelle.
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La conservation de l'�energie durant les deux impulsions Raman composant le miroir d�etermine le

jeu de conditions de r�esonance suivant :8>><>>:
!1 + !b + �AC +

(p0 + 2~k)2

2m~
= !2 + !a +

p20
2m~

!4 + !a +
(p0 + 4~k)2

2m~
= !3 + !b + �AC +

(p0 + 2~k)2

2m~

(2.2)

Ces conditions, qui �xent la vitesse s�electionn�ee par les miroirs, permettent de sonder l'�ecart �a la

p�eriode r�esonnante T0. Remarquons qu'elles permettent �egalement une d�etermination de la vitesse

de recul vr = ~k=m �a condition de connâ�tre l'acc�el�eration g.

2.1.5 Cons�equence d'un �ecart �a la r�esonance.

Examinons maintenant comment se traduit un �ecart �a chacune des deux conditions de r�esonance

(2.1) et (2.2).

2.1.5.1 Ecart �a la p�eriode r�esonante.

Supposons que le d�esaccord des lasers soit ajust�e pour que les impulsions-miroir r�e�echissent un

�echantillon atomique de vitesse v0 = v0uz.

Si la p�eriode T entre les impulsions est di��erente de T0, l'�echantillon subit une acc�el�eration ver-

ticale a = 4~k=m (1=T � 1=T0). Cette acc�el�eration donne lieu �a une d�erive de la vitesse verticale

d'arriv�ee du nuage sur les \impulsion-miroir", qui s'�ecarte de la valeur v0 satisfaisant la condition

de conservation de l'�energie (2.2). Les atomes sortent donc progressivement de la r�esonance, et une

partie du nuage n'est plus r�e�echie par les \impulsions-miroir" successives. Conform�ement au principe

de l'exp�erience, un choix de p�eriode T di��erent de T0 provoque donc �a la fois une acc�el�eration et une

perte d'atomes du nuage en l�evitation. Notons par ailleurs que la fraction non-r�e�echie augmente �a

chaque cycle, car la violation de l'�equation (2.2) intervient par le terme Doppler et provient de la

d�erive en vitesse accumul�ee sur l'ensemble des cycles pr�ec�edents.

Il est bon de signaler la robustesse du dispositif �a un ajustement imparfait de la vitesse initiale des

atomes. En e�et, si la condition T = T0 est satisfaite mais pas celle de nuage initialement au repos,

celui-ci peut malgr�e tout e�ectuer un grand nombre de rebonds �a condition d'ajuster le d�esaccord

Raman pour s�electionner la vitesse du nuage lors de l'\impulsion-miroir". Le point central est la

p�eriodicit�e du mouvement dans l'espace des impulsions. Dans le cas d'un nuage ayant une vitesse
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initiale non nulle, son mouvement en repr�esentation �energie-impulsion est donc simplement excentr�e

par rapport �a la vitesse de repos, donnant lieu �a une d�erive en position. Pour une faible vitesse initiale

et un grand espace accord�e �a la l�evitation et �a la d�etection, ce mouvement parasite ne constitue pas

un facteur limitant. Cette exibilit�e sur la vitesse initiale des atomes fait que notre exp�erience est

robuste �a un d�efaut de synchronisation de la coupure du pi�ege.

2.1.5.2 Ecart �a la fr�equence r�esonante

Supposons �a pr�esent que l'on �xe la p�eriode �a sa valeur optimale T := T0, et que les atomes soient

lâch�es sans vitesse initiale. Comme la p�eriode T0 est r�esonnante, leur vitesse avant chaque\impulsion-

miroir" est v0 = �2~k=mz. Notons !120 et !340 les d�esaccords Raman satisfaisant les relations de

conservation de l'�energie (2.2) pour la vitesse v = v0. La dur�ee des impulsions Raman est ajust�ee

pour r�ealiser une impulsion � lorsque les condition de conservation de l'�energie sont v�eri��ees.

On consid�ere alors une variation du d�esaccord Raman autour des valeurs r�esonnantes : !2�!1 =
!12 = !120 + �!, !4 � !3 = !34 = !340 + �!. La qualit�e de la r�eexion et le nombre d'atomes en

l�evitation apr�es un nombre donn�e de cycles sont maximum lorsque �! = 0 �a chaque miroir. Un

�ecart des d�esaccords aux valeurs de r�esonance !120 et !340 cause ainsi, �a chaque cycle, la perte d'une

fraction identique du nuage.

La double condition de r�esonance (2.2) peut être simpli��ee lorsque l'on consid�ere un nuage lâch�e

sans vitesse initiale et une valeur quasi-r�esonnante de la p�eriode T ' T0 : les conditions de conser-

vation de l'�energie associ�ees aux deux impulsions Raman deviennent alors sym�etriques. A condition

d'e�ectuer les remplacements !1 ! !3 et !2 ! !4, on obtient e�ectivement pour les deux impulsions

Raman successives des �ecarts aux d�esaccords r�esonnants �egaux en valeur absolue (mais de signes

oppos�es). Les transferts de population associ�es aux deux impulsions � composant le miroir lumi-

neux sont donc identiques. On peut ainsi remplacer les deux conditions de r�esonance (2.2), donnant

des pr�edictions identiques quant au nombre d'atomes r�e�echis, par une condition unique impliquant

l'�ecart �!.

Cette r�esonance en fr�equence peut être mise �a pro�t pour r�ealiser une horloge. On utilise alors des

atomes tels que le Strontium ou l'Ytterbium poss�edant une transition �ne spectralement. La dur�ee

de vie d'une telle transition permet par ailleurs de r�ealiser la l�evitation au moyen d'impulsions � �a un

seul photon. Les conditions de r�esonance restent inchang�ees �a condition de remplacer les d�esaccords

!12 et !34 par la fr�equence optique des lasers r�ealisant les impulsions. Les mesures de population du

nuage l�evitant pourraient être mises �a pro�t pour r�ealiser un asservissement en fr�equence des lasers
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assurant la l�evitation de l'�echantillon.

2.1.5.3 Comparaison de la stabilit�e des deux conditions de r�esonance.

Si l'on augmente le temps d'interrogation de l'�echantillon atomique, on s'attend �a un a�nement

des r�esonances associ�ees �a une variation de la p�eriode T ou �a une variation du d�esaccord Raman !21 :

chaque rebond suppl�ementaire de l'�echantillon induit des pertes li�ees �a un d�efaut de r�esonance des

param�etres T; !21.

Insistons cependant sur le fait qu'il y ait une dissym�etrie entre les deux conditions de r�esonance :

un �ecart de la p�eriode T par rapport �a la valeur r�esonnante T0 entrâ�ne la perte d'une fraction de la

population augmentant apr�es chaque rebond, alors qu'un �ecart des d�esaccords !12;34 par rapport �a

!120;340 implique des pertes constantes �a chaque rebond. Ceci a une cons�equence exp�erimentale int�e-

ressante : l'observation d'une r�esonance en p�eriode T devrait être robuste �a un ajustement imparfait

du d�esaccord Raman !21.

2.1.6 Conclusion

Nous avons expos�e le principe d'un nouveau senseur �a atomes froids fond�e sur la l�evitation d'un

nuage par des doubles impulsions Raman �. Ce syst�eme pr�esente de nombreuses analogies avec un

r�esonateur �a ondes de mati�ere : con�nement spatial et mouvement p�eriodique dans l'espace des

impulsions. La p�eriodicit�e du mouvement et le maintien des atomes en l�evitation d�ependent de deux

conditions de r�esonance, qui permettent �a la fois d'envisager une utilisation du syst�eme en tant

qu'acc�el�erom�etre ou en tant qu'�el�ement d'une horloge.
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2.2 Analyse semi-classique des performances du dispositif.

Dans cette section, nous discutons qualitativement les param�etres et performances de l'exp�erience

pr�ec�edente.

2.2.1 Evaluation de la sensibilit�e

Nous calculons �a pr�esent, de fa�con heuristique, la fraction du nuage maintenue en l�evitation en

fonction de la p�eriode T . Nous adoptons pour l'instant une analyse simplement unidimensionnelle,

selon l'axe vertical, du mouvement de l'�echantillon. Cette approche d�ecrit le fonctionnement de l'ex-

p�erience dans des conditions id�eales, o�u tout bruit d'origine technique est n�eglig�e, et donne donc les

performances ultimes du dispositif. Nous supposons ainsi que les pertes d'atomes sont uniquement

dues �a un �ecart des param�etres (T; !12; !34) des \impulsions-miroirs" par rapport �a leurs valeurs de

r�esonance (T0; !120; !340).

Les d�esaccords Raman !12 et !34 sont ajust�es pour que la vitesse d'un nuage lâch�e initialement

au repos dans la s�equence d'\impulsions-miroir" r�ealis�ees �a t1 = T0=2; t2 = 3T0=2; t3 = 5T0=2::: v�eri�e

la condition de conservation de l'�energie (2.2). Un tel ajustement est possible pour la p�eriode T0,

donnant lieu �a un mouvement impulsionnel p�eriodique, et donc �a une r�ep�etition de la même condi-

tion de conservation de l'�energie lors des miroirs successifs.

Exprimons le param�etre de non-r�esonance y(p) introduit au chapitre pr�ec�edent et d�e�ni par

l'�equation (1.92). Imm�ediatement avant chaque r�eexion, le nuage a une quantit�e de mouvement

p = �2~k. Par hypoth�ese, cette impulsion v�eri�e la condition de r�esonance, soit y(�2~k) = 0, ce qui

�xe la valeur de y(p) pour une impulsion quelconque :

y(p) =
(p+ 2~k)k

2m
e


e d�esigne la pulsation de Rabi e�ective et p l'impulsion moyenne du nuage imm�ediatement avant

la r�eexion. L'�ecart �a la r�esonance fait que seule une fraction �(p) du nuage est transf�er�ee lors de la

premi�ere impulsion Raman :

�(p) =
sin2

�
�
2

p
1 + y(p)2

�
1 + y(p)2

Comme �evoqu�e pr�ec�edemment, il y a une sym�etrie des deux conditions de conservation de l'�energie

pour des atomes lâch�es sans vitesse initiale (et avec un ajustement correct des d�esaccords Raman). En
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cons�equence, la seconde impulsion Raman r�e�echit la même fraction de l'�echantillon que la premi�ere,

ce qui donne le coe�cient de r�eexion suivant pour l'\impulsion-miroir" :

R(p) =
sin4

�
�
2

p
1 + y(p)2

�
(1 + y(p)2)2

(2.3)

Les atomes non r�e�echis poursuivent leur chute libre pendant la prochaine s�equence temporelle et

auront un param�etre de Bragg donn�e par y(p0 �mgT ) lors de la prochaine impulsion miroir. Si la

condition y(p0 �mgT )� 1 est r�ealis�ee 8, la probabilit�e de recevoir un transfert d'impulsion lors des

prochains miroirs lumineux est tr�es faible pour ces atomes. Ceux-ci continuent donc leur trajectoire

en chute libre avec une probabilit�e tr�es faible d'interagir avec les miroirs suivants : tout se passe alors

comme si ils �etaient exclus du r�esonateur.

L'impulsion moyenne du nuage imm�ediatement avant la i-�eme r�eexion s'�ecrit simplement :

pi = �mgT
2
+ (i� 1)�mg(T0 � T ) (2.4)

La fraction du nuage restant en l�evitation apr�es N rebonds est donn�ee par le produit des valeurs de

la fonction de �ltre �evalu�ee sur les impulsions successives p1:::pN :

R(N; T ) = R(p1):::R(pN) (2.5)

La succession de r�eexions apparâ�t ainsi comme une convolution de �ltres impulsionnels. A partir

des relations (2.4) et (2.5), on obtient facilement la fraction R(N; T ) du nuage atomique maintenue

en vol apr�es N r�eexions s�epar�ees par la dur�ee T . La Figure 2.4 repr�esente cette fraction l�evitante

R(N; T ) en fonction de T et pour di��erentes valeurs de N . Une expression analytique approch�ee de

R(N; T ) est obtenue dans l'appendice E :

R(N; T ) ' exp

�
�2g

2k2(T � T0)2N3

3
2
e

�
(2.6)

Munis de cette expression, nous pouvons facilement majorer l'erreur commise dans la d�etermination

de g. Consid�erons une s�erie de mesures de population apr�es N rebonds pour plusieurs p�eriodes T

8. Il n'est cependant pas forc�ement n�ecessaire d'imposer une condition aussi restrictive. Pour T > T0, les atomes
\manquant une rebond"auront lors des miroirs suivants une probabilit�e de r�eexion major�ee par : p � R(p0�mgT ) < 1.
Apr�es un nombre de cycles n tel que R(p0�mgT )n � 1, ces atomes sont presque certainement exclus du pi�ege. Dans le
cas o�u T < T0, la discussion est plus complexe : l'acc�el�eration verticale transmise aux atomes par les miroirs lumineux
est susceptible de ramener �a r�esonance des atomes ayant manqu�e un transfert d'impulsion.
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Figure 2.4 { Fraction R(N; T ) du nuage maintenue en l�evitation apr�es 1,10,50,100 cycles en fonction
du ratio T=T0 (T0 ' 1:58ms), pour la pulsations de Rabi avons pris 
e = 2� � 5� 103 Hz.

voisines de la valeur de r�esonance T0. Supposons qu'il soit possible exp�erimentalement de d�etecter

une variation relative � de la population �nale. Puisque les seules fuites d'atomes proviennent par hy-

poth�ese d'un �ecart des param�etres (T; !12; !34) �a la r�esonance, les mesures e�ectu�ees nous permettent

d'encadrer la p�eriode r�esonnante T0 par les deux valeurs T1 et T2 telles que :

R(N; T1) = R(N; T2) = 1� �

Selon le calcul pr�ec�edent, l'�ecart entre ces valeurs est de :

jT2 � T0j ' jT1 � T0j '
r
3 log(1=1� �)

2


e

gk

1

N3=2

La relation (2.1), qui relie directement l'acc�el�eration gravitationnelle �a la p�eriode r�esonnante, nous

permet de d�eterminer g avec une erreur relative :�����gg
���� � �����TT

����+ �����vrvr
����

vr d�esigne la vitesse de recul vr = ~k=m. On obtient ainsi, lors d'une mesure �a � pr�es de la population

atomique du nuage apr�es N rebonds, une erreur relative sur l'acc�el�eration gravitationnelle g :

�����gg
���� �

r
3

8

1

~k2

 
�
p� log(1� �)

N3=2�

!
+

�����vrvr
���� (2.7)

Nous avons choisi d'exprimer cette erreur en fonction de la dur�ee � de l'impulsion Raman plutôt que
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de la pulsation de Rabi 
e. Le fait que la pr�ecision relative de la mesure jg=�gj augmente mieux que
lin�eairement avec le nombre N de rebonds du nuage re�ete l'incidence plus grande d'un �ecart �a la

p�eriode r�esonnante sur le coe�cient de r�eexion des derniers miroirs que sur celui des premiers.

Il est instructif de r�eexprimer l'erreur relative en fonction du temps de l�evitation Tint = NT0

�ecoul�e entre le lâcher de l'�echantillon et la mesure de population 9 :

�g(Tint) =

r
3

8

1

~k2

 
�T

3=2
0

p� log(1� �)
T
3=2
int �

!
+

�����vrvr
���� (2.8)

Tint s'interpr�ete comme la dur�ee d'interrogation des atomes par le gravim�etre. Si l'on pouvait in-

terroger ces atomes pendant un temps arbitrairement long, tout en pr�eservant les conditions de

fonctionnement du dispositif (pertes quasi-nulles �a r�esonance), ce serait l'incertitude sur la vitesse

de recul j�vr=vrj qui limiterait la pr�ecision de la mesure de l'acc�el�eration g. La vitesse de recul a

�et�e mesur�ee avec une pr�ecision de l'ordre de quelques 10�9 pour le C�esium [75, 76] et pour le Ru-

bidium [74] 10. En fait, notre proposition est sujette �a d'autres sources d'erreurs �a priori bien plus

limitantes (vibrations du banc par exemple). Aussi supposons-nous, dans la suite, que la vitesse de

recul est parfaitement connue.

En consid�erant les expressions (2.7) et (2.8), il semble que les impulsions Raman doivent être

aussi longues que possible (� = T0=2) pour obtenir une incertitude la plus petite possible. Ceci n'est

pas surprenant, puisque le �ltrage de vitesses r�ealis�e par les miroirs lumineux est d'autant plus �n

que les impulsions sont longues. La Figure 2.5 repr�esente la pr�ecision attendue sur la mesure de g en

fonction du nombre de rebonds e�ectu�es avant la mesure de population �nale dans le cas d'impulsions

Raman de dur�ee maximale(� = T0=2) et pour une incertitude de � = 10�3 sur la population. A�n

d'atteindre une pr�ecision du niveau des meilleurs gravim�etres actuels, il est n�ecessaire de maintenir

l'�echantillon environ 10 s en l�evitation.

2.2.2 Dur�ee optimale des \impulsions-miroir" : compromis entre s�elec-

tion et population.

La discussion pr�ec�edente sur la dur�ee des impulsions lumineuses suppose implicitement qu'il n y

a pas de corr�elation entre la s�electivit�e en vitesse des \impulsions-miroirs" et la plus petite fraction

9. En fait Tint est l�eg�erement di��erent �a chaque chargement de l'exp�erience. En e�et on suppose que l'�ecart entre le
lâcher et la mesure de population est toujours de N � T . Or, on fait varier l�eg�erement T autour de T0 et on maintient
le nombre N de cycles constant.
10. Rappelons que la vitesse pourrait être d�etermin�ee de fa�con ind�ependante dans notre exp�erience (mais pas �a ce

niveau de pr�ecision).
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Figure 2.5 { Erreur sur �g=g en fonction de la dur�ee d'interrogation, avec des \impulsions-miroir"
de dur�ee maximum � = T0=2 et avec une pr�ecision relative de la mesure de population � = 10( � 3).
La ligne continue correspond �a la pr�ecision obtenue par simulation num�erique, et la ligne pointill�ee
re�ete la pr�ecision donn�ee par l'�equation (2.8).

d�etectable du nuage l�evitant �. Ceci est inexact, car l'incertitude sur cette population est li�ee au

nombre d'atomes mesur�es, notamment �a cause du bruit de projection quantique. Par ailleurs, tout

dispositif r�eel poss�ede un seuil de d�etection : en dessous d'une certaine densit�e atomique �min, le

d�etecteur devient inop�erant. On ne peut donc faire intervenir qu'au plus Nmax rebonds dans la l�e-

vitation, nombre au del�a duquel la densit�e du nuage l�evitant tombe en dessous du seuil �min. Nmax

d�ecrô�t lorsque les miroirs lumineux deviennent plus s�electifs, c'est �a dire lorsque la dur�ee des impul-

sions Raman augmente.

Il y a donc un arbitrage �a rendre entre l'utilisation de miroirs lumineux hautement s�electifs en

vitesse, ou au contraire celle de miroirs peu s�electifs mais compatibles avec un temps de vol du nuage

plus long. En fait, le r�esultat de cet arbitrage d�epend �a mon sens de la qualit�e du r�esonateur. Dans

un r�esonateur id�eal, mieux vaut utiliser des miroirs lumineux aussi peu s�electifs que possible : plus le

�ltrage impulsionnel intervient tard, plus la d�erive Doppler des atomes est accumul�ee sur une longue

dur�ee, et plus importante est la contribution de chaque atome perdu �a la mesure de l'acc�el�eration

gravitationnelle. En revanche, si le r�esonateur est de moindre qualit�e, il semble pr�ef�erable d'utiliser

des miroirs s�electifs a�n que les pertes proviennent principalement d'un �ecart aux conditions de r�e-

sonance et non des fuites intrins�eques du r�esonateur.
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L'optimisation de la dur�ee des impulsions lumineuses soul�eve en fait une piste d'am�elioration in-

t�eressante du dispositif : celle de faire varier la s�electivit�e des \impulsions-miroir" �a chaque cycle. Par

analogie avec une cavit�e optique, tout se passe comme si un op�erateur �ctif changeait le miroir entre

chaque aller-retour du faisceau lumineux. On peut ainsi explorer une vari�et�e de r�egimes de �ltrage

impulsionnel. On peut consid�erer par exemple le processus de �ltrage suivant :

{ Premi�eres impulsions courtes donnant lieu �a un transfert de population quasi-total.

{ Impulsions �nales longues sondant pr�ecis�ement la d�erive Doppler accumul�ee sur l'ensemble des

cycles.

2.2.3 N�ecessit�e d'appliquer une rampe de fr�equence.

Durant l'impulsion lumineuse, l'acc�el�eration due �a la gravit�e modi�e sensiblement l'�evolution des

atomes dans l'espace interne 11. La discussion pr�ec�edente sur la dur�ee des impulsions nous permet

d'�evaluer cet e�et dans le dispositif propos�e.

Il est instructif de reconsid�erer le param�etre de non-r�esonance d�e�ni dans l'�equation (1.92) du

premier chapitre :

y(p) =
1

2
e

�
!ba +

ke � p
m

+
~jkej2
2m

� (!1 � !2)
�

La di�usion de l'onde atomique sur l'onde lumineuse est caract�eris�ee par la fonction y(p) (pour ce qui

concerne l'amplitude de transfert) . C'est essentiellement par une modi�cation du terme Doppler de

ce param�etre que l'acc�el�eration gravitationnelle agit sur la trajectoire des atomes dans l'�etat interne.

A une tranche in�nit�esimale de vitesses p 2 [p1;p1 + dp] �a l'instant t0, est associ�ee un param�etre y

�evoluant en fonction du temps selon :

y(t) =
1

2
e

�
!ba +

ke � (p1 �mg(t� t0))
m

+
~jkej2
2m

� (!1 � !2)
�

Il n'est donc possible de n�egliger l'e�et de l'acc�el�eration gravitationnelle que dans la mesure o�u la

variation �y engendr�ee par la gravit�e est n�egligeable (�y � 1) sur la dur�ee de l'impulsion. Cette

condition se traduit par :
jke � gj� 2

2�
� 1

Cette relation �xe l'ordre de grandeur de la dur�ee d'impulsion �a partir de laquelle il est n�ecessaire

11. Les �equations ont �et�e r�esolues exactement par Christian Bord�e et Klaus L�ammerzahl [77]
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de prendre en compte l'acc�el�eration gravitationnelle �grav = 1=
p
(2�)jke � gj ' 0:25 ms. Pour les

param�etres exp�erimentaux envisag�es au pr�ec�edent paragraphe (� = T0=2 ' 0:75 ms), il est donc

indispensable de prendre en compte l'acc�el�eration des atomes au cours de l'impulsion lumineuse 12.

La m�ethode la plus directe pour obtenir un transfert total de population consiste �a appliquer,

durant l'impulsion, une rampe de fr�equence qui maintienne le param�etre y �a une valeur constante en

d�epit de l'acc�el�eration subie par les atomes. Un examen rapide de y(t) donne le pro�l temporel de

fr�equence d�esir�e :

!1(t)� !2(t) = !1(t0)� !2(t0) + ( ke � g ) (t� t0)

Nous supposons, dans la suite, que les pentes r associ�ees �a chaque impulsion Raman composant le

miroir lumineux v�eri�ent r = ke �g, prenant donc successivement les valeurs r1 = �2kg et r2 = +2kg.

Les rampes de fr�equence, commen�cant �a l'instant initial de chaque impulsion Raman, donnent �a la

phase une d�ependance temporelle quadratique :

'e(t) =
1

2
( ke � g ) (t� t0)2 + (!1;3(t0)� !2;4(t0)) (t� t0) + '0

e (2.9)

2.2.4 Quel nuage utiliser dans le dispositif ?

Il est utile de pr�eciser la typologie d'�echantillon atomique adapt�e au dispositif pr�esent�e. En parti-

culier, il est l�egitime de s'interroger sur la n�ecessit�e d'employer un nuage condens�e dans l'exp�erience

propos�ee, alors qu'un nuage froid incoh�erent est beaucoup plus facile �a produire exp�erimentalement.

Nous apportons quelques �el�ements de r�eponse en consid�erant les exigences de notre dispositif en

termes de dispersion de vitesses et de densit�e du nuage.

2.2.4.1 Temp�erature cin�etique de l'�echantillon.

Un crit�ere heuristique.

Le principe de la mesure, tel que nous l'avons expos�e, implique de pouvoir distinguer les atomes

ayant subi tous les transferts d'impulsions associ�es aux miroirs lumineux de ceux ayant manqu�e au

moins un transfert. Il semble donc raisonnable d'exiger que la dispersion initiale de vitesses �vz;�

12. Remarquons que cet ordre de grandeur aurait pu �egalement être obtenu grâce �a une analyse dimensionnelle : la
seule fa�con d'obtenir une dur�ee �a partir des param�etres pertinents ke et g est de consid�erer la quantit�e jke � gj�1=2.
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soit bien inf�erieure �a la vitesse transmise lors d'une \impulsion-miroir" :

�vz;� � 4~k

Cette relation se traduit alors, pour l'atome de Rubidium 87Rb, par une condition sur la temp�era-

ture cin�etique � � 1:2 �K. Pour les densit�es d'atomes usuelles dans les exp�eriences en physique

atomique, telles que � ' 1010 at:=cm3 �a � ' 1015 at:=cm3, la temp�erature critique de condensation

s'�echelonne entre 20 nK � �c � 1 �K. Notre exigence sur la distribution de vitesses initiales im-

plique donc que le nuage soit condens�e, ou du moins dans un �etat proche du r�egime de condensation 13.

Seuil de d�etection.

Soulignons un autre imp�eratif : l'�echantillon doit avoir une distribution de vitesses su�samment

�etroite et une population initiale su�samment �elev�ee pour que la densit�e du nuage l�evitant �a r�eso-

nance (conditions (2.1) et (2.2) v�eri��ees) soit sup�erieure au seuil de d�etection �min lors de la mesure

de poplulation �nale. Ce second crit�ere implique �egalement une densit�e �elev�ee dans l'espace des

phases 14, qui fait des condensats les meilleurs candidats pour notre dispositif.

Coe�cient de r�eexion des miroirs lumineux et temp�erature.

En supposant que la distribution de vitesses ait une forme gaussienne :

P (vz) =
1p

��vz;�
exp

 
�(vz � v0)

2

�v2z;�

!
(2.10)

on peut calculer le coe�cient de r�eexion des miroirs lumineux en fonction de la temp�erature. Ceci est

r�ealis�e dans l'appendice F pour des\impulsions-miroir"de s�electivit�e maximale (� = T0=2). La courbe

correspondante r�ev�ele que des temp�eratures inf�erieures �a � = 10 �K sont requises pour obtenir un

coe�cient de r�eexion sup�erieur �a 1%. Même pour des temp�eratures subrecul, la r�eexion ne d�epasse

pas quelques pourcents. Soulignons cependant que cette faible valeur concerne uniquement le premier

rebond : apr�es celui-ci, l'�echantillon a �a priori une distribution en vitesses verticales su�samment

�etroite pour pouvoir être r�e�echi presque enti�erement par les miroirs suivants 15. Le faible coe�cient

13. Ce crit�ere est cependant heuristique : on pourrait imaginer que les \impulsions-miroirs" successives a�nent
progressivement la distribution de vitesse d'un �echantillon beaucoup moins froid.
14. La dispersion en vitesse maximum compatible avec cette exigence d�epend principalement de la s�electivit�e des

miroirs lumineux, du nombre de cycles envisag�es, et du rapport entre la densit�e atomique initiale et le seuil de d�etection
�min.
15. Le nuage atomique n'est alors plus �a l'�equilibre thermodynamique, et sa dispersion en vitesses longitudinale n'est
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de r�eexion obtenu n'est donc pas r�edhibitoire : il est envisageable, �a partir de param�etres r�ealistes

pour l'�echantillon initial d'atomes froids (ex. � = 1 �K;N = 106at:), d'obtenir la l�evitation d'un

nombre signi�catif d'atomes (' 20000) avec des \impulsions-miroir" s�electives.

2.2.4.2 Densit�e de l'�echantillon.

La densit�e optimale du nuage r�esulte en fait d'un arbitrage entre deux objectifs : obtenir un nombre

d'atomes su�samment �elev�e lors de la mesure �nale de population a�n de garantir un rapport signal

sur bruit satisfaisant, et minimiser la densit�e pour limiter l'impact des interactions atomiques. Ces

deux objectifs peuvent être concili�es si l'on accorde un espace su�sant au nuage. La technologie ac-

tuelle de refroidissement permet d'obtenir des condensats de Bose-Einstein ayant jusqu'�a 108 atomes,

mais la plupart des exp�eriences m�etrologiques impliquant des atomes froids utilisent des nuages beau-

coup moins peupl�es (de l'ordre du millier d'atomes).

Les interactions atomiques sont en e�et susceptibles d'entrâ�ner des e�ets peu souhaitables dans

le dispositif aussi bien en fonctionnement de gravim�etre qu'en fonctionnement d'horloge. Quelque

soit la grandeur mesur�ee (acc�el�eration ou fr�equence), les interactions r�epulsives rendent d�elicate la

stabilisation transverse du nuage. Cette stabilisation implique alors des miroirs lumineux fortement

refocalisant, et qui donnent lieu �a des transferts imparfaits de population (même �a r�esonance). Ce

moindre coe�cient de r�eexion a�ecte la qualit�e du r�esonateur �a ondes de mati�ere et donc la r�esolution

du gravim�etre et de l'horloge associ�es. Aussi est-il pr�ef�erable d'utiliser des �echantillons relativement

dilu�es.

Par ailleurs, les interactions induisent �a la fois des d�eplacements syst�ematiques et une dispersion

suppl�ementaire dans la mesure de fr�equence de la transition consid�er�ee (intervenant dans la condi-

tion (2.2)). Cet �elargissement de la raie est proportionnel aux uctuations de population du nuage.

D�eveloppons ce point pr�ecis. Nous consid�erons que le dispositif est charg�e avec un condensat de

temp�erature nulle dans la superposition d'�etats de Fock :

j�(0)i =
+1X
k=0

ck â
k
� j0i (2.11)

L'unique mode peupl�e est associ�e �a la fonction d'onde �(r; 0). Nous supposons que la distribution des

coe�cients ck a un pic central autour d'une valeur k = N0 correspondant au nombre moyen d'atomes

du nuage. La fonction d'onde �k(r; t) associ�ee �a l'�etat nombre jki = âk�j0i �evolue selon l'�equation de

plus r�egie par le th�eor�eme d'�equipartition de l'�energie. Notons toutefois que le ph�enom�ene de rethermalisation peut
redonner une dispersion cin�etique �a l'�echantillon et conduire �a des pertes lors des miroirs suivants.
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Gross-Pitaevskii d�ependant du temps 1.49 :

i~
@�k(r; t)

@t
=

�
� ~

2

2m
�+ U0(r) +

4�~2

m
a k j�k(r; t)j2

�
�k(r; t) (2.12)

Cette �equation montre clairement que l'�evolution des fonctions d'ondes consid�er�ees d�epend du nombre

d'atomes k par l'interm�ediaire du terme d'interactions. Le d�ecalage en fr�equence dû aux interactions

est donc de l'ordre de 4�~2akhj�kj2i=m, o�u hj�kj2i est la norme de la fonction d'onde �k. Ce terme

fait que l'incertitude �k sur le nombre d'atomes du nuage se reporte sur la fr�equence du mode

consid�er�e. Soulignons que, dans un dispositif d'horloge, c'est le d�eplacement relatif des niveaux

d'une transition qui compte et non le d�eplacement absolu d'un niveau. Dans notre syst�eme o�u un

transfert de population total est envisag�e, les longueurs de di�usion crois�ees n'interviennent pas. La

di��erence de fr�equence mesur�ee s'�ecrit [78] :

2��int =

�
4�~2

m

�
(abb � aaa) ~� (2.13)

La coincidence des longueurs de di�usion abb et aaa pour certains atomes (en particulier le Rubidium)

permet de s'a�ranchir partiellement de cet e�et. N�eanmoins, en g�en�eral, les interactions induisent

�a la fois un e�et syst�ematique li�e �a la valeur moyenne ~� et une incertitude suppl�ementaire li�ee aux

uctuations de population atomique. Ces limitations plaident pour l'utilisation de nuages dilu�es.

2.2.5 Pertes intrins�eques du r�esonateur.

Pour �evaluer la sensibilit�e du dispositif, nous avons consid�er�e jusqu'ici essentiellement le d�ecalage

Doppler cr�ee par le mouvement unidimensionnel du nuage. Cette analyse omet cependant plusieurs

limitations importantes, de nature technique mais aussi de nature fondamentale. A ce titre, la sensi-

bilit�e obtenue dans l'�equation (2.8) doit être comprise comme une borne sup�erieure correspondant �a

un fonctionnnement optimal. Nous �evoquons, dans ce paragraphe, les e�ets susceptibles de limiter le

temps de l�evitation du nuage.

Nous avons suppos�e que l'�echantillon atomique pouvait être maintenu en vol un temps arbitrai-

rement long si les deux conditions de r�esonance (2.1,2.2) �etaient v�eri��ees. Ceci est en fait inexact :

même �a r�esonance, les pertes syst�ematiques du r�esonateur ne permettent au nuage qu'un nombre �ni

N de rebonds. Le temps maximal de l�evitation apparâ�t alors comme la dur�ee de vie TRes d'un mode

r�esonnant, caract�erisant la �nesse du r�esonateur (TRes ' NT0) et conditionnant l'exactitude de la

mesure de l'acc�el�eration g.
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2.2.5.1 Pertes d'origine technique.

Il convient de garder �a l'esprit l'impact des limitations techniques lors d'une mise en oeuvre ex-

p�erimentale de notre proposition.

Les vibrations du banc optique constituent un probl�eme technique majeur dans les mesures de

gravim�etrie par interf�erom�etrie atomique. Elles alt�erent la mesure d'acc�el�eration e�ectu�ee par le sys-

t�eme : celui-ci mesure l'acc�el�eration des atomes par rapport �a la source laser et non pas par rapport

�a la terre. Ces vibrations font que le mouvement des atomes relativement au banc optique n'est pas

exactement uniform�ement acc�el�er�e, mais comporte une petite composante de vitesse al�eatoire qui

rend la condition de conservation de l'�energie (2.2) partiellement insatisfaite pour les \impulsions-

miroir" successives.

Une autre limitation technique �a la �nesse du r�esonateur provient des di�usions parasites suscep-

tibles d'�ejecter les atomes hors de la zone de con�nement. Ces processus parasites sont dus majori-

tairement �a l'�emission spontan�ee. Heureusement, il est possible de rendre arbitrairement faible leur

occurrence en utilisant des impulsions Raman fortement d�esaccord�ees (impliquant par cons�equent des

lasers intenses). Bien qu'elles traduisent un processus physique fondamental, ces di�usions peuvent

donc être contourn�ees au moyen d'une technologie adapt�ee et on peut donc les associer aux limitation

\techniques".

2.2.5.2 Limitations fondamentales.

La limitation fondamentale la plus �evidente concerne le con�nement transverse du nuage ato-

mique. Il y a en e�et un point essentiel dont l'analyse unidimensionnelle pr�ec�edente ne rend pas

compte : si le nuage n'est pas refocalis�e, sa taille transverse exc�ede rapidement le diam�etre des fais-

ceaux lasers, ce qui fait sortir les atomes de la zone de r�eexion apr�es seulement quelques rebonds. La

vitesse d'expansion de l'�echantillon est par ailleurs augment�ee par les interactions atomiques r�epul-

sives. Les atomes ne peuvent alors plus e�ectuer que quelque cycles dans le r�esonateur gravitationnel,

dont la qualit�e est gâch�ee par l'expansion du nuage. Il est donc essentiel d'impliquer un m�ecanisme

qui stabilise transversalement l'�echantillon.

Celui-ci peut être obtenu en utilisant des miroirs lumineux courb�es au lieu de miroirs plans.

L'obtention d'une focalisation de l'onde atomique n�ecessite malheureusement une inhomog�en�eit�e de
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l'intensit�e du champ �electromagn�etique d'autant plus grande que la distance focale souhait�ee est

petite. Il en r�esulte une pulsation de Rabi inhomog�ene d�egradant partiellement le transfert de popu-

lation �a r�esonance et donc la qualit�e du r�esonateur. En fait, la focalisation requise d�epend uniquement

de la non-lin�earit�e de la propagation (due aux interactions), qu'il est heureusement possible de rendre

arbitrairement faible en conc�edant su�samment d'espace au nuage. Il est alors possible de stabiliser

le r�esonateur avec des \impulsions-miroir" presque planes et donc d'intensit�e quasiment uniforme.

Pour de telles impulsions, l'e�cacit�e du transfert de population peut atteindre 99; 5% [79]. Le miroir

�a atomes r�ealis�e est alors de tr�es bonne qualit�e, donnant lieu �a un un r�esonateur tr�es �n. Le fait que

l'occupation spatiale du nuage apparâ�sse comme une resource physique convertible en pr�ecision est

un �el�ement int�eressant de notre syst�eme. On peut se risquer �a y voir une manifestation indirecte du

principe de Heisenberg.

2.2.6 Conclusion

Nous avons donn�e un calcul heuristique de la sensibilit�e du dispositif, fond�e sur le simple mouve-

ment unidimensionnel de l'�echantillon. La dur�ee optimale des impulsions lumineuses a �et�e discut�ee,

ainsi que le type d'�echantillon compatible avec l'exp�erience propos�ee.

Nous avons par ailleurs �evoqu�e des limitations techniques et fondamentales du dispositif. Ces

derni�eres montrent qu'une analyse des degr�es de libert�e transverses du nuage est n�ecessaire pour

en appr�ehender la sensibilit�e de fa�con correcte. Avant d'aborder cette analyse, nous e�ectuons une

mod�elisation physique plus rigoureuse du syst�eme exp�erimental.
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2.3 Mod�elisation Quantique du Syst�eme.

L'objectif de cette partie est de d�egager une mod�elisation �d�ele et e�cace du syst�eme exp�eri-

mental. Cette mod�elisation s'appliquera par ailleurs int�egralement au second dispositif m�etrologique

pr�esent�e dans ce m�emoire. Rappelons que le syst�eme propos�e fait intervenir fondamentalement trois

champs coupl�es :

{ Le champ atomique.

{ Le champ �electromagn�etique.

{ Les champs gravito-inertiels.

Les champs �electromagn�etique et gravito-inertiels sont consid�er�es comme classiques 16. Les points

centraux de la mod�elisation sont la propagation du champ atomique dans les zones noires (absence

de champ �electromagn�etique) et �eclair�ees du dispositif. A partir des conclusions du chapitre pr�ec�e-

dent sur la di�usion d'ondes atomiques sur une onde �electromagn�etique plane, nous proposons une

mod�elisation simpli��ee des miroirs lumineux.

2.3.1 Quelle mod�elisation adopter ?

L'obtention d'une pr�ediction num�erique d'un signal de mesure n'est pas pertinente. Notre mod�eli-

sation doit r�epondre �a un double objectif : être compatible avec des outils th�eoriques simples donnant

lieu �a des pr�edictions analytiques, et être su�samment �d�ele pour que les pr�edictions obtenues soient

en rapport avec la r�ealit�e exp�erimentale. Nous nous proposons d'utiliser la bô�te �a outils suivante :

{ Formalisme ABCD pour la propagation du nuage atomique dans les zones sombres.

{ Matrice de di�usion S non dispersive pour d�ecrire l'e�et des impulsions lumineuses sur le champ

atomique 17.

16. Cette approximation est justi��ee pour le champ �electromagn�etique car on consid�ere des �etats coh�erents intenses
�emis par des lasers tr�es au dessus du seuil. Pour le champ gravitationnel il va de soi que la r�esolution des exp�eriences
ne permet pas d'observer une signature d'un comportement quantique du champ gravitationnel C'est d'ailleurs bien
dommage !
17. Correspondant �a la mod�elisation ttt in�niment �ne de Charles Antoine et Christian Bord�e [10]
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2.3.2 Dynamique du nuage atomique : mod�elisation par un Hamiltonien

e�ectif quadratique.

Le formalisme ABCD permet de propager des paquets d'ondes atomiques r�egis par un Hamil-

tonien quadratique en champ atomique -g�en�erant une �equation de propagation lin�eaire- et en les

op�erateurs positions et impulsions :

Ĥ =

Z
d3r  y(r̂; t)H(r̂; p̂; t)  (r̂; t) degH � 2 (2.14)

En l'absence de champ �electromagn�etique et d'interactions atomiques, cette approximation quadra-

tique du Hamiltonien est en g�en�eral tout �a fait l�egitime 18. Le Hamiltonien s'exprime alors en premi�ere

quanti�cation selon (1.50). Nous ne consid�erons pas ici les e�et inertiels li�es �a la rotation de la Terre

(terme de Coriolis), ni bien sûr les corrections relativistes repr�esent�ees par les termes �(t); f(t). L'�evo-

lution du nuage dans les zones noires (en l'absence de champ �electromagn�etique) est alors d�ecrite par

le Hamiltonien :

H(r;p; t) =
p2

2m
�m�!g (t) � r� m

2
r � �!�! (t) � r (2.15)

Nous verrons au chapitre 7 que de tels Hamiltoniens peuvent mod�eliser de fa�con perturbative un

terme non-lin�eaire mod�er�e associ�e aux interactions de champ moyen. La matrice (t) du Hamiltonien

(1.50) contient ainsi une contribution �eventuelle des interactions atomiques. Cette matrice apparâ�t

ici simplement comme un param�etre donn�e du Hamiltonien (d�ependant du temps �a priori), dont nous

d�etaillerons la d�etermination au chapitre 7. L'hypoth�ese de nuage atomique dilu�e est par ailleurs l�e-

gitim�ee par l'ad�equation de tels �echantillons avec les exigences de notre syst�eme (voir la discussion

de la partie pr�ec�edente).

2.3.3 Mod�elisation du nuage atomique en l�evitation.

La mod�elisation de l'�echantillon d�epend bien sûr des candidats envisag�es pour le dispositif. Nous

avons expos�e dans la partie pr�ec�edente des conditions limitantes sur la densit�e et sur la dispersion en

vitesse du nuage. En particulier, cette derni�ere condition impose que l'�echantillon soit dans un r�egime

de temp�eratures ultrafroides, proche du seuil de condensation. Les condensats de tr�es basse �energie

sont de fait les meilleurs candidats. Aussi adoptons-nous la mod�elisation la plus simple, celle d'une

fonction d'onde macroscopique associ�ee �a un condensat de temp�erature nulle. Cette mod�elisation

18. Par exemple, les termes plus que quadratiques du potentiel gravitationnel sont inf�erieurs de plusieurs ordres de
grandeurs �a g et au gradient de gravit�e local. Voir par ailleurs les travaux de Christian Bord�e pour une discussion
d�etaill�ee sur l'approximation parabolique d'un Hamiltonien de Klein-Gordon (voir chapitre 7.)
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pourrait être �etendue a�n d'inclure des e�ets de temp�erature �nie en consid�erant une distribution

gaussienne de paquets d'ondes [10].

S'il n'est pas indispensable �a priori que la fonction d'onde initiale soit une gaussienne 19, la propa-

gation d'une fonction g�en�eratrice gaussienne permet de d�eterminer l'�evolution d'une fonction d'onde

arbitraire (en r�egime dilu�e de propagation lin�eaire). La fonction g�en�eratrice fait ici intervenir un mode

gaussien et un param�etre vectoriel � laiss�e ind�etermin�e, suivant la d�emarche expos�ee au paragraphe

1.2.6.4 du chapitre 1. Le choix d'une fonction initiale gaussienne est donc un raccourci th�eorique

avantageux que nous adoptons pour les deux dispositifs pr�esent�es dans ce m�emoire :

	�!� (r) =
1pjdet(X0)j

exp

�
im

2~
(r� r0)Y0X�1

0 (r� r0) + i

~
(r� r0) � (p0 � 2~ ~X�1

0
�!� ) + 1

2
�!�X�1

0 X�
0
�!�
�

(2.16)

Par souci d'all�eger les notations, nous omettrons par la suite ce param�etre � dans les �equations.

Rappelons que les matrices X0, Y0 caract�erisent respectivement les dispersions initiales en position et

en impulsion, comme d�e�ni au paragraphe 1.2.6.3 du chapitre pr�ec�edent. Nous repr�esenterons l'�etat

quantique d'un nuage atomique condens�e dans ce mode gaussien par le ket :

ja;	r0;p0;X0;Y0i

Nous faisons le choix d'une normalisation de fonction d'onde re�etant la population atomique du

mode correspondant
R
d3rj	r0;p0;X0;Y0(r)j2 = N 20.

2.3.4 Mod�elisation non-dispersive des s�eparatrices.

La matrice de di�usion S op�eratorielle donn�ee au chapitre pr�ec�edent (expression (1.123)) per-

met de caract�eriser rigoureusement la di�usion d'ondes atomiques sur une onde �electromagn�etique

plane. Cependant, son caract�ere doublement op�eratoriel (d�ependance simultan�ee en les op�erateurs

position et impulsion) la rend peu maniable et inad�equate pour la r�esolution de probl�emes simples.

Par ailleurs, contrairement �a la propagation dans l'espace libre, la propagation dans une s�eparatrice

lumineuse n'admet en g�en�eral pas de solution de forme gaussienne. Il n'est alors pas commode du

tout de \brancher" la propagation ABCD dans l'espace libre sur la propagation dans les s�eparatrices

lumineuses si celles-ci sont trait�ees dans leur cadre le plus g�en�eral. Il existe cependant un r�egime

o�u les s�eparatrices lumineuses pr�eservent la structure gaussienne des fonctions d'ondes propag�ees

19. Le formalisme ABCD permet de propager une fonction quelconque par projection sur une base de modes
hermito-gaussiens, voir le paragraphe 1.2.6.4 du chapitre pr�ec�edent.
20. Cette norme est donc susceptible de varier au cours de l'�evolution du nuage atomique.
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par la m�ethode ABCD : il s'agit du r�egime d'impulsion lumineuse courte et quasi-r�esonnante [10].

L'e�et de structuration de la s�eparatrice lumineuse est alors n�egligeable, ce qui permet de simpli�er

consid�erablement l'expression de la matrice de di�usion.

Nous supposerons, dans un premier temps, que cette approximation (dont la validit�e est par

ailleurs discut�ee dans l'appendice G) s'applique aux impulsions Raman composant les miroirs lumi-

neux de notre syst�eme. Le traitement pr�esent�e s'applique indi��eremment �a la di�usion d'une onde

atomique sur une onde �electromagn�etique progressive ou sur la somme de deux ondes progressives

contrapropageantes (apr�es �elimination du niveau interm�ediaire).

Reconsid�erons l'expression g�en�erale (1.123), donn�ee au chapitre pr�ec�edent, pour la matrice de

di�usion :

S�� = ei��� e
i
~
r̂�p�� e�

i
~
p̂�r��S(2)

��

�
r̂+ �� ~B(t0; t1)

~k

2m
; p̂+ �� ~A(t0; t1)

~k

2

�
L'approximation non-dispersive nous autorise �a remplacer, dans cette expression, les op�erateurs r̂ et

p̂ par leurs valeurs moyennes. Pour le Hamiltonien (2.15) consid�er�e, les matrices ABCD s'expriment

simplement A(t0; t1) = I3 et B(t0; t1) = (t0 � t1)I3. Nous supposons B(t0; t1) ' 0, approximation

valable uniquement pour des impulsions courtes 21. Les translations spatiales des paquets d'ondes ato-

miques, repr�esent�es par les facteurs r��, sont associ�es �a des e�ets de structuration spatiale et donc

n�eglig�ees ici. En revanche, il est essentiel de conserver les translations impulsionnelles exprimant le

transfert de quantit�e de mouvement du champ laser vers les atomes. La phase ��� correspond �a la

phase laser �evalu�ee �a l'instant m�edian de l'impulsion lumineuse et en la position centrale correspon-

dante du paquet d'ondes atomique �a cet instant.

La matrice de di�usion du chapitre pr�ec�edent caract�erisait l'interaction entre une onde atomique

et une onde �electromagn�etique plane. Lorsque l'on consid�ere l'interaction entre une onde atomique et

une onde �electromagn�etique gaussienne, il est n�ecessaire d'introduire un facteur op�eratoriel eif�;�(r̂;t).

En champ faible, ce terme apparâ�t comme la r�eminiscence de la courbure du front d'onde �electro-

magn�etique vers le champ atomique, dont le calcul sera abord�e dans au chapitre 5. En champ fort,

ce terme peut re�eter des d�eplacements lumineux inhomog�enes. Le facteur eif�;�(r̂;t) permet en fait

de rendre compte de la refocalisation du nuage atomique. Un avantage th�eorique important est que

ce terme ne menace pas la self-similarit�e des solutions gaussiennes : avec des ondes �electromagn�e-

tiques sph�eriques, ce facteur s'int�egre ais�ement dans la propagation ABCD par le biais d'une matrice

21. t1 est l'instant milieu de l'impulsion
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ABCD suppl�ementaire de type \lentille"22.

Dans l'approximation non-dispersive, la matrice de di�usion d'une onde atomique sur une onde

�electromagn�etique gaussienne admet �nalement pour expression 23 :

S(�; t; r0; p0) =

 
Mbb(�;p0) Mba(�;p0)e

i�(t;r0)eike�(r̂�r0)eifba(r̂)

Mab(�;p0)e
�i�(t;r0)e�ike�(r̂�r0)eifab(r̂) Maa(�;p0)

!
(2.17)

� d�esigne l'angle associ�e �a l'impulsion consid�er�ee (ici � = �). Les �el�ements de la matriceM , traduisant

le transfert de population, s'expriment :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Maa(�;p0) =Mbb(�;p0) = i

"
cos

�
�

2

p
1 + y2

�
+ i

yp
1 + y2
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�
�
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�#

Mab(�;p0) =Mba(�;p0) =
ip

1 + y2
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�
�

2

p
1 + y2

�
y(p0) = � 1

2
e

�
! � !ab � k � p0

m
� ~k

2

2m

� (2.18)

Cette matrice de di�usion re�ete aussi bien la di�usion d'une onde atomique sur une onde �electro-

magn�etique progressive que sur deux ondes contrapropageantes.

2.3.5 Conclusion : expression g�en�erale du spineur atomique.

Avec la mod�elisation pr�esent�ee dans cette partie, l'�evolution du spineur atomique est donn�ee

par un produit de matrices num�eriques (associ�ees �a des di�usions instantan�ees e�ectives) par des

op�erateurs unitaires traduisant l'�evolution entre ces interactions e�ectives. En notant t1; :::; tn�1 les

instants centraux des miroirs lumineux (associ�es aux interactions e�ectives), Uext(t; t
0) l'op�erateur

associ�e �a la propagation dans le noir, et ŜM (ti) la matrice num�erique associ�ee �a une \impulsion-

miroir", on peut donner une expression formelle du spineur atomique imm�ediatement avant la n-�eme

22. Comme le con�rmera une �etude men�ee au chapitre 5.
23. Il peut sembler paradoxal que l'on supprime d�elib�er�ement le caract�ere op�eratoriel de la matrice de di�usion

en se pla�cant dans l'approximation non-dispersive tout en introduisant par ailleurs un terme de courbure op�eratoriel
eif��(r̂;t). En fait nous traitons les �el�ements de la matrice de di�usion comme des nombres vis �a vis du transfert de

population (on consid�ere un seul param�etre y(p0) et non un op�erateur y(p̂), ce qui revient �a traiter le champ atomique
comme une onde plane) mais pas vis �a vis de la phase qui conserve son caract�ere op�eratoriel. Cette dichotomie entre
approximation dans l'amplitude (population) mais pas dans la phase n'est pas �etrang�ere �a l'optique, et il n'est pas
illogique de l'utiliser en optique atomique.
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impulsion :

j	(tn � �)i =
n�1Y
i=1

Uext(ti; ti+1) Ŝ (ti)j	(t1)i

Comme la structure gaussienne est pr�eserv�ee lors des di�usions et des �evolutions dans le noir, le

spineur ne fait intervenir qu'une somme de paquets d'ondes gaussiens. Nous verrons ult�erieurement

un dispositif o�u tous les paquets gaussiens doivent être pris en compte. La situation est en fait

beaucoup plus simple ici, o�u l'apprxoimation non-dispersive des miroirs lumineux 24 limite �a un seul

le nombre de paquets gaussiens. D�ecrire le nuage atomique revient donc �a calculer l'amplitude, la

phase, la position et l'impulsion centrale, ainsi que les largeurs de cette gaussienne, ce qui est l'objet

de la partie suivante.

24. et notre choix de consid�erer exclusivement les atomes ayant re�cu tous les quanta d'impulsion 4~k
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2.4 Analyse quantique multidimensionnelle du senseur ato-

mique.

L'objectif de cette partie est de d�ecrire l'�evolution tridimensionnelle du nuage en l�evitation en uti-

lisant la mod�elisation d�evelopp�ee dans la partie pr�ec�edente, en particulier la propagation ABCD et

l'approche des impulsions lumineuses par des matrices de di�usion non-dispersives. Nous analysons,

en particulier, le con�nement transverse du nuage en l�evitation, essentiel pour garantir le maintien

de l'�echantillon dans le faisceau laser.

2.4.1 Expansion initiale du nuage atomique.

La premi�ere phase de chute libre du nuage atomique, imm�ediatement apr�es coupure du pi�ege,

n'est pas r�egie par une dynamique de nuage dilu�e. C'est pourquoi nous avons choisi de la distinguer

des rebonds suivants, en lui appliquant non pas la propagation ABCD mais la loi d'expansion en

r�egime de Thomas-Fermi (paragraphe 1.2.7). Ce r�egime correspond en e�et aux conditions usuelles

de pi�egeage d'un �echantillon froid dans un syst�eme de type \pince optique", envisag�e pour la r�ea-

lisation exp�erimentale de notre proposition. Nous supposons que cette premi�ere chute libre dilue

su�samment le nuage pour que la propagation ABCD lui soit appliquable ensuite. Il s'agit donc

de d�eterminer l'�etat quantique du nuage j	(t1)i �a l'issue de cette phase d'expansion, tenant lieu de

condition initiale �a la propagation ABCD (formalisme \optique") des cycles suivants 25.

Dans le r�egime de Thomas-Fermi, l'�evolution de la fonction d'onde atomique est d�etermin�ee en

consid�erant l'ansatz (1.75) dont les param�etres d'�echelle v�eri�ent le syst�eme di��erentiel (1.77). Avant

la coupure du pi�ege, le nuage atomique �evolue selon le Hamiltonien :

H =
p2

2m
+HG +HP +Hint

L'expansion du nuage en chute libre imm�ediatement apr�es coupure du pi�ege est �etudi�ee dans le

r�ef�erentiel acc�el�er�e associ�e �a la transformation unitaire :

j	(t)i = Ug(t; tu)j�(t)i

25. Si nous avions trait�e le probl�eme de fa�con plus formelle, nous aurions pu tout aussi bien consid�erer directement
un nuage atomique dilu�e dans l'espace libre. N�eanmoins, il m'a sembl�e pertinent de traiter cette premi�ere phase
d'expansion pour faire le lien avec une r�ealisation exp�erimentale dans laquelle un �echantillon serait lâch�e �a partir d'une
pince optique.
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Ug(t; tu) est simplement l'op�erateur d'�evolution associ�e �a un champ gravitationnel quadratique entre

l'instant tu (arbitraire) et l'instant t. Le ket j�(t)i �evolue alors selon le Hamiltonien r�eduit HTFE =

p2=2m+HP +Hint. La forme de ce Hamiltonien permet alors d'appliquer les r�esultats sur l'approxi-

mation de Thomas-Fermi d�ependant du temps et de pr�edire l'�evolution de la fonction �(t), qui suit

alors les lois d'�echelle (1.77) expos�ees au chapitre pr�ec�edent.

Pour notre analyse, il n'est en fait pas utile d'expliciter la fonction d'onde �a l'issue de l'expansion.

L'objet de ce paragraphe est simplement de montrer une m�ethode de raccordement entre l'�evolution

du nuage dans un pi�ege et la propagation ABCD. L'expansion de Thomas-Fermi est donc simplement

repr�esent�ee de fa�con formelle, dans le r�ef�erentiel acc�el�er�e, par l'op�erateur unitaire UTFE :

j�(t)i = UTFE(t; t0)j�(t0)i (2.19)

En repassant dans le r�ef�erentiel du laboratoire �a l'instant t1 (imm�ediatement avant la premi�ere

\impulsion-miroir") :

j	(t1)i = UG(t1; tu)UTFE(t1; t0)UG(tu; t0)j	(t0)i (2.20)

La fonction d'onde associ�ee au ket j	(t1)i peut alors être projet�ee sur une base de fonctions de

Hermite-Gauss. Rappelons que l'�evolution de cette base peut être d�eduite de la propagation d'une

fonction g�en�eratrice gaussienne, dont nous d�ecrivons �a pr�esent la propagation ABCD.

2.4.2 Evolution du nuage atomique durant un cycle.

Nous d�eterminons ici l'evolution au cours d'un cycle (correspondant �a un rebond suivi d'une

phase de chute libre) des positions, des impulsions centrales, et des matrices de largeur associ�ees �a

une fonction d'onde macroscopique gaussienne mod�elisant le nuage 26.

Nous supposons le spineur atomique d�ecrit, imm�ediatement avant la n-�eme \impulsion miroir",

par une onde gaussienne dans l'�etat interne fondamental 27 :

j	(t�n )i = ja;	rn;pn;Xn;Yni (2.21)

Nous d�esignons par t�i l'instant imm�ediatement apr�es ou avant l'interaction instantan�ee. Notre ob-

jectif est de calculer le spineur atomique �a l'entr�ee du cycle suivant, c'est �a dire j	(t�n+1)i. Nous

26. La connaissance de la phase n'est pas requise pour l'analyse du dispositif dans l'hypoth�ese o�u un seul paquet
d'ondes atomique est pr�esent. Dans le second dispositif, nous consid�ererons une multiplicit�e de paquets.
27. Cette hypoth�ese sera justi��ee �a posteriori.
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proc�edons en deux �etapes : nous commen�cons par d�eterminer le spineur imm�ediatement apr�es l'ac-

tion instantan�ee e�ective (c'est-�a-dire j	(t+n )i), puis nous calculons son �evolution unitaire jusqu'�a la

prochaine \impulsion-miroir" pour obtenir j	(t�n+1)i 28.

2.4.2.1 Evolution du spineur atomique lors d'une \impulsion-miroir" plane.

Les miroirs lumineux consid�er�es ici impliquent uniquement des ondes planes. Pour les ondes planes

consid�er�ees, la phase de courbure f�� est donc nulle. Cette d�emarche nous permettra de mettre en

�evidence, lors de l'analyse de stabilit�e, la n�ecessit�e d'un m�ecanisme de refocalisation. L'action d'un

miroir lumineux courb�e sur une onde atomique sera d�evelopp�ee au chapitre 5.

Chaque\impulsion-miroir" fait intervenir deux impulsions Raman successives, la matrice de di�u-

sion correspondante ŜM(ti) est donc le produit de deux matrices de di�usion non-dispersives not�ees

Ŝ(k) 29. Comme pr�ec�edemment, nous �ecartons les atomes ayant manqu�e un ou plusieurs quanta de

quantit�e de mouvement, qui sont suppos�es en dessous de la zone de d�etection. Tout se passe donc

comme si ces atomes �etaient �eject�es du pi�ege, ou encore comme si l'on e�ectuait �a l'issue de chaque

impulsion Raman une mesure virtuelle �ecartant les atomes n'ayant pas chang�e d'�etat interne. Cette

op�eration correspond �a une mesure projective du type \Von Neumann". Elle se traduit math�emati-

quement par la projection orthogonale de l'�etat quantique du nuage apr�es chaque impulsion Raman

sur l'�etat interne attendu �a l'issue d'une impulsion � :

j	(t+n )i = Pjai Ŝ(�k) Pjbi Ŝ(k)ja;	rn;pn;Xn;Yni (2.23)

Cette projection fait que la norme de l'�etat quantique associ�e au mode diminue au cours du temps,

re�etant ainsi la d�eperdition d'atomes du nuage en l�evitation. On obtient ainsi le spineur e�ectif

j	(t+n )i :

j	(t+n )i = �1(r̂)ja;	rn;pn+2~k;Xn;Yni avec �1(r) = Ŝab(�k)Ŝba(k) = sinc2
��
2

p
1 + y(pn)2

�
(2.24)

avec le \sinus cardinal" sinc(x) = sin(x)=x. Le facteur �1(r) re�ete la proportion d'atomes conserv�es

dans le nuage en l�evitation. La matrice de di�usion associ�ee au miroir plan ŜM1(ti) d�ecoule facilement

28. Remarquons que le caract�ere \instantan�e" a trait �a notre mod�elisation, et pas �a l'impulsion lumineuse r�eelle.
Avec nos conventions, imm�ediatement apr�es l'impulsion lumineuse de dur�ee totale � , le spineur atomique s'�ecrit :

j	(tn + �=2)i = Uext(tn +
�

2
; tn) ŜM (tn) j	(t�n )i (2.22)

29. Il s'agit de la matrice de di�usion non-dispersive donn�ee par les �equations (2.17),(2.18) et �evalu�ee avec � = �.
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des expressions pr�ec�edentes :

ŜM1(ti) = Pjai�1(r̂)Pjai (2.25)

Ceci justi�e �a posteriori (ou par r�ecurrence sur n) l'hypoth�ese de d�epart d'un spineur atomique

comportant uniquement une composante fondamentale.

2.4.2.2 Evolution du spineur atomique entre deux interactions instantan�ees.

Il s'agit ici de calculer l'action de l'op�erateur d'�evolution externe U1(tn+1; tn) associ�e au Ha-

miltonien quadratique (2.15). Grâce au th�eor�eme ABCD, la propagation du spineur atomique est

essentiellement ramen�ee �a la r�esolution du syst�eme di��erentiel (1.61) portant sur les matrices ABCD,

et �a l'�evaluation de l'action Scl(tn+1; tn) le long de la trajectoire classique :

U1(tn+1; tn)ja;	rn;pn;Xn;Yni = e
i
~
Scl(tn+1;tn)~ja;	rn+1;pn+1;Xn+1;Yn+1i (2.26)

Dans notre approche impliquant un unique paquet d'ondes, la phase d'action n'intervient pas, et

nous traitons donc uniquement l'�evolution des positions, impulsions centrales et largeurs gaussiennes

rn;pn; Xn; Yn. Il su�t pour cela de d�eterminer les matrices ABCD et le vecteur (�; �) associ�es �a une

�evolution sous le l'Hamiltonien (2.15). Dans un champ de gravit�e constant, le calcul du vecteur (�; �)

donn�e par (1.62) est trivial :  
�(tn+1; tn)

�(tn+1; tn)

!
=

 
1
2
�!g (tn+1 � tn)2
�!g (tn+1 � tn)

!
(2.27)

La d�etermination de la matrice ABCD est, par contre, plus complexe, notamment du fait de la

d�ependance temporelle du terme de lentille divergente (t) mod�elisant les interactions. Nous lais-

sons de cot�e pour l'instant ce probl�eme, qui fera l'objet d'un traitement sp�eci�que au chapitre 7,

et nous oublions pour l'instant la d�ependance temporelle de ce coe�cient remplac�e par sa valeur

moyenne 30. En consid�erant l'exponentielle matricielle (1.61), on obtient l'expression suivante de la

matrice ABCD : 
A(tn+1; tn) B(tn+1; tn)

C(tn+1; tn) D(tn+1; tn)

!
=

 
cosh[

p
(tn+1 � tn)] �1=2 sinh[

p
(tn+1 � tn)]

1=2 sinh[
p
(tn+1 � tn)] cosh[

p
(tn+1 � tn)]

!
(2.28)

30. Au premier ordre d'un d�eveloppement de Magnus, c'est e�ectivement la valeur moyenne de  qui intervient.
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Les fonctions hyperboliques de la matrice  sont d�e�nies comme suit :

cosh (
p
 (t� t0)) =

+1X
i=0

1

(2i)!
i (t� t0)

2i �1=2 sinh (
p
 (t� t0)) =

+1X
i=0

1

(2i+ 1)!
i�1 (t� t0)

2i+1�1(2.29)

Avec l'approche de Hamiltonien ind�ependant du temps, les coe�cients de la matrice de transfert

ABCD ne d�ependent que de la dur�ee T = ti+1�ti entre les interactions instantan�ees 31. En conclusion,
nous obtenons le jeu de relations suivant pour les positions, impulsions centrales et largeurs :

8>>>>><>>>>>:

 
Xn+1

Yn+1

!
=

 
cosh[

p
T ] �1=2 sinh[

p
T ]

1=2 sinh[
p
T ] cosh[

p
T ]

! 
Xn
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!
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cosh[

p
T ] �1=2 sinh[

p
T ]

1=2 sinh[
p
T ] cosh[

p
T ]

! 
rn

pn=m

!
+

 
1
2
�!g (tn+1 � tn)

2

�!g (tn+1 � tn)

! (2.30)

2.4.3 Matrice des variances.

Il est utile, �a ce stade de la discussion, de pr�eciser le lien qui existe entre les matrices X; Y

param�etrant la fonction d'onde gaussienne d�ecrivant l'�echantillon, et les largeurs spatiales du nuage

consid�er�e. D'apr�es la forme du paquet d'ondes (2.16), la largeur du nuage est d�etermin�ee par les trois

valeurs propres de la matrice Im(Y X�1) :

�� =

s
~

m��
�� 2 Sp

�
Im(Y X�1)

�
; � = x; y; z

Rappelons que les matrices X0, Y0 d�ecrivent respectivement les dispersions initiales en position et en

impulsion. Le lien entre les puissances de la matrice ABCD et la stabilit�e des dimensions transverses

du nuage n'apparâ�t pas directement : même si les puissances n-�eme de cette matrice restent �nies

lorsque n!1, ce qui garantit que la suite de matrices (Yn; Xn) est born�ee, cette condition n'interdit

pas �a priori l'annulation d'une valeur propre de la matrice Y X�1 qui donnerait lieu �a une divergence

sur la taille du nuage dans une direction. En fait, le lien entre puissance des matrices ABCD et taille

du nuage apparâ�t lorsque l'on consid�ere une matrice des variances caract�erisant les moments d'ordre

deux en position et en impulsion du paquet d'ondes [10] :

V :=

 
�rr �rv

�vr �vv

!
(2.31)

31. Cette invariance par translation temporelle n'est en fait qu'une approximation : un traitement plus exact impli-
querait de recalculer apr�es chaque rebond la matrice  rendant compte des interactions.



2.4 Analyse quantique multidimensionnelle du senseur atomique. 99

Les sous matrices �rr;�rv;�vr;�vv s'expriment :

�rr = h�!r t�!r i � h�!r i th�!r i
m�rv = h�!r t�!p i � h�!r i th�!p i
m�vr = h�!p t�!r i � h�!p i th�!r i
m2�vv = h�!p t�!p i � h�!p i th�!p i (2.32)

L'�equation d'�evolution de cette matrice d�ecoule des equations de Heisenberg (1.58) pour les op�erateurs

r̂(t) et p̂(t) d�ej�a �evoqu�ees au chapitre pr�ec�edent. En pr�esence d'un Hamiltonien quadratique (2.15),

ces �equations sont simples. Elle donnent lieu �a une �equation du mouvement pour la matrice des

variances :
dV

dt
= �V + V � (2.33)

o�u la matrice �(t) est d�e�nie comme :

�(t) =

 
�(t) �(t)

(t) �(t)

!
(2.34)

L'int�egration formelle de ce type d'�equation fait intervenir des exponentielles de matrice. La solution

g�en�erale s'�ecrit :

V (t) = T
�
e
R t
t0
dt0�(t0)

�
V (t0)T

t
�
e
R t
t0
dt�(t0)

�
(2.35)

On reconnait ici l'expression des matrices ABCD donn�ee au chapitre pr�ec�edent, si bien que :

V (t) =

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
V (t0)

t

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
(2.36)

En notant Mk la matrice ABCD associ�ee au k-�eme cycle :

Mk =

 
A(tk+1; tk) B(tk+1; tk)

C(tk+1; tk) D(tk+1; tk)

!

on peut exprimer la matrice des variances apr�es n cycles comme un produit de matrices ABCD :

V (t) =MnMn�1:::M2M1 V (t0)
tM1

tM2:::
tM t

n�1Mn (2.37)
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2.4.4 Stabilit�e transverse du r�esonateur.

L'objectif de cette section est d'obtenir une condition, portant sur le miroir lumineux, de stabi-

lisation transverse du r�esonateur �a ondes de mati�ere (maintien d'une extension transverse de nuage

�nie pour un nombre arbitrairement grand de cycles). Le diam�etre du nuage devrait id�ealement rester

bien inf�erieur �a celui du faisceau laser a�n que les atomes soient illumin�es par une intensit�e lumineuse

uniforme et puissent être r�e�echis avec une grande probabilit�e. Le r�esonateur atomique est �etudi�e au

moyen d'un formalime lin�eaire d'entr�ee-sortie compl�etement analogue �a celui utilis�e pour caract�eriser

les r�esonateurs optiques : la condition de stabilit�e est discut�ee en termes de puissance de matrices

ABCD. Nous r�eservons �a un chapitre ult�erieur la description de miroirs atomiques lumineux courb�es

permettant d'obtenir la focalisation requise.

2.4.4.1 Expansion du nuage en l'absence de refocalisation.

Le nuage atomique garde une taille �nie au cours des rebonds successifs si et seulement si la

sous-matrice �rr reste born�ee lorsque n ! 1. Le caract�ere p�eriodique de la s�equence d'impul-

sion lumineuse fait que les matrices ABCD associ�ees �a chaque cycle sont identiques 32. Lors d'une

\impulsion-miroir" faisant intervenir uniquement des ondes planes, l'uniformit�e du facteur �1(r) = �0

implique que les \impulsions-miroir" ne modi�ent pas les param�etres X; Y du faisceau atomique. Les

miroirs lumineux sont donc des miroirs-plan. La matrice ABCD d�ecrivant un cycle s'exprime :

M1 =

 
cosh[

p
T ] �1=2 sinh[

p
T ]

1=2 sinh[
p
T ] cosh[

p
T ]

!

Nous montrons ici que, en l'absence de m�ecanisme de refocalisation, l'expansion libre du nuage su�t

�a faire diverger la taille de l'�echantillon. La vitesse d'expansion est encore renforc�ee par la pr�esence

d'interactions atomiques r�epulsives qui interviennent par le biais de la matrice  (d�e�nie positive).

On peut voir la manifestation de cette divergence en �etudiant les puissances de la matrice M

traduisant la propagation ABCD du nuage durant un cycle. Supposons que cette matrice soit dia-

gonalisable 33. La matrice M apparâ�t alors comme un produit tensoriel de matrices 2 � 2 associ�ees

�a chaque direction de l'espace :

M1 =Mx 
My 
Mz

Les puissances n-�eme d'une matrice restent �nies lorque n!1 si et seulement si ses valeurs propres

ont un module inf�erieur ou �egal �a l'unit�e. Cette condition sur M peut-être report�ee directement sur

32. Dans une approche simpli��ee des interactions utilisant un terme de lentille divergente constant.
33. Ce qui sera v�eri��e par une �etude de la matrice  ult�erieure.
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les matrices 2 � 2 entrant dans le produit tensoriel. Chacune de ces matrices 2 � 2 est unitaire, et

comporte donc deux valeurs propres �1; �2 telles que :

�1 �2 = 1 �1 + �2 = Tr (Mx;y;z) (2.38)

Consid�erons sans perte de g�en�eralit�e la direction Ox. On pose �1 = eiux et �2 = e�iux avec ux 2 C.
Les puissances de Mx ne restent �nies que si ses deux valeurs propres ont un module �egal a un, c'est

�a dire si ux est un r�eel. Le nombre ux peut être d�etermin�e 34 en consid�erant la trace de la matrice

Mx :

2 cosux =Mx1;1 +Mx2;2

Dans le cas �etudi�e d'une propagation en pr�esence d'interactions atomiques r�epulsives, on obtient :

cosux = cosh(xT ) > 1 avec x > 0

N�ecessairement ux =2 R, et l'une des deux valeurs propres a donc un module strictement sup�erieur

�a un. La matrice des variances spatiales �rr, sous-matrice de V , est donc �egalement susceptible de

diverger.

Même si le nuage atomique �etait in�niment dilu�e, la r�eexion par des ondes planes serait donc

incompatible avec un con�nement transverse. La matrice M associ�ee �a une propagation libre s'�ecrit

simplement :

M =

 
1 T

0 1

!
(2.39)

Le calcul des puissances de cette matrice est imm�ediat :

Mn =

 
1 n T

0 1

!
(2.40)

On observe donc encore une divergence dans la matrice des variances �rr. Remarquons que la dis-

cussion pr�ec�edente sur les valeurs propres n'est pas transposable puisque cette matrice est non-

diagonalisable. On tire de la discussion qui pr�ec�ede la conclusion suivante, assez �evidente et en tout

cas conforme �a notre intuition sur l'�evolution libre d'un nuage atomique :

En pr�esence d'interactions atomiques r�epulsives, ou même en l'absence de telles interac-

tions, la r�eexion du nuage atomique par des \impulsions-miroirs" planes donne lieu �a

34. Au signe pr�es puisqu'on n'a pas lesquelles des deux valeurs propres de la matrice correspondait �a �1.
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une taille transverse in�nie apr�es un nombre arbitrairement grand de rebonds.

2.4.4.2 D�e�nition d'une lentille en optique atomique.

Nous apportons maintenant une d�e�nition pr�ecise d'une lentille atomique.

Il existe en optique photonique un formalisme matriciel ABCD qui repr�esente l'action des sys-

t�emes optiques par des op�erations matricielles sur des param�etres attach�es aux rayons lumineux

traversant ces syst�emes. Plus pr�ecis�ement, la matrice ABCD d'un syst�eme optique �etablit une cor-

respondance lin�eaire entre la position transverse et la direction d'un rayon lumineux sortant d'un

syst�eme optique avec sa position et sa direction en entr�ee. Une lentille mince de distance focale f se

traduit ainsi par l'action matricielle suivante : 
xout

sout

!
=

 
1 0

� 1
f

1

! 
xin

sin

!
(2.41)

o�u les vecteurs x 2 R2; s 2 R2 repr�esentent respectivement la position et la direction du rayon lumi-

neux dans le plan transverse �a la propagation.

Il y a une analogie tr�es forte entre le formalisme ABCD optique et la propagation ABCD des

ondes de mati�ere en optique atomique, ce qui motive la d�e�nition suivante :

Lentille atomique : On appelle lentille atomique tout syst�eme induisant sur la propagation

d'une onde de mati�ere gaussienne la relation d'entr�ee-sortie entre les matrices de largeur

X;Y :  
Xout

Yout

!
=

 
1 0

F�1 1

! 
Xin

Yin

!
(2.42)

o�u la matrice F est diagonalisable, avec des valeurs propres r�eelles consid�er�ees comme des

"temps de focalisation"35, les vecteurs propres �etant consid�er�es comme les axes principaux

du syst�eme optique correspondant.

Nous supposons donc que l'interaction instantan�ee e�ective modi�e les param�etres du faisceau

atomique par l'interm�ediaire d'une matrice ABCD de type (2.42). Soulignons qu'il n'est en fait

35. En optique on consid�ere traditionellement des distances focales, qui sont reli�ees de fa�con univoque �a un temps
focal dans l'approximation paraxiale. Les param�etres suivant la loi ABCD n'ont pas les mêmes dimensions qu'en
optique, d'o�u la di��erence constat�ee sur la dimension de F . Les temps de focalisation peuvent être �eventuellement
n�egatifs dans le cas d'une lentille atomique divergente. Par abus de langage nous parlerons parfois de\distances focales"
pour les valeurs propres de F même si il s'agit ici de temps.



2.4 Analyse quantique multidimensionnelle du senseur atomique. 103

n�ecessaire de con�ner l'�echantillon que selon les dimensions horizontales, puisque l'expansion verticale

du nuage ne risque pas de le faire sortir des faisceaux laser verticaux. Nous supposerons donc que

l'interaction instantan�ee e�ective, mod�elisant l'impulsion lumineuse, transforme les param�etresX0; Y0

en des param�etres X1; Y1 suivant : 
X1

Y1

!
=

 
1 0

�C? 1

! 
X0

Y0

!
(2.43)

La matrice de courbure C? a des �el�ements non nuls uniquement dans les dimensions transverses x; y :

C? =

0B@ 1=fx 0 0

0 1=fy 0

0 0 0

1CA
2.4.4.3 Focalisation n�ecessaire �a la stabilisation du nuage.

Calculons maintenant la matrice ABCD �etablissant la correspondance entre Xn; Yn et Xn+1; Yn+1

en pr�esence d'\impulsions-miroir"refocalisantes. Cette matrice est obtenue par le produit de la matrice

\lentille" (2.43) avec la matrice ABCD (2.28) traduisant l'�evolution libre du nuage entre les miroirs

lumineux : 
Xn+1

Yn+1

!
=

 
cosh[

p
T ]� C?�1=2 sinh[pT ] �1=2 sinh[

p
T ]

1=2 sinh[
p
T ]� C? cosh[pT ] cosh[

p
T ]

!  
Xn

Yn

!
(2.44)

Cette matrice reste un produit tensoriel Mf =Mfx 
Mfy 
Mz de matrices 2� 2 associ�ees �a chaque

direction de l'espace, car on fait co��ncider les axes principaux du miroir lumineux (vecteurs propres de

C?) avec les directions Ox; Oy
36. La relation (2.37) donnnant la matrice des variances apr�es plusieurs

cycles, et la d�ecomposition en produit tensoriel, montrent que l'�evolution des variances selon chaque

direction est ind�ependante. A�n de maintenir des dimensions transverses �nies, il su�t donc que

les matrices 2 � 2 Mfx et Mfy v�eri�ent la condition sur les valeurs propres jTr(Mx;y)j � 1. Cette

condition s'exprime pour la distance focale fx :����cosh[pxxT ]� 1

2fx
sinh[

p
xxT ]

���� < 1 (2.45)

Naturellement, une condition identique est obtenue pour le distance focale fy. Comme nous l'�eta-

blirons au chapitre 5, la distance focale de la lentille atomique r�ealis�ee par des ondes sph�eriques est

36. On suppose initialement que ces directions diagonalisent la matrice de largeurs du paquet d'ondes gaussien et
donc celle du terme  associ�e au champ moyen (et au gradient de gravit�e), voir chapitre 7.
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contrôl�ee par la distance entre le centre du nuage et le col du faisceau laser. Les coe�cients de la

matrice  d�ependent directement de la densit�e du nuage atomique et disparaissent dans la limite de

dilution. Pour une distance focale donn�ee, il est donc possible d'assurer la validit�e de la condition

(2.45) en conc�edant su�samment d'espace �a l'�echantillon.

2.4.5 Conclusion.

L'analyse quantique multidimensionelle du r�esonateur nous a permis de d�eterminer le mouvement

transverse du nuage atomique. Cette analyse montre en particulier que le syst�eme propos�e est com-

patible avec le maintien du nuage en l�evitation pendant une dur�ee longue si les impulsions lumineuses

r�ealisent un miroir de courbure su�samment forte pour contrer l'e�et de lentille divergente des in-

teractions atomiques. Nous avons obtenu la condition de stabilit�e (2.45), qui �etablit la focalisation

requise en fonction de la force des interactions atomiques. Si cette condition de stabilit�e est v�eri��ee,

si le diam�etre du nuage est bien inf�erieur �a celui du faisceau, et si les param�etres (!12; !34; T ) du r�e-

sonateur sont proches de leurs valeurs optimales, il est possible de maintenir le nuage en vol pendant

un grand nombre de rebonds.

2.5 Conclusion.

Nous avons pr�esent�e, dans ce chapitre, un dispositif m�etrologique fond�e sur la l�evitation d'un

nuage d'atomes froids par des miroirs lumineux intermittents. Nous en avons expos�e le principe et

e�ectu�e une analyse de performances semi-classique. Nous avons ensuite d�egag�e une mod�elisation fai-

sant appel aux outils de l'optique atomique, en particulier �a la propagation ABCD et aux matrices

de di�usion instantan�ee. Cette mod�elisation a �et�e appliqu�ee au syst�eme pour discuter la stabilit�e

des degr�es de libert�e transverses du nuage lors de l'�evolution sur la s�erie d'\impulsions-miroir". En

traitant les interactions par un terme de lentille divergente 37, nous avons obtenu une condition de

stabilit�e portant sur la courbure des miroirs lumineux et dont la r�ealisation sera abord�ee au chapitre 5.

Ce syst�eme pr�esente de nombreuses analogies avec un r�esonateur �a ondes de mati�ere : le champ

�electromagn�etique assure le con�nement du nuage atomique grâce �a une s�erie de �ltres impulsionnels.

Ce dispositif pr�esente une originalit�e double par rapport aux syst�emes m�etrologiques usuels. D'un

point de vue pratique, il a la particularit�e de faire co��ncider le syst�eme de pi�egeage avec celui d'in-

terrogation : les \impulsions-miroir" constituant le pi�ege jouent �egalement le rôle de sonde de vitesse

des atomes permettant la mesure d'acc�el�eration. D'un point de vue th�eorique, le recours �a l'espace

37. approche que nous d�evelopperons au chapitre 7
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des impulsions au lieu de celui des positions pour pi�eger l'�echantillon constitue un �el�ement original.





C H A P I T R E 3

Senseur �a atomes en l�evitation : Contexte

Experimental, Aspects fondamentaux.

L'objet de ce chapitre est de gagner en profondeur dans l'analyse de la proposition exp�erimentale

pr�ec�edente, en r�epondant �a un double objectif : situer cette proposition par rapport �a l'�etat de l'art

des gravim�etres atomiques, et montrer qu'elle soul�eve des questions th�eoriques fondamentales.

Le premier volet de ce chapitre permet de cerner l'originalit�e et les potentialit�es du senseur inertiel

propos�e. Nous montrons d'une part comment notre proposition se di��erencie des dispositifs existants,

d'autre part nour identi�ons parmi les limitations actuelles �a la mesure gravim�etrique celles que notre

syst�eme permet de contourner. Nous allons en fait comparer notre exp�erience aux gravim�etres fond�es

sur l'interf�erom�etrie atomique en chute libre [80] (�egalement d�evelopp�e au laboratoire SYRTE de

l'Observatoire de Paris [72]) et sur les oscillations de Bloch d'un nuage d'atomes froids [79] (syst�eme

r�ealis�e au LKB-Jussieu).

Pour placer la discussion de l'exp�erience propos�ee dans un cadre th�eorique int�eressant, nous

allons en pousser l'analyse jusqu'�a obtenir une confrontation avec des principes physiques fondamen-

taux. Il s'av�ere que le dispositif pr�esent�e met justement en lumi�ere un tel paradoxe : sa sensiblit�e

�a l'acc�el�eration gravitationnelle est apparemment contradictoire avec les principes de l'interf�erom�e-

trie atomique [64]. La r�esolution de cette contradiction permet non seulement de comprendre �a un

niveau plus fondamental la capacit�e de mesure de notre syst�eme, mais inspire aussi directement la

conception d'un nouveau syst�eme exp�erimental dont l'analyse sera l'objet du prochain chapitre.

3.1 Comparaison de l'exp�erience propos�ee �a d'autres dispo-

sitifs gravim�etriques.

Nous exposons ici les deux gravim�etres �a atomes froids annonc�es en introduction. Les descriptions

de ces exp�eriences r�epondent �a des motivations di��erentes. Le gravim�etre �a interf�erom�etrie atomique
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en chute libre d�evelopp�e �a l'universit�e de Stanford et �a l'Observatoire de Paris est �a l'heure actuelle

l'acc�el�erom�etre �a atomes froids le plus performant. Ce dispositif est donc un �etalon de performance

naturel au regard duquel nous �evaluons la pertinence de notre proposition. Le second gravim�etre

expos�e, bien que fond�e sur une m�ethode de mesure prometteuse, n'est pas actuellement au même ni-

veau de pr�ecision. Si nous exposons le principe de cette exp�erience, c'est essentiellement pour montrer

en quoi notre projet exp�erimental s'en d�emarque : bien que les deux syst�emes soient apparemment

presque identiques, il existe n�eanmoins entre eux des di��erences profondes tant sur le plan du mode

de fonctionnement (conditions de stabilisation du nuage, sensibilit�e de la mesure �a la dispersion en

vitesse) que sur le plan th�eorique (mode de con�nement envisag�e), qu'il nous a sembl�e pertinent de

souligner dans ce manuscrit.

3.1.1 Gravim�etre �a interf�erom�etrie atomique.

Ce dispositif exp�erimental a d'abord �et�e r�ealis�e par Achim Peters et al. [80].

3.1.1.1 Principes fondamentaux.

Il est fond�e sur une id�ee fondamentale en interf�erom�etrie atomique [64] : l'interaction lumi�ere-

mati�ere corr�ele l'acquisition d'une quantit�e de mouvement de recul pour les atomes �a un changement

d'�etat interne. Cette corr�elation est parfaite, c'est-�a-dire qu'un atome re�coit un quantum d'impulsion

~ke de la part du champ lumineux si et seulement si il change d'�etat interne. Grâce �a cette intrication

entre degr�es de libert�es internes et externes, Christian Bord�e a montr�e qu'il �etait possible d'utiliser

un interf�erom�etre -form�e de deux couples d'impulsions �=2- pour sonder le mouvement externe des

atomes [64]. La phase de De Broglie r�esultant du transfert d'impulsion se manifeste alors comme

un d�ecalage en fr�equence sur les franges de Ramsey. Ces syst�emes, intriquant les degr�es de libert�e

internes et externes du champ atomique, sont usuellement d�esign�es comme interf�erom�etres de Bord�e-

Ramsey.

A chaque instant, deux paquets d'ondes associ�es �a des �etats internes distincts circulent dans

l'interf�erom�etre. La phase r�esultant du mouvement externe est di��erente pour chaque bras. Le point-

cl�e est que ce d�ephasage, exprim�e comme la circulation du Hamiltonien le long des trajectoires

centrales associ�ees �a chaque bras :

� =
1

~

�Z tf

t0Bras1

dt0He(t
0)�

Z tf

t0Bras2

dt0He(t
0)
�

(3.1)
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contient en particulier un terme d'acc�el�eration et un terme de rotation provenant du Hamiltonien :

He =
p2

2m
�mg(t) � r�
(t) � (r� p) (3.2)

Le d�ecalage en fr�equence observ�e dans les franges d'interf�erences d�epend donc des grandeurs g(t);
(t).

Ce sont les termes associ�es du Hamiltonien qui donnent la sensibilit�e du dispositif aux e�ets inertiels.

A�n d'observer des interf�erences, il est n�ecessaire d'assurer un recouvrement des paquets d'ondes

atomiques en sortie de l'interf�erom�etre. Ceci implique de fermer les trajectoires centrales qui leur sont

associ�ees : �a l'instant �nal tf consid�er�e pour la mesure, la distance entre les positions centrales des

paquets d'ondes doit être inf�erieure �a leur longueur de coh�erence. Cette condition de fermeture fait

que le d�ephasage (3.1) peut être exprim�e comme une int�egrale de contour dans un espace �a quatre

dimensions :

��ext: �

I
C
d4l [mg(t0) � r+ [
(t0)� r] � p(t0)] (3.3)

Les coordonn�ees intervenant dans l'int�egrale de contour pour une transformation donn�ee (rotation ou

acc�el�eration) sont celles qui interviennent dans la transformation de Lorentz associ�ee. Le d�ephasage

li�e �a une acc�el�eration (\boost" de Lorentz) selon la direction Oz fait ainsi intervenir une int�egrale

de contour dans les coordonn�ees (z; t). Le d�ephasage li�e �a une rotation selon Oz fait intervenir une

int�egrale de contour dans les coordonn�ees (x; y). Grâce au th�eor�eme de Green (appliqu�e dans l'espace-

temps �a quatre dimensions), ces int�egrales de contour peuvent être �ecrites en termes d'int�egrales de

ux au travers de la surface encercl�ee par le contour, dont l'aire est appel�ee \aire interf�erom�etrique".

Aux six g�en�erateurs des transformations de Lorentz param�etr�es par 
x;
y;
z; ax; ay; az, on peut

ainsi associer une aire interf�erom�etrique dans les sous-espaces de dimension 2 de R4 engendr�es res-

pectivement par (y; z),(x; z),(x; y),(x; t),(y; t),(z; t).

Il est souhaitable de d�ecoupler la composante du d�ephasage d�ependant de l'acc�el�eration de celle

d�ependant des rotations 1. A�n d'utiliser l'interf�erom�etre en mode \acc�el�erom�etre", il est commode

d'annuler la sensibilit�e rotationnelle en assurant le recouvrement des trajectoires spatiales. Les int�e-

grales de contour associ�ees aux rotations sont alors nulles. Seules demeurent les int�egrales de contour

spatio-temporelles associ�ees aux acc�el�erations.

C'est la strat�egie suivie pour le gravim�etre atomique d�evelopp�e �a l'Observatoire de Paris. Les

atomes ont une vitesse verticale et le recouvrement des trajectoires est assur�e. Id�ealement, seule

1. Un renversement de la vitesse des atomes peut permettre d'e�ectuer cette d�ecomposition quand les deux termes
interviennent simultan�ement, voir [81].
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demeure l'aire interf�erom�etrique dans les coordonn�ees (z; t). Notons cependant qu'il est di�cile de

contrôler exactement la vitesse horizontale des atomes, la composante r�esiduelle g�en�erant une incer-

titude estim�ee �a 10�9 [80]. Cet e�et Sagnac (ou terme de Coriolis) r�esiduel ne constitue toutefois pas

�a l'heure actuelle un facteur limitant la r�esolution des instruments.

3.1.1.2 Description de l'exp�erience.

On utilise une s�equence d'impulsions lumineuses de type �=2 � � � �=2. Ces impulsions lumi-

neuses impliquent un processus Raman et sont associ�ees �a un même vecteur d'onde e�ectif ke. L'aire

interf�erom�etrique associ�ee �a cette s�equence est repr�esent�ee sur la Fig. 3.1. Comme nous venons de le

Temps

Altitude z

π/2

π/2

t0 t0+T t0+2T

π

AIRE 

INTERFEROMETRIQUE

π

Figure 3.1 { Interf�erom�etre en con�guration d'impulsion �=2����=2, repr�esent�e dans le r�ef�erentiel
en chute libre. Les lignes rouges et bleues correspondent respectivement �a des paquets d'ondes dans
l'�etat fondamental et dans l'�etat excit�e. L'aire interf�erom�etrique (dans le plan Oz Ot) est inscrite
dans le contour C.

mentionner, le mouvement purement vertical des atomes (aux imperfections pr�es li�ees �a un d�efaut

d'alignement des lasers ou �a une vitesse horizontale r�esiduelle) assure le recouvrement des trajectoires

et l'invariance du d�ephasage par rapport au rotations. Seul reste le d�ephasage gravitationnel, propor-

tionnel �a l'accl�el�eration de la gravit�e, au vecteur d'onde e�ectif et au carr�e du temps d'interrogation

des atomes [82, 36] :

j��gj = ke g T
2 (3.4)

En sortie de l'interf�erom�etre, la population atomique dans l'�etat fondamental d�epend �a la fois de

la phase imprim�ee par les lasers �l et d'un d�ephasage entre les deux bras �i, qui d�epend directement
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de l'acc�el�eration gravitationnelle :

N =
N0

2

h
1� cos(�l � �i)

i
(3.5)

C'est donc sur la comparaison entre une phase laser connue pr�ecis�ement et le d�ephasage gravitation-

nel que repose la mesure d'acc�el�eration. La sensibilit�e du dispositif est d�etermin�ee par la d�ependance

de la population N vis-�a-vis d'une variation in�nit�esimale d'un des termes de phase �l; �i, qui peut

être quanti��ee au moyen d'une fonction de sensibilit�e [73]. A�n de maximiser la variation relative de

la population, on se place \�a anc de frange", c'est �a dire qu'on ajuste le d�ephasage des lasers pour

que le d�ephasage soit �egal �a �l � �i = ��=2.

Les trois impulsions lumineuses intervenant �a des instants di��erents, elle s'applique �egalement sur

un nuage ayant des vitesses di��erentes. Il est n�ecessaire d'ajuster les fr�equences de chaque impulsion

pour remplir les conditions de Bragg correspondantes. Ceci peut-être r�ealis�e au moyen d'une rampe

de fr�equence de pente :

� = ke � g (3.6)

La phase imprim�ee par les lasers est alors principalement contrôl�ee au moyen de la pente de la rampe

�. On peut alors mesurer g en d�eterminant exp�erimentalement la pente de la rampe de fr�equence

permettant le maintien \�a anc de frange".

3.1.1.3 Limitations de ce dispositif.

Ce sont les vibrations parasites du banc d'optique qui constituent actuellement la principale li-

mitation �a la r�esolution de cet instrument. Cette source de bruit domine les autres par plusieurs

ordres de grandeur. L'acc�el�eration mesur�ee, intervenant dans l'�equation (3.6), n'est en fait pas l'ac-

c�el�eration des atomes par rapport �a la Terre (qui constitue le v�eritable \g" recherch�e) mais plutôt

l'acc�el�eration des atomes par rapport au banc optique. Les vibrations de ce banc provoquent �a la

fois un mouvement translationnel et un \tilt" des lasers. Les translations verticales induisent une

uctuation d'acc�el�eration qui s'ajoute directement �a l'acc�el�eration gravitationnelle. 2 L'e�et de tilt

dynamique induit par les vibrations alt�ere le produit scalaire ke �g (autrement dit on ne mesure alors

plus la norme de g mais seulement sa projection selon ke). Ce tilt introduit �egalement une ouverture

spatiale de la trajectoire g�en�erant un terme de Coriolis dans le d�ephasage. Isoler le syst�eme optique

�a un niveau su�sant pour que ces vibrations ne gâchent pas la limite fondamentale de pr�ecision du

2. Une fa�con alternative de formuler cet e�et est de dire que ces translations impriment un bruit de phase parasite
par e�et Doppler.
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dispositif constitue un v�eritable d�e� exp�erimental. Les progr�es attendus dans le rejet des vibrations,

que ce soit par une meilleure isolation physique du banc optique ou par une isolation math�ematique

r�esultant d'un traitement des donn�ees �a posteriori en corr�elation avec le signal d'un s�eismom�etre,

devraient permettre d'am�eliorer la r�esolution de l'instrument jusqu'�a une sensibilit�e de 10�9 g.

Le bruit de phase des lasers Raman, g�en�erant des uctuations du d�ephasage le long des deux bras,

est �egalement susceptible d'a�ecter la pr�ecision de la mesure. La qualit�e de l'asservissement r�ealis�e

fait que cette source de bruit ne constitue pas le facteur limitant dans le dispositif actuel.

3.1.1.4 Comparaison avec le gravim�etre �a l�evitation par \impulsion-miroir".

Les deux limitations pr�ec�edentes a�ectent �egalement notre proposition exp�erimentale. L'acc�el�era-

tion mesur�ee par notre dispositif est bien l'acc�el�eration des atomes relativement au faisceau laser et

non relativement �a la terre. Par ailleurs, les uctuations de phase et d'intensit�e des lasers d�egradent

�egalement la qualit�e de la mesure : elles sont susceptibles de provoquer des transferts de population

imparfaits et donc d'alt�erer la stabilit�e du r�esonateur �a ondes de mati�ere.

Notre proposition comporte cependant deux avantages signi�catifs par rapport au syst�eme �a

interf�erom�etrie en chute libre : la possibilit�e de maintenir les atomes pendant un temps d'interroga-

tion long, et le con�nement du nuage dans une zone d'oscillation r�eduite 3. Cette derni�ere propri�et�e

augmente la robustesse de notre syst�eme �a un �eventuelle inhomog�en�eit�e du champ �electromagn�etique.

D'apr�es notre estimation heuristique de la sensibilit�e (Figure 2.5), a�n d'atteindre la stabilit�e

donn�ee par l'�etat de l'art 10�9g, il est n�ecessaire de faire l�eviter le nuage pendant 10 s ce qui semble

d�elicat �a mettre en oeuvre.

3.1.2 Comparaison entre gravim�etre �a oscillations de Bloch et gravi-

m�etre �a l�evitation par \impulsion-miroir".

Nous avons vu que notre dispositif �etait susceptible de fonctionner dans un r�egime d'impulsion

o�u les \impulsions-miroir" occuppent la totalit�e du cycle. L'�echantillon atomique tombe alors dans un

champ �electromagn�etique continûment pr�esent - associ�e �a une onde e�ective et progressive Raman

dont le vecteur d'onde bascule �a chaque demi-p�eriode - et re�coit p�eriodiquement des quanta d'impul-

sion qui le maintiennent en l�evitation.

3. Avec malgr�e tout un ph�enom�ene de di�usion que nous abordons dans la partie suivante.
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Ce syst�eme �evoque alors tr�es fortement un autre dispositif gravim�etrique, propos�e et r�ealis�e r�e-

cemment [79], fond�e sur les oscillations d'un nuage atomique dans une onde �electromagn�etique sta-

tionnaire 4. Cette exp�erience est prioritairement destin�ee �a mesurer le rapport ~=mRb [74]. Dans ce

syst�eme, les atomes sont �egalement maintenus en l�evitation par des processus �a deux photons associ�es

�a un champ �electromagn�etique continûment pr�esent. Le mouvement du nuage a �et�e caract�eris�e comme

une oscillation de Bloch [84], en accord avec une terminologie et un formalisme couramment utilis�e en

physique des solides. Par ailleurs, ce syst�eme pr�esente �egalement deux avantages importants avanc�es

pour notre dispositif : maintien de l'�echantillon en l�evitation permettant une interrogation longue,

et con�nement spatial limitant les e�ets d'inhomog�en�eite du champ �electromagn�etique. Malgr�e ces

ressemblances frappantes, des di��erences essentielles persistent, qui permettent �a ces exp�eriences

d'explorer une physique di��erente.

3.1.2.1 Description du gravim�etre �a oscillations de Bloch.

Nous rappelons bri�evement le principe de cette exp�erience, dont le lecteur trouvera une descrip-

tion approfondie dans la th�ese de Pierre Clad�e [85].

On peut la d�ecomposer en trois �etapes. La premi�ere consiste �a pr�eparer un �echantillon atomique

de faible dispersion en vitesses au moyen d'une impulsion Raman s�elective. Dans une seconde �etape,

l'�echantillon pr�epar�e �evolue pendant une dur�ee d�etermin�ee en pr�esence du potentiel �electromagn�e-

tique p�eriodique et du potentiel gravitationnel. La derni�ere �etape consiste �a mesurer la distribution

de vitesses de l'�echantillon par spectroscopie Raman. Les impulsions Raman interviennent donc en

deux temps et avec des rôles distincts : la premi�ere fois pour a�ner la distribution de vitesses, la

seconde fois pour la sonder.

Le rôle du champ �electromagn�etique est, dans ce syst�eme, principalement de permettre �a l'acc�el�e-

ration de la gravit�e d'agir pendant plus longtemps grâce au ph�enom�ene d'oscillations de Bloch 5. De

fa�con imag�ee, on mesure l'acc�el�eration de la gravit�e en examinant les vitesses initiales et �nales d'un

mobile chutant librement �a partir d'une tour arbitrairement haute. Une mesure de la gravit�e �a 10�6g

a pu être r�ealis�ee par cette m�ethode. Cette pr�ecision est certes bien inf�erieure �a celles des meilleurs

dispositifs actuels, mais elle est susceptible d'être largement am�elior�ee.

4. Soulignons cependant que des oscillations d'un �echantillon froid soumis �a une force constante dans une onde
�electromagn�etique stationnaire avaient �et�e observ�ees par Christian Bord�e [83].

5. et �egalement de donner lieu �a un con�nement conf�erant une robustesse aux e�ets d'inhomog�en�eit�e du champ
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3.1.2.2 Mod�elisation par �etats de Bloch.

Nous d�ecrivons �a pr�esent l'�evolution de l'�etat quantique du nuage dans la phase d'oscillations.

Par simplicit�e, nous adoptons une mod�elisation unidimensionnelle selon l'axe vertical. Le Hamilto-

nien admet pour expression :

Ĥ =
p̂z

2

2m
+ A cos(2kẑ) (3.7)

Nous consid�erons d�esormais les �etats propres du Hamiltonien habill�e par le champ �electromagn�etique,

et non plus sur les �etats propres \libres" que sont les �etats d'impulsion d�e�nie. Le Hamiltonien est

invariant par translation d'une demi-longueur d'onde. Il est donc possible de trouver des �etats propres

qui diagonalisent l'op�erateur unitaire r�ealisant cette translation. Ces �etats, dits �etats de Bloch et not�es

j	qi, peuvent être d�ecompos�es sur les �etats d'impulsion d�e�nie :

j	qi =
X
l2Z

cl j~q + l � 2~ki (3.8)

La quantit�e ~q est commun�ement appel�ee quasi-impulsion.

La p�eriodicit�e du potentiel fait apparâ�tre une structure de bandes : on obtient une s�erie de

branches distinctes pour l'�energie En(q). Sous r�eserve des conditions d'adiabaticit�e :

8i 2 N
����hn; q(t)j ddt jn; q(t)i

���� � jEn(q)� Ei(q)j
~

(3.9)

l'�etat quantique �evolue au sein d'une bande donn�ee sans e�ectuer de transition vers les autres

bandes [84], le degr�e de libert�e associ�e �etant ainsi \gel�e".

Consid�erons l'ajout d'un potentiel lin�eaire au Hamiltonien traduisant une force constante F .

L'�evolution de la quasi-impulsion ~q suit alors une loi de Newton classique :

~q(t) = ~q(0) + F t (3.10)

Si les conditions d'adiabaticit�e pr�ec�edentes sont v�eri��ees, l'�evolution d'un �etat quantique j (0)i =
jn; q(0)i est d�etermin�ee uniquement par celle de la quasi-impulsion ~q(t) qui suit la loi de Newton, �a
l'exception des instants o�u elle croise le bord de l'intervalle ]� ~k; ~k[ et o�u elle e�ectue un saut de

�2~k (suivant le bord de l'intervalle rencontr�e).
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Interpr�etation du saut de quasi-impulsion par des transition �a deux photons.

Le saut du param�etre q ne traduit pas une brusque modi�cation de l'�etat quantique : il est de

même nature que celui d'un angle � associ�e �a la coordonn�ee polaire d'un vecteur tournant continû-

ment et astreint par d�e�nition �a rester dans l'intervalle ]� �; �[.

N�eanmoins, il est possible d'e�ectuer une interpr�etation de l'�evolution de q(t) associant �a chaque

saut une transition multi-photonique �ctive. Consid�erons l'�evolution d'un �etat de Bloch de quasi-

impulsion initiale ~q(0) = 0 et celle d'un atome libre d'impulsion initiale p(0) = 0, sous l'inuence de

la force constante F = �mg . Tant que la quasi-impulsion reste dans la premi�ere zone de Brillouin

]� k; k], l'atome et l'�etat de Bloch ont la même (quasi) impulsion : p(t) = ~q(t). En revanche apr�es

l'instant t1 tel que ~q(t1) = p(t1) = �~k, l'impulsion de l'atome en chute libre se di��erencie de la

quasi-impulsion de Bloch. Pour que l'impulsion de l'atome libre suive la quasi-impulsion, on imagine

que celui-ci subit �a l'instant t1 une transition instantan�ee �a deux photons (de Bragg) qui ram�ene

l'impulsion de la valeur �~k �a la valeur +~k, permettant de reproduire le saut de la quasi-impulsion.
On assimile ainsi la quasi-impulsion q(t) �a l'impulsion d'un atome �ctif en chute libre subissant une

transition de Bragg �a chaque instant o�u la quasi-impulsion sort de la premi�ere zone de Brillouin (ces

instants sont espac�es de T0 = 2~k=mg). Bien que l'�evolution de l'�etat quantique soit continue, cette

interpr�etation en termes de transitions �a deux photons constitue une image physique commode. Cette

image permet de rendre compte de la propagation d'�etats d'impulsion d�e�nie dans le syst�eme : un

�etat d'impulsion d�e�nie jp(0)i va ainsi subir un saut de 2~k �a des instants p�eriodiquement espac�es

t1; t1 + T0; t1 + 2T0; :::.

3.1.2.3 Di��erences dans la r�eexion du nuage.

Sensibilit�e impulsionnelle

Une premi�ere di��erence importante porte sur la sensibilit�e de la l�evitation �a l'impulsion des

atomes.

En e�et, le m�ecanisme d'oscillations de Bloch n'e�ectue aucune s�election en impulsion : les dif-

f�erentes composantes impulsionnelles du paquet d'ondes atomiques e�ectuent simplement les tran-

sitions de Bragg �ctives �a des instants di��erents correspondants �a la sortie de la premi�ere zone de

Brillouin des quasi-impulsions correspondantes. La condition de maintien du nuage en l�evitation ne

porte donc pas sur l'impulsion des atomes ; il s'agit en fait d'une condition d'adiabaticit�e permettant

d'�eviter les transitions entre bandes �energ�etiques. C'est bien parce que la l�evitation de Bloch n'est
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Impulsion p

Energie totale 
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kh2− kh20

Evolution en  chute libre

Figure 3.2 { Repr�esentation de l'oscillation de Bloch dans un diagramme �energie-impulsion. Le
processus de di�usion de Bragg intervient lorsque l'impulsion de l'atome heurte un bord de la premi�ere
zone de Brillouin (lignes pointill�ees).

pas s�elective en vitesse qu'il est n�ecessaire, pour la mesure de l'acc�el�eration gravitationnelle, de pr�e-

c�eder la phase d'oscillations par une �etape de �ltrage (de vitesses) par impulsion Raman. La �nesse

impulsionnelle de l'�echantillon conditionne simplement la visibilit�e des oscillations, mais pas les os-

cillations elles-même. C'est la grande r�esolution en vitesse (subrecul) qu'il est possible d'atteindre

avec des atomes froids qui a permis l'observation des oscillations de Bloch [84].

Notre proposition exp�erimentale, fond�ee sur des\impulsions-miroir"puls�ees, di��ere fondamentale-

ment sur cet aspect : la l�evitation des atomes est conditionn�ee par le fait que leur impulsion satisfasse

la condition de conservation de l'�energie. Dans le syst�eme que nous proposons, le �ltrage impulsionnel

intervient donc �a chaque rebond du nuage. La corr�elation entre le con�nement impulsionnel vertical

du nuage et son maintien en l�evitation est un �el�ement central de notre syst�eme, absent dans le sys-

t�eme �a oscillations de Bloch.

Synchronisation des transitions �a deux photons.

Une seconde di��erence essentielle entre les deux exp�eriences r�eside dans la synchronisation des

transitions multi-photoniques subies par les atomes 6.

6. Même si ces transitions sont, en un sens, �ctives pour les �etats de Bloch
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Même si la dur�ee envisag�ee pour les impulsions Raman est susceptible d'aboutir �a un �eclairage

permanent des atomes, le basculement p�eriodique du vecteur d'onde e�ectif associ�e impose une

synchronisation active des transitions photoniques. En revanche, cette synchronisation est passive

dans le gravim�etre �a oscillations de Bloch : les atomes de toutes les classes de vitesse du nuage

subissent automatiquement une \transition de Bragg" �a l'instant ad�equat. La dispersion dans les

instants de transition reproduit simplement la dispersion en vitesses. Il est n�ecessaire d'obtenir des

temp�eratures subrecul pour pouvoir r�esoudre exp�erimentalement ces instants de transition : dans le

cas contraire, les transitions se produisent �a chaque instant.

3.1.2.4 Structuration de la propagation atomique par une onde lumineuse Raman et

par une onde lumineuse stationnaire.

Donnons �a pr�esent un tour plus abstrait �a la discussion en examinant les di��erences des deux

exp�eriences dans l'habillage de la propagation du champ atomique par le champ �electromagn�etique .

Dimensionalit�e de la propagation.

Commen�cons par une consid�eration de dimensionalit�e. Dans notre proposition, le potentiel �elec-

tromagn�etique couple deux feuillets de propagation disjoints en l'absence de champ externe. Dans

le syst�eme �a oscillations de Bloch, le potentiel �electromagn�etique agit sur un feuillet unique. Cette

di��erence est r�esum�ee sur la Figure 3.3.

Directionnalit�e des processus d'�emission-absorption.

Une seconde di��erence importante entre \habillage"de la propagation par une interaction de type

\progressif Raman"et\onde stationnaire"r�eside dans la directionnalit�e d'absorption des photons : une

onde lumineuse stationnaire est susceptible de provoquer une absorption ou une �emission de photons

dans les deux sens, alors qu'une onde lumineuse Raman ne donne lieu qu'�a des absorption de photons

dans un sens donn�e et une �emission dans le sens oppos�e. Ceci provient du fait que l'�ecart d'�energie

entre les deux �etats internes consid�er�es est g�en�eralement beaucoup plus grand que l'�energie de recul 7.

Cette directionnalit�e donne lieu �a une plus grande multiplicit�e des diagrammes d'interactions

r�esonnants possibles pour un \habillage d'onde stationnaire". Des atomes �evoluant dans une onde

stationnaire sont en e�et susceptibles d'absorber ou d'�emettre cons�ecutivement plusieurs photons

7. Nous avions d�ej�a �evoqu�e ce point au chapitre 1 en discutant l'ouverture de canaux de di�usion simultan�es lors
d'impulsions de Bragg courtes.
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Figure 3.3 { Topologie de la propagation. Modi�cation du propagateur atomique dans le cas (a)
d'impulsions Raman ou (b) d'impulsions de Bragg. Dans le premier cas la propagation doit être
envisag�ee en consid�erant deux feuillets. Ces deux feuillets sont d�eform�es continûment par le potentiel
d'interaction.

e�ectifs de même quantit�e de mouvement. La situation est tr�es di��erente pour un \habillage pro-

gressif Raman", dans lequel deux interactions successives ne g�en�erent pas de transfert de quantit�e de

mouvement mais ram�enent simplement l'atome dans son �etat initial.

La Figure 3.4 montre qualitativement la modi�cation du propagateur atomique en pr�esence de

potentiel �electromagn�etique associ�e �a une onde stationnaire et �a une onde Raman : Bien que, dans un

cas comme dans l'autre, le champ �electromagn�etique fasse intervenir la superposition de deux ondes

planes, les diagrammes associ�es sont donc di��erents. Il en r�esulte une modi�cation substantiellement

di��erente des �etats propres du Hamiltonien (qui deviennent des fonctions d'ondes p�eriodiques) et,

comme nous allons le voir, des surfaces de dispersion.

Topologie des surfaces de dispersion.

En pr�esence d'une impulsion Raman, l'habillage de la propagation par le potentiel �electromagn�e-

tique \croise" les champs atomiques des feuillets a et b mais ne change pas de fa�con fondamentale

la topologie du spectre �energ�etique : le nombre de composantes connexes est pr�eserv�e. En e�et, en

l'absence de champ �electromagn�etique, le spectre �energ�etique contient deux composantes connexes

qui sont les surfaces de dispersion parabolo��des Ea;b(p), distants de l'�energie Eb � Ea. En pr�esence
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Figure 3.4 { Modi�cation du propagateur atomique dans le cas d'une onde progressive Raman (a)
ou stationnaire (b). Les �eches bleues et rouges repr�esentent respectivement le propagateur libre
dans l'�etat fondamental et dans l'�etat excit�e. Les �eches vertes repr�esentent des photons e�ectifs de
quantit�e de mouvement �2~k. Seuls les premiers diagrammes de Feynman sont repr�esent�es.

du champ, le spectre est donn�e par les surfaces de dispersion E1(p) et E2(p) associ�ees �a chaque

�etat interne habill�e [86]. On obtient �a nouveaux deux composantes connexes non born�ees. Ces deux

surfaces de dispersion sont appel�ees \branche �" et \branche �" par Werner [87].

En revanche, dans le cas d'impulsions de Bragg, l'habillage de la propagation par le potentiel

p�eriodique au sein d'un feuillet unique conduit �a une autre topologie des surfaces de dispersion :

le parabolo��de observ�e en l'absence de champ �electromagn�etique fait place �a plusieurs composantes

connexes et born�ees Ei(p). Si la condition d'adiabaticit�e (3.9) est v�eri��ee, le mouvement dans l'espace

des impulsions se fait �a l'int�erieur d'une seule composante connexe (\bande multi-dimensionnelle").

Le seul moyen pour un atome de passer d'une composante �a une autre consiste alors �a e�ectuer

une transition inter-bandes, qui peut être inhib�ee si l'�evolution quantique est su�samment lente. Le

pi�egeage par oscillation de Bloch est donc un \pi�egeage topologique", qui provient de la division du

parabolo��de E(p) en plusieurs composantes connexes, born�ees et su�samment s�epar�ees �energ�etique-

ment pour v�eri�er la condition d'adiabaticit�e 8 9.

8. En pratique, la vitesse de l'�evolution de l'�etat quantique est �x�ee par l'acc�el�eration gravitationnelle. La seule
\molette" disponible est donc l'intensit�e du champ, �x�ee �a un niveau tel que l'�ecart d'�energie des niveaux soit compa-
tible avec la condition d'adiabaticit�e 3.9. La l�evitation et les oscillations disparaissent bien dans la limite de champ
�electromagn�etique faible. Pour un champ tr�es faible, lorsque la quasi-impulsion s'approche de la limite de la zone de
Brillouin sous l'e�et de l'acc�el�eration de la gravit�e, la condition d'adiabaticit�e (3.9) n'est alors plus v�eri��ee. On observe
alors simplement une transition inter-bandes �a chaque franchissement de zone de Brillouin, et l'�energie de l'atome est
tr�es voisine de celle qu'il aurait dans le cas d'une chute libre en l'absence de champ.

9. Signalons par ailleurs qu'une discussion des collisions possibles dans les potentiels p�eriodiques �a partir des surfaces
de dispersion a �et�e r�ealis�ee par Klaus M�lmer [88].
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3.1.2.5 Conclusion.

Dressons un bilan des similitudes entre le dispositif �a oscillations de Bloch et celui �a \impulsions-

miroir", en fonction de la dur�ee envisag�ee pour ces miroirs lumineux.

Apparemment, c'est dans le r�egime o�u les impulsions ont une dur�ee maximale que les deux sys-

t�emes se ressemblent le plus : dans l'un comme dans l'autre, le nuage l�evite alors dans un champ

�electromagn�etique pr�esent continûment (dont le vecteur d'onde bascule �a chaque demi-p�eriode T0=2

pour notre proposition). En fait, un examen attentif montre le contraire : c'est dans ce r�egime que

les di��erences entre les deux syst�emes sont les plus marqu�ees.

Avec des \impulsions-miroir" longues, la r�eexion s'accompagne d'un �ltrage impulsionnel tr�es

�etroit qui n'a pas lieu dans le potentiel stationnaire du gravim�etre �a oscillations de Bloch. En re-

vanche, pour des \impulsions-miroir" br�eves, les impulsions lumineuses agissent dans le r�egime de

Raman-Nath et les miroirs lumineux r�e�echissent indi��eremment toutes les classes de vitesses ato-

miques. La situation se rapproche alors de celle des oscillations de Bloch, o�u la totalit�e de l'�echan-

tillon est r�e�echie (�a des instants sp�eci�ques de chaque classe de vitesses). En adoptant une pre-

mi�ere\impulsion-miroir"Raman longue, une succession d'\impulsions-miroir" courtes, et une derni�ere

\impulsion-miroir" longue, notre dispositif reproduirait les trois phases du dispositif �a oscillations de

Bloch : �ltrage, oscillation de tous les atomes, sonde de vitesse. Mais il peut �egalement explorer bien

d'autres r�egimes de fonctionnement, associ�es �a d'autres pro�ls de dur�ee pour la s�equence d'impulsions

lumineuses.

3.1.3 Conclusion.

Nous avons expos�e le principe de mesure inertielle par interf�erom�etrie atomique, sous-jacent �a

la r�ealisation de senseurs inertiels performants. Le concept d'aire interf�erom�etrique fournit une piste

d'analyse int�eressante de notre dispositif �a \impulsion-miroir", que nous d�eveloppons dans la partie

suivante.

Nous avons �egalement compar�e notre proposition exp�erimentale au dispositif �a oscillations de

Bloch d'atomes froids. Bien que les deux syst�emes soient en apparence similaires - tous deux font

intervenir sur la l�evitation d'atomes par des processus d'interaction �a deux photons-, ils poss�edent

n�eanmoins des di��erences profondes tant dans leur principe de fonctionnement (s�election ou non de

classes de vitesse lors des rebonds) que sur le plan th�eorique (topologie di��erente des surfaces de

dispersion) que nous avons soulign�ees.
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3.2 Aire interf�erom�etrique en pr�esence d'un champ �electro-

magn�etique : un paradoxe original.

Cette partie expose et r�esout un paradoxe original, qui montre la n�ecessit�e de red�e�nir le concept

d'aire interf�erom�etrique en pr�esence d'un champ �electromagn�etique. Ce paradoxe �emerge d'une ana-

lyse pr�ecise des trajectoires atomiques dans le dispositif �a \impulsions-miroir" pr�ec�edent. L'analyse

par matrices de di�usion instantan�ees, que nous en avions donn�e jusqu'�a pr�esent, est inad�equate :

d�es lors que l'on se place dans un r�egime d'\impulsions-miroir" longues, il est n�ecessaire de consid�erer

l'intrication entre degr�es de libert�es internes et externes du champ atomique.

Le paradoxe envisag�e nous am�ene �a consid�erer le probl�eme suivant : quelle est la sensibilit�e iner-

tielle �emanant de la propagation d'un champ atomique en pr�esence d'un champ �electromagn�etique

externe couplant degr�es de libert�es internes et externes des atomes ?

Cette question revêt �a la fois un int�erêt pratique et un int�erêt fondamental. Dans une perspective

exp�erimentale, elle permet d'optimiser la con�guration de senseurs inertiels reposant sur des interf�e-

rom�etres atomiques illumin�es durant une fraction non-n�egligeable du temps de vol de l'�echantillon.

Dans une perspective fondamentale, la modi�cation de la sensibilit�e inertielle par la pr�esence d'un

champ lumineux pourrait être connect�ee �a une �eventuelle inclusion de l'interaction �electromagn�etique

dans la courbure de l'espace-temps 10.

Le paradoxe expos�e - et r�esolu - ici apporte quelques �el�ements de r�eponse �a la compr�ehension de

l'aire interf�erom�etrique d�egag�ee par les trajectoires atomiques en pr�esence d'un champ �electromagn�e-

tique.

Nous expliquons d'abord en termes d'aire interf�erom�etrique l'absence de sensibilit�e du dispositif

en r�egime d'impulsions lumineuses courtes. Ceci nous conduit �a examiner la situation pour des im-

pulsions longues et �a formuler le paradoxe �etudi�e dans cette partie. Nous examinons ensuite le rôle

des rampes de fr�equence. Le paradoxe est alors r�esolu, en s'interrogeant sur la nature des trajectoires

(simples ou renormalis�ees par le champ �electromagn�etique).

10. Travail en cours de d�eveloppement par Christian Bord�e.
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3.2.1 Absence de sensibilit�e en r�egime d'impulsions br�eves.

L'absence de sensibilit�e en r�egime d'impulsions courtes peut être comprise de plusieurs points de

vue.

Dans une perspective classique, la d�etermination de g propos�ee repose sur des mesures p�eriodiques

de la vitesse de l'�echantillon par des miroirs lumineux. La pr�ecision avec laquelle ces miroirs sondent

la vitesse du nuage est inversement proportionnelle �a la dur�ee des impulsions lumineuses correspon-

dantes. Tout gravim�etre reposant sur une telle d�etermination classique de l'acc�el�eration des atomes

par un champ lumineux ne peut donc faire intervenir des impulsions br�eves sans gâcher la pr�ecision

de la mesure.

Dans une perspective plus fondamentale, il est int�eressant d'envisager un instant notre propo-

sition exp�erimentale comme un interf�erom�etre atomique. La sensibilit�e aux e�ets inertiels provient

alors de l'aire d�egag�ee par la s�eparation, dans l'espace-temps, des trajectoires atomiques associ�ees

aux deux �etats internes a et b. Or, cette aire est nulle dans le cas de l'\impulsion-miroir" imagin�ee

initialement, qui r�ealise successivement deux transferts de population complets et quasi-instantan�es.

Le seul moyen de g�en�erer une aire interf�erom�etrique non-nulle est en fait de cr�eer une superposition

coh�erente d'ondes atomiques suivant des trajectoires di��erentes dans l'espace-temps (ici un pro�l z(t)

di��erent, même si les trajectoires spatiales se confondent). Avec le type de miroir lumineux envisag�e,

cet objectif ne peut être atteint qu'en allongeant la dur�ee des impulsions lumineuses.

3.2.2 Expos�e du paradoxe.

En fait, l'interpr�etation de la sensibilit�e inertielle en termes d'aire interf�erom�etrique pose pro-

bl�eme. Il semble qu'il existe un r�egime de fonctionnement o�u cette sensibilit�e existe malgr�e la nullit�e

de l'aire interf�erom�etrique.

Consid�erons un fonctionnement du dispositif au voisinage des conditions de r�esonance - c'est �a

dire pour T ' T0 -, et avec des miroirs lumineux compos�es d'impulsions Raman comportant une

rampe de fr�equence de pente ad�equate. D'apr�es la discussion du chapitre pr�ec�edent, un tel syst�eme

permet - du moins en principe - une d�etermination de l'acc�el�eration g.

Consid�erons �a pr�esent l'aire interf�erom�etrique engendr�ee. Dans ce syst�eme, le paquet d'ondes

atomiques �evolue exclusivement dans l'�etat fondamental entre les impulsions lumineuses, si bien que
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seules les p�eriodes d'illumination des atomes sont susceptibles de g�en�erer de l'aire interf�erom�etrique.

En fait, un examen attentif des trajectoires des atomes durant leur illumination semble montrer

que tel n'est pas le cas. Initialement dans l'�etat fondamental, le paquet d'ondes atomique arrive

sur chaque \impulsion-miroir" avec une quantit�e de mouvement centrale p0 v�eri�ant la condition

de r�esonance y(p0) = 0. Durant l'illumination, le paquet d'ondes atomique fondamental peut être

d�ecompos�e en une somme coh�erentes de deux paquets associ�es aux �etats internes habill�es par le

champ �electromagn�etique :Z
d3pFa(p� p0; r; t)ja;pi �!

Z
d3pF1(p� p0; r; t)j1;pi +

Z
d3pF2(p� p0; r; t)j2;pi (3.11)

Si les deux pro�ls dispersifs (repr�esent�e par les fonctions F1;2) des paquet d'ondes \habill�es" di��erent,

leur impulsion centrale pc 1;2 = p0 est, en revanche, identique. Or, l'e�et Borrmann expos�e au chapitre

1 montre que les vitesses de groupe de ces deux �etats sont alors �egales : vg 1(p0) = vg 2(p0) =

v0a+(~=2m)ke. Durant le miroir lumineux, l'onde atomique va donc être mise dans une superposition

coh�erente de deux paquets d'ondes associ�es �a des �etats internes di��erents, mais dont les centres

suivent la même trajectoire (cf. Figure 3.5). Il n'y aurait donc pas d'aire interf�erom�etrique d�egag�ee

par l'�evolution dans une impulsion lumineuse d'un paquet d'ondes atomique r�esonnant.

3.2.3 Rôle jou�e par les rampes de fr�equence.

Il pourrait sembler que le paradoxe pr�ec�edent puisse être r�esolu simplement en consid�erant le rôle

jou�e par les rampes de fr�equence. Le maintien de la condition de r�esonance au cours de l'impulsion

lumineuse n�ecessite en e�et la pr�esence d'une rampe de fr�equence de pente r = ke �g. Il su�rait alors
de lire la valeur de cette pente pour obtenir une mesure de g !

C'est bien la rampe de fr�equence qui fait co��ncider les trajectoires des atomes habill�es. En l'absence

de cette rampe, la valeur r�esonnante p0 de l'impulsion atomique dans le r�ef�erentiel du laboratoire

est ind�ependante du temps. Les impulsions centrales des paquets d'ondes atomiques \habill�es", qui

subissent une acc�el�eration gravitationnelle, ne peuvent donc pas co��ncider durablement avec la valeur

r�esonnante p0. Il en r�esulte que les trajectoires\habill�ees"ne se superposent pas non plus durablement

dans l'impulsion lumineuse. En revanche, l'application d'une rampe de fr�equence de pente r = ke � g
fait que la condition de conservation de l'�energie \suit la chute libre des atomes". Les trajectoires

centrales \habill�ees", issues d'un paquet d'ondes atomiques de vitesse initale r�esonnante, sont alors

superpos�ees durant toute la dur�ee de l'impulsion lumineuse.
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Figure 3.5 { Trajectoire des paquets d'ondes atomiques au sein du dispositif gravitationnel d'atomes
en l�evitation. Les �eches vertes repr�esentent la trajectoire commune des �etats atomiques habill�es par
la pr�esence du champ �electromagn�etique externe.

En fait, l'argument pr�esent�e ici est fallacieux : la d�etermination de l'acc�el�eration gravitationnelle

dans notre dispositif repose bien sur la d�etermination de la p�eriode r�esonnante T0 et non sur une

lecture de la pente de fr�equence r 11.

3.2.4 Aire interf�erom�etrique : Trajectoires renormalis�ees vs trajectoires

simples.

L'aire interf�erom�etrique a �et�e introduite, initialement, pour caract�eriser des interf�erom�etres son-

dant les champs inertiels au moyen de nuages atomiques se propageant dans le noir entre des impul-

sions lumineuses quasi-instantan�ees. Une fois le recul pris en compte, l'�evolution externe du champ

atomique est totalement d�ecoupl�ee de son �evolution interne : les deux composantes du spineur ato-

mique se propagent ind�ependamment, entre les impulsions lumineuses, sur leurs feuillets respectifs

de propagation. En revanche, l'aire interf�erom�etrique que nous avons consid�er�e durant l'illumination

11. Par ailleurs, une analyse par diagrammes de Feynman pourrait montrer que la circulation du potentiel gravita-
tionnel n'est pas compl�etement annul�ee par les rampes de fr�equence. En particulier, du fait du d�ecalage des instants
initiaux et du basculement des rampes de fr�equence, cette circulation persiste pour les interf�erom�etres virtuels im-
pliquant des interactions dans des miroirs lumineux di��erents. Une telle analyse sera men�ee dans une publication
ult�erieure.
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r�esulte de la propagation simultan�ee du champ atomique sur deux feuillets coupl�es (comme repr�esent�e

sur la Figure 3.1). Il n'est en fait pas �evident que ce soient les trajectoires associ�ees aux vitesses de

groupe des �etats atomiques \habill�es" qui d�elimitent l'aire interf�erom�etrique.

A�n de discuter le paradoxe de fa�con pr�ecise, il faut donc remettre �a plat la notion d'aire interf�e-

rom�etrique en pr�esence d'un champ �electromagn�etique. En particulier, il s'agit de d�eterminer quelles

sont les trajectoires atomiques �a consid�erer pour d�e�nir cette aire : trajectoires simples des atomes,

ou bien renormalis�ees par le champ externe. Il y a un parall�ele int�eressant avec le paradoxe �evoqu�e

par Greenberger [89], o�u l'on obtient des r�esultats di��erents selon que c'est la vitesse de groupe ou

bien la vitesse de phase qui est prise en compte pour d�ecrire une exp�erience d'interf�erence de neutrons.

Il convient, pour r�epondre �a cette question, de revenir �a une analyse �el�ementaire de la sensibilit�e

du dispositif. Celui-ci est sensible �a la gravit�e si et seulement si la population totale dans l'�etat

fondamental, �evalu�ee �a l'instant �nal et dans la zone de d�etection Det:, d�epend de l'acc�el�eration

gravitationnelle g 12. Cette quantit�e s'exprime au moyen du propagateur renormalis�e K selon :

Na = N0

Z
Det:

d3r

����Z d3r0 K(r; tf ; r
0; ti) �a(r

0; ti)

����2 (3.12)

ti d�esigne l'instant initial que nous choisissons comme le d�ebut du premier\miroir Raman". Nous sup-

posons, pour simpli�er l'analyse, qu'�a cet instant tous les atomes sont dans l'�etat interne fondamental.

Nous allons franchir un second pas vers la r�esolution du paradoxe en consid�erant la structure du

propagateur atomique renormalis�e par le champ �electromagn�etique externe 13. C'est bien ce propa-

gateur qui d�etermine, en pr�esence du champ lumineux, les trajectoires centrales des paquets d'ondes

\habill�es". Le propagateur simple, intervenant dans la d�e�nition usuelle de l'aire interf�erom�etrique,

d�etermine quant-�a-lui les trajectoires d'atomes �evoluant dans le noir. En reprenant la d�e�nition (1.38)

des propagateurs en termes d'op�erateur d'�evolution, nous obtenons une expression du propagateur

12. Pour la plupart des calculs nous supposerons que la zone de d�etection �nale est in�nie, a�n que la sensibilit�e
inertielle obtenue ne repose pas sur un simple e�et de \cadrage", mais bien sur un ph�enom�ene d'interf�erences. Nous
restreindrons cependant les contributions du champ atomique �a la mesure �nale aux seuls termes ayant re�cu un transfert
de quantit�e de mouvement su�sant pour assurer la l�evitation. En e�et, avec un temps d'interrogation su�samment
long et une zone de d�etection su�samment �etroite, tous les atomes ayant \manqu�e"un ou plusieurs quanta d'impulsion
sont en dessous de la zone de d�etection et ne contribuent pas au signal.
13. Dans le langage de la th�eorie des champs, le propagateur renormalis�e correspond �a la resommation des dia-

grammes de Feynman irr�eductibles �a une particule [42]. Ce traitement est standard en th�eorie des champs et r�ealis�e
dans de nombreux ouvrages de r�ef�erence [42]. Nous allons cependant le reprendre ici, a�n de ne pas �egarer les lecteurs
qui ne sont pas familiers avec ce formalisme.
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renormalis�e K et du propagateur simple K1 :

K�;�(r; t; r
0; t0) = h�; rj U(t; t0) j�; r0i �; � 2 fa; bg2 (3.13)

K1
�;�(r; t; r

0; t0) = h�; rj U1(t; t
0) j�; r0i �; � 2 fa; bg2 (3.14)

Les op�erateurs U et U1 d�esignent respectivement les op�erateurs d'�evolution associ�es au Hamiltonien

total H et au Hamiltonien H1 priv�e du potentiel �electromagn�etique (d�e�ni dans l'�equation (1.101)

du chapitre 1.).

A�n de comprendre la relation entre propagateur simple et propagateur renormalis�e, il est utile

d'exprimer ce dernier en fonction du propagateur simple au moyen d'un d�eveloppement en champ �elec-

tromagn�etique faible. Ce d�eveloppement peut être obtenu en traitant l'interaction �electromagn�etique

de fa�con perturbative dans l'�evolution de l'�etat quantique des atomes. Nous passons en repr�esenta-

tion interaction via l'op�erateur d'�evolution unitaire U1(t; tu). Le Hamiltonien associ�e �a l'interaction

�electromagn�etique s'�ecrit, dans cette repr�esentation :

eHem = U�1
1 (t; tu) ( V (r̂; t) jbihaj + h:c:) U1(t; tu) (3.15)

La s�erie perturbative de Dyson donne le spineur en repr�esentation d'interaction :

je	(t)i =  1 + 1

i~

Z t

ti

dt0 eHI(t
0) +

1

(i~)2

Z t

ti

dt00
Z t00

ti

dt0 eHI(t
00) eHI(t

0) + :::

!
je	(ti)i (3.16)

Cette expression se traduit directement par la relation suivante pour le propagateur renormalis�e K :

Kaa(r; t; ri; ti) = ha; rjU1(t; tu)

 
1 +

1

i~

Z t

ti

dt0 eHI(t
0) +

1

(i~)2

Z t

ti

dt00
Z t00

ti

dt0 eHI(t
00) eHI(t

0) + :::

!
U�1
1 (ti; tu)ja; rii

(3.17)

Nous nous concentrons sur les termes au plus de deuxi�eme ordre. En ins�erant deux relations de ferme-

ture entre les interactions, on obtient un d�eveloppement de l'�el�ement de matrice Kaa du propagateur

renormalis�e en fonction du propagateur simple :

Kaa(x; xi) ' K1
aa(x; xi) +

1

(i~)2

Z t

ti

dx2

Z t2

ti

dx1
�
K1

aa(x; x2)V
�(x2)K1

bb(x2; x1)V (x1)K
1
aa(x1; xi)

�
(3.18)

Pour rendre les �equations plus concises, nous avons introduit les points d'espace temps x = (r; t).

L'�equation (3.18) admet pour repr�esentation diagrammatique la Figure 3.6. Elle re�ete la correction

principale induite par le champ lumineux sur la propagation du champ atomique entre deux �etats
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Figure 3.6 { D�eveloppement d'un �el�ement de matrice du propagateur renormalis�e au deuxi�eme ordre
interactif.

fondamentaux : le champ lumineux induit un bras de propagation dans l'�etat excit�e dont la longueur

d�epend de deux instants, sur lesquels la somme est e�ectu�ee. Le d�eveloppement diagrammatique

pr�ec�edent montre que le champ atomique se propage simultan�ement selon une continuit�e de bras,

d�e�nis par les points d'espace-temps x1 et x2 associ�es aux processus d'interactions, et contribuant

avec un poids in�nit�esimal dx1 dx2. Il en r�esulte une contribution de nature interf�erom�etrique �a la

probabilit�e de pr�esence :

jha; rj	(t)ij2 ' j
Z
d3riK

1
aa(x; xi)�a(xi)j2

+
1

~2

Z
d3ri

Z t

ti

dx2

Z t2

ti
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0
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0
1; xi)j�a(ri; ti)j2

�
(3.19)

Les termes des deuxi�eme et troisi�eme lignes traduisent la contribution d'une continuit�e d'interf�e-

rom�etres virtuels repr�esent�es sur la Figure 3.7.

Quels sont les diagrammes qui contribuent ?

Les interf�erom�etres de la deuxi�eme ligne sont d�e�nis par les deux instants (t1; t2), et ceux de la

troisi�eme ligne par les quatre instants (t1; t2; t
0
1; t

0
2). L'int�egration sur les coordonn�ees spatiales ini-

tiales ri et interm�ediaires r1,r2,r
0
1,r

0
2 re�ete les int�egrales de propagation successives entre les instants

d'interaction 14. La largeur impulsionnelle du paquet initial �a(pi; ti) conf�ere �a l'impulsion initiale pi

un rôle de variable d'ajustement.

14. Par ailleurs, on peut montrer en utilisant la relation de Van Vleck et les relations entre action et impulsion
@S
@r0 = �p0; @S

@r = p, que l'e�et de cette int�egration est essentiellement d'assurer la conservation de l'impulsion �a
chaque vertex d'interaction.
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xi x
x1

x2
x

xi x

x2

xi

x’1

x

x1

(a)

(b)

(c)

x’2
x

Figure 3.7 { Interf�erom�etres virtuels contribuant �a la densit�e atomique. Les diagrammes (a), (b) et
(c) correspondent respectivement �a le premi�ere, la deuxi�eme et �a la troisi�eme ligne de l'�equation (3.19)
donnant la densit�e de probabilit�e en fonction du d�eveloppement au deuxi�eme ordre du propagateur
renormalis�e.
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Du fait de l'int�egration sur la position �nale r, seuls les interf�erom�etres dont l'ouverture spatiale

est inf�erieure �a la longueur de coh�erence du nuage contribuent signi�cativement �a la population Na.

Les contributions des interf�erom�etres associ�es aux diagrammes de la deuxi�eme ligne, n�ecessairement

ouverts, est donc faible. En revanche, parmi les diagrammes de la troisi�eme ligne, il existe des inter-

f�erom�etres exactement ferm�es, plus pr�ecis�ement ceux d�e�nis par des instants (t1,t2,t
0
1,t

0
2) v�eri�ant la

condition de fermeture :

ke1(t
0
1 � t1) + ke2(t

0
2 � t2) = 0 (3.20)

L'interaction lumi�ere-mati�ere g�en�ere donc des corrections de nature interf�erom�etrique �a la densit�e

de pr�esence donn�ee par le propagateur simple. Nous voyons donc se pro�ler une r�eponse alternative

au paradoxe : même si les trajectoires renormalis�ees sont resuperpos�ees, les interf�erom�etres virtuels

g�en�er�es par le propagateur renormalis�e ont une aire moyenne non-nulle et donnent �a ces trajectoires

renormalis�ees une \�epaisseur interf�erom�etrique" qui conf�ere au dispositif une sensibilit�e inertielle.

3.2.5 Diagrammes assurant la l�evitation des atomes.

En continuant sur la lanc�ee du d�eveloppement du propagateur renormalis�e, on peut apporter un

regard nouveau sur notre syst�eme. On suppose que celui-ci interroge les atomes pendant un temps

su�samment long pour que seuls les atomes ayant re�cu tous les quanta d'impulsion vers le haut (un

�a chaque impulsion Raman) subsistent dans la fenêtre de d�etection, les atomes ayant manqu�e au

moins un transfert �etant alors en dessous de cette zone.

En reprenant le d�eveloppement du paragraphe pr�ec�edent, on voit que ceci �equivaut �a r�eduire

l'expression de la densit�e de probabilit�e �a la contribution d'une classe sp�eciale de diagrammes de

Feynman que nous appelerons la \classe des diagrammes l�evitants", impliquant le transfert d'un

quantum de quantit�e de mouvement vers le haut au champ atomique lors de chaque impulsion

Raman. Les diagrammes minimaux de cette classe (dont un exemple est repr�esent�e sur la Figure 3.8)

font intervenir exactement une interaction lors de chaque impulsion Raman. Ces diagrammes, en

somme coh�erente, peuvent être vus comme les bras in�nit�esimaux d'un interf�erom�etre multi-ondes.

La g�eom�etrie de ces bras est �x�ee par la s�erie d'instants d'interactions t1; :::; tn, qui sont pris dans

leur impulsion Raman respective. Plus les impulsions sont longues, plus la g�eom�etrie de ces bras est

variable. 15

15. En fait, la double condition de r�esonance du r�esonateur est une condition d'accord de phase de ces di��erents
bras. Ceci apparâ�tra au chapitre suivant.
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Figure 3.8 { Un exemple de diagramme l�evitant, repr�esent�e dans le r�ef�erentiel acc�el�er�e.
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3.2.6 Conclusion.

Nous avons appr�ehend�e la notion d'aire interf�erom�etrique en pr�esence d'un champ �electroma-

gn�etique en soulignant le rôle jou�e par la resommation des interactions lumi�ere-mati�ere dans la

propagation. Le paradoxe expos�e et r�esolu, impliquant l'e�et Borrmann, montre que les trajectoires

des �etats internes \habill�es" par le champ �electromagn�etique ne doivent alors pas être prises comme

les limites de l'aire interf�erom�etrique : elles-mêmes sont porteuses d'une �epaisseur interf�erom�etrique

r�esultant des interf�erences entre les diagrammes de Feynman resomm�es dans le propagateur habill�e

par le champ. En�n, nous avons distingu�e une classe sp�eciale de diagrammes de Feynman donnant

lieu �a la l�evitation des atomes et contribuant plus particuli�erement �a la population mesur�ee dans

notre dispositif.

3.3 Conclusion.

Nous avons situ�e notre proposition de senseur �a\impulsion-miroir"par rapport �a l'�etat de l'art des

dispositifs atomiques, en le comparant au gravim�etre �a interf�erom�etrie atomique en chute libre et au

gravim�etre �a oscillations atomiques de Bloch. Nous avons mis en �evidence des di��erences profondes

entre notre proposition et ce syst�eme en montrant qu'elles proc�edaient �a un con�nement di��erent

des atomes, respectivement par �ltrage impulsionnel et par la topologie des surfaces de dispersion.

Nous avons, en revanche, envisag�e notre proposition comme un interf�erom�etre atomique en utilisant

comme �l rouge de la discussion un paradoxe li�e �a l'e�et Borrmann. Cette discussion nous a conduit

�a remettre en question la notion d'aire interf�erom�etrique d�egag�ee par les trajectoires atomiques en

pr�esence d'un champ lumineux, et �a consid�erer les diagrammes r�esultant d'un d�eveloppement du

propagateur renormalis�e.

La sensibilit�e du dispositif apparâ�t alors comme r�esultant des interf�erences d'une classe sp�eciale

de diagrammes associ�ee aux atomes maintenus en l�evitation, et dont les caract�eristiques d�ependent

d'un nombre �ni d'instants d'interaction lumi�ere-mati�ere pris dans chaque impulsion lumineuse. La

dur�ee temporelle �nie de chaque impulsion lumineuse fait que ces diagrammes ont une g�eom�etrie

et une aire interf�erom�etrique variables. Nous envisageons maintenant un interf�erom�etre dans lequel

cette g�eom�etrie est contrôl�ee par l'emploi d'impulsions �=2 br�eves, qui d�elimitent pr�ecis�ement les

instants d'interaction. Mettre en oeuvre cette strat�egie est l'objet du chapitre suivant.





C H A P I T R E 4

Interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey

multi-ondes en l�evitation.

Le senseur spatio-temporel pr�esent�e dans les chapitres pr�ec�edents mettait en jeu la l�evitation d'un

nuage atomique par une succession de miroirs lumineux. Ces miroirs r�ealisaient lors de chaque miroir

un transfert de population quasi-total sous r�eserve qu'une double condition de r�esonance soit v�eri��ee.

Nous avons montr�e que la sensibilit�e inertielle de ce dispositif provenait d'interf�erences de \dia-

gramme l�evitants". Ces diagrammes, dont la g�eom�etrie varie selon la distribution des instants d'inter-

action, g�en�erent des interf�erom�etres virtuels d'aire et de sensibilit�e inertielle �egalement variables. Ces

interf�erom�etres contribuent �a la densit�e du nuage en l�evitation �a l'instant �nal, qui est la grandeur

mesur�ee.

Cette proposition exp�erimentale implique donc une analyse physique beaucoup plus complexe

que le simple \jonglage" d'un seul nuage atomique gaussien sur lequel reposait notre description ini-

tiale. En suivant le �l conducteur d'un syst�eme reposant sur une classe r�esonnante de diagrammes

d'interactions, nous allons concevoir un nouveau dispositif, o�u la g�eom�etrie des interf�erom�etres est

cette fois-ci mâ�tris�ee par l'emploi d'impulsions br�eves. Comme pour le dispositif pr�ec�edent, sa ca-

pacit�e de mesure est duale, donnant lieu �a un fonctionnement de type \gravim�etre" ou \horloge".

Nous avions jusqu'ici davantage insist�e sur les aspects de mesure inertielle du syst�eme pr�ec�edent.

Nous nous attacherons, dans ce chapitre, �a pr�esenter les potentialit�es de mesure fr�equentielle de ce

nouveau syst�eme.

4.1 Description de l'exp�erience.

Nous d�ecrivons ici la s�equence d'impulsions lumineuses et les trajectoires atomiques du syst�eme

envisag�e, qui s'apparente �a un interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey en l�evitation. Nous donnons ensuite

un portrait de l'�evolution du nuage atomique dans l'espace des impulsions. Celui-ci r�ev�ele un mode

de con�nement original, fond�e sur les interf�erence constructives du nuage atomique dans un r�eseau
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d'arches de trajectoires pr�ed�e�nies par les instants d'impulsions. Le peuplement des di��erents chemins

emprunt�es par les atomes est sensible �a une double condition de r�esonance qui conf�ere au syst�eme sa

capacit�e de mesure.

4.1.1 Optimisation de l'aire interf�erom�etrique d�egag�ee par les diagrammes

l�evitants.

Consid�erons �a nouveau le senseur atomique en l�evitation pr�ec�edent en r�egime d'illumination conti-

nue, c'est-�a-dire avec des impulsions Raman de dur�ee T0=2. Examinons pr�ecis�ement les diagrammes

l�evitants associ�es au premier miroir Raman. La Figure 4.1 montre deux diagrammes d'interaction

possibles appartenant �a la classe des diagrammes l�evitants. Lorsque l'on consid�ere la densit�e de

probabilit�e, ces deux diagrammes vont g�en�erer des interf�erences si les paquets d'ondes atomiques

empruntant les chemins correspondants se recouvrent �a l'issue de chaque bras. Le recouvrement est

optimal lorsque la condition de fermeture sur les instants d'interactions, que nous avions donn�ee au

chapitre ant�erieur, est v�eri��ee : ke1(t
0
1 � t1) + ke2(t

0
2 � t2) = 0. Dans le cas consid�er�e, cette relation

se traduit par : t01 � t1 = t2 � t02.

A cet interf�erom�etre est associ�e une certaine aire, d�etermin�ee par les instants d'interactions, qui

lui conf�ere une sensibilit�e inertielle. Cette aire est maximale pour des instants choisis aux extr�emit�es

de chaque impulsion Raman :(
t1 = tm 1 ;

t2 = tm 1 + T0 ;

(
t01 = tm 1 + T0=2� � ;
t02 = tm 1 + T0=2 + � ;

(4.1)

Dans le syst�eme pr�ec�edent, �a l'issue de la premi�ere \impulsion-miroir", la population atomique fonda-

mentale comportait des contributions de tous les interf�erom�etres virtuels possibles. A�n d'augmenter

la sensibilit�e du dispositif, une voie possible est de recentrer ces contributions interf�erom�etriques au-

tour de l'interf�erom�etre maximal pr�ec�edent. Ceci peut-être obtenu en d�ecomposant chaque impulsion

lumineuse � du miroir lumineux en deux impulsions �=2 br�eves et r�ealis�ees aux instants t1; t
0
1; t2; t

0
2

pr�ec�edents. On obtient alors le dispositif de la Figure 4.2.

Les deux bras de cet interf�erom�etre appartiennent �a la classe des \diagrammes l�evitants" : la

composante correspondante du champ atomique re�coit un transfert d'impulsion total de ~ke1�~ke2.
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Figure 4.1 { Deux diagrammes l�evitants r�ealisant un interf�erom�etre ferm�e consid�er�es imm�ediate-
ment apr�es la premi�ere impulsion-miroir. Ces deux diagrammes sont d�etermin�es par le choix des
instants d'interactions t1; t2; t

0
1; t

0
2. Par souci de simplicit�e, ils sont repr�esent�es dans le r�ef�erentiel en

chute libre.
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Figure 4.2 { S�equence d'impulsions lumineuses retenue, optimisant l'aire interf�erom�etrique g�en�er�ee
par les diagrammes pr�ec�edents. Les trajectoires atomiques sont repr�esent�ees ici dans le r�ef�erentiel
du laboratoire en pr�esence du champ de gravit�e. Cette s�equence r�ealise un interf�erom�etre de Bord�e-
Ramsey en con�guration verticale.

Ce transfert compense en moyenne l'action de la gravit�e sur la dur�ee T consid�er�ee si celle-ci v�eri�e :

T := T0 =
~(ke1 � ke2)

m g
(4.2)

La dur�ee T0 obtenue correspond �a la p�eriode r�esonnante du dispositif pr�ec�edent si les impulsions

�=2 sont r�ealis�ees par des processus Raman avec ke1 ' 2k et ke2 ' �2k. Nous allons cependant
plutôt consid�erer, dans ce nouveau dispositif, des impulsions �a un seul photon et dans les fr�equences

optiques. Ces impulsions permettent un transfert de quantit�e de mouvement cons�equent, donnant

lieu �a une p�eriode de l�evitation du même ordre que dans le senseur pr�ec�edent. Surtout, elles ouvrent

la voie �a la r�ealisation d'une horloge optique avec notre dispositif.

C'est donc la condition de l�evitation qui contraint la dur�ee totale de l'interf�erom�etre �a la valeur

T := T0. Sous cette condition, la g�eom�etrie retenue pour l'interf�erom�etre (Figure 4.2) est alors

optimale du point de vue de l'aire interf�erom�etrique et de la sensibilit�e inertielle. En fait, cette

synchronisation de la s�equence d'impulsions optimise �egalement la sensibilit�e spectroscopique, comme

nous allons le voir au paragraphe suivant. Le transfert d'impulsion vertical re�cu par les atomes

sortant dans l'�etat interne fondamental conf�ere �a cet interf�erom�etre un rôle de miroir lorsque les

interf�erences sont constructives dans cet �etat. A ce titre, nous emploierons parfois le quali�catif de

\miroir interf�erom�etrique" pour d�esigner la s�equence des quatre impulsions lumineuses. Ce miroir
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sera quali��e de \r�esonnant" quand la quasi-totalit�e des atomes sort de l'interf�erom�etre dans l'�etat

fondamental et avec un transfert d'impulsion de ~ke1 � ~ke2.

4.1.2 Lien avec les interf�erom�etres de Ramsey.

Nous rappelons bri�evement le principe de la spectroscopie par interf�erom�etrie de Ramsey 1. Cette

analyse va nous permettre de juger de la pertinence du choix de l'interf�erom�etre pr�ec�edent en termes

de sensibilit�e fr�equentielle.

4.1.2.1 Principe de la spectroscopie de Ramsey.

a
a

b b

a

Pulsation de Rabi

Durée T’
Ω

0

t0 t0+τ t0+τ+T’t0+2τ+T’
Temps

2

π
2

π

Figure 4.3 { Interf�erom�etre de Ramsey.

Soit un atome �a deux niveaux a et b, initialement dans l'�etat fondamental a. Dans un interf�ero-

m�etre de Ramsey, repr�esent�e sur la Figure 4.3, cet atome est soumis �a deux impulsions lumineuses

�=2 s�epar�ees par une dur�ee temporelle T 0 2. A l'instant t = t0, le syst�eme est donc dans l'�etat quan-

tique j	i = jai. A l'issue de la premi�ere impulsion lumineuse - �a l'instant t = t0+� -, l'�etat quantique

des atomes est mis dans la superposition coh�erente :

j	i = 1p
2

�jai � ie�i�1 jbi� (4.3)

Nous avons not�e �1 la phase du champ �electromagn�etique �a l'instant t1 = t0+ � et suppos�e le champ

quasi-r�esonnant. L'�etat quantique se s�epare ainsi en deux bras qui vont se propager dans chaque �etat

1. Soulignons que ces syst�emes, invent�es par Norman Ramsey, ne prenaient pas en compte la quanti�cation du
mouvement externe des atomes, introduite par Christian Bord�e dans ces exp�eriences.

2. Avec les conventions pr�ec�edentes T 0 = T=2� 2�
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interne. Le bras correspondant �a l'�etat interne b va accumuler une phase �b = !b T durant la p�eriode

temporelle T 0. Lors de la seconde impulsion, la moiti�e de la composante fondamentale (associ�ee �a

l'�etat a) du spineur atomique est transf�er�ee dans l'�etat excit�e avec une phase �2 = �1+!T
0. Le retard

de phase du bras a par rapport au bras b (du fait de la moindre �energie de l'�etat interne a) est alors

corrig�e par l'accumulation de la phase laser entre les deux instants d'interaction �2��1 = !�T 0. Pour

une pulsation laser r�esonnante telle que ! = !0, les deux contributions s'�equilibrent exactement . Les

deux composantes transf�er�ees dans l'�etat b interf�erent alors constructivement 3. Pour un d�esaccord

� = ! � !0 tel que � � T 0 = �, nous nous trouvons dans la situation oppos�ee : les interf�erences sont

constructives dans l'�etat fondamental et destructives dans l'�etat excit�e. Un �ecart de fr�equence �!

se manifeste ainsi par un d�ephasage proportionnel �a la dur�ee T 0 s�eparant les impulsions lumineuses.

Ce d�ephasage est susceptible d'être d�etect�e par une mesure de population, ce qui permet de r�ealiser

un asservissement de la fr�equence du laser dont la pr�ecision �! est proportionnelle �a l'inverse de

1=T 0 4 5.

4.1.2.2 Analogie avec les interf�erom�etres atomiques pr�ec�edents.

Le principe de la spectroscopie de Ramsey est en fait enti�erement similaire �a celui sur lequel

reposaient les interf�erom�etres atomiques expos�es au chapitre pr�ec�edent. Dans ces syst�emes, l'�etat

quantique des atomes �etait mis dans une superposition coh�erente de deux �etats d'impulsion du type :

j i = 1p
2
(jpi+ jp+ ~kuzi) (4.4)

Les paquets d'ondes atomiques correspondants �evoluaient alors dans chaque bras en acqu�erant une

distance relative selon Oz grâce �a leur di��erence de quantit�e de mouvement. A�n d'obtenir des

franges d'interf�erences, il �etait n�ecessaire d'assurer le recouvrement des paquets d'onde atomiques en

sortie : l'ouverture spatiale de l'interf�erom�etre devait être inf�erieure �a la longueur de coh�erence de

ces paquets. La fermeture de l'interf�erom�etre �etait r�ealis�ee dans le gravim�etre en chute libre par une

2. Pour simpli�er nous n�egligeons pour l'instant les e�ets associ�es au mouvement externe. Lorsque celui-ci est pris
en compte, comme au paragraphe suivant, ce n'est plus le d�esaccord par rapport �a la fr�equence de la transition qui
intervient, mais le d�esaccord par rapport �a une fr�equence comportant un terme Doppler et un terme de recul.

3. Parall�element, lors de la seconde impulsion lumineuse, la moiti�e de la composante excit�ee du spineur est transf�er�ee
dans l'�etat fondamental avec un d�ephasage de �+!0T

0� (�2��1) par rapport �a la composante fondamentale initiale.
On v�eri�e que pour la pulsation r�esonnante ! = !0, ces composantes interf�erent destructivement : toute la population
atomique a �et�e transf�er�ee dans l'�etat excit�e.

4. Une situation typique est celle d'un asservissement \�a anc de frange" o�u le d�esaccord � entre la fr�equence du
laser ce celle de la transition atomique est maintenu �a une valeur telle que � � T 0 = �=2.

5. Notons que notre analyse simpli��ee suppose que la dur�ee de vie du niveau excit�e b est bien sup�erieure �a la
dur�ee T . Par ailleurs, la dur�ee de coh�erence du champ �electromagn�etique utilis�e doit être bien sup�erieure �a T , sinon les
uctuations al�eatoires induites dans la di��erence de phase �2��1 d�egraderaient le contraste des franges d'interf�erences.
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s�equence adapt�ee d'impulsions lumineuses de type �=2-�-�=2. Pour des nuages de grande longueur de

coh�erence, il est cependant possible d'obtenir des franges d'interf�erences avec une simple succession

de deux impulsions �=2 espac�ees d'un intervalle temporel T .

En consid�erant le quadri-vecteur impulsion P = (E;p), il est facile de voir que l'�evolution pr�ec�e-

dente d�ecrit parfaitement le dispositif de Ramsey, �a un changement de coordonn�ees pr�es. La super-

position quantique fait cette fois ci intervenir l'�energie de l'atome en lieu et place de son impulsion :

j i = 1p
2
(jEai+ jEa + ~!0i) (4.5)

L'axe selon lequel les paquets d'ondes se s�eparent est alors le temps propre � au lieu de l'altitude z.

Il est possible d'observer des interf�erences avec des interf�erom�etres de Ramsey ouverts si la dur�ee T

est telle que la s�eparation \temps propre" en sortie d'interf�erom�etre est inf�erieure �a la dur�ee de vie

des �etats internes consid�er�es.

4.1.2.3 Conclusion.

Notre syst�eme apparâ�t donc comme un interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey dont la dur�ee totale T

est d�etermin�ee par une condition de l�evitation T := T0. Les interactions lumi�ere-mati�ere sont plac�ees

de fa�con �a maximiser la sensibilit�e fr�equentielle : chaque couple d'impulsions �=2 est s�epar�e de la

dur�ee T0=2. Le transfert de quantit�e de mouvement est quasi-total quand les deux interf�erom�etres

de Ramsey impliqu�ee sont �a r�esonance, permettat �a l'interf�erom�etre de jouer pleinement son rôle de

miroir.

4.1.3 Succession d'interf�erom�etres.

En r�ep�etant p�eriodiquement la s�equence des quatres impulsions �=2 quasi-instantan�ees pr�ec�e-

dentes, comme expos�e sur la Figure 4.4, on r�ealise une succession d'interf�erom�etres de Bord�e-Ramsey

verticaux. Alternativement, on peut consid�erer que le champ atomique �evolue dans une s�equence de

double impulsions �=2 br�eves et associ�ees �a des vecteurs d'ondes oppos�es (�a l'exception de la premi�ere

et la derni�ere impulsion lumineuse de la s�equence).

Comparons ce syst�eme au senseur inertiel pr�ec�edent, qui reposait sur un �eclairage quasi-continu

des atomes. Le fait d'avoir des impulsions lumineuses quasi-instantan�ees resserre la continuit�e de dia-

grammes d'interaction possibles en limitant la variation des instants d'interactions �a des intervalles
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g

Figure 4.4 { Succession d'interf�erom�etres de Bord�e-Ramsey en l�evitation.

temporels tr�es �ns. En passant �a la limite, on peut envisager une discr�etisation de ces diagrammes.

Les diagrammes l�evitants font alors intervenir, pour chaque couple d'impulsions �=2 associ�es �a une

onde progressive de même sens, exactement une interaction. Un exemple d'un tel diagramme est

donn�e sur la Figure 4.5. Pour plus de clart�e, nous l'avons repr�esent�e dans le r�ef�erentiel acc�el�er�e en

chute libre : les trajectoires des atomes entre les impulsions correspondent alors �a des lignes droites.

Sous l'inuence de la gravit�e, ces chemins prennent la forme d'\arches" dans le r�ef�erentiel du labora-

toire. Aussi caract�erisons nous parfois le syst�eme pr�esent�e ici comme un interf�erom�etre\multi-arches",

terme faisant r�ef�erence �a la multiplicit�e des trajectoires emprunt�ees par les paquets d'ondes atomiques.

A l'issue du i-�eme miroir interf�erom�etrique, il y a en fait 4i \diagrammes l�evitants" associ�es

aux choix possibles des instants d'interaction lors de la s�equence d'impulsions. A chacun de ces dia-

grammes, on peut associer une trajectoire du paquet d'ondes atomique selon une succession d'\arches

l�evitantes". Si des conditions de r�esonance (d�e�nies au paragraphe suivant) sont v�eri��ees, la popu-

lation du nuage se concentre dans les \arches l�evitantes" (repr�esent�ees sur la Figure 4.6) par un

ph�enom�ene d'interf�erences constructives. Dans la partie suivante, nous analyserons quantitativement

la propagation d'un paquet d'ondes en tenant compte de la multiplicit�e des arches.

Dans le senseur atomique pr�ec�edent, il �etait n�ecessaire d'utiliser des impulsions lumineuses �a

front d'onde sph�erique refocalisant le nuage a�n de compenser l'e�et de lentille divergente des inter-

actions atomiques. Ceci vaut aussi pour les interf�erom�etres de Bord�e-Ramsey en l�evitation consid�er�es

dans notre syst�eme : en l'absence de con�nement transverse, les paquets d'ondes atomiques en su-

perposition coh�erente sortent du diam�etre des faisceaux lasers. Il est donc n�ecessaire d'employer des

impulsions lumineuses sph�eriques dans ces interf�erom�etres. Nous discuterons au chapitre 5, en champ

faible, la di�usion d'une onde atomique sur de telles impulsions lumineuses.
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Figure 4.5 { Un diagramme l�evitant possible avec des impulsions �=2 in�niment br�eves, repr�esent�e
dans le r�ef�erentiel en chute libre.

4.1.4 L�evitation r�esonnante.

Le dispositif interf�erom�etrique expos�e permet, comme le senseur du chapitre pr�ec�edent, de r�ealiser

la l�evitation du nuage atomique sous r�eserve qu'une double condition de r�esonance soit remplie. Le

premier volet de cette condition porte sur la dur�ee T de l'interf�erom�etre, il s'agit de la relation (4.2).

Cette relation assure que les atomes ayant subi des diagrammes d'interactions \l�evitants" ont une

acc�el�eration gravitationnelle �equilibr�ee, en moyenne, par la quantit�e de mouvement communiqu�ee

par les photons. Leur mouvement dans l'espace des impulsions est alors p�eriodique. Nous pr�ecisons

�a pr�esent le second volet de cette condition de r�esonance, qui porte sur la phase des impulsions

lumineuses. L'�etude est d'abord men�ee dans le r�ef�erentiel en chute libre, puis dans le r�ef�erentiel du

laboratoire.

4.1.4.1 Conditions de r�esonance dans le r�ef�erentiel en chute libre.

Il convient de d�e�nir pr�ecis�ement ce r�ef�erentiel que nous noterons R0. Ses coordonn�ees s'expriment

en fonction de celles du r�eferentiel du laboratoire R selon :8>>><>>>:
x0 = x; ;

y0 = y ;

z0 = z +
1

2
g (t� tm 1)

2 ;

(4.6)
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Figure 4.6 { Trajectoires �a ondes multiples dans un interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey �evoluant dans
le champ de pesanteur. Les chemins en pointill�es correspondent �a des diagramme \non-l�evitants" qui
peuvent être interpr�et�es comme des voies de sortie de la zone de l�evitation.
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Dans le r�ef�erentiel en chute libre, les interf�erences peuvent être appr�ehend�ees par la m�ethode de

Ramsey, expos�ee pr�ec�edemment. Pla�cons nous dans ce r�ef�erentiel, et examinons l'action des deux

premi�eres impulsions lumineuses �=2, s�epar�ees de la dur�ee T=2, sur un nuage atomique dans l'�etat

fondamental et d'impulsion d�e�nie p0. Le mouvement externe se traduit alors simplement par une

modi�cation des �energies associ�es aux deux bras de l'interf�erom�etre 6. En e�et, leur di��erence de

phase n'est plus �' = (Eb � Ea)=~� T=2 comme dans l'interf�erom�etre de Ramsey pr�ec�edent, mais

devient �' = !01 � T=2 avec :

!01 = f1(p0) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1)
2

2m
� Ea � p20

2m

�
(4.7)

Si la fr�equence ! des impulsions lumineuses dans le r�ef�erentiel en chute libre satisfait ! := !01, les

interf�erences sont constructives dans l'�etat excit�e : la s�equence d'impulsions est alors �equivalente �a

une impulsion �. Comme l'avait soulign�e Christian Bord�e [64], le mouvement externe des atomes se

manifeste donc par un simple d�eplacement de la fr�equence r�esonnante !ab ! !01 = f1(p0) qui d�epend

d�esormais de l'impulsion centrale du nuage. De même, si les deux impulsions �=2 suivantes ont une

fr�equence dans le r�ef�erentiel en chute libre v�eri�ant ! := !03 :

!03 = f2(p0 + ~ke1) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1)
2

2m
� Ea � (p0 + ~ke1 � ~ke2)2

2m

�
(4.8)

alors leur e�et sur les degr�es de libert�e internes des atomes est celui d'une rotation �. Si ces deux

conditions sont v�eri��ees par les fr�equences, tous les atomes du nuage se trouvent dans l'�etat fonda-

mental et ont re�cu un transfert d'impulsion de ~ke1 � ~ke2 en sortie de l'interf�erom�etre de la Figure

4.2. Celui-ci joue alors pleinement le rôle de miroir lumineux qui �etait d�evolu �a la double impulsion

Raman � du syst�eme pr�ec�edent.

4.1.4.2 Conditions de r�esonance dans le r�ef�erentiel du laboratoire.

Examinons �a pr�esent comment se traduisent les conditions pr�ec�edentes dans le r�ef�erentiel du

laboratoire. L'obtention d'une phase �evoluant lin�eairement dans le r�ef�erentiel en chute libre n�ecessite

l'application d'une rampe de fr�equence dans le r�ef�erentiel du laboratoire 7. Pour �etablir ceci, il su�t de

consid�erer le changement de coordonn�ees 4.6 dans la phase laser �(r0; t) = keiz
0�!t+'0

1;2 exprim�ees

6. Le paquet d'ondes correspondant est in�niment �n en impulsion, et a donc une longueur de coh�erence arbitrai-
rement grande, ce qui fait que l'ouverture de l'interf�erom�etre correspondant n'intervient pas.

7. Nous avons d�ej�a montr�e au chapitre 2 un r�esultat en fait �equivalent : une telle rampe est n�ecessaire pour maintenir
constante la valeur du param�etre de non-r�esonance y au cours de la chute libre.
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dans le r�ef�erentiel en chute libre. On obtient alors dans le r�ef�erentiel du laboratoire :

�(r; t) = keiz +
1

2
kei g t

2 � ! t + '0
1;2 (4.9)

Le terme quadratique joue un rôle essentiel dans les interf�erences observ�ees. La rampe de fr�equence

de pente r = keig, appliqu�ee pr�ec�edemment durant l'impulsion lumineuse, doit ici être appliqu�ee

entre deux impulsions �=2 br�eves associ�ees �a une même onde progressive. C'est bien l'accumulation

de phase entre les impulsions lumineuses qui est d�eterminante ici, et pas uniquement la fr�equence de

ces impulsions 8.

Nous supposons d�esormais, dans toute la suite de ce chapitre, qu'une rampe de fr�equence de pente
adapt�ee ri = keig est appliqu�ee entre chaque couple d'impulsions �=2 associ�ees �a une même onde
progressive. Les rampes de fr�equence d�emarrent en même temps que la premi�ere des impulsions �=2
de chaque interf�erom�etre de Ramsey composant le \miroir interf�erom�etrique". Dans chaque interf�e-
rom�etre de Ramsey, une seule des deux fr�equences associ�ees aux impulsions �=2 est ind�ependante,
l'autre �etant �x�ee par la pente de la rampe de fr�equence. Par convention nous choisissons de sp�eci�er
celle associ�ee �a la premi�ere impulsion �=2 de chaque onde progressive. La condition de r�esonance sur
les fr�equences s'�ecrit alors, dans le r�ef�erentiel du laboratoire :

!1 = f1(p0) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1)
2

2m
� Ea � p20

2m

�
(4.11)

!3 = f2(p0 + ~ke1 +mgT=2) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1 +mgT=2)2

2m
� Ea � (p0 + ~ke1 +mgT=2� ~ke2)

2

2m

�
(4.12)

Avec les conventions choisies pour d�e�nir le r�ef�erentiel R0, la premi�ere fr�equence est inchang�ee

!1 = !01. En revanche, la troisi�eme fr�equence r�esonnante est modi��ee par un terme Doppler !03 =

f2(p0 + ~ke1) ! !3 = f2(p0 + ~ke1 + mgT=2) lors du passage dans le r�ef�erentiel du laboratoire.

Si les deux conditions fr�equentielles sont r�ealis�ees, l'interf�erom�etre transmet la quasi-totalit�e du

nuage atomique dans l'�etat fondamental et avec une quantit�e de mouvement suppl�ementaire de

�p = ~ke1 � ~ke2 +mgT .

8. Dans la limite d'impulsions lumineuses quasi-instantan�ees, la phase laser intervient de fa�con discr�ete, uniquement
lors des deux instants associ�es aux impulsions. Dans cette limite, il su�t que la di��erence de phase laser entre les
instants t1 et t2 correspondant aux deux impulsions �=2 v�eri�e :

�2(r; t2)� �1(r; t1) =
1

2
kei g (t2 � t1)

2 � !(t2 � t1) (4.10)

Il est alors possible le pro�l temporel de phase souhait�e grâce �a un saut de fr�equence e�ectu�e exactement �a l'instant
milieu de la p�eriode s�eparant les deux impulsions �=2. Cependant, d�es lors que les impulsions lumineuses ont une dur�ee
�nie, il est n�ecessaire d'op�erer une rampe de fr�equence.
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Comme dans le senseur pr�ec�edent, l'obtention d'une succession de r�eexions totales de l'�echantillon

avec des fr�equences �xes pour les impulsions lumineuses n�ecessite de maintenir la p�eriodicit�e du

mouvement impulsionnel du nuage atomique. Cette condition, qui s'�ecrit �p = 0, �equivaut �a la

condition de l�evitation (4.2). Comme dans les chapitres pr�ec�edents, la l�evitation du nuage est alors

soumise �a une double condition de r�esonance sur laquelle repose notre mesure duale \fr�equence-

acc�el�eration". Nous rassemblons ici l'ensemble de ces conditions :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

T := T0 =
~(ke1 � ke2)

m g

!1 = !01(p0) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1)
2

2m
� Ea � p20

2m

�
Application d'une rampe de fr�equence de pente r1 =

1
2 ke1 g entre les deux premi�eres impulsions �=2.

!3 = f2(p0 + ~ke1 +mgT=2) =
1

~

�
Eb +

(p0 + ~ke1 +mgT=2)2

2m
� Ea � (p0 + ~ke1 +mgT=2� ~ke2)

2

2m

�
Application d'une rampe de fr�equence de pente r2 =

1
2 ke2 g entre les deux derni�eres impulsions �=2.

(4.13)

Les rampes de fr�equence d�emarrent respectivement �a l'instant initial de la premi�ere et de la troisi�eme

impulsion �=2.

4.1.4.3 Ecart �a la r�esonance.

La discussion sur l'e�et d'un �ecart �a la r�esonance dans ce dispositif est essentiellement identique

�a celle men�ee au Chapitre 2. Rappelons que l'on suppose en permanence que les pentes des rampes

de fr�equence (e�ectives ou discr�etes) sont convenablement ajust�ees suivant ri =
1
2
ke i g.

Un �ecart de la dur�ee T par rapport �a la valeur r�esonnante T0 donne lieu �a un d�efaut de p�eriodicit�e

du mouvement impulsionnel de l'�echantillon : les atomes r�e�echis sont acc�el�er�es vers le haut ou vers

la bas. L'accumulation de cette acc�el�eration au cours des rebonds conduit �a une d�erive Doppler et

�a une violation de plus en plus agrante des conditions de r�esonance de Ramsey. Aussi ce disposi-

tif permet-il de d�eterminer la p�eriode T0, avec le même processus de mesure que celui du chapitre

pr�ec�edent : on e�ectue une mesure de population �nale apr�es un certain nombre d'interf�erom�etres,

et pour di��erentes valeurs de la p�eriode T . Lorsque celle-ci est �egale �a sa valeur r�esonnante T0, on

s'attend �a observer un pic du nombre d'atomes maintenus en l�evitation.

Un �ecart de fr�equence par rapport �a la fr�equence r�esonnante !1;3 := !0
1;3+�!

9 induit �egalement un

9. Cet �ecart est report�e sur les deuxi�eme et quatri�eme fr�equence du fait de la rampe de fr�equence suppos�ee constam-
ment ajust�ee.
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transfert de population imparfait dans l'interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey. Une partie des atomes du

nuage ne re�coit alors plus la quantit�e de mouvement n�ecessaire �a la l�evitation. L�a encore, en sondant

la population du nuage apr�es un certain nombre de cycles, on s'attend �a trouver une r�esonance pour

la fr�equence ad�equate (qui n'est pas exactement la fr�equence de la transition atomique !ab du fait du

terme de recul). Aussi est-il possible d'utiliser le syst�eme expos�e pour r�ealiser une source de fr�equence.

La di��erence essentielle, par rapport �a la discussion du chapitre 2, consiste en l'interpr�etation des

fuites : les pertes sont ici de nature interf�erentielles, elles proviennent du peuplement de chemins-non

l�evitants qui sont �a r�esonance d�epeupl�es par des interf�erences desctructives. Nous allons explorer

cet aspect de fa�con quantitative dans les paragraphes suivants. Il est remarquable que la p�eriode T

intervienne �a un double niveau. D'une part elle �xe la g�eom�etrie des trajectoires atomiques centrales

dans l'interf�erom�etre. D'autre part elle d�etermine le peuplement des trajectoires correspondante en

intervenant dans la phase des interf�erences. D'un point de vue thermodynamique, on pourrait dire

qu'une modi�cation de la p�eriode T constitue �a la fois un apport de travail (modi�cation de la

structure des niveaux, ou ici de la forme des trajectoires) et un apport de chaleur (modi�cation du

peuplement par interferences) 10.

4.1.5 Repr�esentation �energie-impulsion.

Comme pour le senseur pr�ec�edent, il est instructif de donner une repr�esentation �energie-impulsion

du mouvement de l'�echantillon. Celui-ci est sensiblement plus complexe que dans le senseur pr�ec�e-

dent, puisque il est d�esormais n�ecessaire de consid�erer non plus un seul paquet mais bien plusieurs

paquets d'ondes en superposition. Nous supposons ici que les conditions de r�esonance pr�ec�edentes

(4.13) sont v�eri��ees, et nous ignorons l'e�et d'att�enuation des interf�erences li�e �a la s�eparation spa-

tiale des paquets. L'�evolution est d�ecrite par les quatres graphes (a),(b),(c),(d) de la Figure 4.7 ,

correspondant �a chaque impulsion �=2. Les �etoiles repr�esentent les paquets d'ondes en superposition

coh�erente, les �eches pleines les impulsions lumineuses �=2, et les �eches pointill�ees les trajectoires

des paquets. Comme pr�ec�edemment, les courbes �energie-impulsion sont des paraboles param�etr�ees

par l'altitude centrale et par l'�etat interne consid�er�es. La conservation de l'�energie totale implique �a

nouveau que les points repr�esentatifs des paquets d'ondes en chute libre �evoluent selon une trajectoire

horizontale.

10. Toutefois, cette approche est �a nuancer car des superpositions quantiques coh�erentes sont en jeu ici qui �echappent
�a la description d'un syst�eme �a l'�equilibre thermodynamique faisant intervenir des matrices densit�es diagonales. En
fait,le syst�eme \atomes+photons" �etudi�e n'est pas du tout �a l'�equilibre thermodynamique (notamment du fait de la
pr�esence de rayonnement lumineux hors �equilibre et de l'hypoth�ese de d�epart sur le paquet d'ondes uniquement dans
l'�etat fondamental).
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A l'instant initial t = t0, le nuage atomique est au repos dans l'�etat fondamental. Ce paquet est

repr�esent�e par l'�etoile verte de la Figure 4.7. La premi�ere impulsion �=2 (�eches rouge) d�edouble le

nuage initial en deux paquets superpos�es, qui �evoluent selon des trajectoires s�epar�ees (Figure (a)).

Apr�es une premi�ere phase de chute libre de dur�ee T0=2, les deux paquets ont des altitudes di��erentes.

Sous l'e�et de la deuxi�eme impulsion �=2, le paquet d'ondes fondamental (�etoile verte transparente)

est transf�er�e dans l'�etat excit�e (Figure (b)). La troisi�eme impulsion �=2 d�edouble chacun des deux

paquets excit�es (Figure (c)). Apr�es la deuxi�eme phase de chute libre de même dur�ee T0=2, les deux

paquets dans l'�etat excit�e (�etoiles rouges transparentes) sont transf�er�es dans l'�etat fondamental par

la quatri�eme impulsion �=2 (Figure (d)).

La Figure 4.7 montre que le mouvement des paquets est con�n�e dans l'espace des impulsions

(mouvement horizontal �ni des points repr�esentatifs sur la �gure). Ce con�nement dans l'espace des

impulsions est obtenu par un ph�enom�ene d'interf�erences n�egatives qui ferment les voies de sortie.

Les interf�erences impliqu�ees dans cette extinction des voies de sortie sont des interf�erences multi-

ondes similaires �a celles d'une cavit�e de Fabry-Perot. Ces interf�erences conduisent �a un a�nement

de la distribution impulsionnelle de l'�echantillon. Par ailleurs, on notera un ph�enom�ene de di�usion

en altitude qui la localisation dans les impulsions verticales pr�ec�edente. Cette di�usion dans l'espace

vertical permet de maintenir la relation d'incertitude Heisenberg malgr�e la localisation impulsionnelle.

En�n, les Figures (a),(b),(c),(d) montrent la n�ecessit�e d'appliquer une rampe de fr�equence entre

les impulsions, puisque deux fr�equences di��erentes interviennent dans les transitions. Si la condition

de cyclicit�e T := T0 est v�eri��ee, ce sont les deux seules fr�equences qui interviennent dans toute la

s�equence.

4.1.6 Conclusion.

Nous avons expos�e un syst�eme exp�erimental reposant sur une succession d'interf�erom�etres ato-

miques de Bord�e-Ramsey en con�guration verticale. Cette proposition est directement inspir�ee de

l'analyse par diagrammes de Feynman du senseur pr�ec�edent. Dans la limite d'impulsions lumineuses

br�eves, elle en constitue la version discr�ete : la continuit�e de \diagrammes l�evitants" pr�ec�edent fait

place �a un r�eseau discret d'\arches l�evitantes". Une analyse �el�ementaire, analogue �a celle d'un inter-

f�erom�etre de Ramsey, montre que le peuplement de ces \arches l�evitantes" est soumis �a une double

condition de r�esonance (4.13) portant �a la fois sur la dur�ee totale de l'interf�erom�etre, sur la fr�equence

des impulsions lumineuses, et sur la pente d'une rampe de fr�equence entre deux impulsions �=2 suc-

cessives composant un interf�erom�etre de Ramsey.
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Figure 4.7 { Portrait du mouvement du nuage en coordonn�ees �energie-impulsion.
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Il est remarquable que, en pr�esence de ces conditions de r�esonance, l'impulsion du nuage oscille

entre deux valeurs bien d�etermin�ees. Le syst�eme pr�esent�e met en oeuvre un \pi�ege impulsionnel"

longitudinal, dans lequel le con�nement est obtenu en �eteignant les voies de sorties (arches non

l�evitantes) par un ph�enom�ene d'interf�erences destructives. Le con�nement transverse reste assur�e par

la courbure du front d'onde des impulsions lumineuses utilis�ees. Hors de la r�esonance, il est n�ecessaire

d'�elargir les chemins emprunt�es par le nuage atomique �a l'ensemble des diagrammes d'interaction et

non plus aux seuls diagrammes l�evitants. L'analyse qualitative de cette partie doit être compl�et�ee par

une analyse quantitative rigoureuse, prenant en compte le mouvement externe des paquets d'ondes

atomiques. C'est l'objet de la partie suivante.
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4.2 Analyse quantique compl�ete de l'interf�erom�etre multi-

ondes.

Nous donnons �a pr�esent une analyse quantique compl�ete de la succession d'interf�erom�etres ato-

miques en l�evitation d�ecrite dans la partie pr�ec�edente. En particulier, nous prenons en compte l'in-

trication entre les degr�es de libert�es internes et externes du nuage atomique qui apparâ�t au cours

du temps. Notre analyse repose sur la propagation des paquets d'ondes atomiques par la m�ethode

ABCD.

Nous commen�cons par appliquer la mod�elisation quantique aux atomes subissant une simple s�e-

quence de deux impulsions �=2 dessinant un interf�erom�etre de Ramsey. Nous analysons ensuite l'�evo-

lution du spineur atomique apr�es un cycle interf�erom�etrique complet. La structure du paquet d'ondes

atomiques en sortie pr�esente une forte analogie avec celle d'une onde lumineuse issue d'une cavit�e de

Fabry-Perot 11. Nous pr�esentons en�n les r�esultats de la simulation num�erique du syst�eme apr�es plu-

sieurs cycles interf�erom�etriques. Ces r�esultats, qui laissent augurer d'excellentes performances pour

le senseur, montrent que le nuage atomique reste con�n�e dans l'espace des impulsions lorsque les

conditions de r�esonance sont v�eri��ees, et que les franges centrales associ�ees aux �gures de r�esonance

s'a�nent nettement apr�es plusieurs cycles.

4.2.1 Propagation du champ atomique dans la s�erie d'impulsions lumi-

neuses.

La prise en compte du mouvement externe des atomes dans les interf�erom�etres en l�evitation

conduit �a consid�erer un champ spinoriel au lieu du simple syst�eme �a deux �etats pr�ec�edents :

 (r; t) =

 
b(r; t)

a(r; t)

!

A l'instant initial t = t0, nous supposons que tous les atomes du nuage sont au repos et dans

l'�etat fondamental. La propagation envisag�ee �etant lin�eaire, nous faisons appel �a la m�ethode usuelle

de la fonction g�en�erique gaussienne d�ecrite au chapitre 1. Aussi consid�erons-nous la composante

11. La structure du paquet d'ondes dans l'espace des impulsions, montrant pr�ecis�ement le ph�enom�ene d'interf�erences
multi-ondes observ�e, sera d�evelopp�ee dans une publication ult�erieure.
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fondamentale du spineur comme un paquet d'ondes gaussien param�etr�e par � :

 (r; t0) =

 
0

wp(r0; p0; X0; Y0; �)

!
(4.14)

Bien que l'utilisation d'ondes lumineuses sph�eriques soit indiqu�ee pour r�ealiser le con�nement trans-

verse du nuage atomique, a�n de simpli�er l'analyse du dispositif, nous ignorons pour l'instant dans

notre mod�elisation les e�ets de courbure du champ lumineux. Leur impact sur la fr�equence r�esonnante

associ�ee aux interf�erom�etres l�evitants fera l'objet d'une analyse perturbative (champ �electromagn�e-

tique faible) au chapitre 5. Nous consid�erons alors simplement les impulsions lumineuses comme des

ondes planes progressives :

E(x; y; z; t) =
1

2
E(t)ei(k(z�z0)�!(t�t0)+�0) + c:c

Ces impulsions sont suppos�ees quasi-instantan�ees, si bien que leur action sur les paquets d'ondes

atomiques est correctement d�ecrite par une matrice de di�usion instantan�ee 12.

Remarquons que le spineur atomique peut être d�ecompos�e �a tout instant selon une somme de

paquet d'ondes atomiques gaussiens :

 (r; t0) =

NbX
k=1

Ak

 
wp(r0k; p0k; Xk; Yk)

0

!
+

Na+NbX
k=Nb+1

Ak

 
0

wp(r0k; p0k; Xk; Yk)

!
(4.15)

Une telle structure est stable par propagation ABCD entre les impulsions lumineuses. Elle l'est

�egalement durant l'interaction avec le champ laser, puisque les impulsions lumineuses agissent sur les

paquets gaussiens par une simple matrice 2�2 num�erique d�ependant de leurs positions et impulsions
centrales (le transfert d'impulsion ~ke �etant sous-entendu). A cause de sa d�ependance vis �a vis

des positions et impulsions centrales, la matrice de di�usion a�ecte di��eremment chaque paquet

intervenant dans la somme (4.15). Cette d�ependance joue un rôle central dans la structuration de

l'onde atomique par la s�erie d'impulsions lumineuses. Lors de chaque impulsion, on calcule donc

le produit des vecteurs de la somme (4.15) par la matrice de di�usion pr�esent�ee pr�ec�edemment en

12. Ce qui n'�etait pas le cas des impulsions lumineuses longues du dispositif pr�ecedent : la mod�elisation adopt�ee au
chapitre 2 est en fait une approximation assez grossi�ere.
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(2.17) :

S(�; t; r0; p0) =

 
Mbb(�;p0) Mba(�;p0)e

i�(t;r0)eike�(r̂�r0)eifba(r̂)

Mab(�;p0)e
�i�(t;r0)e�ike�(r̂�r0)eifab(r̂) Maa(�;p0)

!

Ainsi, apr�es une impulsion lumineuse quasi-instantan�ee d'angle � = �=2, l'expression du spineur
devient :

 (r; t0) =

NbX
k=1

 
Mbb(

�
2 ; p0k) Mba(

�
2 ; p0k)e

i�(t;r0k)eike�(r̂�r0k)eifba(r̂)

Mab(
�
2 ; p0k)e

�i�(t;r0k)e�ike�(r̂�r0k)eifab(r̂) Maa(
�
2 ; p0k)

! 
Ak wpk

0

!

+

Na+NbX
k=Nb+1

 
Mbb(

�
2 ; p0k) Mba(

�
2 ; p0k)e

i�(t;r0k)eike�(r̂�r0k)eifba(r̂)

Mab(
�
2 ; p0k)e

�i�(t;r0k)e�ike�(r̂�r0k)eifab(r̂) Maa(
�
2 ; p0k)

! 
0

Ak wpk

!

Nous avons not�e wpk le k-�eme paquet d'ondes wp(r0k; p0k; Xk; Yk). Les facteurs de courbure fba et

fab re�etent un e�et de lentille des impulsions lumineuses. Le lien entre ces termes quadratiques et

la focalisation du nuage sera �etabli au chapitre 5. Les facteurs e�ike�(r̂�r0k) re�etent simplement le

transfert d'impulsion �p = �~keuz associ�e �a l'�emission ou �a l'absorption d'un photon.

La propagation des nuages atomiques dans la s�erie d'impulsions est �a la fois simple et complexe.

Elle est simple car l'�etat quantique du syst�eme peut être d�ecrit analytiquement �a tout instant au

moyen d'un nombre �ni de param�etres associ�e �a chaque paquet d'ondes : amplitude, phase, positions

et impulsions centrales (les matrices X et Y �etant identiques pour tous les paquets d'ondes) 13.

Elle est complexe du fait du grand nombre de param�etres �a prendre en compte : �a chaque impul-

sion �=2, le nombre de paquets gaussiens est doubl�e. Aussi faut-il tenir compte de N = 216 ' 64000

paquets d'ondes apr�es quatre interf�erom�etres de Bord�e-Ramsey successifs. Même si l'�evolution de

chaque paquet est simple et �equivalente �a celle de quelques param�etres, leur d�emultiplication expo-

nentielle constitue un obstacle �a la simulation num�erique de ce mod�ele au del�a de quelques cycles

interf�erom�etriques. La complexit�e algorithmique (exponentielle) de la simulation de la propagation

est r�ev�elatrice de la di�cult�e �a simuler l'�evolution d'un �etat quantique fortement intriqu�e : ici, le

nombre de termes en superposition coh�erente croit exponentiellement avec le temps 14.

13. Souligons par ailleurs que, �a la di��erence de la mod�elisation approximative du senseur pr�ec�edent par un unique
mode Gaussien, la description par une somme de paquets Gaussiens est cette fois-ci correcte.
14. Dans la nature, toutes les composantes de la superposition suivent en parall�ele une �evolution Hamiltonienne.

En revanche, lors d'une simulation avec un ordinateur classique, les param�etres de chaque paquet d'ondes doivent
être calcul�es de fa�con s�epar�ee : tous les param�etres r0k; p0k doivent être calcul�es s�epar�ement alors que la nature les
calcule tous simultan�ement par l'�evolution Hamiltonienne. La di�cult�e �eprouv�ee �a simuler num�eriquement l'�evolution
quantique de ce syst�eme est une illustration du parall�elisme naturel du calcul quantique, qui permet aux algorithmes
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4.2.2 Action de deux impulsions �=2 sur un nuage atomique en chute

libre.

Avant d'aborder la propagation des paquets d'ondes atomiques dans la s�equence d'interf�erom�etres,

il est instructif de commencer par appliquer la mod�elisation pr�ec�edente �a une simple succession de

deux impulsions �=2. Ce syst�eme (analogue �a un interf�erom�etre de Ramsey) est repr�esent�e sur la

Figure 4.8. Nous d�ecrivons d'abord l'�evolution du spineur dans le r�ef�erentiel en chute libre (ou de

fa�con �equivalente dans un espace sans gravit�e), puis dans le r�ef�erentiel du laboratoire. Nous �evaluons

ensuite l'inuence du mouvement des paquets d'ondes sur les voies de sortie de l'interf�erom�etre. Nous

a

2

π
+ħ k

|z1-z2|

∆z0

b

a

2

π
+ħ k

'
0
Tt +

0
t

Temps

Figure 4.8 { Repr�esentation de l'�evolution des coh�erences atomiques dans un interf�erom�etre de
Ramsey. Les paquets atomiques sont repr�esent�es

supposons les vecteurs p0 et k colin�eaires �a l'axe vertical Oz. Nous exprimerons souvent le paquet

d'ondes wp(r0; p0; X0; Y0; �) sous la forme
15 :

wp(r0; p0; X; Y; �) = eip0(z�z0) F (r � r0; X; Y )

quantiques de surpasser les algorithmes classiques dans la r�esolution de probl�emes mod�elisables par l'�evolution d'un
�etat quantique intriqu�e.
14. Le fait de prendre une impulsion initiale p0 ayant une composante horizontale ne changerait pas la discussion

mais alourdirait inutilement les notations. Dans ce même but d'all�eger les notation, nous d�esignons par r le vecteur r
tridimensionnel.
15. La d�ependance de la fonction F en � est implicite pour all�eger les notations.
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4.2.2.1 Evolution dans le r�ef�erentiel en chute libre.

La condition de conservation de l'�energie associ�ee aux impulsions s'�ecrit dans ce r�ef�erentiel :

~! = Eb +
(p0 + ~k)

2

2m
� Ea � p20

2m
(4.16)

Nous supposons cette condition v�eri��ee pour les deux impulsions lumineuses �=2, si bien que la

matrice de di�usion a une forme simple :

1p
2

 
1 �iei�(r0k;t)

�ie�i�(r0k;t) 1

!
(4.17)

Imm�ediatement apr�es la premiere impulsion, r�ealis�ee a t = t+0 , le nuage est d�ecrit par :

 (r; t+0 ) =
1p
2

 
�i ei�0F (r � r0; X0; Y0)e

i
~
(p0+~k)(z�z0)

F (r � r0; X0; Y0)e
i
~
p0(z�z0)

!

Les deux composantes du spineur atomique �evoluent ensuite librement durant une dur�ee T=2. Du

fait de leur di��erence d'impulsion centrale, celles-ci acqui�erent une s�eparation spatiale ainsi qu'une

phase relative li�ee au terme d'action. Ainsi le spineur s'exprime-t-il, �a l'instant t = t0 + T 0� :

 
�
r; t0 + T 0�

�
=

1p
2

 
�i ei�0e i

~
S1F (r � r1; X; Y )e i

~
p1(z�z1)

e
i
~
S2F (r � r2; X; Y )e i

~
p2(z�z2)

!

Les quantit�es de mouvement p1; p2 ainsi que les positions r1; r2 �a l'instant t = t0+T
0 sont simplement

celles d'une particule libre non-relativiste en r0 = (0; 0; z0) �a l'instant initial t = t0 et d'impulsions

respectives p1 = p0 + ~k et p2 = p0. Les matrices X et Y sont d�etermin�ees �a l'instant t = T0 + T 0,

�a partir des matrices initiales X0; Y0 et de la relation ABCD. Les facteurs S1 et S2 correspondent �a

l'action classique d'une particule libre de masse m, d'�energie interne Ei (o�u E1 = Eb; E2 = Ea) et de

quantit�e de mouvement pi :

S 0i = S 0(r0; pi; Ei; T
0) =

�
p2i
2m
� Ei

�
T 0 (4.18)

A l'issue de la seconde impulsion �=2, le spineur atomique est de la forme :

 
�
r; t0 + T 0+� = 1

2

 
�iei�0 e� i

~
p1z1e

i
~
S01F (r � r1; X; Y )e i

~
p1z � iei�2e� i

~
p1z2e

i
~
S02F (r � r2; X; Y )e i

~
p1z

e�
i
~
p2z2e

i
~
S02F (r � r2; X; Y )e i

~
p2z � ei(�0��1)e� i

~
p2z1e

i
~
S01F (r � r1; X; Y )e i

~
p2z

!
(4.19)
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Les phases �1 et �2 correspondent aux phases laser �evalu�ees aux positions respectives z1, z2 et �a

l'instant t = t0 + T 0.

Dans la limite o�u la s�eparation spatiale des paquets d'ondes atomiques peut être n�eglig�ee, les

deux impulsions �=2 r�esonnantes agissent comme une impulsion unique �. Autrement dit, si les

positions centrales convergent (z1 ! z2) ou si la longueur de coh�erence des paquets d'onde tend vers

l'in�ni (XY �1 ! 0), les interf�erences doivent être parfaitement constructives dans l'�etat excit�e et

parfaitement destructives dans l'�etat fondamental. Ceci est r�ealis�e si le spineur admet une expression

de la forme :

 
�
r; t0 + T 0+� = 1

2

 
ei�

0
b [F (r � r1; X; Y ) + F (r � r2; X; Y )]e i

~
p1z

ei�
0
a [F (r � r1; X; Y )� F (r � r2; X; Y )]e i

~
p2z

!
(4.20)

Cette �ecriture implique la relation suivante entre les phases de l'expression (4.19) :(
S2 � S1 � p1(z2 � z1) = ~(�0 � �2)
S2 � S1 � p2(z2 � z1) = ~(�0 � �1)

(4.21)

Cette �egalit�e re�ete la compensation entre trois contributions intervenant dans la relation de phase :

{ La di��erence de phase d'action (S2 � S1)=~

{ Les di��erences de phase laser �i � �0.

{ La phase de s�eparation spatiale des centres des paquets d'ondes pi(z2 � z1)=~.

Cette annulation (autrement appel�ee\th�eor�eme des points milieux") admet une interpr�etation simple,

si l'on examine la structure de la propagation dans un espace �a 4 + 1 dimensions : la di��erence d'ac-

tion S2 � S1 peut s'interpr�eter comme un terme de s�eparation \temps propre" des paquets d'ondes

atomiques analogue au terme pi(z2 � z1). Le lecteur int�eress�e trouvera une d�emonstration d�etaill�ee

dans le cours de Christian Bord�e sur l'optique atomique �a 4 + 1 dimensions [41].

Nous allons v�eri�er simplement ici le jeu d'�equations (4.21). Nous v�eri�ons uniquement la premi�ere

�equation, la seconde �etant obtenue par un calcul similaire. En utilisant l'expression (4.18), on exprime
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les termes du membre de gauche comme :

S2 � S1 =

�
Eb � Ea � p0~k

m
� ~

2k2

2m

�
T 0

p1(z1 � z2) = (p0 + ~k)

�
~k

m

�
T 0

La s�eparation des centres des paquets d'ondes �elimine bien la contribution Doppler p0~kT 0

m
du terme

d'action. En utilisant la condition de r�esonance de Bragg (4.16) ainsi que la relation z2�z0 = p0
m
�T 0,

on obtient pour la di��erence des phases laser :

~(�2 � �0) = ~k(z2 � z0) � ~!T 0 =
�
Eb � Ea +

~
2k2

2m

�
T 0

Ceci permet d'�etablir la premi�ere relation du syst�eme (4.21), la seconde �etant obtenue par un calcul

similaire. Nous avons ainsi montr�e l'expression (4.20) du spineur atomique en sortie de l'interf�ero-

m�etre. La s�eparation spatiale des paquets d'ondes durant l'impulsion se traduit par des translations

di��erentes (selon z1 ou z2) en argument de la fonction F , et donc par un recouvrement imparfait des

paquets d'ondes atomiques. Comme nous allons le voir, ceci att�enue le contraste des interf�erences.

4.2.2.2 Evolution dans le r�ef�erentiel du laboratoire.

Il est instructif de v�eri�er le r�esultat pr�ec�edent en se pla�cant dans le r�ef�erentiel du laboratoire.

Nous supposons comme auparavant que les deux impulsions �=2 successives sont r�esonnantes, et

nous introduisons un d�ephasage additionnel �� lors la seconde impulsion �=2 laiss�e comme pa-

ram�etre libre. Nous d�eterminerons sa valeur d'ajustement pour l'obtention d'un transfert total de

population 16.

Il su�t de reprendre l'expression (4.19) en tenant compte des modi�cations dans les phases de

l'action et des lasers. Dans le r�ef�erentiel du laboratoire les positions et impulsions centrales sont

donn�ees par : 8><>:
z1 = r0 +

(p0 + ~k)T
0

m
� 1

2
gT 02

z2 = r0 +
p0T

0

m
� 1

2
gT 02

(
p1 = p0 + ~k �mgT 0

p2 = p0 �mgT 0 (4.22)

L'action classique d'un mobile d'altitude et d'impulsion initiales (r0; p0), �evoluant dans un champ de

16. qui est en accord avec les conclusions de la partie pr�ec�edente quant au pro�l temporel de phase adapt�e �a la
spectroscopie de Ramsey en chute libre.
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gravit�e uniforme pendant un temps t et avec une �energie interne E, s'exprime :

S (r0; p0; E; t) =
1

3
m g t3 � p0g t2 +

�
p20
2m
�mgz0 � E

�
t (4.23)

Du fait de l'acc�el�eration des atomes entre les deux impulsions lumineuses, les fr�equences r�esonnantes

!1; !2 associ�ees aux deux impulsions lumineuses sont d�esormais di��erentes :

~!1 = Eb +
(p0 + ~k)

2

2m
� Ea � p20

2m

~!2 = Eb +
(p0 �mgT 0 + ~k)2

2m
� Ea � (p0 �mgT 0)2

2m
(4.24)

Les phases lasers de la premi�ere et seconde impulsion s'expriment respectivement �I(r; t) = !1(t �
t0) � k(z � z0) + �0 et �II(r; t) = !2(t � t0) � k(z � z0) + �� + �0. Le spineur atomique s'exprime

dans le r�ef�erentiel du laboratoire en rempla�cant dans (4.19) les actions S 01;2 et les phases laser �1;2
pr�ec�edentes par S1;2 et �II(z1;2; t0+ T 0). Il s'agit alors de v�eri�er le jeu de relations (4.21) pr�ec�edent.

Un calcul �el�ementaire montre que le membre de gauche s'�ecrit :

S2 � S1 + p1(z1 � z2) =
�
Eb +

~
2k2

2m
� Ea

�
T 0

Le terme faisant intervenir la di��erence de phase lasers :

~(�0 � �2) =

�
Eb +

~
2k2

2m
� Ea

�
T 0 � ~kg

2
T 02 � ~��

Les relations de phase (4.21) sont pr�eserv�ees si le d�ephasage additionnel v�eri�e :

�� = �kg
2
T 02 (4.25)

En utilisant les condition de conservation de l'�energie (4.24), on voit que le d�ephasage �� introduit

est le même que celui r�esultant d'un saut de fr�equence e�ectu�e �a l'instant milieu t = T 0=2 :

�II(z; t) = k(z � z0)� !2(t� t0) + ��+ �0 = k(z � z0)� [!2(t� T 0=2) + !1(T
0=2� t0)] + �0

Grâce �a ce d�ephasage additionnel ��, la phase laser imprim�ee sur l'onde atomique est la même que

celle accumul�ee par une rampe de fr�equence de pente r = �kg entre les impulsions lumineuses :

�II(z; t0 + T 0)� �I(z; t0 + T 0) = �
Z t0+T 0

t0

dt (!1 � kgt)
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Ce r�esultat est conforme �a l'analyse pr�ec�edente : avec un tel pro�l temporel, tout se passe comme si

la phase du champ �evoluait dans le r�ef�erentiel en chute libre avec une fr�equence constante.

4.2.2.3 Inuence du mouvement atomique externe sur le contraste des franges de Ram-

sey.

Consid�erons �a nouveau l'expression (4.20) donnant le spineur atomique en sortie de l'interf�e-

rom�etre de Ramsey. Contrairement �a une impulsion � parfaite, la s�equence des deux impulsions

�=2 donne lieu seulement �a un transfert de population partiel dans l'�etat excit�e. 17 Le contraste des

franges d'interf�erences est ainsi att�enu�e par la s�eparation des paquets. Selon une analyse dimension-

nelle �el�ementaire, il devrait d�ependre du rapport entre la distance de leurs centres sur leur longueur

de coh�erence (dans la direction de s�eparation).

Pla�cons nous �a pr�esent dans les conditions de r�esonance (4.13) �etablies dans la partie pr�ec�edente.

Comme repr�esent�e sur la Figure 4.7, nous avions alors conclu �a un mouvement p�eriodique du nuage

atomique dans l'espace des impulsions. La prise en compte des e�ets de s�eparation spatiale nuance

cependant cette analyse. En e�et, la fraction du nuage atomique non transf�er�ee dans l'�etat excit�e en

sortie de l'interf�erom�etre de Ramsey peut s'interpreter comme un terme de \fuite" de cette trajec-

toire p�eriodique. Les \fuites" ne re�etent pas ici une violation des conditions de r�esonance mais la

non-fermeture des trajectoires atomiques centrales dessinant l'interf�erom�etre de Ramsey. Les atomes

composant la population \fuyante" ne re�coivent pas le transfert de quantit�e de mouvement ad�equat

pour assurer leur l�evitation, et sortent graduellement de la zone de d�etection.

Nous nous proposons maintenant de quanti�er les pertes d'atomes correspondantes en prenant

l'exemple d'un mode gaussien fondamental. Bien que seule la direction Oz de s�eparation des paquets

d'onde joue un rôle d�eterminant, a�n d'en donner une description r�ealiste, nous adoptons un forma-

lisme tridimensionnel. On consid�ere comme �etat initial un mode fondamental gaussien saturant les

relations d'incertitude, et de matrices initiales :

X0 =

0B@ �x0 0 0

0 �y0 0

0 0 �z0

1CA Y0 =

0B@ i~=(m�x0) 0 0

0 i~=(m�y0) 0

0 0 i~=(m�z0)

1CA (4.26)

L'e�et des interactions atomiques est n�eglig�e ici, si bien que les matrices X; Y sont alors donn�ees �a

17. De fa�con analogue, en pr�esence d'un d�esaccord �! g�en�erant id�ealement des interf�erences de Ramsey totale-
ment destructives dans l'�etat excit�e (�! � T = �), on observe ici un r�esidu de population fondamentale associ�e au
recouvrement partiel des paquets d'ondes.
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l'instant t = T par l'�evolution libre :

X = X0 + Y0 � T Y = Y0 (4.27)

La probabilit�e de fuite pout correspond au carr�e de la norme de la composante inf�erieure du spineur

atomique :

pout =
1

4

Z
d3rjF (r � r1; X; Y )� F (r � r2; X; Y )j2 (4.28)

soit encore :

pout =
1

4

Z
d3r
�jF (r � r1; X; Y )j2 + jF (r � r2; X; Y )j2

� F (r � r1; X; Y )F �(r � r2; X; Y )� F �(r � r1; X; Y )F (r � r2; X; Y )]
(4.29)

Calculons le terme interf�erentiel I =
R
d3r F (r � r1; X; Y )F �(r � r2; X; Y ). Cette int�egrale triple se

factorise en trois int�egrales simples :

I =
��3=2

det(X)
��=x;y;z

Z
dr� exp

��P�(r� � a�)2� exp ��P �
� (r� � b�)2

�
(4.30)

L'int�egration sur les coordonn�ees � = x; y est triviale car dans ces int�egrales ax;y = bx;y. Cette
int�egration fait juste apparâ�tre un produit �1=2�x��1=2�y compensant les facteurs correspondants
�a ces coordonn�ees dans la constante de normalisation �3=2=jdetXj. L'int�egration sur l'altitude z
n'est gu�eres di�cile, elle peut-être men�ee �a l'aide de la relation suivante, appropri�ee pour d�ecrire les
interf�erences de paquets d'ondes gaussiens [37] :Z

dz exp
��P (z � a)2

�
exp

��P �(z � b)2
�
exp

�
i
M v

~
(z � a)

�
exp

�
�iM v0

~
(z � b)

�
=

p
�p

P + P �
exp

�
�iM (v0 b� v a)

~

�
exp [i K(a+ b)] exp

�
� PP �

P + P �
(a� b)2 � K2

P + P �
� 2K(a� b)ImP

P + P �

�
(4.31)

avec la quantit�eK =M(v�v0)=(2~). En appliquant ceci au terme interf�erentiel consid�er�e, on obtient :

I =
��3=2

j detXj(�
1=2�x)(�1=2�y)

p
�p

Pz + P �
z

exp

�
� PzP

�
z

Pz + P �
z

(az � bz)2
�

(4.32)

Dans l'int�egrale consid�er�ee az = z1; bz = z2. Par ailleurs, en utilisant l'expression des matrices X et

Y , on peut exprimer le facteur Pz en fonction de la longueur de coh�erence dans cette direction :

Pz =
1

2�z20 [1 + i~=(m�z20)T ]
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La quantit�e P + P � devient naturellement :

Pz + P �
z = 2RePz =

1

[�z20 + ~
2=m3�z20T

2]
=

1

�z2

Le facteur
q

�
Pz+P �

z
= �1=2�z �equilibre donc le terme correspondant dans la constante de normalisa-

tion �3=2= jdetXj. On obtient �nalement la probabilit�e de fuite :

pout =
1

2

"
1� exp

"
�
�
z1 � z2
2�z0

�2
##

(4.33)

Comme pr�evu, la probabilit�e de fuite �a r�esonance ne d�epend que du rapport entre la s�eparation

spatiale jz1 � z2j et la longueur de coh�erence �z0. Celle-ci est bien le param�etre d'�echelle pertinent :

c'est quand la demi-distance des centres devient de l'ordre de la longueur de coh�erence (c�ad que les

\boules" de la Figure 4.8 commencent �a ne plus se recouvrir) que les pertes �a r�esonance deviennent

signi�catives 18. La d�ecroissance exponentielle du contraste traduit la forme gaussienne des paquets.

La disparition de ces fuites dans la limite de grande longueur de coh�erence �z0 � jz1 � z2j montre
l'int�erêt d'utiliser des sources atomiques coh�erentes dans ce dispositif.

4.2.3 Propagation multi-arches.

Il est manifeste sur l'expression (4.16) que le nombre de paquets gaussiens se d�edouble �a chaque

impulsion lumineuse �=2. Leurs positions centrales �evoluent donc selon un r�eseau d'arches dont les

impulsions lumineuses constituent les n�uds. Comme les impulsions �=2 sont group�ees par paires

contrapropageantes (hormis la premi�ere et la derni�ere impulsion), chaque n�ud du r�eseau (repr�esent�e

sur la Figure 4.6) g�en�ere quatre nouvelles arches.

Dans ce r�eseau, les \arches l�evitantes" �evoqu�ees pr�ec�edemment (cf Fig. 4.4) deviennent vite mi-

noritaires. Toutefois, si les conditions de r�esonance sont satisfaites et si la longueur de coh�erence des

paquets est su�samment grande, les interf�erences sont constructives dans les arches l�evitantes et

destructives dans les autres arches. Les voies de sorties des \arches l�evitantes", ou encore du cycle

impulsionnel p�eriodique de la Figure 4.7, sont alors �eteintes par ces interf�erences destructives.

Imm�ediatement apr�es la m-�eme impulsion, le spineur atomique comporte donc 2(m�1) paquets

d'onde en superposition coh�erente dans chaque �etat. Chaque arche est index�ee par un couple d'entier

18. Dans la limite de faible coh�erence �z0 � jz1 � z2j, les deux �etats internes sont �equiprobables en sortie de
l'interf�erom�etre.
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(ei;mi) correspondant �a l'�etat interne et au nombre alg�ebrique de quanta d'impulsion re�cus par les

atomes de la part du champ laser. Le paquet d'ondes g�en�er�e �a partir de la trajectoire suivante :

{ Premi�ere arche suivie : paquet d'ondes dans l'�etat interne e1 et ayant re�cu au total la quantit�e

de mouvement m1~k du champ laser.

{ ...

{ m-�eme arche suivie : paquet d'ondes dans l'�etat interne em et ayant re�cu au total la quantit�e

de mouvement mm~k du champ laser.

sera d�esign�e par la fonction 19 :

�(e1m1e2m2:::emmm)(r; t) (4.34)

4.2.4 Analyse d'un cycle interf�erom�etrique.

Nous d�eterminons ici le spineur atomique apr�es un cycle interf�erom�etrique complet (repr�esent�e sur

la Figure 4.7) en l'explicitant par une expression formelle et en d�etaillant certaines caract�eristiques

des paquets d'ondes impliqu�es. En sortie d'un interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey vertical, ce spineur

comporte 8 paquets d'ondes dans chaque �etat interne regroup�es dans le tableau suivant :

19. La g�en�ealogie des paquets d'ondes n'est pas sans rappeler les structures d'arbres couramment utilis�ees en infor-
matique : les \feuilles" de cet arbre sont les paquets d'ondes pr�esent dans le spineur atomique �a l'instant t consid�er�e,
leurs ancêtres correspondent aux \branches". Comme en informatique, chaque paquet d'ondes peut alors être index�e
par sa g�en�ealogie, c'est �a dire en d�esignant les arches \m�eres" aboutissant �a ce paquet.
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Chemin p0i(T ) z0i(T ) Etat �nal

b1b1a2a2 2 ~k +�p 3vrT=2 + �z a

a0b1b1a2 2 ~k +�p vrT=2 + �z a

a0b1a2a2 2 ~k +�p vrT +�z a

b1b1b1a2 2 ~k +�p vrT +�z a

b1b1b1b1 ~k +�p vrT +�z b

a0b1b1b1 ~k +�p vrT=2 + �z b

b1b1a2b1 ~k +�p 3vrT=2 + �z b

a0b1a2b1 ~k +�p vrT=2 + �z b

a0a0a0a0 �p �z a

b1a0a0a0 �p vrT=2 + �z a

a0a0b-1a0 �p �vrT=2 + �z a

b1a0b-1a0 �p �z a

a0a0b-1b-1 �~k +�p �vrT=2 + �z b

a0a0a0b-1 �~k +�p �z b

b1a0b-1b-1 �~k +�p �z b

b1a0a0b-1 �~k +�p vrT=2 + �z b

z0i(T ) et p0i(T ) d�esignent les altitudes et quantit�e de mouvement centrales du paquet d'ondes ato-

mique consid�er�e �a la �n de l'interf�erom�etre. �z and �p d�esignent la contribution -identique pour

tous les paquets- des param�etres initiaux et de la chute libre �a la position et �a l'impulsion �nale :

�z = z0 � 1=2gT 2 et �p = p0 +mgT . vr est la vitesse de recul vr = ~k=m.

Le tableau 4.2.4 montre que l'onde atomique sortant dans l'un des �etats internes est la super-

position de deux groupes de paquets d'impulsion identique et de positions centrales p�eriodiquement

espac�ees. Cette onde atomique a donc la même structure qu'une onde lumineuse en sortie d'une

cavit�e optique de Fabry-Perot charg�ee avec deux ondes de directions di��erentes.

Dans une telle cavit�e optique, le nombre d'ondes r�e�echies interf�erant simultan�ement d�epend du

rapport entre la longueur de coh�erence et la longueur de la cavit�e. Dans la succession d'interf�ero-

m�etres l�evitants consid�er�ee ici, la dur�ee �ecoul�ee joue le rôle d�evolu habituellement au chemin optique.

Le nombre d'ondes de mati�ere interf�erant est alors limit�e cette fois-ci par le rapport T'=T0 entre

la dur�ee de coh�erence de la phase T' et la p�eriode optimale T0 du r�esonateur. Soulignons que ces

interf�erences sont �egalement limit�ees par la longueur de coh�erence verticale Lz, puisque le terme

d'interf�erence entre deux paquets d'ondes centr�es en r1 et r2 est att�enu�e par une int�egrale de recou-
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vrement
R
d3rF�(z � z1; t)F�(z � z2; t) 20.

Expression Analytique.

En utilisant la relation (4.16) d�ecrivant l'action d'une impulsion lumineuse, il est possible d'ob-

tenir une expression analytique formelle du spineur atomique apr�es un cycle interf�erom�etrique 21.

L'int�erêt principal d'obtenir une telle expression et de valider les simulations num�eriques expos�ees

ult�erieurement.

La propagation du spineur atomique au cours de la s�equence d'impulsions met simplement en jeu

une modi�cation des impulsions et positions centrales selon le tableau pr�ec�edent et une succession

de matrices 2� 2 de di�usion instantan�ee agissant sur chaque paquet d'ondes. Apr�es un cycle inter-

f�erom�etrique, le spineur atomique en sortie s'obtient en consid�erant la somme de tous les chemins

r�esum�es dans le tableau :

j	i =
X
Traj.

e1m1:::e4m4

S(�)
e4m4 ; e3m3

eiSe3 (z0+m1vrT=2�gT 2=8;m3vr�gT=2;T )S(�1)
e3m3 ; e2m2

S(+1)
e2m2 ; e1m1

eiSe1 (z0;m1vr;T )S
(+1)
e1m1 ; a0

� wp (z0 + (m1 +m3)vrT=2� 1=2gT 2 ; m4~k �mgT ; X ; Y ) j e4 i

Dans cette derni�ere �equation, nous avons not�e Se(r0;v0; T ) l'action classique acquise pendant la

dur�ee T d'un point mat�eriel de position et vitesses initiales r0, v0 et d'�energie interne Ee. Par

ailleurs, les matrices de di�usion S(+) et S(�) correspondent �a la matice 2x2 S(�=2; r0; p0) associ�ees

respectivement aux impulsions progressives vers le haut et vers le bas. Une v�eri�cation rapide montre

que les chemins (e1;m1):::(e4;m4) pris en compte dans la somme redonnent exactement les paquets

d'ondes du tableau pr�ec�edent.

20. De fa�con imag�ee, on obtient ainsi un \cube" spatio-temporel d�e�ni par le quadrivecteur de coh�erence
(T'; Lx; Ly; Lz) et d�elimitant les paquets interf�erant. Ici Lx et Ly n'interviennent pas puisque les centres des paquets
sont confondus selon les axes Ox et Oy.
21. Cette expression met en jeu un nombre raisonnable (16) de paquets d'ondes. En revanche, d�es le deuxi�eme cycle

interf�erom�etrique, 256 paquets gaussiens sont pr�esents, et il n'est plus possible d'en donner une expression formelle
sans recouvrir plusieurs pages de manuscrit. Nous ne d�etaillons pas ici ces expressions, car elles ne donnent pas un
�eclairage physique particulier.
21. Nous avons index�e les �el�ements des matrices de di�usion S� avec �a la fois l'�etat interne ei et l'entier mi associ�e

au nombre de quanta d'impulsion �echang�es. Ce dernier indice peut parâ�tre redondant, mais il rappelle que les �el�ements
de la matrice de di�usion d�ependent de la quantit�e de mouvement re�cue par les atomes. Cette convention est un peu
analogue a celle adoptee par Christian Bord�e dans [90] o�u les matrices de di�usion agissent sur un vecteur d'�etat en
repr�esentation (ei;mi).
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4.2.5 Evolution du spineur au cours de plusieurs cycles interf�erom�e-

triques.

4.2.5.1 Principe et param�etres de la simulation.

La simulation suit le principe de l'exp�erience expos�e pr�ec�edemment au paragraphe 4.1.4.3 : on

mesure la population atomique totale dans un niveau donn�e apr�es un nombre de cycles d�etermin�e, et

pour di��erentes valeurs d'un param�etre associ�e aux conditions de r�esonance de (4.13). En fonction-

nement d'horloge, on suppose que la p�eriode est ajust�ee pour satisfaire T := T0 selon la condition

(4.2) et on d�ecale les fr�equences d'interrogation selon !1;2;3;4 := !0
1;2;3;4+ �!

22. En fonctionnement de

gravim�etre, on suppose que les fr�equences (e�ectives dans le cas Raman) des impulsions sont �x�ees

pour satisfaire les conditions (4.11),(4.12) et on fait varier la p�eriode selon T := T0 + �T .

La d�emultiplication des paquets d'ondes atomiques, intervenant �a chaque impulsion lumineuse,

rend en pratique tr�es d�elicate sinon impossible l'obtention d'une expression alg�ebrique au del�a de

deux cycles hors des conditions de r�esonance 23. Il est, par contre, possible de simuler num�erique-

ment l'�evolution du spineur atomique pendant plusieurs cycles, c'est-�a-dire plusieurs interf�erom�etres

de Bord�e-Ramsey successifs. Nous avons e�ectu�e la simulation jusqu'�a quatre cycles, impliquant

N = 164 ' 64000 paquets d'ondes, ce qui consomme d�ej�a plusieurs heures de temps de calcul d'un

micro-ordinateur standard et en impl�ementation MATLAB 24. Soulignons une fois de plus que cette

di�cult�e, inh�erente �a la simulation classique de l'�evolution d'un �etat quantique fortement intriqu�e,

est bien sûr contourn�ee par une r�ealisation physique de l'exp�erience.

Nous nous pla�cons dans un r�egime de nuage dilu�e, qui permet de s'a�ranchir des interactions

atomiques. Cette hypoth�ese, qui simpli�e consid�erablement le traitement, est justi��ee sur le plan

pratique par la typologie des nuages atomiques utilis�es dans les exp�eriences m�etrologiques (quelques

centaines d'atomes dans certaines horloges) 25. Cette hypoth�ese nous permet de supposer par ailleurs

une courbure quasi-nulle dans les miroirs lumineux, si bien que l'on prend fab = fba = 0 dans la

22. le d�ecalage de toutes les fr�equences d'une même quantit�e est bien compatible avec le maintien de la condition
sur la pente de fr�equence
23. Lorsque les conditions de r�esonance sont v�eri��ees, une expression exacte peut être obtenue, qui sera d�etaill�ee

dans un publication ult�erieure.
24. Il est certainement possible de r�eduire ce temps en employant un langage de programmation plus appropri�e, en

am�eliorant les routines, et en faisant appel �a une architecture de calcul plus puissante. Malgr�e ces possibles am�eliora-
tions, la multiplication du nombre de paquets d'ondes par 16 �a chaque cycle suppl�ementaire rend di�cile l'obtention de
pr�edictions num�eriques au del�a de six cycles, �a moins d'avoir recours �a des approximations suppl�ementaires n�egligeant
les arches fortement non-r�esonnantes.
25. Elle l'est aussi sur le plan th�eorique, car nous concentrons ainsi l'�etude sur la structuration d'une onde atomique

dilu�ee par une s�erie discr�ete d'impulsions lumineuses. Ce probl�eme est int�eressant en soi, et nous d�egageons ainsi les
e�ets de structuration qui ne proviennent pas du terme non-lin�eaire d'interaction.
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matrice de di�usion 26. La simulation repose alors simplement sur l'�evolution des param�etres Ak (am-

plitude complexe multipliant le paquet d'ondes),r0k,p0k, car les param�etres Xk,Yk suivent simplement

l'�evolution libre. Notre simulation, qui prend en compte tous les paquets d'ondes - y compris ceux

issus d'arches \non-l�evitantes" - reproduit alors tr�es �d�element l'�evolution de l'�etat quantique dans

le syst�eme.

Nous avons consid�er�e un atome �ctif de transition su�samment �ne pour que l'�emission spon-

tan�ee et la d�ecoh�erence soient n�egligeables durant les quelques millisecondes de la simulation. Les

param�etres consid�er�es sont similaires �a ceux du gravim�etre pr�ec�edent 27. La pulsation de Rabi consi-

d�er�ee pour les impulsions lumineuses est de 
 = 104 Hz. La zone de d�etection est d�e�nie entre

zmin = � 300 �m et zmax = + 300 �m.

4.2.5.2 Interpr�etation des r�esultats.

Les Figures 4.9 et 4.10 montrent la population mesur�ee dans l'�etat fondamental apr�es 1; 2; 3; 4

cycles, lorsque l'on fait varier la p�eriode T et la fr�equence des impulsions lumineuses comme pr�ecis�e

ci-dessus. Ces �gures mettent en �evidence plusieurs �el�ements tr�es positifs du senseur propos�e.

Le premier constat important est que la frange centrale a une amplitude unit�e : lorsque les condi-

tions de r�esonance sont v�eri��ees, tous les atomes sont pr�eserv�es dans l'�etat fondamental �a l'issue

d'un nombre entier de cycles. Il est remarquable que, �a r�esonance, la d�emultiplication de ces voies

de sorties ne conduise pas �a des pertes d'atomes. Ceci con�rme l'extinction des voies de sortie du

cycle �energie-impulsion de la Figure 4.7 par le ph�enom�ene d'interf�erences destructives. Cela laisse

entrevoir un bon contraste pour les franges d'interf�erences.

Un autre point crucial est l'a�nement rapide de la frange centrale lorsque les atomes e�ectuent

plusieurs cycles �energie-impulsion. Cet a�nement peut être interpr�et�e comme r�esultant de la super-

position d'une multiplicit�e d'ondes coh�erentes, de fa�con analogue �a l'a�nement observ�e dans une

cavit�e optique de Fabry-Perot. La propagation des multiples paquet d'ondes, r�esultant de la contri-

bution de plusieurs cycles dans une même zone impulsionnelle, peut-être envisag�ee directement dans

l'espace des impulsions et non dans l'espace des positions 28.

26. Un d�eveloppement ult�erieur pourrait consister �a inclure des e�ets de courbure et d'interactions pour estimer
la capacit�e de focalisation de la s�erie discr�ete d'impulsions �=2. La stabilit�e �a long terme est n�eanmoins di�cile �a
�etablir avec cette simulation, qui est limit�ee �a quatre ou cinq cycles �a cause de la d�emultiplication des paquets �evoqu�ee
ci-dessus.
27. Le vecteur d'onde associ�e aux impulsions lumineuses �=2 est pris �egal au vecteur d'onde e�ectif Raman pr�ec�edent,

o�u l'impulsion Raman �etait accord�ee sur la transition jai = j5S1=2; F = 1i ! jbi = j5S1=2; F = 2i du 87Rb.
28. Une expression du paquet d'ondes impulsionnel, lorsque les conditions de r�esonance sont v�eri��ees, sera donn�ee
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L'a�nement observ�e sur la r�esonance en la p�eriode T conduit �egalement �a une am�elioration de la

d�etermination de l'acc�el�eration gravitationnelle 29. La structure du signal d'interf�erences observ�e est

particuli�erement int�eressante. En e�et, il semble que le signal observ�e apr�es n cycles serve d'enveloppe

au signal apr�es n + 1 cycles. Ceci peut se comprendre car les paquets d'ondes atomiques pr�esents

au n + 1 �eme cycle sont issus par d�edoublement des paquet d'onde du n �eme cycle et induisent un

ph�enom�ene de \battement". Ce battement se retrouve dans la structure fractale du signal observ�e 30.
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Figure 4.9 { Fraction de la population dans l'�etat interne fondamental apr�es respectivement 1,2,3,4
cycles en fonction de la dur�ee T (ms) et pour des fr�equences r�esonnantes.

dans une publication ult�erieure. Elle met clairement en �evidence le �ltrage impulsionnel r�ealis�e sur l'�echantillon au
cours des interf�erom�etres successifs.
29. On rappelle que cette d�etermination a lieu via la condition de r�esonance (4.2) et que la relation d'incertitude

associ�ee est �g=g = �T0=T0 + �vr=vr.
30. On peut se risquer �a y voir une signature de la structure multi-ondes du paquet impulsionnel. Cette approche

sera d�evelopp�ee dans des travaux ult�erieurs.
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Figure 4.10 { Fraction de la population dans l'�etat interne fondamental apr�es respectivement 1,2,3,4
cycles en fonction du d�ecalage en fr�equence �! (Hz) (identique pour les quatre fr�equences d'interro-
gation : !1;2;3;4 := !0

1;2;3;4 + �!).
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4.3 Conclusion.

En partant d'une analyse rigoureuse \champ faible" du senseur �a paquet d'ondes gaussien unique,

nous avons con�cu un nouveau dispositif mettant en jeu une succession d'interf�erom�etres de Bord�e-

Ramsey verticaux.

Le syst�eme pr�esent�e r�ealise un pi�egeage coh�erent de l'�echantillon atomique selon un mode particu-

lier : le con�nement vertical a lieu dans l'espace des impulsions, et le con�nement transverse est r�ealis�e

dans l'espace des positions par la sph�ericit�e du front d'onde des impulsions lumineuses utilis�ees. Ce

pi�egeage dans l'espace mixte rx�ry�pz par interf�erences multi-ondes est original �a notre connaissance.
On observe une di�usion de l'altitude du nuage, qui traduit le maintien de la relation d'incertitude

de Heisenberg malgr�e la localisation dans l'espace des impulsions 31. Le pi�egeage coh�erent est sensible

�a une double condition de r�esonance, qui conf�ere une sensibilit�e inertielle et fr�equentielle au dispositif.

Signalons en�n quelques perspectives de continuation de l'�etude pr�esent�ee dans ce chapitre. Il

serait bon d'�evaluer la robustesse du con�nement et de l'a�nement de la frange centrale �a une aug-

mentation de temp�erature du nuage suppos�e ici parfaitement condens�e. 32 Une seconde contribution

importante serait d'identi�er un atome compatible avec la r�ealisation d'une horloge optique par ce

dispositif. Un tel atome devrait bien sûr poss�eder une transition d'horloge dans les fr�equences op-

tiques, et être susceptible d'être refroidi au niveau exig�e par le fonctionnement du senseur multi-arches

pr�esent�e -a�nement des franges et contraste su�sant-. Ce dernier point n�ecessite bien sûr une �etude

des e�ets de temp�erature �nie sur le signal interf�erentiel obtenu.

31. En fait, ce pi�egeage impulsionnel vertical �etait �egalement r�ealis�e par le senseur �a \impulsion-miroir" pr�ec�edent.
Ce con�nement �etait apparent dans la fonction de �ltrage op�er�ee �a chaque cycle. Cependant, les aspects de di�usion
verticale avaient �et�e occult�es par notre analyse na��ve des impulsions lumineuses, qui ne prenait pas en compte les e�ets
de structuration du paquet d'ondes atomiques.
32. Cela nous permettrait par ailleurs d'envisager �eventuellement un fonctionnement �a l'aide d'un �echantillon

d'atomes non condens�e, ce qui assouplirait consid�erablement les conditions que doivent remplir les atomes candidats
�a ce dispositif.



C H A P I T R E 5

Di�usion d'une onde atomique sur un

champ �electromagn�etique gaussien.

Ce chapitre regroupe des d�eveloppements techniques li�es au calcul de diagrammes de Feynman

d'une onde atomique sur un champ �electromagn�etique gaussien. La lecture de ce chapitre, plus tech-

nique et di�cile d'acc�es que les autres, n'est pas requise pour la compr�ehension du reste du manuscrit.

Dans les deux syst�emes exp�erimentaux analys�es, nous avons consid�er�e l'emploi d'impulsions lu-

mineuses de front d'onde sph�erique pour obtenir un con�nement transverse du nuage. Le probl�eme

de la di�usion d'une onde atomique sur une onde �electromagn�etique gaussienne intervient donc de

fa�con centrale dans ces dispositifs. A ma connaissance, ce probl�eme qui a �et�e abord�e dans [91], n'a

pas �et�e r�esolu �a ce jour dans le cas g�en�eral. Nous en donnons ici un traitement d�etaill�e en champ

�electromagn�etique faible, su�sant pour tirer des conclusions qualitatives quant �a l'inuence de la

courbure du front d'onde dans les deux exp�eriences pr�ec�edentes. Nous �evaluons donc les diagrammes

de Feynmann impliquant un champ atomique et un champ �electromagn�etique externe gaussien. Le

diagramme �a un seul vertex d'interaction permet de rendre compte de la forme de l'onde atomique

di�us�ee en sortie d'une impulsion lumineuse gaussienne. En particulier, il met en �evidence le rôle de

lentille atomique, au sens de la d�e�nition donn�ee au Chapitre 2, jou�e par une \impulsion-miroir" de

pro�l transverse gaussien. Le calcul de diagrammes de Feynman �a deux vertex d'interaction permet

d'�evaluer le d�ecalage fr�equentiel associ�e �a la courbure du front d'onde dans un interf�erom�etre de

Bord�e-Ramsey vertical, �el�ement constitutif du senseur multi-arches pr�ec�edent.

5.1 El�ements utiles au calcul de diagrammes de Feynman

avec un champ �el�ectromagn�etique externe.

Nous pr�ecisons, dans cette partie, les conventions adopt�ees, ainsi que les �el�ements communs au

calcul de diagrammes de Feynman avec un champ externe de pro�l gaussien. A�n de faciliter la
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lecture des d�eveloppements qui vont suivre, nous pr�ecisons �a nouveau les notations utilis�ees :

H1(t) = H0 +Hext(r̂; p̂; t)

Hem(t) = Vba(r̂; t) jbihaj + h:c:

U1(t; tu) = T

�
exp

�
� i
~

Z t

tu

dt0 H1(t
0)
��

j	(t)i = U1(t; tu) je	(t)i (5.1)

Le ket je	(t)i d�esigne l'�etat quantique en repr�esentation interaction, tu �etant un instant d�e�ni par

convention. Nous obtenons ainsi la s�erie perturbative de Dyson :

je	(t)i = �1 + 1

i~

Z t

t0

dt1 eHem(t1) +
1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t2

t0

dt1 eHem(t2) eHem(t1) + :::

�
je	(t0)i (5.2)

.

Nous e�ectuons un choix de repr�esentation qui simpli�e les d�eveloppements suivants : l'instant tu est

�x�e �a l'instant initial t0, si bien que je	(t0)i = j	(t0)i. Au premier ordre, l'onde di�us�ee correspond

au terme d'ordre 1 de la s�erie pr�ec�edente :

je	(1)(t)i =
�
1

i~

Z t

t0

dt1 eHem(t1)

�
j	(t0)i (5.3)

5.1.1 Champ �electromagn�etique externe.

Commen�cons par expliciter le champ �el�ectromagn�etique consid�er�e. Le pro�l de ce champ peut

être exprim�e �a partir des fonctions de courbure U� introduites par Christian Bord�e [40] :

U�
0 (r) =

1

1� 2iz=b
exp

�
� 1

1� 2iz=b

x2 + y2

w2
0

�
(5.4)

Nous avons introduit le param�etre confocal b = kw2
0. Il est �egalement commode d'utiliser la fonction

Lorentzienne complexe L+ [92] :

L+(z) =
1

1� 2iz=(k0w2
0)

=
1q

1 + z2

4b2

exp
h
i arctan

� z
2b

�i
(5.5)

La phase d�ependant de cette expression est usuellement identi��ee en optique comme la phase de

Gouy. Le champ �electromagn�etique utilis�e d�epend du processus de di�usion envisag�e, impliquant

soit une simple absorption, soit un cycle d'absorption-�emission donnant lieu �a un changement d'�etat
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interne (processus Raman).

5.1.1.1 Di�usion par absorption simple.

Dans le cas d'un simple processus d'absorption, seule une onde progressive intervient, de la forme :

E1(x; y; z; t) =
1

2
U+
0 (r� rw)eik0(z�zw)E(t)e�i'1(t) + c:c (5.6)

5.1.1.2 Di�usion par processus Raman.

Nous envisageons ici une di�usion Raman : absorption d'un photon du champ E1 et �emission

d'un photon dans le champ E2. Les deux ondes contra-propageantes impliqu�ees s'�ecrivent :

E1(x; y; z; t) =
1
2
U+
0 (r� rw)eik0(z�zw)E(t)e�i'1(t) + c:c

E2(x; y; z; t) =
1
2
U�
0 (r� rw)e�ik0(z�zw)E(t)e�i'2(t) + c:c

Nous avons consid�er�e que les vecteurs d'ondes associ�es �a E1 et E2 sont de même norme et de directions

oppos�ees k1;2 = �k0uz, ce qui est v�eri��e avec une excellente pr�ecision compte-tenu du d�esaccord

Raman !1 � !2 envisag�e (ajust�e pour que la di�usion soit r�esonnante). Par ailleurs, en utilisant les

termes respectifs U+
0 (r � rw) et U

�
0 (r � rw) pour d�ecrire les deux impulsions lumineuses contra-

propageantes, nous supposons que celles-ci ont des fronts d'onde identiques. Les phases '1 et '2 ont

un pro�l temporel quadratique associ�e �a des rampes de fr�equence de pentes r1;2 = k1;2g. Tout se

passe comme si on pouvait remplacer le champ �electromagn�etique total E = E1 + E2 par un champ

e�ectif proportionnel �a E1E
�
2 .

5.1.2 Expression du Hamiltonien �el�ectromagn�etique en repr�esentation

d'interaction.

Nous adoptons les conventions suivantes pour exprimer le Hamiltonien d'interaction :

Hem(t) = Vba(r̂; t) jbihaj + c:c:

Vba(r; t) = V (r)F (t)e�i'(t) (5.7)

La forme des fonctions intervenant dans le potentiel d�epend du type d'impulsion consid�er�e :

V (r) = �~
0U
+
0 (r� rw)e

ik0z; F (t) = F1(t); '(t) = '1(t) Imp. simple (5.8)

V (r) = �~
eU
+
0 (r� rw)U

��
0 (r� rw)e

i2k0(z�zw); F (t) = F1(t)F
�
2 (t) '(t) = '1(t)� '2(t); Imp. Raman (5.9)
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Grâce �a la relation U�
0 (r) = U+�

0 (r), on voit que la fonction de courbure associ�ee est de la forme

U+2
0 (r) dans le cas Raman. A�n de pr�eserver la versatilit�e de notre approche vis �a vis des deux

processus de di�usion envisag�es, nous utiliserons l'expression g�en�erale (5.7) du potentiel V . La phase

' est de la forme :

'(t) =

Z t

t0

dt
h
! + r(t� tr)

i
=

1

2
r (t1 � tr)2 + !(t� t0)

Les d�eveloppements suivants con�rmeront que la pente de la rampe ad�equate pour annuler l'e�et de

l'acc�el�eration gravitationnelle dans l'�evolution interne est bien r = ke � g.

En repr�esentation interaction, le potentiel �electromagn�etique s'exprime formellement par :

eHem = U�1
1 (t; t0) ( Vba(r̂; t) jbihaj + h:c:) U1(t; t0)

Il est possible d'int�egrer la transformation unitaire U1 �a l'int�erieur de l'argument du potentiel :

eHem(t) = V
�
U�1
ext(t; t0) r̂ Uext(t; t0) ; t

�

 jbihajei!ba(t�t0) + h:c:

Le Hamiltonien externe associ�e �a Uext �etant simplement quadratique, les �equations de Heisenberg cor-

respondantes pour les op�erateurs position et impulsion sont simples et r�esolues par une transformation

de typeABCD. Il est ainsi possible d'exprimer analytiquement l'op�erateur êr(t) = U�1
ext(t; t0)r̂Uext(t; t0)

au moyen des param�etres A;B et � :

êr(t) = A(t; t0)r̂+B(t; t0)p̂+ �(t; t0)

Cette transformation fait apparâ�tre un terme op�eratoriel de translation dans le potentiel :

eHem(t) = V
�
A(t; t0)r̂+B(t; t0)p̂+ �(t; t0) ; t

�

 jbihajei!ba(t�t0) + h:c:

5.1.3 Action d'un vertex d'interaction sur l'�etat quantique.

Avant d'aborder le calcul de diagrammes plus complexes, il est n�ecessaire de d�eterminer l'action

d'un vertex d'interaction intervenant �a l'instant t1 sur l'�etat quantique. Nous consid�erons sans perte

de g�en�eralit�e un terme du type :

eHem(t1)ja; e (r)i = h Vba � êr(t1) ; t1 � 
 jbihaj ei!ba(t1�t0) i ja; e (r)i
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A�n de s�eparer les deux op�erateurs positions et impulsions agissant simultan�ement, il est judicieux

de consid�erer la repr�esentation de Fourier du potentiel Vba. L'exponentielle de l'op�erateur êr(t) peut
en e�et être donn�ee grâce �a la formule de Baker-Hausdro� :

eik�
êr(t) = eik�[A1r̂+�1]eik�B1p̂e

1
2
[ ~A1k�r̂; ~B1k�p̂] = ei

~

2
~kA1

~B1keik�(A1r̂+�1)eip̂�
~B1k

Pour all�eger les �equations nous avons not�e A1 = A(t1; t0) et B1 = B(t1; t0). Finalement :

eHem(t1)ja; e (r)i = F (t1)e
�i'(t1)ei!ba(t1�t0)

Z
d3k

(2�)3=2
V (k)ei

~

2
~kA1

~B1keik�(A1r̂+�1)eip̂�
~B1k

Z
d3r0

(2�)3=2
 (r0)jb; r0i

Nous avons donc s�epar�e l'action des op�erateurs impulsion et position, et introduit la transform�ee

de Fourier V (k) du potentiel V . L'action du potentiel g�en�eral pourrait d�esormais être obtenue en

ins�erant des relations de fermeture entre les exponentielles correspondantes. Alternativement, on peut

remarquer que l'exponentielle de l'op�erateur impulsion p̂ agit par une simple translation :

eip̂�a=~jri = jr� ai

L'expression pr�ec�edente devient :

eHem(t1)ja; e (r)i = F (t1)e
�i'(t1)ei!ba(t1�t0)

Z
d3r0

(2�)3=2

Z
d3k

(2�)3=2
V (k)ei

~

2m
~kA1

~B1keik�(A1rop+�1) e (r0)jb; r0 � ~ ~B1ki

Il est possible, grâce �a deux approximations, de sortir la composante de recul de l'int�egrale :

1. Approximation de nuage dilu�e : on suppose que les interactions n'a�ectent pas les matrices

A1 et ~B1. Celles-ci sont donc simplement des homot�ethies, et le terme de recul est isotrope :
~

2m
~kAi

~Bik = f(jkj2). 1

2. Approximation d'onde lumineuse monochromatique : la potentiel d'interaction associ�e est concen-

tr�e sur une \coquille de masse" dans l'espace �a 2 + 1 dimensions (transverse+longitudinal)

V (k) = f(kx; ky)�(jkj2 � k2e)

1. Remarquons cependant que si les interactions sont plus fortes, l'e�et de lentille divergente qui leur est associ�ee
conduit �a une modi�cation e�ective des matrices ABCD susceptible de briser la sym�etrie sph�erique du terme de recul.
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Dans la limite de nuage dilu�e, et en pr�esence du Hamiltonien (2.15) �evoqu�e au chapitre 2, l'expression

des param�etres ABCD� est triviale :

A1 = 1 B1 =
t1 � t0
m

�1 =
1

2
g(t1 � t0)2

On obtient alors l'action du vertex d'interaction dans la repr�esentation d'interaction :

eHem(t1)ja; e (r)i = F (t1)e
�i'(t1)ei!ba(t1�t0)ei

~k2e
2m

(t1�t0)

�
Z

d3r0

(2�)3=2

Z
d3k

(2�)3=2
V (k)eik�(r

0�~k
m
(t1�t0)+�1) e (r0)jb; r0 � ~k

m
(t1 � t0)i

(5.10)

Il sera �egalement utile de connâ�tre l'action du vertex associ�e au terme conjugu�e eHy
em(t1). Soulignons

qu'il faut ici tenir compte de la non-commutation des observables 2 :

eHy
em(t1)jb; e (r)i = F �(t1)ei'(t1)e�i!ba(t1�t0)ei

~k2e
2m

(t1�t0)

�
Z

d3r0

(2�)3=2

Z
d3k

(2�)3=2
V �(k)e�ik�(r

0�~k
m
(t1�t0)+�1) e (r0)ja; r0 + ~k

m
(t1 � t0)i

(5.11)

Nous appelerons parfois les deux vertex d'interactions pr�ec�edents \vertex d'absorption" et \vertex

d'�emission".

2. qui se manifeste par le fait que la phase de recul ne change pas de signe contrairement �a ce qui se passerait si le
calcul impliquait des termes num�eriques !
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5.2 Diagramme �a un vertex : r�ealisation d'une lentille ato-

mique par une impulsion �el�ectromagn�etique gaussienne.

Plusieurs m�ethodes peuvent être envisag�ees pour r�ealiser des lentilles atomiques �a l'aide d'un

champ �electromagn�etique classique. Citons le proc�ed�e bien connu d'impression de phase [93] 3. En

fait, cette technique n'est pas adapt�ee pour le senseur envisag�e, car elle repose sur l'inhomog�en�eit�e

de l'intensit�e du champ et donc de la pulsation de Rabi, contradictoire avec le contrôle de l'angle

associ�e �a l'impulsion lumineuse. En e�et, avec une pulsation de Rabi inhomog�ene, ni les impulsions

�, ni la succession de deux impulsions �=2 ne donneront lieu �a un transfert de population quasi-total

�a r�esonance, ce qui est pourtant souhaitable pour indispensable la qualit�e du r�esonateur.

Nous �etudions ici la r�ealisation d'une lentille atomique par un processus de di�usion sur un

champ �electromagn�etique �a front d'onde sph�erique. Comme repr�esent�e sur la Figure 5.1, la foca-

lisation provient alors directement de la transmission de courbure du front d'onde. Il est possible

de traiter simultan�ement la di�usion d'une onde atomique sur une simple onde �electromagn�etique

gaussienne progressive, ou bien sur une onde e�ective Raman issue de deux ondes gaussiennes contra-

propageantes. Ces situations correspondent respectivement aux modes de fonctionnement envisag�es

pour le premier et le second senseur d�evelopp�es dans ce m�emoire. La d�etermination de l'onde ato-

mique r�esultante nous permet d'�evaluer la distance focale associ�ee au miroir lumineux. Celle-ci est en

fait contrôl�ee par la distance du centre du paquet d'ondes atomiques au col du faisceau laser gaussien.

Ces d�eveloppements, en partie publi�es dans la r�ef�erence [94], s'inspirent de calculs pr�esent�es dans [40].

Front d’onde atomique Front d’onde laser Front d’onde atomique
refocalisé

Figure 5.1 { Interaction entre une onde laser ph�erique et une onde de mati�ere sph�erique. La courbure
du front d'onde laser refocalise l'onde de mati�ere.

3. que nous avions par ailleurs expos�e dans [94]
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5.2.1 Lien entre fonctions de courbure et focalisation.

Nous commen�cons par �etablir le lien qui existe entre la pr�esence de fonctions de courbure fba dans

la matrice de di�usion (2.17) et la r�ealisation d'une lentille atomique 4.

Supposons en e�et que cette fonction soit quadratique en les coordonn�ees transverses :

fba(r; �) = � m

2~f

�
(x� x0)2 + (y � y0)2

�
(5.12)

Consid�erons l'action de la matrice de di�usion sur un paquet d'ondes gaussien dans l'�etat fondamen-

tal : 
Mbb(�;p0) Mba(�;p0)e

i�(t;r0)eike�(r̂�r0)eifba(r̂)

Mab(�;p0)e
�i�(t;r0)e�ike�(r̂�r0)eifab(r̂) Maa(�;p0)

!  
0

wp(r0;p0; X0; Y0)

!

Le paquet d'ondes wp(r0; p0; X0; Y0) d�esigne ici un paquet gaussien tel que d�e�ni dans l'�equation

(1.71) avec � = 0. Le paquet d'onde di�us�e dans l'�etat excit�e s'�ecrit alors :

b(r; t) =
Mab(�;p0)e

�i�(t;r0)pjdetX0j
exp

�
� im

2~f

�
(x� x0)2 + (y � y0)2

��
� exp [�ike � (r� r0)] exp

�
im

2~
(r� r0)Y0X�1

0 (r� r0) + i

~
p0 � (r� r0)

�
On peut reformuler cette expression en int�egrant les terme de phase quadratiques et lin�eaires en

position dans les param�etres de la gaussienne :

b(r; t) =Mab(�;p0)e
�i�(t;r0)

s����detX1

detX0

����� wp(r1;p1; X1; Y1)

o�u les param�etres r1; p1; X1; Y1 sont reli�es au valeurs initiales par les relations d'entr�ee-sortie : 
X1

Y1

!
=

 
1 0

� 1
f

1

! 
X0

Y0

!
p1 = p0 + ~ke (5.13)

Ces relations d'entr�ee-sortie sont caract�eristiques d'un miroir courb�e donnant lieu simultan�ement

�a un transfert d'impulsion et �a une focalisation. Le calcul que nous allons mener sur l'amplitude

di�us�ee permettra d'identi�er la distance focale f en fonction des param�etres du faisceau laser et

4. Rappelons que les \distances focales" fx;y;z associ�ees sont en fait des temps.
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de la fonction d'onde atomique. Nous retiendrons que la multiplication de la fonction d'onde par un

facteur de phase quadratique, du type exp [�i(�x(x� x0)2 + �y(y � y0)2 + �z(z � z0)2)], correspond
�a l'action d'une lentille mince d'axes principaux Ox; Oy; Oz et de distances focales :

f�=x;y;z =
m

2~��
(5.14)

5.2.2 Expression de l'onde atomique di�us�ee en repr�esentation interac-

tion.

Connaissant l'action d'un vertex (5.10), il est ais�e d'obtenir le terme de premier ordre (5.3) de la

s�erie de Dyson. Plus pr�ecis�ement, nous exprimons l'amplitude eb(r; t) = hb; rje	(1)(t)i :

eb(r; t) =
1

i~

Z t

t0

dt1 F (t1)e
�i'(t1)ei!ba(t1�t0)ei

~k2e
2m

(t1�t0)
Z

d3k

(2�)3=2
V (k)eik�(r+�1) 

�
r+

~k

m
(t1 � t0); t0

�
En introduisant la fonction d'onde initiale dans l'espace des impulsions, nous obtenons :

eb(r; t) = 1

i~

Z t

t0

dt1F (t1)e
�i'(t1)ei!ba(t1�t0)ei

~k2e
2m

(t1�t0)
Z

d3k

(2�)3=2
V (k)eik�(r+�1)

Z
d3p

(2�~)3=2
 (p; t0)e

i
~
p�(r+~k

m
(t1�t0))

Cette amplitude peut être calcul�ee en e�ectuant d'abord l'int�egration temporelle :

eb(r; t) = 1

i~

Z
d3kd3p

(2�)3=2(2�~)3=2
V (k) (p; t0)e

i
~
(p+~k)�r

�Z t

t0

dt1 F (t1)e
i
~k2e
2m

(t1�t0)eip�k(t1�t0)=mei!ba(t1�t0)eik��1e�i'(t1)
�

(5.15)

Nous nous pla�cons dans le cas o�u la fonction d'onde atomique se situe en dehors de la zone d'inter-

action �a l'instant initial t0 et �a l'instant �nal t. Cette hypoth�ese, pertinente dans le cadre d'un calcul

de di�usion, nous permet d'�etendre les bornes de la zone d'int�egration temporelle �a l'in�ni.

Il est opportun de rediscuter la d�ependance de la phase en t1. On constate que toutes les phases

pr�esentes dans l'int�egrale sur t1 ont une d�ependance temporelle lin�eaire ou quadratique. On retrouve

bien le terme li�e �a la fr�equence de la transition !ba, le terme de recul, le terme Doppler, le terme

quadratique k ��1 li�e l'acc�el�eration gravitationnelle. Dans l'amplitude (5.15), seules les composantes k
et pminimisant les variations de la phase totale en t1 vont donner lieu �a une contribution signi�cative.

En fait, la condition de r�esonance s'�ecrit comme une condition de phase stationnaire :

d

dt1

�
1

2
(k � g) (t1 � t0)2 +

�
~k2e
2m

+
p � k
m

+ !ba

�
(t1 � t0)� '(t1)

�
' 0
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Cette condition est plus ou moins relax�ee suivant la dur�ee � du cr�eneau temporel F (t) consid�er�e

pour l'impulsion lumineuse. Il est utile �a ce stade d'introduire la transform�ee de Fourier du cr�eneaueF (!) =
R

dtp
2�
F (t)e�i!t , dont nous noterons �! la largeur typique. En consid�erant l'expression

(5.10) de la phase ', on retrouve la n�ecessit�e d'employer une rampe de fr�equence de pente r = ke � g
pour compenser l'acc�el�eration de la gravit�e. Pour chaque couple (k,p), on peut d�e�nir la fr�equence

s�electionn�ee par l'int�egrale temporelle dans le spectre de F s�electionn�ee par l'int�egrale temporelle :

!B(k;p) = ! �
�
!ba +

k � p
m

+
~k2e
2m

+ k � g (tr � t0)
�

(5.16)

Si le cr�eneau temporel est long, seules les impulsions et vecteurs d'onde (k;p) tels que !B(k;p) ' 0

vont donner une contribution signi�cative. La d�ependance de !B(k;p) ' 0 en l'instant tr de d�emar-

rage de la rampe montre au passage que celui-ci d�etermine l'impulsion r�esonnante p. L'amplitude

di�us�ee s'exprime �nalement :

eb(r; t) =

p
2�

i~

Z
d3kd3p

(2�)3=2(2�~)3=2
V (k) eF (!B(k;p))  (p; t0) e

i
~
(p+~k)�r (5.17)

Cette expression montre clairement la structure du paquet d'ondes atomiques di�us�e en repr�esenta-

tion interaction. La d�ecomposition de la fonction d'onde sur l'espace des impulsions r�ev�ele un produit

de trois facteurs : la distribution d'impulsion de l'onde atomique initiale, la composante de Fourier

du potentiel d'interaction et une fonction de �ltre associ�ee �a la conservation de l'�energie.

5.2.3 Onde di�us�ee dans le r�ef�erentiel du laboratoire.

Pour obtenir l'amplitude b(r; t) = hb; rj	(1)(t)i, il su�t d'appliquer le propagateur d�e�ni au

chapitre 1 Kb(r; t; r
0; t0) = hb; rjUext(t; t

0)jb; r0i �a l'amplitude pr�ec�edente eb :
b(r; t) =

Z
d3r0

(2�)3=2
Kb(r; t; r

0; t0)eb(r0; t) (5.18)

En pr�esence d'un Hamiltonien ext�erieur quadratique, l'action du propagateur Kb sur une gaussienne

est simple : comme expos�e au chapitre 1, elle consiste simplement en une modi�cation des positions

et impulsions centrales du paquet selon la trajectoire classique, en une modi�cation des matrices X

et Y selon une relation lin�eaire ABCD et en l'ajout d'une phase d'action classique. Si la fonction

d'onde eb(r; t) �etait une gaussienne eb(r; t) ' wp(r � r0(t0);p0(t0); X(t0); Y (t0)) , on aurait donc une

�evolution du type :

b(r; t) ' wp(r� r0(t);p0(t); X(t); Y (t))eiS(t;t0)
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Bien que la fonction dans l'amplitude (5.17) ne soit pas une gaussienne, nous allons retrouver un

r�esultat tr�es similaire en explicitant l'int�egrale de propagation et en moyennant quelques approxima-

tions.

Etant donn�e que le paquet d'ondes eb(r; t) est explicitement d�ecompos�e dans l'espace des im-

pulsions, il est plus commode d'utiliser le propagateur mixte position-impulsion Kb(r; t;p
0; t0) =

hb; rjUext(t; t
0)jb;p0i pour d�eterminer l'amplitude b(r) dans le r�ef�erentiel du laboratoire. Ce propa-

gateur permet de faire �evoluer des ondes planes dans le champ de gravit�e uniforme. L'int�egrale de

propagation mixte s'�ecrit :

b(r; t) =

Z
d3p

(2�~)3=2
Kb(r; t;p

0; t0)eb(p0; t) avec eb(p+~k; t) = p2�
i~

Z
d3k

(2�)3=2
V (k) eF (!B(k;p)) (p; t0)

Il s'agit donc de calculer l'amplitude suivante :

b(r; t) =

p
2�

i~

Z
d3p

(2�~)3=2

�Z
d3k

(2�)3=2
Kb(r; t;p+ ~k; t0) V (k) eF (!B(k;p))

�
 (p; t0) (5.19)

Ce calcul est assez long et technique, et il a �et�e report�e en annexe H, dans lequel les approximation

relatives �a la dispersion de l'onde lumineuse et de l'onde atomique sont explicit�ees.

Dans le cas d'une di�usion atomique associ�ee �a un processus d'absorption simple (potentiel d'in-

teraction (5.8)), et moyennant des approximations quant aux corrections Doppler dispersives, �a la

correction du recul longitudinal et �a la largeur impulsionnelle du paquet d'ondes, l'amplitude di�us�ee

s'�ecrit 5 :

b(r; t) = 
0

p
2� U+

0

�
r� rw �

�
p0! + ~k0

m

�
(t� t0)� 1

2
g(t� t0)2

�
�
Z

d3p

(2�~)3=2
Kb(r; t;p+ ~k0; t0) eF (!B(ke;p))  (p; t0)

(5.20)

L'interpr�etation de cette expression est simple. L'amplitude di�us�ee est obtenue en propageant les

composantes impulsionelles de la fonction d'onde atomique apr�es multiplication par le �ltre impul-

sionnel associ�e aux impulsions lumineuses � et ajout de l'impulsion de recul p = ~k0. Le terme de

courbure U+
0 est tout simplement imprim�e, moyennant une approximation sur la largeur impulsion-

nelle du paquet d'ondes atomiques, et �evalu�e en la position donn�ee par le mouvement d'un point

mat�eriel �ctif de vitesse correspondant �a l'impulsion centrale du paquet d'ondes �ltr�e.

5. Nous avons utilis�e la fonction de courbure U+
0 d�e�ni en (5.4).
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Dans le cas d'une di�usion Raman (potentiel d'interaction (5.9)), le calcul est tr�es similaire. A

quelques erreurs pr�es, celui-ci �gure dans la r�ef�erence [94] jointe au manuscrit. On obtient alors le

r�esultat :

b(r; t) = 
0

p
2� L+

�
z � zw � p0! z

m
(t� t0) +

1

2
g(t� t0)

2

�
U+ 2
0

�
r� rw �

�
p0! + ~k0

m

�
(t� t0)� 1

2
g(t� t0)

2

�
�
Z

d3p

(2�~)3=2
Kb(r; t;p+ ~k0; t0) eF (!B(ke;p))  (p; t0)

(5.21)

5.2.4 Lentille atomique r�ealis�ee.

Nous d�eterminons maintenant la fonction de courbure fba associ�ee �a la di�usion en champ faible.

Cette fonction nous donne un indice qualitatif sur le terme de courbure pr�esent dans la matrice de

di�usion champ fort. Une pr�ediction quantitative impliquerait un traitement \champ fort" beaucoup

plus complexe.

Consid�erons d'abord la di�usion par simple absorption, et r�e�ecrivons la fonction de courbure U+

de l'amplitude (5.20) a�n de faire apparâ�tre explicitement le terme quadratique :

U+
0 (r) = exp

�
�k

2
0w

2
0 + i2k0z

k20w
4
0 + 4z2

(x2 + y2)

�
(5.22)

En consid�erant la translation dans les arguments de la fonction U+
0 selon r0w(t) = rw+

�
p0!+~k0

m

�
(t�

t0) +
1
2
g(t� t0)2 :

U+
0 (r� r0w(t)) = exp

�
�k

2
0w

2
0 + i2k0(z � z0w(t))

k20w
4
0 + 4(z � z0w(t))2

�
(x� xw)2 + (y � yw)2

��
(5.23)

La fonction de courbure s'exprime donc :

fba(r) =
2k0(z � z0w(t))

k20w
4
0 + 4(z � z0w(t))2

�
(x� xw)2 + (y � yw)2

�
(5.24)

Soulignons que de tels termes de courbure peuvent être g�en�er�es par d'autres proc�ed�es, comme celui

d'impression de phase impliquant les d�eplacements lumineux inhomog�enes. Cette expression re�ete

des termes crois�es en x; y; z qui ont une importance particuli�ere vis-�a-vis de notre syst�eme. D'une

part, elle con�rme que la quantit�e de mouvement verticale transmise d�epend de la position centrale du

paquet d'ondes atomique. En e�et, un d�eveloppement de premier ordre au voisinage de la position

atomique centrale x ' x0 + �x; y ' y0 + �y donne lieu �a un terme lin�eaire en z qui modi�e donc
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l'impulsion transmise par le champ. Cette modi�cation de l'impulsion transmise est neutralis�ee si

le faisceau laser est centr�e sur l'onde atomique xw = x0; yw = y0. Par ailleurs, le coe�cient du

terme quadratique d�epend de l'altitude z consid�er�ee, donc de l'altitude centrale du paquet d'ondes

atomique. La distance focale, qui est directement reli�ee �a ce coe�cient par l'expression (5.14), est

donc contrôl�ee par l'altitude des atomes relativement au col du faisceau laser :

f(z0; zw; t) =
�m
~

� k20w4
0 + 4(z0 � z0w(t))2
4k0(z0 � z0w(t))

z0w(t) = zw+

�
p0z + ~k0

m

�
(t�t0)� 1

2
g(t�t0)2 (5.25)

Dans le cas d'une di�usion Raman, qui correspond �a la situation du gravim�etre pr�esent�e dans ce

m�emoire, l'expression de l'amplitude est similaire �a quelques modi�cations pr�es : il y a un facteur

longitudinal L(z), la quantit�e de mouvement transmise est ~ke = 2~k0, et c'est le carr�e de la fonction

U+
0 qui intervient. Cette derni�ere modi�cation diminue simplement par deux la distance la focale :

fRam:(z0; zw; t) =
�m
~

� k20w4
0 + 4(z0 � z0w(t))2
2k0(z0 � z0w(t))

z0w(t) = zw +

�
p0z + 2~k0

m

�
(t� t0)� 1

2
g(t� t0)2

(5.26)

La fonction L(z) en pr�efacteur a�ecte seulement le pro�l longitudinal du faisceau, mais pas sa struc-

ture transverse. Celui-ci ne change donc pas la focalisation transverse, qui seule compte pour stabiliser

le nuage. Dans l'\impulsion-miroir" utilis�ee, les distances focales associ�ees �a chaque impulsion Raman

s'additionnent selon 6 :
1

fI:�M:
=

1

fRam:1
+

1

fRam:2
(5.27)

5.2.5 Changement de courbure entre les impulsions successives.

Les deux senseurs atomiques expos�es impliquent un cycle de l'�etat interne de l'atome a! b! a.

Dans le premier senseur, chaque transition est assur�ee par une impulsion lumineuse d'angle �. Dans le

second senseur, chaque transition est assur�ee par un couple de deux impulsions d'angle �=2 associ�ees

au même vecteur d'onde. A�n d'obtenir un transfert net de quantit�e de mouvement, nous avons vu

qu'il �etait n�ecessaire d'utiliser des ondes (e�ectives dans le cas Raman) de sens oppos�es pour chacune

des deux transitions a! b et b! a. De même, pour obtenir une focalisation de l'onde atomique, il

faut que les ondes impliqu�ees dans les deux transitions aient des courbures oppos�ees. En e�et, pour

le transfert de quantit�e de mouvement comme pour le transfert de courbure, ce changement de signe

compense la conjugaison complexe du champ classique intervenant lors de la deuxi�eme interaction.

6. Pour voir ceci il su�t d'�ecrire le pro�l de champ atomique � (voir Chapitre 2 Partie IV) apr�es la multiplication

par les deux �el�ements de matrices Sba(k) et Sba(�k) :�(r) � e�
im
~

�
1

f1
+ 1

f2

�
((x�x0)2+(y�y0)2) sinc2

�
�
2

p
1 + y(pn)2

�
.
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Nous avons vu que la fonction de courbure U+
0 donnait lieu �a une lentille convergente pour une

absorption de photon. Aussi supposons-nous que les deux premi�eres impulsions �=2 (ou la premi�ere

impulsion Raman � pour le premier senseur) associ�ees au passage a! b font intervenir une onde de

courbure U+
0 (dans le cas Raman onde e�ective de courbure U+2

0 ), tandis que les deux impulsions

�=2 suivantes (ou la seconde impulsion Raman � pour le premier senseur) associ�ees au passage b! a

font intervenir une onde de courbure U�
0 (dans le cas Raman onde e�ective de courbure U�2

0 ).

5.2.6 Conclusion.

Nous avons men�e un calcul de diagramme de Feynman �a un vertex d'interaction qui nous a

permis de d�eterminer l'onde atomique di�us�ee en champ faible, et dans le cadre de plusieurs ap-

proximations quant �a la dispersion du paquet d'ondes atomiques et du paquet d'ondes lumineux.

Le calcul correspondant est valable aussi bien pour un processus de di�usion Raman que pour un

processus d'absorption simple. Le pro�l de l'onde di�us�ee con�rme la possibilit�e de focaliser l'onde

atomique par une onde lumineuse gaussienne, et il donne une estimation qualitative de la distance

focale associ�ee �a la di�usion (expressions (5.25) et (5.26)). Il apparâ�t que cette focale d�epend du

temps et qu'elle est contrôl�ee par distance du centre du paquet d'ondes atomiques au col du faisceau

laser. Nous allons poursuivre cette approche\champ faible" en calculant des diagrammes de Feynman

d'ordre plus �elev�es.
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5.3 Calcul de diagrammes de Feynman �a deux vertex d'in-

teraction : inuence de la courbure du champ sur une

horloge atomique.

L'objet de cette partie est d'estimer l'impact de la courbure du champ lumineux sur les fr�equences

mesur�ees par le r�esonateur multi-arches. Cette estimation est obtenue en �evaluant les fr�equences me-

sur�ees apr�es un cycle interf�erom�etrique dans le cadre d'un traitement champ faible prenant en compte

le mouvement externe des atomes dans le champ �el�ectromagn�etique courb�e. Ce calcul s'inspire de

d�eveloppements de Christian Bord�e sur l'inuence du transit dans les lignes d'absorption [92]. La

di��erence essentielle est que le mouvement externe des atomes est ici trait�e de fa�con compl�etement

quantique alors qu'il �etait consid�er�e comme classique dans la r�ef�erence [92]. Ces calculs impliquent d�e-

sormais des diagrammes d'interaction �a deux vertex. La majeure partie a �et�e report�ee dans l'annexe I.

Nous consid�erons plus particuli�erement les \diagrammes l�evitants" associ�es au premier cycle in-

terf�erom�etrique, correspondant �a l'�echange d'un quantum de quantit�e de mouvement pour chaque

couple d'impulsions lumineuses �=2 copropageantes. Rappelons que dans la limite d'un grand nombre

de rebonds, ces diagrammes contribuent de fa�con pr�epond�erante �a la population atomique mesur�ee,

et qu'ils correspondent au r�eseau d'arches principales dessin�ees sur la Figure du chapitre pr�ec�edent.

L'hypoth�ese de champ faible nous permet de nous focaliser sur les diagrammes minimaux faisant

intervenir seulement deux vertex d'interaction durant le premier interf�erom�etres 7. Le premier vertex

est plac�e dans la premi�ere ou la deuxi�eme impulsion �=2, le second vertex dans la troisi�eme ou la

quatri�eme impulsion. On obtient ainsi quatre diagrammes possibles, et donc six termes crois�es don-

nant lieu �a des interf�erences.

C'est la d�ependance d'une mesure de population �nale Na vis �a vis des fr�equences des impulsions

lumineuses que nous cherchons �a obtenir ici, et non la forme de l'onde di�us�ee. Aussi est-il pos-

sible de mener enti�erement l'analyse des diagrammes de Feynman en repr�esentation interaction. Ceci

nous �epargne le calcul de l'int�egrale de propagation pr�ec�edente associ�ee �a la transformation unitaire

Uext(t; t0).

7. A ces diagrammes l�evitants minimaux on peut associer des boucles suppl�ementaires correspondant �a l'ajout de
cycles d'absorption-�emission durant une même impulsion lumineuses. Ignorer la pr�esence de ces diagrammes revient
�a ignorer une modi�cation d'indice due au champ �electromagn�etique et �a consid�erer la propagation des diagrammes
l�evitants minimaux avec le propagateur simple et non avec le propagateur renormalis�e. Cette approximation ne devrait
pas changer les conclusions qualitatives pr�esent�ees ici.
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5.3.1 Notations.

Commen�cons par pr�eciser le potentiel �electromagn�etique associ�e �a la s�erie d'impulsions lumineuses

dans lesquelles �evoluent les atomes. Nous consid�erons ici simplement un cycle interf�erom�etrique de

dur�ee totale T . Rappelons que les deux premi�eres impulsions �=2 ont un vecteur d'onde k1 = kz et

une courbure U+
0 , tandis que les deux impulsions suivantes ont un vecteur d'onde k1 = �kz et une

courbure U�
0 . Nous supposons que chaque impulsion lumineuse a une dur�ee � . De fa�con formelle, on

�ecrit le potentiel d'interaction sous la forme :

Hem(t) =
�
F1(t)V1(r)e

�i'1(t) + F2(t)V2(r)e
�i'2(t) � jbihaj + c:c: (5.28)

Les fonctions temporelles F1(t) et F2(t) sont d�e�nies �a partir de la fonction continue par morceaux

1[ti;tf ] �egale �a l'unit�e sur l'intervalle [ti; tf ] et nulle partout ailleurs :

F1(t) = 1[t0;t0+� ] + 1[t0+T0=2��;t0+T0=2]

F2(t) = 1[t0+T0=2;T0=2+� ] + 1[t0+T0��;t0+T0] (5.29)

Les potentiels V1(r) et V2(r) traduisent les pro�ls respectifs des deux premi�eres et des deux derni�eres

impulsions �=2 :

V1(r) = �~
0U
+
0 (r� rw)eik0z

V2(r) = �~
0U
�
0 (r� rw)e�ik0z (5.30)

Les fonctions donnant la d�ependance temporelle de la phase :

'1(t) = !1(t� t0) + 1

2
r1(t� t0)2

'2(t) = !2(t� t0) + 1

2
r2(t� (t0 + T0=2))

2 (5.31)

On s'attend �a ce que les valeurs des pentes r1 = �kg et r2 = kg conduisent bien �a une annulation

de la phase quadratique dans l'int�egrale. Cependant, nous verrons que ces pentes sont l�eg�erement

modi��ees par la courbure.
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5.3.2 Calcul du diagramme �a deux vertex en repr�esentation interaction.

La contribution du terme de second ordre �a la s�erie de Dyson s'�ecrit :

je	(2)(t)i = 1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t2

t0

dt1 eHem(t2) eHem(t1)j	(0)(t0)i

Tous les diagrammes intervenant dans cette double somme ne sont pas les\diagrammes l�evitants"que

nous cherchons �a �evaluer. Ceux-ci correspondent au choix de l'instant t1 dans l'intervalle [t0; t0+T0=2]

et de l'instant t2 dans [t0+T0=2; t0+T0]. Nous cherchons �a calculer la contribution des \diagrammes

l�evitants" apr�es un cycle, c'est-�a-dire �a l'instant tf = t0 + T0. Cette contribution s'�ecrit en repr�esen-

tation interaction :

je	(2)
lev:(tf )i =

1

(i~)2

Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)V

�
2

�êr(t2)� ei'2(t2)
�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)V1

�êr(t1)� e�i'1(t1) 
 (jaihaj) ei!ba[(t1�t0)�(t2�t0)]j	(0)(t0)i
(5.32)

Apr�es des calculs assez longs et techniques et des approximations d�evelopp�ees dans l'annexe I, on

aboutit �a l'amplitude suivante ea(2)lev:(r; tf ) = ha; rje	(2)
lev:(tf )i :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0)(p; t0)e

i
~
(p+2~k0z)�r

�
Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)e

i�2(t2)U��
0 (r+ s2(p))

Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
�i�1(t1)eiU+

0 (r+ s1(p))

(5.33)

avec :

�1(t1) = '1(t1) +
1

2
k0g(t1 � t0)2 �

�
~k20
2m

+ !ba +
pzk0
m

�
(t1 � t0)

�2(t2) = '2(t2)� 1

2
k0g(t2 � t0)2 +

�
~k20
2m
� !ba + (pz + ~k0)k0

m

�
(t2 � t0)

s1(p) =
p

m
(t1 � t0) + ~k0z

m
(t2 � t0) + 1

2
g(t1 � t0)2

s2(p) =
p

m
(t2 � t0) + 1

2
g(t2 � t0)2

V�eri�ons rapidement la coh�erence cette expression. Les deux conditions de stationnarit�e des phases

�1 et �2 par rapport �a t1 et t2 devraient redonner les conditions de conservation de l'�energie associ�ees

�a chaque interaction. On v�eri�e que c'est bien le cas. En oubliant, pour l'instant, la pr�esence des
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fonctions de courbure, on retrouve dans chaque condition de stationnarit�e la fr�equence de la transi-

tion !ba, le terme Doppler, le terme de recul et la d�eriv�ee de la phase laser '(t). De plus, on constate

que la pente de la rampe de fr�equence annulant la phase quadratique provenant de l'acc�el�eration

gravitationnelle est bien �egale �a r = k0g pour '1 et �a r = �k0g pour '2.

5.3.3 E�et de la courbure sur les fr�equences de r�esonance de l'interf�e-

rom�etre vertical.

Les fr�equences mesur�ees sont celles qui maximisent la population d'atomes en l�evitation not�ee

�lev =
���he	(2)

lev:(tf )je	(2)
lev:(tf )i

���2. On cherche ainsi les fr�equences !1 et !2 (intervenant respectivement

dans les phases laser '1 et '2) r�ealisant la condition :

d
���he	(2)

lev:(tf )je	(2)
lev:(tf )i

���2
d !1;2

= 0 (5.34)

Si les ondes �electromagn�etiques consid�er�ees �etaient des ondes planes, il su�rait d'�ecrire la condition

de stationarit�e des phases �1 et �2 de (5.34) par rapport �a t1 et t2. On retrouverait ainsi les conditions

de Bragg usuelles. Du fait de la pr�esence des fonctions U��
0 et U0+, cette condition de stationarit�e va

être modi��ee pour inclure un terme de courbure. Les calculs correspondants sont men�es dans l'annexe

I. Nous obtenons pour la population totale l�evitante une expression de la forme :

�lev =
1

(i~)4

Z
d2p?dpz
(2�~)3=2

Z
d3p0

(2�~)3=2
 (0)(p; t0) 

(0)�(p0; t0)
Z

dz

(2�)1=2

Z
dx

(2�)1=2

�
Z tf

t0+T0=2

dt02e
�i�c2(t02;x;p?)K 0

2(x; z; t
0
2)

Z t0+T0=2

t0

dt01e
i�c1(t

0
1;x;p?)K 0

1(x; z; t
0
1)

�
Z tf

t0+T0=2

dt2e
i�c2(t2;x;p?)K2(x; z; t1)

Z t0+T0=2

t0

dt1e
�i�c1(t1;x;p?)K1(x; z; t1)

�
Z

dy

(2�)1=2
e
�
�
L+

w2
0

+L+

w2
0

+L�

w2
0

+L�

w2
0

�
y2

ei(p�p
0)�r=~

Nous ne cherchons pas �a expliciter ici les fonctions r�eelles Ki(x; z). Ce qui est important, c'est que

les fonctions de phase �c
1 et �c

2 vis �a vis desquelles nous exprimons la stationnarit�e comportent �a
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pr�esent un terme de courbure associ�e �a la partie complexe de L� :

�c
1 =

�
!1 � !ab � ~k

2
0

2m
� k0pz

m
+
k0p?x
mR

�
(t1 � t0) +

�
1

2
r1 +

1

2
k0g +

k0p
2
?

2m2R

�
(t1 � t0)2

�c
2 =

�
!2 � r2T0

2
� !ab + ~k20

2m
+
k0(pz + ~k0)

m
� k0p?x

mR

�
(t2 � t0) +

�
1

2
r2 � 1

2
k0g � k0p

2
?

2m2R

�
(t2 � t0)2

(5.35)

Nous avons remplac�e les fonctions de phase '1 et '2 par leurs expressions en fonction de la pente et

de la fr�equence.

Nous pouvons extraire de cette expression des d�ecalages en fr�equence en consid�erant les conditions

de stationarit�e de la phase aux di��erents instants centraux des cr�eneaux F (t) : t0; t0 + T0=2; t0 +

T0. Cette valeur d�epend -sous l'int�egrale- de l'impulsion p? consid�er�ee, mais c'est le r�esultat apr�es

int�egration qui compte. Remarquons que le terme k1p?x=mR admet une moyenne nulle pour un

nuage centr�e ou de vitesse moyenne selon Oz. Le d�ecalage sur la fr�equence associ�e �a chaque type

de \diagramme l�evitant" d�epend alors des instants choisis pour les interactions 8. Consid�erons les

diagrammes tels que la premi�ere interaction ait lieu dans la premi�ere impulsion �=2 et la seconde dans

la quatri�eme. L'�evaluation de la stationnarit�e de �c
1 montre que la premi�ere fr�equence de r�esonance

n'est pas d�eplac�ee (hormis par le terme k1p?x=mR dont la moyenne est nulle. En revanche, la seconde

condition de stationarit�e �evalu�ee en t = t0 + T0 donne :

!2 = !ab +
~k20
2m

+
k0(pz + ~k0)

m
� k0p?x

mR
+�k0gT0 � k0p

2
?T0

m2R

Le premier terme de courbure s'annule en moyenne, mais le terme k2p
2
?T0=m

2R ne disparâ�t pas

lors de l'int�egration. On observe alors une correction proportionnelle au carr�e de la vitesse radiale

moyenne de l'�echantillon :

�! = �k0hv
2
riT0
R

vr =
p?
m

(5.36)

La correction sur le terme quadratique montre que les pentes des rampes de fr�equence doivent

elles-aussi être corrig�ees pour maintenir un transfert de population quasi-total. La correction est

de �r = (k2hv2ri)=R = �!=T0
9.

8. En fait, les conditions de stationarit�e de phase sont une condition d'accord de phase pour chaque classe de
diagramme, les classes �etant d�e�nies en d�esignant les impulsions lumineuses durant lesquelles arrivent les interactions.

9. Cette augmentation de la pente provient du d�ecalage di��erentiel des fr�equences r�esonnantes li�e �a la courbure.
Pour le diagramme consid�er�e, la premi�ere fr�equence n'est pas d�ecal�ee mais la deuxi�eme l'est, il et donc normale que la
pente reliant les deux s'en trouve a�ect�ee.
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5.3.4 Conclusion.

Nous avons obtenu ici une estimation du d�ecalage des fr�equences de r�esonance de l'interf�erom�etre

vertical de Bord�e-Ramsey r�esultant de la courbure de l'onde lumineuse utilis�ee. L'ordre de gran-

deur �! = khv2riT=R montre que ce d�ecalage peut être r�eduit si l'on accorde su�samment d'espace

transverse �a l'�echantillon : la vitesse radiale quadratique moyenne hv2ri peut alors être r�eduite consi-
d�erablement. On retrouve une fois de plus un concept-cl�e dans ce m�emoire, qui est que l'allocation

d'espace au nuage atomique permet de s'a�ranchir d'e�ets ind�esirables limitant l'exactitude de la

mesure e�ectu�ee. Par ailleurs, nous voyons ici une cons�equence du fait que le nuage soit centr�e sur

la zone o�u la courbure est la plus faible : le d�ecalage en fr�equence est du second ordre en la vitesse

radiale, proportionnel �a hv2ri = 0.

5.4 Conclusion.

Les calculs diagrammatiques men�es dans cette partie nous ont permis d'estimer la focalisation ob-

tenue par des impulsions lumineuses gaussiennes, ainsi que l'impact de la courbure sur les fr�equences

mesur�ees par un interf�erom�etre de Bord�e-Ramsey vertical.

Concernant la focalisation, nous avons montr�e qu'un terme de phase quadratique pouvait s'in-

terpr�eter comme l'action d'une \lentille" sur les param�etres X; Y . A l'aide d'un d�eveloppement en

champ faible du premier ordre, nous avons obtenu une expression de la distance focale associ�ee, qui

est contrôl�ee par la courbure du champ �electromagn�etique et par la distance du centre du paquet

d'ondes atomiques au col du faisceau laser. L'interaction avec des champs de front d'onde sph�erique

permet de r�ealiser une lentille avec un pro�l d'intensit�e plus homog�ene que les lentilles �a impression

de phase o�u le terme quadratique r�esulte de d�eplacements lumineux inhomog�enes[93].

Nous avons �egalement d�etermin�e, au premier ordre, l'inuence de la courbure du front d'onde

sur les fr�equences mesur�ees par un interf�erom�etre vertical. Le d�ecalage obtenu (par rapport aux fr�e-

quences mesur�ees par des ondes planes) est heureusement limit�e par le centrage du nuage sur l'axe de

propagation des faisceaux lasers. Bien sûr, ce d�ecalage peut être rendu arbitrairement faible si l'on

conc�ede su�samment d'espace au nuage atomique, car des ondes lumineuses quasi-planes su�sent

alors �a refocaliser le faisceau atomique alors presque exempt d'interactions r�epulsives.
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pour l’optique des ondes de matière cohérentes.





C H A P I T R E 6

Evolution d'un nuage atomique condens�e

dans l'espace des phases : la m�ethode des

moments.

Ce chapitre expose une m�ethode de propagation des ondes de mati�ere fond�ee sur leur �evolution

en repr�esentation de Wigner.

Nous avons mentionn�e au chapitre 1 qu'il y avait une relation directe entre la fonction de coh�e-

rence du premier ordre d'un faisceau atomique (ou optique) et la distribution de Wigner associ�ee. La

repr�esentation dans l'espace des phases est donc pertinente pour �evaluer l'�evolution de la coh�erence

d'un faisceau atomique. Le volume occup�e dans l'espace des phases constitue �egalement un indica-

teur quantitatif du degr�e de condensation du nuage, ce qui n'est pas surprenant puisque coh�erence

et condensation sont �etroitement li�ees pour les faisceaux d'ondes de mati�ere. Il y a un parall�ele avec

l'optique, o�u le caract�ere multimode et la coh�erence d'un faisceau lumineux se manifestent par une

forte concentration d'intensit�e dans un faible volume d'espace des phases.

Mais cette repr�esentation pr�esente un autre avantage signi�catif li�e �a la structure de l'�equation de

propagation associ�ee. Cette �equation fait intervenir �a la fois des op�erateurs classiques (i.e. ne dispa-

raissant pas dans la limite classique ~! 0) et une s�erie d'op�erateurs di��erentiels hi�erarchis�es par des

puissances croissantes de ~. Le propagateur associ�e, dit propagateur de Liouville, comprend ainsi une

partie classique corrig�ee par une s�erie de termes quantiques associ�es �a des puissances croissantes de

~. Cette repr�esentation dans l'espace des phases donne ainsi un acc�es privil�egi�e �a la transition entre

physique classique et physique quantique, puisque elle fait structurellement intervenir des termes

apparaissant comme des corrections quantiques �a une �evolution classique (dans la limite classique o�u

~ ! 0). Cette structure particuli�ere fait de la repr�esentation de Wigner-Weyl un outil adapt�e pour

d�ecrire les collisions mol�eculaires et atomiques [95, 96].

Dans ce chapitre, nous �etablissons l'�equation de propagation associ�ee �a la repr�esentation de Wi-
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gner d'un nuage atomique coh�erent. Tout au long de ce chapitre, nous faisons l'hypoth�ese que le nuage

consid�er�e est �a temp�erature nulle, c'est-�a-dire que nous n�egligeons l'impact du nuage thermique. Nous

nous pla�cons d'abord dans le cas particulier d'un condensat de Bose unidimensionnel dont les atomes

n'interagissent pas, puis nous �etendons progressivement la discussion aux nuages multidimensionnels

en pr�esence d'un potentiel d'interaction g�en�eral.

Nous d�eterminons ensuite l'�evolution de moments des op�erateurs impulsions et positions associ�es

�a un nuage atomique condens�e. Leur �evolution ne fait intervenir qu'un nombre �ni de termes de

la s�erie d'op�erateurs di��erentiels de l'�equation de Wigner. Nous d�eveloppons une m�ethode syst�ema-

tique d'obtention des �equations correspondantes, qui peuvent être ais�ement repr�esent�ees sous forme

de diagrammes. Nous adoptons une formulation alg�ebrique qui permet d'appr�ehender simplement

l'�evolution de moments en pr�esence d'interactions de contact et d'un potentiel ext�erieur quadratique.

Notre �etude permet �egalement de caract�eriser les moments porteurs d'une signature quantique comme

ceux dont l'�evolution fait intervenir les premiers termes quantiques du propagateur. Cette identi�-

cation des observables dont la valeur moyenne est r�egie par une dynamique \quantique" peut servir

�a orienter les exp�eriences visant �a mettre en �evidence des signatures macroscopiques d'un compor-

tement quantique. Signalons que d'autres groupes se sont pench�es r�ecemment sur les pr�edictions de

l'�equation de Wigner classique (par des m�ethodes num�eriques pour le probl�eme des recombinaisons �a

trois corps dans les condensats ou pour l'att�enuation (damping) de Beliaev-Landau) et sur l'�evolution

de moments [97, 2, 98, 99]

La partie classique de l'�equation de propagation de Wigner (�egalement appel�ee �equation de Wi-

gner tronqu�ee) d�ecrit exactement la propagation de condensats in�niment dilu�es �evoluant dans un

potentiel ext�erieur harmonique. Nous montrons que cette �equation conduit �egalement �a une pr�edic-

tion correcte de la dynamique de nuages atomiques condens�es dans le r�egime o�u les interactions jouent

un rôle pr�epond�erant. A potentiel ext�erieur �x�e, c'est la force des interactions qui caract�erise enti�e-

rement la propagation du nuage. La validit�e de l'�equation classique de Wigner dans les deux r�egimes

extrêmes (interactions n�egligeables ou au contraire pr�epond�erantes) laisse penser que cette �equation

approch�ee d�ecrit correctement l'�evolution du nuage dans un large domaine de r�egime d'interaction.

Nous retrouvons ensuite la loi ABCD� de propagation optique des nuages atomiques dilu�es dans le

cadre de l'�equation de Wigner classique. Nous montrons ensuite que l'�equation de Wigner classique

pr�edit correctement l'universalit�e du mode fondamental d'un nuage condens�e soumis �a un potentiel

se transformant comme 1=r2 sous les dilatations de l'espace. Ceci concerne en particulier les nuages

bidimensionnels �evoluant en pr�esence d'un pseudo-potentiel de contact.
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En�n, nous mettrons �a pro�t les �equations du mouvement de moments quadratiques pour explorer

la dynamique de nuages particuliers - associ�es �a un mode fondamental gaussien, donc �a basse �energie

-, mais avec cette fois-ci une situation de port�ee g�en�erale pour les interactions atomiques. Nous nous

int�eresserons au cas de nuages pr�esentant des interactions de contact et des interactions dipolaires

�electriques. Les excitations de basse �energie de tels nuages ont d�ej�a �et�e explor�ees par le biais d'une

approche variationnelle [100, 101]. Nous allons voir que l'�equation de Wigner classique permet de

retrouver de fa�con plus simple et �el�egante les pr�edictions variationnelles, notamment la fr�equence des

modes monopolaires et quadrupolaires d'un condensat en forme de cigare.

6.1 Equation de propagation dans l'espace des phases.

Pour un rappel de la d�e�nition et de quelques propri�et�es �el�ementaires des distributions de Wigner,

nous renvoyons le lecteur au chapitre 1 dans lequel ces distributions ont �et�e introduites. Nous calculons

ensuite l'�equation de propagation de la distribution correspondante dans un contexte de plus en

plus g�en�eral. Nous commen�cons par �etablir l'�equation de propagation d'une distribution de Wigner

unidimensionnelle dans un potentiel ext�erieur quadratique. Nous �etablissons ensuite l'�equation de

propagation pour un condensat �evoluant dans un potentiel ext�erieur g�en�eral en l'absence puis en

pr�esence d'interactions. Nous �etendons par la suite ce formalisme �a la propagation de distributions de

Wigner multidimensionnelles associ�ees �a des potentiels d'interaction de port�ee �nie. Nous terminons

par une comparaison entre les �equations de propagation des nuages atomiques condens�es et non-

condens�es.

6.1.1 Equations de propagation d'un nuage unidimensionnel sans inter-

actions.

A�n de mettre en �evidence la structure de l'�equation de propagation de Wigner, nous commen�cons

par traiter le cas de nuages unidimensionnels permettant d'�eviter les complications alg�ebriques des

fonctions d�ependant de plusieurs variables.

6.1.1.1 Propagation dans un potentiel quadratique.

Nous supposons ici que la fonction d'onde se propage dans un potentiel ext�erieur quadratique.

Comme nous allons le voir, la propagation dans un tel potentiel poss�ede la particularit�e de ne donner

lieu qu'�a des termes "classiques" dans l'�equation de propagation de Wigner. Ceci est compl�etement

coh�erent avec le r�esultat que nous avions retrouv�e dans le cadre des int�egrales de chemin, o�u les
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potentiels quadratiques donnent lieu �a un moyennage des uctuations quantiques qui se r�esume �a la

contribution de l'action le long d'un seul chemin classique.

Nous consid�erons dans toute la suite un syst�eme quantique initialement dans l'�etat pur j�(0)i.
La fonction d'onde correspondante satisfait l'�equation de Schr�odinger :

i~�t(x; t) = � ~
2

2m
�xx(x; t) + U0(x; t)�(x; t) (6.1)

Nous avons utilis�e la convention fxi pour d�esigner la d�eriv�ee partielle d'une fonction f par rapport �a

la variable xi. Par convention, nous noterons les d�eriv�ees multiples
@nf

@x
m1
1 :::@x

mk
k

comme fxmi
i :::x

mk
k
. Ces

op�erateurs agiront de toute fa�con sur des fonction su�samment r�eguli�eres pour que l'ordre de d�eri-

vation ne change pas le r�esultat. Cette convention a l'avantage de permettre une �ecriture synth�etique

des �equations aux d�eriv�ees partielles, et nous l'utiliserons tout au long de ce chapitre.

La distribution de Wigner associ�ee �a la fonction d'onde � s'�ecrit :

W (x; p; t) =
1

(2�~)

Z
dx0�(x+

x0

2
; t)��(x� x0

2
; t) exp(� i

~
px0) (6.2)

Pour obtenir l'�equation de propagation, il su�t de d�eriver la fonction de Wigner par rapport au

temps et d'utiliser l'�equation de Schr�odinger (6.1) pour la fonction d'onde � :

i~Wt(x; p; t) =

�
� ~

2

2m

�
1

(2�~)

Z
dx0

�
�xx(x+

x0

2
; t) ��(x� x0

2
; t)� �(x+ x0

2
; t)��xx(x�

x0

2
; t)

�
e�ipx

0=~

+
1

(2�~)

Z
dx0
�
U0(x+

x0

2
; t)� U0(x� x0

2
; t)

�
�(x+

x0

2
; t)��(x� x0

2
; t)e�ipx

0=~

(6.3)

Les deux premiers termes donnent en fait une contribution identique qui s'�evalue facilement apr�es

int�egration par parties comme :

� i~p

m
Wx(x; p; t)

Pour traiter les termes suivants, on utilise la relation suivante valable au voisinage de x0 = 0 pour

toute fonction f d�eveloppable en s�erie enti�ere en x :

f(x+
x0

2
)� f(x+ x0

2
) =

+1X
n=0

2

(2n+ 1)!

�
x0

2

�2n+1

fx2n+1(x) (6.4)
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En appliquant cette relation �a la fonction U0 nous obtenons un d�eveloppement faisant intervenir uni-

quement des distributions de Wigner. Le prix �a payer est de voir apparâ�tre une s�erie d'op�erateurs de

d�erivation. Dans cette section, le caract�ere quadratique du potentiel U0 fait que cette s�erie est r�eduite

�a son premier terme. Sans perte de g�en�eralit�e, on choisit l'origine des coordonn�ees au minimum du

potentiel de telle sorte que le potentiel ext�erieur s'�ecrit U0(x) = 1
2
m!2x2. L'�equation de propagation

revêt alors une forme simple :

Wt = � p

m
Wx +m !2 xWp (6.5)

Cette �equation de propagation est bien classique, en ce sens qu'elle demeure inchang�ee dans la limite

o�u ~! 0. Il est cependant bon de garder �a l'esprit que des e�ets quantiques peuvent intervenir par

l'interm�ediaire de la distribution de Wigner initiale W (x; p; 0), susceptible d'impliquer la constante ~

(notamment par le biais de la relation d'incertitude). Cette �equation est fr�equemment appel�ee dans

la litt�erature \�equation de Wigner tronqu�ee". Toutefois, comme la troncature intervient pr�ecis�ement

�a l'ordre z�ero en ~, nous privil�egierons dans ce m�emoire l'appellation \�equation de Wigner classique".

6.1.1.2 Propagation dans un potentiel ext�erieur quelconque.

Notons tout d'abord que les d�eriv�ees de la distribution de Wigner par rapport �a l'impulsion

peuvent s'exprimer en fonction de l'int�egrale :

(i~)2n+1Wp2n+1(x; p; t) =

Z
dx0x02n+1�(x+

x0

2
; t)��(x� x0

2
; t)e�ipx

0=~ (6.6)

En utilisant cette relation et le d�eveloppement en s�erie enti�ere (6.4) dans l'�equation de propagation

(6.3), nous obtenons l'�equation de propagation dans un potentiel g�en�eral U0 :

Wt = � p

m
Wx +

+1X
n=0

(i~)2n

(2n+ 1)!22n
U0
x2n+1Wp2n+1 (6.7)

Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons dans la suite que le potentiel ext�erieur est

quadratique. Ce traitement recouvre une r�ealit�e exp�erimentale satisfaisante, puisque les potentiels

de pi�egeage des nuages atomiques sont correctement approch�es au voisinage de leur minimum par

un terme quadratique. La prise en compte d'un terme de pesanteur lin�eaire se traduit simplement

pour un nuage pi�eg�e dans un potentiel quadratique par une simple translation des coordonn�ees du

minimum (SAG). Le cas d'un nuage libre �evoluant dans un potentiel de pesanteur lin�eaire suit un

traitement similaire. Le traitement de termes de degr�es sup�erieurs �a deux d'un potentiel ext�erieur

quelconque est, en revanche, bien plus complexe. Comme nous allons le voir, un tel potentiel ne
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permet en g�en�eral pas d'obtenir une �equation ferm�ee pour l'�evolution d'un moment car celui-ci est

coupl�e �a une famille in�nie de moments de puissances croissantes.

6.1.1.3 Reformulation en termes de Liouvillien.

La sym�etrie entre position et moment dans l'�equation de propagation provient en fait de la

sym�etrie des �equations de Hamilton, qui font notamment intervenir le crochet de Poisson
 !
� :

 !
� =

 �
@

@x

�!
@

@p
�
 �
@

@p

�!
@

@x
(6.8)

et le Hamiltonien classique associ�e au mouvement H(x; p) = p2

2m
+ U0(x). L'�equation de propagation

de Wigner admet alors une formulation o�u position et impulsion interviennent de fa�con enti�erement

sym�etrique [95] :
@W (x; p; t)

@t
= �iH(x; p)

�
i
2

~
sin

~

2

 !
�

�
W (x; p; t) (6.9)

On v�eri�e facilement que le d�eveloppement en s�erie enti�ere de la fonction \sinus" intervenant dans

(6.9) permet de retrouver int�egralement la s�erie d'op�erateurs di��erentiels intervenant dans (6.7). La

d�ep�endance quadratique du Hamiltonien en impulsion fait que seul un des termes du crochet de

Poisson donne lieu une s�erie in�nie. L'op�erateur agissant sur la fonction de Wigner est en fait le

Liouvillien quantique LQ :

LQ = H(x; p)

�
i
2

~
sin

~

2

 !
�

�
(6.10)

La propagation de la fonction de Wigner est alors donn�ee par l'exponentiation de cet op�erateur :

W (x; p; t) = e�iLQ(t�t0)W (x; p; t0) (6.11)

Nous avons implicitement suppos�e que le Hamiltonien ne d�ependait pas du temps. La propagation de

distributions de Wigner dans des potentiels d�ependant du temps est donn�ee par l'expression formelle :

W (x; p; t) = T

�
exp

�
�i
Z t

t0

dt0LQ(t
0)
��

W (x; p; t0) (6.12)

L'op�erateur T d�esigne l'ordonnancement temporel tel que celui intervenant dans les s�eries de Dyson [42].

La structure de l'�equation de propagation, organis�ee en une s�erie d'op�erateurs di��erentiels associ�es �a

des puissances croissantes de ~, est explicite dans l'expression du Liouvillien (6.10). Le premier terme
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de la s�erie, qui est le seul �a ne pas disparâ�tre dans la limite ~! 0, correspond �a la partie classique

du Liouvillien :

Lc = H(x; p)
 !
� (6.13)

C'est bien cet op�erateur qui intervient dans l'�equation (6.5) de propagation dans un potentiel qua-

dratique. La propagation classique est donn�ee par l'exponentiation de cette op�erateur selon e�iLc(t�t0).

A�n d'identi�er les contributions associ�ees aux op�erateurs di��erentiels de chaque ordre dans la

propagation de Wigner, il est utile d'adopter une technique de fonction g�en�eratrice et d'introduire

comme Bund [102] le param�etre sans dimension � en facteur de ~ :

L
(�)
Q = H(x; p)

�
i
2

�~
sin

�~

2

 !
�

�
(6.14)

Le Liouvillien quantique s'exprime alors comme une s�erie g�en�eratrice :

L
(�)
Q =

+1X
n=0

(�~)2nL2n (6.15)

faisant intervenir les termes L2n :

L2n = H(x; p)

�
i

(�1)n
22n(2n+ 1)!

(
 !
� )2n+1

�
(6.16)

Sauf mention contraire, nous nous placerons dans le cadre � = 1 correspondant �a la th�eorie stan-

dard. Nous allons montrer que la partie classique du Liouvillien est su�sante pour rendre compte

correctement de la dynamique des condensats dans une grande vari�et�e de r�egimes d'interaction.

Soulignons que l'on peut en changeant la valeur de �, obtenir une famille de th�eories e�ectives

dont le degr�e de \quanti�cation" est param�etr�e par �. Dans la limite �! 0, la th�eorie devient clas-

sique et la s�erie d'op�erateurs di��erentiels peut e�ectivement être interpr�et�ee en termes de corrections

quantiques. Ceci peut donner lieu �a un traitement perturbatif des termes sup�erieurs de la s�erie de

Liouvilliens (6.15). C'est l'approche utilis�ee par Bund [102] pour �evaluer les premi�eres corrections

quantiques intervenant dans le traitement de probabilit�es de transitions collisionnelles. Nous nous

int�eressons dans ce chapitre �a la dynamique des moments, o�u un tel d�eveloppement perturbatif serait

applicable �egalement. Nous n'aborderons cependant pas dans ce manuscrit l'�evaluation des correc-

tions quantiques correspondantes.
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6.1.2 Propagation de distributions de Wigner en pr�esence d'interac-

tions.

Nous �etendons �a pr�esent le formalisme pr�ec�edent au cas o�u les atomes du nuage interagissent par

un potentiel g�en�eral V . Il est important de souligner que l'hypoth�ese de condensat �a temp�erature

nulle adopt�ee tout au long de ce chapitre nous permet de consid�erer simplement les interactions entre

atomes du condensat. A temp�erature non nulle, il faudrait �egalement prendre en compte les inter-

actions entre la fraction condens�ee et le nuage thermique par le biais d'int�egrales de collisions [103].

Nous obtenons l'�equation de propagation pour des condensats en pr�esence d'interactions mod�elisables

par un terme de contact (tel que le potentiel de Van der Waals), puis pour des nuages o�u la prise

en compte d'un potentiel d'interaction de port�ee �nie est n�ecessaire (telle que l'interaction dipolaire

�electrique). A�n d'�eviter pour l'instant des complications alg�ebriques inutiles, nous continuons �a nous

placer dans le cas unidimensionnel.

6.1.2.1 Propagation avec un potentiel d'interaction g�en�eral.

Rappelons l'�equation (1.32) de propagation d'un champ atomique en pr�esence d'un potentiel

g�en�eral V (x; x0) d'interaction :

i~ ̂t(x; t) = � ~
2

2m
 ̂xx(x; t) + U0(x; t) ̂(x; t) +

Z
dx0 ̂y(x0; t)V (x0; x) ̂(x0; t) ̂(x; t) (6.17)

ce qui se traduit par l'�equation int�egro-di�erentielle suivante pour la fonction d'onde macroscopique

�(x; t) :

i~�t(x; t) = � ~
2

2m
�xx(x; t) + U0(x; t)�(x; t) +

Z
dx0j�(x0; t)j2V (x0; x)�(x; t) (6.18)

Tout se passe donc comme si la fonction d'onde �evoluait dans un potentiel ext�erieur �ctif suppl�emen-

taire donn�e par le potentiel de champ moyen :

Um:f:(x) =

Z
dx0dp0W (x0; p0; t)V (x0; x) (6.19)

Ce potentiel peut donc être trait�e formellement de fa�con identique au potentiel ext�erieur U0 dans

l'�equation (6.7). En reprenant les termes correspondant �a U0 dans cette �equation, on voit que le

potentiel d'interaction se traduit par l'ajout d'une s�erie d'op�erateurs int�egro-di��erentiels dans le
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membre de droite de l'�equation de propagation :

Wt(x; p; t) =
h
� p

m
Wx(x; p; t) +m !2 xWp(x; p; t)

i
+

+1X
n=0

(i~)2n

(2n+ 1)!22n

Z
dx0dp0W (x0; p0; t)Vx2n+1(x0; x)Wp2n+1(x; p; t) (6.20)

A�n de faire apparâ�tre la partie classique de la propagation, nous e�ectuons les regroupements

suivants :

Wt(x; p; t) =

�
� p

m
Wx(x; p; t) +

�
m !2 x +

Z
dx0dp0Wx0(x

0; p0; t)V (x0; x)
�
Wp(x; p; t)

�
+

+1X
n=1

(i~)2n

(2n+ 1)!22n

Z
dx0dp0W (x0; p0; t)Vx2n+1(x0; x)Wp2n+1(x; p; t)

(6.21)

La composante classique de l'�equation de propagation correspond �a la partie entre crochets. Les

interactions atomiques se manifestent par l'introduction d'un terme non-lin�eaire. L'�equation de pro-

pagation de Wigner ne fait donc plus simplement intervenir un Liouvillien dans le membre de droite,

mais un op�erateur plus complexe car non-lin�eaire. La technique d'expansion des termes di��eren-

tiels en une s�erie g�en�eratrice suivant � reste valable pour �evaluer l'action terme �a terme de la s�erie

d'op�erateurs.

6.1.2.2 Interactions de contact.

Il s'agit l�a d'un cas particulier important puisque la grande majorit�e des nuages atomiques coh�e-

rents produits exp�erimentalement ne comportent que des interactions dont le comportement �a longue

port�ee est compatible avec une mod�elisation par potentiel de contact :

V c(x; x0) = g �(x� x0) (6.22)

Comme nous l'avons vu au chapitre 1, les fonctions d'onde associ�ees �a de tels nuages v�eri�ent no-

tamment l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps. En reprenant l'�equation (6.21) avec le

potentiel de contact (6.22) on obtient l'�equation de propagation suivante :

Wt(x; p; t) =

�
� p

m
Wx(x; p; t) +

�
m ! x +Ng

Z
dp0Wx(x; p

0; t)
�
Wp(x; p; t)

�
+Ng

+1X
n=1

(i~)2n

(2n+ 1)!22n

�Z
dp0Wx2n+1(x; p0; t)

�
Wp2n+1(x; p; t)

(6.23)
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6.1.3 Propagation de nuages multidimensionnels

Nous e�ectuons �a pr�esent la derni�ere �etape de g�en�eralisation qui consiste �a consid�erer des �echan-

tillons atomiques �a plusieurs dimensions. Le point de d�epart est cette fois-ci l'�equation du champ

atomique :

i~
@�

@t
=

�
� ~

2

2m
�+ Û0(r; t)

�
�(r; t) (6.24)

La d�emarche pour obtenir l'�equation de propagation de Wigner est quasiment identique. Il su�t �a

nouveau de d�eriver la fonction de Wigner par rapport au temps et d'ins�erer l'�equation de propagation

du nuage atomique. Le Laplacien correspondant �a l'�energie cin�etique se traite �a nouveau par une

int�egration par partie. Le terme correspondant est s�eparable et donc chaque dimension est trait�ee de

fa�con s�epar�ee, donnant lieu au terme :

� i~p

m
� @rW (r;p; t)

Le potentiel U0 fait intervenir un d�eveloppement en s�erie enti�ere g�en�eralisant l'expression (6.4) aux

fonctions de plusieurs variables :

F (r+
r0

2
)� F (r+ r0

2
) =

+1X
n=0; m1+:::+mk=2n+1

1

22nm1!:::mk!

�
r0m1

1 :::r0mk

k

�
Fxm1

1 :::x
mk
k
(r) (6.25)

En g�en�eral nous prendrons la dimension k �egale �a trois, toutefois nous avons utilis�e ces notations

pour nous r�eserver la possibilit�e d'�etudier des nuages bidimensionnels. Nous verrons que ces nuages

ont un comportement particulier vis-�a-vis des interactions de contact. Le produit de facteurs r0mi

i se

traduit �a nouveau par des d�eriv�ees de la fonction de Wigner par rapport �a l'impulsion. On obtient

�nalement :

Wt = �
kX
i=1

pi
m
Wxi +

+1X
n=0; m1+:::+mk=2n+1

(i~)2n

22nm1!:::mk!
U0
x
m1
1 :::x

mk
k

Wp
m1
1 :::x

mk
k

(6.26)

On distingue �a nouveau la partie classique de cette �equation comme celle qui persiste dans la limite

~! 0 :

Wt = �
kX
i=1

 
pi
m
Wxi +

kX
i=1

U0
xi
Wpi

!
(6.27)

La composante classique de l'�equation de propagation est s�eparable et donc nettement plus simple

que l'�equation compl�ete.
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L'�equation de propagation multidimensionnelle en pr�esence d'un potentiel d'interaction est ob-

tenue �a nouveau en traitant le terme de champ moyen comme une contribution suppl�ementaire au

potentiel ext�erieur U0 :

Wt = �
kX
i=1

pi
m
Wxi +

+1X
n=0; m1+:::+mk=2n+1

(i~)2n

22nm1!:::mk!
U0
x
m1
1 :::x

mk
k

Wp
m1
1 :::x

mk
k

+
+1X

n=0; m1+:::+mk=2n+1

(i~)2n

22nm1!:::mk!

Z
dx0dp0Wx0

m1
1 :::x0

mk
k
(r0;p0; t)V (r0; r)Wp

m1
1 :::x

mk
k
(r;p; t)

(6.28)

6.1.4 Comparaison avec l'�equation de propagation d'un gaz classique.

Il est instructif d'examiner comment les di��erences de comportement entre un nuage classique et

un nuage condens�e transparaissent dans leur propagation dans l'espace des phases.

La description d'un gaz classique fait intervenir une distribution de probabilit�e �a un corps f(r;p; t)

r�egie par l'�equation dite de Boltzmann [104] :

ft(r;p; t) = � p

m
� rrf(r;p; t) +rrU

0rpf(r;p; t) + Icoll(f) (6.29)

o�u l'int�egrale de collision est d�e�nie par :

Icoll[f ] =
1

m

Z
d3p2

Z
d2
�(
)jp1 � p2j(f 01f 02 � f1f2) (6.30)

On d�esigne par p01 et p02 les impulsions �nales d'une collision binaire d'atomes ayant initialement

pour quantit�e de mouvement p1 et p2. f1, f2, f
0
1 et f

0
2 correspondent �a l'�evaluation de la distribution

f �a la position r et aux quantit�es de mouvement respectives p1, p2, p
0
1 et p

0
2.

L'�equation de Boltzmann prend une forme qui pr�esente de nombreuses similitudes avec l'�equation

de Wigner. Le lien entre formalisme de Wigner et �equation de Boltzmann a par ailleurs �et�e �etudi�e

par Lal�oe et Snider [105, 106] .On retrouve notamment les termes de l'�equation de Wigner venant du

d�eveloppement �a l'ordre zero en � du Liouvillien (6.14). Les termes correspondant �a l'expansion du

Liouvillien aux ordres sup�erieurs en �, qui ne se retrouvent pas dans l'�equation de Boltzmann, sont

sp�eci�ques de la propagation \quantique" d'un nuage atomique condens�e.

Le terme de collision est �egalement di��erent. Les collisions entre atomes du condensats trans-

paraissent dans l'�equation de propagation de Wigner sous la forme d'un potentiel de champ moyen
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pr�esent dans une s�erie de d�eriv�ees, alors qu'entre atomes d'un gaz classique elles se manifestent par

une int�egrale de collision(6.30). Celles-ci seraient �egalement pr�esentes dans l'�equation de Wigner si

l'on prenait en compte la fraction non-condens�ee. Il faudrait alors consid�erer trois \vertices" d'inter-

actions di��erents correspondants aux collisions condensat - condensat, condensat - nuage thermique

et nuage thermique - nuage thermique. Comme sp�eci��e au chapitre 1, nous avons choisi de n�egliger

l'inuence de la fraction thermique et en particulier les deux derniers types de collisions.
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6.2 Evolution des moments d'un nuage atomique condens�e.

Nous nous int�eressons �a pr�esent �a l'�evolution des moments associ�es aux op�erateurs positions et

impulsions pour un nuage atomique condens�e. Ces �equations d�ecoulent de l'�equation de propagation

de Wigner �etablie pr�ec�edemment.

Ces moments d�e�nissent des quantit�es physiques signi�catives de l'�etat du nuage atomique telles

que sa position, sa taille quadratique moyenne sa vitesse moyenne et son �energie cin�etique. Par

ailleurs, leur �evolution dynamique peut r�ev�eler une transition entre les r�egimes sans collisions et hy-

drodynamique pour un gaz classique [107].

Les moments d'un nuage peuvent �egalement s'av�erer être un outil appropri�e pour l'�etude des

nuages condens�es. Ils permettent de d�ecrire les excitations de basse �energie, et constituent une al-

ternative int�eressante au traitement par des m�ethodes variationnelles [100, 101]. Nous verrons dans

la partie suivante que les pr�edictions de ces deux m�ethodes coincident. Par ailleurs, la structure du

spectre associ�e �a leur �evolution dynamique est susceptible d'être utilis�ee pour identi�er des signatures

quantiques en pr�esence d'une phase condens�ee macroscopique. En e�et, l'�equation de propagation

contient des termes qui d�ependent sp�eci�quement de ~, et qui interviennent par des couplages suc-

cessifs dans l'�evolution de grandeurs moyennes.

6.2.1 D�e�nition du moment.

Commen�cons par d�e�nir les moments que nous allons consid�erer par la suite. Ils s'expriment en

fonction de la distribution de Wigner :

a(r;p) =

Z
d3rd3p a(r;p)W (r;p; t) (6.31)

Les distributions de Wigner permettent de calculer des valeurs moyennes d'op�erateurs fonctions

des position et impulsion �a condition que ceux-ci soient ordonn�es de fa�con �a sym�etriser les places

respectives de la position et de l'impulsion. Cet ordonnancement porte le nom d'ordre de Weyl. Par

exemple, l'op�erateur x̂p̂x devient S(x̂p̂x) =
1
2
(x̂p̂x + p̂xx̂) apr�es ordonnancement de Weyl. La valeur

d'un moment a(r̂; p̂) quelconque d�e�ni �a partir de la fonction de Wigner est alors �egale �a la valeur

moyenne de l'observable correspondante, apr�es �eventuel r�earrangement de Weyl :

a(r;p) = Tr [ �̂ S[a(r̂; p̂)] ] (6.32)
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On comprend ais�ement pourquoi ce r�earrangement intervient n�ecessairement dans le membre de

droite : l'int�egrale (6.31) d�e�nissant le moment a(r;p) est bien �evidemment invariante lorsque l'on

permute les places respectives des op�erateurs position et impulsion. Si la sym�etrisation n'intervenait

pas dans l'op�erateur dont on calcule la valeur moyenne, la non-commutativit�e des op�erateurs position

et impulsion ferait que cette invariance ne serait pas respect�ee.

6.2.2 Equations du mouvement.

Nous cherchons �a �evaluer la d�erive temporelle d'un moment g�en�erique xa11 :::x
ak
k p

b1
1 :::p

bl
l . A�n de

comprendre la fa�con dont proc�eder, il est instructif de commencer par un cas particulier.

6.2.2.1 M�ethode des contractions sur un exemple unidimensionnel.

Nous allons ici �evaluer la d�eriv�ee temporelle du moment xp. Pour cela nous utilisons l'�equation

de propagation (6.7) :

dxp

dt
=

Z
dxdp xp

"
� p

m
Wx +

+1X
n=0

(i~)2n

(2n+ 1)!22n
U0
x2n+1Wp2n+1

#
(6.33)

Comme la distribution de Wigner s'annule �a l'in�ni, toutes les int�egrales faisant intervenir exclusi-

vement des d�eriv�ees de cette fonction s'annulent :Z
dxdpWx(x; p; t) =

Z
dxdpWp(x; p; t) = 0 (6.34)

Par contre lorsque la coordonn�ee pr�esente dans la d�eriv�ee est aussi pr�esente dans le moment, on

obtient en int�egrant par parties une contribution non nulle :Z
dxdp xp Wx(x; p; t) = �p (6.35)

L'astuce consiste ainsi �a abaisser le degr�e des moments consid�er�es en utilisant des int�egrations par

parties jusqu'�a �epuisement des coordonn�ees pr�esentes dans la d�eriv�ee. Cette op�eration s'apparente �a

une contraction d'indice entre les coordonn�ees "moments" et les coordonn�ees "d�eriv�ees". Dans la s�erie

de d�eriv�ees de distributions de Wigner par rapport �a l'impulsion, seul le premier terme se traduit par

une contraction compl�ete selon p. En e�et, les termes suivants comportent au moins trois d�eriv�ees

partielles selon p qui ne peuvent être coupl�ees qu'�a une seule coordonn�ee de p dans le moment. Les

contractions correspondant aux termes sup�erieurs sont donc incompl�etes et il ne reste alors que des
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int�egrales de la forme : Z
dxdp f(x)Wpb(x; p); b � 2

nulles du fait de l'annulation de la distribution de Wigner et de ses d�eriv�ees �a l'in�ni. L'�equation du

mouvement pour le moment xp s'�ecrit ainsi :

dxp

dt
=
p2

m
� xU0

x (6.36)

6.2.2.2 G�en�eralisation de la m�ethode des contractions �a l'�equation multidimension-

nelle.

La contraction entre les coordonn�ees pr�esentes dans le moment et dans les d�eriv�ees partielles reste

bien sûr possible �a plusieurs dimensions :Z
dxdp xa11 :::x

ai�1

i�1 x
ai
i x

ai+1

i+1 :::x
ak
k p

b1
1 :::p

bl
l Wxi(x; p; t) = (�ai)x(ai�1)i :::x

aj
j p

bk
k :::p

bl
l (6.37)

Tout se passe comme si on avait "contract�e" la coordonn�ee xi. Nous allons d�esormais envisager les

choses sous forme de diagramme, c'est-�a-dire d'interconnexion d'une s�erie d'objets "coordonn�ees" par

des connecteurs d�e�nis par les coordonn�ees par rapport auxquels on d�erive les distributions de Wi-

gner. A�n d'envisager toutes les interconnexions possibles, nous allons d�esormais �ecrire les moments

sans regrouper les coordonn�ees xi en puissances. Ainsi, dans le moment pr�ec�edent qui s'�ecrit d�esor-

mais xi:::xixj:::pk:::pl, la coordonn�ee xi apparâ�t ai fois et donne lieu �a ai contractions qui g�en�ere

chacune un terme (�1)xai�1i xakk :::p
bl
l .

Muni de cette approche diagrammatique, nous pouvons d�esormais aborder l'�evolution de moments

g�en�eraux tels que celui d�e�ni en (6.31). Nous utiliserons d�esormais la notation xi:::xk:::pl:::pm, o�u

les coordonn�ees xi; pi sont susceptibles d'apparâ�tre plusieurs fois dans le produit. Nous cherchons

�a d�ecrire simplement les termes apparaissant dans le membre de droite de l'�equation lorsque l'on

e�ectue une d�erivation temporelle de ce moment. Il su�t en fait de consid�erer les moments obtenus

lorsque l'on "raye" les coordonn�ees par rapport auxquelles la distribution de Wigner consid�er�ee est

d�eriv�ee. Ces coordonn�ees sont en e�et supprim�ees de l'expression du moment lors de l'int�egration par

partie. Nous d�esignerons les coordonn�ees �a supprimer par une �eche #. Chaque distribution de Wigner

d�eriv�ee de l'�equation (6.26) engendre des termes qui correspondent au placement possible de telles

�eches sur les coordonn�ees de la d�erivation pr�esentes dans le moment. L'ensemble des placements

possibles permet de retrouver l'int�egralit�e des termes apparaissant dans l'expression de la d�eriv�ee

du moment. Une même distribution d�eriv�ee donnera lieu �a une s�erie de termes identiques. Ainsi la
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distribution d�eriv�ee :

Wp1p2p3

agira sur un moment en donnant lieu �a une suppression des coordonn�ees p1; p2; p3 et donnera lieu �a

autant de termes que de placements simultan�es possibles de ces trois coordonn�ees. Par exemple, dans

le cas du moment :

x1x2p1p1p2p1p3p3p2 (6.38)

on obtient 3� 2� 2 fa�cons de placer le triple connecteurs p1p2p3, ce qui donne le facteur 12 corres-

pondant �a la d�erivation des puissances correspondantes.

Remarquons que pour un nombre n �xant l'ordre de la d�erivation �a 2n + 1 la s�erie des d�eri-

v�ees partielles balaye toutes les combinaisons possibles de coordonn�ees impulsions dans les d�eriv�ees

partielles :
+1X

m1+:::+mk=2n+1

(i~)2n

22nm1!:::mk!
U0
x
m1
1 :::x

mk
k

Wp
m1
1 :::p

mk
k

Il est donc possible de changer de point de vue et de se baser uniquement sur les coordonn�ees

impulsions intervenant dans l'expression du moment sans regarder les d�etails de la s�erie de d�eriv�ees

de Wigner. Reconsid�erons l'exemple pr�ec�edent x1x2p1p1p2p1p3p3p2. Nous allons consid�erer les termes

apparaissant dans le membre de droite de l'�equation provenant des distributions de Wigner d�eriv�ees

trois fois par rapport �a l'impulsion du type Wpipjpk . Quelques soient les trois coordonn�ees impulsions

que l'on choisisse parmi les coordonn�ees du moment - par exemple p1; p1; p2 si on prend les trois

premi�eres-, il existe dans la s�erie des d�eriv�ees de Wigner un terme unique permettant la connection

de ces trois coordonn�ees. Pour regarder l'action de la s�erie des distributions de Wigner d�eriv�ees, il

su�t donc d'examiner toutes les interconnexions possibles au sein du moment avec 1 coordonn�ee

position (2 termes), puis 1 coordonn�ee impulsion (7 termes), puis entre 3 coordonn�ees impulsions

(7.6.5 /3 ! termes), entre 5 coordonn�ees (7.6.5.4.3/5 ! termes), et entre les 7 coordonn�ees (1 terme).

A chaque fois on divise par le facteur (m1!:::mk!) s'il y a plusieurs coordonn�ees identiques. Les

connections obtenues sont repr�esent�ees ci-apr�es :

L'ensemble des termes correspondant �a la d�eriv�ee d'un moment est donc obtenu de la fa�con

g�en�erale suivante :

1. Moments g�en�er�es par le terme �pi=mWxi . Ceux ci sont obtenus en pla�cant le connecteur # sur
une coordonn�ee position xi. On remplace la coordonn�ee correspondante par pi=m dans l'ex-

pression du moment.
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=
dt

pppppppxxd
233121121

233121121

!2

1
pppppppxx+

+
233121121
pppppppxx

233121121
pppppppxx

233121121

!3

1
pppppppxx+

233121121

!2!2!3

1
pppppppxx+

233121121
pppppppxx+ ++ ............

233121121
pppppppxx

233121121

!3

1
pppppppxx+ ++ ............

233121121

!3

1
pppppppxx+ ++ ............

Figure 6.1 { D�eveloppement des moments apparaissant dans l'expression de la d�erivation temporelle
par la m�ethode des contractions.

2. Moments g�en�er�es par le premier terme de la s�erie de d�eriv�ees selon l'impulsion. Placer le connec-

teur # sur une coordonn�ee pi et remplacer la coordonn�ee correspondante par �U0
xi
.

3. Moments g�en�er�es par le second terme de la s�erie de d�eriv�ees selon l'impulsion. Consid�erer tous

les placements possibles simultan�es de trois �eches au dessus de coordonn�ees de type pi. Chaque

terme est obtenu en supprimant les coordonn�ees correspondantes pi; pj; pk (avec �eventuellement

deux ou plusieurs coordonn�ees identiques) et en ins�erant le facteur �U0
xixjxk

dans le moment

consid�er�e. Chaque terme est pond�er�e par un facteur (i~)2. Il faut diviser cette contribution par

un facteur suppl�ementaire m! s'il y a m coordonn�ees identiques.

4. Moments g�en�er�es par le troisi�eme terme de la s�erie de d�eriv�ees selon l'impulsion. Consid�erer

tous les placements possibles simultan�es de cinq �eches...

Il y a un parall�ele amusant �a faire entre l'expansion que nous consid�erons et celle donn�ees par les

diagrammes de Feynmann en th�eorie des champs. Dans les deux cas, ces diagrammes proc�edent d'un

d�eveloppement en s�erie enti�ere d'une fonction de type exponentielle. L'interpr�etation en terme de

d�eveloppement perturbative est possible pour l'�equation de Wigner dans la limite classique o�u ~! 0
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(en consid�erant le param�etre adimensionnel � correspondant permettant de prendre cette limite).

Consid�erons par exemple la forme la plus simple d'interaction, de type �k(x). De tels diagrammes

correspondent au d�eveloppement en s�erie enti�ere d'une exponentielle du type :

h0jT
�
�(x1):::�(xm) exp

�Z
d4x�k(x)

��
j0i

o�u l'op�erateur T est d�esigne l'ordonnancement temporel. Dans de tels cas, la s�erie consid�er�ee g�en�ere

des �el�ements du type :
1

n!
h0jT

�
�(x1):::�(xm)

�Z
d4x�k(x)

�n�
j0i

Le th�eor�eme de Wick implique que cette quantit�e peut s'�ecrire comme une somme de termes o�u les

champs �(x) sont int�egralement connect�es deux �a deux par des propagateurs. Ainsi les diagrammes

d'ordre n font intervenir l'ensemble des connections possibles entre un nombre k�n+m d'objets au

moyen de connecteurs binaires que l'on appelle des propagateurs. Dans notre expansion, le nombre

d'objets est �x�e par le moment initial, plus pr�ecis�ement par le nombre np de coordonn�ees impulsions

de ce moment. L'ensemble des diagrammes d'ordre n correspond �a l'ensemble des placements pos-

sibles de connecteurs �a 2 � n + 1 entr�ees sur de tels moments. La s�erie s'arrête ainsi naturellement

lorsque 2n + 1 � np. Remarquons que le facteur 1=(m1!:::mk!) par lequel on divise la contribution

lorsque la même coordonn�ee intervient plusieurs fois est �egalement similaire au facteur de sym�etrie

par lequel on divise les diagrammes de Feynman. Cette division intervient pour les diagrammes de

Feynman lorsque l'on connecte plusieurs champs atomiques au même point d'espace-temps (donnant

lieu �a des \loops") et pour les moments lorsque l'on connecte plusieurs coordonn�ees identiques pi.

Dans les deux cas, la raison de la division est purement combinatoire : elle compense le fait que

l'on compte plusieurs fois la contribution de con�gurations identiques, c'est-�a-dire correspondant �a

l'interconnexion des mêmes objets.

6.2.3 Formulation alg�ebrique.

A�n de syst�ematiser l'�etude de la dynamique des moments, il est utile d'adopter une perspective

alg�ebrique. Cette approche va nous aider notamment �a d�ecoupler les �equations di��erentielles gouver-

nant l'�evolution des moments.

Cette approche consiste �a interpr�eter les moments comme des �el�ements de l'espace vectoriel :

E = Vect f xa11 :::xakk pb11 :::pbll ja1 2 N; :::; bl 2 Ng
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La d�erivation temporelle apparâ�t alors comme un endomorphisme f . En pr�esence d'un potentiel

harmonique, l'�equation (6.36) donnant l'�evolution du moment xp peut ainsi s'interpreter comme :

f(xp) = � 1

m
p2 +m !2 x2 (6.39)

Identi�er une famille de moments admettant un syst�eme d'�equations di��erentielles ferm�e revient

alors �a identi�er un sous espace vectoriel de E stable par l'endomorphisme f associ�e �a la d�erivation

temporelle. La recherche d'une telle famille de moments est pertinente car elle permet d'identi�er

des grandeurs moyennes dont la dynamique est ais�ement soluble.

De fa�con similaire, rechercher une �equation di��erentielle ferm�ee pour un moment a :

�n
dna

dtn
+ :::+ �0a = 0 (6.40)

revient alors �a trouver un polynôme annulant l'action de l'endomorphisme f sur le vecteur a :

[�n X
n + :::+ �0] (f)(a) = 0 (6.41)

L'identi�cation d'un sous-espace stable de dimension �nie conduit, par le th�eor�eme de Cayley-

Hamilton [108], �a l'obtention d'un polynôme annulateur de l'endomorphisme et donc �a une �equation

di��erentielle faisant intervenir un seul moment.

6.2.3.1 Retour sur la formulation Liouvillienne.

En reprenant la formulation en termes de Liouvillien (6.10), on voit que la d�erivation tempo-

relle d'un moment de type xapb fait apparâ�tre dans le membre de droite des moments de la forme

Hp(x; p)xa�1pb, Hx(x; p)xapb�1, Hx3(x; p)xapb�3, Hp3(x; p)xa�3pb. Ces termes correspondent au d�eve-

loppement du Liouvillien en une s�erie de puissance impaires du crochet de Poisson
 !
� . Nous nous

pla�cons dans un cadre non-relativiste o�u le Hamiltonien H(x; p) est une fonction quadratique de

l'impulsion, et donc la s�erie de moments associ�es �a des d�eriv�ees du Hamiltonien par rapport �a l'im-

pulsion se r�eduit �a Hp(x; p)x
a�1. Avec un potentiel ext�erieur U0 quelconque, les termes apparaissant

dans le membre de droite tels que Hx(x; p)xapb�1 vont en g�en�eral donner lieu �a des moments d'ordre

plus �elev�es que le moment initial. La question qui se pose d�esormais est d'identi�er des Hamiltoniens

tels que les �equations sur les moments Hp(x; p)xa�1pb \rebouclent", c'est-�a-dire donnant lieu �a des

sous-espaces stables pour l'endomorphisme de d�erivation f .

Nous allons voir que ceci est r�ealis�e pour un Hamiltonien quadratique sans interaction : on peut
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identi�er une famille de moments qui constituent un sous-espace stable. En revanche, pour des Ha-

miltonien comportant la contribution non-lin�eaire d'un potentiel de contact, il n'y a en g�en�eral pas

de tel sous-espace.

Le premier cas est celui d'un Hamiltonien sans interaction en pr�esence d'un potentiel ext�erieur

quadratique. Le second cas est moins trivial, il s'agit d'un Hamiltonien comportant un pseudo-

potentiel d'interactions de contact entre ses mol�ecules. A�n de mettre en �evidence de fa�con simple

l'existence d'espaces stables et d'appr�ehender la dynamique des moments en pr�esence d'interactions

de contact, nous allons repr�esenter les �equation sous forme de diagrammes.

6.2.3.2 Potentiel ext�erieur quadratique.

La particularit�e du potentiel quadratique est que les moments intervenant dans l'expression de la

d�eriv�ee temporelle sont de puissance inf�erieure ou �egale �a celle du moment que l'on d�erive. On peut

reformuler cette propri�et�e en �enon�cant que le sous-espace En :

En = V ectf xa11 :::xakk pb11 :::pbll ja1 + :::+ bl � ng

est stable par l'endomorphisme F . Dans le cas d'un potentiel harmonique centr�e �a l'origine, c'est-

�a-dire de la forme U0 = m
P

j !
2
jx

2
j , les puissances des moments sont conserv�ees. On peut alors

identi�er un sous-espace stable plus restreint, l'espace :

E 0
n = V ectf xa11 :::xakk pb11 :::pbll ja1 + :::+ bl = ng

est stable par l'op�eration de d�erivation. A l'ordre 2, ceci permet d'identi�er la famille de moments

p2; xp; x2 comme ob�eissant �a un syst�eme d'�equations ferm�ees. De même, la position moyenne x et

l'impulsion moyenne p ob�eissent �a un syst�eme d'�equations ferm�ees. Pour un potentiel quadratique,

la matrice associ�ee �a l'endomorphisme de d�erivation au sein d'une multiplicit�e En, admet en fait une

expression de la forme : 0BBBBBB@
0 � 0 0 0

� 0 � 0 0

0 � 0 � 0

0 0 � 0 �
0 0 0 � 0

1CCCCCCA
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Il est alors facile de diagonaliser l'endomorphisme de d�erivation au sein de chaque multiplicit�e pour

obtenir les fr�equences d'oscillation des moments correspondants.

Le traitement de potentiels polynomiaux d'ordre plus �elev�e (cubique, quartique...) est beaucoup

plus complexe car l'endomorphisme de d�erivation f va coupler certains �el�ements du sous-espace �a

des moments de puissance plus �elev�ee. On observe alors un m�elange non-lin�eaire des multiplicit�es

pr�ec�edentes, et il n'est en g�en�eral plus possible d'identi�er des espaces stables.

6.2.3.3 Repr�esentation en diagrammes.

Une fa�con commode de repr�esenter le syst�eme di��erentiel r�egissant les moments consiste �a �ecrire

des diagrammes repr�esentant leurs couplages. Ceux-ci sont construits de la mani�ere suivante. On relie

par une �eche chaque moment m aux moments apparaissant dans l'expression de f(m) = _m. Des

diagrammes de cette forme ont �et�e d�evelopp�es par David Gu�ery-Odelin pour traiter l'�evolution d'un

gaz classique r�egi par l'�equation de Boltzmann [109]. On obtient ainsi, pour les moments �evoluant

dans un potentiel quadratique, le diagramme de la Figure 6.2.

2
p

xp

2
x

2
xp

px
2

3
x

3
p

x

p

Figure 6.2 { Diagrammes montrant le couplage de moments des sous-espaces E1,E2,E3.

6.2.4 Quels sont les moments porteurs d'une dynamique quantique ?

Rappelons que la constante ~ intervient en g�en�eral de fa�con \statique" via la distribution de Wi-

gner initiale. Cela donne lieu �a des relations entre les di��erents moments, notamment la relation

d'incertitude entre les dispersions en impulsion et en position.
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Il est cependant int�eressant de consid�erer �egalement les e�ets dynamiques associ�es �a la constante

~. Les moments r�egis par une dynamique quantique sont ceux pour lesquels les op�erateurs associ�es �a

des ordres non nuls en ~ interviennent dans l'�equation d'�evolution. Nous allons examiner quels sont

ces moments dans deux cas de �gure : nuage atomique soumis �a un potentiel cubique, puis �a un po-

tentiel ext�erieur quadratique avec interactions de contact entre atomes. Pour simpli�er la discussion,

nous nous pla�cons dans un cadre unidimensionnel (par p nous entendons px).

Le premier terme non trivial de la s�erie de puissances de ~ de l'�equation (6.7) fait intervenir deux

d�eriv�ees troisi�emes :
(i~)2

3!22
Ux3Wp3

6.2.4.1 Potentiel exterieur cubique (sans interactions).

On peut ainsi voir que ce sont les termes plus que quadratiques du potentiel qui induisent une

�evolution dynamique non-classique pour les positions et vitesses moyennes. Les �equations d'�evolution

de ces moments s'�ecrivent, dans le formalisme de Wigner :

dx

dt
= � p

m
dp

dt
= �U

0
x

m
(6.42)

Ainsi, un terme de potentiel cubique �x3 va coupler l'�evolution de l'impulsion moyenne p �a la dis-

persion x2. Les positions et impulsions moyennes n'ob�eissent alors plus aux �equations de Hamilton

classique. C'est seulement dans le cas o�u l'approximation

U0
x ' U0

x(x) (6.43)

peut être r�ealis�ee que l'on retrouve de telles �equations. Cet exemple montre une fois de plus que

l'�evolution dans un potentiel quadratique est interpr�etable de fa�con classique.

L'action d'un potentiel plus que quadratique est donc de coupler chaque moment �a d'autres mo-

ments de puissances de plus en plus �elev�ees. Si l'on consid�ere par exemple la position moyenne,

celle-ci, va être graduellement coupl�ee �a des moments d'ordre de plus en plus �elev�es et donc �a des

moments dont la puissance est compatible avec l'apparition d'un terme quantique en ~2.
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Nous consid�erons ici un potentiel ext�erieur \cubique" de la forme :

U0 = � x3 e��x
2

(6.44)

Un potentiel purement cubique n'est pas physique car il donne lieu �a des �etats associ�es �a des �energies

non born�ees inf�erieurement. A�n de pallier �a ce probl�eme, nous avons introduit un facteur exponentiel

imposant une borne inf�erieure au spectre associ�e �a ce potentiel. Nous supposerons que la constante �

est tr�es faible, et permet de traiter le potentiel comme un terme cubique sur les dimensions du nuage,

c'est-�a-dire lorsque x '
p
x2.

Comme la d�eriv�ee troisi�eme du potentiel ext�erieur est non-nulle, tout moment contenant une

puissance en p sup�erieure �a trois a des termes quantiques tels que (6.42) dans sa d�eriv�ee tempo-

relle. Le diagramme de la Figure 6.3 montre comment la position moyenne est coupl�ee �a des termes

quantiques. Remarquons cependant que ces corrections interviennent �a un ordre �elev�e puisque la

contribution quantique apparâ�t seulement apr�es 8 it�erations de l'endomorphisme f , ce qui corres-

pond �a une d�eriv�ee 8�eme.

6.2.4.2 Potentiel ext�erieur quadratique avec interactions de contact.

La d�eriv�ee troisi�eme du potentiel ext�erieur est nulle. La seule contribution quantique possible ne

peut donc venir que du champ moyen. Le terme quantique d'ordre le plus bas s'�ecrit :

(i~)2

3!22

�Z
dxdpdp0Wx3(x; p

0; t)
�
Wp3(x; p; t) (6.45)

Ce terme ne peut avoir d'e�et sur l'�evolution d'un moment que s'il comporte une puissance en p

d'ordre sup�erieur ou �egal �a 3. En e�et, si la puissance de p est inf�erieure ou �egale �a deux, l'int�egration

sur p annule directement le terme.

Examinons donc les �equations du mouvement pour des moments d'ordre 3. En pr�esence d'in-

teractions de contact, les �equations de moments font apparâ�tre des produits de distributions de
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Wigner :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

dx3

dt
=

3

m
x2p

dx2p

dt
=

2

m
xp2 �m!2x3 +Ng

Z
dxdpdp0Wx(x; p

0; t)Wp(x; p; t) x
2p

dxp2

dt
=

1

m
p3 � 2m!2x2p+Ng

Z
dxdpdp0Wx(x; p

0; t)Wp(x; p; t) xp
2

dp3

dt
= �3m!2xp2 +Ng

Z
dxdpdp0Wx(x; p

0; t)Wp(x; p; t) p
3 +

(i~)2

3!
Ng

Z
dxdpdp0Wx3(x; p

0; t)Wp3(x; p; t) p
3

(6.46)

Examinons le terme quantique de la derni�ere �equation. Une int�egration par parties sur p permet de

contracter les d�eriv�ees avec les puissances de p. Une int�egration par parties sur x montre que ce terme

est, en fait, nul.

Les corrections quantiques interviennent donc sur la multiplicit�e d'ordre 4 correspondant un

sous-espace E4. Le terme quadratique du potentiel ext�erieur couple tous les moments d'une même

multiplicit�e entre eux. Le premier terme quantique apparâ�t ainsi dans la d�eriv�ee du moment x p3 :

Q1 = (i~)2Ng

Z
dxdpdp0Wx3(x; p

0; t)W (x; p; t) x (6.47)

Le diagramme de la Figure 6.3 montre comment ce terme intervient dans la dynamique du moment

x4.
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β
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Terme –p/m Wx
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x Wp
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Terme –p/m Wx
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Q1

xp2

p3

x2p

x3
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x

x4

x3p

x2p2

xp3

p4

Figure 6.3 { Diagrammes montrant l'intervention des premi�eres corrections quantiques (a) dans
l'�evolution de la position moyenne en pr�esence d'un potentiel cubique (6.44) sans interactions (b)
dans l'�evolution d'un moment d'ordre 4 en pr�esence d'un potentiel ext�erieur quadratique et d'un
pseudopotentiel de contact.
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6.3 Propagation classique dans l'espace des phases.

Reprenons l'exemple d'un nuage atomique condens�e �evoluant en pr�esence d'un potentiel ext�e-

rieur quadratique et d'un potentiel d'interaction mod�elisable par un terme de contact. La discussion

pr�ec�edente montre que les termes quantiques de l'�equation de propagation de Wigner (6.26) n'inter-

viennent pas dans la dynamique de moments position-impulsion de faible puissance (inf�erieure ou

�egale �a cinq). La position moyenne et la largeur quadratique �evoluent par exemple de fa�con classique.

Ceci sugg�ere que la partie classique de l'�equation de Wigner, qui a l'avantage d'être beaucoup plus

simple que l'�equation compl�ete, est su�sante pour d�ecrire la propagation du nuage dans un tel po-

tentiel.

C'est ce que nous allons v�eri�er en examinant directement la distribution solution de l'�equation

classique, et en comparant son comportement avec celui pr�edit pour la solution de l'�equation de Wi-

gner compl�ete. Soulignons que cette approximation classique (plus fr�equemment appel�ee \�equation

de Wigner tronqu�ee") a d�eja �et�e �etudi�ee en optique [110, 111] et en physique atomique [97, 2, 98].

On s'attend �a ce que les pr�edictions des deux �equations co��ncident dans la limite de faible densit�e,

puisque l'�equation de Wigner compl�ete se r�eduit �a sa partie classique pour un nuage in�niment dilu�e.

Il est en revanche moins �evident que l'�equation classique soit adapt�ee pour d�ecrire le comportement

d'un nuage dans la limite de Thomas-Fermi o�u la dynamique est domin�ee par l'e�et des interactions.

Celles-ci g�en�erent en e�et une s�erie in�nie de d�eriv�ees dans l'�equation de Wigner, et les ordres su-

p�erieurs ignor�es dans l'�equation classique sont susceptibles de modi�er sensiblement la propagation.

Il s'av�ere en fait que l�a encore l'�equation classique est pertinente. Il y a l�a une compl�ete coh�erence

avec la forme classique que prennent les �equations hydrodynamiques dans ces deux r�egimes : la seule

contribution �a ces �equations faisant intervenir explicitement la constante ~ est le terme de pression

quantique, qui devient n�egligeable aussi bien dans la limite de dilution que dans la limite de Thomas-

Fermi.

Les deux r�egimes de propagation �evoqu�es correspondent �a deux situations oppos�ees du point de la

contribution relative des interactions �a l'�energie totale du nuage. La validit�e de l'�equation de Wigner

classique dans ces deux cas extrêmes laisse pr�esager un domaine de validit�e important pour l'�equa-

tion classique. Sa pertinence pour d�ecrire le r�egime interm�ediaire o�u �energie d'interactions et �energie

cin�etique sont comparables sera con�rm�ee par l'�etude de la dynamique d'ansatz gaussiens dans la

partie suivante.

Nous examinons en�n deux cas de �gure o�u l'�equation de Wigner classique permet de retrou-
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ver ais�ement les pr�edictions provenant d'une sym�etrie de l'�equation d'onde. Les deux exemples font

intervenir un potentiel ext�erieur quadratique. D'une part nous obtenons la propagation ABCD en

l'absence d'interactions interatomiques, cons�equence de la sym�etrie symplectique de l'�equation de

propagation. D'autre part, nous retrouvons l'invariance du spectre d'excitation des modes monopo-

laires et quadrupolaires lors de l'addition d'un potentiel d'interaction en 1=r2 (ou d'un potentiel de

contact �a deux dimensions). Ce dernier r�esultat est profond�ement li�e �a une sym�etrie du Hamilto-

nien [112]. Il n'�etait pas trivial a priori que la troncature de la s�erie des d�eriv�ees dans l'�equation

de Wigner soit compatible avec cette pr�ediction. Sa validit�e sugg�ere que la troncature des termes

quantiques d'ordre sup�erieur ou �egal �a ~2 pr�eserve la sym�etrie du Hamiltonien responsable de la

structure du spectre.

6.3.1 Propagation de Wigner classique en r�egime de Thomas-Fermi : loi

d'expansion.

Nous montrons ici que l'�equation de Wigner classique pr�edit correctement la dynamique d'expan-

sion d'un nuage atomique condens�e en r�egime d'interactions fortes. Nous retrouvons en fait les lois

d'�echelles �etablies par Castin et Dum [38, 113] g�en�eralisant l'approximation de Thomas-Fermi aux

potentiels ext�erieurs d�ependant du temps.

Nous reprenons la d�emarche suivie par ces auteurs en consid�erant �a nouveau la transformation

de jauge suivante correspondant �a un changement d'�echelle d�ependant du temps :

�(r; t) =
1qQd
1 �i(t)

ei�(t)eim
Pd

1
_�i(t)x

2
i =[2~�i(t)]e�(xi=�i(t); t) (6.48)

Nous exprimons �a pr�esent la distribution de Wigner associ�ee �a � en fonction de la distribution de

Wigner fW associ�ee �a la fonction r�e�echelonn�ee e� :

W (r;p; t) =
1

(2�~)d
Qd

1 �i

Z
d3r0eim

Pd
1
_�i(xi+x

0
i)
2=(2~�i)e��xi + x0i=2

�i
; t

�
e�im

Pd
1
_�i(xi�x0i)2=(2~�i)e��

�
xi � x0i=2

�i
; t

�
e�

i
~
p�r0

(6.49)

Il est facile de transformer cette expression par le changement de variable x00i = x0i=�i pour faire

apparâ�tre la distribution de Wigner de la fonction e� :

W (r;p; t) = fW �
xi
�i
; �ipi �m _�ixi ; t

�
(6.50)
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La transformation de jauge pr�ec�edente sur les fonctions d'onde se traduit donc dans l'espace des

phases par la transformation suivante :

MS : (r;p; t)! (xi=�i; �ipi �m _�ixi; t) (6.51)

Nous notons W c(r;p; t) la distribution solution de l'�equation de Wigner classique a�n d'�eviter toute

confusion entre cette solution approch�ee et la v�eritable distribution de Wigner W (r;p; t). Nous �eta-

blissons la même correspondance de jauge entre les distributions W c et fW c qu'entre les distributions

de Wigner W et fW . Notre objectif est de montrer que le mouvement de W c(r;p; t) suit essentielle-

ment celui des param�etres d'�echelle �i donn�es par la loi d'expansion en r�egime d'interactions fortes.

En d'autres termes, nous souhaitons montrer que si les param�etres �i v�eri�ent le jeu d'�equations :

��i =
!2
i (0)

�i
Qd

j=1 �j
� �i!2

i (t) (6.52)

alors la distribution fW c �evolue lentement.

Nous commen�cons par �ecrire l'�equation du mouvement pour fW c en ins�erant la transformation de

jauge (6.48) dans l'�equation de Wigner classique :

�m ��i�ix
0
i
fW c

pi
+fW c

t = �
p0i
m�2i

fW c
xi
+

"
m

2
!2(t)�2ix

0
i +

1Qd
1 �j

Ng
@ je�(x0i; t)j2

@xi

#fW c
pi

Les quantit�es intervenant dans cette expression sont �evalu�ees au point (r0;p0; t0) =MS(r;p; t). Nous

e�ectuons �a pr�esent des regroupements judicieux dans l'�equation pr�ec�edente a�n de faire apparâ�tre

l'�equation des param�etres �i :

fW c
t (x

0
i; p

0
i; t) = �

p0i
m�2i

fW c
xi
(x0i; p

0
i; t) +

1Qd
1 �j

@xi

hm
2
!2(0)x02i +Ngje�(x0i; t)j2ifW c

p0i
(x0i; p

0
i; t)

+m

"
��i�i + �2i!

2(t)� !2(0)Qd
1 �j

#
x0ifW c

pi
(x0i; p

0
i; t) (6.53)

Lorsque les param�etres d'�echelle v�eri�ent les �equations (6.52), le dernier terme du membre de droite

disparâ�t. A�n d'�evaluer la rapidit�e de l'�evolution temporelle de W c, nous la d�ecomposons en une

partie statique et une partie d�ependant du temps : fW c(r;p; t) = fW c(r;p; 0) + �fW c(r;p; t). La
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composante d�ependant du temps ob�eit alors �a une �equation aux d�eriv�ees partielles :

�fW c
t +

dX
i=1

"
pi
m�2i

�fW c
xi
� V e

xiQd
j=1 �j

�fW c
pi

#
= S(r;p; t) (6.54)

avec le potentiel V e et le terme source S d�e�nis par :

V e(r; 0) =
m

2

dX
i=1

!2
i (0)x

2
i +Ngje�(r; 0)j2 ' �� ~

2p2(0)

2m

S(r;p; t) = � pi
m�2i (t)

fW c
xi
(r;p; 0) + V e

xi
(r; 0)fW c

pi
(r;p; 0)

Le terme �fW c(r;p; t) d�ependant du temps s'exprime comme la convolution de la fonction de Green

de cette �equation aux d�eriv�ees partielles avec le terme source. Pour �etablir que la composante �fW c

�evolue lentement, c'est-�a-dire avec un temps caract�eristique bien plus long que celui associ�e �a l'�energie

d'interaction, il su�t de montrer que le terme source S est plus petit que la fr�equence d'interaction

!int = Eint(0)=~.

Le premier facteur du terme source :

pi
m�2i

Wxi(r;p; 0) �
pi
m�2i

�
pi
~

�
W (r;p; 0)

contribue principalement pour les valeurs pi ' pi(0) de l'ordre du moment initial. La d�ecroissance

de la distribution de Wigner initiale fait que ce terme est n�egligeable d�es lors que l'on consid�ere des

valeurs de l'impulsion bien sup�erieures �a la moyenne initiale jpij � jp(0)j. Le premier terme est donc
du même ordre de grandeur que la fr�equence associ�ee �a l'�energie cin�etique initiale !K = p2(0)=(2m~).

Le second facteur, faisant intervenir l'op�erateur associ�e �a l'�energie cin�etique, peut être estim�e �a :

V e
xi
(r; 0)Wpi(r;p; 0) �

pi(0)

~

p2(0)

2m

xi
~
W (r;p; 0)

o�u nous avons utilis�e l'analyse de Fourier pour �evaluer l'ordre de grandeur deWpi(r;p; 0) � xi=~W (r;p; 0).

Cette deuxi�eme contribution est donc �egalement comparable �a la fr�equence associ�ee �a l'�energie cin�e-

tique initiale et donc bien inf�erieure �a celle associ�ee �a l'�energie d'interaction.

Cette analyse montre que la distributionfW c(r;p; t) �evolue bien plus lentement que les param�etres

d'�echelle �i dont l'�echelle de temps correspond aux fr�equences de pi�egeage initiales (bien sup�erieures
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�a la fr�equence de recul dans la limite de Thomas-Fermi). En premi�ere approximation il est donc

possible d'�ecrire la solution de l'�equation de Wigner classique sous la forme :

W c(r;p; t) ' W c

�
xi
�i
; �ipi �m _�ixi ; 0

�
(6.55)

avec des param�etres d'�echelle v�eri�ant le jeu de relations (6.52). L'�equation de Wigner classique

aboutit donc �a une pr�ediction d'expansion du nuage conforme aux r�esultats attendus pour le r�egime

de Thomas-Fermi d�ependant du temps.

6.3.2 Propagation de Wigner dans un potentiel ext�erieur quadratique

en l'absence d'interactions : th�eor�eme ABCD dans l'espace des

phases.

En l'absence d'interactions et en pr�esence d'un potentiel quadratique, la validit�e de l'�equation de

Wigner classique est �evidente puisque l'�equation de Wigner compl�ete se r�eduit �a sa partie classique.

Il est n�eanmoins instructif de retrouver l'�equivalent dans l'espace des phases de la propagation par le

th�eor�eme ABCD utilis�ee �a plusieurs reprises dans ce m�emoire, r�esultat li�e �a la sym�etrie symplectique

de l'�equation d'onde. Ceci permet �egalement de faire le lien entre la propagation dans l'espace des

phases expos�ee dans ce chapitre et les autres outils th�eoriques expos�es dans le manuscrit tels que

l'approche des interactions par une m�ethode ABCD.

L'�equation de Wigner classique fournit une m�ethode �el�egante pour obtenir la version dans l'es-

pace des phases du th�eor�eme ABCD�� d�emontr�e par Christian Bord�e pour les fonctions d'onde. Ce

n'est pas surprenant car l'�equation de Wigner classique a une structure qui re�ete celle des �equations

de Hamilton, qui interviennent dans la d�emonstration de Christian Bord�e du th�eor�eme ABCD. Par

ailleurs, mentionnons que Christian Bord�e avait d�ej�a montr�e en proc�edant par int�egration directe

que la propagation de la distribution de Wigner associ�ee �a un mode fondamental gaussien suivait

la dynamique ABCD [55]. Nous obtenons ici le r�esultat g�en�eral pour une distribution de Wigner

initiale quelconque en faisant appel �a l'�equation de propagation.

Commen�cons par examiner les cons�equences de l'�evolution ABCD sur l'espace des phases en

consid�erant, comme au chapitre 1, l'�evolution des op�erateurs position et impulsion en repr�esentation
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de Heisenberg : 
R̂(t)
1
m
P̂(t)

!
=M(t; t0)

 
R̂(t0)
1
m
P̂(t0)

!
+

 
�̂(t)

�̂(t)

!
ou M(t; t0) =

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
(6.56)

Puisque l'�etat quantique est invariant en repr�esentation de Heisenberg, la valeur moyenne associ�ee

aux observables position et impulsion suit la même �evolution temporelle que les op�erateurs corres-

pondants (ce r�esultat d�ecoule par ailleurs du th�eor�eme ABCD.). Un �echantillon atomique ayant une

distribution de Wigner initialement concentr�ee autour du point R(t0);P(t0) aura, �a l'instant t, une

distribution concentr�ee en (R(t);P(t)) = M(t; t0)(R(t0);P(t0)). L'espace des phases en t0 est donc

envoy�e par une application lin�eaire sur l'espace des phases �a t comme pr�esent�e sur la �gure 6.4.

r
r

p
r

r
r

p
r

Instant t0 Instant t
M(t,t0)

M-1(t,t0)

Figure 6.4 { Transformation dans l'espace des phases associ�ee �a la propagation dans un potentiel
quadratique en position et en impulsion.

Etant donn�e que les distributions de Wigner font intervenir des couples position-impulsion plutôt

que sur des couples position-vitesse, il est utile de d�e�nir l'application M 0 suivante :

M 0(t; t0) =

 
A(t; t0)

1
m
B(t; t0)

mC(t; t0) D(t; t0)

!
(6.57)

Nous avons introduit la masse en tant que param�etre dans l'application M 0 a�n de pr�eserver les

conventions usuelles des matrices ABCD.

Il est donc logique de s'attendre �a ce que cette correspondance se transpose directement en une

relation entre la distribution de Wigner �a l'instant t et celle �a l'instant t0 :

W
�
M 0(t; t0) (r;p) + (�(t; t0);m�(t; t0)) ; t

�
= W ( r;p; t0 ) (6.58)

Nous allons montrer que l'�equation de propagation de Wigner classique est bien compatible avec une
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telle relation et implique une expression des matrices 3 � 3 ABCD et vecteurs �; � en concordance

avec les �equations usuelles de l'optique atomique (1.61) et (1.62) �evoqu�ees en introduction.

Selon la relation (6.58), la connaissance de la distribution de Wigner initiale, de l'inverse de la

transformation M 0(t; t0) et des vecteurs �(t; t0); �(t; t0) su�t �a d�eterminer la distribution de Wigner

�a l'instant t :

W ( r;p; t ) = W

 
M 0�1(t; t0)

 
r� �(t; t0)
p�m�(t; t0)

!
; t0

!
(6.59)

Heureusement, la structure symplectique des �equations de propagation dans un potentiel quadratique

fait que la transformation M 0 sur l'espace des phases est facilement inversible :

M 0�1(t; t0) =

 
A(t0; t)

1
m
B(t0; t)

mC(t0; t) D(t0; t)

!
=

 eD(t; t0) � 1
m
eB(t; t0)

�m eC(t; t0) eA(t; t0)
!

(6.60)

Nous consid�erons l'�evolution de la distribution de Wigner sous le Hamiltonien quadratique (1.50)

d�eja introduit au premier chapitre et dont nous rappelons ici l'expression g�en�erique :

H =
p � �(t) � p

2m
� er�(t)p� m

2
er(t)r�mg � r+ f(t) � p

A�n de montrer que l'�equation de Wigner classique pr�eserve la propagation par matrice ABCD,

nous allons utiliser une m�ethode g�en�erale qui consiste �a montrer qu'une fonction d'essai v�eri�e la

même �equation de propagation et les mêmes conditions initiales. Nous consid�erons ici la distribution

suivante :

F (r;p; t) = W

� eD(t; t0)(r� �)� 1

m
eB(t; t0)(p�m�) ;�m eC(t; t0)(r� �) + eA(t; t0)(p�m�) ; 0�

(6.61)

Nous allons montrer que si certaines �equations sont satisfaites par les param�etres A;B;C;D; �; �,

cette fonction v�eri�e l'�equation de Wigner classique :

yt = �Hp(r;p) � yr +Hr(r;p) � yp (6.62)

Nous imposons aux param�etres les conditions initialesA(t0; t0) = C(t0; t0) = I3,B(t0; t0) = D(t0; t0) =

03 et �(t0; t0) = �(t0; t0) = 0 a�n de faire co��ncider initialement les deux distributions.

Il importe de faire attention �a la transposition des matrices. Rappelons le r�esultat �el�ementaire de
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calcul di��erentiel :

@rf(Mr) = fM@rf

En ins�erant l'expression de F dans l'�equation classique (6.62), on obtient au point (r0;p0) = (r �
�;p�m�) :� eDtr� 1

m
eBtp+ (� eD�t + eB�t)� �Wrj0 +

h
�m eCtr

0 + eAtp
0 + (m eC�t � eA�t)i �Wpj0

= �
�
�
p0

m
� e�r0 + f

�
�
h eDWrj0 �m eCWpj0

i
+
h
�p0 �mr0 �mg

i
�
�
� 1

m
eBWrj0 + eAWpj0

�
(6.63)

En utilisant en�n la relation u �Av = eAu � v, nous regroupons les termes d�ependant du temps selon

les puissances de r;p et d�eriv�ees partielles de la distribution de Wigner initiale auxquels ils sont

associ�es :h eDt � eDe�� eBi r �Wrj0 +
h
� eBt + eDe� � eB�i p

m
�Wrj0 +

h
� eCt + eCe� + eAimr �Wpj0

+
h eAt � eC� � eAe�ip �Wpj0 +

h
�( eDt� � eD�t + eDf) + ( eBt�+ eB�t � eBg)iWrj0

+ m
h
( eCt� + eC�t � eCf)� ( eAt�+ eA�t � eAg)iWpj0 = 0 (6.64)

Les termes entre crochets sont n�ecessairement nuls. En e�et, d'une part les matrices ABCD sont

param�etr�ees uniquement par le temps, d'autre part leur loi d'�evolution est ind�ependante de l'�etat

quantique propag�e lorsque l'on consid�ere la propagation en absence d'interactions. L'�equation pr�ec�e-

dente doit donc être v�eri��ee pour toute fonction Wrj0;Wpj0 et pour toutes les positions r;p. L'ind�e-
pendance de ces param�etres permet d'obtenir la nullit�e des termes entre crochets. On obtient ainsi

le jeu d'�equation suivant pour les matrices ABCD :

eAt = eAe� + eC�eBt = eBe� + eDe�eCt = eA + eCe�eDt = eB + eDe� (6.65)

Nous avons utilis�e l'antisym�etrie de la matrice � et la sym�etrie de la matrice . Il est satisfaisant de

voir que la masse n'intervient plus comme param�etre dans la dynamique d'�evolution des matrices.
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Ce syst�eme d'�equations peut être reformul�e de fa�con synth�etique en faisant intervenir la matrice � :

d

dt
M(t; t0) = �(t)M(t; t0)

avec M(t; t0) =

 
A(t; t0) B(t; t0)

C(t; t0) D(t; t0)

!
et �(t) =

 
�(t) �(t)

(t) �(t)

!
(6.66)

On retrouve donc l'�equation d'�evolution du premier chapitre pour les matrices ABCD. Par ailleurs,

les param�etres � et � ob�eissent aux �equations :

d

dt

"
M�1(t; t0)

 
�(t; t0)

�(t; t0)

!#
=M�1(t; t0)

 
f(t)

g(t)

!

Nous avons utilis�e l'expression (6.60) donnant l'inverse de la matrice M , et bas�ee par ailleurs sur le

caract�ere symplectique du mouvement. En utilisant les conditions initiales �(t0; t0) = �(t0; t0) = 0

ainsi que les relations M�1(t; t0) = M(t0; t) et M(t; t0)M(t0; t
0) = M(t; t0), l'�equation pr�ec�edente

s'int�egre en :  
�(t; t0)

�(t; t0)

!
=

Z t

t0

dt0M(t; t0)

 
f(t0)

g(t0)

!
(6.67)

On retrouve ainsi pour l'�evolution des param�etres �; � l'�equation (1.62) �enonc�ee au chapitre 1. Nous

avons raisonn�e jusqu'ici par conditions n�ecessaires pour retrouver la dynamique des param�etres asso-

ci�es �a la propagation ABCD��. Le point cl�e est que ces param�etres su�sent �a d�e�nir le mouvement,

ce qu'il est ais�e d'�etablir en remontant les �equations. En e�et, si les param�etres ABCD�� v�eri�ent

les �equations (6.66) et (6.67), l'�equation (6.64) l'est aussi et la distribution F d�e�ni par la relation

(6.61) v�eri�e bien l'�equation de Wigner. La distribution F (r;p; t) v�eri�e alors la même �equation de

propagation que la distribution de Wigner W (r;p; t) et ces distributions co��ncident par construction

�a l'instant initial. Les r�esultats relatifs aux �equations aux d�eriv�ees partielles permettent alors d'iden-

ti�er ces deux distributions :

W (r;p; t) = W

� eD(t; t0)(r� �)� 1

m
eB(t; t0)(p�m�) ;�m eC(t; t0)(r� �) + eA(t; t0)(p�m�) ; t0�

(6.68)

Nous avons donc v�eri��e que la propagation en r�egime dilu�e dans un potentiel quadratique ob�eissait

�a la même dynamique ABCD que celle pr�edite pour les fonctions d'ondes par l'optique atomique.

Pour e�ectuer cette d�emonstration, nous n'avons pas eu besoin de consid�erer une fonction initiale

gaussienne comme dans le th�eor�eme ABCD.
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6.3.3 Annulation du d�eplacement de fr�equence pour un nuage con�n�e

dans un pi�ege bidimensionnel.

L'�equation de Wigner classique permet de retrouver un r�esultat important sur les atomes con�n�es

dans des pi�eges bidimensionnels : le spectre des modes d'un nuage con�n�e dans un pi�ege harmonique

bidimensionnel a un comportement universel. Le syst�eme pr�esente en e�et des modes d'oscillations

collectifs "de respiration" �egalement espac�es de 2!0 (!0 est la fr�equence du pi�ege harmonique iso-

trope), et ce ind�ependamment de la force relative des interactions.

En fait ce n'est pas �a proprement parler la dimensionnalit�e du nuage atomique qui est en jeu

ici, mais plutôt la sym�etrie du potentiel d'interaction par rapport �a une transformation d'�echelle.

Les r�esultats discut�es ici s'appliquent en e�et �a tout potentiel d'interaction se transformant sous une

dilatation de l'espace selon :

V (�r) = ��2V (r) (6.69)

Nous supposons que les interactions du nuage sont mod�elisables par un pseudopotentiel de contact

�a deux dimensions, et nous commen�cons par montrer pourquoi ce potentiel satisfait la relation

d'�echelle (6.69). Nous montrons ensuite que l'�equation de Wigner classique pr�edit �egalement la pr�e-

sence d'un mode de fr�equence 2!0 ind�ependamment de la force des interactions. En suivant la d�e-

monstration de Pitaevskii et Rosch [112], nous montrons que le comportement universel observ�e est

en fait la r�eminiscence d'une sym�etrie du Hamiltonien par rapport aux dilatations de l'espace. Il

est instructif que l'�equation de Wigner classique aboutisse �a la même pr�ediction d'universalit�e pour

le mode fondamental. Ceci sugg�ere que la troncature des termes d�eriv�es ne brise pas la sym�etrie

invoqu�ee ici pour le Hamiltonien.

6.3.3.1 Transformation d'�echelle du potentiel de contact �a deux dimensions.

Rappelons bri�evement ici la signi�cation de l'appelation \nuage bidimensionnel ou unidimension-

nel". Les fonctions d'onde associ�ees �a de tels nuages vivent bien dans un espace de Hilbert �a trois

dimensions. Cependant, la quanti�cation des degr�es de libert�es externe du nuage peut permettre de

geler le mouvement selon une direction. Pour comprendre ce m�ecanisme, consid�erons un nuage con�n�e

dans une bô�te cubique de cot�e Li �evoluant librement dans la boite. Nous adoptons des conditions

aux limites p�eriodiques, qui imposent que la coordonn�ee du vecteur d'onde associ�ee �a la direction i

v�eri�e ki = 2�n=Li; n 2 Z. L'�energie minimale associ�ee au mouvement selon la direction i est donc
le terme cin�etique �Ei = (2�~)2=(2mL2

i ). Il est possible de cr�eer un pi�ege ayant une g�eom�etrie et

des conditions de temp�erature telles que cette �energie �Ei ne soit accessible que selon une ou deux
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directions. Tout se passe alors comme si la fonction d'onde �etait �a une ou deux dimensions.

Consid�erons un potentiel de contact e�ectif �a d dimensions V (r) = g�d(r). Ce potentiel se traduit

par un potentiel de champ moyen dans l'�equation d'onde :

Umf (r) = Ngj�(r)j2 (6.70)

Soit une dilatation de l'espace r ! �r. Examinons la nouvelle fonction d'onde dans l'espace dilat�e.

Les probabilit�es de pr�esence d'un atome dans un cube de volume �V situ�e en r de l'espace initial et

dans un cube de volume �d�V situ�e en �r de l'espace dilat�e doivent correspondre. L'expression de la

fonction d'onde �0(r; t) dans l'espace dilat�e doit donc être de la forme :

�0(r; t) =
1

�d=2
�
� r
�
; t
�
ei'(t) (6.71)

Le facteur de phase ad�equat est en fait celui donn�e dans la transformation de jauge (6.50) utilis�ee

pour d�ecrire l'expansion de Thomas-Fermi. La cons�equence de cette transformation pour le potentiel

la relation d'�echelle :

Umf (�r; t) =
1

�d
Umf (r; t) (6.72)

On voit donc que le potentiel de contact ne v�eri�e la transformation (6.69) que pour la dimensionalit�e

d = 2. A trois dimensions, seul le potentiel d'interaction en 1=r2 v�eri�e cette relation d'�echelle :

V (r; r0) =
g

jjr� r0jj2 (6.73)

Les r�esultats expos�es dans ce paragraphe seront valables pour les deux potentiels d'interaction. Ils

feront cependant l'objet d'un traitement s�epar�e dans l'�equation de Wigner classique.

6.3.3.2 Equation de Wigner classique.

Nous �evaluons �a pr�esent la fr�equence d'oscillation associ�ee �a l'�evolution du moment r2 d'un nuage

condens�e en pr�esence d'un potentiel harmonique et d'un potentiel d'interaction V . Nous utilisons

l'�equation de Wigner classique, �equivalente ici �a l'�equation de Wigner compl�ete car le moment ne fait

intervenir que deux coordonn�ees. Nous envisageons les deux con�gurations suivantes :

{ Nuage tridimensionnel pr�esentant des interactions �a distances d�ecrites par un potentiel V v�e-
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ri�ant la relation d'�echelle V (�r) = �nV (r).

{ Nuage �a d dimensions pr�esentant des interactions mod�elisables par un terme de contact V c(r) =

g�d(r).

Nous notons dans les deux cas Umf le potentiel de champ moyen r�esultant des interactions. La

m�ethode des contractions �evoqu�ee dans le paragraphe pr�ec�edent donne ais�ement les �equations du

mouvement pour le moment x2i :

dx2i
dt

=
2

m
xi pi (6.74)

dxipi
dt

=
p2i
m
� xiV har

xi
� xiUmf

xi (6.75)

Lorsque l'on somme ces relations sur chaque coordonn�ee, on obtient une �equation ferm�ee pour le

moment r2 :
m

2

d2r2

dt2
=
p2

m
� r � V har

r � r � Umf
r (6.76)

Utilisons �a pr�esent les relations d'�echelle pour �evaluer les termes associ�es aux deux potentiels. Le

terme harmonique v�eri�e simplement :

rU0
r = 2U0 = m!2

0r
2 (6.77)

On s'attend �a des relations similaires pour les termes d'interaction.

Consid�erons tout d'abord les interactions g�en�er�ees par un potentiel �a distance V satisfaisant la

relation d'�echelle (6.69) . Dans le membre de droite de l'�equation de Wigner, le terme associ�e aux

interactions s'�ecrit :

xiU
mf
xi =

Z
d3r0d3p0d3rd3pW (r0;p0) xiVxi(r� r0)W (r;p)

En utilisant la sym�etrie du potentiel qui entrâ�ne Vxi(r
0; r) = �Vx0i(r0; r), on peut �egalement exprimer

la quantit�e pr�ec�edente sous la forme :

xiU
mf
xi =

1

2

Z
d3r0d3p0d3rd3pW (r0;p0) (xi � x0i)Vxi(r� r0)W (r;p) (6.78)
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En sommant cette relation sur les di��erentes coordonn�ees de r :

r � Umf
r =

1

2

Z
d3r0d3p0d3rd3pW (r0;p0) [(r� r0) � Vr(r� r0)] W (r;p) (6.79)

La relation d'�echelle satisfaite par le potentiel V s'�ecrit sous forme di��erentielle :

r � Vr(r) = nV (r) (6.80)

La loi de transformation du potentiel d'interaction V se reporte ainsi simplement sur le terme de

champ moyen :

r � Umf
r = n Umf

r (6.81)

Examinons �a pr�esent la contribution des interactions de contact �a l'�equation (6.76) en dimension

d. Les termes correspondants sont de la forme :

xiU
mf
xi = g

Z
ddrddp0ddp xi Wxi(r;p

0)W (r;p)

Cette contribution s'�evalue ais�ement par int�egration par parties :

xiU
mf
xi = �1

2

Z
ddp0ddr0ddpddr W (r0;p0)

�
g�d(r� r0)�W (r;p) = �Eint (6.82)

En sommant sur les di��erentes coordonn�ees, on obtient :

r � Umf
r = �d Umf

r (6.83)

Il est satisfaisant de voir que le calcul con�rme l'analyse dimensionnelle du paragraphe pr�ec�edent :

en dimension 2, les interactions de contact sont �equivalentes au potentiel en 1=r2 du point de vue

des transformations d'�echelle.

Il su�t �a pr�esent d'utiliser les expressions correspondantes dans l'�equation (6.76) di��erentielle de

la taille du nuage :
m

2

d2r2

dt2
= 2

p2

2m
�m!2

0r
2 + ` Umf (6.84)

ou l'entier ` vaut ` = �n ou ` = d selon la con�guration de potentiel �etudi�ee. Pour la valeur

particuli�ere ` = 2, il est possible de regrouper le terme d'interaction avec l'�energie cin�etique. En
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y ajoutant le potentiel ext�erieur harmonique fonction uniquement de r2, on obtient une �equation

di��erentielle pour r2 faisant intervenir uniquement la fr�equence du pi�ege, la masse et l'�energie totale

E = p2

2m
+ m

2
!2
0r

2 + Umf :

d2r2

dt2
+ 4!2

0r
2 =

4E

m
(6.85)

L'�equation de Wigner classique pr�edit donc �egalement le mode d'oscillation universel de la taille du

nuage �a la fr�equence 2!0 pour un condensat bidimensionnel avec interaction de contact ou pour un

nuage tridimensionnel avec des interactions en 1=r2.

6.3.3.3 Le spectre de l'oscillateur harmonique provient d'une sym�etrie du Hamiltonien.

Cette explication sur l'oscillateur harmonique va permettre de mettre en �evidence le rôle de la

sym�etrie des interactions dans le comportement universel observ�e.

La structure des niveaux de l'oscillateur harmonique d�ecoule en fait de l'inclusion du Hamiltonien

dans une alg�ebre de Lie. Le point fondamental est un jeu de relations de commutations faisant

intervenir l'�energie cin�etique K̂, le potentiel harmonique Hhar, et le g�en�erateur des dilatations Q̂ :

Q̂ =
1

2
[r̂ � p̂+ r̂ � p̂] (6.86)

Il est possible de comprendre d'o�u vient l'expression de Q̂ en notant qu'une dilatation homog�ene op�ere

en chaque point de l'espace une translation d'un vecteur proportionnel �a la position r et que l'op�e-

rateur impulsion p̂ est le g�en�erateur des translations. Les relations de commutations fondamentales

s'�ecrivent : h
Q̂; K̂

i
= �2 i K̂ (6.87)h

Q̂; Ĥhar

i
= 2 i Ĥhar (6.88)h

K̂; Ĥhar

i
= i !2

0 Q̂ (6.89)

Les deux premi�eres relations de commutation sont la version in�nit�esimale de la transformation des

op�erateurs �energie cin�etique K̂ et potentiel harmonique Ĥhar sous les dilatations de l'espace :

xi ! �xi
X
i

�~2
2m
4xi ! ��2

 X
i

�~2
2m
4xi

! X
i

1

2
m!2

0x
2
i ! �2

 X
i

1

2
m!2

0x
2
i

!
(6.90)
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La troisi�eme relation est sp�eci�que du potentiel harmonique et permet de fermer le jeu de commuta-

tions et d�e�nir une alg�ebre de Lie repr�esentant le groupe SO(2; 1) :

L̂1 =
1

2!0

�
K̂ � Ĥhar

�
L̂2 =

Q̂

2

L̂3 =
1

2!0

�
K̂ + Ĥhar

�
=

Ĥ0

2!0
(6.91)

Ces op�erateurs satisfont bien les relations de commutations qui d�e�nissent un moment cin�etique. Ils

permettent de construire les op�erateurs de cr�eation et d'annihilation selon la d�e�nition habituelle

L̂� = 1p
2

�
L̂1 � L̂2

�
, qui v�eri�ent les relations de commutation avec le Hamiltonien [Ĥ0; L̂

�] =

�2!0L̂�. En les appliquant �a un �etat propre j	0i d'�energie E0, on obtient l'�echelle habituelle des

niveaux d'�energie :

Ĥ0

�
L̂�j	0i

�
= �2!2

0L̂
�j	0i (6.92)

6.3.3.4 Invariance de la sym�etrie lors de l'ajout d'un potentiel d'interaction satisfaisant

la relation d'�echelle.

La structure universelle des modes de l'oscillateur harmonique est donc la cons�equence d'un jeu de

relations de commutations qui permet d'ins�erer le Hamiltonien dans une alg�ebre de Lie repr�esentant

le groupe SO(2; 1).

Soit donc un potentiel v�eri�ant la relation d'�echelle (6.69). Ce potentiel se transforme de fa�con

identique �a l'op�erateur d'�energie cin�etique lors d'une dilatation de l'espace et ob�eit donc �a la même

relation de commutation :

[V̂ ; Q̂] = �2iV̂ (6.93)

Comme ce potentiel d'interaction ne fait intervenir que l'op�erateur position, il commute avec le

potentiel de pi�egeage. En d�e�nissant l'op�erateur K̂ 0 = K̂ + V̂ , on obtient donc un jeu de relations

identique : h
Q̂; K̂ 0

i
= �2iK̂ 0h

Q̂; Ĥhar

i
= 2iĤharh

K̂ 0; Ĥhar

i
= i!2

0Q̂ (6.94)

(6.95)
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Grâce �a la similitude de transformations, on a pu �a nouveau regrouper ensemble l'�energie cin�etique

et l'�energie d'interaction tout en pr�eservant les relations de commutation pr�ec�edentes. Il su�t alors

de red�e�nir des op�erateurs L̂0 comme pr�ec�edemment pour inclure �a nouveau le Hamiltonien total

Ĥ 0 = K̂ 0 + Ĥhar dans une alg�ebre de Lie repr�esentant SO(2; 1). Les op�erateurs d'�echelle corres-

pondants redonnent la structure des modes espac�es de 2!0, qui est �nalement pr�eserv�ee même en

pr�esence d'interactions.
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6.4 Comparaison de la m�ethode des moments avec l'ap-

proche variationnelle pour des nuages atomiques gaus-

siens.

Il s'agit ici de confronter les pr�edictions de la m�ethode des moments �a celles de l'approche varia-

tionnelle par Lagrangien e�ectif ainsi qu'�a des mesures exp�erimentales. Nous �etudions ici la dyna-

mique de nuages condens�es d�ecrits par des fonctions d'essai gaussiennes en pr�esence d'un potentiel

ext�erieur harmonique, d'un pseudo-potentiel d'interaction, et d'un potentiel dipolaire. Les m�ethodes

expos�ees ici s'appliquent exclusivement �a basse �energie : la description du nuage par un mode fonda-

mental gaussien suppose de fait que l'on se place dans ce r�egime.

Nous commen�cons par traiter ces nuages par une m�ethode variationnelle en suivant la d�emarche

de P�erez-Garcia [100, 101]. Nous calculons en particulier les �equations du mouvement pour les lar-

geurs du nuage. Le d�ecouplage des �equations d'Euler Lagrange correspondantes est technique, mais

ne pr�esente pas de di�cult�e majeure. Le calcul correspondant est report�e �a l'annexe J.

Nous retrouvons ensuite ces �equations par la m�ethode des moments. Sur cet exemple, cette m�e-

thode est plus simple : elle donne lieu directement �a un syst�eme d'�equations qui ne portent que sur

les largeurs du nuage, alors que les �equations d�ecoulant du Lagrangien font intervenir simultan�ement

tous les param�etres des fonctions d'essai. Cet avantage peut s'av�erer signi�catif lorsque ces fonctions

sont index�ees par un grand nombre de param�etres.

Nous appliquons ensuite les �equations di��erentielles obtenues �a la d�etermination des fr�equences

monopolaires et quadrupolaires d'oscillation d'un condensat cylindrique. Perez-Garcia et al. avait

montr�e qu'il y avait un excellent accord entre les r�esultats de l'approche variationnelles, les mesures

exp�erimentales [114, 115, 116] et les pr�edictions th�eoriques de Stringari [117, 118]. Comme les fr�e-

quences obtenues par la m�ethode des moments sont identiques �a celles de la m�ethode variationnelle,

cette concordance pro�te �egalement �a la m�ethode d�evelopp�ee dans ce chapitre. Nous ne faisons dans

cette section aucune hypoth�ese quant �a la force relative des interactions, et les moments consid�er�es

ne font intervenir que les termes classiques de l'�equation de Wigner. Les pr�edictions exactes obte-

nues par la m�ethode des moments sugg�erent donc que l'�equation de Wigner classique d�ecrit de fa�con

correcte la dynamique de condensats non seulement dans les cas limites d'interactions n�egligeables

ou au contraire pr�edominantes �evoqu�es dans la partie pr�ec�edente, mais �egalement en pr�esence d'in-

teractions de force arbitraire.
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6.4.1 Interactions dipolaires.

Nous consid�erons ici un condensat qui pr�esente, outre les interactions pr�ec�edentes associ�ees aux

collisions dans l'onde s, des interactions dipolaires dont les e�ets li�es �a l'anisotropie et �a la longue

port�ee du potentiel �echappent �a la mod�elisation par potentiel de contact. Bien que l'ordre de grandeur

du potentiel dipolaire soit bien plus faible que celui du potentiel de di�usion dans l'onde s, ses e�ets

ont pu être observ�es sur un condensat de 52 Cr pr�esentant un moment magn�etique permanent au

voisinage de la fr�equence de Feshbach, c'est-�a-dire lorsque la contribution du potentiel de contact est

fortement diminu�ee [119]. Dans cette exp�erience, l'anisotropie induite par l'interaction dipolaire mo-

di�e l'aspect du nuage lors de son expansion et permet de supprimer la fameuse inversion d'ellipticit�e

initialement per�cue comme la signature d'un condensat. Yi et You avaient montr�e auparavant que

la pr�esence d'un potentiel anisotropique �etait �egalement susceptible d'a�ecter les fr�equences d'oscil-

lation des modes de basse �energie d'un condensat de Rubidium 85Rb [120], mais cette modi�cation

n'a pas �et�e observ�ee exp�erimentalement �a ma connaissance. C'est cette alt�eration du spectre des

excitations de basse �energie que nous allons �etudier grâce au formalisme de Wigner d�evelopp�e dans

ce chapitre.

Nous consid�erons donc un condensat dont les atomes pr�esentent un moment dipolaire. Celui-ci

peut-être magn�etique ou �electrique, permanent (par exemple si le dipole est li�e au spin de la particule)

ou bien au contraire induit par un champ �electromagn�etique. La discussion que nous menons dans

cette partie concerne indi��eremment tous les types de dipoles, �a condition de modi�er la constante

de couplage en cons�equence. Nous supposerons que les moments dipolaires sont align�es selon Oz, par

un champ magn�etique ou bien �electrique selon le type de dipole envisag�e. Le potentiel d'interaction

est de la forme :

Vd(r) = gd
1� 3 cos2 �r

R2
cos �r = r � z (6.96)

La Figure 6.5 montre les conventions g�eom�etriques utilis�ees dans cette expression. La constante de

couplage gd vaut respectivement gd = �2 pour des dipoles magn�etiques (� �etant le moment magn�e-

tique, permanent ou bien induit par un champ B) et gd = �2(0)E2(0) pour des dipoles �electriques

induits(avec � polarisabilit�e atomique, E(0) champ �electrique local). Comme pr�ec�edemment, le po-

tentiel associ�e aux di�usions dans l'onde s est mod�elis�e par le terme Vc(r) = g0�(r), o�u g0 est reli�e �a

la longueur de di�usion as par la relation g0 = 4�~2as=m.
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Figure 6.5 { Interaction de deux dipoles align�es par un champ magn�etique.

6.4.2 Approche variationnelle du mouvement de nuages condens�es.

Il s'agit d'un outil th�eorique bien �etabli en physique. Cette m�ethode consiste �a ramener l'�etude

d'un champ atomique pr�esentant une in�nit�e de degr�es de libert�es �a celle d'une famille �nie de

degr�es de libert�es choisis de fa�con �a caract�eriser e�cacement le nuage. Ceux-ci apparaissent comme

les param�etres d'une famille de fonctions d'essais choisie de fa�con �a approcher au mieux la fonction

d'onde macroscopique du condensat. En suivant la d�emarche de P�erez-Garcia [100] nous consid�erons

dans cette section les fonctions d'essai gaussiennes :

�
w;�!� ;�!� (r; t) = A(t)

Y
�=x;y;z

e�(���0)
2=(2w2

�(t))+i���(t)+i�
2�2�(t) (6.97)

Pour un condensat pr�esentant �a la fois des interactions de contact et des interactions �a distance, le

Lagrangien associ�e au mouvement de la fonction d'onde s'�ecrit :

L(�;��) =
i~

2

Z
d3r

�
�(r; t)

@��(r; t)
@t

� ��(r; t)
@�(r; t)

@t

�
+

Z
d3r��(r; t)

�
�~

2r2

2m
+ U0(r)

�
�(r0; t)

+
1

2

Z
d3r0d3r��(r0; t)��(r; t)

�
Vc(r� r0) + Vd(r� r0)

�
�(r; t)�(r0; t)

(6.98)
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Lorsque l'on ins�ere la fonction d'essai dans cette expression, on obtient un Lagrangien dit \e�ectif"

qui fait intervenir uniquement les param�etres de cette fonction :

Le(wx; wy; wz; �x; �y; �z; �x; �y; �z) = L(�
w;�!� ;�!� ;�

�
w;�!� ;�!� ) (6.99)

Le terme \e�ectif" fait r�ef�erence au caract�ere approximatif de la m�ethode utilis�ee. Le calcul de ce

Lagrangien, r�ealis�e dans l'annexe J, ne pose pas de di�cult�e. Il su�t essentiellement d'e�ectuer les

changements de variable u = x� x0 et d'utiliser les int�egrales gaussiennes :Z
du e�ibu

2

=

r
�

b

Z
du u e�ibu

2

= 0

Z
du u2 e�ibu

2

=
1

2b

r
�

b
(6.100)

Tous calculs faits, on obtient l'expression suivante :

Le =
�3=2wxwywz

2

�
i~

2

�
A _A� � A� _A

�
+ jAj2

��
~ _�x +

2~2

m
�2x +

1

2
m�2x

��
2x20 + w2

x

�
+

~
2

2mw2
x

+
~
2�2x
m

+ 2x0(~ _� +
2~2

m
�x�x) + y,z...

�
+jAj4

"
g0

2
p
2
+ 4
p
2gd

Z
d3r

1� 3 cos2 �r
r2

Y
�=x;y;z

e�r
2
�=(2w

2
�)

## (6.101)

Les �equations du mouvement pour les param�etres de la fonction d'essai d�ecoulent des �equation

d'Euler-Lagrange pour le nouveau Lagrangien :

@

@t

�
@Le

@ _q

�
=
@Le

@q
(6.102)

o�u q = wx; �x; :::. Le d�ecouplage de ces �equations di��erentielles n'est pas �evident �a priori et n�ecessite

quelques e�orts calculatoires. Ces �equations sont pr�esent�ees dans [101] dans le cas d'interactions de

contact, mais ces r�ef�erences comportent de nombreuses erreurs. Nous avons donc refait les calculs

interm�ediaires correspondants dans le cas plus g�en�eral d'interactions dipolaires, que l'on trouvera dans

l'annexe J. Le r�esultat �nal est donn�e dans [120]. On obtient que l'�evolution des largeurs (wx; wy; wz)

est donn�ee par le mouvement d'un point mat�eriel �ctif de masse m, de position w dans le potentiel

e�ectif :

V e(w) =
X

�=x;y;z

�
~
2

2mw2
�

+
m

2
�2�w

2
�

�
+

N

�3=2wxwywz

"
g0

2
p
2
+ 4
p
2gd

Z
d3r

1� 3 cos2 �r
r2

Y
�=x;y;z

e�r
2
�=(2w

2
�)

#
(6.103)
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Interpr�etons les di��erentes contributions �a ce potentiel. Le terme ~2=(2mw2
�) correspond �a \l'�energie

cin�etique de point z�ero", c'est-�a-dire la contribution �a l'�energie cin�etique due aux uctuations impo-

s�ees par la relation d'incertitude. Soulignons que le choix de la famille de fonctions d'essai impose

ici une saturation de la relation de Heisenberg, et que celle-ci est en un sens un arti�ce de calcul. Il

est bon de noter cependant que cette relation n'est en g�en�eral pas maintenue lors de l'�evolution d'un

nuage atomique r�eel : la propagation se traduit par une dispersion dans l'espace des phases menant

�a �x�p > ~. Le second terme traduit la contribution de la largeur du paquet d'ondes �a l'�energie

potentielle. Ces deux premiers termes repr�esentent le potentiel e�ectif associ�e �a un nuage �evoluant

sans interactions dans un pi�ege harmonique. Les deux termes suivants traduisent respectivement les

contributions du terme de contact et du terme dipolaire. Comme on s'y attend, ces termes aug-

mentent avec la densit�e du nuage quand les largeurs diminuent. Ce sont les interactions qui induisent

un couplage entre les largeurs selon di��erentes directions. La comp�etition entre le terme de potentiel

harmonique incitant �a minimiser la largeur et les autres termes incitant �a l'augmenter donne lieu �a

une dynamique non-triviale pour le point �ctif repr�esentant w. Cette dynamique a �et�e �etudi�ee en

pr�esence d'interactions de contact dans [101]. Yi et You en ont donn�e une analyse prenant en compte

le terme d'interaction dipolaire [120].

6.4.3 Application de la m�ethode des moments au mouvement de nuages

condens�es.

Nous utilisons �a pr�esent les �equations g�en�erales d'�evolution des moments expos�ees pr�ec�edemment

dans ce chapitre. Ces moments seront �evalu�es �a l'aide des fonctions d'essai et exprim�es en fonction des

param�etres correspondants. Les �equations d'�evolution des moments nous donnent alors les �equations

du mouvement pour les param�etres.

Nous adoptons dans ce paragraphe la convention x1; x2; x3 en lieu et place de x; y; z au para-

graphe pr�ec�edent pour utiliser des �equations de moments identiques �a celles expos�ees auparavant

dans ce chapitre. A�n d'être coh�erent avec les d�eveloppements e�ectu�es dans le cadre de l'approche

variationnelle, les fonctions d'essais sont encore norm�ees selon :Z
d3r j�(r)j2 = N () �3=2 jAj4 (w1w2w3) = N (6.104)

Cette normalisation a pour cons�equence la pr�esence de facteurs 1=N dans les expressions de moments.
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La distribution de Wigner associ�ee aux fonctions d'essai gaussiennes pr�ec�edentes s'exprime ainsi :

W (r;p; t) =
N

(�~)3

Y
i=1;2;3

e�(x�x0i)
2=w2

i e�
w2i
~2

(pi�2~�i xi�~�i)2

Nous allons faire intervenir uniquement des moments sur au plus deux coordonn�ees position ou

impulsion. Les �equations correspondantes ont d�ej�a �et�e d�etaill�ees dans ce chapitre (6.42, 6.74,6.75),

pour faciliter la lecture nous les regroupons ici �a nouveau :

dxi
dt

= �pi
m

(6.105)

dpi
dt

= �Vxi
m

(6.106)

dx2i
dt

=
2

m
xi pi (6.107)

dxi pi
dt

=
1

m
p2i �m!2

i x
2
i � xi V mf

xi (6.108)

dp2i
dt

= �2m!2
i xi pi � pi V mf

xi (6.109)

C'est l'�evolution des moments quadratiques qui va permettre d'acc�eder �a la dynamique des lar-

geurs du nuage. Plus pr�ecis�ement, on consid�ere le moment (xi � xi0)2 reli�e de fa�con univoque �a la

largeur wi.

Il su�t de calculer les �equations du mouvement pour x2i et pour la position moyenne xi0. Cette

derni�ere correspond �a l'�equation classique de Newton, elle peut �egalement se d�eduire des �equations

(6.105) et (6.106) sur les moments d'ordre un. On peut montrer que le champ moyen a une contribu-

tion nulle au mouvement de la position centrale (car V mf
xi = 0) qui suit simplement une oscillation

harmonique. Pour obtenir l'�equation sur x2i , on d�erive simplement l'�equation (6.107) et on remplace

le membre de droite �a l'aide de (6.108) :

m

2

d2x2i
dt2

=
p2i
m
� m!2

i x
2
i � xi V

mf
xi i = 1; 2; 3 (6.110)

En utilisant cette �equation et la relation fondamentale de la dynamique :

m

2

d2(xi � x0)2
dt2

=

 
p2i
m
� m

2
_x20i

!
� m!2

i

�
x2i � x20i

�
� xi V

mf
xi (6.111)
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Exprimons �a pr�esent les moments quadratiques en position et en impulsion :

x2i =
1

N

Z
d3r x2i j�(r; t)j2 = x20i +

w2
i

2

p2i =
1

N

Z
d3rd3p p2i W (r;p; t) =

m

2

�
_x20i + _w2

i

�
+

~
2

2mw2
i

(6.112)

En utilisant ces relations, on v�eri�e que les termes explicites de l'�equation (6.111) ne font plus

intervenir que la largeur wi :

m �wi = �m!2
i wi +

~
2

mw3
i

� 2

wi
xi V

mf
xi (6.113)

La contribution du champ moyen d�epend des trois largeurs simultan�ement mais pas de la position

centrale ni des autres param�etres. Nous avons obtenu rapidement un syst�eme ferm�e d'�equation cou-

pl�ees pour les largeurs wx; wy; wz. Le d�ecouplage initial des �equations, qui a �et�e e�ectu�e directement

sur les �equations de moments, est beaucoup plus simple et explicite que celui des �equations d'Euler-

Lagrange.

Evaluons �a pr�esent la contribution des interactions. Le potentiel de champ moyen fait intervenir

un terme de contact et un terme dipolaire :

V mf (r) =

Z
d3r0 j�(r0; t)j2 �V c(r� r0) + V d(r� r0)� (6.114)

Le calcul du terme de contact est identique �a celui de la section 6.3.3 :

xi V c
xi

= �V c = � g0
2N

Z
d3r j�(r)j4 (6.115)

Le coe�cient N provient de la normalisation des fonctions d'essai. En utilisant l'expression (6.97)

des fonctions d'essai et la condition de normalisation (6.104), cette quantit�e devient :

xi V c
xi

= � g0N

4
p
2�3=2w1w2w3

(6.116)

Calculons �a pr�esent la contribution dipolaire :

xi V d
xi

=
1

N

Z
d3r0 d3r00 j�(r00)j2 x0i V d

x0i
(r0 � r00) j�(r0)j2 (6.117)
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Apr�es l'insertion des fonction d'essai (6.97) et le changement de variables R = (r0 + r00)=2, r =

(r0 � r00)=2, cette expression devient :

xi V d
xi

= jAj4
Z
d3R d3r

����@r0; r00@R; r

���� �xi +Xi

2

�
V d
xi
(r)

Y
j=1;2;3

e�(Xj+xj=2)
2=w2

j e�(Xj�xj=2)2=w2
j (6.118)

Regroupons dans chaque exponentielle les termes d�ependant de R et de r. On note que le terme

faisant intervenir Ri correspond �a une fonction impaire et ne contribue donc pas. Il est ais�e d'e�ectuer

l'int�egration sur les coordonn�ees de R :

xi V d
xi

= jAj4(2�)3=2w1w2w3

Z
d3r xi V

d
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(r)

Y
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e�x
2
j=(2w

2
j ) (6.119)

En int�egrant par parties et en utilisant la relation de normalisation (6.104) :
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Il est possible d'�ecrire cette expression de fa�con plus synth�etique :
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La contribution correspondante dans l'�equation (6.113) peut donc s'exprimer sous la forme d'une

d�eriv�ee totale :
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(6.122)

Lorsque l'on ins�ere les termes dus aux interactions (6.116) et (6.122) dans l'�equation du mouvement

(6.113), on obtient �a nouveau une dynamique des largeurs associ�e au mouvement dans le potentiel

e�ectif V e d�e�ni en (6.103) :

m �wi = � dVe(w)

dwi
(6.123)

Commentons la pr�esence d'un terme quantique en ~ dans l'�equation des largeurs malgr�e le fait que

l'on ait consid�er�e des moments d'ordre deux r�egis par l'�equation de Wigner classique. Celui-ci traduit

en fait les relations de dispersion entre l'impulsion et la position impos�ee par l'ansatz gaussien adopt�e.

Rappelons que si l'�equation de Wigner classique n'introduit pas de termes dynamique en ~, cette
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constante peut n�eanmoins intervenir par le biais de la distribution de Wigner initiale.

6.4.4 Confrontation exp�erimentale : application �a la d�etermination des

modes de basse �energie d'un condensat cylindrique.

Les �equations di��erentielles pr�ec�edentes nous permettent de d�eterminer les fr�equences des modes

monopolaires et quadrupolaires d'un condensat cylindrique. Nous consid�erons ici uniquement les in-

teractions de contact. Le calcul correspondant a �et�e e�ectu�e par Perez-Garcia et al. [101] dans le

but de confronter les fr�equences pr�edites par l'approche variationnelle aux mesures exp�erimentales.

Cette confrontation vaut �egalement pour la m�ethode des moments, qui pr�edit exactement le même

syst�eme di��erentiel et donc les mêmes fr�equences d'oscillations que l'approche variationnelle. Nous

en pr�esentons donc ici les r�esultats.

Commen�cons par extraire les modes d'oscillations du syst�eme di��erentiel des largeurs. En tenant

compte de la sym�etrie cylindrique du probl�eme, celui-ci prend la forme :

�wr + !2
r wr =

~
2

m2w3
r

+
Ng0

�3=2w3
rwz

�wz + !2
z wz =

~
2

m2w3
z

+
Ng0

�3=2w2
rw

2
z

(6.124)

En suivant la d�emarche de Perez-Garcia et Michinel, nous mettons �a pr�esent les �equations sous

une forme adimensionnelle. Il est utile d'introduire la longueur caract�eristique du pi�ege radial a0 =p
~=(m!r), le rapport des fr�equences de pi�egeage � = wz=wr et un param�etre P adimensionnel

quanti�ant la force relative des interactions :

P =

r
2

�

a

a0
=
Ng0
p
m!r

(2�)3=2~5=2
(6.125)

A partir des param�etres pr�ec�edents, nous d�e�nissons des largeurs et un temps adimensionnel suivant

ur;l = wr;l=a0, � = !rt. Le syst�eme di��erentiel pr�ec�edent devient :

d2ur
d� 2

+ ur =
1

u3r
+

P

w3
rwz

(6.126)

d2uz
d� 2

+ �2 uz =
1

u3z
+

P

u2ru
2
z

(6.127)
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Les positions d'�equilibre u0r; u0z sont d�e�nies par les relations :

u40ru0z = u0z + P

�2u40z = 1 + P
u0z
u20r

(6.128)

On obtient alors les fr�equences d'oscillations :

!a = 2!r
p
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(1 + �2 � P2;3)2 � 8P3;2

�1=2p
1� 2P4;1

(6.129)

La d�etermination de ces trois fr�equences passent par la r�esolution num�erique du syst�eme alg�ebrique

(6.128). Les valeurs obtenues ont �et�e compar�ees aux mesures exp�erimentales e�ectu�ees au JILA [114],

au MIT [115] et �a Rice [116] pour di��erentes valeurs de P pour des rapports d'anisotropie respectifs

de �z =
1
8
; 18
132
; 117
163

.

Il est �egalement remarquable que, �a la limite de Thomas-Fermi (P � 1), les �equations pr�ec�edentes

donnent lieu �a une expression analytique des trois fr�equences !a;b;c. Dans cette limite, le syst�eme

polynomial (6.128) devient soluble analytiquement :

u0r = (P�)1=5 u0z =

�
P

�4

�1=5

(6.130)

Les fr�equences admettent ainsi pour expression :

!a =
p
2!r

!b;c =
!rp
2

h
4 + 3�2 �

p
16 + 9�4 � 16�2

i1=2 (6.131)

Ces expressions coincident exactement avec celles obtenues par Sandro Stringari [117, 118].
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons expos�e l'�equation de propagation d'un nuage condens�e dans l'espace

des phases. Cette �equation aux d�eriv�ees partielles comporte une partie classique et une partie inter-

pr�etable comme des corrections classiques.

Nous avons montr�e que la partie classique de cette �equation de propagation �etait compatible avec

un certain nombre de r�esultats g�en�eraux sur la propagation des condensats : propagation de Thomas-

Fermi en r�egime d'interactions fortes, propagation ABCD en l'absence d'interactions, et annulation

du d�eplacement de fr�equence pour des condensats dans des pi�eges bidimensionnels.

Nous avons �egalement d�ecrit une m�ethode simple permettant d'obtenir les �equations g�en�erales du

mouvement pour des moments en position et en impulsion du nuage condens�e. Nous avons reformul�e

le probl�eme de l'obtention d'un syst�eme d'�equations ferm�e en des termes alg�ebriques, et mis en �evi-

dence sur quelques exemples simples comment les termes quantiques intervenaient dans la dynamique

des moments.

Par ailleurs, cette �evolution a �et�e mise �a pro�t pour retrouver la dynamique d'ansatz Gaussiens.

Il est remarquable que les pr�edictions obtenues en consid�erant les moments en termes de fr�equence

des modes de basse �energie coincident parfaitement avec celles de l'approche variationnelle et avec les

donn�ees exp�erimentales. L'approche des moments permet notamment d'�eviter le d�ecouplage complexe

du syst�eme d'�equations di��erentielles issu de l'analyse variationnelle. Ces conclusions positionnent la

m�ethode des moments comme un outil prometteur pour l'�etude de nuages condens�es.
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Propagation ABCD g�en�eralis�ee des ondes

de mati�ere en pr�esence d'interactions.

R�esum�e.

Nous pr�esentons une g�en�eralisation du formalisme ABCD de l'optique atomique, qui inclut l'e�et

des interactions dans l'approximation o�u les aberrations optiques sont n�eglig�ees. Les interactions sont

mod�elis�ees par un terme de lentille d'optique atomique d�etermin�e de fa-on perturbative �a partir de

l'�evolution lin�eaire. Nous appliquons cette approche �a la d�etermination des e�ets d'interaction sur

un nuage en chute libre, et �a l'obtention d'une condition de stabilit�e pour un r�esonateur �a ondes de

mati�ere. Une introduction au formalisme ABCD �a (4+1) dimensions est pr�esent�ee dans l'Annexe B.
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I. INTRODUCTION

Light and matter fields are governed by similar equations of motion [1]. Both photons and atoms interact in
a symmetrical manner: atom-atom interactions are mediated through photons, while photon-photon interactions
are mediated through atoms. Before the advent of Bose-Einstein condensation, two groups realized independently
that atomic dipole-dipole interactions give rise to a cubic nonlinearity in the propagation equation analogous
to that induced by the Kerr effect [2, 3]. Following this analogy, the field of non-linear atom optics emerged
in the last decade, leading to the experimental verification with matter waves of several well-known nonlinear
optical phenomena[i] : the four-wave mixing [9], the formation of solitons [10–13] and of vortices [14, 15], the
superradiance [16] and the coherent amplification [17]. The nonlinear propagation of matter waves has been the
object of extensive experimental [18, 19] and theoretical work, among which the time-dependent Thomas-Fermi
approximation [20], the variational approach [21], and more recently the method of moments [22]. These treatments
have been used successfully to obtain analytical expressions in good agreement with the exact solution of the 3D
nonlinear Schrödinger equation (NLSE).

There exists, for cylindrical wave-packets propagating in the paraxial regime, a very elegant method to handle
this equation which has been used in optics to treat self-focusing effects [23, 24]. It relies on the “aberrationless
approximation”, assuming that the nonlinearity is sufficiently weak as to preserve the shape of a fundamental
Gaussian mode, and it involves a generalized complex radius of curvature. This treatment is equally relevant for the
paraxial propagation of cylindrical matter waves, and it is presented in this context in Appendix A. Unfortunately,
the assumptions required - such as the constant longitudinal velocity and the paraxial propagation - limit the scope
of this approach, which appears as too stringent to describe the matter wave propagation in most experiments.

This motivates the introduction of a different analytical method to obtain approximate solutions for the NLSE
in a more general propagation regime. This is the central contribution of this paper, which exposes a perturbative
matrix analysis especially well-suited to discuss the stability of a matter-wave resonator. With an Hamiltonian
quadratic in position and momentum operators, and in the absence of atomic interactions, the Schrödinger equation
admits a basis of Gaussian solutions. Their evolution is easily obtained through a time-dependent matrix denoted
“ABCD” [1, 25], in analogy with the propagation of optical rays in optics [26]. In the “aberrationless approximation”,
it is possible to extend this treatment to include perturbatively interaction effects and obtain the propagation of a
fundamental Gaussian mode with a modified “ABCD” matrix. As an illustration of this method, the stability of a
matter-wave resonator is analyzed thanks to this “ABCD” matrix, which encapsulates the divergence resulting from
the mean-field potential. An ABCD-matrix approach had already been used in [18] to characterize the divergence
of a weakly outcoupled atom laser beam due to interactions with the source condensate. The present treatment is

[i] Many other optical phenomena have also been verified with matter waves. A short list includes interferences [4] and diffraction
phenomena [3, 5], the temporal Talbot effect [6], and the influence of spatial phase fluctuations on interferometry [7]. New effects arise
also with rotating condensates [8].
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sensibly different, since it is not restricted to the paraxial regime and since it addresses rather self-interaction effects
in the beam propagation. An “ABCD” matrix, including self-focusing effects, is computed in Sec. IV, and used to
model the propagation of an atomic sample in a matter-wave resonator. Self-focusing is also discussed through an
alternative method exposed in Appendix A.

Our approach is indeed mainly inspired from previous theoretical developments in optics, which aimed at treating
the wave propagation in a Kerr medium through such a matrix formalism [23]. An approach of the non-linearity
based on the resulting frequency-dependent diffraction [27] successfully explained the asymmetric profile of atomic
and molecular intra-cavity resonances [28], as well as the dynamics of Gaussian modes in ring and two-isotopes
lasers [29, 30]. Later, a second-order polynomial determined by a least-square fit of the wave intensity profile was
considered to model the Kerr effect [31]. In this paper, we explore the quantum mechanical counterpart of this
strategy: mean-field interactions are modelled thanks to a second-order polynomial, determined perturbatively from
the wave-function, and which can be interpreted in optical terms.

II. LENSING POTENTIAL

One considers the propagation of a zero-temperature condensate in a uniform gravity field and in the mean-field
approximation. The corresponding Hamiltonian reads:

Ĥ =
p̂2

2m
+mgz + gI |φ(r̂, t)|2 (1)

gI is the coupling constant related to the s-wave scattering length a and to the number of atoms N by gI = 4πN~2a/m.
Our purpose is to approximate the mean-field potential gI |φ(r, t)|2 by an operator leading to an easily solvable
wave equation and as close as possible to the interaction potential. A second-order polynomial in the position and
momentum operators is a suitable choice, since it allows to obtain Gaussian solutions to the propagation equation.
We note Ĥ0 = p̂2

2m +mgz the interaction-free Hamiltonian and

Ĥ(r̂, p̂, t) = Ĥ0 + Pl(r̂, p̂, t) (2)

the quadratic Hamiltonian accounting for interactions effects.

The strategy exposed in this paper consists in picking up, among the possible polynomials P , the element which
minimizes an appropriate distance measure to the mean-field potential. In geometric terms, this polynomial appears
as the projection of the mean-field potential onto the vector space spanned by second-order polynomials in position
and momentum. This potential will be referred to as the “lensing potential”, denomination which will be justified in
Sec. IV. We define a distance analogous to the error function used in [31], which involves the polynomial P and the
quantum state |φ(t)〉 resulting from the non-linear evolution:

E ( P (t) , |φ(t)〉 ) =
∫
d3r

∣∣〈r|P (r̂, p̂, t)|φ(t)〉 − gI |φ(r, t)|2φ(r, t)
∣∣2 (3)

The minimization of the distance E ( P (t) , |φ(t)〉 ) for the lensing potential Pl(t) implies that the function E is
stationary towards any second-order polynomial coefficient at the point (Pl(t), |φ(t)〉):

∀t ≥ t0 ∇P E ( Pl(t) , |φ(t)〉 ) = 0 (4)

We have noted ∇P the gradient associated with the coefficients of a second-order polynomial, and t0 is the initial time
from which we compute the evolution of the wave-function - we assume that φ(r, t0) is known -. The determination
of the lensing potential associated with self-interactions in the beam indeed requires previous knowledge of the wave-
function evolution. This difficulty did not arise in other optical treatments of atomic interaction effects [18, 32,
33], in which the atomic beam propagation was mainly affected by interactions with a different sample of well-
known wave-function. This is typically the case for a weakly outcoupled continuous atom laser beam, in which the
diverging lens effect results from the source condensate. We propose to circumvent this self-determination problem
thanks to a perturbative treatment. Such approach is legitimate for the diluted matter waves involved in usual atom
interferometers. The first-order lensing polynomial and the corresponding Hamiltonian Ĥ(1)(t) = Ĥ0 + P

(1)
l (r̂, p̂, t)

are determined from the linear evolution, according to:

∀t ≥ t0 ∇P E
(
P

(1)
l (t) , e−i/~Ĥ0(t−t0)|φ(t0)〉

)
= 0 (5)
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Higher-order lensing effects can be computed iteratively. For instance, the second-order lensing polynomial P (2)
l (t)

satisfies:

∀t ≥ t0 ∇P E
(
P

(2)
l (t), T

[
e
−i/~ ∫ t

t0
dt′[Ĥ0+P

(1)
l (r̂,p̂,t)]

]
|φ(t0)〉

)
= 0

where we have used the usual time-ordering operator T [34].

III. OPTICAL PROPAGATION OF MATTER WAVES: THE ABCD THEOREM.

This section gives a remainder on a general result - called the ABCD theorem - concerning the propagation
of matter waves in a time-dependent quadratic potential, which is the atomic counterpart of the ray matrix
formalism frequently used in optics [26]. It shows that the evolution of a Gaussian wave-function under an Hamil-
tonian quadratic in position and momentum is similar to the propagation of a Gaussian mode of the electric field in
a linear optical system. A detailed description of this theoretical result of atom optics is given in the references [25, 35].

One considers a time-dependent quadratic Hamiltonian such as:

Ĥ0 + Pl(r̂, p̂, t) =
ˆ̃pβ(t)p̂

2m
+

1
2

ˆ̃pα(t)r̂− 1
2

ˆ̃rδ(t)p̂− m

2
ˆ̃rγ(t)r̂−mg(t) · r̂ + f(t) · p̂ + h(t) (6)

α(t), β(t), γ(t) and δ(t) are 3 × 3 matrices [i] ; f(t) and g(t) are three-dimensional vectors; h(t) is a scalar, and
˜ stands for the transposition. Here we use this Hamiltonian to approximate the nonlinear Hamiltonian (1). The
Hamiltonian (6) is indeed appropriate to describe several physical effects [36, 37].

A. ABCD propagation of a Gaussian wave-function.

The propagation of a Gaussian wave-packet in such an Hamiltonian can be described simply as follows. Let φ(r, t)
be an atomic wave packet initially given by:

φ(r, t0) =
1√
|detX0|

exp
[
im

2~
(r− rc0)Y0X

−1
0 (r− rc0) +

i

~
pc0 · (r− rc0)

]
(7)

The 3 × 3 complex matrices X0, Y0 represent the initial width of the wave packet in position and momentum re-
spectively: X0 = iD(∆x(t0),∆y(t0),∆z(t0)) and Y0 = D(∆px(t0),∆py(t0),∆pz(t0)), with D standing for a diagonal
matrix. The vectors rc0, pc0 give the initial average position and momentum. The ABCD theorem for matter waves
states that, at any time t ≥ t0, the wave-packet φ(r, t) satisfies:

φ(r, t) =
e
i
~S(t,t0,rc0,pc0)

√
|detX(t)| exp

[
im

2~
(r− rc(t))Y (t)X−1(t)(r− rc(t)) +

i

~
pc0(t) · (r− rc(t))

]

S(t, t0, rc0,pc0) is the classical action evaluated between t and t0 of a point-like particle which motion follows the
classical Hamiltonian H(r,p, t) and with respective initial position and momentum rc0,pc0. The width matrices in
position X(t) and momentum Y (t), and the average position and momentum rc(t),pc(t) are determined through the
same 6× 6 “ABCD” matrix:

(
rc(t)

1
mpc(t)

)
=
(
A(t, t0) B(t, t0)
C(t, t0) D(t, t0)

)(
rc0

1
mpc0

)
+
(
ξ(t, t0)
φ(t, t0)

)

(
X(t)
Y (t)

)
=
(
A(t, t0) B(t, t0)
C(t, t0) D(t, t0)

)(
X0

Y0

)

[i] δ(t) = −α̃(t) to ensure the Hamiltonian hermiticity
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The ABCD matrix and the vectors ξ, φ can be expressed formally as [37]:

M(t, t0) =
(
A(t, t0) B(t, t0)
C(t, t0) D(t, t0)

)
= T

[
exp

(∫ t

t0

dt′
(
α(t′) β(t′)
γ(t′) δ(t′)

))]
(8)

(
ξ(t, t0)
φ(t, t0)

)
=
∫ t

t0

dt′M(t, t′)
(

f(t′)
g(t′)

)
(9)

Although the former expressions seem rather involved, in all cases of practical interest, the ABCDξφ parameters can
be determined analytically or at least by efficient numerical methods.

B. Interpretation of the ABCD propagation and aberrationless approximation.

The phase-space propagation provides a relevant insight in the transformation operated by the ABCD matrix.
Consider the Wigner distribution of a single-particle density operator evolving under the Hamiltonian (6). The
Wigner distribution at time t is related to the distribution at time t0 by the following map:

W (r,p, t) = W

(
D̃(r− ξ)− 1

m
B̃(p−mφ) ,−mC̃(r− ξ) + Ã(p−mφ) , t0

)

where the matrices A,B,C,D and vectors ξ, φ are again evaluated at the couple of instants (t, t0). The action of the
evolution operator onto the Wigner distribution is thus amenable to a time-dependent linear map. The fact that
ABCD matrices are symplectic [25] implies that this map is unitary: such evolution preserves the global phase-space
volume, and the quality factor of an atomic beam in the sense of [38].

In photon as in atom optics, the aberrationless approximation consists in assuming that the Gaussian function (7)
is a self-similar solution of the propagation equation in spite of the non-linearity, the evolution of which is given by
the ABCD propagation. The propagation is thus described through a map which preserves the phase-space density.
This is an approximation, since for atomic or light beams evolving in nonlinear media, the phase-space density indeed
changes during the propagation.

IV. ABCD MATRIX A FREE-FALLING INTERACTING ATOMIC CLOUD.

Let us apply the method discussed above to describe the propagation of a free-falling Gaussian atomic wave-packet.
In the aberrationless approximation, such a wave-packet is simply determined by the parameters ABCDξφ and by
the phase associated with the action. In view of the resonator stability analysis, we will focus on the computation of
the ABCD matrix in presence of the mean-field potential. We consider only the leading-order nonlinear corrections,
associated with the first-order lensing polynomial P (1)

l (r,p, t).

This section begins with the determination of this potential defined by Eq.(5). A formal expression of the atom-
optical ABCD matrix, taking into account this lensing potential, is obtained. An infinitesimal expansion of this
expression shows that the mean-field interactions effectively play the role of a divergent lens: the atom-optical ABCD
matrix of the free-falling cloud evolution is similar to the optical ABCD matrix associated with the propagation of
a light ray through a series of infinitesimal divergent lenses. In our case, the propagation axis is the time, and the
infinitesimal lenses correspond to the action of the mean-field potential in infinitesimal time slices.

A. Determination of the lensing potential.

We assume that the condensate, evolving in the Hamiltonian (1), is initially at rest and described by a Gaussian
wave-function:

φ(x, y, z, t0) =
π−3/4

√
wx(t0)wy(t0)wz(t0)

e
− x2

2wx(t0)2
− y2

2wy(t0)2
− z2

2wz(t0)2 (10)

It is easy to show that, when one considers the interaction-free evolution, the widths are given at time t ≥ t0 by:

wi(t) =

√
w2
i (t0) +

~2

m2w2
i (t0)

(t− t0)2
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This result can be easily retrieved by considering the initial width matrices X0 = iD(wx(t0), wy(t0), wz(t0)) and
Y0 = ~

mD(1/wx(t0), 1/wy(t0), 1/wz(t0)) for the wave-function, and applying the free ABCD matrix [25]:
(
A(t, t0) B(t, t0)
C(t, t0) D(t, t0)

)
=
(

1 t− t0
0 1

)
(11)

The square of the free-evolving wave-function thus reads:

|φ(0)(r, t)|2 =
π−3/2

wx(t)wy(t)wz(t)
exp

[
− (x− xc(t))2

wx(t)2
− (y − yc(t))2

wy(t)2
− (z − zc(t))2

wz(t)2

]

We use this expression to determine the first-order lensing polynomial P (1)
l (r,p, t). Since this operator acts on

Gaussian wave-functions, differentiation is equivalent to the multiplication by a position coordinate, so the action of
the momentum operator is indeed equivalent to that of the position operator up to a multiplicative constant. One can
thus, without any loss of generality, search for a lensing polynomial P (1)

l (r, t) involving only the position operator.
With this choice, the error function (3) minimized by the polynomial P becomes simply:

E(P (t) , |φ(0)(t)〉) =
∫
d3r|φ(0)(r, t)|2

(
P (r, t)− gI |φ(0)(r, t)|2

)2

Expanding the polynomial P (1)
l (r, t) around the central position rc(t), a parity argument shows that the linear terms

vanish:

P
(1)
l (r, t) = gI

[
c0(t)− cx(t)(x− xc(t))2 − cy(t)(y − yc(t))2 − cz(t)(z − zc(t))2

]

By definition of the lensing polynomial, the error function (12) must be stationary with respect to each coefficient
cx,y,z,0(t) , which leads to:

c0(t) =
7

4V (t)
cx,y,z(t) =

1
2wx,y,z(t)2V (t)

V (t) = (2π)3/2
∏

i=x,y,z

wi(t) (12)

Only the quadratic term intervene in the ABCD matrix: the coefficient c0(t) merely adds a global additional phase
to the wave-function, which does not change the subsequent stability analysis.

B. Formal expression of the effective ABCD matrix.

We can readily express the ABCD matrix associated with the evolution under Ĥ(1)(t). Writing this Hamiltonian
in the form of Eq. (6), and using the formal expression (8) of the ABCD matrix as a time-ordered series, one obtains:

M (1)(t, t0, X0) =
(
A(1)(t, t0, X0) B(1)(t, t0, X0)
C(1)(t, t0, X0) D(1)(t, t0, X0)

)
= T

[
exp

(∫ t

t0

dt′
(
α(1)(t′) β(1)(t′)
γ(1)(t′) δ(1)(t′)

))]
(13)

In contrast to the usual linear ABCD matrices, this matrix now depends on the input vector through the initial
position width matrix X0 [i] . A brief inspection of Eq. (6) and of the Hamiltonian Ĥ(1)(t)

Ĥ(1)(t) =
p̂2

2m
+mgẑ + gI

[
c0(t)− cx(t)(x̂− xc(t))2 − cy(t)(ŷ − yc(t))2 − cz(t)(ẑ − zc(t))2

]
, (14)

shows that the matrices in the exponential read α(1)(t) = δ(1)(t) = 0, β(1)(t) = 1 and γ(1)(t) = 2gI
m D(cx(t), cy(t), cz(t)).

Using Eqs. (11) and (12), one readily obtains the elements of the quadratic matrix γ:

γii(t) =
gI
m

1
(
wi(t0)2 + ~2

m2wi(t0)2 (t− t0)2
)∏

j=x,y,z

(
w2
j (t0) + ~2

m2wj(t0)2 (t− t0)2
)1/2

(15)

[i] The Hamiltonian Ĥ(1)(t) and the lensing polynomial P
(1)
l (r, t) depend of course also on X0, but we do not mention this dependence

explicitly to alleviate the notations.
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A significant simplification arises because γ(1)(t) is diagonal: one needs only to compute the exponential of three 2×2
matrices associated with the orthogonal directions Ox, Oy, Oz. The ABCD matrix is simply the tensor product of
those:

M (1)(t, t0, X0) = ⊗i=x,y,zT
[
exp

(∫ t

t0

dt′
(

0 1
γii(t) 0

))]
(16)

C. Propagation in a a series of infinitesimal lenses.

An infinitesimal expansion of (18) shows that the evolution between t and t+dt is described by the ABCD matrix:

M (1)(t+ dt, t,X0) '
(

1 dt
γ(t) dt 1

)
(17)

It can be rewritten as a product of two ABCD matrices:

M (1)(t+ dt, t,X) '
(

1 dt
0 1

) (
1 0

γ(t) dt 1

)
(18)

If these were 2× 2 matrices, in the optical formalism, the first matrix would be associated with the propagation of a
ray on the length dt and the second matrix, of the form

(
1 0

−dt/f 1

)
(19)

would model a lens of infinitesimal curvature dt/f . One can thus consider, by analogy, that this second 6× 6 matrix
realizes an atom-optical lens which curvature is the infinitesimal 3× 3 matrix D(γxx(t), γyy(t), γzz(t)) dt. Besides, one
can exploit the fact that it is a tensor product: if one considers each direction Ox, Oy, Oz separately, the propagation
amounts - as in optics - to a product of 2× 2 matrices, which makes the analogy with a lens even more transparent.
The resulting 6× 6 ABCD matrix is simply given by the tensor product of those. Transverse degrees of freedom are,
nonetheless, coupled to each other through the lensing potential. It is worth noticing that the focal lengths fx, fy, fz
have here the dimension of a time, and are negative if one considers repulsive interactions: the quadratic potential
P

(1)
l (r,p, t) acts as a series of diverging lenses associated with each infinitesimal time slice.

D. Expression of the nonlinear ABCD matrix with the Magnus Expansion.

Because of the time-dependence of the Hamiltonian Ĥ(1)(t), the time-ordered exponential in (18) cannot, in general,
be expressed analytically. Fortunately, a useful expression is provided by the Magnus expansion [39]:

M (1)(t, t0, X0) = ⊗i=x,y,z exp
[∫ t

t0

dt1Ni(t1) +
1
2

∫

0

t

dt1

∫

0

t1

dt2[Ni(t1), Ni(t2)] + ...

]
with Ni(t) =

(
0 1

γii(t) 0

)
(20)

This expansion has the advantage to preserve the unitarity of the evolution operator: at any order, the operator
obtained by truncating the series in the exponential is unitary. The Magnus expansion can be considered as the
continuous generalization of the Baker-Hausdorff formula [40] giving the exponential of a sum of two operators A
and B as a function of a series of commutators along exp(A + B) = expA expB exp([A,B]/2).... The Magnus
expansion has been successfully applied to solve various physical problems, among which differential equations in
classical and quantum mechanics [41], spectral line broadening [42], nuclear magnetic resonance [43], multiple photon
absorption [44] and strong field effects in saturation spectroscopy [45].

The first-order term Ω1(t, t0) in the argument of the exponential can be expressed as

Ω1(t, t0) =
∫ t

t0

dt′N(t′) =
(

0 t− t0
〈γ〉(t− t0) 0

)
(21)

with the average quadratic diagonal matrix 〈γ〉ii = 1/(t − t0)
∫
dtγii(t). Exact expressions for 〈γ〉ii are given in

Eq. (C1) of Appendix C for a cylindrical condensate. Without this symmetry, the matrix elements 〈γ〉ii cannot be
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evaluated analytically to our knowledge, but are nonetheless accessible with efficient numerical methods [i] . The
first-order ABCD matrix reads [ii] :

M
(1)
1 (t, t0, X0) = exp[Ω1(t, t0)] =

(
cosh

(〈γ〉1/2(t− t0)
) 〈γ〉−1/2 sinh

(〈γ〉1/2(t− t0)
)

〈γ〉1/2 sinh
(〈γ〉1/2(t− t0)

)
cosh

(〈γ〉1/2(t− t0)
)

)
(22)

As expected, this main contribution of the Magnus expansion is independent of the ordering of the successive
infinitesimal lenses, and can be interpreted as the ABCD matrix of a thick lens with finite curvature. This expression
is similar to the paraxial ABCD matrix obtained in [18] to describe the interactions between an atom laser and a
condensate of known wave-function.

In the following developments, we use mainly this first-order contribution to the Magnus expansion. In order to
justify this approximation, we have performed a second-order computation of the ABCD matrix M (1)(t, t0, X0) in
Appendix B. This second-order correction is weighted by the small parameter ε = (τ/τc)4, depending on the ratio of
the duration τ = t− t0 to a time-scale τc, which reads for a spherical cloud of radius w0:

τ � τc =
( w0

4πa

)1/6 mw2
0

~
(23)

One checks that the first-order expansion is valid for an arbitrary long time (τc → ∞) as interaction effects vanish
(a→ 0). Considering a sample of initial radius w0 = 10 µm, and using the s-wave scattering length a ' 5.7nm of the
87Rb [18], one obtains τc = 0, 31 s. The convergence of the Magnus series is indeed guaranteed when the following
inequality is satisfied [40]:

Nm =
∫ t

t0

dt′ ‖N(t′)‖ < ln(2), (24)

and our second-order computation gives an additional heuristic indication of convergence for a flight duration τ � τc.

V. STABILITY ANALYSIS OF A MATTER-WAVE RESONATOR

In this Section, we apply the method of the ABCD matrix to discuss the propagation of an atomic sample with
mean-field repulsive interactions in a matter-wave resonator [46]. The considered resonator involves a series of focusing
atomic mirrors. In this system, there is a competition between the transverse sample confinement provided by the
mirrors and the expansion induced by the repulsive interactions, which determines the maximum size of the sample
during its propagation. In order to keep the sample within the resonator, its transverse size must stay smaller than
the diameter of the laser beams realizing the atomic mirrors. If this criterium is met during the successive bounces,
the resonator is considered as stable. The ABCD matrix method developed previously, giving an easy derivation of
the sample width evolution, is well-suited to discuss this issue. One assumes an initial Gaussian profile for the sample
wave-function. The atomic wave propagation in-between the mirrors is treated in the aberrationless approximation,
and described by the nonlinear ABCD matrix (22) accounting for self-interaction effects. The evolution of the sample
width obtained with this method is compared to the behavior expected from a non-perturbative paraxial approach.

A. Resonator description

The considered matter-wave resonator is based on the levitation of a free-falling two-level atomic sample by periodic
vertical Raman light pulses. This proposal is described in detail in the reference [47], but we remind here its main
features for the sake of clarity. In the absence of light field, the atomic sample propagates in the Hamiltonian (1). The
intermediate level involved the Raman pulses is taken sufficiently far detuned from the atom energy levels, so that

[i] In the short expansion limit considered later where |t − t0| � mw2
i (t0)/~, the average quantities 〈γii〉 can be approximated by the

instantaneous value of the quadratic coefficient γii at the center of the considered time interval.
[ii] For repulsive interactions, all the eigenvalues of the matrix γ are positive, and by convention its square root has also positive eigenvalues.
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spontaneous emission can be safely neglected [i] . After adiabatic elimination of the intermediate level, the action of
the Raman pulses can be modelled by the effective dipolar Hamiltonian:

Ĥdip(t) = −~Ωba(r, t) cos(ωt− 2k · r̂ + φ0) (|b〉〈a|+ |a〉〈b|) (25)

The Raman pulses are assumed to be short, resonant and performed successively by two counter-propagating vertical
lasers. The sequence is arranged in pairs of successive π pulses with opposite effective vertical wave-vectors. Each
pair acts as an atomic mirror, bringing back the atoms in their initial internal state a, and providing them with a net
momentum transfer of ∆p ' 4~k. The atomic motion is sketched on Fig. 1 in the energy-momentum picture.

 
 

Momentum P

 

|z=0,b> 

|z=z0,a> 

Total Energy  
E = f( p )

Free Fall 

|z=0,a > 
Raman pulses 

Free Fall 

0

�� ��
 

��
 ��

 

FIG. 1: Evolution of the atomic sample in the energy-momentum picture. The atoms are initially at rest at the altitude z0.
The total energy includes the kinetic, gravitational and internal energy. As a conservative motion, the free-fall is represented
by a leftward horizontal trajectory of the representative point.

If the period T in-between two successive “Raman mirrors” is set to

T := T0 =
mg

4~k
, (26)

the acceleration provided by the Raman pulses compensates on average that of gravity: the cloud levitates and evolves
inside a matter-wave resonator [47].

B. Focusing with atomic mirrors.

Matter-wave focusing can be obtained, in principle, with laser waves of quadratic intensity profile [48, 49] or
alternatively of spherical wave-front [47]. We concentrate on the focusing obtained with an electric field of quadratic
intensity profile [49], the discussion of which is less technical. The Rabi frequency considered for the Raman pulses
of the resonator depends quadratically on the distance to the propagation axis Oz [ii] :

Ωba(x, y, z, t) =
(

1− x2 + y2

2w2
las

)
Ω0(t) (27)

These Raman pulses generate a quadratic position-dependent light-shift proportional to the field intensity and thus
to the square of the Rabi frequency (27). After the pulse, the atomic wave-function initially in of the form of Eq. (7)
is thus multiplied by a factor yielding the input-output relation:

ψout(r, t) = ei2k(z−z0)e−i(x
2+y2)/w2

laseiφ
′
0ψin(r, t) (28)

[i] As a concrete example, one could consider the 87Rb set on an hyperfine transition to realize this setup. A detuning of a few GHz in the
Raman laser is sufficient to make the effects of spontaneous emission negligible. Note that the effective frequency of the Raman pulses
(given by the difference between the two frequencies of the counterpropagating lasers) is not detuned but resonant with the transition
of the two-level sample.

[ii] Close to the propagation axis, this quadratic profile can be reproduced to a good approximation with Raman pulses of Gaussian intensity
profile.
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with φ′0 a constant phase added at the condensate center r0 = (0, 0, z0) during the pulse. The outgoing wave-function
can thus be put again in the form of Eq. (7) if one replaces p0 by p1 = p0 + 2~k, and X0, Y0 with

(
X1

Y1

)
=
(

I3×3 03×3

D(−1/f,−1/f, 0) I3×3

)(
X0

Y0

)
(29)

where D(−1/f,−1/f, 0) denotes as previously a 3× 3 diagonal matrix and with a focal time of

f =
mw2

las

2 ~
(30)

This expression shows that the pulse acts as a lens in the transverse directions Ox, Oy [i] .

The strength of the focusing which can be achieved with such atomic mirrors [ii] is indeed limited by the quasi-
uniformity required for the Rabi frequency on the condensate surface, in order to perform an efficient population
transfer with the Raman π-pulse. Considering a cigar-shaped cloud of small width w⊥ along the Ox, Oy axis, one may
require that the Rabi frequency difference between the border and the center of the cloud satisfies: |Ω(w⊥, 0, z, t) −
Ω0(t)|/|Ω0(t)| ≤ ε. This yields readily a lower bound on the focal time f :

f ≥ mw2
⊥

2 ~ ε
(31)

With a reasonable bound of ε = 10−2, a cylindrical cloud of 87Rb atoms of transverse size w⊥ ' 10 µm, one obtains
a minimum focusing time: f ≥ 6, 7s. A back-on-the-envelope computation of the reflection coefficient shows that the
losses resulting from such an inhomogeneity of the Rabi frequency are on the order of 10−3.

C. Resonator stability analysis.

We now investigate the non-linear ABCD propagation of a cigar-shaped sample in the resonator. As a spe-
cific example, we consider a cloud of 87Rb atoms taken in the two internal levels |a〉 = |5S1/2, F = 1〉 and
|b〉 = |5S1/2, F = 2〉. In-between the Raman mirrors, the whole sample is expected to propagate in the ground state
|a〉. We consider a sample of N = 105 atoms, of initial dimensions wx = wy = wr = 10 µm and wz = 100 µm,
and we use the s-wave scattering length a ' 5.7nm of the Rubidium. We investigate the evolution of this sample
during a thousand bounces and for various mirror focal times. Keeping a significant atomic population inside a
matter-wave resonator during such a big number of reflections is challenging, but not impossible in principle given
the high population transfer which has been achieved experimentally with Raman pulses [50] [iii] One obtains the
value T0 ' 1.5 ms for the period between the Raman mirrors. This time scale is much shorter than the duration
τc ' 0, 3s found for the validity of the first-order Magnus expansion associated with a spherical cloud of radius
w0 = 10 µm. This shows that the ABCD matrix of the cigar-shaped condensate is well-approximated by the leading
order [Eq. (22)] of the Magnus expansion [iv] . Furthermore, the free-propagation time T0 is also much shorter
than the time-scale τr = mw2

r/~ associated with the free expansion of the transverse width, so that one can safely
approximate the average quadratic coefficient 〈γ〉 with the instantaneous value 〈γ〉 ' γ(wx(T0/2), wy(T0/2), wz(T0/2)).

To compute the evolution of the transverse and longitudinal sample width, one proceeds as follows.
As in Section IV A, one starts with initial width matrices X0 = iD(wx(t0), wy(t0), wz(t0)) and Y0 =
~
mD(1/wx(t0), 1/wy(t0), 1/wz(t0)) and computes the interacting ABCD matrix (22) as a function of these initial

[i] The absence of focusing in the direction of laser beam propagation Oz is not critical since it does not drive the cloud out of the beam.
[ii] The considered atomic mirrors consist indeed not in a single, but in a double Raman pulse. This does not change the qualitative

discussion of this paragraph.
[iii] We treat the wave-propagation in the resonator as if the atomic cloud was entirely reflected on the successive atomic mirrors. Indeed,

even if resonant Raman pulses can perform a population transfer with an efficiency close to 99% [50], the residual losses become
significant after a big number of bounces in a real experiment. This results in a gradual decrease of the mean-field interactions, which
could be accounted for in a more sophisticated model. Our point here is simply to illustrate the nonlinear ABCD method on a thought
experiment, and we thus adopted a simplified approach with perfect atomic mirrors.

[iv] We have computed the time-scale τc determining the validity of the first-order Magnus term for spherical wave-packets only. Nonetheless,
a basic dimensional analysis shows that for a cigar-shaped cloud, the time-scale determining the validity of the first-order Magnus term
is bounded below by the time τc given by Eq. (23) and computed by setting w0 equal to the smallest cigar dimension.
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widths. During the first cycle, one multiplies the corresponding vector (X0, Y0) successively with nonlinear ABCD
matrix (22) and with the mirror ABCD matrix (29). The new width matrices (X1, Y1) are obtained, from which one
can infer the nonlinear ABCD matrix for the next propagation stage. The iteration of these algebraic operations is
a straightforward numerical task. The results, depicted on Fig. 2, show that the transverse width oscillates with an
amplitude and a period which both increase with the mirror focal time. The maximum sample size is wr = 25 µm
and wr = 60 µm for the respective focal times f = 20 s and f = 100 s. Considering for instance a laser beam of waist
w = 100µm in the experiment, one sees that with those focal times the atomic cloud remains within the light beam
and is thus efficiently confined transversally in the resonator. As expected, the use of Raman mirrors with a stronger
curvature allows one to shrink the transverse size of the stabilized cloud. Fig. 3 shows the evolution of the maximum
sample transverse size as a function of the mirror focal time. The extended ABCD matrix analysis presented in this
paper allows thus to determine efficiently the minimum amount of focusing required to keep the sample within the
diameter of the considered Raman lasers. In that respect it can be used to optimize the trade-off, exposed in the
previous paragraph, between strongly focusing or highly reflecting atomic mirrors.

Number of bounces

Width ( m)

Longitudinal width

Transverse

width

FIG. 2: Evolution of the transverse and longitudinal width of the sample (µm) during the successive bounces in the cavity
(numbered from 1 to 1000), for the mirror focal times f = 20 s (blue), f = 50 s (green) and f = 100 s (red). The dashed line
represents the evolution of the transverse width in the absence of focusing with the Raman mirrors.
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0

0

FIG. 3: Maximum sample transverse width (µm) during the evolution in the resonator as a function of the Raman mirror focal
time (s). We have considered the first 1000 bounces to determine this maximum.

D. Comparison with the predictions of the nonlinear paraxial equation.

As exposed in Appendix A, the propagation of an atomic beam with a longitudinal momentum much greater than
the transverse momenta can be alternatively described by a paraxial wave equation of the form (A2). Furthermore,
if the linear density of the atomic beam is uniform, the nonlinear coefficient intervening in this paraxial equation
is a constant. As in nonlinear optics [51] and in 2D condensates [52], this equation induces a universal behavior in
paraxial atomic beams [53]: the transverse width oscillates with a frequency independent from the strength of the
interaction. The width oscillations, depicted on Fig. 2, indeed allow one to confront the results of our method, which
uses a non-paraxial wave equation treated in the aberrationless approximation, to the predictions of the full nonlinear
paraxial equation with a uniform nonlinear coefficient. We stress that this second approach leaves the nonlinear term
as such and does not assume that the Gaussian shape of the atomic beam is preserved. In this sense it is more exact
than the radius of curvature method used in Appendix A. It is also approximate, since the atomic beam is neither
paraxial nor of uniform linear density. Nevertheless, it is remarkable that both treatments agree very well on the
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oscillation period of the width.

To apply the paraxial description, one models the action of the successive mirrors on the transverse wave-function
with an average potential. The lens operated by each Raman mirror, of focal time f , imprints a phase factor of ei

m
2~f r

2

[see Eq. (28) and Eq. (30)]. The series of lenses, separated by the duration T0, thus mimics the following effective
quadratic potential:

V⊥,lens =
m

2~2T0f
r2 (32)

Adding the nonlinear contribution approximated by a contact term of constant strength [i] V⊥,int(r) = β|ψ⊥(r)|2ψ⊥(r)
to Eq. (A1), one obtains a 2D nonlinear Schrödinger equation (NLSE):

i~∂ζψ⊥(x, y, ζ) =
[
− ~

2

2m
(∂2
x + ∂2

y) + β|ψ⊥(x, y, ζ)|2 +
m

2~2T0f
r2

]
ψ⊥(x, y, ζ) , (33)

ζ is a parameter defined in Eq. (A1) equivalent to the propagation time. Setting K = m
~ , one can recast this equation

in the same form as the propagation of a light wave in a quadratic graded index medium [51]:

2iK∂ζψ⊥(x, y, ζ) =
[
−∂2

T + γ|ψ⊥(x, y, ζ)|2 +K2

(
1
fT0

)]
ψ⊥(x, y, ζ) , (34)

with a constant γ which we do not need to explicit. As shown in [51, 53], such equation yields transverse oscillations
of universal frequency:

ωpar =
2√
fT0

The results obtained from the perturbative ABCD approach are confronted with this prediction on Fig. 4. The
agreement improves as the mirror focal time increases, and it is in fact already good (4%) for a focal time of f = 3s
and attains 0.7% for a focal time of f = 50s. As discussed above, focal times shorter than f = 20s seem incompatible
with the reflection coefficient desired for the atomic mirrors. The disagreement observed below f ≤ 3s may be
attributed to a failure of the paraxial approximation.
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Mirror focal time (s)

FIG. 4: Period of the transverse width oscillations (s) in the matter-wave resonator as a function of the Raman mirror focal time
(s). The full and the dashed line give the oscillation periods obtained respectively through the perturbative ABCD approach
and through the nonlinear paraxial wave equation.

VI. CONCLUSION

This paper exposed a treatment of the non-linear Schrödinger equation involving theoretical tools from optics and
atom-optics. The ABCD propagation method for matter waves has been extended beyond the linear regime thanks
to a perturbative analysis relying on an atom-optical aberrationless approximation. We have derived approximate

[i] The coefficient β is indeed a constant only if the linear atomic density is uniform, which is not the case here.
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analytical expressions for the ABCD matrix of an interacting atomic cloud thanks to a Magnus expansion. This
matrix analysis has been applied to discuss the propagation of an atomic sample in a perfect matter-wave resonator.
We have shown that such sample can be efficiently stabilized thanks to focusing atomic mirrors. We have found that
the nonlinear ABCD propagation reproduces to a good level of accuracy the universal oscillations expected from the
nonlinear paraxial equation for matter waves [53], which makes it a promising tool to model future nonlinear atom
optics experiments and a seducing alternative to previous numerical methods applied to matter-wave resonators [48].
We have also highlighted an other optical method, involving more stringent assumptions - paraxial propagation,
cylindrical symmetry and constant longitudinal velocity - and also relying on the aberrationless approximation. This
last method enables one to address self-interaction effects in the free propagation through a complex parameter [defined
in Eq. (A13)], which is analogous to a radius of curvature, and the evolution of which is very simple [Eq. (A14)]. As
far as the beam width is concerned, the effect of self-interactions can be interpreted as a scaling transformation of the
free propagation by a factor depending on the matter-wave flux F [See Eq. (A15)]. Both approaches are relevant to
study interaction effects on the stability of atomic sensors resting on Bloch oscillations [54], on the sample propagation
in coherent interferometers [55]. An interesting continuation of this work would be to develop a nonlinear ABCD
matrix analysis beyond the aberrationless approximation.
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APPENDIX A: THE METHOD OF THE NON-LINEAR RADIUS OF CURVATURE.

This method adresses the paraxial propagation of a monochromatic and cylindrical matter-wave beam. It relies on
the introduction of an effective complex radius of curvature [23, 26], which evolution is especially simple, even for a
self-interacting beam. It has been applied successfully by Bélanger and Paré [24] to describe self focusing phenomena
of cylindrical optical beams propagating in the paraxial approximation, and it works equally well for matter waves
propagating in the same regime. This is typically the case for an atom laser beam falling into the gravity field, for which
the transverse momentum components become negligible compared to the vertical momentum after sufficient time [18].

We consider a mono-energetic wave-packet propagating in the paraxial regime, and evolving in the sum of a
longitudinal potential V//(z) and a transverse one V⊥(x, y, z), which may also vary slowly with the longitudinal
coordinate z. This section begins with a brief remainder on the paraxial equation for matter waves [33], and on its
spherical-wave solutions in the linear case [23]. It is remarkable that such solutions can be extended to the nonlinear
propagation [23], at the cost of certain approximations, and thanks to the introduction of a generalized radius of
curvature depending on the coupling strength. Our treatement of the nonlinear matter wave propagation follows step
by step the approach of Bélanger and Paré for optical waves [24].

1. The Paraxial Equation for Matter Waves.

Our derivation of the nonlinear paraxial wave-equation follows the treatment done in [33]. The wave-function is
factorized into a transverse and longitudinal component:

ψ(x, y, z) = ψ⊥(x, y, z)ψ//(z)

The longitudinal component obeys a 1D time-independent Schrödinger equation,

− ~
2

2m
∂2ψ//

∂z2
+ V//ψ// = Eψ// ,

which can be solved with the WKB method:

ψ//(z) =

√
mF
p(z)

exp
[
i

~

∫ z

z0

du p(u)
]
.
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F =
∫
d2r⊥

p(z)
m |ψ(r⊥, z)|2 is the atomic flux evaluated through any infinite transverse plane, the transverse wave-

function ψ⊥ being normalized to unity
∫
d2r⊥|ψ⊥(r⊥, z)|2 = 1. p(z) =

√
2m
(
E − V//(z)

)
is the classical momentum

along z, and z0 is the associated classical turning point verifying p(z0) = 0. The transverse wave-function ψ⊥, assumed
to depend slowly enough on the coordinate z to make its second derivative negligible, verifies the equation:

[
i~
p(z)
m

∂z +
~2

2m
(∂2
x + ∂2

y)− V⊥(x, y, z)
]
ψ⊥(x, y, z) = 0 ,

This equation can be simplified with a variable change in which the longitudinal coordinate z is replaced by the
parameter ζ:

ζ(z) =
∫ z

z0

dz
m

p(z)
(A1)

which corresponds to the time needed classically to propagate from the turning point z0 to the coordinate z [i] . The
wave equation becomes

[
i~∂ζ +

~2

2m
(∂2
x + ∂2

y)− V⊥(x, y, ζ)
]
ψ⊥(x, y, ζ) = 0 , (A2)

We assume from now on that the transverse potential V⊥(x, y, z) has a cylindrical symmetry. If one sets K = m/~
and V⊥(x, y, ζ) = ~

2K2(ζ)r2 with r2 = x2 + y2, Eq. (A2) has the same form as the paraxial equation for the electric
field used in [24]:

[
∂2
T + 2iK∂ζ − KK2(ζ)r2

]
ψ⊥(x, y, ζ) = 0 , (A3)

It is worth noticing that, as a consequence of our variable change, the derivative with respect to the longitudinal
coordinate z has been replaced by a time derivative with respect to ζ.

2. Spherical Wave solutions to the linear equation.

One looks for solutions of Eq. (A3) of the kind:

ψ⊥(x, y, ζ) = A(ζ) exp
[
i
K

2q(ζ)
r2

]
(A4)

with again K = m/~. Such function is a solution if and only if the parameter q(ζ) - called complex radius of curvature,
and homogenous to a time for matter waves - satisfies the following equation:

q′ − 1
q2

− K2(ζ)
K

= 0 (A5)

and if the amplitude A(ζ) verifies:

A′

A
+

1
q

= 0 (A6)

The prime stands for the derivative with respect to ζ. In the absence of the transverse potential, i.e. V⊥(x, y, ζ) = 0,
an obvious evolution is obtained with q(ζ) = ζ.

These equations imply a relation between the amplitude and width of the wave-function. We adopt the usual
decomposition for the complex radius of curvature along its imaginary and complex part:

1
q

=
1
R

+
2i
Kw2

[i] Indeed, this parameter appear as proportional to the proper time experienced by the atom on the classical trajectory determined by
p(z) [56].
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Assuming that K2(ζ) is real, and combining the imaginary part of Eq. (A5) with the real part of Eq. (A6), one
obtains:

|A(ζ)|2 = |A0|2 w2
0

w2(ζ)

This relation reflects the conservation of the atomic flux F along the propagation. With our choice of normalization,
the parameter |A|2 is given by:

|A|2 =
2
πw2

(A7)

3. Spherical Wave solutions to the nonlinear equation.

With several approximations, it is possible to find similar solutions in the interacting case. Atomic interactions are
described by the mean-field potential

Vi(x, y, ζ) = g0
I |ψ//(z)|2|ψ⊥(x, y, ζ)|2 with g0

I =
4π~2a

m

which intervenes in the time-independent equation verified by ψ. This induces the following transverse potential

V⊥(x, y, ζ) = g0
I |ψ//(ζ)|2 (|ψ⊥(x, y, ζ)|2 − |ψ⊥(0, 0, ζ)|2)

in the paraxial equation verified by ψ⊥. In the considered example, this potential receives no other contribution. The
subsequent analysis requires three important approximations. First, it uses the “aberrationless approximation”, which
assumes that the wave-function follows the Gaussian profile (A4) in spite of the non-linearity. Second, it assumes that
the transverse mean-field potential is well-described by a second order expansion,

V⊥(x, y, ζ) ' −2g0
I |ψ//(ζ)|2 |A(ζ)|2

w2(ζ)
r2 (A8)

The term G(ζ) = g0
I |ψ//(ζ)|2 can be seen as the atom-optical equivalent of a third-order non-linear permittivity.

Third, it neglects the dependence on G(ζ) towards the altitude, which is a valid approach if the linear density
n1D = mF/p(z) is a constant [i] . We assume from now on that the atomic flux F is constant and that the average

longitudinal momentum p(z) =
√

2m
(
E − V//(z)

) ' p0// varies very slowly with z. The parameter ζ can then be
expressed simply as ζ = m(z − z0)/p0//. Eq. (A8) and the normalization of ψ⊥ [Eq. (A7)] give readily:

K2(ζ)
K

=
−4g0

IF
πp0//w4(ζ)

Eq. (A5) can then be recast as:

q′ − 1
q2

+
F
Fc

(
4

K2w4(ζ)

)
= 0

The quantity Fc, called critical flux, reads Fc = πp0//~2/(g0
Im

2). The last equation may be split into its real and
imaginary part along:

(
1
R

)′
+

1
R2
− σ

(
2

Kw2

)2

= 0 (A9)

and
(

1
Kw2

)′
+ 2

(
1
R

)(
2

Kw2

)
= 0 (A10)

[i] This approximation is indeed implicit in the treatment of Bélanger and Paré [24], since it is necessary to obtain the nonlinear paraxial
wave-equation which is the starting point of their analysis.
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where we have introduced the dimensionless parameter σ = 1 + F/Fc. This system can be uncoupled thanks to the
following trick: Eq. (A10) is multiplied by i

√
σ and added to Eq. (A9). One obtains:

(
1
R

)′
+ i
√
σ

(
2

Kw2

)′
+

1
R2

+
2i
√
σ

R

(
2

Kw2

)
− σ

(
2

Kw2

)2

= 0 (A11)

This equation can be simply interpreted as

q′NL − 1 = 0 (A12)

with the generalized complex radius of curvature:

qNL =
1
R

+
2
√
σi

Kw2
(A13)

Its very simple evolution

qNL(z) = qNL(z0) +
m(z − z0)

p0//
(A14)

gives readily the real radius of curvature R(z) and the width w(z) for any altitude z. One thus has, as in the linear case,
a simple spherical-wave solution (A4). Indeed, this method allows one to approximate very efficiently the nonlinear
propagation of a wave-function of initial Gaussian profile. Consider a Gaussian atomic beam of width w(z0) = w0 at
the waist (R(z0) = +∞) situated at the position z0 on the propagation axis. Eqs. (A13) and (A14) show that the
beam width follows:

w(z) =

√
w2

0 +
~2

w2
0p

2
0//

σ(z − z0)2 (A15)

The width of a self-interacting atomic beam evolves thus as an interaction-free beam in which the propagation length
from the waist is multiplied by a factor

√
σ. As far as the paraxial beam width evolution is concerned, self-interaction

effects thus operate as a scaling transformation of the free propagation with a factor
√
σ. The quantity

√
σ − 1 has

the same sign as the diffusion length a, so one checks that Eq. (A15) leads consistently to a faster expansion for
repulsive interactions and to a slower expansion for attractive ones. As in optics, this treatment can thus be applied
to discuss the self focusing for matter waves. It is, however, important to keep in mind its validity domain and the
several hypothesis required - constant longitudinal velocity, cylindrical symmetry and paraxial propagation -.

APPENDIX B: SECOND-ORDER COMPUTATION OF THE NONLINEAR ABCD MATRIX.

1. Expression of the second-order matrix.

In this Appendix, we discuss the nonlinear corrections to the ABCD matrix associated with the second-order of
the Magnus expansion Ω2(t, t0), which reads:

Ω2(t, t0) =
1
2

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 [N(t1), N(t2)] =
(
S(t, t0) 0

0 −S(t, t0)

)
S(t) =

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2(γ(t1)− γ(t2)) (B1)

This term, arising from the non-commutativity between the Hamiltonians taken at different times, naturally depends
on the ordering chosen for the successive lenses. Because of the cloud expansion, lenses are ordered from the most
divergent to the less divergent. To discuss the effect of this second-order contribution on the wave-function, it is useful
to compute the exponential:

exp[Ω(2)(t, t0)] =
(
eS(t,t0) 0

0 e−S(t,t0)

)
(B2)

The action of such matrix onto the position-momentum width vector (X,Y ), defined in Sec. III A, would operate
a squeezing between position and momentum. This squeezing is indeed a consequence of our aberrationless
approximation, in which the propagation leaves the phase-space volume invariant: the expansion of the cloud size
must be, in our treatment, compensated by a reduced momentum dispersion. One finds consistently that the diagonal
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matrix elements Sxx,yy,zz(t), involved in (B2), are positive, which results from the decrease of the matrix elements
γxx,yy,zz(t) with time.

The ABCD matrix obtained from a second-order approximation of the Magnus expansion reads:

M
(1)
2 (t, t0, X0) ' ⊗i=x,y,z

(
coshKii(t, t0) + Sii(t, t0) sinhKii(t,t0)

Kii(t,t0) (t− t0) sinhKii(t,t0)
Kii(t,t0)

〈γ〉 sinhKii(t,t0)
Kii(t,t0) coshKii(t, t0)− Sii(t, t0) sinhKii(t,t0)

Kii(t,t0)

)
(B3)

We have introduced the functions Kii(t, t0) =
√
S2
ii(t, t0) + 〈γii〉 (t− t0)2. Again, an analytic expression of 〈γii〉

and Sii(t, t0) can be found for cigar-shaped condensates in Eq. (C1) and Eq. (C2) of Appendix C. Higher-order
contributions to the ABCD matrix (20) can be computed along similar guidelines, but they involve various integrations
which need to be performed numerically.

2. Comparison with the first-order matrix.

Let us expand the matrix (B7) in the short duration limit. We consider an atomic cloud initially described by a
Gaussian wave-function (10) of spherical symmetry i.e. wx(t0) = wy(t0) = wz(t0) = w0. Such assumption does not
change the nature of the discussion, but it considerably simplifies the algebra: the 3× 3 matrices γ(t), S(t) and K(t)
are then proportional to the matrix identity I3×3 and can be identified to scalars. γ(t) can be expressed as a function
of two time scales involving the sample radius w0, the scattering length a and fundamental constants:

γ(t) = τ−2
2

(
1 +

(t− t0)2

τ2
1

)−5/2

τ1 =
mw2

0

~
τ2 =

√
w0

4πa
τ1 (B4)

The quantity S(t) (B1) can be expressed thanks to a second-order Taylor expansion of γ(t). Setting τ = t − t0 and
noticing that γ′(t0) = 0, one obtains:

S(t) = −5
6
τ4

τ2
1 τ

2
2

+O
(
τ6
)

(B5)

which yields for the quantity K(t):

K(t) =
√
〈γ〉τ

(
1 +

25
72

τ6

τ4
1 τ

2
2

)
+O

(
τ8
)

(B6)

Using this expansion and that of x→ sinhx/x, one can express the second-order matrix M (1)
2 (τ,X0) as:

M
(1)
2 (τ,X0) = M

(1)
1 (τ,X0) +




− 5
6

τ4

τ2
1 τ

2
2

sinh(〈γ〉1/2τ)
〈γ〉1/2τ

25
72

τ6

τ4
1 τ

2
2

[cosh(〈γ〉1/2τ)− sinh(〈γ〉1/2τ)
〈γ〉1/2τ ]

25
72

τ6

τ4
1 τ

2
2

[cosh(〈γ〉1/2τ)− sinh(〈γ〉1/2τ)
〈γ〉1/2τ

] 5
6

τ4

τ2
1 τ

2
2

sinh(〈γ〉1/2τ)
〈γ〉1/2τ


+O(τ8) (B7)

This expansion shows that the first-order term is a valid approximation as long as:

τ � τc =
( w0

4πa

)1/6 mw2
0

~
(B8)

Considering for an instance an initial cloud size of w0 = 25µm and the 87Rb scattering length a = 5, 7nm, one obtains
τ1 = 0, 14 s, τ2 = 1, 63 s, and τc = 0, 31s. Note that the relevant small parameter ε, weighting the relative correction
brought by the second-order term, decreases as ε = (τ/τc)4 when τ/τc → 0.

APPENDIX C: ABCD MATRIX ELEMENTS FOR THE CIGAR-SHAPED CONDENSATE

We evaluate in this appendix various primitives necessary to explicit the non-linear ABCD matrix to first and second
order in the Magnus expansion given in Eq. (22) and Eq. (B7). We consider a cigar-shaped cylindrical condensate
with a long vertical extension: wx = wy = wr � wz. We remind the linear evolution of the width given by Eq. (11) i.e.

wr,z(t) =
√
w2
r,z + ∆v2

r,z(t− t0)2. We shall use the short-hand notation wr,z = wr,z(t0) and ∆vr,z = ~/(mwr,z(t0)).
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1. Average quadratic coefficient.

We seek to evaluate:

γrr(t) =
gI

(2π)3/2mwz(t)wr(t)4
γzz(t) =

gI
(2π)3/2mwz(t)3wr(t)2

We note γ0 = gI/[(2π)3/2m] and Λ(t) the function:

Λ(t) =

√
∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z(t− t0)

wrwz(t)

The elements of the matrix γ are readily obtained:

γrr = γ0

[
∆v2

r wz(t)
2w2

r(∆v2
rw

2
z − w2

r∆v2
z)w2

r(t)
+

(∆v2
rw

2
z − 2w2

r∆v
2
z) Arctan Λ(t)

2w3
r(∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z)3/2(t− t0)

]

γzz = γ0

[
∆v2

z

w2
z(∆v2

zw
2
r −∆v2

rw
2
z)wz(t)

+
∆v2

r Arctan Λ(t)
wr(∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z)3/2(t− t0)

]
(C1)

2. Second-order Magnus term.

We evaluate here the matrix S(t). Its computation involves tedious algebra:

Srr (t, t0) = − γ0

4w3
r∆vr(∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z)3/2w2

r(t)
×
[

∆vr(t− t0)(2w2
r∆v

2
z −∆v2

rw
2
z)w

2
r(t)Arctan Λ(t)

− wr∆vr
√

∆v2
rw

2
z − w2

r∆v2
z (2w2

r + ∆v2
r(t− t0)2) wr(t)− 2w3

r∆v
2
zw

2
r(t) log

(
wr(t)
wr

)

+ w3
r∆v

2
zw

2
r(t) log

(
w2
r∆v

2
z − 2∆v2

rw
2
z + 2∆vr

√
∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
zwz(t)−∆v2

r∆v2
z(t− t0)2

w2
r∆v2

z − 2∆v2
rw

2
z + 2∆vr

√
∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
zwz

) ]

Szz (t, t0) =
γ0wz(t)

w2
z(w2

r∆v2
z −∆v2

rw
2
z)

+
γ0∆v2

r(t− t0)Arctan Λ(t)
2wr(∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z)3/2

+
γ0∆v2

z(t− t0)2

2w2
z(∆v2

rw
2
z − w2

r∆v2
z)wz(t)

+
γ0∆vrArctanh

(
∆vr(t−t0)
wrΛ(t)

)

(∆v2
rw

2
z − w2

r∆v2
z)3/2

(C2)

APPENDIX D: RELATIVISTIC HAMILTONIAN AND ABCD LAW IN (4+1)D

The purpose of this appendix is to give a short introduction to generalizations of the ABCD law for relativistic
particles [56]. A relativistic approach has the major advantage of providing a common framework for massive particles
like atoms and massless ones like photons. A second step in this process is to introduce mass as a quantum observable
conjugate of proper time. Atom optics then becomes identical to photon optics in an extended (4+1)D space-time
with 4 space dimensions. The optical path along the fourth dimension replaces the usual action phase factor in
ordinary space-time. Finally, within the approximation of a slowly varying phase and amplitude of the field, the
dispersion surface can be locally approximated by a tangent paraboloid and the dynamics is that of a non-relativistic
massive particle in all cases. The corresponding propagator gives the generalized ABCD law. The starting point is
the classical relation between the 4-momentum pµ, the metric tensor gµν(with signature +−−−) and the rest mass
of a particle m:

gµνpµpν = m2c2 (D1)

From this relation one can infer a Klein-Gordon equation and proceed with the various approximations to deduce a
Schroedinger-like equation. This is done in [56]. Here, we shall follow a simpler track, starting with the approximations
on classical formulas and turn later to quantum mechanics. From the previous formula and the relation between the
covariant component p0c (energy) and the contravariant one p0c (relativistic mass times c2) :

p0c = g00p0c+ g0ipic (D2)
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we obtain
(
p0
)2

= g00(m2c2 − pif ijpj) (D3)

where

f ij = gij − g0ig0j

g00
(D4)

is the 3D metric tensor.
The component p0c is related to the relativistic mass m∗ through

p0c = m∗c2 (D5)

and can be written

p0c =
m∗c2

2
+

(
m2c2 − pif ijpj

)
g00

2m∗
(D6)

If m∗c2 is approximated by a known prescribed function of time, this formula remains valid to second-order
(parabolic approximation) since:

x =
x0

2
+

x2

2x0
+O

(
(x− x0)2

)

and the Hamiltonian p0c can be written as :

H =
m∗c2

2g00
+
m2c2

2m∗
− 1

2m∗
pif

ijpj − g0i

g00
pic (D7)

i, j = 1, 2, 3 (D8)

In some cases it may be more convenient to assume that the energy E is close to a known value E0 either because
energy is conserved and remains equal to its initial value or because of a slow variation of parameters. We can again
make use of the identity: E = E0

2 + E2

2E0
+O(ε2) valid to second-order in ε = E − E0 with either:

E2 = p2
0c

2 =
c2

g00

(
m2c2 − pigijpj − 2p0g

0ipi
)

(D9)

or

E2 = p2
0c

2 = g00m
2c4 − g00c

2pifijp
j (D10)

In the parabolic approximation, the Hamiltonian can then be approximated by:

H =
E0

2
+

m2c4

2E0g00
− c2

2E0g00

(
pig

ijpj + 2p0g
0ipi
)

(D11)

' E0

2
+

m2c4

2E0g00
− c2

2E0g00
pig

ijpj +
g0i

g00
pic (D12)

or by:

H =
E0

2
+ g00

m2c4

2E0
− g00c

2 p
ifijp

j

2E0
(D13)

This means that the usual hyperbolic dispersion curve is locally approximated by the parabola tangent to the hyperbola
for the energy E0. This approximation scheme applies to massive as well as to massless particles (For example in the
case of quasi-monochromatic light m = 0 and E0 = ~ω [1]). The non-relativistic limit is obtained for m∗ → m

√
g00or

E0 → mc2/
√
g00. All these forms of the Hamiltonian can be shown to be equivalent thanks to (D2).

From the above Hamiltonians we can deduce a Schroedinger-like equation:

i~
∂ϕ

∂t
=
[
m∗c2

2g00
+
m2c2

2m∗
+
~2

2m∗
∂if

ij∂j − i~c g
0i

g00
∂i

]
ϕ (D14)
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which is identical to a Schroedinger equation for a non-relativistic particle of mass m∗ with a shift in the rest mass.
This equation can also be derived directly from Klein-Gordon equation by a procedure analogous to that of H.
Feshbach and F. Villars [? ] in which the rest mass is replaced by the relativistic mass. This results in the addition
of small terms required by hermiticity that we shall ignore here for the sake of simplicity.

The usual Lagrangian in ordinary space-time is:

L = −mc√gµν ẋµẋν (D15)

where the dot stands for the time derivative. The canonical 4-momentum is:

pµ = − ∂L

∂ẋµ
= mc

gµν ẋ
ν

√
gµν ẋµẋν

= mcgµνu
ν (D16)

where uν is the normalized 4-velocity. Especially, the relativistic mass is given by:

m∗ =
mc√

gµν ẋµẋν
= m

dt

dτ
(D17)

where τ is the proper time.
The Euler-Lagrange equations of motion are:

ṗµ =
1

2m∗
∂µgλνp

λpν (D18)

to be combined with equation (D16)

ẋµ =
1
m∗

gµνpν (D19)

In (4+1) dimensions, the proper time τ is introduced as an additional space-like coordinate [? ] x4 = −x4 = cτ
and the conjugate fourth momentum component mc is simply p4 = −p4 = m∗ẋ4. The Hamiltonian becomes:

H =
m∗c2

2g00
− 1

2m∗
pı̂f

ı̂̂p̂ − g0ı̂

g00
pı̂c (D20)

ı̂, ̂ = 1, 2, 3, 4 (D21)

where we have introduced an extended metric tensor gµ̂ν̂ (greek indices with a hat have integer values from 0 to 4:
µ̂, ν̂ = 0, 1, 2, 3, 4 and latin ones from 1 to 4) such that g44 = −1. Note that the components g4µ could be used to
represent electromagnetic interactions as in Kaluza-Klein theory.

In (4+1)D the Schroedinger equation thus becomes:

i~
∂ϕ

∂t
=
[
m∗c2

2g00
+
~2

2m∗
∂ı̂f

ı̂̂∂̂ − i~c g
0ı̂

g00
∂ı̂

]
ϕ (D22)

corresponding to:

(pop)ı̂ ϕ = i~∂ı̂ϕ (D23)

where the fourth component is the mass operator:

p4
op = mopc = − (pop)4 (D24)

In the weak-field approximation the space-time metric tensor takes the form

gµν = ηµν + hµν , |hµν | << 1. (D25)
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where ηµν is Minkowski metric tensor:

ηµν = (1,−1,−1,−1) (D26)

and the hµν ’s are considered as first-order quantities.
In (4+1)D the Hamiltonian is:

H =
m∗c2

2
(
1 + h00

)− 1
2m∗

pı̂η
ı̂̂p̂ +

1
2m∗

pih
ijpj + h0ipic (D27)

ı̂, ̂ = 1, 2, 3, 4 ηµ̂ν̂ = (1,−1,−1,−1,−1) (D28)

and the field equation can be written as an ordinary Schrödinger equation in flat space-time with an additional spatial
dimension cτ :

i~
∂ϕ

∂t
=
m∗c2

2
(
1 + h00

)
ϕ− ~2

2m∗

(
∇2ϕ+

1
c2

∂2

∂τ2

)
− ~2

2m∗
∂ih

ij∂jϕ+ i~ch0i∂iϕ (D29)

In most cases of interest for atom interferometry, the external motion Hamiltonian can be expressed as a quadratic
polynomial of both momentum and position. In this quadratic limit:

h00 =
2gixi

c2
− xiγijx

j

c2
(D30)

ch0i = −f i + αijx
j (D31)

hij = ηij + βij (D32)

The (4+1)D Hamiltonian becomes:

H =
m∗c2

2
+

1
2
~pop.

⇒
α (t) .~qop +

1
2m∗

~pop.
⇒
β (t) .~pop

−1
2
~qop.
⇒
δ (t) .~pop − m∗

2
~qop.
⇒
γ (t) .~qop

+
−→
f (t) .~pop −m∗−→g (t) .~qop (D33)

where vectors and tensors are now defined in a four dimensional space q̃ = (x, y, z, cτ), p̃ = (px, py, pz,mc) with
β44 = 1.

It is convenient to introduce a new notation:
⇒
β (t) =

⇒
β (t) /m∗,

⇒
γ (t) = m∗

⇒
γ (t) ,−→g (t) = m∗−→g (t) (D34)

with which the wave equation now reads:

i~
∂ϕ

∂t
= [

m∗c2

2
+

1
2
~pop.

⇒
α (t) .~qop +

1
2
~pop.

⇒
β (t) .~pop

−1
2
~qop.
⇒
δ (t) .~pop − 1

2
~qop.
⇒
γ (t) .~qop (D35)

+
−→
f (t) .~pop −−→g (t).~qop]ϕ (D36)

The propagator of this equation with four space dimensions can be derived as in [25] for three space dimensions:

K (q, q′, t, t′) =
(

1
2πi~

)2

|detB|−1/2

exp
[(

i

2~

)[
q̃DB−1 q − 2q̃ B̃−1 q′ + q̃′ B−1A q′

]]
(D37)

with q̃ = (x, y, z, cτ), p̃ = (px, py, pz,mc) and this leads to a new the ABCD theorem which gives the propagation law
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for Hermite-Gauss wave packets:

wave packet(q, t) = exp
[
ip̃c(t)(q − qc(t))

~

]
F (q − qc(t), pc(t), X(t), Y (t)) (D38)

where the phase factor usually associated with the classical action has disappeared and is replaced by the term coming
from the motion of the wave packet in the fourth space coordinate cτ :

∫ +∞

−∞
dτ ′
(

1
2πi~B44

)1/2

exp
[
(i/2~)B−1

44 c
2(τ − τ ′)2

]

exp
[
imc2(τ ′ − τc(t0))/~

]
F (τ ′ − τc(t0), X0, Y0)

= exp
[
imc2

~
(τ − τc(t))

]
F (τ − τc(t), Xτ (t), Yτ (t)) (D39)

where F is the generating function of Hermite-Gauss wave packets [25]. The center of the wave packet follows a
classical law:

qc(t) = A (t, t0) qc(t0) +B (t, t0) pc(t0) + ξ (t, t0) (D40)
pc(t) = C (t, t0) qc(t0) +D (t, t0) pc(t0) + φ (t, t0) (D41)

including the classical relation between proper time and time coordinate (obtained by integration of D17):

τc(t) = τc(t0) +B44 (t, t0)m =
∫ t

t0

m

m∗(t′)
dt′

We know from Ehrenfest theorem, that the motion of the wave packet center is also obtained in this case from
classical equations. The equations satisfied by the ABCD matrices can be derived either from the Hamilton-Jacobi
equation (see [35]) or from Hamilton’s equations. For the previous Hamitonian, Hamilton’s equations can be written
as an equation for the two-component vector:

χ =
(
q
p

)
(D42)

as:

dχ

dt
=

(
dH
dp

−dHdq

)
= Γ (t)χ+ Φ (t) (D43)

where

Γ (t) =
(
α (t) β (t)
γ (t) δ (t)

)
(D44)

is a time-dependent 8x8 matrix and where:

Φ (t) =
(
f(t)
g (t)

)
(D45)

The integral of Hamilton’s equation can thus be written as:

χ (t) =
(
A (t, t0) B (t, t0)
C (t, t0) D (t, t0)

)
χ (t0) +

(
ξ (t, t0)
φ (t, t0)

)
(D46)

where

M (t, t0) =
(
A (t, t0) B (t, t0)
C (t, t0) D (t, t0)

)
= T exp

[∫ t

t0

(
α (t′) β (t′)
γ (t′) δ (t′)

)
dt′
]

(D47)
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where T is a time-ordering operator and where:
(
ξ (t, t0)
φ (t, t0)

)
=
∫ t

t0

M (t, t′) Φ (t′) dt′ (D48)
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C H A P I T R E 8

Outils th�eoriques pour la propagation de

lasers �a atomes.

Resum�e.

Nous pr�esentons un mod�ele th�eorique pour la propagation de lasers �a atomes sans self-interactions.

Nous partons d'une �equation int�egrale de la propagation tout �a fait g�en�erale, et nous utilisons les

mêmes approximations qu'en optique des photons pour obtenir des outils adapt�es au calcul de la

propagation du laser �a atomes. Nous discuons les approximations qui permettent soit de r�eduire

l'�equation �a une int�egrale de Fresnel-Kircho� calcul�ee par la m�ethode de la phase stationnaire, soit �a

l'�equation iconale. Dans l'approximation paraxiale, nous introduisons �egalement les matrices ABCD

et le facteur de qualit�e. Nous appliquons ces outils �a un exemple concret : l'exp�erience de Riou et

al.[1].
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1Laboratoire Charles Fabry de l’Institut d’Optique, CNRS et Université Paris Sud 11
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We present a theoretical model for the propagation of non self-interacting atom laser beams. We
start from a general propagation integral equation, and we use the same approximations as in photon
optics to derive tools to calculate the atom laser beam propagation. We discuss the approximations
that allow to reduce the general equation whether to a Fresnel-Kirchhoff integral calculated by
using the stationary phase method, or to the eikonal. Within the paraxial approximation, we also
introduce the ABCD matrices formalism and the beam quality factor. As an example, we apply
these tools to analyse the recent experiment by Riou et al. [Phys. Rev. Lett. 96, 070404 (2006)].
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Introduction

Matter wave optics, where a beam of neutral atoms is
considered for its wave-like behavior, is a domain of con-
siderable studies, with many applications, ranging from
atom lithography to atomic clocks and atom interferome-
ter [66]. The experimental realization of coherent matter-
wave - so called atom lasers [1–7] - which followed the ob-
servation of Bose-Einstein condensation put a new per-
spective to the field by providing the atomic analogue to
photonic laser beams.

Performant theoretical tools for characterizing the
propagation properties of matter waves and their ma-
nipulation by atom-optics elements are of prime interest
for high accuracy application, as soon as one needs to go
beyond the proof-of-principle experiment. In the scope of
partially coherent atom-interferometry, and for relatively
simple (i.e. homogenous) external potentials, many the-
oretical works has been developed [8–11] and applied suc-
cessfully [12, 13]. All these tools essentially address the
propagation of an atomic wavepacket. For fully coher-
ent atom-laser beams, most theoretical investigations fo-
cused on the dynamics of the outcoupling [14–27] and
the quantum statistical properties of the output beam
[28–35]. Some works specifically addressed the spatial
shape of the atom laser beam [36, 37], but rely essen-
tially on numerical simulations or neglect the influence
of dimensionality and potential inhomogeneity. For re-
alistic experimental conditions, the 3D external poten-
tial is inhomogeneous, and full numerical simulation be-
come particularly cumbersome. One thus needs a simpli-

∗Present address: Physics Department of Penn State University,

104 Davey Laboratory, Mailbox 002, University Park, PA 16802,

U.S.A.
‡Present address: Institut Non Linéaire de Nice, 1361 route des

Lucioles, 06560 Valbonne, France
†Electronic address: jfriou@phys.psu.edu

fied analytical theoretical framework to handle the beam
propagation.

Following our previous work [38, 39], we present here in
detail a simple but general framework for the propagation
of atom laser beams in inhomogeneous media. We show
how several theoretical tools from classical optics can be
adapted for coherent atom-optics. We address three ma-
jor formalisms used in optics : the eikonal approximation,
the Fresnel-Kirchhoff integral, and the ABCD matrices
formalism in the paraxial approximation.

The first part of the paper gives an overview of these
theoretical tools for atom laser beam propagation. In
the first section, we introduce the integral equation of
the propagation and its time-independent version. We
present in the second section different ways of dealing
with the time-independent propagation of the matter
wave. First, the time-independent propagator is com-
puted using the stationary phase approximation. Then,
we show that two approximations -the eikonal and the
paraxial approximation-, which apply in different physi-
cal contexts, can provide a more tractable treatment than
the general integral equation. In the second part, we
show in practice how to use these methods in the ex-
perimental case of [38] with a rubidium radiofrequency-
coupled atom laser. Some of these methods have recently
been used also for a metastable helium atom laser [40] as
well as for a Raman-coupled atom laser [41].

I. ANALYTICAL PROPAGATION METHODS

FOR MATTER WAVES

A. Matter wave weakly outcoupled from a source

1. Propagation equation

We consider a matter wave ψℓ(r, t) outcoupled from a
source ψs(r, t). We note Vi(r, t) (i = {ℓ, s}), the external
potential in which each of them evolves. We also intro-
duce a coupling term Wij(r, t) between ψi and ψj . In
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the mean-field approximation, such system is described
by a set of two coupled Gross-Pitaevskii equations, which
reads

i~ ∂tψi=



− ~2

2m
∆ + Vi +

∑

k=ℓ,s

gki |ψk|2


ψi+Wijψj . (1)

In this equation, gik is the mean-field interaction strength
between states i and k. The solution of such equations
is not straightforward, mainly due to the presence of a
nonlinear mean-field term. However, in the case of prop-
agation of matter waves which are weakly outcoupled
from a source, one can greatly simplify the treatment
[27]. Indeed, the weak coupling assumption implies the
two following points:

• The evolution of the source wave-function is unaf-
fected by the outcoupler,

• the extracted matter wave is sufficiently diluted to
make self-interactions negligible.

The former differential system can then be rewritten
as:

i~ ∂tψs =

[

− ~2

2m
∆ + Vs + gss |ψs|2

]

ψs , (2)

i~ ∂tψℓ=

[

− ~
2

2m
∆ + Vℓ + gsℓ |ψs|2

]

ψℓ +Wℓsψs . (3)

The source wave-function ψs(r, t) now obeys a single
differential equation (2), and can thus be determined in-
dependently. The remaining nonlinear term |ψs|2 in Eq.
(3), acts then as an external potential for the propagation
of ψℓ. This last equation is thus a Schrödinger equation
describing the evolution of the outcoupled matter wave
in the total potential V (r, t) in presence of a source term
ρ(r, t),

i~∂tψℓ = Hrψℓ + ρ , (4)

where

Hr = − ~2

2m
∆r + V , (5a)

V = Vℓ + gsℓ |ψs|2 , (5b)

ρ = Wℓsψs . (5c)

2. Integral equation

The evolution between times t0 and t (t > t0) of the
solution ψℓ of Eq. (4) in a given volume V delimited by

a surface S, is expressed by an implicit integral [42]

ψℓ(r, t) =

∫

V
dr′G(r, r′, t− t0)ψℓ(r

′, t0)

+
i~

2m

∫ t

t0

dt′
∫

S
dS′ · [G(r, r′, t− t′)∇r

′ψℓ(r
′, t′)

− ψℓ(r
′, t′) ∇r

′G(r, r′, t− t′)]

+
1

i~

∫ t

t0

dt′
∫

V
dr′G(r, r′, t− t′) ρ(r′, t′) , (6)

where dS′ is the outward-oriented elementary normal
vector to the surface S. We have introduced the time-
dependent Green function G(r, r′, τ) which verifies

[i~∂τ −Hr]G = i ~ δ(τ) δ(r − r
′) , (7)

and is related to the propagator K of the Schrödinger
equation via a Heaviside function Θ ensuring causality,

G(r, r′, τ) = K(r, r′, τ)Θ(τ) . (8)

Eq. (6) states that, after the evolution time t− t0, the
value of the wave function is the sum of three terms, the
physical interpretation of which is straightforward. The
first one corresponds to the propagation of the initial
condition ψℓ(r

′, t0) given at any position in the volume
V . The second one takes into account the propagation
of the wave function taken at the surrounding surface S,
and is non-zero only if V is finite. This term takes into
account any field which enters or leaks out of V . Finally,
the last term expresses the contribution from the source.

Eq. (6) can be successfully applied to describe the
propagation of wavepackets in an atom interferometer
as described in [43]. Nevertheless, the propagation of a
continuous atom laser, the energy of which is well defined,
can be described with a time-independent version of Eq.
(6), that we derive below.

3. Time-independent case

We consider a time-independent hamiltonian Hr and
a stationnary source

ρ(r, t) = ρ(r) exp (−iEt/~) . (9)

We thus look for stationnary solutions of Eq. (4) with a
given energy E,

ψℓ(r, t) = ψℓ(r) exp (−iEt/~) . (10)

When t0 → −∞, Eq. (6) then becomes time-
independent:

ψℓ(r) =
1

i~

∫

V
dr′GE(r, r′)ρ(r′)

+
i~

2m

∫

S
dS′ ·[GE(r, r′)∇r

′ψℓ(r
′) − ψℓ(r

′)∇r
′GE(r, r′)],

(11)
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where GE is the time-independent propagator related to
K via

GE(r, r′) =

∫ +∞

0

dτ K(r, r′, τ) ei
Eτ
~ . (12)

Note that the first term of Eq. (6) vanishes in the time-
independent version of the propagation integral equation
as K(r, r′, τ) → 0 when τ → ∞. The second term of Eq.
(11) is the equivalent for matter waves of what is known
in optics as the Fresnel-Kirchhoff integral [44].

B. Major approximations for atom laser beam

propagation

1. Independent treatment of a succession of potentials

As an optical wave can enter different media (free
space, lenses...) separated by surfaces, matter waves can
propagate in different parts of space, where they expe-
rience potentials of different nature. For instance, when
one considers an atom laser outcoupled from a conden-
sate as in the example of part II, the beam initially inter-
acts with the Bose-condensed atoms and abruptly prop-
agates in free space outside of the condensate. The ex-
pression of the propagator in whole space would then be
needed to use the equation (11). Most generally, such
calculation requires to apply the Feynmann’s path inte-
gral method, either numerically or analytically [45]. For
example, the time-dependent propagator K can be ana-
lytically expressed in the case of a continuous potential
which is at most quadratic, by using the Van Vleck’s for-
mula [46], or the ABCD formalism [43]. However such
expressions fail to give the global propagator value for a
piecewise-defined quadratic potential.

As in classical optics, we can separate the total evo-
lution of a monochromatic wave in steps, each one cor-
responding to one homogeneous potential. This step-by-
step approach stays valid as long as one can neglect any
reflection on the interface between these regions as well
as feedback from one region to a previous one. In this
approach, each interface is considered as a surface source
term for the propagation in the following media. It al-
lows us to calculate K explicitly in every part of space
as long as the potential in each region remains at most
quadratic, which we will assume throughout this paper.

2. The time-independent propagator in the stationary phase

approximation

Whereas the expression of GE is well known for free
space and linear potentials [8, 37], to our knowledge,
there is no analytical expression for the inverted har-
monic potential, which plays a predominant role in an
atom laser interacting with its source-condensate. We

thus give in the following a method to calculate the time-
independent propagator GE in any up to quadratic po-
tential.

Since K is analytically known in such potentials, we
use the definition of GE as its Fourier transform (Eq.
12). The remaining integral over time τ is calculated via
a stationary phase method [44], taking advantage that
K is a rapidly oscillating function. We write the time-
dependent propagator as

K(r, r′, τ) = A(τ) exp [iφ(r, r′, τ)] . (13)

We introduce τn as the positive real solution(s) of

∂τφ(r, r′, τn) = −E/~ , (14)

which correspond(s) to the time(s) spent on classical
path(s) of energy E connecting r

′ to r. We develop φ
to the second order around τn,

φ(τ) ≃ φ(τn) +
∂φ

∂τ

∣

∣

∣

τn

(τ − τn) +
∂2φ

∂τ2

∣

∣

∣

τn

(τ − τn)2

2
. (15)

Using the last development in the integral (12), and as-
suming that the enveloppe A(τ) varies smoothly around
τn, we can express GE as

G(1)
E ≃

∑

n

√

2iπ

φ′′(τn)
K(τn) exp

(

i
Eτn

~

)

. (16)

Such approach is valid as long as stationary points τn
exist and their contribution can be considered indepen-
dently: Eq. 16 fails if the stationary points are too close
to each other. We can estimate the validity of our ap-
proach by defining an interval In = [τn − θn; τn + θn]
in which the development around τn contributes to more
than β = 90% to the restricted integral. For θ large
enough, we can use [47],

∣

∣

∣

∣

∣

∫ θ

−θ
dx exp

[

iz
x2

2

]

−
√

2iπ

z

∣

∣

∣

∣

∣

∼ 2

|z θ| , (17)

and obtain θn

θn =
1

1 − β

√

2

πφ′′(τn)
. (18)

The validity condition is thus |τn − τn+1| ≥ θn + θn+1.
If (16) is not valid, a better approximation consists

then in developing φ to higher order around a point
which is inbetween successive τn. The simplest choice
is to take the one which cancels φ′′, and to choose sta-
tionnary points τk which verify

∂2
τφ(r, r′, τk) = 0 . (19)

We thus develop φ to the third order around τk, which
leads to the following expression of GE ,

G(2)
E ≃ 2πK(τk) exp

(

iEτk

~

)

3

√

−φ(3)(τk)/2
Ai

(

φ′(τk) + E/~
3

√

φ(3)(τk)/2

)

, (20)
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where Ai is the Airy function of the first kind [48].

In practice, combining the use of G(2)
E and G(1)

E depend-
ing on the values of r

′ and r gives a good estimate of the
time-independent propagator, as we will see in part II.

Although the above approach is quite general, further
approximations can be made. In the region where diffrac-
tion can be neglected, one can describe the propagation
with the eikonal approximation. When the propagation
is in the paraxial regime, it is more appropriate to de-
scribe it with the paraxial ABCD matrices, instead of
using the general Kirchhoff integral.

3. Eikonal propagation

The purpose of this method equivalent to the WKB
approximation is to give a semi-classical description of
the propagation from a matter wave, given its value on
a surface. Let us consider that we know the value of the
wave function of energy E on the surface S′. To calculate
its value on any other surface S, the eikonal considers
classical paths connecting S and S′. Let us write the
wave function as

ψℓ(r) = A(r) exp [ iS(r)/~ ] . (21)

The Schrödinger equation on ψℓ reduces to [49]







|∇rS| =
~

λ
,

∇r ·
(

A2∇S
)

= 0 ,
(22)

where we have introduced the de Broglie wavelength

λ(r) =
~

√

2m (E − V (r))
. (23)

The first equation is known in geometric optics as the
eikonal equation [44, 50]. The calculation consists in in-
tegrating the phase along the classical ray of energy E
connecting r

′ to r, to obtain the phase on r,

S(r) =

∫

r

r
′

du
~

λ(u)
+ S(r′) . (24)

The second equation of system (22) corresponds to the
conservation of probability density flux, and is equivalent
to the Poynting’s law in optics. Again after integration
along the classical path connecting r

′ to r, one obtains
the amplitude on S

A(r) = A(r′) exp

(

−
∫

r

r
′

du
∆S(u)λ(u)

2~

)

. (25)

Note that interference effects are included in this formal-
ism: if several classical paths connect r

′ to r, their respec-
tive contributions add coherently to each other. Also, if
some focussing points exist, dephasings equivalent to the
Gouy phase in optics appear and can be calculated fol-
lowing [44].

Such semiclassical treatment is valid as long as one
does not look for the wave function value close to classi-
cal turning points, and as long as transverse diffraction
is negligible : transverse structures of size ∆x must be
large enough not to diffract significantly, i.e. ∆x4 ≫
(~t/2m)2. This condition restricts the use of the eikonal
to specific regions of space where the matter wave does
not spend a too long time t. For instance, this is the case
for the propagation in the small region of overlap with
the BEC.

The eikonal can thus be used to deal with the first term
of Eq. (11), and is equivalent to the development of this
integral around classical trajectories [67].

4. Paraxial propagation

The paraxial regime applies as soon as the transverse
wavevector becomes negligible compared to the axial
one. It is for instance the case after some propagation
for gravity-accelerated atom-laser beams. We can then
take advantage of methods developped in optics and use
the paraxial atom-optical ABCD matrices formalism
[39, 43], instead of the general Kirchhoff integral, and
characterize globally the beam with the quality factor
M2 [51, 52].

a. The paraxial equation: We look for paraxial solu-
tions to the time-independent Schrödinger equation,

Hrψℓ(r) = Eψℓ(r) . (26)

We decompose the wave function and the potential in
a transverse (“⊥”) and parallel (“//”) component, taking
z as the propagation axis,

{

ψℓ(x, y, z) = ψ⊥(x, y, z)ψ//(z) ,

V (x, y, z) = V⊥(x, y, z) + V//(z) ,
(27)

where V//(z) = V (0, 0, z). We express the solution ψ// to
the one dimensional equation

− ~2

2m

∂2ψ//

∂z2
+ V//ψ// = Eψ// , (28)

by using the WKB approximation,

ψ//(z) =

√

mF
p(z)

exp

[

i

~

∫ z

z0

du p(u)

]

. (29)

In this expression, F is the atomic flux through any trans-

verse plane, p(z) =
√

2m
(

E − V//(z)
)

is the classical mo-

mentum along z and z0 is the associated classical turn-
ing point verifying p(z0) = 0. Using these expressions,
and assuming an envelope ψ⊥ slowly varying along z,
we obtain the paraxial equation of propagation for the
transverse profile,
[

i~∂ζ +
~2

2m
(∂2
x + ∂2

y) − V⊥(x, y, ζ)

]

ψ⊥(x, y, ζ) = 0 ,

(30)
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where ζ(z) =
∫ z

z0
dz m/p(z) is a parameter corresponding

to the time which would be needed classicaly to prop-
agate on axis from the turning point z0. The equation
(30) can thus be solved as a time-dependent Schrödinger
equation,

ψ⊥(x, y, ζ) =

∫

S′

dx′dy′K(x, y;x′, y′; ζ − ζ′)ψ⊥(x′, y′, ζ′) .

(31)
The use of the paraxial approximation allows us to focus
only on the evolution of the transverse wave function,
reducing the dimensionality of the system from 3D to
2D, as the third dimension along the propagation axis z
is treated via a semi-classical approximation (Eq. 29).

b. ABCD matrices: In the case of a separable trans-
verse potential independent of z, the paraxial approxima-
tion restricts to two independent one dimensional equa-
tions. Let us consider a potential Vx at most quadratic
in x. One can then write the propagator Kx by using the
Van Vleck formula, or equivalently the general ABCD
matrix formalism [8],

Kx =

√

α

2πiB
exp

[

iα

2B

(

Ax′2 +Dx2 − 2xx′
)

]

. (32)

The coefficients A, B, C, D verifying AD−BC = 1, are
functions of ζ − ζ′, and α is an arbitrary factor depend-
ing on the definition of the ABCD coefficients. These
ones are involved in the matrix describing the classical
dynamics of a virtual particle of coordinate X and speed
V in the potential Vx(X)

(

X(ζ)
αV (ζ)

)

=

(

A(ζ − ζ′) B(ζ − ζ′)/α
αC(ζ − ζ′) D(ζ − ζ′)

)(

X(ζ′)
αV (ζ′)

)

.

(33)
Different choices of α can be made and popular values in
the atomoptic literature are α = 1 [8] or α = m/~ [38,
39]. We take the last convention and, by introducing the
wavevector K = mV/~, use throughout this paper the
following definition for the ABCD coefficients in which
is included the value of α,

(

X(ζ)
K(ζ)

)

=

(

A(ζ − ζ′) B(ζ − ζ′)
C(ζ − ζ′) D(ζ − ζ′)

)(

X(ζ′)
K(ζ′)

)

. (34)

c. Propagation using the Hermite-Gauss basis: To
calculate the propagation along the x axis

ψx(x, ζ) =

∫

dx′Kx(x;x′; ζ − ζ′)ψx(x
′,ζ′) , (35)

it is usefull to use the Hermite-Gauss basis of functions
(Φn)n∈N

Φ0(x, {X,K}) = (2π)−1/4

√
X

exp
(

iKX
x2

2

)

, (36)

Φn(x, {X,K}) = Φ0(x)
1√

2nn!

|X|n
Xn Hn

[

x√
2|X|

]

. (37)

Hn is the nth order Hermite polynomial, and the two
parameters (X,K) ∈ C, which define univocally the basis
set, must verify the normalization condition

KX∗ −K∗X = i , (38)

so that this basis is orthonormalized.
These functions propagate easily via Kx, as

Φn(x, {X,K}(ζ)) =
∫

dx′Kx(x;x′; ζ − ζ′)Φn(x
′, {X,K}(ζ′)) , (39)

i.e. the integral is calculated by replacing X(ζ′) and
K(ζ′) by their value at ζ through the algebraic relation
(34).

Thus, the propagation of the function ψx between two
positions z(ζ′) and z(ζ) is obtained by first decomposing
the initial profile on the Hermite-Gauss basis

ψx(x, ζ
′) =

∑

n

cnΦn(x, {X,K}(ζ′)) , (40)

where

cn =

∫

dxΦ∗
n(x, {X,K}(ζ′))ψx(x, ζ′) . (41)

The profile after propagation until z(ζ) is then

ψx(x, ζ) =
∑

n

cnΦn(x, {X,K}(ζ)) . (42)

The high efficiency of this method comes from the fact
that, once the decomposition (40) is made, the profile at
any position z(ζ) is obtained by calculating an algebraic
evolution equation: the ABCD law (Eq. 34). Such com-
putational method is then much faster than the use of
the Kirchhoff integral which would need to calculate an
integral for each considered position.

Note that the initial choice of {X,K}(ζ′) is a priori
arbitrary as soon as it verifies the normalization con-
dition (38). However one can minimize the number of
functions Φn needed for the decomposition if we choose
{X,K}(ζ′) as a function of the second-order moments
of the profile.

d. Moments and quality factor: Let us define the
second-order moments of ψx,

〈xx∗〉 =

∫

dxx2ψxψ
∗
x , (43)

〈kk∗〉 =

∫

dx ∂xψx ∂xψ
∗
x , (44)

〈xk∗ + x∗k〉 = i

∫

dxx [ψx∂xψ
∗
x − ψ∗

x∂xψx] , (45)

where we have used that ψx is normalized
(
∫

dx|ψx|2 = 1). We also define the wavefront cur-
vature C [53] as

C =
〈xk∗ + x∗k〉

2〈xx∗〉 . (46)
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The three moments follow also an ABCD law during
propagation. By introducing the matrix

M(ζ) =

(

〈xx∗〉 〈xk∗ + x∗k〉/2
〈xk∗ + x∗k〉/2 〈kk∗〉

)

, (47)

this law is expressed as

M(ζ) =

(

A B
C D

)

M(ζ′)

(

A B
C D

)t

. (48)

This relation allows to derive propagation laws on the
wavefront second-order moments, such as the r.m.s trans-
verse size (Rayleigh law). As det(M) is constant, this
law also exhibits an invariant of propagation, the beam
quality factor M2, related to the moments and curvature
by

〈xx∗〉
(

〈kk∗〉 − C2〈xx∗〉
)

=

(

M2

2

)2

. (49)

The physical meaning of the M2 factor becomes clear
by taking the last equation at the waist, i.e. where the
curvature C is zero:

√

〈xx∗〉0〈kk∗〉0 =
M2

2
. (50)

The M2 factor is given by the product of the spatial
and momentum widths at the beam waist and indicates
how far the beam is from the diffraction limit. Because
of the Heisenberg uncertainty relation, the M2 factor is
always larger than one and equals unity only for a perfect
gaussian wavefront.

Finally, the determination of the second order mo-
ments and the M2 factor from an initial profile allows us
to choose the more appropriate values of {X(ζ′),K(ζ′)}
to parameterize the Hermite-Gauss basis used for the de-
composition at z(ζ′) (Eq. 40). Indeed, these parameters
are closely related to the second order moments of the
Hermite-Gauss functions Φn(x, {X,K}) by

〈xx∗〉Φn = (2n+ 1) |X |2 , (51)

〈kk∗〉Φn = (2n+ 1) |K|2 , (52)

〈xk∗ + x∗k〉Φn = (2n+ 1) (XK∗ +X∗K) . (53)

From this we obtain that the M2 factor of the mode Φn
is M2

Φn
= (2n+ 1) and that all the modes have the same

curvature

CΦn = C = (XK∗ +X∗K) /2|X2| . (54)

It is thus natural to choose the parameters {X,K}, so
that the curvature of the profile (Eq. 46) equals C.
This last condition, together with the choice |X |2 =
〈xx∗〉/M2, the normalization condition (38) and the
choice of X real (the phase of X is a global phase over
the wavefront), lead to the univocal determination of the
parameters {X(ζ′),K(ζ′)} associated with the Hermite-
Gauss basis, so that the decomposition of the initial pro-
file ψx(x, ζ

′) needs a number of terms of the order of M2.

II. APPLICATION TO A

RADIOFREQUENCY-OUTCOUPLED ATOM

LASER

We apply the previous framework to the radiofre-
quency (rf) outcoupled atom laser described in [38]
where a Bose-Einstein condensate (BEC) of rubidium
87 (mass m) is magnetically harmonically trapped (fre-
quencies ωx = ωz = ω⊥ and ωy) in the ground state
|F = 1,mF = −1〉, and is weakly outcoupled to the un-
trapped state |F = 1,mF = 0〉. The BEC is considered
in the Thomas-Fermi (TF) regime described by the time-
independent wave function φs(r), with a chemical poten-

tial µ and TF radii R⊥,y =
√

2µ/mω2
⊥,y [54]. The exter-

nal potential experienced by the beam is written

Vi(r) = µ− 1

2
mω2

⊥σ
2 − 1

2
m
[

ω2
⊥(x2 + z2) + ω2

yy
2
]

(55)

inside the BEC region, and

Vo(r) =
1

2
mω2σ2

q −
1

2
mω2

[

x2 + (z + σq)
2
]

. (56)

outside. The expulsive quadratic potential of Vi origi-
nates from the mean-field interaction (independent of the
Zeeman substates for 87Rb) between the laser and the
condensate, whereas that of Vo (frequency ω) is due to
the second order Zeeman effect. We have noted σ = g/ω2

⊥
and σq = g/ω2 the vertical sags due to gravity −mgz for
mF = −1 and mF = 0 states respectively. The rf cou-
pling (of Rabi frequency ΩR) between the condensate and
the beam is considered to have a negligible momentum
transfer and provides the atom-laser wave function with
a source term ρ = ~ΩR/2φs(r).

In the following, we consider a condensate elongated
along the y axis (ω⊥ ≫ ωy), so that the laser dynam-
ics is negligible along this direction [68]. We thus study
independently the evolution in each vertical (x, z) plane
at position y0. We calculate the beam wave function in
two steps corresponding to a propagation in each region
defined by Vi and Vo (see Fig. 1). The wave function at
the BEC frontier is calculated in section II A using the
eikonal approximation. Then, in section II B, we calcu-
late the wave function at any position outside the BEC,
with the help of the Fresnel-Kirchhoff formalism and the
paraxial ABCD matrices.

A. Propagation in the condensate zone

In this section we determine the beam wave function
ψℓ(r) in the condensate zone by using the eikonal formal-
ism described in section I B 3. This formalism is appro-
priate in this case as the time necessary for the laser to
exit the BEC region (≈ 1 ms) is small enough so that the
transverse diffraction is negligible (transverse size ≈ R⊥).
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M2

z

y

Rf knife

x

Kirchhoff Int.

ABCD matrix

¡

r0

rf
BEC
output
surface

Eikonal

FIG. 1: Principle of the calculation : the wave function is
calculated from the rf knife (a circle of radius r0 centered at
the frame origin) using the eikonal. A general radial atomic
trajectory starting at zero speed from r0 crosses the BEC
border at rf . Once the matter wave has exited the condensate
region, the wave function is given by the Fresnel-Kirchhoff
integral, allowing to compute the wave function at any point
from the BEC output surface. In the paraxial approximation,
we calculate the propagation using ABCD matrices.

1. Atomic rays inside the BEC

One first needs to calculate the atomic paths followed
by the atom laser rays from the outcoupling surface (the
rf knife) to the border of the BEC. The rf knife is an
ellipsöıd centered at the magnetic field minimum (chosen
in the following as the frame origin, see figure 1). Its
intersection with the (x, z) plane at position y0 is a circle
centered at the frame origin. Its radius r0 depends on
the rf detuning δν = m

2h

[

ω2
⊥
(

r0
2 − σ2

)

+ ω2
yy0

2
]

. As we
neglect axial dynamics and consider zero initial momen-
tum, the classical equations of motion give for the radial
coordinate r =

√
x2 + z2, r(t) = r0 coshω⊥t allowing to

find a starting point r0 on the rf knife for each point rf

on the BEC output surface, i.e. the BEC border below
the rf knife [55].

2. Eikonal expression of the wave function

We now introduce

a⊥ =

√

~

mω⊥
, R =

r

a⊥
, ǫ = −

(

r0
a⊥

)2

, (57)

which are respectively the size of the harmonic potential,
the dimensionless coordinate and energy associated with

the atom laser. Following Eq. (24) and (25), we obtain























S(R) =
~

2

[

R
√

R2 + ǫ+ ǫ ln

(

R +
√
R2 + ǫ√
−ǫ

)]

,

A(R) =
Bφs(r

′
0)

[R2(R2 + ǫ)]1/4
.

(58)
B is proportional to the coupling strength, and is not
directly given by the eikonal treatment [69]. The atom
laser beam amplitude A(R) [70] is proportional to the
BEC wave function value at the rf knife φs(r0). The
wave function at the BEC output surface is then

ψℓ(Rf) = A(Rf) exp [ iS(Rf)/~ ] . (59)

B. Propagation outside the condensate

Once the matter wave has exited the condensate re-
gion, the volume source term ρ vanishes and the beam
wave function is given by the second term of Eq. 11 only,
i.e. the Fresnel-Kirchhoff integral for matter waves, al-
lowing to compute the wave function at any point from
the wave function on the BEC output surface. In this
section, we calculate the propagation using an analyti-
cal expression for the time-independent propagator and
apply the ABCD formalism in the paraxial regime.

1. Fresnel-Kirchhoff Integral

We perform the Fresnel-Kirchhoff integral in the (x, z)
plane at position y0:

ψℓ =
i~

2m

∮

Γ

dl′ ·
[

GE∇ψℓ − ψℓ∇GE
]

, (60)

where ψℓ is non zero only on the BEC output surface
as seen in section II A. The surface S of equation 11
is here reduced to its interserction contour Γ with the
vertical plane. It englobes the BEC volume and is closed
at infinity.

Using the expression of GE calculated in appendix A,
we compute equation (60) and the result is shown in Fig.
2 for four different outcoupling rf detunings. When cou-
pling occurs at the top of the BEC, the propagation of
the beam exhibits a strong divergence together with a
well-contrasted interference pattern. The divergence is
due to the strong expulsive potential experienced by the
beam when crossing the condensate, and interferences
occur because atomic waves from different initial source
points overlap during the propagation.

Comparison with a numerical Gross-Pitaevskii simula-
tion shows good agreement. We also compare the results
obtained by using at the BEC surface either Eq. 59 or
Eq. B9. The eikonal method fails when coupling at the
very bottom of the BEC [Fig. 2(a)], since the classical
turning point is too close to the BEC border, whereas
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FIG. 2: Density profiles obtained at 150 µm = z − σ below
the BEC center. We consider the vertical plane y0 = 0 and
have normalised |ψℓ|2 to unity. We have drawn the results
obtained by using as input of the Kirchhoff integral the profile
calculated using the eikonal (Eq. 59, dotted line) or exact
solutions of the inverted harmonic oscillator (Eq. B9, full
line), and compare them to a full numerical integration of the
two-dimensional Gross-Pitaevskii evolution of the atom laser
(dashed line). The used rf detunings are: (a) δν = 8900 Hz,
(b) δν = 6500 Hz, (c) δν = 2100 Hz, (d) δν = −1100 Hz,
and correspond to increasing outcoupling height, from (a) to
(d).

the method using the exact solutions of the inverted har-
monic potential agrees much better with the numerical
simulation for any rf detuning. Finally, for very high
coupling in the BEC [Fig. 2(d)], our model slightly over-
estimates the fringe contrast near the axis.

2. Propagation in the paraxial regime

Since the atom laser beam is accelerated by gravity, it
enters quickly the paraxial regime. In the case considered
in [38], the maximum transverse energy is given by the
chemical potential µ whereas the longitudinal energy is
mainly related to the fall height z by Ez ≈ mgz. For
µ typically of a few kHz, one enters the paraxial regime
after approximately 100 µm of vertical propagation. For
larger propagation distances, we can thus take advantage
of the paraxial approximation presented in Sec. I B 4.

To proceed, we start from the profile ψℓ(x) calculated
after 150 µm of propagation via the Kirchhoff integral.
Using Eqs. (43)-(46), we extract the widths < xx∗ >,
< kk∗ > and the beam curvature C at this position.
From these parameters we calculate the beam quality
factor M2 by using the general equation (49). Following

the procedure presented in Sec. I B 4, we can choose the
appropriate Hermite-Gauss decomposition of ψℓ(x) and
the propagation of each mode is then deduced from the
ABCD matrix corresponding to the transverse part of
the potential described in Eq. 56, V⊥(x) = −m

2 ω
2x2.

The ABCD matrix then reads
(

A B
C D

)

=

(

coshω(ζ − ζ′) ~

mω sinhω(ζ − ζ′)
mω
~

sinhω(ζ − ζ′) coshω(ζ − ζ′)

)

.

(61)
As explained in Sec. I B 4, the propagation is parame-
terized by the time ζ, given by the classical equation of
motion of the on-axis trajectory in the longitudinal part
of the potential V‖(z̃) = −m

2 ω
2z̃2, where z̃ = z + σq.

The ABCD matrices formalism allows also to extract
global propagation laws on the second order moments
X(ζ), K(ζ) and evaluate the wavefront curvature C(ζ) =

ℜ
(

K(ζ)
X(ζ)

)

associated with the wavefront ψℓ(x, ζ).

By considering the paraxial evolution of the r.m.s. size
σ of ψℓ(x, ζ), we then obtain a generalized Rayleigh for-
mula :

σ2(ξ) = σ2
0 cosh2 (ωξ) +

(

M2~

2mω

)2
sinh2 (ωξ)

σ2
0

, (62)

involving the M2 factor, and where σ0 = X(ζ0) and ξ =
ζ − ζ0. We have introduced the focus time ζ0 so that
C(ζ0) = 0. The relation (62) has been fruitfully used
in [38] and [41] to extract the beam quality factor from
experimental images.

Conclusion

Relying on the deep analogy between light waves and
matter waves, we have introduced theoretical tools to
deal with the propagation of coherent matter waves :

• The eikonal approximation is the standard treat-
ment of geometrical optics. It is valid when diffrac-
tion, or wave-packet spreading, is negligible. It can
be fruitfully used to treat short time propagation,
as we show on the exemple of an atom laser beam
crossing its source BEC.

• The Fresnel-Kirchhoff integral comes from the clas-
sical theory of diffraction. It is particularly power-
ful as it allows to deal with piecewise defined poten-
tial in two or three dimensions together with taking
into account diffraction and interference effects.

• The ABCD matrices formalism can be used as soon
as the matter wave is in the paraxial regime. This
widely used technique in laser optics provides sim-
ple algebraic laws to propagate the atomic wave-
front, and also global laws on the second order mo-
ments of the beam, as the Rayleigh formula. Those
results are especially suitable to characterize atom
laser beams quality by the M2 factor.
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The toolbox developed in this paper can efficiently
address a diversity of atom-optical setups in the limit
where interactions in the laser remain negligible. It can
be suited for beam focussing experiments [59, 60] and
their potential application to atom lithography [61]. It
also provides a relevant insight on beam profile effects
in interference experiments involving atom lasers or to
characterize the outcoupling of a matter-wave cavity
[62]. It could also be used in estimating the coupling
between an atom laser beam and a high finesse optical
cavity [63]. Further developments may be carried out
to generalize our work. In particular, the M2 factor
approach could be generalized to self interacting atom
laser beam in the spirit of [64] or to more general cases
of applications, such as non-paraxial beams or more
complex external potential symmetries [65].
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APPENDIX A: TIME-INDEPENDENT

PROPAGATOR IN AN INVERTED HARMONIC

POTENTIAL

The time-dependent propagator of the inverted har-
monic potential can be straightforwardly deduced from
its expression for the harmonic potential [45] by introduc-
ing imaginary trapping frequencies ω → iω. We derive
here an analytic evaluation of its time-independent coun-
terpart GE , by using the results of section I B 2.

We consider a potential in dimension d, characterized
by the expulsing frequency ω

V (r) = V (0) −
∑

j∈[[1..d]]

1

2
mω2r2j . (A1)

By introducing the reduced time s = ωτ and the har-
monic oscillator size σo =

√

~/mω, GE is expressed as

GE(r, r′) =

∫ ∞

0

dsH(s)eiφ(r,r′,s), (A2)

with H(s) = m/(2πi~ sinh s), and

φ =

[(

r
2 + r

′2) cosh s− 2r · r′
]

2σ2
o sinh s

+
(E − V (0))

~ω
s. (A3)

The first-order stationary times s± verify

cosh s± =
−b±

√

b2 + 4(E − V (0))c

2(E − V (0))
, (A4)

where b = mω2
r · r′ and c = E−V (0)+mω2(r2 + r

′2)/2.
If there are positive and real solutions s±, GE reads (eq.
16)

G(1)
E (r, r′) =

∑

s±>0

√

2iπ

∂2φ/∂s2
∣

∣

s±

H(s±)eiφ(s±). (A5)

Otherwise, the relevant stationary point s0 (eq. 19)
verifies

cosh s0 =
r
2 + r

′2 +

√

(r + r′)2 (r− r′)2

2 r · r′ . (A6)

s0 is the time associated with the classical trajectory con-
necting r

′ and r with the closest energy to E. If the
angle beetween r and r

′ is above π/2, then according
to equation (A6), the absolute value of the first deriva-
tive of φ is never minimal, so that eiφ(s) quickly oscil-
lates over [0; +∞) and one can take GE(r, r′) = 0. In
other cases, where the solution is unique, one develops
the phase around s0 and GE finally expresses as (eq. 20)

G(2)
E (r, r′) =

2πH(s0)

κ
eiφ(s0)Ai

(

− 1

κ

∂φ

∂s

∣

∣

∣

s0

)

, (A7)

where κ =
(

− 1
2
∂3φ
∂s3

∣

∣

s0

)1/3

.

APPENDIX B: EXACT SOLUTIONS OF THE

TWO-DIMENSIONAL INVERTED HARMONIC

OSCILLATOR AND RELATION WITH THE

EIKONAL

In this appendix we give an analytical expression for
the eigenfunctions of the inverted harmonic potential in
the BEC region. The use of such solutions enable us to
avoid any divergence of the eikonal solution close to the
turning point.

Using dimensionless parameters introduced in Eq.
(57), the time-independent Schrödinger equation in the
BEC region reads

−
(

∂2ψ

∂R2
+

1

R

∂ψ

∂R
+

1

R2

∂2ψ

∂α2

)

−R2ψ = ǫψ. (B1)

Introducing the angular momentum Lα = ~

i
∂ψ
∂α , one can

decompose the solution of this equation as the product
of a radial part and an angular part

ψ(R,α) = φ(R) eilα, (B2)

with l ∈ Z and ~l is the angular momentum of the wave
function. The general solution φ is given by

φ(R) =
c1
R

M

(

−i ǫ
4
;
l

2
; iR2

)

+
c2
R

W

(

−i ǫ
4
;
l

2
; iR2

)

. (B3)

M(µ, ν, z) and W(µ, ν, z) are Whittaker functions (re-
lated to the confluent hypergeometric functions of the
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first and second kind) [48] whereas c1 and c2 are com-
plex coefficients.

In general, the wave function must be decomposed on
the basis of the different solutions φ(R) parameterized by
l and ǫ. However, in the following, we restrict ourselves
to the study of a solution that connects asymptotically
to the eikonal. Thus, we are only interested in the wave
function describing a dynamics without any transverse
speed or diffraction, i.e. with l = 0. Since the wave
progresses from the rf knife R0 to the outer part of the
potential, we also only look for “outgoing wave” type
solutions [56]. Such solutions behave as progressive waves
in the asymptotic limit (R → ∞). One can express the
Whittaker functions in term of hypergeometric functions
[48] for any complex parameter µ and z

M(µ, 0, z) = e−z/2
√
z1F

1

(

1

2
− µ; 1; z

)

, (B4)

W(µ, 0, z) = e−z/2zµ2F
0

(

1

2
− µ,

1

2
− µ; ;−1

z

)

.(B5)

For |z| → ∞, these functions are asymptotically ex-

panded as [57]

1F
1(a; b; z) ∼ Γ(b)

Γ(b − a)
(−z)−a2F

0

(

a, a− b+ 1; ;−1

z

)

+
Γ(b)

Γ(a)
ezza−b2F

0

(

b− a, 1 − a; ;
1

z

)

, (B6)

and

2F
0

(

a, b; ;
1

z

)

−→ 1 + O
(

1

z

)

. (B7)

One thus obtains an asymptotic formula for equation

(B3) in which terms proportional to eiR
2/2 or e−iR

2/2

appear. Cancelling the second ones corresponding to an
incoming wave towards the center, leads to a relation
between c1 and c2:

i
e−πǫ/4

Γ(1
2 − i ǫ4 )

c1 + c2 = 0 (B8)

The solution is finally written as:

ψ(R) =
Γ
(

1
2 + i ǫ4

)

eiǫ[1−ln(−ǫ/4)]/4

R

[

eπǫ/8M
(

−i ǫ
4
; 0; iR2

)

− ie−πǫ/8

Γ(1
2 − i ǫ4 )

W
(

−i ǫ
4
; 0; iR2

)

]

. (B9)

where the prefactor has been chosen so that the asymp-
totic expression of ψ(R) connects to the eikonal solution

given by equation (58).
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C H A P I T R E 9

Facteur de qualit�e d'un faisceau d'ondes

de mati�ere.

R�esum�e.

Les imperfections d'un faisceau d'ondes de mati�ere ont �et�e r�ecemment caract�eris�ees �a travers la

mesure d'un param�etre pr�esent�e comme le facteur de qualit�e du faisceau. Si ce param�etre permet

de propager la largeur transverse d'un faisceau dans le r�egime paraxial, il n'est pas adapt�e pour la

propagation d'ondes de mati�ere dans un syst�eme d'optique atomique g�en�eral. Un nouveau facteur de

qualit�e, compatible avec la propagation la plus g�en�erale d'ondes de mati�ere, est propos�e.
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I. INTRODUCTION

There is a strong analogy between the propagation of light
and matter waves �1�. It is manifest in the paraxial wave
equation for the mode U of an electromagnetic field
E�x ,y ,z�=U�x ,y ,z�ei�kz−�t�ê which takes the form of a bidi-
mensional Schrödinger equation

2ik
�U�x,y,z�

�z
= − � �2

�x2 +
�2

�y2�U�x,y,z� + F�x,y�U�x,y,z�

�1�

with a function F�x ,y� depending on the local refraction in-
dex. A spectacular achievement proving the similarity of the
atomic and light fields was the realization of a quasicontinu-
ous matter beam analog to a laser �2–9�. It has been shown
recently that the extraction of a quasicontinuous atom laser
from a Bose-Einstein condensate by a weak rf �10–13� or
Raman �14� outcoupling involves the propagation through a
discontinuous potential which degrades the beam collima-
tion. To quantify this effect, Riou et al. �10� introduced a
parameter presented as a quality factor. It allows one to es-
timate the transverse width of a cylindrical atomic beam fall-
ing in a uniform gravitational field and in the paraxial re-
gime, i.e., with atoms strongly accelerated along one
privileged direction.

However, an important difference between light and mat-
ter waves is that the latter generally do not propagate in this
paraxial regime. This is typically the case for a condensate
expanding after a sudden trap shut down, which can be
viewed as a pulsed atom laser. Even for a weakly outcoupled
atom laser, the paraxial approximation is often valid only
after a certain propagation time �10� during which the beam
must be treated in a more general framework. A comparison
between the usual Schrödinger equation and the paraxial
wave equation �1� shows that for these matter waves, time
plays the role devoted to the axis of propagation Oz in
paraxial optics, and that the transverse space is three dimen-
sional and spanned by �êx , êy , êz� instead of �êx , êy�.

To extend the concept of matter beam quality beyond the
paraxial regime, it is necessary to reconsider its physical sig-
nificance in optics. For cylindrical light beams, a quality fac-
tor compares the divergence of a nonideal beam to a standard
set by a perfect Gaussian mode. It conveys the idea of deg-
radation in the collimation or, equivalently, that of diminu-

tion in phase-space density. A relevant quality parameter
should thus be left invariant during the propagation in perfect
linear optical systems which preserve the beam collimation.

Such systems are modelled by a finite set of ABCD ma-
trices which describe linear input-output relations in the light
beam phase space �15�. Their atomic counterpart is the quan-
tum evolution under an Hamiltonian quadratic in position
and impulsion, which involves similar relations with 3�3
ABCD matrices �16,17�. The phase-space evolution of the
atomic beam then also amounts to a time-dependent map in
the arguments of the Wigner distribution �1�

W�r,p,t� = W�D̃�r − �� −
1

m
B̃�p − m��,

− mC̃�r − �� + Ã�p − m��,t0� .

The tilde stands for the transposition, the vectors r ,p are the
position and impulsion, the matrices A ,B ,C ,D and vectors
� ,� are time-dependent parameters determined in Ref. �16�.
Thanks to the unimodularity of the ABCD matrices, the
propagation under those quadratic Hamiltonians preserves
the phase-space density and as such does not alter the atomic
beam collimation. In this view, these Hamiltonians can be
considered as perfect aberrationless atom-optical systems
and should thus leave invariant a well-defined quality factor.

This is not the case for the parameter used so far to char-
acterize the quality of matter beams �10,14�. This is disturb-
ing, since its current definition would sometimes lead to ig-
noring possible improvements of the atom laser collimation
through noncylindrical atom-optical elements such as astig-
matic atomic lenses �18�. It seems thus useful to propose a
quality factor for atom lasers which respects this invariance
requirement. This is the main purpose of this paper.

II. QUALITY FACTOR OF A CYLINDRICAL BEAM

Let us first reconsider the definition of a quality factor for
a cylindrical light beam, before extending this concept to
atom optics. Partially coherent light beams can be described
by means of a first-order field correlation function � relating
the field amplitude at different points of planes transverse to
the direction of propagation Oz. For a cylindrical beam, only
a single transverse direction Ox needs to be considered in the
correlation function:
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��x1,x2,z� = 	E�x1,z�E*�x2,z�
 .

The Wigner transform of this function provides a phase
space picture of the beam

W�x,kx,z� =� dx���x +
x�

2
,x −

x�

2
,z�e−ikxx�

which can be used to define moments in the transverse posi-
tion and wave vectors

	m�x,kx,z�
 =� dxdkxm�x,kx,z�W�x,kx,z� .

Because the beam is cylindrical and transverse 	x
= 	kx
=0.
The moments �x=�	x2
 and �kx=�	kx

2
 are, respectively,
the transverse squared width and wave-vector dispersions of
the beam.

Optimal collimation is achieved with a perfectly coherent
Gaussian mode, for which the position and direction mo-
ments verify at the waist:

�xw,Gaussian�kxw,Gaussian =
1

2
.

Partially coherent cylindrical light beams have a lesser col-
limation quantitatively estimated thanks to a quality factor
M2 �19�. This parameter can be expressed as a combination
of moments left invariant during the propagation in aberra-
tionless cylindrical optical systems

M2

2
= �	x2
z	kx

2
z − 	xkx
z
2. �2�

At the beam waist, this expression reduces to the product of
transverse squared width and divergence, which has a clear
interpretation in terms of phase-space dispersion

M2

2
= �xw�kxw. �3�

This is indeed the definition that has been adopted to express
the quality of a matter beam �10,14�, once taken into account
De Broglie relation between momentum and wave vector p
=�k:

M1
2 =

2

�
�xw�pxw. �4�

This definition is consistent if one considers only matter-
waves and atom-optical systems with cylindrical symmetry,
and a propagation in the paraxial regime: the parameter M1

2 is
then unaltered by the propagation in aberrationless systems.

However, these conditions are far too restrictive to char-
acterize the matter beams in most experiments, which gener-
ally involve potentials without any symmetry and a matter-
wave propagation outside the paraxial regime. A three-
dimensional quality factor M3, invariant under the whole set
of possible ABCD matrices, is then required. Following pre-
vious treatments of optical and quantum mechanical invari-
ants �20–22�, we now examine how to properly define this
parameter.

III. QUADRATIC PROPAGATION INVARIANT FOR
MATTER BEAMS

Our goal is to replace the parameter M1 by an
ABCD-invariant combination of moments which still pro-
vides insight on the matter beam divergence. In the unidi-
mensional case, the price to pay to express the product
�xw�kxw �3� as an invariant expression �2� was to intro-

duce an additional moment 	xkx
 mixed in wave vector and
position. This term can be viewed as an element of a vari-
ance matrix. Such matrices have been introduced in optics
�20�, and they can also characterize a partially coherent
atomic beam �23�:

V = ��r,r �r,v

�̃r,v �v,v
� .

The matrices �a,b are

�a,b = �	axbx
 	axby
 	axbz

	aybx
 	ayby
 	aybz

	azbx
 	azby
 	azbz


�
with the vectors a ,b=r ,p /m. We now derive the variance
evolution when the atomic field propagates under a Hamil-
tonian which is quadratic in position and impulsion,

H�r̂,p̂� =
p̂̃��t�p̂

2m
− r̂̃	�t�p̂ −

m

2
r̂̃
�t�r̂ − mg�t� · r̂ + f�t� · p̂ .

�5�

	�t�, ��t�, and 
�t� are 3�3 matrices; f�t� and g�t� are three
dimensional vectors. It follows from the equations of motion
for the position and impulsion operators in the Heisenberg
picture that the variance matrix V satisfies

dV

dt
= �V + V� with ��t� = �	�t� ��t�


�t� 	�t�
� .

The integration of this last equation involves the time-
ordering operator T and the atom-optical ABCD matrix �24�

M�t,t0� = �A�t,t0� B�t,t0�
C�t,t0� D�t,t0�

�
= T�exp�− �

t0

t

dt��	�t�� ��t��

�t�� 	�t��

��� .

The evolution of the variance matrix in the quadratic Hamil-
tonian �5� is then similar to the transformation laws in optics:

V�t� = M�t,t0�V�t0�M̃�t,t0� . �6�

The most straightforward attempt to generalize the unidi-
mensional quality factor M1

2 to three dimensions would con-
sist in considering norms and scalar products in Eq. �2� in-
stead of single coordinates

�	x2 + y2 + z2
	px
2 + py

2 + pz
2
 − 	r · p
2.

At an instant satisfying 	r ·p
2=0, the multidimensional
equivalent of a “waist,” this expression would express the

F. IMPENS PHYSICAL REVIEW A 77, 013619 �2008�

013619-2



greater phase space occupied by the matter beam. Unfortu-
nately, this quantity is not left invariant in the propagation
under a general quadratic Hamiltonian.

Nonetheless, it is possible to define the quality factor that
respects the invariance requirement and still provides a
meaningful insight into the beam phase space. We use the
fact that the ABCD matrices associated with matter wave
propagation are symplectic, i.e., they verify at all times the
following relation:

M�t,t0�−1 = LM�t,t0�L̃ ⇔ L = M̃�t,t0�LM�t,t0� �7�

with the matrix L:

L = i�0 − 1

1 0
� .

This symplectic structure can indeed be used to generate a
family of invariants �20–22�. The lowest order of this invari-
ant family indeed generalizes the definition of the current
matter beam quality factor

M3
4�t� =

4m2

3�2 Tr�V�t�LV�t�L� . �8�

The constant is adjusted to yield M3=1 for a Gaussian matter
wave. Proving the invariance of this parameter is simple and
identical to optics �20�. Combining relation �6� describing
the variance matrix propagation with the cyclic property of
the trace, the definition �8� can be recast as

M3
4�t� =

4m2

3�2 Tr�V�t0�M̃�t,t0�LM̃�t,t0�V�t0�M̃�t,t0�LM�t,t0�� .

The symplectic relation �7� then gives the desired invariance
of M3�t�:

M3
4�t� =

4m2

3�2 Tr�V�t0�LV�t0�L� = M3
4�t0� . �9�

Its expression in terms of position and impulsion momenta is

M3
4 =

4

3�2 �	x2
	px
2
 − 	xpx
2 + 	y2
	py

2
 − 	ypy
2 + 	z2
	pz
2


− 	zpz
2 + 2�	xy
	pxpy
 − 	xpy
	ypx
� + 2�	xz
	pxpz


− 	xpz
	zpx
� + 2�	yz
	pypz
 − 	ypz
	zpy
�� . �10�

This expression can be rewritten in a more compact form as
a sum of moments along single and multiple directions

M3
4 =

1

3
�Qx + Qy + Qz − Axy − Axz − Ayz� ,

Q� =
4

�2 	�2
	p�
2
 ,

A��� =
8

�2 �	�p�
	��p��
 − 	���
	p�p��
� . �11�

The quantities Q� correspond to the fourth power of the pre-
vious matter-wave quality factor M1 considered along the

three spatial directions, while the terms A��� reflect correla-
tions between different directions. If one chooses the coordi-
nate system along the beam principal axis, the position mo-
menta satisfy 	���
=0 for ����, yielding a simpler
expression for A���

A��� =
8

�2 	�p��
	��p�
 .

These two families of parameters have different physical sig-
nificance and obey different constraints. The parameters Q�

are a manifestation of the beam divergence and are bounded
below by the Heisenberg principle Q��1. The terms A���
reflect the beam asymmetry and can be of either sign, they
cancel for spherical clouds. As previously announced, a
Gaussian matter wave satisfies M3=1.

This atomic beam quality factor thus reflects the departure
from a fundamental Gaussian mode: a beam with a quality
factor M31 needs to be expanded onto several modes,
which is likely to degrade the fringe pattern in an atomic
interference experiment or to add additional noise in the
atomic beam �25�. In principle, if these modes were put into
a fully coherent and accurately controlled superposition, a
high value of the quality factor would merely induce an ad-
ditional complexity in the fringe pattern. This ideal situation
is, however, not encountered in practice, since the coeffi-
cients of the mode decomposition are generally not acces-
sible. For most precision interferometric measurement, a
simple TEM00 mode is indeed highly preferable. In the LIGO
experiment, the beam quality factor of the laser involved is
maintained at a value M �1 thanks to a mode-cleaning step
which filters out high order modes �26,27�. This quality fac-
tor requirement, reflecting the control on the beam structure,
should also apply to accurate interferometers involving atom
lasers.

It seems in general more advantageous to minimize the
quantities Q� which are directly related to the beam collima-
tion. In this respect, the fact that the invariant quantity is M3
instead of the coefficients Q� has a practical interest. Con-
sidering for instance a cylindrical beam with given Qx=Qy
=Qr=M1

4 and Qz, it is possible to reduce Qr while keeping
the quality factor M3 constant by increasing Qz or by gener-
ating negative asymmetrical parameters A��� �28�. One can
thus trade some longitudinal collimation or cylindrical sym-
metry for a better transverse collimation. The corresponding
ABCD transformation could be implemented by astigmatic
atom-optical lenses such as electromagnetic waves with an
asymmetric wave front �18�. This possibility of improvement
is ignored in Ref. �10,14�, which wrongly seem to consider
the transverse divergence measured at the waist �i.e., M1

2� as
an upper bound for the atom laser collimation in the subse-
quent propagation.

IV. CONCLUSION

A quality factor has been defined for matter waves
�M3, Eq. �10��, which addresses the general propagation of
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an atom laser. It generalizes the currently adopted beam
quality factor �M1, Eq. �4��, indeed only appropriate to de-
scribe the propagation of matter waves in the paraxial regime
and in cylindrical potentials, and which can lead to underes-
timating the optimal collimation of an atom laser. Higher
order invariants proportional to Ik= � m

�
�2kTr��V�t�LV�t�L�k�

could also be considered to describe the atomic beam, but
they do not provide the same insight into the phase-space
density.
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Conclusion

R�esultats.

Le travail th�eorique expos�e dans ce m�emoire a r�epondu �a un double objectif : la conception et

l'analyse de nouvelles exp�eriences m�etrologiques impliquant des sources atomiques coh�erentes, et le

d�eveloppement d'outils th�eoriques de port�ee g�en�erale pour appr�ehender leur propagation.

Sur le plan des propositions exp�erimentales, nous avons expos�e deux dispositifs impliquant la

l�evitation d'un �echantillon atomique coh�erent par des impulsions �electromagn�etiques et permettant

de r�ealiser un gravim�etre ou une horloge. Dans la premi�ere exp�erience pr�esent�ee, la l�evitation est

r�ealis�ee par une s�erie p�eriodique de miroirs lumineux intermittents. L'analyse des e�ets de structu-

ration de ces miroirs sur le champ atomique a permis de d�egager un paradoxe original impliquant

l'e�et Borrman. Elle a �egalement inspir�e la conception du second dispositif, fond�e une s�erie d'inter-

f�erom�etres de Bord�e-Ramsey maintenus en l�evitation. Le trait d'union entre ces deux syst�emes est

la r�ealisation d'un r�esonateur �a ondes de mati�ere \impulsionnel" sensible �a une double condition de

r�esonance. Le con�nement vertical de l'�echantillon est r�ealis�e dans l'espace des impulsions et non

dans celui des positions, ce qui constitue un pi�egeage coh�erent novateur �a notre sens. Nous avons, par

ailleurs, d�egag�e un proc�ed�e de focalisation par transmission de courbure d'un front d'onde lumineux

sph�erique. La distance focale de la lentille r�ealis�ee par ce proc�ed�e a �et�e evalu�ee dans le cadre d'un

traitement perturbatif, ainsi que les d�eplacements de fr�equence r�esultant de la courbure des champs

�electromagn�etiques utilis�es.

Les d�eveloppements th�eoriques de la seconde partie sont compl�ementaires. Nous avons �etudi�e la

propagation d'un �echantillon coh�erent dans l'epace des phases. La validit�e de la composante classique

de l'�equation de Wigner a �et�e �etablie pour di��erents r�egimes d'interaction : r�egime de Thomas-Fermi,

potentiel d'interaction en 1=r2. Nous avons expos�e une d�emonstration alternative du th�eor�eme ABCD

dans l'espace des phases. Nous avons �egalement montr�e que l'�evolution de moments du deuxi�eme

ordre, dict�ee par cette �equation classique, conduisait �a des pr�edictions correctes pour la dynamique

des modes de basse �energie d'un condensat - en accord avec les r�esultats de m�ethodes variationnelles
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-. Un second travail th�eorique a consist�e �a �etendre la m�ethode ABCD de propagation de nuages ato-

miques au del�a du r�egime lin�eaire. Cette extension, inspir�ee de d�eveloppements th�eoriques en optique

non-lin�eaire, repose sur un traitement perturbatif du terme d'interaction. Elle est donc adapt�ee �a la

propagation d'�echantillons relativement dilu�es. Une troisi�eme �etude, men�ee en collaboration avec le

groupe d'optique atomique d'Orsay, porte sur le d�eveloppements d'outils th�eoriques pour appr�ehen-

der l'extraction et la propagation de lasers �a atomes. Le pro�l du faisceau atomique coh�erent extrait

�a partir d'un condensat est alt�er�e par le processus d'extraction et par les interactions atomiques qui

cr�eent une discontinuit�e de potentiel. Cette discontinuit�e est trait�ee par une approximation sur les

int�egrales de chemins, ainsi que par l'utilisation d'une �equation int�egrale (\r�egle magique") adapt�ee

�a la r�esolution d'�equations aux d�eriv�ees partielles avec conditions aux limites. Par ailleurs, le cal-

cul de la fonction d'onde extraite en r�egime stationnaire est simpli��e par l'emploi d'un formalisme

(int�egrale de Kirchho�, WKB) et d'approximations (iconale, de phase stationnaire, paraxiale) issus

de l'optique. En�n, nous avons expos�e une g�en�eralisation du facteur de qualit�e utilis�e jusqu'ici pour

caract�eriser les lasers �a atomes dans le r�egime paraxial. Un autre invariant de propagation a �et�e

propos�e pour d�ecrire le faisceau, qui ne requiert pas les hypoth�eses de sym�etrie cylindrique et de

propagation paraxiale n�ecessaires pour utiliser le facteur de qualit�e pr�ec�edent.

Perspectives.

Nous pr�esentons ici plusieurs axes de continuation du travail pr�esent�e.

Les d�eveloppements th�eoriques de la seconde partie ouvrent des perspectives int�eressantes. Les

outils pr�esent�es pour l'extraction du laser �a atomes pourraient être appliqu�es �a des situations plus

complexes impliquant, par exemple, plusieurs r�esonateurs �a ondes de mati�ere coupl�es par un laser �a

atomes. Par ailleurs, l'inclusion des interactions de fa�con non-perturbative dans le formalisme ABCD

de l'optique atomique ainsi que l'identi�cation d'un facteur de qualit�e invariant en r�egime de propa-

gation non-lin�eaire constitueraient une extension pertinente des r�esultats pr�esent�es.

En fait, la prolongation la plus percutante de ce travail est la r�ealisation des propositions ex-

p�erimentales pr�esent�ees : la balle est d�esormais dans le camp des exp�erimentateurs ! Le senseur �a

\impulsion-miroir" est en cours de d�eveloppement dans le cadre du projet IFRAF\BIARO", auquel je

souhaite apporter un soutien actif. L'interf�erom�etre multi-arches en l�evitation, suceptible de conduire

�a la r�ealisation d'une horloge optique, pourrait �egalement faire l'objet d'une r�ealisation exp�erimentale.
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Signalons cependant que la mod�elisation de cette exp�erience devrait auparavant faire l'objet

d'approfondissements, en particulier d'une extension aux �echantillons atomiques de temp�erature �-

nie. Ceci nous permettrait de d�eterminer l'inuence de la temp�erature sur la �gure d'interf�erences

observ�ee, et donc le niveau de refroidissement compatible avec l'obtention d'une horloge optique

par les interf�erom�etres en l�evitation. Les atomes candidats devront �a la fois être susceptibles d'être

refroidis �a la temp�erature requise et poss�eder une raie su�samment �ne spectralement. Ces deux

conditions sont restrictives, et nous pensons que l'Ytterbium et le Strontium sont �a l'heure actuels

les atomes les plus prometteurs. Sur le plan th�eorique, l'analyse du r�esonateur �a ondes de mati�ere

constitu�e par les interf�erom�etres multi-arches pourrait être compl�et�ee par le calcul analytique de la

fonction d'onde macroscopique associ�ee �a l'�echantillon. Ce calcul, qui fera l'objet d'une publication

ult�erieure, a �et�e men�e lorsque les conditions de r�esonance sont v�eri��ees. Il devrait permettre, par

extension, d'exprimer analytiquement l'a�nement des franges d'interf�erences multi-ondes au fur et

�a mesure de l'interrogation des atomes par les impulsions lumineuses successives.

Les r�esonateurs �a ondes de mati�ere expos�es ont jusqu'ici �et�e envisag�es dans un fonctionnement

passif, c'est �a dire qu'ils a�nent un mode dans l'espace des impulsions, mais sans r�ealiser de gain. Il se-

rait interessant de consid�erer le ph�enom�ene d'ampli�cation stimul�ee dans ces syst�emes, en impliquant

par exemple un chargement d'atomes continu. Ceci pourrait conduire �a l'obtention de r�esonateurs

actifs et d'un laser �a atomes reposant sur l'ampli�cation coh�erente d'un mode impulsionnel. Ce prin-

cipe de fonctionnement trancherait avec celui des lasers �a atomes usuels, impliquant l'extraction d'un

mode �a partir d'un condensat par un couteau �electromagn�etique, mais pas l'ampli�cation directe

d'un mode du champ atomique 1.

1. Notons toutefois qu'une ampli�cation d'ondes de mati�ere a �et�e r�ealis�ee grâce au ph�enom�ene de superradiance
par Kozuma et al. [121] puis par Ketterle et al. [122]





ANNEXE A

Fonctions de coh�erence pour di��erents

�etats quantiques du champ atomique et

�electromagn�etique.

Nous d�etaillons ici davantage les notions de coh�erence pour un champ �electromagn�etique et pour

un champ atomique. Nous �etablissons le lien entre d�etection simultan�ee et fonction de corr�elation.

Nous d�etaillons ensuite les valeurs de ces fonctions pour di��erents �etats du champ atomique, en

reprenant les conclusions de Glauber [16].

A.1 Fonctions de corr�elation et d�etection �a plusieurs pho-

tons.

Apr�es un bref rappel de la quanti�cation du champ �electromagn�etique, nous exposons les op�era-

teurs associ�es �a la d�etection d'un ou plusieurs photons du champ �electromagn�etique.

A.1.1 Rappels sur le champ �electromagn�etique quanti��e.

Les champs �electromagn�etiques peuvent être d�eduit du potentiel vecteur A(r; t). Lors de la quan-

ti�cation de ce potentiel, on distingue deux composantes associ�ees respectivement aux op�erateurs

d'annihilation et de cr�eation :

Â(+)(r) =
X
l

ul(r)b̂l Â(�)(r) =
X
l

u�l (r)b̂
y
l (A.1)

En repr�esentation de Heisenberg, les composantes Â(+) et Â(�) acqui�erent une d�ependance temporelle

associ�ee �a des fr�equences respectivement positives et n�egatives :

Â(+)(r; t) =
X
l

ul(r)âle
�i!lt Â(�)(r; t) =

X
l

u�l (r)â
y
l e

+i!lt (A.2)
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En utilisant les relations entre champ �electrique et potentiel vecteur :

Ê(r; t) = r � Â(r; t) (A.3)

on voit que le champ �electrique comporte alors une composante de fr�equence positive Ê(+)(r; t) et

une composante de fr�equence n�egative Ê(�)(r; t) associ�ees respectivement �a la destruction et �a la

cr�eation de photons :

E(r; t) = Ê(+)(r; t) + Ê(�)(r; t) =
X
l

(r � ul(r)) âle�i!lt +
X
l

(r � u�l (r)) âyl e+i!lt (A.4)

A.1.2 Coh�erence de premier ordre.

Commen�cons par �etablir la fonction de corr�elation associ�ee �a un d�etecteur unique. Le signal donn�e

par un d�etecteur id�eal est proportionnel �a la probabilit�e de d�etection par unit�e de temps d'un photon

unique au point r : X
f

jhf jÊ(+)(r; t)jiij2 = hijÊ(�)(r; t)Ê(+)(r; t)jii (A.5)

Comme le processus de d�etection peut donner lieu �a un �etat �nal arbitraire, nous avons somm�e sur

tous les �etats �naux possibles et utilis�e la relation de fermeture. Cette expression apparâ�t comme

l'�equivalent quantique de l'intensit�e classique I(r; t) = hE(r; t) E�(r; t)i. Bien que l'intensit�e clas-

sique ne fasse intervenir le champ �electrique qu'en un seul point, nous avons vu qu'il �etait utile de

connâ�tre la corr�elation du champ classique entre deux points d'espace-temps distants a�n de rendre

compte des propri�et�es d'interf�erence. De fa�con analogue, il est n�ecessaire de pouvoir acc�eder aux

corr�elations quantiques du champ entre di��erents points d'espace temps pour d�ecrire les ph�enom�enes

d'interf�erence �a un niveau quantique. Nous d�e�nissons donc la fonction de corr�elation suivante �a deux

champs :

G(1)(r1; t1; r2; t2) = hÊ(�)(r1; t1)Ê(+)(r2; t2)i (A.6)

A.1.3 Coh�erences d'ordre plus �elev�e.

Si la fonction pr�ec�edente permet d'�etudier la d�etection de photons en un seul point de l'espace,

elle est insu�sante pour caract�eriser le comportement de deux d�etecteurs distants. Pour mod�eliser

une d�etection simultan�ee id�eale, nous exprimons cette fois-ci la probabilit�e de d�etection simultan�ee

de deux photons uniques en deux points d'espace-temps distants (r1; t1) et (r2; t2) :X
f

jhf jÊ(+)(r2; t2)Ê
(+)(r1; t1)jiij2 = hijÊ(�)(r2; t2)Ê(�)(r1; t1)Ê(+)(r1; t1)Ê

(+)(r2; t2)jii (A.7)
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La fonction de corr�elation d�ecrivant les processus de d�etection �a deux photons admet donc pour

expression :

G(2)(r1; t1; r2; t2; r3; t3; r4; t4) = hÊ(�)(r1; t1)Ê(�)(r2; t2)Ê(+)(r3; t3)Ê
(+)(r4; t4)i (A.8)

Encore une fois, nous avons gard�e des degr�es de libert�e suppl�ementaires pour pouvoir rendre compte

d'e�ets li�es �a la superposition du champ avec lui même.

De fa�con plus g�en�erale, les corr�elations permettant de d�ecrire la d�etection simultan�ee de n photons

s'expriment :

G(n)(r1; t1; :::; r2n; t2n) = hÊ(�)(r1; t1):::Ê(�)(rn; tn)Ê(+)(rn+1; tn+1):::Ê
(+)(r2n; t2n)i (A.9)

A.2 Fonctions de coh�erence pour quelques �etats du champ

atomique.

Nous d�etaillons ici les fonctions de corr�elation de premier et de second ordre , prises �a des instants

�egaux, pour di��erents types de nuage atomique : �etat nombre, ou gaz (id�eal) de bosons �a l'�equilibre.

A.2.1 Coh�erences d'un condensat dans un �etat-nombre.

L'�evaluation des coh�erences est ais�ee pour une source atomique dans un �etat de Fock pour le

champ atomique. Rappelons que l'op�erateur champ s'exprime alors en repr�esentation de Heisenberg :

	(r; t) = �0(r; t)â0 +
X
i>0

�i(r; t)âi (A.10)

Lorsque l'on moyenne avec un �etat de Fock jNi = 1=
p
N !âyN0 j0i, seul l'op�erateur associ�e au mode

fondamental intervient dans les fonctions de corr�elations :

G(1)(r; r0) = N ��0(r; t) �
�
0(r

0; t)

G(2)(r; r0) = N(N � 1) ��0(r; t)�
�
0(r

0; t)�0(r; t)�0(r; t) (A.11)

Les coh�erences normalis�ees correspondantes g(1), g(2) v�eri�ent alors g(1)(r; r0) = 1; g(2)(r; r0) = 1�1=N .

Ces fonctions de corr�elations v�eri�ent donc avec une tr�es bonne approximation la coh�erence pr�ec�e-
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dente. Il en est de même pour les coh�erences d'ordres sup�erieurs g(i); i� N . Un condensat dans un

�etat de Fock est donc, avec une tr�es bonne approximation, une source atomique coh�erente. De même

que les lasers optiques o�u une inversion de population est r�ealis�ee, il s'agit d'un syst�eme hors �equilibre.

A.2.1.1 Coh�erences d'un gaz de Bosons id�eal �a l'�equilibre.

Nous examinons ici les fonctions de corr�elations pour di��erentes phases du nuage atomique. Il est

possible de distinguer trois r�egimes suivant la valeur de la densit�e � relativement �a la densit�e critique

�c = (2�~=(mkBT ))
�3=2 = ��3T caract�erisant le seuil de condensation :

{ Gaz tr�es dilu�e et non condens�e �� �c. Ce sont la longueur d'onde thermique �T = 2�~=(mkBT )

et la fugacit�e z = e�=(kBT ) qui �xent la port�ee des corr�elations qui s'expriment selon :

g(1)(r; r0) � e�
p

4�(1�z)jr�r0j=�T g(2)(r) = 1 + jg(1)(r)j2 (A.12)

{ Gaz juste au seuil de condensation � = �c mais sans fraction condens�ee. La longueur de corr�e-

lation diverge et donne lieu �a une d�ecroissance asymptotique en 1/r :

g
(1)
crit:(r; r

0) � 1=jr� r0j g(2)(r) = 1 + jg(1)(r)j2 (A.13)

{ Gaz comportant une fraction condens�ee � > �c. EnNc le nombre d'atomes condens�es, on obtient

cette fois-ci une valeur non-nulle de la corr�elation sur tout le volume du condensat :

g
(1)
cond:(r; r

0) =
Nc

N
�0(r)�

�
0(r

0) +
�
1� Nc

N

�
g
(1)
crit:(r; r

0)

g(2)(r; r0) = 1 + jg(1)crit:(r)j2 �
N2
c j�0(r)j2j��0(r0)j2
G(1)(r; r)G(1)(r; r)

(A.14)

On peut tirer des r�esultats pr�ec�edents les conclusions suivantes. Pour des sources atomiques ther-

mique, la d�ecroissance exponentielle des fonctions de corr�elations est tr�es similaire �a celle obtenue

pour un champ �electromagn�etique incoh�erent sur la �gure 1.1. On retrouve notamment le ph�enom�ene

de \bunching" obtenu pour de la lumi�ere incoh�erente car g(2)(r; r) = 2. Il n'y a pas de corr�elations �a

longue port�ee puisque g(2)(r; r0)! 0 quand jr� r0j ! +1.

Une fois pass�e le seuil de condensation, la port�ee des corr�elations devient de l'ordre de la taille

du condensat : la fonction de corr�elation g(1)(r; r0) reste non nulle tant que r et r0 sont pris dans le

condensat. Pour obtenir une source parfaitement coh�erente au premier ordre g(1)(r; r0) = 1 , il est
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n�ecessaire d'obtenir un condensat pur. La coh�erence du second ordre est reli�ee au ratio de la densit�e

locale de condensat �cond:(r) sur la densit�e totale �(r) : g(2)(r; r) = 2 �
�
�cond:(r)
�(r)

�2
. Pour obtenir

une source parfaitement coh�erente au second ordre, il est n�ecessaire de maintenir �c(r) = �(r), ce

qui ne peut être v�eri��e que sur le centre du pi�ege. La pr�esence d'atomes non-condens�es entrâ�ne un

ph�enom�ene de \bunching".

Nous avons limit�e notre discussion �a un gaz parfait. Un traitement plus complet devrait prendre

en compte les interactions atomiques [16]. En pr�esence d'interactions, les corr�elations de densit�e

r�esultent d'une comp�etition entre deux m�ecanismes contradictoires : la tendance des bosons �a se

grouper en un même point de l'espace, et les interactions r�epulsives \de noyau dur" tendant �a �ecarter

les atomes des un des autres. La coh�erence d'un nuage �a l'�equilibre devient alors une fonction �a la

fois de la temp�erature et de la longueur de di�usion associ�ee au potentiel d'interaction. Cependant,

il est notable que pour ce qui est de la coh�erence spatiale, l'e�et des interactions est souvent masqu�e

par celui des quasi-excitations de Bogoliubov �a temp�erature �nie. Pour la coh�erence temporelle et les

uctuations de phase, l'e�et de la non-lin�earit�e est en revanche important.





ANNEXE B

Rappels de theorie des champs.

B.1 Principe de moindre action.

Le Lagrangien adapt�e �a la description d'un syst�eme de champs en interaction d�epend de la nature

des particules consid�er�ees et de leurs caract�eristiques propres (telles que leur spin, leur isospin...). La

recherche de Lagrangiens admissibles pour les particules du mod�ele standard est un objectif majeur

de la physique th�eorique. A partir du Lagrangien, on d�e�nit une quantit�e appel�ee action :

S =

Z
dt L(t) =

Z
dt d3r L(�; @t�; @x�; @y�; @z�) (B.1)

Le mouvement du champ �(r; t) de la particule ob�eit au principe de moindre action, c'est �a dire que la

valeur de ce champ minimise la quantit�e pr�ec�edente. Les quantit�es S, L(t) et L(�; @t�; @x�; @y�; @z�)

sont d�esign�ees respectivement comme l'action, le Lagrangien et la densit�e de lagrangien. En th�eorie

relativiste des champs, il est usuel de privil�egier une �ecriture de cette relation �a l'aide de points

d'espace-temps x = (r; t) telle que la coordonn�ee \temps" ne joue plus un rôle particulier :

S =

Z
d4x L(�; @��) (B.2)

Les �equations du mouvement traduisent le principe de moindre action, entrâ�nant la stationnarit�e

de l'action par rapport �a une variation in�nit�esimale du champ. Elles portent le nom d'�equation

d'Euler-Lagrange :

@�

�
@ L(�; @��)

@(@��)

�
=
@ L(�; @��)

@�
(B.3)

Si le Lagrangien contient plusieurs champs �a; �b; :::, chaque champ donne lieu �a une telle �equation.

Cette forme a l'avantage de donner lieu �a des expressions covariantes, c'est �a dire invariantes par

changement de r�ef�erentiel suivant des acc�el�erations et des rotations. Une action covariante satisfait

ainsi le principe de relativit�e restreinte qui prescrit que les lois de la physique ont la même forme

dans tous les r�ef�erentiels. Cependant, comme les outils th�eoriques et les exp�eriences propos�ees dans

ce m�emoire se situent essentiellement dans un cadre non-relativiste, nous adopterons le plus souvent
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des conventions o�u nous distinguons clairement la coordonn�ee temporelle des coordonn�ees spatiales.

B.2 Op�erateur d'ordonnancement temporel.

Nous e�ectuons ici un rappel sur l'op�erateur d'ordonnancement temporel T . L'op�erateur d'�evo-

lution associ�e �a un Hamiltonien Ĥ0 ind�ependant du temps s'�ecrit :

U(t; t0) = exp

�
� i
~
(t� t0) Ĥ0

�
(B.4)

En e�et, on v�eri�e que l'�etat quantique :

j (t)i = U(t; t0) j (t0)i (B.5)

est solution de l'�equation de Schr�odinger :

dj (t)i
dt

= Ĥ0 j (t)i (B.6)

Lorsque le Hamiltonien d�epend du temps, la r�esolution n'est pas aussi simple, du fait de la non-

commutation des op�erateurs Hamiltoniens �a des instants di��erents. N�eanmoins, on peut donner une

solution formelle de l'�equation de Schr�odinger :

dj (t)i
dt

= Ĥ(t) j (t)i (B.7)

en d�e�nissant la s�erie suivante, invent�ee par Freeman Dyson, et portant son nom :

j (t)i =
�
1 +

1

i~

Z t

t0

dt1 Ĥ(t1) +
1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)

+
1

(i~)3

Z t

t0

dt3

Z t3

t0

dt2

Z t2

t0

dt1Ĥ(t3)Ĥ(t2)H(t1) + :::

�
j (t0)i (B.8)

Il faut prendre garde �a l'ordre des op�erateurs : le Hamiltonien associ�e �a l'instant le plus tôt est toujours

le plus �a droite. Chaque terme d'int�egration multiple comporte une zone d'int�egration \en triangle".

On peut r�e�ecrire ces termes en int�egrant sur un \carr�e" et en divisant par le facteur correspondant

au nombre de fois o�u on compte la même con�guration. Si l'on proc�ede na��vement le terme

1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)
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deviendrait :
1

2!

1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1)

Mais attention ! Ce r�esultat est faux, puisque l'on n'a pas comme avant le Hamiltonien de l'instant

le plus tôt sur la droite. Il faut respecter l'ordre des op�erateurs. C'est pourquoi on utilise l'op�erateur

T qui ordonne les op�erateurs en fonction de l'instant qui leur est associ�e :

T
h
Ĥ(t2)Ĥ(t1)

i
=

(
Ĥ(t2)Ĥ(t1) si t2 > t1

Ĥ(t1)Ĥ(t2) si t1 > t2
(B.9)

L'expression correcte de ce terme d'ordre 2 est donc :

1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t2

t0

dt1Ĥ(t2)Ĥ(t1) =
1

2!

1

(i~)2

Z t

t0

dt2

Z t

t0

dt1T
h
Ĥ(t2)Ĥ(t1)

i
En fait, le comptage de l'int�egration multiple fait sortir un facteur 1=n! quant on int�egre sur les n

coordonn�ees temporelles. Il n'est pas tr�es di�cile de s'en convaincre : dans l'int�egration, on compte n!

fois le même con�guration correspondant �a toutes les permutations possibles des di��erents instants.

Une fois correctement r�e�ecrit, le terme d'ordre n est donc de la forme :

T

�
1

n!

1

(i~)2

Z t

t0

dtn:::

Z t

t0

dt1Ĥ(tn):::Ĥ(t1)

�
(B.10)

Quand on e�ectue la sommation de tous les termes, on voit apparâ�tre une exponentielle :

j (t)i = T

�
exp

�
1

i~

Z t

t0

dt0 Ĥ(t0)
��
j (t0)i (B.11)

Ceci explique la forme g�en�erale de l'op�erateur d'�evolution :

U(t; t0) = T

�
exp

�
1

i~

Z t

t0

dt0 Ĥ(t0)
��

(B.12)





ANNEXE C

Mod�elisation des interactions atomiques

�a basse temp�erature.

Nous abordons ici la mod�elisation des interactions par un pseudo-potentiel dans les nuages de

Bosons.

C.1 Collision �a deux corps.

Puisque ce sont des collisions �a deux corps qui expliquent le comportement macroscopique des

gaz d'atomes froids dilu�es [123, 44], il est naturel de consid�erer le probl�eme de la di�usion sur un

syst�eme de deux particules trait�ees en premi�ere quanti�cation. Pour simpli�er, nous commen�cons par

supposer que ces particules sont discernables et sans degr�es de libert�e internes, si bien que le syst�eme

est enti�erement d�ecrit par une fonction d'onde �a deux corps �(r1; r2). En fait, comme les mouvements

du centre de masse et de la position relative des deux particules sont d�ecoupl�es, la collision peut-être

d�ecrite au moyen d'une fonction d'onde en la seule position relative r̂ = r̂1 � r̂2.

Le Hamiltonien associ�e au mouvement relatif est de la forme (avec mr = m=2 masse r�eduite) :

Ĥr =
p̂2

2mr
+ V (r̂) (C.1)

Le processus de di�usion est en fait caract�eris�e par le spectre et les �etats propres de ce Hamilonien

d�e�nis par l'�equation : �
p̂2

2mr
+ V (r̂)

�
�k(r) = Ek�k(r) Ek =

~
2k2

2mr
(C.2)

Pour la plupart des nuages d'atomes froids produits exp�erimentalement, la contribution dominante

�a la dynamique du nuage provient d'un potentiel isotrope : le potentiel de Van der Waals. La par-

ticularit�e de l'�evolution d'une fonction d'onde dans un tel potentiel radial V (r) est que le moment

cin�etique orbital est conserv�e. Les fonctions harmoniques sph�eriques sont alors une base particuli�e-
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rement adapt�ee pour d�ecomposer la fonction propre �k :

�k(r) =
1X
l=0

lX
m=�l

Y m
l (r)

uk;l;m(r)

r
(C.3)

Comme en m�ecanique du point, lors du mouvement dans un potentiel radial, la conservation du mo-

ment cin�etique se traduit par un potentiel e�ectif r�epulsif en L̂2=r2 ( L2 d�esigne le carr�e de la norme

du moment cin�etique orbital.). Cette contribution donne une �energie �elev�ee aux fonctions radiales

uk;l;m(r) associ�ees �a un entier l > 0. L'ordre de grandeur typique de cette �energie suppl�ementaire est

de �l = ~
2l(l + 1)=(2mrb

2) pour une di�usion dans l'onde associ�ee �a l. Aux temp�eratures T ultra-

froides telles que que kBT � �1 = ~
2=(2mrb

2), seule la di�usion dans l'onde l = 0 est accessible.

En fait cette propri�et�e n'est vraie que pour des potentiels d�ecroissant su�samment rapidement �a

l'in�ni. Par d�ecroissance rapide, nous entendons une d�ecroissance au moyen en 1=rn avec n > 3.

Cette propri�et�e a deux cons�equences importantes.

C.2 Pseudo-potentiel de contact.

A basse �energie, la fonction propre  k est donc de la forme :

�k(r) = eik�r � ae
ikr

r
(C.4)

Cette relation semble montrer que la collision n'est alors plus caract�eris�ee que par un seul param�etre

a, appel�e longueur de di�usion. On peut en fait montrer que pour des potentiels �a d�ecroissance

strictement plus rapide que 1=r3 et en r�egime dilu�e njaj3 � 1, le comportement macroscopique du

gaz ne d�epend que de cette longueur a et pas de la forme pr�ecise du potentiel d'interaction. Tout

autre potentiel associ�e �a une longueur de di�usion identique est donc appropri�e pour d�ecrire le gaz.

La mod�elisation la plus simple est celle d'une interaction de contact :

V (r) = g�(r) (C.5)

La constante g est reli�ee �a la longueur de di�usion par la relation :

g =
4�~2a

m
(C.6)
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Ce pseudo-potentiel donne des r�esultats corrects seulement si la fonction d'onde consid�er�ee pour

la di�usion est su�samment r�eguli�ere en r = 0. On utilise �egalement un autre pseudo-potentiel

applicable �a des fonctions d'ondes moins r�eguli�eres :

V (r) (r) = Ng�(r)
@r (r)

@r
(C.7)

C.3 Au del�a de l'approximation de champ moyen : quelques

m�ethodes.

La d�ecomposition (1.48) du champ :

	̂(r; t) = �0(r; t)â0 + ~	(r; t)

m�ene �a un syst�eme d'�equations d'�evolution coupl�ees pour les champs 	̂0(r; t) = �0(r; t)â0 et ~	(r; t).

Ce cas g�en�eral est tr�es complexe. Plusieurs m�ethodes permettent cependant de simpli�er la r�eso-

lution de ce syst�eme. La simpli�cation la plus couramment utilis�ee provient d'une approximation

de type \champ moyen" appliqu�ee au champ atomique \thermique". Cette approximation, couram-

ment appel�ee approximation de Hartree-Fock-Bogoliubov, consiste �a remplacer les produits de deux

champs du type ~	y(r; t) ~	(r; t) par leur valeur moyenne. Elle permet ainsi de ramener les termes

quartiques �a des termes quadratiques. Une seconde approche consiste �a consid�erer l'�evolution de la

matrice densit�e associ�ee �a la fraction condens�ee en prenant la trace des degr�es de libert�es associ�es

aux modes thermiques. Cette m�ethode permet d'obtenir une \�equation-mâ�tre" ferm�ee pour la frac-

tion condens�ee [124]. L'interaction du condensat par la fraction thermique fait alors intervenir des

super-op�erateurs similaires �a ceux qui agissent sur la matrice densit�e d'un atome �a deux niveaux pour

rendre compte de l'�emission spontan�ee [14]. Ces deux m�ethodes donnent lieu �a des �equations dont il

semble di�cile d'extraire des pr�edictions analytiques.





ANNEXE D

Evolution d'un syst�eme �a deux niveaux

dans un champ �el�ectromagn�etique

Le potentiel d'interaction fait intervenir l'op�erateur dipolaire d̂ = jejr̂ :

V = �d̂ � E = jejr̂ � E (D.1)

Le Hamiltonien total du syst�eme s'�ecrit simplement :

Ĥ = ~!bjbihbj+ ~!ajaihaj � d̂ � E (D.2)

En reprenant les notations du syst�eme �a deux niveaux utilis�ees pr�ec�edemment, on �ecrit facilement

les �equations coupl�ees satisfaites par les composantes de l'�etat atomique :

i~_b(t) = ~!bb(t) + Vbaa(t)

i~ _a(t) = V �
bab(t) + ~!aa(t)

(D.3)

L'�el�ement de matrice Vab s'�ecrit simplement :

Vba = hajV jbi = �~
ba

�
ei(!t+') + e�i(!t+')

2

�
(D.4)

o�u l'on a d�e�ni la pulsation de Rabi 
ab comme :


ba = �hbjd � E0jai
~

(D.5)

A�n de factoriser la di��erence temporelle rapide, nous e�ectuons la premi�ere transformation unitaire :

j	(t)i =
 
e�i!b(t�t1) 0

0 e�i!a(t�t1)

!
j	1(t)i (D.6)
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Cette premi�ere transformation unitaire fait explicitement apparâ�tre dans les �equation du mouvement

pour les amplitudes une composante r�esonante (lente) et une composante antir�esonante (rapide). Une

int�egration formelle des �equations donne ainsi :

~b(t) = ~b(t0)� i
ba

Z t

t0

dt0 ~a(t0)ei(!b�!a)t
0

�
ei(!t+') + e�i(!t+')

2

�
(D.7)

Si la fr�equence du champ �el�ectromagn�etique excitant la transition est proche de la fr�equence de r�eso-

nance, c'est �a dire si ! ' !ba = !b�!a, l'int�egration temporelle met en jeu une exponentielle oscillant
lentement, �a la fr�equence � = !�!ba et une composante d'oscillation rapide !+!ba. L'approximation
des ondes tournantes consiste �a consid�erer que ce dernier terme, d'�evolution beaucoup plus rapide

que les composantes ~b et ~a se moyenne rapidement et donne une contribution nulle dans l'int�egrale de

l'�equation pr�ec�edente. A�n que cette approximation soit valide, il est n�ecessaire que la composante

non r�esonante oscille plusieurs fois sur l'�echelle de temps T d�eterminant une variation typique de ~a,
~b :

T � 1

!b � !a (D.8)

Une fois le terme non-r�esonant �elimin�e, les �equations satisfaites par les composantes du spineur

deviennent :

i _b1(t) = 
bae
�i(�t+�)a1(t)

i _a1(t) = 
�
bae

i(�t+�)b1(t)

(D.9)

Dans la nouvelle repr�esentation, le mouvement du spineur atomique est r�egi par le Hamiltonien

e�ectif :

Ĥ1 =

 
0 ~
bae

�i(�t+�)

~
bae
�i(�t+�) 0

!
(D.10)

L'�elimination de la d�ependance temporelle d'un tel Hamiltonien est classique. Elle s'e�ectue par

passage dans un rep�ere tournant associ�e �a une rotation autour de l'axe Oz �a la fr�equence d'oscillation

des termes d�ependant du temps. En introduisant l'op�erateur de rotation :

R(n; �) = ei(��n�) (D.11)

on e�ectue sur le spineur la transformation suivante :

j	1(t)i = U2(t; t1)j	2(t)i o�u U2(t; t1) = R(z; �(t� t1) ) (D.12)
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Ce changement de repr�esentation se traduit par une modi�cation de l'�equation de Schr�odinger pour

le ket j	2(t)i :
i~
dj	2(t)i

dt
=

�
U y
2Ĥ1U2 � i~U y

2

dU2

dt

�
j	2(t)i (D.13)

Le Hamiltonien e�ectif est d�esormais ind�ependant du temps :

Ĥ2 =
~

2

"
�� 
bae

�i�


�
bae

i� �

#
(D.14)

La diagonalisation de cette matrice est un th�eme r�ecurrent dans les ouvrages de m�ecanique quan-

tique [14]. En adoptant des convention usuelles [68], nous en rappelons les valeurs propres :

�� = �~
r avec 
r =
q

2
ba + �2 (D.15)

ainsi que la base de vecteurs propres associ�es :

j�+i = cos
�

2
jb2i+ sin

�

2
ja2i (D.16)

j��i = � sin
�

2
jb2i+ cos

�

2
ja2i (D.17)

o�u l'angle � est d�e�ni �a partir des relations :

sin � =

ba


r
cos � =

��

r

0 � � � � (D.18)

Le probl�eme de l'�evolution du syst�eme �a deux niveaux initialement dans l'�etat associ�e au ket j	(t0)i
est d�esormais ramen�e �a un passage dans la repr�esentation adapt�ee et �a une projection du ket corres-

pondant sur la base de vecteurs propres. On proc�ede donc selon le schema suivant, traditionnel en

physique quantique :

{ Passage du ket initial dans la nouvelle repr�esentation : j	2(t0)i = U y
2(t0; t1)U

y
1(t0; t1)j	(t0)i.

{ Projection du ket j	2(t0)i sur la base de vecteurs propres j��i : j	2(t0)i = a0+j�+i+ a0�j��i

{ Evolution temporelle lin�eaire : j	2(t)i = a0+e
i�+(t�t0)j�+i+ a0�ei��(t�t0)j��i.

{ Retour dans la repr�esentation initiale : j	2(t)i = U1(t; t1)U2(t; t1)j	2(t)i.
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Les calculs correspondants sont sans di�cult�es. La relation entre le ket de sortie et le ket d�e�nissant

l'�etat initial est bien sûr lin�eaire du fait du th�eor�eme de superposition en m�ecanique quantique. Tous

calculs faits, on obtient la relation matricielle suivante : 
b(t0 + �)

a(t0 + �)

!
=

 �
cos
�

r�
2

�� i cos � sin �
r�
2

��
e�i�

�
2 �i sin � sin �
r�

2

�
e�i�

�
2 e�i�(t0+�)

�i sin � sin �
r�
2

�
ei�

�
2 ei�(t0+�)

�
cos
�

r�
2

�� i cos � sin �
r�
2

��
ei�

�
2

! 
b(t0)

a(t0)

!
(D.19)



ANNEXE E

Calcul heuristique de la sensibilit�e du

gravim�etre.

L'objet de cet appendice est de donner une expression approch�ee de la fraction du nuage atomique

pr�eserv�ee en l�evitation apr�es N rebonds sur les \impulsions-miroir"du dispositif expos�e au chapitre 2.

Comme dans la partie 2.1 de ce chapitre, le mouvement des atomes est pris comme unidimensionnel

selon l'axe vertical : p = pz.

Rappelons le point de d�epart de ce calcul. Chaque \impulsion-miroir" op�ere un �ltre impulsionnel

R d�e�ni en (2.3) :

R(p) =
sin4

�
�
2

p
1 + y(p)2

�
(1 + y(p)2)2

avec le param�etre de non-�elasticit�e y(p) :

y(p) =
(p+ 2~k)k

2m
e
(E.1)

La fraction du nuage restant en l�evitation apr�es N rebonds est donn�ee par le produit :

R(N; T ) = R(p1):::R(pN) avec pi = �mgT
2
+ (i� 1)�mg(T0 � T ) (E.2)

A r�esonance, la s�erie de quantit�es de mouvement et les param�etres d'�elasticit�e associ�es sont

simplement :

p1 = ::: = pN = �2~k y(p1) = :: = y(pN) = 0 (E.3)

Nous envisageons une interrogation du nuage durant un grand nombre n de rebonds, ce qui implique

des valeurs voisines de la r�esonance pour la p�eriode T et le d�esaccord Raman !21. Les param�etres

d'�elasticit�e v�eri�ent alors y(p1); :::; y(pN) � 1, ce qui autorise le d�eveloppement limit�e suivant pour
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le coe�cient de r�eexion :

R(pi) =
1

(1 + y2(pi))2
+O(y4(pi)) = 1� 2y2(pi) +O

�
y4(pi)

�
La fraction du nuage maintenue en vol s'exprime alors :

log
1

R(T )
= �

NX
i=1

log (R(pi)) '
NX
i=1

log
�
1 + 2y2(pi)

�
(E.4)

Le param�etre de non-elasticit�e associ�e �a la i-�eme impulsion-miroir est obtenue directement �a partir

des �equations (E.1) et (E.2) :

y(pi) ' g(T � T0)k

e

� i

Le coe�cient de r�eexion devient :

log
1

R(N; T )
'

NX
i=1

log

�
1 + 2i2

g2(T � T0)2k2

2
e

�

Le fait de se placer dans la limite d'un grand nombre de cycles nous permet d'approximer cette

somme par une int�egrale :

log
1

R(N; T )
'
Z n

1

dx log

�
1 + 2x2

g2(T � T0)2k2

2
e

�
(E.5)

Cette fonction s'int�egre facilement par par parties :Z
dx log(1 + ax2) = �2x+ 2

arctan(
p
ax)p

a
+ x log(1 + ax2) (E.6)

Posons a = 2g2(T � T0)2k2=
2
e. Le param�etre a v�eri�e y(pn) '

p
an� 1. L'expression (E.6) permet

de r�ealiser un d�eveloppement limit�e du membre de droite de l'�equation (E.5) :

log
1

R(N; T )
' �2n+ 2

�
n� 1

3
an3
�
+ n aN2 =

1

3
aN3

Le terme provenant de la borne inf�erieure d'int�egration peut raisonnablement être n�eglig�e devant la
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valeur int�egrale. On obtient �nalement

R(N; T ) ' exp

�
�2g

2k2(T � T0)2N3

3
2
e

�
(E.7)





ANNEXE F

Coe�cient de reexion des

\impulsions-miroir" en fonction de la

temp�erature.

Il est int�eressant de pr�eciser �a ce stade l'impact des \impulsions-miroir" sur un nuage de temp�era-

ture �nie, a�n d'examiner si des impulsions maximales (c'est-�a-dire correspondant �a une illumination

constante de l'�echantillon atomique) sont compatibles avec le maintien en l�evitation d'une population

atomique su�sante pour la mesure �nale. Nous consid�erons donc ici la r�eexion d'un nuage atomique

de temp�erature � v�eri�ant la condition de r�esonance, c'est �a dire dont la distribution de vitesse est

centr�ee autour d'une valeur satisfaisant la condition de Bragg. Il su�t de consid�erer la distribution

de vitesses longitudinale, c'est-�a-dire selon l'axe de propagation Oz des lasers :

P (vz) =
1p

��vz;T
exp

"
�
�
vz � v0z
�vz;T

�2
#

(F.1)

Nous d�e�nissons la classe des vitesses r�e�echies par l'\impulsion-miroir" comme l'ensemble des

vitesses pour lesquelles les atomes ont une probabilit�e de r�eexion (donn�eee par l'�equation 2.3) su-

p�erieure ou �egale �a 1=2. A�n d'estimer qualitativement la population atomique r�e�echie lors d'une

\impulsion-miroir", nous consid�erons en premi�ere approche que les atomes sont r�e�echis si et seule-

ment si ils appartiennent �a la classe de vitesses pr�ec�edente. Ceci �equivaut �a e�ectuer l'approximation

suivante :

C =

Z +1

�1
R(vz) P (vz) dvz '

Z v0+�vz r=2

v0��vz r=2
P (vz) dvz =

�vz;rp
��vz;T

(F.2)

L'avantage de cette approche qualitative est qu'elle permet d'extraire une d�ependance analytique

simple du coe�cient de r�eexion vis �a vis de la temp�erature du nuage et de la dur�ee de l'impulsion.
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Les extremit�es v� de la classe de vitesses consid�er�ee sont d�e�nies implicitement par la relation :

R(m v� ) =
h�
2
sinc

��
2

p
1 + y(m v� )2

�i4
=

1

2

On en tire facilement une expression de la \bande passante" �vz;r en fonction de la dur�ee � des

impulsions Raman composant le miroir et du vecteur d'onde e�ectif de l'impulsion Raman keff = 2k :

�vz;r =
4��

keff�
(F.3)

La constante num�erique � est de l'ordre de l'unit�e � ' 0:58. Dans le r�egime o�u les atomes tombent

dans un champ continu de lumi�ere, c'est-�a-dire pour � = T0=2, on obtient alors une \bande passante"

en vitesse de :

�vz;r cont: =
8��

keffT0
=

��mg

~k2
= 76 �m s�1 (F.4)

C'est le rapport de cette largeur de vitesses �a la dispersion d'origine thermique qui d�etermine le

coe�cient de r�eexion C. On suppose le nuage initialement �a l'�equilibre thermodynamique, si bien

que si bien que la dispersion en �energie cin�etique v�eri�e le th�eor�eme d'�equipartition :

m

2
hv2zi =

1

2
kB� (F.5)

Par ailleurs, cette quantit�e s'exprime en fonction de la dispersion en vitesse �vz;T selon hv2zi =
(�vz;T )

2=2. On peut alors exprimer simplement la dispersion en vitesse longitudinale thermique

�vz;T =
p
2kB�=m puis le coe�cient de r�eexion C en fonction de la temp�erature � et de la dur�ee

des impulsions � :

C =

s
2�m�2�

kBk2� 2
(F.6)

On obtient ainsi une d�ependance en
p
�=� 2 du coe�cient de r�eexion. La Figure F.1 montre la

fraction de l'�echantillon r�e�echie par une\impulsions-miroir"maximale en fonction de la temp�erature

� du nuage. nous avions d�ej�a estim�e le r�egime de temp�erature du nuage en nous basant sur un crit�ere

simple : la dispersion de vitesse initiale doit être au plus de l'ordre de la vitesse acquise entre deux

r�eexions sous l'e�et de la gravit�e. Cette condition nous donnait une temp�erature � de l'�echantillon

de l'ordre du micro-Kelvin. Le graphe pr�ec�edent montre qu'une\impulsion-miroir"de dur�ee maximale

appliqu�ee sur un nuage atomique �a cette temp�erature donne un coe�cient de r�eexion d'environ 2:5%.
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Figure F.1 { Fraction du nuage r�e�echie en fonction de la temp�erature � de l'�echantillon.





ANNEXE G

Validit�e de la mod�elisation

non-dispersive.

Nous proposons ici un cirt�ere de validit�e heuristique pour l'expression non-dispersive pr�ec�edente.

Nous avons vu que la s�eparatrice lumineuse habillait les �etats internes de l'atome en donnant lieu, en

g�en�eral, �a des vitesses de groupe di��erentes. Du fait de ces di��erentes vitesses de groupe, on observe

en g�en�eral une multiplication des paquets d'ondes : �a partir d'un paquet d'ondes Gaussien dans un

�etat interne donn�e, on obtient en sortie de s�eparatrice une somme de deux fonctions d'ondes non

gaussiennes dans chaque �etat interne, soit quatre paquets d'ondes. Chaque paquet d'ondes a suivi

dans la s�eparatrice la trajectoire d'un des deux �etats internes habill�es. On con�coit que l'approxima-

tion non-dispersive ne peut être valide que lorsque ces \trajectoires habill�ees" sont tr�es proches. Dans

le cas contraire, leur d�edoublement serait incompatible avec le maintien d'une structure de paquet

d'ondes minimal gaussien dans la s�eparatrice. Cette propri�et�e est bien v�eri��ee lorsque l'impulsion

moyenne des atomes satisfait la condition de r�esonance de Bragg, puisque l'e�et Borrman pr�edit

alors la fusion des deux \trajectoires habill�ees".

Nous proposons donc le crit�ere suivant pour valider l'approximation non-dispersive : l'e�et de

structuration de la s�eparatrice lumineuse est consid�er�e comme n�egligeable si la s�eparation spatiale

de deux paquets d'ondes issus de trajectoires \habill�ees" di��erentes ( cf. Figure 1.5) est inf�erieure �a

leur diam�etre. Il s'agit en quelque sorte d'un \crit�ere de Rayleigh" pour les s�eparatrices lumineuses,

�etablissant si l'on peut distinguer le fait qu'il y ait deux paquets d'ondes gaussiens en sortie. Si ce

n'est pas le cas, la structure de paquet d'onde minimal gaussien n'est que faiblement alt�er�ee par la

s�eparatrice lumineuse et l'approximation non-dispersive constitue une description correcte.

L'�etude du chapitre pr�ec�edent montre que la di��erence des vitesses de groupe des paquets d'ondes

habill�es est proportionelle �a la di��erence de leurs param�etres y :

�vg =
~k

2m
y(pc)
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La distance relative jrc1� rc2j des centres des paquets d'ondes en sortie de la s�eparatrice est propor-

tionelle �a la di��erence des vitesses de groupe et �a la dur�ee de l'impulsion lumineuse :

jrc1 � rc2j = �vg� =
~k

2m
y(pc) �

L'approximation non-dispersive est donc correcte si :

~k

2m
y(pc) � � �r (G.1)

avec �r le diam�etre du paquet d'ondes atomiques.

Pour donner une interpr�etation simple de ce crit�ere en termes de relation \temps-�energie", nous

supposons qu'il y a saturation des relations d'incertitude �r = ~=2�p et sym�etrie sph�erique du

paquet d'ondes. Le crit�ere pr�ec�edent peut alors être reformul�e comme suit :

��Doppler y(pc) � � 1 (G.2)

avec ��Doppler = �pk=(m~) la variation du terme Doppler associ�e �a la dispersion impulsionnelle �p

du paquet d'ondes. La dur�ee compatible avec l'approximation d'impulsion lumineuse non-dispersive

est donc d'autant plus grande que le paquet d'ondes impulsionnel est �n et r�esonant y(pc)� 1. Nous

nous pla�cons dans ce r�egime pour traiter les impulsions lumineuses du syst�eme d'atomes en l�evitation

expos�e dans ce chapitre.

Une formulation alternative de l'approximation non-dispersive consiste �a dire que l'on n�eglige l'in-

trication quantique de l'�etat interne des atomes avec leur mouvement externe. Les degr�es de libert�e

externes sont alors consid�er�es comme \gel�es" pendant l'impulsion lumineuse.



ANNEXE H

Calcul de l'amplitude di�us�ee dans le

r�ef�erentiel du laboratoire.

Nous menons dans cet appendice le calcul de l'amplitude atomique di�us�ee (5.19), dans le r�ef�e-

rentiel du laboratoire, �evoqu�e au chapitre 5 :

b(r; t) =

p
2�

i~

Z
d3p

(2�~)3=2

�Z
d3k

(2�)3=2
Kb(r; t;p+ ~k; t0) V (k) eF (!B(k;p))

�
 (p; t0)

Cette amplitude implique le propagateur mixte Kb(r; t;p; t0). L'expression de ce propagateur

d�ecoule de la formule de Van Vleck (1.52) et de l'action classique acquise par une particule entre

deux instants connaissant son impulsion initiale et sa position �nale. On obtient :

Kb(r; t;p; t0) =
1p
2�~

e�img2(t�t0)3=6~e�
i
2~
p�g(t�t0)2e

i
~
(p�mg(t�t0))�re�ip

2(t�t0)=2m (H.1)

L'expression (5.19) de l'amplitude di�us�ee nous am�ene �a �evaluer le propagateur mixte entre les points

(r; t) et (p+ ~k; t) :

Kb(r; t;p+ ~k; t0) =
1p
2�~

e�img2(t�t0)3=6~e�
i
2~
p�g(t�t0)2 � e i

~
(p�mg(t�t0))�re�ip

2(t�t0)=2me�i!b(t�t0)

� eik�(r�
1
2
g(t�t0)2� p

m
(t�t0)�rw)e�i~k

2
z=2m(t�t0)e�i~k

2
?(t�t0)=2m (H.2)

Notre objectif est donc de calculer la double integrale (5.19). Il semble judicieux de commencer par

l'int�egration sur le vecteur d'onde k. On v�eri�e sur l'expression que le propagateur Kb est bien une

fonction gaussienne de k, ce qui traduit que l'action est une forme quadratique des coordonn�ees

positions et impulsion. En revanche, les deux autres fonctions sous l'int�egrale ne sont pas des fonc-

tions gaussiennes du vecteur d'onde k : la transform�ee de Fourier V (k) a seulement une d�ependance

gaussienne vis �a vis des coordonn�ees transverses kx; ky mais pas vis �a vis de kz et la fonction de

�ltrage n'a pas �a priori un pro�l gaussien dans l'espace de Fourier 1. A�n de se ramener �a un calcul

1. Sauf si l'on envisage un pro�l d'allumage et d'extinction du champ gaussien, ce qui est une autre piste de calcul.
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extricable, impliquant essentiellement des int�egrations gaussiennes, nous choisissons d'adopter deux

approximations qui font appel �a la collimation du faisceau laser :

1. Corrections dispersives �a l'e�et Doppler n�egligeables.

2. Corrections dispersives au recul longitudinal n�egligeables.

La premi�ere approximation suppose que la largeur spectrale de F est su�sante pour que la dispersion

Doppler li�ee au pro�l de champ lumineux n'a�ecte pas la valeur de l'int�egrale :

�! � �kz
p0
m
;�k?

�p?
m

(H.3)

La seconde approximation repose �egalement sur la paraxialit�e du faisceau : dans ce cas, la distri-

bution V (k) est fortement resserr�ee autour d'une valeur k = keuz (avec ke = k0 pour une di�usion

simple et ke = 2k0 pour une di�usion Raman). Ceci implique que la largeur �kz de la distribution

selon l'axe Oz est bien inf�erieure aux largeurs transverses �kx;�ky. En cons�equence, quand k va-

rie sur la largeur typique de V (k), la variation du recul longitudinal ~kz
2=2m est bien plus faible

que le recul transverse typique. Ceci nous permet de prendre en compte le recul transverse tout en

n�egligeant la variation du recul longitudinal :

~k2z=2m ' ~k2e=2m (H.4)

Nous avons �a dessein s�epar�e les composantes transverses et longitudinales dans l'expression (H.2) du

propagateur mixte a�n de faire intervenir cette approximation.

Nous pouvons �a pr�esent mener �a bien l'int�egration sur le vecteur d'onde k dans l'amplitude (5.19) :

b(r; t) =

p
2�

i~

Z
d3p

(2�~)3=2
eF (!B(ke;p))  (p; t0)

�Z
d3k

(2�)3=2
Kb(r; t;p+ ~k; t0) V (k)

�
(H.5)

Nous ne consid�erons dans cette int�egrale que les facteurs d�ependant explicitement du vecteur d'onde

k. La contribution du propagateur mixte �a cette int�egrale se r�esume �a deux termes de la deuxi�eme
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ligne de (H.2). Ainsi l'on cherche simplement �a �evaluer :

I(p) =

Z
d3k

(2�)3=2
V (k) eik�(r�

1
2
g(t�t0)2� p

m
(t�t0)�rw)e�i~k

2
?(t�t0)=2m (H.6)

On voit apparâ�tre dans l'int�egrale une position rw(p; t) =
1
2
g(t � t0)

2 + p

m
(t � t0) + rw qui peut

s'interpr�eter comme le mouvement d'une particule �ctive initialement (�a t = t0) en rw i.e. au col

du faisceau laser et avec une vitesse p=m. Selon la dimension longitudinale, l'int�egrale correspond

�a une somme de Fourier usuelle (grâce �a l'approximation sur le recul longitudinal), alors que dans

l'int�egration transverse le recul donne lieu �a un terme quadratique .

Il est utile �a ce stade de faire intervenir explicitement la forme du potentiel d'interaction utilis�e :

Z
d3k

(2�)3=2
V (k)eik�r =

(
�~
0U

+
0 (r� rw)eik0z Di�usion simple

�~
eU
+
0 (r� rw)U��

0 (r� rw)ei2k0(z�zw) Di�usion Raman
(H.7)

Nous introduisons la transform�ee de Fourier transverse de ce potentiel :

U�
0 (r) =

w2
0

2

Z
d2k?
(2�)

exp

�
�(k

2
x + k2y)w

2
0

4
(1� 2iz=b)

�
ei(kxx+kyy) (H.8)

Consid�erons pour commencer un processus de di�usion simple. En identi�ant le membre de gauche

de l'�equation (H.7) avec la d�ecomposition de Fourier transverse donn�ee par (H.8), on obtient :Z
dkz

(2�)1=2
V (k)eikzz = �~
0

w2
0

2
exp

�
�k

2
?w

2
0

4
(1� 2i(z � zw)=b)

�
eik?(r?�r?w)eik0(z�zw) (H.9)

En utilisant cette relation, nous pouvons alors e�ectuer l'int�egration sur le vecteur d'onde dans (H.6) :

I(p) = �~
0
w2
0

2
eik0(z�rwz(p;t))

Z
d2k?
(2�)

exp

�
�k

2
?w

2
0

4
(1� 2i(z � zw)=b)

�
eik�(r�rw(p;t) e�i~k

2
?(t�t0)=2m

(H.10)

On int�egre alors le terme de recul transverse dans la d�ecomposition de Fourier transverse de la

fonction de courbure :

I(p) = �~
0
w2
0

2
eik0(z�rwz(p;t))

Z
d2k?
(2�)

exp

�
�k

2
?
4
w2
0

�
1� 2i

k0w2
0

�
z � rwz(p; t)� ~k0(t� t0)

m

���
eik�(r�rw(p;t))

(H.11)
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Finalement on obtient :

I(p) = �~
0e
ik0(z�rwz(p;t))U+

�
r� rw(p; t)� ~k0

m
(t� t0)

�
(H.12)

L'impulsion acquise durant la di�usion se manifeste par le facteur eik0(z�rwz(p;t)). La translation dans

l'argument de la courbure re�ete le mouvement externe de l'atome lors de l'interaction. Poursuivons

le calcul d'amplitude :

b(r; t) = 
0

p
2�

Z
d3p

(2�~)3=2
1p
2�~

e�img2(t�t0)3=6~e�
i
2~
p�g(t�t0)2e

i
~
(p�mg(t�t0))�re�ip

2(t�t0)=2me�i!b(t�t0)

� e�i~k
2
0=2m(t�t0)eik0(z�rwz(p;t)) U+

�
r� rw(p; t)� ~k0

m
(t� t0)

� eF (!B(ke;p))  (p; t0) (H.13)

En rempla�cant le terme rwz(p; t) par sa valeur et en e�ectuant des regroupements ad�equats :

b(r; t) = 
0

p
2�

Z
d3p

(2�~)3=2
1p
2�~

e�img2(t�t0)3=6~e�
i
2~
p�g(t�t0)2e

i
~
(p+~k0uz�mg(t�t0))�r

� e�i(p+~k0uz)
2(t�t0)=2me�i!b(t�t0) U+

0

�
r� rw(p; t)� ~k0

m
(t� t0)

� eF (!B(ke;p))  (p; t0)

(H.14)

Nous allons e�ectuer une derni�ere approximation, qui va nous permettre de sortir le terme de cour-

bure de l'int�egrale : nous supposons que la fonction de courbure U+
0

�
r� rw(p; t)� ~k0

m
(t� t0)

�
est ap-

proximativement constante sur la largeur impulsionnelle du paquet d'ondes eF (!B(ke;p))  (p; t0). Ce

terme de courbure est alors �evalu�e sur l'impulsion p0F associ�ee au paquet d'ondes atomique �ltr�e par

l'impulsion lumineuse. On approxime alors U+
0

�
r� rw(p; t)� ~k0

m
(t� t0)

�
par sa valeur en l'impul-

sion centrale p0! du paquet d'ondes atomique �ltr�e par l'impulsion lumineuse eF (!B(ke;p))  (p; t0).

Pour un paquet d'ondes atomiques quasi-r�esonnant cette impulsion p0! est tr�es voisine de l'impul-

sion moyenne p0 du paquet d'ondes atomiques. Par ailleurs on reconnâ�t dans cette amplitude le

propagateur mixte Kb(r; t;p+ ~k0uz; t0) :

b(r; t) = 
0

p
2� U+

0

�
r� rw �

�
p0! + ~k0

m

�
(t� t0)� 1

2
g(t� t0)2

�
�
Z

d3p

(2�~)3=2
Kb(r; t;p+ ~k0; t0) eF (!B(ke;p))  (p; t0)

Consid�erons �a pr�esent le cas d'une impulsion Raman. Nous ne d�etaillons pas ici le calcul correspon-
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dant, qui �gure dans la r�ef�erence [94] jointe au manuscrit, et qui donne le r�esultat suivant :

b(r; t) = 
0

p
2� L+

�
z � zw � p0! z

m
(t� t0) +

1

2
g(t� t0)

2

�
U+ 2
0

�
r� rw �

�
p0! + ~k0

m

�
(t� t0)� 1

2
g(t� t0)

2

�
�
Z

d3p

(2�~)3=2
Kb(r; t;p+ ~k0; t0) eF (!B(ke;p))  (p; t0)

(H.15)





ANNEXE I

Appendice : e�et de la courbure sur les

fr�equences d'horloge.

I.1 Calcul du diagramme �a deux vertices en repr�esentation

interaction.

Nous repartons de l'expression (5.32) exprimant la contribution des diagrammes l�evitants au

terme de second ordre de la s�erie de Dyson :

je	(2)
lev:(tf )i =

1

(i~)2

Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)V

�
2

�êr(t2)� ei'2(t2)
�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)V1

�êr(t1)� e�i'1(t1) 
 (jaihaj) ei!ba[(t1�t0)�(t2�t0)]j	(0)(t0)i

En utilisant les expressions (5.10) et (5.11) d�ecrivant les actions des vertices d'absorption et d'�emis-

sion, nous obtenons sans di�cult�e majeure l'expression :

je	(2)
lev:(tf )i =

1

(i~)2

Z tf

t0+T0=2
dt2F

�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba
�
(t2�t0)+i'2(t2)

Z
d3k2

(2�)3=2
V �
2 (k2)e

�ik2�
�
r�~k1

m
(t1�t0)+~k2

m
(t2�t0)+�2

�

�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba

�
(t1�t0)�i'1(t1)

Z
d3k1

(2�)3=2
V1(k1)e

ik1�
�
r�~k1

m
(t1�t0)+�1

�

�
Z

d3r

(2�)3=2
 (0)(r; t0)ja; r� ~k1

m
(t1 � t0) +

~k2

m
(t2 � t0)i
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Nous passons alors �a l'amplitude complexe ea(2)lev:(r; tf ) = ha; rje	(2)
lev:(tf )i :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba
�
(t2�t0)+i'2(t2)

Z
d3k2
(2�)3=2

V �
2 (k2)e

�ik2�(r+�2)

�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba

�
(t1�t0)�i'1(t1)

Z
d3k1
(2�)3=2

V1(k1)e
ik1�(r�~k2

m
(t2�t0)+�1)

�  (0)

�
r+

~k1
m

(t1 � t0)� ~k2
m

(t2 � t0) ; t0
�

Nous proc�edons comme pour le calcul du diagramme �a un vertex en faisant apparâ�tre la transform�ee

de Fourier de la fonction d'onde initiale :

 (0)

�
r+

~k1
m

(t1 � t0)� ~k2
m

(t2 � t0) ; t0
�
=

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0)(p; t0)e

ip�(r+~k1
m

(t1�t0)�~k2
m

(t2�t0))

En ins�erant ceci dans l'expression pr�ec�edentes et en regroupant les phases associ�ees �a k1 et �a k2 on

obtient :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0) (p; t0) e

i
~
p�r

�
Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba
�
(t2�t0)+i'2(t2)

Z
d3k2
(2�)3=2

V �
2 (k2)e

�ik2�(r+ p

m
(t2�t0)+�2)

�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba

�
(t1�t0)�i'1(t1)

Z
d3k1
(2�)3=2

V1(k1)e
ik1�(r+ p

m
(t1�t0)�~k2

m
(t2�t0)+�1)

En e�ectuant la premi�ere int�egrale sur le vecteur d'onde k1, on fait apparâ�tre le pro�l spatial de la

premi�ere impulsion ainsi qu'une translation 1 :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0) (p; t0) e

i
~
p�r

�
Z tf

t0+T0=2
dt2F

�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba
�
(t2�t0)+i'2(t2)

Z
d3k2

(2�)3=2
V �
2 (k2)e

�ik2�(r+ p

m
(t2�t0)+�2)

�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba

�
(t1�t0)�i'1(t1)

U+
0

�
r+

p

m
(t1 � t0)� ~k2

m
(t2 � t0) + �1

�
e
ik0
�
z+ pz

m
(t1�t0)+~k0

m
(t2�t0)�1=2g(t1�t0)2

�

Sans approximation, il n'est pas �a priori possible de r�ealiser une telle int�egrale avec k2 du fait de la

pr�esence d'un terme d�ependant de k2 dans U
+
0 . Nous supposons cependant que la dispersion transverse

1. Nous rappelons la notation �1;2 =
1
2g(t1;2 � t0)

2
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est su�samment faible pour que l'on puisse consid�erer k2 ' k0 dans l'int�egrale pr�ec�edente :

U+
0

�
r+

p

m
(t1 � t0)� ~k2

m
(t2 � t0) + �1

�
' U+

0

�
r+

p

m
(t1 � t0) + ~k0z

m
(t2 � t0) + �1

�
(I.1)

En e�ectuant l'int�egrale sur le vecteur k2, on obtient alors :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0) (p; t0) e

i
~
p�r

�
Z tf

t0+T0=2
dt2F

�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba
�
(t2�t0)+i'2(t2)

U��
0

�
r+

p

m
(t2 � t0) + �2

�
eik0(z+

pz
m
(t2�t0)�1=2g(t2�t0)2)

�
Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba

�
(t1�t0)�i'1(t1)

U+
0

�
r+

p

m
(t1 � t0) +

~k0z

m
(t2 � t0) + �1

�
� e

ik0
�
z+ pz

m
(t1�t0)+~k0

m
(t2�t0)�1=2g(t1�t0)2

�

Nous regroupons �a pr�esent les termes de phase d�ependant de l'instant t1 et ceux d�ependant de

l'instant t2 :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0)(p; t0)e

i
~
(p+2~k0z)�r

�
Z tf

t0+T0=2
dt2F

�
2 (t2)e

i

�
~k20
2m

�!ba+ (pz+~k0)k0
m

�
(t2�t0)+i('2(t2)�1=2k0g(t2�t0)2)

U��
0

�
r0 +

p

m
(t2 � t0) + �2

�
�

Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
i

�
~k20
2m

+!ba+
pzk0
m

�
(t1�t0)�i('1(t1)+1=2k0g(t1�t0)2)

U+
0

�
r0 +

p

m
(t1 � t0) +

~k0z

m
(t2 � t0) + �1

�
L'amplitude pr�ec�edente peut être r�e�ecrite de fa�con plus synth�etique :

ea(2)lev:(r; tf ) =
1

(i~)2

Z
d3p

(2�~)3=2
 (0)(p; t0)e

i
~
(p+2~k0z)�r

�
Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)e

i�2(t2)U��
0 (r+ s2(p))

Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
�i�1(t1)eiU+

0 (r+ s1(p))

(I.2)
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avec :

�1(t1) = '1(t1) +
1

2
k0g(t1 � t0)2 �

�
~k20
2m

+ !ba +
pzk0
m

�
(t1 � t0)

�2(t2) = '2(t2)� 1

2
k0g(t2 � t0)2 +

�
~k20
2m
� !ba + (pz + ~k0)k0

m

�
(t2 � t0)

s1(p) =
p

m
(t1 � t0) + ~k0z

m
(t2 � t0) + 1

2
g(t1 � t0)2

s2(p) =
p

m
(t2 � t0) + 1

2
g(t2 � t0)2

I.2 E�et de la courbure du champ sur la fr�equence de r�eso-

nance de l'horloge atomique.

Commen�cons par expliciter la \population l�evitante" �lev =
���he	(2)

lev:(tf )je	(2)
lev:(tf )i

���2 :
�lev =

1

(i~)4

Z
d3r

(2�)3=2

Z
d3p

(2�~)3=2

Z
d3p0

(2�~)3=2
 (0)(p; t0) 

(0)�(p0; t0)ei(p�p
0)�r=~

�
Z tf

t0+T0=2

dt02F2(t
0
2)e

�i�2(t02)U�
0 (r+ s02(p

0))
Z t0+T0=2

t0

dt01F
�
1 (t

0
1)e

i�1(t01)U+�
0 (r0 + s01(p

0))

�
Z tf

t0+T0=2

dt2F
�
2 (t2)e

i�2(t2)U��
0 (r+ s2(p))

Z t0+T0=2

t0

dt1F1(t1)e
�i�1(t1)U+

0 (r+ s1(p))

Les fr�equences !1 et !2 rendant maximale la quantit�e pr�ec�edente sont celles pour lesquelles l'int�egrale

quadruple sur les quatre instants t1; t2; t
0
1; t

0
2 est stationnaire. Nous allons voir comment la courbure

intervient dans la condition de stationnarit�e.

Rappelons l'expression des fonctions de courbure :

U+
0 (x; y; z) = L+(z) e�L

+(z)x2=w2
0 e�L

+(z)y2=w2
0

L+(z) =
1

1� 2iz
b

=
w2
0

w2(z)
+ i

b

2R(z)
b = k0w

2
0

w2(z) = w2
0 +

4z2

k20w
2
0

R(z) =
b2

4z
+ z (I.3)

On obtient des expressions semblables avec U�
0 en prenant simplement le complexe conjugu�e, impli-

quant L�(z) = w2
0

w2(z)
� i b

2R(z)
.
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Nous cherchons �a quanti�er la modi�cation de la condition de phase stationnaire. Comme nous

recherchons la correction de premier ordre �a cet e�et, nous nous autorisons l'approximation sui-

vante, qui consiste a �egaliser les impulsions p et p0 dans les arguments des fonctions de courbure :

s01;2(p
0) ' s01(p). Si on avait a�aire �a des ondes �electromagn�etiques planes, l'int�egration spatiale en-

trâ�nerait p = p0. Du fait du pro�l spatial, cette �egalit�e est partiellement relax�ee et p� p0 peut être
de l'ordre de ~�k o�u �k est la largeur dispersive des fonctions U+

0 . On suppose donc l�egitimement

que l'approximation p ' p0 conduit seulement �a n�egliger un terme d'ordre sup�erieur en la courbure.

On e�ectue alors d'abord l'int�egration en position r. On e�ectue un changement de coordonn�ees

pour aligner �a chaque fois le vecteur x suivant la composante transverse p? envisag�ee. Grâce �a ce

choix, la composante de si selon l'axe Ox est �egale �a
p?
m
� (ti � t0), et le composante de si selon Oy

est nulle. Avec cette convention et l'approximation pr�ec�edente sur l'impulsion, l'int�egrale devient :

�lev =
1

(i~)4

Z
d2p?dpz
(2�~)3=2

Z
d3p0

(2�~)3=2
 (0)(p; t0) 

(0)�(p0; t0)

�
Z
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(2�)1=2

Z
dx

(2�)1=2

Z tf

t0+
T0
2

dt02F2(t
0
2)e

�i�2(t02)e
�L�

w2
0
(x+ p?

m
(t02�t0))

2 Z t0+
T0
2

t0

dt01F
�
1 (t

0
1)e

i�1(t01)e
L+

w2
0
(x+ p?

m
(t01�t0))

2

�
Z tf

t0+
T0
2

dt2F
�
2 (t2)e

i�2(t2)e
L�

w2
0
(x+ p?

m
(t2�t0))2

Z t0+
T0
2

t0

dt1F1(t1)e
�i�1(t1)e

�L+

w2
0
(x+ p?

m
(t1�t0))2

�
Z

dy

(2�)1=2
e
�
�
L+

w2
0

+L+

w2
0

+L�

w2
0

+L�

w2
0

�
y2

ei(p�p
0)�r=~

En toute rigueur les fonctions L+ intervenant dans cette expression devraient être �evalu�ees �a des

altitudes di��erentes et d�ependant des instants t1; t2; t
0
1; t

0
2, par exemple L+ (z + s1z) avec s1z =

pz
m
(t1 � t0) � 1

2
g(t1 � t0)

2. Nous e�ectuons une ultime approximation simpli�catrice, qui consiste

�a n�egliger la d�ependance temporelle de ces fonction et �a consid�erer qu'on �evalue tous les termes L�

au même endroit, approximation justi��ee par le fait que l'on se place en champ lointain. On n'a alors

plus qu'un seul param�etre L+ qui intervient dans les int�egrales.

Nous pouvons voir �a pr�esent comment les fonctions de courbure s'int�egrent dans les phases com-
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plexes de l'int�egration. La population l�evitante totale peut ainsi être mise sous la forme :

�lev =
1

(i~)4

Z
d2p?dpz
(2�~)3=2

Z
d3p0

(2�~)3=2
 (0)(p; t0) 
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dt02e
�i�c2(t02;x;p?)K 0

2(x; z; t
0
2)

Z t0+T0=2

t0

dt01e
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e
�
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+L+

w2
0

+L�

w2
0

+L�

w2
0

�
y2

ei(p�p
0)�r=~

Les fonctions de phase �c, s'obtiennent en �ecrivant que :

�c
1
2
(t1) = � 1

2
(t)� k0

2R(z)
(x� s 1

2
(t))2

Il y a ici une simpli�cation important qui consiste �a n�egliger la variation temporelle du rayon de

courbure. En e�et, ce rayon d�epend bien de z, une premi�ere approximation consiste �a l'�evaluer �a

l'altitude moyenne du nuage, et une seconde consiste ensuite �a n�egliger la variation de courbure occa-

sionn�ee par la d�ependance temporelle de l'altitude moyenne. Ensuite, on remarque que la composante

transverse de s1 est r�eduite �a p?=m(t1 � t0) grâce �a notre choix de coordonn�ees. En�n nous mettons

la phase '2 sous la forme : '2(t) =
�
!2 � r2 T02

�
(t� t0) + 1

2
r2(t� t0)2. Nous obtenons :

�c
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�
!1 � !ab � ~k

2
0

2m
� k0pz

m
+
k0p?x
mR
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�
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2
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2
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2m2R

�
(t1 � t0)2

�c
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�
!2 � r2T0

2
� !ab + ~k20

2m
+
k0(pz + ~k0)

m
� k0p?x

mR

�
(t2 � t0) +

�
1

2
r2 � 1

2
k0g � k0p

2
?

2m2R

�
(t2 � t0)2

(I.4)

En supposant que la deuxi�eme interaction ait lieu �a t = t0 + T0=2 (ce qui correspond �a l'un des

diagrammes l�evitant possible), on r�e�ecrit donc la deuxi�eme phase avec un d�eveloppement quadratique

autour de cette valeur. La condition de stationarit�e d�eterminant la fr�equence de r�esonance mesur�ee

dô�t être estim�ee �a l'instant central de l'impulsion consid�er�ee.



ANNEXE J

Approche variationelle de l'�evolution de

nuages gaussiens.

J.1 Calcul du Lagrangien e�ectif.

Nous pr�esentons ici le calcul du Lagrangien e�ectif associ�e �a l'�evolution de nuages gaussiens en

pr�esence d'un potentiel de contact et d'interactions �a distance. Nous partons de l'expression g�en�erale

du Lagrangien pour la fonction d'onde d'un nuage condens�e :

L(�;��) =
i~

2

Z
d3r

�
�(r; t)

@��(r; t)
@t

� ��(r; t)
@�(r; t)

@t

�
+

Z
d3r��(r; t)

�
�~

2r2

2m
+ U0(r)

�
�(r0; t)

+
1

2

Z
d3r0d3r��(r0; t)��(r; t)

�
Vc(r� r0) + Vd(r� r0)

�
�(r; t)�(r0; t)

(J.1)

Le potentiel V d�esigne le potentiel dipolaire :

V (R) = gd
1� 3 cos2 �R

R2
cos �R = R � z (J.2)

Pour obtenir l'expression du Lagrangien e�ectif, nous ins�erons dans cette expression les fonctions

d'essai gaussiennes :

�
w;�!� ;�!� (r; t) = A(t)

Y
�=x;y;z

e�(���0)
2=(2w2

�(t))+i���(t)+i�
2�2�(t) (J.3)

Les di��erents termes du Lagrangien peuvent être obtenus en faisant appel �a des int�egrales gaussiennes

du type : Z
due�ibu

2

=

r
�

b

Z
duue�ibu

2

= 0

Z
duu2e�ibu

2

=
1

2b

r
�

b
(J.4)
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Le premier terme associ�e �a la d�eriv�ee de la fonction d'onde s'�ecrit :Z
d3r

i~

2

�
�
@��

@t
� ��@�

@t

�
=

Z
d3r

�
i~

2
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A _A� �A� _A
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�
_�xx+ 2 _�xx

2
�
+ termes en y,z

� Y
�=x;y;z

e�(���0)
2=w2

�

=
�3=2wxwywz

2

�
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�
A _A� �A� _A

�
+ jAj2

�
2~ _�xx0 + 2~ _�x

�
x20 +

w2
x

2

��
+ y,z

�
(J.5)

Le terme associ�e �a l'�energie cin�etique se calcule de fa�con similaire :Z
d3r

~
2

2m
jr�(r; t)j2 =

Z
d3r

~
2jAj2
2m

�
(x� x0)2

w4
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+ (�x + 2�xx)
2 + y,z...
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e�(���0)
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=
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+
~
2

m
�2 +

~
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m
4��x0 +

~
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m
4�2

�
x20 +

w2
x

2

��
(J.6)

La contribution de l'�energie potentielle au Lagrangien et de l'�energie de contact s'�ecrivent respecti-

vement : Z
d3r

�
1

2
m�2xx

2 + y,z

�
j�(r; t)j2 = �3=2wxwywzjAj21

2
m�2x

�
x20 +

w2
x

2

�
(J.7)Z

d3r g0 j�(r; t)j4 = g0
�3=2wxwywz

2
p
2

jAj4 (J.8)

Reste en�n �a calculer le terme dû aux interactions dipolaires. Celui-ci est de la forme :

Ld = gd

Z
d3r1 d

3r2
1 � 3 cos2 �r1�r2

(r1 � r2)2 j�(r1)j2j�(r2)j2 (J.9)

On reformule cette int�egrale avec le changement de variables R = (r1 + r2)=2, r = (r1 � r2)=2 :

Ld = gdjAj4
Z
d3R d3r

����@r1; r2@R; r

���� 1 � 3 cos2 �r
r2

Y
�=x;y;z

e�(R�+r�=2)2=w2
� e�(R��r�=2)2=w2

� (J.10)

On est ramen�e au calcul d'une int�egrale sur une seule des coordonn�ees car l'int�egrale sur R est

triviale. Le terme dipolaire du Lagrangien s'exprime alors �a l'aide d'une int�egrale sur une seule des

coordonn�ees :

Ld = (2�)3=2wxwywz gdjAj4
Z

d3r
1 � 3 cos2 �r

r2

Y
�=x;y;z

e�r
2
�=(2w

2
�) (J.11)
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On ne cherchera pas �a calculer ce terme explicitement, seule sa d�ependance vis �a vis des param�etres

du Lagrangien nous int�eresse. L'ensemble des contributions pr�ec�edentes donne le Lagrangien :

Le =
�3=2wxwywz

2

�
i~

2

�
A _A� � A� _A

�
+ jAj2
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~ _�x +
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+
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m
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2
p
2
+ 4
p
2gd

Z
d3r

1� 3 cos2 �r
r2

Y
�=x;y;z

e�r
2
�=(2w

2
�)

##

J.2 Equations du mouvement des largeurs du nuage.

Nous calculons ici les �equations du mouvement pour les largeurs �a partir des �equations d'Euler-

Lagrange obtenues avec le Lagrangien e�ectif. Ces �equations sont pr�esent�ees dans [125, 100], les

calculs interm�ediaires correspondants pr�esentent cependant de nombreuses erreurs.

@

@t

�
@Le

@ _q

�
=
@Le

@q
(J.12)

A�n d'all�eger les notations, nous notons C0 la contribution correspondant au terme en facteur de

jAj2 et CI celle comportant en facteur de jAj4 (provenant des interactions.) :
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1� 3 cos2 �r
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(J.13)

Les �equations d'Euler-Lagrange pour les param�etres q = A;A� s'�ecrivent alors :

� i�3=2 ~ d

dt
[A�wxwywz] = A�C0 + 2jAj2A�CI (J.14)

i�3=2 ~
d

dt
[Awxwywz] = AC0 + 2jAj2ACI (J.15)

La combinaison A� (J:14)� A� � (J:15) redonne la conservation du nombre d'atomes :

�3=2jAj2wxwywz = Cte = N (J.16)
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Les �equations du mouvement pour les param�etres �� et �� relient ces param�etres �a la position et �a

la vitesse moyenne :

_�0 =
~

m
(2�� �0 + ��) (J.17)

d

dt

�
w2
� + 2�20

�
=

4~2

m

�
�� (w

2
� + 2�20) + �� �0

�
(J.18)

L'�equation (J.17) re�ete en fait simplement l'�equation de Hamilton dhri=dt = hpi=m. On peut l'uti-

liser dans l'�equation (J.18) pour exprimer �� en fonction de la largeur correspondante uniquement :

�� =
m _w�

2~w�
(J.19)

Cette relation permet de retrouver le facteur de phase intervenant lors d'une transformation d'�echelle.

En termes de variables hydrodynamiques, elle correspond en fait l'�equation de continuit�e.

Nous allons �a pr�esent obtenir un syst�eme d'�equations di��erentielles ferm�e sur les largeurs. L'�equa-

tion d'Euler-Lagrange sur les param�etre wx donne le r�esultat :

1

w�

�
�3=2wxwywz

2
i~
�
A� _A� A _A�

��
= jAj2 dC0

dw�
+ jAj4dCI

dw�
(J.20)

La combinaison d'�equations A � (J:14) + A� � (J:15) permet d'exprimer le terme faisant intervenir

le pr�efacteur A en fonction des largeurs :

�3=2wxwywz

2
i~
�
A� _A� A _A�

�
= jAj2C0 + 2jAj4CI (J.21)

En utilisant cette derni�ere expression dans l'�equation (J.20), on obtient :

jAj2
�
dC0

dw�
� C0

w�

�
= jAj4

�
2
CI

w�
� dCI

dw�

�
(J.22)

On remarque que dans le premier terme toutes les contributions proportionnelles �a w� disparaissent.

Le second terme est ais�e puisque CI est proportionnel �a �. En utilisant la relation (J.16) traduisant

la conservation du nombre d'atomes, l'�equation pr�ec�edente s'�ecrit :
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(J.23)

On peut r�e�ecrire l'�equation sous la forme suivante en isolant les termes en � et en interpr�etant le
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membre de droite comme la d�eriv�ee d'une quantit�e :

2~

�
_�� +

2~

m
�2�

�
= �dV

e

dw�
(J.24)

o�u la quantit�e V e s'exprime comme :

V e(wx; wy; wz) =
X

�=x;y;z

�
~
2

2mq2�
+
m

2
�2�q

2
�

�
+

NCI

�3(wxwywz)2
(J.25)

Eliminons �a pr�esent les termes en �� de l'�equation (J.23) au pro�t des largeurs w�. R�e�ecrivons

l'�equation (J.19) sous la forme :

_w� =
2~

m
��w� (J.26)

En d�erivant cette �equation, on reconnait le terme en � de l'�equation (J.23) :

m �w� = 2~

�
_�� +

2~

m
�2�

�
w� (J.27)

Grâce �a cette relation, le membre de gauche de l'�equation (J:23) s'exprime comme la d�eriv�ee seconde

des largeurs w� :

m �w� = �dV
e

dw�
(J.28)

L'�evolution des largeurs w� suit donc celle de la position d'un point mat�eriel �ctif �evoluant dans le

potentiel :
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Publications sur les senseurs �a atomes en

l�evitation.

Space-time sensors using multiple-wave atom interferometry

R�ef�erence [126]

Gravim�etre �a cavit�e d'ondes de mati�ere

R�ef�erence [127]

Matter-Wave Cavity Gravimeter

R�ef�erence [94]



Space-time sensors using multiple-wave atom interferometry
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We propose a space-time sensor based on a succession of levitating Bordé-Ramsey interferometers
set in a vertical configuration. The sample is coherently trapped in the longitudinal momentum
space thanks to a multiple wave interference phenomenon. The system constitutes a matter-wave
resonator in momentum space, whose set of resonance conditions yields a promising sensitivity in
both the inertial and the frequency domain.

PACS numbers: 06.30.Ft, 06.30.Gv,37.25.+k, 03.75.Dg, 42.50.Ct

Optical clocks have become frequency standards of
high fractional accuracy, currently of the order of
10−16 [1], and are as such promising tools to investi-
gate basics physics through a battery of fundamental
tests [2]. Horizontal Bordé-Ramsey interferometers [3, 4]
have been used successfully to build atomic optical clocks
of high stability [5]. However, in presence of gravity,
this system presents two drawbacks: curvature shifts re-
sulting from the transverse field profile exploration by
the traveling atoms and a finite interrogation time [6].
This has led the metrology community to privilege ex-
periments built around atomic traps [7], able to keep
the sample in the Lamb-Dicke regime, thereby reduc-
ing residual shifts due to atomic motion and increasing
the interaction time with the interrogation field. This
paper proposes instead to circumvent the previous lim-
itations with a multiple-wave atom interferometer [8],
which rests on a succession of vertical Bordé-Ramsey in-
terferometers. The usual sequence of two pairs of π/2
pulses with inverted wave-vectors is here directed verti-
cally, thus providing a net vertical momentum transfer to
the atoms. The repetition of this sequence, assorted to
a set of resonance conditions, gives rise to a levitation of
the atomic sample. Field curvature effects are reduced by
the system geometry, in which the laser beam and sample
propagation axes coincide. Numerical simulations con-
firm that a fast central fringe narrowing occurs when the
atomic sample is interrogated over several bounces, and
that the multiple wave interference preserves the atomic
population in levitation. Beyond seducing experimental
features for frequency metrology, this system exhibits a
special physical effect, which is the coherent localization
of an atomic sample in momentum through a construc-
tive multiple wave interference process. This motivates
an analogy with an atomic Fabry-Perot resonator [9] in
momentum space. This setup, derived from an earlier
gravimeter proposal [10], has been presented in a num-
ber of conferences [11].

Let us begin by considering a simple yet important
point illustrated on Fig. 1: when is a sequence of two
distinct π/2 pulses equivalent to a single π pulse? The
answer to this question, not as trivial as it seems, is
essential for Ramsey interferometry and also for our

system, which rests on a controlled momentum transfer
through a sequence of π/2 pulses. We consider a diluted
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FIG. 1: Action of two distinct π/2 pulses on a free-falling
atomic wave-packet. The phase difference between the two
outgoing wave-packets comes from the classical action and
laser phase acquired on each path, and from the distance of
their centers.

sample of two-level atoms evolving in the gravity field
(considered as uniform) according to the Hamiltonian
H = p2

2m + mgz, initially in the lower state a and
described by the Gaussian wave-function [12] ψa(r, t0) =

π−3/2
√
wx0wy0wz0

e
−m

2~

�
(x−xi)2
w2
x0

+
(y−yi)2
w2
y0

+
(z−zi)2
w2
z0

�
+ i
~pia(t0)·(r−ri)

.
After the two π/2 light pulses, performed at times ti and
tf = ti + T , the initial wave-packet has been split into
four packets following two possible intermediate trajecto-
ries. The excited wave-function receives two wave-packet
contributions coming from either path and associated
with the absorption of a photon at times ti and tf , of
common central momentum pf = pi + ~k + mgT and
respective central positions rfa and rfb. On each path,
these wave-packets acquire an action phase Sa,b/~ and
a laser phase φa,b evaluated at their center and at the
corresponding interaction time. Both contributions to
the excited state are phase-matched if the following
relation is verified [13]:

−pf · rf,a + Sa + ~φa = −pf · rf,b + Sb + ~φb (1)
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The action and laser phases read respectively Sa,b =
mg2T 3/3 + pia,ib ·gT 2 + (p2

ia,ib/2m−mgzi−Ea,b)T and
φa,b = k · ri,fa − ω1,2(ti,f − tc) + φ0

1,2. We have intro-
duced the initial central momentum along the excited
path pib = pia+~k , and the central time tc = (ti+tf )/2
used as phase reference for the two pulses. The terms
pf ·rfa,b reflect the atom-optical path difference between
both wave-packets at their respective centers. Condi-
tion (1) is fulfilled if the laser frequencies ω1,2 are set to
their resonant values

ω1,2 =
1
~

(
Eb +

(p1,2 + ~k)2

2m
− Ea −

p2
1,2

2m

)
(2)

with p1 = pi, p2 = pi + mgT and if the laser phases
φ0

1, φ0
2 verify φ0

1 = φ0
2. If these conditions are fulfilled,

and if the sample coherence length w is much larger than
the final wave-packet separation |rf,a − rf,b| - or equiv-
alently if the Doppler width k∆p/m experienced by the
travelling atoms is much smaller than the frequency 1/T
-, one obtains an almost fully constructive interference
in the excited state. The succession of two π/2 pulses
then mimics very efficiently a single π pulse, the quantum
channel to the lower state being shut off by destructive
interferences.

This compensation of the phase induced by the ex-
ternal atomic motion through fine-tuned laser phases
is at the heart of our proposal. A key point is that
condition (1), expressing the equality of the quantity
I = −pf · rf + S + ~φ for both paths, is independent
of the initial wave-packet position. Identical conditions
on the pulse frequencies and frequency ramp thus pre-
vail to obtain the full population transfer for a group of
atomic wave-packets with a common average momentum
and internal state. This property will allow to address
simultaneously the numerous wave-packets generated in
the π/2 pulse sequence.

Applying a second sequence of two π/2 pulses with
downward wave-vectors [15], one obtains a vertical
Bordé-Ramsey interferometer bent by the gravity field
sketched on Fig. 2 Starting with a sufficiently coherent
sample in the lower state, and with well adjusted frequen-
cies (2) and ramp slopes, the previous discussion shows
that a net momentum transfer of 2~k is provided to each
atom during the interferometric sequence. For the special
interpulse duration

T := T 0 =
~k
mg

, (3)

these atoms end up in the lower state with their ini-
tial momentum. Two major benefits are then expected.
First, the periodicity of the sample motion in momen-
tum gives rise to levitation. Second, only two frequencies,
given by (2), are involved in the successive resonant pairs
of π/2 pulses. In particular, the first and the fourth pulse
of the Bordé Ramsey interferometer, as well as the sec-
ond and the third one, correspond to identical resonant
frequencies: ω0

1 = ω0
4 and ω0

2 = ω0
3 .

Altitude

g

a

Time

b

a

b

a

b

b

b

b

a

a

a

b

b

a

a

a

b

b

a

Bordé-Ramsey Interferometer

2
+k

2
+k

2
-k

2
-k

0 T

Atoms

1st resonator cycle

4T3T

2T

FIG. 2: Levitating atomic trajectories in the sequence of
pulses. The first four pulses generate a vertical Bordé-Ramsey
interferometer. The central positions of the wave-packets ex-
plore a network of paths which doubles at each laser pulse.

If the previous conditions are fulfilled, the repetition
of the interferometer sequence gives rise to a network of
levitating paths - sketched on Fig. 2 - reflecting the dif-
fusion of the atomic wave in the successive light pulses.
The same laser field is used to levitate the sample and to
perform its interrogation, generating a clock signal based
on either one of the two frequencies ω0

1 , ω
0
2 . Our measure-

ment indeed rests on the double condition (2, 3), which
must be fulfilled to ensure this periodic motion: should
the parameters (T, ω1,2,3,4) differ from their resonant val-
ues (T 0, ω0

1,2,3,4), the outgoing channels would open again
and induce losses in the levitating cloud, which can be
tracked by a population measurement. We expect mul-
tiple wave interference to induce a narrowing of the res-
onance curve associated with the levitating population
around this condition.

We consider a free-falling diluted sample, taken at
zero temperature and described initially by a macro-
scopic Gaussian wave-function. In-between the pulses,
the propagation of a Gaussian wave-packet is amenable
to a change of its central position and momentum ac-
cording to classical dynamics, of its widths according
to w2

x,y,z(t) = w2
x,y,z0 + ~2

4m2w2
x,y,z0

(t − t0)2, and to the

addition of the action phase already considered [16].
Since the light pulses are short, their action onto each
atomic wave-packet is efficiently modeled by a position-
dependent Rabi matrix [17] evaluated at the packet cen-
ter. The evolution of each wave-packet is thus very sim-
ple. However, their number doubles at each light pulse,
which makes their book-keeping a computational chal-
lenge. This difficulty, intrinsic to the classical simulation
of an entangled quantum state, has limited our investi-
gation to a sequence of sixteen pulses, involving 28 levi-
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tating Bordé-Ramsey interferometers associated with the
resonant paths and a total number of N ' 64000 atomic
waves sufficient to probe the expected multiple wave in-
terference effects.

The atomic transition used in this setup should have
level lifetimes longer than the typical interferometer du-
ration (ms), and the atoms should be cooled at a subre-
coil temperature - for instance by outcoupling the sample
from a source condensate - in order to keep a sufficient
levitating population in spite of the momentum filtering
realized by the successive interferometers. Possible can-
didates are the Sr, Yb and Hg atoms, which have a nar-
row clock transition in their internal structure. To guar-
antee a sufficient overlap of the interfering wave-packets,
we consider a cloud of coherence length w = 100 µm
much larger than the wave-packets separation 2h on the
order of 2h ' 15 µm. Last, this sample is taken suf-
ficiently extended and diluted to render interaction ef-
fects negligible. The π/2 pulses have a Rabi pulsation
of Ω = 2π × 105Hz. Fig. 3 shows the levitating and the
falling atomic population in the lower state as a func-
tion of the frequency shift δω from the resonant frequen-
cies ω0

1,2,3,4. It reveals a fully constructive interference in
the levitating arches when the resonance conditions are
fulfilled, as well as the expected narrowing of the cen-
tral fringe associated with the levitating wave-packets.
Falling wave-packets yield secondary fringe patterns with
shifted resonant frequencies, which induce an asymmetry
in the central fringe if the total lower state population
is monitored. This effect, critical for a clock operation,
can nonetheless be efficiently attenuated by limiting the
detection zone to the vicinity of the levitating arches.
This strategy improves as the levitation time increases:
the main contribution to the “falling” background comes
then from atoms with a greater downward momentum
and thus further away from the detection zone. Besides,
multiple wave interferences sharpen the symmetric “lev-
itating” central fringe fast enough to limit the effect of
the asymmetric background of falling fringes. Consider-
ing a shift δT from the resonant duration T0, one obtains
also a central fringe narrowing as the number of pulses
increases and thus an improved determination of accel-
eration g through condition (3).

To keep the sample within the laser beam diameter, it
is necessary to involve a transverse confinement, which
may be obtained by using laser waves of spherical wave-
front for the pulses [10]. In contrast to former horizontal
clocks [5], the atomic motion is here collinear to the light
beam, which reduces the frequency shift resulting from
this wave-front curvature. A weak-field treatment, to
be published elsewhere, shows that this shift is propor-
tional to the ratio ∆ωcurv. ∝ k〈v2

⊥〉T/R, involving the
average square transverse velocity 〈v2

⊥〉 and the field ra-
dius of curvature R at the average altitude of the levitat-
ing cloud. An other key point is that the central fringe
sharpens fast as the sample experiences these first in-
terferometers, which confirms the accuracy improvement
expected for both the frequency and acceleration mea-

surement through multiple wave interference. Let us note
that, as current atomic clocks and sensors, our proposal
implies technological challenges likely to limit the accu-
racy of these measurements, such as the management of
spurious phase shifts induced by acousto-optical modu-
lators generating chirped pulses [19]. Fortunately, this
effect can be estimated and partially corrected [5].
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FIG. 3: Fraction of the total sample population levitating
(full line) and falling (dashed line) in state a after one, two,
three and four sequences of four pulses as a function of the
frequency detuning δω (kHz) (ω1,2,3,4 := ω0

1,2,3,4 + δω) and
for a resonant interferometer duration 2T 0 ' 1, 5ms.

An analysis of the atomic motion in momentum space,
sketched in the energy-momentum diagram of Fig. 4, is
especially enlightening. In this picture, the total energy
accounts for the rest mass, the kinetic and the gravita-
tional potential energy. It is a parabolic function of the
momentum. Each star stands for a specific wave-packet,
the motion of which between the light pulses is repre-
sented by horizontal dashed arrows, in accordance with
energy conservation. For the duration T := T 0, and for
a sufficiently coherent atomic sample, Fig. 4 reveals that
the atomic motion in momentum is periodic and bounded
between two well-defined values associated with the pho-
ton recoil. The momentum confinement is here provided
by destructive interferences which shut off the quantum
channels going out of this bounded momentum region.
This remarkable property suggests an analogy with a res-
onator in momentum space. Following this picture, we
have computed the lower-state wave-function after N res-
onant pulse sequences of duration 2T0, considering only
the vertical axis with no loss of generality. Each wave-
packet ends up at rest, and with a momentum dispersion
∆pf . Applying the phase relation (1) successively be-
tween the multiple arms, one obtains: ψa(p, t0+2NT0) =

CNe
− p2

∆p2
f
∑
Paths e

−izfp. CN is a complex number, and
the altitudes zf are the endpoints of the resonant paths
drawn on Fig. 2, on which the sum is performed. By la-
belling these paths with the instants of momentum trans-
fer, this sum appears up to a global phase as an effec-
tive canonical partition function of N independent par-
ticles, with Z1 = 2 cos2 (kTp/2m) the one-particle par-
tition function. This yields a wave-function of the form
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ψa(p, t0 + 2NT0) = C ′Ne
iφ(p,N)e

− p2

∆p2
f cos2N (p/pm), with

pm = 2m/kT0. As N → +∞, multiple wave interferences
thus yield an exponential momentum localization, scaled
by the momentum pm, around the rest value p = 0. The
diffusion in altitude observed in the network of paths of
Fig. 2 reflects a back-action of this localization.
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FIG. 4: Motion of the atomic wave-packets in the energy-
momentum picture for the interferometer duration 2T 0.
Figs. (a,b,c,d), associated with the 1st,2nd,3rd and 4th light
pulses respectively, show the packets present in coherent su-
perposition (full stars) immediately after - or transferred
(transparent stars) during - the considered pulse, whose ef-
fect is represented by a full red arrow.

To summarize, we have proposed a space-time atomic
sensor achieving the levitation of an atomic sample
through multiple wave interference effects in a series of
vertical π/2 light pulses. The sensitivity of this levita-
tion towards a double resonance condition can be used
to realize a frequency or an acceleration measurement,
with an accuracy improving with the number of interfer-
ing wave-packets. The sample needs to be cooled at a
subrecoil temperature in order to yield the desired inter-
ference effects. For a sufficiently diluted cloud, transverse
confinement may be provided by the wave-front of spher-
ical light pulses. This system involves no off-resonant
trapping light field and is thus exempt from the cor-
responding frequency shifts. It appears as a promising
alternative to current optical-lattice clocks [1] and cold
atom gravimeters [18]. It may also operate as an atomic
gyrometer [4, 20] by tilting the lasers or by introduc-
ing additional horizontal light pulses, and exploiting the
generated horizontal wave-packet motion. As exposed,
this setup is a passive resonator in momentum space, it
could nonetheless also be turned into an active system
through matter-wave amplification by plunging the levi-
tating wave-packets into a reservoir of source atoms.
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Gravimètre à cavité d’ondes de matière
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Abstract. We describe a matter-wave cavity based gravimeter closed on one end by periodic Gaussian
Raman pulses. The gravimeter sensitivity increases quickly with the number of cycles experienced by the
condensate inside the cavity. The matter wave is refocused thanks to a spherical wavefront for the Raman
pulses. This technique opens the way to experimental realizations of controllable atom optics devices such
as condensate lenses or convergent mirrors.

La réalisation de condensats de Bose-Einstein permet d’envisager de nouveaux dispositifs
interférométriques utilisant la cohérence et la collimation de faisceaux atomiques. Néanmoins, les in-
teractions entre atomes peuvent jouer un rôle limitant et dégrader cette collimation [1]. Nous proposons
ici un schéma de cavité résonnante fondé sur la stabilisation d’un condensat par impulsions Raman
gaussiennes périodiques. En adaptant la période des impulsions à l’accélération gravitationnelle, on ob-
serve une résonance sur le nombre d’atomes préservés dans la cavité après un certain nombre de cycles
qui permet la détermination de l’accélération de la gravité. Une adaptation du front d’onde du faisceau
laser permet de plus de rendre ce miroir sphérique et d’obtenir un confinement paraxial du condensat.

1. CYCLE SUIVI PAR LE CONDENSAT

Le cycle effectué par le condensat est résumé sur la figure 1. Initialement au repos dans l’état |z = z0, g>,
le condensat est soumis après une chute libre de T/2 à une première impulsion Raman � lui transférant
une vitesse v = 2h̄k/m uz (k vecteur d’onde des lasers). On inverse le désaccord des lasers et on soumet
le condensat à une deuxième impulsion Raman �. L’onde atomique reçoit ainsi un transfert d’impulsion
à chaque cycle. Ce miroir Raman permet de ramener le condensat dans l’état initial si la période T entre
deux cycles satisfait la condition de résonance: T = T0 := 4h̄k/mg (1). Le condensat repasse alors au
repos entre les deux impulsions Raman. Afin d’obtenir un coefficient de réflexion maximal, le désaccord
Raman doit satisfaire: �2 − �1 = �eg − mg2T 2

0 /8h̄ (2).

2. CONDITIONS DE STABILITÉ ET SENSIBILITÉ

Si on répète le cycle d’impulsions-miroir avec une période T0, le condensat repasse périodiquement
dans l’état initial. Afin que cette cavité gravitationnelle soit à résonance, les deux conditions doivent
être satisfaites. La première condition est cependant beaucoup plus critique que la seconde. En effet, un
faible écart à la période T0 définie par (1) va donner lieu à une accélération du condensat et à une perte
d’atomes augmentant à chaque cycle, alors qu’une violation de la condition (2) se traduira par une perte
d’atomes constante. Même si le désaccord Raman n’est pas parfaitement ajusté, on pourra donc observer
une résonance lorsque T varie. La largeur de cette résonance diminuant en n−3/2, l’estimation de T0 et
donc de g est d’autant plus précise que le nombre n de cycles effectués est élevé. La figure 2 montre

Article published by EDP Sciences and available at http://www.edpsciences.org/jp4 or http://dx.doi.org/10.1051/jp4:2006135102
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Figure 1. Un cycle d’évolution du condensat
(z0 est l’altitude initiale du condensat).

Figure 2. Nombre d’atomes présents dans la cavité
après 50,100,1000 cycles en fonction de T/T0. avec
T0 ≈ 0.76 ms, initialement N = 106 atomes et une
pulsation de Rabi � = 2� 104 Hz.

la prédiction de la résonance après 50,100,1000 cycles, où l’on a supposé la condition (2) parfaitement
vérifiée. Une théorie détaillée de l’évolution de la fonction d’onde atomique au cours de chaque cycle a
été développée par une extension du formalisme ABCD prenant en compte les interactions [2].

En l’absence d’un mécanisme permettant de stabiliser transversalement la cavité, l’expansion du
condensat et la taille finie du miroir Raman limitent le nombre de cycles du condensat dans la cavité [3].
Des procédés de focalisation de l’onde atomique utilisant l’impression de phase via les déplacements
lumineux ont été proposés [4]. La difficulté de contrôler précisément l’intensité d’une onde laser donne
lieu à des fluctuations de phase engendrant des aberrations optiques importantes. Nous proposons de
refocaliser l’onde atomique en utilisant plutôt la courbure du front d’onde d’un mode laser gaussien.
Le calcul correspondant sera exposé dans une publication ultérieure [2].

3. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’amplification atomique implique la réalisation d’éléments permettant une optique atomique cohérente
et notamment de stabiliser un mode. Cette stabilisation intervient dans notre montage grâce à la
sélectivité en vitesse des impulsions Raman et également grâce au profil de front d’onde. La stabilisation
de la cavité par ajustement de la période entre les impulsions fournit une détermination de l’accélération
de la gravité g. Il est possible d’imaginer une version 3D de la cavité précédente, afin de réaliser
un dispositif interférométrique multidimensionnel en microgravité [5].
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ABSTRACT We propose a gravimeter based on a matter-wave
resonant cavity loaded with a Bose–Einstein condensate and
closed with a sequence of periodic Raman pulses. The gravime-
ter sensitivity increases quickly with the number of cycles expe-
rienced by the condensate inside the cavity. The matter wave is
refocused thanks to a spherical wave-front of the Raman pulses.
This provides a transverse confinement of the condensate which
is discussed in terms of a stability analysis. We develop the
analogy of this device with a resonator in momentum space for
matter waves.

PACS 06.30.Gv; 06.30.Ft; 03.75.-b; 03.75.Dg; 32.80.Lg;
32.80.-t; 32.80.Pj

1 Introduction

The realization of gravimeters loaded with cold
atomic clouds has drastically increased the accuracy of the
measurement of gravitational acceleration to a few parts per
billion [1, 2]. The recent obtention of quasi-continuous atom
lasers now opens new perspectives for gravito-inertial sensors
with the possibility to load these devices with a fully coher-
ent and collimated matter source instead of the incoherent
cold atomic samples used so far. In this paper we investigate
a gravimeter based on a resonant matter-wave cavity loaded
with a Bose–Einstein condensate. The condensate is stabi-
lized in momentum space thanks to a sequence of periodic
“mirror pulses” consisting in velocity-sensitive double Ra-
man π-pulses. Between the pulses, the optical potential is
shut off and the condensate experiences a pure free fall. Other
measurements of the acceleration of gravity have been pro-
posed, based on the Bloch oscillations of an atomic cloud in
a standing light wave [3, 4] or on the bouncing of a cloud on
an evanescent-wave optical cavity [5, 6]. In our setup, we can
minimize parasitic diffusions processes [7] which may kick
atoms out of the cavity and thus limit the lifetime Tcav. The ex-
pansion of the atomic cloud, whose size quickly exceeds the
diameter of the mirror, usually limits the number of bounces
in the cavity [6]. As in [5, 6], we circumvent this problem

� Fax: +33 143255542, E-mail: francois.impens@obspm.fr,
christian.borde@obspm.fr

by using a “curved mirror” which refocuses periodically the
condensate. This gives a very promising sensitivity for the
proposed gravimeter, which increases as T 3/2

cav with the atom
interrogation time Tcav as in standard atom gravimeters [1].

2 Determination of the acceleration of gravity:
principle of the measurement

Following up our approach in [8], we present in
this section a first simple description of the proposed matter-
wave cavity and give a heuristic analysis of its performance as
a gravimeter.

2.1 Principle of the experiment

The principle is to levitate a free falling atomic
sample by providing a controllable acceleration mediated by
a coherent atom–light interaction. Radiation pressure could
provide levitation, but the resulting force is not precisely tun-
able if tied to incoherent spontaneous emission processes.
A better choice to provide this acceleration is thus a series of
vertical Raman pulses. Indeed these pulses impart coherently
a very well defined momentum to a collection of atoms [9].
A sequence of Raman pulses of identical effective wave vec-
tor k interspaced with a duration T gives an acceleration to
an atomic cloud which is monitored by the choice of T . Lev-
itation occurs when the sequence of vertical Raman pulses
compensates, on average, the action of gravity. This stabiliza-
tion is obtained thanks to a fine-tuning of the period between
two pulses: after a fixed time, one observes a resonance in the
number of atoms kept in the cavity for the adequate period
T0. The atomic cloud is then well stabilized, and the aver-
age Raman acceleration equals the gravitational acceleration.
Knowing the period T0, one can infer the corresponding Ra-
man acceleration and thus the gravity acceleration g. The ratio
hk/m can be simultaneously determined using the resonance
condition of the Raman mirrors.

2.2 Description of the cavity

As displayed in Fig. 1, the atomic sample, initially
at rest in the lower state a, is dropped. After a free fall of du-
ration T/2, during which the sample acquires a momentum
gT/2, we shine a first Raman π pulse of 2 counter-propagating
lasers with respective wave vectors kdown = k1 and kup = k2

and respective frequencies ωdown = ω1 and ωup = ω2. This
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brings the atom from the internal state a to an internal state b
with a momentum transfer 2hk = k2 − k1. Then we shine
a second Raman π pulse with kdown = k4 and kup = k3, with
respective frequencies ωdown = ω4 and ωup = ω3 (ω3 −ω4 ∼
ω2 −ω1). This pulse brings the atomic internal state back to
state a with an additional momentum transfer 2hk. If the two
successive pulses are sufficiently close, this sequence acts as
a single coherent “mirror pulse” which keeps the same in-
ternal state a and modifies the atomic momentum by 4hk.
In particular, if the initial momentum is −2hk, the mirror
simply inverts the velocity. This “mirror pulse” is velocity-
sensitive: it reflects only the atoms whose vertical momentum
belong to a tiny interval around a specific value p0. Thus,
in order to bounce several times, the atoms should have the
same momentum p0 immediately before each “mirror pulse”.
This implies a resonance condition (1) on the period between
two pulses. The adequate momentum p0 is set by the energy
conservation during the pulse and fulfills the resonance condi-
tion (2). As depicted in Fig. 2, if the resonance condition (1)
is satisfied, the sample will have a periodic trajectory in the
momentum space. It is this periodicity of the atomic momen-
tum for an adequate time-spacing T0 of two successive “mirror
pulses”, which yields the picture of a matter-wave cavity in
momentum space. Figure 3 represents an energy–momentum
diagram of the atomic sample during a cavity cycle.

2.3 Resonance conditions

For the resonant period T0, the momentum kick im-
parted during each “mirror pulse” is equal to the momentum
acquired through the free fall between two such pulses:

T0 = 4hk

mg
. (1)

If the period T differs from T0, the atomic cloud takes an
acceleration a = 4hk/m(1/T −1/T0). The average speed re-
sulting from this acceleration drifts the momentum of the
atoms from the optimum value p0 = −2hkuz satisfying the
Bragg condition (2) associated with elastic energy conserva-
tion. This drives the atoms progressively out of resonance and

FIGURE 1 Setup description

FIGURE 2 Altitude and momentum of the atom sample as a function of
time for the resonant period T = T0 and for different initial velocities. The
atom cloud always undergoes a periodic motion in momentum space even
with a nonzero initial velocity. The figure illustrates three different cases of
stable cavity in momentum space

FIGURE 3 Energy–momentum diagram of the condensate. z0 represents
the height from which atoms are dropped

a part of the cloud will not be reflected by the “mirror pulses”.
When T differs from T0, we thus observe a drift in position and
momentum as well as a leakage of the condensate. It should
be noted that if T = T0, a non-zero initial velocity does not
reduce fundamentally the number of bounces of an atomic
sample (Fig. 2). Indeed, only the periodicity of the momentum
space trajectory matters, and provided that one adjusts the Ra-
man detuning to account for the shift in the momentum p0, the
sample can still be reflected several times. The atomic sam-
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ple merely drifts with a constant average vertical velocity, the
only limitation being then the finite size of the experiment.
Thanks to this flexibility in the initial velocity, the resonance
observed is robust to an imperfect timing of the trap shutdown.

Bragg resonance conditions express the energy conserva-
tion during the pulses:

ω1 +ωb + δAC + (p +2hk)2

2mh
= ω2 +ωa + p2

2mh

ω4 +ωa + (p +4hk)2

2mh
= ω3 +ωb + δAC + (p +2hk)2

2mh
. (2)

p is the matter-wave average momentum immediately before
the first Raman pulse, and δAC is the light shift. Thanks to this
second set of conditions, which directly impacts the reflec-
tion coefficient, the “mirror pulses” act directly as the probe
of the resonant time-spacing T0 expressed in (1). When the
atomic sample is dropped without initial speed, for a nearly
resonant period T � T0, the first pulse brings the sample at
rest, so that both pulses play a symmetric role. If one does
the replacements ω1 → ω3 and ω2 → ω4, the mismatch in the
two Bragg conditions is then equal in absolute value, yield-
ing identical reflection coefficients for both pulses. One can
then consider that the two Bragg conditions merge into a sin-
gle one. We assume from now on that the atomic cloud has
no initial velocity1, but the extension to the general case is
straightforward.

The two conditions (1) and (2) must be satisfied to ensure
the resonance of the matter-wave cavity. Nonetheless, condi-
tion (1) on the period is much more critical than the Bragg
condition (2). Indeed, a slight shift in the period T from its
optimum value T0 implies for the condensate an upward or
downward acceleration. The increasing speed acquired by the
atoms will generate, through Doppler shifting, a greater viola-
tion of the Bragg resonance condition and thus greater losses
at each “mirror pulse”. Conversely, a mismatch in the de-
tuning ω2 −ω1 with the adjustment T = T0 will only induce
constant losses at each cycle. The observation of a resonance
in the number of atoms, when one scans the period between
two Raman pulses, is thus very sharp and robust to an im-
perfect adjustment of the Raman detuning. Consistently, we
choose to determine the acceleration of gravity g through con-
dition (1). Figure 4 sketches the number of atoms in the cavity
as a function of the period T after different numbers of cycles
with a detuning matching perfectly condition (2). We observe
that the resonance in T becomes sharper as the number of cy-
cles increases.

2.4 Expected sensitivity

Let us derive the resonance figure associated with
the period T . We characterize the mismatch in the Bragg con-
dition by an “off-Braggness” parameter y(p) function of the
average momentum of the atoms [10]:

y(p) = 1

2Ω0

[
hk2/2m +2p ·k/m − (ω1−ω2 −ωba − δAC)

]

(3)

1 Bose–Einstein condensates can be brought at rest very accurately and
are thus well suited for our system.

FIGURE 4 Number of atoms in the cavity after 1, 10, 50 cycles as a func-
tion of the ratio T/T0 (T0 � 3.8 ms). We took Ω0 = 2π × 5×103 Hz. The
number of atoms initially present in the cavity was fixed to be N = 106

where Ω0 the effective Rabi frequency of the Raman pulse
and p the momentum immediately before the first pulse. The
Raman detuning is adjusted to be resonant if p = p0uz =
−2hkuz, so we adjust the detuning to match y(−2hkuz) = 0:

y(p) = (pz +2hk)k

2mΩ0
= (pz +mgT0/2)k

2mΩ0
. (4)

In the remainder of this section, we focus on the vertical com-
ponent of momentum, which we note as p to alleviate the
notations. Because of the mismatch in the Bragg condition,
only a fraction �(p) of the atomic cloud will then be trans-
ferred during the first Raman pulse:

�(p) =
sin2

(
π
2

√
1 + y(p)2

)

1 + y(p)2
. (5)

For the second Raman pulse, the mismatch is equal in value
and opposite in sign, so the same fraction of atoms undergoes
the second transition. The reflection coefficient of the “mirror
pulse” is then simply the product of these values:

R(p) =
sin4

(
π
2

√
1 + y(p)2

)

(1 + y(p)2)2
. (6)

The part of the cloud which is not reflected will simply go on
a free fall and have an off-Braggness parameter of y(p−mgT)

for the next “mirror pulse”. We will adopt experimental pa-
rameters such that y(mgT0) � 1, so that non-reflected atoms
are insensitive to subsequent Raman transitions and can be
considered as expelled from the cavity.

The average momentum acquired by the atomic cloud re-
sults from a competition between the gravitational accelera-
tion and the kicks of the “mirror pulses”. Given a period T
for the sequence, the average vertical momentum of the cloud
immediately before the n-th “mirror pulse” is simply:

pn = −mgT/2 + (n −1)×mg(T0− T) . (7)

The remaining fraction of the cloud after n cycles is thus:

R(T) = R(p1)...R(pn) . (8)

We expand this expression in Appendix A for nearly reso-
nant pulses. We have assumed that a relative variation ε of the
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condensate population can be tracked experimentally. This
computation shows that the error in the determination of the
gravity acceleration can be less than:

|∆g|
g

≤
√

3

8

1

hk2

(
Ω0

√− log(1 − ε)

n3/2

)

+
∣
∣∣
∣
∆vr

vr

∣
∣∣
∣ (9)

where vr = hk/m is a recoil velocity which can be measured
independently or, as stated before, directly from resonance
condition (2) [11]. This velocity has been determined with
an accuracy as good as a few 10−9 for Cs [12, 13] and Rb
atoms [14], ultimately limits the performance of our gravime-
ter. Figure 5 displays the relative error in the determination of
the acceleration of gravity obtained from a numerical simula-
tion with the reflection coefficient (6). It shows a very good
agreement with the analytic expression (9) after about 10
cycles.

Formula (9), thus, yields a sensitivity which scales as
n3/2 = (

Tcav/T0
)3/2

, where Tcav is the interrogation time of
the atoms and T0 the duration of a cycle at resonance. We,
thus, obtain the expected improvement of the sensitivity with
the atom interrogation time. This is normal since the accu-
racy of the measurement also increases with the selectivity of
the Raman pulses. The mirror pulses should thus be as long
as possible to act as efficient atom velocity probes. Ideally,
each pulse should last half of the optimal period T0. The atom
sample would then fall in a continuous light field. This setup
resembles that of Cladé et al. [3], except that here the atomic
sample is interacting with a travelling wave, and that in add-
ition to condition (1) we have a double Raman condition (2).

In the previous description, one could in principle main-
tain the sample for an arbitrarily long time inside the cavity
provided that the two resonance conditions are fulfilled, yield-
ing an extremely accurate measurement of the gravitational
acceleration. In fact, even at resonance, systematic losses
occur that limit the number of condensate cycles. Practically,
one can hope to keep a significant number of atoms in the
cloud up to a certain number of n cycles, which reflects the
sample lifetime Tcav = nT0 at resonance. These losses at res-
onance have several origins.

First, they can result from imperfect recoil transfers due to
residual fluctuations in the Raman lasers intensities. Raman

FIGURE 5 Error on ∆g/g as a function of the number of cycles, with
Raman pulses of Rabi pulsation Ω0 = 2π × 5×103 Hz and a detection
threshold of ε = 10−3. The lower curve is the actual sensitivity based on
a simulation with a condensate of infinitely narrow momentum distribution.
The upper curve is the analytic formula (9)

impulsions can be very effective though, since these transfers
have been realized with an efficiency as high as 99.5%.

Second, parasitic diffusions may eject atoms from the cav-
ity. These processes, such as absorption followed by sponta-
neous emission, can be made arbitrarily small by using far-
detuned Raman pulses. This limitation is thus essentially of
technical nature.

Third, the cloud expansion can drive the atomic sample
out of the Raman lasers. Indeed, if the cloud is not refocused,
its transverse size exceeds quickly the diameter of the Raman
lasers. The atoms would then be limited to a few cycles in the
cavity. It is, thus, essential to involve a mechanism that stabi-
lizes transversally the atomic cloud. We expose in Sect. 4 two
ways to focus the atomic sample.

3 ABCD analysis of the matter-wave cavity

In the following, we will calculate explicitly the
evolution of an atom sample in our gravitational cavity using
the ABCD matrix formalism [15–17]. In this section, we as-
sume that the atom density after the initial free fall is suffi-
ciently low to make the effect of interactions negligible during
the subsequent bounces.

3.1 Description of the atomic sample

We will restrict ourselves to a Bose–Einstein con-
densate which, in the Hartree–Fock approximation, can be
described by a macroscopic wavefunction Ψ(r, t). After the
initial free-fall, the evolution follows the linear partial differ-
ential equation:

ih∂t |Ψ(r, t)〉 = [
p2/2m + HG

] |Ψ(r, t)〉 , (10)

where HG is the Hamiltonian associated with gravito-inertial
effects. From the linearity of this equation, we can deduce
the time evolution of any arbitrary wave function from the
propagation of a complete set of functions. As explained in
the Appendix C, the propagation of such a basis, the Hermite–
Gauss modes Hlmn(r), can be extracted from the propagation
of a generating Gaussian wave function [17]:

Ψα(r) = 1√
det(X0)

exp
[

im

2h
(r− r0)Y0 X−1

0 (r− r0)

+ i

h
(r− r0) · (p0 −2hX̃−1

0 α
)+ 1

2
αX−1

0 X∗
0α

]
. (11)

The matrices X0, Y0 and the vectors r0, p0 correspond respec-
tively to the position and momentum widths, to the average
position and to the average momentum of the wave func-
tion. We can then restrict our derivation without any loss of
generality to the propagation of (11). Since the Hamiltonian
HG can be considered with a very good approximation to be
quadratic in position and momentum, the wave-packet (11)
follows the ABCD law for atom optics [16]. In order to alle-
viate the notations, we shall omit to mention the index α in the
subsequent computations and denote the corresponding state
|Ψr0,p0,X0,Y0〉.
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3.2 Initial expansion

Before the trap shutdown, the condensate evolves
under the Hamiltonian H = p2/2m + HG + HTrap. We re-
move the gravitational term HG thanks to a unitary transform
UG(t, t0):

|Ψ(t)〉 = UG(t, t0)|Φ(t)〉 . (12)

UG(t, t0) represents the evolution of a quantum state under
a gravitational field. Performing this unitary transform is
equivalent to studying the condensate in the non-inertial free
falling frame. The state |Φ(t)〉 then evolves under the Hamilto-
nian HFree Fall = p2/2m + HTrap. The condensate is taken to be
initially in the strong coupling regime, so that the correspond-
ing wave function Φ(r, t) follows the scaling laws established
by Castin and Dum [18] for the Thomas–Fermi expansion.
The initial wave function Φ(r, t0 ) corresponds to the Thomas–
Fermi profile. We represent concisely its evolution by the
unitary transform UTFE(t, t0):

|Φ(t)〉 = UTFE(t, t0)|Φ(t0)〉 . (13)

It is indeed not useful at this point to explicit this transform,
whose expression is given in the Appendix B. We transform
back to the laboratory frame at the time t1 when we start to
shine the first “mirror pulse”:

|Ψ(t1)〉 = UG(t1, t0)UTFE(t1, t0)|Φ(t0)〉 . (14)

The resulting quantum state |Ψ(t1)〉 will be taken as a start-
ing point for the subsequent oscillation of the condensate in
the cavity. Its evolution is conveniently obtained by decom-
position on a suitable basis of Hermite–Gauss modes Hlmn(r),
as explained in the preceding paragraph. The initial free fall
simply determines the initial coefficients of the projection:

Ψ̂ (r, t1) =
∑

l,m,n

clmn(t1)Hlmn(r) . (15)

3.3 Propagation of a Gaussian wave-packet
in the diluted regime

The evolution of free falling atoms in a Raman
pulse is non-trivial since the gravitational acceleration makes
the detuning (3) time-dependent:

∆(t) = ω1 −ω2 −ωba −2(p −mg t uz) ·k/m

−2hk2/m − δAC . (16)

The behavior of a two-level atom falling into a laser wave has
been solved exactly [19]. Gravitation alters significantly the
two-level atom state trajectory on the Bloch sphere when the
pulse duration τ becomes of the order of:

τg = 1√||k||||g|| � 10−4 s . (17)

Indeed, for this duration the off-Braggness parameter (3)
changes significantly during the pulse. As seen in the previous

section, in order to probe effectively the resonance condi-
tion (1), the Raman π-pulses need to be velocity-selective.
This leads us to consider pulse durations on the order of the
millisecond, typically longer than τg. It is then necessary to
compensate the time-dependent term induced by the accelera-
tion of gravity in the detuning by an opposite frequency ramp
chirping the pulse.

The simultaneous effects of gravito-inertial and electro-
magnetic fields can be decoupled thanks to an effective propa-
gation scheme developed by Antoine and Bordé [16, 17]. It
accounts for the electromagnetic interaction through an in-
stantaneous diffusion matrix Ŝ and for gravito-inertial effects
through a unitary transform U1(T, 0):

|Ψ(T)〉 = U1(T, 0) Ŝ |Ψ(0)〉 . (18)

Following this propagation method, it is sufficient to apply
an effective instantaneous diffusion matrix for each “mirror
pulse” and evolve the state between the pulse centers as if
there was no electromagnetic field.

3.4 Action of the effective instantaneous
interaction matrix Ŝ
We study in this paragraph the interaction of the

condensate with a quasi-plane electromagnetic wave, for
which the instantaneous diffusion matrix Ŝ is known. This
matrix is operator-valued, but momentum operators can be
taken as complex-numbers since the considered wave func-
tion is a narrow momentum wave-packet centered around
a nearly resonant momentum p0 (i.e., such that y(p0) 	 1).
In other circumstances, this interaction can give rise to fine
structuring effects such as the splitting of the initial wave into
several packets following different trajectories (Borrmann ef-
fect) [10]. Following the approach of Sect. 3.1, we consider
a Gaussian matter-wave:

|Ψ0〉 = |a, Ψr0,p0,X0,Y0〉 . (19)

We study the interaction of this atomic wave with a “mirror
pulse” involving two linearly polarized running laser waves:

E = E(x, y) cos(kz −ω1t +Φ1)

+ E(x, y) cos(kz +ω2t +Φ2) . (20)

With respect to the population transfer, electromagnetic fields
may be treated as plane waves in the vicinity of the beam
waist. The effective diffusion matrix Ŝ(k, p0) associated to
a Raman pulse effective wave vector k and applied to a wave-
packet of central momentum p0 then yields [10]:

Ŝ(k, p0) =
(

Sbb Sba

Sab Saa

)
(21)

Saa = S∗
bb = exp

[
−i(Ωe

AC(r)+Ω
g
AC(r))

τ

2

]
exp (iδ12τ)

×
[

cos
(
Ω0τ

√
1 + y2

)
+ i

2y
√

1 +4y2
sin

(
Ω0τ

√
1 + y2

)]

Sab = Sba = i exp
[
−i(Ωe

AC(r)+Ω
g
AC(r))

τ

2

]
exp (−iδ12τ)

×
(

sin
(
Ω0τ

√
1 + y2

))/(√
1 + y2

)



Applied Physics B – Lasers and Optics

y(p0, k) = −δ12(p0, k)

2Ω0
= − 1

2Ω0
[ω1 −ω2 −ωab −k · p0/m

−hk2/2m − (Ωe
AC(r)−Ω

g
AC(r))] . (22)

ω1, ω2 are respectively the pulsations of the lasers propagat-
ing upward and downward, τ the duration of the pulse, Ωe

AC(r)
and Ω

g
AC(r) are the AC Stark shifts of the associated levels. It

is worth commenting the position dependence of those terms,
which intervene in two different places in the S matrix. In the
off-Braggness parameter y, the term δAC(r) induces an inten-
sity modulation, while in the complex exponential, the term
Ω0(r) = Ωe

AC(r)+Ω
g
AC(r) changes the atomic wave-front.

After each “mirror pulse”, the part of the condensate
which does not receive the double momentum transfer will
fall out of the trap if y(p0 +mgT) � 1. We, thus, project out
those states and focus on the non diagonal terms of the diffu-
sion matrix:

|Ψ(2τ)〉 = 〈a|Ŝ(−k, p0 +hk)|b〉〈b|Ŝ(k, p0)|Ψ(0)〉 . (23)

The state after the mirror pulse is thus:

|Ψ(2τ)〉 = �(r)|a, Ψr0,p0+2hk,X0,Y0〉

�(r) =
e−i2(δ12−Ω0

AC(r))τ sin2
(
Ω0τ

√
1 + y(p0)2

)

(Ω0τ
√

1 + y(p0)2)2
. (24)

The amplitude factor �(r) reflects both the loss of non-
reflected atoms and the change in the atomic beam wave-front.
Expanding the generating wave function (11) into powers of
α, one shows that the effect of the interaction matrix S is the
same on each mode of the expansion (15).

3.5 Gravito-inertial effects

The unitary transform U1(T, 0) represents the
gravito-inertial effects. We refer the interested reader to [17]
for a thorough derivation of this operator. We remind here
the main result necessary for our computation. This op-
erator maps a state defined by a Gaussian of parame-
ters X1, Y1, r1, p1 in position representation onto an other
Gaussian state in position representation whose parameters
X2, Y2, r2, p2 depend linearly on the former according to:
(

X2
Y2

)
=

(
cosh[√γ T ] γ−1/2 sinh[√γ T ]

γ 1/2 sinh[√γ T ] cosh[√γ T ]
)(

X1
Y1

)
. (25)

The coefficient γ represents the gravity gradient assumed to
be constant in time. There is the same matrix relation be-
tween the initial and final position and momentum centers
r1, p1, r2, p2 of the wave-packets, with an additional func-
tion ξ which reflects the constant part of the gravity field. The
transform U1(T, 0) also introduces an additional phase factor
given by the classical action:

U1(T, 0)|a, Ψr1,p1,X1,Y1〉 = eiSCl(T,0)|a, Ψr2,p2,X2,Y2〉 . (26)

Since this phase factor does not play any role in the follow-
ing computations, we do not give its expression here, but it
can be found in [16]. Expanding a generic Gaussian such as

(11) shows that the propagation of any Hermite mode of the
expansion (15) is identical in the gravity field: the Gaussian
parameters X, Y involved in each mode are transformed iden-
tically.

3.6 Conclusion: cycle evolution of the matter wave

In our approach, the effect of the interactions has
been neglected after the first bounce and the propagation of
the diluted atomic sample in the cavity is essentially mode-
independent. Nonetheless, in experiments where atomic sam-
ples of higher density are bouncing on electromagnetic mir-
rors [6, 20–22], interactions do change the shape of the cloud
during the propagation. As we shall see in the next section, in-
teractions impact the transverse velocity distribution in a way
that can lead to a reduced stability of the cavity. In the follow-
ing, we will review possible focusing techniques to solve this
problem.

4 Matter-wave focusing

We investigate in this section two possible curved
mirrors. We first review a focusing technique based on
the phase imprinting through a position-dependent Stark
shift [23]. Afterwards, we introduce an original focusing
mechanism based on a laser wave-front curvature transfer.

4.1 Matter-wave focusing with phase imprinting

This method has the advantage of leading to
tractable equations. It relies on a position dependent Stark
shift provided by quasi-plane waves with a smooth intensity
profile:

E(x, y) = E0

(
1 − x2 + y2

w2

)
u . (27)

Unfortunately, this Stark shift implies a position-dependence
due in the population transfer. This results in a loss of atoms
which makes this focusing method hardly compatible with the
extreme cavity stability required by this experiment. Nonethe-
less, it is interesting to demonstrate the effect on the wave
curvature induced by this position dependent light shift. In
this perspective, we neglect the position dependence in the
population transfer but not in the phase of the diffracted matter
wave. Indeed this shift ΩAC(r) = Ω0

AC

(
1 −2 x2+y2

w2

)
imprints

a quadratic phase to the matter wave:

|Ψ(2τ)〉 = �1 exp
[
−i

4Ω0
ACτ

w2
(x2 + y2)

]
|a, Ψr0,p0+2hk,X0,Y0〉 .

(28)

The position-independent phase shift is hidden in the co-
efficient �1. Using expression (11) for the wave function
Ψr0,p0+2hk,X0,Y0 , one can recast the last equation into:

|Ψ(2τ)〉 = �1|a, Ψr0,p0+2hk,X1,Y1〉 (29)

with:
(

X1
Y1

)
=

(
1 0

− 8hΩ0
ACτ

mw2 P⊥ 1

)(
X0
Y0

)
(30)
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with P⊥ projection matrix on the transverse directions:

P⊥ =
⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠ (31)

The AC shift factor, thus, changes the Gaussian parameters
of the matter wave just like a thin lens of focal f in classical
optics, where the transform law yields:
(

X1
Y1

)
=

(
1 0

− 1
f 1

)(
X0
Y0

)
(32)

One could, thus, define the focal length of an atom optic de-
vice as the f parameter entering the ABCD transform (30).
Precisely, a phase factor exp [−iα(x2 + y2 + z2)] on a Gaus-
sian atomic wave changes the Gaussian parameters of the
matter wave according to the ABCD law of a thin lens of focal:

f = mα

2h
. (33)

The AC dependent Stark shift thus plays for the atomic beam
the role of a thin lens of focal f = mw2/8hΩ0

ACτ . Let us point
our that this focusing occurs in the time domain so that the
“focal length” is indeed a duration.

4.2 Matter-wave focusing with spherical light waves

As mentioned in the last paragraph, the impossi-
bility to maintain a perfect population transfer on the whole
wave-front while focusing with a light shift effect makes this
technique inadequate for the proposed gravimeter. We inves-
tigate here a different method that does not have this major
drawback. Instead of shaping the atomic wave-front thanks to
an indirect light-shift effect, a better way to proceed is indeed

FIGURE 6 Interaction between a spherical matter wave and a laser. The
laser spherical wave-front refocuses the matter wave

to have the matter wave interact with a light wave of suitable
wave-front, like on Fig. 6. Following up this intuitive picture,
we propose an alternative matter-wave focusing scheme, fully
original to our knowledge, based on the matter-wave interac-
tion with electromagnetic fields of spherical wave-front. To
show that the focusing is effective, we compute the transition
amplitude of a matter wave interacting with Gaussian Raman
waves to first order in the electromagnetic field. A similar
computation has been previously performed by Bordé in the
context of atomic beamsplitters [24].

Let us consider for the “mirror pulse” two counter-propa-
gating matched Gaussian beams:

E1(x, y, z, t) = 1

2
U+

0 (r− rw)eik0(z−zw)E(t)eiω1t+iϕ1 + c.c.

E2(x, y, z, t) = 1

2
U−

0 (r− rw)e−ik0(z−zw)E(t)eiω2t+iϕ2 + c.c.

with U±
0 (r) = 1

1 ∓2iz/b
exp

[
− 1

1 ∓2iz/b

x2 + y2

w2
0

]
(34)

where k0 = (k2 − k1)/2. The detuning ω2 −ω1 is adjusted so
that the relevant Raman process be the absorption of a photon
from mode E2 followed by the emission of a photon into mode
E1. We have used the confocal parameter of the light beam
b = k0w

2
0 as well as the complex Lorentzian function L+ [25]:

L+(z) = 1

1 −2iz/(k0w
2
0)

= 1
√

1 + z2

4b2

exp
[
i arctan

( z

2b

)]
.

(35)

The term arctan
(

z
2b

)
is known as the Gouy phase. The match-

ing of the two laser beams is reflected in the relation between
their transverse structures U−

0 (r) = U+∗
0 (r): at each point their

curvature is identical. The Raman diffusion associated with
these fields yields an effective interaction Hamiltonian whose
matrix elements is:

Vba(r, t) = −hΩU+
0 (r− rw)U−∗

0 (r− rw)ei2k0(z−zw)F(t)

× e−i(ω21+r(t−tr))t+iϕ0 + c.c. (36)

The term r(t − tr) accounts for the frequency ramp starting
at time tr, ω21 = ω2 −ω1 is the Raman detuning and F(t) =
|E(t)|2 the time envelope of the pulse. The computation of
the transition amplitude is somewhat involved and deferred to
Appendix D. We obtain:

b(1)(r, t) = iΩ
√

2πei2k0[z−zC0 (t)−2hk0(t−t0)/m]eiϕ′
0

× L+(z − zC0(t))U
+2
0

(
r− rC0(t)− 2hk0

m
(t − t0)

)

〈b, r|U0(t, t0)
∫

d3 p
(2πh)3/2

[
F̃(ωB(pz, k0))〈a, p|Ψ(t0)〉

] |b, p〉 .

(37)

U0(t, t0) is the evolution operator in the gravitational field,
rC0(t) = rw + p0

m (t − t0)+ 1
2 g(t − t0)2 and ωB(pz, k0) a fre-

quency which reflects the Bragg resonance condition:

ωB(pz, k0) = −
[
ωba + k · p

m
+ hk2

2m
−ω21 +k · g(tr − t0)

]
.

(38)
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U+2
0 (r) corresponds to a Gaussian mode of confocal param-

eter b = k0w
2
0 and waist w0/

√
2. The first-order term (37) is

the leading contribution to the outgoing excited matter wave.
The filtering of the pulse acts as expected through the Fourier
envelope F̃ (ωB(pz, k0)), significant only for a small velocity
class which can be tuned by the starting time tr of the fre-
quency ramp. The operator U0(t, t0) reflects the propagation
in the gravitational field. The factor L+(z − zC(t)) barely af-
fects the longitudinal shape of the atomic wave, without con-
tributing to the average vertical momentum. As discussed in
Sect. 2, the cavity lifetime of the atomic sample does not de-
pend on its longitudinal profile. Therefore we do not need to
worry about this factor.

What matters is the transverse structure of this outgo-
ing wave, which corresponds to a focusing matter wave. As
suggested in Fig. 6, the curvature of the Gaussian Raman
wave has been transmitted from the laser wave to the atomic
wave through the term U+2

0

[
r − rC0(t)− 2hk0

m (t − t0)
]
. This

term induces a quadratic dependence of the phase on spatial
coordinates:

U+2
0 (r) = exp

[
−2k2

0w
2
0 + i4k0z

k2
0w

4
0 +4z2

(x2 + y2)

]
. (39)

Following the approach of the precedent paragraph, and the
relation (33), this can be interpreted as a thin lens effect.
To express the corresponding focal, we introduce the vector
r̃(t) = r − rC0(t)− 2hk0

m (t − t0). For an atomic wave centered
around z = za at the time t, the interaction with the light field
plays the role of a thin lens of focal f(za, zw, t) to first order in
the electromagnetic field:

f(za, zw, t) = m

h

2k0z̃(t)

k2
0w

4
0 +4z̃(t)2

, (40)

where the parameter z̃(t) is:

z̃(t) = za −
(

p0z +2hk0

m
(t − t0)− 1

2
g(t − t0)

2
)

− zw . (41)

This focal can, thus, be controlled by the relative position of
the laser waist and atomic wave-packet center. This first-order
computation shows how the laser beam curvature is trans-
ferred to the matter beam wave-front and suggests that it is
possible to focus matter waves through Raman pulses with
a spherical wave-front in a controllable manner.

4.3 Transverse stability of the cavity

The main threat to the cavity stability is indeed the
interatomic interactions which will push away the atoms of
the sample from the central axis of the cavity. It is indeed pos-
sible to approximate these interactions with an effective lens.
A detailed ABCD matrix analysis of the interaction effects
will be presented elsewhere. Here we just consider that inter-
actions induce an effective quadratic potential represented by
the diagonal matrix γi .

In the precedent paragraphs, the focusing obtained is only
effective for the transverse directions. This is sufficient, since
the longitudinal spread of the atomic sample does not drive it
out of the laser beams. The transverse stability of the cavity

is entirely reflected in the temporal evolution of the Gaussian
parameters X(t), Y(t). The final parameters are related to the
initial parameters by the ABCD matrix:
(

cosh[√γi T ]− P⊥
f

√
γi sinh[√γiT ]γi

−1/2 sinh[√γiT ]√
γi sinh[√γi T ]− P⊥

f cosh[√γiT ] cosh[√γi T ]

)

.

(42)

Since the gravity gradient is diagonal, the matrix (42) is in-
deed a tensor product of three 2×2 matrices Mx

⊗
My

⊗
Mz

corresponding to each direction x, y and z. Therefore the time
evolution of the longitudinal and transverse Gaussian param-
eters is decoupled. The matter wave will be confined if each of
the transversal 2×2 matrix has eigenvalues inferior to unity in
modulus. This condition is equivalent to:

0 ≤ cosh[√γixT ]−
√

γix sinh
[√

γixT
]

2 f
≤ 1 , (43)

and a similar condition holds for γiy. In our approach of rea-
sonably diluted propagation, a slight curvature in the mirror
counteracts the effective interaction gradient γi and stabilizes
transversally the matter-wave beam.

5 Conclusion

We would like to point out the physical insight pro-
vided by the picture of a cavity in momentum space. Such
a cavity is only possible in atom optics since photons, whose
velocity is fixed to c, cannot be accelerated. In our system, the
corresponding momentum wave-packet oscillates between
two well-defined values (Fig. 2), with a resonance observed
for the adequate time-spacing of the mirrors. We can push fur-
ther the analogy with an optical cavity. The force mg is the
speed of the field in the momentum space. 4hk is the momen-
tum analog for the cavity length. The cycle period T0 of the
wave propagating in momentum space is orders of magnitude
longer than the usual cycle time of a pulse in an optical cavity.

Let us look again at the resonance condition (1) with
this picture in mind. This relation corresponds in momentum
space to:

T = L/c (44)

with the replacements mg → c (propagation velocity in mo-
mentum space) and 4hk → L (distance in momentum space).
The usual resonance condition for an optical cavity yields:

T = n2L/c n ∈ N . (45)

The difference can be explained by the fact that, unlike in an
optical cavity where the light goes back and forth between the
mirrors, the “way back” in momentum space from −2hk to
2hk has to be provided by the light pulse. This explains why
the factor 2 is absent in the denominator of (44). The integer
n is absent in the resonance condition (44) because we con-
sidered only two-photon Raman pulses for the optical mirrors.
Indeed, for each period Tn = nT0, the cavity becomes resonant
with mirror pulses based on n-photons processes. In order to
levitate, the atomic sample needs to receive from the light
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pulse an adequate momentum transfer of 4nhk. This momen-
tum fixes the number of photons exchanged for each possible
resonant period Tn .

In the proposed gravimeter, the momentum cavity is
loaded with short single atomic pulses well-localized in mo-
mentum space, since the instantaneous velocity distribution
is sharply peaked at any time. This is the analog of a fem-
tosecond pulse propagating in an optical cavity. It would be
interesting, however, to load the cavity with a continuous
flow of free falling atoms coming from a continuous atom
laser. At a fixed momentum, the contributions from different
times would sum-up and interfere, exactly like in a Pérot–
Fabry interferometer. This system would then constitute to
our knowledge the first example of a momentum space cavity
continuously loaded with a matter-wave beam.

We have studied the levitation of an atomic sample by pe-
riodic double Raman pulses. In our system, the matter wave
is trapped in an immaterial cavity of periodic optical mir-
rors. For the adequate time interspace between two pulses,
the atomic sample is stabilized and levitate for a long time.
Thanks to the sensitivity of the stabilization to this period,
one obtains an accurate determination of the gravitational
acceleration.

In our approach, the system could be loaded with any
atomic sample describable by a macroscopic wave function.
It is indeed not necessary to impose an initial small velocity
dispersion, since the first mirror pulse will serve as a filter for
a narrow velocity-class, while the next pulses will serve as
a probe. Many aspects developed in this paper are still valid
for a thermal cloud. Nonetheless, Bose–Einstein condensates
are ideally suited for this trap since matter-wave focusing is
more efficient with a single mode coherent source. In this
paper we have considered only π-pulses for the atom-.light
interactions. In fact, one could consider other schemes, for
example one could split each π-pulse in two co-propagating
π/2-pulses separated by a dark space resulting in a sequence
of Ramsey–Bordé interferometers [17]. Since the sensitivity
to gravitation is proportional to the area covered in space-
time by the interferometer, the optimal situation is obtained
when the co-propagating π/2-pulses are separated by T0/2.
An experimental realization of this proposal is planned with
the support of the Institut Francilien de Recherche en Atomes
Froids (IFRAF).
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Appendices
A Computation of the gravimeter sensitivity

After n nearly-resonant cycles, the fraction of the
cloud preserved becomes:

R(T) = R(p1)...R(pn)

with R(p) =
sin4

(
π
2

√
1 + y(p)2

)

(1 + y(p)2)2
, (A.1)

with expression (7) for the momenta:

pn = −mgT/2 + (n −1)×mg(T0− T) . (A.2)

At resonance T = T0, one would have p1 = ... = pn =
−2hk and y(p1) = ... = y(pn) = 0. For a big number of cy-
cles n, in the vicinity of the resonance T � T0 one still has
y(p1), ..., y(pn) 	 1. The expression for the reflection coef-
ficients simplifies to:

R(pi) = 1

(1 + y2(pi))2
+ O(y4(pi))

= 1 −2y2(pi)+ O(y4(pi)) . (A.3)

The fraction of atoms kept in the cloud can then be expressed
as:

log
1

R(T)
= −

n∑

i=1

log (R(pi)) �
n∑

i=1

log
(
1 +2y2(pi)

)
.

(A.4)

We insert expression (7) for the momentum in (4) to derive an
expression for the off-Braggness parameter:

y(pi) � g(T − T0)k

Ω0
× i . (A.5)

The reflection coefficient becomes:

log
1

R(T)
�

n∑

i=1

log

(
1 +2i2 g2(T − T0)

2k2

Ω2
0

)
. (A.6)

This sum may be approximated by an integral because i � 1:

log
1

R(T)
�

n∫

1

dx log
(

1 +2x2 g2(T − T0)
2k2

Ω2
0

)
. (A.7)

This integral can be performed analytically:

∫
dx log(1 +ax2) = −2x +2

arctan(
√

ax)√
a

+ x log(1 +a x2) .

(A.8)

We set a = 2g2(T − T0)
2k2/Ω2

0 , which verifies
√

an � y(pn)

	 1. We can then use expression (A.8) in (A.7) and Taylor
expand the right hand side:

log
1

R(T)
� −2n +2

[
n − 1

3
an3

]
+nan2 = 1

3
an3 . (A.9)

We have omitted the small term coming from the lower bound
of the integral. We finally obtain:

log
1

R(T)
= 2g2k2(T − T0)

2n3

3Ω2
0

. (A.10)
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Let the condensate perform n bounces for a range of values
of T close to the expected value T0, and detect the number of
atoms in the cloud afterwards. If a relative variation ε can be
tracked experimentally, we can bound the period T0 between
T1 and T2 such that R(T1) = R(T2) = 1 − ε. According to our
previous computation:

|T2 − T0| � |T1 − T0| �
√

3 log(1/1 − ε)

2

Ω0

gk

1

n3/2
. (A.11)

We infer the gravitational acceleration from the period T0

thanks to relation (1), so that their relative errors are related
by:
∣∣
∣∣
∆g

g

∣∣
∣∣ ≤

∣∣
∣∣
∆T

T

∣∣
∣∣+

∣∣
∣∣
∆vr

vr

∣∣
∣∣ . (A.12)

with the recoil velocity vr = hk/m. This gives the following
upper bound for the relative error on the gravitational acceler-
ation g:

|∆g|
g

≤
√

3

8

1

hk2

(
Ω0

√− log(1 − ε)

n3/2

)

+
∣
∣∣∣
∆vr

vr

∣
∣∣∣ . (A.13)

B Thomas–Fermi expansion

The evolution of a condensate initially in the strong
coupling regime yields [18]:

UTFE(t, t0)|Φ(t0)〉 = |Φ(t)〉 , (B.1)

with:

Φ(r, t) = e−iβ(t)eim
∑

j r2
j λ̇j (t)/2hλj (t)

√
λ1(t)λ2(t)λ3(t)

Φ̃(r/λj(t), t0)

and Φ̃(r, t0) �
(

µ

N0g

)1/2 (
1 −ω2

⊥
(x2 + y2)

R2
−ω2

z
z2

Z2

)1/2

.

For a cigar-shaped condensate, the frequency ratio ε = ωz
ω⊥ is

small and we may keep track of the radial expansion only:

λz(t) = 1 λ⊥(t) =
√

1 +ω2⊥t2 (B.2)

β(t) = µ

hω⊥
arctan

(
1 +ω2

⊥t2) . (B.3)

C Propagation of a wave function:
the method of the generating function

Let us assume that we know the solution of a linear
PDE for a family of initial conditions indexed by α:

∂t f(r, t,α) = Ł( f)(r, t,α)

f(r, 0,α) = 1√
det(X0)

exp
[

im

2h
(r− r0)Y0 X−1

0 (r− r0)

+ i

h
(r− r0) · (p0 −2hX̃−1

0 α)+ 1

2
αX−1

0 X∗
0α

]

= Ψα(r) , (C.1)

where Ł is a linear differential operator in the first two vari-
ables of the function f . Hermite modes can be defined through
an analytic expansion of the exponential Ψα(r):

exp[rM1 r+ rM2α+αM3α] = erM1 r

×
∑

l,m,n

il+m+nαl
1α

m
2 αn

3 Hlmn

(
M̃2r,−1

2
M3

)
. (C.2)

From the linearity of Ł, the propagation of an Hermite–Gauss
mode Hlmn, i.e., the solution at future times of the partial dif-
ferential equation with initial condition:

∂t glmn(r, t) = Ł(glmn)(r, t)

glmn(r, 0) = Hlmn(r) (C.3)

can be inferred from the coefficient of αl
1α

m
2 αn

3 in the α expan-
sion of f(r, t,α), after a change of variables in the argument
of the Hermite polynomial. The propagation of any arbitrary
wave function Ψ(r, t) then follows by linearity from the com-
putation of the initial projection on the Hermite–Gauss basis:

Ψ(r, t) =
∑

l,m,n

clmn glmn(r, t)

with clmn =
∫

d3rH∗
lmn(r)Ψ(r, 0) . (C.4)

D Computation of the first-order transition
amplitude with spherical waves

The state vector evolves under the Hamiltonian
H = H0 + HE + V , where H0 accounts for the internal atomic
degrees of freedom, HE = p2/2m +mgz for the external par-
ticle motion and V for the light-field. In this appendix we
compute the transition amplitude to first order in V . To per-
form this computation, we consider the state vector |Ψ̃ (t)〉 in
the interaction picture:

|Ψ(t)〉 = U0(t, t1)|Ψ̃ (t)〉 . (D.1)

U0(t, t1) is the free evolution operator in the absence of light
field between times t1 and t:

U0(t, t1) = exp (−iHE(t − t1)/h) exp(−iH0(t − t1)/h) .

(D.2)

The light field is turned on at time t0. The first-order term of
the Dyson series associated with the potential V is:

|Ψ̃ (1)(t)〉 = 1

ih

t∫

t0

dt ′Ṽ (t ′)|Ψ̃ (0)(t0)〉 , (D.3)

where Ṽ (t ′) is the potential in the interaction picture:

Ṽ (t) = U−1
0 (t, t1)

(
Vba(rop, t)⊗|b〉〈a|) U0(t, t1)+h.c.

= Vba
(
Rop(t, t1), t

)⊗|b〉〈a|eiωba(t−t1) +h.c. (D.4)

Rop(t, t1) is the position operator in the interaction picture,
given by integration of the Heisenberg equation of mo-
tion [17]:

Rop(t, t1) = U−1
0 (t, t1)ropU0(t, t1)

= A(t, t1)rop + B(t, t1)pop + ξ(t, t1) . (D.5)
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The parameter t1, associated with a choice of representa-
tion for the interaction picture, can be chosen as t1 = t0. We
need only consider the term Vba of the interaction potential,
for which we adopt the usual rotating wave approximation.
The first-order transition amplitude b(1)(r, t) is given by the
relation:

b(1)(r, t) = 1

ih
〈b, r|U0(t, t0)

×
t∫

t0

dt ′Vba
(
Rop(t

′, t0), t ′
)⊗|b〉〈a|eiωba(t−t0)U−1

0 (t0, t0)|Ψ(t0)〉.

(D.6)

In order to understand how the light wave structures the
atomic wave-packet, we introduce the matrix elements of V
between plane atomic waves:

b(r, t) = 1

ih
〈b, r|U0(t, t0)

t∫

t0

dt ′
d pd p′

(2πh)3
|b, p′〉eiωba(t′−t0)

×〈p′|Vba
(
Rop(t

′, t0), t ′
) |p〉eiωba(t′−t0)〈a, p|Ψ(t0)〉 .

(D.7)

We introduce the Fourier transform of the interaction
potential:

Vba(r, t) = −hΩF(t)e−i r
2 (t−tr)2−iω21(t−t0)+iϕ0

×
∫

d3k
(2π)3/2

W(k)eik·(r−rw) . (D.8)

To compute the Fourier components of V , we first use the
BCH relation:

eik·(A(t′,t0)rop+B(t′,t0)pop+ξ(t′,t0)) =
eik·A(t′,t0)ropeik·B(t′,t0)pop e

1
2 [ Ã(t′,t0)k·rop,B̃(t′,t0)k·pop]+iξ(t′,t0)) .

(D.9)

The last commutator is responsible for the recoil term, and can
be written:

1

2

[
Ã(t ′, t0)k · rop, B̃(t ′, t0)k · pop

] = ih

2
k̃A

(
t ′, t0

)
B̃

(
t ′, t0

)
k .

(D.10)

The matrix element of the interaction potential contains the
following term:

〈p′|W(k)eik·(A(t′,t0)rop+B(t′,t0)pop+ξ(t′,t0))|p〉
= W(k)eik·B p−i h

2m k̃AB̃k+iξ〈p′|ei Ãk·rop |p〉
= W(k)eik·B p+i h

2m k̃AB̃k+iξδ(p′ − p −h Ãk) , (D.11)

we omitted the
(
t ′, t0

)
to alleviate the notations. The transition

amplitude (D.8) becomes:

b(1)(r, t) = iΩ
∫

d3 pd3k
(2πh)3/2(2π)3/2

×
t∫

t0

dt ′〈b, r|U0(t, t0)|b, p +h Ã
(
t ′, t0

)
k〉W(k)

× eik·(B(t′,t0)p+iξ(t′,t0)−rw)ei h
2m k̃A(t′,t0)B̃(t′,t0)k

× eiωba(t′−t0)F(t ′)e−i r
2 (t′−tr)2−iω21(t′−t0)+iϕ0〈a, p|Ψ(t0)〉

(D.12)

The evolution of the ABCDξ parameters in a constant gravita-
tional field is simple:

A
(
t ′, t0

) = 1

B
(
t ′, t0

) = t ′ − t0
m

ξ
(
t ′, t0

) = 1

2
g(t ′ − t0)

2 . (D.13)

One can extend the computation to include the effect of inter-
actions by taking into account an effective lensing effect in the
ABCD matrices. This approach will be developed elsewhere.
We introduce the Fourier transform F̃(ω) = ∫ dt√

2π
F(t)e−iωt

of the slowly varying envelope F(t ′). The phase in the integral
(D.12) is a second-order polynomial in t ′:

ϕ(t ′) = 1

2
(k · g − r)t ′2 +

[
ωba + k · p

m
+ hk2

2m

−ω21 + rtr −k · gt0 +ω

]
t ′ +ϕ′

0 , (D.14)

where ϕ′
0 is a constant phase term. In order to maximize the

transition amplitude, the chirp rate r should be adjusted to
cancel the quadratic variation of the phase, which yields as
anticipated in Sect. 2:

r = k · g . (D.15)

The time tr, at which the frequency ramp begins, selects the
velocity class of the atoms which undergo the transition. In-
deed, the momentum p of these atoms satisfies:
∣
∣∣∣ωba + k · p

m
+ hk2

2m
−ω21 +k · g(tr − t0)

∣
∣∣∣ ≤ ∆ω , (D.16)

where ∆ω is the spectral width of the time envelope F(t ′). As
a consistency check, we see that this condition reproduces the
resonance condition (2) for tr = t0. The next step in the com-
putation of the amplitude (D.12) is to consider that the matter
wave is out of the interaction zone at the initial and final times.
This is legitimate, since we are in fact interested in computing
a scattering amplitude. This simplification allows us to extend
the bounds of the time integral to infinity, which yields a Dirac
distribution:

b(1)(r, t) = iΩ
√

2πeiϕ′
0

×
∫

d3 pd3k
(2πh)3/2(2π)3/2

〈b, r|U0(t, t0)|b, p +hk〉W(k)

× e−ik·rw〈a, p|Ψ(t0)〉
∫

dωF̃(ω)

× δ

(
ω+ωba + k · p

m
+ hk2

2m
−ω21 +k · g (tr − t0)

)
.

(D.17)
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The Bragg resonance condition selects the Fourier component
of adequate frequency in the temporal envelope. To alleviate
the notations, we note ωB(p, k) the frequency selected by the
Bragg condition:

ωB(p, k) = ωba + k · p
m

+ hk2

2m
−ω21 +k · g (tr − t0) . (D.18)

To simplify the computation, it is useful to assume that the
spectrum F̃(ω) is broad enough to override dispersion effects
of the laser wave. In other words:

ωB(p, k) � ωB(pz, k0) . (D.19)

This is legitimate if the spectral width ∆ω of the pulse F(t)
verifies:

∆ω � ∆kz
p0

m
,∆k⊥

∆p⊥
m

. (D.20)

Within these conditions, the Dirac integral leaves the ampli-
tude:

b(1)(r, t) = iΩ
√

2πeiϕ′
0

×
∫

d3 pd3k
(2πh)3/2(2π)3/2

〈b, r|U0(t, t0)|b, p +hk〉W(k)

× e−ik·rw F̃(ωB(pz, k0))〈a, p|Ψ(t0)〉 . (D.21)

In order to see how the curvature of the light beam is imprinted
onto the atomic beam, we need to perform the integration over
W(k). To compute this spatial Fourier transform, we go back
to the expression of the potential (36):

Vba(r, t) =−hΩU+2
0 (r− rw)

× ei2k0(z−zw)F(t)e−i(ω21+r(t−tr ))t + c.c. , (D.22)

where we have used the relation between the Gaussian modes
U−

0 (r) = U+∗
0 (r). The spatial function inside the potential is

defined by:

U+
0 (r) = 1

1 −2iz/b
exp

[
− 1

1 −2iz/b

x2 + y2

w2
0

]
, (D.23)

with the confocal parameter b = k0w
2
0. It will be useful to in-

troduce its transverse Fourier transform:

U+
0 (r) = w2

0

4π

∫
dkx dky exp

[

− (k2
x + k2

y)w
2
0

4
(1 −2iz/b)

]

.

(D.24)

It is convenient to introduce the Lorentzian function [25]:

L+(z) = 1

1 −2iz/b
. (D.25)

The transverse Fourier transform of W(r) can then be ex-
pressed as:

W(r) = L+2
(z) exp

[
−2L+(z)

x2 + y2

w2
0

]
ei2k0z

=
∫

d2k⊥
(2π)

(
w2

0

4
L+(z)

× exp

[

− (k2
x + k2

y)

4

w2
0

2
(1 −2iz/b)

]

e+i2k0 z

)

eik⊥·r⊥ ,

(D.26)

From this last expression we infer:
∫

dkz

(2π)1/2
W(k)eikz =

L+(z)
w2

0

4
exp

[

− (k2
y + k2

x)

4

w2
0

2
(1 −2iz/b)

]

e+i2k0z (D.27)

The propagation of a plane wave in a gravitational field yields:

〈r|U0(t, t0)|p〉 = 1√
2πh

e
i
h p·reiSCl(t,t0) , (D.28)

with SCl(t, t0) classical action between a trajectory of initial
momentum p, final position r and duration t − t0. The corres-
ponding expression can be recast as:

〈r|U0(t, t0)|p〉 = 1√
2πh

e−img2(t−t0)3/6he− i
2h p·g(t−t0)2

× e
i
h (p−mg(t−t0))·re−i p2(t−t0)/2m . (D.29)

This gives an expression for the matrix element:

〈b, r|U0(t, t0)|b, p +hk〉 = 1√
2πh

e−img2(t−t0)3/6h

× e− i
2h p·g(t−t0)2

e
i
h (p−mg(t−t0))·reik·

(
r− 1

2 g(t−t0)2− p
m (t−t0)−rw

)

× e−iωb(t−t0)e−ihkz
2/2m(t−t0)e−i p2(t−t0)/2me−ihk⊥2(t−t0)/2m .

(D.30)

The momentum distribution W(k) peaked around the value
k = 2k0uz has a width ∆k 	 k0, and one can verify on (D.26)
that its longitudinal width ∆kz is much narrower than the
transverse ones ∆kx,∆ky. The correction to the longitudi-
nal recoil hk2

z/2m when k varies in the width of W(k) is thus
typically much smaller than the transverse recoil. The term
hk2

z/2m in (D.30) will therefore be approximated by 2hk2
0/m.

By summing up the Fourier modes, we will recover for the
atomic wave the transverse Fourier profile of the Gaussian
laser wave (D.26) up to a translation. We note rc(t) = rw +
p
m (t − t0)+ 1

2 g(t − t0)2 the point associated with a classical
motion in the gravity field from rw. The role played by the
position associated with the classical movement and the ac-
tion phase pre-factor are indeed a consequence of the ABCDξ

theorem [16]. Gathering all the terms of (D.21) dependent on
the wavevector k, and using relation (D.29) we can perform
the integration on the wavevector k along:
∫

d2k⊥
(2π)

[∫
dkz

(2π)1/2
W(k)eikz(z−zC )

]
eik⊥·(r⊥−rC⊥)

× e−i
hk⊥2

2m (t−t0)e−i
2hk2

0
m (t−t0)

= L+[z − zC]ei2k0(z−zC )e−i
2hk2

0
m (t−t0) w

2
0

4

∫
d2k⊥
(2π)
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× exp

[
−k⊥2

4

w2
0

2
(1 −2i(z − zC)/b)

]
e−i hk⊥2

2m (t−t0)

× eik⊥·(r⊥−rC⊥(t))

= L+(z − zC(t))ei2k0 [z−zC−2hk0(t−t0)/m] w
2
0

4

∫
d2k⊥
(2π)

× exp

(
−k2⊥

8
w2

0

[
1 − 2i

k0w
2
0

(z − zC(t))− 2hk0(t − t0)

m

])

× eik⊥·(r⊥−rC⊥(t))

= L+(z − zC(t))e
i2k0

[
z−zC (t)− 2hk0

m (t−t0)
]

×U+2
0

(
r− rC(t)− 2hk0

m
(t − t0)

)
. (D.31)

The momentum acquired during the Raman process is re-

flected in the factor e
i2k0

[
z−zC (t)− 2hk0

m (t−t0)
]

. The translation r−
rC(t)− 2hk0

m (t − t0) accounts for the classical motion in the
gravitational field and the momentum acquired during the Ra-
man process. Inserting this result in equation (D.21):

b(1)(r, t) = iΩ
√

2πei−2hk0 [z−zC0(t)−2hk0(t−t0)/m]eiϕ′
0

×
∫

d3 p
(2πh)3/2

e−img2(t−t0)3/6he− i
2h p·g(t−t0)2

e−i p2(t−t0)/2m

× e
i
h (p−mg(t−t0))·re−iωbt L+(z − zC(t))

×U+2
0

(
r− rC0(t)− 2hk0

m
(t − t0)

)
F̃(ωB(pz, k0))〈a, p|Ψ(t0)〉 .

(D.32)

If the atomic wave-packet is sufficiently narrow, the Gaussian
modes L+(z − zC(t))U+

2

(
r− rC(t)− 2hk0

m (t − t0)
)

, which de-
pend on the momentum p through rC(t), are approximately
constant on the width of the distribution F̃(ωB(pz, k0))

〈a, p|Ψ(t0)〉 centered on p0. We can then pull those functions
out of the momentum integral. The phase factor in the mo-
mentum integral correspond to the propagation of plane waves
in a gravitational field. One can thus interpret the momentum
integral as the propagation of the filtered wave-packet in the
gravitational field:

b(1)(r, t) = iΩ
√

2πei2k0[z−zC0 (t)−2hk0(t−t0)/m]eiϕ′
0

× L+(z − zC0(t))U
+2
0

(
r− rC0(t)− 2hk0

m
(t − t0)

)

×〈b, r|U0(t, t0)
∫

d3 p
(2πh)3/2

× [
F̃(ωB(pz, k0))〈a, p|Ψ(t0)〉

] |b, p〉 , (D.33)

with rC0(t) = rw + p0
m (t − t0)+ 1

2 g(t − t0)2. To first order in the
field, the curvature of the Gaussian Raman wave is transferred
in a controlled way to the atomic wave through the terms
L+(z − zC0(t))U

+2
0

(
r− rC0(t)− 2hk0

m (t − t0)
)

.
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