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[C^_[ �Q��.U6�e�69������&uP\�����2�:;�� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ c g
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· ^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&\69&2;~��WC*���!���� 71�"� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a ·
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· ^ · ](��,�������� � �/69&2��gh����# ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ a c
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· ^_a NQ&(69. sO�����|�9gK69R�R����8eC� #B69���S� �����/69��� 7r�S� #$R�. � !�� �������869��#%��&:� ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ g ·
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· ^ n ^ Z �i.���W(69.¬69&(69. sO������^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ n e
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n ^ c ^ Z ji�"��!���� R�������& ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z g n
n ^ c ^_[ 0 WC*��"!���� 7r�"���9g
���2�M���"���-��!86����)^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z g d
n ^ c ^ · ZQ&2�����86�;CsGR����"!"��&2;C� ������&�� &2� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�n e
n ^ c ^ ` ����#$R(69�����/��&2����.��:!/�v��!/�2��#%� �P\69�����¥eO��]2���"�S��!/�2��#%�¦^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�n/Z
n ^ c ^ c ����&2!�. ,2������&2� ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�n4·
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d ^ Z q`���"�/��&:�/69������&<�9g
���2�p�5NiL � · P !"�:;�� ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�n g
d ^_[ JQ,�#%������!869._#%�����(�1;2�|gm���|,�&2������,2!���,����";~�4����;��l^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�nbn
d ^ · Pb69�����¥e:��]2���"�M� #$R�. ��!�� �������869��#%��&:� ^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�d/Z
d ^ ` ����&2!�. ,2������&~^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�d `
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Z eC^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc
Z eC^_[¢]o.���^���71�'�Q6���� &2�MW�,�#$R ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc

Z eC^_[C^ Z q
�4��� ������&u�9g
���2�MR�����W�.���# ^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbc
Z eC^_[C^_[®q`,2��RV�4���®^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�d a
Z eC^_[C^ · JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 0.1
^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^ Z�d g

Z eC^_[C^ `��569&2!"��. .U69������&\���������zR�����W�.���# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ Z�dbn
Z eC^_[C^ c JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 10−4 ^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be Z
Z eC^_[C^_a®JQ,�#%������!869.t���"��,�. ����69�

M = 0.5
^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^ [be ·

Z eC^_[C^ g¯����&2!�. ,2������&2� ^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be2`
Z eC^ · · j�Xx&:7O����!���;uL:� &2��W�,�#$Rb���(69&�&2��.�^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be c
Z eC^ `§����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [be n
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ZbZ ^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ZbZ
ZbZ ^_[ � �2�S�����86�;CsGR�����W�.���# ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z [
ZbZ ^ · �i��71����&�� &��B�"0:,(69������&2��^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z [
ZbZ ^ `�JQ,�#%������!869.¬69R2R����r6�!/�2�"� ^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c

ZbZ ^ `2^ Z ]2,�. . sv!"��#$R����"����� W�.��p����. 71���i^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c
ZbZ ^ `2^_[ n ��^5��P\6�!/�\6���sO#$R���������!S!"��#$R����"����� W�.��p����. 71����^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z�c

ZbZ ^ c JQ,�#%������!869.t�/��. ,�������&2�Q^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z a
ZbZ ^ c ^ Z ����&:71�����r��&2!"�T69&(69. sC�����G^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ Z a
ZbZ ^ c ^_[®N[��sO#$R���������!iR����"�/��,����'�>W(6����";~�/��. 7r���|7C�z;���&2��� �xs1�>W(6��/�";~����. 71���T^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[be

ZbZ ^_a¢J[��&C�����/69������&(69��sH!86����i^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[b[
ZbZ ^_aC^ Z ji�"��!���� R�������&<�9g
���2�iR�����W�.���# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[b[
ZbZ ^_aC^_[®JQ,�#%������!869.¬����. ,�������&2� ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[ ·
ZbZ ^_aC^ · ji��&2��� �xs:�>W(6����";~����. 71���|7C�z6���sO#$R���������!MR����"�/��,����'�>W(6����";~�/��. 7r���B^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [b[ c

ZbZ ^ g ����&2!�. ,2������&2�l^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · e
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NT^ Z I`,�.����QIK0:,(69������&2�S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · g
N@^ Z ^ Z � 6�!"��W��U69&\P\69������!"�"�|gm���|���2�M� &:7O� �/!���;,\2,Ce��"��� ·/Z
	 ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ · g
N@^ Z ^_[ � �/69&2��gh����#B69������&u#B69������!"�"��� ·/Z�	 ^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bn

NT^_[Ji687:�����-�YL:�����1�"���"01,(69������&2� ^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bd
N@^_[C^ Z ±[����!"��,2� � 6�!"��W��U69&<#B69������!"�"�A^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [ ·bd
N@^_[C^_[ ±[����!"��,2�z��RV�"!����/69.t�/6�;C� ,2�@^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fe

� � 	 � �:UMjJLEH�j� � �VEHC*�)G��FG X ' �
�[^ Z Xx&:�����:;C,2!�������&�^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z
�[^_[ �|6�����!MR���� &2!�� R�.��"�¢^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z

�i^_[C^ Z n � &2�869����!869.U69�Q6�;C71�"!�������&u�"0:,(69������& ^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` Z
�i^_[C^_[ ](��,��������[LO�������"� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`f[
�i^_[C^ · NQ#$R�. �¥c(!869������&~g>6�!������ ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` ·

�[^ · L:sC������#��9g`�"0:,(69������&2� ^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`b`
�i^ · ^ Z n � &2�869��� ´869������&\�9go���2�S��sC������# ^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`b`
�i^ · ^_[ ](��,��������z����69&2�-gh����#³^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` c
�i^ · ^ · NQ#$R�. �¥c(!869������&~g>6�!������ ^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` c

�[^ ` NQ&(69. sO�����|�9g
���2�p69#$R�. �¥c(!869������&ugm6�!�������^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fa
�i^ `2^ Z NQ&~�'e269#$R�.��%}
���2�p69#$R�. �¥c(!869������&ug>6�!������z�9g
���2�Sj[� ���"!��[LO��. 7r����^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`fa
�i^ `2^_[ n � &��,^|� ���~���2�S!"��&:71�'���r�'&(!��S�/69���³^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2`Mg
�i^ `2^ · I��D�"!����9g
���2�M#%�"���~��� ´8��^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^M^S^S^ [2` n
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Cost per point
per iteration

(to minimize)

exact solver

approximate solver
(factorization, relaxation)

Chapters 1 and 2

Chapter 3

Chapter 8

bloc implicit stage

Intrinsic Efficiency
(to maximize)
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Cost per point
per iteration

(to minimize)

Intrinsic Efficiency

Chapter 8
Matrix−Free implicit treatment

Chapter 4

Chapters 5, 6 and 7

(to maximize)
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Chapter 8 (structured)

Intrinsic Efficiency
(to maximize)

Memory Storage
(to minimize)

(to minimize)

Cost per point
per iteration

Chapter 9 (unstructured)
Chapter 4 (structured)

Chapters 10 and 11 (unstructured)

bloc implicit treatment

implicit treatment
Matrix−Free

]o� �4,����IeC^_eC^ `2}t�Q�r6�;S#B69Rpgh���t���2��;��"��� �4&@�9ga69&T�	�B!�����&:�o� #$R�. ��!�� �o�����869��#%��&:�5}D�4.���W(69. �h!"�4���
69&2;p#%��#%����s
���"0:,�� ����#%��&:���z69&(69. sO�����8^



������� �

� �
	��� �k�`� ��� � ��	��k�k�`��	�� �H� ���`�`���t �§�� ��� �

[ Z





� � ��� ��� � �

� ��	 �k�k�`��	�� �H� ���`�`�	�t � �	� �`� � 
 � � ��� �

� �����Tc2������!/�(69R�������R�����7O��;��"�@���2�dW(6�����!"�@�9g����2�GR��:sO����!"69.5#%�:;���.¥� &���69&2;)�9g����2�G&:,�#%������!869.5#%�����2�:;��
,2���";���������,��4�2��,��B�������$����,2;Cs�}H69.¥.|���2� \(��^�R�����W�.���#%�B!"��&2����;������";�� &�������� ^5�����)!869&�WV�H;��"��!���� WV�";
,2��� &��$��� ���2���|���2�[IK,�.����|���5���2�iJi687:�����-�YL:�����1�"�|�"01,(69������&2�]^|��� ������&Ggm���|6TRV���-gh�"!��|�16��83�^|����!/�~69���[W������ \2s
���"!869. .��";d� &v6Mc2���������"!�������&_^ � �2�"���[�"01,(69������&2�|69�������2��&H69R�R����8eO� #B69���";,^|� ���v69&d,2RM^|� &2;G��!/�2��#%�0^|����!/�
����#B6�;��p� #$R�. ��!'� �[� &<����;����Q���%� &2!����86����p���2�T��!/�2��#%�4=?�[!"��&:7r�����r��&2!"�T���B�����86�;Cs~���/69���4^|X�&u���2�Mc2������R(69���
�9g
���2�S����,2;Cs13��¥#$R2.¥��!�� �[��!/�2��#%�"�i^|� . ._WV�p69&(69. sO´8�";~��&b�569�����"���U69&u�4����;����������(69�����2�M�r��&2���/69.tR���� &2!�� R�.��"�
�r��71����&�� &������2�<;��"��� �4&��9gS��,2!/� !"��&:71��&:������&(69.[W�.��:!/�+� #$R�. ��!�� �v��!/�2��#%�"�v69���u���"!869. .��"; ^|� ����� &§6bc2&�� ���
;C� �D������&2!"�Hgh�/69#%�h^�������� & ���"!�������&4[C^¦LO��#%�~,2��,(69.���� #$R�. �¥c(!869������&2�,^|�2��& ;��"��� �4&�� &���� #$R�. ��!�� �G���/69�r�"�
!"��,�R�.��"; ^|� ������� �4������;����%�'eOR�. ��!�� �%���/69�r�"�Tgm���@7O����!"��,2�D\(��^�R�����W�.���#%�%69���H69.����\RV��� &:���";���,��8^�L:� &2!"�
��,��Q^����������$gm�1!�,2�/�";¢��&¢���2�u;��"��� �4& �9gp69& �	�B!�����&:�d� #$R�. ��!�� �G��!/�2��#%�Hgm���G69. .¥����RV�"�"; \(�
^z�83����2�~,2���
�9gi6uR����"!"��&2;C� ������&2� &��������/69�����4s ^|�2��&�!"��#$R�,���� &��A.���^5��P\6�!/��&:,�#TWV���$R�����W�.���#%�B69&2;)� ���@� #$R(6�!��%��&
���2�u��R(6�!"�u69&2;+��� #%�~;�� �/!�������� ´�69������&¦69���~;����/69� .��";¢� &¢���"!�������& · ^ � �2�H.U6����B���"!�������&¢���%;���71�����";+����6
W������'g[����#$� &2;����d�9gQ���2�~;C,(69.¥�>��� #%�H���"!/��&���0:,2�v,2�/�";)� &����2�vR����"����&O�%����,2;Cs�gh���%!"��#$R�,���� &��A.���^|��P\6�!/�
&:,�#TWV���v,�&2���/�"6�;�s \(��^z�k}k�������G���"!/��&���0:,2�\���d�����/69� &2�";¦WV�"!"69,(���<� �,^|� . .S69. .���^ �����/69�r�b6�;C7469&:�/69�r�43
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A*)%A+)%A ,W�.-"#%; #�� �j7b&+/); !:;10�2"��7�# &��5!'( &&# � 3]; #�( ; .�743)��!65I&��
� �2�zJ[687O�����-�YL:�����1�"�K�"0:,(69������&2���'eOR����"�/�
���(�|!"��&2������7469������&B�9g #B6����834#%��#%��&:��,�#¯69&2;$��&2�����4s@gh����6i!"��#��
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���2�"���M!"��&2�/����7�69������&u.U6�^z�|���86�;��p}

∂ρ̃

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u) = 0 ,

� Z ^ Z ^ Z 6r�

∂ρ̃~̃u

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u ~̃u) + ~̃∇p̃ = ~̃∇ · τ̃7 + ρ̃~̃g ,

� Z ^ Z ^ Z Wa�

∂ρ̃Ẽ

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃uH̃) = ~̃∇ · (λ̃ ~̃∇T̃ ) + ~̃∇ · (τ̃7 · ~̃u) + ρ̃~̃g · ~̃u . � Z ^ Z ^ Z !��

[ ·
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^|�2�����
ρ̃

����R����"����&:���[���2�T�16��[;���&2��� �xs13 ~̃u ���Q���2�T71��. �:!�� �xsu7r�"!������83
p̃

���Q���(�T���/69����!TR����"����,����43D69&2;
Ẽ

69&2;
H̃

69���i���(�M��RV��!��¥c(!S�����/69.t��&2�����4sH69&2;~��RV�"!��¥c(!S�����/69.t��&:���(69. R:sr32����.U69���";HW:sG���2�igh��. .���^|� &��d�"0:,(69������&_3

H̃ = Ẽ +
p̃

ρ̃

^ � Z ^ Z ^_[r�
Xx&@���2����� �4�:�-�>�(69&2;O������;��p�h���ML��t�9go� Z ^ Z ^ Z Wa�'3a� Z ^ Z ^ Z !��'3

T̃
���o���2������#$RV���/69��,����43

λ̃
���2�����2����#B69.2!"��&2;C,2!���� 7:�

� �xs13 ~̃g ���2���4�/687:� �/69������&(69.D6�!"!"��.����/69������&~69&2;
τ̃7 ;���&2�����"�����2�����2�869���������"��������&2�����5^|����!/�_31gh����6SJ[�h^|����&��U69&

\2,���;D3����|�4� 71��&~W:s\}

τ̃7 = µ̃
(
~̃∇~̃u+ ( ~̃∇~̃u)T

)
− 2

3
µ̃( ~̃∇ · ~̃u)I7 � Z ^ Z ^ · �

^|�2�����
µ̃

���p���2�B;CsO&(69#$��!B7:���/!"�4��� �xs+�F^|�2��&����2�%7O����!"��,2�T���D�"!����@69���%&2���4. � �4� W�.��43K��&2�B!869&��/69�r�
µ̃ = 069&2;~��&2�M���"!"��7r�����z���2�M�:sORV����WV��. ��!S��sO������#��9g
���2�SI`,�.������"0:,(69������&2���'^

� �2�S��sC������#����z!�.��4���";HW:sG���2�M�"0:,(69������&u�9g`���/69���igh����6$��� &��4.��'����RV�"!����"�Q!869.�������!869. . svRV���-gm�"!��z�16��83

p̃ = ρ̃R̃T̃ = (γ − 1)ρ̃

(
Ẽ − 1

2
|~̃u|2
)

= (γ − 1)ρ̃ẽ
� Z ^ Z ^ `:�

^|�2�����
ẽ

�������2�[��RV�"!��¥c(!Q� &:������&(69.D��&2�����4s13
R̃

�������2�[��RV�"!��¥c(!Q�16��5!"��&2���/69&:�|69&2;
γ

�������2�Q�/69�������9gt��RV�"!��¥c(!
�2�869���83

γ =
Cp

Cv

3¬�"01,(69.����
1.4

gm���T69� �@69�p#%�:;����/69���B����#$RV���/69��,����"��^vI`71��&:��,(69. . s13¬���2�B����,�&2;���RV�"�";A���
�4� 71��&HW:sb}

c̃ 2 = γ R̃ T̃ =
γ p̃

ρ̃

� Z ^ Z ^ c �

A*)%A+)�@ ,W&V���h>5#%14; �5!$# &����-� ( &&#f1
� �2�|�"01,(69������&2��� Z ^ Z ^ Z 6r�¬���$� Z ^ Z ^ `:�
69���5#B6�;��5&2��&C��;C� #%��&2������&(69.2W:sp,2��� &��i���'gh������&2!"�|0:,(69&:��� �����"�K;���&2�����";
W:sH���2�p��,2W2��!���� R�� ∞ 3 ����� � gh���"�p�������869# !"��&2;C� ������&2�83 69&(;<6%.���&��4���\��!869.��

L̃
��RV�"!��¥c(!p���B���2�T!"��&2����;������";

\(��^ R�����W�.���#��¨���2��!/�(69&�&2��.V�2��� �4�:��gm����� &:������&(69. \(��^z��gm����� &2���/69&2!"���'^`J[��&C��;C� #%��&2������&(69. 0:,(69&:��� �����"�569���
���2��&u;��'c2&2�";~W:s\}

~r =
~̃r

L̃
, ρ =

ρ̃

ρ̃∞
, T =

T̃

T̃∞
, µ =

µ̃

µ̃∞
, λ =

λ̃

λ̃∞
, ~eg =

~̃g

g̃
,

� Z ^ Z ^_ar�
69&2;$�������`c2�����K�/���K�9g ���'gh������&2!"�z7�69. ,2�"��!869&%WV�|,2���";$���M;��'c2&2�z&2�'eO��6i���'gh������&2!"�z7r��.��:!�� �xs13rR����"����,����43r���¥#%�
69&2;~��&2�����4sH6��|gh��. .���^z�p}

~u =
~̃u√
R̃T̃∞

=
~̃u

ũ∞
, p =

p̃

ρ̃∞ũ2
∞

, t =
t

L̃/ũ∞
, E =

Ẽ

ũ2
∞

, H =
H̃

ũ2
∞

.
� Z ^ Z ^ g4�

Xx&2��������� &��~���2�"�/�$&2��&C��;C� #%��&2������&(6�.�0:,(69&:��� �����"�p� &:���~���2�%����� �4� &(69.�Ji687:�����-�YL:�����1�"�p�"0:,(69������&2�psO���'.�;��p���2�
&2��&C��;C� #%��&2������&(6�._gm����#��9g
���2�S��sO������#�}

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0 ,

� Z ^ Z ^ n 6r�

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u ~u) + ~∇p =

1

Re
(~∇ · τ7 ) +

1

Fr
ρ~eg ,

� Z ^ Z ^ n Wa�

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

γ

(γ − 1) Pr Re
~∇ · (µ~∇T ) +

1

Fr
ρ~eg · ~u+

1

Re
~∇ · (τ7 · ~u) , � Z ^ Z ^ n !��
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Re =
ρ̃∞ũ∞L̃

µ̃∞
, F r =

ũ2
∞

g̃L̃
, P r =

C̃pµ̃∞

λ̃∞
.

� Z ^ Z ^ d �
� �2�M&2��&C��;C� #%��&2������&(69.tgm����#��9g
���2�S�"01,(69������&<�9g
���/69���M���86�;��p}

p = ρT = (γ − 1)ρ

(
E − 1

2
|~u|2
)

= (γ − 1)ρe .
� Z ^ Z ^ Z er�

69&2;H���2�S;C� #%��&2������&�.��"���Q����,�&2;~��RV�"�";v���p}
c2 = γ · T =

γ · p
ρ

� Z ^ Z ^ ZbZ �
Xx&����2�d����#B69� &2;����$�9g���������!/�(69R������83���&�. sA���2� [�j�71����������&��9g����2�GJi687:�����-�YL:�����1�"���"01,(69������&2� ^|� ���2��,��
���2�M�4�/687O� �xsv����,2��!"�M������# ^|� . .tWV�S!"��&2����;������";Hgm���|���2�S��69�r�M�9g
R����"�/��&:�/69������&<��� #$R�. ��!�� �xs1^�J[�����M�2��^���7r���
���2�S#%�����2�:;����2�����p;��"��!���� WV�";u� & [�jl69���S���86�;C� . sH�'eC����&2;��";~��� · j�R�����W�.���#%�T}���,2!/�<69&<��eC����&2������&u�(6��
WV�"��&�6�!���,(69. . sARV���-gm����#%�";�69&2;����2�d!/�(69R�������;���71�����";����u���2�G69R�R�. ��!869������&��9g����2�B&:,�#%������!869.5#%�����2�:;
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wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^ Z ^ Z [r�

^|�2�����
t

���z���2�M��� #%�43
x

69&2;
y

69���S���2�p��R(6�!"�S!"�:����;C� &(69���"��3
w = w(x, y, t)

���z���2�M71�"!������Q�9g`!"��&2�/�'��7r�";
7469���U69W�.��"�83

fE 69&2;
gE 69���@���2�T� &:7O����!���; \2,Ce<71�"!������Qgh,�&2!�������&2�M69&2;

fV 69&2;
gV 69���@���2�T7O����!"��,2� \2,Ce

71�"!������5gh,�&2!�������&2�p}

w =




ρ

ρu

ρv

ρE


 , fE =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuH


 , gE =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvH


 ,

fV =
1

Re




0

τxx = 4
3µux − 2

3µvy

τxy = µ(uy + vx)

uτxx + vτxy + γµ
Prex




, gV =
1

Re




0

τyx = µ(uy + vx)

τyy = 4
3µvy − 2

3µux

uτyx + vτyy + γµ
Prey




.
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n ���i,2�M69.����d� &:�����:;C,(!������2� � 6�!"��W��U69&k#B69������!"�"�M�9g����2�T� &:7O����!���;b69&2;\7O����!"��,2� \2,Ce~gh,�&2!�������&2�i���(69� ^|� . .
WV�M&2�"�";��";H.U69��������&_36^|�2��&u;������ 7O� &��d69&~� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�igm���z����. 7:� &��B��sC������# � Z ^ Z ^ Z [r�M}

AE(w) =
dfE

dw
(w) , BE(w) =

dgE

dw
(w) ,

AV
0 (w,wx, wy) =

∂fV

∂w
(w,wx, wy) , BV

0 (w,wx, wy) =
∂gV

∂w
(w,wx, wy) ,

AV
1 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wx
(w,wx, wy) , BV

1 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wx
(w,wx, wy) ,

AV
2 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wy
(w,wx, wy) , BV

2 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wy
(w,wx, wy) .
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� �2�B�F^���. .¥�>�O&2��^|&a�|�'eOR����"�/������&2�z�9g
���2�"���M#B69������!"���[69���S��,�#$#B69��� ´8�";~� &uN�R�RV��&2;C�¥e~NT^

���� � #%"����"�����	����
���������&��
 � #���
������ �
n ���o,2�¬&2��^)���"!869. .O���2�����/69&2;269��;@������R2�¬���QW�,�� .�;�6zW�.��:!/�S� #$R�. ��!�� �`��!/�2��#%��gh���o����. 7O� &��Q���2��Ji687:�����-�YL:�����1�"�
�"0:,(69������&2�8^KL:� &2!"�z��,��K� &:�������"���"^|� . .�WV�|���"��������!����";%���M;C����!�������� ´�69������&d�/!/�2��#%�"�`���(69�K�����869������R(69�/69����. s����2�
!"��&:71�"!���� 7r�$69&2;b;C� �V,2��� 71�TR��:sC����!869.V\2,Ce��"�M69&2;\��� &2!"�43 #%�����"��7r���83 ���(�T7O����!"��,2� \2,CeC�"�i;C����!�������� ´�69������&k���
�����/69� �4�:�-gm��� ^569��;~WV�"!869,2�/�MR�,�����. sH!"��&:�������";D3 ^�� ^|� . ._c2������!"��&2����;��������2�S;������ 7469������&<�9gK6�W�.��:!/�v� #$R�. ��!�� �
,�RM^|� &2;u��!/�2��#%�igh���z���2�MIK,�.������"0:,(69������&2�zWV�'gm�����iR����:!"�"�";C� &��d�������2�MJi687O�����-�YL:�����r�"��!86����4^

A*)�@ )%A � 2��%; # # 1 3I�%# .6# 7'!$.f=�; 14;
� �2�M� ^��9��;C� #%��&2������&(69.oI`,�.����Q�"01,(69��� ��&(�i^|��� ������&~� &u!"��&2������7469��� 7r�igm����#����86�;A}

wt + fE(w)x + gE(w)y = 0
� Z ^_[C^ Z �

n ���
φi,j

WV�~6\#%�"����gh,�&2!�������&+;��'c2&2�";+��& 6\,�&��¥gh����# �569�����"���U69&+�4����;��
xi = iδx

3
yj = jδy

�'3�^|� ���
!"��&2���/69&:�K������R2�

δx
69&2;

δy
69&2;@.����
,2�
�¥&O�����:;C,2!"�5���2��gh��. .���^|� &��MW(6�����!5;C� �D������&2!"�z69&2;$687r���/69�r�|��RV���/69�������

6�!���� &��%� &u�86�!/�~�4����;~;C� ���"!�������&�}

(δ1φ)i+ 1

2
,j = φi+1,j − φi,j , (δ2φ)i,j+ 1

2

= φi,j+1 − φi,j ,

(µ1φ)i+ 1

2
,j = 1

2(φi+1,j + φi,j) , (µ2φ)i,j+ 1

2

= 1
2(φi,j+1 + φi,j) .

� Z ^_[C^_[r�

� �2�[��� #%�i������Rv,2���";dgh������� #%�i� &:�����4�/69������&'^|� . . WV�i;���&2�����";
∆t

69&2;G���2�[�/69�����@WV��� ^��"��&H�������5��� #%�i������R
69&2;H���2�S��R(6�!"�S������RH� &u�86�!/�u;C� ���"!�������& ^|��� ���"�p}

σ1 =
∆t

δx

3
σ2 = ∆t

δy

^


))KjC8�F�f���+G���E�
 U
� �2���'e�6�!�������. ,�������&d�9g_��sC������#�� Z ^_[C^ Z �`!869&BWV��69R�R����8eC� #B69���";BW:s%69&B�'eCR�. ��!�� ����!/�2��#%�|gm����#B69. . s ^|��� ������&
6��5gm��. .���^z�S}

wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+ E(wn) = 0

� Z ^_[C^ · �
^|�2�����

wn
i,j

;���&2�����"�@���2�B&:,�#%������!869.|����. ,�������&�69�@��� #%�
n∆t

69&2;�#%�"����RV��� &:�H�
x = iδx , y = jδy

�'3
E � �|���2�M��R(6�!"�i��RV���/69������;��'c2&�� &��%���2�M;C����!�������� ´�69������&<��!/�2��#%�4^KX�&v���2�M!86����M�9g
6�!"��&2������7469��� 7r�M��!/�2��#%�43
��RV���/69����� E !869&~WV�S�'eCR����"�����";v� &~���2�igh����# }

E(wn) =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

=
1

δxδy

(
(Fi+ 1

2
,j − Fi− 1

2
,j) δx + (Gi,j+ 1

2

−Gi,j− 1

2

) δy
)n � Z ^_[C^ `:�

^|�2�����\���2�b�"0:,�� 7�69.���&2!"�bWV��� ^��"��&	6)!"��&2������7�69��� 71�<c2&�� ���'��;C� �D������&2!"�b�����869��#%��&:�u69&(;¦6�c2&�� ���'�>7r��. ,�#%�
gm����#T,�.U69������&d��&d6p�569�����"���U69&B�4����;%�(6��`WV�"��&d��#$R��(6���� ´8�";D^ � �2�z0:,(69&:��� �����"�

F
69&2;

G
69���|���2�|&:,�#%������!869.

\2,Ce��"�d69R�R����8eC� #B69��� &������2�~� &:7O����!���; \2,CeC�"�
fE 69&2;

gE 69�B���2�Hgm6�!"�"�d�9gi���2�u!"��&:������.[!"��. .
(i, j)

� 
 ���
c2�4,���� Z ^_[C^ Z �'^�Xx&����2�\#%�4���v��� #$R�.��k69R�R����r6�!/�_3[���2�"���<&O,�#%������!"69. \2,CeC�"�H!869&¦WV�\��� #$R�. s ��7469. ,(69���";
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��� � � ��� ��� � � � ��� � 	 � � 	 � 	 [�g

Fi−1/2,j

Gi,j−1/2

Gi,j+1/2

Fi+1/2,j

face i+1/2,jface i,j−1/2

δy

δx

i,j i

j

]¬� �4,���� Z ^_[C^ Z }�����&:������.¬!"��. .D,2�/�";v���+^|��� ���M���2�S��!/�2��#%�

69���86�!/��g>6�!"�dW:sA,2��� &��\���2�dR��:sC����!869.5����69���"�T� &)���2�v!���. .���.��:!869���";���&��86�!/������;��G�9g[6u�4� 71��&�gm6�!"�b� 
 ���
c2�4,���� Z ^_[C^_[r�M}

Fi+ 1

2
,j = F (wL

i+ 1

2
,j
, wR

i+ 1

2
,j
)

^|� ���
wL

i+ 1

2
,j

= wi,j , wR
i+ 1

2
,j

= wi+1,j ,

Gi,j− 1

2

= G(wL
i,j− 1

2

, wR
i,j− 1

2

)
^|� ���

wL
i,j− 1

2

= wi,j−1 , wR
i,j− 1

2

= wi,j .

� Z ^_[C^ c �

](����6�.U69���r�S!�.U6����z�9g`��!/�2��#%�"�83����2�"���M&:,�#%������!869.)\2,Ce��"�z!869&~WV�S!86����|� &:���$���2�igm����#�}
Fn

i+ 1

2
,j

= ((µ1f
E)n − d1(w

n))i+ 1

2
,j

Gn
i,j− 1

2

= ((µ2g
E)n − d2(w

n))i,j− 1

2

� Z ^_[C^_ar�

^|�2�����
µ1f

E 3
µ2g

E !"�������"��RV��&2;<���G6%��� #$R�. s~!"��&:�������";b69R�R����8eO� #B69������&2�M�9g`���2�p� &:7:����!���;:\2,Ce��"�83H^|��� .��
d1(w

n)
3
d2(w

n)
;���&2���������2�@&:,�#%������!869.�;C������� R(69������& \2,CeC�"��^SPb69&:s<!/�2����!"�"�M�9g�&:,�#%������!869.�;C������� R(69������&

69����687�69� .U69W�.����¥&T���2��. � �����/69��,�����W�,��t���2��sS!869&TWV�K����,2�4��. sS!869�����r����� ´8�";T� &:���Q��!869.U69�o���¬#B69�����¥ep;C������� R(69������&
� g
` 	 ^ � �:,2�z���2�M&:,�#%������!869.¬;C������� R(69������&:\2,CeC�"�z�/69�r�S��7r��&:��,(69. . sv���2�igh����# }

d1(w) = D1(w)δ1w , d2(w) = D2(w)δ2w ,
� Z ^_[C^ g4�

^|�2�����
D1(w)

69&2;
D2(w)

69���T���2�T&:,�#%������!869.K;C������� R(69������&��h��� ���2���M��!869.U69�i���[#B69�����¥e(��!"�:�	�B!�����&:���8^MX�&
���2�S!86����M�9g
���2�S���:�M�/!/�2��#%� �_a�g 	 3����2�"���M!"�:�	�B!�����&:���i69���i#B69������!"�"�Q;��'c2&2�";~W:s\}

D1(w) = 1
2 |AE

R| , D2(w) = 1
2 |BE

R | ,
� Z ^_[C^ n �

^|�2�����
AE

R

�¨���"��R_^
BE

R

��;���&2�����"�����2�[���:�[6871���/69�r�Q�9gt���2� � 6�!"��W��U69&
AE �¨���"��R_^

BE �'^`]2�������2�[�z,2�/69&2��7
��!/�2��#%� �_a d 	 3C���2�S!"�:�	�B!�����&:���

Di
69���M�/!869.�69�/�S}

D1(w) = 1
2ρ(A

E) , D2(w) = 1
2ρ(B

E) ,
� Z ^_[C^ d �



[ n ��� ����� ���
	��� ��� ������� �
� � ��� � � � ��� � � ����� ��� 	 � � 	 � 	

face i+1/2,j

wi+1/2,j
R

wi+1/2,j
L

face i,j−1/2

wR
i,j−1/2

wL
i,j−1/2

i,ji−1,j i+1,j

i,j−1

i,j+1

]o� �4,���� Z ^_[C^_[C}���.U6��/����!869.t������&2!�� .Dgh���Q6Tc2�����-������;����Q��R(6�!"�p6�!"!�,��/69���S,�RM^|� &2;~�/!/�2�'#%�

^|�2�����
ρ(AE)

�¨���"��R_^
ρ(BE)

��;���&2�����"�����2�S��RV�"!����/69._�/6�;C� ,2���9g
���2� � 6�!"��W��U69&
AE �¨���"��R_^

BE �'^
��JLK�C8���M�N�+G���E�
 U
� �2�z�'eOR�. ��!�� ����!/�2��#%�p� Z ^_[C^ · �o���K��,�W�#$� �����";$���p6[���"��������!���� 71�z���9��!869. .��";d��] n !"��&2;C� ������&d��&%���2�|��� #%�'��������R
���(69�5!869&GWV�Q,2���";B� &G���2�[!"��&:7r�����r��&2!"�[R����:!"�"��������6p�����86�;Cs:�����/69���4^`NQ&d� #$R�. ��!�� �57r����������&G�9gt���2�Q�/!/�2��#%�
!869&�WV�H;���7r��.���RV�"; ^|����!/�¢69. .���^z�$���\�r��������;��9gi69&:s)���/69W�� . � �xs����"��������!�������&+��&����2�H!/�2����!"�H�9g

∆t
�£gh���

. � &2�869�SR�����W�.���#%�T69�M.��86������'^$P\69�O� &��H���2�$��!/�2��#%�$� #$R�. ��!�� � ^|� ���A���"��RV�"!��S���v��� #%�
t

!"��#%�"�S���v����R�.U6�!"�
���2�p&:,�#%������!869.j\2,Ce

Fn �h���"��R_^
Gn �]^|� ���<� ���[��7�69. ,(69������&

Fn+1 �¨���"��R_^
Gn+1 ��69�Q���2�p&2�h^���� #%�'�>.���71��.>3

.��86�;C� &��B���H}
wn+1

i,j − wn
i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
� Z ^_[C^ Z er�

Xx&:�����:;C,2!�� &��B���2�i� &2!�����#%��&:�
∆wn = wn+1 − wn 3C���2�M&:,�#%������!869.�\2,CeC�"�Q69�|��� #%�M.���71��.

(n+ 1)
!869&~WV�

�'eCR����"�����";~6��|gh��. .���^z�p}
Fn+1 = (µ1f

E)n+1 − d1(w
n+1)

= µ1f
E(wn + ∆wn) − d1(w

n + ∆wn) , � Z ^_[C^ ZbZ �
Gn+1 = (µ2g

E)n+1 − d2(w
n+1)

= µ2g
E(wn + ∆wn) − d2(w

n + ∆wn) .
Z[��� &��b&2��^¯���2� � 6�!"��W��U69&+#B69������!"�"�

AE 3
BE 69&2;�. � &2�869��� ´"� &��A���2�H69WV��71�v�'eCR����"��������&2�%69����,�&2;����¥#%�

.���71��.
n

s:����.�;��p}
Fn+1 ≈ µ1(f

E)n + (AE)nµ1∆w
n − d1(w

n) −Dn
1 δ1∆w

n , � Z ^_[C^ Z [r�
Gn+1 ≈ µ2(g

E)n + (BE)nµ2∆w
n − d2(w

n) −Dn
2 δ2∆w

n .
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^|�2�����|���2�z;C������� R(69������&%#B69������!"�"�
D1

69&2;
D2

69�/� ��gh����´8��& �z69�`��� #%�|.���71��.
n

^
I`71�'&O��,(69. . sr31���2�5. � &2�869��� ´8�";
&:,�#%������!869.)\2,Ce��"��69���M�4� 71��&HW:sb}

Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n −Dn

1 δ1∆w
n , � Z ^_[C^ Z8· �

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n −Dn

2 δ2∆w
n .Xx&2��������� &��%���2�"���M�'eCR����"��������&2�z� &:���$���2�M� #$R�. ��!'� �Q���/69�r�%� Z ^_[C^ Z er�5sO����.�;��S}

H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,
� Z ^_[C^ Z `:�

^|�2�����Q���2�Q��� �4�:���(69&2;G��� ;2� Rn
i,j

69&2;B���(�Q��RV���/69����� H 6����/�:!��U69���"; ^|� ���G���2�Q� #$R�. ��!��¥�|���/69�r�[69���[;��'c2&2�";
W:sb}





Rn
i,j =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

,

H =
(
Id+ σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1D

n
1 δ1 − σ2δ2D

n
2 δ2
)
,

� Z ^_[C^ Z�c �

^|� ���
Id

���2�d��;���&:��� �xs���RV���/69�����8^ � �2�d.��'g¨�@�(69&2;)����;��G�9gQ�"01,(69������&	� Z ^_[C^ Z `:�T!869&�69.����<WV�Q^|��� ������&+6��
gm��. .���^z�S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 .

� Z ^_[C^ Z ar�
^|�2�����M���2�S!"�:�	�B!�����&:���

C±
p

3
C0

69���M�4�¥71��&~W:s\}




C−

1 = −σ1

(
1
2A

E +D1

)n
i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E −D1

)n
i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E +D2

)n
i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E −D2

)n
i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n
i,j+ 1

2

C0 = Id+ σ1 (A+)
n
i+ 1

2
,j − σ1 (A−)

n
i− 1

2
,j + σ2 (B+)

n
i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n
i,j− 1

2

� Z ^_[C^ Z g4�

NQR�R�. s:� &��i���2��� #$R�. ��!��¥�K��!/�2��#%�M� Z ^_[C^ Z `:�
69�
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M · [∆wn] = [Rn] ,
� Z ^_[C^ Z�n �

^|� ���<6@.��'gh�-�>�(69&2;O������;��d� n �ML���#B69�����¥e~;��'c2&2�";HW:s

M =
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;2�'&(�����"�|69&~687r���/69�r�i���/69�����h�Q�:�[6871���/69�r�Qgh����� &2���/69&2!"����!"��#$R�,����";~69�����2��g>6�!"�Q,2��� &��@���2�[.��'g¨�
69&2;$��� �4�:�����/69���"�

wL 3
wR ^oXx&$���2�|. � &2�869��!86����43�^|�2�����

fE = AEw
3
gE = BEw

^|� ���
AE 3

BE !"��&2���/69&:�
#B69������!"�"�832� �|���z�86���sG���%���2��^¦gm����#T,�.U6��T� Z ^_[C^_[ · �|!869&~WV�M;���71��.���RV�";u6��p}
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,j
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E) − ε

4
(1 − κ)(δ2
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)n
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2
,j
−
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4
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3
1w
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i+ 1

2
,j︸ ︷︷ ︸
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2
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4
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i− 1

2
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4
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3
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fE
x + gE

y

�[}

Rn
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δ1µ1(f
E)n
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δx
− ε

4
(1 − κ)

δ31µ1(f
E)n

i,j

δx
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δ1(D1δ1w)n

i,j

δx2
− ε

4
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δ1(D1δ
3
1w)n

i,j

δx4 � Z ^_[C^_[ c �
+
δ2µ2(g

E)n
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− ε

4
(1 − κ)

δ32µ2(g
E)n
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δy
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4
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δ2(D2δ
3
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δy4
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N[�%69. ���86�;Cs�RV��� &:���";¢��,��83����2�~!/�2����!"�
ε = 0

69. .���^z�%���k���"!"��71�'�B���2�v� &�� ���U69.zc2�����-������;����%gh����#T,�.U69������&
� Z ^_[C^_ar�'^�X�g

ε = 1
3`���2�G&:,�#%������!869.�;C������� R(69��� 71� \2,CeC�"�

d1
3
d2

WV�"!"��#%� · ��;O������;����$������#%�%���<���(69�$���2�
���"��,�. ��� &��u;C���/��� R(69������&A� &k���2�B69WV��71�$�'eCR����"��������&A���MW(6����";k��&kgh��,������C��;������ 7�69��� 71�"�S#T,�. ��� R�. ���";AW:sb����#%�
RV�4��� ��� 71�<!"�:�	�B!�����&:�A�¨� &¦����;����G���)��&2��,����<���2�<�/!/�2��#%�u���d����,2.¥s¢;C���/��� R(69��� 7r���'�i#%�869&M^|��� .��43����2�u&(��&C�
;C������� R(69��� 71�"\2,Ce��"�¬����#B69� &@� &T�r��&2���/69.269R�R����8eO� #B69���";$69�o�/�"!"��&2;T����;����o,2��� &��i��� #$R�. sS!"��&:�������";Tgh����#T,�.U6��8^
�[��^���7r���839� &T���(��R(69������!�,�.U69�`!"6��/�

κ = 1/3
39���2�����"!"��&2������,2!�������&�R����:!"�"�/�
69. .���^z�¬���Q!869&2!"��.O���2��;C����RV������� 71�

���������|�9gt���2�[!"��&:���/69.t687r���/69�r�[.��86�;C� &�������6 `4���C�����/;����|!"��&:�������";~69R�R����8eO� #B69������&~�9g¬���2�Q&2��&C��;C������� R(69���¥71�
\2,Ce��"�83t!"��#$R�.������";��9g|!"��,������l^|� ���A���2�%����� ��;O������;����@;C������� R(69������&_3¬���:,2�Ss:����.�;C� &��\6v�4.���W(69. . s · ��;O�����/;����
6�!"!�,��/69���S,�RM^|� &2;u��!/�2��#%�%}

Rn
i,j =
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+
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3
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2
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+

1
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3
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H · ∆wn
i,j = −∆t · (RIII)n

i,j ,
� Z ^_[C^_[�g4�

^|�2�����T���2�T&2���/69������& RIII ��#$R��(6���� ´8�"�[���2�pgm6�!��M6%����� ��;O������;����i���"!"��&2������,2!�������&+�
ε = 1

3
κ = 1/3

�|�(6��
WV�"��&�,2���";)� &����2�v��eCR�. ��!�� �$����69�r��^�]2�������2�v�/69�1�G�9gQ��� #$R�. ��!�� �xs�� &����2�GR����"����&:�/69������&_3�.����@,2�%6�����,�#%�
��!/�2��#%�v� Z ^ [C^_[�g4�Q� �M69R�R�. ���";\���v6%. � &2�869�iR�����W�.���# ^|� ���

fE = AEw
3
gE = BEw

3
AE 69&2;

BE WV��� &��
!"��&2���/69&:�[#B69������!"�"�8^zZQ&2;����Q�������[6�����,�#$R�������&_3a���2�S���"����;C,(69. RIII ���86�;����F^|�2��&\���2�p�Q�:� \2,CeHgh����#T,�.U6
���|,2���";(�i}
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+
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+
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δy

���83i��� &2!"�b���2�bR�����W�.���# ���H. � &2�869�83 −∆t(RIII)n
i,j = −KIIIwn

i,j

^|� ����6)����� ��;O������;����<�'eOR�. ��!�� �u���/69�r�
;C����!�������� ´�69������&\��RV���/69�������4� 7r��&~W:s\}
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|ȦE |δ41 +
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ȦE = ∆t

δxA
E 3
ḂE = ∆t

δyB
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i,j = −KIwn
i,j^|� ����}

KI = ȦEδ1µ1 + ḂEδ2µ2 −
1

2
|ȦE |δ21 − 1

2
|ḂE |δ22 ,
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HI · ∆wn
i,j = −KIwn

i,j

� Z ^_[C^_[ n �
^|� ��� HI = Id+KI 69&2;S�������¬�'eCR����"��������&T!"�������"��RV��&2;��¬R����"!����/��.¥sM���z���2�K. � &2�869�¬7r����������&T�9g����2��R�����7:����,2��.¥s
;������ 71�";)� #$R�. ��!�� �B���/69�r�k� Z ^_[C^ Z�c �'�|��,2!/�+6\��!/�(�'#%� ^|� . .|WV�G���'gh�������";����k6��$X 9XS���\���"!869. .�6uc2�����-������;����
� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�M����6������:!��U69���";H���B6Tc2������������;������'eCR�. ��!�� �����/69�r�4^
L:�/69����� &��k&2��^®gh����#³6<����� ��;O������;����%�'eCR�. ��!�� �$���/69�r�43�6\;C� ���"!'�B69R�R����r6�!/� ^���,�.�;�.��86�;)���k6u����� ��;O������;����
,�RM^|� &2;~� #$R�. ��!�� ���/!/�2��#%�S�9go���2�igm����#�}

HIII · ∆wn
i,j = −KIIIwn

i,j

� Z ^_[C^_[ d �
^|� ��� HIII = Id + KIII ^��[��^���71�'��3(� �[� �[�86���sH���d!/�(��!/�~���2�T. � &2�869�i��sO������# 6������:!��U69���"; ^|� ���b��,2!/�b69&
� #$R�. ��!�� �%���/69�r�d���@#T,2!/��#%�����G� &:71��. 7r�";)���(69&)���2�v��&2�v��W��/69� &2�"; ^|� ���+6<��� #$R�.��dc2�����-������;����$� #$R�. ��!�� �
���/69�r�$��� &2!"��� �S!"��,�R�.��"�S&2��^

5
�h�¥&(�����86�;k�9g

3
�Q,�&��O&2��^|&A��� #%�'�>� &2!�����#%��&:���p� &A�86�!/�A�4����;O��;C� ���"!�������&¦�¨� &

�����2���5^�����;������2��W(69&2;/^|��;C���v�9g_���2��W�.��:!/�$#B69�����¥e
M

;��'c2&(��;d� &b� Z ^_[C^ Z�d �`����� &2!����86����";(�'^`I`71��&d���2��,��4�
���2�5!/�2����!"�S� Z ^_[C^_[ d �'31;���&2�����";$X�X�X 9X�X�XVg¨����#�&2��^���&����[���"!869. .(6Q����� ��;O������;����`� #$R�. ��!�� �����/69�r�����`6����/�1!��U69���";
^|� ����6d����� ��;O������;����p�'eCR�. ��!�� �S���/69�r�43D����*-,2;C��!�����,2�i� &k������#%�S�9g�� &:����� &2����!$�	�B!�����&2!�s<� � ����� �¥�MR�����7O� ;2���p6
��������&��<;269#$R�� &��<�9gz69. .K���2�B�'�������S#%�:;��"�@69�p�86�!/�A��� #%�%� �����/69������&��h�������SRV��� &:� ^z�¥. .�WV�%;���#%��&2�����/69���";
,2��� &��M](��,���������69&(69. sO�����o� &$!/�(69R������

3
�_�/3����2��&2�"!"�"����� �xsp���i����. 71�56Q#%�����5!"��#$R�.��'e�. � &2�869�`��sO������#����o. � �1��. s



�� �  	 � ���������
��� � � ��� ��� � � � ��� � 	 � � 	 � 	 ·bc

���~� &2!����86����%���2�B!"�4���pRV���p� �����/69������&)�9g5�������p� #$R�. ��!�� �@��!/�2��#%�%� &���,2!/��6HR�����RV����������&����(69�@69. ������&(69��� 71�
��� #$R�.����~!/�2����!"�"�~��7r��&:��,(69. . s WV�"!"��#%�k#%�����\� &:�������"����� &��2^�q`���"!�������. s13i6)�����/69�����4s¢gh��. .���^��";¦W:s¢#B69&:s
69,����2�������_a2`23 Z [ 	 3�69&2;H69.��/�T�����/69� &2�";H� &v������� ^������ 3O���5���$6������:!��U69���S6T��� #$R�.��Qc2�����-������;����|� #$R�. ��!�� �����/69�r�
���B6@����� ��;O������;����[��eCR�. ��!�� �����/69�r�%}

HI · ∆wn
i,j = −KIIIwn

i,j

� Z ^_[C^ · er�
^|�2�����~���2�~� #$R�. ��!�� �G69&2;¢�'eCR�. ��!��¥�G;C����!�������� ´�69������&���RV���/69�������B,2�/�";�� &+�������dX 9X�X�XT�����/69�����4s��(687r�HWV�"��&
R�����7O����,2��. s�;��'c2&2�";D^�NQ� ^|� . .5WV�G�/����&�,2��� &��k](��,��������%69&(69. sO�����83`��,2!/��6<!/�2����!"�v.��86�;���&(69��,��/69. . s����b6
.���^����@�¥&O����� &2����!d�	�B!�����&2!�s�W�,��T�������T.��4���T�9g����������@;269#$R�� &��\���T#%�����B���(69&)W(69.U69&2!"�";�W:sk���2�B���";C,2!"�";
!"�4���5�/69�1��&vW:sd���2�i����. ,�������&~�9g
6@��� #$R�.��Qc2�����-������;����z� #$R�. ��!�� �z���/69�r�i� &2�����86�;H�9g
6T#%�����i� &:7r��. 71�";G����� ��;O�
����;����z� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�4^

�,UMJLE6���
Xx&u���2�T!86����T�9gK���2�TI`,�.����i�"01,(69������&2��3a���2�p� &:7:����!���;:\2,Ce��"�

fE 69&2;
gE 69���p&2��&C�>. � &2�869�Qgh,�&2!�������&2�[�9g

w
3

���~���(69�T���2�B!/�2����!"�
κ = 1/3

!869&�&2���@��&2��,����d6H����,2� · ��;O������;����$6�!"!�,��/6�!�s¢�m6~���"!"��&2������,2!�������&)R����:!"�"���
69R�R�. ���";b��&<���2� \2,Ce���� ^���,�.�;\!�� ��!�,�#T71��&:�[�������[R�����W�.���#d�'^iJQ��71�������2��.��"���83V��� &2!"�p�������i��� #$R�.��@!/�2����!"�@�9g
7469���U69W�.��%���"!"��&2������,2!�������&�69. .���^z�@69&:s�^568sb���H� &2!����86��/�%���2�B���D��!���� 71�d6�!"!�,��/6�!�sA�9g�69&A,�R�^|� &2;���!/�2��#%�43
� �T����!���#$#%��&2.¥s������/69� &2�";�69&2; ^|� .¥.�WV�G��sC������#B69����!869. . sA,2�/�";Agm���T���2�G!869.�!',2.�69��� ��&2�$R����"����&:���";�� &)�������
^������ ^HJ[�����G69.����u����71���/69.�!/�2����!"�"�$69���%RV�4�/��� W�.��$gm���p���2�B71�"!������@�9g|7469���U69W�.��"�@��&W^|����!/�)���<69R�R�. sA���2�
���"!"��&2������,2!�������&<R����:!"�"���8^KX�&HR��/6�!�����!"�432���2�S�����z�9g
R���� #$� ��� 71�M7469���U69W�.����

(ρ, u, v, p)T ���|�xsOR���!869. . sG,2���";
�/69���2���z���(69&u���2�M�/���z�9g
!"��&2�/�'��7�69��� 71�M7�69���U69W�.��"�

(ρ, ρu, ρv, ρE)T ^

A*)�@ )*% � � 7$; ��!$# &�� 7$& ,W�.-"#%; #�� �j7b&+/); !:;10�2"��7�# &V��!
����&2����;�����&2��^	���2�i� ^5�9��;C� #%��&2������&(69.oJ[687O�����-�YL:�����r�"���"0:,(69������&2�p}

wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^_[C^ ·/Z �

^|�2�����%���2�$&2���/69������&2�p,2���";bgm���
fV 69&2;

gV �'#$R2�(6���� ´8�%���2�$7O����!"��,2� \2,Ce��"�p;���RV��&2;A&2���p��&�. sk��&A���2�
!"��&2������7469��� 7r�@7�69���U69W�.��"�

w
W�,��M69.����G��&\���2��� �i�4�/6�;C����&:���8^MNQ. .o���2�@��!/�2��#%�"�i!"��&2����;������";\� &\���2�TR����"�/��&:�

^������B����. sB��&~6T����R(69�/69���[�����869��#%��&:�5gm�������2�[� &:7O����!���;v69&2;G7:����!"��,2�5\2,Ce��"�8^`J[69#%��. s13:���2�i;C����!�������� ´�69������&
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∣∣∣∣
i+1/2,j

=
wi,j − wi+1,j

δx
+O(h2)

� Z ^_[C^ · [r�

(wy)i+1/2,j =
∂w

∂y

∣∣∣∣
i+1/2,j

=
wi+1/2,j+1/2 − wi+1/2,j−1/2

δy
+O(h2)

Xx&����2�5.U6����
gm����#T,�.U6C34���2�5���/69���"�
&2�"�";��";B69�`&2�:;��"�
(i+1/2, j+1/2)

69&2;
(i+1/2, j−1/2)

���i!"��#$R�,��/�

FV
i+1/2,j

i−1,j i,j
i+1,j

i−1,j+1 i,j+1 i+1,j+1

i,j−1 i+1,j−1i−1,j−1

i+1/2,j−1/2

i+1/2,j+1/2

GVi,j−1/2

i−1/2,j−1/2

]¬� �4,���� Z ^ [C^ `2}�L:����&2!�� ._gh���|���2�S;C����!�������� ´�69������&\�9go���2�M7O����!"��,2� \2,Ce��"�8^

���2�M��R(6�!"�M;������ 7469��� 7r�
wy

��&H���2�[g>6�!"�
(i+ 1

2 , j)
69���M��W��/69� &2�";HW:sd�/69�O� &��$���2�S6871���/69�r�M�9go���2�M���/69���"�|� &

���2�igh��,��z&2��� �4�:WV����� &��d!"��. .��T� 
 ��� c2�4,���� Z ^_[C^ `:�i}

(w)i+1/2,j+1/2 =
wi,j + wi+1,j + wi+1,j+1 + wi,j+1

4
+O(h2) = (µ1µ2w)i+1/2,j+1/2 +O(h2)

� �:,2�[���2�T71�"!������
w

69&2;<���2�@��R(6�!"�@;������ 7�69��� 71�"�
wx

69&2;
wy

��7469. ,(69���";b��&\���2�pgm6�!"�
(i + 1/2, j)

���86�;
c2&(69. . sb}

(w)i+1/2,j = (µ1w)i+1/2,j +O(h2)

(wx)i+1/2,j = (
δ1w

δx
)i+1/2,j +O(h2)

� Z ^_[C^ ·4· �

(wy)i+1/2,j = (
δ2µ1µ2w

δy
)i+1/2,j +O(h2)



�� �  	 � ���������
��� � � ��� ��� � � � ��� � 	 � � 	 � 	 · g

� �2�S�'eOR2���"��������&~�9g
���2�M&:,�#%������!869.t7O����!"��,2� \2,Ce��"�
F V 69&2;

GV !869&~WV�S��,�#$#B69��� ´8�";<6��S}

F V
i+1/2,j = fV ((µ1w)i+1/2,j , (

δ1w

δx
)i+1/2,j , (

δ2µ2µ1w

δy
)i+1/2,j)

� Z ^_[C^ · `:�
GV

i,j−1/2 = gV ((µ2w)i,j−1/2, (
δ1µ1µ2w

δx
)i,j−1/2, (

δ2w

δy
)i,j−1/2)

]o� &(69. . sr34���2��gh,�. .O&:,�#%������!869./\2,Ce��"�|�¨� &2!�. ,2;C� &��S���2��� &:7:���/!'��;$69&2;@7O����!"��,2�
!"��&:����� W�,�������&(���o!869&�WV�I^|��� ������&
6��5gm��. .���^z�S}

Fi+1/2,j = FE(wL
i+1/2,j , w

R
i+1/2,j) − fV ((µ1w)i+1/2,j ,

(δ1w)i+1/2,j

δx
,
(δ2µ1µ2w)i+1/2,j

δy
)
� Z ^_[C^ ·bc �

Gi,j−1/2 = GE(wL
i,j−1/2, w

R
i,j−1/2) − gV ((µ2w)i,j−1/2,

(δ1µ2µ1w)i,j−1/2

δx
,
(δ2w)i,j−1/2

δy
)

^|�2�����T���2�@�'e26�!��i��eCR����"����� ��&b�9g
FE 69&2;

GE ;���RV��&2;��M��&<���2�@!/�2����!"���9gK���2�T� &:7O����!���;u&:,�#%������!869.�\2,Ce
gm����#T,�.U6~�h���:�432�z,2�/69&2��7 3�N|ZMLOP � 3

. . .
�

��JLK�C8���M�N� ���
UME/��JLU����
ji����� 7:� &��d69&~� #$R�. ��!�� ��71����������&~�9g
���2�S��!/�2��#%�S;��'c2&2�";HW:sG���2�S�'eCR�. � !�� �Q���/69�r�%}

∆wexp
i,j = −∆t(

δ1F

δx
+
δ2G

δy
)i,j

^|� ���
F

69&2;
G

�4� 7r��&%W:sv� Z ^_[C^ ·bc �`��,�R�RV�4�/�"�`���iW�,�� .�;B69&d69R�R����8eC� #B69������&d�9gV���2�|7O����!"��,2��\2,CeC�"�
F V 3

GV69�����2��&2�h^ ��� #%��.���71��.o�
n+1

�'^
q
���-gh����#$� &��$6 � 68sO.�����;���7r��.���R�#%��&:�|�9gD���2�"�/�]\2,Ce��"��69����,�&(;
(n+1)∆t69&2;~#B69�:� &��B,2���p�9g
���2� � 6�!"��W��U69&<#B69������!"�"�

AV
0

3
AV

1

3
AV

2

69&2;
BV

0

3
BV

1

3
BV

2

� &:�����:;C,2!"�";u� &~���2�Mc2�����
���"!�������&u�9g
�������z!/�(69R������@�h���"�B� Z ^ Z ^ Z `:���5.��86�;��|���~}

(F V )n+1 = (F V )n + ∆t AV
0

∂w

∂t
+ ∆t AV

1

∂wx

∂t
+ ∆t AV

2

∂wy

∂t
+O(∆t2)

� Z ^_[C^ · ar�
(GV )n+1 = (GV )n + ∆t BV

0

∂w

∂t
+ ∆t BV

1

∂wx

∂t
+ ∆t BV

2

∂wy

∂t
+O(∆t2)

���v���(69�T6H!"��&:�������";�69R�R����8eO� #B69������&)�9g5���2�$������#%�p69R�RV�869��� &��<� &k���2�"�/�$;���71��.���R�#%��&:���ps:����.�;��S���2��gh��.¥�
.���^|� &��B;C���/!��������igh����#@,�.U6��S}

(F V )n+1
i+ 1

2
,j

= (F V )n
i+ 1

2
,j

+ (AV
0 )i+ 1

2
,j µ1∆w

n
i+ 1

2
,j

+ (AV
1 )i+ 1

2
,j

δ1∆w
n
i+ 1

2
,j

δx

+ (AV
2 )i+ 1

2
,j

δ2µ2µ1∆w
n
i+ 1

2
,j

δy
+O(∆t2, h2)

� Z ^_[C^ · g4�
(GV )n+1

i,j− 1

2

= (GV )n
i,j− 1

2

+ (BV
0 )i,j− 1

2

µ2∆w
n
i,j− 1

2

+ (BV
1 )i,j− 1

2

δ1µ1µ2∆w
n
i,j− 1

2

δx

+ (BV
2 )i,j− 1

2

δ2∆w
n
i,j− 1

2

δy
+O(∆t2, h2)



·bn ��� ����� ���
	��� ��� ������� �
� � ��� � � � ��� � � ����� ��� 	 � � 	 � 	

Xx&B����;��������p��W��/69� &G6M7:���/!"��,2��!"��&:����� W�,�������&G���S���2�|� #$R�. ��!�� �����/69�r�|���(69������#B69� &2�56������ #$R�.��Q6������2�|c2�����-�
����;�����,�RM^|� &2;�!"��&:����� W�,�������&¢!"��#$� &��\gh����#���2�G� &:7:����!���;)&:,�#%������!869. \2,Ce��"�83`���2�dgh��. .���^|� &��A��� #$R�. �¥c(�";
;���71��.���R�#%��&:�����|�����/69� &2�";�}

(F V )n+1
i+1/2,j ≈ (F V )n

i+1/2,j + (AV
1 )n

i+1/2,j

(δ1∆w)n
i+1/2,j

δx � Z ^_[C^ ·bn �
(GV )n+1

i,j−1/2 ≈ (GV )n
i,j−1/2 + (BV

2 )n
i,j−1/2

(δ2∆w)n
i,j−1/2

δy

� �2�~������#%�B!"��&:�/69� &�� &������2�~7:����!"��,2� � 6�!"��W��U69& #B69������!"�"�
AV

2

69&2;
BV

1

69���~;C����!869��;��";¢WV�"!"69,(���~���2��s
��&�.U69���r�M���2�S������&2!�� ._�9go���2�M� #$R�. ��!�� �����/69�r� ^|� ���H���"��RV��!��z���%6@W(6�����!

3
�>RV��� &:�zRV���z;C� ���"!�������&<��,�R�RV�����8�(6��

gm���
���2�5������#%�K!���&O�/69� &�� &��S���2�57:����!"��,2� � 6�!"��W��U69&%#B69������!"�"�
AV

0

3
BV

0

���2��s�69���5&2���`�����/69� &2�";�WV�"!869,2�/�5���2�
��7469. ,(69������&k�9g����2�"���T#B69������!"�"�i���i0:,�� ���@�'eORV��&2���¥71�43 ��� &2!"�T� �[���"0:,�� ���"�[���v!"��#$R�,�����!"��#$RV��&2��&:���S�9g����2�
�4�/6�;C����&:�|�9g

w
^`]¬� &(69. . s13O���2�QW�.��:!/�1�>� #$R�. ��!�� �|,�RM^|� &2;v��!/�2��#%�[,2���";d����69R�R����8eC�¥#B69�/�[���2�[Ji687:�����-�YL:�����1�"�

�"0:,(69������&2�z����#B69� &2�|gm����#B69. . sG,�&2!/�(69&��r�";:^|� ���~���"��RV�"!��z�������2�S!86����S�9go���2�SI`,�.����Q�"0:,(69������&2�p}

H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,

^|� ���




Rn
i,j =

(
δ1(F

E − F V )

δx
+
δ2(G

E −GV )

δy

)n

i,j

,

H =

(
Id+ σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1(D1 +

AV
1

δx
)nδ1 − σ2δ2(D2 +

BV
2

δy
)nδ2

)
.

� Z ^_[C^ ·bd �
� �2� n �MLG�9g`�"0:,(69������&�� Z ^_[C^ ·bd �|!869&<69.�����WV�S�'eORa69&2;��";u6��5gm��. .���^z�S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 ,

� Z ^_[C^ `fer�
^|�2�����M���2�M#B69�����¥e~!"�:�	�B!�����&:���

C±
p

3
C0

&2��^	� &2!�. ,2;��T6@7O����!"��,2�z!"��&:����� W�,�������&)}




C−

1 = −σ1

(
1
2A

E +D1 + 1
δxA

V
1

)n
i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E −D1 − 1
δxA

V
1

)n
i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E +D2 + 1
δyB

V
2

)n

i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E −D2 − 1
δyB

V
2

)n

i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n
i,j+ 1

2

C0 = Id+ σ1 (A+)
n
i+ 1

2
,j − σ1 (A−)

n
i− 1

2
,j + σ2 (B+)

n
i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n
i,j− 1

2

� Z ^_[C^ ` Z �

NQR�R�. s:� &��~���2��7O����!"��,2�i� #$R�. ��!�� �T��!/�2��#%�u� Z ^_[C^ ·bd �M69�S�86�!/�ARV��� &:�p�9g����2�$!"��#$R�,��/69������&(6�.�;���#B69� &_3¬��&2�
���"!"��71���������2�Q. � &2�869��W�.��:!/�d��sO������# � Z ^_[C^ Z�n ��^|�2�����Q���2�[!"�:�	�B!�����&:���|�9gt���2�Q#B69�����¥e

M
69&2;d���2�Q���"����;C,(69.

[Rn]
�/69�r�M� &:���B6�!"!"��,�&:�z���2�M7O����!"��,2�|������#%�Q6��z;����/69� .��";~� &~���2�S69WV��71�igh����#T,�.U6���^



�� � �� � ����� � � � � 
 ��� 	��
	 � � � � ·bd

����  ������� " 
����  ���� ����� �&��� (

A*)*% )%A * &��V7b; � 7

Xx&u7:���h^��9gK���2�pR(69����� !�,�.U69�S69R�R�. ��!869������&2�i���2����IKN������ &:�������"�����";<� &_3a&(69#%��. s~���2�T��� #T,�.U69������&b�9gKW�,2��s:�
69&:��#T,�. ����!"��#$RV��&2��&:�[���86�!���� 7r� \(��^�� &~&:,2!�.��869�����86�!������[!"��&:�/69� &�#%��&:�83(���2�p��!/�2��#%�"�Q;���7r��.���RV�";u�¥&u���2�
R����"����&:� ^������\���2��,�.�;bWV��71�����/69��� .��$��&2��,��4�A���H;��869."^|� ��� \(��^l�����4� #%���S�/69&��4� &��~g¨����#�&2�869��. s\� &2!"��#��
R����"����� W�.��d���u��� �4��. sA!"��#$R����"�/��� W�.��4^<X��T�(6��pWV�"��&��'eOR2.�69� &2�";�� &����2�d� &:�����:;C,2!�������&��9gz�������T���2�"�����T���(69�
� ^���;C������� &2!��H�����/69�����4���"�H!869&¦WV�b6�;���R����";¦� &����(69�H!86�����}A��� ���2���H���2�\�'eC����&2������&§�9gp� &2!"��#$R����"����� W�.��
�¨R����"����,��/���>Wa6����";(� \(�
^®����. 7r�����T���~&2��&C�>´8�����\Pb6�!/��&:,�#TWV��� \a��^z�T���T���2�d�'eC����&2������&)�9g�!"��#$R����"����� W�.��
�h;���&2��� �xs:�>W(6����";(� \(��^z�S����. 71�����i���v.���^5��Pb6�!/�k&:,�#TWV���8^$Xx�i�(6��iWV�"��&A�:&2��^|&bgm���i#%���/�����(69&�6v;��"!86�;��
&2��^ ���(69�|6MR�����RV����R����"!"��&2;C� ������&�� &��(3C�/�9��!869. . �";d.���^5��Pb6�!/�dR2���"!���&(;C� ������&�� &��23��9g_���2�Q�"01,a69������&2���r��71�'��&C�
� &��p!"��#$R����"����� W�.��]\(��^z����&(69W�.��"�K���2��69R�R�. ��!869������&G�9g ���2�z�/!/�2��#%�"�K� &�� ���U69. . s$;���71��.���RV��;$gm����!"��#$R����"����� W�.��
\(��^z�B���A���2�u��� #T,�.U69������&��9gM&2�869��. s�� &2!"��#$R����"����� W�.�� \(��^�R�����W�.���#%�v69&2;+�������d!/�2����!"�~���B�����/69� &2�";¢� &
��,��0^������Ggm���z���86�����&2�Q;����/69� .��";u� &u���2�S� &:�����:;C,2!�������&��¨#B69� &�. sHWV�"!869,2���p�9g`���2�S� #$RV�����/69&2!"�T�9gK�'eC������� &��
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q = (p, u, v, T )T 3
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7469���U69W�.��"�

(p, u, v, S)T ^|�2�����86��%���2���569&2;�P\�����O.�� � Z ` 	 ���T±���&���69���"� ^|69�/69& ��� �	��� � n/Z
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R���� #$� ��� 71�$���M7O����!"��,2�i7469���U69W�.��"�

(p, u, v, T )T ^@J[�����@�2��^���71���83_� �i���p69. ^568sO�M���2�$!"��&2������7469��� 7r�@gm����#
�9gt���2�iI`,�.����|���|J[687O�����-�YL:�����1�"�5�"0:,(69������&2�����a69�����5����. 71�";d� &v����;����5���@��&2��,����[!"�������"!��|���2�:!/�1��!869R���,���� &��
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&:,�#TWV���K�9g 69. �r��W��/69��!z��RV���/69������&2��;C,���� &��M���2�5!"��#$R�,��/69������&_^KJQ��71�������2��.��"���834� �
#T,2���
WV�5!�.��869�`���(69�`���2�"���
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���2�"�����83����2��,2�����9gV��� ���2���`���2��71�"!������`�9gV!"��&2������7469��� 7r��7469���U69W�.��"�

w = (ρ, ρu, ρv, ρE)T69&2;H� ���|� &2!�����#%��&:�
∆w

���|���2�MR���� #$� ��� 71�M7�69���U69W�.��"�z��������,��4�
q

69&2;
∆q

�(6��|WV�"��&~���2������,��4��. sv� &:71�"�����¥�
�169���";u�h�/�"�5���2�|����RV����� � `fe 	 �o� &%����;��������M;���������#$� &2�0^|�2�����2���K� �"^56��"^��������B� ^|� ��!/��� &��Sg¨����#l���2�z!�,�������&:�
w

�>W(6����";ugh����#T,�.U69������&\� &A��NiL � · P³���v6
q
�>W(6��/�";~gm����#T,�.U69������&_^ � �2�T���"��,�. ���[��W���69�¥&(��;_3V&2���[����RV�������";

�2�����igm���|���2�S�/69�1�i�9g`!"��&2!�������&2�"���83�R�����71�";H���(69�z���2�M,�&�� ��!"�4���z���";C,2!�������&<��� �����";HW:sG���2�S!/�2����!"�S�9g
���2�
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A*)*% )�@ �i& ���h9<��.f= 3 #�; ./&V��>�# 7�# &��5# ��3 ( &&# ./&��5!
;�# -���7�# -�; !
�"!�7b; 1
� �2�T.���^5��P\6�!/�\R����"!"��&2;C� ������&2� &��v#%�����2�:;\,2���";u� &<������� ^5�����H���QW(6����";\��&<���2� � ,����1��.¬R����"!"��&2;C� ������&(���
� g c 	 ^ � �����zR����"!"��&2;C� ������&2���Q�(6��zWV�"��&<����� �4� &(69. . su69R�R�. ���";Hgh���z���2�SI`,�.����[��0:,(69������&2�Q�'eOR����"�/���";H� &~������#%�
�9g���&:������R���!@7�69���U69W�.��"�

V = (p, u, v, S)T �F^|� ���
S = ln(p/ργ)

�'^QX�&\0:,(6����¥�>. � &2�869�Qgh����#~3a���2� �i��sC������#
�/69�1�"�|���2�igh��. .���^|� &��%gh����# }

P−1
e · Vt +Ae · Vx +Be · Vy = 0

� Z ^ · ^ Z �
^|�2�����

Ae =
dfE

dV
=




u ρc2 0 0

1/ρ u 0 0

0 0 u 0

0 0 0 u


 , Be =

dgE

dV
=




v 0 ρc2 0

0 v 0 0

1/ρ 0 v 0

0 0 0 v




^|� ���
c

���2�i��RV�"�";G�9g¬����,�&2;D^KNQ��gm�������2�QR����"!"��&2;C� ������&�� &2�$#B69�����¥e
Pe

3:� �����5;��"��� �4&2�";v����6������@�/!869.��Q���2�
R����"����,����S�"0:,(69������&u��&�. sb}

Pe =




β2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




� �2��R(69�/69#%�������
β2 ���
!/�2�4�/��&$��,2!/�����(69�
���2�5��� �r��&:7469. ,2�"�K�9ga���2��R����"!"��&2;C� ������&2�";%��sC������#��1�"��R����2�5�/69#%�

����;������9g
#B69�4&�� ��,2;�� ^|�(�'&u���2�SP\6�!/�~&:,�#TWV����WV�"!"��#%�"�Q��#B69. .>^ � �2�S����� �4� &(69.¬;��'c2&�� ������&uR�����RV�4���";~W:s
� ,����1��. � g c 	 ���p}

β2 = min(max(M2,M2
∞), 1)

� Z ^ · ^_[r�
^|�2�����

M∞

;���&2�����"�z���2�i���'gm������&2!"�SPb6�!/�H&:,�#TWV���T�¨� &/\(��^�Pb6�!/�H&:,�#TWV���|gm���|�'eC������&(69.�\(��^z�z���|#B6�eO�
� #T,�#�Pb6�!/�b&:,�#TWV��� ^|� ����� &k���2�Tc(��.�;\gm���[� &:������&(69.?\(��^z���'^ � �����M;��'c2&�� ������&���&2��,����"�i���2�@����W2,2����&2�"���
�9g[���2�vR����"!"��&2;C� ������&2�";¢��!/�2��#%�~69&2;���,���&2�$���2�H��!/�2��#%�v� &:���b� ���$&2��&C�>R����"!"��&2;C� ���U��&2�";+71����������& ^|�2��&
M > 1

^ � �����i!/�2����!"�@���i�9gh����&\���'gm�������";<�/�v6��M6 �'�4.���W(69.`!�,��-����� �pWV�"!869,2���@� �M;��:���i&2���M69. .���^
β

���GWV�
.��"���5���(69&~���2�i� &/\(��^	Pb6�!/�H&:,�#TWV���8^�LO��#%�M.��:!869._;��'c2&�� ������&2�Q69���S687469� .U69W�.��i� &H���2�i. � �����/69��,����43(��,2!/�~6��
���2�S��&2�M�4� 7r��&~� & � [ · 	 36^|����!/�~� &:�����:;C,2!"�"�[6�;���RV��&2;���&2!"�T��&~.��:!"69.t�4�/6�;C����&:�����9g
R����"����,����%}

β2 = min(max(M2,M2
p ), 1)

^|� ���

M2
p =

|δp|
ρ c2ZQ&Cgh������,�&(69����. s13����2�u!"��&:71�����r��&2!"�u�/69���u�9gi���2�~R����"!"��&2;C� ������&2�8; �/!/�2��#%�'^|� ������,2!/� 6A;��'c2&�� ������&�!869&

WV�"!"��#%�H01,�� ���GRV�:���8^ 0 &����2�v�����2�����(69&2;D3K���2�H6�!�!�,���6�!'s�� &2!����86��/�"� ^|� �������2�G. �:!869.z!�,��-��������� &2!"�
β!869&�WV�G.��"�/�@���(69&����2�v� &/\(��^�P\6�!/��&:,�#TWV���+^|����!/� 69. . �
^z�$���b��!869.��v#%�����vR�����RV����. s)���2�G&:,�#%������!869.

;C������� R(69������&��h���"�S&2�'eC�Q���"!�������&2�'�'^z�Q��^���71���83(WV�����<.��:!869.
69&2;u�4.���W(69.
;��'c2&�� ������&2�Qgm69� .t���d��&2��,����@6$�r�:�:;
�	�B!�����&2!�sBgm���57:����!"��,2�|���5,�&2�����86�;CsQ\(��^z�8^`Xx�����5���:,2�5&2�"!"�"���/69��sd���@���";��'c2&2�i���2�i!�,��-�����\� &v���2�"���i!86����"�
���$6������@R����"������71�i�	�B!�����&2!�s1^KX�& � n/Z�	 3C±K��&��469���"� ^569�/69& �����	� �(687r�[R�����RV�4���";v���2�Qgm��. .���^|� &��%;��'c2&�� ������&A}

β2 = min(max(M2, β2
v , β

2
u), 1)
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^|�2�����
βv

69&2;
βu

;���&2���/�d����#%�%7O����!"��,2�T69&2;�,�&2�����86�;CsA!�,��-�����+���"��RV�"!���� 71��. s1^vXx&�!/�a69R�������� au69&2; gO3
���2�S;��'c2&�� ������&<�9g
���2�"���i&2�h^	R(69�/69#%���������0^|� . ._WV�S;����/69� .��";<69&2;H���2��� ���	�B!�����&2!�s ^|� . ._WV�S����,2;C���";D^
Xx&�����;����A���¦W�,�� .�;�6�.���^5��P\6�!/�lR����"!"��&2;C� ������&���&��	gm���b���2�+I`,�.������"0:,(69������&2��^|��� ������&l� &l������#%�A�9g
!"��&2������7469��� 7r�M7469���U69W�.��"�p}

wt + f(w)x + g(w)y = 0 ,

���2�K���/69&2�-gh����#B69������&@#B69������!"�"�
69. .���^|� &��[����� ^|� ��!/�pg¨����#���&:������R2� !�7�69���U69W�.��"�
V

����!"��&2������7469��� 7r��7469���U69W�.����
w = (ρ, ρu, ρv, ρE)T 69���M&2�"�";��";�}

∂w

∂V
=




1/c2 0 0 −ρ/γ
u/c2 ρ 0 −ρu/γ
v/c2 0 ρ −ρv/γ
H/c2 ρu ρv −ρq2/2γ


 ,

∂V

∂w
=




(γ − 1)q2/2 −u(γ − 1) −v(γ − 1) γ − 1

−u/ρ 1/ρ 0 0

−v/ρ 0 1/ρ 0
(γ−1)q2

2p − γ
ρ −u(γ−1)

p −v(γ−1)
p

(γ−1)
p




^|�2�����
q2 = u2 + v2 ^KX�&:�����:;C,2!�� &��B���2�"���M���/69&2�-gm����#B69������&2��� &:���%�"01,(69������&)� Z ^ · ^ Z ��sO����.�;��S}

P−1
e · ∂V

∂w
· wt +Ae ·

∂V

∂w
· wx +Be ·

∂V

∂w
· wy = 0

� Z ^ · ^ · �

69&2;H.��'g¨�-�>#@,�. ��� R�. s:� &��BW:s ∂w

∂V

.��86�;��z���H}

∂w

∂V
· Pe ·

∂V

∂w
· wt +

∂w

∂V
·Ae ·

∂V

∂w
· wx +

∂w

∂V
·Be ·

∂V

∂w
· wy = 0

� Z ^ · ^ `:�
� �2�����'gm�����43t���2�$R����"!"��&2;C� ������&�� &2�<#B69�����¥e\gm���M���2�%I`,�.����T�"0:,(69������&2�S� &�!"��&2������7�69��� 71�$7469���U69W�.��"�p!869&AWV�
;��'c2&2�";<6��S}

Pw =
∂w

∂v
· Pe ·

∂v

∂w

� Z ^ · ^ c �
^|��� .��M���2�M,2��,(69.��h!"��&2������7469��� 7r��� � 6�!"��W��U69&u#B69������!"�"�Q�9go���2�S!"��&:71�"!���� 7r� \2,Ce��"��69���M���"!"��71�����";HW:sb}

AE =
dfE

dw
= Aw =

∂w

∂V
·Ae ·

∂V

∂w
=
∂f

∂w
, BE =

dgE

dw
= Bw =

∂w

∂V
·Be ·

∂V

∂w
=
∂g

∂w
.

� Z ^ · ^_ar�
� �:,2�83����2�~0:,(6����¥�>. � &2�869�$gm����# �9g[���2�~IK,�.����B�"0:,(69������&2�l^|��� ������&¢� &+������#%�B�9gi!"��&2�/����7�69��� 71�H7469���U69W�.��"�
���86�;��p}

P−1
w · wt +Aw · wx +Bw · wy = 0 ,

� Z ^ · ^ g4�
^|����!/�u��71��&:��,(69. . sv.��86�;��zW(6�!/�G�������2�S!"��&2������7469��� 7r�igm����# }

P−1
w · wt + fE(w)x + gE(w)y = 0 .

� Z ^ · ^ n �
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� �2	 K"UM�����FUfGl	��i��T�U JWE/���2�*)
Pw

� �2� � ,����1��.a.���^5��P\6�!/�GR����"!"��&2;C� ������&2��� ^|��� ������&G� &d������#%���9g_��&:������R���!Q7469���U69W�.��"��!869&v69.����pWV���'eCR����"�����";
6��5gm��. .���^z�S}

Pe = Id+ (β2 − 1)Qe
^|� ���

Qe =
j[�U69�

[1, 0, 0, 0]
� Z ^ · ^ d �

^|�2������� �M��� ^��������k&2������!�� &��~#B69�����¥e
Qe

� �i��;���#$RV������&:��3 � ��� �
Q2

e = Qe
�t!"��&2���"0:,2��&:��. s<���2��� &:71���������9g

���2�MR����"!"��&2;C� ������&�� &2�B#B69�����¥eH���z��� #$R�. sv!"��#$R�,����";<6��S}

P−1
e = Id+ (

1

β2
− 1)Qe

� Z ^ · ^ Z er�

L:� &2!"�@���2�@!"��&2�/����7�69��� 71�T71����������&b�9g����(�TR����"!"��&2;C� ������&2���S���i��,2!/�\���(69�
Pw =

∂w

∂V
· Pe ·

∂V

∂w

3V� �Qgm��. .���^z�
���(69�p}

Pw = Id+ (β2 − 1)
∂w

∂V
·Qe ·

∂V

∂w
= Id+ (β2 − 1)Qw

� Z ^ · ^ ZbZ �
69&2;~��� #$R�.��S!869.�!�,�.U69������&2��sO����.�;k}

Qw =
∂w

∂V
·Qe ·

∂V

∂w
=
γ − 1

c2







1

u

v

H


 ·

(
q2

2
; −u ; −v ; 1

)

 .

� Z ^ · ^ Z [r�

0 W:7O����,2��. sr3o���2�B#B69�����¥e
Qw

���@69.����u��;���#$RV������&:�~�
Q2

w = Qw
�S���~���(69�

P−1
w = Id + (1/β2 − 1)Qw

�
#%�����"��71���83a���2�pR(69������!�,�.U69�Qgm����# �9g`�������Q#B69�����¥e

Qw
��&(69W�.��"�[���d!"��#$R�,����T���2�p#B69�����¥e:�>71�"!������[R����:;C,2!��

Qw ·X 71����sG�86���� . s1326���69. ���86�;CsvRV��� &:���";u��,��z� & � g$a 	 }

Qw ·




X1

X2

X3

X4


 =

γ − 1

c2
·
(
q2

2
X1 − uX2 − vX3 +X4

)
·




1

u

v

H
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P
3
Q^|� . ._WV�M,2���";v���%;���&2�����M���2�S!"��&2������7469��� 71�MR����"!"��&2;C� ������&2���

Pw
69&2;H� ����6������:!��U69���";~#B69�����¥e

Qw
^

� �2Uf��	����������F	 ��UM� U�� 
 UM�VG �)G���U�J
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P−1 .��86�;��p���u6
&2�h^���� �r��&2��sC������#���� &2!"�S�"01,(69������&)� Z ^ · ^ g4�5!869&~WV�M���'� ^|��� ������&\6��5gm��. .���^z�S}

wt + Ã · wx + B̃ · wy = 0
� Z ^ · ^ Z `:�

^|�2�����%���2�$R����"!"��&2;C� ������&(�"; � 6�!"��W��U69&�#B69������!"�"�
Ã = P · A 69&(;

B̃ = P · B �(687r�$WV�"��&�� &:�����:;C,2!"�";D^
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Pe ·Ae
3
Pe ·Be69&2;����b,2���v&2�'eC������.U69������&�� Z ^ · ^ c �T���b���"!"��71���$���2�~!"��&2������7�69��� 71�v#B69������!"�"�8^ � �2�H��� �r��&:7469. ,2�"�B�9g[���2�
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R����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&
J̃ = Ãnx + B̃ny

�F^|� ���
nx

69&2;
ny

���2�S!"��#$RV��&2��&:���Q�9g
���2�M&2����#B69._71�"!������
~n

�|69���i�4� 71��&~W:s\}

λ̃(1) = unx + vny = Vn

λ̃(2) = Vn

λ̃(3) =
1

2
(1 + β2)Vn +

√
β2c2 +

1

4
(β2 − 1)2V 2

n

λ̃(4) =
1

2
(1 + β2)Vn −

√
β2c2 +

1

4
(β2 − 1)2V 2

n

� Z ^ · ^ Z�c �

Xx&'^|�(69�|gm��. .���^z�83
Λ̃(nx, ny)

;���&2�����"�z���2�S;C�U69�r��&(69.t#B69�����¥e~j[��69�
[λ̃(i)]

!"��&:�/69� &�� &��B���2�MR����"!"��&2;C� ������&(�";
��� �r��&:7469. ,2�"�8^~J[�����B���(69�D^|�2��&

β
���T�9g|���2�d�/69#%�d����;����T���(69&����2�BPb6�!/��&:,�#TWV����69&2;��������T.U69�������T���
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Vn

^ � �����
#%�869&2�T���2�B��sC������# � �p&2�~.���&��r���@� . . ��!"��&2;��¥��� �4&2�";�gm���p.���^���RV�"�";L\(��^z�8^ � �2�%R����"!"��&2;C� ������&2�8;�#B69�����¥e
Pe · (Ãenx + B̃eny)

!869&~WV�M�'eCR����"�����";H,2��� &��
Λ̃

6��|gh��. .���^z�p}

Pe · (Ãenx + B̃eny) = J̃e(nx, ny) = T̃e(nx, ny) · Λ̃(nx, ny) · T̃−1
e (nx, ny)

� Z ^ · ^ Z ar�
^|�2�����M���2�S��� �r��&:71�"!�������#B69������!"�"�

T̃e
69&2;

T̃−1
e

69���i�4� 71��&~� & � n ` 	 69&2;H����R����:;C,2!"�";u�2�����%}

T̃e =




0 0 1 1

0 −ny
r nx

ρ β2 c2
s nx

ρ β2 c2

0 nx
r ny

ρ β2 c2
s ny

ρ β2 c2

1 0 0 0




, T̃−1
e =




0 0 0 1

0 −ny nx 0

s

2 t
−ρ β

2 c2

2 t
nx −ρ β

2 c2

2 t
ny 0

− r

2 t

ρ β2 c2

2 t
nx

ρ β2 c2

2 t
ny 0




� Z ^ · ^ Z g4�
^|� ���

r = λ̃(3) − Vnβ
2 , s = λ̃(4) − Vnβ

2 , t =
λ̃(4) − λ̃(3)

2
.

� Z ^ · ^ Z�n �
Xx&k���2�%��69#%�$#B69&�&2���83¬���2�$R����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&)�'eOR����"�/���";k� &A������#%�p�9g|!"��&2������7469��� 71�$7469���U69W�.��"�
!869&<69.�����WV�M#B6�;��S;C�U69�r��&(69.�}

P · (Ãnx + B̃ny) = J̃(nx, ny) = T̃ (nx, ny) · Λ̃(nx, ny) · T̃−1(nx, ny)
� Z ^ · ^ Z�d �

Z[��� &��<���2�d���/69&2�-gm����#B69������&�����.U69������&2��WV��� ^��"��&���&:������R���!H69&2;)!"��&2�/����7�69��� 71�d7469���U69W�.��"�83
������� � 6�!"��W��U69&
�/69�1�"��69.��������(�[gm��. .���^|� &��$gm����#�}

J̃ =
∂w

∂V
· J̃e ·

∂V

∂w
=
∂w

∂V
· T̃e

︸ ︷︷ ︸
= T̃

·Λ̃ · T̃−1
e · ∂V

∂w︸ ︷︷ ︸
= T̃−1

.
� Z ^ · ^_[ber�
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wt + Ã · wx + B̃ · wy =
δx

2
(|Ã|wx)x +

δy

2
(|B̃|wy)y

� Z ^ · ^_[ Z �
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P−1 69&2;k�r��� &��~W(6�!/�\���~6H!"��&C�
������7469��� 7r��gm����#�gh�������2�0\2,CedW(69.U69&2!"�[sO����.�;������2��gm��. . �
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P−1 · wt + fx + gy =
δx

2
(P−1|P ·A|wx)x +

δy

2
(P−1|P ·B|wy)y
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�[,�� . .U69��;)69&2;A±[����´�69���_[ n 	 R�����71�";A���(69�83tgm���T6H.���^�P\6�!/��&:,�#TWV��� \(��^S3
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P−1 · |P ·Anx + P ·Bny| = (P−1 · ∂w
∂V

· T̃e) · |Λ̃| · (T̃−1
e · ∂V

∂w
) = T̃ g · |Λ̃| · T̃ d � Z ^ · ^_[ · �

Pb69������!"�"�
T̃ g 69&2;

T̃ d 69���S�86���� . sv!"��#$R�,����";Hgh����#�#B69������!"�"�
T̃e

3
T̃−1

e

3 ∂V
∂w

69&2;
P−1 ��� &2!"�$}

T̃ g(nx, ny) = P−1 · T̃ =
∂w

∂V
· P−1

e · T̃e � Z ^ · ^_[2`:�
T̃ d(nx, ny) = T̃−1 = T̃−1

e · ∂V
∂w

69&2;H���2��� �z���"��RV�"!���� 71�S�'eCR�. ��!'� �Q�'eOR����"��������&H���86�;��p}

T̃ g =




1 0
1

2 β2 c2
1

2 β2 c2

u ny
u + r nx

2 β2 c2
u + s nx

2 β2 c2

v −nx
v + r ny

2 β2 c2
v + s ny

2 β2 c2

q2 −Vt
H + r Vn

2 β2 c2
H + s Vn

2 β2 c2
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T̃ d =




1 − γ − 1

c2
q2

γ − 1

c2
u

γ − 1

c2
v −γ − 1

c2

Vt ny −nx 0

sq2(γ − 1) + β2c2Vn

t
−su(γ − 1) + β2c2nx

t
−sv(γ − 1) + β2c2ny

t

s(γ − 1)

t

−rq
2(γ − 1) + β2c2Vn

t

ru(γ − 1) + β2c2nx

t

rv(γ − 1) + β2c2ny

t
−r(γ − 1)

t
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Vt = −uny + vnx
3
q2 = 1

2(u2 + v2)
3
H = E + p

ρ

3
E = e+ q2

^|� ���
p = (γ − 1)ρe

69&2;
r

3
s

3
t
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β2 = 1
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r = c

3
s = −c 69&2;
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P−1
∆wn

i,j

∆t
+ (

δ1F

δx
+
δ2G

δy
)i,j = 0

� Z ^ · ^_[�g4�
^|� ���~&:,�#%������!869.)\2,Ce��"�z;��'c2&2�";~W:sb}

Fi+ 1

2
,j = (µ1f − 1

2P
−1 · |P ·A| · δ1w)i+ 1

2
,j = (µ1f − 1

2 T̃
g(1, 0) · |Λ̃(1, 0)| · T̃ d(1, 0) · δ1w)i+ 1

2
,j

Gi,j− 1

2

= (µ2g − 1
2P

−1 · |P ·B| · δ2w)i,j− 1

2

= (µ2g − 1
2 T̃

g(0, 1) · |Λ̃(0, 1)| · T̃ d(0, 1) · δ2w)i,j− 1
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I
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Fi+ 1

2
,j =

1

2
(f(wL

i+ 1

2
,j
) + f(wR

i+ 1

2
,j
)) − 1

2
P−1

i+ 1

2
,j
· |Pi+ 1

2
,j ·Ai+ 1

2
,j | · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

Gi,j− 1

2

=
1

2
(g(wL

i,j− 1

2

) + g(wR
i,j− 1

2

)) − 1

2
P−1

i,j− 1

2

· |Pi,j− 1

2

·Bi,j− 1

2

| · (wR
i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)
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wR 69&2;
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Fi+ 1

2
,j =

1

2
(f(wL

i+ 1

2
,j
) + f(wR

i+ 1

2
,j
)) − 1

2
ρ(PA)P−1 · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

Gi,j− 1

2

=
1

2
(g(wL

i,j− 1

2

) + g(wR
i,j− 1

2

)) − 1

2
ρ(PB)P−1 · (wR

i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)

��� &2!"�
T̃ g · T̃ d = P−1 ^MJQ�����@���2�T&:,�#%������!869.K;C������� R(69������&k�9g��������[R2���"!���&(;C� ������&2�";A�z,2�/69&2��7u�/!/�2��#%�T���

&2�$.���&��r���zR�,�����. sH��!869.U69����� &2!"�i� ��!"��&:�/69� &2�z&2��^	���2�MR����"!"��&2;C� ������&2� &��d#B69�����¥e
P−1 ^

n ��^5��Pb6�!/�§&:,�#TWV���vR����"!"��&2;C� ������&(�";§7r����������&2�H�9gp���2�bNzZiLOP � 3��i69������&C� n 6�eO�>7�69& n �"���83 � 69#%�"����&_=?�



`fa ��� ����� ���
	��� ��� ������� �
� � ��� � � � ��� � � ����� ��� 	 � � 	 � 	

��ZMLOq)��!/�2��#%�"�569���z���"��RV�"!���� 71��. s$R�����7O��;��";B� & � `fa 	 � c/Z
	 � gbg 	 ^
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71����������&2���9g_���2�Q�Q�:��3O�z,2�/69&2��7B69&2;dNzZMLOP � ��!/�2��#%�"���(687r��WV�"��&d,2���";D^ � �2��±���&dJ[��,�#B69&�&H69&(69. sO�����
!869�������";H��,��|�¥&H���2�[&2�'eC�|!/�(69R��������|�(6���gh�:!�,2���";v��&H���2�[� #$R�. ��!�� �z�Q�:�Q,�RM^|� &2;H�/!/�2��#%�[#B69� &�. sdWV�"!869,2���
� ���o�'eCR����"��������&T���
687469� .U69W�.���gh���¬���2��g¨,�. .:&2��&C�>. � &2�869�`IK,�.����
�"01,a69������&2�
6��V^���. .�6��tgh���¬� ���¬. � &2�869��� ´8�";@71����������&
^|��� .��43 gm���[� &2���/69&2!"�43D���2��;2�'���¥7469������&A�9g����2��NzZMLOP � ��!/�2��#%�$69R�R�. ���";b���G���2��. � &2�869��� ´8��;bgm����#��9g����2�
I`,�.����p�"01,(69������&2�S���"01,�� ���"�S����#%�����";C����,2�S;���71��.���R�#%��&:���T69&2;A6G&:,�#TWV���S�9g|69R�R����8eC� #B69������&2�d�h���"� � `fa 	
gm���|#%�����S;����/69� .����'^
](���¬���2���Q�:�����
�z,2�/69&2��7S��!/�2��#%�43����2��R����"!"��&2;C� ������&�� &��M#%�����2�:;�6 � �"!����o� &�6���� #$R�.���^56�sM���2��;��'c2&�� ������&
�9g_���2��&O,�#%������!869. ;C�������¥Ra69������&_^`]2����#�&2��^¦��&_3

D̃1
69&2;

D̃2
^|� . .V;���&2�����Q���2�QR����"!"��&2;C� ������&2�";G&:,�#%������!869.

;C������� R(69������&b!"�:�	�B!�����&:���S6������:!��U69���"; ^|� ���b�86�!/�b��R(6�!"�T;C� ���"!�������& ^|��� .��T���2�pR2���"!���&(;C� ��� ��&(�";\&:,�#%������!869.
� &:7O����!���;,\2,Ce��"�]^|� .¥._WV�M;���&2�����";

F̃E 69&2;
G̃E ^ � �:,2��3C���2�i&:,�#%������!869.)\2,Ce��"�|�9g
���2�M���:�S69&2;~�z,2�/69&2��7

��!/�2��#%�"��!"��#TW�� &2�";:^|� ��� � ,����1��._R����"!"��&2;C� ������&�� &��G!869&~WV�M,�&��¥c(�";u6��S}

F̃E
i+ 1

2
,j

=
1

2
(fE(wL

i+ 1

2
,j
) + fE(wR

i+ 1

2
,j
)) − D̃1 · (wR

i+ 1

2
,j
− wL

i+ 1

2
,j
)

G̃E
i,j− 1

2

=
1

2
(gE(wL

i,j− 1

2

) + gE(wR
i,j− 1

2

)) − D̃2 · (wR
i,j− 1

2

− wL
i,j− 1

2

)

� Z ^ · ^_[ d �

^|� ���




D̃1 = 1
2P

−1|P A| = 1
2 T̃

g(1, 0) · | ˜Λ(1, 0)| · T̃ d(1, 0)

D̃2 = 1
2P

−1|P B| = 1
2 T̃

g(0, 1) · | ˜Λ(0, 1)| · T̃ d(0, 1)

� Z ^ · ^ · er�

gm���|���2�MR����"!"��&2;C� ������&2�";<���:�M�/!/�2��#%�M���z���2�S���:�'� � ,����1��.t��!/�2��#%�p69&2;




D̃1 = 1
2ρ(P A)P−1

D̃2 = 1
2ρ(P B)P−1

� Z ^ · ^ ·/Z �

gm���v���2�bR����"!"��&2;C� ������&2�";��z,2��69&2��7 ��!/�2��#%�4^ � �����Ggm����#T,�.U69������&	���H�'eC����&2;��";¦�������2�kJi687:�����-�YL:�����1�"�
��sC������# � &+6\�����/69� �4�:�-gh��� ^569��; ^568s���� &2!"�G���2�GR�,�����. s)!"��&:�������";+;C����!�������� ´�69������&¢�9gQ���2�G7O����!"��,2� \2,CeC�"�
����#B69� &2�Q,�&(6 � �"!����";uW:sv���2�SR����"!"��&2;C� ������&�� &2�G�9g`���2�p�"0:,(69������&2�8^5X�&u�����2��� ^�����;��832���2�SR����"!"��&2;C� ������&(�";
Ji687:�����-�YL:�����1�S�"01,(69������&2�T}

P−1 · wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
� Z ^ · ^ · [r�

69���p69R�R����8eC�¥#B69�/��;uW:sd���2�S!"��&2������7469��� 71�S��!/�2��#%�

(P−1)n
i,j ·

∆wn
i,j

∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n

i,j

= 0
� Z ^ · ^ ·4· �

^|�2�����@���2�@R����"!"��&2;C� ������&2�";k� &:7:����!���;\&:,�#%������!869.�\2,CeC�"�M69���@�4� 71�'&A69WV��71��69&2;\���2�T7O����!"��,2� \2,CeC�"�[�1�"��R
���2��� ���'eCR����"��������&�� Z ^_[C^ · `:�'^
��JLK�C8���M�N�+G���E�
 U
� �2�G.���^5��Pb6�!/��R����"!"��&2;C� ������&�� &2�k���"!/��&���0:,2�H69R�R�. ���";����\���2�G�Q�:�G������,2�/69&2��7���!/�2��#%�G#%�:;C�¥c(�"�$���2�
��� #%�i;������ 7�69��� 71�[������#�69&2;G���2�Q&:,�#%������!869._;C���/��� R(69������& ^|� ���v���"��RV�"!��5���T���2�i���/69&2;269��;G71����������&v�9g¬���2�"���
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&2�Q���"!/��&���!869.�;C�X�B!�,�. �xsT� &@���2��R����:!"�"���
�9g(#B69�O� &��i��!/�2��#%�M� Z ^ · ^_[�g4�¬���|� Z ^ · ^ ·4· �
� #$R�. ��!�� �8��� &vg>6�!��83C���2�[gm����#��9go���2�i� #$R�. ��!�� �zR����"!"��&2;C� ������&2�8;u��!/�2��#%�[gm���|���2�MJ[687O�����-�YL:�����1�"�z�"01,(69������&2�
����#B69� &2�z,�&2!/�(69&��r�";�}

H · ∆wn
i,j = −∆t · Rn

i,j ,
� Z ^ · ^ · `:�

^|� ���




Rn
i,j =

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n

i,j

,

H =

(
(P−1)n + σ1δ1(A

E)nµ1 + σ2δ2(B
E)nµ2 − σ1δ1(D̃1 +

AV
1

δx
)nδ1 − σ2δ2(D̃2 +

BV
2

δy
)nδ2

)
.

� Z ^ · ^ ·bc �
� �2� n �MLG�9g`�"0:,(69������&�� Z ^ · ^ · `:�|!869&~WV�S69.����%�'eORa69&2;��";u6��S}

H · ∆wn
i,j = C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1 ,

� Z ^ · ^ · ar�
^|�2�����%���2�%!"�:�	�B!�����&:���

C±
p

�/69�r�$&2��^�� &:���u6�!"!"��,�&:�T���2�$#%�:;C�¥c(!869������&��9g5���2�$&:,�#%������!869.�;C������� R(69������&
������#%�zW:sG���2�i.���^5��Pb6�!/�~R2���"!���&(;C� ������&�� &��v69&2;

C0
� &2!�. ,2;��"�����2�MR����"!"��&2;C� ������&�� &��d#B69�����¥eA}





C−

1 = −σ1

(
1
2A

E + D̃1 + 1
δxA

V
1

)n

i− 1

2
,j

= −σ1 (A+)
n
i− 1

2
,j

C+
1 = σ1

(
1
2A

E − D̃1 − 1
δxA

V
1

)n

i+ 1

2
,j

= σ1 (A−)
n
i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2B

E + D̃2 + 1
δyB

V
2

)n

i,j− 1

2

= −σ2 (B+)
n
i,j− 1

2

C+
2 = σ2

(
1
2B

E − D̃2 − 1
δyB

V
2

)n

i,j+ 1

2

= σ2 (B−)
n
i,j+ 1

2

C0 = (P−1)n
i,j + σ1 (A+)

n
i+ 1

2
,j − σ1 (A−)

n
i− 1

2
,j + σ2 (B+)

n
i,j+ 1

2

− σ2 (B−)
n
i,j− 1

2

� Z ^ · ^ · g4�

���2��&B���2�zR��/��!"��&2;��¥��� ��&(�";d� #$R�. ��!�� ��,�RM^|� &2;d��!/�2��#%�@� Z ^ · ^ · `:�`����69R�R�. ���";G69���86�!/�BRV��� &:���9gD���(��!"��#$R�,C�
�/69������&(69.¬;���#B69� &_32���2�i. � &2�869��W�.��:!/�v��sC������# � Z ^_[C^ Z�n �5���|���"!"��7r�����";<69&2;H#T,2���zWV�M�/��. 7r�";v� &<69&u�	�B!�����&:�
^568s1^

���� � ��( #%� " ��� � �&��� (
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&2��^+!"��#$#%��&�. s$!"��#$R�,����";$W:sT���2����]
j R��/6�!���� ������&2���8^KN�&$� #$#%�";C�U69���]^568sT���M��W��/69� &d6[��� #%�'�x6�!"!�,��/69���
����. ,�������&u�9g
���2�B�¨,�&2�����86�;Cs2�5J[687O�����-�YL:�����1�"�z�"0:,(69������&2�83

∂w

∂t
+ (fE − fV )x + (gE − gV )y = 0
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wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

= 0
� Z ^ `2^ Z �

^|� ���¢6<,�&���0:,2�v�4.���W(69.|��� #%�H������R
∆t
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�9ga��,2!/�%69&$69. �r����� ����#~^�����&2���"01,2��&:��. s134� &�����;����
���Q� &2!����86�����WV���������2�|6�!"!�,��/6�!�s@69&2;@���2���	�B!�����&2!�s
�9g
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3wn+1
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
� Z ^ `2^_[r�

NQ&v� #$#%�";C�U69��� � 68sO.����-��;���7r��.���R�#%��&O�[69����,�&2;v���2�i&2�h^§��� #%�'�>.���71��.
(n+ 1)

���2��^z�5���(69�z�/!/�2��#%�%� Z ^ `2^_[r�
R�����7O��;��"�z6T���"!"��&2;O������;2�'�Q6�!"!�,��/69���S69R�R����8eC� #B69������&~�9g¬���2�[,�&2�����86�;CsGJ[687O�����-�YL:�����1�"�|�"01,(69������&2�8�C#%�����'�
��71���83O���2�[� #$R�. ��!�� �z!/�(69�/6�!��������9g¬���2�i��!/�2��#%�S69. .���^z�5���@,2���[.U69���r�[��� #%�'��������R2� ^|�2��&u6�;C7�69&(!'� &��%� &G���¥#%�
^|� ���2��,�����&2!"��,�&:������� &��T���/69W�� . � �xs�R�����W�.���#%�Q�¨� &%R��/6�!�����!"�431���2�5��� #%�'��������RB���`. � #$� ���";$W:s�6�!"!�,��/6�!�s�������,2�"�|}
���:�v.U69���r�B6G��� #%�'��������RAR�����71��&:���ig¨����#�!"�����/��!���. sb����R����"����&:��� &��u���2����� #%�'����71��. ,�������&��9g����2� \(��^�R�����WC�
.���#d�'^�Ji69��,��/69. . s13(� �Q����#B69� &2�[���d�'eOR�.U69� &\�2��^��"0:,(69������&�� Z ^ `2^_[r�z���[����. 71��;\69�[�86�!/�<��� #%�'��������R<� &\����;����
���$s:����.�;u6@&2�h^	R��:sC����!869.t���/69���4^

� KVKj�
	�)��8JLE/��U + �'UfP+��	 � JWU���TV	-�
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wn+1��������R�.U6�!"�";uWOs~6$R�����7O��������&(69.o���/69���
wn,k+1 69&2;~���2� \2,CeC�"�[69���p. � &2�869��� ´8�";b69����,�&2;u���2�p� �����/69��� 7r�p.���71��.

(n, k)
^|����!/�~.��86�;��z���$���2�igh��. .���^|� &��B� �����/69��� 7r�S�¥#$R2.¥��!�� �Q�/!/�2��#%�%}

H · ∆wn,k
i,j = −∆t · Rn,k

i,j ,

^|� ���




∆wn,k
i,j = wn,k+1

i,j − wn,k
i,j ,

Rn,k
i,j =

3wn,k
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n,k

i,j

,

H =

(
3

2
Id+ σ1δ1(A

E)µ1 + σ2δ2(B
E)µ2 − σ1δ1(D1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,k

.

� Z ^ `2^ · �
N|�o���2��c2�����`��,�WC�>� �����/69������&_3

wn,0 ���
�/���
�"0:,(69.C���
wn 69&2;���&2!"�5���2�5��,�WC�>� �����/69��� 71�5R����:!"���/�
�(6��
!"��&:71�����r�";

� � �����
∆wn,∞ = 0

�'3t���2�%,�&2�����86�;CsA��0:,(69������&2�@69���B!�.��869��. sA�/69�����-c(�";D^ � �2�B����. ,�������&�69�S���2�%��� #%�%.���71��.
(n+ 1)

���|���2��&~�4� 71��&HWOs
wn+1 = wn,∞ ^
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(
1
2A

E + D̃1

)
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1
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)
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M1 · [∆w∗] = [Rn] ,

[∆w∗∗] = D · [∆w∗] ,
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M2 · [∆wn] = [∆w∗∗] ,
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M ≈M ′
1 ·D−1 ·M ′
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M ′
1 =




x x · · · · ·
x x x · · · ·
· x x x · · ·
· · C−

1 C0 C+
1 · ·

· · · x x x ·
· · · · x x x

· · · · · x x




, M ′
2 =




x · x · · · ·
· x · x · · ·
x · x · x · ·
· C−

2 · C0 · C+
2 ·

· · x · x · x

· · · x · x ·
· · · · x · x




,

D =




x · · · · · ·
· x · · · · ·
· · x · · · ·
· · · C0 · · ·
· · · · x · ·
· · · · · x ·
· · · · · · x
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M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] ,

[∆w∗∗] = D · [∆w∗] ,
� [C^ Z ^ g4�

M ′
2 · [∆wn] = [∆w∗∗] .
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M1 ·D−1 ·M2 = M + PADI ,

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 = M + PMAF .
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M · [∆wn] + P · [∆wn] = [Rn] .
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M · [∆w(l+1)] + P · [∆w(l+1)] = [Rn] + P · [∆w(l)]
� [C^ Z ^ n �

[∆wn] = [∆w(p)]

^|�2�����
∆w(l) = w(l) − wn ^� �2��&~���2�M#%�����2�:;~�(6��z!"��&:71�����r�";D3 � ����� ^|�2��&
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]
� [C^ Z ^ d �

[∆wn] = [w(p) − wn]
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [w∗ − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

[w∗∗ − w∗] = D · [w∗ − w(l)]
� [C^ Z ^ Z er�

M ′
2 · [w(l+1) − w(l)] = [w∗∗ − w∗]

[∆wn] = [w(p) − wn]
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N[�p69. ^568sC�83t��,��T���/69����� &��uRV��� &:�p���S���2�$. � &2�869�T��sC������# 6��/���:!��U69���";L^|� ���A���2�%� #$R�. ��!�� �p,�RM^|� &2;��/!/�2��#%�
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M · [∆wn] = [Rn] ,

N��r��&2������!S����.U6�e269������&~���"!/��&���0:,2�S#B68sGWV�M�'eCR����"�����";HW:sd���2�igm��. .���^|� &��B������R�}

M ′ · [∆w(l+1)] = [Rn] − (M −M ′) · [∆w(l)] ,
� [C^_[C^ Z �

^|�2�����
∆w(l) = w(l) − wn 69&2;

M ′
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M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] − (M −M ′

1) · [∆w(l)] , � [C^_[C^_[r�
M ′

2 · [∆w(l+1)] = [Rn] − (M −M ′
2) · [∆w∗] ,

^|�2�����
∆w∗
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M ′′ = M ′

1 +M ′
2 −M
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M ′
1 ·M ′′−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn] ,
� [C^_[C^ · �
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L1 =




· · · · · · ·
x · · · · · ·
· x · · · · ·
· · C−

1 · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·
· · · · · x ·




, U1 =




· x · · · · ·
· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · C+

1 · ·
· · · · · x ·
· · · · · · x

· · · · · · ·




,

L2 =




· · · · · · ·
· · · · · · ·
x · · · · · ·
· C−

2 · · · · ·
· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·




, U2 =




· · x · · · ·
· · · x · · ·
· · · · x · ·
· · · · · C+

2 ·
· · · · · · x

· · · · · · ·
· · · · · · ·
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

(M ′
1 + L2) · [∆w∗] = [Rn] − U2 · [∆w(l)]

(M ′
1 + U2) · [∆w∗∗] = [Rn] − L2 · [∆w∗] � [C^_[C^ g4�

(M ′
2 + L1) · [∆w∗∗∗] = [Rn] − U1 · [∆w∗∗]

(M ′
2 + U1) · [∆w(l+1)] = [Rn] − L1 · [∆w∗∗∗]

[∆wn] = [∆w(p)]

N[� ^|� . .oWV�@���2�
^|&\� &\���2�T&2�'eC�i!/�(69R������83 �������iN n �SL<69. �r����� ����#�R�����7:��;��"�S6BWV���������i!"��&:71�����r��&2!"���/69���
���(69&����2�BN n_� 69. �r����� ����#~^H�Q��^���71���83
6��T69. ���86�;CsA��W2������71�";A� & � Z [ 	 3¬� � ^|� . .569.����HWV�B���2�
^|&����(69�p���2�
69WV��71�[R����:!"�";C,����M���|��&�. sG!"��&2;C� ������&(69. . sH���/69W�.��[�?^|����!/�H#B68sG���"��#��/69���2���z��,���R�������� &��%��� &2!"�

ALGS(p)���G6�^|��;���. s:�>,2���";¢. � &2�'�>����.U6�e269������&�R����:!"�";C,����<W�,�� ^�� ^|� . .Q!"��#$#%��&:�v��& �������BRV��� &:�d.U69�����G��&_^ � �2�
ALGS(p)

#%�����2�:;\69. .���^z�z�/�$���"!"��71�'�����2�S.���7r��.¬�9g
� &:����� &2����!p�	�B!�����&2!�sHR�����7O��;��";~W:sH6%;C� ���"!'�[����. ,�������&
�9gQ���2�v� #$R�. � !�� �B���/69�r�dgm���%6<7r����s���#B69. .|&:,�#TWV���

p
�9gi��,�WC�>� �����/69������&2�8�5���2�GR�����!"�v���\R(68s�gh���$��,2!/�+6

��� �4�\� &:�����¥&(����!@�	�B!�����&2!�s<���Q���2�@&2�"�";<���d� &:71�����
4

������;C�U69�r��&(69.K��sC������#%�Q� &�� [C^_[C^ g4�[69�i�86�!/�\&2��&C�>. � &2�869�
� �����/69������&_^<NQ&)69. ������&(69���¥71�G������69�����4s�^���,�.�;�WV�B���u,2���G6H�/�'.U6�e269������&)#%�����2�:;����(69��;��:�"�T&2���T���"0:,�� ���
69&:sd��sC������#®� &:7r����������&_3269�����2�i�'eCRV��&2���[�9g
6pR�����W(69W�. sd#T,2!/�v.���^����|� &:����� &2����!i�	�B!�����&2!�s13���7r��&Ggh����.U69���r�
7469. ,2�"�5�9g

p
^ � �2�iW(69.U69&2!"�[WV��� ^��"��&H�������5RV�:���5� &:����� &2����!M�	�B!�����&2!�sv69&2;G���2�[R(69������!�,�.U69��. sG.���^¦,�&�� �|!"�4���

�9g
���2�S69R�R����r6�!/�u#B68sG.��86�;H���B6@�4.���W(69. . sH�	�B!�����&:�Q�����/69�����4s1^
@�)�@ )	� � &V#%�V7 �V��./& �I##f; � � � ��7b#%&�� 3 #f&?./; >�2 #�;
� �2�Sq
��� &:� � 6�!"��W��¬����q � ����.U6�e�69������&u#%�����2�:;u���|R����"!����/��.¥sH���2�S��� #$R�.��"���Q!���&(!���� 7469W�.��p����.U6�e�69������&u���"!/�C�
&���0:,2�z��� &2!"�|� �K�����/69� &2����&�. s$;C�U69�r��&(69.(������#%��69�K���2�|&2�h^¢.���7r��.

(l+1)
� &%���2� n �iLV�r���2�5gm��. .���^|� &��T!/�2����!"�

gm���|#B69�����¥e
M ′

}

M ′ = D ,
� [C^_[C^ n �

.��86�;��z�������(�iRV��� &:� � 6�!"��W��¬69. �r����� ����#�hq � �
p
���M}

[∆w(0)] = 0
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[∆wn] = [∆w(p)]
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[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [∆w∗] = [Rn] − (U1 + U2) · [∆w(l)] � [C^_[C^ ZbZ �

M ′
2 · [∆w(l+1)] = [Rn] − (L1 + L2) · [∆w∗]

[∆wn] = [∆w(p)]
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(U1 + U2) · [∆w(l+1)]

� &~���2�
���"!"��&2;~� ^��"��R_^
L:� &2!"�i���2�[c2�����5#B69�����¥ev,2���";G� & [C^_[C^ ZbZ ���z6T.���^����|�����U69&��4,�.U69�z#B69�����¥e~69&2;G���2�M���"!"��&2;H��&2�i���z69&v,�R�RV���
�����U69&��4,�.U69�[#B69�����¥e 3(�������[69. �r����� ����# ��������#%����� #%�"�Q���'gm�������";~���d6�� n Z��YL��SLV^aZQ��� &��d�'eCR����"��������&)� [C^_[C^ · �'3
���2�p69WV��7r�TL��SLG����.U6�e�69��� ��&uR����:!"�";C,����T69.��/�����86�;��p}

M ′
1 ·D−1 ·M ′

2 · [w(l+1) − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

^|� ���<69&<6������:!��U69���";u69. �r����� ����#����(69��!869&~WV�S�'eCR����"�����";~6��p}

[∆w(0)] = 0

l = 0, p

M ′
1 · [w∗ − w(l)] = [Rn] −M · [w(l) − wn]

[w∗∗ − w∗] = D · [w∗ − w(l)]
� [C^_[C^ Z8· �

M ′
2 · [w(l+1) − w(l)] = [w∗∗ − w∗]

[∆wn] = [w(p) − wn]
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H · ∆wn,m
i,j = −∆τ · Rn,m

i,j ,

^|� ���




∆wn,m
i,j = wn,m+1

i,j − wn,m
i,j ,

Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n,m

i,j

,

H =

(
P−1 +

3

2
λId+ σ1δ1A

Eµ1 + σ2δ2B
Eµ2 − σ1δ1(D̃1 +

AV
1

δx
)δ1 − σ2δ2(D̃2 +

BV
2

δy
)δ2

)n,m

,

^|�2�����

λ =
∆τ

∆t
, σ1 =

∆τ

δx
, σ2 =

∆τ

δy
.
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(fE)n,m = AE · wn,m , � · ^_[C^ Z �
(gE)n,m = BE · wn,m .
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δ1(F
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i,j =
[
AE
(
δ1µ1 −

ε

4
(1 − κ)δ3

1µ1

)
+ D̃1

(
(1 − ε)δ21 − ε

4
(1 − κ)δ4

1

)]
· wn,m

i,j ,
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δ2(G
E)n,m

i,j =
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BE

(
δ2µ2 −

ε

4
(1 − κ)δ3

2µ2

)
+ D̃2

(
(1 − ε)δ22 − ε

4
(1 − κ)δ4

2

)]
· wn,m
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δ1(F
V )n,m

i,j ≈
[
AV

1 · δ
2
1

δx
+AV

2 · δ1δ2µ1µ2

δy

]
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i,j ,

� · ^_[C^ · �
δ2(G

V ),m
i,j ≈

[
BV

1 · δ2δ1µ2µ1

δx
+BV

2 · δ
2
2

δy

]
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H · ∆wn,m
i,j = −K · wn,m

i,j +
3λ

2
wn

i,j +
λ

2
∆wn−1

i,j .
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K = KIII =
3

2
λId+ ȦE(δ1µ1 −

ε

4
(1 − κ)δ3

1µ1) − ((1 − ε) ˙̃D1 + ȦV
1 )δ21 − ˙̃D1

ε

4
(1 − κ)δ4

1

+ḂE(δ2µ2 −
ε

4
(1 − κ)δ3

2µ2) − ((1 − ε) ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 − ˙̃D2

ε

4
(1 − κ)δ4

2

−ṠV δ1µ1δ2µ2

H = P−1 + 3
2λId+ ȦEδ1µ1 + ḂEδ2µ2 − ( ˙̃D1 + ȦV

1 )δ21 − ( ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 � · ^_[C^ c �
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ȦE = σ1A
E , ȦV

1 = σ1
AV

1

δx
, ȦV

2 = σ1
AV

2

δy
,

ḂE = σ2B
E , ḂV

1 = σ2
BV

1

δx
, ḂV

2 = σ2
BV

2

δy
,

ṠV = ȦV
2 + ḂV

1 .
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K = KI =
3

2
λId+ ȦEδ1µ1 + ḂEδ2µ2 − ( ˙̃D1 + ȦV

1 )δ21 − ( ˙̃D2 + ḂV
2 )δ22 − ṠV δ1µ1δ2µ2
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ξ =
2π

λx
· δx , η =

2π

λy
· δy , � · ^ · ^ Z �
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λx
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δ̂1µ1 =
�7 s1 , δ̂2µ2 =

�7 s2 , δ̂1
2

= −2z1 , δ̂2
2

= −2z2 ,
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s1 = sin(ξ) , s2 = sin(η) , z1 = (1 − cos(ξ)) , z2 = (1 − cos(η)) .
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K =
3

2
λId + 2

(
(1 − ε) ˙̃D1 + ȦV

1

)
z1 + 2

(
(1 − ε) ˙̃D2 + ḂV

2

)
z2

+ ε (1 − κ) ˙̃D1 z
2
1 + ε (1 − κ) ˙̃D2 z

2
2 − ṠV s1s2

+
�7 (ȦE s1

(
1 +

ε

2
(1 − κ) z1

)
+ ḂE s2

(
1 +

ε

2
(1 − κ) z2

))

H = P−1 +
3

2
λId + 2

(
˙̃D1 + ȦV

1

)
z1 + 2

(
˙̃D2 + ḂV

2

)
z2 +

�7 (ȦEs1 + ḂEs2

)

� · ^ · ^ · �
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K =
3

2
λId+ 2 ( ˙̃D1 + ȦV

1 ) z1 + 2 ( ˙̃D2 + ḂV
2 ) z2 − ṠV s1s2 +

�7 (ȦEs1 + ḂEs2)
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ŵn,m+1(ξ, η) = G(ξ, η) · ŵn,m(ξ, η)
� · ^ `2^ Z �
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ρ(G) < 1

���2�%�����������S� &k���2�%��sC������# 69���$;269#$RV�";L^|�2�����86��S�¥g
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E±

1 · ∆wi,j = ∆wi±1,j ,

E±

2 · ∆wi,j = ∆wi,j±1 .
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E±

1 = e±
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E±

2 = e±
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T1 = 2 ( ˙̃D1 + ȦV
1 ))z1 +

�7 ȦEs1 ,

T2 = 2 ( ˙̃D2 + ḂV
2 ))z2 +

�7 ḂEs2 ,

S1 = −( ˙̃D1 + ȦV
1 )) cos(ξ) +

�7 ȦEs1 ,

S2 = −( ˙̃D2 + ḂV
2 )) cos(η) +

�7 ḂEs2 .
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z1 = (1 − cos(ξ)) , z2 = (1 − cos(η)) , s1 = sin(ξ) , s2 = sin(η) .
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H2 = (D + S2)
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1 )

� · ^ Z eC^ Z �

� �2�p69#$R�. �¥c(!869������&<#B69�����¥e~6��/���:!��U69���";'^|� ���~�������z#%�����2�:;H���|���2��&~�4� 71��&~W:s\}




GALGS = G∗ + V p
ALGS (Id−G∗)

VALGS = (Id−H−1
4 H) · (Id−H−1

3 H) · (Id−H−1
2 H) · (Id−H−1

1 H)

� · ^ Z eC^_[r�

^|� ���~���2�S](��,�����������sO#TWV��.��S}




H1 = (D + S1 − Ḃ+e−
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n
)
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(µ2g

E)n −D2δ2w
n
)
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wn+1
i,j − wn

i,j

∆t
+

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n+1

i,j

= 0
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(n+ 1)
}

[D1δ1w]n+1 = Dn
1 δ1w

n + ∆ [D1δ1w]n ≈ Dn
1 δ1w

n +Dn
1 δ1∆w

n ,

[D2δ2w]n+1 = Dn
2 δ2w

n + ∆ [D2δ2w]n ≈ Dn
2 δ2w

n +Dn
2 δ2∆w

n ,
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∆φn = φn+1 − φn }
µ1(f

E)n+1 = µ1(f
E)n + µ1∆(fE)n , µ2(g

E)n+1 = µ2(g
E)n + µ2∆(gE)n .
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(n+ 1)
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Fn+1 ≈ Fn + µ1∆(fE)n −Dn
1 δ1∆w

n ,

Gn+1 ≈ Gn + µ2∆(gE)n −Dn
2 δ2∆w

n .
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D1 −→ 1
2ρ(A

E)Id = 1
2ρ

E
1 Id

D2 −→ 1
2ρ(B

E)Id = 1
2ρ

E
2 Id
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(n+ 1)
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Fn+1 ≈ Fn + µ1∆(fE)n − 1
2(ρE

1 )nδ1∆w
n ,

Gn+1 ≈ Gn + µ2∆(gE)n − 1
2(ρE

2 )nδ2∆w
n .
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C0∆w

n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j
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i,j
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Rn
i,j =

(
δ1F

δx
+
δ2G

δy

)n

i,j

,
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2σ1

(
ρE
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2
,j
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2 = −1
2σ2

(
ρE
2

)n
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2
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2σ2

(
ρE
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2
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∆(fE)n 69&2;
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(n+ 1)
}

Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n −Dn

1 δ1∆w
n ,

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n −Dn

2 δ2∆w
n .
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Fn+1 ≈ Fn + (AE)nµ1∆w
n − 1

2(ρE
1 )nδ1∆w

n ,

Gn+1 ≈ Gn + (BE)nµ2∆w
n − 1

2(ρE
2 )nδ2∆w
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E)nµ1∆w
n)i,j − 1

2σ1δ1
(
(ρE

1 )nδ1∆w
n
)
i,j

+ σ2δ2((B
E)nµ2∆w

n)i,j − 1
2σ2δ2

(
(ρE

2 )nδ2∆w
n
)
i,j

= −∆t · Rn
i,j
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AE · µ1∆w
n ≈ µ1∆(fE)n = µ1

(
(fE)n+1 − (fE)n

)

BE · µ2∆w
n ≈ µ2∆(gE)n = µ2

(
(gE)n+1 − (gE)n

)
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n
i,j + C−

1 ∆wn
i−1,j + C+

1 ∆wn
i+1,j + C−

2 ∆wn
i,j−1 + C+

2 ∆wn
i,j+1

= −∆t · Rn
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j
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Fn+1 = Fn + ∆Fn ,

Gn+1 = Gn + ∆Gn .
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∆FRus = µ1(∆(fE)n) − 1
2ρ

E
1 δ1(∆w

n) ,

∆GRus = µ2(∆(gE)n) − 1
2ρ

E
2 δ2(∆w

n) .
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2σ1δ1
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n
)
i,j

+ σ2δ2µ2∆(gE)n
i,j − 1

2σ2δ2
(
(ρE

2 )nδ2∆w
n
)
i,j

= −∆t · Rn
i,j
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�F`2^_[C^_[ Z �

69&2;H� &2��������� &��B�������|. � &2�869��� ´�69������&<� &:���$���2�M� #$R�. ��!�� �Q���/69�r�i.��86�;��z���~}

C0∆w
n,m
i,j + C−

1 ∆wn,m
i−1,j + C+

1 ∆wn,m
i+1,j + C−

2 ∆wn,m
i,j−1 + C+

2 ∆wn,m
i,j+1

= −∆τ · Rn,m
i,j − σ1δ1µ1∆(fE)n,m

i,j − σ2δ2µ2∆(gE)n,m
i,j

�F`2^_[C^_[b[r�

^|� ���

Rn,m
i,j =

3wn,m
i,j − 4wn

i,j + wn−1
i,j

2∆t
+

(
δ1(F̃

E − F V )

δx
+
δ2(G̃

E −GV )

δy

)n,m

i,j

69&2;




C−

1 = −σ1

(
1
2 ρ̃

E
1 P

−1 + ρV
1 Id

)n,m

i− 1

2
,j

C+
1 = −σ1

(
1
2 ρ̃

E
1 P

−1 + ρV
1 Id

)n,m

i+ 1

2
,j

C−

2 = −σ2

(
1
2 ρ̃

E
2 P

−1 + ρV
2 Id

)n,m

i,j− 1

2

C+
2 = −σ2

(
1
2 ρ̃

E
2 P

−1 + ρV
2 Id

)n,m

i,j+ 1

2

C0 = P−1 + 3
2λId− C−

1 − C+
1 − C−

2 − C+
2

�F`2^_[C^_[ · �

� �:,2�83����2�~;C�U69�r��&(69.Q!"�:�	�B!�����&:�
C0

�4� 7r��&+W:s	�F`2^_[C^ [ · �$���$&2��^ 6\g¨,�. .z#B69�����¥e 3����kWV�H� &:71�������";D3|69&2;
!"�:�	�B!�����&:�

C±
69���d69.����uW�.��1!/��!"�1�	�B!�����&:����3
�/�H���(69�@�������/69�r�B���"0:,�� ����#%��&:�$69&2;���RV���/69������&2��!"��,�&:�@�9g

���2�B� #$R�. ��!�� �������869��#%��&:�@� &2!����86��/�%gm���T.���^5��P\6�!/�)&:,�#TWV���D\(��^z��^ � �2�B&2�'eC�@���"!�������&��'eOR�.U69� &2�@�2��^�� �
���GRV�4����� W�.��<�����/69�1�b6�;C7�69&:�/69�r�b�9gp���2�\R�����RV���������"�H�9gp���2�<R����"!"��&2;C� ������&2� &���#B69�����¥e

P
�����1�"��R����2�

R����"!"��&2;C� ������&2�";\69R�R����r6�!/�\6������ #$R�.��p6��|� ���z!"��#$R����"�����¥W2. � \(��^	71����������&_^



�  � �� �
	���	�� � � ��� � � 	 ��� ���
� � � 	 �
	�	 ��� � ��	�� ����� � � � � �
	�� � ����� ��� � ��� ��� Z e c

� ��� ����� (1��� � �&��� # ��� � " #1��� � � � � � � ��� � � ���1# � � � # � ��� � 
 ������ # �&����&���
� )*% )%A � ; �"; #���� ( #���14; � &&# /
�5�'gh�����p;����/69� . � &��d���2�pPb69�����¥e:��]2���"�S#%�����2�:;~gm���z.���^5��Pb6�!/�u&:,�#TWV���0\(��^z�832.�����,2�z� &:�����:;C,2!"�@6$�r��&2���/69.
gh�/69#%�h^������<���v!"��#$R�,��������2����� #%�'�x6�!"!�,��/69���%Ji687O�����-�YL:�����r�"�S��0:,(69������&2�S��&b#T,�. ���¥��;C� #%��&2������&a69.Q� [�j®���
· jS���569�����"���U69&G�4����;��[}¬���������4� 71�"��,2�����2�Q��R�RV������,�&�� �xsB���T���2��^ ���2��&:,�#%������!869.D;���7r��.���R�#%��&:�������(69�|69���
69. #%�4����!"��&2���/69&:��. s%R����"����&:���";d� &,[�j	� &d�����������2�"������gh�������2�Q�/69�r�Q�9g_��� #$R�. ��!�� �xs%!869&GWV�Q�'eO����&2;��";d���p���2�
· j§!86����|� &d6i�r��&:,�� &2��. s%�����/69� �4�:�-gm��� ^569��;$g>6���������&_^ � �2�z#T,�. ����;C� #%��&2������&(69.V�r��7r����&�� &��T�"0:,(69������&2�����86�;~}

P−1∂w

∂τ
+
∂w

∂t
+

d∑

p=1

∂fE
p

∂xp
=

d∑

p=1

∂fV
p

∂xp
,

�F`2^ · ^ Z �

^|�2����� ^��G���"!869. .5���(69�
w

���@���(�G7r�"!������$�9gQ���2�v!"��&2������71�";)7469���U69W�.��43
τ

���@���2�GR2����,2;��9�>��� #%�43
t

�������2�
R��:sC����!869.���� #%�43

fE
p

69&2;
fV

p

69���d���"��RV�"!���� 71��.¥s����2�G!"��&:7r�"!���� 71�v69&2;�7O����!"��,2� \2,Ce����@� &����2�
pth ��R(6�!"�'�

;C� ���"!�������&)�
d

���|���2�S;C� #%��&2������&<�9g
���2�MR�����W�.���#d�z69&2;
P

����6@R��/��!"��&2;��¥��� ��&2� &��d#B69�����¥e ^|�2� !/�u�/69�1����3C� &
���2��R��/���/��&:��^������ 34���2��gm����#�R�����RV�4���";�� & � g c 	 6��
;��"�/!���� WV�";�� &$;����/69� .��`� &$���"!�������& Z ^ · ^_[��D���2�5R�����RV���������"�
�9g��������QR����"!"��&2;C� ������&���&��H#B69�����¥e ^|� . .oWV�pg¨,������2���[���"!869. .��";\� &b���"!�������& `2^ · ^_[C^ � �d����. 71�T��sC������#�F`2^ · ^ Z �'3
���2�igh��. .���^|� &��B&:,�#%������!869.¬��!/�2��#%�M���|,2�/�";k}

(
P−1

c

)n,m

j

∆wn,m
j

∆τn,m
j

+
3
2(wn,m+1

j − wn
j ) − 1

2∆wn−1
j

∆t
+

d∑

p=1

(
δphp

δxp

)n,m+1

j

= 0,
�F`2^ · ^_[r�

^|�2�����
m

�������2��R2����,2;��9�>� �����/69������&H!"��,�&:�����83
n

�������2����� #%�Q������Rd!"��,�&:�����83
∆wn,m = wn,m+1 − wn,m 3

∆wn−1 = wn − wn−1 3
j = (j1, j2, . . . , jd)

����6¦#T,�. ���¥�>� &:�����r����6����/�:!��U69���"; ^|� ���®6�RV��� &:�
xj = (j1δx1, . . . , jdδxd)

�9gp6b�����4,�.U69�H�569�����"���U69&¢�4��� ;_^��
δphp

�����%���2�u;C� � ������&2!"�<��RV���/69�����G��& 6
�4����;~!"��. .

δp
� &~���2�

pth ��R(6�!"����;��¥�/��!�������&k69R�R�. ���";~���$���2�M&:,�#%������!869.)\2,�e
hp

69R�R����8eC�¥#B69���¥&2�B���2�SR��:sO���¥�
!869.�\2,Ce

(fE
p − fV

p )
}

(δphp)j = (hp)j+
ep

2

− (hp)j−
ep

2^|�2�����
ep

���[6$#T,�. ���¥�>� &:�����r��� ^|� ���<���2�
q
�>���<!"��#$RV��&2��&:�

epq
^|����!/�<���Q�"01,(69.¬���

0
�¥g
q 6= p

69&2;~���
1

�¥g
q = p

^`IK0:,(69������&)�F`2^ · ^_[r�5!869&~WV� ^|��� ������&~� &~���2�igh��. .���^|� &��%gh����# }

(
P−1

c

)n,m

j

∆wn,m
j

∆τn,m
j

+
3

2

∆wn,m
j

∆t
+

d∑

p=1

(
δp(∆hp)

δxp

)n,m

j

= − (R)n,m
j ,

�F`2^ · ^ · �

^|� ���<69&u�'eOR�. ��!�� �����/69�r�i�4� 71��&~W:s\}

(R)n,m
j =

3
2(wn,m

j − wn
j ) − 1

2∆wn−1
j

∆t
+

d∑

p=1

(
δphp

δxp

)n,m

j

.

���2��&d���2�Q�����86�;CsB���/69���0^|� ���G���"��RV�"!������TR2����,2;��9�>��� #%�
τ

�������86�!/�2�";D3O���2� n �ML%�9g��F`2^ · ^ · �K�r�:�"�����p´8������3
�2��&2!"�432���2�S&:,�#%������!869.
69R�R����r6�!/�u,2���";~���%!"��#$R�,����S���2� n �MLv�9g`�"0:,(69������&)�F`2^ · ^ · �|;��:�"�z&2���[6 � �"!������2�
�h��R(6�!"�T69&2;~��� #%���z6�!"!�,��/6�!�s~�9g`���2�S#%�����2�:;)�¨R�����7:��;��";u���(69�����2�p!"��&:71�����r��&2!"�T��&

m
���z�/�"6�!/�(��;a�'^��A�

!869&����2��&�69R�R�. sk���2�dPb69�����¥e:��]2���"�d��� #$R�. �¥c(!869������&2����&����2� n �MLb������#%�8^ 0 &����2�d�����2���T�(69&2;D3o� &����2�
���MLk�9gT�F`2^ · ^ · �'3`���2�d� &:7:����!���;W\2,CeC�"��69���G!"��#$R�,����";),2��� &��\!�.U6�������!869.�� &:7O����!���;�&:,�#%������!869.I\2,Ce����H�h�4^ �2^
���:�43t�z,2�/69&2��7bN|ZMLOP + ^"^"^/�'3t�'eC����&2;��";k���v��� �4�2���p���/;����S,2��� &��u6G7469���U69W�.��$���"!"��&2������,2!�������&�69R�R����r6�!/�



Z eba � � ����� ���
	 � �� � ����� � ��	 ��	�	 ��� � � � �
� � � 	�� � � �

�hP\ZiL�� n �i69&2; ^|� ����6d&:,�#%������!869.�;C������� R(69������&A�/69�:� &��~� &:���~6�!"!"��,�&:�S���2��R����"!"��&2;C� ������&2� &��<�9gM�F`2^ · ^ Z �'^
±[����!"��,2� \2,Ce��"��69���p69R�R����8eO� #B69���";\69�z���"!"��&2;O������;2�'�Q,2��� &��B!"�'&O�������";vgm����#T,�.U6~� 
 � � !/�(69R������ Z �'^
Xx& ����;����¦����69R�R�. s����2��Pb69�����¥eO��]����"��#%�����2�:; ���(69�4^|6��¦;��"��!���� WV�"; � & ���2��R�����7O����,2�¦�/�"!�������&2�83
���2�¢� &:7O����!���; \2,Ce��"�)�9g~���2� n �iL�69�/� ��7�69. ,(69���";®,2��� &������2�+c2�����-������;�����6�!"!�,��/69��� R����"!"��&2;C� ������&(�";
�z,2��69&2��7G��!/�2��#%�%}

hE
p = µpf

E
p − 1

2
P−1ρ(PAE

p )δpw ,
�F`2^ · ^ `:�

^|�2�����
µp

���|���2�p687r���/69�r�p��RV���/69��������71���Q6@�4����;~!"��. ._� &H���2�
pth ��R(6�!"�S;C� ���"!�������&�}

(µpφp)j =
1

2

(
(φp)j+

ep

2

+ (φp)j−
ep

2

)
,

69&2;
ρ(PAE

p ) = ρ̃E
p

;���&2�����"�5���2�i��RV�"!����/69. �/6�;C� ,2�|�9gt���2�[R����"!"��&2;C� ������&2�"; � 6�!"��W��U69&H#B69�����¥e
(P ·

∂fE
p

∂w
)
^

Xx&:�����:;C,2!�� &��%gh����#T,�.U6~�F`2^ · ^ `:�5� &:���$���2�S�'eOR����"�/������&~�9g (
∆(hE

p )
) .��86�;��z���~}

(
∆hE

p

)n,m

j±ep/2
= µp

(
∆fp

E
)n,m

j±ep
± 1

2
∆
((
P−1ρ̃E

p

)
j±ep/2

(wj − wj±ep)
)n,m

≈ µp

(
∆fp

E
)n,m

j±ep
± 1

2

(
P−1ρ̃E

p

)n,m

j±ep/2
∆
(
wj − wj±ep

)n,m

Xx�5gh��. .���^z�z���(69�p}
(
δp
(
∆hE

p

))n,m

j
= δpµp

(
∆fp

E
)n,m

j+ep
+

1

2

((
P−1ρ̃E

p

)n,m

j+ep/2
+
(
P−1ρ̃E

p

)n,m

j−ep/2

)
∆wn,m

j

−1

2

(
P−1ρ̃E

p

)n,m

j+ep/2
∆wn,m

j+ep
− 1

2

(
P−1ρ̃E

p

)n,m

j−ep/2
∆wn,m

j−ep

�F`2^ · ^ c �

N[��gm69��6��5���2�i7O����!"��,2�I\(,CeC�"�z�9go���2� n �MLv69���M!"��&2!"����&2�";D3H^��i&2���4.��"!��z���2��� �z;���RV��&2;���&2!"� ^|� ���H���"��RV�"!��
���$���2�i�/69&��r��&:����69.o;������ 7�69��� 71�"�p}

(
hV

p

)
j±ep/2

=

(
AV

p

δw

δxp

)

j±ep/2

= (QV
p )j±ep/2 (δpw)j±ep/2 ,

���2��&_36^��MR����:!"�"�";~�������2�M7O����!"��,2�z��RV�"!����/69._�/6�;C� ,2�Q��� #$R�. �¥c(!869������&\6��5gm��. .���^z�p}
(
hV

p

)
j±ep/2

≈ ρ(QV
p )j±ep/2 (δpw)j±ep/2 = (ρV

p )j±ep/2 (δpw)j±ep/2 ,
�F`2^ · ^_ar�

�������(69�p}
(
δp(∆h

V
p )
)n,m

j
= −

(
(ρV

p )n,m
j+ep/2 + (ρV

p )n,m
j−ep/2

)
∆wn,m

j

+(ρV
p )n,m

j+ep/2∆w
n,m
j+ep

+ (ρV
p )n,m

j−ep/2∆w
n,m
j−ep

�F`2^ · ^ g4�



�  � �� �
	���	�� � � ��� � � 	 ��� ���
� � � 	 �
	�	 ��� � ��	�� ����� � � � � �
	�� � ����� ��� � ��� ��� Z e�g

Xx&2��������� &��<�F`2^ · ^ c �|69&2;��F`2^ · ^ g4�5� &:���u�F`2^ · ^ · ��sO����.�;��|���2�igm��. .���^|� &��B��� #$R�.��M� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�%}

Dn,m
j ∆wn,m

j +
∑

p

{(
δpµp

δxp
∆(fE

p )n,m

)

j

−
(
C−

p

)n,m

j
∆wn,m

j−ep
−
(
C+

p

)n,m

j
∆wn,m

j+ep

}
= − (R)n,m

j ,

�F`2^ · ^ n �
^|�2�����

Dn,m
j =

(
1

∆τ
P−1

c

)n,m

j

+
3

2∆t
Id +

∑

p

{(
C+

p

)n,m

j
+
(
C−

p

)n,m

j

}
,

�F`2^ · ^ d �

(
C±

p

)n,m

j
=

1

δxp

(
1

2
ρ̃E

p P
−1 + ρ̃V

p

)n,m

j±ep/2

.
�F`2^ · ^ Z er�

� �����z� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�S���z����. 71�";H,2��� &��d6�����.U6�e�69������&uR����:!"�";C,����T��,2!/�<6���qo��� &:� � 6�!"��W����h���[L:sO#$#%��������!
�M69,2�����YLO����;���.£�I^|����!/�~.��86�;��z���~}

Dn,m
j ∆w

(l+1)
j = − (R)n,m

j −
∑

p

{(
δpµp

δxp
∆(fE

p )(l)
)

j

−
(
C−

p

)n,m

j
∆w

(l)
j−ep

−
(
C+

p

)n,m

j
∆w

(l)
j+ep

}

�F`2^ · ^ ZbZ �
�[��&2!"�43a���2�T!"�:�	�B!�����&:�

D
�(6��Q���BWV�p� &O7r�������";<� &\����;����[���d��W��/69� &\���2�p� &2!�����#%��&:�

∆w(l+1) ^�NQ��#%��&C�
������&2�";H� &~���2�iR�����7O����,2�|R(69�/69�4�/69R��_3(���2�i� &:71����������&H����6�!/������71�";~;C� ���"!���. s ^|�2��&~!"��#$R��/���/��� W�.�� \(��^z�Q69���
!"��#$R�,����";¢��� &2!"�43�� &��������%!86����43����2�v#B69�����¥e

D
���$R�,�����. s���!869.U69�8^��Q��^���71���83�^|�2��&+.���^5��P\6�!/�+&:,�#��

WV��� \(��^��%69���v!"��#$R�,����";D3����2�GR����"!"��&2;C� ������&�� &2�A������,���&2�";���&����\���(69�
P

����&2�\.���&��r���$���2�v��;���&:��� �xs
#B69�����¥eb69&2;b!"��&2���"0:,2��&:��. s

D
WV�"!"��#%�"�S6Bg¨,�. .o#B69�����¥eb6�� ^���. .K6��[���2��!"�1�	�B!�����&:���

C±
^MJQ��71�������2��.��"���83

� �p���pRV�4����� W�.��B���~�/69�1�d6�;C7469&:�/69�r�d�9g|���2�BR�����RV���������"�@�9gz���2�%R����"!"��&2;C� ������&���&��\#B69�����¥e
P

���~�r�"��R����2�
R����"!"��&2;C� ������&2�";\69R�R����r6�!/�\6������ #$R�.��p6��|� ���z!"��#$R����"�����¥W2. �S71����������&_^

� )*% )�@ 
�;67b��#%�0&�( 7b=�; 3 #�; ./&���>5# 7�# &V��#%� 3 14��7�#f# �
���K���2��^��";S� &p���2�`c2�����¬!/�(69R������t���(69�t���(� � ,����r��.1R����"!"��&2;C� ������&2���
!"��,�.�;pWV�?^|��� ������&T,�&2;����¬���2�`gh��. .���^|� &��
gm����#�}

P = Id + (β2 − 1) ·Q
^|� ���

Q =
γ − 1

c2




q2 = 1
2(u2 + v2) −u −v 1

uq2 −u2 −uv u

vq2 −uv −v2 v

Hq2 −uH −vH H


 =

γ − 1

c2







1

u

v

H


 ·

(
q2 ; −u ; −v ; 1

)




� �2�@#B69�����¥e
Q

^56��i���2��^|&\���GWV�T��;���#$RV������&:�83 � �����
Q2 = Q

^ � �����[R�����RV�����xs<���[7r����su,2���'g¨,�.
��� &2!"�T� �
��&(69W�.��"�z,2�|�/��� &:71�����z� &u6���� #$R�.�� ^568sG���2�iR����"!"��&2;C� ������&2� &��d#B69�����¥e

P
}

P−1 = Id +
1

β2 − 1
Q



Z e n � � ����� ���
	 � �� � ����� � ��	 ��	�	 ��� � � � �
� � � 	�� � � �

J[��^S3��¥g
���2�S#B69�����¥e
Dn,m

j

����!869.�!�,�.U69���";u,2��� &��d6$��� &��4.��S��7469. ,(69������&<�9g
���2�S#B69�����¥e
P−1 69�zRV��� &:�

j
3�� �

!869&~WV� ^z��� ������&<6��5gm��. .���^z�p}
Dn,m

j = an,m
j ·

(
P−1

)n,m

j
+ bn,m

j Id^|� ���




an,m
j =

1

∆τn,m
j

+
1

2

d∑

p=1

1

δxp

{(
ρ̃E

p

)n,m

j+ep/2
+
(
ρ̃E

p

)n,m

j−ep/2

}

bn,m
j =

3

2∆t
+

d∑

p=1

1

δxp

{(
ρV

p

)n,m

j+ep/2
+
(
ρV

p

)n,m

j−ep/2

}

� �2��&~,2��� &��%���2�MR�����RV�����xsH�9g
Q

3C���2�M� &:7r�������9g
���2�M#B69�����¥e
Dn,m

j

� ��!"��#$R�,����";u�'eOR�. ��!�� ��. s~6��5gm��. .���^z�S}
(
D−1

)n,m

j
=

(
1

a+ b

(
Id +

a
(
β2 − 1

)

a+ bβ2
Qc

))n,m

j

�F`2^ · ^ Z [r�

�5�"����;��"�83O�¥g¬� &v���2�i!"�:�	�B!�����&:���
C±

3O���2�[#B69������!"�"�
P−1 69���i��7469. ,(69���";~69�����2�[RV��� &:�

j
3O� �5���5RV�4����� W�.��[���

���h^|��� ���S���2�M�/!/�2��#%�B�F`2^ · ^ ZbZ ��� &~���2�igh����#�}
∆w

(l+1)
j =

(
D−1

)n,m

j
·
(
∆w

(l)
1

)
j
+
(
D−1

)n,m

j
·
(
P−1

)n,m

j
·
(
∆w

(l)
2

)
j

^|� ���~���2�igh��. .���^|� &��d;��'c2&�� ������&2�zgm���|���2�M� &2!�����#%��&:��� (
∆w

(l)
1

)
j

69&2; (
∆w

(l)
2

)
j

}




(
∆w

(l)
1

)
j

= − (R)n,m
j −

∑

p

1

δxp

{
∆(fE

p )
(l)
j+ep

−
(
ρV

p

)n,m

j+ep/2
· ∆w(l)

j+ep

−∆(fE
p )

(l)
j−ep

−
(
ρV

p

)n,m

j−ep/2
· ∆w(l)

j−ep

}

(
∆w

(l)
2

)
j

=
∑

p

1

δxp

{(
ρ̃E

p

)n,m

j+ep/2
· ∆w(l)

j+ep
+
(
ρ̃E

p

)n,m

j−ep/2
· ∆w(l)

j−ep

}

� �2��#B69�����¥ebR����:;C,2!�� (
D−1 · P−1

) ���(69�p69R�RV�869���M� &k���2�$�'eOR����"��������&k�9g����2��� #$R�. ��!�� �p��!/�2��#%�$!869&kWV�
69.����%!869.�!�,�.U69���";u�'eOR�. ��!�� ��. sv���(69&��C�|���$���2�MR�����RV���������"���9g`�86�!/�~#B69�����¥eA}

(
D−1

)n,m

j
·
(
P−1

)n,m

j
=

(
1

a+ b

(
Id +

b
(
β2 − 1

)

a+ bβ2
Qc

))n,m

j

�F`2^ · ^ Z8· �

� �2�"���T�'eCR����"��������&2�[��&(69W�.��T,2�Q���BW�,�� .�;\6%����,�. suP\69�����¥eO��]2���"�p� #$R�. ��!�� �[�����869��#%��&O�Qgm���[69. .o��RV���"; \(��^z�8^
L:,2!/�<6$��!/�2��#%�M���z;��"��!���� WV�";~� &H���2�M&2�'eC�|R(69�/69�4�/69R��_^
� )*% )*% � 7�# 25� � 9<��7�#f# � � � #�;H; 7�#�; � 7�14; �V7:( &&#455& � !:��7 �-� � !
3i;H; >�!
Z[��� &��~�'eCR����"��������&2�d�F`2^ · ^ Z [r�S69&2;¢�F`2^ · ^ Z8· �i���~��7�69. ,(69���

∆w
(l+1)
j

s:����.�;��S���2��gh��. .���^|� &��u� #$R�. ��!�� �p�����869�-�
#%��&:�p}

∆w
(l+1)
j =

1

(a+ b)n,m
j

·
[
∆w

(l)
1 + ∆w

(l)
2

]
j

+

(
β2
)n,m

j
− 1

((a+ b) (a+ bβ2 ))n,m
j

·Qn,m
j ·

[
an,m∆w

(l)
1 + bn,m∆w

(l)
2

]
j

�F`2^ · ^ Z `:�



�  � �� �
	���	�� � � ��� � � 	 ��� ���
� � � 	 �
	�	 ��� � ��	�� ����� � � � � �
	�� � ����� ��� � ��� ��� Z e d

� ������� #$R�. ��!�� �Q�����869��#%��&:�i��&(69W�.��"���/�%;��"!"��,�R�.��T&���!"��. sH���2�p���/69&2;269��;<P\69�����¥eO��]2���"�S� #$R�. ��!�� �Q�����869��#%��&:�
,2���";$gh�������2��!"��#$R����"����� W�.��i\(��^��¨���(69�����`gm���

β = 1
���M���(69�����2�����"!"��&2;B������#�!869&2!"��.����
g¨����#����2�Q6�;�;��";

�����869��#%��&:�p��RV��!��¥c(!$���G.���^5��Pb6�!/�A&:,�#TWV��� \(��^z�B�¨� &k�������S!86����
β 6= 1

�'^T�5�"����;��"�83D�����869��#%��&:�G�F`2^ · ^ Z `:�
WV�"!"��#%�"�l^|�2��. . s�P\69����� eO��]2���"�v�¥g[���2�H��RV�"!��¥c(!H�'eCR����"��������&+�9g[#B69�����¥e

Q
���$��#$R�.���s1�";����k!"��#$R�,����u6

#B69�����¥eO�>7r�"!�������R����:;C,2!��Q��,2!/�u6��
Q ·X ,�&2;����z���2�igm����#�}

Q ·X =
γ − 1

c2

(
q2X(1) − uX(2) − vX(3) +X(4)

)
·




1

u

v

H




^|� ���
X(m) ���2�[!"��#$RV��&2��&:���|�9gt7r�"!������

X
^
IK7r��&:��,(69. . s13

∆w
(l+1)
j

!869&GWV�[!"��#$R�,����";H69�|6S.���^¦!"�4���|69&2;
^|� ���<6@�/��;�,2!"��;~#%��#%����sH�������/69�r�M,2��� &��$���2�igm��. .���^|� &��B�'eCR����"��������&�}

∆w
(l+1)
j =

1

(a+ b)n,m
j

[
∆w

(l)
1 + ∆w

(l)
2

]
j
+ ∆φ

(l)
j ·




1

u

v

H




n,m

j

�F`2^ · ^ Z�c �

^|�2�����M���2�S��!869.U69�
∆φ

(l)
j

���|�4� 71��&~W:s\}

∆φ
(l)
j = χn,m

j

[
q2
(
a∆w

(1)
1 + b∆w

(1)
2

)
− u

(
a∆w

(2)
1 + b∆w

(2)
2

)

−v
(
a∆w

(3)
1 + b∆w

(3)
2

)
+
(
a∆w

(4)
1 + b∆w

(4)
2

)](l)
j69&2;'^|� ���

χn,m
j =

[
γ − 1

c2
· β2 − 1

(a+ b)(a+ bβ2)

]n,m

j

.

](����#T,�.U6)�F`2^ · ^ Z�c �T��,�#$#B69��� ´8�"�����2�G69. .¥����RV�"��; \(��^®.���^5��!"�4���@#B69�����¥eO�mg¨���"�G�����869��#%��&:��� &:7r�"����� �169���";�� &
���2�$R����"����&:� ^������V^$J[�������������igm����#T,�.U6v���M��RV��!��¥c(!869. . s ^|��� ������&Agh���p6vqo��� &:�-� � 6�!"��W��������869��#%��&:�p�9g5���2�
� #$R�. ��!�� �����/69�r�4^ � �2�5�'eC����&2������&$���i���2��L��SLpg¨�/69#%�h^�������!869&$WV��RV���-gm����#%�";%�����/69� �4�:�-gm��� ^569��;C. sr^`Xx&2;��"�";D3
;C,���� &��~���2�@gh��� ^569��;A69&2;b���2��W(6�!/��^569��;k� ^��"��R2�83D���2��� &2!�����#%��&:���

∆w
(l)
1

69&2;
∆w

(l)
2

�(6871�[*Y,2���i���vWV�
!"��#$R�,����";\,2��� &��d���2�@���/69���"�Q���(69�[�(6871��69. ���86�;CsuWV�"�'&k��7�69. ,(69���";D^M](���[�/69�1�T�9g�!�.U69��� �xsr3V.����[,2�i�'eOR����"�/�
���2�M&2�h^§gh����#T,�.U69������&<�9g`��,2!/�~� &2!�����#%��&:����� &H���2�S!86����S�9go���2�igm��� ^569��;~� ^��"��Ru��&�. sb}





(
∆w

(∗,l)
1

)
j

= − (R)n,m
j −

∑

p

1

δxp

{
∆(fE

p )
(l)
j+ep

−
(
ρV

p

)n,m

j+ep/2
· ∆w(l)

j+ep

−∆(fE
p )

(∗)
j−ep

−
(
ρV

p

)n,m

j−ep/2
· ∆w(∗)

j−ep

}

(
∆w

(∗,l)
2

)
j

=
∑

p

1

δxp

{(
ρ̃E

p

)n,m

j+ep/2
· ∆w(l)

j+ep
+
(
ρ̃E

p

)n,m

j−ep/2
· ∆w(∗)

j−ep

}

^|�2���������2�$�'eCRV��&(69&:�
(∗, l) ��#$R��(6���� ´8�"�S���2�Tg>6�!��i���a69�M���2�@� &2!�����#%��&:���p����.¥s\��&kWV�����k� �����/69��� 71��.���71��.��

(l)
69&2;

(∗) �h���"�S69.��/�BL��SLH69. �r����� ����# �F`2^_[C^ Z8· ���'^



ZbZ e � � ����� ���
	 � �� � ����� � ��	 ��	�	 ��� � � � �
� � � 	�� � � �

� ��� � ��� "$#�� � � # ��� # ��� � �' �����" ���&� ( � � # ��� 
 � ���  # "$#%�&���" � ��� � "'�&�
� )	��)%A � � 35�%# .6#87 7�#�;H��7�1 ; �V7
N���� #$R�.�� ^|68sd���$;��869.�^|� ���~���2�iWV��,�&2;269�����"�Q�9go���2�M!"��#$R�,��/69������&(6�.¬;���#B69� &~���5���$�/���5���2�M� &2!�����#%��&:���
69�z���2�iWV��,�&2;269��� �"�Q�"0:,(69._����´8�����~}





∆w
(l)
B = w

(l)
B − wn

B = 0

∆
(
fE

p

)(l)
B

=
(
fE

p

)(l)
B

−
(
fE

p

)n
B

= 0

�[��&2!"�43����������'eOR�. ��!�� �������869��#%��&:�Q;��:�"�z&2���Q6�;�;<69&:sv!869.�!�,�.U69������&u� &:���%���2�M���2�SPb69�����¥e:��]2���"�p69. �r����� ����#~^
�[��^���7r���83C��,2!/�H6@!/�2����!�� ^|� . .VWV�[���2��^|&G���TWV�[� &2�	�B!�����&:�|� &G���2�[!86��/�[�9gt��� �4�~6���RV�"!����/69�����@�4����;��8^`Xx�����
���2�����'gm�����M&2�"!"�"���/69��sG���%��&��(69&2!"�S���2�M�����869��#%��&:�Q�9go���2�MWV��,�&2;269�����"��^

� )	��)�@ �
1435� #%.6#87 7�#f;H��7b14; �V7
Xx&%����;��������M� #$R�����71�|���2��P\69�����¥eO��]2���"�|� #$R�. ��!�� ��#%�'���2�:;D3f^��z!869&%� #$R�.���#%��&:�����2�|gh��. .���^|� &��p�����869��#%��&:�8^
]o� �����83a.����[WV�

q
���2�T71�"!������i�9g����2�D^���. .¥����,�� ���";\7469���U69W�.��"�Qgm���Q���2�@!"��#$R�,��/69������&A�9g����2�TWV��,�&2;269��s\!���&��

;C� ������&2�8^ � �2��&_3����2�v� &2!�����#%��&:���d69�$���2�GWV��,�&(;269�����"�%!869&�WV�H�'eOR����"�/���";)� &�g¨,�&2!�������&¢�9gQ���2�v� &:�����������
� &2!�����#%��&:���T}

∆q
(l)
B = A · ∆q(l)I ,

^|�2����� A ;���&2�����"�z���(�i#B69�����¥e ^|����!/�<;��'c2&2�"�z���2�MWV��,�&2;269��s~!"��&2;C� ������&2�8^�I`71��&:��,(69. . s132���2�M� &2!�����#%�'&O���
�9g
���2�M!"��&2�/����7�69��� 71�M7�69���U69W�.��"�Q69���S!"��#$R�,����";<6��|gh��. .���^z�p}





w
(l)
B = w(q

(l)
B )

(
fE

p

)(l)
B

= fE
p (w

(l)
B )

=⇒





∆w
(l)
B = w

(l)
B − wn

B

∆
(
fE

p

)(l)
B

=
(
fE

p

)(l)
B

−
(
fE

p

)n
B

� �:,2�83
� �@����*Y,2���p&2�"!"�"����69��sA���<��7469. ,(69���d���2�d#B69�����¥e A ���\6��T���\!���#$R2,����d���(���/�B� &2!�����#%��&:����^\J[�'eC�
R(69�/69�4�/69R�� ^|� . .t;����/69� .t���2�M��7469. ,(69������&<�9go�������z#B69�����¥eGgm���z��RV�"!��¥c(!p!"6��/�"�8^

� )	��)*% 9<��7�#f# � &)( 7�=�; �i& 2��5>"�,#b� ./&V��>�# 7�# &��5!
](���z�86�!/�u!86��/�M;����/69� .��";~� &H���(�[gm��. .���^|� &��23����(�M!"��#$R�,��/69������&<7469���U69W�.��"�Q69���ic2�����|R����"!������";D^

� ���FE � E/���F�:P EHCFC
� �2�d!"��#$R�,��/69������&)7469���U69W�.��"��69���%&(69��,���69.¥. sA���2� �'7O����!"��,2���%��&2�"�83o&(69#%��. s

q = (p, u, v, T )T ^ � �2�
WV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2�[69���M�4� 7r��&~W:sb}

∂p

∂n
= 0 ; u = 0 ; v = 0 ;

∂T

∂n
= 0 .

����&2���"0:,2��&:��. sr3H^��i�(6871�$}

pB = pI ; uB = 0 ; vB = 0 ; TB = TI .



�  �  � �
	�� � � 	��
� � � � � 	 � � 
 �������
� 	�� � � � � 	 � � � � 
 � � ��� � ��� � � � � ��� � ZbZbZ

���

∆p
(l)
B = ∆p

(l)
I ; ∆u

(l)
B = 0 ; ∆v

(l)
B = 0 ; ∆T

(l)
B = ∆T

(l)
I .

� �2�M#B69�����¥eH���|���2��&u;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

A =




1

0

0

1




�hG�	H��TVUf�$JLEHC�P EHC8C
���i�r�"��R~���2� �'7:����!"��,2� �[7469���U69W�.��"�Q69&2;H���2�iWV��,�&2;269��sv!"��&2;��¥��� ��&(�z���86�;�}

∂p

∂n
= 0 ; u = 0 ; v = 0 ; T = T

^
.

�[��&2!"� ^��M�(6871�$}

∆p
(l)
B = ∆p

(l)
I ; ∆u

(l)
B = 0 ; ∆v

(l)
B = 0 ; ∆T

(l)
B = 0 .

� �2�M#B69�����¥eH���|���2��&u;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

A =




1

0

0

0




R)CF�FK ��	����������F	 �VG
Xx&���������!86����43j^��G!869&)!/�2�:�4���d���2�dR���� #$� ��� 7r�d7469���U69W�.��"�

q = (ρ, u, v, p)T �/�<;��'c2&2�d���2�BWV��,2&2;269��s
!"��&2;C� ������&2�T}

∂ρ

∂n
= 0 ; Vn = 0 ;

∂Vt

∂n
= 0 ;

∂p

∂n
= 0 .

^|�2�����
Vn

69&2;
Vt

;���&2�����M���2�M&2����#B69.o69&2;H���2�M�/69&��r��&:���U69.t7r��.��:!�� �����"�8^�X��5gm��. .���^z�|���(69�T}

∆ρ
(l)
B = ∆ρ

(l)
I ; ∆u

(l)
B = n2

y∆u
(l)
I −nxny∆v

(l)
I ; ∆v

(l)
B = n2

x∆v
(l)
I −nxny∆u

(l)
I ; ∆p

(l)
B = ∆p

(l)
I .

� �2�M#B69�����¥eH���|���2��&u;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

A =




1 0 0 0

0 n2
y −nxny 0

0 −nxny n2
x 0

0 0 0 1






ZbZ [ � � ����� ���
	 � �� � ����� � ��	 ��	�	 ��� � � � �
� � � 	�� � � �

R) � G�	 �j�F�'�8�VCFUf�
Xx&v�������z!"6��/�43/^��[� #$RV�4�/�i���2�i� &�.����z��&:���(69. R:s13����2�i� &�.����z��&:������R:sH69&2;v���2� \(��^�69&��4.�� ^|��� .�� ^��M�'eO����69RC�
��.U69���M���2�MR����"����,2���[gh����#����2�M� &:�����������Q�9go���2�S;���#B69� &�}

HB = H∞ ; SB = S∞ ;
(Vt)B

(Vn)B

= α∞ ; pB = pI .

� �2�z71�"!��������9g ���(�z!"��#$R�,��/69��� ��&G7469���U69W�.��"�����K���(�'�/��gm�����
q = (H, S, α, p)T 69&2;%���2�z#B69�����¥e A ���86�;��Q}

A =




0

0

0

1




� �2��&_3����2�MR���� #$� ��� 71�M7469���U69W�.��"�Q69���S!"��#$R�,����";<6��5gm��. .���^z�S}




∆p
(l)
B = ∆p

(l)
I

∆ρ
(l)
B = ρ

(l)
B − ρn

B =

(
p
(l)
I

S∞

)1/γ

−
(
pn

I

S∞

)1/γ

(∆Vn)
(l)
B =

√
2

1 + α2
∞

·




√√√√√H∞ − γ

γ − 1

(
p
(l)
I

)(γ−1)/γ

S
1/γ
∞

−

√√√√H∞ − γ

γ − 1

(
pn

I

)(γ−1)/γ

S
1/γ
∞




(∆Vt)
(l)
B = α∞ · (∆Vn)

(l)
B

�����f	 JLKj�
UMG�G�� � CFU:�8�VCFUf�
� �2�M71�"!'�/���z�9g
���2�MR���� #$� ��� 7r�S7�69����69W2. �S���|���2�MWV�"���-����,�� ���";vgm���z��,2!/�u!"��&2;C� ������&2�Q��� &2!"� ^��i�(6871�$}

ρB = ρ∞ ; uB = u∞ ; vB = v∞ ; pB = pI .

���

∆ρ
(l)
B = 0 ; ∆u

(l)
B = 0 ; ∆v

(l)
B = 0 ; ∆p

(l)
B = ∆p

(l)
I .

� �2�M#B69�����¥e A ���86�;��p}

A =




0

0

0

1




�����f	 JLKj�
UMG�G�� � CFU'	 ���CFU��
���M����� . ._!"��&2����;����z���2�M7r�"!��������9g
���2�iR2��� #$�¥���¥71�S7�69���U69W�.��%}

ρB = ρI ; uB = uI ; vB = vI ; pB = p∞ .
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ȦE = ∆t
δxA

E = χ · min( 1
ρ(AE)

, AR
ρ(BE)

) · min(1,Θ) ·AE(v/u,M, γ)

ḂE = ∆t
δyB

E = χ · min( 1/AR
ρ(AE)

, 1
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) · min(1,Θ) ·BE(v/u,M, γ)

ȦV = ∆t
δx2A

V = χ · Pr
γ · min(1, AR2) · min(1, 1/Θ) · ĀV (v/u,M, γ, Pr)

ḂV = ∆t
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V = χ · Pr
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ṠV = ∆t
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V = 1
3 · χ · Pr

γ · min(AR, 1/AR) · min(1, 1/Θ) · S̄V (v/u,M)
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1 · ∆t
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V NNx =
ρV · ∆t
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β2
v = max

(
α1 (α1 − 1)

α1 − 1 + c2/u2
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α2 (α2 − 1)

α2 − 1 + c2/v2
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=
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t~r =
~̃r

L̃
, ρ =

ρ̃

ρ̃∞
, ~u =

~̃u

ũ∞
, T =

T̃

T̃∞
, p =

p̃

ρ̃∞ũ2
∞

,

µ =
µ̃

µ̃∞
, λ =

λ̃

λ̃∞
, t =

t

L̃/ũ∞
, E =

Ẽ

ũ2
∞

, H =
H̃

ũ2
∞

,

^|�2�����S��,�W2��!���� R�� ∞ ;���&2�����"�z���2�i���'gm������&2!"�S0:,(69&:��� �����"�8^���i!869&<69.����$;��'c2&2�p6@���'gm������&2!"�S����,�&2;~��RV�"�";
� &u����;����z���$;���������#$� &2�p���2�M���'gh������&2!"�pP\6�!/�~&:,�#TWV���p}

c2∞ = γRT∞ ⇒ M2
∞ =

u2
∞

γRT∞
L:,2!/�u!/�2����!"�"�z.��86�;H���$���2�igh��. .���^|� &��d;C� #%��&2������&�.��"���Q�"01,(69������&<�9g
���/69���%}

p =
1

γM2
∞

ρT
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∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u ~u) + ~∇p =

1

Re
(~∇ · τ7 )

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

1

Ec Pr Re
~∇ · (µ~∇T ) +

1

Re
~∇ · (τ7 · ~u)

^|�2�����M���2�MR���� #B69��sH;C� #%��&2������&�.��"����R(69�/69#%���������[69���M�4� 7r��&~W:sb}

Re =
ρ∞u∞L

µ∞
, P r =

µ∞Cp

λ∞
, Ec =

u2
∞

CpT∞
= (γ − 1) M2

∞ .
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O(1/M2)
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�9g`����;����

O(1)
^|����!/�u7�69�����"�z� &H��� #%�p69&2;H� &u��R(6�!"�4^K�[��&2!"� ^��M�(6871�$}

p(t, x) = P0(t) + p′(t, x)

^|�2�����
p

���5���2�M�����/69.DR����"�/��,����43
P0

���|���2�i���2����#%�:;CsO&(69#$��!SR����"����,����S69&2;
p′

���|���2�M;CsO&(69#$��!iR����"�/��,����4^
q`�/6�!�����!869.p� #$R�.���#%��&:�/69������&�� &	���2� �'#B6�0:,2���������k���v� &2��R�� ���";§W:s ���2��^������¦�9g%LO�:!/�r��.�� g · 	 ^¯Xx&§���2�
gm��. .���^|� &��%���"���-��!86����"��3C���2�M���2����#%�:;CsO&(69#$��!SR����"�/��,����i����!"��&2���/69&:�Q69&2;~�"0:,(69.D���$���2�M� &�� ���U69._R����"����,����$}

P0(t) = p0 =
1

γM2
∞
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p′ = p− 1

γM2
∞� �2�S;���&2��� �xsG���z��W��/69� &2�";~��������,��4�u���2�S�"0:,(69������&u�9g
���/69���$}

ρ = (1 + p′/p) / T

^|��� .��M���2�M�����/69.t��&2�����4sv���86�;��p}

ρE =
p0 + p′

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

�[��&2!"�436^��M!869&<69.����%;��'c2&2�p6����";C,2!"�";~��&2�����4sk}

e′ =
p′

γ − 1
+

1

2
ρ(u2 + v2)

N[�z6����"��,�. �z���2�i&2�h^��/���z�9g
!"��&2�/����7�69��� 71�M7�69���U69W�.��"�z���|���2�igm��. .���^|� &��u}

w = (ρ, ρu, ρv, e′)T

Xx& � `fe 	 3V^��$R2����7r�";A���(69�T��,2!/�)6~!"�������"!�������&)��&(69W�.��"�p���2�B!"�:;��B���H���86�!/�����2�%#B6�!/��� &2�B´"�����<��7r��&Agh���
Pb6�!/�H&:,�#TWV�����Q!�.��4���M���

10−8 ^KP<�����"��71���83����2�S01,(69. � �xsv�9g
���2�S����. ,�������&u!869&~WV�p69.�����R����"�/����7r�";D^
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WV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2��� #$R�. ��!�� ��. sr^

� ��� � �&��� ���'��� " (1�&��� �� ����
��)*% )%A 
�; !$. #f#%3"7�# &��
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;���#B69� &

(x, y) ∈ [0; 4] × [0; 1]
3i^|� ���	6������/69� �4�:�v,�R�RV��� ^569. .S69&2;§6�!�,���71�"; .���^5��� ^569. .>30^|�2�4���

!"�:����;C� &(69���"�[69���M�4� 71��&HW:sb}




x < 1 y = 0

1 ≥ x ≥ 3 y = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 y = 0

Xx&d����;��������@6�;269R������������r�"��#%������sB���T��,��|�|69�����"���U69&G�4����;D3:���2�Q.���^����I^569. .a����#B69� &2�5�����/69� �4�:��W�,��83M^|�2��&
x ∈ [1; 3]

3C���2�M&2����#B69._���$���2� ^569. ._���z!"��#$R�,����";<6��5gm��. .���^z�S}
{
nx = −0.1 · π · sin[(x− 1)π]

ny = 1
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121×31
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161×41
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^|� ���

γ = 1.4
^�](���

M∞ ≤ 0.5
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Point Jacobi relaxation procedure (20 inner-iterations)
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(ρ(G))N = ε
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log(ρ(G1))

log(ρ(G2))
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ρ(G)ave =
1

π2

∫ π

0

∫ π

0
ρ(G(ξ, η)) dξ dη
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.DCE;GF9C � B ��7�:�	��A	 6.7 2.16 14.7 2.23 25.8 2.11

� 69W�.�� n ^ · ^ c }~P\��#%����s��������/69�r�vgm���B69. .z���2�H#%�'���2�:;��l^|� ���+���"��RV�"!��%���k���2�v�4����;+��� ´8�4^ � �2�~�'eOR�. ��!�� �
��!/�2��#%�M���|�/69�1��&<6��|���2�M���'gh������&2!"�p���%6��|���%��7�69. ,(69���S���2�i����.U69��� 71�S��� ´8�"��^

��)*% )�� * &��5.6� 25!2#%&��5!
� �2�$P\69�����¥eO��]2���"�@� #$R�. ��!�� �S#%�����2�:;b���i���2��&A6d7469. ,(69W�.��%69. ������&(69��� 7r�$���v��� #T,�.U69�������2��� &:7:����!���;b�����86�;Cs
\(��^z�8^dX�&2;��"�";D3o�'71��&A�¥g5� ���S� &:����� &2����!B�	�B!�����&2!�sk���MRV�:���83¬� ���p!"�4���SRV���S� �����/69������&����p���H!/�2�869R����(69�p���2�
#%�����2�:;~���|�4.���W(69. . sG#%�����S�	�B!�����&:�����(69&<6���.��:!/�G� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�S!"��,�R�.��";:^|� ���<6�N n �SLd����.U6�e269������&
R����:!"�";C,����4^�]2,������2����#%�����43(���2�SP\69�����¥eO��]2���"�ig¨�/69#%�h^������H��&(69W�.��"�z���$���";C,2!"�S;C�/69#B69����!869. . sH���2�M&2�"�";~�9g
#%��#%����sv�������/69�r�4^�L:,2!/�~���"��,�. ���|�(6871�i����WV�S!"��&Cc2��#%�";vgm���|7O� �/!"��,2�I\(��^��8^ � �(69�z���|���2�S��,�WC*-�"!��z�9g
���2�
&2�'eC�z���"!�������&_^
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�; !$. #f#%3"7�# &��
N�7O����!"��,2� \(��^ � &§�����/69� �4�:�H!/�(69&�&2��.i���v!"��#$R�,����";D^ � �2�\�r����#%������s �9gT���2�\!/�(69&�&2��.S!"��&2���������v�9g@6
���"!��/69&��4,�.U69�[;���#B69� &

(x, y) ∈ [0; 10] × [−1; 1]
^

���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������������������������

h=1

L=10

]¬� �4,��/� n ^ `2^ Z }�����#$R�,��/69������&(6�.¬;���#B69� &~gh���z���2�Sqo��������,�� . .�� \(��^S^
](����69&�� &2!"��#$R����"����� W�.��v�����86�;Cs \(��^ ^|� ���2��,��@����#$RV���/69��,����H69&2;��4�/687O� �/69������&(69.|�.�D�"!����83o���2�dR����"����,����
gh,�&2!�������&����@. � &2�869�%69&2;)���2�vJi687:�����-�YL:�����1�"�$�"01,(69������&2�����";C,2!"�v���<���2�G#%��#%��&:��,�# ��&2�b� 
 � � �_aba 	 gh���
#%�����S;����/69� .����M}

1

Re
· d

2u

dy2
=
dp

dx^|�2�����M���2�S�Q��s:&2��.�;��|&:,�#TWV�������|�4� 71��&HW:sb}

Re =
ρ∞ u∞ l∞

µ∞^|� ���
l∞ = h

^|����!/�u���z!/�2�4����&<6��z���2�M.���&��4���u��!869.��S�9g
���2�MR�����W�.���#~^��[� 71��&H���$���2�M&2�9����. � Ru!"��&2;��¥��� ��&(�
��&u�86�!/�:^569. .>3����2�S�'e�6�!�������. ,�������&~���z���2��&�}

u(y) = −Re
2

· dp
dx

· (1 − y2)

� �2�[71��.��:!�� �xsBR����9c2.��i�������2�����'gm�����[R(69��69WV��.¥��!p69&2;G���2�[#B6�eC� #T,�#¯7469. ,2�[���5��W��/69� &2�";H��&v���2�M6�eC���5�9g¬���2�
!/�(69&�&2��.�}

umax = −Re
2

· dp
dx� �2�p6871���/69�r�M7r��.��:!�� �xsG�����86���� . sv!"��#$R�,����";~��������,��4�u���2�[gm��. .���^|� &��B�'eCR����"��������&�}

uave =
1

2

∫ 1

−1
umax · (1 − y2) dy =

2

3
· umax

LO������� &��v69��W�� ���/69��� . sH���2�T687r���/69�r�S71��.��:!�� �xsH�"0:,(69._���%,�&�� �xs132���2�M� &2!"��#$R����"�/��� W�.��T�'e�6�!��Q����. ,�������&u���z���2��&
�4� 71��&HW:sb}

u(y) = 1.5 · (1 − y2)
���$�'eCRV��!��p���H��W��/69� &����2�%�/69#%�$R(69�/69WV��. ��!%R����9c2.��d69�S���2�%��,���.����p�9g5���2�%!/�(69&�&2��.>^BJ[��&C��;C� #%��&2������&(69.
7469. ,2�"�i69���T�/69�1��&b6��Qgh��. .���^z��}

ρ0 = 1
3
u0 = 1

3
v0 = 0

3
P0 = 1/γM2

∞

3
M∞ = 10−5 3

Re = 15
^ ���

!"��&2����;����z���(�i� &2!"��#$R����"����� W�.��SWV��,�&2;269��sH!"��&2;C� ������&2�T}
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• 69�%���2�~� &�.��'�\�¨.��'gh��� ^��H� #$RV�4���~���2�~;���&2��� �xs13����2�H71��.��:!�� �xs�69&(;�� ���%R(69�/69WV��. ��!~R����9c2.��43|69&2; ^��
�'eO���/69RV��.U69���S���2�MR����"����,����[gh����#�� &2����;��4�

• 69�p���2�B��,���.����G�¨��� �4�:��� ^��%�¥#$RV�4�/�%���2�B���/69����!%R����"����,����l^|��� .��l^��B�'eO���/69RV��.U69���B���2�B;���&2��� �xs�69&2;
���2�M7r��.��:!�� �xsdgh����#�� &2����;��4^

� �2�M,�R�RV���Q69&2;H.���^����0^569. .���69���S!"��&2����;������";<6�;C�U69W(69����!T69&2;H���2�M&2�9����. � Ru!"��&2;C� ������&u����69R�R�. ���";D^

��)	��)�@ � ���
; .�7b# -�; !'&)( 7�=�; !�7 25>?�
Xx&A!/�(69R������ aC3)^��%����,2;C���";k���2�$� #$R(6�!��T�9g5���2�$7O����!"��,2�S��RV�"!����/69.��/6�;C� ,2�p��� #$R�. �¥c(!869������& ^|� �������2�$±K��&
J[��,�#B69&�&	69&(69. sC�����8^ ���\��,���. � &2�";¦���(69�Ggm���G.���^5��Pb6�!/�	69&2;�.���^5���Q��s:&2��.�;��,\(��^p3����2�\Pb69�����¥eO��]2���"�
��!/�2��#%�I^56��o0:,�� �����	�B!�����&:�
R�����7O��;C� &��i���(69�o���2�56���RV�"!'�
�/69�����Q����#B69� &2�`�9ga����;����`��&2�4^J�A�569.����QR����"����&:���";
69&d��&��(69&2!"��#%��&O�5�9gD���2��7O� �/!"��,2�KR��/��!"��&2;��¥��� ��&2� &�� ^|����!/�G��&(69W�.��"�����2��Pb69�����¥eO��]����"��#%�����2�:;d���S����#B69� &
!"��#$RV����� ��� 71�$�"��RV�"!��U69. . sugm���[���2�@.���^5�mgh���"01,2��&2!�s<#%�:;��"�8^p](���i�������i���"���-��!86����43�^��D^|69&:�i���v!"��&Cc2��#����2�
���"��,�. ���i�9g����2�T±K��&bJ[��,�#B69&�&k69&(69. sC�����8^[]o� �����83 ^��D^|� . .`����,2;CsHgh���

AR = 1
���2�TRV���-gm����#B69&2!"�"�M�9gK���2�

� #$R�. ��!�� �¬#%�����2�:;��¬���(69��^��K�(6�7r��69. ���86�;CsS!"��#$R(69���";pgm���t���2����� &2��W�,�#$R_3�&(69#%��. sM���2��� n ��N n �SLS��!/�2��#%�43
���2�|P<]¬�YL��SL@��!/�2��#%�z69&2;@���2�|P\]t��q � ��!/�2��#%�4^ � �2��&_3�^��I^|� . .2��#$R��(6���� ´8�5���2�5.��4���`�9gV�	�B!�����&2!�s��9gV���2�
P\]���!/�2��#%�"� ^|�2��&k���2�%6���RV��!��S�/69�����v� &2!����86����"�8^�]o� &(69. . s13�^�� ^|� . .`R�����7O��;��$����#%��R��/6�!�����!869.��/��. ,�������&2�
� &u����;����z�������"!"��71�����	�B!�����&2!�s1^

��)	��)*% * &�143��,#f# !2&����'�%&?. / !$.f=�; 14;�� 9 � !$.f=�; 14; ( &&#
AR = 1

Xx&��������$R(69�/69�4�/69R��_35^��H!"��&2����;����d6<.���^5��Pb6�!/�+7:����!"��,2� \(��^ �
M∞ = 10−5 69&2;

Re = 15
�@69&2; ^��

!"��#$R�,����S���2�S����. ,�������&u��&~�������"�M�4����;��i^|� ���<69&<6���RV�"!��z�/69�����%�"01,(69._���$,�&�� �xsb}

• 101 × 21
�h!"�r69�������'�

• 201 × 41
�¨#%�";C� ,�#d�'�

• 301 × 61
�£c2&2���'^

� �2�"�����������"����� ´8�"�
�9g2�4����;@!"�������"��RV��&2;@���Q�������"��;C� �D������&:�
!"��. .C����sO&2��.�;��¬&:,�#TWV�����8^
ZQ��� &��[���2��;��'c2&�� ������&
� aC^_[C^ Z �'3�^��Q!"��#$R�,����

Recm = 0.76
3
Rem

m = 0.38
69&2;

Ref
m = 0.25

^
](�������2�zc2&2�Q�4����;D3 � ��� gh�������2�[!86����
gm���5^|����!/�G���2�Q7O����!"��,2�����D�"!����|69���Q���2�Q#%�4����� #$RV�����/69&:�83C���2�i6�!"��,2������!i����s:&(��. ;2��&:,�#TWV���5�����4� 71��&dW:su}

Refc =
Refm
M∞

= 2.5 · 104 >> 1 .

���Q!869&G���2�����'gm�����i�'eORV�"!������(69�5���2�[��RV�"!����/69.V��6�;C� ,2�5��� #$R�. �¥c(!869������&'^���,�.�;dWV�Q&2���5���:�TRV��&(69. � ´"� &��2^ n ���
,2�z&2��^�!"��&2����;��������2�ic2&2�S�4����;D^�N[�z��71�'��sG� #$R�. ��!�� �Q��!/�2��#%�S���z!"��,�R�.��";:^|� ���u���2�S�/69#%�S�'eCR�. ��!�� �Q���/69�r�43
69. .V���2�Q&:,�#%������!869._����. ,�������&2�|69���Q���2�[�/69#%�4^`Xx&Bc2�4,���� n ^ `2^_[C3�^��[;C�/6�^����2�[;C��������� W�,�������&H�9gt���2�Q7r��.��:!�� �xs
69�z���2�M��,���.����Q�9go���(�M!/�(69&�&2��.o69&2;'^��S!"��#$R(69���M� �i^|� ���~���2�S�'e�6�!��z� &2!"��#$R����"����� W�.��p����. ,�������&_^
� �2��69#$R�. �¥c(!869������&dgm6�!�������69�K���2�|���'gh������&2!"������69����69&2;$���2�z!"��&:71�����r��&2!"�z������������s$�9g ���2�|���"����;C,(69.����9g ���2�
�������"��� #$R�. ��!�� �5��!/�2��#%�"�569���zR����"�/��&:���";B� &%c2�4,���� n ^ `2^ · ^V�A�z&2���������(69��gm�������2�z71����s�.���^ ^56871��&:,�#TWV�����83
���2�GPb69�����¥e:��]2���"�v��!/�2��#%�"�@R�����7O��;��v69&�6��@�r�:�1;�;269#$R�� &��A6��@���2�G� n ��N n �SL � Z �T��!/�(�'#%�43`� &2;C��!869��� &��
6u�r�:�:;�!"��&:71�����r��&2!"�v�/69���4^ � �2�G!"��&:71�����r��&2!"�v������������s��9g����2�G���"����;C,(69.��$!"��&Cc2��#%�$���(69��Pb69�����¥eO��]2���"�
��!/�2��#%�"�b�hP<]¬�YL��SL � Z er�B69&2; P\]t��q � �F`fer���d69���<6��d�	�B!�����&:�v6��B���2�<� n ��N n �pL � Z �'^§Xx�B���%&2������!"�869W�.��
���(69�QWV�����\P\]+��!/�2��#%�"�QR�����7:��;��p���2�T��69#%�p�	�B!�����&2!�s1^��Q��^���71���83V6������2�TP\]¬��q � ��!/�2��#%�T���"01,�� ���"� `fe
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Velocity

Y

0 0.5 1 1.5
-1

-0.5

0

0.5

1
Numerical solution
Incompressible solution

]o� �4,���� n ^ `2^_[C}Qj[��������� W�,�������&k�9g����2�T7r��.��:!�� �xs\69�[���2����,���.����M�9g����2�@!/�(69&�&2��.K69�
M∞ = 10−5 3

Re = 1569&2;Bgm�������2��c2&2�[�4����;b�
301× 61

�'^KLO0:,(69���[��sO#TWV��.�������R����"�/�'&O�����2�Q&:,�#%������!869._����. ,�������& ^|��� .��Q���2�[����. ��;
. � &2�S���/69&2;��|gh���|���2�S�'e26�!��z�¥&(!���#$R2���"����� W�.��p����. ,�������&_^

� &�&2���-�>� �����/69������&(�83K� ����!"�4���@RV���@� �����/69������&����@��� �4�2���@���a69&)���2�GP\]¬�YL��SL���!/�2��#%� ^|� ������&�. s Z eu� &�&2���-�
� ^��"��R2�8^ � �2�d���"��,�. ���T� & � 69W�.�� n ^ `2^ Z ��#$R��(6���� ´8�d���2�B�r�:�:;�� &:����� &2����!G�	�B!�����&2!�s��9g����2�dP<]���!/�2��#%�"�
gm���Q69. .¬���2�S�4����;���^ � �����Q����� &u�r�:�:;\69�4���"��#%��&:� ^|� ���<���2�p��W2������7469������&2�[�9g����(69R������ aC32���(69�Q�������2�pP\]
� #$R�. ��!�� ��#%�����2�:;B������� �4��. s%!"��#$RV����� ��� 71�Q���p!"��#$R�,����Q7O����!"��,2�"\(��^z����71�����4����;��5^|� ���v6���RV�"!����/69�����T!�.��4���
���i,�&�� �xs1^
X�&2;��"�";D3r���2�zP\]<#%�����2�:;$R�����7:��;��"�K��� �4�%�¥&O����� &2����!z�	�B!�����&2!�s%69&2;%6[.���^¢!"�4���`RV���K� �����/69������&_31� �
���|���2�����'gm�����M71����sd� &:�������"����� &��%�/�$!"��#$R�,����p��,2!/�'\(��^z�8^KJ[��7r�������2��.��"����3�!"��#$R�,���� &��d7:����!"��,2� \a��^z�z�9gh����&
���"0:,�� ���"�K����������!/�2�";$�4����;���69&2;+^��z�/6�^+� &d���(69R������Iai���(69�K���2�zP\69����� eO��]2���"�|#%�����2�:;B!"��,�R�.��";l^|� ���GL��SL
���Qq � ����.U6�e269������&<R����:!"�";C,����TWV�"!"��#%�"�Q.��"�����	�B!�����&:�Qgh���Q��,2!/�<!86����"��^��A� ^|� . .¬����,2;Csv��������������,2�S� &u���2�
&2�'eC�|R(69�/69�4�/69R��_^

��)	��)	� * &�143��,#f# !2&�� ( &&# !
7�#�;67�.M="; > 3&#f# >�!
Xx&d����;��������p!869����sB��,���!"��#$R(69��������&(�5��&G����������!/�2�";d�4����;��83M^���,2���";B�������"�Q;C� �D������&:���4����;��8^ � �2�Q� ^��Sc2�����
��&2�"�z69�/�[W�,�� . �|,2��� &��%!"��&2���/69&:�z��R(6�!"�M������R2� ^|��� .��i���2�i.U6����|��&2� ^56��5#B6�;��i,2��� &��$7�69���U69W�.��M��R(6�!"�i������R2�
� &~���2�

y
��;C� ���"!�������&�}

• 21 × 41
^|� ���

AR = δx/δy = 10
�

• 21 × 81
^|� ���

AR = δx/δy = 20
�

• 21 × 41
^|� ���

ARmax = δx/δymin = 50
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^ � �:,2�83Cgh���|���2�S;C� #%��&2������&�.��"�/�zR�����W�.���#~3H^��S��W��/69� &�}

exp(−δ
√
Re

2
) = 0.01 = e−4.6

���

δ ≈ 3.5 ·
√
Re

2
���S���2��&\!/�2�:�4���@6%�/01,(69���";<!"��#$R�,��/69������&(69.`;���#B69� &b��,2!/�\6������2�T���D�"!����Q�9gK���2�T�4��!�� . .U69��� &��GR�.U69���@69���
&2���4. � �4� W�.��T69�z���2�M����R~�9g
���2�S;���#B69� &_^C�A�M�xs:R���!869. . sG��69�r�%}

L = H ≥ 2 · δ
LO������� &��d���2�T����sO&2��.�;���&:,�#TWV���i69�

10
.��86�;��Q���d6$������!/�O&2�"���Q�9g

δ = 2
3(���l^��T!"69&\!/�2�:�4���

L = H = 4
^

� �2�S!"��#$R�,��/69������&(69.o;���#B69� &u���|���2�����'gh�����p!/�2�4����&u��0:,(69���";~69&2;H� �z���|R����"����&:���";~� &vc2�4,���� n ^ c ^ Z ^
LO�¦6��\����;���������#$� &2�����2��6�!"!�,��/6�!�s��9gG�86�!/��#%�����2�:;��83 ^��)!869&�!"��#$R�,����)���2�����O� &�gh����!�������&�!"�:�'g¨�
c(!�����&:�i^|�2� !/�<!/�(69�/6�!�������� ´8�"�����2� \(��^�}

Cw =
2 · τw
ρ̃ · ũ2

∞

=
2 · µ̃

ρ̃ · ũ∞ · L∞

· ∂u
∂y

∣∣∣∣
w

=
2

Re
· ∂u
∂y

∣∣∣∣
w� �2�p69&(69. sO����!"69.t7469. ,2�M�9g
��������!"�:�	�B!'����&:�Q���|�4� 71��&HW:sb}

Cw =
2√
Re

· sin(t− π

4
)
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]o� �4,���� n ^ c ^ Z }�����#$R�,��/69������&(6�.`;���#B69� &<gm�������2��L:�����1�"�8=a���"!"��&2;<R�����W�.���#~^ � �2�T#%�"���<R����"����&:���";\�2�����
���|���2�S!"�r69�����S��&2�4^ � �2�S�4��!�� . .U69��� &��Q^569. ._����69�z���2�MWV��������#~^

� �2�%6�!"!�,��/6�!�sk�9g56G&:,�#%������!869.�����. ,�������&�^5��,�.�;bWV�$��7469. ,(69���";k��������,��4�A���2�$���������S;���7O�U69������&L^|����!/�k���
;��'c2&2�";<6��5gh��. .���^z�p}

I`�������
=

√√√√ 1

2π

2π∑

0

(Cw − Cnum)2

^|�2�����M���2�M&:,�#%������!869.¬���:� &vgh����!�������&u!"�:�	�B!�����&:�����z!869.�!�,�.U69���";~,2��� &��B6$���"!"��&2;O������;����zgm����#T,�.U6H}

Cnum =
2

Re
· −u(jw + 2) + 4u(jw + 1) − 3u(jw)

2(y(jw + 1) − y(jw))

^|� ���
jw

���2�M7�69. ,2�S�9g
���2�S��R(6�!"�M!"��,�&O�����Q69�z���2� ^569. .>^
J[��&C��;C� #%��&2������&(69.H� &�� ���U69.H7469. ,2�"��69�����/69�1��&�6���gm��. . �
^z�¦}

M∞ = 10−3 3
Re = 10

3
ρ0 = 1

3
u0 = 0

3
v0 = 0

3
P0 = 1/γM2

∞

^ � �2�<&2�9����. � R§!"��&2;C� ������&¦���v69R�R�. ���";§69�G���2�<#%��7O� &�� ^569. . ^|��� .��
���2�v� &2!"��#$R����"����� W�.��u!"��&2;C� ������&2�d69���H!"��&2����;������";�gm���%69. .|���2�H�����2�����%WV��,�&2;269�����"�83����(69�$��� ^��v� #$RV�4�/�
���2�G���/69����!dR����"����,����v69&2;W^5�d�'eC���/69RV��.U69���G���2�d;���&2��� �Ys�69&(;����2�d71��.��:!��¥�Ysr^\X�&)����;����@���\!"��#$R�,����G���2�
,�&2�����86�;Cs \(�
^z�83 ^��~,2�/�<6A;C,(69.¥�>��� #%�'��������R�R���&���gh�/69#%�h^������ 3 ^|�2������� &����2�uR��:sO����!869.[;������ 7�69��� 71�"�v69���
��#$R�.���s1�";~���$gh��. .���^����2�SR��:sC����!869.t���/69&2������&:���[69&2;~���2�SR2����,2;��9�>���¥#%�@;������ 7�69��� 71�"�Q������71�p6��Q69&u� �����/69��� 7r�
;���7O��!"�4^@����#$R�,��/69������&2�T69����;���&2��,2��� &��v� ^��v;C� �D������&:�M�4����;��83 &(69#%��. sb6G!"�r69��������&2�H�

21 × 81
�Q69&2;A6

c2&2�S��&2�B�
41 × 161

�'^
��) � )�@ � ���
; .�7b# -�; !'&)( 7�=�; 7$; !�7���./��!
;
Xx&B!/�(69R������ gO3f^�����,���. � &2�";G6i&2�h^ ;��'c2&�� ������&G�9gD���2�z,�&2�����86�;Cs�.���^|��P\6�!/�dR(69�/69#%�������8^V���z���(��^��";%���(69�
��,2!/�\6$;��'c2&�� ������&\��&(69W�.��"�Q���2�MR����"!"��&2;C� ������&(�";\��!/�2��#%�S���$R�����7:��;��S�r�:�:;u;269#$R�� &��Bgm���zWV�����\6�!"��,2������!
69&2;d#B69�������U69. R�����W�.���#%�8^`Xx&d��������R(69�/69�4��69R��_3�^�� ^569&:�����T!"��&Cc2��#®���(69�����2�Q,�&2�����86�;Cs%R����"!"��&2;C� ������&(�";
��!/�2��#%�5���
71�����/69��� .��|��&2��,��4�$gh���K��7r����sT�xsORV�5�9gVR�����W�.���#%�8^H���I^|� . .2����,2;Cs�69.����i���2�5RV�'��gh����#B69&2!"�"���9gV���2�
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� #$R�. ��!�� �M#%�����2�:;��M���(69� ^��@�(6871�$69. ���86�;Cs\��#$R�.���s1�";b���v!"��#$R�,����$�����86�;Cs:\(��^z�8^ � �2�@±���&bJ[��,�#B69&�&
69&(69. sC��������#$R��(6���� ´8�";G���(69�5Pb69�����¥e:��]2���"�[��!/�2��#%�"�5���2��,�.�;dWV�Q71����s%!"��#$RV����� ��� 71�i!"��#$R(69���Q���T���2�[��.��1!/�
��!/�2��#%�4^
��) � )*% �L�5!�7b;H��>"� 3 #�; ./&��5>�# 7�# &��5# ��3
Xx&k!/�(69R������ gO3)^��$��,���. � &2�";�6G&2�h^l;��'c2&�� ������&��9g����2��,�&2�����86�;Cs\.���^5��Pb6�!/�AR(69�/69#%������� ^z����!/�A��&(69W�.��"�
,2�|���B687r����;H���2�M������!/�OsG!/�2����!"�p�9g`6�R�����RV���z.���&��4���<��!869.��4^�A�i�/��!869. .t�������|&2�h^�;��'c2&�� ������&�}

βu = min

[
δx ·

√
CFLu+c

∆t · c · π ,
δy ·

√
CFLv+c

∆t · c · π

]

� �2��&_3����2�M.���^5��Pb6�!/�~R(69�/69#%�������Q���z!�.U6�������!869. . sv;��'c2&2�";<6��5gm��. .���^z�S}

β = min [max(βs, βu), 1]

^|�2�����
βs

���S���2�B���/�"6�;�sb.���^5��P\6�!/��R(69�/69#%�������8^HXx&A�������pR(69�/69�4�/69R��_3
��,��T��WC*��"!���� 7r�B���S���u��#$R��(6���� ´8�
���2�$�r�:�:;�!"��&:71�'���r�'&(!��B�/69���$R�����7O��;��";AW:s\���2�$,�&2�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2�8;���!/�2��#%��gm���S��71����s\R��:sC����!869.
��� #%�'��������R_^)LO�k6������\����,2;CsA� ����R�����RV���������"�83�^��G!"��&2����;��������2�vP\]¬�YL��SL � Z er�T��!/�2��#%� ^|� ���+6uR2�/��,2;��
��] n &:,�#TWV���S�����S69�

106 ^A���@!"��#$R�,2���$��&2��R��:sO����!869.
� �����/69������&A��71���i���2�@c2&2�@�4����;A69&2; ^5�$69. ������&(6��
��� 71��. s%!/�2�:�4�������2�Q&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&2�8;v��!/�2��#%�43:���2�[�����86�;Cs$R����"!"��&2;C� ������&2�8;v��!/�2��#%�[69&2;d���2��,�&2�����86�;Cs
R����"!"��&2;C� ������&2�"; ��!/�2��#%�4^ � �2�H��,�WC�>� �����/69������& !"��&:7r�����r��&2!"�~���%����,2;C���";�gm���%����7r���/69.z��� #%�'��������R2�8^ � �2�
��� #%�'��������Rb!869&<WV�p!/�(69�/6�!�������� ´8�";\W:s

CFLu = u∆t/δx
69&2;D3a��;��869. . sr3(gm���Q�	�B!�����&:�[��� #%�'�>#B69��!/��� &��H���9�

. ,�������&_32�������Q��] n &:,�#TWV���Q���2��,�.�;HWV�S�9g
����;����z,2&�� �xsr^
]o� �4,���� n ^ c ^_[k���2��^z�$���2�H���"��,�. ���$gm���

M∞ = 0.001
69&2;

Re = 10
3569&2;�gm����gm��,��$7469. ,2�"�%�9g

CFLu
^

N|����,2!/�+6\��RV�"�";D3`gh����.���^¯7469. ,2�"���9g
CFLu

���2�v�����86�;Cs�R����"!"��&2;C� ������&2���B;��:�"��&2���%!"��&:7r�����r�v� &����2�
;C,(69.`� �����/69������&_^ � �2��,�&2�����86�;Cs\R����"!"��&2;C� ������&2���T��,���RV���-gm����#%�S���2�@&(�9&��>R����"!"��&2;C� ������&(�";�!86����$��7r��&bgh���
CFLu = 10−3 ^BN|�

CFLu = 1
3t���2�%&2��&C�>R����"!"��&2;C� �����4&2�";)!86����%;C� 71�����r�"� ^|��� .��%���2�B�����86�;CsbR����"!"��&C�

;C� ������&2���pR�����7O��;��"�T6H0:,�� ���$�r�:�1;�!"��&:71�����r��&2!"�%�/69���4^d�Q��^���71���83t���2�$,�&2�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2���T���p����� . .
���2�%#%�4���T�	�B!�����&:�8^HN|�p��71��&���� �4�2���

CFLu = 10
3t���2�B�����86�;CsbR����"!"��&2;C� ������&2���@RV���-gm����#%�@6�� ^���. .�6��

� ����,�&2�����86�;CsG!"��,�&:������R(69���8^�X����������:,2�5!�.��869�|���(69��� &~69. . !86��/�"�����2�Q,�&2�����86�;CsBR����"!"��&2;C� ������&�� &2�$R�����7O��;��"�
��R���� #B69._RV���-gm����#B69&2!"�S�9go���2�iR2����,2;��9�>��� #%�p!"��&:7r�����r��&2!"�4^ � �2�"���i���"��,�. ����69���i� &H�r�1�:;u69�4���"��#%��&:�i^z�¥���
���2�M±K��&uJQ��,�#B69&�&\69&(69. sO�/�"�z�9g`!/�(69R������ gO^
� �2��;C,(69.¥�>� �����/69������&%!"��&:71�'���r�'&(!������¬� #$RV�����/69&O�
WV�"!869,2����� �o;C��� 71�"�¬���2�56�!"!�,��/6�!�sT�9g2���2������. ,�������&v}¬6�&2���-�
!"��&:71�����r�";HR����:!"�"���i^���,�.�;H.��86�;H���B69&~� &(6�!"!�,��/69���p����. ,�������&_^KXx&HR��/6�!�����!"�432� �|���z&2���|&2�"!"�"�/�/69��sG�������86�!/�
#B6�!/��� &2�p´8�����d69���86�!/�uR��:sC����!869._��� #%�'��������R_3 ^��S���2�����'gh�����T!/�2�:�4���p6%!"�����/69� &u.���71��.t�9g`���"����;C,(69.t���$���86�!/�
���~6��M���~�'&(��,����$�	�B!�����&2!�sA69&2;�6�!"!�,��/6�!�s1^ 0 g5!"��,����/�43¬6�!"!�,��/6�!�sb����. ���"�p69.��/�H��&k���2�$&:,�#%������!869.�;C�������¥�
R(69������&_3O�2��&2!"�4326S&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&2�";H�/!/�2��#%� ^���,�.�;d�r��&2���/69���i�'e�!"�"����� 71�[69�����¥c(!��U69.D;C������� R(69������&v.��86�;C� &��
���v6Q^|����&��v�/��. ,�������&_^SL:,2!/�k69&\���/��,2�T!869&k69.����G�:!"!�,�� ^|�2��&b��&2�T,(���"�Q���2�T,�&2�����86�;CsuR����"!"��&2;C� ������&���&��
^|� ����6u��#B69. .���� #%�'��������R_��� &2;��"�";D3
� &)�������@!"��&Cc2�4,��/69������&t3`���2�d,�&2�����86�;CsAR����"!"��&2;C� ������&2� &��k� �@!�.��4�/�B���
���2�Q&2�9�>R����"!"��&2;C� ������&(�";H!86����[69&2;d� ��!869&G���2�����'gm�����QR�����7O��;��i69&G� &(6�!"!�,��/69���i����. ,�������&_^`�[��^���71���831gm�������2�
R�����W�.���#����(69� ^��$69���@� &:�������"�����";b� &_3 ���2�@��� #%�'��������R2�M!"�������"��RV��&2;b���

CFLu ≈ 1
3 ���:,2�i���2��,�&2�����86�;Cs

R����"!"��&2;C� ������&2�";~��!/�2��#%�[�����'eCRV�"!����";G���TWV�i6��|6�!"!�,��/69���M6������2�[�����86�;Cs%R����"!"��&2;C� ������&2�8;H��&2�4^V���Q!"��#��
R�,����";u���2�p�����86�;Cs~�4��!�� . .U69������&2�[;C,���� &�� `BRV�������:;��[��7r�������2�T!"�r69�����S�4����;~gh���Q�86�!/�u#%�����2�:;D^��A�S,2���";<6
��� #%�'��������R~�"0:,(69. ���

π/20
^|����!/�~!"�������"��RV��&2;��|���

CFLu ≈ π/4
^`]o� �4,���� n ^ c ^ · ���2��^z�5���2�i��71��. ,�������&~�9g

���2�z���O� &�g¨����!�������&B!"�:�	�B!�����&:��gh���K���2�|.U6����`RV�������:;B!"��#$R�,����";d69&2;$���2�z���������K#B6�;��zW:s��86�!/�%#%�����2�:;B��7r���
���2�p�/69#%�MRV�������:;D^��A�S��W��/69� &<���2�S��69#%�p6�!"!�,��/6�!�s'^|� ���uWV�����<�����86�;Cs~69&2;~,�&2�����86�;CsvR����"!"��&2;C� ������&���&��
���"!/��&���0:,2�"�G}T���2�B���������@!"��#$#$� �����";�W:sA�86�!/���/!/�2��#%�%���T�9gz���2�B����;����@�9gz���2�%RV����!"��&:����&����2�d!"�r69�����



�  �  	 � � ��	���� ��	�� � ��� ��� � � � 	 � Z�n/Z

Dual iterations

Lo
g(

Re
sid

ua
l)

0 50 100 150 200
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

Unsteady preconditioning
Steady preconditioning
No preconditioning

M = 0.001 Re = 10 CFLu = 0.001

Mesh : 41 x 161

Dual iterations

Lo
g(

Re
sid

ua
l)

100 200 300 400-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

Unsteady preconditioning
Steady preconditioning
No preconditioning

M = 0.001 Re = 10 CFLu = 0.01

Mesh : 41 x 161

Dual iterations

Lo
g(

Re
sid

ua
l)

100 200 300 400

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

Unsteady preconditioning
Steady preconditioning

M = 0.001 Re = 10 CFLu = 1

Mesh : 41 x 161

Dual iterations

Lo
g(

Re
sid

ua
l)

0 500 1000-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

Unsteady preconditioning
Steady preconditioning

M = 0.001 Re = 10 CFLu = 10

Mesh : 41 x 161

]o� �4,���� n ^ c ^_[C}`����#$R(69��������&2���9gV���"����;C,(69.2!"��&:71�����r��&2!"�]^|� ���B69&2; ^|� ���2��,��K,�&2�����86�;Cs@R����"!"��&2;C� ������&�� &��@69�
M∞ = 10−3 69&2;

Re = 10
69&2;d��&B���2�|c2&2���4����;\�

41×161
�'^ � ��RC� n �'g¨�i}

CFLu = 10−3 ^ � ��RC���z� �4�:�[}
CFLu = 10−2 ^`�5��������#�� n �'gh�T}

CFLu = 1
^`�5��������#����z� �4�:�T}

CFLu = 10
^

�4����;D^ � �2�$,�&2�����86�;Cs<R2���"!���&(;C� ������&�� &��<��&(69W�.��"�S���H��!869.���R�����RV����. s\���2�%69�����¥c(!���69.�;C������� R(69������&kgh���S��,2!/�
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M = 0.001

Re = 10

∆t = π/20
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∆t = π/20
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(x, y) ∈ [0; 4] × [0; 1]
3i^|� ���	6������/69� �4�:�v,�R�RV��� ^569. .S69&2;§6�!�,���71�"; .���^5��� ^569. .>30^|�2�4���

!"�:����;C� &(69���"�[69���M�4� 71��&HW:sb}




x < 1 y = 0

1 ≥ x ≥ 3 y = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 y = 0
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γ = 1.4
^|](���

M∞ ≤ 0.5
���2�
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ρ0 = 1.4
3
u0 = M∞

3
v0 = 0

3
P0 = 1
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M∞ = 0.1
3
M∞ = 10−469&2;

M = 0.5
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A � )F@�)*% , 2�14; #f# ./�-� #�; ! 25� 7�! ��7
M = 0.1

N|�¬��,2!/��6�P\6�!/�T&:,�#TWV���83����2��NzZiLOP � �hq��_��!/�2��#%��R�����7:��;��"�`6|71����sM!"�������"!��
�/��.¥,2�����9&���� &2!"�4346��o��&2��!869&
���"�i� &~���2�ic2�4,���� Z eC^_[C^ · 32���2�M������. � &2�"���9go���2�SPb6�!/�~��W��/69� &2�";u��&~���2�ic2&2�"���z�4����;H����#B69� &u��sO#$#%��������!869.
^|� ���~���"��RV�"!��z���$���2�S��� &2��W�,�#$R_^

0.085 0.1 0.115 0.13 0.145
∆ M = 0.0015

]o� �4,���� Z eC^_[C^_[C}vL:�/69������&(69��sW\(��^¯��71���$6u��� &2�BW�,�#$R+69�
M∞ = 0.1
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Xx&k����;����M���GRV���-gm����#�!"��#$R(69��������&2�SWV��� ^��"��&A���2�$;C� � ������&:�S#%�����2�:;��S;��"��!���� WV�";A�869��. �����83_���2�$!���� ����������&
^|����!/�b���[,2���";<���G;���������#$� &2�����2��!"��&:7r�����r��&2!"���/69���@����c2�����i;��'c2&2�";D^ ���T�����/69� &b���2�

L2
&2����#��9g����2�

���"����;C,(69.�}

Res(n) =

√√√√
NBEL∑

i=1

(∆wn
i )2

√√√√
NBEL∑

i=1

(
∆w1

i

)2

^|�2����� ��J[�5I n �T���[���2�@&:,�#TWV���M�9g���.���#%��&:���p69&2;
w

;���&2�����"�M��� ���2���M���2�@;���&2��� �xs13V���2�@#%��#%��&:��,�#����
���2�S��&2�����4sr^
Xx&��/69W�.�� Z eC^_[C^ Z 3�^��BR����"����&:�@���2�B���"��,�. ���T���(69� ^��d��W��/69� &2�"; ^|� ���)���2�"���d;C� �D������&:�@#%�����2�:;��8^ n ���T,2�
R����"!������d���2�B#%�869&�� &��k�9g�����#%�G6�!�����&:sO#%�8^ ��JQ�5I n �B���p���(�B&:,�#TWV�����9g���.���#%��&:����3 ��X������/69������&2� �G69&2;
�8��qKZ ��69�������"��RV�"!���� 7r��. sp���2��&:,�#TWV���
�9g(&2��&C�>. � &2�869�
� �����/69������&2�K69&2;p���2�|��qKZ+��� #%�����"01,�� ���";T���i6�!/������7r�
!"��&:71�����r��&2!"�43��8��qKX �
����R��/���/��&:���t���2�K!"�4���tRV���_� �����/69������&D^|��� .�� �8��qKqKqKX ��;���&2�����"�t���2��!"�4���_RV���t� �����/69������&
69&2;~RV���[��.���#%��&:�83(c2&(69. . sr3 ��P\I 0 �S�������2�Mg¨�/6�!�������&\�9g���qKZ���� #%�T!"��&2��,�#%�";uW:sH���2�pP\�4����I
eCRV��&2��� 71�
0 RV���/69�����8^~X�&����2�B!86����B�9g|���2�BPb69�����¥e:��]2���"�d��!/�2��#%�"�83¬#%�4���T�9g|���2�G��q�Z®��� #%�B���T��RV��&:�T;C,���� &��<���2�
��,�WC�>� �����/69��� 71�|R����:!"�"�/�K�9g ���2�5����.U6�e269������&BR����:!"�";C,����T�hqo��� &:� � 6�!"��W��a����L:sO#$#%��������!Q�S69,2���-�YLO����;���.£�j^|��� .��
� &~���2�S!86����S�9g
J[�h^|����&C��«i��sO.���7~69. �r����� ����#~32���2�T��qKZ���� #%�M���z#B69�¥&2.¥sH!"��&2��,�#%�";~����c2&2;H���2�S����. ,�������&
�9g
���2�i� &:71��. 71�";v. � &2�869�Q��sO������#~^
N[�p�'eCRV�"!����";D3`JQ�h^|����&�«i��s:.���7�69. �r����� ����#���"01,�� ���"�pgm�h^�� �����/69������&2�@���\6�!/������71�B���2�d!"��&:7r�����r��&2!"�4^<Xx&
�������%�/69W�.��435��&2�~!869&+&2������!"�~���(69�83�gh���%���2�~!"�r69�����H�4����;D3����2�~J[«���!/�2��#%�~���%�����/69&2�r�'. s�.��"���B�	�B!�����&:�
���(69&\gh���Qc2&2���i�4����;��M��� &2!"�T� �[���"0:,�� ���"�

120
&2��&C�>. � &2�869�M� �����/69������&2�M���d���86�!/�b���2�������86�;Csu���/69���D^|��� .��@� �

�/69�1�"�Q��&�. s
45

3
75

69&2;
65

��&<���2�T�����2����c2&2���Q�4����;��8^ � �2�p���86�����&2�[�9g���,2!/�\6%WV���(687O����,��i69���p&2��� ^���. .
,�&2;����������:�:;D^`N|��69&:s�!86��/�43r���2�zJQ«	��!/�2��#%�|R�����7O��;��"��6[71����s@�r�:�:;$� &:����� &2����!��	�B!�����&2!�sr3:�2��^���7r���83O6��`� ���



Z�dbn � � ����� ���
	 ��� �� � � � �
� ��� � � � � � � 	 � � ���
� � � 	 �
	�	 � 	�� � � � � � � � � � � � �	
�� 	�� � 	���� � � ����	��

!"�4����RV����� �����/69������&d������� �4��. s%�'eCRV��&2��� 7r�431���2���4.���W(69.V!"��#$R�,��/69������&(69.D!"�4��������&2�������p��#B69. .>^
P\�����"��71���831� �
���5&2������!"�869W�.��S���(69�|���2�M!"�4���|RV���|RV��� &:�zRV���|� �����/69������&��>��qKq�qKX-�5�������"�z6��|���2�i�4����;vWV�"!"��#%�"�|c2&2���8^ � �����
!"�4���p!869&�WV�$���";C,2!"�";)6v. � ����.��%W:sb;C� #$� &�������� &��<���2�d69#%��,�&:�T�9g|.¥� &2�869�T���"����;C,�,�# ���"0:,�� ���";A���u6�!/������7r�
���2�@� �����/69��� 71��R����:!"���/�8^pX�&2;��"�";D3D���2��J[«%� · �Q��!/�2��#%�@R��/��7:��;��"�i���2�$�/69#%���	�B!�����&2!�s<���(69&k���2��J[«%� Z er�
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x < 1 z = 0

1 ≥ x ≥ 3 z = 0.1 (1 − cos[(x− 1)π])

x > 3 z = 0
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m̃H
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TC

69&2;k#%��#%��&:��,�#
m̃C
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m̃H(s) =
6 ¯̃mH

d2

(
d2

4
− s2

)
, m̃C(s) =

6 ¯̃mC

d2

(
d2

4
− s2

)
,
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∂ρ̃

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u) = 0

∂ρ̃~̃u

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃u⊗ ~̃u+ p̃I7 ) = ρ̃~̃g + ~̃∇ · τ̃7

∂ρ̃Ẽ

∂t̃
+ ~̃∇ · (ρ̃~̃uH̃) = ρ̃~̃g · ~̃u+ ~̃∇ · (τ̃7 · ~̃u) + ~̃∇ · (λ̃ ~̃∇T̃ )

p̃ = ρ̃RT̃ = (γ − 1)ρ̃

(
Ẽ − 1

2
~̃u · ~̃u

)

� ZbZ ^ · ^ Z �

^|�2�����

τ̃7 = µ̃

(
~̃∇⊗ ~̃u+

(
~̃∇⊗ ~̃u

)T

− 2

3

(
~̃∇ · ~̃u

)
I7
)
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∆T̃ = T̃H − T̃C , ¯̃T =
T̃H + T̃C

2
, ε =

∆T̃

2 ¯̃T
, ¯̃mt = ¯̃mH + ¯̃mC , αH =

¯̃mH

¯̃mt
.
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l̃ref = d , P̃ref = P̃0 , ρ̃ref =
P̃0

R ¯̃T
, ũref =

¯̃mt

ρ̃ref
, t̃ref =

d

ũref
,

λ̃ref = λ̃(ρ̃ref , P̃ref ) , µ̃ref = µ̃(ρ̃ref , P̃ref ) .
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~r =
~̃r

l̃ref

, t =
ũref

l̃ref

t̃ , u =
ũ

ũref
, p =

p̃

P̃ref

, ρ =
ρ̃

ρ̃ref
, ρet =

ρ̃ẽt

P̃ref

,

T =
T̃ − ¯̃T

∆T̃
, λ =

λ̃

λ̃ref

, µ =
µ̃

µ̃ref
, τ =

l̃ref

µ̃ref ũref
τ̃ .
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∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~u) = 0

∂ρ~u

∂t
+ ~∇ · (ρ~u⊗ ~u) +

1

γM2
∞

~∇ · (pI7 ) =
1

Fr
ρ~eg +

1

Re
(~∇ · τ7 )

∂ρE

∂t
+ ~∇ · (ρ~uH) =

γM2
∞

Fr
ρ~eg · ~u+

γM2
∞

Re
~∇ · (τ7 · ~u) + 2ε

γ

γ − 1

1

Pr Re
~∇ · (λ~∇T )

p = ρ(1 + 2εT ) = (γ − 1)ρ

(
E − γM2

∞

2
~u · ~u

)
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M2
∞ =

ρ̃ref ũ
2
ref

γP̃ref

=
¯̃m2

t

γP̃ 2
ref

R ¯̃T , Pr =
µ̃ref

λ̃ref

γ

γ − 1
R , Re =

¯̃mt l̃ref

µ̃ref
, F r =

(
¯̃mtR

¯̃T

P̃ref

)2
1

gl̃ref

.
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P (t)

���%�4� 71��&+W:s����2�HWV��,�&2;269��s+!"��&2;C� ������&2�d� &+���2�u��,���.���� 0 3 � ��� �
P (t) = P̃O(t)/P̃0

^ � �2�H� &�.����
����#$RV���/69��,����"�i69���$}

TH =
T̃H − ¯̃T

∆T̃
=

T̃H − T̃C

2(T̃H − T̃C)
= 0.5 , TC =

T̃C − ¯̃T

∆T̃
=

T̃C − T̃H

2(T̃H − T̃C)
= −0.5 .
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m̄H = ρ̄H · ūH = αH · ¯̃mt , m̄C = ρ̄C · ūC = (1 − αH) · ¯̃mt .
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L1/d
3
L2/d

3C69&2;
L3/d
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d = 1
#
, ρ̄ =

P0

RT̄
= 1

�O�$#
−3 , m̄t = 1

�O�$#
−2 �

−1 , R = 288
� �O�

−1 «
−1 ,
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~̃∇ ·
(
ρ̃~̃v
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� ZbZ ^ · ^ g4�

X�g)^��[&2���4.��"!��|���2�[!"��&:����� W�,�������&u�9gt���2�[�2�869�|;C� � ,2������&~69�����2�[� &�.����z69&2;H69�����2�i��,���.����S�m69R�R����8eC� #B69������&
^|����!/�~���z!"�����/��!����¥g
���2�M�/�"!�������&2��69���ig>69�z��&2��,��4�~g¨����#����2�M#$�¥eO� &��%�����4����&a�'32� �|#T,(���|WV�%}

∫

H

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
,
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∫

H

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
ρh̃~̃v · ~̃n

)
.
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∫

H

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
+

∫

C

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
= −

∫

O

;
S̃
(
~̃v · ~̃n

)
,
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Ṽ
(
~̃∇ · ~̃u

)
= 0 .

� ZbZ ^ · ^ d �
]2����#��"01,(69������&)� ZbZ ^ · ^ n �'3H^��M!869&<69.����%;��";C,2!"�M���(69�p}

m̃H T̃H S̃H + m̃C T̃C S̃C = −
∫

O

;
S̃
(
ρ̃H̃~̃v · ~̃n

)
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T̃O =
m̃H S̃H

m̃OS̃O

T̃H +
m̃C S̃C

m̃OS̃O

T̃C = αH T̃H + (1 − αH)T̃C = 250
«
.
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γP̃

;
P̃;
t̃
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(
~̃∇ · ~̃u

)
=
γ − 1

γP̃

~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃

)

∂~̃u

∂t̃
+
(
~̃u · ~̃∇

)
~̃u =

RT̃

P̃

(
− ~̃∇p̃′ + ~̃∇ · τ̃

)
+ ~g

∂T̃

∂t̃
+
(
~̃u · ~̃∇

)
T̃ =

γ − 1

γ

T̃

P̃

( ;
P̃;
t̃

+ ~̃∇ ·
(
λ̃ ~̃∇T̃
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ūH =
¯̃uH

ũref
=
αH

¯̃mt

ρ̃H

ρ̃ref

¯̃mt
= αH(1 + 2εTH)

1

P
= αH(1 + ε)

1

P
,

ūC = (1 − αH)(1 − ε)
1

P
.
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 ���
��� � � � � � � ����� � � � � 
 ��� 	�� � 	 ��� � 	

����� � �� � ( #%"$#%�����"� � 
 "(%�
A)A*) � )%A 
�; !2. #M# 3"7�# &V� &)( 7�="; 3 #f& �5�%; 1
n ���~,2�~&2��^ ����,2;Cs§6)&2��&C�����/69������&(69��s§71����������&	�9g����2�k���"�v*Y,�&2!�������&�R�����W�.���#~^ L:�/69����� &��+g¨����# ���2�
���/69������&(69��sM����. ,�������&pR�����7O����,2��. si!"��#$R�,����";D32^��`#%�:;C�¥ghs[���2�`WV��,�&2;269��sS!"��&2;C� ������&2�_gh���_���2�`� &�.����t�@^"P\�����
R����"!�������. s13V^��B!"��&2����;����T���2�B�/69#%�%#%��#%��&:��,�#

m̃H
69&2;L^��B!/�2�:�4���d6H��� #%�'��;���RV��&2;��"&:�@����#$RV���/69��,����

T̃H
6��5gh��. .���^z�p}
T̃H(t) = T̃H(t̃ = 0)(1 +A sin(ωt̃))

^|�2�����
A

69&2;
ω

;���&2�����S���"��RV�"!���� 7r��. sv���2�p69#$R�. � ��,2;��T69&2;H���2�MR�,�.��/69������&<�9go���2� \2,2!���,(69������&2�8^
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]o� �4,���� ZbZ ^_aC^ Z } � �"�d*-,�&2!�������&_^�J[��&C�����/69������&(69��s¦����. ,�������&_^®I`7r��. ,�������&��9gT���2�b����#$RV���/69��,����
T̃H

6��
gh,�&2!�������&u�9go���(�i��� #%�4^�N�. ._0:,(69&:��� �����"�Q69���S�'eCR����"�����";v� &~���2�TLOX�,�&�� ����^
j[� � ������&:�p!/�(69�/6�!���������������!%��� #%�"�p69����� &:71��. 7r�";b� &k�������MR�����W�.���#~^$]o� �����83_��� &2!"�����2�$!"��&:71�"!�������&A7r��.��:!�� �xs
����69WV��,��

1
#�9�83269&2;H���2�S;C�U69#%�������z���

1
#~3C���2�S!/�(69�/6�!���������������!S��� #%�igm���|���2�M����#$RV�'��69��,����p!"��&:71�"!�������&

!869&~WV�M�'eCR����"�����";u6��5gm��. .���^z�S}

t̃con,ref =
d
¯̃u

= 1
�

� �:,2�83�� �o�/69�1�"�
��&2�����"!"��&2;Tgh���`6i\2,���;���.���#%��&:�
���Q��,2&���&2��;C�U69#%�������8^�LO�"!"��&2;D34���2��;C� � ,2������&�!"�:�	�B!�����&:�
gm���|���2�M����#$RV���/69��,����S���86�;��p}

αref =
λ̃ref

¯̃ρ cp
= 14.4 · 0.4

1.4 · 288 = 0.0143
# 2 �

−1

�[��&2!"�43����2�M!/�(69�/6�!���������������!S��� #%�igm���|���2�M����#$RV���/69��,����p;C� � ,2������&u!869&~���86�;A}

t̃dif,ref =
d2

αref
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wt + (fE(w))x + (gE(w))y = 0
�hNT^ Z ^ Z �

^|�2�����
t

�������2�[;C� #%�"������&�.��"���5��� #%��3
x

69&2;
y

69�/�����2�[��R(6�!��U69. !"�:����;C� &(69���"��3
w = w(x, y, t)

�������2�Q7r�"!������
�9g`!"��&2������7r�";H7469���U69W�.��"�83(69&2;

fE 69&2;
gE 69���M���2�M� &:7O����!���;,\(,CeG71�"!������|g¨,�&2!�������&2��3

w =




ρ

ρu

ρv

ρE


 , fE =




ρu

ρu2 + p

ρuv

ρuH


 , gE =




ρv

ρuv

ρv2 + p

ρvH


 .
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^|�2�����Q69. .(���2�z;C� #%��&2������&�.��"����01,(69&:��� �����"���(6871�|WV�"��&G69. ���86�;Cs$;��'c2&2�";B� &%���2�|c2������!/�(69R������8^ � �2����sC������#
���z!�.��4���";HW:sG���2�S;C� #%��&2������&�.��"�����"0:,(69������&u�9g`���/69���%}

p = ρT = (γ − 1)ρ

(
E − 1

2
|~u|2
)

= (γ − 1)ρe .
�mNT^ Z ^ · �

� �2�S;C� #%��&2������&�.��"���Q����,�&2;~��RV�"�";H���z;��'c2&2�";u6��|gh��. .���^z�p}

c =
√
γ T =

√
γ p

ρ

� �2�S��RV�"!��¥c(!M�����/69.t��&2�����4s~69&2;~��&:���(69. R:sH!869&~���2��&~WV�M;2��c(&2�";u6��S}

E =
c2

γ(γ − 1)
+

1

2
(u2 + v2) , H =

c2

(γ − 1)
+

1

2
(u2 + v2) .

[ · g
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AE =




0 1 0 0

γ−3
2 u2 + γ−1

2 v2 (3 − γ)u −(γ − 1)v γ − 1

−uv v u 0

−γuE + (γ − 1)u(u2 + v2) γE − γ−1
2 (v2 + 3u2) −(γ − 1)uv γu




�hN@^ Z ^ `:�

BE =




0 0 1 0

−uv v u 0

γ−3
2 v2 + γ−1

2 u2 −(γ − 1)u (3 − γ)v γ − 1

−γvE + (γ − 1)v(u2 + v2) −(γ − 1)uv γE − γ−1
2 (u2 + 3v2) γv
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Xx&%����;��������p��W��/69� &B���2�z��� �r��&2��sO������#�;������ 71�";�gh����#l���2��I`,�.������"0:,(69������&2�83f^��|&2�"�";%���2�z���/69&2�-gm����#B69������&
#B69������!"�"�Q��,2!/�H���(69�z���2� � 6�!"��W��U69&

AE ���z;C�U69�r��&(69. � ´8�";\6��5gm��. .���^z�S}

P−1
A ·AE · PA =




u

· u

· · u+ c

· · · u− c




� �2�M�r��&2���/69.¬�'eOR����"��������&~�9g
���2�"���M���/69&2�-gh����#B69������&u#B69����� !"�"�����|�4� 71��&HW:sb}

Pκ =




1 0 ρ
2c

ρ
2c

u ρκ̂y
ρ
2c(u+ cκ̂x) ρ

2c(u− cκ̂x)

v −ρκ̂x
ρ
2c(v + cκ̂y)

ρ
2c(v − cκ̂y)

u2+v2

2 ρ(uκ̂y + vκ̂x) ρ
2c(H + c~V ·~1κ) ρ

2c(H − c~V ·~1κ)




69&2;

P−1
κ =




1 − γ−1
2 M2 (γ − 1) u

c2
(γ − 1) v

c2
−γ−1

c2

1
ρ(vκ̂x − uκ̂y)

κy

ρ −κx

ρ 0

c
ρ(γ−1

2 M2 − ~V ·~1κ

c ) 1
ρ(κ̂x − (γ − 1)u

c ) 1
ρ(κ̂y − (γ − 1) v

c ) γ−1
ρc

c
ρ(γ−1

2 M2 +
~V ·~1κ

c ) − 1
ρ(κ̂x + (γ − 1)u

c ) − 1
ρ(κ̂y + (γ − 1) v

c ) γ−1
ρc
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���2��&
κ = A

���2��&
κ̂x = 1

3
κ̂y = 0

69&2; ~1κ = ~1x
^ 0 &\���2�T�����2���[�(69&2;D3�^|�2��&

κ = B
���2��&

κ̂x = 0
3

κ̂y = 1
69&2; ~1κ = ~1y

^

� � � � "�� �&��� ��� #%� �'� ( � �! �"$#%�&���(
��)�@�) A �W# !2./& 2�! �V��./& �I# ��� 14��7�#f#%./; !
� �2�u;C� #%��&2������&�.��"���d��sC������# �9gi���2�uJ[687O�����-�YL:�����1���d�"0:,(69������&2�B!869&¢WV�'^z��� ������&¢,�&2;����B���2�Hgh��. .���^|� &��
gm����#�}

wt + (fE(w) − fV (w,wx, wy))x + (gE(w) − gV (w,wx, wy))y = 0
�hNT^_[C^ Z �

^|�2�����
fV 69&2;

gV ;���&2�����M���(�i7O����!"��,2� \2,Ce��"�83

fV =
1

Re




0

τxx = 4
3µux − 2

3µvy

τxy = µ(uy + vx)

uτxx + vτxy + γµ
Prex




, gV =
1

Re




0

τyx = µ(uy + vx)

τyy = 4
3µvy − 2

3µux

uτyx + vτyy + γµ
Prey
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AV
0 (w,wx, wy) =

∂fV

∂w
(w,wx, wy) ; BV

0 (w,wx, wy) =
∂gV

∂w
(w,wx, wy)

AV
1 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wx
(w,wx, wy) ; BV

1 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wx
(w,wx, wy)

AV
2 (w,wx, wy) =

∂fV

∂wy
(w,wx, wy) ; BV

2 (w,wx, wy) =
∂gV

∂wy
(w,wx, wy)

Xx& ����;����d�/����&2��,����u���2�<;C�U69�r��&(69.i;���#$� &(69&2!"�b�9gS���2�u� #$R�. ��!�� �G,�RM^|� &2;���!/�2��#%�43]^��u&2���4.��"!����";����2�
!"��&:����� W�,�������&u�9go���2�[�/69&��r��&:���U69. � 6�!"��W��U69&2�z� &v���2�i� #$R�. ��!�� �z��RV���/69�����T� 
 ��� ���(69R������ Z �'3C#%�����iR����"!�������. s
� &%���2�

x
��;C� ���"!�������& ^�����&�. s������/69� &2�";B���2� � 6�!"��W��U69&

AV
1

^|��� .��z� &%���2�
y
��;C� ���"!�������& ^��z�����/69� &2�";

BV
2

�h���"�
69.���� � Z a 	 �'^ � �2�"��� � 6�!"��W��U69&u#B69������!"�"�Q!869&~WV� ^|��� ���/�'&\6��5gm��. .���^z�p}

AV
1 =

µ

Re ρ
ĀV

1 =
µ

Re ρ




0 0 0 0

−4
3u

4
3 0 0

−v 0 1 0

−αu2 − βv2 − γ
PrE αu βv γ

Pr
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BV
2 =

µ

Re ρ
B̄V

2 =
µ

Re ρ




0 0 0 0

−u 1 0 0

−4
3v 0 4

3 0

−αv2 − βu2 − γ
PrE βu αv γ

Pr




^|� ���

α =
4

3
− γ

Pr

69&2;
β = 1 − γ

Pr

� �%;��'c2&2�M���2�S�'eCR�. ��!'� �Q��RV���/69�����83H^��S69.��/��&2�"�";H���2�M#B69�����¥e
SV ^|����!/�~���|�4� 71��&~W:s\}

SV = AV
2 +BV

1 =
µ

3Re ρ
S̄V =

µ

3Re ρ




0 0 0 0

−v 0 1 0

−u 1 0 0

−2uv v u 0
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N[�

AV
1

69&2;
BV

2

69���[.���^����5�����U69&��4,�.U69�|#B69������!"�"�83C���2��� �|��RV�"!����/69. �/6�;C� ,2�|!869&vWV�[!"��#$R�,����";H�����/69� �4�:�-gh���-�
^569��;C. s1^%P<�����"��71���S���2��sb���(69�������2�%�/69#%�%;C�U69�r��&(69.�������#%�83_� &:71��. 7:� &��~���(69�S���2��� �S���"��RV�"!'���¥71�%��RV�"!����/69.
�/6�;C� ,2�Q69���S�"01,(69.>^ � ��������RV�"!����/69._��6�;C� ,2�|���z�4� 7r��&~W:sb}

ρV =
µ

Re ρ
· max

[
γ

Pr
,
4

3

]

](���|���2�p69� �Q69�z#%�1;2�'��69���S����#$RV���/69��,����43 ^��i���2��&~�(6871�$}

ρV =
µ

Re ρ
· γ

Pr
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ū
WV�i���2�M�'e26�!�������. ,�������&u�9g
���2�M�"0:,(69������&��h�i^_[C^ Z �'3a6�;C����!��������S�/��. ,�������&u�9go���������"0:,(69������&~���86�;��p}

un
i = ūn

i + εni
�h�[^_[C^_[r�

[2` Z



[2`f[ ��� ����� ���
	 �  � � � � 	 
 � ����� � ��� � ����� �

^|�2�����
εni

;���&2�����"�M���2�$���������T69�M��� #%�$.���7r��.
tn = n · ∆t 69&2;A69�M#%�"���ARV��� &:�

xi = i · δx ^ � �O,2�83D���(�
!"��&:�������";u��!/�2��#%�M���86�;��p}
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(δ2ψ)(x) = ψ(x+ δx) − 2ψ(x) + ψ(x− δx) ,
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K = |Ȧ|(1 − cos(ξ)) +
�7 Ȧ sin(ξ)

H = Id+ |Ȧ|(1 − cos(ξ)) +
�7 Ȧ sin(ξ)
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∀n ∈ N ŵn+1 = G · ŵn �h�[^ · ^ d �
Xx&H���2�iR����"�/��&:��!86����43���&(�i�r�����p}

G = Id−H−1 ·K �h�i^ · ^ Z er�
� �2�M±���&~JQ��,�#B69&2&u���/69W�� . � �xsv!"��&2;C� ������&<���z;��'c2&2�";HW:sb}

∀ ξ ∈ [−π, π] ρ(G(ξ)) ≤ 1
�h�i^ · ^ ZbZ �

^|�2�����
ρ(G)
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ξ
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x
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η
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y
��;C� ���"!�������&_^
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H · ∆ŵn+1
i,j = −K · ŵn+1

i,j ,
�h�[^ `2^ Z �

^|� ���




K =
2

3

(
Ḋ1 · z1 + Ḋ2 · z2

)
+

�7
(
ȦE s1 (1 − 1

3
z1) + ḂE s2 (1 − 3

2
z2)

)

H = Id + 2
(
Ḋ1 · z1 + Ḋ2 · z2

)
+

�7 (ȦEs1 + ḂEs2

)
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G∗ = Id−H−1 ·K �h�i^ `2^_[r�
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ρ(G) < 1
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ρ(G) > 1
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π
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δxc = 2 · δxm = 4 · δxf
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k = 2π/λ
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kmin
c = kmin

m = kmin
f =

π

L
.
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kmax
c =

π

δxc
, kmax

m =
2 · π
δxc

, kmax
f =

4 · π
δxc
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π

4
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π

2
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f · δxf = π ,
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m
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ρ (G(kmax
c ))|c = ρ (G(π)) = 0.33 ,

ρ (G(kmax
c ))|m = ρ (G(π/2)) = 0.6 ,

ρ (G(kmax
c ))|f = ρ (G(π/4)) = 0.57 .
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%>®qN-,/0��#2�3B= ��j %>A;0�N!8@% ��2�0@%>=���3�IJ+q©7=��#A>=	C \D¶ � � Z � � � Z � C \	�W] X �

[ Z�� ^ K � m �w��j �#2�N6,/3-' ´ ��  '7¦�,/8@'!= � haE � K =@A1+B%;$&%>=½,/3B's%�o70@%;3B=��#2�3Mbd2�8� #2D¦ K�,�A1+Á,/3-'M$N! �0����!+-,�=@%
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[ �WY ^ «½�wj NB2!C ´ � � ,/N!$<C�,/3B' ±t�wj�� +!3B%;8 � h�bn,�=�0	Cw$r,/0�8��co¯mdb�8@%>%½��$��! ��#A;��0}$&%;0�+B2q'ºbd2�8TA>2�$��!N!0���3!9< �2¦�m
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[ � \�^ «½�¯j NB2!C ´ ��� ,/N!$<CB,/3B' ±t�¯j�� +!3B%;8 �Q  o70@%;3B=��#2�3<2/b « ,/8�0@%;37m j ,o¯mnG�,/3 j %>%;8�=@A1+B%;$&%gbd2�8�¥-2D¦a=a,/0a,/ � 
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