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Résumé

L’objectif de cette thèse est de formuler des méthodes d’assimilation de données adaptées à
la simulation du comportement mécanique du coeur tout au long d’un battement cardiaque.
La motivation est de bénéficier dans la compréhension du comportement de l’organe à la fois
du développement des techniques d’imagerie cardiaque et de l’interêt croissant des cliniciens
pour la modélisation et la simulation numérique. Pour ce faire, il est nécessaire d’adapter (c’est
à dire d’estimer des quantités incertaines dans le modèle telles que les conditions initiales,
certains paramètres et les conditions aux limites en plus de l’anatomie) des simulations géné-
riques aux spécificités d’un patient (potentiellement malade, donc) donné.

Nous présentons une stratégie nouvelle adaptée à l’estimation de systèmes mécaniques, et
plus généralement de systèmes hyperboliques du second ordre, avec des conditions initiales et
des paramètres inconnus. Notre idée est d’adopter une approche par filtrage sur la formulation
en système dynamique du problème afin de construire un estimateur conjoint état-paramètres
utilisant les mesures disponibles. Le fondement de cette approche est d’obtenir un système
dynamique modifié qui converge vers la trajectoire cible en incorporant des termes de correc-
tion liés aux données. En premier lieu, en supposant les paramètres connus, l’estimation d’état
est réalisée en utilisant des observateurs de Luenberger exploitant la stabilisation par feedback à
des fin d’estimation. Ces types d’observateurs sont reconnus pour leur potentielle efficacité
et robustesse. Notamment, à la différence d’approches « Kalmaniennes » classiques, ces filtres
peuvent être numériquement adaptés à des systèmes issus de la discrétisation d’EDP et (bien
que non optimaux au sens des moindres carrés) la stabilité exponentielle du système de l’er-
reur d’observation sous-jacent assure la convergence de l’estimateur. Ainsi, nous analysons
en particulier la stratégie collocalisée du Direct Velocity Feedback (DVF) utilisée en contrôle
des structures. Nous formulons aussi une méthode originale dans le cas de mesures de dé-
placements voire de positions (et par extension de contours dans une image) bénéficiant de la
« dualité » entre la contrôlabilité de systèmes réels et l’observation à partir de systèmes numé-
riques.

Lorsque les paramètres sont incertains, nous étendons alors l’estimateur en ajoutant une
dynamique paramétrique. L’effet des observateurs d’état précédents est alors de restreindre
l’incertitude à l’espace paramétrique (d’ordinaire de plus petite dimension que pour l’état)
afin d’y appliquer des filtres de rang réduit H2 ou H∞. La convergence de l’estimateur résul-
tant peut alors être mathématiquement démontrée et nous l’illustrons en estimant (à partir de
données synthétiques précisément modélisées) des paramètres distribués de type raideurs et
contractilités avec la perspective d’aide au diagnostic de régions infarcies du muscle cardiaque.
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Abstract

The objective of this thesis is to formulate data assimilation methodologies adapted to the sim-
ulation of the heart mechanical behavior over a complete beat. The motivation is to benefit
from both the development of cardiac medical imaging and the increased interest of clinicians
for in-silico modeling and simulation. In this respect, it is now necessary to be able to adapt
– that is, not only to adapt the anatomy of the patient but also to estimate unknown quantities
in the model such as initial conditions, parameters, boundary conditions – generic simulations
to the behavior of a specific – potentially ill – patient.

We present a novel strategy to perform estimation for mechanical systems, and more gen-
erally for second-order hyperbolic equations with uncertain initial conditions and parameters.
We decide to adopt a filtering approach on the dynamical system formulation to construct a
joint state-parameter estimator that uses some measurements available in standard operating
conditions. Namely, the aim is to obtain a modified dynamical system converging to the refer-
ence by incorporating correction terms using the data. First, in the case of known parameters,
state estimation is performed with a filter based on Luenberger observers which use feed-
back control strategies for estimation purposes. These types of state estimators can be selected
according to their particular effectiveness and robustness. In particular, unlike the classical
Kalman approach, these filters can be computationally tractable for numerical systems arising
from the discretization of PDEs and – although optimality is lost – the exponential stability
of the corresponding controlled system gives exponential convergence of the estimator. In
this respect, we more specifically analyze collocated strategies as the Direct Velocity Feedback
(DVF) arising in the control of mechanical structures. We then formulate an original observer
approach when the available measurements are displacements or positions – with extension
to contours tracking in images – taking full advantage of the “duality” between an actual con-
trolled system and the in-silico observer system.

With uncertain parameters we extend the estimator by incorporating the parameters in an
augmented dynamical system. The effect of the first stage state filter then consists in essence
in circumscribing the uncertainty to the parameter space – which is usually much “smaller”
than the state space – and allows for an H2 or H∞ type filter in the resulting low rank space.
This second step is related to reduced rank filtering procedures in data assimilation and observer
theory. The convergence of the resulting joint state-parameter estimator can be mathematically
established, and we demonstrate its effectiveness by identifying localized parameters. The test
problems considered, motivated by cardiology, are based on synthetic measurements available
in medical imaging. They focus on the identification of stiffness and contractility parameters
in the mechanical model, with the perspective of diagnosis assistance for infarcted regions in
the cardiac tissue.
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Introduction

Même obtenue à l’aide d’images possibles, quoi de plus réel, bien
que contingent, qu’une guérison.

— Michel Serres, La Recherche, janvier 2006

En essayant d’imiter dans sa démarche la rigueur inflexible d’on ne
sait quel automate, tout en portant son plateau avec une sorte de

témérité de funambule, en le mettant dans un équilibre
perpétuellement instable et perpétuellement rompu, qu’il rétablit

perpétuellement d’un mouvement léger du bras et de la main [...] Il
s’applique à enchaîner ses mouvements comme s’ils étaient des

mécanismes se commandant les uns les autres.

— Jean Paul Sartre, L’Être et le Néant, « Le garçon de café »

Le titre de cette thèse évoque la conjonction de différents champs scientifiques que sont
la médecine, la mécanique et l’assimilation de données. La médecine tout d’abord, qui est un
champ d’applications de plus en plus présent dans les sciences de l’ingénieur. Les récents ef-
forts de repositionnement des politiques scientifiques de l’INRIA, ou du CEA, autour de la
simulation pour le vivant en sont des exemples français parmi d’autres. Plus particulièrement,
il existe aujourd’hui de plus en plus de simulations numériques sur des systèmes biologiques,
notamment humains : propagation d’ondes dans le cerveau, écoulements sanguins ou pul-
monaires, ostéoporose, croissance cellulaire, et dans notre cas la simulation de la contraction
cardiaque. Cette émergence d’applications nouvelles est portée par le développement sans
précédent des outils d’acquisition de données, notamment d’imagerie médicale (scanner, IRM,
échographie 3D...) qu’on souhaite désormais coupler à une modélisation fine des phénomènes
physiques comme ce fut le cas pour d’autres systèmes industriels. En particulier, la mécanique
des structures trouve autour de la modélisation du myocarde un exemple original de matériau
complexe à la fois multi-échelles, composite, anisotrope, actif et même vivant qui représente
un nouvel enjeu scientifique avec une double exigence méthodologique de modélisation et
d’identification quantitative de ses composantes. Quant à l’assimilation de données, ce terme
a pour origine la météorologie et plus généralement les sciences de l’environnement. Il dé-
signe toute la gamme de problèmes inverses consistant à identifier les grandeurs inconnues
d’un problème d’évolution à partir d’observations réelles (toujours plus nombreuses et riches).
Ainsi la dynamique cardiaque, suivie au travers des nouvelles modalités d’imagerie dans l’ob-
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jectif de l’identification des caractéristiques spécifiques de l’organe, notamment pathologiques,
semble se prêter parfaitement à l’extension de cette discipline à un nouveau champ d’appli-
cation, la médecine, et disciplinaire, l’élastodynamique au sens large. C’est donc une thèse
pluridisciplinaire qui, entre biomécanique et « météo du cœur » souhaite d’abord proposer
des méthodes mathématiques originales pour l’assimilation de données sur des systèmes ca-
ractéristiques en élastodynamique, linéaire et non-linéaire, et plus généralement les systèmes
hyperboliques du second ordre.

Contexte

� ENJEUX DE SOCIÉTÉ AUTOUR DES MALADIES CARDIO-VASCULAIRES – Les maladies cardio-
vasculaires sont désormais en Europe la deuxième cause de mortalité après les maladies can-
céreuses avec 4,35 millions de décès par an, et encore la première aux Etats-Unis. D’ici 2010,
elle représentera la première cause de décès dans les pays émergents. Les maladies cardio-
vasculaires les plus fréquentes sont les accident vasculaires cérébraux (AVC, qui ne nous occu-
peront pas dans cette thèse), les maladies coronariennes conduisant à l’infarctus du myocarde,
les troubles du rythme ou arythmies cardiaques, mais il existe aussi un très grand nombre
de pathologies moins fréquentes, notamment celles liées à des malformations congénitales au
niveau des ventricules, oreillettes ou valves cardiaques. Ces maladies ont un impact sur l’éco-
nomie européenne d’environ 169 milliards d’euros par an (voir Petersen et al (2005)).

Or le diagnostic précoce de ces maladies constitue un enjeu majeur pour assurer leur recul.
Il a d’ailleurs d’ailleurs permis, depuis deux décennies, de limiter statistiquement le dévelop-
pement des maladies cardio-vasculaires face aux maladies cancéreuses. Cependant, ce sont
principalement les accidents vasculaires cérébraux qui ont chuté (d’un tiers entre 1982 et 1994)
avec une meilleure prise en charge de l’hypertension artérielle ; a contrario le taux de mortalité
des maladies cardiaques n’a diminué que de 8% sur la même période et reste un défi majeur
malgré la généralisation des appareils d’imagerie (notamment IRM) dans les pays développés.

� MODÉLISATION MATHÉMATIQUE EN PHYSIOLOGIE CARDIAQUE – Le cœur, organe vital
par excellence, est le siège de phénomènes physiques extrêmement divers qui éveillent natu-
rellement la curiosité de tout modélisateur. A l’origine de la contraction de l’organe, on trouve
une activité électrique régulière correspondant à la propagation d’une onde de dépolarisation
à la surface du coeur. Cette activité, on la « ressent » quelquefois (notamment dans des situa-
tions pathologiques telles que la fibrillation ventriculaire qui précède l’infarctus) mais surtout
on la mesure à travers l’examen électrocardiographique (ECG). Répondant à cette activation,
le coeur en tant qu’entité mécanique se contracte afin d’assurer sa fonction : celle de pomper le
sang côté poumons pour qu’il soit réoxygéné, et vers le reste des organes pour les alimenter. Ce
moteur, au sens thermodynamique du terme a, de plus, la particularité qu’il s’auto-alimente en
oxygène via ses coronaires ; on parle alors de perfusion. Evidemment cette activité mécanique
et fluide, on la ressent et on la mesure lors de l’auscultation, la prise de tension et désormais
l’imagerie médicale notamment échographique et IRM. Autant de phénomènes donc qui, si
on souhaite simuler le comportement cardiaque, mobilisent de nombreuses compétences en
modélisation physique, en calcul scientifique et en traitement du signal.
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L’analyse mathématique des phénomènes biologiques et notamment physiologiques (c’est-
à-dire traitant des fonctions des organes), qu’on appelle parfois physiologie mathématique,
date déjà de plus d’un siècle avec les travaux de Helmoltz (dès 1851 en ophtalmologie) et
Frank (plus près de notre sujet sur le muscle cardiaque en 1899). La notion de modèle au sens
physique et mathématique du terme est donc ancienne et connaît sans doute en cardiologie
sa plus forte avancée avec les travaux de A.F. Huxley et Hodgkins (Prix Nobel de Medecine
en 1963) en électrophysiologie nerveuse et cardiaque, puis A.F. Huxley seul pour son mo-
dèle de contraction cardiaque à l’échelle de la fibre en 1957. Très tôt pour l’activité électrique
cardiaque, les aspects à la fois de modélisation à l’échelle cellulaire mais aussi de compréhen-
sion de la propagation de l’onde électrique notamment pour ses conséquences pathologiques
(la fibrillation notamment) à la surface de l’organe ont été étudiés intensivement. Ainsi d’un
côté on progressait sur des modèles d’équations différentielles ordinaires (EDO) de compor-
tement cellulaire, mais aussi sur les aspects distribués, donc équations aux dérivées partielles
(EDP), du phénomène à travers des modèles de réaction-diffusion que Kolmogorov en 1937
appliquait déjà en électrophysiologie. En revanche, pour ce qui est des EDP en mécanique, la
notion de mécanique des milieux continus intégrant la loi locale de contraction cardiaque a
suscité nettement moins d’enthousiasme, comme si elle semblait acquise.

Une fois ces questions de modélisation révélées, l’intérêt de la communauté du calcul
scientifique pour ces phénomènes physiologiques au même titre que d’autres phénomènes
d’EDP datent des années 70. Sans rentrer dans les détails côté électrique on peut notamment
citer les travaux précurseurs de Colli Franzone et al (1980) et de Panfilov et Winfree (1985) un
peu plus tard. Côté mécanique c’est surtout Hunter (1975) en mécanique du solide et Peskin
(1982) à la fois côté solide mais aussi fluide sanguin à qui on doit les premières contributions
majeures.

� UNE RELATIVEMENT FAIBLE PERCÉE APPLICATIVE – Etonnamment, alors que dans de
nombreuses autres applications du calcul scientifique, des résultats de 1970 pourraient aujour-
d’hui sembler obsolètes au vu de l’amélioration conjointe des machines, des algorithmes et
parfois des méthodes, ces résultats en mécanique cardiaque font encore figure de références.
Les raisons sont à mon sens de plusieurs natures :

• D’abord les aspects numériques du comportement physiologique de l’organe coeur sont
complexes car ils mettent en jeu des EDP de natures très diverses (visco-élastodynamique
non-linéaire, Navier Stokes, réaction diffusion, électrostatique pour l’ECG). Autrement
dit, même après une modélisation convaincante, la physiologie intégrative qui consiste
à mettre en musique l’ensemble est un défi en soi et nécessite sans doute des capacités
numériques hautes performances.

• Ensuite parce qu’il est très difficile d’être très confiant sur les qualités intrinsèques des
modèles en l’absence d’une modélisation, fine notamment en mécanique des milieux
continus, et d’expérimentations tissulaires. Or il est clair qu’en biologie le paramétrage
et la quantification des constantes physico-chimiques constitutives du problème étu-
dié sont à la fois essentiels et complexes. Se pose en effet la question de l’obtention
de données sur lesquelles recaler les modèles de phénomènes in-vivo. Côté électrique,
la communauté de la physiologie mathématique s’est toujours appuyée sur des don-
nées expérimentales permettant l’analyse de la dépolarisation chimique au niveau de la
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membrane cellulaire. Côté mécanique, les expérimentations de type éprouvettes (au sens
mécanique) à l’image de Huxley sont plus rares même si on peut citer les nombreuses
expériences de Hunter (1975) côté loi de comportement active et passive pour les tissus
cardiaques, de Fung (1993) sur les tissus en général, ou par la suite des expériences au ni-
veau cellulaire à partir de pinces optiques (voir Cazorla et al (2003)), sorte d’éprouvettes
microscopiques.

• Le dernier élément, sans doute lié aux deux premiers mais pas uniquement, est le relati-
vement faible intérêt des médecins pour ce type de simulations. Autrement dit, à la diffé-
rence d’autres disciplines où l’industrie cherche des solutions auprès de la communauté
du calcul scientifique, ici c’est plutôt l’inverse où cette dernière cherche à convaincre les
praticiens d’un nouveau besoin, avec un succès mitigé. Pour l’instant la seule commu-
nauté de mathématiques appliquées intégrée dans la chaîne médicale reste la commu-
nauté du traitement de signal et d’images, donc de l’analyse des données, avec en toile
de fond trois grands industriels, Philips, General Electrics et Siemens, fournisseurs d’ins-
truments de mesure tant au niveau machines que logiciels. Ces industriels répondent
d’ailleurs aux attentes de la communauté médicale en l’aidant à formaliser l’analyse des
données obtenues toujours plus riches et complexes mais sans chercher à apporter une
réponse « physiologique donc médicale ».

Ainsi à l’heure actuelle, la simulation numérique en physiologie cardiaque est certes très riche
et donne lieu à de nombreux développements mais constitue avant tout un outil explicatif,
pédagogique au sens noble du terme. En revanche elle n’est pas encore perçue comme un
outil prédictif potentiel pour la communauté médicale. C’est à mon sens la raison qui fait que
ces résultats pionniers restent des références dans l’attente que la modélisation franchisse le
nouveau cap de l’aide au diagnostic.

� COUPLAGE MODÈLES-DONNÉES – Face à la difficulté de mettre en oeuvre des validations
aux niveaux cellulaire et tissulaire du point de vue expérimental mais surtout parce que in-
trinsèquement on parle d’un organe qui doit être considéré dans son ensemble et dans son
milieu in-vivo ; face aussi à la difficulté de définir des conditions aux limites raisonnables pour
l’organe qui est bien évidemment entouré de tous les autres ou celle de définir dans quelle
configuration de référence il est ; face à l’ensemble de ces incertitudes de modélisation donc
qui réduisent définitivement la modélisation à être descriptive plus que prédictive, nous sou-
haitons utiliser les données, les observations issues de modalité de mesure considérée : image-
rie pour la cinématique, ECG ou sondes pour l’électrique, cathéter ou dispositifs de mesures
de pressions artérielles pour nourrir et adapter la modélisation. Cette notion d’assimilation
de données existe aussi dans les communautés du calcul scientifique, notamment celles pour
qui la confrontation modèle-données est absolument nécessaire : météorologie, climatologie,
géophysique ou exploration pétrolière, et désormais le transport de polluants. Dans ces dif-
férentes situations on utilise les données pour pallier les incertitudes de modélisation comme
en traitement d’images à base de modèle on utilise les modèles pour palier les manques et les
bruits de mesures.

On constate alors que dans ces disciplines, modélisation, données, expérimentation et va-
lidation s’interconnectent au lieu de se succéder. Il y a un siècle c’était l’expérimentation qui
validait une théorie physique. De nos jours, si comme Michel Serres le dit la simulation nu-
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mérique est le troisième pilier de la recherche, elle reste un moyen soit d’expérimenter un modèle
physique qui ne pourrait être soumis à l’expérimentation (très petites et très grandes échelles)
soit elle est la représentation du modèle et exige d’être, elle aussi, validée par l’expérimenta-
tion (soufflerie en aéronautique). Pour autant, le référent est toujours défini. En assimilation de
données on pourrait penser qu’il n’y a plus de référent puisque modèle, mesure et simulations
sont si fortement interconnectés qu’on ne sait plus qui détermine ce qui est « vrai » de ce qui
ne l’est pas. Le référent est alors transporté au niveau de l’application. Schématiquement, si le
modèle et sa simulation recalée sur les données prouvent qu’ils peuvent fournir au praticien
une information qui statistiquement est différenciante pour telle ou telle pathologie, alors ils
sont pertinents vis-à-vis des données fournies et pour le type de pathologie étudiée. C’est le
sens de la citation de Michel Serres en tête de cette introduction : la contingence c’est ce qui est
nécessaire et donc une théorie n’est nécessaire que lorsqu’elle est confrontée à la solution qu’on
veut qu’elle apporte. Cette idée est d’ailleurs très ancienne et très générale en épistémologie.
Elle n’implique pas un relativisme logique avec en ligne de mire la simple efficacité statis-
tique à l’image des premiers simulateurs médicaux basés sur le data mining dans les années
60. L’objectif était en effet de créer une sorte de médecin virtuel qui puisse détecter certaines
pathologies simplement par analogie dans une base de cas. Ici, on doit aller le plus loin pos-
sible dans la propre validation physique de chacun des aspects théoriques : la mesure sur ses
moyens d’acquisition et de traitement à partir de fantômes, la modélisation sur ses paramètres
et ses simplifications à partir d’expériences cellulaires et tissulaires, l’assimilation de données
via des problèmes inverses synthétiques. Mais en tout état de cause l’application, c’est-à-dire
le diagnostic (dans quel état est le patient aujourd’hui) ou le pronostic (comment va-t-il évo-
luer), ne sera possible qu’avec ces trois éléments couplés ensemble et validés par rapport aux
résultats de diagnostic et de pronostic. Avant cela, il ne peut y avoir d’application, ce qui ex-
plique sans doute la relative retenue de la communauté médicale à propos de la simulation
numérique pour le vivant.

Enjeux théoriques

Le sujet de cette thèse s’inscrit donc dans ce contexte scientifique et dans la volonté de coupler
modèles et données avec la perspective de pouvoir transformer l’outil pédagogique qu’est un
modèle numérique cardiaque en un outil potentiellement de diagnostic et de pronostic, car
adapté au patient considéré. L’originalité thématique est donc d’introduire la notion d’assimi-
lation de données dans la communauté de la modélisation pour les sciences du vivant, comme
elle l’est déjà dans d’autres communautés d’ingénierie.
Cependant, nous n’avons pas voulu faire de ce travail la simple mise en musique de méthodes
déjà disponibles, mais véritablement revisiter ces méthodes dans le cadre de la mécanique car-
diaque. A fortiori, nous ne sommes pas à un stade d’intégration de méthodes pour l’ensemble
des phénomènes physiques concernés : ce n’est sans doute pas encore possible du point de vue
méthodologique à cause des nombreux couplages electro-mécaniques et fluides-structures et,
si ça l’était, cela deviendrait alors un défi d’ingénierie. Ici, nous particularisons le problème
global à celui des aspects propres à la mécanique des milieux continus et nous envisageons
d’y définir de nouveaux outils d’assimilation de données dont la portée espère dépasser le
cadre cardiaque pour la mécanique des solides en général, voire d’autres problèmes d’évolu-
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tions pour des EDP hyperboliques du second ordre (équation des ondes par exemple).

� CONTEXTE THÉORIQUE – Avant de présenter notre démarche, j’aimerais donner quelques
éléments de contexte théorique autour de l’assimilation de données. Ce terme est profondé-
ment associé aux disciplines dont j’ai parlé plus haut, notamment la météorologie, mais cor-
respond à des théories plus anciennes d’automatique et de contrôle optimal, et plus particuliè-
rement de théorie de l’observation. Celle-ci est en quelque sorte le dual de la notion de contrôle
en automatique. En effet, en contrôle on considère le problème de commander un système dy-
namique pour l’amener d’un point A à un point B, et éventuellement de manière optimale
c’est-à-dire en minimisant par exemple le temps pour y parvenir, l’énergie déployée, ou tout
autre critère. En observation, la problématique est de déterminer l’état d’un système à partir de
mesures partielles disponibles. D’ailleurs de la notion d’observation émerge la notion d’iden-
tification, c’est-à-dire celle de retrouver un ensemble de paramètres à partir des observations.
On parle souvent d’état du système dynamique pour les variables qui évoluent au cours de
la dynamique et qui caractérisent le système mais cette notion est toute relative puisque les
paramètres peuvent aussi être une partie « statique » de l’état du système. La frontière entre
identification et observation (d’état) est ainsi très ténue et on parlera aussi d’estimation au
sens large pour regrouper toutes ces notions. En observation comme en contrôle, on peut aussi
définir une notion d’optimalité si on souhaite minimiser une certaine norme entre ce qu’on
a observé initialement du système et ce qu’il donnerait comme observations dans l’état. On
rejoint alors les principes de l’estimation de type moindres carrés au sens de Gauss pour des
normes bien choisies.
Pour résumer schématiquement cette dualité contrôle-observation on peut donc dire que dans
le premier on connaît l’état et on cherche une trajectoire et dans l’autre on connaît une trajec-
toire et on cherche un état. Si le contrôle est « exogène » au sens où il est indépendant de l’état
du système on parle de commande en boucle ouverte. Mais le plus souvent on s’intéresse à
des contrôles qui s’ajustent en fonction de l’état du système appelés commandes en boucle
fermée. Dans ce cas, les notions de contrôle et d’observation se rejoignent puisque le système
effectue des observations pour déterminer son état et assurer le contrôle. C’est typiquement le
cas d’une poursuite de missile où le missile adapte sa trajectoire en fonction de l’écart entre sa
position et celle de l’avion. En plus de ces deux notions une troisième apparaît rapidement qui
est la notion de stabilisation. La stabilisation correspond à maintenir un système dynamique
dans une position d’équilibre. Autrement dit si les jambes d’un enfant jouant à la balançoire
lui permettent de contrôler l’amplitude, il peut les utiliser pour arrêter la balançoire plus rapi-
dement, c’est-à-dire la stabiliser sur sa position de repos. Stabilisation, contrôle et observation
sont finalement intimement liés puisque contrôler un système c’est stabiliser l’erreur entre le
système et la cible et de même pour l’observation.
Nous avons donc quatre notions fondamentales en automatique : contrôle (ou commande),
observation et identification (estimation), et enfin stabilisation.

Initialement concentrée sur les systèmes dynamiques de dimension finie (donc d’EDO),
l’automatique a aussi permis le développement de théories autour des équations aux dérivées
partielles d’évolution grâce notamment aux travaux de Lions (1968) en contrôle et Bensous-
san (1971) en observation. D’ailleurs la citation du garçon de café de Sartre est un clin d’oeil
aux travaux de Coron (2007) en stabilisation non-linéaire sur les équations de Saint-Venant.
L’assimilation de données dans les disciplines évoquées plus haut prend alors racine dans ces
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concepts d’automatique pour les équations aux dérivées partielles par l’approche du contrôle
optimal puisque l’idée est bien de chercher le « meilleur » état x à un instant t satisfaisant un
certain nombre d’observations z au cours du temps.
Supposons que nous ayons des observations disponibles sur [0, T ], en suivant la terminologie
rappelée par Bensoussan (1971), on parle de lissage si on souhaite estimer les meilleurs x(t) sur
[0, T ], et de filtrage si on ne souhaite que x(T ). La détermination de x(t) pour t > T est ce qu’on
conçoit classiquement comme de la prédiction. Pour nous en médecine, en imaginant qu’on
dispose des mesures sur un intervalle [−T, 0] par rapport au présent, le lissage correspond à
retrouver l’historique, le filtrage correspond donc au diagnostic et la prédiction au pronostic.
Que ce soit pour l’identification en géophysique, ou l’observation en météorologie, la méthode
la plus naturelle en assimilation de données au vu des systèmes d’EDP sous-jacents est de mi-
nimiser directement la fonctionnelle par des méthodes de gradient donnant directement la
solution de lissage. On a appelé ces méthodes méthodes variationnelles car elles minimisent ex-
plicitement le critère optimal et on en trouve une description exhaustive dans Banks et Kunisch
(1989) ; Chavent (2008) en identification et Blum et al (2008) en observation. Pour le filtrage,
le problème avait été résolu par Wiener (1949) sur des systèmes de dimension finie, puis en
1962 Kalman établit une propriété très forte de récursivité dans le filtre de Wiener. Il démontre
que le filtre de Wiener peut être obtenu en considérant le problème de minimisation sur des
intervalles successifs. Ainsi quand T augmente il n’est pas nécessaire de recalculer toute la
minimisation mais il suffit de minimiser sur la nouvelle fenêtre à partir de l’état filtré obtenu
précédemment. Cette propriété de récursivité est extrêmement intéressante en terme opéra-
tionnel. Ces filtres peuvent s’appliquer dans le cadre des EDP (voir notamment Bensoussan
(1971)) mais en contrepartie leur coût de mise en oeuvre numérique pour les systèmes distri-
bués en limite l’utilisation. Le filtrage est donc moins développé pour les EDP, ou alors avec
des versions dites réduites qui ne vont stabiliser l’erreur d’estimation que partiellement. En
océanographie par exemple, les travaux de Pham et al (1997) ; Hoteit (2001) suivent cette idée.

� EDP, ANALYSE NUMÉRIQUE ET FILTRAGE – Ces différents éléments théoriques nous per-
mettent de positionner clairement notre recherche. L’objectif est ainsi de proposer des mé-
thodes pertinentes pour mettre en oeuvre les principes du filtrage pour des systèmes d’EDP
en mécanique cardiaque. Une fois les filtres imaginés, la propriété de récursivité nous conduira
à résoudre un problème numérique dont la structure reste similaire à l’approximation numé-
rique classique (sans utiliser les observations) du phénomène physique modélisé. Cette struc-
ture nous amène alors à nous poser les questions d’analyse numérique usuelles de conver-
gence de notre observateur numérique vers le système réel. Nous verrons alors qu’à l’aide
des outils standard d’analyse numérique, le filtrage nous permet de justifier l’utilisation de
mesures dès que possible pour améliorer la qualité de l’approximation numérique. Enfin,
comme dans les autres méthodes d’assimilation de données, nous aurons alors la possibilité
de prendre en compte l’ensemble des incertitudes de modélisation, ce que, en mécanique car-
diaque, nous mettrons à profit dans l’identification des paramètres mécaniques du tissu avec
un objectif de diagnostic de pathologies de la contraction du myocarde.
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Organisation du document

� CHAPITRE 1 – Le premier chapitre, introductif, constitue une synthèse des approches
classiques en estimation. J’ai voulu à la fois présenter les résultats sous l’angle déterministe
(contrôle optimal) mais aussi probabiliste (estimation bayesienne). L’accent est sans doute net-
tement plus marqué sur le formalisme déterministe mais les considérations probabilistes nous
ont aussi offert un cadre d’interprétation complémentaire et riche. A ce titre, mon introduc-
tion à l’estimation bayesienne en tout début de chapitre doit beaucoup au cours donné par
A. Bensoussan à l’école d’été CEA-EDF-INRIA 2006 sur l’assimilation de données.

La plupart des éléments présentés préparent les démonstrations des résultats originaux
des chapitres 3 et 4. J’ai de plus souhaité compléter cette présentation en formulant la solution
du problème de filtrage dans un contexte non-linéaire par les méthodes de programmation
dynamique. Ces résultats sont classiques, mais dans mon expérience ne se trouvent pas fa-
cilement sous forme synthétique. Bien que leur application soit peu envisageable pour des
systèmes non-linéaires de grande taille, on peut au moins s’en inspirer pour formuler ensuite
des extensions robustes ou sous-optimales.

� CHAPITRE 2 – A l’autre extrémité du spectre, le chapitre 2 débute par une synthèse des
travaux de modélisation et d’analyse numérique réalisés depuis plusieurs années à l’INRIA,
notamment au sein de l’action Cardiosense3D. Il m’apparaissait nécessaire de réaliser cette
synthèse, plus détaillée que celle réalisée en 2006 avec le film « le cœur numérique » (voir Cha-
pelle et al (2006)), pour deux raisons. La première est qu’il est incontournable de présenter le
registre (catégorie d’EDP, type de paramétrage, comportement qualitatif des solutions...) dans
lequel la modélisation directe opère avant de s’attaquer aux problèmes inverses. La seconde
est que cette synthèse a conduit à revisiter un certain nombre des composants de la modélisa-
tion directe (schémas en temps, conditions aux limites, modélisation anatomique, voir article
en préparation Chapelle et al (2008)), à comparer d’ailleurs, pour mesurer le chemin parcouru,
avec ce qui était présenté en 2006, mais aussi à réaliser un code numérique1, aujourd’hui uti-
lisé à la fois en simulation mécanique cardiaque directe et inverse, code dont je suis l’auteur
principal.

Dans la seconde partie du chapitre, nous nous concentrons sur une présentation des dif-
férents types de mesure employés en cardiologie. Au delà de la description de ces techniques,
nécessaire à la formalisation des opérateurs d’observation des chapitres suivants, nous nous
sommes intéressés à certains aspects de modélisation des mesures, avec la motivation d’en gé-
nérer des synthétiques réalistes, notamment en imagerie cardiaque. Celles-ci nous donneront
les moyens d’évaluer nos méthodes inverses indépendamment de la qualité prédictive du mo-
dèle. Mais par ailleurs, l’enjeu peut s’étendre à la communauté de l’imagerie pour l’évaluation
de ses méthodes de traitement, comme le montrent notre collaboration avec E. Angelini de Te-
lecom ParisTech (voir Duan et al (2007)) et le coencadrement du stage de Master de O. Talcoth
(voir Talcoth (2007)).

1Code heartLab (30 000 lignes) architecturé sur la librairie élément finis OpenFEM (www.openfem.net)

http://www-sop.inria.fr/CardioSense3D/
http://www.openfem.net
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� CHAPITRE 3 – Nous attaquons dans ce chapitre le cœur du sujet en formulant un certain
nombre de filtres efficaces pour l’observation de l’état d’un système mécanique distribué, donc
hyperbolique du second ordre, en linéaire puis non-linéaire. Leur principe réside dans l’uti-
lisation de lois de feedback robustes, performantes, de faible coût numérique et à portée de
main dans les codes de simulation, y compris commerciaux, pour construire des observateurs
de Luenberger. Le feedback collocalisé de type Direct Velocity Feedback (DVF) nous en a fourni
un premier exemple naturel dans les configurations où l’on peut mesurer des vitesses. Mais
l’originalité des résultats réside surtout dans la possibilité d’imaginer des lois de contrôles
qui ne sont envisageables que parce que l’observateur n’est pas un système réel mais un ob-
jet numérique. Ainsi, il a été possible de concevoir un filtre, de performance équivalente au
DVF, utilisant directement des mesures de déplacement, bien plus répandues en pratique. Ces
filtres ont été analysés en profondeur dans leur version linéaire, avant de donner lieu à des
extensions non-linéaires, que ce soit pour la dynamique ou les mesures.

Au delà d’avoir ainsi obtenu un observateur compatible avec la mécanique cardiaque,
nous avons pu formuler une nouvelle méthode pour exploiter des images (donc des mesures
profondément non-linéaires) dans l’estimation de trajectoires de systèmes élastodynamiques,
avec des applications naturelles en asservissement visuel. L’impact potentiel de telles mé-
thodes dépasse donc largement le cadre strict de l’assimilation de données en cardiologie, pour
s’étendre d’une part vers des systèmes (mécaniques) plus généraux, mais aussi de l’autre vers
le traitement de séquences d’images à base de modèles (version faible, en quelque sorte, de
l’assimilation de données, où le modèle n’a pas essentiellement vocation a être prédictif). Ces
différents résultats ont donné lieu à l’article (Moireau et al (2008a)) soumis à Inverse Problems.

� CHAPITRE 4 – Ce dernier chapitre ajoute l’identification paramétrique à l’estimation
d’état, ou plutôt s’appuie sur les résultats du chapitre 3 pour formuler des estimateurs pa-
ramétriques robustes. La principale difficulté provient de notre abandon (nécessaire), dans la
formulation des observateurs d’état, des approches de type contrôle optimal Kalmanien qui
sont connues pour s’étendre au cas de l’estimation conjointe état-paramètres. Cependant, la
théorie du filtrage adaptatif offre les moyens de contourner cette première difficulté. Notre
principal résultat, est à nos yeux, d’avoir pu établir l’équivalence entre certains types de filtres
adaptatifs et la famille des filtres « Kalmaniens » réduits. Ceux-ci, souvent utilisés sur des esti-
mateurs dont on peut assurer que seule une faible partie de la dynamique doit être contrôlée,
apparaissent naturellement dans nos formulations « une fois » que nos observateurs de Luen-
berger initiaux ont restreint l’incertitude sur l’espace paramétrique. Cette équivalence nous a
permis de démontrer la performance (à la fois en termes de convergence d’erreur et d’optima-
lité au sens variationnel H2 ou H∞) des filtres proposés, de formuler des schémas en temps
adéquats, et d’imaginer des extensions non-linéaires efficaces. Au passage, nous avons dé-
montré que le filtre non-linéaire SEIK de Pham et al (1997) est une version particulière de filtre
UKF (Unscented Kalman Filter proposé par Julier et al (1995) et d’utilisation pratique courante,
car notoirement plus robuste que le filtre EKF en présence de non-linéarités) sous une forme
réduite dont nous proposons l’extension dans le cas général (résultat semble-t-il original). Là
encore ces travaux ont conduit aux deux articles (Moireau et al (2008b) ; Chapelle et al (2009))
déjà publiés.
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CHAPITRE

1 Principe d’estimation moindres

carrés

Que c’est à lui que les sciences de l’observation sont redevables
d’une méthode de calcul qu’il a nommé méthodes des moindres

carrés des erreurs, et dont Laplace a montré tout l’avantage
probable sous le rapport de la précision des résultats ;

— Siméon Denis Poisson, Discours prononcé aux funérailles de
Adrien-Marie Legendre

Une intelligence qui à un instant déterminé devrait connaître
toutes les forces qui mettent en mouvement la nature, et toutes les

positions de tous les objets dont la nature est composée, [...] pour
une telle intelligence nul serait incertain et le propre futur comme

le passé serait évident à ses yeux.

— Pierre-Simon Laplace, Essai philosophique sur les
probabilités
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14 Chapitre 1. Principe d’estimation moindres carrés

1.1 Introduction à l’estimation bayesienne

ON s’intéresse à un système physique accessible uniquement au travers de mesures aussi
appelées observations. Ce système est caractérisé par un ensemble de grandeurs (supposé

fini pour l’instant) de dimension N le caractérisant. Nous appellerons ces grandeurs variables
d’état du système puisqu’elles rendent compte effectivement de l’état dans lequel le système
se trouve. Certains ouvrages, notamment en statistique, parlent de paramètres du système mais
nous garderons ce terme pour caractériser le sous ensemble des variables d’état qui n’ont pas
de dynamique propre... Ce vecteur d’état rassemblant l’ensemble des variables, est déterministe
mais inconnu. Cependant les mesures sont souvent bruitées au sens probabiliste usuel et donc
on pourra juger pertinent ou non, suivant les situations, de considérer l’état lui-même comme
probabiliste à travers sa probabilité a priori PX . Si on agrège les observations sous forme d’un
vecteur de dimension finie m (car les mesures sont toujours en nombre fini), l’approche proba-
biliste nous permet de considérer la probabilité a posteriori PX|Z qui n’est autre que la probabilité
conditionnelle que X = x sachant Z = z où x et z sont des réalisations particulières1 pour les
vecteurs aléatoires considérés. A partir de l’identité

P(X,Z) = P(X|Z)P(Z) = P(Z|X)P(X),

la règle de Bayes donne cette probabilité a posteriori sous la forme

P(X|Z) =
P(Z|X)P(X)

P(Z)
. (1.1)

Dans le cas où les variables aléatoires sont définies par leur densité de probabilité p(X), p(X|Z)

(avec les mêmes conventions de notation), la règle de Bayes s’applique directement sur les
densités et par exemple

p(Z) =

∫
p(Z|X)p(X) dX.

Dans tous les cas, le principe de l’estimation consiste à trouver une fonction deZ noté X̂(Z) qui
résume l’information surX contenue dans la mesureZ. Cette notion est d’ailleurs à rapprocher
de celle de statistique suffisante (en anglais) ou exhaustive de Fisher (cf. Casella et Berger
(2002)) qui exprime le fait que connaître X̂(Z) à partir de Z est suffisant vis-à-vis de X

p(Z|X̂,X) = p(Z|X̂).

Cet estimateur X̂(Z) admet donc une densité de probabilité en tant que fonction de la variable
aléatoire Z. Insistons sur le fait qu’il y a ici deux types d’évaluation probabiliste dans la mani-
pulation de l’estimateur. Tout d’abord, celui-ci est défini au travers d’évaluation de X sachant
Z = z fixé ; puis c’est en tant que fonction de Z de nouveau variable aléatoire que l’on peut
analyser sa qualité statistique. En effet, l’estimateur, comme fonction de Z, est qualifié de bon
estimateur s’il est

• sans biais, ce qui signifie que l’erreur X̃ = X − X̂ entre l’état et l’estimateur est en
moyenne nulle

E(X̃) = 0;

1on omettra les réalisations quand il n y a pas d’ambiguité pour écrire simplement P(X) au lieu de P(X = x)

etc...
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• consistant c’est-à-dire que, plus le nombre d’observations est grand, plus l’estimateur
converge vers l’état réel du système. Cette notion est conditionnelle à la notion d’ob-
servabilité du système, c’est-à-dire qu’on assure que dans Z on ajoute des observations
nouvelles vis-à-vis de l’estimation ;

• efficace, par exemple au travers d’une covariance d’erreur minimale. Ainsi X̂ est efficace
si

∀φ, Cov(X̃) ≤ Cov(X − φ(Z)),

où Cov(·, ·) est la matrice de covariance de deux vecteurs aléatoires entre eux2. Autre-
ment dit, ce critère signifie que la covariance de l’erreur d’estimation est minimale parmi
toutes les statistiques φ(Z). En fait, cette dernière notion contient la première car on dé-
montre qu’un estimateur biaisé ne peut-être efficace.

Nous allons maintenant donner trois exemples d’estimateurs parmi les plus classiques.

� MMSE (MINIMIUM MEAN-SQUARE ESTIMATOR) – Dans le cas où on associe à X une
densité de probabilité a priori, le MMSE est l’estimateur qui minimise

X̂ = argmin E((X − φ(Z))T (X − φ(Z)))

Rappelons la propriété classique de type projection orthogonale de l’espérance condition-
nelle,

LEMME 1.1.1 (PROJECTION ORTHOGONALE)

∀φ, E((X − E(X|Z))Tφ(Z)) = 0. (1.2)

� Démonstration :

E((X − E(X|Z))Tφ) =

∫
E((X − E(X|Z))Tφ|Z)p(Z)dZ

=

∫
E(XTφ|Z)p(Z)dZ −

∫
E(E(X|Z)Tφ|Z)p(Z)dZ.

Mais φ et E(X|Z) ne dépendant que de Z, prendre leur espérance sachant Z signifie qu’ils sont
constants vis-à-vis de cette espérance donc

E(XTφ|Z) = E(X|Z)Tφ = E(E(X|Z)Tφ|Z)

ce qui, réinjecté dans la formule plus haut, conduit au résultat. �

Par conséquent on peut préciser le MMSE :

THÉORÈME 1.1.2
Le MMSE est l’espérance conditionnelle de X sachant Z

X̂ = E(X|Z), (1.3)

et en particulier
∀φ, E((X − X̂)Tφ) = 0.

2Lorsque la covariance n’a qu’un seul argument, elle correspond à la covariance du vecteur avec lui-même (la
variance en scalaire).
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� Démonstration : Le lemme de projection orthogonale permet de formuler une démonstra-
tion autour d’une formule de Pythagore du type

∀φ, E((X − φ)T (X − φ)) = E((X − X̂ + X̂ − φ)T (X − X̂ + X̂ − φ))

= E((X − X̂)T (X − X̂)) + E((X̂ − φ)T (X̂ − φ))

≥ E((X − X̂)T (X − X̂)). �

REMARQUE 1.1.1
Il est possible de démontrer que la minimisation de l’erreur en espérance E((X − φ(Z))T (X − φ(Z)))

est compatible avec la définition de l’efficacité à partir de la variance d’erreur Var(X − X̂). Ces notions
sont plus généralement toutes reliées aux bornes de Cramer-Rao (voir Legland (2002)) structurant les
notions d’efficacité.

� LSE (LEAST SQUARE ESTIMATOR) – ou en français estimateur moindres carrés. Dans le cas
où X est aléatoire, le LSE est la statistique φ qui minimise la fonctionnelle

X̂ = argmin



J(φ) =

(
φ

Z

)T
P−1

(
φ

Z

)
 , (1.4)

où P est la matrice de covariance associée au couple aléatoire (X,Z)

P =

(
PX P ZX

PXZ P Z

)
=

(
Cov(X) Cov(X,Z)

Cov(X,Z) Cov(Z)

)
.

THÉORÈME 1.1.3
Si P Z est inversible le LSE est donné par

X̂ = E(X) + PXZ(P Z)−1(Z − E(Z)). (1.5)

� Démonstration : Quitte à opérer un shift dans la fonctionnelle, on peut supposer les va-
riables centrées. Dans ce cas, en développant le critère quadratique sous la forme J = φTAφ+

2φTBZ + ZTCZ donc le minimum est atteint en

X̂ = −A−1BZ = P ZX(P Z)−1Z. �

Si P Z n’est pas inversible, il est possible de définir un inverse généralisé (au sens classique
de Moore-Penrose Penrose (1955), cf. Section 1.2.1) de P Z tel que cette formule reste vraie. On
pourra notamment se reporter à Lipster (2008) pour une preuve exhaustive. Nous exploiterons
pour notre part au chapitre 4 des développements autour de cette généralisation laissée de côté
pour l’instant.

� BLUE (BEST LINEAR unbiased ESTIMATOR) – Dans la formulation de ce troisième estima-
teur, on choisit de restreindre le type de fonction φ en cherchant la meilleure prédiction linéaire
en Z pour la covariance d’erreur. On définit ainsi l’estimateur par

X̂ =E(X) +K(Z − E(Z)) où K = argmin E(X̃T X̃). (1.6)

On peut aussi démontrer que, assez logiquement, cet opérateur linéaire K est, en un cer-
tain sens, un opérateur de projection orthogonale. Pour ce faire, commençons par un rappel
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sur les variables aléatoires. L’ensemble L(Ω,F , P ) des variables aléatoires de carré intégrable
définies sur (Ω,F , P ) est un espace de Hilbert (en fait simplement son espace quotienté par le
noyau de P ) pour le produit scalaire

∀(x, y) ∈ L(Ω,F , P )2, < x, y >= E(xy).

Il est donc possible de définir sur n’importe quel ensemble convexe fermé V une projection
orthogonale minimisant la distance à V

∀x, ‖x− ΠV(x)‖2 = inf
y∈V

‖x− y‖2 = inf
y∈V

E((x− y)2).

En particulier sur l’espace Vect{1, z}, dont une base orthogonale est clairement (v1, v2) = (1, z−
E(z)), on obtient

x̂ =
∑

k=1,2

E(xvk)

E(vkvk)
vk = E(x) + P zx(P z)−1(z − E(z)).

Sur l’espace des vecteurs aléatoires cette fois, on peut soit écrire ce même résultat sur un espace
tensorisé (voir Lipster (2008)), ou se rappeler qu’à défaut d’avoir un espace de Hilbert, on a un
module de Hilbert sur SN (R) muni de la relation

∀(X,Y ) ∈ L(Ω,F , P )2, < X, Y >= E(XY T ) ∈ SN (R).

Or, sur les modules de Hilbert la notion de projecteur orthogonal continue d’exister, et on
obtient une relation similaire (mais matricielle)

X̂ =
∑

k=1,2

E(XV T
k )E(VkV

T
k )−1Vk = E(X) + PXZ(P Z)−1(Z − E(Z)).

avec toujours (V1, V2) = (1, Z − E(Z)). On constate que, en tout rigueur, l’inverse de E(V1V
T
1 )

par exemple n’est pas défini. Cependant, dans ce cas, elle est définie au sens généralisé (tou-
jours de Moore Penrose) et par exemple ici vaut 1

N (voir un exemple similaire remarque 1.2.1 de
la Section 1.2.1 sur les inverses généralisés, et plus précisément Lipster (2008)). Cette expres-
sion caractérise alors le BLUE sur n’importe quel type d’espace de vecteurs aléatoires avec
K = P ZX(P Z)−1.

Enfin, concernant son efficacité, on peut démontrer que ce minimum de variance d’erreur
est aussi un minimum au sens de la covariance d’erreur K = argmin E(X̃X̃T ). En effet, pour
tout opérateur linéaire Γ, l’erreur pour ce choix d’estimateur

E(X̃ΓX̃
T
Γ ) = PX + ΓP ZΓT − ΓP ZX − PXZΓT .

Puis avec la structure de K = P ZX(P Z)−1, estimateur optimal, et quelques manipulations al-
gébriques

E(X̃ΓX̃
T
Γ ) = E(X̃KX̃

T
K) + (K − Γ)P Z(K − Γ)T > E(X̃KX̃

T
K).

Cet estimateur est donc bien le plus efficace des estimateurs linéaires au sens des covariances
et la covariance d’erreur est donnée par une expression que nous allons retrouver tout au long
de ce mémoire :

E(X̃T X̃) = PX + PXZ(P Z)−1P ZX . (1.7)

Nous constatons avec les différentes caractérisations de ces trois estimateurs naturels qu’ils
sont étroitement liés. En particulier les expressions des deux derniers conduisent immédiate-
ment au théorème suivant :



18 Chapitre 1. Principe d’estimation moindres carrés

THÉORÈME 1.1.4
Supposons P Z est inversible, alors le meilleur estimateur linéaire est l’estimateur moindres
carrés.

Ainsi, on pourra par la suite utiliser soit le critère LSE, soit le critère BLUE, soit la notion
de projection orthogonale pour rechercher ce même estimateur. De plus, nous avons vu que
BLUE-LSE vérifiait une propriété d’orthogonalité analogue à celle du MMSE (i.e l’espérance
conditionnelle). Ainsi on notera le meilleur estimateur linéaire sous la forme (introduite aussi
dans Lipster (2008))

X̂ = Ê(X|Z) (1.8)

pour respecter cette analogie.

A fortiori, la comparaison ne s’arrête pas là entre ces deux estimateurs (BLUE, LSE d’un
coté et MMSE de l’autre) dans le cas des variables gaussiennes. En effet, on démontre le résultat
suivant :

THÉORÈME 1.1.5
Si X et Z sont des variables gaussiennes, alors

X̂ = E(X|Z) = Ê(X|Z) = E(X) + PXZ(P Z)−1(Z − E(Z)).

� Démonstration : Il existe plusieurs démonstrations de ce résultat. Nous choisissons ici la
démonstration sans doute la plus directe et technique, et pas nécessairement la plus élégante.
Ce choix est motivé par le fait qu’elle permet en revanche de présenter quelques manipulations
algébriques que nous verrons réapparaître tout au long de la présentation. Là encore, on peut
se ramener à l’étude de variable centrées par une simple translation donc on considère E(X) =

0 et E(Z) = 0.

Les distributions gaussiennes s’expriment simplement à partir des deux premiers mo-
ments sous la forme, par exemple pour Z,

p(Z) = (2π)−
m
2 det(P Z)−

1
2 exp

(
−1

2
ZT (P Z)−1Z

)
,

et de même pour la loi de X . De plus les deux vecteurs aléatoires étant gaussiens leur loi
conjointe est elle-même gaussienne de densité

p(X,Z) = (2π)−
N+m

2 det(P)−
1
2 exp


−1

2

(
X

Z

)T
P−1,

(
X

Z

)
 ,

où comme nous l’avons déjà introduit

P =

(
PX PXZ

P ZX P Z

)
.

L’inverse de cette matrice bloc 2 × 2 symétrique est donnée par les relations usuelles ( « à
l’image des cofacteurs dans M2(R) »)

P−1 =

(
(P a)−1 −(P a)−1PXZ(PZ)−1

(−(P a)−1PXZ(PZ)−1)T (P Z − P ZXPXPXZ)−1

)
=

(
A B

BT C

)
,
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où P a = PX − PXZ(P Z)−1P ZX . Ainsi la loi conditionnelle de X sachant Z est donnée par

p(X|Z) =
p(X,Z)

p(Z)
= (2π)−

N
2

(
det(P)

det(P Z)

)− 1
2

exp
(
−1

2

(
X
Z

)T ( A B
BT C−(PZ)−1

) (
X
Z

))
.

Procédons maintenant à quelques manipulations algébriques. Tout d’abord, le terme dans l’ex-
ponentielle peut être simplifié par l’utilisation du lemme d’inversion matricielle suivant

LEMME 1.1.6 (INVERSION MATRICIELLE)
Soit M1, M12, M21, M2 des matrices avec M1 et M2 et M2 − M21M

−1
1 M12 inversibles, alors

M1 −M12M
−1
2 M21 est inversible et

(M1 −M12M
−1
2 M21)

−1 = M−1
1 +M−1

1 M12(M2 −M21M
−1
1 M12)

−1M21M
−1
1 .

� Démonstration : La preuve la plus classique de ce lemme repose sur la résolution du sys-
tème Y = MX décomposé par bloc

(
Y1

Y2

)
=

(
M1 M12

M21 M2

)(
X1

X2

)
.

En effet, on peut réduire ce système à un seul bloc sur X1 (resp. sur X2) par des compléments
de Schur M1 −M12M

−1
2 M21 (resp. M2 −M21M

−1
1 M12). La solution du système étant unique,

on en déduit le lemme en identifiant le bloc (1, 1) de M−1.

Il existe aussi une démonstration directe de ce lemme par la manipulation suivante

(
M−1

1 +M−1
1 M12(M2 −M21M

−1
1 M12)

−1M21M
−1
1

(
M1 −M12M

−1
2 M21) =

✶+M−1
1 M12M

−1
2 M21 +M−1

1 M12(M2 −M21M
−1
1 M12)

−1M21M
−1
1 (M1 −M12M

−1
2 M21),

or le dernier terme se simplifie avec l’avant dernier si on remarque que

M−1
1 M12(M2 −M21M

−1
1 M12)

−1M21M
−1
1 (M1 −M12M

−1
2 M21)

= M−1
1 M12(M2 −M21M

−1
1 M12)

−1(M21 −M21M
−1
1 M12M

−1
2 M21)

= M−1
1 M12(M2 −M21M

−1
1 M12)

−1(M2 −M21M
−1
1 M12)M

−1
2 M21

= M−1
1 M12M

−1
2 M21,

ce qui assure bien que

(
M−1

1 +M−1
1 M12(M2 −M21M

−1
1 M12)

−1M21M
−1
1

(
M1 −M12M

−1
2 M21) = ✶. �

En effet, ce lemme permet alors de prouver que

(P Z − P ZXPXPXZ)−1 − (P Z)−1 = (P Z)−1P ZX(P a)−1PXZ(P Z)−1,

donc
(
X

Z

)T(
A B

BT C − (P Z)−1

)(
X

Z

)
= (X − PXZ(P Z)−1Z)(P a)−1(X − PXZ(P Z)−1Z).
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Deuxièmement, la décomposition LU de la matrice de covariance conjointe donne
(
PX P ZX

PXZ P Z

)
=

(
P a P ZX

0 P Z

)(
✶ 0

(P Z)−1PXZ ✶

)
,

donc
det(P) = det(P a) det(P Z).

Ainsi avec X̂ = PXZ(P Z)−1Z, la densité conjointe s’exprime sous la forme

p(X|Z) = (2π)−
N
2 det(P a)−

1
2 exp

(
−1

2
(X − X̂)T (P a)−1(X − X̂)

)
,

assurant que la probabilité conditionnelle est bien une gaussienne de moyenne X̂ et de cova-
riance P a, ce qu’il fallait démontrer. �

Il est remarquable que dans le cas des variables gaussiennes, la covariance associée à la loi
de propabilité deX sachantZ soit exactement la matrice de covariance de l’erreur d’estimation
du BLUE issue de la moyenne sur Z. Cette propriété est en fait la conséquence du fait que P a

est indépendant deZ ce qui implique pour les variables gaussiennes que la covariance d’erreur
pour tout Z et celle sachant un Z donné sont égales.

REMARQUE 1.1.2
On parle beaucoup aussi d’estimateur dit de maximum a posteriori qui maximise p(X|Z). Ce que nous
venons de voir montre que dans le cas gaussien, ce maximum est le LSE. Inversement, on pourrait aussi
définir un estimateur en maximisant p(Z|X) qui on le rappelle est donné par la règle de Bayes

p(Z|X) =
p(X|Z)p(Z)

p(X)
.

Cet estimateur est bien connu puisque c’est le maximum de vraisemblance. Nous utiliserons peu cette
notion pour lui préférer le plus souvent des estimateurs LSE plus simples à définir, y compris dans le
cadre déterministe.

1.2 Inverses généralisés au sens des moindres carrés

Cette introduction pose les bases très générales de la notion d’estimation statistique et permet
de se familiariser avec un certain nombre de concepts, notations, et dénominations. Nous al-
lons désormais préciser la notion d’estimateur dans le cas où l’on dispose d’une structure liant
la mesure Z et le vecteur d’état X3. En effet, les observations sont, à l’origine, le résultat d’un
processus de mesure sur l’état. Cet état nous est peut-être inaccessible (la mécanique quantique
est pleine de ce genre de situations) mais il est à l’origine de cette mesure et algébriquement
on peut considérer qu’il existe un opérateur, appelé opérateur d’observation, générant Z à partir
de X . Quand bien même on ne connaît pas l’état précisément, on sait décrire raisonnablement
l’opérateur de mesure. Si cet opérateur est noté H , alors mathématiquement on considère la
situation

Z = H(X) + χ, (1.9)

3Dans cette situation, il est courant en statistique d’appeler paramètre ce vecteur X mais nous conservons ce
vocable pour un usage plus spécifique
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où χ représente l’ensemble des bruits associés à la mesure. Si l’opérateur d’observation est
bien modélisé (car là aussi il y a en fait un travail de modélisation physique) alors on peut
raisonnablement supposer le bruit de mesure de moyenne nulle E(χ) = 0. En toute généralité,
il faudrait considérer que le bruit n’est pas nécessairement additif Z = H(X,χ) mais nous
n’étudierons pas cette situation en détails. En revanche, nous verrons plus loin dans l’exposé
que, dans certaines situations, on ne connaît pas de H qui fournit explicitement la mesure
mais qu’on sait simplement dire si une mesure est en adéquation avec le système à travers une
fonction de vérification implicite

D(Z,X) = χ.

Toujours est-il que, dans un premier temps, la situation classique (1.9) sera privilégiée
dans les calculs et les trois sections suivantes vont nous permettre de préciser nos estimateurs
dans ce cadre. De plus, nous allons commencer à voir que l’estimation se formule aussi dans
un cadre déterministe. Les notions de moyenne et de bruit se transforment alors en notions
d’a priori et d’incertitude. Subtilement, les résultat algébriques finaux seront similaires mais
le cadre fonctionnel et le formalisme diffèrent assez nettement entre les deux. L’ambition de ce
chapitre, et même du reste de cet exposé, n’est pas de présenter dans chaque cadre l’ensemble
des résultats. Nous ne le ferons que pour les quelques paragraphes qui suivent avant de re-
bondir, dans les situations plus délicates, d’un formalisme à l’autre pour obtenir les résultats
critiques vis-à-vis de nos méthodologies. On notera sans doute un certain tropisme détermi-
niste, comme le suggère le titre de cette section et des suivantes.

1.2.1 Inverse généralisé d’un opérateur d’observation

Commençons tout de même par l’approche probabiliste et supposons, de plus, que H linéaire
et que le bruit χ est indépendant de X et de covariance E(χχT ) = W . On considère en outre
que X n’est pas aléatoire mais simplement inconnu et nous cherchons le meilleur estimateur
linéaire X̂ = KZ. L’estimateur étant non biaisé on a

E(X̂) = X ⇒ KH = ✶.

Le lemme suivant fournit alors l’estimateur

LEMME 1.2.1
Soit K = (HTW−1H)−1HTW−1 alors

∀Γ |ΓH = ✶, Cov(X −KZ) ≤ Cov(X − ΓZ).

� Démonstration : Tout d’abord on remarque que

∀Γ |ΓH = ✶, ΓWKT = KWΓT = (HTW−1H)−1 = KWKT ,

(ce qui ressemble encore à un relation de type produit scalaire sur un module de Hilbert). Donc

∀Γ |ΓH = ✶, ΓWΓT = KWKT + (Γ −K)W (Γ −K)T ,

(ce qui ressemble cette fois à une forme de théorème de Pythagore sur un module de Hilbert).
De plus pour tout Γ tel que ΓH = ✶, on a E((X − ΓZ)(X − ΓZ)T ) = ΓWΓT donc K est bien
l’opérateur qui minimise cette covariance. �
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REMARQUE 1.2.1
Un exemple instructif d’application de cet estimateur est la situation élémentaire où l’on souhaite es-
timer une grandeur scalaire x à partir de m échantillons xi de celle-ci. Le résultat est évidemment de
choisir la moyenne empirique comme estimateur

x̂ = Em(x) = 1
d

∑

1≤i≤m

xi.

Pour retrouver ce résultat, on définit ici

Z = (x1, · · · , xm)T , et H = (1, · · · , 1)T ,

tel qu’on ait bien Z = Hx et on choisit W = ✶. Dans ce cas on retrouve bien

x̂ = (HTH)−1HTZ =
1

d
(1, · · · , 1) · (x1, · · · , xm)T = Em(x).

Du point de vue déterministe, on reconnaît dans les expressions ci-dessus les expressions
classiques de l’inverse généralisé de H pour la norme ‖·‖2

W−1 =< ., . >W−1 . D’ailleurs en
notant H ′ = HTW−1 on a bien

X̂ = (H ′H)−1H ′Z.

Or l’inverse généralisé correspond en fait à la minimisation d’un critère quadratique

min
X

{
J(X) =

1

2
‖Z −HX‖2

W−1

}
, (1.10)

où W−1 est une norme4 de type L2, à définir, caractéristique de l’incertitude potentielle entre
Z et X . La solution de ce problème de minimisation est obtenue simplement en différentiant
le critère,

dJ(X) = (Z −HX)TW−1H,

tel que le minimum est donné par dJ(X̂) = 0 soit

X̂ = (HTW−1H)−1HTW−1Z. (1.11)

Du point de vue des notations, on notera dans toute la suite comme pour l’erreur d’esti-
mation X̃ = X − X̂ , l’erreur d’observation (ou résidu) Z̃ = Z − HX̂ . Elle vérifie d’ailleurs
l’identité

Z̃ = (✶−H(H ′H)−1H ′)Z.

Si nous revenons au point de vue « probabiliste », la minimisation d’un tel critère s’inter-
prète également et devient

min

{
J(χ) =

1

2
‖χ‖2

W−1

}
. (1.12)

Dans ce cas, W = E(χχT ) est la matrice de covariance du bruit χ. Par exemple si les différentes
composantes de la mesure ne sont pas corrélées alors

E(χ) = 0, E(χχT ) =



σ2

1
. . .

σ2
m


 .

4L’utilisation de l’inverse pour définir une norme est purement conventionnelle et permettra d’interpréter W à
partir de covariances. Pour autant en dimension infinie c’est bien directement la norme qu’on saura véritablement
définir et non son inverse.
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et J s’écrit sous une forme bien connue en estimation moindres carrés depuis Gauss

J(χ) =
1

2

∑

1≤i≤m

(
χi
σi

)2

.

Inversement l’approche déterministe nous permettra rapidement d’obtenir une extension
de ce résultat dans le cas où H est non-linéaire. On remarque aussi que finalement le LSE ici
est bien un estimateur efficace (au sens statistique défini en introduction) puisqu’il vérifie bien
une propriété de minimisation de covariance. En supposant Z gaussien, on peut montrer que
c’est aussi le maximum de vraisemblance.

1.2.2 Terme d’ébauche

� APPROCHE PROBABILISTE – Dans cette deuxième situation, on imagine disposer, en plus
des observations, d’informations sur la loi de probabilité de X traduisant les connaissances
a priori. Les hypothèses sur le bruit de mesure restent inchangées. En général, cette loi est
connue uniquement à travers sa moyenne et covariance, ce qui naturellement la caractérise
complètement dans le cas gaussien. On reprend stricto sensu, le cas présenté en introduction
avec simplement la structure d’observation (1.9). Il est alors possible de préciser les covariances
de Z et X

P Z = E(χχT ) +HE((X − E(X))(X − E(X))T )HT = W +HPXHT ,

et
PXZ = E((X − E(X))(X − E(X))T )HT = PXHT .

Dans ce cas on obtient directement

X̂ = E(X) + PXHT (W +HPXHT )−1(Z −HE(X)). (1.13)

Le lemme d’inversion matricielle nous fournit une autre structure sous la forme

X̂ = E(X) + ((PX)−1 +HTW−1H)−1HTW−1(Z −HE(X)). (1.14)

De plus la covariance de l’erreur d’estimation est

P a = PX − PXZ(P Z)−1P ZX = PX − PXHT (W +HPXHT )−1PXHT (1.15)

= ((PX)−1 + PXZ(P ZZ)−1P ZX)−1. (1.16)

Rappelons que, dans le cas gaussien, c’est aussi la covariance de la loi de probabilité p(X|Z)

pour tout Z.

� APPROCHE DÉTERMINISTE – Cette connaissance surX se traduit du point de vue détermi-
niste par l’existence d’un a priori X0 sur X . Ce dernier est alors souvent appelé terme d’ébauche
dans la littérature de l’assimilation de données (voir entres autres Talagrand (2003)) et traduit
une connaissance simplement imparfaite sur le système. Le problème de l’estimation consiste
alors à trouver l’indétermination ζX sur X telle que

{
X = X0 + ζX

Z = HX + χ
(1.17)
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à partir des données d’ébauche X0 et d’observation Z. Cette situation peut se ramener à la
définition d’un inverse généralisé dans un espace d’observation augmenté en définissant une
nouvelle observation notée

Z = H̃X + χ̃,

avec

Z =

(
X0

Z

)
, H̃ =

(
I

H

)
, χ̃ =

(
−ζX
χ

)
,

où la norme sur l’incertitude est simplement tensorisée par rapport aux normes relatives sur
χ et ζX

W̃ =

(
P0 0

0 W

)
.

On doit donc minimiser J(X) = 1
2‖Z − H̃X‖2

W̃−1 , qui réécrit sur les variables initiales devient

min
X

{
J(X) =

1

2
‖Z −HX‖2

W−1 +
1

2
‖X0 −X‖2

P−1
0

}
. (1.18)

On retrouve alors le même critère que pour l’estimation probabiliste, la tensorisation des
normes traduisant formellement la notion d’indépendance des bruits-incertitudes. Si on as-
socie la norme déterministe P0 à la covariance PX , les équations pour l’estimateur sont les
mêmes ici que dans le cadre probabiliste mais apparaissent naturellement sous la forme (1.14)

X̂ = X0 + (P−1
0 +HTW−1H)−1HTW−1(Z −HX0). (1.19)

Pour obtenir la première forme (1.13), il faut évidement utiliser le lemme d’inversion matri-
cielle « en sens inverse ». Pour cela on définit P+

0 par

P+
0 = (P−1

0 +HTW−1H)−1, (1.20)

d’où
X̂ = X0 + P+

0 H
TW−1(Z −HX0), (1.21)

et on remarque immédiatement que P+
0 est le P a obtenu dans le cadre probabiliste c’est-à-dire

la covariance d’analyse ou covariance a posteriori. On peut alors définir

K = P+
0 H

TW−1 = (P−1
0 +HTW−1H)−1HTW−1 = P0H

T (W +HP0H
T )−1,

tel que X̂ = X0 +K(Z −HX0) est bien un estimateur linéaire en X0.

Il est intéressant de constater que, autant dans l’approche probabiliste il est plus naturel de
directement considérer cette situation d’estimation où X et Z sont aléatoires, autant dans celle
déterministe le résultat découle directement de l’inverse généralisé de la section précédente.
En effet, on prend conscience, avec cette dernière démonstration, que toute l’information peut
initialement être considérée comme une observation au lieu d’une connaissance a priori sur le
système. Ces notions d’observation et de connaissance sont donc relatives à un contexte donné,
et l’objectif de la fonctionnelle J est de permettre la comparaison des différents éléments de
connaissance sur le système dans les espaces qui les caractérisent. Notamment, l’importance
donnée à chaque partie du critère est entièrement contenue dans le choix des matrices W et
P0 définissant les normes. Nous avons vu que W s’interprétait comme la covariance du bruit
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d’observation, etP0 est appelée aussi covariance a priori. Par exemple, siW traduit sur χ un bruit
de faible amplitude alors la partie observation du critère sera prépondérante et la connaissance
jouera simplement le rôle d’une régularisation de Tikhonov. En effet, réécrivons l’estimateur
sous la forme

X̂ = (P−1
0 +HTW−1H)−1(P−1

0 X0 +HTW−1Z), (1.22)

alors si P−1
0 est petit devant HTW−1H , celui ne sert qu’à rattraper un éventuel défaut d’in-

jectivité de l’opérateur H qui ne permettrait pas de définir l’inverse généralisé de la section
précédente (H ′H n’est pas inversible dans ce cas). Ce défaut d’injectivité définit d’ailleurs le
caractère mal posé du problème inverse qu’on cherche à résoudre ici.

Afin de préciser le cas limite P−1
0 → 0, il est possible de reformuler le problème de mini-

misation sous la forme d’un problème mixte. En effet, on a

dJ(X) = 0 ⇔ P−1
0 (X −X0) −HTW−1(Z −HX) = 0.

En introduisant alors la variable

Λ = W−1(Z −HX),

on est donc ramené à résoudre le système étendu de taille m+N

(
W H

HT −P−1
0

)(
Λ

X

)
=

(
Z

−P−1
0 X0

)
. (1.23)

Or «P−1
0 petit devant W−1 fixé » est asymptotiquement équivalent à «W petit devant P0 fixé »

ce qui donne à la limite dans la formulation mixte
(

0 H

HT P−1
0

)(
Λ

X0

)
=

(
ΠIm(H)Z

P−1
0 X0

)
. (1.24)

où ΠIm(H) est la projection orthogonale selon la norme W−1 sur l’espace image de H . Ce pro-
blème est alors équivalent à la minimisation sous contrainte

min
X |ΠIm(H)Z=HX

{
J0(X) =

1

2
(X −X0)

TP−1
0 (X −X0)

}
. (1.25)

Notons que, dans le cas où H est injectif, la contrainte ΠIm(H)Z = HX caractérise directement
la solution et on retrouve l’inverse généralisé (y compris lorsque H n’est pas surjectif du fait
de la projection). Cette minimisation a donc vocation à fournir une solution limite générale y
compris pour H non injectif et/ou non surjectif.

Cependant, dans tout ce qui suit, rien ne permet de préjuger de l’importance de la contri-
bution d’observation par rapport à l’a priori. Ainsi, on peut très bien considérer que notre
confiance est prépondérante dans X0 et que les observations ne vont être qu’une forme de
régularisation.

1.2.3 Estimation récursive

Dans la dernière situation de la présente introduction, sans doute plus artificielle que les pré-
cédentes mais néanmoins instructive sur la forme, on suppose disposer d’une série de mesures
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obtenues séquentiellement par rapport au système. Autrement dit, soit (Zn)n une suite de me-
sures obtenues à différents instants tn par l’intermédiaire d’un opérateur d’observationHn que
l’on suppose différent à chaque instant.

Zn = HnX + χn.

On souhaite construire un estimateur et, si possible tel que celui-ci puisse lui aussi être calculé
récursivement afin de bénéficier des temps t < tn directement dans l’estimation à tn.

� APPROCHE DÉTERMINISTE – Plaçons nous à l’instant tn, et écrivons l’estimateur complet
en imaginant qu’il n’y ait pas d’ébauche. On pose

Z = H̃X + χ̃,

avec

Z =



Z0

...
Zn


 , H̃ =



H0

...
Hn


 , χ̃ =



χ0

...
χn


 .

Si on suppose de plus les incertitudes de mesures indépendantes entre elles, la norme W est
tensorisable et donc diagonale bloc

W =



W0 0

. . .
0 Wn


 .

Comme dans la remarque de la Section 1.2.1, on obtient immédiatement

X̂n =
( n∑

k=0

HT
kW

−1
k Hk

)−1
n∑

k=0

HT
kW

−1
k Zk. (1.26)

Posons alors la suite d’opérateurs symétriques (Pn)n définie par

P−1
n =

n∑

k=0

HT
kW

−1
k Hk. (1.27)

Clairement, (Pn)n vérifie la relation de récurrence

P−1
n = HT

nW
−1
n Hn + P−1

n−1. (1.28)

Cette relation de récurrence peut être réécrite directement sur Pn en utilisant le lemme d’in-
version matricielle. On obtient ainsi dans notre cas

Pn = Pn−1 − Pn−1H
T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1HnPn−1. (1.29)

Ainsi X̂n se déduit récursivement de X̂n−1 par

X̂n = Pn

( n∑

k=0

HT
kW

−1
k Zk

)
= PnP

−1
n−1X̂n−1 + PnH

T
nW

−1
n Zn

= X̂n−1 + PnH
T
nW

−1
n Zn −KnHnX̂n−1,
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où on définit
Kn = Pn−1H

T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1. (1.30)

Quelques manipulations matricielles inspirées du lemme d’inversion matriciel permettent de
simplifier l’expression ci-dessus :

Kn = PnP
−1
n Pn−1H

T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1

= Pn(H
T
nW

−1
n Hn + P−1

n−1)Pn−1H
T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1

= Pn(H
T
nW

−1
n HnPn−1H

T
n +HT

n )(Wn +HnPn−1H
T
n )−1

= PnH
T
nW

−1
n (HnPn−1H

T
n +Wn)(Wn +HnPn−1H

T
n )−1

= PnH
T
nW

−1
n . (1.31)

L’estimateur s’écrit finalement

X̂n = X̂n−1 +Kn(Zn −HnX̂n−1). (1.32)

Evidemment, toutes ces manipulations ne sont possibles que sous condition que Pn est in-
versible. C’est la condition nécessaire d’existence de l’inverse généralisé. On remarque de plus
que l’expression (1.32) est algébriquement la même que l’équation (1.21). Ainsi, dans cette
configuration, l’estimateur moindres carrés peut s’exprimer séquentiellement en considérant
à chaque nouveau pas de temps X̂n−1 comme le nouveau terme d’ébauche. D’ailleurs on peut
pousser ce raisonnement plus loin et oublier l’expression (1.27) pour ne garder que les ex-
pressions récursives (1.28) et (1.29) initialisées en fonction des connaissances a priori à t0 (cf.
Remarque 1.2.3). Dans ce cas, ce terme d’ébauche supplémentaire assure l’inversibilité de Pn à
tout instant comme expliqué à la section précédente 1.2.2.

REMARQUE 1.2.2
Dans le cas où Pn n’est pas inversible, il est cependant possible d’exprimer un filtre à partir d’un inverse
généralisé de Pn à l’image de ce que nous avions abordé en introduction. Ce cas sera largement étudié
au quatrième chapitre et nous le laissons donc de côté pour l’instant.

Une dernière manipulation algébrique permet finalement d’exprimer Pn en fonction de
Kn :

Pn = Pn−1 − Pn−1H
T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1HnPn−1

= (✶−KnHn)Pn−1. (1.33)

Cette formulation peut-être symétrisée par utilisation de nouveau du lemme d’inversion ma-
tricielle et donne, tout calcul fait, une expression que nous n’utiliserons pas mais qu’on re-
trouve régulièrement dans les ouvrages

Pn = (✶−KnHn)Pn−1(✶−KnHn)
T +KnWnKn.

REMARQUE 1.2.3 (INITIALISATION ET TERME D’ÉBAUCHE)
Dans le cas où il n’y a pas d’a priori et où on dispose d’observation dès l’instant 0, la récurrence est
intialisée de telle sorte que

P−1
n=0 = HT

0 W
−1
0 H0.

Dans le cas où on dispose d’un terme d’ébauche, lui-même pouvant être considéré comme une obser-
vation supplémentaire à l’instant initial, on initialise suivant

Xn=0 = X0 + Pn=0H
T
0 W

−1
0 (Z0 −H0X0),
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avec
P−1

n=0 = HT
0 W

−1
0 H0 + P−1

0 .

Ainsi, la forme « non récursive » (1.26) est modifiée par la prise en compte de l’a priori suivant

X̂n =
(
P−1

0 +

n∑

k=0

HT
k W

−1
k Hk

)−1(
X0 +

n∑

k=0

HT
k W

−1
k Zk

)
. (1.34)

� APPROCHE PROBABILISTE – Encore une fois, insistons sur le fait que cette écriture sé-
quentielle n’est possible que parce que W est diagonale bloc. Du point de vue probabiliste,
cela signifie que la covariance entre les bruits d’observation est diagonale donc que les bruits
χn sont indépendants les uns des autres. Dans l’hypothèse supplémentaire où chaque χn est
gaussien, on appelle ce type de bruit un bruit blanc en temps. Nous utilisons ici la notion de
projection orthogonale vue en introduction5 pour obtenir l’estimateur directement de manière
récursive. En effet, introduisons l’espace défini à tn par

Vn = Vect(1, Z0, . . . , Zn) = Vn−1 ⊕ Vect(Zn − ΠVn−1(Zn))

le vecteur aléatoire cn = (Zn − ΠVn−1(Zn)) de Vn orthogonal à Vn−1 est appelé composante
d’innovation. Ainsi notre meilleur estimateur linéaire est directement obtenu récursivement

X̂n = X̂n−1 +Kn(Zn −HnX̂n−1),

où
Kn = Cov(X, cn)Cov(cn)

−1.

Or l’indépendance des bruits donne

cn = Zn − ΠVn−1(Zn) = Zn −HnX̂n−1 = Z̃n

donc

Cov(X, cn) = E((X − X̂n−1)Z̃
T
n ) = E((X − X̂n−1)(X − X̂n−1)

T )HT
n = Pn−1H

T
n ,

avec Pn−1 = Cov(X − X̂n−1). De même

Cov(cn) = Cov(Z̃n) = HnPn−1H
T
n +Wn,

donc finalement

X̂n = X̂n−1 + Pn−1H
T
n (HPn−1H

T
n +Wn)

−1(Zn −HnX̂n−1). (1.35)

On vérifie de plus directement que Pn satisfait les mêmes relations de récurrence que précé-
demment

Pn = Pn−1 − Pn−1H
T
n (Wn +HnPn−1H

T
n )−1HnPn−1,

et pour le filtre

Kn = Pn−1H
T
n (HnPn−1H

T
n +Wn)

−1

= PnH
T
nW

−1
n .

Pour le MMSE, si initialement les probabilités sont gaussiennes, la linéarité de l’opérateur
d’observation permet le même type de projection à partir, cette fois, de l’espérance condition-
nelle (qui est opérateur linéaire). BLUE et MMSE ont donc la même formulation récursive sous
l’hypothèse de variables gaussiennes.

5voir la définition sur un module de Hilbert quand nous avons introduit le BLUE
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1.3 Estimation pour les systèmes dynamiques linéaires

Nous allons désormais considérer un problème d’estimation pour un système dynamique al-
ternativement discret en temps ou continu. A ce stade, nous ne mènerons plus à terme l’exer-
cice, trop ambitieux, de démontrer les résultats d’estimation à la fois dans le cadre probabiliste
et déterministe. De notre point de vue, nous privilégierons l’approche déterministe, notam-
ment car le point de vue probabiliste en temps continu nous obligerait à introduire le forma-
lisme des ODS (puis EDS d’ailleurs). Or nous n’utiliserons au final (chapitre 3) qu’une partie
des notions de cette théorie en ne considérant que quelques aspects des processus de Wiener et
des variables cylindriques introduites par Bensoussan (1971). Ainsi l’aspect probabiliste nous
fournira préférentiellement un cadre d’interprétation formel par lequel on obtient rapidement
la formulation algébrique du filtre de Kalman. Sa version déterministe, elle, nous conduira di-
rectement à établir des schémas en temps pertinents pour le problème d’estimation en temps
continu. A noter que dans ce premier chapitre introductif les mesures sont supposées être dis-
ponibles à tout instant de l’évolution du système dynamique. Ainsi en toute généralité dans le
cadre continu en temps, le problème que nous considérons est l’estimation du système

{
Ẋ = A(X,ω(t), t)

X(0) = X0 + ζX ,
(1.36)

à partir de mesures toujours sous la forme Z = H(X) + χ. Dans cette modélisation, ω re-
présente potentiellement une incertitude sur la dynamique que nous ne considérerons pas la
plupart du temps pour la raison suivante. Cette erreur de dynamique s’interprète comme une
erreur de modélisation, c’est-à-dire qu’on ne donne à l’estimateur du système qu’une connais-
sance imparfaite de la vraie dynamique du système qu’il estime. On sait que ces erreurs de mo-
dèle sont souvent critiques en assimilation de données comme le montrent les travaux réalisés
dans les disciplines historiques de l’assimilation (voir, parmi de nombreux exemples, Mallet
et Sportisse (2006) en qualité de l’air). Cependant elle peuvent aussi permettre de masquer
le véritable comportement des estimateurs car « sous elles » on peut cacher ou, au contraire,
surestimer beaucoup de choses. En d’autres termes, il apparaît parfois que toute estimation
bonne ou mauvaise d’un phénomène dynamique aurait pu être une bonne estimation pour un
autre modèle et un certain bruit. Donc, si on veut juger un estimateur et sans doute par la suite
notre capacité de modélisation de la dynamique du phénomène qu’on estime, il vaut mieux,
dans un premier temps, ne pas accepter d’erreurs de modèles dans l’estimation et dire qu’on
fait l’effort d’avoir une connaissance fine de la dynamique du système.

Enfin, précisons que dans cette section nous nous limitons pour l’instant à une dynamique
linéaire.

1.3.1 Cas discret en temps : Cadre déterministe

On considère donc le système dynamique linéaire (Xn)n défini à partir d’un opérateur de
transition An+1|n,

Xn+1 = An+1|nXn +Rn, (1.37)
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pour lequel on suppose incertaine la condition initiale Xn=0. Ainsi, il existe ζX tel que cette
condition initiale s’exprime à partir de l’a priori X0 sous la forme

Xn=0 = X0 + ζX .

Le système dynamique est donc entièrement défini par

{
Xn+1 = An+1|nXn +Rn

Xn=0 = X0 + ζX
(1.38)

et les observations sont elles-mêmes données par un opérateur d’observation linéaire

Zn = HnXn + χn.

La démarche que nous allons suivre est similaire à celle exposée Section 1.2.3 où on a introduit
un estimateur à partir d’un inverse généralisé avant de le reformuler sous forme récursive.
Pour cela, nous commençons par exprimer l’ensemble des états et des observations à partir
de l’incertitude « originelle » qu’est la condition initiale. Soit, d’une part, Rn|0 la résolvante
discrète du système définissant l’état Xn à partir de Xn=0, on a

Xn = Rn|0Xn=0 = An|0Xn=0 +
n−1∑

k=0

An|k+1Rk. (1.39)

oùAn|k+1 = An|n−1◦· · ·◦Ak+2|k+1 et avec la conventionAn|n = ✶. D’autre part, les observations
peuvent être représentées par un vecteur d’observations augmenté du type

Z = H̃X0 + χ̃ avec Z =




Z0

...
Zn −Hn

∑n−1
k=0 An|k+1Rk


 , H̃ =




H0

...
Hn ·An|0


 .

où apparaît implicitement la dynamique de (Xn). Si on suppose les bruits de mesure indé-
pendants au sens déterministe où la norme associée à X̃ est la tensorisation des Wn (cf. Sec-
tion 1.2.3), on peut donc définir X̌n l’estimation de Xn=0 à partir, seulement, de l’observation
Z soit (cf. expression (1.34)),

X̌n =
(
P−1

0 +

n∑

k=0

H̃T
kW

−1
k H̃k

)−1(
X0 +

n∑

k=0

H̃T
kW

−1
k Zk

)
.

Cette même Section 1.2.3 nous a permis alors d’exprimer X̌n sous une forme récursive

X̌n = X̌n−1 + Ǩn(Zn − H̃nX̌n−1)

et
Ǩn = P̌nH

T
nW

−1
n .

Notre objectif est maintenant de formuler une version récursive de l’estimation Xn lui-même.
Pour ce faire, on introduit

X̂+
n = Rn|0X̌n = An|0X̌n +

n−1∑

k=0

An|k+1Rk,
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et on vérifie alors l’identité

X̂+
n = X̂−

n +An|0Ǩn(Zn −HnX̂
−
n ),

en définissant
X̂−
n = An|n−1X̂

+
n−1 +Rn−1. (1.40)

Reformulons finalement le filtre à partir des relations de récurrence sur P̌n que nous rappelons

P̌−1
n = H̃T

nW
−1
n H̃n + P̌−1

n−1 = ATn|0H
T
nW

−1
n HnAn|0 + P̌−1

n−1.

En définissant
P+
n = An|0P̌nA

T
n|0,

et
P−
n = An|n−1(P

+
n−1)A

T
n|n−1, (1.41)

on en déduit directement que

(P+
n )−1 = HT

nW
−1
n Hn +A−T

n|n−1(P
+
n−1)

−1A−1
n|n−1 = HT

nW
−1
n Hn + (P−

n )−1 (1.42)

Ainsi, il existe un filtre Kn tel que

X̂+
n = X̂−

n +Kn(Zn −HnX̂
−
n ), (1.43)

s’exprimant sous une forme similaire à celles présentées Section 1.2.3

Kn = An|0Ǩn = An|0P̌nA
T
n|0H

T
nW

−1
n = P+

n H
T
nW

−1
n

= P−
n H

T
n (Wn +HnP

−
n H

T
n )−1,

où la dernière transformation utilise la même technique algébrique que dans l’équation (1.31).

L’ensemble des équations (1.40),(1.41),(1.42) et (1.43) définissant respectivement X̂−
n , X̂+

n ,
P−
n et P+

n construisent un procédé d’estimation dynamique plus connu sous le nom de filtrage
de Kalman-Bucy d’après l’article historique de 1960 Kalman et Bucy (1961). La démonstration
est d’ailleurs assez éloignée de celle-ci puisqu’elle repose sur le filtre optimal de Wiener dont
Kalman propose un version récursive dans un cadre probabiliste (cf. section suivante pour un
résumé des grandeurs probabiliste sous-jacentes). C’est un estimateur appelé aussi prédicteur-
correcteur (voir schéma (1.1)) où on note la prédiction X̂−

n+1, ou encore X̂n+1|n, et la correction
X̂+
n+1 ou encore X̂n+1|n+1. De même, Pn+1|n et Pn+1|n+1 et sont appelées respectivement co-

variance de prédiction et d’analyse d’après l’interprétation que nous en ferons à la section
suivante. A noter enfin que le filtre de Kalman est stricto-sensu l’opérateur Kn mais on utilise
parfois cette dénomination pour décrire l’estimateur global.

REMARQUE 1.3.1 (INTIALISATION)
Avec un terme d’ébauche et des observation à l’instant 0, la procédure commence par initialisation de

(P+
0 )−1 = P−1

0 +HT
0 W

−1
0 H0,

et
X+

n=0 = X0 +K0(Z0 −H0X0).

Mais on pourrait tout aussi dire que P−
0 = P0 et X−

n=0 = X0. Les expressions peuvent être modifiées en
conséquence en l absence d’a priori où d’observation initiale. En particulier, dans de nombreux cas, l’a
priori prend déjà en compte l’observation à t0 et c’est pourquoi l’algorithme est présenté le plus souvent
en commençant par l’étape de prédiction.
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FIGURE 1.1: Filtre de Kalman discret en temps vu comme un algorithme prédiction
correction.

Pour revenir à une structure de système dynamique plus conventionnelle, il est évidem-
ment possible de réécrire sous forme séquentielle classique cette procédure d’estimation-cor-
rection en définissant

X̂n = X̂−
n , Pn+1 = P−

n+1.

La dynamique devient alors





Kn+1 = Pn+1H
T
n+1(HPn+1H

T
n+1 +Wn+1)

−1

X̂n+1 = An+1,nX̂n +Rn+1|n +Kn+1

(
Zn+1 −Hn+1(An+1|nX̂n +Rn+1|n)

)

Pn+1 = An+1|nPnA
T
n+1|n −An+1|nPnH

T
n (HnPnH

T
n +Wn)

−1HnPnA
T
n+1|n

(1.44)

Cette dynamique sur la prédiction (il existe de même une dynamique uniquement à partir de
la correction) sera appelée dynamique « one-step », à la différence des expressions prédiction-
correction vues plus haut.

REMARQUE 1.3.2
Nous venons de formuler les équations du filtrage de Kalman uniquement à partir d’inverse généralisé.
Ce type d’arguments se retrouve dans le très complet Hassibi et al (1999) qui en profite d’ailleurs pour
proposer l’extension au cas W non positive où l’inverse généralisé est posé sur un espace de Krein et
non de Hilbert. Ceci lui permet d’introduire directement l’estimation H∞ que, pour notre part, nous
présenterons classiquement Section 1.4.2 via la théorie du contrôle optimal.

En anticipant un peu sur la suite, l’approche que nous venons de présenter justifie aussi les théo-
rèmes relatifs à l’observabilité des systèmes que nous présenterons Section 1.3.5.

Comme précédemment le filtre de Kalman est aussi un estimateur moindres carrés. Pour
présenter la fonctionnelle associée on considère pour la même dynamique (1.37) une suite
(Xn(ξ))n tel queXn=0 = X0 +ξ. Etant données les observations Zn et l’a priori sur la condition
initiale X0, on cherche alors le paramètre ξ optimal pour le critère quadratique

min
ξ

{
Jn(ξ) =

1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

n∑

k=0

‖Zk −HkXk(ξ)‖2
W−1

k

}
. (1.45)
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PROPOSITION 1.3.1
L’estimateur formulé par le filtre de Kalman, dont les équations « one step » sont données par
(1.44), vérifie le critère optimal discret

(X̂n)n = (Xn(argmin
ξ

Jn))n.

� Démonstration : Dans ce cadre récursif, Xn(ξ) est une fonction affine de ξ et on démontre
sans difficulté6 qu’ainsi J est convexe et dérivable par apport à ξ. Dans ce cas, J admet un
unique minimum obtenu une fois encore par dJ = 0. Or

dJn(ξ) · δξ = ξTP−1
0 δξ −

n∑

k=0

(Zk −HkXk)
TW−1

k Hk dξXk · δξ,

où
dξXk+1 = Ak+1|k dξXk, dξX0 = ✶.

On introduit alors une suite finie (pk)1≤k≤n+1 vérifiant la dynamique adjointe de celle de Xk

entre 0 ≤ k ≤ n {
pk −ATk+1|kpk+1 = HT

kW
−1
k (Zk −HXk)

pn+1 = 0
(1.46)

L’expression de la différentielle se simplifie alors

dJn(ξ) · δξ = ξTP−1
0 δξ −

n∑

k=0

(Zk −HkXk)
TW−1

k Hk dξXk · δξ

= ξTP−1
0 δξ +

n∑

k=0

(−pk +ATk+1|kpk+1)
T dξXk · δξ

= ξTP−1
0 δξ −

n∑

k=0

pTk dξXk · δξ +

n∑

k=0

pTk+1 dξXk+1 · δξ

= ξTP−1
0 δξ − pT0 δξ.

On obtient donc ξ̄ = P0p0.

A partir des équations de Kalman « one-step » définies précédemment, on vérifie alors par
récurrence que

Xk(ξ̄) = X̂−
k + P−

k pk, 1 ≤ k ≤ n. (1.47)

En effet, en utilisant la covariance a posteriori P−
k+1 = Ak+1|kP

+
k A

T
k+1|k, on a

X̂−
k+1 = Xk+1 −Ak+1|kP

+
k A

T
k+1|kpk+1

= Xk+1 −Ak+1|kP
+
k (pk −HT

kW
−1(Zk −HkXk))

= Ak+1|k(X̂
−
k + P−

k pk) +Rk −Ak+1|kP
+
k pk +Ak+1|kP

+
k H

T
kW

−1(Zk −Hk(X̂
−
k + P−

k pk))

= Ak+1|kX̂
−
k +Rk +Ak+1|kP

+
k H

T
kW

−1(Zk −HkX̂
−
k )

+ (Ak+1|kP
−
k +Ak+1|kP

+
k −Ak+1|kP

+
k H

T
kW

−1HkP
−
k )pk.

6voir aussi la démonstration pour le problème en temps continu qui demande un tout petit peu plus de soin
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Or la matrice multipliant pn est nulle car, en la multipliant par ATk+1|k, on a alors

Ak+1|kP
−
k A

T
k+1|k +Ak+1|kP

+
k A

T
k+1|k −Ak+1|kP

+
k H

T
kW

−1P−
k A

T
k+1|k

= Ak+1|kP
−
k A

T
k+1|k + P−

k+1 −Ak+1|kKkP
−
k A

T
k+1|k

= Ak+1|kP
−
k A

T
k+1|k + P−

k+1 −Ak+1|kP
−
k H

T
k (HkP

−
k H

T
k +Wk)

−1HkP
−
k A

T
k+1|k

= 0,

ce qui démontre la relation (1.47). En particulier on a

∀n, X̂−
n+1 = Xn+1(argminJn),

où n indice à la fois la suite et le critère. �

Cette présentation peut sembler un peu « laborieuse ». En fait, la Section 1.3.3, en continu,
apportera un éclairage plus naturel sur cette preuve qui, en discret, a le gros avantage de
ne présenter aucune difficulté théorique mais d’être simplement technique du point de vue
algébrique.

1.3.2 Cas discret en temps : Cadre probabiliste

Une approche probabiliste pemettant de retrouver rapidement les équation du filtre de Kalman
s’appuie sur les mêmes arguments qu’à la Section 1.2.3 où nous avions vu comment le MMSE
ou le meilleur estimateur linéaire pouvaient s’obtenir récursivement à partir de la composante
d’innovation lorsque l’ensemble des observations augmentait. De même, il est élémentaire de
déterminer comment l’estimateur est propagé par l’opérateur de transition. Afin d’écrire le
MMSE, on utilise les notations suivantes définies pour tout n :

estimateur a priori : X̂−
n+1 = E(Xn+1|Z0, . . . , Zn),

covariance a priori : P−
n+1 = E((Xn+1 − X̂−

n+1)(Xn+1 − X̂−
n+1)

T ),

estimateur a posteriori : X̂+
n+1 = E(Xn+1|Z0, . . . , Zn+1),

covariance a posteriori : P+
n+1 = E((Xn+1 − X̂+

n+1)(Xn+1 − X̂+
n+1)

T ),

dont l’interprétation nous est déjà apparue au cours des sections précédentes. Pour le BLUE,
on peut définir les mêmes quantités mais dans ce cas l’espérance conditionnelle est simplement
remplacée par Ê(X|Z) avec les mêmes propriétés de projecteur orthogonal. On a, au travers
de la dynamique,

X̂−
n+1 = E(Xn+1|Z0, . . . , Zn)

= An+1|nE(Xn|Z0, . . . , Zn) +Rn

= An+1|nX̂
+
n +Rn,

(1.48)

et de même

P−
n+1 = E((Xn+1 − X̂−

n+1)(Xn+1 − X̂−
n+1)

T )

= An+1|nE((Xn − X̂+
n )(Xn − X̂+

n )T )ATn+1|n

= An+1|nP
+
n A

T
n+1|n.

(1.49)
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Puis l’intégration de la nouvelle observation donne pour le MMSE dans le cas de variables
gaussiennes ou pour le BLUE en considérant Ê,

X̂+
n+1 = E(Xn+1|Z0, . . . , Zn+1)

= X̂−
n+1 +Kn+1(Zn+1 −Hn+1X̂

−
n+1),

(1.50)

avec dans l’ordre (voir la démonstration de la section 1.2.3), plusieurs relations définissant le
filtre

Kn+1 = P−
n+1H

T
n+1(Hn+1P

−
n+1H

T
n+1 +Wn+1)

−1

= P+
n+1H

T
n+1W

−1
n+1,

(1.51)

et

P+
n+1 = (✶−Kn+1Hn+1)P

−
n+1

= ((P−
n+1)

−1 +HT
n+1W

−1
n+1Hn+1)

−1

= (✶−Kn+1Hn+1)P
−
n+1(✶−Kn+1Hn+1)

T +Kn+1Wn+1K
T
n+1

. (1.52)

Ainsi, dans le cadre probabiliste, on formalise le filtrage de Kalman sous la forme du
meilleur estimateur linéaire dans le cas d’opérateurs de transition et d’observation linéaires,
ou le MMSE pour les variables gaussiennes7.

1.3.3 Cas continu en temps

On considère le système dynamique suivant défini sur [0, T ]

{
Ẋ = A(t)X +R(t)

X(0) = X0 + ζX
(1.53)

La condition initiale exacte est inconnue au sens où X0 est une donnée mais pas ζX . En re-
vanche, on dispose d’observations au cours du temps qui s’expriment en fonction de l’état par
l’application d’un opérateur toujours supposé linéaire

Z = HX + χ.

où H = H(t) peut dépendre du temps bien que nous ne le précisons pas dans les notations.

Pour estimer ce système on souhaite trouver la trajectoire qui minimise la fonctionnelle de
coût

min
ξ

{
JT (ξ) =

1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

∫ T

0
‖Z −HXξ‖2

W−1 dt

}
, (1.54)

pour toute trajectoire de même dynamique que (1.53) mais de condition initiale

Xξ(0) = X0 + ξ.

Ce problème de minimisation est ainsi appelé problème LQ (linéaire-Quadratique) car la dyna-
mique du système est linéaire pour un critère moindres carrés à minimiser.

7D’ailleurs les variables sont alors gaussiennes tout au long de l’estimation ce qui est nécessaire pour la récur-
rence
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On suppose que A(t) et R(t) sont continus sur [0, T ] si bien que le système (1.53) admet
une solution globale et que son flot s’exprime, dans un cadre linéaire, à partir de la résolvante
du système homogène notée

R :

{
[0, T ]2 × R

N → R
N

(t2, t1, X1) 7→ X(t2) solution de Ẋ = A(t)X, X(t1) = X1

On rappelle que si le système est autonome (i.e. A(t) = A est indépendant du temps) alors
R(t2, t1) = eA(t2−t1). De plus, en toute généralité, R(t, t) = ✶ et la composition suit

R(t2, t1) ◦ R(t1, t0) = R(t2, t0).

Ainsi la résolvante est inversible d’inverse

R−1(t, s) = R(s, t).

Enfin, on obtient la solution du problème non homogène par la méthode de variation de la
constante

X(t) = R(t, 0)X(0) +

∫ t

0
R(t, s)R(s) ds. (1.55)

Afin de retrouver, dans le cadre continu, la dynamique du filtre de Kalman à partir de
la minimisation de la fonctionnelle (1.54), nous suivons une démonstration très classique en
contrôle optimal composée des étapes suivantes.

� EXISTENCE DE TRAJECTOIRES MINIMISANTES – Commençons tout d’abord par nous as-
surer que le problème est bien posé, la preuve du lemme suivant offrant un éclairage supplé-
mentaire sur la nécessité d’intégrer dans le critère un a priori sur ξ.

LEMME 1.3.2
Supposons que P0 > 0, alors il existe une trajectoire minimisante pour le problème LQ

� Démonstration : Soit (ξn)n une suite minimisante pour la fonction coût JT . Alors

∀ξ, JT (ξ) ≥ α‖ξ‖2

implique que (ξn)n est borné et on peut extraire une sous-suite convergente. D’après la for-
mule de variation de la constante, la suite de fonctions (Xξn(t)) définie à partir de ξn converge
simplement et on peut passer à la limite dans l’équation. On a alors

X̄(t) = R(t, 0)(X0 + ξ̄) +

∫ t

0
R(t, s)R(s)ds,

qui permet de passer à la limite dans le critère. Ainsi

JT (ξ̄) ≤ lim
n

{
‖ξn‖2

P−1
0

+

∫ T

0
‖Z −HXξn‖2

W−1 dt

}
= min

ξ
JT ,

donc ξ̄ minimise bien la fonctionnelle de coût. �

� CONVEXITÉ DE JT – En plus de l’existence, on a unicité de la trajectoire minimisante car
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LEMME 1.3.3
La fonction ξ 7→ JT est strictement convexe

� Démonstration : Tout d’abord ξ 7→ ‖ξ‖2
P−1

0

est strictement convexe. De plus, par linéarité de

la résolvante ξ 7→ Xξ est clairement convexe. Enfin l’application x 7→ ‖Z −HX‖2
W−1 est stric-

tement convexe et l’intégrale préserve la convexité. Donc par composition JT est strictement
convexe par rapport à ξ. �

� CARACTÉRISATION DU MINIMISANT – Il est alors possible de caractériser le minimisant
en introduisant la variable adjointe :

THÉORÈME 1.3.4
Pour la trajectoire optimale Xξ̄ on définit l’état adjoint p : [0, T ] → RN tel que

{
ṗ+A(t)T p = −HTW−1(Z −HXξ̄)

p(T ) = 0
(1.56)

et alors
ξ̄ = argmin

ξ
JT = P (0)p(0). (1.57)

� Démonstration : Dans le cadre LQ, on peut directement dériver JT au sens de Fréchet et le
minimum vérifie

dJT (ξ̄) = 0

Par unicité du minimum global cette condition est nécessaire et suffisante.
Or on a pour tout accroissement δξ

dJT · δξ = ξTP−1
0 δξ −

∫ T

0
(Z −HXξ)

TW−1H dXξ · δξ dt,

où dXξ (dérivée par rapport à ξ de Xξ) vérifie




⌢̇
dXξ = A(t) dXξ

dXξ(0) = ✶

Le système (1.56) est bien défini sur [0, T ] pour toutXξ au second membre solution du système
de Cauchy (1.53). En remplaçant alors −(Z − HXξ)

TW−1H par ṗT + pTA(t) et en intégrant
par parties on obtient

dJT · δξ = ξTP0δξ +

∫ T

0
(ṗ+A(t)T p)T dXξ · δξ dt

= ξTP−1
0 δξ −

∫ T

0
p(t)T

⌢̇
dXξ · δξ dt+

[
p(t)T dXξ.δξ

]T
0

+

∫ T

0
p(t)TA(t) dXξ · δξ dt

= ξTP−1
0 δξ − p(0)T δξ,

donc au minimum
ξ̄ = P0p(0). �
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On remarque que cette équation adjointe est cohérente avec celle utilisée en temps discret.
En effet, pour pouvoir comparer temps discret et continu, il suffit de poser An+1|n = ✶+ ∆tA

et de considérer la limite ∆t→ 0. Dans ce cas on retrouve pour l’équation adjointe discrète

pk − (1 + ∆tAT )pk+1 = pk − pk+1 − ∆tAT pk+1 = HTW−1
k (Z −HX),

ce qui donne à la limite avec Wk = 1
∆tW (nous verrons plus loin la justification de ce choix),

−ṗ−AT p = HTW−1(Z −HX).

� EQUATION DE RICCATI ET CONTRÔLE EN BOUCLE FERMÉE – L’objectif est maintenant
d’exprimer le contrôle optimal ξ̄ en boucle fermée. En effet, le problème de minimisation s’ex-
prime finalement sous la forme d’un problème aux deux bouts





Ẋξ̄ = A(t)Xξ̄ +R(t)

X(0) = X0 + P (0)p(0)

ṗ+A(t)T p = −HTW−1(Z −HXξ̄)

p(T ) = 0

(1.58)

et nous aimerions le reformuler comme un problème de Cauchy pour un calcul séquentiel. En
fait, ceci est possible au temps final d’après le théorème suivant.

THÉORÈME 1.3.5
Il existe r(t,X0) ∈ RN , et P (t) ∈ MN (R) tel que

Xξ̄(t) = r(t) + P (t)p(t), (1.59)

où r est indépendant de p et vérifie

{
ṙ = A(t)r +R(t) + PHTW−1(Z −Hr),

r(0) = X0

(1.60)

et où P est solution sur [0, T ] de l’équation matricielle de Riccati

{
Ṗ − PAT −AP + PHTW−1HP = 0

P (0) = P0

(1.61)

de plus, au temps final d’estimation

Xξ̄(T ) = r(T ). (1.62)

� Démonstration : Soit R∗ la résolvante du système de Cauchy linéaire (X(0), p(0)) 7→ (X, p) :

R =

(
Rxx

∗ Rxp
∗

Rpx
∗ Rpp

∗

)
.

Par définition {
X(t) = Rxx

∗ (t, 0)X(0) + Rxp
∗ (t, 0)p(0) + Cx(t)

p(t) = Rpx
∗ (t, 0)X(0) + Rpp

∗ (t, 0)p(0) + Cp(t)
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oùCx(t),Cp(t) correspondent à la variation de la constante sur les seconds membres. Or p(0) =

P−1
0 (X(0) −X0), donc

{
X(t) = (Rxx

∗ (t, 0) + Rxp
∗ (t, 0)P−1

0 )X(0) −Rxp
∗ (t, 0)P−1

0 X0 + Cx(t)

p(t) = (Rpx
∗ (t, 0) + Rpp

∗ (t, 0)P−1
0 )X(0) −Rpp

∗ (t, 0)P−1
0 X0 + Cp(t)

On omettra les variables temporelles de R tant qu’il n y a pas d’ambiguïté. Le caractère bien
posé du problème LQ assure l’inversibilité de (Rpx

∗ +Rpp
∗ P

−1
0 ) d’où on déduit l’existence d’une

relation affine entre X et p de la forme

X(t) =
(
−Rxp

∗ P
−1
0 + (Rpx

∗ + Rpp
∗ P

−1
0 )−1Rpp

∗ P
−1
0

)
X0

+
(
Cx(t) − (Rxx

∗ + Rxp
∗ P

−1
0 )(Rpx

∗ + Rpp
∗ P

−1
0 )−1Cp(t)

)

+
(
(Rxx

∗ + Rxp
∗ P

−1
0 )(Rpx

∗ + Rpp
∗ P

−1
0 )−1

)
p(t)

Notons cette relation sous la forme condensée (1.59)

X(t) = r(t) + P (t)p(t),

où r est indépendant de p. On dérive cette relation par rapport au temps en utilisant les dyna-
miques respectives de X et p. Le couple (r, P ) vérifie alors la relation différentielle

ṙ + PHTW−1Hr −Ar + (Ṗ − PAT −AP + PHTW−1HP )p = R+ PHTW−1Z.

L’indépendance de r par rapport à p conduit à

Ṗ − PAT −AP + PHTW−1HP = 0,

et
ṙ = Ar +R+ PHTW−1(Z −Hr),

et donc aux dynamiques (1.60) et (1.61) respectivement de P et r. De plus, la relation affine
(1.59) appliquée au temps final assure bien que

Xξ̄(T ) = r(T ). (1.63)

A noter enfin que P s’exprime donc en fonction de la résolvante du système et assure ainsi
l’existence d’une solution pour l’équation de Riccati. �

Notons finalement X̂ : T 7→ r(T ), alors X̂ vérifie la dynamique suivante

{ ˙̂
X = A(t)X̂ +R(t) +K(Z −HX̂)

X̂(0) = X0

(1.64)

où
K = PHTW−1, (1.65)

et P vérifie l’équation de Riccati. Cet estimateur utilise l’information disponible sous forme
d’un feedback, c’est pourquoi nous parlions bien d’un contrôle en boucle fermée à partir de
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la formulation variationnelle. Enfin à tout temps T , X̂(T ) correspond au minimum de la fonc-
tionnelle

JT (ξ) = ‖ξ‖2
P−1

0
+

∫ T

0
‖Z −HXξ‖2

W−1 dt

Le fait que c’est simplement en fin de fenêtre en temps (cf. expression (1.63)) que le filtre re-
joint la trajectoire minimisante est absolument fondamental dans la compréhension de l’équi-
valence entre les deux stratégies et nous l’illustrons Figure 1.2. D’ailleurs en non-linéaire nous
réutiliserons ce principe pour passer du contrôle optimal au filtre (voir fin de Section 1.4.1).

T

T/2

Iterations
minimisation

Trajectoire
cible

Filtre de
Kalman

Faible observabilité

Forte observabilité

FIGURE 1.2: Exemple de trajectoire entre l’approche variationnelle et l’approche
séquentielle. Avec des observations comprises entre [0, T/2] le variationnel et
le séquentiel n’ont pas encore convergé par manque d’observabilité (voir Sec-
tion 1.3.5).

En fait, le changement de variable (X, p) → (r, p) est une façon de trigonaliser inférieure-
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ment par bloc la dynamique du problème couplé état–état adjoint puisque la dynamique de
l’estimateur séquentielle est indépendante de p. Matriciellement, la dynamique couplée s’écrit

d

dt

(
X

p

)
=

(
A 0

HTW−1H −AT

)(
X

p

)
+ terme cst,

(
X(0)

p(0)

)
=

(
✶ P0

0 ✶

)(
X0

p0

)
.

qui n’est pas trigonalisée inférieurement du fait de la condition initiale (voir aussi plus loin le
cas plus flagrant avec bruit de modèle). Après changement de variable on recherche donc une
dynamique de la forme

d

dt

(
✶ P

0 ✶

)(
X

p

)
=

(
∗ 0

∗ ∗

)(
✶ P

0 ✶

)(
X

p

)
+ terme cst,

soit (
0 Ṗ

0 0

)(
✶ P

0 ✶

)−1

+

(
✶ P

0 ✶

)(
A 0

HTW−1H −AT

)(
✶ P

0 ✶

)−1

=

(
∗ 0

∗ ∗

)
.

Cette relation est satisfaite sur le bloc (1, 2) si et seulement si

(2, 1) : −Ṗ + PAT +AP − PHTW−1HP = 0.

Nous venons ainsi de voir en temps continu ou en discret l’équivalence entre deux ap-
proches classiques : d’un côté l’approche dite variationnelle qui consiste à minimiser une fonc-
tion coût pour trouver le contrôle optimal (ici la condition initiale) caractérisant la trajectoire
du système cible ayant fourni les observations. De l’autre, une approche séquentielle dite de
filtrage qui consiste à poursuivre la trajectoire cible à partir de la condition initiale moyenne
en utilisant les observations disponibles pour corriger la dynamique. Ces deux approches sont
radicalement différentes dans leur esprit de mise en oeuvre mais pourtant elle correspondent
au même point en fin (relativement au critère) de trajectoire T . Nous avons vu que, du point
de vue probabiliste, cette équivalence est analogue à l’équivalence entre le meilleur estimateur
linéaire et l’estimateur moindres carrés ce qui d’ailleurs permet aussi de procéder aux mêmes
démonstrations que ce que nous venons de voir dans le cadre des équation différentielles sto-
chastiques. Enfin, malgré la présentation suivie dans cette section que nous avons souhaitée
crescendo dans les aspects théoriques, la démonstration la plus naturelle du point de vue for-
mel est certainement celle en temps continu. Dans ce cas on peut alors légitimement se poser la
question de sa mise en oeuvre informatique qui nécessite forcément la définition d’un schéma
en temps. Or, la version discrète en temps nous fournit directement ce schéma (notamment
pour l’équation de Riccati) car elle minimise aussi un critère variationnel qui serait la version
discrétisée par une simple méthode des trapèzes du critère continu. En effet, supposons que
Xn approche X(n∆t) alors

JT (ξ) =
1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

∫ T

0
‖Z −HXξ‖2

W−1 ds ≃
1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

n∑

k=0

‖Zk −HkXk(ξ)]‖2
W−1

k

,

si on choisit une norme sur le bruit de mesure discret de la forme

Wk =
1

∆t
W (1.66)
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� CADRE PROBABILISTE – Pour comprendre la singularité qui apparaît dans (1.66) vis-à-
vis du pas de temps, et les liens entre problèmes continu et discret, il est utile d’introduire
quelques concepts de calcul stochastique. On définit tout d’abord un processus de Wiener
comme une variable aléatoire fonction du temps w(t) gaussienne et centrée pour tout t ≥ 0 et
telle que

Cov(w(t), w(t′)) = min(t, t′)W, ∀t ≥ 0, t′ ≥ 0,

où W est une matrice symétrique positive. On introduit ensuite le bruit blanc χ(t) associé au
Wiener w(t) par dérivation en temps :

dw = χdt,

et on montre que
Cov(χ(t), χ(t′)) = δ(t− t′)W. (1.67)

Pour une observation continue en temps, il est alors classique de modéliser l’incertitude à
partir d’un tel bruit blanc, ce qui donne un sens probabiliste à l’identité

Z(t) = HX(t) + χ(t).

On retrouve le lien avec le bruit blanc discret en notant qu’une mesure n’est en réalité jamais
instantanée, et donc on aurait plutôt, à intervalles réguliers,

Zk = Z(tk) =
1

∆t

∫ tk

tk−∆t

(
HX(s) + χ(s)

)
ds =

1

∆t

∫ tk

tk−∆t
HX(s) ds+ χk,

auquel cas on retrouve bien (1.66) car

Cov(χk) =
1

∆t2

∫ tk

tk−∆t

∫ tk

tk−∆t
E(χ(t)χ(t′)) dtdt′ =

1

∆t2

∫ tk

tk−∆t
W dt =

1

∆t
W, (1.68)

et évidemment Cov(χk, χk′) = 0 si k 6= k′.

1.3.4 Bruits de modèle

Même si en pratique nous l’utiliserons peu dans les chapitres suivants, nous rappelons succinc-
tement comment les théorèmes présentés ci-dessus s’étendent au cas d’une erreur de modèle
si souvent utilisée en pratique en assimilation de données. Comme précisé dans (1.36) l’erreur
de modèle, c’est-à-dire l’indétermination sur la dynamique, peut être comprise de manière
duale comme la présence d’un contrôle sur l’ensemble de la trajectoire, et pas seulement sur la
condition initiale. Dans le cas linéaire étudié ici, le problème (1.36) s’écrit

{
Ẋ = A(t)X +Bω(t) +R(t)

X(0) = X0 + ζX
(1.69)

et le critère minimisé devient

JT (ξ, ω) =
1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

∫ T

0
(‖Z −HXξ‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1) dt.
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Toute la théorie que nous venons de présenter reste valide pour les questions d’existence de
trajectoire minimisante, de convexité de la fonctionnelle, de formalisme adjoint et d’expression
d’un estimateur en boucle fermé à partir des observations. Elle est cependant plus technique :

� EXISTENCE – La preuve nécessite plus d’attention car ω ∈ L2([0, T ], RN ). On considère
toujours des suites minimisantes (ξn, ωn). Or pour ωn, on généralise en fonction de l’espace
fonctionnel ce que nous avions dit pour ξn. En effet,

JT (ξ, ω) ≥ α‖ω‖2
L2

permet de déduire que (ωn) est bornée dans L2([0, T ], RN ) donc converge faiblement vers ω̄.
Puis, la variation de la constante s’écrit désormais

Xn(t) = R(t, 0)(X0 + ξn) +

∫ t

0
R(t, s)(B(s)un(s) +R(s)) ds.

si bien que, à une sous suite près, on a toujours la convergence simple de la suite (Xn)n. La fin
de la preuve est alors identique :

JT (ξ̄, ω̄) ≤ lim inf
n

JT (ξn, ωn)

car ∫ T

0
‖ω̄‖2

S−1 dt ≤ lim inf
n

∫ T

0
‖ωn‖2

S−1 dt.

Donc JT est minimum pour (ξ̄, ω̄). La stricte convexité étant toujours assuré, ce minimum est
aussi unique.

� ADJOINT – L’équation adjointe n’est pas modifiée mais le critère ayant deux arguments,
il doit donc être dérivé par rapport à ses deux variables. On a toujours

dξJT = 0 ⇔ ξ̄ = P (0)p(0),

mais aussi

dωJT =

∫ T

0
(pTB + ωTS−1) dt = 0 ⇔ ω̄ = SBT p.

Donc le système optimal couplé l’est désormais tout au long de la trajectoire, et pas simplement
aux deux bouts 




Ẋξ̄ = A(t)Xξ̄ +BSBT p+R(t)

X(0) = X0 + P (0)p(0)

ṗ+A(t)T p = −HTW−1(Z −HXξ̄)

p(T ) = 0.

(1.70)

� RICCATI – Réécrire ce problème sous forme de Cauchy est toujours possible, mais l’équa-
tion de Riccati est modifiée et, afin d’éviter des développements techniques redondants par
rapport au cas « modèle parfait », nous utilisons le principe de diagonalisation par blocs pour
obtenir directement les nouvelles relations. En effet, trigonaliser sous la forme

(
0 Ṗ

0 0

)(
✶ P

0 ✶

)−1

+

(
✶ P

0 ✶

)(
A BSBT

HTW−1H −AT

)(
✶ P

0 ✶

)−1

=

(
∗ 0

∗ ∗

)
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n’est possible que si cette fois

−Ṗ + PAT +AP − PHTW−1HP −BSBT = 0,

et le feedback est toujours

K = PHTW−1.

� CADRE DISCRET EN TEMPS – Du point de vue probabiliste les démonstrations du filtrage
de Kalman sont exactement les mêmes pour peu qu’on suppose que ω est lui aussi un bruit
blanc. Ainsi, pour le cas discret en temps, il n’y a pas de difficulté et l’algorithme prédiction-
correction est simplement modifié au niveau de la covariance de prédiction avec

P−
n = An+1|nP

+
n A

T
n+1|n +BnSnB

T
n . (1.71)

REMARQUE 1.3.3 (LAGRANGIEN)
Un formalisme classique en estimation est de considérer le Lagrangien afin d’obtenir directement l’équa-
tion adjointe. On pourra se reporter à Chavent (2008) pour une présentation détaillée sous cet angle. En
effet, notre problème de minimisation initiale est en fait sous contrainte de l’équation d’état, soit





min
X,ω

JT (X,ω)

avec Ẋ = A(X) +Bω, X(0) = X0 + ξ.

La minimisation opère sur l’ensemble de l’état (puisqu’il est contraint), donc en particulier sur ξ, ce
qui lui donne un statut particulier entre variable de contrôle et condition initiale de l’état. Ce problème
admettant une solution peut être remplacé par la formulation min-max

min
X,ω

max
p

{
L(X,ω, p) = JT (X,ω) +

∫ T

0

pT (Ẋ −A(X) −Bω) dt

}
,

sous des hypothèses de régularité suffisantes sur X (par exemple « C1 en temps »). Dans ce cas, une
condition nécessaire est la stationnarité du Lagrangien. Or

L(X,ω, p) = JT (X,ω) + [pTX]T0 +

∫ T

0

−ṗTX − pT (A(X) +Bω) dt

donc
∂L
∂X

= 0 ⇒ ṗ+
∂A

∂X

T

p+
∂H

∂X

T

W−1(Z −H(X)) = 0,

∂L
∂X(0)

= 0 ⇒ P−1
0 (X(0) −X0) − p(0) = 0,

∂L
∂X(T )

= 0 ⇒ p(T ) = 0,

∂L
∂p

= 0 ⇒ Ẋ −A(X) −Bω = 0.

Les dérivations par rapport à X(0) et X(T ) sont légitimes. Elles sont en fait partie intégrante de la
dérivation variationnelle par rapport à X pour des fonctions test en temps « concentrées » en 0 ou T .

A noter que nous avons anticipé sur la Section 1.4 en traitant le cas général d’opérateurs non-
linéaires.
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1.3.5 Notions d’observabilité, de contrôlabilité et d’identifiabilité

Nous avons pour l’instant passé sous silence la question de l’efficacité de ces estimateurs dy-
namiques. Or, ce n’est pas parce qu’il sont définis à partir d’un critère moindres carrés, et qu’ils
sont donc optimaux relativement à ce critère, qu’ils permettent d’obtenir une solution perti-
nente pour le problème d’estimation. Autrement dit, à un instant T donné, le problème admet
bien une solution mais cette solution est peut-être loin de la cible, ce que nous avions illustré
Figure 1.2. La question de l’efficacité se traduit pour les problèmes d’évolution via les condi-
tions d’observabilité que nous avons déjà mentionnées. Elles se définissent rigoureusement
comme suit.

DÉFINITION 1.3.6
Un système continu en temps est dit observable si pour toute condition initiale et pour tout
temps T , la condition initiale peut être déterminée de manière unique à partir des seules ob-
servations disponibles Z(t), t ∈ [0, T ].

Cette définition admet un pendant dans le cadre discret en temps (d’ailleurs moins restric-
tif).

DÉFINITION 1.3.7
Un système discret en temps est dit observable pour toute condition initiale il existe un en-
tier n tel que la condition initiale peut être déterminée de manière unique à partir des seules
observations disponibles Zn, 0 ≤ k ≤ n.

Il existe un certain nombre de tests d’observabilité permettant de déterminer a priori si le
problème est finalement bien posé ou non. Le plus classique dans le cas où la dynamique est
linéaire autonome est le critère de Kalman :

THÉORÈME 1.3.8 (CRITÈRE DE KALMAN)
Soit Q la matrice d’observabilité définie par

Q =




H

HA
...

HAN−1



,

alors le système est observable si et seulement si le rang de Q est N .

Ce théorème est valide en temps discret et continu. Pour le cas discret, la formalisation du
filtre à partir de Hassibi et al (1999) que nous avons vue en remarque 1.3.2 fournit directement
le critère, puisque finalement elle permet de lier la dynamique en temps à l’inversion statique
d’un opérateur de dimension nN où on a concaténé tous les pas de temps. En temps continu,
en fait le résultat est valable même si nous ne pouvons pas a priori « augmenter l’état conti-
nûment » pour nous ramener au cas statique. Cependant, le théorème de Cayley-Hamilton
permettant d’exprimer toute puissance deA fournit à la fois le résultat en discret et en continu.

Cependant, le calcul du rang de cette matrice d’observabilité Q est bien trop coûteux en
pratique pour les dimensions de système que nous allons considérer et on lui préfère un critère
équivalent qui peut de plus se généraliser pour les systèmes non autonomes.
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DÉFINITION 1.3.9 (GRAMMIENNE D’OBSERVABILITÉ)
On définit la grammienne d’observabilité du système observé

G(t0, t1) =

∫ t1

t0

R(t0, s)
TH(s)TH(s)R(t0, s) ds

où R est la résolvante du système linéaire.

Dans le cas autonome, R(t2, t1) = eA(t2−t1) donc la grammienne est donnée par la formule
classique

G(t0, t1) =

∫ t1

t0

eA
T (s−t0)H(s)TH(s)eA(s−t0) ds.

THÉORÈME 1.3.10 (CONDITION D’OBSERVABILITÉ)
Le système est observable sur [0, T ] si et seulement si il existe t ∈ [0, T ] tel que la grammienne
d’observabilité G(0, t) est définie positive.

Cette propriété se définit aussi en temps discret. Soit Qn définie par

Qn =




H

HA1|0
...

HAn|n−1 . . . A1|0



,

alors la grammienne d’observabilité est donnée par

Gn = QTnQn.

Dans le cas où ∀k, Ak+1|k = A alors QN est la matrice d’observabilité et la grammienne
devient simplement pour tout n

Gn =
n∑

k=0

(Ak)THTHAk.

A noter que, classiquement, on définit les grammiennes sans préciser la norme d’observa-
tion W . Cependant c’est bien par rapport à cette norme qu’il faut déterminer comment évolue
l’observabilité, car plus les valeurs propres de G augmentent plus on peut espérer converger
rapidement sur la trajectoire cible. Donc, soit on introduit W dans la matrice d’observabilité,
soit on calcule ces valeurs propres par rapport à W .

Enfin cette condition d’observabilité est liée aux matrices « de covariance » par l’équation
de Riccati sous la forme

THÉORÈME 1.3.11
Le système est observable si et seulement si l’équation de Riccati

{
Ṗ − PAT −AP +HTW−1H = 0

P (0) = 0

admet une solution définie positive pour t ∈ [0, T ].



1.3 Estimation pour les systèmes dynamiques linéaires 47

On comprend mieux la différence entre les exigences de minimisation du critère varia-
tionnel où on voyait la covariance P0 sur la condition initiale qui permettait de minimiser le
critère en toutes circonstances et qui apparaissait donc comme condition initiale de l’équation
de Riccati et le théorème ci-dessus qui ne juge l’estimateur que par rapport aux observations.
C’est l’équivalent dynamique de ce que nous avions vu en statique entre inverse généralisé
classique et inverse généralisé avec terme d’ébauche. A noter encore une fois que ce théorème
a lui aussi un pendant discret en temps.

Ces notions d’observabilité sont duales des notions de commandabilité pour un système
du type Ẋ = AX+BU avec U un contrôle à déterminer pour transférer toute condition initiale
fixéeX(0) vers une valeur quelconqueX(t). On parle alors de contrôlabilité exacte du système
et la matrice de commandabilité est alors

P =




B

AB
...

An−1B



.

et la grammienne

GB =

∫ t1

t0

R(t1, s)BB
TR(t1, s)

T ds.

Ainsi, commandabilité de système et observabilité sont deux notions qui formellement sont
encore une fois très étroitement liées et font appel au mêmes outils d’analyse. Les liens entres
ces grammiennes de contrôlabilité et d’observabilité ainsi que l’existence d’un contrôle sur le
système apparaîtront plus clairement 3.3.3. Du point de vue strict du vocabulaire, elle explique
déjà pourquoi nous parlons généralement de contrôle optimal ou de commande optimale pour
ξ et ω y compris en observation.

Reste la notion d’identifiabilité dont nous avons parlé en préambule et qui est réservée à
l’estimation paramétrique. Pour l’instant, nous avons simplement mentionné le problème de
l’estimation de condition initiale à modèle exact ou incertain. Cependant, cette incertitude est
souvent la conséquence d’une connaissance imparfaite de certains paramètres physiques du
modèle. Dans ce cas, mais nous le verrons plus précisément au chapitre 4, on peut formaliser
l’incertitude via la dépendance paramétrique en considérant des systèmes de la forme

Ẋ = A(X, θ),

où θ = θ0 + ζθ rassemble l’ensemble des paramètres incertains. L’identifiabilité correspond
alors à la condition d’observabilité pour les paramètres. D’ailleurs, une technique classique
consiste à augmenter l’état X avec les paramètres sous la forme

d

dt

(
X

θ

)
=

(
A(X, θ)

0

)
.

L’identifiabilité paramétrique est ainsi une forme d’observabilité et suit donc les mêmes cri-
tères.
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1.4 Extensions autour de la théorie LQ

Ce que nous venons de démontrer jusqu’à présent pour les systèmes dynamiques continus
en temps s’intègre dans le cadre plus général du contrôle optimal (ou commande optimale),
comme déjà introduit au paragraphe précédent sur l’observabilité. Cette théorie ne s’applique
pas exclusivement au cas dynamique linéaire, critère quadratique (LQ). Cependant, pour une
dynamique bruitée non-linéaire

{
Ẋ = A(X, t) +Bω

X(0) = X0 + ζX
(1.72)

et un observateur non-linéaire sous forme générale

D(Z,X) = χ ∈ R
m, (1.73)

les preuves sont bien plus difficiles que pour le cas LQ et sont fondées sur le principe du
minimum de Pontryagin8. Nous proposons ici une présentation assez générale à partir de
Mortensen (1968) ; Fleming (1997) qui permet de trouver l’existence de minimisant pour le
coût

JT (ξ, ω) =
1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

∫ T

0
‖D(X,Z)‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1 dt, (1.74)

mais surtout de reformuler cette minimisation sous forme de boucle fermée via la program-
mation dynamique et donc de trouver l’extension non-linéaire du filtre optimal. En pratique,
ce filtre est, nous le verrons, « impossible » à calculer explicitement et c’est pourquoi la plupart
des filtres en non-linéaires divergent de la notion de contrôle optimal pour être simplement
« des filtres approchés ». Nous pourrons cependant mieux motiver les deux derniers filtres
que nous examinerons aux paragraphes suivants : le filtre de Kalman étendu EKF et le filtre de
Kalman dit unscented UKF.

1.4.1 Filtre non-linéaire déterministe

� PRINCIPE DE PONTRYAGIN – En toute généralité, la minimisation du critère (1.74) est
donnée par le principe du Mimimum de Pontryagin (voir Th. 5.1 de Fleming et Rischel (1975)).
En fait dans Fleming (1997), le théorème de Pontryagin est défini et démontré dans le cadre de
ce qu’on appelle un problème de Mayer. c’est-à-dire un problème où la fonction coût est de la
forme

g = (g1 . . . gd). JT = g1(ξ, T ), ∀i > 1, gi(ξ) = 0,

sans intégrale en temps mais où g : R
N → R

d. A contrario, un problème de Lagrange ne
comporte que l’intégrale en temps

JT =

∫ T

0
L(X,ω, t) dt.

Notre cas est hybride, et appelé Mayer-Lagrange

JT = g1(ξ, T ) +

∫ T

0
L(X,ω, t) dt, ∀i > 1, gi(ξ) = 0,

8Principe du maximum suivant le sens où on le regarde
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avec g = g1 = 1
2‖ξ‖2

P−1
0

(on pourrait d’ailleurs faire toute la présentation en gardant g) et

L(X,ω) =
1

2
(‖D(X,Z)‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1). (1.75)

En fait ces trois problèmes sont équivalents. Pour passer de Lagrange à Mayer, on considère
un problème étendu Xe =

(
X
Xd

)
où Ẋd = L(X,ω, s). Réciproquement, un problème de Mayer

devient un problème de Lagrange en considérant toujours un état étendu tel que Ẋd = 0 sur
la nouvelle composante, puis gd+1(ξ, T ) = Xd(T ) − 1

T g1(ξ). Dans ce cas la fonction L = Xd.

Toutes ces notions justifient la présentation de Fleming et Rischel (1975) du principe de
Pontryagin pour les problèmes de Mayer que, pour rester consistant, nous réadaptons au pro-
blème de Mayer-Lagrange de type (1.74) (voir aussi Faurre et Robin (1984)).

THÉORÈME 1.4.1 (PRINCIPE DE PONTRYAGIN)
Pour X vérifiant la dynamique de (1.72), on définit le Hamiltonien H associé au critère (1.74)
(avec L défini en (1.75))

∀t ∈ [0, T ], H(X,ω, p, t) = L(X,ω) − pT (A(X, t) +Bω). (1.76)

Le critère JT est minimum si et seulement si

∀t, ∂H
∂ω

= 0,

avec p vérifiant l’équation adjointe

ṗ+
∂A

∂X

T

p =
∂D

∂X

T

W−1D(Z,X), (1.77)

de condition finale p(T ) = 0 et initiale p(0) = P−1
0 ξ.

Nous ne démontrons pas ce résultat largement hors de portée de cette introduction suc-
cincte, mais analysons simplement ses implications. Pour la dynamique et le critère considérés,
on peut préciser le Hamitlonien

∀t, ∂H
∂ω

= 0 ⇒ ∀t, ω̄ = SBT p(t)

On en déduit le Hamiltonien optimal H̄ par substitution dans H. En effet

H(X, p, ω̄, t) =
1

2
pTBSBT p+

1

2
D(Z,X)TW−1D(Z,X) − pT (A(X, t) +BSBT p)

donne
H̄(X, p, t) = −1

2
pTBSBT p+

1

2
D(Z,X)W−1D(Z,X) − pTA(X, t),

On retrouve alors les équations de la dynamique et de l’adjoint à partir du Hamiltonien opti-
male sous la forme d’équation de de Hamilton





Ẋ = −∂H̄
∂p

T

= A(X, t) +BSBT p

ṗ =
∂H̄
∂X

T

= − ∂A

∂X

T

p+
∂D

∂X

T

W−1D(Z,X)

(1.78)
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avec les conditions aux deux bouts

X(0) = X0 + ξ, p(0) = P−1
0 ξ.

� PROGRAMMATION DYNAMIQUE – En fait ce principe de Pontryagin est directement lié à
la programmation dynamique ou à la théorie de Hamilton-Jacobi. Elles consistent à analyser
l’évolution du critère en temps final T pour une trajectoire dont on contraint uniquement le
point d’arrivée X(T ) = X . On pose alors

V (X,T ) = min
ω|X(T )=X

JT (ξ, ω),

souvent appelé « cost-to-come »9. On note que dans cette minimisation la condition initiale
X(0) = X0 + ξ est obtenue par intégration rétrograde en temps à partir du point d’arrivée une
fois ω choisi. On ne considère donc plus ξ comme un contrôle. Le principe de la programmation
dynamique est alors de démontrer que V : R

N×[0, T ] → R satisfait une équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB)

∀t, ∂V

∂t
(X, t) − H̄(X,∇XV (X, t), t) = 0. (1.79)

On utilise la notation ∇X pour exprimer ici un gradient,10 c’est-à-dire le dual de la différentielle
de V qui est bien de même dimension que X . Nous ne démontrerons pas cette relation dans le
cas général mais nous nous contenterons d’un aperçu dans le cas discret (voir Remarque 1.4.1
ci-dessous). Cependant, une fois cette équation admise (du moins son origine), le théorème
suivant lie la solution de cette équation à la commande optimale issue du principe du maxi-
mum.

THÉORÈME 1.4.2
Si l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

∀t, ∂V

∂t
(X, t) − H̄(X,∇XV (X, t), t) = 0

admet une solution C1 avec pour condition initiale

V (X, 0) =
1

2
‖X −X0‖2

P−1
0
,

alors la commande ω̌(X, t) = argmin(H(X,∇XV (X, t), ω, t)) est optimale pour le critère JT .

� Démonstration : On commence par démontrer que

∀t, ∇XV (X̌(t), t) = p(t),

pour X̌ l’état associé à la commande optimale ω̌ dont on ne sait pas encore que c’est ω̄ donné
par le principe de Pontryagin. Afin de prouver cette relation, démontrons que ∇XV (X,T ) vé-
rifie la même dynamique que p. En dérivant par rapport à X la condition initiale sur V , on
obtient déjà

∇XV (X, 0) = p(0).

9Coût pour atteindre à X alors qu’en contrôle, on introduit plutôt un coût « cost-to-go » pour partir d’un état X
10A ne pas confondre avec la notation ∇ des mécaniciens utilisée au chapitre 2 simplement pour dire qu’on

dérive non pas par rapport à un champ mais par rapport à un système de coordonnées.
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Puis en dérivant l’équation HJB (sous condition de différentiabilité donc)

∇X

∂V

∂t
− ∂H̄
∂X

T

(X̌,∇XV, t) −∇2
XV · ∂H̄

∂p

T

(X̌,∇XV, t) = 0, (1.80)

∇X

∂V

∂t
+ (

∂A

∂X

T

∇XV − ∂D

∂X

T

W−1D(Z, X̌)) + ∇2
XV · (A(X̌, t) +BSBT∇XV ) = 0. (1.81)

Or
d
dt

∇XV = ∇X

∂V

∂t
+ ∇2

XV · ˙̌X,

où ˙̌X correspond bien à la dynamique de X̌ pour le contrôle ω̌. Or, comme au paragraphe
précédent, on détermine dès le départ ω̌ = SBT∇XV d’après l’expression de H. Ainsi, ∇XV

vérifie la même dynamique que p, c’est-à-dire

d
dt

(∇XV ) +
∂A

∂X

T

∇XV =
∂D

∂X

T

W−1D(Z, X̄).

Ayant, de plus, même condition initiale, ils sont donc égaux. En particulier on obtient donc
que ω̌ = ω̄ défini dans le principe de Pontryagin. �

On peut désormais utiliser la condition au temps final sur p pour obtenir une relation
intéressante sur V (alors que pour Pontryagin, c’était plutôt la condition finale sur p qui était
naturelle et la condition initiale qui fournissait une information nouvelle...)

∀T, ∇XV (X̄(T ), T ) = 0. (1.82)

Cette relation nous permet de déduire l’équation de l’estimateur séquentiel X̂ comme la
solution de cette équation pour tout temps. En effet, considérant maintenant la définition
implicite de X̂ pour tout t comme solution de ∇XV (X̂, t) = 0, on a alors

d
dt

∇XV (X̂, t) = 0 (1.83)

Or, les mêmes règles de composition des dérivées qu’en (1.80),(1.81) ajouté à la relation (1.83)
fournissent

0 =
d
dt

(
∇XV (X̂(t), t)

)
=

(
∂

∂t
∇XV

)
(X̂(t), t) + ∇2

XV · ˙̂
X

= ∇X

(
H̄(.,∇XV (., t), t)

)
(X̂(t), t) + ∇2

XV · ˙̂
X

=
∂H̄
∂X

T

(X̂,∇XV, t) + ∇2
XV · ∂H̄

∂p

T

(X̂,∇XV, t) + ∇2
XV · ˙̂

X,

d’où, de nouveau en remplaçant les composantes de la différentielle du Hamiltonien, on ob-
tient l’équation de l’estimateur





˙̂
X = A(X̂, t) − (∇2

XV )−1 ∂D

∂X

T

W−1D(Z, X̂)

X̂(0) = X0

(1.84)

Mortensen (1968) utilise classiquement une observation de type Z = H(X) + χ (H opérateur
d’observation et pas Hamiltonien H !) d’où pour lui l’expression du filtre

˙̂
X = A(X̂, t) + (∇2

XV )−1∂H

∂X

T

W−1(Z −H(X̂)).
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Ici, comme en théorie LQ, on a d’abord obtenu un minimiseur sur une fenêtre en temps [0, T ],
avant de faire varier cette fenêtre afin d’obtenir le feedback en boucle fermée. On est donc
dans le même principe d’équivalence que Figure 1.2. La seule difficulté de cette expression est
qu’elle nécessite le calcul de la Hessienne de V qui elle-même suit une équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman en fonction de la variable X . La complexité algorithmique d’une éventuelle
mise en oeuvre numérique rend inutilisable cette expression pour des systèmes de grande
taille comme le nôtre. La théorie LQ est finalement un cas particulier de cette situation où
justement on peut résoudre explicitement l’équation de Hamilton-Jacobi

∂V

∂t
(X, t) + ∇XV

TAX +
1

2
∇XV

TBTSB∇XV
T − 1

2
(Z −HX)THTW−1H(Z −HX) = 0.

de condition initiale
V (X, 0) =

1

2
(X −X0)

TP−1
0 (X −X0).

Dans ce cas (seulement) l’équation se résout par séparation des variables sous la forme

V (X, t) =
1

2
XTP (t)−1X (1.85)

avec P solution de l’équation de Riccati déjà présentée Section 1.3.4. On retrouve alors exacte-
ment les équation du filtre de Kalman puisque la différentielle d’ordre 2 est indépendante de
X :

(∇2
XV )−1 = P.

REMARQUE 1.4.1 (PROGRAMMATION DYNAMIQUE EN TEMPS DISCRET)
Nous avons admis le principe de programmation dynamique entre J et V justifiant l’introduction de
l’équation de Hamilton Jacobi. Celle-ci peut donc sembler tomber du ciel. Le cas continu est en fait assez
complexe du point de vue théorique pour manipuler les expressions sans connaissance a priori de leur
régularité (introduction des solutions de viscosité etc...). Nous proposons cependant une justification
dans le cadre discret en temps tirée de Faurre et Robin (1984) pour fixer les idées.

Soit le système récursif
∀n,Xn+1 = An+1|n(Xn, ωn),

et le critère

Jn(ξ, (ωk)1≤k≤n) = g(ξ) +

n∑

k=0

Lk(Xk, ωk).

On définit à n fixé
Vn(X) = min

(ωk)0≤k≤n

Jn,

où X est la valeur finale Xn+1 = X de la suite récursive (Xk)0≤k≤n partant de X0 + ξ(X,ω) déterminé
de façon rétrograde. Afin de se ramener à un problème classique de contrôle on définit donc l’opérateur
rétrograde

Xn = A−1
n+1|n(Xn+1, wn), Xn+1 = X.

Ainsi on a

Vn(X) = min
(ωk)0≤k≤n

{Jn(ζX)} = 0

= min
(ωk)0≤k≤n

{
g(ξ) +

n−1∑

k=0

Lk(Xk, ωk, k) + Ln(Xn, wn)

}
= 0

= min
ωn

{
min

(ωk)0≤k≤n−1

{
g(ξ) +

n−1∑

k=0

Lk(Xk, ωk, k)
}

+ Ln(A−1
n+1|n(X,ωn), wn)

}
= 0
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soit finalement l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman discrète

Vn(X) = min
ω

{
Vn−1(A

−1
n+1|n(X,ω)) + Ln(A−1

n+1|n(X,ωn), ω)
}
. (1.86)

Pour retrouver l’équation continue on peut formellement travailler par différence finie. On a vu
que pour faire une comparaison temps discret - temps continu il fallait prendre

Lk(·, ·) = ∆tL(·, ·, tk),

et par exemple pour les opérateurs de transition

A−1
k+1|k(·, ·) = ✶− ∆tA(·, ·, tk).

Dans ce cas on obtient par différence finie

V (X, tn) − V (X, tn−1) = min
ω

{∆tL(X,ω, tn) + V (✶− ∆tA(X,ω, tn), tn) − V (X, tn)} ,

d’où nous retrouvons l’équation de Hamilton-Jacobi continue en passant à la limite pour des données
C1 (ici formellement donc !).

∂V

∂t
(X, t) + min

ω

{
−L(X,ω, t) + (∇XV )TA(X,ω, t)

}
=
∂V

∂t
(X, t) − H̄(X,∇XV (X, t), t) = 0.

1.4.2 Contrôle robuste

a. Formulation du problème d’optimisation

Nous savons maintenant que le filtre de Kalman faisait intervenir des hypothèses fortes sur le
bruit, notamment que celui-ci devait être blanc, lorsque l’on souhaitait l’interpréter de manière
probabiliste. En continu, cependant, ce que nous venons de voir est généralisable à des situa-
tions où le bruit est simplement évalué au travers de la norme W−1 (y compris non diagonale)
et nous n’avons pas les difficultés de formalisme autour du type de bruit en temps nécessaire.
En fait, toute une discipline s’est créée dans un optique de pouvoir prendre en considération
tous les types de bruit dans les approches de contrôle optimale, y compris dans un cadre pro-
babiliste. Ce type d’estimation, appelé contrôle robuste ou contrôle H∞, suppose le bruit le plus
désavantageux possible avant de déterminer un estimateur. On trouvera une description ex-
haustive des enjeux et fondements théoriques de cette théorie dans Başar et Bernhard (1995) et
notre présentation de ses implications côté filtrage est inspirée de Başar (2002).

L’estimateur reste une fonction uniquement des observations mais l’objectif du filtrage
H∞ est donc de choisir le meilleur estimateur pour tous les bruits possibles. Il vérifie donc le
critère

inf
X̂

sup
χ,ξ,ω

∫ T
0 ‖X − X̂‖2

N dt

‖ξ‖2
P−1

0

+
∫ T
0 (‖χ‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1) dt

, (1.87)

où l’erreur d’estimation sur X (i.e. la sortie de l’estimateur) est évaluée dans une norme N
de notre choix. Rapidement, on s’affranchit de ce problème inf-sup pour se fixer l’objectif d’un
estimateur qui assure un contrôle des bruits dans le pire des cas. On se concentre donc sur
trouver un X̂(Z) tel que

sup
χ,ξ,ω

∫ T
0 ‖X − X̂‖2

N dt

‖ξ‖2
P−1

0

+
∫ T
0 (‖χ‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1) dt

≤ 1

β
. (1.88)
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Pour vérifier ce critère d’efficacité, fixons nous d’abord, à l’image de ce que nous avons vu en
introduction de ce chapitre, un choix φ(Z) de fonction de Z fixé. Alors, on peut déjà regarder
si

sup
ξ,ω

{
JβT (ξ, ω;φ) =

1

2

∫ T

0
‖X − φ‖2

N − 1

2β
‖ξ‖2

P−1
0

− 1

2β

∫ T

0
(‖D(Z,X)‖2

W−1 + ‖ω‖2
S−1) ds

}
≤ 0.

(1.89)
Ce critère est très semblable au critères moindres carrés précédents au signe près (ce qui est
fondamental !). D’ailleurs, le critère moindres carrés usuel est appelé critère H2 par comparai-
son. Pour calculer cette borne-sup on introduit donc, comme précédemment, la fonction

V (X,T ;φ) = sup
ω|X(T )=X

JβT (ξ, ω;φ).

où la condition finale est fixée à X et la condition initiale est donc obtenu de manière rétro-
grade. Elle satisfait l’équation HJB

∂V

∂t
(X, t) − H̄(X,∇XV (X, t), t) = 0,

pour

H̄(X, p, t) = −pTA(X, t) +
1

2
‖X − φ‖2

N − 1

2
‖D(Z,X)‖2

W−1 −
β

2
pTSTBSp. (1.90)

et condition initiale
V (X, 0;φ) = − 1

2β
‖X − X̄0‖2

W−1 .

Le théorème 1.4.2 permet alors de définir un estimateur noté X̂ tel que

∇XV (X̂(T ), T ;φ) = 0.

Mais dans ce cas, l’équation de HJB nous assure qu’en choisissant φ = X̂(T ) on a

∀T, dV
dt

=
∂V

∂t
+ ∇XV

˙̂
X =

∂V

∂t
(X̂(T ), T ; X̂(T )) ≤ 0.

Comme la condition initiale de V est négative, on a bien un estimateur vérifiant (1.89).

b. Cas particulier LQ H∞

Reconsidérons maintenant le cas où A est linéaire pour déterminer l’extension H∞ du pro-
blème LQ. Pour ce qui est de la résolution de HJB, la même séparation des variables (1.85)
s’applique ici. On décompose donc V sous la forme

V (X,T ) =
1

2
XTP (t)−1X,

où P vérifie alors une équation de Riccati particulière de la forme
{
Ṗ = AP + PAT − (HTW−1H − 1

β2 I) + PSP

P (0) = P0

(1.91)

Cette expression introduit une contrainte sur l’existence de solution. En effet, les solutions
de l’équation de Riccati ne peuvent être définies sans ambiguïté dans les matrices définies
positives seulement lorsque le second membre est positif. Donc le coefficient β est contrôlé par
le temps T pour lequel on souhaite une estimation.
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1.4.3 Filtre EKF

Nous reprenons le fil conducteur de notre première section mais cette fois les opérateurs sont
non-linéaires. Comme précédent nous repartons du cas statique car il offre déjà l’aperçu de la
formulation des estimateurs, a fortiori quand on cherche une expression récursive. Désormais,
la difficulté majeure réside dans l’absence d’équivalence variationnelle et il est donc nécessaire
d’imaginer des formulations approchées.

a. Cas statique

Commençons par le cas statique, c’est-à-dire qu’on souhaite « inverser » la relationZ = H(X)+

χ. En suivant la même approche déterministe que Section 1.2.1, dJ(X̂) = 0 impose cette fois

dH(X̂)TW−1(Z −H(X̂)) = 0

cette équation implicite peut être résolue par approximation par une méthode de descente

X̂k = X̂k−1 + k dH(X̂k−1)
TW−1(Z −H(X̂k−1)).

Cependant, dans ce type de méthode de gradient, on sait que leur efficacité est relative au
préconditionnement devant le gradient. Or nous connaissons un préconditionneur de dJ via
l’inverse généralisé du linéarisé. Donc on choisit plutôt une approximation

X̂k = X̂k−1 + k( dH(X̂k−1)
TW−1 dH(X̂k−1))

−1 dH(X̂k−1)
T (Z −H(X̂k−1)),

cette méthode pouvant toujours être arrêtée après un petit nombre d’itérations. En particulier
après une itération on a simplement considéré le problème d’observation linéaire sur le déve-
loppement de Taylor à l’ordre 1 de l’observateur. Dans ce cas, nous avons en fait inversé une
relation d’observation sur l’erreur linéarisée

Z = dH(X̂n)(X − X̂n) +H(X̂n) + χn

qui, avec H l
n = dH(X̂n), peut se réécrire sous forme d’une observation linéaire

eZn = Z −H(X̂n) = H l
ne
X
n + χn. (1.92)

Une autre possibilité est d’utiliser une méthode du second ordre en résolvant un algo-
rithme de Newton sur la relation dJ(X̂) = 0. Dans ce cas, on obtient

dJ(X̂k−1) + d2J(X̂k−1) · (X̂k − X̂k−1) = 0.

Or la différentielle d’ordre 2 de J est matriciellement

d2J(X) = dH(X)TW−1 dH(X) −
∑

1≤i≤m
(Z(i) −H(i)(X))TW−1

i d2H(i)(X),

où les H(i)(.) sont les m composantes de H(.). Donc

X̂k = X̂k−1 +
(
H l
k−1W

−1H l
k−1 −

∑

1≤i≤m
(Z(i) −H(i)(X̂k−1))W

−1
i d2H(i)(X̂k−1)

)−1

(H l
k−1)

TW−1(Z −H(X̂k−1)).
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k = 0k = 1...f(X)

f(X)=0

k = 2

FIGURE 1.3: Principe de l’algorithme de Newton (utilisé aussi au chapitre 2).

b. Cas dynamique

Dans le cas dynamique et dans l’impossibilité de calculer explicitement ∇2
XV , on procède au

même type d’approximation qu’en statique en remplaçant la dynamique et l’équation d’ob-
servation par leur linéarisé. Dans ce cas on définit un filtre K remplaçant ∇2

XV . C’est le cadre
classique du filtre de Kalman étendu.

� CAS DISCRET EN TEMPS – on suppose donc disposer d’une estimation à l’instant n, notée
X̂+
n , associée à une covariance d’erreur d’estimation P+

n . Commençons alors par la prédiction

X̂−
n+1 = E(A(X̂+

n + X̃+
n )|Z0 . . . Zn)

= E(A(X̂+
n ) +

∂A

∂X
X̃+
n + o(‖X̃+

n ‖)|Z0 . . . Zn)

= A(X̂+
n ) +

∂A

∂X
E(X̃+

n |Z0 . . . Zn) + o(‖X̃+
n ‖).

Rien ne permet cependant de déterminer, dans le cas général, E(X̃+
n |Z0 . . . Zn). En effet, la seule

chose qu’on peut a priori supposer récursivement est que l’estimateur est non biaisé ce qui
signifierait E(X̃+

n ) = 0. Sinon, il faut soit supposer que jusqu’à présent on avait réussi à obtenir
le MMSE soit que si on avait par exemple choisit un estimateur BLUE, les variables aléatoires
étaient restées gaussiennes. On fait cependant le choix de « supposer » E(X̃+

n |Z0 . . . Zn) = 0 en
plus de limiter le développement de Taylor de A à l’ordre 1. On se limite donc à

X̂−
n+1 = A(X+

n ). (1.93)

La covariance d’estimation vérifie elle

P−
n+1 = Cov(A(Xn) −A(X+

n )|Z0 . . . Zn)

=
∂A

∂X
E(X̃+

n (X̃+
n )T |Z0 . . . Zn)

∂A

∂X
+ o(‖X̃+

n ‖),

or là encore E(X̃+
n (X̃+

n )T |Z0 . . . Zn) n’est pas P+
n sauf à imaginer des variables gaussiennes

mais on la surestime en la remplaçant par

P−
n+1 =

∂A

∂X
(X+

n )P+
n

∂A

∂X
(X+

n )T . (1.94)

Pour les observations, on considère la variable d’erreur d’observation

Z̃n+1 = Zn+1 −H(X̂−
n+1)

= H(Xn+1) −H(X̂−
n+1) + χn+1

=
∂H

∂X
(X̂−

n+1)X̃
−
n+1 + χn + o(‖X̃−

n+1‖).
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Donc en se limitant à l’ordre 1, on peut alors appliquer un estimateur BLUE à cette variable
aléatoire X̃−

n+1

Ê(X̃n+1|Z̃n+1) = E(X̃−
n+1) + Cov(X̃−

n+1, Z̃n+1)Cov(Z̃n+1)
−1(Z̃n+1 − E(Z̃n+1)).

Or en se limitant à l’ordre 1
E(Z̃n+1) = 0,

puis

Cov(X̃−
n+1, Z̃n+1) = P−

n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T ,

et
Cov(Z̃n+1)

−1 =
∂H

∂X
(X̂−

n+1)P
−
n−1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T +Wn.

On obtient donc pour la phase de correction

X̂+
n+1 = X−

n+1 + Ê(X̃n+1|Z̃n+1)

= X−
n+1 + P−

n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T
(
Wn +

∂H

∂X
(X̂−

n+1)Pn+1
∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T
)−1(

Zn+1 −H(X̂−
n+1)

)
.

Cependant il est immédiat, en reconsidérant la démonstration du filtre de Kalman via les pro-
jections successives, que cette estimation n’est en rien E(Xn+1|Z0 . . . Zn+1) ! Donc la récurrence
ne tient pas et le filtre EKF est un filtre heuristique. Finalement, on peut résumer l’algorithme

EKF en posant Aln+1|n =
∂An+1|n
∂X

et H l
n =

∂Hn

∂X
.

• Prédiction :
{
X̂−
n+1 = An+1|n(X̂

+
n ), (Estimation a priori)

P−
n+1 = Aln+1|n(X̂

+
n )P+

n A
l
n+1|n(X̂

+
n )T , (Covariance a priori)

(1.95a)

• Correction :




Cn+1 = H l
n+1P

−
n+1(H

l
n+1)

T +Wn+1, (Covariance de l’innovation)

Kn+1 = P−
n+1(H

l
n+1)

TC−1
n+1, (Gain de Kalman)

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 +Kn+1

(
Zn+1 −Hn+1(X̂

−
n+1)

)
, (Estimation a posteriori)

P+
n+1 = (I −Kn+1H

l
n+1)P

−
n+1, (Covariance a posteriori)

(1.95b)

Pour obtenir le filtre de Kalman il suffit donc simplement de prendre An+1|n(·) = Aln+1|n(·) =

An+1|n.

� CAS CONTINU EN TEMPS – Enfin, ce système récursif s’étend au cadre continu sous la
forme




X̂ = A(X̂, t) +K(Z −H(X̂)), (Estimateur)

X̂(0) = X0, (A priori sur la condition initiale)

K = P
∂H

∂X

T

W−1, (Gain de Kalman)

−Ṗ + P
∂A

∂X

T

+
∂A

∂X
P − P

∂H

∂X

T

W−1∂H

∂X
P = 0, (Riccati)

(1.96)
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REMARQUE 1.4.2 (BRUIT NON ADDITIF)
Si on souhaite s’affranchir de l’hypothèse de bruit additif, c’est-à-dire

Z = H(X,χ),

alors le filtre EKF linéarise la dépendance et se ramène au cas additif avec

W → ∂H

∂χ

T

W
∂H

∂χ
.

De même, toutes ces expressions sont compatibles avec une observation de la forme χ = D(Z,X). Enfin
pour un bruit de modèle non additif il suffit d’ajouter dans le Riccati le terme

∂A

∂ω

T

S
∂H

∂ω
.

c. Kalman d’ordre 2

A l’image de ce que nous avons fait en statique, il est aussi possible de considérer un filtre de
Kalman d’ordre 2 comme le prolongement du filtre EKF un cran plus loin dans les dévelop-
pements de Taylor. On peut trouver de nombreux compléments dans Jazwinsky (1970) ainsi
qu’un résumé pratique et bibliographique dans Simon (2006).

� CAS DISCRET EN TEMPS – On reprend rapidement le filtre EKF mais on développe l’opé-
rateur de transition à l’ordre 2,

X̂−
n+1 = E(A(X+

n ) +
∂A

∂X
X̃+
n +

1

2

∂2A

∂X2
: X̃+

n ⊗ X̃+
n + o(‖X̃+

n ‖2)|Z0 . . . Zn),

donc

X̂−
n+1 = A(X+

n ) +
1

2

∂2A

∂X2
(X+

n ) : P+
n+1. (1.97)

La matrice de covariance à l’ordre 2 est la même que pour le filtre EKF car les termes supplé-
mentaires sont tous au moins d’ordre 2 (voir Section 1.4.4 pour un développement détaillé)

P−
n+1 =

∂A

∂X
(X+

n )P+
n

∂A

∂X
(X+

n )T . (1.98)

Côté correction, les choses se compliquent avec le développement à l’ordre 2 de l’erreur
d’observation

Z̃n+1 =
∂H

∂X
(X̂−

n+1)X̃
−
n+1 +

1

2

∂2H

∂X2
(X̂−

n+1)X̃
−
n+1 ⊗ X̃−

n+1 + χn+1 + o(‖X̃−
n+1‖3).

On a alors

Ê(X̃n+1|Z̃n+1) = X̂−
n+1 + Cov(X̃−

n+1, Z̃n+1)Cov(Z̃n+1)
−1(Z̃n+1 −

1

2

∂2H

∂X2
(X̂−

n+1) : P−
n+1).

La correction de biais d’observation induit des modifications sur les matrices de covariance
Cov(X̃−

n+1, Z̃n+1) et Cov(Z̃n+1). Certes, on a toujours

Cov(X̃−
n+1, Z̃n+1) = E(X̃−

n+1(χn+1 +
∂H

∂X
(X̂−

n+1)X̃
−
n+1 −

1

2

∂2H

∂X2
(X̂−

n+1) : P−
n+1)

T )

= P−
n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T ,
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mais

Cov(Z̃−
n+1, Z̃n+1) = E

(
(χn+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)X̃
−
n+1 −

1

2

∂2H

∂X2
(X̂−

n+1) : P−
n+1)(. . .)

T )
)

= Wn +
∂H

∂X
(X̂−

n+1)P
−
n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T +

1

4

(∂2H

∂X2
: P−

n+1

)(∂2H

∂X2
: P−

n+1

)T

= Wn +
∂H

∂X
(X̂−

n+1)P
−
n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T + Λn+1.

La notation tensorielle est mélangée à la notation matricielle afin de simplifier l’écriture mais
il faut se reporter au cas statique pour un notation matricielle plus rigoureuse.

Finalement, tous calculs faits, la correction d’ordre 2 est donc

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + P−
n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T
(
Wn +

∂H

∂X
(X̂−

n+1)Pn+1
∂H

∂X
(X̂−

n+1) + Λn+1

)−1

(
Zn+1 −H(X̂−

n+1) −
1

2

∂2H

∂X2
(X̂−

n+1) : P−
n+1

)
. (1.99)

et pour la covariance

P+
n+1 = P−

n+1

+ P−
n+1

∂H

∂X
(X̂−

n+1)
T
(
Wn +

∂H

∂X
(X̂−

n+1)Pn+1
∂H

∂X
(X̂−

n+1) + Λn+1

)−1∂H

∂X
(X̂−

n+1)P
−
n+1. (1.100)

� CAS CONTINU EN TEMPS – L’estimateur continu est encore une fois obtenu en passant
à la limite à partir du système récursif réecrit sous forme « one-step ». Nous n’effectuons pas
ce calcul laborieux mais indiquons juste pour la suite que lorsque A est non-linéaire mais H
linéaire, le filtre revient simplement à corriger la dynamique à l’ordre 2 sous la forme

X̂ = A(X̂) +K(Z −HX) +
1

2

∂2A

∂X2
(X̂) : P. (1.101)

1.4.4 Filtre UKF

Les deux filtres que nous venons d’étudier sont donc fondés sur la qualité de l’approximation
de variables aléatoires résultant de l’application d’opérateurs linéaires. Le filtre EKF est très
largement utilisé mais conduit à des estimations assez grossières. Quand au filtre de Kalman
d’ordre 2, il montre en pratique de fortes instabilités comme le résume Simon (2006). C’est
ainsi que Julier et al (1995) proposèrent, à partir de la propagation de variables aléatoires par
des opérateurs non-linéaires, non pas d’utiliser des développements de Taylor tronqués mais
leur version interpolée. Ils en déduisent le filtre UKF pour Unscented Kalman Filter, écrit spé-
cifiquement dans le cadre discret en temps, dont l’efficacité est avérée dans de nombreuses
situations pratiques. Par exemple sur des systèmes mécaniques de faible dimension on peut
déjà citer les travaux de Wu et Smyth (2006) ou Mariani et Ghisi (2007). Afin de le présenter,
nous commençons par un bilan des formules des développements de Taylor que nous venons
d’écrire pour les filtres EKF et d’ordre 2 avant de montrer comment l’interpolation et l’uti-
lisation de covariances empiriques permettent de nouvelles approximations. Ensuite le filtre
UKF est exactement à l’image des deux précédents pour la définition des étapes de prédiction
et de correction. C’est donc lui aussi un filtre avant tout heuristique. C’est un reproche qui a
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d’ailleurs rendu délicate l’introduction de ce filtre d’un point de vue théorique (voir notam-
ment Lefebvre et al (2002)) avant que des mises en oeuvre pratique assurent son efficacité par
rapport au filtre EKF. C’est pourquoi ce filtre datant de 1995 donne parfois l’impression d’avoir
véritablement émergé cinq ans plus tard (cf. Julier et al (2000)).

a. Transformation unscented

Supposons donc que nous voulions estimer la moyenne X̄f et la covariance P ff du processus
aléatoire Xf défini par l’application d’une fonction non-linéaire sur X

Xf = f(X). (1.102)

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange autour de X̄ avec X̃ = X − X̄ , on résume les
expressions à l’ordre 2 déjà utilisées :

• Moyenne

X̄f = E(f(X̄ + X̃))

= E(f(X̄) + df(X̄)X̃ + 1
2 d2f(X̄) : X̃ ⊗ X̃ + o(‖X̃‖2))

= f(X̄) + 1
2 d2f(X̄) : P + o

(
E(‖X̃‖2)

)
.

• Covariance

P ff = E((Xf − X̄f)(Xf − X̄f)T )

= E(( df(X̄)X̃ + 1
2 d2f(X̄) : (X̃ ⊗ X̃ − P ))( df(X̄)X̃ + 1

2 d2f(X̄) : (X̃ ⊗ X̃ − P ))T )

+ o
(
E(‖X̃‖2)

)

= df(X̄) · P · df(X̄)T + o
(
E(‖X̃‖2)

)
.

Then,

Supposons maintenant qu’on souhaite approcher chacune de ces expressions à partir d’éva-
luations sur un nombre restreint de valeurs (particules). On définit donc r particules appelées
classiquement sigma-points par

Xi = X̄ + X̃i, (1.103)

avec r > N mais du même ordre de grandeur. À ces particules, on associe r coefficients αi tels
que les relations suivantes soient vérifiées





∑

1≤i≤r
αi = 1

Xα
def
=
∑

1≤i≤r
αiXi = E(X)

PXX

α
def
=
∑

1≤i≤r
αi(Xi −Xα)(Xi −Xα)T = PXX

(1.104)

Ces conditions impliquent alors




∑

1≤i≤r
αiX̃i = 0

∑

1≤i≤r
αiX̃iX̃

T
i = PXX

(1.105)
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et permettent d’exprimer la moyenne et variance de Xf à partir des Sigma-points propagés :

Xf

i = f(Xi). (1.106)

En effet on vérifie alors

Xf

α
def
=

∑

1≤i≤r
αiX

f

i

= f(X̄) +
∑

1≤i≤r
αi df(X̄)X̃i +

∑

1≤i≤r
αi d

2f(X̄) : X̃i ⊗ X̃i + o
(
E(‖X̃‖2)

)

= f(X̄) + d2f(X̄) : PXX + o
(
E(‖X̃‖2)

)
= X̄f + o

(
E(‖X̃‖2)

)
,

et

PXX

α
def
=

∑

1≤i≤r
αi(f(Xi) −Xf

α)(f(Xi) −Xf

α)T

=
∑

1≤i≤r
αi

(
df(X̄)X̃i + d2f(X̄) : (X̃i ⊗ X̃i − PXX) + o

(
E(‖X̃‖2)

))
(...)T

= df(X̄).


 ∑

1≤i≤r
αiX̃iX̃

T
i


 . df(X̄) + o

(
E(‖X̃‖2)

)

= df(X̄) · PXX · df(X̄) + o
(
E‖X̃‖2

)
= P ff + o

(
E(‖X̃‖2)

)
.

Cette approximation de la moyenne et de la covariance d’un vecteur aléatoire transformé par
un opérateur non-linéaire est le point de départ de l’Unscented Kalman Filtering UKF.

� CHOIX DES SIGMA-POINTS – La seule difficulté est de bien définir les sigma-points « au-
tour » de X tels que l’interpolation de l’opérateur non-linéaire soit « bonne ». L’avantage est,
qu’en fait, il suffit de déterminer les sigma-points d’un vecteur aléatoire I de même dimen-
sion, de moyenne nulle E(I) = 0 et de variance l’identité P I = ✶. En effet, si on suppose ces
sigma-points Ii définis, on peut prendre

X̃i =
√
PXXIi (1.107)

pour toute racine carrée de PXX , et vérifier les conditions ci-dessus




∑

1≤i≤r
αiX̃i = 0

∑

1≤i≤r
αiX̃iX̃

T
i =

√
PXX · Id ·

√
PXX = PXX .

(1.108)

Nous nommerons personnellement de tels points sigma-points unitaires. Il est important de no-
ter que les sigma-points permettant le calcul de la covariance empirique peuvent être placées
à une rotation unitaire près. En effet pour U ∈ ON (R), en définissant

X̃i = U
√
PXXIi,

on a toujours ∑

1≤i≤r
αiX̃iX̃

T
i =

√
PXX · UTU ·

√
PXX = PXX .
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P = df.P.df

UKF

Sigma-Points

Transformed
 Sigma-Points

X = f(X)f

X = f(X)f

f

EKF

Evolution des 
tirages de X

FIGURE 1.4: Principe de la transformation UKF afin de mieux représenter l’évo-
lution non-linéaire d’une variable aléatoire. Sont représentés en gris différents
tirages de la variable aléatoire (ici N=2). Les covariances des variables aléatoires
sont représentées par des ellipses d’axes les composantes principales de la matrice
P .

Le dernier point concernant la répartition des sigma-points est leur distance par rapport à la
moyenne. Il est clair que les trois conditions sur les points et les coefficients αi ne sont pas
une contrainte très forte sur la distance de chaque point par rapport au point moyen. En ef-
fet, il n’est pas difficile d’imaginer éloigner les points des un des autres tout en compensant
au niveau des coefficients αi. Cette critique, parmi d’autres, est en particulier présente dans
Lefebvre et al (2002). Il est donc crucial de choisir la distance globale des points par rapports
à première propriété recherchée qui est d’interpoler à l’ordre 2 l’opérateur non-linéaire f agis-
sant sur le processus X . Pour cela, comme présenté Figure 1.4, on essaiera autant que faire ce
peut de placer les sigma-points à

√
E(‖X − E(X)‖) de la moyenne. Or

E(‖X − E(X)‖2) = E((X − E(X))T (X − E(X)))

= E(tr((X − E(X))T (X − E(X)))) = E(tr((X − E(X))(X − E(X))T ))

= E(trP ).

Donc si P est la matrice unité les tirages sont en moyenne à
√
N et les sigma-points doivent

l’être aussi. Afin d’illustrer ces remarques nous finissons par quelques exemples de sigma-
points caractéristiques

• sigma-points canoniques11(r = 2N ) : Ils sont placés sur la base canonique de part et

11cette dénomination n’est pas officielle. Ces sigma-points sont en fait l’échantillon historique proposé par Julier
et al (2000)
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d’autre de l’origine. Leurs coefficients associés sont tout simplement αi = 1
2N .

Ii =

{√
N, si 1 ≤ i ≤ r

−
√
N, si N + 1 ≤ i ≤ 2r

(1.109)

(0,0,1)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,-1.7)

(0,0,1.7)

(0,1.7,0)

(0,-1.7,0)

(0,0,1.7)

(0,0,-1.7)

FIGURE 1.5: Sigma-points canoniques en dimension 3. Pour obtenir les sigma-
points étoilés il suffit d’ajouter la moyenne. En bleu, la matrice de covariance uni-
taire.

• sigma-points étoilés12 (r = 2N + 1) : Au points définies plus haut on peut ajouter un
point centrale correspondant à la moyenne avec un poids particulier.

Ii =





√
N, si 1 ≤ i ≤ r

−
√
N, si N + 1 ≤ i ≤ 2r

0 si i = 2r + 1

(1.110)

dans ce cas, Julier, and J. K. Uhlmann (2002b) démontre que certains types de densité
peuvent être représentés à un ordre supérieur à deux pour un choix de poids adéquat de
αi.

• sigma-points simplectiques (r = N + 1) : Ces N + 1 points correspondent au plus petit
nombre nécessaire pour représenter la covariance et sont situés sur le polyèdre régulier
de rayon

√
r. A l’image de ce qui est proposé dans Julier, and J. K. Uhlmann (2002a), on

construit ces points récursivement en définissant

Ii =
√
N + 1Ĩi,N+1

où les Ĩi,r sont issus de la matrice de leur coordonnées [Ĩi,N+1] définie ci-dessous. De ma-
nière générale, la matrice de MN,r où chaque colonne correspond à un des sigma-points
sera noté [Xi] avec l’abus de notation sur l’indice. Pour les Ĩi,N+1, nous la construisons

12idem (cf. note précédente)
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comme suit





[Ĩi,1] =
(
− 1√

2α

1√
2α

)
, α =

r

r + 1

[Ĩi,d] =




0

[Ĩi,d−1]
...

0
1

αd(d+ 1)
. . .

1

αd(d+ 1)

−d
αd(d+ 1)



, 2 ≤ d ≤ N + 1

Concernant les poids, puisque chaque point est placé sur un polyèdre régulier entourant
la moyenne, ils sont donc tous égaux à αi = 1

N+1 .

(0,0,1)

(1,0,0)

(0,1,0)
(1.41,0.82,0.58)

(-1.41,0.82,0.58)

(0,0,-1.7)

(0,-1.63,0.58)

FIGURE 1.6: Sigma-points simplectiques en dimension 3 placés donc sur un tétra-
èdre régulier

b. Unscented Kalman Filtering

Le principe du filtre unscented est d’utiliser les moyennes et covariances empiriques et leur pro-
pagation en lieu et place des moyennes et covariances approchées des filtres EKF. On obtient
donc directement

• Prédiction :





X+
n,i = X̂+

n + (
√
P+
n )Ii

X̂−
n+1 = X−

n+1,α =
∑

1≤i≤r
αiA(X+

n,i)

P−
n+1 = PXnXn

α =
∑

1≤i≤r
αi(A(X+

n,i) − X̂−
n+1)(A(X+

n,i) − X̂−
n+1)

T

(1.111a)
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• Correction :




X−
n+1,i = X̂−

n+1 + (
√
P−
n+1)Ii

Zn+1,i = H(X−
n+1,i)

Zn+1,α =
∑

1≤i≤r
αiZn+1,i

PXZ̃

α
def
=
∑

1≤i≤r
αi(X

−
n+1,i −X−

n+1,α)(Z−
n+1,i − Z−

n+1,α)T

P Z̃

α
def
= W +

∑

1≤i≤r
αi(Z

−
n+1,i − Z−

n+1,α)(Z−
n+1,i − Z−

n+1,α)T

Kn+1 = P X̃Z̃
α (P Z̃

α)−1

X̂+
n+1 = X̂−

n +Kn+1(Zn+1 − Zn+1,α)

P+
n+1 = P−

n − P X̃Z̃
α (P Z̃)−1(P X̃Z̃

α )T .

(1.111b)

Evidemment, pour les mêmes raisons que EKF, il n’y a pas de justification rigoureuse au
filtre unscented sauf dans le cas où les variables sont supposées gaussiennes où alors on peut
considérer E(X|Z) au lieu de Ê(X|Z). Mais même dans ce cas les opérateurs non-linéaires ne
permettent pas d’affirmer que les variables restent gaussiennes au cours du temps. On paye de
nouveau l’absence de récursivité. Cependant ce n’est pas pour cela que le filtre n’est pas bon.
Il est déjà sans biais et la question de son efficacité, i.e. la covariance d’erreur finale moyennée
sur toutes les observations Z, peut légitimement être posée. Cette question est semble-t-il pour
UKF, comme pour les filtres EKF et d’ordre 2, toujours ouverte. Toujours est-il que les trois der-
niers filtres que nous venons d’aborder appartiennent donc à la même classe de filtres appro-
chés « gaussiens ». Leur seule distinction se situe dans la gestion des développements de Taylor
des opérateurs non-linéaires. Malgré la notion de particules introduites par le filtre UKF, leur
nombre et leur positionnement font qu’on est très loin des approches particulaires (cf. Legland
(2002)) et même de filtrage d’ensemble EnKF synthétisé dans Evensen (2007). Pour le premier,
toute la distribution est estimée à partir de particules via des méthodes de Monte-Carlo. Pour
le deuxième, souvent imaginé comme une version stochastique du filtre EKF, on reste dans
la catégorie des filtres « gaussiens » qui ne cherchent que les deux premiers moments de la
distribution de probabilité à partir de moyennes et covariances empiriques de particules (voir
Blum et al (2008)). Cependant, pour ce filtre EnKF comme pour le filtre particulaire, on utilise
un très grand nombre de particules alors qu’UKF sélectionne le nombre « juste » nécessaire à
l’interpolation des opérateurs non-linéaires. Ce dernier est pour ces raisons fondamentalement
déterministe par rapport aux deux autres.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre est donc un tour d’horizon des différentes techniques d’estimation en
dimension finie. Il nous a permis d’introduire l’ensemble des concepts utiles pour structurer
notre problématique d’estimation et de montrer comment en passant du point de vue pro-
babiliste au point de vue déterministe on peut apporter de nouveaux éclairages. Notamment
nous avons fait le lien entre d’un côté l’approche dite variationnelle consistant à minimiser un
critère de coût relatif à l’erreur d’observation et d’a priori et de l’autre les approches séquen-
tielles. Cependant, nous avons déjà commencé a observer que l’équivalence ne vaut que dans
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le cadre LQ. Dès qu’on s’écarte de cette situation, on peut alors choisir de continuer à mini-
miser le critère ou de trouver un filtre efficace malgré tout. Reste maintenant à appliquer ce
que nous avons vu en grande dimension avec des vecteurs aléatoires approchant des champs
continus relatif à la modélisation de la contraction mécanique du coeur. Or en pratique, il existe
de nombreuses limitations liées à la taille du système notamment pour les approches séquen-
tielles comme déjà constaté avec HJB. Ainsi l’approche variationnelle est « souvent » préférée
dans les disciplines historiques de l’estimation pour ces modèles distribués, i.e l’assimilation
de données. Nous choisirons pourtant une approche séquentielle où nous allons proposer des
filtres implémentables, y compris en non-linéaire car adaptés à la physique du problème consi-
déré. Pour ce faire, il nous faut d’abord maîtriser le problème direct de la contraction cardiaque
en profondeur, soit l’objectif du chapitre suivant.



CHAPITRE

2 Modélisation cardiaque

There are three things that every beginner in elasticity theory
should know. The first is that « Kirchhoff » has two h’s in it. The
second is that Hooke’s law will not be found as a basic axiom (it

« really » means you are working with linearized theory). The third
is that researchers in elasticity theory are very opinionated, even

when they are wrong.

— Jerrold E. Marsden and Thomas J.R. Hugues, preface of
Marsden et Hughes (1983)
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2.1 Le cœur

LE cœur est un organe à l’activité complexe. C’est une pompe musculaire commandée par
des signaux électriques dont la fonction est de pulser le sang à chaque battement. Son

architecture en plusieurs chambres d’admission et d’éjection ainsi que ses propriétés électro-
mécaniques en font un moteur adapté à l’organisme. L’objectif de ce chapitre est de présenter
une modélisation possible de cette activité, principalement dans ses aspects de mécanique du
solide lors de la contraction de l’organe. Cette modélisation, fondée sur une approche multi-
échelle allant de la fibre musculaire à l’organe tout entier, est le résultat d’un travail collectif à
l’INRIA auxquelles les contributions de cette thèse sont principalement numériques. Et si nous
présentons en détails dans ce chapitre l’effort de modélisation bien que l’objet de cette thèse
soit le problème inverse, c’est que nous sommes convaincus que pour présenter et valider une
méthodologie d’estimation il est absolument indispensable de bien comprendre les proprié-
tés intrinsèques du modèle direct. Les propriétés strictement quantitatives sont, en revanche,
secondaires dans cette démarche. Certes envisager une application clinique à plus long terme
nécessitera une confrontation quantitative intensive à l’expérience. Cependant cette valida-
tion est partiellement découplée de la définition des méthodes d’assimilation de données si on
peut assurer que celles-ci sont définies synthétiquement sur des modèles et des mesures nu-
mériques représentatifs des difficultés d’observabilité du problème. Ainsi, ce chapitre est plus
un itinéraire à travers toutes les briques nécessaires et effectivement assemblées dans un simu-
lateur de mécanique cardiaque avant (ou plutôt en parallèle de) la définition et la formalisation
des estimateurs inverses.

Artère
Pulmonaire

Oreillette
gauche

Oreillette
droite

Septum

Aorte

Valve 
sigmoïde

Valve 
mitrale

Valve 
tricuspïde

Ventricule
gauche

Ventricule
droit

Pericarde

FIGURE 2.1: Coupe anatomique tirée de Netter (1969).
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2.2 Eléments de physiologie cardiaque

2.2.1 Anatomie Cardiaque

L’anatomie cardiaque est adaptée à sa fonction principale de pompe cardiaque. Elle comprend
quatre chambres. Les oreillettes droites et gauches sont en quelque sorte des chambres d’accès
vers leur ventricule respectif, droit et gauche, eux-mêmes véritables chambres de propulsion
vers respectivement les poumons (petite circulation), et respectivement le reste de l’organisme
(la grande circulation) via l’aorte. Le mécanisme de remplissage-éjection est contrôlé par dif-
férentes valves qui assurent l’écoulement unidirectionnel du sang. Tout d’abord les valves
auriculo-ventriculaires (tricuspide à droite et mitrale à gauche) remplissent deux fonctions : d’une
part elles canalisent le sang de l’oreillette vers le ventricule ; d’autre part elles préviennent, lors
de la contraction ventriculaire (systole), le reflux du sang vers l’oreillette. Comparativement, les
valves dites sigmoïdes situées à la jonction entre l’un des ventricules et, soit l’aorte à gauche ou
l’artère pulmonaire à droite, empêchent, pendant le remplissage, le reflux du sang des artères
vers les ventricules.

Les deux ventricules, qui sont donc les forces motrices, correspondent chacun à un ellip-
soïde épais et tronqué. Le gauche est approximativement un solide de révolution, alors que le
droit vient s’encastrer dans le premier (cf. Schéma 2.4). Principalement constitué du myocarde,
muscle s’étendant de l’endocarde délimitant l’intérieur des ventricules, à l’épicarde délimitant
l’extérieur, les ventricules ont une épaisseur respective moyenne de 0.5 cm pour le droit, et
1.5 cm pour le gauche qui génère le plus gros effort de propulsion. L’endocarde et l’épicarde
sont deux couches minces délimitant donc la région musculaire, et l’ensemble du cœur est
lui-même contenu dans le sac péricardique.
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FIGURE 2.3: Exemple d’imagerie de tissu cardiaque de rat. Échantillon transmu-
ral complet (haut) et plusieurs coupes à différentes distances de l’épicarde (bas).
L’image est tirée du cours Smith et al (2000).
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FIGURE 2.4: Schéma de la répartition transmurale des fibres (à gauche) et de l’en-
roulement dans le ventricule gauche (à droite).
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L’orientation du cœur dans l’organisme peut varier sensiblement en fonction de la cor-
pulence des individus, et on définit souvent son grand axe comme le plus petit axe principal
d’inertie du ventricule gauche. La partie inférieure des ventricules, c’est-à-dire de plus petite
élévation par rapport au grand axe, se nomme l’apex et la supérieure où viennent se gref-
fer les oreillettes est appelée la base. L’American Heart Association, AHA/ACC/SNM (1992),
propose de plus de régionaliser les ventricules en dix-sept régions pour le gauche, auxquelles
nous en ajoutons onze pour le droit. Malgré d’assez fortes disparités ces régions correspondent
sensiblement à des zones d’effet de coronaires principales et donc elles sont raisonnables à la
fois du point de vue de la localisation spatiale et de la physiologie.

Au niveau du tissu maintenant, le myocarde est essentiellement constitué d’un enroule-
ment de fibres, un peu à la manière d’une pelote de laine. De nombreuses études anatomiques
ont été consacrées à décrire l’organisation géométrique des fibres source d’anisotropie struc-
turelle pour le tissu (voir Mourad (2003) pour une présentation complète). Il a été montré no-
tamment par Streeter (voir notamment Streeter (1979) et ses références) que les fibres courent
sur un ensemble de surfaces emboîtées en passant de l’endocarde à l’épicarde via l’apex. Ainsi
on distingue trois couches :

• une couche superficielle ou sous-épicardique où les fibres sont hélicoïdales d’angle compris
entre -60 et -80 degrés ;

• une couche moyenne qui n’est présente que dans le ventricule gauche où les fibres sont
orthoradiales par rapport au grand axe ;

• une couche profonde ou sous-endocardique où les fibres sont hélicoïdales d’angle compris
entre -60 et -80 degrés.

La séparation entre ces trois couches est en réalité progressive, néanmoins on pourra la conser-
ver conventionnellement pour sous échantillonner la « régionalisation AHA ».

REMARQUE 2.2.1
Plusieurs études (voir Smith et al (2000) et ses références ou Usyk et al (2000)) ont de plus montré
l’existence d’une structure en feuillets orthogonaux à la fibre puisque composés en fait de plusieurs
d’entre elles regroupées dans la direction radiale. Ainsi le myocarde présenterait non pas une mais
deux directions privilégiées.

2.2.2 Cycle cardiaque

Le cycle cardiaque est présenté sur la figure 2.5. L’activité se décompose ainsi en quatre phases
se succédant en moins d’une seconde en moyenne (la fréquence cardiaque étant généralement
de 60-80/min). On observe ainsi successivement :

1. la phase de contraction de la systole (phase I, env. 50ms) :
Les ventricules se contractent sous l’effet de l’onde de dépolarisation (voir le paragraphe
2.2.3). Toutes les valves étant fermées (la contraction est dite isovolumétrique), la pres-
sion monte alors très rapidement jusqu’à atteindre la pression dans l’aorte pour le ven-
tricule gauche (resp. l’artère pulmonaire pour le ventricule droit) d’environ 80 mmHg
(resp 10mmHg). Les valves sigmoïdes s’ouvrent alors.
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2. la phase d’éjection (phase II, env. 210ms au repos) :
La pression dans le ventricule gauche et dans l’aorte continuent de croître jusqu’à la pres-
sion systolique (phase II env. 120mmHg). En début de phase IIa, la plus grande partie du
volume systolique Vs est expulsé rapidement et le débit aortique atteint alors son maxi-
mum. Par la suite, l’excitation du myocarde cesse et la pression ventriculaire commence
à diminuer jusqu’à devenir inférieure à celle de l’aorte (resp. l’artère pulmonaire) en-
traînant la fermeture des valves. Le volume d’environ 40ml qui reste dans le ventricule
gauche est appelé alors volume télésystolique.

3. la phase de relaxation isovolumétrique (phase III env.60ms) :
Pendant ce temps, les oreillettes se sont à nouveau remplies. La pression ventriculaire
chute alors brusquement tandis que la pression auriculaire augmente jusqu’à ouverture
de la valve mitrales à gauche ou pulmonaire à droite.

4. la phase de remplissage de la diastole (phase IV env. 500ms) :
Le sang s’écoule alors très rapidement des oreillettes vers les ventricules de sorte que
ceux-ci se remplissent à environ 80% en seulement le quart de la durée de la diastole
(phase de remplissage rapide (IVa)). Puis le remplissage se ralentit et les oreillettes se
contractent permettant la fin du remplissage (soit pour environ 20 % du remplissage
total).

Cette description qualitative correspond à une fréquence cardiaque normale au repos ; lorsque
le rythme cardiaque augmente, le cycle cardiaque diminue aux dépens de la diastole. De ce
fait, c’est alors la pression auriculaire qui participe quantitativement le plus au remplissage
des ventricules.

2.2.3 Formation et conduction de l’excitation électrique

Bien que notre problématique soit essentiellement focalisée sur les aspects mécaniques de la
contraction, il est fondamental de comprendre la nature de l’excitation électrique du myocarde
comme origine de sa contraction.

La genèse de l’excitation siège dans l’organe lui-même, contrairement à ce qui peut se
passer au niveau des muscles squelettiques : on parle alors de rythme spontané ou d’auto-
nomie du cœur. Du point de vue électrique, le myocarde, auriculaire et ventriculaire, est un
syncitium, c’est-à-dire que les cellules ne sont pas isolées les unes des autres mais reliées par
des gap-junctions. Ainsi, une excitation naissant dans une des oreillettes se propage jusqu’à
contraction complète de celles-ci, et de même pour les ventricules.

L’excitation du cœur naît au niveau du nœud sinusal qui constitue en quelque sorte le
pacemaker. La propagation de l’excitation s’étend à partir de ce point sur les deux oreillettes
et au nœud atrioventriculaire (nœud AV) où elle rejoint le myocarde ventriculaire par les deux
branches du faisceau de His et par le réseau de Purkinje. Là, elle parcourt le myocarde de
l’intérieur vers l’extérieur et de la pointe (l’apex) vers la base (voir Figure 2.6).

REMARQUE 2.2.2
Le cœur peut donc battre de manière autonome, sans innervation extérieure, et sa fréquence est le reflet
de l’émission périodique et de la propagation de cette onde d’excitation. Cependant, l’innervation est
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nécessaire à l’adaptation de la fonction cardiaque à la demande variable de l’organisme sur des échelles
de temps allant de la dizaine de battements à plusieurs minutes. Dans ce cas, les trois caractéristiques
suivantes peuvent être modifiées :

• la fréquence de formation des impulsions par le pacemaker, donc la fréquence des battements
cardiaques (effet chronotrope),

• la vitesse de conduction de l’excitation, spécialement dans le nœud AV (effet dromotrope),

• la force de contraction musculaire (effet inotrope).

Ces modifications de l’activité sont provoquées par un certain nombre de neuro-transmetteurs tels que
l’acetylcholine ou la noredraline .
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FIGURE 2.6: Propagation de l’excitation électrique cardiaque. Schéma inspiré de
Netter (1969)
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Le tracé des électrocardiogrammes (ECG) renseigne sur les différents instants de la formation
et conduction de l’onde électrique en visualisant les différences de potentiels (quelques mV)
entre différents points de la surface du thorax résultant de la diffusion de l’activité électrique
cardiaque. En d’autres termes, l’ECG correspond au champ électrostatique « lointain » de l’état
de la dépolarisation à la surface1 du cœur. vis-à-vis de l’ECG cette dernière est d’ailleurs équi-
valente à un dipôle électrique qui varie tout au long du cycle tant en taille qu’en direction en
fonction de la propagation. On réalise alors jusqu’à douze mesures de différence de potentiel,
appelées dérivations et illustrées Figure 2.7, empiriquement suffisantes au thérapeute. Plus
précisément, sur chacun des tracés on retrouve trois déflexions caractéristiques de la dépolari-
sation

• l’onde P correspondant à l’activation des oreillettes,

• le complexe QRS correspondant à celle des ventricules,

• l’onde T traduisant la repolarisation des cellules ventriculaires,

et c’est l’analyse de ces différents événements sur les dérivations qui permet le diagnostic.

I

II

III
aVL

V1

V2

V3
V5

V6
V4

aVFaVR

FIGURE 2.7: Illustration des signaux des 12 dérivations ECG

2.2.4 La fonction cardiaque

� DIAGRAMME PRESSION-VOLUME ET TRAVAIL DU CŒUR – Du point de vue de l’organe
cœur, la relation pression intra-ventriculaire - volume ventriculaire (conséquence de la relation
longueur - étirement musculaire cf Section 2.2.6) exprime le travail de la pompe cardiaque.
Dans cet examen, on privilégie le ventricule gauche qui est responsable de l’éjection du sang
dans la grande circulation et constitue donc la principale fonction motrice de l’organe. La
construction de ce diagramme nécessite tout d’abord 4 courbes d’appuis :

• la courbe d’étirement au repos : Elle indique les pressions qui se forment passivement
pour divers volumes de remplissage,

• la courbe des maxima isovolumétriques : Correspond à la pression maximale obtenue
à volume constant,

• la courbe des maxima isotoniques : Correspond au volume maximal obtenu à pression
constante cette fois,

1simplement à la surface pour des raisons de champ équivalent
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• la courbe des maxima auxotoniques : Durant la systole, la contraction isovolumétrique
est suivie d’une phase d’éjection, dite auxotonique, où le volume diminue alors que la
pression continue d’augmenter. Ce type mixte de contraction porte le nom de contraction
à postcharge. Pour un volume de remplissage donné, son maximum change, celui-ci étant
lié à la pression télédiastolique, mais tous ces maxima sont situés sur une courbe qui
relie le point isovolumétrique et le maximum isotonique correspondant à un remplissage
donné.
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FIGURE 2.8: Diagramme PV de la pompe cardiaque

Le cycle de travail s’inscrit donc entre ces quatre courbes dont les valeurs caractéristiques
ont déjà été données Section 2.2.2. Il faut noter que comme tous les cycles « thermodyna-
miques » de moteur, ce cycle se parcourt dans le sens trigonométrique et que le travail effectué
par le ventricule gauche correspond à l’aire de la surface délimitée par le diagramme. Ainsi on
obtient typiquement

∫
P dV = 13300 Pa . 80.10−6 m3 = 1.07 J [N.m],
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pour le ventricule gauche, et 0.16 J pour le ventricule droit. La plus grande partie du travail
global P-V systolique est fournie directement par le myocarde lors de la contraction active ce
qui correspond à l’aire [A−D−D0−A0] (Figure 2.8). Une petite partie est fournie par la réaction
passive et élastique à sa distension lors du remplissage (surface [A0−A−V ] Figure 2.8). En fait ce
travail est assuré à 80% indirectement par le myocarde ventriculaire et le reste directement par
la contraction auriculaire, ainsi que par les muscles respiratoires et les muscles squelettiques
qui participent ensemble au retour veineux.

Cependant, le travail systolique des deux ventricules ne représente pas tout le travail du
cœur, car celui-ci doit fournir encore 20% de surplus à l’onde pulsative (distension des parois
des vaisseaux), ce qui correspond à la surface [D⌢S−D0] Figure 2.8. On obtient ainsi comme
travail totalWTOTAL ≃ (1.07+0.16) . 1.2 ≃ 1.45 soit une puissance au repos, pour une fréquence
de 70 pulsations par minute, de PW = 1.47 · 1.17−1 = 1.71 W.

� RÉGULATION DU VOLUME D’ÉJECTION – Un phénomène très important dans la fonction
cardiaque est l’ensemble des contrôles qui permettent son adaptation aux changements d’envi-
ronnement. Or, autant l’adaptation de l’activité cardiaque aux besoins de l’organisme est sous
contrôle extrinsèque, autant l’adaptation du volume d’éjection (VES) au volume de remplissage
(liées à la position du corps, à la respiration...) et à la pression aortique dépendent directement
de l’étirement télédiastolique2 du myocarde. Ce mécanisme, connu sous le nom de mécanisme
de Frank-Starling, se traduit par trois phénomènes :

1. Premièrement lorsqu’il y a augmentation de remplissage (précharge ou preload en an-
glais). Dans ce cas le début de la phase de mise en tension du muscle (point A) est dé-
placé vers la droite. De fait, le volume télédiastolique augmente de même que le volume
d’ejection, ce qui conduit donc à une régulation. Le travail global lors de ce cycle est donc
lui aussi plus important.

2. Deuxièmement lorsque la pression aortique augmente (postcharge ou afterload), la valve
aortique ne s’ouvre que pour une pression aortique plus élevée. Ainsi pendant une phase
transitoire le volume d’éjection est moindre.

3. Enfin, lorsque la modification de l’activité cardiaque est indépendante de la précharge ou
de la postcharge, (on parle de contractilité modifiée ou d’inotropie), c’est que la contracti-
lité est modifiée sous l’effet de l’augmentation de la fréquence cardiaque ou par l’action
inotrope de la noredrénaline ou de l’adrénaline. Les maxima isovolumétriques sont alors
déplacés vers le haut. Le cœur peut ainsi travailler avec une pression plus élevée et son
travail augmente.

Une conséquence directe du mécanisme de Franck-Starling pour la régulation globale du sys-
tème cardio-vasculaire est l’égalisation des volumes d’éjection dans les deux ventricules évi-
tant ainsi toute stase dans le circuit pulmonaire et systémique.

2 en fin de diastole
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2.2.5 Le réseau vasculaire

a. Description générale

Le réseau vasculaire est constitué d’un ensemble de vaisseaux de diamètres et de propriétés
différents comme résumé sur la figure 2.10 et le tableau 2.9. A partir du cœur le cheminement
du sang dans la grande circulation est alors le suivant. Expulsé par le ventricule gauche dans
l’aorte, le sang est ensuite réparti par les grosses artères dans le réseau périphérique constituée
d’artérioles puis de capillaires. Ensuite, le sang « remonte » vers le cœur par les veines, les
branches veineuses, les grosses veines et enfin les veines caves. La pression sanguine moyenne
passe alors de 100 mmHg dans l’aorte à environ 2−4 mmHg dans les veines caves. Ceci donne
une perte de charge de 97 mmHg qui correspond à une résistance périphérique totale (RPT)
de 18 mmHg.min.L−1 d’après la relation simple (équivalent de la loi d’Ohm électrique)

∆P = Q.Rp,

où Q est le débit sanguin. D’après la loi de Poiseuille, on sait que la résistance à l’écoulement
dans un tube dépend de la longueur du tube, de la viscosité du liquide et de la puissance 4
du rayon sous la forme R ∝ 8 lη

πr4
, ce qui permet d’imaginer l’importance de chaque réseau de

vaisseaux dans la RPT, notamment :

• les petites artères sont responsables de près de 50% de la RPT et la modification du rayon
de ces vaisseaux a de fortes conséquences sur la RPT,

• les capillaires, bien qu’ayant un rayon plus petit participent tout de même à 27% de la
RPT, car leur nombre est considérable

Pression 
(mmHg)

Flux 
(cm/s)

Surface de la 
section 
(cm2)

Aorte

Grandes 
Artères

Branches 
Artérielles

Artériolles

Capillaires
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Branches 
Veines

Grosses 
Veines

Veine Cave

18,0 5,3

100 5,0 20

40 1,5 20

0,02-0,2 500

25 1,0 3500

20 2700

6,0 100

30

2-4 10

19%

47%

27%

7%

RPT

Aorte Artériolles Capillaires Grosses Veines

FIGURE 2.9: Pression moyenne, flux, et surfaces pour différentes catégories de vais-
seaux.

b. Effet Windkessel

Au niveau des grandes artères, un phénomène vient s’ajouter à la simple perte de charge. Leur
paroi se distend durant la phase d’éjection sous l’effet du débit créant une sorte de capacité
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Artère
pulmonaire

Veines caves

Foie

Tube
digestif

Reste de l’organisme
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Aorte

Veines
pulmonaire

Poumons

FIGURE 2.10: Réseau artériel et veineux desservi et desservant le cœur
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(toujours par analogie électrique) puisqu’une partie du volume éjecté est « temporairement
stockée » dans la lumière élargie du vaisseau. Ce phénomène est souvent appelé effet Windkes-
sel.

c. Retour veineux

C’est le réseau veineux qui constitue finalement le réservoir à sang de l’organisme, d’autant
que les veines sont bien plus extensibles que les artères (phénomène de rétention bien connu).
Vu la faible pression régnant les veines, la force de propulsion du flux veineux est due à quatre
actions :

• le résidu de pression artérielle maintenue au delà du réseau capillaire,

• le phénomène de succion dû à l’abaissement du plancher valvulaire lors de la contraction
cardiaque,

• la pression exercée sur les parois des veines par les muscles squelettiques,

• la respiration qui provoque une hypertension dans l’abdomen et une dépression dans la
cage thoracique.

2.2.6 Physiologie détaillé des tissus musculaires cardiaques

Nous venons de présenter rapidement les grandes lignes du fonctionnement du cœur à l’échelle
de l’organe. Passons maintenant à une échelle plus petite dite mésoscopique de description de
la fibre musculaire cardiaque avant de nous intéresser au comportement microscopique qui
régit sa contraction. Le description qui suit s’applique à ce qu’on appelle les muscles striés,
c’est-à-dire qu’elle est valide en grande partie à la fois pour les fibres cardiaques et les fibres
squelettiques.

Les muscles striés, illustrés Figure 2.11, sont des structures « multi-échelles » dont l’élé-
ment principal est la cellule musculaire. Comme nous l’avons déjà mentionné, celle-ci est une
fibre dont le diamètre moyen varie en moyenne de 10 à 100 µm et dont la longueur peut
atteindre 15 cm pour les muscles squelettiques 3 ! La fibre musculaire est délimitée par une
membrane cellulaire appelée sarcolème contenant le sarcoplasme (cytoplasme), des sarcosomes
(mitochondries, cellules associées à la respiration), ainsi qu’une centaine de myofibrilles.

A l’échelle de la myofibrille, celle-ci est divisée en compartiments d’environ 2 µm de lon-
gueur, appelés sarcomères et limités par des disques Z. Lorsqu’on les observe au microscope,
ils apparaissent comme une succession de bandes alternativement claires et sombres d’où leur
dénomination de muscle strié. Ceci est dû en fait à la disposition de filaments épais de myosine II,
et de filaments fins d’actine. On note, à l’intérieur de deux disques successifs, trois bandes :

• la bande I ne comportant que des filaments d’actine, (on en compte quelques milliers par
sarcomère)

3les fibres de viandes reconnaissables à l’œil nu sont en fait des réseaux de 100-1000 µm formés d’une dizaine
de fibres
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• la bande A dans laquelle les deux types de filaments se chevauchent, et forment en son
centre le disque M

• la bande H ne comportant que des filaments de myosine.

A l’échelle, cette fois, du filament de myosine, on observe que ce dernier est constitué d’un
paquet d’environ 300 molécules de myosine II. Chaque molécule possède deux têtes globu-
laires reliées par la partie cervicale (analogie simplement compréhensible d’après la Figure 2.11)
à la partie caudale filiforme du reste de la molécule. Chaque tête de myosine possède un domaine
moteur avec une poche à nucléotide (ATP) et un site de liaison à l’actine et l’ensemble de la partie
tête-cou-partie caudale peut faire basculer ces têtes de myosine lors de leur interaction avec
l’actine (c’est le glissement des filaments).

Concernant l’actine, molécule globulaire, env. 400 molécules de celle-ci peuvent s’enchaî-
ner à la manière d’un collier de perles pour former un polymère. En fait, ce sont deux molécules
de ce types qui, associées à la molécule de tropomyosine, forment le filament d’actine comme
illustré Figure 2.11. La molécule de tropomyosine qui possède une structure similaire s’enroule
donc autour des deux polymères d’actine et tous les 40 nm environ vient se fixer une molécule
de troponine qui sera responsable de l’interaction avec les têtes de myosine.

Sarolemme Mitochondrie
Myofilaments

T tubules

Reticulum 
sarcoplasmique

Noyau

Myofilaments
disque Z

Bande I Bande IBande A

Sarcomère

Actine

Complexe
Troponine

Tropomyosine Tête de myosine

Filament
fin

Filament
épais

disque M

FIGURE 2.11: Description multi-échelles de la fibre musculaire

Le sarcomère comprend encore un système élastique de plus de 100 nm de long, la titine,
qui lie les disques Z au disque M.

Enfin, on sait que toute les cellules comportent un réticulum endoplasmique qui est normale-
ment responsable, au niveau du cytoplasme, des échanges protéolipidiques avec la cellule. Pour
les cellules musculaires, ce reticulum est un peu différent et porte le nom de reticulum sarcomé-
rique. Il est formé de compartiments fermés, parallèles aux myofibres appelés tubes longitudi-
naux qui sont essentiels dans le stockage des ions Ca2+, cheville ouvrière de la propagation de
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l’impulsion électrique dans le tissu.

a. Contraction de la fibre musculaire

� EXCITATION DE LA FIBRE MUSCULAIRE – Au niveau électrique, la membrane cellulaire
constitue une barrière pour les ions porteurs de charges entre le milieu intra- et extra-cellulaire.
Néanmoins, certaines espèces et en particulier les ions Na+, K+ et Ca2+ initialement stockés
dans le reticulum endoplasmique peuvent être échangés entre ces deux milieux au travers
de pompes et échangeurs chimiques complexes. Les gradients ainsi formés notamment en
ions Ca2+ entraînent une différence de potentiel transmembranaire qui se propage de cellule
en cellule formant une vague qui s’entretient par l’activation des canaux ioniques. On parle
alors de potentiel d’action décrit macroscopiquement Section 2.2.3. Lors de la relaxation, la
cellule revient à l’équilibre électrique avec en particulier la recaptation des ions calcium dans
le reticulum sous l’action d’ATP, carburant de ces mécanismes.

� LE FILAMENT GLISSANT – Le mécanisme conduisant à la contraction à partir du gradient
en ions calcium est connu sous le nom de théorie du filament glissant dont les différentes
étapes sont présentées Figure 2.12. La myosine II et les filaments d’actine d’un sarcomère sont
en effet disposés de telle manière qu’ils peuvent s’emboîter ensemble. Les têtes de myosine se
fixent alors au filament fin en formant un angle donné. Suite à une modification structurale de
la molécule de myosine II cet angle se modifie et la tête de myosine entraîne avec elle tout le
filament fin dans son glissement. La tête se détache alors, se distend à nouveau, et est prête
pour une nouvelle liaison dans le cycle suivant.

ATP

ADP
PCa

++

Actine (A) Complexe
Troponine

Tropomyosine

Myosine (M)

Phosphate
Adénosine
diphosphateions Calcium

FIGURE 2.12: Etapes de la formation d’un pont actine-myosine

D’un point de vue du filament complet, ce mécanisme est la cause du rapprochement des
deux disques Z par la réduction de la zoneH . Quand les filaments épais se retrouvent en butée
sur les disques Z, le muscle est alors en contraction maximum.

Du point de vue chimique, le mécanisme d’appariement de la tête de myosine puis la
modification d’angulation sont des phénomènes complexes. La liaison initiale entre la tête
de myosine et l’actine nécessite tout d’abord la fixation d’une molécule d’ATP. Le complexe
ATP-myosine réalise alors un angle d’environ 90 degrés avec l’actine mais la liaison est faible.
L’arrivée d’ionsCa2+ sur le complexe tropomyosine-troponine entraîne, par l’intermédiaire de
l’actine, l’ATPase de la myosine, soit l’hydrolyse de la myosine. Il s’ensuit la formation d’un
complexe A−M−ADP−P . Le détachement du P change alors la conformation du complexe
et la liaison actine-myosine devient forte. Les têtes pivotent alors pour former un angle de
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40 degrés en entraînant le filament de myosine. La libération de l’ADP amène alors les têtes
dans leur position finale (45 degrés) dans une configuration extrêmement stable puisqu’en
l’absence d’ATP pour faire remonter les têtes elle correspond à l’état observé pendant la rai-
deur cadavérique. Quand, en revanche, l’ATP vient de nouveau se fixer sur les têtes, celles-ci
se redressent. Parallèlement à cela la concentration d’ions calcium diminue pour passer en
dessous des 1µmol.l−1. C’est alors que les deux molécules d’actine et myosine se détachent en
attendant un nouveau potentiel d’action pour recommencer un cycle.

Ainsi le cycle complet de réaction conduisant à l’attachement-détachement de la tête de
myosine sur l’actine s’écrit (voir définition des symboles Figure 2.12)

M.ATP
k1−→M.ADP.P

M.ADP.P +A
k2−→ AM.ADP.P

AM.ADP.P
k3−→ AM +ADP + P

AM +ATP
k4−→M.ADP +A

ADP + P
k5−→ ATP

(2.1)

A noter que l’équation 5 est présente uniquement pour fermer le cycle. De plus les ions Ca2+

n’apparaissent pas directement dans ce cycle.

Du point de vue un peu plus macroscopique, ce mécanisme au niveau des têtes de myosine
n’est pas synchronisé sur tous les filaments donc la contraction s’opère par saccades. De plus, il
n’opère pas dans toutes les configurations du tissu. En effet, quand l’étirement est maximum,
il n’est plus possible de faire d’autres ponts, et inversement quand la longueur est trop faible,
les ponts se recouvrent les uns les autres et ne contribuent plus. Ainsi la tension maximale est
obtenue pour une longueur de repos « moyenne ».

b. Propriétés mécaniques du muscle

Le modèle du filament glissant définit le comportement mécanique actif de contraction car-
diaque en l’associant directement au nombre de ponts actine - myosine formés. Cependant, le
comportement mécanique des fibres musculaires ne se limite pas au sarcomère et s’exprime
aussi de façon passive (indépendamment de l’activité électrique), notamment dans les phases
de relaxation du tissu (lors de la repolarisation du tissu).

Du point de vue passif donc, un muscle au repos peut être étiré comme un élastique et
la force résultante au début est très faible. Elle croit ensuite de manière exponentielle avec
l’allongement : on obtient alors la courbe d’étirement de repos. Lors d’un allongement très
important, le tissu de soutien résiste et empêche le démantèlement des fibres. Mais c’est avant
tout la titine qui assure ce rôle. Cette molécule se situe à deux endroits. Au niveau de la bande
A pour positionner le filament de myosine mais aussi sur la bande I en série avec les autres
composantes.

Ces deux comportements, actifs et passifs, permettent de tracer les relations Tension−Lon-
gueur T −L sur un diagramme, la contrainte totale pouvant être développée dans la fibre
musculaire devenant la somme des deux contributions actives et passives. En régime mus-
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culaire « normal », les différentes contractions possibles vont en fait s’inscrire à l’intérieur de
ces courbes maximales avec en particulier deux contractions caractéristiques :

• la contraction isométrique s’opérant à longueur constante (correspondant à un déplace-
ment vertical sur le diagramme T−L). Ce type de contraction n’est rendu possible que
par la composante élastique en série correspondant aux bandes Z qui compense la modifi-
cation de longueur provoquée par l’attachement des ponts.

• la contraction isotonique à pression constante (correspondant à un déplacement horizon-
tal sur le diagramme T −L) lorsque la charge sur la fibre est nettement supérieure à ce
qu’elle peut équilibrer.

Ces deux types de contractions sont, dans le cadre de la fibre cardiaque, corrélées respecti-
vement au comportement isovolumique (puisque le myocarde correspond à une pelote de
fibres enroulée sur elle-même), ou à la contraction isobare du myocarde complet. Ainsi, le dia-
gramme (P, V ) du cœur complet est similaire à celui du diagramme (T, L) de la fibre cardiaque
(similarité des Figures 2.8 et 2.13). Mécaniquement, il y a donc une analogie possible entre le
muscle tout entier et le comportement moyen de la fibre. Dans les autres situations, la contrac-
tion du muscle est dite auxotonique et correspond à une tension et une longueur variables.
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FIGURE 2.13: Diagramme Tension-Longueur pour le muscle cardiaque (à gauche)
et à titre de comparaison pour le muscle squelettique (à droite).

REMARQUE 2.2.3
Il est intéressant de constater que, bien que très similaires dans leur principes, les muscles striés pré-
sentent des différences fonctionnelles essentielles suivant qu’ils sont squelettiques ou cardiaques.

• le muscle squelettique est plus extensible que le muscle cardiaque.

• le point de fonctionnement est différent pour les deux types de muscles et situé au niveau du
maximum de la force active pour le muscle squelettique. Ceci laisse une zone d’activité supplé-
mentaire pour le cœur, modifiable par la concentration en ions [Ca2+] et observable à travers
l’effet Frank-Starling.
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• une différence dans l’excitation puisque le plateau est plus long dans le muscle cardiaque et la
contraction dépend de la longueur de ce plateau. De plus l’excitation s’étend à tout le cœur dès
qu’elle a commencé.

2.3 Modélisation électromécanique cardiaque

Nous venons de parcourir l’essentiel de la physiologie cardiaque nécessaire à la formulation
d’un modèle mécanique pour le cœur. Pour ce faire, nous commençons par quelques rappels
indispensables de mécanique des milieux continus avant de présenter la loi de comportement
utilisée pour la formulation de notre problème direct.

2.3.1 Formulation mécanique en Lagrangien total

a. Cinématique

On considère un solide déformable représenté à tout instant t par un ouvert Ω(t) (noté Ω quand
il n y a pas d’ambiguïté). De plus, on suppose que ∂Ω(t) existe et est C1 par morceaux (en
particulier une normale est définie en tout point de ∂Ω(t)). En configuration Lagrangienne, on
se donne une configuration de référence (Ω0, ∂Ω0) (pas nécessairement égale à (Ω(0), ∂Ω(0)))
telle que la déformation est une application bijective φ de la configuration de référence sur
la configuration courante. La déformation donne la position de chaque point du solide à tout
instant :

φ :

{
Ω0 → R

3

ξ 7→ x = φ(ξ, t)

∂Ω(t)

Ω(t)

∂Ω0

Ω

φ

0

ξ

x

FIGURE 2.14: Configuration de référence, déformée et transformation

On note y le déplacement
y(ξ, t) = x − ξ = φ(ξ, t) − ξ,

F est le gradient de transformation

F (ξ, t) = ∇
ξ
φ = ✶+ ∇

ξ
y,

tel que toute modification de volume est obtenue par JdΩ où J = detF et dΩ désigne la mesure
de volume (ici en configuration de référence). De même, toute modification d’aire est donnée
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par JF−TdS. De plus, C = F TF est le tenseur de déformation à droite de Cauchy-Green, ou
tenseur de dilatation puisque

∀δξ1, δξ2, < δx1, δx2 >=< F · δx1, F · δx2 >=< δξ1, δξ2 >C .

Le tenseur de Green-Lagrange est noté e,

e =
1

2
(C − ✶) =

1

2

(
∇
ξ
y + (∇

ξ
y)T + (∇

ξ
y)T · ∇

ξ
y
)
,

et son linéarisé ε

ε =
1

2

(
∇
ξ
y + (∇

ξ
y)T
)
.

b. Principe fondamental de la dynamique

Fibre
efforts volumiques

T (n) = σ · ν

σ33

σ23

σ13

σ32

σ22

σ12

σ31

σ21

σ11

n
f

FIGURE 2.15: Cube de Cauchy pour le tissu cardiaque. Sont représentées les com-
posantes du tenseur de Cauchy σ et les efforts résultant sur chaque surface T . La
fibre apparaîtra dans la loi de comportement Section 2.3.2

.

En configuration déformée, le principe fondamental de la dynamique liant contraintes et
forces extérieures se retrouve à partir du cube de Cauchy Figure 2.15,

div σ + ρ(f − ÿ) = 0, sur Ω

où σ est le tenseur de contraintes de Cauchy, ρ la masse volumique du solide et f la résultante
des efforts. En formulation faible sur l’espace V des déplacements admissibles, on obtient

∀v ∈ V (Ω),

∫

Ω
σ : ∇xv dΩ =

∫

Ω
ρ(f − ÿ) · v dΩ.

Le tenseur de Cauchy étant symétrique, on peut symétriser aussi ∇x et ainsi faire apparaître
ε(v) = 1

2

(
∇
ξ
v + (∇

ξ
v)T
)

le tenseur de déformation linéarisé en configuration déformée

∀v ∈ V (Ω),

∫

Ω
σ : ε(v) dΩ =

∫

Ω
ρ(f − ÿ) · v dΩ,
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Pour passer en Lagrangien total on effectue le changement de variable x→ ξ. Comme

∇
x
v = ∇

ξ
v · ∇

x
ξ = ∇

ξ
v · (∇

ξ
x)−1 = ∇

ξ
v · F−1,

on obtient

∀v ∈ V (Ω0),

∫

Ω0

σ : ∇
ξ
v · F−1J dΩ =

∫

Ω0

ρ0(f − ÿ) · v dΩ.

En toute rigueur, seules les forces extérieures f dites conservatives (i.e. ne dépendant pas de
la configuration) peuvent s’écrire simplement sur la configuration de référence ; les autres,
comme par exemple les efforts de pression, sont à composer avec la déformation, mais nous
ne le préciserons pas dans la formulation pour alléger l’écriture. En introduisant T = Jσ ·F−T

le premier tenseur de Piola-Kirchhoff (non symétrique) on obtient donc

∀v ∈ V (Ω0),

∫

Ω0

T : ∇
ξ
v · dΩ =

∫

Ω0

ρ0(f − ÿ) · v dΩ,

qui donne en formulation forte

div T + ρ0(f − ÿ) = 0, sur Ω0.

Pour conserver des tenseurs symétriques, on utilise le second tenseur de Piola-Kirchhoff

Σ = F−1 · T = JF−1 · σ · F−T ,

la formulation faible des équations du mouvement devenant

∀v ∈ V (Ω0),

∫

Ω0

Σ : F T · ∇
ξ
v · dΩ =

∫

Ω0

ρ0(f − ÿ) · v dΩ.

Or ∇
ξ
v = dyF · v, donc le symétrisé de F T · ∇

ξ
n’est autre que la différentielle du tenseur de

déformation par rapport au déplacement, soit

dye · v =
1

2

(
( dyF · v)T · F + F T · dyF · v

)
,

conduisant à l’expression du principe de la dynamique en configuration de référence que nous
utiliserons par la suite

∀v ∈ V (Ω0),

∫

Ω0

ρ0ÿ · v dΩ +

∫

Ω0

Σ : dye · v dΩ =

∫

Ω0

ρ0f · v dΩ. (2.2)

A noter qu’on utilise souvent en mécanique la notation compactée δe = dye · v.

REMARQUE 2.3.1
Les bilans énergétiques en mécanique sont obtenus classiquement en testant les formulations variation-
nelles sur les vitesses v = ẏ. Ainsi le tenseur de Cauchy σ est le conjugué énergétique du tenseur de
déformation linéarisée puisque ε(ẏ) = ε̇. De même, le premier tenseur de Piola-Kirchhoff T est le conju-
gué énergétique du gradient de déformation F car ∇

ξ
ẏ = Ḟ et le second tenseur de Piola-Kirchhoff Σ

est celui du tenseur de déformation Green-Lagrange e car dye · ẏ = ė.
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2.3.2 Loi de comportement mécanique

Commençons par rappeler une décomposition classique du tenseur des contraintes en fonction
du travail développé sur les déformations de type dilatation ou contraction isotrope. Soit

p = − 1

3J
Σ : C (2.3)

et
Σ
d

= Σ + pJC−1 (2.4)

Alors pour tout déplacement virtuel v = λx où dyF · v = λF et donc dye · v = λC

Σ
d

: dye · v = λΣ : C + λpJC−1 : C = 0.

Donc Σ
d
, appelée partie déviatorique du tenseur des contraintes, ne travaille pas sur les dilata-

tions ou contractions isotropes.

De plus, la variable p s’interprète comme la pression hydrostatique du système. En effet, si le
système est en équilibre avec une pression extérieure pe,

∫

Ω0

Σ : dye dΩ =

∫

∂Ω
−peν · v dΩ.

et en introduisant le volume
|Ω| =

∫

Ω0

J dΩ,

dont la différentielle est

dy |Ω| · v =

∫

Ω0

JF−1 : dyF · v dΩ =

∫

Ω
divx(v) dΩ, (2.5)

on obtient pour tout déplacement virtuel v = λx

pe

∫

∂Ω
ν · v dΩ = pedy |Ω| · v = 3pλ |Ω| ⇒ p = pe.

a. Hyperélasticité

On définit un matériau hyperélastique comme un corps élastique homogène ne dissipant pas
d’énergie pendant un cycle (voir Le Tallec (1994)). Ainsi pour toute transformation φ(ξ, t) =

F (t).ξ + c(t) périodique de période T ,

Wcycle =

∫ T

0

∫

Ω0

T (F ) : Ḟ dΩdt =

∫ F (T )=F (0)

F (0)
T (F ) : dF = 0 (2.6)

D’après le théorème de Stokes, il existe donc une fonction W e tel que T (F ) = ∂W e

∂F . Ceci cor-
respond physiquement au cas particulier de l’inégalité de Clausius-Duhem en l’absence de
dissipations Truesdell et Noll (1965).

On peut aller plus loin dans la formulation de W e puisqu’une rotation de corps rigide
n’entraîne pas de modification énergétique. Mathématiquement on a donc,

∀Q ∈ SO3(R), W e(F ) = W e(Q · F ). (2.7)
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En choisissant Q = Q ·√C · F−1, on obtient que W e est en en fait une fonction de C, qui filtre
toutes les rotations dans F . En outre, dans le cas isotrope, l’indépendance par rotation de la
configuration initiale impose que

∀Q ∈ SO3(R), W e(C) = W e(Q · C ·QT ). (2.8)

En choisissant pour Q la matrice des vecteurs propres du tenseur (symétrique) de Cauchy-
Green, on obtient finalement que W e est une fonction uniquement des valeurs propres du
tenseur. Autrement dit, elle s’exprime uniquement en fonction de ses invariants

I1 = tr(C), I2 = 1
2(tr(C)2 − tr(C2)) I3 = det(C) = J2 (2.9)

En second tenseur de Piola-Kirchhoff cette relation se traduit en fonction de son conjugué
énergétique sous la forme

Il existe W e = W e(I1, I2, I3) tel que Σ(e) =
∂W e

∂e
(I1, I2, I3). (2.10)

En pratique, le tenseur des contraintes est donc obtenu directement à partir de la dérivée
de W e par rapport aux invariants

Σ = 2
∑

1≤i≤3

∂W e

∂Ii
· ∂Ii
∂C

,

avec les identités classiques

∂I1
∂C

= ✶,
∂I2
∂C

= (I1✶− C),
∂I3
∂C

= I3C
−1. (2.11)

Du point de vue énergétique, on remarque alors que le travail des forces intérieures W int

W int(t) =

∫ t

0

∫

Ω0

∂W e

∂e
: dye · ẏ dΩ dt =

∫ t

0

d

dt

∫

Ω0

W e(e) dΩ dt = Em(t) − Em(0),

où Em(t) devient l’énergie élastique du système dont le principe des travaux virtuels dérive
directement en statique

min
y

(Em −Wext).

� EXEMPLES – Il existe de nombreux exemples de lois hyperélastiques, par exemple les
énergie de type « néo-Hookéen » W e = κ1(I1 − 3) ou « Mooney-Rivlin » W e = κ1(I1 − 3) +

κ2(I2 − 3). Une énergie plus riche et que nous utiliserons par la suite fut proposée par Ciarlet
et Geymonat (1982)

W e(e) = κ1(I1 − 3) + κ2(I2 − 3) + a(I3 − 1) − (κ1 + 2κ2 + a) ln(I3). (2.12)

La loi la plus simple dans cette classe correspond au matériau de Saint-Venant-Kirchhoff ca-
ractérisée par l’énergie

W e(e) =
λ

2
(tr(e))2 + µ tr(e2), (2.13)

qui elle aussi peut se réécrire en fonction des invariants. Cependant, à la différence de l’éner-
gie proposée par Ciarlet-Geymonat, elle est infiniment compressible à énergie finie et ne vérifie
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pas les hypothèses de polyconvexité utilisées dans les théorèmes d’existence de solution (voir
Ciarlet (1988)). En revanche, cette énergie reste utilisée en pratique car elle est l’extension non-
linéaire directe de la loi de Hooke pour les matériaux élastiques. En fait tous les matériaux
hyperélastiques isotropes se ramènent à cette loi de Hooke dans le cas des petites déforma-
tions, où l’on a

Σ(ε) = λ tr(ε)Id+ 2µε, (2.14)

avec λ,µ les coefficients de Lamé équivalents.

� INVARIANTS RÉDUITS – On définit souvent des invariants réduits qui se prêtent plus
naturellement à la décomposition pression-tenseur déviatorique. A cette fin, on considère de
nouveau les déformations virtuelles de type contraction-dilatation isotrope v = λx, dye · v =

λC. Or
∂I1
∂C

: C = I1,
∂I2
∂C

: C = 2I2,
∂I3
∂C

: C = 3I3,

si bien qu’en choisissant

J1 = I1I
− 1

3
3 , J2 = I2I

− 2
3

3 , J3 = I
1
2
3 = J. (2.15)

ceux-ci vérifient
∂J1

∂C
: C = 0,

∂J2

∂C
: C = 0,

∂J3

∂C
: C =

3

2
J.

si bien que

Σ
d

= 2
∑

i=1,2

∂W e

∂Ji
.
∂Ji
∂C

, p = −∂W
e

∂J
,

avec les identités

∂J1

∂C
= I

− 1
3

3 (✶− 1

3
I1C

−1),
∂I2
∂C

= I
− 2

3
3 (I1✶− C − 2

3
I2C

−1),
∂I3
∂C

=
1

2
I

1
2
3 C

−1. (2.16)

� INCOMPRESSIBILITÉ – Pour les matériaux incompressibles, toute déformation préserve le
volume donc les seuls transformations admissibles sont telles que J = detF = 1. On remarque
que, dans ce cas, la démonstration de la dépendance de l’énergie en fonction des invariants
reste valable mais n’est plus qu’une fonction des deux premiers invariants W e = W e(J1, J2)

puisque J3 = 1. De plus, la contrainte cinématique introduit un multiplicateur de Lagrange
dans la formulation variationnelle (2.2) puisque

min
y,J=1

(Em −Wext) = min
y

max
p

(∫

Ω0

W e(e) + p(1 − J) dΩ −Wext
)
.

Ainsi le tenseur des contraintes devient

Σ =
∂W e

∂e
− p

∂J

∂e
=
∂W e

∂e
(J1, J2) − pJC−1,

et on retrouve ici que le multiplicateur p n’est autre que la pression hydrostatique alors que
∂W e

∂e (J1, J2) est la partie déviatorique.

Dans le cas de la quasi-incompressibilité on transforme la formulation mixte en formula-
tion pénalisée du type W e(e) = W e(J1, J2) + κ

2 (1 − J)2 avec κ grand pour que la formulation
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variationnelle statique redevienne miny(U i). Dans ce cas, on obtient pour la pression hydro-
statique

p = κ(1 − J).

De même, l’énergie de type Ciarlet-Geymonat, réécrite sur les invariant réduits sous la forme

W e(e) = κ1(J1 − 3) + κ2(J2 − 3) + κ(J − 1) − κ ln(J),

peut conduire aussi à une formulation pénalisée où la parabole (1 − J)2 est remplacée par
κ(J − 1) − κ ln(J). Dans cette expression que nous utiliserons finalement pour nos matériaux
hyperélastiques on a alors

p = κ
1 − J

J
.

REMARQUE 2.3.2
Certains matériaux ne sont pas isotropes et dans ce cas, on peut montrer (mais c’est nettement plus
technique, voir Raoult (2009)) que d’autres invariants interviennent. Par exemple pour un matériau dit
isotrope transverse, c’est-à-dire avec une direction privilégiée en tout point n(x) on peut alors décom-
poser l’énergie suivant deux autres invariants

I4 = n · C · n, I5 = n · C2 · n,

tels que W e = W e(I1, I2, I4, I5) et avec ces invariants4

Σ = 2

((∂W e

∂I1
− I1

∂W e

∂I2

)
✶− ∂W e

∂I2
C + I3

∂W e

∂I3
C−1

+
∂W e

∂I4
n⊗ n+

∂W e

∂I5
(C · n⊗ n+ n⊗ C · n)

)
. (2.17)

Pour des matériaux complètement anisotropes appelés matériaux orthotropes, on fait cette fois appa-
raître 8 invariants où I6 et I7 sont les équivalents de I4 et I5 sur la nouvelle direction n′ et I8 = n ·C ·n′.
Cependant, indépendamment de la complexité que représente la quantification numérique de tous ces
invariants, il y a manifestement une surdétermination puisque, C étant symétrique, seuls 6 termes sont
nécessaires à sa définition.

b. Viscoélasticité

En présence de viscosité, l’égalité (2.6) devient inégalité de Clausius-Duhem, soit

∀e, ė,
(
∂W e

∂e
− Σ

)
: ė ≤ 0.

Cette inégalité est notamment respectée en introduisant une fonctionelle W v(e, ė) convexe en
ė avec ∂W v

∂ė (e, 0) = 0 telle que

Σ =
∂W e

∂e
+
∂W v

∂ė
.

Il est cependant très difficile de quantifier expérimentalement ces fonctionnelles et certains
travaux ont conduit à la définition de lois relativement complexes pour les tissus biologiques

4on peut aussi faire le même type de formulation avec des invariants réduits compatibles avec la notion de
tenseur déviatorique
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Pioletti et al (1998). En l’absence de véritable consensus sur le sujet nous nous limiterons à des
éléments visqueux relativement simples de la forme

W v =
η

2
tr(ė2) ⇒ Σv =

∂W v

∂ė
= ηė

c. Modélisation microscopique des myofibrilles

Nous venons de présenter des lois de comportements mécaniques classiques pour traduire
un comportement élastique passif d’un matériau. Mais nous avons vu que la mécanique car-
diaque est principalement fondée sur l’existence d’un comportement de contraction actif, c’est-
à-dire commandé par l’activité électrique, au niveau des sarcomères. C’est ce comportement
qu’il nous faut à présent modéliser.

� MODÈLE DE CONTRACTION DE HUXLEY – La mécanique d’attachement et de détachement
des ponts est représentée par la Figure 2.16. Huxley (1957) postule que l’attachement d’une
tête de myosine n’est qu’une fonction de x ∈ [0, h] avec h un seuil d’élongation. On introduit
la variable s = x

h (c’est-à-dire une forme de variable angulaire traduisant le fait que la tête
« pivote » pour s’attacher). Soit n la fraction (« statistique ») de ponts existant à cette élongation.

ξ

ec

FIGURE 2.16: Schéma mécanique associé au mécanisme du filament glissant

Le modèle de Huxley détermine la dynamique de création des ponts sous la forme

dn

dt
(s, t) =

∂n

∂t
+ ėc

∂n

∂s
= (1 − n)f − ng, (2.18)

avec ėc = ∂s
∂t , en supposant qu’une fois la myosine attachée, elle se déplace à la vitesse de l’en-

semble. On désigne par f la fréquence de création d’un pont et g la fréquence de détachement.
En particulier si f et g sont nulles le nombre de ponts est constant, sinon f (resp. g) s’applique
sur le nombre de pont potentiels a créer (1 − n) (resp. détruire n). L’effort de modélisation
réside ainsi dans le choix judicieux de f et g et nous résumons ici les travaux issus de Bestel
(2000).

Lorsque le cycle chimique (2.1) d’attachement a lieu, on peut comparer la concentration
[AM ] d’actine myosine liées à n. La loi d’action de masse écrite pour le cycle donne alors après
simplifications :

d

dt
[AM ] = k3[AM.ADP.P ] − k4[AM ][ATP ]

= k2[A][M.ADP.P ] − k4[AM ][ATP ]

= k1[M.ATP ] − k4[AM ][ATP ].

(2.19)
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Notons alors µA et µM les quantités d’actine et de myosine. Elles sont constantes et égales
et donnent, en considérant l’une ou l’autre des espèces comme limitant, la concentration totale
en paires possibles.

µ = µA = [AM ] + [A] + [AM.ADP.P ],

ou

= µM = [AM ] + [M.ATP ] + [AM.ADP.P ] + [M.ADP.P ].

Huxley (1957) choisit de prendre µ = µM tel que n = [A]
µ . On obtient alors grâce à la loi d’action

de masse

µ = [AM ] +

(
1 +

k1

k3
+ k1k2[A]

)
[M.ATP ]

, puis avec (2.19)

d[AM ]

dt
=

k1

1 + k1
k3

+ k1
k2[A]

(µ− [AM ]) − k4[ATP ][AM ]

. Un certain nombre d’études ont pu donner des ordres de grandeur des vitesses de réactions
k1 ≫ k2 ≫ k3 et on notera kATP = k3 caractérisant l’activité du cycle (2.1) en présence d’ATP.
On obtient finalement

d

dt

(
[A]

µ

)
= kATP

(
1 − [A]

µ

)
− k4[ATP ]

[A]

µ
. (2.20)

Ainsi nous obtenons pendant le cycle chimique f = kATP supposé constante car l’ATP est
majoritaire et g = k4[ATP ]. Enfin, les considérations numériques (voir encore Bestel (2000))
permettent de poser k4[ATP ] = k3 (typiquement k3 ≃ 75s−1, k4 = 750.103L.mol−1.s−1 et
[ATP ] = 100µmol.L−1) donc g = kATP également. Enfin le cycle n’a lieu qu’en présence d’ions
calcium et toujours pour s ∈ [0, 1] donc

f(s, t) = kATP✶s∈[0,1]✶[Ca2+]>C ,

où C est la concentration seuil d’enclenchement de la réaction 2.1.

Pour la fréquence de détachement, les phénomènes sont plus complexes. Pendant la re-
laxation lorsque [Ca2+] < C, des ponts sont détruits par l’aspiration des ions calcium par les
pompes sarcoplasmiques. De plus, en contraction comme en relaxation, certains ponts sont
détruits par des phénomènes purement mécaniques quand la vitesse relative des filaments est
trop grande. Finalement la fonction g est définie sur toute la période de contraction-relaxation
par

g(s, t) = α |ėc| + kATP✶s/∈[0,1]✶[Ca2+]>C + kRS✶[Ca2+]<C .

Il est possible de définir une seule variable de commande u pour représenter ces deux
fonctions f et g.

u(t) = |u(t)|+ − |u(t)|− avec

{
|u(t)|+ = kATP✶[Ca2+]>C

|u(t)|− = kRS✶[Ca2+]<C

f(s, t) = |u(t)|+ ✶s∈[0,1],

g(s, t) = |u(t)| + α |ėc| − f(s, t).

(2.21)



94 Chapitre 2. Modélisation cardiaque

Cette commande u est fonction de la concentration en ions calcium et pourra donc être dérivée
« indirectement » (i.e. à kATP et kRS près) des modèles d’activation électrique.

� EQUATIONS DES MOMENTS – Le passage à l’échelle « mésoscopique » du sarcomère à
partir du modèle de Huxley utilise des équations de moments sur la variable « statistique » s
inspirées de Zahalac (1981). On définit ainsi les moments successifs

µp =

∫

R

spn(s, t) ds.

Le choix judicieux des fonctions f et g, notamment tel que la somme f + g est indépendante
de s, permet de déterminer une relation entre un moment d’ordre p et seulement ses prédé-
cesseurs.

µ̇p =

∫

R

sp(f − (f + g)n− ėc
∂n

∂s
) ds

= fp − (f + g)µp + pėcµp−1,

où fp =
∫

R
spf ds est le moment d’ordre p de f .

De ces moments, on fait alors apparaître des variables macroscopiques naturelles en consi-
dérant le sarcomère comme une collection de ressorts statistiques.

1. Moment d’ordre 0 : soit kc la raideur associée au moment d’ordre 0 traduisant la rigidité
du sarcomère en fonction du nombre de ponts attachés

kc = k0

∫

R

n(s, t) ds ;

2. Moment d’ordre 1 : soit τc la contrainte associée à cet ensemble de « ressorts » que l’on
considère à l’équilibre en s = −s0 < 0 (i.e. en s = 0 le ressort est sous tension)

τc = k0

∫

R

(s+ s0)n(s, t) ds.

Le système d’équations différentielles sur les moments conduit à un modèle de loi de com-
portement que nous appellerons par la suite modèle « Bestel-Clément-Sorine » Bestel et al (2001)

{
k̇c = −(|u| + α |ėc|)kc + k0 |u|+
τ̇c = −(|u| + α |ėc|)τc + ėckc + σ0 |u|+

(2.22)

où tous calculs faits on a posé σ0 = (1
2 + s0)k0.

A la contrainte τc nous devons ajouter deux éléments pour obtenir la contrainte finale.
Tout d’abord, il y a un certain nombre d’éléments visqueux dans le processus d’attachement-
détachement. Ensuite, souhaitant prendre en compte l’effet Starling qui stipule que plus la
déformation ec est importante (i.e. au cycle précédent le cœur s’est beaucoup rempli) plus la
contrainte doit être forte pour permettre une éjection on ajoute une fonction d(ec) en facteur
de τc et on profite de l’intégration de cette fonction pour prendre en compte un deuxième
phénomène physiologique qui est le démantèlement possible des fibres lors de déformations
trop fortes. Ainsi d a la forme présentée figure 2.17. Finalement la contrainte totale dans le
sarcomère est donc

σc = d(ec)τc + µcėc. (2.23)
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d(ec)
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FIGURE 2.17: Fonction d associé à l’effet Starling et au démantèlement des fibres

� BILAN ENERGÉTIQUE DANS LE SARCOMÈRE – Encore une fois, ce sont les moments (ici
d’ordre 2) qui nous fournissent la variable interprétable macroscopiquement. En effet, l’énergie
élastique contenue dans un ressort microscopique est k02 (s+ s0)

2 donc on pose comme énergie
« linéique » moyennée sur la collection de ponts

Uc =
k0

2

∫

R

(s+ s0)
2n(s, t) ds.

D’après l’équation différentielle sur les moments on obtient

U̇c =
k0

2

∫

R

(s+ s0)
2f ds− (|u| + α |ėc|)Uc + ėcτc

= −(|u| + α |ėc|)Uc + ėcτc + U0 |u|+ ,
(2.24)

avecU0 = k0
2 (s20+s0+ 1

3) > 0. Cependant, on aimerait pouvoir définir cette énergie directement
par rapport aux variables macroscopiques car cette grandeur nous aurait donné une quantité
naturelle à « contrôler » pour définir un schéma en temps. En fait, l’énergie la plus naturelle à
définir à partir de τc et kc est l’énergie élastique « linéique » suivante

Ψc =
1

2kc
τ2
c , (2.25)

dont la dynamique est

Ψ̇c =
τc
kc
τ̇c −

1

2kc
τ2
c

k̇c
kc

= −(|u| + α |ėc|)Ψc + ėcτc + k0

(
τc
kc

(s0 +
1

2
− 1

2

τc
kc

)

)
|u|+ .

(2.26)

Cette dynamique est très proche de celle de l’énergie micro à la différence de la constante
positive U0 remplacée par l’expression (dynamique) τc

kc
(s0 + 1

2 − 1
2
τc
kc

). On sait que τc
kc

est une
forme de déformation moyenne dont la dynamique est d’ailleurs

d

dt

τc
kc

=
τ̇ckc − k̇cτc

k2
c

= ėc +
k0

kc
(
1

2
+ s0 −

τc
kc

) |u|+ .
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Autrement dit la variable ηc = τc
kc

− (1
2 + s0) vérifie

η̇c = −k0

kc
|u|+ ηc + ėc,

qui se stabilise que si ėc = 0 (i.e τc
kc

→ 1
2 + s0 dans ce cas). Par conséquent il est possible de

contrôler Ψc à partir des seules variables macroscopiques τc et kc, mais τc
kc

ne correspond pas
exactement à l’énergie emmagasinée microscopiquement dans les ressorts élémentaires pour
le choix de f effectué.

d. Modèles rhéologiques

Hooke :

Newton :

Maxwell :

Voigt :

σ = Ae

σ = µė

1

µ
σ +A−1σ = ė

σ = Ae+ µė

FIGURE 2.18: Principaux montages rhéologiques linéaires

Des comportements mécaniques complexes, notamment pour les tissus biologiques, peu-
vent être formalisés par des modèles rhéologiques (voir notamment Le Tallec (1994)). L’idée
sous-jacente est de décrire le comportement macroscopique global comportant plusieurs élé-
ments constitutifs par analogie avec un ensemble de ressorts et amortisseurs en série et paral-
lèles. Les éléments les plus utilisés sont décrits en Figure 2.18.

Dans le cas de petits déplacements, on démontre sans peine que l’association de différents
éléments suit les lois naturelles des montages en série et parallèle.

En non-linéaire cependant, la loi de composition série est plus complexe. En effet, soit un
élément 1D (qui nous le verrons nous suffira par la suite) correspondant à deux matériaux
élastiques en série. Alors on a

φ = φ2 ◦ φ1 ⇒ ∇ φ = ∇ φ2 · ∇ φ1,

d’où
1 + 2e = (1 + 2e1)(1 + 2e2). (2.27)

Pour les contraintes, les énergies libres s’additionnent W (e) = W1(e1) + W2(e2) sous la con-
trainte cinématique (2.27). La minimisation de l’énergie (en statique) permet aussi de définir
e1 et e2 à l’équilibre

(e1, e2) = argmin
1+2e=(1+2e1)(1+2e2)

W (e),
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σ1 = σ2

e = e1 + e2

e1 σ1

e2 σ2

e1 σ1 e2 σ2

e1 = e2

σ = σ1 + σ2

FIGURE 2.19: Schéma rhéologique série et parallèle et règles d’association linéaires

d’où on tire les relations
{
W ′

1 de1 +W ′
2 de2 = 0

(1 + 2e2) de1 + (1 + 2e1) de2 = 0

(avec W ′
1, resp W ′

2, la dérivée de W1, resp W2, par rapport à la déformation scalaire e1, resp e2).
On obtient alors

W ′
1

1 + 2e2
=

W ′
2

1 + 2e1
.

Enfin la contrainte totale dans l’élément σ = ∂W
∂e est donnée par

dW = σ de = W ′
1 de1 +W ′

2 de2

=
W ′

1

1 + 2e2
((1 + 2e2) de1 + (1 + 2e1) de2)

=
W ′

1

1 + 2e2
de,

et de même en intervertissant 1 et 2. Ainsi, la loi rhéologique est finalement modifiée sous la
forme

σ =
σ1

1 + 2e2
=

σ2

1 + 2e1
. (2.28)

e. Loi de comportement cardiaque

Reste maintenant l’assemblage final de Chapelle et al (2001) constitué des éléments passifs
et actifs décrits précédemment suivant le schéma rhéologique étendu ici en non-linéaire. Ce
principe de composition rhéologique avait d’ailleurs était initialement exprimé pour le cœur
par Hill (1938). Nous avons d’après le schéma final Figure 2.20 :

• l’élément actif décrivant le comportement actif du sarcomère d’après le modèle Bestel-
Clément-Sorine

σc = d(ec)τc + µcėc.
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• en série, un élément résistif correspondant aux différent disques Z. Cet élément assure
la propriété d’isométricité locale de la fibre cardiaque puisque l’élément contractile peut
se contracter (ec 6= 0) sans déformation totale de la fibre e = 0. En notant es, σs les
déformations et contraintes monodimensionnelles de cet élément, on a

σs = Eses,

et le modèle rhéologique fournit

σc = d(ec)τc + µėc = Es
e1D − ec

(1 + 2ec)3
(1 + 2e1D), (2.29)

où e1D = n · e · n est la déformation dans la direction de la fibre.

• En parallèle, les éléments passifs décrivant la matrice de collagène et d’élastine entou-
rant la fibre. Cet élément passif est 3D et contient les lois hyperélastique et visqueuse
présentées.





Σp = Σe + Σv =
∂W e

∂e
(J1, J2) +

∂W v

∂ė
+ κ(J − 1)C−1

W e = κ1(J1 − 3) + κ2(J2 − 3)

W ν =
η

2
tr(ė2)

(2.30)

L’ensemble de ces éléments définissent le tenseur des contraintes total

Σ = Σp + σ1Dn⊗ n, (2.31)

avec pour la contrainte spécifique du sarcomère

σ1D =
σc

1 + 2es
=

σs
1 + 2ec

.

Dans le cas où d(ec) = 1, la relation rhéologique ci-dessus conduit (elle a en fait été écrite
pour cela cf. Section 2.3.2.d.) à partir de l’équation (2.31) à l’identité

Σ : dye.v = Σp : dye.v + σs des.v
′ + σc dec.v

′. (2.32)

Testée sur la vitesse, elle donne

Σ : ė = Σp : ė+ σsės + σcėc,

permettant l’écriture du bilan d’énergie total

d

dt

(
Ec + Em +

1

2

∫

Ω0

Ese
2
s dΩ +

∫

Ω0

Uc dΩ

)
=

Pext +

∫

Ω0

U0 |u|+ dΩ −
∫

Ω0

(|u| + α |ėc|)Uc dΩ −
∫

Ω0

∂W v

∂ė
: ė dΩ, (2.33)

où, en résumé,

• Ec est l’énergie cinétique
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• Em est l’énergie hyperelastique isotrope

• 1
2

∫
Ω0
Ese

2
s dΩ est l’énergie de l’élément passif série sur la fibre On remarque que cette

formulation est compatible avec les matériaux isotropes-transverse de la remarque 2.3.2

• Uc est l’énergie élastique microscopique des ponts actine-myosine décrite en (2.24)

les termes sources

• Pext est la puissance des efforts extérieurs

•
∫
Ω0
U0 |u|+ est la puissance positive fournie par le moteur actine-myosine

et les termes dissipatifs

•
∫
Ω0

(|u|+α |ėc|)Uc dΩ est l’énergie dissipée par les mécanismes de création et destruction
des ponts

•
∫
Ω0
η ∂W

v

∂ė : ė est l’énergie dissipé par la viscosité passive

es σs ec σc

e1D σ1D

µ

Es

W

η

τc

FIGURE 2.20: Schéma rhéologique complet pour le modèle de fibre active (dans la
direction n).

Il existe beaucoup d’autres modèles de contraction cardiaques par exemple ceux présentés
dans Schmid et Hunter (2006) ; Hunter et al (1998) ; Sachse (2004). Ces modèles sont tous fon-
dés sur une loi de comportement comprenant un composé actif et un passif. La plupart sont
issus d’interpolation de données expérimentales qui les légitiment. Cependant soit ils ne véri-
fient pas de propriété énergétique globale, soit ils utilisent des fonctionnelles « singulières ». Le
modèle le plus utilisé historiquement est certainement celui de Hunter rappelé dans Schmid et
Hunter (2006). A noter aussi les tentatives d’obtention des lois macroscopiques par des procé-
dés d’homogénéisation par exemple Caillerie et al (2003) qui est cependant restreinte à la seule
partie passive. Encore une fois, l’objectif n’est certainement pas de comparer ces modèles entre
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eux « qui ont tous des vertus ». Le modèle présenté ici est récent et cette synthèse s’attache à
montrer ses qualités énergétiques, de contrôle par l’activation, d’interprétation physiologique
pour un ensemble relativement réduit de paramètres, qualités qui, nous allons le voir, sont
fondamentales pour son analyse numérique et sa simulation mais aussi pour structurer les
problèmes d’assimilation de données.

2.3.3 Modèles de circulation

Les efforts extérieurs sur myocarde sont la résultante de la pression PV exercée par le sang
contenu dans les cavités cardiaques sur leurs paroi. Autrement dit, la puissance virtuelle des
efforts extérieurs s’écrit

∀v ∈ V, Pext(v) = −
∫

Γendo

PV ν · F−1 · vJ dS.

où ν le vecteur normal et Γendo = ∪i=g,d−i représente l’ensemble des deux endocarde gauches
et droits5 Ci, i = g, d. Dans le cas où l’une des valves cardiaques est ouverte, alors PV est
imposée par la pression dans les autres compartiments circulatoires (oreillettes ou artères) ;
mais dans le cas où toutes les valves sont fermées, c’est-à-dire dans les phases isovolumiques
du cycle cardiaque décrit précédemment, la pression interne n’est plus physiquement qu’un
multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’incompressibilité du fluide (donc de vo-
lume constant pour les cavités fermées). Les différents changements de phase du cycle cor-
respondent in fine à la résultante des efforts de pressions sur les valves ; ces dernières sont
ouvertes (resp fermées) si la pression dans les cavités concernées sont supérieures (resp. in-
férieures) aux pressions correspondantes dans les artères ou oreillettes. Ces différentes re-
marques montrent combien il est indispensable de modéliser ce que nous appellerons par
la suite la circulation extérieure pour rendre compte du cycle cardiaque complet. En d’autres
termes, à la différence d’autres systèmes mécaniques, la pression intracavitaire est une variable
d’état du système et pas une donnée indépendante. Il existe depuis longtemps des modèles
distribués de circulation sanguine dans les cavités et les artères ainsi que, plus récemment, des
modèles de valves complet comme ceux de Diniz Dos Santos et al (2008) ; Astorino et al (2008),
mais, pour des raisons évidentes de complexité, on a recours à un modèle de circulation sim-
plifié considérant P v uniforme dans les cavités. Cette hypothèse se justifie partiellement dans
la modélisation fine du tissu mécanique si on garde à l’esprit le fait que l’origine et la plus
grande contribution pour les déformations locales du tissu est avant tout l’onde électrique
parcourant le myocarde, soit le terme de puissance virtuelle des efforts intérieurs contrôlé par
l’activation u(t, x) et la pression moyenne dans la cavité plus que ses fluctuations locales.

a. Modèle de valves

Le modèle de valve gère les différentes phases du modèle définissant la pression extérieure
ou le volume intracavitaire comme des contraintes sur le système. En effet la version simpli-
fiée du diagramme (P, V ) de la pompe cardiaque serait un rectangle qui signifiant que deux
phases sont contrôlées par un volume constant, les fameuses phases isovolumiques, quand

5Dans certains cas seule la cavité gauche peut-être modélisée
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P

P

P

V

a

at

Q = 0

Q > 0

Ci

Ci

Cj

Vi

∂

Γi

FIGURE 2.21: Configuration de la cavité cardiaque. ∂Ci = Γi ∪ Vi correspond à la
cavité fermée par la valve idéalisée, c’est-à-dire la frontière de Ci.

deux autres le sont par la pression extérieure imposée par la circulation au moment où les
valves sont ouvertes. Le modèle de valve permet de traduire successivement en une seule re-
lation ces deux types de phases. Une analogie intéressante peut être le problème du contact.
En effet considérant deux solides S1 et S2, la distance d entre eux et la force de contact F sont
liées. Si les deux solides se touchent alors d = 0 et F > 0 est inconnu et sinon c’est d > 0

qui devient une inconnue et F = 0. On traduit ces deux états par la relation toujours vraie
Fd = 0 (F ≥ 0, d ≥ 0). Pour notre problème, la relation est un peu plus sophistiquée car
les deux phases contrôlée en pression correspondent à l’ouverture de valves différentes : d’un
côté l’artère pendant la systole, de l’autre l’oreillette en fin de diastole. Si nous considérons
par exemple, le flux sanguin Q éjecté par le ventricule gauche ou droit dans l’artère correspon-
dante, nous obtenonsQ |P v − P ar|− = 0. De même au niveau de l’oreilletteQ

∣∣P v − P at
∣∣
+

= 0.
Ces deux relations traduisent





Q ≥ 0 si P v = P ar

Q = 0 si P at < P v < P ar

Q ≤ 0 si P v = P at

(2.34)

conduisant à la représentation de la figure 2.21. En fait la prise en compte de la perte de charge
dans l’artère ou l’oreillette permet d’obtenir une version régularisée qui sera d’ailleurs plus
simple à numériser. On obtient alors une relation globale du type

−V̇ = Q = f(P v, P ar, P at) =





0 si P at ≤ P v ≤ P ar

Kar(P
v − P ar) si P v ≥ P ar

Kat(P
v − P at) si P v ≤ P at

(2.35)

où Kar ∝ πR2

ρc où R est la rayon de la valve, ρ la masse volumique du sang et c sa vitesse.
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Pour des raisons numériques, nous serons aussi amenés à prendre en compte une version
régularisée de cette fonction autour de Q = 0 définie comme suit

−V̇ = Q = fδ(P
v, P ar, P at) =





Kiso(P
v − P at) si P at ≤ P v ≤ P ar

Kar(P
v − P ar) +Kiso(P

ar − P at) si P v ≥ P ar

Kat(P
v − P at) si P v ≤ P at

(2.36)

Q

P

P

at

ar

K
at

K
iso

K
ar

FIGURE 2.22: Fonctions de valve. En pointillés, la fonction idéale (2.34) et en traits
pleins la fonction fδ définie en (2.36)

La dérivée en temps du volume, V̇ , est donc le débit sanguin éjecté par l’un ou l’autre
des ventricules et est donné variationnellement à partir de l’expression du volume V de sang
contenu dans le ventricule. A valve ouverte, cette notion révèle une certaine ambiguïté pour
délimiter la frontière fictive correspondant à l’intérieur des ventricules au niveau des valves.
Cependant, cette ambiguïté est en partie levée par une certaine rigidité des anneaux valvu-
laires permettant de définir une sorte de disque valvulaire. Ainsi par Stokes on obtient direc-
tement les expressions des volumes V et débit V̇ de chaque cavité à partir des déplacements
de l’épicarde. En effet

V =

∫

Ci

dΩ =
1

3

∫

Ci

div(x) dΩ,

donc
V =

1

3

∫

∂Ci

x · ν dS (2.37)

et, utilisant la formule (2.5) de dérivation du volume déjà utilisée en introduction de Sec-
tion 2.3.2 et après simplifications,

V̇ =

∫

∂Ci

ẏ · ν dS. (2.38)

REMARQUE 2.3.3 (ONDE DICROTE)
Certains ont imaginé des modèles de contact plus complexes, introduisant des fonctions non-linéaires
pour prendre en compte des phénomènes physiologiques plus subtile tels que la prise en compte de
l’onde dicrote. Cette onde de surpression est visible juste après la fermeture de la valve aortique mais
son interprétation est encore sujette à débat. Une hypothèse est que le flux sanguin en sortie de ven-
tricule permet le remplissage des coronaires qui fonctionnent alors comme une réserve de sang. Cette
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réserve se vide un peu après la fermeture entraînant un effet de suppression. Pour modéliser cet effet,
on peut imaginé une fonction de valve non-linéaire de la forme :

1

Rav

=
1

ρav

(1 + tanh(K3(P
v − P ar − Pav))),

où Pav est une pression seuil, Rav et ρav des constantes supplémentaires.

Pression 

Ventriculaire

Pression 

Arterielle

Onde 

Dicrote

FIGURE 2.23: Onde dicrote schématisée.

b. Modèle de Windkessel

Afin d’obtenir un diagramme (P, V ) réaliste, il est nécessaire de modéliser la circulation ex-
térieure et donc que P ar varie au long du cycle cardiaque et en particulier pendant l’éjection.
Là encore plusieurs niveaux de modélisation en espace sont possibles et nous nous limitons
à une modélisation « 0D ». La modélisation de type Windkessel pour l’écoulement artériel
consiste en une analogie électrique où l’intensité représente le flux et la tension la pression.
L’idée fut initialement proposée par S. Hales en 1733 puis développée par O. Frank en 1899.
Nous considérons ici un modèle de Windkessel à 3 éléments équivalent à schéma RLC élec-
trique. Typiquement la capacitance Cw représente l’énergie stockée par le vaisseau grâce à sa
déformation, Rw représente la résistance équivalente du système circulatoire complet,

LwCw
Rw

P̈ ar + CwṖ
ar +

P ar − Psv
Rw

= (1 +
Rw
Rq

)Q+ CqRwQ̇+ LqCqQ̈, (2.39)

avec Q = V̇ le débit sanguin. Le second membre et formulé ici de façon très général comme
dans Stergiopulos et al (1999). Cette expression nécessite cependant la calibration des différents
paramètres ce qui représente un véritable enjeux. En effet Stergiopulos et al (1999) calibre ce
modèle à Q donné alors que celui-ci est normalement couplé par ailleurs à la pression via la
dynamique cardiaque.

Afin d’interpréter ce modèle nous lui préférons donc une version premier ordre sous une
forme où Pd représente une pression plus éloignée dans le bras artériel appelée pression distale,





CpṖ
ar +

P ar − P d

Rp
= Q,

CdṖ
d +

P d − P ar

Rp
=
Psv − Pd
Rd

,

(2.40)

Dans ces lois, Rp et Cp sont les paramètres proximaux et Rd, Cd sont les paramètres distaux
modélisant le reste du système artériel. Enfin Psv, la pression dans le réseau veineux, est sup-
posée constante et faible. Pour retrouver le système du second ordre, on a tous calculs faits,

L−1
w =

1

Rp

(
1

RpCd
+

1

RdCd
+

1

RpCp

)
, Cw = Cp

(
1 +

Rp
Rd

+
Cd
Cp

)
, Rw = Rp,
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et

Rq = Rd, Cq = Cd, Lq = 0.

Du point de vue énergétique (ce qui ensuite nous servira pour le choix du schéma en temps),
on a immédiatement

d

dt

(
Cp
2

(P ar)2 +
Cd
2

(P d)2
)

= −(P ar − P d)2

Rp
− (P d − Psv)

2

Rd
+QP ar +

P 2
sv

Rd
.

A noter que l’analogie électrique convient pour le modèle de la valve que nous avons sim-
plement représenté par des diodes (ou diodes non-linéaires dans certains cas). Ainsi tout le
modèle de circulation peut être représenté par un schéma complet présenté Figure 2.24.

Windkessel

Valve
Sigmoide

Valve Auriculo-
Ventriculaire régularisée

Ventricule

K

K

K

P
P

PP

v

ar
sv

at

Q Rp Rd

Cp Cd

P
d

at

iso

ar

FIGURE 2.24: Schéma de circulation complet comprenant les valves sous forme de
diode et le montage artériel Windkessel
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2.3.4 Modèle cardiaque complet

Nous déduisons des sections précédentes le modèle de contraction mécanique cardiaque com-
plet de Sainte-Marie et al (2006) et utilisé dans les simulations numériques,




∫

Ω0

ρÿ · v dΩ +

∫

Ω0

Σ(e, ec) : dye.v dΩ +
∑

i=g,d

∫

∂Ci

P vi ν · F−1 · vJdS = 0, ∀v ∈ V

Σ = −pJC−1 +
∂W e

∂e
+
∂W v

∂ė
+ σ1D(e1D, ec)n⊗ n, σ1D =

σc(1 + 2ec)

1 + 2e1D

σc = d(ec)τc + µėc = Es
e1D − ec

(1 + 2ec)3
(1 + 2e1D), e1D = n · e · n

k̇c = −(|u| + α |ėc|)kc + k0 |u|+
τ̇c = −(|u| + α |ėc|)τc + ėckc + σ0 |u|+

Qi = V̇i =

∫

∂Ci

ν.F−1.δvJdS = −fδ(P vi , P ari , P ati ), i = g,d

LwP̈
ar
i + CwṖ

ar
i +

P ari − Psv
Rw

= (1 +
Rw
Rq

)Qi + CqRwQ̇i, i = g,d

(2.41)

2.3.5 Conditions aux limites

La question des conditions aux limites pour le système mécanique cardiaque est sans doute
une des plus difficiles à résoudre dans le cadre de la modélisation. En effet, dans l’organisme
le cœur est maintenu « en place » par l’ensemble des organes qui l’entourent. En particulier,
il est en contact avec le diaphragme, le sternum, les poumons et est sans doute partiellement
retenu par l’aorte et l’artère pulmonaire. Ainsi, du point de vue de l’observation cinématique
le cœur semble se contracter en s’enfonçant dans le jour de la cavité cardiaque au niveau du
diaphragme de telle sorte que l’apex paraît très peu se déplacer au contraire de la base.

Il est difficile de tenir compte de l’ensemble des organes encadrant le cœur pour définir
des conditions aux limites « exactes », surtout s’il faut résoudre pour chacun un problème de
contact. L’objectif est donc de les remplacer par des conditions aux limites plus simples avec
un certain nombre de précautions.

� CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES VALVES – Le premier choix est soit de bloquer (condi-
tions aux limites de Dirichlet), soit de contraindre (condition aux limites de type Robin) un
certain nombre de degrés de liberté de la base afin, au minimum, de filtrer les modes de corps
rigide. Il est aisé, par la suite, de rendre fixe l’apex par post-traitement alors qu’il eût été diffi-
cile de bloquer au moins les six degrés de liberté de corps rigide en appliquant des conditions
uniquement autour de celui-ci.

Une autre remarque s’impose sur les conditions aux limites relativement au couplage mo-
dèle 3D de déformation avec le modèle 0D de valve+Windkessel. En effet, à valve ouverte par
exemple, si on suppose une déformation de la valve nous avons vu que il était difficile de
définir ce que signifiait le volume de la cavité. De plus l’échange d’énergie entre le ventricule
et l’artère ne se réalise plus simplement à travers le fluide mais aussi à travers le déplacement
solide de l’interface (ici l’anneau valvulaire). Or cette énergie mécanique échangée n’est pas in-
tégrée au niveau du Windkessel sauf à imaginer (et rien ne dit que ça soit possible) de modifier
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les constantes C et R moralement dépendante de la géométrie en fonction du déplacement...
Autrement dit, du point de vue énergétique, l’échange énergétique entre la première équation
de (2.41) (testée sur les vitesses) et la dernière (testé sur les pressions) est exacte à valves fixes.
C’est en effet le seul cas où l’évolution de ∂Ci au cours du temps est exactement celle de Ci
puisque l’anneau est fixe. Sinon il y a un petit apport énergétique associé aux déplacements
des valves.

Ces conditions aux limites ne sont pas idéales et elle impliquent que le comportement
mécanique de l’organe doit être jugé loin du lieu de leur prescription. En effet, Le principe de
Saint-Venant souvent mentionné en mécanique des poutres dit en substance que si on remplace,
sur une zone petite, les conditions aux limites en efforts par des conditions aux limites ayant une résul-
tante et un moment identiques, les deux solutions diffèrent peu, loin de cette zone. Reste finalement
que la notion de « loin de cette zone » serait de l’ordre de la dimension du cœur et qu’il est
donc indispensable de pouvoir traiter au moins les conditions sur la base le plus loin possible
au niveau des artères...

� CONDITIONS AUX LIMITES DE SUPPORT ÉLASTIQUE – Un modèle de conditions aux li-
mites un peu plus réalistes consiste à prendre en compte l’environnement de l’organe par des
conditions de support viscoélastiques équivalentes dans les régions où prévalent les attache-
ments principaux. Sous forme variationnelle, elles s’écrivent sous la forme d’une puissance
d’efforts extérieurs supplémentaires

Pext = −
∫

B
(a(x)y + b(x)ẏ) · v dS, (2.42)

sur la surface B avec a et b les modules d’élasticité et de viscosité correspondants.

FIGURE 2.25: IRM taggé + segmentation : coupe 4 cavités de cœur en systole
(contraction). En bleu la zone d’attachement à l’apex (remerciements à Radomir
Chabiniok, Macs, INRIA et IKEM, Prague).

Typiquement, des clichés d’IRM (par exemple Figure 2.25) tendent à définir B comme la
zone de contact avec le sternum près de l’apex. Cependant, reste alors à calibrer ce « modèle



2.3 Modélisation électromécanique cardiaque 107

équivalent » en choisissant des fonctions a et b adéquates. Cette calibration peut d’ailleurs être
à terme complétées par une phase d’assimilation de données. Cette question de modélisation
des conditions aux limites, fondamentale dans tous les cas, s’exprime ici différemment, car
mathématiquement ces dernières sont paramétrées. Elles donnent donc lieu à un problème
d’estimation similaire à celui de l’identification des paramètres de la loi de comportement.

2.3.6 Eléments de modélisation électrique

Encore une fois, l’entrée du modèle mécanique cardiaque, représentée par la variable u, est di-
rectement liée à la concentration en ions calcium variable au cours de la dépolarisation. Dans la
volonté d’offrir une synthèse complète, nous souhaitons donner quelques éléments de modéli-
sation des courants ioniques circulant dans le tissu cardiaque lors de dépolarisation cardiaque.
Cette courte section résume ainsi succinctement les travaux de l’équipe Reo de l’INRIA (pu-
bliés dans Boulakia et al (2007, 2008)) sur la modélisation électrique de la contraction cardiaque
actuellement utilisée en entrée du simulateur cardiaque développé côté mécanique. Les résul-
tats issus de ce couplage électromécanique faible, au sens où on considère que la propagation
électrique n’est pas affecté par la mécanique,6 seront présentés conjointement entre les équipes
Reo et Macs dans l’article en préparation Chapelle et al (2008).

� MODÈLE BIDOMAINE – Le modèle d’activité électrique mise en oeuvre est un modèle
bidomaine dont on trouvera une description complète dans Sundnes et al (2006). Le milieu
cardiaque est constitué de deux domaines dit intra-cellulaire Ωi et extra-cellulaire Ωe ayant
chacun leur densité de courant respectives j

i
et j

e
et potentiels ui et ue tel que la cellule car-

diaque soit représentable par le schéma Figure 2.26.

Ωe
Ωi

FIGURE 2.26: Echantillon de tissu avec les milieux intra-cellulaire et extra-
cellulaire. L’homogénéisation consiste à faire croître le nombre de cellules.

La loi homogénéisée de conservation de la charge s’écrit

div(j
i
+ j

e
) = 0,

En outre, la relation tension-intensité pour le potentiel transmembranaire Vm = ui − ue est

Am

(
Cm

∂Vm
∂t

+ Iion(Vm, w)

)
+ div(j

i
) = Iapp

6le couplage fort appelé effet mécano-électrique est un phénomène dont la communauté de physiologie mathé-
matique cherche encore à quantifier l’importance.
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où Am est la densité moyenne de surface cellulaire par unité de volume, Iion est une fonction
représentant les échanges ioniques au niveau de la cellule à définir précisément plus loin,
Iapp est un courant de stimulation et Cm la capacité moyenne de la membrane cellulaire (voir
Figure 2.29). Cette équation traduit pour l’instant la cinématique de la propagation électrique
mais, dépend de la façon dont on modélise Iion en fonction de la dynamique de w représentant
l’ouverture des échangeurs ioniques entre les milieux intra- et extra-cellulaire

∂w

∂t
+ g(Vm, w) = 0.

Il existe de nombreux modèles de courant ioniques allant de ceux représentant toutes les es-
pèces pour tous les types de cellules cardiaques (voir Luo et Rudy (1994)) ou au contraire des
modèles plus simplifiés. Pour les cellules courantes dans le ventricule le modèle le plus com-
plet actuel est peut-être ten Tusscher et al (2004) et comporte 17 variables d’état. Un modèle
plus phénoménologique à deux variables est choisi par Boulakia et al (2008) pour ses proprié-
tés vis-à-vis de l’ECG, celui de Mitchell et Schaeffer (2003) :

Iion(Vm, w) =
w

τin
(1 − Vm)V 2

m +
Vm
τout

,

et

g(Vm, w) =





w − 1

τopen
si Vm ≤ Vgate

w − 1

τclose
si Vm ≥ Vgate

Ce modèle comporte 2 variables d’état représentant un courant d’entrée et de sortie. Un autre
modèle utilisé et limitant le nombre de variables d’états est celui proposé par Fenton et Karma
(1998) et comporte 3 variables représentant les courants ioniques du calcium, sodium, pota-
tium. Enfin un modèle permettant l’extension à d’autres cellules cardiaques (oreillettes, réseau
de conduction rapide voir Figure 2.27) a aussi été implémenté par cette équipe au cours d’une
collaboration avec l’équipe Sysiphe de l’INRIA comme présenté dans Djabella et Sorine (2005)
comporte 8 variables d’état semble être un bon compromis en terme de complexité.

Noeud
sino-atrial

Purkinje 

Oreillettes

Ventricules

Faisceau
 de Hys 

Noeud
 A.V.

FIGURE 2.27: Réponse électrique de chaque type de cellule cardiaque. Un type de
modèle ionique suffit pour le ventricule gauche qui contribut au complexe QRS de
l’ECG. (l’activité électrique se situe entre -20 et 80 mV). Schéma inspiré de Netter
(1969).
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FIGURE 2.28: Exemple de modèle de courants ioniques pour la cellule cardiaque
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FIGURE 2.29: Traduction sous forme de circuit d’un modèle de courants ioniques
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A ces équations, on ajoute classiquement la loi d’Ohm,

j
i
= σ

i
· ∇ui, j

e
= σ

e
· ∇ue

afin d’exprimer en fonction des potentiels les dynamiques complètes de l’activité électrique




Am

(
Cm

∂Vm
∂t

+ Iion(Vm, w)

)
− div(σ

i
· ∇Vm) = div(σ

i
· ∇ue) + Iapp,

−div((σ
i
+ σ

e
) · ∇ue) = div(σ

i
· ∇Vm),

∂w

∂t
+ g(Vm, w) = 0

sur Ω (2.43)

De plus, il faut ajouter des conditions aux limites traduisant

• que j
i

ne circule pas en dehors du cœur, donc

(σ
i
· ∇ui) · n = 0, sur ∂Ω.

• la continuité des potentiels, en supposant que le péricarde est un conducteur parfait,
{
uT = ue, sur ∂Ω

(σ
e
· ∇ue) · n = (σ

T
· ∇uT ) · n, sur ∂Ω

où uT est le potentiel électrique dans le reste du thorax conducteur (sinon on n’aurait pas
d’ECG)

Ce potentiel uT dans le thorax ΩT suit une simple équation de Poisson classique en électrosta-
tique dans un milieu conducteur en l’absence de charges supplémentaires d’où

div(σ
T
· ∇uT ) = 0, sur ΩT .

avec comme condition aux limites pour le courant à la surface du thorax

(σ
T
· ∇uT ) · n = 0, sur Γext.

Or c’est ce sont des différences de potentiel uT mesurés en des point spécifiques de la surface
extérieure Γext du thorax qui produisent les différentes dérivations de l’ECG.

� MODÈLE MONODOMAINE POUR CŒUR ISOLÉ – Le modèle bidomaine peut être simplifié
en une équation dite monodomaine (voir Sundnes et al (2006)) en considérant que les deux
tenseurs de conductivité sont proportionnels

σ
i
= λσ

e

pour un paramètre λ de l’ordre de l’unité. Dans ce cas dans (2.43), la deuxième équation donne

−div(σ
i
· ∇ue) =

1

1 + λ
div(σ

i
· ∇Vm), sur Ω, (2.44)

impliquant que la première équation n’est plus fonction que de Vm

Am

(
Cm

∂Vm
∂t

+ Iion(Vm, w)

)
+

λ

1 + λ
div(σ

i
· ∇Vm) = Iapp, sur Ω. (2.45)
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Poumons

Coeur

Côtes

Ω

ΩT

Γext

FIGURE 2.30: Schéma présen-
tant le domaine électrique. La
propagation de la dépolarisa-
tion a lieu dans le tissu car-
diaque mais l’ECG est cal-
culé via une équation de Pois-
son sur tout le domaine où
les conductivités dépendent
du type de tissu.

Pour résoudre uniquement cette équation sur Vm, on ajoute alors l’hypothèse supplémentaire
d’isolation du cœur par rapport au thorax. La condition aux limites pour (2.45) se résume alors
à

(σ
i
· ∇Vm) · n = 0, sur ∂Ω (2.46)

Pour le torse, on résout d’abord l’équation (2.44) pour obtenir ue étant donné Vm, puis





div(σ
T
· ∇uT ) = 0, sur ΩT

uT = ue sur ∂Ω

(σ
T
· ∇uT ) · n = 0 sur Γext

(2.47)

où uT = ue est la seule condition aux limites conservée dans le cas d’un cœur isolé.

Finalement, vis-à-vis du couplage mécanique, on simplifie l’interdépendance de l’entrée
électrique du modèle Bestel-Clément-Sorine avec les courant ioniques et donc le potentiel
transmembranaire par une relation affine du type

u = αVm + β,

où α et β sont des constantes de couplage électromécanique globale qui pourrait (devrait)
être précisées si on peut modéliser finement la dépendance de la commande u introduite en
fonction des espèces du modèle ionique considéré. C’est finalement ce modèle qui sert d’entrée
au modèle mécanique présenté.

� MATRICE DE TRANSFERT – La condition d’isolation du cœur permet l’obtention des dif-
férentes potentiels à la surface du thorax (donc les dérivations ECG) revient à résoudre un
problème elliptique (statique) linéaire. Par conséquent, on peut remplacer cette résolution pas
une matrice de transfert (calculée une fois pour toutes) afin d’accélérer les calculs. En pratique,
cette matrice de transfert comporte en ligne la solution du problème où comme condition aux
limites 1 pour un élément de la surface et 0 ailleurs.
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2.4 Analyse numérique et simulations

2.4.1 Modèles géométriques

Afin de réaliser des simulations cardiaques réalistes un pré-requis indispensable est de définir
une géométrie discrète adaptée à la simulation. Autrement dit la première étape de la discré-
tisation n’est pas celle des équations mais bien celle de la géométrie. Or celle-ci est souvent
jugée acquise alors qu’elle représente un effort humain considérable. On dit souvent que dans
l’industrie, plus de la moitié du temps de simulation est passé à la définition de la géométrie.
C’est pourquoi les paragraphes qui suivent (jusqu’à la Section 2.4.2) présentent les grandes
étapes de la définition géométrique du modèle que sont :

• l’obtention de la géométrie

• la définition des zones AHA

• la définition du champ de fibres

Ils sont essentiellement opérationnels et techniques et ne sont donc pas dans le même registre
que le reste du chapitre. Pour autant il participe à la constitution du simulateur direct et à son
transfert...

a. Modèles anatomiques

Dans toute la suite nous utiliserons préférentiellement deux géométries.

� VG ANALYTIQUE – Une première dite analytique représentant un ventricule gauche défini
à partir de deux ellipsoïdes tronqués emboîtés d’équations respectives





Epicarde :
x2

a2
L

+
y2

b2L
+

z2

c2L
= 1

Endocarde :
x2

(aL − eL)2
+

y2

(bL − eL)2
+

z2

(cL − eL)2
= 1

où eL représente l’épaisseur du ventricule et numériquement

aL = 40 mm, bL = 45 mm, cL = 80 mm, e = 16 mm.

La troncature intervient pour z > h avec h = 20 mm.

Le grand axe est défini sur 0z et ces ellipses sont donc tronquées pour z > h. Cette géo-
métrie donne lieu alors à plusieurs maillages surfaciques puis volumiques respectivement à
partir des codes Yams et GHS3D7 (voir George et al (1990) ; Frey (2001) et plus généralement
Frey et George (2008) et les références incluses). Les différentes discrétisations utilisées sont
résumées sur le graphe suivant.

Sur cette géométrie, on peut définir aisément les régions AHA à partir de secteurs angu-
laires dans le plan (Ox, Oy). On obtient alors les maillages référencées présentées notamment
Figure 2.31.

7distribués commercialement par Distène

http://www.distene.com/build/optimesh.html


2.4 Analyse numérique et simulations 113

FIGURE 2.31: 3 Exemples de discrétisations possibles sur la géométrie analytique

FIGURE 2.32: Régions AHA fixées sur la géométrie analytique

On peut aussi ajouter à ce ventricule gauche un ventricule droit par intersection avec un
deuxième couple d’ellipsoïdes (aR = 80mm, bR = 45mm, cR = 75mm, eR = 8mm,) plus
grandes et tronquées cette fois en x > 0 et z > h.

FIGURE 2.33: Exemple de géométrie bi-ventriculaire analytique

� MAILLAGE 3D SCIENCE – L’action d’envergure Cardiosense3D a fait l’acquisition au-
près de Zygote Media Group de l’ensemble des maillages surfaciques représentant le système
cardiovasculaire du projet 3D Science. Cette géométrie provient vraisemblablement de post-
traitements à partir de données CT (Computed Tomography) hautes résolutions. L’obtention
de maillages de calcul à partir de ces éléments se confronte à deux difficultés majeures. Tout
d’abord ces maillages sont avant tout des maillages de visualisation et pas de calculs éléments
finis, donc il faut les « corriger » afin qu’il ne soient plus auto-intersectant et que les éléments
soient « de bonne qualité » au sens de l’analyse numérique. De plus, l’acquisition n’a pas pu
avoir lieu in-vivo sans représenter une surdose en radiation pour l’individu, donc cette géomé-
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trie, malgré le travail dû à Zygote Media Group, correspond encore à un cœur non irrigué donc
affaissé. Ainsi nous avons en partie redonner une forme adaptée à l’organe par application de
surpressions sur les cavités en configuration quasi-statique sur la partie passive hyperelastique
de la loi de comportement cardiaque. L’ensemble des opérations de nettoyage de ce maillage
a été effectué par l’ingénieur associée E. Phé avec le logiciel 3-matic de la société Materialise.

VD

VG

FIGURE 2.34: Un exemple de maillage de calcul mécanique obtenue à partir de la
géométrie Zygote.

Afin de générer les régions AHA, nous avons choisit de recaler (i.e. ici appliquer une trans-
formation affine) le cœur tel que le grand axe soit selon Oz. Pour cela, nous avons défini le
grand axe comme l’axe principal d’inertie du ventricule gauche en dessous d’un certain plan
de coupe délimitant les valves du reste du tissu, là où celui est finalement « proche » (homéo-
morphe en tout cas) d’un ellipsoïde tronqué. Notons par Ω̃ (resp. Γ̃) les restrictions du domaine
volumique (resp. surfacique) en dessous de ce plan :

Ω̃ = {x ∈ Ω | sign(A− ΠP (A)) · (x − ΠPx)) = 1},

où A désigne l’apex. On définira aussi le vecteur normal n au plan opposé à l’apex par
{
n.v = 0,∀v ∈ P

(A− ΠP (A)) · nP = −1

Une fois ce plan de coupe défini, on peut automatiquement obtenir le grand axe comme l’axe
principal d’inertie de plus grande valeur propre pour l’endocarde gauche. Soit O le bary-
centre de l’endocarde gauche coupé défini à partir des coordonnées (xi)1,≤i≤3 correspondant
à (x, y, z) :

O =
1∫

Γ̃g
dS

(∫

Γ̃g

xidS

)
.

T

1≤i,j≤3

Le tenseur d’inertie J est alors donné par

J =

(∫

Γ̃g

(xi − xOi)(xj − xOj)dS

)
.

1≤i,j≤3

La direction du grand axe sera alors notée (par convention) z et correspond au vecteur norma-
lisé vérifiant {

J.z = min(eig(J))z

sign(z.nP ) = 1

http://www.materialise.com
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Le grand axe Oz est alors l’axe de direction z passant pas O.

Une fois ce grand axe défini, pour toute élévation z on détecte l’intersection entre ventri-
cule droit et gauche afin que les régions 2-3, 8-9 et 14 de la Figure 2.2 correspondent bien au
septum.

P

x

y

z

Ω

n

A

Ω̃Γ̃g

P

P

Γ̃e

CP
e

Γ̃d

nP

Recalage

e

e

e

A

FIGURE 2.35: recalage d’axe et notations géométriques nécessaires pour le modèle
de fibres défini ci-dessous

REMARQUE 2.4.1
D’autres géométries sont employées au sein de l’équipe-projet Macs et de Cardiosense3D, notamment
à partir de données CT sur des cochons obtenues à l’hôpital Henry Mondor. Dans ce cas, la géométrie a
été obtenue après segmentation semi-automatique utilisant le logiciel yav de l’équipe projet Asclepios.
Le maillage est alors obtenu par application d’un algorithme de marching-cube (introduit par Lorensen
et Cline (1987)) sur l’image segmentée.

b. Modèle de fibres

Sur ces deux géométries il nous faut définir un champ de fibres cardiaques. Normalement les
fibres cardiaques peuvent être obtenues, soit par dissection, soit par un procédé d’imagerie par
résonance magnétique IRM appelé imagerie de tenseur de diffusion. Dans tout milieu, l’agi-
tation thermique entraîne la diffusion brownienne des molécules d’eau. Cette diffusion peut
être anisotrope en fonction de directions préférentielles du tissu, et on définit donc un tenseur
de diffusion qui caractérise en fait l’anisotropie du tissu. L’IRM de tenseur de diffusion vise à
mesurer ce tenseur en bénéficiant de la réponse magnétique différente des molécules d’eau en
fonction de leur mouvement (voir aussi Section 2.5.1 pour les principes généraux de l’image-
rie magnétique). Cette technique fut initialement mise au point pour le suivi des axones dans
le cerveau et a donné lieu à de nombreux travaux, par exemple Fillard et al (2007), sur leur
manipulation et traitement. En fait, elle permet aussi la détection des fibres cardiaques et des
feuillets (voir par exemple Peyrat et al (2007)) avec typiquement des rapports de proportion-
nalité entre les valeurs principales du tenseur de l’ordre de

DTI =




1 0 0

0 0.65 0

0 0 0.55


 .
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Cependant les mouvements de l’organe limitent considérablement la mesure dont les temps
d’acquisition sont normalement très grands devant le battement cardiaque. Ainsi cette tech-
nique n’est pas utilisée à l’heure actuelle en imagerie cardiaque pour des cœur in-vivo. Il faut
donc imaginer un modèle de fibres basés sur les connaissances physiologiques à notre dispo-
sition (cf. Section 2.2.1) pour obtenir le champ de fibres nécessaire à la simulation numérique
du modèle de cœur présenté plus haut.

� BASE LOCALE – Afin de caractériser géométriquement le champ de fibres, nous utilisons
une base locale adaptée à leur orientation. En effet nous avons vu que les fibres étaient définies
dans un plan transverse à l’épaisseur alors que les feuillets étaient des nappes dont l’orientation
se faisaient au travers de l’épaisseur. Mathématiquement, définir ces notions impose la défi-
nition de surfaces isoépaisseurs. Ces surfaces sont définies intuitivement dans le cas de notre
ventricule gauche analytique puisqu’elles correspondent à une équation du type

∀0 ≤ e ≤ eL, S(e) =

{
(x, y, z)| x2

(aL − e)2
+

y2

(bL − e)2
+

z2

(cL − e)2
= 1

}
.

On définit alors une fonction u ∈ [−1, 1] caractérisant le positionnement dans l’épaisseur par

u = 1 − 2e =

{
−1 si x ∈ Γg,Γd
1 si x ∈ Γe

Mais pour une géométrie quelconque comprenant notamment deux ventricules, la situa-
tion est plus complexe. On décide alors de calculer la distance d’un point à chacune des sur-
faces suivantes : épicarde, endocarde gauche, endocarde droit. A partir de ces distances il est
possible de définir la séparation entre les deux ventricules. Ainsi le ventricule droit est défini
par

Ωd =
{
x ∈ Ω | d(x,Γd) < d(x,Γg),

d(x,Γe) < d(x,Γg)

‖n(x,Γd) ∧ n(x,Γe)‖ < 1/2

n(x,Γd) · n(x,Γe)) < 0
}
.

où n(.Γi) désigne la direction de la fonction distance à Γi. La définition est délicate du fait de
la jonction entre les deux ventricules et les différentes situations rencontrées sont résumées
Figure 2.36. Bien sûr, on a ensuite

Ωg = Ω\Ωd,

et on peut alors proposer une fonction épaisseur u ∈ [−1, 1] définie séparément dans chaque
ventricule

u = 1 − 2
dext
i · (dext

i − dint
i )

‖dext
i − dint

i ‖2
, i = g, d

où dext
i , resp. dint

i , est la distance à l’extérieur, resp. l’intérieur de ∂Ωg (ou ∂Ωd).

Numériquement on utilise la fonction distance à la surface d’un maillage proposée par
Baerentzen et Aanaes (2005). Leur approche permet en effet de définir une distance signée
telle que la propriété de signe soit exactement vérifiée sur tout maillage triangulaire (P1) de
surface.
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FIGURE 2.36: Différentes configurations dans le calcul des distances à chacune des
surface Γ̃i.. Cas particulier notamment du point C à la jonction entre les ventri-
cules permettant de définir une séparation.

On peut définir des surfaces d’isovaleur de cette fonction de vecteur normal associé au
point ν(x). Notons uξ ce premier vecteur de la base locale. On la complète par deux vecteurs
du plan tangent à l’isosurface définies par




uη =

ΠT (z)

‖ΠT (z))‖
uφ = uξ ∧ uη

où le grand axe est recalé sur l’axe OZ = z.

Cette base est notée ainsi (uξ, uη, uφ) par analogie avec la base prolate-sphérique elle-même
extension pour les géométries elliptiques de la base associées aux coordonnées sphériques
(voir Figure 2.37). En effet ces coordonnées sont souvent utilisées dans d’autres modèles de
géométrie cardiaque (notamment par Schmid et Hunter (2006),ou d’autres comme Vallet et al
(2006)) car bien adaptées à la forme des ventricules. Dans la suite, on notera U la matrice de
changement de base entre cette base « pseudo-prolate » et la base cartésienne U : (uξ, uη, uφ) 7→
(ex, ey, ez) :

U(x) =



uξ,x uη,x uφ,x
uξ,y uη,y uφ,y
uξ,z uη,z uφ,z


 .

Le changement de base (ex, ey, ez) 7→ (uξ, uη, uφ) est alors évidement donné par UT .

� TENSEUR DE DIFFUSION – Nous avons vu que physiologiquement, la fibre cardiaque était
située dans le plan tangent à l’isosurface épaisseur avec un angle élévation qui varie entre −60o

et +60o à travers l’épaisseur (voir Figure 2.4 de la Section 2.2.1).
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FIGURE 2.37: Coordonnées prolates permettant de définir des géométries ellipsoï-
dales et leur « extension » sur une géométrie cardiaque quelconque à partir d’une
carte de distance sur chaque ventricule (3 isovaleurs représentées).

Ainsi, pour tout x, il existe une matrice R(x) ∈ SO(R) de rotation dans le plan (xξ, xη)

R(x) =




cos(θ) sin(θ) 0

− sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1


 ,

telle que le tenseur de diffusion T soit définit en tout point à partir du tenseur diagonal DTI
par

T (x) = U(x) ·R(x) · DTI ·R(x)T · U(x)T . (2.48)

L’angle θ = θ(u) est lui-même défini en fonction de la position dans l’épaisseur par

θ(u) = f(u)θmax + (1 − f(u))θmin, (2.49)

où f est une fonction d’interpolation typiquement

• linéaire : f(u) = u+1
2 ,−1 ≤ de ≤ 1

• sigmoïde : f(u) = ath(u)+1
2 ,−1 ≤ u ≤ 1

et θmin, θmax sont des constantes de l’ordre de 60o correspondant à l’angle d’inclinaison respec-
tivement sur l’endocarde et l’épicarde (ou le septum côté ventricule droit). Plus précisément le
champ de fibres est donc donné en tout point par

n = cos(θmin + f(u)(θmax − θmin))uξ + sin(θmin + f(u)(θmax − θmin))uη. (2.50)

� CONTRAINTES AU NIVEAU DES VALVES – Cette définition du tenseur de diffusion est
largement valide (et d’ailleurs les autres groupes de modélisation cardiaque procèdent de ma-
nière analogue) sur Ω̃ comme le montrent les premiers résultats ci-dessous. Cependant, cette
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définition n’est valide que dans les régions globalement homéomorphes à des ellipsoïdes.
Près des valves, la nature plus complexe de la géométrie nécessite une approche différente.
Ainsi nous choisissons de nous appuyer pour ces régions sur les connaissances physiologiques
(celles proposées par Sachse et al (1999) et ses références) qui permettent d’imposer l’orienta-
tion au voisinage des valves cardiaques. On dénote par Bj , 1 ≤ j ≤ NB les différentes régions
autour des valves où on fixe a priori une orientation « soit radiale, soit orthoradiale » au tissu.
Cette orientation imposée ainsi que le modèle à 4 paramètres présenté plus haut (θmin, θmax

pour chaque portion de ventricule Ω̃i) sont alors suffisantes pour déterminer l’orientation dans
la région restante de Ω\Ω̃ par interpolation.

Cette dernière doit cependant être réalisée sous contraintes pour respecter globalement
l’orientation transverse des fibres dans tout le tissu. Ainsi notre interpolation suit deux étapes
successives

• Une interpolation géodésique sur la surface. On commence donc par interpoler l’orien-
tation des fibres sur les différentes régions manquantes des endocardes et epicardes. On
définit CPi comme l’intersection de chacune des surfaces Γi avec le plan de coupe puis
ΓPi une surface étroite (de largeur ǫ) autour de CPi par

∀i, ΓPi = {x ∈ Γi | , d(x, P ) < ǫ}

et, pour tout point x ∈ Γi\Γ̃i, on va définir une interpolation surfacique entre ΓP et les
Bj à partir d’une distance géodésique calculée sur Γi entre x et les surfaces où le tenseur
de diffusion nous convient. Autrement dit

T (x) = αidG(x,ΓPi )T
ΓP

i

+
∑

j

βi,j , dG(x,Bj)TBj

où les T
ΓP

i

, resp. TBj
, sont les tenseurs du point le plus proche (au sens de dG) de ΓPi ,

resp. Bj . Afin d’interpoler correctement sur la surface, dG est distance géodésique sur les
surfaces Γi\Γ̃i définie donc par





dG(x,Γ) = min
s

(dG(x, s,Γ))

dG(x, s,Γ) = min
γ∈C(x,s,Γ)

∫ 1

0
‖γ′(t)‖dt,

C(x, s,Γ) = {γ ∈ C([0, 1]) | γ(t) ∈ Γ, γ(0) = x, γ(1) = s}

(2.51)

Les coefficients de l’interpolation sont normalisés. En plus de l’interpolation classique,
nous avons aussi utilisé une interpolation associée à une métrique logarithmique. Cette
dernière est classique en interpolation de champs de tenseurs symétriques définis posi-
tifs (cf. Fillard et al (2007) et références). Cette interpolation, consiste simplement à in-
terpoler les logarithmes matriciels des tenseurs. Du point de vue numérique, la distance
géodésique est approchée sur le maillage par une méthode classique de Fast-Marching.
Celle-ci se fonde sur le fait que la distance géodésique vérifie l’équation Eikonale suivante

‖∇xdG(x, s,Γ)‖ = 1,

et nous utilisons les techniques et algorithmes de Peyré et Cohen (2005) et mise à dispo-
sition par Peyré pour sa résolution approchée dans le cas d’une donnée de type maillage.
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• Une interpolation volumique dans l’épaisseur. On interpole dans le volume Ω\Ω̃ en
cherchant un point représentatif sur chaque surface (deux en tout) qui entourent un point
x ∈ Ω\Ω̃ afin d’y retrouver les valeurs θmin et θmax désormais spécifiques. Pour ce faire,
on pourrait simplement calculer les points les plus proches mais nous préférons utiliser
la fonction u précédemment calculée pour remonter sur les surfaces. Autrement dit on
résout successivement les deux équations de transport





dX

dt
= ±∇u(X),

X(0) = x
(2.52)

jusqu’à intersection avec les surfaces Γi en xΓi
. Une fois ces deux points définis, on consi-

dère toujours que dans l’épaisseur la fibre tourne entre les deux valeurs extrêmes via la
rotation définie plus haut. Numériquement, vu la dimension caractéristique de l’épais-
seur près des valves, on se satisfait de





dX

dt
= ±∇u(x),

X(0) = x
(2.53)

ΓP
e

A

CP
e

P

nB

Bj 1 ≤ j≤ N

C

Pint

Pext

Interpolation surfacique Interpolation volumique

FIGURE 2.38: Les deux types d’interpolation. D’abord l’interpolation sur chaque
surface à partir des régions connues. Puis à l’intérieur de l’épaisseur à partir des
valeurs surfaciques.

� RÉSULTATS – Nous présentons l’ensemble des étapes sur le maillage « Zygote » pour une
discrétisation de l’ordre de 5000 noeuds. Premièrement, la carte de distance aux endocardes-
épicardes permettant la définition de la base locale est présentée Figure 2.39. Cette base locale
nous permet d’appliquer sur toute la géométrie le modèle à 4 paramètres. Il apparaît en bleu
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FIGURE 2.39: Distance numérique calculée sur le maillage « Zygote »

FIGURE 2.40: Modèle de fibres à 4 paramètres (bleu). A gauche, Version avec
contraintes sur les valves et reinterpolation (rouge). A droite, visualisation à partir
du logiciel MedINRIA (remerciements à l’Equipe-Projet Asclepios).

Figure 2.40. A celui-ci nous superposons en rouge les fibres finales où nous avons en plus im-
posé l’orientation aux valves et réinterpolé au dessus du plan de coupe P . Nous utilisons pour
cela des cartes de distances géodésiques aux régions B et ΓP comme celles de la Figure 2.41.

Comme première validation de ce modèle de fibres, nous avons choisi de le comparer,
Figure 2.43, à un atlas de fibres de chiens de Peyrat et al (2007) afin de déterminer s’il dispose
de suffisamment de paramètres. Nous disposons de la géométrie et des fibres de l’atlas et
nous calculons les fibres pour θg = 60o et θd = 40o. Pour mémoire l’angle à droite est plus
faible car il n’est pas calculé par rapport à l’axe d’inertie du ventricule droit mais par rapport à
celui de gauche qui lui est incliné d’une dizaine de degrés. La comparaison est ensuite réalisée
en projetant la fibre sur les 3 axes ou en comparant les normes de la différence des champs
de vecteurs. On pourrait sans doute aller plus loin en choisissant une norme d’erreur mieux
adaptée à la comparaison de vecteurs unitaires ou de tenseur à l’image ce qui est fait dans
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Peyrat et al (2007).

FIGURE 2.41: Exemple de calcul de distance géodésique à la valve sigmoïde
(gauche) et à la bande ΓP (droite)

REMARQUE 2.4.2
Toujours sur le modèle animal8 de l’hôpital Henri Mondor, il a, en revanche, été possible d’effectuer
une acquisition de tenseur de diffusion voir Figure 2.42. Le traitement et la comparaison avec le modèle
paramétrique défini ici sont en cours au sein de l’équipe projet Macs. Les valeurs angulaire pour ce
modèle ont été choisies en fonction du comportement mécanique global lors de la contraction comparé
aux images IRM disponibles sur ce modèle animal. Les valeurs numériques choisies sont θg = 60 et
θd = 40 et ce sont les valeurs de référence que nous avons garder pour la géométrie Zygote.

FIGURE 2.42: Exemple de fibres obtenues par DTI sur un cœur de cochon (gauche).
Même type de visualisation à partir des DTI synthétiques (centre). Rendu complet
du DTI synthétique (droite). (Remerciements à Radomir Chabiniok, Macs, INRIA
et Hôpital Henri-Mondor, Créteil)

8un modèle animal dans le contexte médical signifie une expérimentation animale. On imagine ici la source de
quiproquo potentiel à parler de modèle entre un physicien-numéricien et un clinicien
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FIGURE 2.43: Comparaison entre le champ de fibres moyen issue de Peyrat et al
(2007) et le champ de fibres issu du modèle. Figure du bas : norme d’erreur entre
les deux champs. Les erreurs sont concentrées à la jonction VG-VD et près de
l’apex où les champs sont très irréguliers.
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2.4.2 Discrétisation

a. Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale est très classique puisque les variables de déplacement sont appro-
chées par une formulation éléments finis P1 (voir Bathe (1996)). Ce choix n’est pas seulement
motivé par les facilités d’implémentation qu’il procure. En effet, il est à l’heure actuelle presque
impossible de bénéficier de maillages de calcul hexaédriques directement à partir de données
réelles donc il faut sans doute écarter les éléments ◗p. On pourrait cependant souhaiter mon-
ter en degré sur les éléments triangulaires, notamment pour mieux traiter l’incompressibilité.
En effet, notre discrétisation P1 nous oblige à ne pas dépasser des valeurs de ν = 0.49 sous
peine de risques de verrouillage numérique (voir de nombreux exemples dans Bathe (1996)).
Cependant la question de l’incompressibilité (exacte) du tissu cardiaque est encore largement
ouverte, et il semble qu’en fait elle soit due beaucoup plus au sang contenu dans le tissu qu’au
tissu lui même et donc que cette difficulté sera contournée par le modèle de perfusion du tissu.
De plus, quand bien même on souhaiterait un tissu très incompressible, l’erreur de 5% faite en
se contentant de ν = 0.49 9 est largement compensée par les autres erreurs de modélisation au
point où nous en sommes aujourd’hui.

On note y
h

le champ approché dans l’espace d’approximation Vh qui prend en compte
les conditions aux limites essentielles. La vitesse est elle aussi discrétisée dans Vh et on note
xh = (y

h
ẏ
h
)T . Du point de vue numérique, le nombre de degrés de liberté pour les variables

déplacements est Nd correspondant à trois fois le nombre de points moins les degrés de liberté
fixés par les conditions aux limites de Dirichlet. On note respectivement Y et Ẏ les vecteurs de
degrés de liberté correspondant aux champs approchés et X = (Y Ẏ ) ∈ RN avec N = 2Nd.
L’opérateur d’interpolation définissant le champ approché y

h
à partir du vecteur de degrés de

libertés est noté Ih et, par extension, on utilisera aussi xh = IhX sachant que c’est normale-
ment diag([Ih, Ih]).

En élastodynamique linéaire isotrope, la dynamique du mouvement s’exprime alors très
simplement en fonction des matrices de masse M , raideur K et viscosité C.

{
MŸ + CẎ +KY = Fe(t)

Y (0), Ẏ (0)
(2.54)

où

∀U, V ∈ RNd
, UTMV =

∫

Ω0

ρuh · vh dΩ,

∀V ∈ RNd
, (F e)TV =

∫

Ω0

ρfe · vh dΩ,

∀U, V ∈ RNd
, UTKV =

∫

Ω0

ε(uh) : A : ε(vh) dΩ,

où

A : ε(uh) = λ tr(ε(uh))✶+ 2µε(uh),

9l’erreur sur la solution est linéaire en ν en élasticité linéaire
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et pour la viscosité dans les différents cas qui nous intéressent

∀U, V ∈ RNd
, UTCV =

∫

Ω0

ε(uh) : Av : ε(vh) dΩ.

En linéaire, ceci nous conduira dans la plupart des études à choisir finalement C = ηK qui est
un cas particulier de l’amortissement de Rayleygh C = αM + βK si souvent utilisé pour les
simplifications qu’il engendre dans les études modales malgré une définition un peu ad hoc.
La dynamique (2.54) du deuxième ordre peut se réécrire simplement sous forme du premier
ordre. On obtient alors le système de Cauchy sur RN ,

{
Ẋ = AX +R

X(0)
(2.55)

la matrice A et le second membre R étant définis par

A =

(
0 I

−M−1K −M−1C

)
R =

(
0

M−1F

)
.

En élastodynamique non-linéaire, les efforts intérieurs seront définis par l’opérateur

∀U, V ∈ RNd
, F i(U)TV =

∫

Ω0

Σ : dye(vh)dx,

tels que la dynamique devienne

{
MŸ + C(Y )Ẏ + F i(Y ) = F e(t)

Y (0), Ẏ (0)
(2.56)

Et on notera K(Y ) = dY F
i(Y ), et K = dY F

i(0) c’est-à-dire le linéarisé dans la configuration
de référence. Sous forme du premier ordre, on notera sans plus de précision

{
Ẋ = A(X, t)

X(0)
(2.57)

Pour le modèle de contraction cardiaque complet, il faut ajouter à la dynamique classique
la résolution du modèle de contraction active ainsi que la dynamique des variables de pres-
sions dans les efforts extérieurs. Ainsi, en chaque point d’intégration où il faut évaluer les
efforts intérieurs, les dynamiques de τc, kc et σc de (2.41) sont résolues conduisant à autant de
valeurs de ec que de points d’intégrations (fixés à 4 par éléments, Npi = 4Nelt). Pour la dyna-
mique des variables de pressions, on doit notamment calculer les volumes des cavités et débits
sanguins comme des termes d’intégrale sur chaque cavité interne fermée. Pour ce faire nous
définissons la fermeture de ces cavités au niveau des valves à l’aide du barycentre de chaque
contour. Ces points sont donc contraints à rester toujours les barycentres de leur contours res-
pectifs définissant ainsi une condition aux limites en contrainte linéaire. On définit ensuite
l’opérateur S calculant la pression constante PV sur la cavité ouverte sous la forme

PV S(Y )TV = PV

∫

∂Ci

ν · F−1 · vJdS,
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dont la différentielle est donnée par le calcul de la différentielle du volume. De même on aura
S(Y )T Ẏ pour le calcul du débit si les valves sont fixées par les conditions aux limites. Si les
valves bougent, en revanche, il faut prendre en compte toute la cavité fermée ∂Ci et on note
alors S̄(Y )T Ẏ cette variation de volume au cours du temps prenant en compte la contrainte
barycentrique. Evidemment, ce calcul est mené pour chaque cavité 1 ≤ i ≤ Ncav

Le système complet a donc finalement pour variable d’état

X = (Y, Ẏ , e
pi
c , τ

pi
c , k

pi
c , {P vi , P ari }1≤i≤Ncav)

T .

Là encore on note A(.) la dynamique globale non-linéaire pour ce vecteur d’état que nous
allons préciser après discrétisation en temps.

b. Discretisation en temps

Reste à définir la discrétisation en temps pour pouvoir implémenter le modèle. On suppose
que l’intervalle [0, T ] est subdivisé en NT intervalles de même longueur ∆t. On note Xn =(
Yn

Ẏn

)
la variable discrète10 approchant X(n∆t). Nous avons choisi un schéma en temps de

type Newmark centré utilisé en mécanique pour ses propriétés de conservativité dans les mo-
dèles linéaires (cf. Bathe (1996)).

� SCHÉMA DE NEWMARK CENTRÉ EN ÉLASTODYNAMIQUE LINÉAIRE – On définit donc




Ÿn+1/2
def
=

Ÿn+1 + Ÿn
2

=
Ẏn+1 − Ẏn

∆t

Ẏn+1/2
def
=

Ẏn+1 + Ẏn
2

=
Yn+1 − Yn

∆t

(2.58)

Ce choix réduit à chaque pas de temps la résolution de (2.54) à




Yn+1 − Yn
∆t

=
Ẏn+1 + Ẏn

2

M
Ẏn+1 − Ẏn

∆t
+ C

Ẏn+1 + Ẏn
2

+K
Yn+1 + Yn

2
= F e

n+ 1
2

Yn=0 Ẏn=0

(2.59)

où F e
n+ 1

2

=
F e((n+ 1)∆t) + F e(n∆t)

2
est la demi-somme des forces suivant la règle des tra-

pèzes. On définit

A1 =

(
1

∆t −1
2

1
2K

1
2C + 1

∆tM

)
, A0 =

(
1

∆t
1
2

−1
2K −1

2C + 1
∆tM

)
, R̃n+1 =

(
0

F e
n+ 1

2

)
,

permettant de préciser l’opérateur de transition An+1|n = A−1
1 A0 et Rn+1 = A−1

1 R̃n+1 tel que

A1Xn+1 = A0Xn + R̃.

Du point de vue algorithmique on résout plutôt le système suivant (à Yn et Ẏn connus)




Ẏn+1 = 2
∆t(Yn+1 − Yn) − Ẏn(

1
2K + 1

∆tC + 2
∆t2

M
)
Yn+1 =

(
−1

2K + 1
∆tC + 2

∆t2
M
)
Yn + 2

∆tMẎn + F e
n+ 1

2

Yn=0, Ẏn=0

(2.60)

10Ẏn,Ÿn est une notation pour l’approximation de Ẏ (n∆t),Ÿ (n∆t) et ne correspond pas à une dérivée en temps
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La première équation du système ci-dessus ne fait intervenir que des coefficients scalaires et
donc Ẏn+1 s’obtient directement à partir de Yn+1 lui-même solution d’un système à Nd degrés
de liberté. Donc on ne doit inverser qu’un système linéaire creux de taille Nd. Nous utilisons
pour ce faire des solveurs directs soit open-source (MUMPS, UMFPACK) soit libre d’accès dans le
cadre universitaire (Pardiso). Ces solveurs peuvent être d’algorithmique et d’implémentation
assez différentes mais nous garderons en tête la complexité usuelle de l’inversion de tels sys-
tèmes en N2

d .L où L est la largeur de bande de la matrice creuse (1
2K + 1

∆tC + 2
∆t2

M).

L’énergie discrète du système est ainsi exactement dissipative en l’absence de forces exté-
rieures puisque, en multipliant la seconde équation de (2.59) par 1

2(Ẏn+1 + Ẏn)
T , on obtient en

effet

En+1 − En = ∆t
( Ẏn+1 + Ẏn

2

)T
C
Ẏn+1 + Ẏn

2
> 0,

avec
En = 1

2 Ẏ
T
n MẎn + 1

2 Y
T
n KYn.

Ce schéma vérifie donc une propriété de stabilité L2.

� SCHÉMA EN ÉLASTODYNAMIQUE NON-LINÉAIRE – En grand déplacements, les travaux
de Hauret et Le Tallec (2006) montrent comment le schéma classique de Newmark doit être
adapté pour respecter une conservativité exacte. Par exemple pour les contraintes, on peut
choisir en principe entre plusieurs stratégies pour représenter ce que nous définirons par

F i
n+ 1

2

(U)TV =

∫

Ω0

Σ
n+ 1

2

(uh) : dyen+ 1
2

· vh dx

Les choix possibles sont :

• le point milieu des déformations conduisant à

F i
n+ 1

2

def
= F i(Yn+ 1

2
),

• le point milieu des contraintes

F i
n+ 1

2

def
=

1

2

(
F i(Yn+1) + F i(Yn)

)
,

• toute combinaison linéaire entre ces alternatives dont on sait d’après les formules de
Taylor qu’une est exactement conservative (voir Hauret et Le Tallec (2006) et références
pour plus de détails)

F i
n+ 1

2

def
= αF i(βYn+1 + (1 − β)Yn) + (1 − α)F i((1 − β)Yn+1 + βYn).

Nous avons décidé d’implémenter le premier pour les simplifications qu’elles induisent dans
la mise en oeuvre tout en limitant l’erreur de conservativité de l’énergie mécanique en O(∆t2).
Ce choix est raisonnable tant que les efforts d’accélération ne sont pas dominants ou que le
pas de temps pour la résolution n’est pas trop grand. Or, l’activation étant très rapide, nous
verrons que pour capter ce phénomène nous serons contraints de choisir un pas de temps
relativement bas ( 1ms).

http://graal.ens-lyon.fr/MUMPS/
http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/
http://www.pardiso-project.org/
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Une attention particulière a cependant été accordée à la viscosité pour garder un terme
exactement dissipatif à partir du choix simple de pseudo-potentiel visqueux présenté Sec-
tion 2.3.2.b. En effet, pour Σv = ηė, on doit vérifier que testée sur une fonction-test corres-
pondant à la vitesse au point milieu, la contribution de la formulation variationnelle corres-
pondant à la viscosité passive est strictement négative. On doit donc définir ė

n+ 1
2

et dyen+ 1
2

tels que ∫

Ω
ηė
n+ 1

2

: dyen+ 1
2

·
y
h,n+1

− y
h,n

∆t
dΩ > 0.

En remarquant que ė = dye · ẏ, on voit bien qu’il suffit de considérer simplement le même dye

de chaque côté du produit de contraction et toujours ẏ =
y

h,n+1
− y

h,n

∆t . De plus, une simplifica-
tion importante intervient lorsque la différentielle du tenseur des déformations est évaluée au
déplacement milieu. En effet, on vérifie

dyen+ 1
2

· ẏ
n+ 1

2

=
1

2
(F (y

n+ 1
2

)T · dF · ẏ
n+ 1

2

+ ( dF · ẏ
n+ 1

2

)T · F (y
n+ 1

2

))

=
1

2

((F
n+1

+ F
n

2

)T
·
F
n+1

− F
n

∆t
+
(F

n+1
− F

n

∆t

)T
·
F
n+1

+ F
n

2

)

=
1

∆t
(F T

n+1
· F

n+1
− F T

n
· F

n
) =

e
n+1

− e
n

∆t
, (2.61)

permettant d’exprimer la viscosité simplement en fonction des déplacement y
h,n

et y
h,n+1

.

De manière générale en élastodynamique, ces différents choix conduisent à un schéma en
temps complet non-linéaire

{
F(Yn+1, Yn, n) = 0

Ẏn+1 = 2
∆t(Yn+1 − Yn) − Ẏn,

résolu par une méthode de Newton (cf. Figure 1.3 du premier chapitre)

dYn+1F(Y
(i)
n+1, Yn, n) · (Y (i+1)

n+1 − Y
(i)
n+1) = −F(Y

(i+1)
n+1 , Yn, n).

On notera que ce système n’est pas symétrique donc nécessite d’utiliser des solveurs qui ne
sont pas limités sur les opérateurs symétriques.

� MODÈLE DE CONTRACTION – Ce que nous venons de présenter vaut en toute généralité
mais, dans le cadre du modèle cardiaque présenté, nous avons vu qu’il fallait résoudre un
problème local donné par un système différentielle sur kc et τc pour obtenir la loi de compor-
tement aux points d’intégration. Pour ce faire, on peut soit suivre une règle des trapèzes clas-
siques, soit utiliser l’énergie linéique macroscopique définie en (2.25) (de dynamique (2.26))
pour contrôler kc et τc. On discrétise alors les variables τc√

kc
et

√
kc par un schéma point milieu

( τc√
kc

)
n+1

−
( τc√

kc

)
n

= (
√
kc)n+1/2((ec)n+1 − (ec)n) +

σ0∆t(|u|+)n+1/2

(
√
kc)n+1/2

−
(k0∆t(|u|+)n+1/2

(kc)n+1/2
+ ∆t(|u|n+1/2 + α|(ec)n+1 − (ec)n|)

)( τc

2
√
kc

)
n+1/2

(2.62)

(
√
kc)n+1− (

√
kc)n =

k0∆t(|u|+)n+1/2

2(
√
kc)n+1/2

− (∆t|u|n+1/2 + α|(ec)n+1 − (ec)n|)
(
√
kc)n+1/2

2
(2.63)



2.4 Analyse numérique et simulations 129

Comme expliqué précédemment, ce système est résolu pour chaque point d’intégration.
Ainsi pour résoudre un problème d’élastodynamique avec cette loi de contraction, il faut ré-
soudre par une méthode de Newton un système non-linéaire de la forme

FBS(Yn+1, Yn, (ec)n+1, (ec)n, n) =
(

F(Yn+1, Yn, (ec)n+ 1
2
), n)

S(en+1, en, (ec)n+1, (ec)n, (kc)n+1, (kc)n, (τc)n+1, (τc)n, n)

)
= 0,

où F représente le résidu issu de la formulation de la dynamique et S est le résidu issu du cou-
plage micro-macro de la dynamique avec le modèle de contraction « Bestel-Clément-Sorine »

S = d((ec)n+ 1
2
)(τc)n+ 1

2
+ µėcn+ 1

2
− Es

en+ 1
2
− (ec)n+ 1

2

(1 + 2(ec)n+ 1
2
)3

(1 + 2en+ 1
2
).

Après substitution de 2.62 et 2.63, le système tangent s’écrit alors sous la forme
(
K11 K12

K21 K22

)(
Y

(i+1)
n+1 − Y

(i)
n+1

(ec)
(i+1)
n+1 − (ec)

(i)
n+1

)
=

(
F
S

)
,

avec K22 ∈ MNpi(R) diagonale puisque le modèle microscopique est obtenu par résolution
d’une ODE et pas une EDP. Par conséquent K22 s’inverse simplement et on résout en fait un
système uniquement défini sur les déplacements grâce à un complément de Schur

(K11 −K12K
−1
22 K21)(Y

(i+1)
n+1 − Y

(i)
n+1) = F −K12K

−1
22 S,

suivi de
(ec)

(i+1)
n+1 − (ec)

(i)
n+1 = K−1

22 (S −K21(Y
(i+1)
n+1 − Y

(i)
n+1)).

� MODÈLE COMPLET – Reste enfin à traiter les variables de pression pour obtenir le sys-
tème cardiaque complet. Tout d’abord la relation algébrique associée au modèle de valve est
discrétisée sous la forme

V̇n+ 1
2

=
1

2

(
fδ(P

v
n+1, P

ar
n+1, P

at
n+1) + fδ(P

v
n , P

ar
n ), P atn

)
,

mais comme cette loi exprimant le passage entre différents régimes est très peu régulière on
choisit de résoudre le Newton en fixant l’une ou l’autre des phases en procédant à une adap-
tation du pas de temps si le système ne peut converger dans aucune d’entre elles. Le choix de
la discrétisation de V̇n+ 1

2
n’est pas non plus anodin, car elle traduit les échanges énergétiques

entre la mécanique et le système artériel lorsque la valve est ouverte. On veut qu’au moins en
l’absence de mouvement au niveau des valves les échanges soient exacts au niveau discret. Si
on se limite à la dynamique couplée au Windkessel artériel, on a (en se limitant au premier
terme de débit) lorsque la valve est ouverte (à modèle de valve parfait)




MŸ + C(Y )Ẏ + F i(Y ) = −P arS(Y )
LwCw
Rw

P̈ ar + CwṖ
ar +

1

Rw
(P ar − Psv) = S(Y )T Ẏ

si bien qu’en multipliant la première par Ẏ et la deuxième par Par, les termes en PS(Y )T Ẏ

s’annulent. Pour discrétiser en temps le Windkessel, on choisit donc en cohérence avec le reste
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du schéma une règle des trapèzes pour la pression (un Newmark 0D plus exactement) et les
termes contenant S(Y ) tels que l’énergie échangée discrète soit (après multiplication par le
conjugué énergétique discret)

P ar
n+ 1

2

S(Yn+ 1
2
)T Ẏn+ 1

2
=
(P arn+1 + P arn

2

)
S
(Yn+1 + Yn

2

)T( Ẏn+1 + Ẏn
2

)
.

2.4.3 Calibration du modèle

� LOI DE COMPORTEMENT MÉCANIQUE – Lors de la phase de remplissage, et plus précisé-
ment lors de la contraction des oreillettes, seul le comportement passif joue ce qui nous permet
de le calibrer en premier. La raideur passive est alors réglée pour que l’augmentation de vo-
lume corresponde à l’accroissement de pression et la viscosité en fonction de la constante de
temps du remplissage.

Une fois l’élément passif calibré, on peut ajuster la contractilité en systole (éjection). Pour
cela, on fixe une pression d’éjection constante à une valeur physiologique nominale (12000Pa

pour le ventricule gauche typiquement et deux fois moins pour le droit). La contractilité per-
met alors de varier le volume d’éjection pour obtenir la fraction d’éjection souhaitée (de l’ordre
de 60%). La loi de Laplace indique en effet que la pression équilibre la tension active moins la
compression passive.

Nous ne nous attardons pas sur la calibration indispensable, mais largement découplée,
des autres éléments de la loi de contraction Bestel-Clément-Sorine qui procède d’une analyse
au niveau de la fibre en 1D (cf. Section 2.6 et les indications de calibration de Chapelle et al
(2001) ; Sainte-Marie et al (2006)).

� WINDKESSEL – Commençons par introduire les constantes temporelles de ce système

τp = RpCp =
1

δp
, τd = RdCd =

1

δd
.

Pour la circulation artérielle, on a alors en pratique

τp ≪ τd et Rp < Rd, Cp < Cd.

Ces ordres de grandeurs nous permettent d’analyser le comportement du double Windkessel
en fonction du petit paramètre

ǫw =
τp
τd
,

pour extraire deux dynamiques principales : une lente et une rapide. Soit α =
Cp

Cd
< 1, les

valeurs et vecteurs propres du système (2.40) sont au premier ordre en ǫw

λslow
w = − ǫw

1 + α
δp = − 1

Rd(Cd + Cp)
, P ar − P d = 0,

et
λfast
w = −(1 + α)δp = − 1

RpCd
− 1

RpCp
, αP ar + P d = 0.

Le premier mode correspond simplement à l’évolution en temps long où les deux capacitances
sont en parallèle et la résistance Rp est transparente. Le second correspond lui à la dynamique
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rapide où les deux tronçons artériels proximal et distal rétablissent leur écart de quantité de
fluide stockée.

Pour la calibration, on commence par la dynamique lente. La constante de temps τd(1 +

α) est fixée pour que la décroissance de la pression aortique après fermeture des valves soit
compatible avec la périodicité. Puis en maintenant cette constante de temps, on règle Rd vis-
à-vis de l’augmentation de pression distale pendant l’éjection. On obtient alors la pression de
fermeture de valve aortique recherchée. On passe alors à la partie rapide du windkessel pour
laquelle le réglage de Rp permet une pression aortique maximale physiologique en systole à
constante de temps de l’ordre de quelques millisecondes.

2.4.4 Simulations numériques

Nous pouvons maintenant présenter une simulation complète du battement cardiaque prépa-
rée pour l’article en cours de rédaction Chapelle et al (2008). La simulation commence avec la
contraction de l’oreillette, non modélisée électriquement et correspondant simplement à une
surpression imposée de Pat. L’activation électrique ventriculaire débute après 60ms et est ini-
tiée sur les deux endocarde. Elle est représenté par la carte de couleur sur les Figures 2.47 et
suivantes avec un échelle comprise entre −80 mV et 20 mV . Elle correspond de plus à l’ECG
Figure 2.44 réalisé à partir de la matrice de transfert initialement calculée sur le maillage de
thorax présenté à droite de la figure. La discrétisation et les valeurs numériques utilisées pour
cette simulation électrique sont développées dans Boulakia et al (2008). Les résultats méca-
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FIGURE 2.44: ECG correspondant à l’activation électrique permettant la contrac-
tion cardiaque
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niques sont synthétisés sur les Figure 2.47 et pour des coupes petit axe et grand axe Figure 2.49
et Figure 2.48. On constate sur ces dernières deux caractéristiques classiques du battement
cardiaque, le phénomène de piston sur la coupe grand axe et le phénomène de torsion de
quelques degrés (« twist ») sur la coupe petit axe. Sur chaque vignette l’ombre de la configura-
tion de référence est laissée en noir. Elle permet de constater où sont situées, un peu au dessus
de l’apex, les conditions aux limites élastiques. Ces simulations correspondent aux indicateurs
physiologiques, volumes et pressions, de la Figure 2.45 qui sont évidemment à comparer à
ceux de l’illustration Figure 2.5. La volume du ventricule droit est un peu plus grand mais la
fraction d’éjection est comparable à celle du gauche comme attendu. On remarque enfin le rôle
différent des deux ventricules sur la Figure 2.46 où le diagramme PV prouve que le ventricule
gauche est véritablement la pompe principale. Cette dernière figure est elle aussi à comparer
avec le schéma Figure 2.8.
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0

2

4

6

8

10

12

14

16 x 10
−3

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8
x 10

−4

VD

VG

FIGURE 2.46: Diagramme P - V pour la simulation cardiaque



2.4 Analyse numérique et simulations 133

t = 0 ms t = 50 ms t = 110 ms

t = 140 ms t = 160 ms t = 240 ms

t = 280 ms t = 320 ms t = 360 ms

t = 450 ms t = 550 ms t = 650 ms

FIGURE 2.47: Simulation cardiaque globale. L’activation électrique est représentée
en couleur (bleu : -80 mV, rouge : 20 mV)



134 Chapitre 2. Modélisation cardiaque

t = 10 ms t = 60 ms t = 80 ms

t = 100 ms t = 140 ms t = 240 ms

t = 300 ms t = 350 ms t = 400 ms

t = 470 ms t = 560 ms t = 650 ms

FIGURE 2.48: Coupe petit axe de la simulation cardiaque
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t = 10 ms t = 50 ms t = 70 ms

t = 90 ms t = 140 ms t = 200 ms

t = 280 ms t = 360 ms t = 410 ms

t = 460 ms t = 570 ms t = 650 ms

FIGURE 2.49: Coupe grand axe de la simulation cardiaque
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2.5 Observations cardiaques

Nous venons de présenter l’ensemble des éléments nécessaires à la définition et la simulation
de l’activité mécanique cardiaque. Cependant, celle-ci n’est jamais observée dans sa « configu-
ration complète » mais au travers de mesures. Ces dernières sont donc des sorties potentielles
du modèle direct afin de le représenter dans un espace d’observation usuel pour les cliniciens.
Elle seront à l’inverse les entrées des problèmes d’estimation cardiaque des chapitres suivants.
L’objectif de cette section est de formaliser les mesures actuellement disponibles pour le cœur
afin de définir

• dans quels espaces mathématiques celles-ci se situent,

• quels sont leur liens au cours du temps avec la configuration mécanique x du système
simulé,

• quelles sont les bruits caractéristiques qui les composent.

Suivant le formalisme présenté au chapitre précédent, on considère donc un ensemble
(nécessairement fini) de mesures sur le système, représentées par un vecteur Z et un opérateur
d’observation11 H tel que

Z = H(x) + χ,

où χ est un bruit additif constitutif de la mesure considérée et à caractériser. L’opérateur d’ob-
servation n’est donc rien d’autre qu’un modèle d’instrument de mesures. Plus celui-ci pro-
jette la configuration x dans un espace de structure très différente ou d’indentifiabilité faible,
moins il faudra compter sur ces mesures pour résoudre un problème d’estimation. La ques-
tion de l’identifiabilité semble assez naturelle mais la complexité l’est tout autant. Par exemple,
les données de volumes, d’épaississement des parois, de twist issus de post-traitements des
données d’imagerie, très utilisées en milieu clinique, sont peu envisageables comme modèle
d’observation alors même qu’elles sont apparemment discriminantes sur la santé d’un patient
pour le médecin qui les consulte. Nous leur préférerons la donnée d’imagerie brute dans dif-
férentes modalités notamment celles non-invasives que constituent l’IRM ou l’échographie. A
noter enfin que les mesures cardiaques disponibles à travers les images sont presque exclusi-
vement cinématiques. Il n’y a pas d’informations sur les contraintes dans le tissu sauf peut-être
à travers certains marqueurs de contraste ou en élastographie mais celle-ci est encore peu dé-
veloppée. De même on peut espérer bénéficier de données de pression seulement de façon
exceptionnelle, lorsque le patient est cathéterisé.

2.5.1 IRM

a. Principes physiques

� CINÉ-IRM – L’IRM est une technique d’imagerie datant du début des années 80 fondée
sur l’observation du retour à l’équilibre de moments magnétiques de protons perturbés par
l’application d’un champ radio-fréquence. La mesure repose sur le principe de la RMN12 au-

11Nous utilisons la notation H pour insister sur le fait que l’opérateur agit sur les champs de déplacements et
vitesses

12décrit par Felix Bloch et Edward Mills Purcell en 1946, Prix Nobel de physique en 1952.
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quel on ajoute une localisation en espace. En effet, dans un tissu biologique et en l’absence de
champ magnétique, les spins des protons sont aléatoirement distribués. A contrario, sous l’effet
d’un champ magnétique extérieurB0, les spins s’alignent globalement sur ce champ et majori-
tairement dans le même sens conduisant à la création d’un moment magnétique M0 effectuant
un mouvement de précession autour de B0 à une fréquence appelée fréquence de Larmor ω.
Sous une perturbation de ce premier champ magnétique par un champ B1 perpendiculaire à
B0 suffisamment forte (pour cela B1 est lui-même en précession à la fréquence de résonance
ω), on observe une transition d’une partie des atomes qui s’alignent sur le champ B1 et créent
un moment M1. Est alors mesuré le temps de relaxation des noyaux excités par B1 : T1 est le
temps de relaxation de la composante du moment sur M0, et T2 celle sur le plan contenant M1,
tous deux étant dépendant du type de tissu. Pour la localisation spatiale, le principe de l’IRM
est de construire des champs dépendant de la position

Bz(x) = B0 +Gx.x.

Dans ce cas, la précession de Larmor sera dépendante de ce gradient sous la forme

w(x) = w0 + γGx.x.

Ainsi pour chaque atome, les fréquences de précession dépendent de la position et des temps
de relaxation caractéristiques du type de tissu. On reconstruit alors une image bidimension-
nelle ou tridimensionnelle du tissu et, plus l’intensité des champs est grande, plus le contraste
de celle-ci est fort. En pratique, la plupart des IRM cliniques sont de 1, 5 ou 3 Tesla, mais il
existe des IRM entre 10 et 20 Tesla à des fin de recherche ou pour le petit animal.

Cette mesure IRM peut être reproduite au cours du temps et produire une séquence de
volumes d’acquisition pendant tout un cycle cardiaque. En fait le phénomène de relaxation
implique que les mesures ne sont pas instantanées. Il faut donc jouer sur plusieurs périodes
cardiaques pour acquérir tout un cycle. En ajustant le déclenchement (trigger) de la mesure sur
la mesure ECG effectuée simultanément, on obtient des images correspondant à des instants
différents d’une sorte de cycle moyenné sur une à quelques dizaines de battements.

Plus spécifiquement en imagerie cardiaque, l’acquisition de mesure IRM présente des dif-
ficultés inhérentes à l’observation d’un organe en mouvement. De plus, la respiration est un
facteur de bruit important et la plupart des mesures sont prises en apnée limitant ainsi le
nombre de cycles.

Ainsi la résolution finale espace-temps en IRM cardiaque est conditionnée par l’ensemble
des aspects physiques et pratiques du protocole de mesure mentionné, et l’ordre de grandeur
actuel (en évolution constante) est aujourd’hui approximativement

(∆x,∆y,∆z,∆T ) = (1.5, 1.5, 1.5, 50) mm3 ×ms

REMARQUE 2.5.1 (SIMULATEUR D’IRM)
Il est possible de simuler le processus complet d’acquisition de mesures IRM à partir des sorties du
modèle grâce par exemple au simulateur SIMRI de Benoit-Cattin et al (2005), fondé sur les principes
physiques présentés. En imagerie cardiaque, ce simulateur a été utilisé par Haddad et al (2007) où on
trouvera les différents ordres de grandeurs des paramètres concernés. Une question particulièrement
délicate pour les IRM cardiaques est la prise en compte des mouvements du cœur au cours de l’acquisi-
tion, y compris dans les types de bruits induits par ces mouvements. Du point de vu pratique, on utilise



138 Chapitre 2. Modélisation cardiaque

à partir des maillages déformés du modèle une technique dite de rasterisation (voir l’algorithme com-
plet dans Sermesant (2003)) pour générer des images (fantômes) binaires correspondant aux maillages
comme illustré Figure 2.50. Ces images sont alors utilisées en entrée du simulateur d’IRM comme nous
l’avons fait pour notre part en échographie Section 2.5.2.

0.01 mm

Modèle

Images binaires

Simulateur de Métrologie

 
Image bruitée finale

Maillage

Rasterisation

FIGURE 2.50: Principe d’un générateur de mesures réalistes utilisé en sortie d’un
simulateur éléments finis via une procédure de rasterisation des maillages en
images.

REMARQUE 2.5.2 (IMAGES CT)
A titre de comparaison la tomographie axiale calculée ou imagerie CT offre des résolutions, notamment
spatiales, bien plus intéressantes que l’IRM. Cependant, comme toutes les techniques de scanner, cette
résolution est conditionnée par la quantité de rayons X, voir d’éléments de contraste absorbés. Elle est
donc bien plus invasive que les techniques de résonance magnétique et la plupart des images haute
résolutions disponibles sont soit statiques sur des coeurs morts, soit sur des cœurs animaux.

� IRM-TAGGÉS – A priori, les images issues d’un IRM classique appelé aussi ciné-IRM sont
faiblement texturées et il est peu envisageable de suivre des points matériels du tissu sauf
certains éléments précis de la géométrie (landmark). Il existe cependant un type de séquence
IRM appelé IRM-taggés (ou marqués)13 qui vise à combler cette lacune. Pour ce faire, on utilise
un gradient sinusoïdal suivant deux directions permettant d’inscrire une grille magnétique
sur le tissu. Les points matériels dont le spin est ainsi opposé aux autres sont véritablement
marqués magnétiquement et ne vont plus apparaître tout au long de la séquence. Ainsi la grille
régulière initiale se déforme avec le tissu au cours du battement. Les limitations principale de
ce type de mesure sont :

• le contraste du marquage est exploitable pendant une durée de l’ordre de T1 soit 400 ms.

• Seules deux directions de plans orthogonaux sont utilisables dans une même séquence.
Ainsi sur une séquence d’acquisition 3D, on n’obtient qu’une projection en 2D du dépla-
cement matériel. On utilise alors plusieurs coupes combinées grand axe et petit axe pour

13tagged-MRI en anglais
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analyser le mouvement d’ensemble. L’obtention de grilles magnétiques véritablement
3D à l’image de Pan et al (2005) est un enjeu indéniable pour le développement de cette
technique.

b. Segmentation pour l’IRM et recalage de tags

Il est a priori possible d’utiliser directement les données images dans un éventuel opérateur
d’observation. Cependant, nous avons fait le choix de considérer les observations comme le
résultat d’un chaîne de traitement sur la donnée image pour en extraire l’information qu’elle
visait à représenter. Dans le cadre du ciné-IRM, on considère donc que la donnée pertinente
issue de l’image est la trace des contours du cœur pendant sa déformation. Cette trace est
obtenue par segmentation et donne lieu à de très nombreux développements en traitement
d’image avec différentes techniques (morphologie mathématique, contours actifs ou modèles
déformables, level-sets, recalage non rigide ...). C’est d’ailleurs dans la conjonction de tech-
niques multiples que s’inscrivent aujourd’hui les dernières réussites opérationnelles (voir par
exemple Peters et al (2007)). Classiquement, le sang étant fortement contrasté dans les IRM, la
segmentation la plus simple est celle de l’endocarde du ventricule gauche et dans une moindre
mesure du ventricule droit. Inversement, l’épicarde pour le ventricule droit est très difficile à
segmenter.

Pour l’IRM-taggé, l’objectif de la mesure est de représenter le déplacement des points ma-
tériels à partir de la grille initiale. Comme nous venons de le voir, la donnée consiste en plu-
sieurs séquences d’intersection de plans dans seulement deux directions, donc retrouver le
déplacement en recalant ces plans entre eux nécessite des outils adaptés (voir en particulier
Declerck et al (1999) ; Axel et al (2005)) et constitue encore une difficulté majeure dans l’exploi-
tation des tags.

REMARQUE 2.5.3
L’utilisation d’un simulateur de protocole de mesure combiné à un modèle de contraction cardiaque
peut fournir des données synthétiques pertinentes pour l’évaluation des différentes techniques de trai-
tement de la mesure, notamment pour le recalage de plan de tags et l’extraction des déplacement 3D.

c. Opérateur d’observation en déplacement

Commençons par l’IRM-taggé qui fournit l’opérateur le plus simple, une fois la mesure sup-
posée traitée. En effet, on dispose alors de déplacements de points de la grille par rapport
à une configuration de référence. Autrement dit, à chaque pas de temps d’échantillonage de
la mesure, on dispose du déplacement « de points du tissu » en configuration Lagrangienne.
Considérons donc une séquence de N∆T tags, échantillonnée sur le battement tous les ∆T ,
alors

Zk = Hx = (Hd 0)(y(k∆T ) ẏ(k∆T ))T , 1 ≤ k ≤ N∆T ,

où Hd est linéaire et travaille uniquement sur la partie déplacement de l’état x et correspond
grosso-modo à un opérateur de sélection. Plus précisément, la mesure a en réalité une exten-
sion spatiale correspondant à l’épaisseur de la grille. Les déplacements, s’ils sont correctement
extraits des tags, correspondent donc à des moyennes pondérées sur des cellules d’extension
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FIGURE 2.51: Exemple de tags synthétiques (gauche) et réels (droit) pour un coeur
de cochon. On observe nettement la déformation au cours de la systole. Sur les
tags réels, le marquage magnétique s’estompe au cours de l’acquisition. Remer-
ciements à Radomir Chabiniok, Macs, INRIA
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spatiale finie, les fonctions de pondération (gaussienne ou sinusoïdale par exemple, voir Fi-
gure 2.52) étant liées à la mesure. On note q le nombre de déplacements tridimensionnels
contenus à partir de q cellules de mesures non recouvrantes de la zone de mesure globale noté
Ωm. Les fonctions de pondération sont notées (si)

q
i=1. On choisit de définir chaque fonction

sur tout Ωm, leur support étant d’intersection vide. Elles sont enfin normalisées ‖si‖L2Ωm
= 1.

Ainsi, chaque composante des Zk est donnée par

(Zk)i =

∫

Ωm

siy dΩ, 1 ≤ i ≤ q. (2.64)

De plus on supposera que chaque mesure est perturbée par un bruit gaussien indépendant.

dx
dy

dz

dx
0

fonctions s i

FIGURE 2.52: Principes de cellules de mesures issues des tags. Les déplacements
sur les cellules sont moyennés par des fonction poids si dont on donne quelques
exemples potentiels.

Dans le cas des ciné-IRM la définition de l’opérateur d’observation est bien plus complexe.
En effet, nous avons vu que l’information pertinente contenue dans la donnée correspond à des

Segmentation
surface

heart
surface

P

M

FIGURE 2.53: Schéma d’une segmentation. Le bruit est défini en configuration dé-
formée comme une distance entre les deux contours.
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surfaces intérieures (et dans certains cas extérieures) de l’objet. On considère qu’on dispose
d’images segmentées sous forme de surfaces régulières maillées (à partir d’un algorithme de
marching-cube puis de régularisation, ou directement à partir de la segmentation suivant Pons
et al (2007)). Par exemple, au temps t = k∆T , on note Sk cette surface maillée. On pourrait
donc dire que l’ensemble des noeuds de Sk correspond à la mesure Z sous forme de position
en configuration Eulérienne. Cependant ces positions sont peu exploitables car l’opérateur
passant des déplacements Lagrangien à ces postions Eulériennes est défini uniquement en
l’absence de bruit sous une forme un peu artificielle du type

(Zk)i = φ(xi − y(φ−1(xi))), i ∈ T (Sk).

En effet, la transformation Φ n’est définie que sur Ωm, or il n’y a jamais correspondance exacte
entre un point du cœur et la surface extraite comme illustré Figure 2.53. Ce qui, dans la mesure,
est exploitable correspond plutôt à une correspondance sous forme de distance minimum entre
un point de l’objet mécanique et la surface issue de la segmentation. Ainsi, la donnée n’est pas
vraiment du type Z = Hd(y) + χ, mais plutôt

dist(ξ + y, Sk) = χ, ∀ξ ∈ ∂Ωm,

noté génériquement D(Z,X) = 0 comme au chapitre 1, et extension non-linéaire de « Z −
Hd(y) = χ » pour une donnée initialement fournie sous la forme (Sk)

N∆T

k=1 .

REMARQUE 2.5.4 (OPÉRATEUR D’OBSERVATION EULERIEN POUR LES TAGS)
Nous avons vu comment nous pouvions utiliser des tags « recalés » comme opérateur d’observation.
Une question légitime est de savoir s’il n’existe pas un moyen de les utiliser dans une forme plus brute.
Certaines équipes de traitement d’image essaient notamment d’extraire les déplacements des tags à
partir de modèles déformables et on pourrait légitimement se demander s’il est possible de fusionner
ces deux étapes (1. Extraction des tags à partir des modèles déformables - 2. Estimation sur le modèle
à partir des déplacements). Par exemple, à l’image de ce que nous avons dit sur la segmentation on
pourrait imaginer un opérateur d’observation sous la forme D(Z,X) = 0 en calculant la distance au
plans de tags les plus proches de chaque point ce qui éviterait de devoir recaler entre eux les plans
issues de deux jeux de mesures.

P

FIGURE 2.54: Schéma de calcul de distance au plan de tags qui pourrait permettre
d’éviter le recalage des plans entre eux.
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2.5.2 Echographie

a. Principes physiques et simulations directes

Une onde ultrason est une onde mécanique longitudinale se propageant dans le milieu à une
fréquence ≡ 20kHz. D’après Shung (1993), on peut supposer que les déplacements causés par
la propagation de l’onde sont petits et vérifient l’équation d’onde

ρü+ νu̇− ν ′∆u̇− (λ+ µ)∆u = 0,

où u est le déplacement longitudinal lié à la pression exercée par l’onde dans le milieu par
u = p

Z à travers l’impédance caractéristique du tissu parcouru. De plus, lorsque l’onde traverse
un milieu hétérogène, elle est soit diffusée soit réfléchie-transmise suivant les règles classiques
en électromagnétisme en fonction de la taille caractéristique de l’hétérogénéité. On parle en
effet de

• diffusion si la longueur d’onde Λ > L : l’onde réfléchit dans des directions arbitraires
une faible partie de son énergie. On parle alors de phénomène de scattering causé tout
au long du trajet de l’onde par les hétérogénéités locales du tissu parcouru. Sur l’image
résultante, cette diffusion produit des schémas d’interférence appelés speckle caractéris-
tiques de chaque tissu et du système d’échographie utilisé. Ces derniers sont la source de
l’effet granulaire et donc bruité de l’image échographique. Cependant ils sont en pratique
recherchés par le praticien car ils fournissent une information de localisation relative au
tissu. En effet, pour un même appareil de mesure, un élément de tissu fixe émettra le
même type de speckle sur l’image échographique et on peut espérer qu’il en sera de
même pour des mouvements faibles.

• réflexion spéculaire si la longueur d’onde Λ < L, l’obstacle est localement considéré
comme un demi-espace d’indice de reflexion différent et les règles de l’optique géo-
métrique s’appliquent. Ce type de réflexion intervient principalement à l’interface entre
deux types de tissus radicalement différents par exemple sang-muscle, air-os etc...

De plus, il existe un certain nombre d’éléments d’atténuation de l’onde. Tout d’abord la dif-
fusion au sens du scattering est clairement limitante pour l’énergie finale captée par l’écho-
graphe. Il y a aussi la dissipation classique liée au milieu caractérisé dans l’équation par ν et
ν ′. Enfin il y a une perte d’énergie entre l’écho émis et celui détecté par l’appareil liée à la
dilatation du front (voir Figure 2.55) d’onde qui n’est pas rigoureusement planaire. On note
que l’atténuation globale exprimée en décibel est dépendante de la fréquence du signal. Ainsi
une haute fréquence, donc une faible longueur d’onde, doit améliorer la résolution de l’image
finale mais est plus fortement atténuée.

La plupart des échographies actuelles possèdent une ligne d’émetteurs-capteurs piezo-
éléctriques émettant une onde planaire dans le milieu et visualisant l’écho ultrason aussi ap-
pelé signal radio-fréquence (RF). Dans ce cas, l’image reconstruite est une image 2D correspon-
dant au tissu observé dans le plan de parcours. Il existe désormais des dispositifs d’acquisition
directement en 3D où les capteurs sont soit disposés sur une grille soit déplacés pour balayer
un plan d’émission. Dans les deux cas, l’image reconstruite correspond directement à un vo-
lume 3D de tissu observé. La plupart des dispositifs ont des spécifications propres dans la
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manière dont ils émettent mais surtout traitent le signal pour former l’image, notamment dans
la façon dont ils gèrent le phénomène de « speckle ». La machine Volumetrics, développée à
Duke University est sans doute le seul dispositif à caractéristiques ouvertes et dont on peut
essayer de reproduire numériquement le fonctionnement.

Linear array transducer Phased array transducer

Image area
Beam

FIGURE 2.55: Exemple de dispositifs d’échographie 3D. A droite le schéma de fonc-
tionnement de la machine Volumetrics où l’acquisition est donc en coordonnées
sphériques.

slice y

slice z

slice x

FIGURE 2.56: Exemple de données échographiques 3D. Remerciement à E. Ange-
lini, Telecom ParisTech.

Nous avons voulu simuler l’acquisition de mesures échographiques en sortie du modèle
à la fois pour fournir un outil pédagogique mais surtout pour analyser le type de données
qu’on pouvait en extraire et la validité des algorithmes de traitement d’images fondés sur ce
type d’acquisition (voir section suivante). L’approche suivie a été principalement guidée par le
traitement de signal et pas nécessairement par la modélisation physique fine de la propagation,
simplement par volonté d’efficacité sur un phénomène de scattering avant tout statistique. Le
modèle est inspiré principalement des travaux de Meunier et Bertrand (1995) et présenté dans
Duan et al (2007). Il a donné lieu à des extensions présentées dans Talcoth (2007) pour prendre
en compte la géométrie d’acquisition de la machine Volumetrics ainsi que le comportement
du sang et les effets de réflexion spéculaire. Dans ces modèles, le signal radio-fréquence (RF)
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est représenté en bout de chaîne comme une convolution en tout point du volume de tissu
observé Ωm

∀x = (x, y, z) ∈ Ωm, RF (x, y, z) = H(x, y, z) ∗ T (x, y, z)

entre

• Une « point spread function » H qui correspond à la réponse d’un point matériel de
matière. Basiquement, cette fonction néglige l’atténuation, ne prend pas en compte les
zones de réflexion spéculaire, et la propagation (ici z pour fixer les idées) n’est prise en
compte qu’à travers l’anisotropie de la réponse

H(x, y, z) = exp

(
−1

2

(x2

s2x
+

y2

s2y
+

z2

s2z

))
cos(2π

z

λ
).

où sz >> sx, sy

• la réponse impulsionnelle du tissu T modélisée (voir Meunier et Bertrand (1995)) com-
me la dérivée seconde d’une impédance acoustique Z3D =

∑
n Zn, où Zn est l’impédance

de chacun des éléments diffusifs du tissu appelés scatterrers. Ces derniers, en nombre
bien plus important que la résolution de l’image formée, sont regroupés par « paquet »
en chaque point xn = (xn, yn, zn) du tissu. L’écogéneité du tissu considéré en chaque point
est directement proportionnel au cardinal de scatterrers dans chaque paquet.

T (x, y, z) =
∂2

∂z2

∑
anC(x − xn, y − yn, z − zn),

où

C(x, y, z) = exp

(
−1

2

(x2

σ2
x

+
y2

σ2
y

+
z2

σ2
z

))
.

Enfin le dispositif physique d’acquisition effectue pour former l’image une détection d’enve-
loppe à partir du signal RF correspondant à une transformée de Hilbert. Ainsi, l’image finale
est

I(x, y, z) = |RF (x, y, z) + jHilbertz(RF (x, y, z))|

Les paramètres sont choisis et optimisés en fonction des données physiques relatives au
tissu considéré mais aussi à partir de bases de données d’images issues des machines Volume-
trics. La Figure 2.59 fournit des exemples de simulations d’échographie en sortie du modèle.
Figure 2.58, on rappelle d’autres exemples de simulation échographiques antérieures dans des
configurations saines et pathologique correspondant aux résultats des travaux publiés dans
Duan et al (2007).

b. Segmentation et flot optique

Une première donnée extraite des images échographiques est strictement l’équivalent de ce
que nous avons vu pour les IRM, c’est-à-dire une segmentation des contours de l’objet. Bien
évidemment, les méthodes de segmentation sont différentes puisque largement dépendant de
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scattering 
function cell kernel

tissue impulse
 reponse

PSF RF signal US image

FIGURE 2.57: Différents échantillons d’images successifs permettant la formation
de l’image échographique.

FIGURE 2.58: Exemple de simulation d’ultrasons issue de la collaboration Duan
et al (2007)
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leur stratégie de la modalité, et côté cardiaque se concentre le plus souvent sur le ventricule
gauche (voir Vallet et al (2006) pour un exemple).

Sur la structure des images échographiques et en bénéficiant de sa haute résolution tem-
porelle de l’ordre de 60 à 100 images par secondes, d’autres traitements cinématiques sont
envisageables, notamment l’utilisation de flot optique. Le flot optique consiste à déterminer le
déplacement de points entre deux images par recalage d’intensité (et de texture). Si une image
a suffisamment d’hétérogénéités, et si ces hétérogéneités se transportent au cours du temps,
alors en recherchant les similarités d’intensité entre deux images on espère retrouver une infor-
mation Lagrangienne au sens de la configuration de l’objet (déplacement de points matériels)
dans la donnée d’image profondément Eulerienne. Les deux conditions ci-dessus sont en par-
tie remplies par l’échographie comme nous venons de le voir en considérant que les différents
speckles se transportent au cours du temps et diffusent dans les mêmes conditions.

Du point de vue technique, Angelini et Gérard (2006) rappelle que deux types de méthodes
permettent le calcul du flot optique. La première est une technique fondée sur le calcul des
dérivées spatio-temporelle de la carte d’intensité. Si I(x, t) est l’image au cours du temps, la
dérivée particulaire de cette image est supposé nulle au cours du temps puique l’intensité est
conservée

∂I

∂t
+ ẏ(x) · ∇I = 0.

où ẏ(x) représente la vitesse eulérienne du point matériel en x. Cette contrainte scalaire n’est
pas suffisante pour déterminer y ∈ R

3 donc on ajoute d’autres contraintes, soit par exemple
la valeur de l’intensité, soit sur le type d’espace dans lequel on attend le déplacement. Dans
ce cas, on retrouve un problème de minimisation de fonctionnelle quadratique avec un terme
d’a priori exprimé dans une norme de Sobolev bien choisie... La deuxième technique consiste
véritablement à faire du recalage locale de petits motifs de l’image. Elle est aussi appelée spe-
ckle tracking et a été choisie pour l’étude. Soit I(x, t) et I(x, t + ∆t), les deux images et O une
fenêtre de recherche. On maximise alors la covariance normalisée

∆x(x) = argmax∆xρ(x,∆x) =

∑
x∈O E(I(x, t)I(x + ∆x, t+ ∆t))

(∑
x∈O E(I(x, t)2)

∑
x∈O E(I(x + ∆x, t+ ∆t)2)

) 1
2

.

Au vu de la résolution temporelle, on peut obtenir une estimation de la vitesse finalement par

ẏ(x) =
∆x(x)

∆t
.

Les premiers résultats de flot optique des échographies synthétiques à partir du simulateur
cardiaque utilisent la deuxième méthode déjà mise en oeuvre dans Duan et al (2006). Ils ont
été publiés dans Duan et al (2007) et présentent des déplacements cohérents (voir un exemple
Figure 2.60).

REMARQUE 2.5.5 (IMAGERIE DOPPLER ET CHAMP DE VITESSES)
Si l’échographie et le flot optique seuls semblent limitées pour l’obtention de champs denses de vitesses
à tout instant de la séquence d’images, Chapelle et al (2008) propose de coupler l’échographie à l’ima-
gerie Doppler (TDI). Cette dernière utilise le fait que la fréquence de l’onde échographique est modifiée
par l’effet Doppler lorsque les tissus sont en mouvement. Cette modification de fréquence permet de
reconstituer une champs de vitesses dans la direction de l’onde échographique alors que le flot optique
était plus performant dans la direction orthogonale à la source.
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FIGURE 2.59: Exemple de simulations réalisées par Oscar Talcoth en fin de stage
dans l’équipe en partenariat avec E. Angelini de l’ENST. Sont pris en compte la
grille sphérique, l’échogeneité des tissus, les reflexions spéculaires (au niveau de
l’apex).
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FIGURE 2.60: Exemple de reconstruction de mouvement à partir de flot optique sur
des images petit axe de la simulation d’échographie synthétique
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c. Opérateur d’observation

Quelle que soit la modalité utilisée pour l’obtention du champ de vitesses, celui reste fonda-
mentalement Eulérien. Pour, déterminer un déplacement Lagrangien il faut ensuite intégrer
ces mesures au cours du temps, c’est-à-dire successivement suivre un point matériel depuis
l’image initiale jusqu’à l’image courante. Dans ce cas, on obtient idéalement un opérateur
d’observation fournissant à tout instant le déplacement ou la vitesse (résolution temporelle
suffisante) des points suivis. Concernant les points suivis, le principe du flot optique est de
suivre des éléments de textures caractéristiques. Ceci s’applique aux speckles suivant les hy-
pothèses formulées plus haut, mais doit aussi être favorisé par la présence de contours dans
l’image. Autrement dit, on peut considérer que ces déplacement seront les moins sujets aux
erreurs et donc que l’opérateur d’observation est un opérateur frontière du type

Hy = y|∂Ω,

qui comme pour les tags doit en toute rigueur être représenté à partir de cellules frontières
corrélées aux cellules à partir desquelles le flot optique a été calculé. De plus, il reste à déter-
miner quel type de bruit est généré dans ce traitement de mesure et c’est tout l’avantage de
pouvoir tester ces algorithmes sur des données synthétiques créées par un fantôme numérique
de battement cardiaque. D’après ce que nous avons vu depuis le début ceci est équivalent en
formulation « déterministe » à déterminer dans quel espace et pour quelle norme se situent les
erreurs en déplacements-vitesses issus du flot optique. Ce travail est toujours en cours avec
Elsa Angelini après des premiers résultats d’estimation d’erreurs peu concluants.

mm

5

0
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-10

FIGURE 2.61: A gauche résultat du flot optique sur un mouvement de ventricule
gauche. Au centre, le déplacement ayant généré les échographies. A droite l’esti-
mation d’erreurL2. Celle-ci est de l’ordre de grandeur du déplacement, alors qu’« à
l’œil », le flot optique a capté le mouvement d’ensemble.

En effet, ce ne sont finalement pas nécessairement les éléments du bord qui sont le plus
facilement détectés car les déformations sont telles que les éléments de textures qu’ils repré-
sentent n’apparaissent pas conservés au cours du déplacement au sens où le suppose le flot
optique type « speckle tracking ». En effet ce dernier ne cherche que des déplacements de type
translation pour l’analyse de ces cellules de texture et pas les configurations de rotation, ci-
saillement possibles. A l’inverse, dans le tissu le caractère conservatif de l’emission des speckle
laisse penser qu’on peut suivre des petits cubes de matière à l’intérieur du tissu. Dans ce cas
on se rapproche alors d’un observateur de type de celui développé pour les IRM taggés sauf
que cette propriété intérieure « au tissu échographique » est sans doute idéalisée par rapport
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à la situation réelle ou les speckles n’émettent pas identiquement au cours de la déformation.
Pour notre simulateur on doit donc se limiter à de faibles déplacements et finalement plutôt
au cœur du tissu. Dans ce cas, on constate que les déplacements ne sont pas nécessairement
bien évalué en tout point ce qui introduit des hautes fréquences dans l’erreur. Une hypothèse
est alors de considérer l’erreur dans une norme Hs simple à calculer sur une image à partir de
sa transformée de Fourier F

‖Ĩ‖Hs =

(∫
(1 + |ξ|2)s

∣∣∣F Ĩ(ξ)
∣∣∣
2
)
.

Cependant, les performances actuelles du flot optique sont insuffisantes encore pour ces
normes et les erreurs s’analysent plutôt par le modèle suivant : Soit y

of
le déplacement obtenu

par le flot optique et y le déplacement de référence, alors

y
of

=

{
y + ǫ, avec probabilité p1

χ, avec probabilité p0 = 1 − p1

avec ǫ l’erreur liée à la résolution de l’image échographique et χ l’erreur quand le flot optique
ne trouve pas le bon point cible dans son analyse. Par conséquent, ǫ est centré et de l’ordre
de grandeur de la résolution spatiale de l’image. Par ailleurs χ est centré mais de la taille de
la fenêtre de la recherche O car le flot optique fournit un résultat arbitraire dans cet fenêtre
quand il n’a pas pu trouver de correspondance réelle. Notons db cette distance, elle est donc
du même ordre de grandeur que

∣∣y
∣∣. Soit erel l’erreur relative L2

erel =
‖y

of
− y‖l2

‖y‖L2

.

On a
E(‖y

of
− y‖2) = p1E(ǫ2) + p0(d

2
b +

∣∣y
∣∣2).

Donc sur toute une fenêtre de flot optique
∑

O
E(‖y

of
− y‖2) = p1E(ǫ2) |O| + p0d

2
b |O| + p0‖y‖2

L2(O).

Ainsi l’erreur relative est toujours
erel >

√
2p0.

Et les calculs seraient similaires en normes Hs ou en p
1
p

0 pour une norme Lp. Ainsi, avant le
choix de la norme, il faut pouvoir améliorer la qualité de détection du flot optique « speckle
tracking » ou lui associer un indice de confiance. Ce dernier servirait pour détecter les cas où le
flot optique n’a aucune idée du bon déplacement et choisit donc « au hasard ». Afin d’illustrer
cette idée, nous montrons par exemple Figure 2.63 une configuration où on ne garde que les
points à indice de confiance a posteriori supérieurs à un seuil.

Ainsi, la chaîne complète, battement simulé, échographie synthétique, flot optique, calculs
d’erreurs est un outil essentiel pour l’amélioration des techniques de traitements d’images à
supposer que la simulation mécanique permette des mouvements « réalistes » et la mesure
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FIGURE 2.62: Relation a posteriori entre la corrélation et les erreurs. On constate
bien deux zones principales. Au dessus d’un seuil de corrélation on ne garde plus
que des points bien détectés.
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FIGURE 2.63: Piste d’amélioration du simulateur échographique relatives au tra-
vail d’Oscar Talcoth. En haut, amélioration des normes d’erreur de déplacement
quand on ne conserve (a posteriori) plus que les points de corrélation élevée dans
la détermination du flot optique. En bas, phénomène de perte de speckles (en vert)
lié à un échantillonnage spatial incompatible avec la contraction du tissu.



152 Chapitre 2. Modélisation cardiaque

synthétique ne favorise (ou défavorise) pas les outils de post-traitements. De nombreux efforts
sont encore à réaliser sur ce point par le simulateur échographique. En particulier, dans la
gestion des speckles, car nous avons observé que certains d’entre eux étaient arbitrairement
perdus au cours de l’échantillonnage spatiale.

Ce travail est encore une fois en cours et sert d’introduction devant cette nécessité fonda-
mentale d’analyser en détails les opérateurs d’observations et les mesures en tant que sorties
du modèle. Car ces sorties se transforment en entrées des problèmes inverses d’estimation que
nous allons maintenant aborder.

REMARQUE 2.5.6 (OPÉRATEUR D’OBSERVATION EULERIEN DE VITESSES SUR LE BORD)
Là aussi, comme pour les données de segmentation IRM ou les tags, on pourrait concevoir un observa-
teur sur les vitesses directement en configuration eulérienne au travers d’un opérateur D(Z,X) = 0 à
imaginer ... Par exemple, dans le cas de vitesses sur le bord, comparer la vitesse du point du contour
déformé à celle de son projeté sur l’image.

2.5.3 Mesures de pression

Le système cardiaque ne se résume pas aux seules variables cinématiques, déplacements et
vitesses, mais il faut aussi prendre en compte les variables de pression. Celles-ci sont d’autant
plus importantes qu’elles sont l’unique reflet des contraintes à l’intérieur du système. Or, pour
l’identifiabilité globale du système, on imagine déjà qu’il sera difficile d’identifier de façon
absolue des raideurs ou contractilités si on ne dispose pas d’un étalon général de la contrainte
dans le tissu.

Hélas, les mesures de pression ne sont pas simplement accessibles. Le type de mesure
le plus employé est invasif et correspond à l’introduction d’un cathéter dans les ventricules.
La pression dans le ventricule droit est dans ce cas plus simple à mesurer, car le cathéter est
remonté à l’intérieur du système veineux basse pression jusqu’à l’oreillette et le ventricule
droit. On dispose alors de mesures directes d’une variable d’état du système cardiaque.

Il n’existe pas de mesures non-invasives en milieu clinique des variables de pression. Ce-
pendant, Crépeau et Sorine (2007) ; Laleg et al (2007) ont imaginé une méthodologie pour iden-
tifier la pression en sortie du ventricule à partir de mesures de pressions au doigt P f . Il existe
en effet des dispositifs, appelés FINAPRESS (brevet américain déposé par Wesseling (1985)),
qui permettent des mesures de pression au doigt précises au cours du temps, c’est-à-dire à
l’extrémité du réseau artériel. On peut alors imaginer utiliser cette pression soit

• comme mesureP fm sur le modèle existant via un opérateur d’observation à définir à partir
de la fonction de transfert (P ar, P d) → P fm ;

• comme étage supplémentaire de la modélisation conduisant alors à une nouvelle mesure
directe d’une variable d’état P f .

2.5.4 Mesures électriques

Même si l’activité électrique n’est pas le sujet de cette thèse, nous pouvons donner rapide-
ment quelques éléments autour des mesures de l’activité électrique en entrée du système. À



2.6 Modèles et observateurs en 1D 153

terme, il sera de toute façon indispensable de coupler assimilations de données mécaniques et
électriques pour une mise en place effective dans un contexte clinique (voir les perspectives
méthodologiques en fin de document Section 4.5). Nous renvoyons notamment à Moreau-
Villégier (2005) pour une revue détaillée des différentes modalités de mesure.

L’ECG est le premier type de mesure. Non-invasif, il comporte jusqu’à 12 dérivations mais,
dans certaines expérimentations, des vestes comportant quelques 250 électrodes peuvent être
utilisées. Cette mesure est une observation distante de l’activité cardiaque, et la question de son
utilisation en assimilation de données se pose à nouveau, soit avec un opérateur d’observation
complexe à partir des composantes électriques à la surface du myocarde, soit en incluant, au
reste du modèle, le modèle de diffusion dans le thorax. Ici, cette dualité est moins importante
que pour les variables de pression car le phénomène physique est statique (en supposant le
cœur isolé) mais, en revanche, on sait que le problème de l’inversion de la matrice de transfert
coeur – thorax est mal posé.

Pour éviter ces difficultés théoriques, il faut alors passer à des mesures plus directes, donc
invasives. Nous pouvons citer des exemples d’expérimentations sur des modèles animaux.
Tout d’abord McVeigh et al (2001) a mis au point un protocole d’expérimentation consistant
à positionner une chaussette d’électrodes à la surface d’un coeur de chien pour en tirer di-
rectement des mesures de potentiels surfaciques. Une autre stratégie, employée par M. et al
(2007), utilise l’imagerie par fluorescence pour obtenir des « cartes de l’état de dépolarisation ».
Ces cartes doivent encore être étudiées pour déterminer précisément l’opérateur d’observation
passant du potentiel transmembranaire à celles-ci. Dans le pire des cas, si elle rendent simple-
ment compte du passage de la dépolarisation, elles pourront être utilisées comme un masque
au même titre que les images segmentées sont un masque de la déformation mécanique. Cette
méthodologie se limite pour l’instant à des expérimentations et des coeurs ex-vivo tant que
l’imagerie fluorescente ne permet pas une acquisition à travers le thorax. Le dernier exemple,
présenté dans Sermesant et al (2004), est lui aussi invasif mais néanmoins mis en oeuvre en
milieu clinique au King’s College de Londres. Le principe est d’utiliser un cathéter disposant
d’un ballon flexible d’électrodes. Ce ballon est introduit dans la cavité cardiaque et n’entre pas
en contact avec la surface du tissu afin de ne pas en modifier l’activité électrique. Les cou-
rants détectés sont alors extrapolés sur la surface de la cavité pour reconstituer le potentiel
endocardique.

2.6 Modèles et observateurs en 1D

Nous finissons ce chapitre orienté modélisation, y compris côté observations, par une version
1D des modèles présentés. Il y a deux objectifs à cette formulation. Tout d’abord ce modèle 1D

est par définition plus simple en terme d’implémentation mais aussi de complexité algorith-
mique. Donc, il va nous permettre de tester des méthodes d’estimation sur des configurations
moins demandeuses en terme de puissance de calcul. A l’autre bout de la chaîne, c’est-à-dire
du point de vue théorique, le modèle 1D offre de nombreuses simplifications voir même spé-
cificités (les fonctions H1 sont continues etc...) ; en particulier l’élastodynamique redevient un
système scalaire semblable structurellement à l’équation des ondes. Enfin, cette modélisation
n’est pas inutile du point de vue pratique car le modèle de contraction cardiaque que nous
venons de formuler provient de l’analyse physiologique du comportement mécanique de la
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fibre cardiaque. Or celle-ci est fondamentalement unidimensionnelle et le paramétrage de ce
modèle peut-être évalué à partir d’expériences directes sur celles-ci. Nous l’avions rapidement
évoqué mais il existe plusieurs types d’expériences sur des éléments de fibres musculaires de
l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique.

• A l’échelle macroscopique, les expériences menés par Huxley ou Hill (1975) font encore
partie du paysage physiologique. Elles consistent à accrocher un élément de muscle ca-
ridiaque (plus présisément muscle papillaire) de rat entre une butée et une masse et de
soumettre l’ensemble à une sollicitation électrique comme présenté Figure 2.64. Elles per-
mettent de décomposer le comportement de la fibre musculaire en plusieurs modes de
fonctionnement : isotonique, isotonique etc...

Contraction isométrique Contraction isobare

Masse
infinie

Fibre au
repos

Fibre
contractée

Masse

FIGURE 2.64: Expérience de contraction isométrique ou isotonique sur des échan-
tillons de muscle cardiaques

• A une échelle inférieure, on peut citer par exemple les travaux de Pustoc’h et al (2005)
où sont enregistrés par vidéomicroscopie les contractions de cardiomyocytes de rat en
culture. Il est alors possible de suivre la propagation de l’onde de raccourcissement lon-
gitudinal qui traverse la cellule pendant sa contraction. De plus l’onde de dépolarisation
peut être suivie par marquage fluorescent post-traité par des techniques de flot optique.

• A l’échelle microscopique, il est enfin possible de réaliser le même type d’expériences que
Huxley ou Hill sur une seule cellule cardiaque (voir Cazorla et al (2003)). Par exemple,
l’utilisation de pinces optiques permet de « tenir » par deux lasers les extrémités d’une
cellule cardiaque et de la soumettre au même type de sollicitations et de déformations
isotoniques, isotoniques....

Ces différentes expériences peuvent évidemment donner lieu à des modélisations fines 3D,
comme dans Cottet et Maitre (2006), mais motivent l’utilisation de modèles unidimensionnels
dans des perspectives de paramétrage, de calibration et pourquoi pas d’estimation.

A partir de l’ensemble de toutes ces considérations nous présentons ici le petit jeu mathé-
matique qui consiste, par exemple, à définir un modèle 1D de cavités cardiaques à partir du



2.6 Modèles et observateurs en 1D 155

modèle 3D dont on restreint la cinématique.

2πR0r0

(∫ L

0
ρ0
∂2y

∂t2
· v dx +

∫ L

0
Σxx dye · vdx

)
= PπR2

0v(L, t), (2.65)

où dye · v = (1 + ∂y
∂x)∂v∂x est la variation du tenseur de Green-Lagrange et πR2

0v(L, t) est la
puissance virtuelle des efforts de pression à l’extrémité du piston.
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FIGURE 2.65: Exemple de cavité 1D

Bien évidemment on pourrait aussi obtenir un modèle absolument équivalent en considé-
rant un piston plein qui peut monter en pression à longueur constante.

Du point de vue de la formulation forte de ces équations, la structure scalaire monodi-
mensionnelle nous rapproche de l’équation des ondes. Pour se fixer les idées, écrivons-la dans
l’hypothèse « des petits déplacements » qui implique que dye·v = ∂v

∂x et Σxx = E ∂y
∂x +η ∂y

∂x∂t+σc,
où σc est obtenu par les lois rhéologiques linéaires sur le modèle présenté Section 2.3.2.e.. On
obtient alors l’EDP
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(L, t) + σc(L, t) =

PR0

2r0

(2.66)

En l’absence d’activation (σc = 0) on retrouve bien l’équation des ondes amorties. De même,
si on suppose que σc n’est pas fonction de la déformation au premier ordre mais simplement
de l’activation. La contrainte active σc devient alors une précontrainte active et on retrouve
l’équation des ondes amorties en présence de forçage.

Pour ce qui est des observations, les différents types d’expériences présentées plus haut
conduisent à imaginer les pendants 1D des observateurs présentés pour le coeur. En particulier
on peut supposer qu’on dispose soit de mesures en différents points de la fibre soit seulement
à l’extrémité de celle-ci :

Hy = y(L, t).

Dans ce cas, notre modélisation nous rapproche de la structure d’un problème très largement
étudié en contrôle qui est l’équation des ondes contrôlée par le bord, sauf que dans notre cas
nous allons considérer le problème de son observation frontière et non de son contrôle. Cette
réduction nous est donc très utile pour formuler, tester, justifier et analyser la problématique
d’assimilation de données dans le paysage scientifique actuel, et donc nous aider à formuler
des stratégies originales. C’est tout l’objectif des chapitres suivants.
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2.7 Conclusion

Nous venons de présenter l’ensemble des briques nécessaires à la formulation d’un modèle
complet de contraction cardiaque. Nous avons souhaité cette présentation la plus exhaustive
possible sur l’ensemble des travaux de modélisation et d’analyse numérique de Bestel (2000)
puis Sainte-Marie et al (2006) jusqu’à aujourd’hui avec Chapelle et al (2008). C’est pour nous
l’occasion de présenter dans son ensemble ce travail de synthèse effectué notamment depuis
3 ans avec la perspective nouvelle côté mécanique de structurer la modélisation et les aspects
numériques dans l’optique de l’assimilation de données. Cependant, malgré son aspect un
peu encyclopédique, cette présentation n’a pas vocation à imposer le modèle présenté par rap-
ports aux autres. Cela nécessiterait un travail très important de validation quantitative qui
n’était pas l’objectif de cette thèse. Encore une fois, notre besoin était de définir et structurer le
modèle direct le plus précisément possible comme pré-requis à son inversion. En particulier, sa
structure énergétique qui a guidé son développement est un avantage considérable en ce sens.
Cependant ce modèle doit encore évoluer et être confronté intensivement à l’expérience pour
représenter une solution alternative pertinente à des modèles mécaniques cardiaques histo-
riques. Ce travail est d’ailleurs en cours et je remercie encore une fois R. Chabiniok, médecin
en thèse au sein de l’équipe sur la validation à partir de données réelles 1D et 3D, pour les
illustrations des différents résultats qu’il a obtenu sur la base du modèle et du code dévelop-
pés.

En assimilation de données, les objectifs de la simulation directe ne se limitent pas au phé-
nomène physique étudié mais doivent aussi s’attacher à bien représenter les différents types
de mesures utilisés par la suite en entrée des problèmes d’estimation. Nous avons donc voulu
montrer quels étaient les enjeux que l’observation du système cardiaque implique, en particu-
lier en échographie avec la collaboration avec E. Angelini, O. Talcoth, Q. Duan et A. Laine. De
nombreux problèmes restent ouverts et impliquent des développements à la fois en modélisa-
tion de la mesure mais aussi en traitement d’images et des signaux. De plus, une fois toutes
le modalités de mesure maîtrisées individuellement, il reste une difficulté majeure peu men-
tionnée dans notre exposé, avec la fusion des différentes données que ce soit spatialement (sur
le même domaine géométrique) ou du point de vue temporel (point de départ du battement).
Ce n’est qu’une fois toutes ces étapes réalisées qu’on peut traiter en pratique le problème de
l’assimilation de données.
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3.1 Introduction

L’Ensemble des éléments présentés jusqu’à présent nous permettent de préciser la problé-
matique qui nous occupe réellement. En toute rigueur notre objectif est de simuler le

comportement cardiaque d’un patient donné. A supposer que le travail de modélisation du
chapitre 2 soit satisfaisant et intensivement validé, on peut considérer qu’on dispose, relati-
vement à une application donnée (par exemple le diagnostic de troubles mécaniques de la
contraction), de modèles satisfaisants à l’image de ce que l’on a l’habitude de considérer en
sciences de l’ingénieur. Ainsi le système réel cardiaque est, du point de vue mécanique, re-
présenté par ses champs de déplacements et vitesses (y, ẏ) vérifiant sous forme variationnelle
les équations aux dérivées partielles présentées au chapitre 2. Ces formulations peuvent être
écrites sous forme de système dynamique (par l’intermédiaire d’un semi-groupe typiquement
en linéaire) {

ẋ = A(x, t)

x(0)
(3.1)

Classiquement, dans un objectif de diagnostic ou de pronostic, cette dynamique est simulée
numériquement via une discrétisation en espace et en temps du même type que celles présen-
tées au chapitre 2 dont on peut analyser la convergence : c’est l’objectif de l’analyse numérique.
La discrétisation en espace donne lieu à un système dynamique défini sur R

N du type
{
Ẋ = A(X, t)

X(0)
(3.2)

Par exemple dans le cas d’une méthode de Galerkin type éléments finis, on définit un champ
xh = IhX où Ih est l’opérateur d’interpolation correspondant à l’ordre d’approximation consi-
déré (ici P1). Les résultats d’analyse numérique fournissent alors une estimation d’erreur du
type

‖x− xh‖E = O(hp).

Par la suite, la discrétisation en temps approche X(n∆t) par Xn en définissant un opérateur
de transition {

Xn+1 = An+1|n(X)

Xn=0

(3.3)

Cette fois l’analyse numérique fournit une estimation du type

∀n, ‖X(n∆t) −Xn‖E = O(∆tq).

Par inégalité triangulaire x est ainsi approché en espace et en temps par Xn. Cette succession
d’étapes assure le rôle, la nécessité et le quotidien de l’analyse numérique, mais procède d’un
parti pris (en sus de l’adéquation du modèle aux phénomènes observés) : le fait que l’ingé-
nieur dispose des entrées nécessaires à la simulation. Or, si nous supposons les conditions
aux limites comme partie intégrante de la modélisation, supposée « juste » dans ce chapitre, la
seule entrée indispensable est la condition initiale du système. La situation que nous étudions
dans ce chapitre correspond alors au cas où cette connaissance n’est pas suffisamment précise
par rapport aux ordres d’approximation numérique choisis. A une translation dans le temps
près, cela signifie qu’à aucun moment on ne connaît suffisamment précisément l’état exact du
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système. A la limite, ce qu’on espère de l’ingénieur est qu’il connaisse, par expérience, l’état
du système « en moyenne » sur l’ensemble des réalisations du phénomène qu’il connaît. Nous
notons x0 cette connaissance si bien que

x(0) = x0 + ζx, E(ζx) = 0.

Alors, par discrétisation en espace, on peut supposer de même qu’il existe ζX tel que

X(0) = X0 + ζX , E(ζX) = 0.

Cette erreur initiale sur l’état limite la prédiction du modèle sur les intervalles futurs, a fortiori
si la stabilité du système étudié est très dépendante de la condition initiale. En tout état de
cause, même pour des systèmes stables, une incertitude de cette nature rend caduc un résultat
de convergence d’analyse numérique au moins pendant le régime transitoire de la stabilisation
de l’erreur. Or en mécanique cardiaque, il n’est pas clair que la dynamique du système nous
assure une stabilisation de cette connaissance imparfaite sur la fenêtre d’analyse que nous
nous sommes fixée, comprise dans le battement cardiaque. A défaut de cette connaissance, et
comme dans les autres disciplines d’assimilation de données que sont la météorologie, la cli-
matologie, la géophysique etc., on bénéficie en mécanique cardiaque de l’apport supplémen-
taire que représentent les mesures notamment l’imagerie cardiaque. Ces mesures contribuent
à une connaissance partielle de l’état du système à différents instants. Nous l’avons déjà noté
en introduction

Z = H(x) + χ,

et précisé ces opérateurs et bruits en fonction de la modalité. Ce chapitre souhaite donc ap-
porter une réponse à la problématique suivante : est-il possible de bénéficier des données
d’observations pour contre-balancer notre connaissance imparfaite de la condition initiale ?
Dans un langage plus d’automaticien, les observations sont normalement des sorties du pro-
blème direct alors que la condition initiale est une entrée, donc l’objectif est de bénéficier de
ces sorties pour retrouver une donnée d’entrée inconnue. Encore une fois, cette notion de don-
née d’entrée et de sortie caractérise un problème inverse mais l’objectif final est un résultat
d’analyse numérique.

Pour obtenir ce résultat, nous nous ramenons d’abord au système discret. Par exemple,
pour la discrétisation en espace, soit X̂ un estimateur de X . Alors on peut déterminer un
vecteur de champ x̂h = IhX̂ défini sur l’espace de x. On a alors, pour toute norme adaptée à
x,

‖x− x̂h‖ ≤ ‖x− xh‖ + ‖X − X̂‖,

sachant que
Z = H(X) + χ+ ǫh,

où ǫh = H(x) − H(xh) et H = H ◦ Ih. Ainsi il suffit bien d’analyser la performance de l’esti-
mateur discret X̂ de X ∈ RN , uniformément par rapport à la discrétisation. Le même type
de manipulation peut ensuite être opéré pour exprimer Z en fonction de Xn avec un ǫ∆t ou
de considérer X̂n comme une discrétisation en temps de X̂ . Enfin notons qu’en toute rigueur
les données Z sont, comme nous l’avons déjà dit, fournies en nombre discret, notamment en
temps tous les ∆T >> ∆t, mais allons voir comment on peut les considérer disponibles conti-
nûment en temps par simple interpolation en introduisant un autre ǫ∆T .
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� INTERPOLATION DES MESURES – Jusqu’à présent, nous avons toujours défini notre estima-
tion à partir de données d’observations fournies par l’instrument de mesure en continu ou en
tout cas à tous les pas de temps de discrétisation sachant que celui-ci a vocation à tendre vers
0 ! Cette approche n’est certes pas réaliste mais elle trouve sa justification dans les remarques
suivantes.

Supposons que nous disposions seulement de Zk = Z(k∆T ), 1 ≤ k ≤ N∆T . Par exemple
pour les tags nous avons vu au chapitre précédent queN∆T = 20 sur une seconde de battement
donc ∆T ≃ 0.05s à comparer à ∆t < 1e−03 pour capter les phases isovolumiques. Définissons
alors une mesure continue Zint reconstruite par interpolation. En l’absence de connaissance
plus précise, on procède par interpolation linéaire :

Zint = αk(t)Zk + (1 − αk(t))Zk+1, avec αk(t) = (k+1)∆t−t
∆t .

Dans ce cas on substitue Zint à Z dans l’équation de l’estimateur et donc de l’erreur

˙̃X = (A−KXH)X̃ −KX(χ+ ǫh + (Zint − Z)).

Or (Zint − Z) = O(∆T ) ce qui est tout à fait attendu et ne va pas à l’encontre de la consis-
tance de l’estimateur défini en introduction du premier chapitre. De plus, on peut espérer
d’autres formes d’interpolation, fondées notamment sur une connaissance du système, telles
que l’erreur d’interpolation soit, par exemple, quadratique. Rien n’empêche d’imaginer des
interpolateurs s’appuyant en partie sur la physique du phénomène même si, dans ce cas, on
peut légitimement s’interroger sur la redondance de cette étape vis-à-vis de l’estimateur. Nous
avons déjà vu ces notions lors de l’analyse des observateurs et c’est une question ouverte de
pouvoir justifier de l’intérêt, tour à tour, des différentes phases d’interpolation, de traitement
ou d’estimation sur l’ensemble du processus d’assimilation. Le juge de paix reste une fois de
plus la convergence de l’erreur, elle-même entièrement conditionnée par les questions d’ob-
servabilité. Ainsi toute interpolation en temps ou en espace est un cas particulier d’estimation
qui vise simplement à utiliser un certain modèle comme une régularisation. Cette approche est
donc utile tant que la régularisation ne modifie pas l’observabilité et donc ne filtre pas une in-
formation cruciale pour l’estimation finale. Si on pouvait assurer que l’interpolateur en temps
« physique » est quadratique par rapport à la vraie donnée, il faudrait absolument l’utiliser,
mais en pratique c’est rarement le cas.

Enfin, examinons le cas du bruit en plus de l’interpolation en temps des données. En effet,
rien n’empêche de compter (Zint−Z) dans le bruit de mesure. Toutefois, nous avons beaucoup
parlé de d’indépendance des bruits au cours du temps pour motiver les filtres sur les consi-
dérations probabilistes. Or, autant il facile d’imaginer ce que signifie alors un bruit blanc entre
les différentes mesures Zk :

(χk)k est une suite de bruits blancs en temps si et seulement si E(χiχj) = δijW,

autant il est plus difficile de le manipuler en temps continu (cf. Section 1.3.3). Ainsi, continuer
à supposer le bruit blanc en temps est artificiel à deux niveaux : artificiel car c’est avant tout
un outil théorique, et artificiel car en réalité le bruit blanc est associé à la discrétisation de la
mesure tous les ∆T . Côté mise en oeuvre numérique, interpoler la mesure mais continuer à
jouer le jeu du bruit blanc aura une incidence sur le choix de W . On avait vu au chapitre 1



3.2 Estimation d’état moindres carrés 161

(cf. équation (1.68)) que le bruit blanc continu sous-jacent à un échantillonnage de mesure ∆T

était
W = ∆T W∆T ,

avec W∆T la covariance de bruit de la mesure échantillonnée (Zk). Identiquement, la discré-
tisation en temps de ce bruit blanc continu, consistante avec celle de la dynamique, serait
naturellement (cf. équation (1.66) issue de la discrétisation du critère optimal)

χn =
1

∆t

∫ t+∆t

t
χ,

de covariance
Wn =

1

∆t
W =

∆T

∆t
W∆T .

Nous insistons sur le fait que l’instrument de mesure livrerait naturellement W∆T et que le W
continu sous-jacent est largement artificiel.

3.2 Estimation d’état moindres carrés

3.2.1 Formulation variationnelle spécifique

a. Dérivation en élastodynamique de la minimisation

Nous commençons ce chapitre en mettant en oeuvre dans un cas d’élastodynamique linéaire
ce que nous avons vu au premier chapitre en estimation moindres carrés. Nous développons la
démarche classique d’estimation d’état par l’approche variationnelle en assimilation de don-
nées (voir Blum et al (2008)) avant d’expliquer dans la section suivante pourquoi il n’existe pas
de résultats d’estimation d’état par filtrage de Kalman d’un système mécanique distribué (i.e.
régi par un modèle de mécanique des milieux continus). A titre introductif nous nous limitons
à l’estimation sur le système discret et négligeons dans un premier temps les erreurs de dis-
crétisation. Seule la mise en oeuvre nous importe ici et nous servira de référence pour la suite.
Le système discret est donc régi par les équations présentées au chapitre modélisation :





MŸ + CẎ +KY = F (t)

Y (0) = Y0 + ζY

Ẏ (0) = Ẏ0 + ζẎ

(3.4)

réécrit sous la forme du premier ordre comme présenté au chapitre précédent
{
Ẋ = AX +R

X(0) = X0 + ζX
(3.5)

où

A =

(
0 I

−M−1K −M−1C

)
, R =

(
0

M−1F

)
,

avec des observations du type

Z = HX + χ =

(
Hd 0

0 Hv

)(
Y

Ẏ

)
+

(
χd

χv

)
, W =

(
W d 0

0 W v

)
,
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et pour simplifier, Hd, Hv et donc W d,W v sont supposés indépendant du temps. Le critère de
coût est celui du chapitre 1

J(ξ) =
1

2
‖ξ‖2

P−1
0

+
1

2

∫ T

0
‖Z −HXξ‖2

W−1 , (3.6)

dont la différentielle est toujours

dJ · δξ = ξTP−1
0 δξ − p(0)T δξ, (3.7)

avec p vérifiant l’équation adjointe
{
ṗ+AT p = −HTW−1(Z −HX)

p(T ) = 0

Nous pouvons désormais préciser cette dynamique adjointe en fonction de l’opérateur A. No-
tons1 p =

(
pd

pv

)
: On a

{
ṗ+ATskewN

−1p = −HTW−1(Z −HX)

p(T ) = 0

avec

Askew =

(
0 K

−K −C

)
, N =

(
K 0

0 M

)

Donc en posant q =
(
qd

qv

)
= N−1p, on obtient

{
q̇d = qv −K−1HdT (W d)−1(Zd −HdY )

Mq̇v +Kqd − Cqv = −HvT (W v)−1(Zv −HvẎ )

Cette équation peut être reformulée sous forme d’une équation du second ordre si nous sup-
posons la mesure suffisamment régulière (et donc c’est avant tout une réécriture formelle)




Mq̈d − Cq̇d +Kqd = −HvT (W v)−1(Zv −HvẎ )

−MK−1HdT (W d)−1(Żd −HdẎ ) + CK−1HdT (W d)−1(Zd −HdY )

qd(T ) = 0

q̇d(T ) = K−1HdT (W d)−1(Zd(T ) −HdY d(T ))

Donc q vérifie bien une équation de la dynamique « rétrograde ». La présence du −C permet
de conserver l’aspect dissipatif en sens rétrograde. On remonte alors aisément à p sous la forme

{
pd(0) = Kqd(0)

pv(0) = Mqv(0) = M(q̇d(0) +K−1HdT (Zd(0) −HdY (0)))

Une fois p simulé (nous verrons plus bas comment en pratique), on obtient avec p(0) le gradient
de J que l’on peut minimiser jusqu’à convergence par un algorithme de type descente de
gradient (méthode de descente classique ou avec « line-search », méthode de Gauss, méthode
de gradient-conjugué, voir Bonnans et al (2006)).

Ces équations nous permettent de faire quelques remarques générales :
1Comme déjà fait implicitement, nous utiliserons couramment l’exposant « d » pour caractériser des variables

ou des opérateurs associés au déplacements et « v » pour les vitesses



3.2 Estimation d’état moindres carrés 163

• La première est classique dans les approches variationnelles. Nous venons de préciser la
différence entre une équation adjointe et un retournement temporel. En effet la première
fait apparaître un −C et est aussi stable que la dynamique directe alors que le second
serait instable.

• La deuxième est plus spécifique à la nature des observations utilisées ici. On remarque
que les observations de vitesses et déplacements ne sont pas intégrées de la même façon
dans l’équation adjointe. En particulier cette dernière est largement simplifiée si Hd = 0

et ne nécessite pas la dérivation de la mesure. Nous verrons plus loin les causes pro-
fondes de cette structure.

b. Schéma en temps

Intéressons nous maintenant à la discrétisation en temps nécessaire à la mise en oeuvre nu-
mérique. Nous avons déjà vu que le schéma de Newmark présentait les bonnes propriétés
(consistance quadratique en temps et stabilité énergétique) pour le problème direct. En pra-
tique, on a vu que, en définissant

A1 =

(
1

∆t −1
2

1
2K

1
2C + 1

∆tM

)
, A0 =

(
1

∆t
1
2

−1
2K −1

2C + 1
∆tM

)
, R̃n+1 =

(
0

F e
n+ 1

2

)
,

l’opérateur de transition s’écrivait An+1|n = A−1
1 A0 et Rn+1 = A−1

1 R̃n+1 tel que

{
A1Xn+1 = A0Xn + R̃n+1

Xn=0 = X0 + ζX

La question légitime à ce stade est : que faut-il faire pour le problème adjoint ? A cette question,
deux réponses sont possibles a priori :

• soit dériver un schéma à partir de l’équation adjointe continue,

• soit se donner un critère variationnel discret et en déduire la dynamique adjointe discrète
associée.

La réponse n’est jamais absolue sachant que le juge de paix est normalement la convergence
de la procédure variationnelle (itérations m dans la direction du gradient) couplée au schéma
en temps (itérations k du schéma). Classiquement, il est conseillé (notamment Chavent (2008))
de choisir la deuxième pratique pour obtenir au final cette convergence. Ainsi, on reprend la
version discrète introduit Section 1.3.1 du critère (3.6)

dJn(ξ) · δξ = ξTP−1
0 δξ −

n∑

k=0

(Zk −HXk)
TW−1

∆tHdξXk · δξ, (3.8)

avec Wk = W
∆t = W∆t. Rappelons alors l’équation adjointe

{
pk −ATk+1|kpk+1 = HTW−1

∆t (Zk −HXk)

pn+1 = 0
(3.9)
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et la dérivée du critère

dJn(ξ) · δξ = ξTP−1
0 δξ − pT0 δξ.

Définissant alors la variable qk = A−T
1 pk, on a

AT1 qk = AT0 qk+1 +HTW−1
∆t (Zk −HXk).

En posant Sk =
(
Sd

k

Sv
k

)
= HTW−1

∆t (Zk −HXk), on obtient

(
1

∆t
1
2K

−1
2

1
2C + 1

∆tM

)(
qdk
qvk

)
=

(
1

∆t −1
2K

1
2 −1

2C + 1
∆tM

)(
qdk+1

qvk+1

)
+

(
Sdk
Svk

)

Ainsi on a 



K
qvk+1 + qvk

2
=
qdk+1 − qdk

∆t
+ Sdk

M
qvk+1 − qvk

∆t
− C

qvk+1 + qvk
2

+
qdk+1 + qdk

2
= −Svk

Donc en posant Kq̃dk = qdk, 1 ≤ k ≤ n+ 1 on obtient





qvk+1 + qvk
2

=
q̃dk+1 − q̃dk

∆t
+K−1Sdk

M
qvk+1 − qvk

∆t
− C

qvk+1 + qvk
2

+K
q̃dk+1 + q̃dk

2
= −Svk

On retrouve alors, au second membre près, un schéma de type Newmark (voir (2.59)) pour
une dynamique rétrograde (on cherche k à partir de k + 1) avec un terme de viscosité −C
attendu. Autrement dit, cette équation sur qk est exactement la version discrète de celle sur
q en temps continu. Ainsi, dans cette configuration linéaire le dilemme associé à la stratégie
de discrétisation évoqué plus haut se résout de lui-même ! Du point de vue algorithmique on
obtient finalement





qvk = 2
∆t(q̃

d
n+1 − q̃dn) + 2K−1Sdn − qvn+1(

1
2K + 1

∆tC + 2
∆t2

M
)
q̃dn =

(
−1

2K + 1
∆tC + 2

∆t2
M
)
q̃dn+1

− 2
∆tMqvn+1 + 2

∆tMK−1Sdn + CK−1Sdn − Svn

qvN+1 = 0

q̃dN+1 = 0

à comparer à l’algorithmique du schéma de Newmark (2.60). Reste alors comme en continu à
calculer pn = AT1 qn,

{
pdn = 1

∆tq
d
n + 1

2Kq
v
n = K( 1

∆t q̃
d
n + 1

2q
v
n)

pvn = −1
2q
d
n +

(
1
2C + 1

∆tM
)
qvn = −1

2Kq̃
d
n +

(
1
2C + 1

∆tM
)
qvn

pour obtenir une expression du gradient du critère et permettre, par un algorithme de des-
cente, la minimisation.
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3.2.2 Approche séquentielle et complexité

a. Obtention du filtre de Kalman en élastodynamique

Profitons de cette introduction pour préciser aussi comment le filtre de Kalman opère poten-
tiellement en estimation d’état pour l’élastodynamique. Là encore, les équations générales ont
déjà été présentées au chapitre 1 :

{ ˙̂
X = A(t)X̂ +R(t) +K(Z −HX̂)

X̂(0) = X0

(3.10)

où

Kkal = PHTW−1 (3.11)

Comme H =
(
Hd 0
0 Hv

)
, la matrice de covariance est en toute généralité

P =

(
P dd P dv

P vd P vv

)
,

et donc

Kkal =

(
P dd(Hd)T (W d)−1 P dv(Hv)T (W v)−1

P vd(Hd)T (W d)−1 P vv(Hv)T (W v)−1

)
.

Par conséquent, la première équation du système de l’estimateur représentée par le premier
bloc de A (par exemple avec A =

(
0 I

−M−1K −M−1C

)
) n’exprime plus la vitesse comme dérivée

du déplacement. Si X̂ =
(
X̂d

X̂v

)
, alors on a désormais

˙̂
Xd = X̂v + P dd(Hd)T (W d)−1(Zd −HdX̂d) + P dv(Hv)T (W v)−1(Zv −HvX̂v). (3.12)

Ainsi on ne peut plus considérer l’état sous la forme X̂ =
(
Ŷ
˙̂
Y

)
sans confusion sur la nature

de la notation ˙̂
Y (i.e est-ce une notation ou une dérivée en temps).

Pour le schéma en temps associé à cet estimateur, on pourrait utiliser une de règle des
trapèzes (à l’image du schéma de Newmark) sur la partie filtrée Kkal(Z − HX̂), c’est-à-dire

discrétiser suivant Kn(Zn+ 1
2
−H X̂n+X̂n+1

2 ). Cependant, le filtre de Kalman discret et son équi-
valence avec le critère variationnel discret fournit immédiatement un schéma en temps sous la
forme « one-step » (1.44). Volontairement, nous n’avons pas encore présenté les propriétés pré-
cises de stabilité de ce schéma, en dehors de son lien avec la fonctionnelle de coût discrétisée,
mais de nombreuses précisions vont être apportées au cours des sections suivantes.

On rappelle enfin que le filtrage de Kalman ne donne pas accès directement à ζX mais
simplement à X̂(T ). Pour retrouver la condition initiale, il faut procéder à une inversion en
temps de la dynamique qui peut donner lieu à des problèmes de stabilité. Mais dans le cas
de l’estimation d’état pour un battement cardiaque, on cherche à poursuivre une trajectoire
donc éventuellement à rattraper une erreur de condition initiale plutôt qu’à l’identifier. De
plus l’aspect quasi-périodique du battement cardiaque permet de relier directement X̂(T ) au
ζX du battement suivant.
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b. Complexité

Il est donc envisageable a priori de construire le même estimateur, soit sous forme variation-
nelle, soit sous forme séquentielle avec, pour chacun, un schéma en temps satisfaisant. Reste,
dans la mise en oeuvre, à regarder le question de la complexité algorithmique. Cette com-
plexité est de deux natures :

• Temps de calcul noté σT ,

• Espace mémoire nécessaire noté σM .

Notons linearDyn, l’algorithme direct de calcul de la dynamique linéaire, VariaLQ l’algo-
rithme variationnel associé au problème LQ (donc à la dynamique linéaire) et Kalman celui
associé au filtrage de Kalman. Pour information, dans le calcul direct, on n’assemble et ne cal-
cule les cofacteurs (LU, Cholesky ou autre) de la matrice creuse (1

2K + 1
∆tC + 2

∆t2
M) qu’une

seule fois. Au cours des itérations en temps, on ne procède alors plus qu’à des assemblages de
second membre et à des descentes-remontées de systèmes linéaires triangulaires. Rappelons
de nouveau que l’inversion de cette matrice creuse est directe (en général, on utilise peu les
solveurs itératifs en mécanique du solide) et sa complexité en fonction de la dimension du
système est σT = O(NL2) où L est la largeur de bande de la matrice (cf. Bernadou et al (1988)).

Pour le problème VariaLQ, en supposant disposer d’un bon algorithme de descente du
gradient, on peut espérer, si le problème est bien posé, converger en une dizaine d’itérations
de calcul de gradient de J . Or pour calculer ce gradient, on résout un problème direct et un
problème adjoint. Donc

σT (VariaLQ) ≃ 20σT (linearDyn),

si on peut stocker en mémoire, à tous les pas de temps du problème direct, l’état du système
nécessaire dans l’adjoint pour calculer Zn −HXn(ξ) (on ne stocke en pratique que les dépla-
cements car les vitesses sont directement déductibles de la loi des trapèzes). Dans ce cas, la
complexité mémoire est

σM (VariaLQ) = O(N.N∆t) + σM (linearDyn).

Sur un battement cardiaque de 1s, le pas de temps est en partie contraint par les phases rapides
isovolumiques liées à la dépolarisation du tissu donc ∆t = 10−3 ⇒ N∆t = 103. En considérant
les maillages présentés où le nombre de degrés de liberté N est compris entre 103 et 105 on
obtient en occupation mémoire

8Mo . σM (VariaLQ) . 800Mo,

ce qui est envisageable sur les machines actuelles. De plus, en pratique, rien n’empêche de
sauvegarder cet état en mémoire disque avec pour conséquence l’allongement du temps de
calcul par les accès disques.

Pour l’estimation par Kalman, le temps de calcul correspond à la simulation directe plus
éventuellement une simulation en temps rétrograde pour retrouver la condition initiale. Ce-
pendant, à chaque itération il faut calculer le filtre à partir d’inversions des matrices de co-
variances. Or celle-ci sont pleines (cf. paragraphe suivant pour les aspects mémoires) et donc
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l’inversion de tels matrices et en O(N3). Donc

σT (Kalman) ≃ σT (linearDyn) + O(N3.N∆t).

De plus le stockage constitue aussi un enjeu puisque les matrices symétriques pleines (en toute
généralité) de covariances impose

σM (Kalman) = O(2N2) + σM (linearDyn),

soit en pratique
15Mo . σM (Kalman) . 150Go.

et ce stockage est nécessairement en espace mémoire central. Ainsi la complexité du filtrage de
Kalman est, encore aujourd’hui, critique pour les machines actuelles.

3.2.3 Problématique

Ce que nous venons de voir sous forme de « travaux pratiques » nous permet de clarifier la
problématique évoquée en introduction de ce chapitre. En effet, l’approche contrôle optimal
semble répondre à notre problème d’estimation et nous fournir potentiellement un schéma
numérique en temps. Cependant, l’approche séquentielle à la Kalman, au vu de sa complexité,
paraît largement hors de portée sauf à tenter de réduire la dimension de la covariance. Ces
remarques sont tout à fait générales dans les autres domaines d’assimilation de données. No-
tamment en météorologie, la plupart des acteurs opérationnels français et européens se sont
orientés vers la stratégie variationnelle pour sa complexité au regard du filtrage de Kalman.
Seuls quelques acteurs opérationnels aux États-Unis ont choisi l’approche Kalmanienne mais
en ayant recours à ce qu’on appelle le filtrage réduit, c’est-à-dire une situation où on force la
covariance à ne représenter qu’un sous-espace de rang faible de l’état2. Cependant, l’approche
séquentielle a ceci de séduisant qu’elle permet

• de bénéficier de nouvelles mesures sans reprendre toute l’estimation,

• d’éviter la mise en place d’un algorithme d’optimisation efficace et ses itérations poten-
tielles, à supposer qu’on soit capable de calculer rapidement le filtre.

Notre problématique est la suivante : peut-on imaginer des algorithmes séquentiels de fil-
trage, pas nécessairement fondés sur la notion de contrôle optimal mais permettant l’es-
timation efficace du système réel ? Autrement dit nous souhaitons trouver un opérateur K,
différent de celui fourni par le contrôle optimal, tel que le système

{ ˙̂
X = ÂX +R+KX(Z −HX̂)

X̂(0) = X0

(3.13)

ayant pour condition initiale la seule donnée disponible X0, estime efficacement le système
réel. Or cette estimation efficace signifie simplement comme indiqué en introduction qu’on

2Nous verrons nous aussi, au chapitre 4, ces méthodes de filtrage réduit même si nous ne l’appliquerons pas du
tout pour réduire la covariance d’état.
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peut trouver une norme pertinente telle que l’erreur entre le système réel et l’estimateur nu-
mérique converge vers 0, quand T et les mesures augmentent et quand h et ∆t tendent vers 0.
Cet angle d’approche, concentré sur la maîtrise de l’erreur d’estimation, va nous permettre de
définir des nouveaux filtres, notamment grâce à l’analyse des propriétés physiques (et dyna-
miques) des systèmes observés.

3.3 Filtrage asymptotique de Luenberger

3.3.1 Système d’erreur

Dans ce qui suit, nous nous focaliserons principalement sur un système mécanique classique
au sens où les seuls champs que comporte l’état sont le déplacement et la vitesse. Nous n’insis-
terons pas sur le traitement d’autres variables d’état, par exemple des variables de pression que
nous avons vu apparaître en modélisation cardiaque. On rappelle donc les notations, x =

( y
ẏ

)

est l’état du système réel et xh = IhX , avec X =
(
Y
Ẏ

)
∈ R

N , est son approximation éléments
finis. De plus, X̂ est l’estimateur par filtrage deX , définissant x̂h. On note l’erreur d’estimation

X̃ = X − X̂.

On a pour toute norme adaptée à x

‖x− x̂h‖ ≤ ‖x− xh‖ + ‖X̃‖. (3.14)

Ainsi il suffit d’analyser la norme de l’erreur X̃ , uniformément par rapport à la discrétisation.
Précisons pour ce faire la dynamique de l’erreur en fonction de celle de x.

a. Cadre linéaire : équation autonome

Dans le cas de l’élastodynamique linéaire, nous avons déjà vu la dynamique de X en (3.5) et
celle de l’estimateur en tout généralité en (3.13). Supposant de plus l’opérateur d’observation
linéaire de la forme

Z = HX + χ+ ǫh,

la dynamique de l’erreur est alors

{ ˙̃X = (A−KXH)X̃ +KX(χ+ ǫh)

X̃(0) = ζX
(3.15)

Ce système est autonome et 0 est une position d’équilibre pour le système homogène as-
socié

˙̃X = (A−KXH)X̃ = ÃX̃. (3.16)

Déterminer si l’estimateur d’état converge vers la cible revient donc ici à analyser la stabilité
de ce système homogène autour de sa position d’équilibre dont la définition est rappelée ci-
dessous.
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DÉFINITION 3.3.1 (STABILITÉ)
Soit un système dynamique Ẋ = A(X) de dimension quelconque, un point d’équilibre X = 0

est dit

• stable si
∀ǫ > 0, ∃δ > 0, ‖X(0)‖ ≤ δ ⇒ ‖X(t)‖ < ǫ, ∀t,

• instable sinon,

• asymptotiquement stable s’il est (uniformément) stable et que δ peut être choisi tel que

‖X(0)‖ ≤ δ ⇒ lim
t→∞

‖X(t)‖ = 0,

• exponentiellement stable s’il est asymptotiquement stable et qu’il existe C et γ tels que

∃t0 | t > t0,⇒ ‖X(t)‖ ≤ Ce−γt.

Ces notions de stabilité apparaissent déjà dans le cadre du problème direct. Cependant,
elles nous intéressent particulièrement ici pour le système de l’erreur. Afin de lever toute am-
biguïté sur le système pour lequel nous imaginons utiliser les résultats qui suivent, nous utili-
serons donc la notation X̃ , Ã etc. Pour cette section, la stabilité du système linéaire autonome
(3.16) est assurée par le théorème suivant (voir Hahn (1967)).

THÉORÈME 3.3.2 (STABILITÉ DES SYSTÈMES LINÉAIRES)
Soit un système dynamique autonome linéaire sur R

N régi par

˙̃X = ÃX̃.

Notons (λi) l’ensemble des valeurs propres de Ã. Alors l’équilibre X = 0 est stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres de Ã satisfont ℜλi ≤ 0 et si toutes les valeurs propres nulles
sont associées à un bloc de Jordan d’ordre3 1. Il est asymptotiquement stable si toutes les va-
leurs propres vérifient ℜλi < 0.

� Démonstration : La preuve réside essentiellement dans l’écriture de la résolvante. On a vu
au premier chapitre que

R(t, 0) = exp(Ãt).

Or toute matrice Ã ∈ MN (R) est jordanisable, c’est-à-dire qu’il existe une matrice U ∈ ●Ln(C)

telle que

U−1ÃU = J =



J1 0

. . .
0 Jr


 ,

où Ji est soit diagonal, soit du type

Ji =




λi 1 0
. . . . . .

. . . 1

0 λi




∈ Mmi
(C),

3l’ordre d’un bloc de Jordan est la multiplicité de la valeur propre dans le polynome minimal de Ã



170 Chapitre 3. Estimation d’état pour une classe de systèmes hyperboliques

et mi est l’ordre de λi. Dans ce cas

exp(Ãt)V = U exp(Jt)U−1V =
r∑

i=1

mi∑

k=1

(V T
ik · V )

t(j−k)

(j − k)!
exp(λit)Vik.

où les Vik forment une base orthonormée des sous-espaces caractéristiques de Ã. Le théorème
se déduit alors directement de cette décomposition d’algèbre linéaire en dimension finie. �

Un élément intéressant dans la démonstration de ce théorème est que qu’elle fournit dans
le même temps une quantification de la « performance » de la stabilisation du système. En effet
on obtient directement

‖exp(Ãt)‖ ≤ Ceδt,

avec
∀δ | sup

n≥1
(ℜ(λn)) < δ < 0.

Les définitions et théorèmes précédents permettent d’envisager tout une nouvelle classe
de filtre. Il « suffit » en effet d’imaginerKX tel que les valeurs propres de l’opérateurA−KXH

intervenant dans la dynamique de l’erreur (3.16) est asymptotiquement voir exponentielle-
ment stable. Ce type d’observateur est identifié depuis les années 60 dans Luenberger (1963) et
porte le nom d’observateur asymptotique de Luenberger. Voyons maintenant comment ces condi-
tions formulées pour une dynamique linéaire s’appliquent dans un cadre général.

b. Cadre non-linéaire : équation non autonome

En non-linéaire, le système de l’erreur n’est plus autonome et nous devons le considérer couplé
à la dynamique soit de l’estimateur, soit du système cible. Nous choisissons la dynamique
réelle sur laquelle on peut a priori supposer plus de régularité. On étudie donc le système





Ẋ = A(X, t)
˙̃X = (A(X, t) −A(X − X̃, t)) −KX(H(X) −H(X − X̃)) +KX(χ+ ǫh)

X(0) = X0 + ζX

X̃(0) = ζX

(3.17)

Dans ce cas, l’analyse du linéarisé fournit une condition suffisante (mais pas nécessaire) de
stabilité (voir théorème 3.3.3). Cependant il y a deux choix de linéarisé possibles. Le premier
correspond à une dynamique couplée sur l’ensemble des deux systèmes, c’est-à-dire en consi-
dérant la variable

(
X
X̃

)
. Dans ce cas, le point d’équilibre est X = 0 et X̃ = 0 donc on analyse

la stabilité autour de la trajectoire cible (statique) à l’équilibre. L’autre approche consiste à ne
considérer que l’équation sur X̃ étant donnée la trajectoire de X . Ainsi, on étudie la stabilité
autour uniquement de X̃ = 0 pour un système non autonome dont la dépendance en temps
est liée à la trajectoire du système cible. Le tangent de ce système est alors





˙̃
δX =

(
∂A

∂X
(X(t), t) −KX

∂H

∂X
(X(t), t)

)
δ̃X +KX(χ+ ǫh)

δ̃X(0) = ζX
(3.18)
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Les résultats de stabilité du linéarisé existent aussi pour des dynamiques non autonomes et
s’écrivent de manière très générale. Nous en donnerons une justification au paragraphe sui-
vant et nous contentons de l’énoncé (voir aussi Khalil (1992) pour des énoncés similaires) ici

THÉORÈME 3.3.3 (STABILITÉ DU LINÉARISÉ)
Soit un système dynamique sur R

N régi par

˙̃X = Ã(X̃, t).

Si le système tangent défini par
˙̃
δX =

∂Ã

∂X
(0, t) · δ̃X

est (resp. asymptotiquement) stable, alors il existe un voisinage de 0 tel que le système non-
linéaire est (resp. asymptotiquement) stable.

Donc la stabilité de l’erreur linéarisée permet d’assurer qu’il existe un voisinage pour ζX

dans lequel la trajectoire de l’estimateur converge en temps vers celle du système cible. En
revanche, l’instabilité du tangent ne prouve rien car certaines non-linéarités peuvent avoir un
effet stabilisant sur le système. A titre d’exemple, on pourra consulter les nombreuses configu-
rations présentées en dimension finie et infinie par Coron (2007). Sur le principe, nous devons
retenir que l’analyse du linéarisé est un outil puissant et direct mais que les non-linéarités sont
souvent un atout non-négligeable pour la stabilité du système.

3.3.2 Fonctions de Liapounov

En dehors de l’étude du spectre de l’opérateur qui, nous le verrons, a ses limites en dimen-
sion infinie, il existe d’autres approches pour prouver la stabilité du système de l’erreur (qui,
combiné à une uniformité par rapport à la discrétisation, reste notre objectif). En particulier
le théorème d’invariance de LaSalle (voir Hahn (1967)) et les fonctions de Liapounov sont des
outils puissants.

a. Cadre continu en temps

Commençons par quelques définitions générales pour tout système dynamique, autonome ou

non, de la forme ˙̃X = Ã(X̃, t) défini sur RN dont 0 est un point d’équilibre. On rappelle que,
pour nos études futures, ce système est typiquement celui de l’erreur d’estimation.

DÉFINITION 3.3.4 (FONCTION DE LIAPOUNOV)
V : B(0, R) × R

+ est une fonction de Liapounov si elle vérifie les propriétés suivantes

• V est de classe C1 et V (0, t) = 0,

• il existe W : B(0, R) → R
+ continue telle que

∀t, ∀X, W (X) ≤ V (X, t),
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• W (X) = 0 si et seulement si X = 0,

• sur B(0, R) × R
+

dV

dt
=
∂V

∂t
+
∂V

∂X
Ã(X̃, t) ≤ 0.

On démontre aisément que s’il existe une fonction de Liapounov alors X = 0 est un point
d’équilibre stable. Pour avoir la stabilité asymptotique, il faut supposer des propriétés supplé-
mentaires.

PROPOSITION 3.3.5
Soit V une fonction de Liapounov vérifiant les hypothèses suivantes :

• il existe W : B(0, R) → R
− continue telle que

∀t, ∀X, dV

dt
(X, t) ≤ W̃ (X),

• W̃ (X) = 0 si et seulement si X = 0,

• lim
X→0

sup
t≥0

V (X, t) = 0,

alors X = 0 est asymptotiquement stable.

Si enfin le choix de W et W̃ permet d’assurer que W est une norme et que

dV

dt
(X, t) ≤ −αV (X, t),

alors, d’après le lemme de Gronwall, le système est exponentiellement stable.

Comme premier exemple, reprenons le système linéaire autonome dont les pôles sont tous
de partie réelle négative. On peut aussi démontrer sa stabilité par une fonction de Liapounov.
En effet, soit Q =

∫∞
0 etÃ

T
NetÃ dt définie à partir de N une norme adaptée à l’état. Les pôles

étant tous de partie réelle négatives, cette expression a un sens et

ÃTQ+QÃ =

∫ ∞

0

d

dt

(
etÃ

T

NetÃ
)
dt = −N

Posons alors V (X̃, t) = X̃TQX̃ . C’est une fonction de Liapounov car

dV

dt
= X̃T (ÃQ+QÃT )X̃ = −X̃TNX̃ = −‖X̃‖2

N

ce qui donne une nouvelle démonstration de l’exponentielle stabilité de ce système.

Cette fonction assure aussi la stabilité d’un système non-linéaire dont le linéarisé vérifie
les mêmes propriétés. Il permet alors de démontrer le théorème 3.3.3 énoncé plus haut. En effet

dans ce cas, le système se met sous la forme ˙̃X = ÃX̃ + q(X̃, t) avec q(X̃, t) = o(‖X̃‖N ). Donc
il existe un voisinage de l’origine tel que dV

dt ≤ −1
2‖X̃‖2

N .
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Dans notre étude, deux exemples de fonctionnelle de Liapounov apparaissent naturelle-
ment et nous allons voir que c’est autour de ces deux fonctionnelles que se dessineront nos
futurs estimateurs.

� ÉNERGIE MÉCANIQUE – En effet, nous avons vu au chapitre 2 que l’énergie mécanique du
système total vérifiait une propriété de conservativité y compris en mécanique non-linéaire,
que ce soit pour le système de référence continu, ou ses discrétisations au moins en espace, et
même en temps avec un choix judicieux de schéma. Sans anticiper sur la suite, on voit déjà que
sans filtre cette propriété se transmet directement au système de l’erreur en élastodynamique
linéaire. Par exemple pour le système discret, on a pour

N =

(
K 0

0 M

)
, (3.19)

tel que l’énergie globale (somme des énergies cinétiques et de déformation) E = Ec + Em du
système soit donnée par

‖X̃‖2
E =

1

2

∫

Ω0

ρ
∣∣ ˙̃y
∣∣2 dΩ +

1

2

∫

Ω0

ε(ỹ) : A : ε(ỹ) dΩ =
1

2
X̃TNX̃,

une fonction de Liapounov vérifiant

d
dt

‖X̃‖2
E = − ˙̃Y TC ˙̃Y.

En revanche, pour la mécanique non-linéaire, la propriété de dissipativité du système de ré-
férence ne s’étend pas en tant que telle à un quelconque système d’erreur. Seuls les linéarisés
autour de 0 retrouveront cette propriété naturellement.

� RICCATI DES ESTIMATEURS LQ – En fait, nous ne l’avions pas évoqué au chapitre 1 mais
les estimateurs moindres carrés linéaires vérifient pour le système de l’erreur une propriété de
stabilité via une fonction de Liapounov. En effet, reconsidérons le filtre de Kalman continu et
définissons

V (t) = X̃TP−1X̃ = ‖X̃‖2
P−1 . (3.20)

On vérifie alors que

V̇ = 2X̃TP−1 ˙̃X + X̃T d
dt

(P−1))X̃.

Or l’inverse de la covariance vérifie dans le cas de l’estimation de condition initiale LQ sans
erreur de modèle (cf. équation (1.61))

d
dt

(P−1)) = −P−1ṖP−1 = −P−1A−ATP−1 +HTW−1H. (3.21)

Donc

V̇ = 2X̃TP−1AX̃ − X̃(ATP−1 + P−1A+HTW−1H)X̃ = −X̃THTW−1HX̃ ≤ 0.

En fonction des propriétés d’observabilité, qui reprennent ici tout leur sens, on peut alors
assurer la convergence de l’estimateur. Par exemple, la condition d’observabilité (forte) sui-
vante permet de conclure

∃α, T, ∀t,
∫ T

t
X̃THTW−1HX̃ ≥ α✶. (3.22)
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A noter enfin que, dans ce cadre linéaire, la fonction de Liapounov est exactement la fonction
définie dans le cadre de la programmation dynamique Section 1.4.1 (vérifiant HJB) appliquée
à l’erreur.

b. Cadre discret et schéma en temps

Nous avons déjà parlé de l’intérêt vis-à-vis de l’énergie mécanique de vérifier aussi une pro-
priété de stabilité au niveau discret car elle fournit ensuite une condition suffisante, qui, cou-
plée à la consistance, assure la convergence du schéma suivi. Nous avons vu aussi que, dans le
cas des estimateurs LQ, l’estimateur LQ discret offrait une piste pertinente de discrétisation car
il vérifiait une propriété de contrôle optimal au niveau discret. En fait, on peut aller beaucoup
plus loin dans la justification de ces schémas en prouvant qu’ils vérifient in fine une condition
de stabilité au sens de Liapounov au niveau discret. Une fois encore c’est le lemme d’inversion
matricielle qui nous permet de retrouver cette propriété technique dont nous donnons ici une
démonstration simplifiée.

Pour cela, on reprend les équations « one-step » de l’estimateur discret (pour H indépen-
dant du temps),

X̂−
n+1 = An+1|nX

−
n +An+1|nKn(Zn −HX̂−

n ),

dont le système de l’erreur vérifie la dynamique d’équation homogène

X̃−
n+1 = An+1|n(✶−KnH)X̃−

n .

Si on pose alors
Vn = (X̃−

n )T (P−
n )−1X̃−

n , (3.23)

on vérifie

Vn+1 = (X̃−
n+1)

T (P−
n+1)

−1X̃−
n+1

= (X̃−
n )T (✶−KnH)TATn+1|n(P

−
n+1)

−1An+1|n(✶−KnH)X̃−
n .

Or
P−
n+1 = An+1|nP

+
n A

T
n+1|n ⇒ P+

n = A−T
n+1|n(P

−
n+1)

−1A−1
n+1|n,

donc
Vn+1 = (X̃−

n )T (✶−KnH)T (P+
n )−1(✶−KnH)X̃−

n .

En supposant (✶−KnH) inversible et en utilisant la dernière identité de (1.52) sur la covariance
d’erreur a posteriori :

Vn+1 = (X̃−
n )T (P−

n + (✶−KnH)−1KnWnKn(✶−KnH)−T )−1X̃−
n ,

le lemme d’inversion matricielle fournit alors

Vn+1 = (X̃−
n )T (P−

n )−1X̃−
n − (X̃−

n )TQnX̃
−
n

= Vn − (X̃−
n )TQnX̃

−
n ,

où Qn est symétrique positive ce qui conduit aux mêmes résultats que pour la stabilité en
temps continu.
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3.3.3 Stabilisation et contrôle

La notion de stabilisation de système est une notion fondamentale du contrôle en boucle fer-
mée qui apparaît dans le cadre de l’observation sur le système de l’erreur. Elle apparaît donc
très naturellement dans toute la bibliographie du contrôle et nous incite à utiliser des résultats
de contrôle des systèmes mécaniques ou des EDP en général afin de formuler des nouveaux
filtres. D’ailleurs, la stabilisation n’est finalement rien d’autre qu’une forme de contrôlabilité
en temps long du système. Comme illustration théorique de ce que nous avions évoqué dès
l’introduction de ce document, le théorème suivant permet de mieux cerner l’équivalence entre
observation de système (donc identification), contrôle et stabilisation. Pour mémoire, les opé-
rateurs antisymétriques que ce théorème utilise sont évidemment ceux qui nous intéressent.
Nous avons en effet beaucoup écrit

A =

(
0 1

−M−1K −M−1C

)
,

mais nous avons vu aussi apparaître (par exemple avec l’algorithme variationnel) une forme
antisymétrique en multipliant la deuxième équation par M et la première par K,

Askew =

(
0 K

−K −C

)
.

En l’absence de viscosité (C = 0) ce système considéré par rapport à sa norme énergétique
N =

(
K 0
0 M

)
est bien antisymétrique. Plus généralement les systèmes hyperboliques d’ordre 2

(équation des ondes, mécaniques des milieux continus) vérifient ce type de formulation.

THÉORÈME 3.3.6
Soit A un opérateur anti-symétrique et (A,B) une paire contrôlable alors −B′ stabilise le sys-
tème, i.e la solution de {

Ẋ = AX −BB′X

X(0)

est exponentiellement stable.

� Principe de la démonstration : On donne ici les quelques grandes idées de la preuve don-
née par Micu et Zuazua (2004). Ce type de dynamiques permet d’écrire un loi d’évolution sur
la norme de la solution

1

2

d‖X‖
dt

2

= −‖B′X‖2 ≤ 0,

donc

‖X(T )‖2 − ‖X(0)‖2 = −2

∫ T

0
XTBB′X dt.

L’exponentielle stabilité est alors facile à démontrer si on peut assurer qu’il existe c et T tel que

‖X(0)‖2 ≤ c

∫ T

0
XTBB′X dt, (3.24)

conduisant à
‖X(T )‖2 ≤ (1 − 2

c
)‖X(0)‖2,
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puis l’exponentielle stabilité4. On voit donc apparaître une condition de contrôlabilité sur le
système. Pour la prouver sur le système qui nous intéresse, on décompose ce dernier en X =

ϕ+ η avec {
ϕ̇ = Aϕ

ϕ(0) = X(0)

et {
η̇ = Aη −BB′X

η(0) = 0

Le premier système est contrôlable donc vérifie une condition de contrôlabilité du type

‖X(0)‖2 ≤ C

∫ T

0
ϕTBB′ϕdt,

permettant d’obtenir

‖X(0)‖2 ≤ 2C

∫ T

0
‖B′X‖2 dt+ 2C

∫ T

0
‖B′η‖2 dt.

Pour le deuxième système l’utilisation du lemme de Gronwall permet de majorer le deuxième
terme en fonction de X sous la forme

∫ T

0
‖B′η‖2 dt ≤ T‖B′‖4eT

∫ T

0
‖B′X‖2 dt,

assurant la condition (3.24). �

On comprend désormais le lien profond entre stabilisation et contrôle et de même le lien
entre le contrôle de ces systèmes et la stabilisation. Mais au travers du lien entre observation
et stabilisation on imagine maintenant une recherche potentielle de stabilisateur pour un opé-
rateur d’observation H en choisissant « simplement » H ′.

En dimension infinie, le théorème 3.3.6 s’étend et les principaux résultats sur les systèmes
mécaniques sont synthétisés dans Lasiecka et Triggiani (2003). La condition de contrôlabilité
est certes plus abstraite, mais peut être testée numériquement (voir Bourquin (1995)). Pour
assurer la stabilisation exponentielle, il faut lui adjoindre une autre condition comme exprimé
dans le théorème énoncé dans Lasiecka et Triggiani (2003) (voir aussi Bourquin (1998)).

THÉORÈME 3.3.7
Soit A un opérateur anti-adjoint et (A,B) vérifiant la propriété de contrôlabilité exacte

∀x,
∫ T

0
‖B′eAtx‖2

U dt ≥ CT ‖x‖2
E ,

où ‖·‖U est la norme associée à l’espace de contrôle et eAt est le semi-groupe engendré par A.
Si on suppose de plus que l’opérateur L défini par

Lu(t) =

∫ t

0
eA(t−τ)Bu ds,

4voir aussi dans ce manuscrit Section 4.2.4.c. pour des manipulations conduisant à l’exponentielle stabilité à
partir de ce type de majorations
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est tel que B′L est continue de L2([0, T ];U) dans lui-mêmes alors le système
{
ẋ = Ax− BB′x

x(0)

est exponentiellement stable.

Par rapport à la dimension finie, la condition fondamentale supplémentaire à la démons-
tration de ce type de résultat est une condition de régularité sur l’opérateur B. Lorsque ce
dernier est borné, le théorème ci-dessus s’étend sans difficulté. Cependant, dans d’autres cas,
des opérateurs définis uniquement sur la frontière nécessitent un résultat supplémentaire de
régularité, en général difficile. En effet, le contrôle de l’énergie de la solution ne permet pas
a priori de contrôler la norme de termes de vitesse sur le bord du domaine. Cependant, le
simple fait de pouvoir considérer le système stabilisé peut apporter un terme de régularité
cachée permettant l’extension des théorèmes précédents (voir les résultats et contre-exemples
présentés par Lasiecka et Triggiani (2003)). On retiendra donc que, pour des opérateurs de
contrôle (d’observation) frontière, le cadre théorique est plus délicat mais que les résultats per-
durent si on peut démontrer qu’on dispose de la régularité suffisante pour contrôler solution
et termes frontières. Ces notions apparaîtront en pratique dans notre exposé en considérant
successivement des opérateurs d’observation volumiques « standards » puis des opérateurs
frontières imaginés à partir de la description (cf. chapitre 2) des mesures types attendues en
cardiologie.

3.4 Estimation d’état en élastodynamique à partir de vitesses

3.4.1 Rappels sur la position du problème

Bien que l’objectif soit de réaliser une estimation pour le système cardiaque que nous avons
vu être un système hautement non-linéaire, nous avons désormais conscience qu’un pré-requis
indispensable est la définition d’un estimateur en élastodynamique linéaire. De plus, les pre-
miers éléments de compréhension autour de la stabilisation de systèmes indiquent que la vis-
cosité a un rôle fondamental dans l’estimation. Ainsi il est à la fois crucial et plus difficile, de
pouvoir stabiliser les systèmes faiblement visqueux. Pour autant, trop de viscosité tue la stabi-
lisation en ramenant des pôles sur l’axe imaginaire. Il faut donc réaliser une étude en fonction
du taux de viscosité. A fortiori, l’estimation que nous proposons s’inscrit, nous l’espérons, dans
un réflexion plus globale que simplement l’assimilation de données cardiaques pour toucher
d’autres cadres applicatifs en élastodynamique voire pour tout système hyperbolique du se-
cond ordre (propagation d’onde en général par exemple). L’ensemble de ces considérations
justifient le choix du système « témoin » proposé ci-dessous. Nous proposerons alors un pre-
mier estimateur pour des mesures de vitesses, malgré la difficulté liée à leur obtention en pra-
tique. Le flot optique en échographie est un objectif raisonnable même si nous commencerons
par regarder des vitesses observées directement par rapport à la configuration Lagrangienne
ce qui, en pratique, est peu évident sans poser une hypothèse (irréaliste en cardiaque) de petits
déplacements. En revanche, la différence entre deux tags successifs dans le cas (non applicable
aujourd’hui) d’une résolution temporelle assez forte s’inscrit dans cette motivation. Peu im-
porte, ce sont les linéarisations futures et le fait que les vitesses vont fournir un estimateur
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beaucoup plus direct et naturel que les déplacements qui incitent à les considérer en premier.
L’ensemble des résultats présentés ici sont compilés des premières parties des articles Moireau
et al (2008b) et Chapelle et al (2009).

� MODÈLE DE CONTRACTION – On considère donc un système d’élasticité linéaire écrit sous
forme variationnelle

∫

Ω0

ρ
dy

dt
· v dΩ =

∫

Ω0

ρẏ · v dΩ, ∀v (3.25)

∫

Ω0

ρ
dẏ

dt
· v dΩ = −

∫

Ω0

Σ
(
y, ẏ
)

: dye · v dΩ0 + Pext(v), ∀v (3.26)

où on identifie dans le cadre de petits déplacements la variation infinitésimale du tenseur de
Green-Lagrange dye = ∇y+(∇y)T = dyε et le second tenseur de Piola-Kirchhoff Σ au tenseur
des contraintes de Cauchy. De plus, on suppose que la contrainte suit uniquement une loi
passive en petits déplacements alors que le phénomène de contraction cardiaque est supposé
être la conséquence d’une précontrainte active (fonction uniquement de l’activation électrique
dans le tissu). De plus on choisit de négliger les autres forces extérieures, qui n’apportent pas
de difficultés supplémentaires côté estimation mais alourdissent la structure, on choisit donc

Pext =

∫

Ω0

= σ0w(x, t) tr( dyε · v) dΩ,

et w est une fonction représentant la propagation de la contrainte dans le tissu sous l’effet de
l’onde électrique. Durant la thèse, nous avons essayé différents exemples de propagation :

• une onde plane suivant Oz

w(x, t) = w(z − ct),

pour un coeur dont le grand axe est recalé sur cet axe ;

• une onde sphérique initiée au point C de la Figure 3.3

w(x, t) = w(|x − xC | − ct);

Physiologiquement, ce choix revient à négliger la dépendance de la contrainte active par rap-
port à la déformation et on peut donc intégrer le modèle Bestel-Clément-Sorine directement.
La fonction w est donc issue de l’intégration de

σc = τc et τ̇c = σ0 |u|+ − |u| τc.

Au final on a donc linéarisé le modèle cardiaque par rapport au déplacement (puisqu’on consi-
dère des petits déplacements) mais aussi par rapport à σ0. Les raisons de ce choix apparaîtront
clairement au chapitre suivant avec la question de l’estimation paramétrique mais pour l’es-
timation d’état l’intérêt est avant tout de simplifier la dynamique dans la présentation5. La
raideur est donc uniquement passive et nous la choisissons de type Saint-Venant Kirchhoff
avec un amortissement proportionnel, soit

Σ = λi tr(ε+ ηiε̇)1 + 2µi(ε+ ηiε̇), (3.27)

5Si ce cas-test ne servait pas au chapitre 4 nous aurions tout autant pu choisir une véritable raideur active
dépendant du temps pour modéliser la contraction
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FIGURE 3.1: Fonction w(t) pour la précontrainte active

avec ainsi une viscosité choisie de type Rayleigh.

Sous forme d’opérateur, la dynamique étant linéaire, on peut démontrer (cf. chap. 6 de
Marsden et Hughes (1983)) que A définit un semi-groupe de contraction sur H1 ×L2 donnant
un sens à l’équation formelle

ẋ = Ax+ R, (3.28)

avec

A =

(
0 ✶

ρ−1 div(A · ∇) ρ−1 div(Av · ∇)

)
.

� OBSERVATIONS – L’opérateur d’observation sur les champs de déplacements et vitesses x
consiste en une série de mesures de vitesse uniquement sur q cellules à support disjoints.

1 cm

1 cm

1 cm

FIGURE 3.2: Rappel : Opérateur d’observation par cellules

Cet opérateur est donc l’analogue de celui présenté Section 2.5.1.c. mais pour les vitesses,

Z = Hx+ χ, avec H =
(
0 Hv

)(
y ẏ

)
,

avec Zi les q composantes de Z données par

Zi =

∫

Ωm

siẏ dΩ,
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où ‖si‖L2(ωm) = 1. On choisit, de plus, les si constantes pour simplifier les expériences numé-
riques de ce cas-test. Ces mesures sont perturbées par un bruit blanc en espace de covariance
α3
i I3 sur chacune des composantes. Soit donc W la covariance du bruit en espace, alors

W =

q∑

i=1

(αi)
2
[
V 1
i (V 1

i )T + V 2
i (V 2

i )T + V 3
i (V 3

i )T
]
,

où V j
i représente le vecteur colonne avec 1 sur la j-ème coordonnée (j = 1, 2, 3) de la i-ème

cellule et 0 ailleurs. Nous supposerons de plus le bruit blanc en tempsWδ(t−s) afin de faciliter
le formalisme dans les estimations finales en temps continu. Insistons sur le fait que malgré les
simplifications formelles que le bruit blanc apporte, il ne facilite pas pour autant les estimations
en particulier pour ce qui est de sa discrétisation.

� DISCRÉTISATION ET EXEMPLE NUMÉRIQUE – La discrétisation en espace conduit direc-
tement à un opérateur A linéaire, indépendant du temps et à la dynamique (3.5). Les tests
numériques seront réalisés sur la géométrie elliptique de la Section 2.4.1 rappelée Figure 3.3.
Les valeurs numériques utilisées sont en pratique

Ei = 12.6 103 Pa, νi = 0.3, ηi = 1.6 10−4 s ∀i ∈ {1, . . . , 17}. (3.29)

On remarquera que la viscosité est nettement moins importante que dans le cas cardiaque afin
de souligner les performances de l’estimateur. En effet pour cette viscosité, le système a un
comportement vibratoire permettant de suivre aisément un écart à une trajectoire de référence.
On étudiera néanmoins sous forme de remarques l’efficacité de l’estimateur en fonction de
l’amortissement structurel initial.

Apex

Base

Conditions
aux limites

45 mm

40 mm

100 mm

Endo.

Epi.

C

FIGURE 3.3: Le modèle elliptique avec des conditions aux limites simplifiées
(gauche). Maillage de référence pour le problème direct cible (centre). Maillage
désiré pour l’estimation (droite).

Les mesures, synthétiques, correspondent à une image tridimensionnelle de résolution
1 cm dans toutes les directions. En pratique, elles conduiront à 50 cellules. Ces observations
sont crées à partir d’un maillage de référence plus fin que celui utilisé pour l’estimation. En
effet, le système réel est remplacé par un système lui-même discret mais de raffinement très
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FIGURE 3.4: Nombres de noeuds pour les différentes discrétisations envisagées.
Multiplier par 3 pour avoir approximativement le nombre de DOFs Nd en dépla-
cement puis N = 2Nd

supérieur aux maillages désirés pendant la phase d’estimation. On analysera d’ailleurs l’effi-
cacité de l’estimateur en fonction de la discrétisation. Pour fixer les idées nous utiliserons les
différentes dénominations de la Figure 3.4 pour les maillages.

Nous utiliserons deux types de grandeurs scalaires pour suivre l’évolution du système :
son énergie et le volume de sa cavité. Le premier est un indicateur mécanique évident que
nous comparerons aux énergies des erreurs d’estimation. Le deuxième est plus « physiolo-
gique » et nous aide à suivre la convergence de la trajectoire de l’estimateur sur le système
réel. Les courbes de références Figure 3.5 correspondent au maillage le plus raffiné, i.e. la cible.
La « contractilité » σ0 = 3.104Pa a d’ailleurs été choisie en cohérence avec les ordres de gran-
deurs des volumes éjectés. Pour le volume les courbes correspondent à l’onde sphérique ou à
l’onde planaire. On remarque que, bien que la viscosité soit faible, peu de modes sont excités
par l’activation électrique ce qui donne une allure régulière à la courbe de volume (notamment
pour l’onde plane). Cette régularité disparaîtra dès que la condition initiale de notre système
ne sera plus nulle et, quand la viscosité est faible, les fréquences excitées par la condition ini-
tiale se maintiendront sur toute la fenêtre de simulation, voir Figure 3.16.

0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

Time

E
n
e
r
g
y

 

 

Energy

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
x10

−4

V
o
l
u
m
e

Volume

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Time

E
n
e
r
g
y

 

 

Energy

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
x10

−4

V
o
l
u
m
e

Volume

FIGURE 3.5: Energie et volume du système cible : Onde d’activation planaire
(gauche), sphérique (droite)
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3.4.2 Définition de l’estimateur DVF

En contrôle des structures, un contrôleur classique consiste à mesurer la vitesse en un certain
nombre de points de la structure et appliquer, via un actionneur situé au même endroit, une
force directement opposée à la vitesse mesurée, soit

f
DVF

(x) = −γẏ
m
(x).

Le fait que le contrôle s’applique en chaque point de la mesure est appelé collocalisation. On
parle de contrôle collocalisé. Ce type de contrôle s’appliquant sur des vitesses est alors appelé
Direct Velocity Feedback qui, en pratique, peut être réalisé de deux façons différentes :

• de manière active : on utilise des éléments piézo-électriques6 comme capteurs (qui me-
surent la vitesse) et comme actionneurs (pour appliquer la force). On trouve désormais
beaucoup de structures vibrantes qui utilisent ce type de matériaux pour stabiliser les
premiers modes de vibration : raquettes de tennis, skis, vitres insonorisées, ...

• de manière passive via tout simplement des vérins. C’est notamment le principe de sta-
bilisation des vibrations d’une voiture par ses amortisseurs.

L’effet de ce contrôle sur les vibrations d’une structure, au moins à travers le vérin passif, est
très intuitif. En effet, sur une masse isolée, la dynamique

mÿ + ky = f ext + fDVF ⇒ mÿ + γẏ + ky = f

est directement amortie. Pour les structures distribuées, les propriétés du DVF, notamment son
efficacité en tant qu’amortisseur, sont cependant plus complexes et très largement étudiées à
la fois du point de vue ingénierie mais aussi théorique, nous y reviendrons. Pour les systèmes
linéaires, nous avons vu l’équivalence entre contrôle, stabilisation et observations (d’ailleurs,
le DVF est un contrôle pour stabiliser une structure et pas un contrôle exact). Notre idée est
d’appliquer le même type de feedback pour imaginer un filtre d’observation tel que l’erreur
soit stabilisée vers 0. En effet, pour toute vitesse mesurée en un point, nous décidons d’appli-
quer un filtre générant une force opposée à la différence de vitesses entre la vitesse courante
de notre estimateur et la vitesse du système cible :

f
DVF

(x) = γ(ẏ
m
(x) − ˙̂y(x)).

Dans le cas de capteurs et d’actionneurs réels ayant une extension spatiale comme nos cellules
de tags, la force devient donc

f (i)
DVF

= γsi

∫

Ωm

si(ẏ
m
− ˙̂y) dΩ,

qui s’exprime de manière variationnelle par

Pext
DVF =

∫

Ω0

f
DVF

· v dΩ =
∑

i

γ

∫

Ωm

si(ẏ
m
− ˙̂y) dΩ ·

∫

Ωm

siv dΩ.

6L’effet piézo-électrique a été découvert en 1880 par les frères Curie et lie la déformation mécanique entre deux
faces d’un cristal en fonction du champ électrique qui lui est appliqué.
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Du point de vue éléments finis, le calcul de ces forces de feedback est extrêmement simple
puisqu’il se limite à définir

KX =

(
0

γM−1(Hv)′

)
, (3.30)

oùHv est l’opérateurX → (Zi =
∫
Ωm

siẏ dΩ). L’adjoint deHv n’est pas en général le transposé
de Hv au sens des matrices puisqu’il est pris au sens de la formulation variationnelle comme
expliqué plus haut. L’adjoint est donc pris au travers de la norme L2 adaptée à l’espace des
observations que l’on peut noter W−1

(Hv)′ = (Hv)TW−1.

Ainsi, ce feedback est directement implémentable dans n’importe quel code élément fini, di-
sons y compris des codes industriels où l’introduction de nouveaux opérateurs n’est possible
que par manipulation de formulations classiques existantes. La dynamique de l’estimateur est
donc

M
¨̂
Y +

(
C + γ(Hv)′Hv

) ˙̂
Y +KŶ = F + γ(Hv)′Z, (3.31)

et celle de l’erreur

M ¨̃Y +
(
C + γ(Hv)′Hv

) ˙̃Y +KỸ = γ(Hv)′(ǫh + χ). (3.32)

Ainsi, l’énergie mécanique (rappel N =
(
K 0
0 M

)
) vérifie

1

2

d

dt
X̃TNX̃ = −( ˙̃Y )T (C + γ(Hv)′Hv) ˙̃Y − γ( ˙̃Y )T (Hv)′(ǫh + χ), (3.33)

et elle est une fonction de Liapounov pour la partie homogène (ǫh + χ) = 0 de la dynamique
de l’erreur.

On remarque déjà qu’on a ajouté un opérateur stabilisant le système de l’erreur en plus
de son seul amortissement interne (et donc on peut même stabiliser un système initialement
conservatifC = 0). La question est de déterminer la performance de cette stabilisation. En effet
pour l’instant, l’équation (3.33) fournit une propriété évidente de stabilité d

dtX̃
TNX̃ < 0 mais

pas nécessairement d’exponentielle stabilité.

3.4.3 Estimations en dimension infinie issues du contrôle

Comme nous l’avons dit, stabilisation et contrôle sont intimement liés et le DVF a donné lieu à
des études approfondies dans le cadre du contrôle des structures (réelles) c’est pourquoi nous
commençons par donner un certain nombre d’éléments de justification sur les systèmes d’EDP.
Afin de présenter certains résultats théoriques de manière compacte nous nous limitons au cas
a priori le plus défavorable où initialement il n’y a pas d’amortissement dans le système. Le
seul amortissement à considérer est donc celui apporté par le filtre DVF. De plus, puisque nous
considérons la stabilisation nous regardons dans une première partie les systèmes homogènes.
Soit donc une fonction ν(x) positive ou nulle sur Ω représentant l’amortissement introduit
par le filtre et A le tenseur d’elasticité linéaire symétrisé. La formulation forte du système de



184 Chapitre 3. Estimation d’état pour une classe de systèmes hyperboliques

l’élasticité linéaire s’écrit




∂2y

∂t2
+ ν(x)

∂y

∂t
− ρ−1div(A : ∇ y) = f

y|ΓD
= 0,

∂y

∂n
|Γ\ΓD

= 0

y(x, 0) = y0,
∂

∂t
y(x, 0) = y1

(3.34)

définissant un semi-groupe d’opérateur A : D(A) = D(div(A : ∇.)) ×H1
0 (Ω) ⊂ E = H1

0 (Ω) ×
L2(Ω) → E. Depuis le début, Ω est normalement défini comme un ouvert borné de R

3. A partir
de ce système, nous évoquerons aussi la version 1D en espace, déjà présenté au chapitre 2 pour
modéliser une fibre cardiaque. Sous l’hypothèse que σc est donné par une précontrainte active,
le système de l’erreur revient simplement à considérer l’équation d’onde 1D :





(
∂2

∂t2
+ ν(x)

∂

∂t
− c2

∂2

∂x2

)
y(x, t) = f

y(0, t) = 0,
∂y

∂n
(L, t) = 0

y(x, 0) = y0,
∂y

∂t
(x, 0) = y1

(3.35)

Plus généralement, il faut garder à l’esprit que y compris en 3D, l’ensemble des résultats
que nous obtenons pour l’élasticité pourrait aussi être envisagé pour d’autres systèmes hyper-
boliques du second ordre, donc notamment l’équation des ondes. D’ailleurs les questions de
stabilisation que nous recherchons sont le plus souvent étudiées en premier pour les ondes





(
∂2

∂t2
+ ν(x)

∂

∂t
− ρ−1(x) div(A(x) · ∇·)

)
y(x, t) = f

y|ΓD
= 0,

∂y

∂n
|Γ\ΓD

= 0

y(x, 0) = y0,
∂

∂t
y(x, 0) = y1

(3.36)

Pour résumer, le fait d’avoir un semi-groupe d’opérateur noté par la suite T est classique-
ment obtenu en démontrant que A + ‖ν‖∞ est maximal accrétif et en utilisant le théorème de
Hille-Yosida (voir Yosida (1995) et par exemple Burq et Gérard (2002) pour une démonstration
simple pour l’équation des ondes). Par extension avec la dimension finie on note T (t) = eAt

et on rappelle donc que T commute avec son générateur infinitésimal A. Pour ces différentes
EDP, le bilan énergétique, équivalent continu de (3.33), peut s’écrire

d

dt
E(t) = −

∫

Ω
ν(x)

∣∣∣∣
∂y

∂t

∣∣∣∣
2

dx, (3.37)

où E est la somme de l’énergie mécanique et de l’énergie cinétique. Pour rappel, pour l’équa-
tion d’ondes E correspond à la somme des normes H1 de y et L2 de ∂ty :

E(y, t) =
1

2

∫

Ω
(|∂ty|2 + c2 |∇y|2) dx.

� PRINCIPE DU CONTRÔLE – les sections précédentes conduisent à deux approches pour
évaluer la performance du filtre au regard de l’équation (3.37). La première est une approche
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strictement orientée autour de la stabilisation. La question est de savoir comment l’amor-
tissement sur une partie du domaine entraîne d’une manière où d’une autre la stabilisation
peut-être exponentielle de toute l’énergie du système. Or ce type de résultat n’a a priori rien
d’évident et on pourrait croire que l’énergie du système stabilisé (qui pour nous est notre er-
reur d’estimation) ne diminue qu’au lieu des points où l’on observe et applique le filtre (dans
le cas de la collocalisation ceux où la mesure peut s’effectuer). Or il n’en est rien pour le com-
portement des modes du système amortis vis-à-vis de la zone d’amortissement nous donne
déjà un premier aperçu de la raison profonde de cette stabilité.

THÉORÈME 3.4.1 (STABILISATION FAIBLE)
Il y a équivalence entre :

1. toute solution vérifie limt→∞ E(y, t) = 0 ;

2. tout vecteur propre ψ de A vérifie limt→∞ E(y, t) = 0 pour y(0) = ψ ;

3. tout vecteur propre ψ =
(
ψd

ψv

)
de A vérifie ν(x) |ψv| = 0 ⇒ ψ = 0 ;

4. pour tout vecteur propre φ de l’opérateur elliptique div(A : ∇.) (resp. ∆) sur L2(Ω) pour

l’équation des ondes vérifiant les conditions aux limites, on a ν(x)φ = 0 ⇒ φ = 0.

On trouvera une démonstration directe dans Burq et Gérard (2002) pour l’équation d’on-
des à coefficients constants qui se généralise pour les coefficients variables et l’élasticité li-
néaire. C’est avant tout l’implication (iv) ⇒ (i) qui nous est utile pour comprendre le mé-
canisme de stabilisation. En effet les théorèmes de prolongement unique type Holmgren (voir
Ciarlet (1988) ; Lions (1988) pour l’élasticité) assurent que si un mode d’un opérateur elliptique
s’annule sur un ouvert alors il est identiquement nul. Donc d’après le théorème ci-dessus toute
solution de l’équation stabilisée tend bien vers 0 au cours du temps. Cependant, cette approche
directe ne fournit pas de résultat sur l’exponentielle stabilité du système, ce pourquoi nous ne
parlons ici que de stabilisation faible.

La deuxième approche pour évaluer (3.37) est de se reporter à la Section 3.3.3 où ce type
de relation sur l’énergie issue d’un problème de stabilisation faisait référence à un problème
de contrôle sous-jacent et à une condition de contrôlabilité (observabilité). On se ramène alors
à un problème de contrôlabilité exacte. Ces méthodes ont largement été étudiées par Lions
avec la méthode HUM et on trouvera dans Lions (1988) une présentation complète. Ces mé-
thodes ont aussi bénéficié des travaux de Komornik (1994) sur la méthode des multiplicateurs
avec applications à l’élasticité comme notamment présenté dans Guesmia (2000). Plus tard, le
développement de l’analyse microlocale (voir appendice 2 de Lions (1988)) a permis de pré-
ciser les conditions sous lesquelles la contrôlabilité exacte ou la stabilisation étaient possibles.
Ces conditions appelées condition de contrôle géométrique ont été initialement introduites
par Bardos et al (1992). L’analyse microlocale permettant la formalisation des règles de l’op-
tique géométrique (il existe un certain nombre de limitations dans le cas des domaines Ω non
réguliers), ces règles indiquent que la stabilisation exponentielle a lieu si tout rayon de la so-
lution rencontre dans le futur le support de ν. Ces approches conduisent alors à un résultat
d’exponentielle stabilité que l’on peut écrire ici sur le semi-groupe sous la forme

∃C, δ, ‖T (t)‖ ≤ Ceδt. (3.38)
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Support de l'ammortissement

Rayons

FIGURE 3.6: Condition de contrôle géométrique. A gauche, un rayon atteignant la
zone d’amortissement. A droite, un rayon cloisonné dans une partie du domaine

Reste que ces méthodes ne fournissent pas de résultats quantitatifs sur l’exponentielle sta-
bilité, i.e les constantes C et surtout δ. Pour obtenir des estimations plus précises sur le taux
de décroissance à l’image de ce qu’on peut espérer avoir en dimension finie à partir de la jor-
danisation de l’opérateur, on en revient, y compris en dimension infinie, à des tentatives de
décomposition spectrale. On cherche alors à prouver que l’opérateur A peut se décomposer
sur ses vecteurs propres généralisés formant une base de Riez. On rappelle que les vecteurs
propres généralisés sont exactement les extensions en dimension quelconque des vecteurs qui,
en dimension finie, forment une base des sous-espaces caractéristiques7 :

Li = Ker(A− λi✶)mi = {V | (A− λi✶)miV = 0}.

De plus, une famille (ψn) de vecteurs est une base de Riez d’un espace H si elle est complète
dans H , qu’on peut lui associer une famille biorthogonale (ψ̄n) (i.e. < ψ̄n, ψm >= δm,n) com-
plète dans H , et que pour tout f de H , elles vérifient (cf. rappels de Cox et Zuazua (1994))

∑

n

| < ψn, f > |2 ≤ ∞,
∑

n

| < ψ̄n, f > |2 ≤ ∞.

On pourra se reporter à Curtain et Zwart (1995) pour une présentation complète de la notion
d’opérateur Riez-spectral même si la définition ne semble pas suffisamment générale pour
prendre en compte les cas où la dimension de l’espace Li est supérieure à 1 (mi = 1 aussi).
Dans ce cas contraire, les résultats sont pourtant valides si on peut toujours définir une chaîne
de Jordan comme base de Li comme rappelé dans Shubov (1997), c’est-à-dire des (ψi,k)1≤k≤m

Aψi,k = λiψi,k + ψi,k−1.

Nous insistons sur le fait que ces résultats ne sont pas évident car A n’est pas un opérateur
auto-adjoint donc l’amortissement « ne préserve pas » la base de l’opérateur elliptique sous-
jacent. Cependant si on peut démontrer que les vecteurs propres généralisés forment une base
de Riez, alors toute condition initiale se décomposera sous la forme

(
y

0

ẏ
0

)
=

±∞∑

i=±1

mi−1∑

k=0

γi,kψi,k,

7qui, en dimension finie, génèrent toujours tout l’espace d’après Cayley-Hamilton
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conduisant à la solution à tout temps (cf. preuve du théorème 3.3.2 en dimension finie)
(
y

ẏ

)
(t) =

i=±∞∑

±1

eλnt
mi−1∑

k=0

γi,k

k∑

l=0

t(k−l)

(k − l)!
ψi,k.

On en déduit, en supposant une multiplicité maximale d des valeurs propres (voir un exemple
dans Cox et Zuazua (1995)),

E(t) ≤ CE(0)(1 + td)e2λ0t (3.39)

ce qui assure que

δ = inf

(
1

t
log ‖T ‖

)
= sup

n≥1
(ℜ(λn)). (3.40)

En pratique, il existe extrêmement peu de résultats de cette nature. La difficulté n’est d’ailleurs
pas la complétude des vecteurs propres généralisés puisque, comme rappelé dans Cox et Zua-
zua (1994), le théorème 10.1 du chapitre 5 de Gohberg et Kreı̆n (1969) assure que toute pertur-
bation bornée d’un opérateur antisymétrique (le cas sans viscosité) vérifie cette propriété. L’en-
jeu est d’obtenir les estimations de la base de Riez. Pour le problème qui nous occupe, en 1D,
le résultat est apporté par Cox et Zuazua (1994) qui traite le système hyperbolique de l’équa-
tion d’onde avec amortissement interne. Donc pour (3.35), on peut démontrer que la famille
des vecteurs propres généralisés de A est une base de Riez assurant les résultats (3.39), (3.40)
où C correspond à l’équivalence de normes entre la base de Riez et H1([0, L]) × L2([0, L]). Il
existe quelques résultats en dimension 2 d’espace pour certaines géométries par Shubov mais
à notre connaissance aucun résultat à ce jour en dimension 3 pour l’équation d’onde et donc a
fortiori en élastodynamique linéaire. En d’autres termes, ce que la méthode spectrale apporte
en précision, elle le perd en généralité. Or nous verrons que ce type de résultat est extrêmement
puissant pour assurer la convergence de notre estimateur vis-à-vis de l’approximation.

3.4.4 Problème aux valeurs propres quadratiques

Le comportement de l’EDP stabilisée justifie, en particulier lorsqu’on bénéficie d’une propriété
de type opérateur Riez-spectral, de se concentrer sur le problème aux valeurs propres discret
avec l’espoir de conserver les propriétés sur le spectre à la limite h → 0 sous certaines condi-
tions, et donc de pouvoir assurer la performance uniforme par rapport à la discrétisation du
filtre. En dimension finie, la propriété δ = inf

(
1
t log‖eAt‖

)
= supn≥1(ℜ(λn)) est directe ; reste

maintenant à étudier l’effet du filtre sur le lieu des vecteurs propres de l’opérateur non sta-
bilisé. Par rapport aux résultats que nous venons d’énoncer en continu, nous traiterons en
dimension finie le cas plus général avec amortissement proportionnel.

Commençons par un premier calcul de spectre sur la dynamique de l’erreur sans filtre
KX = 0 (i.e. Ã = A). Déterminer les valeurs propres de A consiste à résoudre en (λ, V ),

(
0 K

−K −C

)
V = λ

(
K 0

0 M

)
V. (3.41)

Cette résolution est équivalente à résoudre le problème aux valeurs propres quadratique QEP
suivant (voir Tisseur et Meerbergen (2001) pour un aperçu des problèmes de type QEP)

λ2MV d + λCV d +KV d = 0. (3.42)
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Il n’existe pas de solution analytique à ce problème sans hypothèse sur C. En effet, pour des
questions de coréduction d’opérateurs symétriques, on ne peut se ramener à un problème de
N/2 équations séparables que pour un amortissement C proportionnel C = αM + βK ou
toute combinaison polynomiale de M et K. Dans le cas simplement proportionnel, les valeurs
propres se déduisent, en revanche, directement à partir de celles du système non amorti. Soit
en effet les valeurs propres positives (µi) associées aux vecteurs propres (Φd

i )i de RNd de K ∈
S+
n (R) par rapport à la norme définie par M ∈ S+

n (R). On pose µi = ω2
i

KΦd
i = ω2

iMΦd
i ,

alors les valeurs propres de 3.42 vérifient

λ2 + (α+ ω2
i β)λ+ ω2

i = 0.

L’étude des racines de ce polynôme comprend plusieurs cas

• Si le discriminant ∆ = (α + ω2
i β)2 − 4ω2

i est négatif, alors les valeurs propres sont com-
plexes. Elles sont alors disposées sur un cercle de centre c = − 1

β , R = 1
β

√
1 − αβ. En effet

on vérifie alors que
(
c+

α+ ω2
i β

2

)2
+

∆

4
= R2.

Cette région n’existe donc que si α < 1
β (ce qui sera le cas pour nous en pratique).

• Pour ωi plus petit, les valeurs propres sont sur la droite réelle.

• Pour ωi plus grand, elle reviennent sur la droite réelle de part et d’autre de −R − 1
β ;

notamment pour ωi → ∞ celles situées à droite s’accumulent vers − 1
β .

On rappelle que d’après la décomposition de la preuve du théorème 3.3.2, lorsque les valeurs
propres ont une partie imaginaire non nulle, elles sont dites sous-critiques et a contrario elles
sont sur-critiques si ℑ(λi) = 0. En effet dans le premier cas, les modes sous-critiques associés
sont vibratoires alors que les sur-critiques suivent une dynamique de premier ordre dans le
second cas (voir Le Tallec (2000)).

En résumé, les valeurs propres sont disposées comme schématisé Figure 3.7, et les flèches
indiquent comment elles se déplacent quand la viscosité augmente. Ainsi le système de l’erreur
est déjà stable voire asymptotiquement stable, même sans filtre, mais les constantes de temps
d’amortissement sont à comparer au temps T sur lequel s’effectue l’estimation. Or notre besoin
(et il se renforcera lorsque nous examinerons l’estimation paramétrique) est bien de réaliser
l’estimation sur des temps de l’ordre du dixième du battement soit 100 ms. Si, pour les valeurs
numériques des constantes choisies au chapitre 2, ce type de constante de temps était vérifié
avec le seul amortissement interne, cela signifierait que le système est entièrement sur-critique.
On aurait alors un problème quasiment parabolique et non plus hyperbolique du second ordre.

Afin d’illustrer cette répartition du spectre, nous présentons Figure 3.8 un exemple pour
un maillage relativement grossier (500 degrés de libertés) permettant de calculer l’ensemble
du spectre. Pour obtenir à la fois des modes numériques sous-critiques et sur-critiques, la
viscosité est augmentée par rapport à notre problème-test : η = 1.6 10−3.
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Système amorti

Système non amorti

-1/β

R = 1/β  1−αβ

FIGURE 3.7: Pôles du système mécanique linéaire classique, sans amortissement
ou avec amortissement de Rayleigh.
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FIGURE 3.8: Exemple numérique de pôles pour un système avec amortissement de
Rayleigh proportionnel à K.
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a. Comportement du spectre du DVF

Une fois ajouté le terme de stabilisation, le problème aux valeurs propres à étudier devient
(

0 K

−K −C − γ(Hv)′Hv

)
V = λ

(
K 0

0 M

)
V, (3.43)

et nous avons vu que dans ce cas les valeurs propres sont solutions d’un QEP. Cependant,
puisque l’amortissement du système de l’erreur n’est plus proportionnel, nous ne pouvons
plus obtenir les valeurs propres analytiquement. Pour le DVF, nous renvoyons donc aux nom-
breuses études qualitatives sur le spectre Preumont (2002) ; Collet et al (2003) dont nous allons
résumer les principales caractéristiques.

� EXEMPLES NUMÉRIQUES – Mais commençons par nous fixer les idées autour de quelques
exemples numériques que nous interprétons successivement dans les paragraphes suivants.
Tout d’abord sur la Figure 3.9 sont représentés, à gauche, les pôles de la structure non stabilisée
avec celle d’une structure stabilisée. Le choix du paramètre γ = 0.9 correspond dans le premier
cas au décalage maximal des modes de basse fréquence. A droite dans le deuxième cas, avec
γ = 2 ou γ = 5 au contraire, on cherche plutôt un décalage plus important sur l’ensemble du
spectre quitte à ce que les toutes premières fréquences soient relativement moins stabilisées.
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FIGURE 3.9: QEPs en fonction du paramètre γ réalisés sur le maillage « desired
mesh ». 1000 modes sont représentés

Dans la Figure 3.10, nous observons le comportement du spectre pour deux viscosités
différentes. La première correspond à la viscosité utilisée dans le problème-test alors que
la seconde correspond à un système initial conservatif. Le maillage est grossier (500 degrés
de liberté) afin de calculer l’ensemble des valeurs propres. On constate que les hautes fré-
quences représentent une véritable difficulté dans le cas conservatif car elles restent « pla-
quées » sur l’axe imaginaire. Inversement l’amortissement interne de notre problème-test per-
met un contrôle des hautes fréquences justifiant de se concentrer uniquement sur les basses
fréquences contenues dans le rectangle en pointillés.

La dernière série de figures concerne l’évolution du spectre en fonction de la discrétisation.
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FIGURE 3.10: Spectre pour deux situations de viscosité interne, celle du problème-
test et une viscosité initiale nulle. (γ = 0.9)

La Figure 3.11 présente les différentes évolutions du spectre dans le cas γ = 2 pour les discréti-
sations présentées tableau 3.4. Nous nous limitons à un nombre restreint de modes (100) pour
limiter le coût de calcul sur les maillages raffinés. On constate que sur les premiers modes en
tout cas, la convergence est déjà largement acquise pour les discrétisations envisagées.
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FIGURE 3.11: Exemple d’évolution du spectre en fonction de la discrétisation
(zoom à droite)

� HOLMGREN DISCRET – La première question légitime sur les modes discrets est de savoir
si les théorèmes d’unicité de type Holmgren permettent comme en dimension infinie d’assurer
que tous les modes discrets sont tels que leur partie réelle est strictement négative à partir des
modes de la structure non contrôlée (cf. théorème 3.4.1). Le résultat dans ce cas n’est pas du
tout évident en dehors d’arguments de consistance par rapport au problème continu sachant
que les modes discrets de hautes fréquences « n’ont pas de sens physique »... Par exemple
sur une structure 1D élastique, pour que la nullité d’un mode sur une partie du domaine
discret implique que tout le mode est nul il suffit que 2 points successifs soient nuls. En effet,
l’information se propage alors de proche en proche à partir de la relation « elliptique » discrète

−Φd
i,x+∆x + Φd

i,x − Φd
i,x−∆x = 0.
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Il suffit donc que le raffinement soit suffisant pour assurer que la zone d’observation réelle
comporte au moins deux points de discrétisation. En dimension supérieure à 1 cependant, on
imagine aussi immédiatement la difficulté de ce type de raisonnement de proche en proche
pour une discrétisation spatiale quelconque.

� ANALYSE DE SENSIBILITÉ – Une deuxième analyse du comportement du spectre de l’opé-
rateur stabilisé consiste à réaliser une étude de sensibilité en fonction de γ. Ce calcul peut être
mené pour la sensibilité autour de γ = 0. Pour Ψi(γ) un mode de la structure stabilisée on a

(λ2(γ)M + λ(γ)γH ′H +K)Ψd
i = 0.

donc autour de γ = 0,
(
2λ(0)

dλ

dγ
(0)M + λ(0)H ′H

)
Ψd
i (0) +

(
λ2(0)M +K

) dΨi

dγ
(0) = 0.

Soit Φd
i = Ψd

i (0) le mode de la structure non stabilisée et λ(0) = −ω2
i (tel que KΦ = ω2

iM )
sa valeur propre associée. En testant cette identité sur Φd

i , la deuxième partie s’annule et on
obtient alors

2ω2
i

dλ

dγ
(0)ΦT

i MΦd
i + ω2

iΦ
T
i H

′HΦd
i = 0.

En choisissant des modes tel que le déplacement soit normalisé par M , on obtient alors

dλ

dγ
(0) = −(Φd

i )
THTHΦd

i

2
. (3.44)

On remarque que seule la partie réelle des valeurs propres est affectée au premier ordre par
l’ajout de la stabilisation et que celles-ci sont bien toutes décalées vers les valeurs négatives.
Cependant le résultat précédent ne permet pas d’aller beaucoup plus loin car c’est simplement
une sensibilité et met en jeu les modes de la structure stabilisée testés à travers H ′H .

� RETOUR VERS L’AXE – La sensibilité est une chose, mais les ingénieurs savent aussi que
lorsque le gain est grand les valeurs propres de la structure stabilisée ont tendance à revenir
vers l’axe imaginaire. Ainsi, alors qu’on espérait stabiliser la structure, on modifie le spectre
de telle façon que les partie réelles des modes stabilisés deviennent moins négatives donc
le système « moins » exponentiellement stable. Cette propriété est classiquement justifiée par
Preumont (2002) à partir d’une formalisation autour de la fonction de transfert du système
vibratoire représenté Figure 3.12.

Dynamique Observation

Feedback

G

HD
Espace 
de sortie

Espace 
d'entrée

FIGURE 3.12: Schéma du système entrée-sortie définissant la fonction de transfert.
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Afin de simplifier le formalisme pour obtenir des résultats heuristiques, nous nous limi-
tons à une structure 1D contrôlée en un point (possible uniquement en dimension 1 d’ailleurs).
Cette simplification entraîne que la fonction de transfert considérée est celle d’un système
SISO (single input - single output). On rappelle que pour la fonction de transfert considérée
Figure 3.12, l’entrée est la force appliquée au point d’observation. On note T (s) cette fonction
de transfert. Elle s’écrit de façon très générale

T (s) =
H(s)D(s)

1 −G(s)H(s)D(s)
,

où H,D et G sont les fonctions de transfert de chacun des blocs. Puisque l’observation est une
vitesse on a

H = s(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

et G = HT . Pour la dynamique, la fonction de transfert HD est classique (voir chap. 2 de
Preumont (2002)) est reproduite Figure 3.13. Elle est notamment croissante entre deux pôles
successifs (ceux qui annulent Ms2 +K) et les zéros s’intercalent avec les pôles. De plus, dans
le cas considéré, les zéros sont des vibrations qui s’annulent au lieu du capteur. C’est donc par
définition un pôle de la structure où on a bloqué le point d’emplacement de l’actionneur.

résonnance

zéros

capteur - actuateur f 

Résonance : Mode de la structure libre

Zéros : Mode de la structure fixée à l'actuateur

FIGURE 3.13: A gauche, fonction de transfert d’un structure 1D avec un actionneur,
capteur collocalisé. A droite des modes associés aux résonances et anti-résonances
de la fonction de transfert.

Ces remarques nous permettent d’analyser les pôles de la fonction de transfert totale. Pour
cela, il suffit de localiser les zéros de 1 − γGHD car les pôles de HD sont aussi pôles de
1− γGHD et donc apparaisent au numérateur et dénominateur de la fonction de transfert. Or
les zéros de 1 − γGHD en fonction de γ parcourent le chemin entre les deux cas limites :

• γ → 0 alors GHD = 1
γ → ∞ donc les zéros de 1− γGHD sont pôles de GHD. Or G et H

n’admettent pas de pôles donc ce sont les pôles de la dynamique.

• γ → ∞ alors GHD = 1
γ → 0 donc les zéros de 1 − γGHD sont zéros de GHD. Ils sont

donc soit zéros de la dynamique soit correspondent à s=0.
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Ces cas limites nous permettent de caractériser approximativement le lieu des pôles de la
fonction de transfert en fonction de γ. Ceux-ci passent donc des pôles aux zéros de la dyna-
mique observée sans filtre comme illustré Figure 3.14. Si on considère dans le plan complexe
les arguments αi de chaque contribution du numérateur (z−zi) et βj de celle du dénominateur
(z − pj) pour la fonction de transfert GHD,

GHD =
Πi(z − zi)

Πj(z − pj)
.

On peut alors préciser la courbe cherchée car

GHD =
1

γ
⇒ arg(γGHD) = 0 ⇒

∑
αi −

∑
βj = 0.

En négligeant l’influence (donc qualitativement) des autres zéros et pôles, on a en tout point
de la courbe décrite par les valeurs propres entre un pôle et un zéro successif

δΨ + δΦ = 0,

ce qui signifie que l’angle αi − βi est constant. Cette propriété caractérise alors un cercle.

zi

pi

zi

pi

z

z

αi

βi

(αi−βi)

FIGURE 3.14: Evolution des zéros de la dynamique contrôlées en fonction de γ

� GAIN OPTIMAL – Le gain optimal est donc déterminé pour obtenir l’éloignement maxi-
mum des modes entre leur position de pôles de la dynamique non stabilisée et leur retour
sur le zéro. Cependant cette condition est nécessairement soumise à la répartition globale des
zéros et pôles et à une dépendance homogène en fonction de γ. Ainsi il est préférable de se
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concentrer sur l’atténuation maximum des premiers modes de la structure sous condition que
la viscosité interne du système (toujours présente) stabilise durablement les hautes fréquences.
Notamment le retour sur l’axe des modes de basse fréquence est clairement limitant dans la
détermination du gain optimal car ce sont potentiellement les modes les plus représentés dans
la dynamique. Ainsi le gain optimal est à notre avis à choisir tel que les premiers modes soient
à la limite de leur régime surcritique c’est-à-dire rejoignent l’axe réel.

� LIMITE EN DIMENSION INFINIE – Reste la question de l’évolution du spectre avec la discré-
tisation. Dans le cas où le spectre de l’opérateur continu est discret (ce qui est le cas pour nous
puisque le système est à résolvante compacte) alors on peut assurer la convergence du spectre
discret approché vers celui-ci par la théorie des perturbations (voir Kato (1995)). On pourrait
alors supposer que le gain optimal est stable par rapport à la discrétisation. Cependant les
limites de convergence du spectre discret ne sont pas uniformes par rapport à la discrétisa-
tion et les hautes fréquences discrètes sont souvent parasites comme le rappellent notamment
les travaux nombreux comme ceux de Banks et Fabiano (1998) ; Roder Tcheugoué Tébou et
Zuazua (2007). On voit, notamment, un repliement sur l’axe imaginaire des hautes fréquences
caractéristiques, intuitivement, de l’absence de propriété de type Holmgren discret. Dans le
cas d’une viscosité suffisante, les hautes fréquences sont toutes contrôlées par l’amortissement
interne et dans ce cas, le gain optimal est stable par rapport à la discrétisation car il est im-
posé par le comportement des basses fréquences. Dans le cas où la viscosité interne est nulle
Roder Tcheugoué Tébou et Zuazua (2007) démontre qu’il est nécessaire pour l’équation d’ajou-
ter à la discrétisation un terme de viscosité numérique en h2K afin d’éviter le repliement des
hautes fréquences sur l’axe imaginaire. Dans les différents cas pratiques étudiés par la suite,
nous considérerons donc toujours un système numérique qui comporte au moins ce niveau de
viscosité interne.

b. Cas de la discrétisation en temps

Du point de vue discrétisation en temps, le feedback correspond à un opérateur de visco-
sité défini variationellement comme n’importe quel autre opérateur mécanique. Le schéma en
temps est donc immédiat puisqu’on lui applique directement le schéma de Newmark pour
faire apparaître le terme

γ
(
(Hv)THv

)( Ẏn+1 + Ẏn
2

)
.

Le système récursif à résoudre s’écrit alors matriciellement

{
A1Xn+1 = A0Xn + R̃

Xn=0 = X0 + ζX

avec

A1 =

(
1

∆t −1
2

1
2K

1
2C + γ

2 (Hv)THv + 1
∆tM

)
, A0 =

(
1

∆t
1
2

−1
2K −1

2C − γ
2 (Hv)THv + 1

∆tM

)
.

Une question importante se pose cependant : celle de l’efficacité de la stabilisation y compris
au niveau discrétisé en temps. Cette question est légitime comme le montrent de nombreux
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FIGURE 3.15: Pôles du système discrétisé en temps. A gauche pour l’opérateur de
transition et à droite leur correspondance en temps continu.
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travaux tels que ceux de Ervedoza et Zuazua (2008). Le système récursif obéit au même type de
propriété de stabilité fonction de la position des pôles de l’opérateur de transition. Cependant,
dans ce cas, la condition de placement se transforme en « toutes les valeurs propres sont de
module strictement inférieur à 1 ». En effet, soit V∆t un pôle discret

A−1
1 A0V∆t = λ∆tV∆t,

tel que pour tout n, le système récursif initialisé à V∆t vérifie

Vn = (λ∆t)
nV∆t.

A ces valeurs propres, on peut associer des valeurs en temps continu en considérant que Vn
approche un mode de pôle λeq à n∆t soit

(λ∆t)
n = eλeqn∆t ⇒ λeq =

ln(λ∆t)

∆t
.

Figure 3.15, nous présentons plusieurs résultats numériques de calcul de pôles pour diffé-
rents pas de temps avec un maillage grossier de 500 degrés de libertés. Tous les pôles de cette
structure sont ainsi représentés. On constate que, bien que le système reste stable comme ga-
ranti par la conservativité du schéma, le choix de ∆t est déterminant par rapport au placement
global des pôles et que, ici, ∆t = 10−3 est nécessaire pour retrouver le profil des pôles attendu
en continu (visible pour cette discrétisation Figure 3.10). Ce résultat est cohérent avec le fait
que les pôles numériques obtenus après discrétisation spatiale sont plafonnés en fréquence
en fonction du pas de maillage. Pour que le système discret préserve l’exponentielle stabilité
vis-à-vis des perturbations, il faut donc que le pas de temps soit adapté au contenu fréquen-
tiel de ces perturbations, au moins jusqu’au niveau des fréquences numériques maximales des
modes du système discret en espace. Dans notre cas, la propagation de l’activation électrique
nous avait contraint à prendre un pas de temps ∆t = 10−3 qui assure la stabilisation attendue
des 1000 premiers modes de la structure (overkill). Pour d’autres problèmes mécaniques où l’on
souhaiterait relaxer cette forme de condition CFL pour la stabilisation des modes, le schéma
en temps devrait être revu en conséquence, comme exprimé dans Ervedoza et Zuazua (2008),
et peut constituer un enjeu.

3.4.5 Estimation d’erreur en fonction des bruits

Afin d’obtenir une estimation d’erreur globale pour notre observateur nous le décomposons
suivant les différentes incertitudes intervenant dans la dynamique. Pour illustrer les résultats
théoriques présentés, nous nous appuyons sur un certain nombre d’expériences numériques
à partir du modèle simplifié présenté Section 3.4.1. Nous considérons notamment deux types
de conditions initiales différentes.

• Pressure I.C. : On impose une surpression supplémentaire au niveau de l’endocarde de
l’ordre de 103 Pa soit l’ordre de grandeur de la pression auriculaire. Dans ce cas l’erreur
de condition initiale correspond à une erreur de l’ordre de 1% de l’énergie maximale
(en contraction complète) et à une augmentation de volume de l’ordre 30%. C’est ty-
piquement une erreur de condition initiale cohérente du point de vue physiologique si
on suppose un erreur dans la définition de la géométrie de référence ou sur la pression
auriculaire.
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• Modal I.C. : Ce type de condition est plus théorique et consiste à définir un déplacement
statique initial formé par une combinaison linéaire de quelques modes. Ces modes pour-
ront être, soit des modes de la structure initiale, soit de la structure stabilisée. Dans ce
cas, on considérera une erreur en énergie de l’ordre de 10% afin d’évaluer pleinement
l’effet de l’estimation.
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FIGURE 3.16: Courbe d’énergie et volume pour les conditions initiales « Pressure
I.C. » (gauche), « Modal I.C. » (droite).

Une remarque est nécessaire à ce stade sur ces choix d’exemples numériques. Nous avons
choisi comme condition initiale pour le système de référence la configuration X(0) = 0. Les
conditions initiales ci-dessus sont alors celles des estimateurs testés, i.e. X̂(0) est soit la « Pres-
sure I.C. » soit « Modal I.C. ». Nos notations impliquent donc que X0 n’est pas nulle et change
en fonction de la condition initiale choisie puisque

X̂(0) = X0,

et

X(0) = X0 + ζX = 0 ⇒ ζX = −X0 = −X̂(0).

Ceci peut sembler surprenant sur le point de vue théorique par rapport aux notations fixées
dans tout le document d’autant que, logiquement, X0 représente une sorte de moyenne statis-
tique sur les configurations de référence. On aurait mieux imaginé 0 comme valeur par défaut.
Ce choix est motivé uniquement par des considérations pratique sans incidence sur la qualité
des exemples. En effet, dans ce cas, une seule simulation de référence (faite sur un maillage
beaucoup plus fin) permet ensuite de tester plusieurs types d’incertitudes dans l’estimation
d’état.

a. Erreur de condition initiale

Pour l’erreur de condition initiale, examinons le système homogène défini sur R
N

{ ˙̃Xhg = (A−KXH)X̃hg

X̃hg(0) = ζX
(3.45)
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Nous avons déjà fait un certain nombre de remarques sur le stabilité de ces systèmes, et
dit qu’en 1D on disposait même d’estimations précises du taux décroissance car on pouvait
démontrer d’après Cox et Zuazua (1994) que l’opérateur A −KH était Riez-spectral. Les dis-
crétisations spatiales de Roder Tcheugoué Tébou et Zuazua (2007) et temporelles de Ervedoza
et Zuazua (2008) fournissent alors un taux de décroissance exponentielle uniforme par rapport
à la discrétisation. On obtient donc

∃C, ∀h, ‖T h(t)‖ ≤ Ce−δt, (3.46)

où δ peut être calculé numériquement à partir d’un modèle de dimension finie raisonnable.
On obtient alors une majoration du type

‖X̃hg(t)‖E ≤ C ′e−δt‖X̃hg(0)‖E .

Nous complétons l’ensemble des remarques ci-dessus par une approche plus spécifique
au cas considéré8. En effet, on peut supposer que ζX n’est pas une indétermination quelconque
car elle représente la condition initiale du système réel. Ainsi, on peut supposer que cette
dernière est suffisamment régulière pour que X(0) et, donc a fortiori ζX , soit bien approché
par quelques modes de la structure initiale (i.e. non stabilisée). Notons toujours (Φi, µi) ces
modes où, dans le cas d’un amortissement proportionnel, les Φi sont les mêmes que pour une
structure classique non amortie. Les modes de la structure stabilisée seront notés (Ψi, λi). Nous
proposons dans ces conditions le résultat suivant

PROPOSITION 3.4.2
Supposons que pour le système (3.45) la condition initiale peut être décomposée sur la base
modale {Φi} du système non stabilisé

X̃hg(0) =

q∑

i=1

αiΦi + rq.

Alors pour tout temps t on a l’estimation

‖X̃hg(t)‖E ≤ C(q′)e−δ(q
′)t
(
1 + d(q, q′)

) (
‖X̃hg(0)‖E + ‖rq‖E

)
+ ‖rq‖E

+ d(q, q′)
(
‖X̃hg(0)‖E + ‖rq‖E

)
, (3.47)

où les constantes sont définies comme suit

δ(q′) = inf
i≤q′

(−ℜ(λi)) ,

d(q, q′) = sup
V ∈span(Φi)

q
i=1

inf
W∈span(Ψi)

q′

i=1

‖V −W‖E
‖V ‖E

,

C(q′) =
γ2(q

′)
γ1(q′)

tel que ∀(αi)i, γ1(q
′)

q′∑

i=1

|αi| ≤
∥∥∥
q′∑

i=1

αiΨi

∥∥∥
E
≤ γ2(q

′)
q′∑

i=1

|αi|.

8Je remercie vivement Frédéric Bourquin, LCPC, pour la discussion avec lui très fructueuse à ce sujet
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� Démonstration : Si on décompose chaque Φi, 1 ≤ i ≤ q sur les Ψi, 1 ≤ i ≤ q′,

q∑

i=1

αiΦi =

q′∑

j=1

βjΨj + rd.

Puis la condition inf-sup entre les sous-espaces permet de contrôler rd

‖rd‖E ≤ d(q, q′)‖
q∑

i=1

αiΦi‖E

≤ d(q, q′)(‖X̃hg(0)‖E + ‖rq‖E).

En utilisant la résolvante du système notée ici T h(t) pour des extensions possibles au semi-
groupe en dimension infinie

X̃hg(t) ≤
q′∑

i=1

βie
λitΨi + T h(t)(rd + rq),

avec
‖T h(t)(rd + rq)‖E ≤ ‖rd + rq‖E .

Ainsi

‖X̃hg(t)‖E ≤ γ2(q
′)

q′∑

i=1

|βi| eλit + ‖rd + rq‖E

≤ γ2(q
′)e−δ(q

′)t
q′∑

i=1

|βi| + ‖rd + rq‖E

≤ γ2(q
′)

γ1(q′)
e−δ(q

′)t‖
q′∑

i=1

βiΨi‖E + ‖rd + rq‖E ,

qui en lui réinjectant

‖
q′∑

i=1

βiΨi‖E ≤ ‖
q∑

i=1

αiΦi‖E + ‖rd‖E

≤ ‖X̃hg(0)‖E + ‖rq‖E + ‖rd‖E ,

donne le résultat (3.47). �

L’interprétation du théorème est claire. Une fois la condition initiale décomposée sur les
premiers pôles de la structure à un reste près, on peut alors projeter chacun de ces modes sur
les pôles de la structure stabilisée. La constante d(q, q′) représente la distance entre les sous-
espaces de vecteurs propres de la structure initiale {Φi} et celle de la structure stabilisée {Ψi}
et C(q′) la constante d’équivalence des normes entre la norme d’énergie et celle associée aux
composantes modales. On peut vérifier numériquement en calculant les quotients de Rayleigh
(voir section suivante) que d(q, q′) est petite dès que q′ ≥ q, et que C(q′) reste finie, et ce
indépendamment du maillage considéré. C’est en quelque sorte une vérification numérique de
la propriété d’opérateur Riez-spectral concentré sur les basses fréquences qui nous intéressent
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plus spécifiquement ici, puisque nous poursuivons un système réel supposé régulier. Ainsi,
nous sommes conduits à une estimation de la forme

‖X̃hg(t)‖E ≤ C1e
−δ1t‖X̃hg(0)‖E + ǫ,

où δ1 est donné par l’étude du spectre de l’opérateur pour les basses fréquences. On évite ainsi
les éventuels comportements indésirables des haute fréquence lors de la convergence de la
discrétisation spatiale. On note au passage qu’un raisonnement similaire pourrait s’effectuer
sur les modes du système discrétisé en temps. Reste tout de même que ces constantes doivent
être quantifiées numériquement (voir les résultats ci-dessous). Enfin, nous avons démontré ce
résultat en décomposant sur les vecteurs propres, mais on pourrait tout aussi bien le faire sur
les vecteurs propres généralisés avec des termes de stabilisation comportant des polynômes
en facteur des exponentielles.
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FIGURE 3.17: Énergie relative de l’erreur de condition initiale pour deux choix
de condition initiale et de paramètre γ (gauche). Erreur absolue spécifique de la
condition initiale en surpression dont le contenu fréquentiel implique de choisir
γ = 2 pour un taux de décroissance maximum (droite).

Passons à des résultats numériques d’estimation pour le système d’erreur X̃hg précédent
où l’incertitude se limite à la condition initiale. Sur la condition initiale « Pressure I.C. », nous
montrons Figure 3.17, à droite, la décroissance de l’énergie en fonction du choix de γ. Nous
voyons que dans ce cas c’est γ = 2 qui est optimal car il permet une meilleur taux de dé-
croissance sur l’ensemble des composantes spectrales contenues dans la condition initiale. Ce-
pendant si la condition initiale contient les premiers modes de la structure stabilisée (« Modal
I.C. ») alors on constate que γ = 0.9 permet un meilleur taux de décroissance (courbes de
gauche de la Figure 3.17). Ceci illustre parfaitement ce que nous avions déjà anticipé par le
spectre.

Quantifions maintenant numériquement la proposition 3.4.2. Pour cela nous imaginons
que la condition initiale cible est suffisamment régulière pour se décomposer sur q = 20 modes
de la structure non amortie. Nous observons alors l’évolution de la distance de sous-espaces
avec jusqu’à q′ = 50 modes de la structure stabilisée pour différentes valeurs de γ. Pour réaliser
ce calcul numérique, nous utilisons les matrices grammiennes des modes

SΦΦ = (< Φi,Φj >E)i,j , SΨΨ = (< Ψi,Ψj >E)i,j , SΦΨ = (< Φi,Ψj >E)i,j = STΨΦ.
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On rappelle que ces produits scalaires se calculent par exemple comme ΨT
i NΦj pour les vec-

teurs de degrés de liberté. Le carré de la distance est alors égal à :

d2(q, q′) = sup
V ∈span(Φi)

q
i=1

inf
W∈span(Ψi)

q′

i=1

‖V −W‖2
E

‖V ‖2
E

,

= sup
Vα

inf
Wα

VαSΦΦ V T
α +WαSΨΨW

T
α − 2VαSΦΨW

T
α

VαSΦΦV T
α

.

Le terme au numérateur est minimisé sur Wα par la projection (il suffit de dériver la forme
quadratique)

Wα = (SΨΨ)−1SΨΦVα,

donnant

d2(q, q′) = sup
Vα

Vα(SΦΦ − SΦΨS
−1
ΨΨSΨΦ)V T

α

VαSΦΦV T
α

.

On reconnaît ici un quotient de Rayleigh, donc la distance relative au carré est simplement la
plus grande valeur propre du problème aux valeurs propres généralisées

(SΦΦ − SΦΨS
−1
ΨΨSΨΦ)V = λSΦΦV.
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FIGURE 3.18: Carré de la distance de sous-espace entre 20 modes initiaux et jusqu’à
50 modes stabilisés pour différentes valeurs de γ.

La Figure 3.18 montre les résultats numériques du calcul de distance pour le maillage
« desired mesh ». La distance décroît avec un net décrochage après les 20 premiers modes
justifiant l’appariement des modes entre eux. La valeur propre du mode se déplace donc d’un
pôle à un zéro de la fonction de transfert mais le mode est structurellement toujours le même.
Le résultat est légèrement détérioré quand γ augmente mais il n’est pas sûr que le problème
ne soit pas uniquement algorithmique. En effet, il est toujours délicat d’ordonner du point de
vue numérique des modes. De plus, les méthodes de calcul de valeurs propres classiques se
limitent à celles de plus grand ou plus petit module. Or quand la stabilisation est importante
les valeurs propres de plus petit module ne sont plus nécessairement celles de plus petite
partie imaginaire ce qui complique encore la classification. Le résultat global reste cependant
tout à fait suffisant dans notre cas, car numériquement on contrôle largement le spectre des
100 premiers modes stabilisés pour les γ sélectionnés.
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b. Erreur de mesures

L’aspect asymptotiquement stable (sur l’ensemble du spectre) reste cependant fondamental
dans l’analyse de l’influence des erreurs de mesure sur le système. En effet le membre de droite
dans la dynamique contient le terme Kχ, or le contenu fréquentiel de χ est très large notam-
ment haute fréquence. Donc il est nécessaire que la dynamique stabilise ces hautes fréquences.
Cependant, en fonction de l’ordre de grandeur du bruit de mesures, on peut considérer avoir
moins besoin d’une estimation quantitative exacte du taux de décroissance pour la stabilisa-
tion de ces quantités. On se place donc dans le cas où la résolvante (extension possible au
semi-goupe) T h(t) générée par l’opérateur A−KXH vérifie

‖T h(t)‖ ≤ Ce−δt,

avec plusieurs solutions envisageables

{
δ . T >> 1 si exponentielle stabilité

δ = 0 si stabilité
(3.48)

Et on se concentre sur le système à la dynamique suivante

{ ˙̃Xχ = (A−KXH)X̃χ −KX .χ

X̃χ(0) = 0
(3.49)

De plus, on suppose le bruit χ blanc de covariance le Dirac δ(t − t′)W . Alors X̃χ est gaussien
de moyenne nulle E(X̃χ) = 0 et d’énergie moyenne

E(‖X̃χ‖2
E) =

∫ t

0
tr
(
W (T h(t− s))TNT h(t− s)

)
ds.

D’après le choix d’opérateur de mesures et de bruit que nous avons fait Section 3.4.1 on obtient
directement

E(‖X̃χ‖2
E) ≤ C2T2γ

2
q∑

i=1

α2
i , (3.50)

avec

T2 =

{
1/δ ≪ T dans le cas uniforme exponentielle stabilité

T dans le cas de simple stabilité
(3.51)

Comme résultat numérique nous choisissons d’insister Figure 3.19 sur l’influence du bruit
de mesure en fonction de gain. Le bruit ajouté est un bruit blanc correspondant à 10% de la
vitesse maximale sur le cycle pour un taux d’échantillonage de 50ms. Ce bruit remis à l’échelle
pour le pas de temps de la simulation (∆t = 0.001s) comme indiqué en introduction de ce
chapitre est alors de 70% de la valeur de référence. On constate nettement que le gain amplifie
comme prévu le bruit présent dans les mesures. Cependant, nous verrons que cette erreur reste
limitée pour les gains sélectionnés par rapport aux autres contributions d’erreur, notamment
celle liée à la discrétisation.
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FIGURE 3.19: Erreur induite par le bruit de mesure en fonction de γ

c. Erreur de discrétisation

Il en est de même pour l’influence de la discrétisation ǫh dont le contenu fréquentiel peut lui
aussi être très large. Là aussi, on introduit un système à la dynamique partielle

{ ˙̃Xd = (A−KXH)X̃d −KXǫh

X̃0 = 0
(3.52)

et on utilise la formule de variation de la constante (ou de Duhamel)

X̃d(t) =

∫ t

0
T h(t− s)KXǫh(s) ds,

dont on déduit une estimation

‖X̃d(t)‖E ≤ Cγ
√
T2‖x− xh‖L2([0,T ];E).

Au niveau numérique, l’évolution de l’erreur de filtrage en fonction de la discrétisation
est plus caractéristique pour le système complet. Nous renvoyons donc à la Figure 3.21 pour
l’évolution de l’erreur totale en fonction du choix du maillage.

REMARQUE 3.4.1 (ECHANTILLONNAGE DE LA MESURE)
Un autre terme exactement de même nature est aussi à considérer en toute rigueur dans cette estimation
et concerne la gestion de l’échantillonnage temporel des mesures. Ainsi ǫh ne comporte pas simplement
l’erreur de discrétisation spatiale vue à travers l’observation mais aussi une erreur ǫ∆T de l’ordre de ∆T

car Z est le produit d’une interpolation à tout temps t de données initialement échantillonnées tous les
∆T .

d. Estimation finale

L’ensemble des contributions partielles que nous venons de considérer :
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• erreur de condition initiale

• seuillage haute fréquence

• bruit de mesures

• erreur de discrétisation

décomposent la dynamique de l’erreur globale. Une fois ajoutées, on obtient l’estimation d’er-
reur globale pour notre estimateur d’état (en énergie moyenne)

E(‖X̃‖2
E) ≤ C

[
e−2δ1tE(‖ζX‖2

E) + T2γ
2‖x− xh‖2

L2([0,T ];E) + T2γ
2

q∑

i=1

α2
i + ǫ2

]
. (3.53)

Figure 3.21, nous présentons les très bons résultats de notre estimation. En effet, nous lui
associons l’erreur d’interpolation et de discrétisation pour le problème sans erreur de condi-
tion initiale, c’est-à-dire les situations optimales classiques en analyse numérique, sans incerti-
tudes mais aussi sans mesure. On rappelle que l’erreur de discrétisation correspond à l’erreur
entre la solution du problème de référence et la solution simulée avec le maillage désiré. Cette
erreur est calculée en interpolant la solution grossière sur le système de référence. L’erreur d’in-
terpolation est, elle, la solution du problème de référence directement projetée sur le maillage
désiré puis réinterpolée sur le maillage de référence. C’est en quelque sorte l’étalon des erreurs
numériques les plus petites que l’on puisse espérer.

0 0.2 0.4 0.6 0.8
10

−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

Time

E
r
r
o
r

 

 

Discretization error
Interpolation error
State estimation error
System Energy

FIGURE 3.20: Erreur globale de l’estimateur et comparaisons avec l’erreur de dis-
crétisation ou d’interpolation pour le problème d’analyse numérique considéré

Or on observe que cette erreur d’interpolation est rattrapée en fin de période d’estimation
par l’erreur globale de notre estimateur. Cette dernière est donc meilleure que l’erreur de dis-
crétisation dans le cas d’une connaissance parfaite de la condition initiale. Ce résultat indique
qu’il est préférable, même avec une bonne condition initiale, d’utiliser les mesures disponibles
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si le bruit est raisonnable car celles-ci améliorent la qualité de l’approximation. Nous interpré-
tons ce résultat par le fait que le système est ici nourri par le contenu fréquentiel du système
réel et ne se limite pas à sa propre approximation des modes réels. On rattrape ainsi les clas-
siques erreurs de déphasage de l’approximation numérique classique. Cette remarque laisse
enfin penser que notre inégalité triangulaire

‖x− x̂h‖ ≤ ‖x− xh‖ + ‖xh − x̂h‖.

n’est pas optimale et nous renvoyons aux modifications apportées section suivante, dans le cas
de l’opérateur frontière, qui, nous imposera par ailleurs de passer par un autre système que
l’approximation xh ordinaire.

Enfin, nous voyons Figure 3.21 que cette estimation est très largement robuste au choix
de γ ou de la discrétisation, ce qui était dans les propriétés fondamentales de notre cahier des
charges.
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FIGURE 3.21: Erreur d’estimation en fonction du choix de γ (gauche) ou de la dis-
crétisation (droite) pour la condition initiale « Pressure I.C. »

3.4.6 Observateur frontière

Nous venons de présenter l’ensemble des résultats d’analyse de l’estimateur pour des mesures
de types cellules qui représentent des données comparables à des tags (même s’il est vrai
qu’elles sont pour l’instant un peu artificiellement définies pour donner des vitesses). Tout en
conservant des vitesses, on pourrait imaginer disposer uniquement d’observations frontières
si par exemple nous ne faisions confiance qu’à ce type de mesures en sortie du flot optique.
Dans ce cas, l’opérateur d’observation peut être modélisé sous la forme

Hy = y|∂Γm
.

où Γm est la partie de la surface où l’on dispose des mesures. Cette situation est idéalisée car,
en toute rigueur, les mesures disponibles, y compris sur la surface, font intervenir des cel-
lules d’une certaine extension. Ici on suppose disposer de tout le champ sur Γm. Ce choix est
motivé par des questions théoriques que nous appréhenderons plus particulièrement au cha-
pitre suivant et correspond finalement à une sorte de cas d’observation limite. Voici quelques
remarques qui motivent son introduction.
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a. Espaces de définition de H

Pour l’instant, on a toujours supposé que la dimension de l’espace d’observation était infé-
rieure à celle de l’état. En pratique c’est effectivement souvent le cas mais pas dans ce cas
limite. En effet

H = HIh : R
N → L2(Γm),

et donc notamment H n’est plus surjectif.

En plus de cet inconvénient pratique, un opérateur frontière présente les difficultés théo-
riques déjà mentionnées à la Section 3.3.3 et synthétisées dans Lasiecka et Triggiani (2003).
Plus largement, le contrôle frontière a toujours donné lieu à des résultats spécifiques car les
opérateurs frontières agissent sur les EDP via leurs conditions aux limites (il n’y a plus d’opé-
rateur de contrôle B pour le contrôle direct sur l’EDP) et font donc intervenir des espaces de
solutions spécifiques.

b. Bruit blanc et opérateur frontière

Dans le cas d’un opérateur frontière, il est en fait impossible de considérer un bruit blanc
comme source d’erreur de mesures. Afin d’illustrer cette remarque, reprenons le système le
plus défavorable, c’est-à-dire celui non amorti

MŸ +KY = Ḟ ,

où F représente un champ régulier en espace, soit volumique soit surfacique, mais corres-
pondant à un processus de Wiener en temps de telle sorte que Ḟ est un bruit blanc. A no-
ter que nous restons dans le cadre dimension finie en espace mais le même type d’argument
fonctionne formellement en dimension infinie avec les variables cylindriques introduits par
Bensoussan (1971). Le système se réécrit sous forme du premier ordre

Ẋ = AX + Ṙ,

avec toujours

A =

(
0 I

−M−1K 0

)
, R =

(
0

M−1F

)
.

On note comme précédemment le semi-groupe T h, avec la formule de Duhamel

X(t) = ThX(0) +

∫ t

0
T h(t− s)Ṙ(s) ds,

et on calcule l’énergie de la solution au cours du temps en moyenne

E(‖X‖2
E) = E(XTNX)

= X(0)TT h(t)TNT h(t)X(0) +

∫ t

0

∫ t

0
E
(
Ṙ(τ)TT h(t− τ)TNT h(t− s)Ṙ(s)

)
dτds,

le système étant conservatif, le premier terme donne

X(0)TT h(t)TNT h(t)X(0) = ‖T h(t)X(0)‖2
E = ‖X(0)‖2

E .
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Soit alors W la matrice de covariance du processus de Wiener R, on sait que E
(
Ṙ(s)Ṙ(τ)T

)
=

W δ(t− s) qui combiné avec la relation

Ṙ(τ)TT h(t− τ)TNT h(t− s)Ṙ(s) = tr
(
Ṙ(s)Ṙ(τ)TT h(t− τ)TNT h(t− s)

)
,

donne

E(‖X‖2
E) = ‖X(0)‖2

E +

∫ t

0
tr
(
WT h(t− τ)TNT h(t− τ)

)
dτ,

= ‖X(0)‖2
E +

∫ t

0
E
(
R(τ)TT h(t− τ)TNT h(t− τ)R(τ)

)
dτ,

= ‖X(0)‖2
E +

∫ t

0
E
(
R(τ)TNR(τ)

)
dτ,

= ‖X(0)‖2
E +

∫ t

0
τ tr(WN) dτ,

= ‖X(0)‖2
E +

t2

2
tr(WN).

Or
t tr(WN) = E

(
F TM−1F

)
, (3.54)

donc l’énergie est bornée en dimension infinie (ou uniformément bornée par rapport à la dis-
crétisation en dimension finie) si et seulement si F est un champ volumique appartenant au
dual de L2(Ω). Ainsi un bruit blanc concentré sur la surface associée à un opérateur d’ob-
servation surfacique est théoriquement inadmissible du point de vue énergétique. Tous les
avantages du bruit blanc du point de vue formel pour la formulation probabiliste du filtre et
les estimations sont donc caducs. Nous verrons au chapitre suivant, Section 4.2.7, comment on
peut contourner cette difficulté théorique par l’approche déterministe et le contrôle robuste où
on dispose de plus de liberté sur les espaces dans lesquels sont définis les bruits.

c. Opérateur de feedback frontière

La définition de l’opérateur frontière est identique à ce que nous avons vu pour les observa-
tions sous forme de cellule. L’avantage, en revanche, est que sa structure est plus immédiate
et démontre pourquoi ces filtres sont très avantageux en pratique dans un code élément-finis
classique à la différence des opérateurs de Kalman ou autres méthodes variationnelles. Le
DVF consiste à appliquer une force opposée à la vitesse mesurée au point de la mesure, donc
le terme K(Z −HX) s’écrit variationnellement

γ

∫

Γm

s(ξ)(ẏ − ˙̂y) · v dS,

avec γ un gain et s une éventuelle fonction poids (que nous prendrons égale à 1) et où ẏ est la
vitesse mesurée sur le système réel. Ainsi le feedback est

γ

∫

Γm

s(ξ) ˙̂y · v dS,

c’est-à-dire un terme identique à celui introduit pour les conditions aux limites Section 2.3.5.
Par conséquent, la mise en place de ce type de contrôle dans un code éléments finis ne requiert



3.4 Estimation d’état en élastodynamique à partir de vitesses 209

pas de développement important et suit la même logique de développement que d’autres
termes variationnels utilisés dans la simulation numérique. En plus de sa complexité, la mise
en oeuvre de ces filtres est donc un atout majeur par rapport aux filtres de Kalman ou même
à des formulations à partir de l’adjoint qui nécessitent, en plus de l’adjoint, des méthodes de
descente de gradient performantes.

Pour conserver notre structure habituelle nous définissons l’adjoint (Hv)′ par rapport à la
norme L2 pondérée sur Γm :

‖ẏ‖2
m

=

∫

Γm

s(ξ)
∣∣ẏ
∣∣2 dS,

on peut alors écrire sous forme matricielle

KX =

(
0

−γM−1(Hv)′

)
,

et l’opérateur de viscosité supplémentaire est alors

γ(Hv)′Hv = γ(Tm)TMTm,

où M est la matrice associée à la norme ‖·‖m et Tm l’interpolateur sur la frontière. Nous utili-
sons la notation M pour rappeler que cette matrice est un forme de matrice de masse sur la
frontière correspondant aux mesures. Par rapport aux autres présentations faisant apparaître
une matrice de covariance sur des mesures discrètes en espace, M est homogène à W−1.

d. Analyse de l’erreur d’estimation et espace d’erreur

L’estimation d’erreur repose sur les mêmes idées maîtresses que précédemment. Cependant
la structure frontière de l’opérateur nous a conduit à modifier le système de référence afin de
bénéficier de la régularité suffisante pour manipuler les termes frontières. On introduit donc
le système de référence modifié

{
˙̄X = AX̄ +R+KX(Z̄ −HX̄)

X(0) = X0 + ζX
(3.55)

où Z̄ = Hx est la mesure parfaite. Ce système n’est pas calculable en pratique mais il nous
sert de système intermédiaire dans le calcul de l’erreur. En effet, ce dernier nous permet de
contrôler l’erreur de discrétisation vue au travers de l’erreur d’observation ǫh = H(x − x̄h).
Avec un tel système, l’estimation d’état peut alors être contrôlée pour une norme plus riche

‖X̃‖E ′ =
1

2
X̃N ′X̃,

avec

N ′ = N + 2H ′H =

(
K 0

0 M + 2(Tm)TMTm

)
.

� CONTRÔLE DE L’ERREUR DE DISCRÉTISATION – Nous présentons l’analyse numérique
nécessaire pour considérer le système ci-dessus. Cette présentation se limite au cas où le sys-
tème réel n’a pas de viscosité interne afin de simplifier la présentation, mais la considérer ne
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modifierait pas le principe des estimations obtenues. Nous rappelons que les formulations
variationnelles satisfaites par le système réel et son approximation élément finis vérifient

∫

Ω
ρÿ · δy dΩ +

∫

Ω
ǫ(y) : A : δǫ dΩ =

∫

Ω
f · δy dΩ, ∀δy, (3.56)

∫

Ω
ρÿ

h
·δy

h
dΩ+

∫

Ω
ǫ(y

h
) : A : δǫ dΩ =

∫

Ω
f ·δy

h
dΩ+γ

(
Hv(ẏ− ẏ

h
),Hv(δy

h
)
)
m
, ∀δy

h
. (3.57)

Où nous notons (·, ·)m le produit scalaire associé à la norme d’observation.

On définit l’opérateur de projection Πh entre les espaces de déplacements continus et dis-
crets pour le produit scalaire associé à la raideur. En particulier

∫

Ω
ǫ
(
Πhy

)
: A : δǫ dΩ =

∫

Ω
ǫ(y) : A : δǫ dΩ, ∀δy

h
. (3.58)

Soustrayant (3.57) de (3.56) et en choisissant (Πhẏ − ẏ
h
) comme fonction test, on obtient alors

d

dt
‖Πhẏ − ẏ

h
‖2

In +
d

dt
‖Πhy − y

h
‖2

St + γ‖Hv(Πhẏ − ẏ
h
)‖2

m

= 2
(
Πhÿ − ÿ,Πhẏ − ẏ

h

)
In + γ

(
Hv(Πhẏ − ẏ),Hv(Πhẏ − ẏ

h
)
)
m
, (3.59)

où (·, ·)In et (·, ·)St sont les produits scalaires pour les formes bilinéaires d’inertie et de raideur,
avec ‖·‖In et ‖·‖St les normes associées. D’après l’inégalité classique

|
(
Hv(Πhẏ − ẏ),Hv(Πhẏ − ẏ

h
)
)
m
| ≤ 1

2

(
‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

m
+ ‖Hv(Πhẏ − ẏ

h
)‖2

m

)
,

on a

d

dt
‖Πhẏ − ẏ

h
‖2

In +
d

dt
‖Πhy − y

h
‖2

St +
γ

2
‖Hv(Πhẏ − ẏ

h
)‖2

m

≤ 2
(
Πhÿ − ÿ,Πhẏ − ẏ

h

)
In +

γ

2
‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

m
, (3.60)

qui implique
dEh
dt

≤ 2
(
Πhÿ − ÿ,Πhẏ − ẏ

h

)
In +

γ

2
‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

O,

avec
Eh(t) = ‖Πhẏ − ẏ

h
‖2

In + ‖Πhy − y
h
‖2

St,

et nous pouvons utiliser le lemme de Gronwall pour obtenir

Eh(t)
1
2 ≤

{
Eh(0) +

∫ t

0

γ

2
‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

m
dτ

} 1
2

+

∫ t

0
‖Πhÿ − ÿ‖In dτ. (3.61)

Ainsi,

Eh(t) ≤ 2Eh(0) +

∫ t

0
γ‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

m
dτ + 2t

∫ t

0
‖Πhÿ − ÿ‖2

In dτ, (3.62)

et en utilisant (3.60) nous avons aussi l’erreur d’observation

γ‖Hv(Πhẏ − ẏ
h
)‖2

m
≤ C

{
γ‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖2

m
+ ‖Πhÿ − ÿ‖2

In + ‖Πhẏ − ẏ
h
‖2

In

}
. (3.63)
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Bien sûr, afin d’obtenir des estimations similaires pour
(
y−y

h

)
, nous devons borner les erreurs

de projection
(
y−Πhy

)
dans les mêmes normes. Puisque les projections sont définies comme la

solution discrète d’un problème standard d’élasticité (cf. (3.58)), ce type de borne est classique
et dépend uniquement de la régularité du domaine et du chargement. Donc finalement ǫh peut
être borné en utilisant (3.63) et nous avons

‖ǫh‖W−1 ≤ C‖ǫh‖m ≤ C
(
‖Hv(Πhẏ − ẏ

h
)‖m + ‖Hv(Πhẏ − ẏ)‖m

)
. (3.64)

� RÉSULTATS DE CONTRÔLE FRONTIÈRE – Même si le système cible change, le système de
l’erreur suit toujours une dynamique stabilisée qui oriente son analyse vers les résultats de
contrôle frontière. Ceux-ci, comme évoqués, sont largement distincts de ceux pour un contrôle
réparti mais existent dans la configuration qui nous intéresse. En particulier Cox et Zuazua
(1995) réalisent l’extension pour un contrôle frontière en 1D du résultat de Cox et Zuazua
(1994) (leur résultat) déjà cité pour nos observations sous formes de cellules volumiques. Ainsi,
l’analyse d’erreur est la même que pour les mesures de tags et passe par le QEP.

Nous présentons ainsi Figure 3.22 le comportement du spectre dans le cas d’un observa-
teur frontière sur tout l’endocarde et l’épicarde, ou simplement sur tout l’endocarde. Cette
deuxième situation est motivée par les situations où l’imagerie et la segmentation ne per-
mettent pas le suivi de l’épicarde alors qu’elles sont de bonne qualité pour l’endocarde en
raison du fort contraste sur les images entre les tissus et le sang contenu dans les cavités.
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FIGURE 3.22: QEP pour le filtre DVF avec des mesures limitées à l’endocarde
(gauche) ou sur les deux frontières (droite). Le gain a été optimisé dans les deux
cas.

Nous passons alors directement à l’estimation finale où nous comparons Figure 3.23 l’er-
reur d’estimation à l’erreur d’interpolation et de discrétisation. Les résultats sont très positifs
et le paragraphe précédent nous fait prendre conscience de l’intérêt de choisir le système cible
dans l’analyse numérique. En effet l’erreur d’interpolation est toujours l’étalon optimal pour
analyser l’erreur, mais on peut se demander ce qu’il en est de l’erreur de discrétisation, notam-
ment en fonction du système de référence. En effet, nous avions choisi jusque là le système nu-
mérique correspondant simplement à une discrétisation classique du problème de référence,
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sans erreur mais sans prendre en compte non plus les mesures. Or, tout indique ici qu’il est né-
cessaire d’introduire les mesures dans le système discrétisé afin que l’erreur de discrétisation
soit dans les bons espaces. Mais ce système a d’autres avantages. En effet, puisqu’il est ali-
menté par les mesures, celui-ci est forcé par les observations contenant exactement le contenu
fréquentiel du système de référence. Or, en analyse numérique standard, on sait que les fré-
quences sont sur-évaluées, la structure discrète étant plus raide. Ce résultat se retrouve en effet
très simplement à partir des quotients de Rayleigh où le minimum est pris sur un espace de
plus en plus grand avec la diminution du pas de discrétisation en espace. On obtient alors,
pour des problèmes d’évolution en temps, des trajectoires déphasées entre le système réel et
sa discrétisation classique. Même si la période ne permet pas de l’observer sur les figures,
l’erreur de discrétisation peut alors être très importante. Au contraire en choisissant comme
système discrétisé un système ayant intégré les mesures, le forçage permet de rattraper ce dé-
phasage. Autrement dit notre estimateur est plus performant qu’une discrétisation classique
car il intègre les mesures et donc le contenu fréquentiel réel. Le système cible intermédiaire
permettant l’analyse numérique dès l’introduction, via une simple inégalité triangulaire, de-
vrait donc, dans tous les cas, intégrer lui aussi les mesures pour que l’estimation finale soit la
plus fine possible.
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FIGURE 3.23: Erreur finale d’estimation pour notre problème-test dans le cas de
mesures à l’endocarde. Comparaison avec l’erreur d’interpolation et de discrétisa-
tion

3.4.7 Extension en dynamique non-linéaire

a. Formulation du problème et de l’estimateur

Finalement nous proposons de tester nos estimateurs dans le cadre de la visco-élasticité non-
linéaire. Afin d’évaluer l’estimateur, nous commençons par un modèle mécanique qui est sim-
plement une extension en grands déplacements du précedent. Nous généralisons donc le sys-
tème présenté Section 3.4.1 à
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• un matériau hyperélastique de type Ciarlet-Geymonat

W e(e) = κ1(J1 − 3) + κ2(J2 − 3) + κ(J − 1) − κ lnJ,

• un terme visqueux de type pseudopotentiel

W v(e) = ηTr(ė2),

• un terme de précontrainte active

δWPS =

∫

Ω
σ0w(x, t) tr( dye · v) dΩ.

On s’approche donc progressivement du modèle cardiaque, avec pour les exemples numé-
riques les mêmes valeurs de κ1, κ2, κ mais ici on regarde 0.68Pa.s ≤ η ≤ 6.8Pa.s. Pour la
contractilité, celle-ci est augmentée à σ0 = 4.5 104Pa en raison des non-linéarités du système
afin de conserver des volumes éjectés physiologiques. Le système non-linéaire discrétisé en
espace est donc

MŸ + C(Y )Ẏ + F i(Y ) = FPS(Y, t), (3.65)

et l’estimateur proposé consiste à garder le même type de feedback linéaire

M
¨̂
Y + C(Ŷ )

˙̂
Y + F i(Ŷ ) = FPS(Ŷ , t) + γ(Hv)′(Z −Hv ˙̂

Y ). (3.66)

L’étude de cet estimateur est beaucoup plus délicate. Tout d’abord, on sait que la dyna-
mique de l’estimateur (y compris dans sa discrétisation) n’a pas été déstabilisée par l’ajout
du feedback puisqu’il correspond toujours exactement à un opérateur de dissipation. Nous
considérons cette propriété comme un gage au moins de robustesse. Cependant, comme nous
l’avons déjà largement vu, c’est le système de l’erreur dont on doit assurer la convergence. Or
l’erreur vérifie

M ¨̃Y + (C(Y )Ẏ −C(Ŷ )
˙̂
Y ) + γ(Hv)′Hv ˙̃Y +F i(Y )−F i(Ŷ ) = FPS(Y, t)−FPS(Ŷ , t) + γ(Hv)′Z.

Ce système peut être réécrit en ne faisant intervenir que la dynamique réelle (supposé régu-
lière, bornée etc...) et celle de l’erreur. Par exemple dans le cas de l’opérateur de type cellules,
on a alors un système couplé sur les variables X et X̃





MŸ + C(Y )Ẏ + F i(Y ) = FPS(Y, t)

M ¨̃Y +
(
C(Y )Ẏ − C(Y − Ỹ )(Ẏ − ˙̃Y )

)
+ γ(Hv)′HvỸ

+
(
F i(Y ) − F i(Y − Ỹ )

)
=
(
FPS(Y, t) − FPS(Y − Ỹ , t)

) (3.67)

La preuve de la stabilité de ce système n’est obtenue que localement à travers l’étude du li-
néarisé. Comme déjà exprimé dans un contexte très général Section 3.3.1.b., on doit choisir le
système sur lequel on définit l’équilibre et le linéarisé. Si on linéarise le système (3.67) dans
son ensemble, alors l’équilibre à considérer est (X, X̃) = (0, 0), ce qui signifie que le système
réel est analysé pour des petits déplacements. Or justement, une dynamique non-linéaire a été
privilégiée ici justement pour s’affranchir de cette limitation. Notre idée est plutôt de consi-
dérer la deuxième équation seule et d’appliquer les propriétés de stabilité des systèmes non
autonomes déjà citées. Le linéarisé de ce système est

M
¨̃
δY + (C(Y ) + γ(Hv)′Hv)

˙̃
δY +K(Y, Ẏ )δ̃Y = 0, (3.68)
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où K(Y ) est la raideur tangente du système

K(Y, Ẏ ) =
∂

∂Y
(F i + C(·)Ẏ − FPS)(Y ).

Or même si K et C sont désormais dépendants du temps (donc l’erreur n’est plus autonome),
la dynamique de l’erreur linéarisée est toujours stabilisée car tous les arguments développés
précédemment sont valides tant queK(Y ) reste positif. Dans ce cas, le linéarisé est donc stable
et il existe un voisinage de 0 pour l’erreur de condition initiale tel que la trajectoire de l’esti-
mateur converge vers la trajectoire réelle.

Les situations où K(Y ) n’est pas définie positive restent une difficulté. Plaçons-nous dans
le cas C indépendant de la déformation, alors «K(Y ) < 0 » a lieu lorsque la précontrainte est
une précontrainte de compression ∂

∂Y F
PS(X̂d) < 0 et où σ0 est de l’ordre du module d’Young

∣∣∣∣
∂

∂Y
FPS(X̂d)

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣
∂

∂Y
F i(X̂d)

∣∣∣∣ .

Cette situation est un cas de flambement sur la structure illustré Figure 3.24. Nous sommes

FIGURE 3.24: Exemple de flambement sur une poutre (fibre) en compression

alors dans une situation délicate de bifurcation y compris dans l’analyse numérique du sys-
tème cible lui-même soumis aux même types d’efforts. Une fois le schéma en temps choisi,
les opérateurs linéarisés sont en effet les opérateurs intervenant dans la résolution du New-
ton de la cible. Une question intéressante à traiter serait d’examiner si l’estimation favorise
une sélection dans la bifurcation. En effet, si le système cible a été soumis au même type de
contraintes, les mesures donnent une indication de la branche de bifurcation choisie lors du
flambement. Celles-ci, injectées dans l’estimateur pourraient permettre à ce dernier de choisir
la même branche que la cible.

b. Résultats numériques

Nous présentons Figure 3.25 le résultat d’estimation pour le filtre DVF obtenu sur une erreur
de condition initiale en surpression. Afin de valider la robustesse de notre filtre, nous avons de
plus augmenté la surpression d’un facteur 1.8 par rapport aux simulations précédentes, ce qui
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se traduit par une augmentation de volume bien au delà des conditions physiologiques. Les
résultats sont encore une fois très satisfaisants pour une complexité algorithmique négligeable
par rapport au problème direct puisqu’il a suffi d’ajouter un opérateur classique de viscosité
linéaire.
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FIGURE 3.25: Dynamique non-linéaire : Volume avec et sans filtre (gauche) et éner-
gie de l’erreur (droite)

3.5 Estimation d’état en élastodynamique à partir de déplacements

Dans toute cette section, nous nous concentrons désormais sur la définition d’un estimateur à
partir des déplacements. Ainsi

Z = Hx+ χ, avec H =
(
Hd 0

)(y
ẏ

)
.

Comme dans le cas de mesures de vitesses, Hd peut représenter les différentes cellules de tags,
ou correspondre à un opérateur frontière, mais il applique directement sur des déplacements.
D’après le chapitre 2, les tags fournissent en effet plus directement des déplacements. Ainsi,
les estimateurs à partir de mesures de vitesses étaient un peu artificiels, sauf à véritablement
considérer des données de flot optique sur des petits déplacements, à de très fortes résolu-
tions temporelles. Toutefois, les vitesses offraient directement à partir de contrôleurs un filtre
efficace via le DVF. Il va être plus délicat de construire un opérateur stabilisant (donc d’amor-
tissement) à partir des déplacements puisque la propriété de conjugaison énergétique entre
vitesses et forces ne tient plus pour des mesures de déplacements. Des possibilités existent ce-
pendant puisque le filtre de Kalman est capable de transformer des déplacements en opérateur
d’amortissement. En effet, par définition, il peut opérer sur n’importe quel type de mesures.
Nous verrons comment cette idée a été une source d’inspiration pour la création de ce que nous
appellerons ensuite « Direct Displacement feedback » (DDF) par analogie avec les DVF. Cette fin
de chapitre développe ainsi les résultats contenus dans Moireau et al (2008a).
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3.5.1 Définition de l’estimateur

Comme dans tout le chapitre on introduit H = H ◦ Ih tel que Z = HX + χ + ǫh et on se
concentre sur la définition de l’estimateur pour le système discrétisé

{ ˙̂
X = AX̂ +R+KX(Z −HX̂)

X̂(0) = X0

L’objectif est toujours la décroissance de l’énergie de l’erreur
{ ˙̃X = (A−KXH)X̃ −KX(χ+ ǫh)

X̃(0) = ζX

Dans le DVF, l’aspect dissipatif du contrôle est lié, du point de vue mécanique, au fait qu’on
applique, via les actionneurs, une force proportionnelle à la vitesse mesurée par les capteurs.
Or les forces sont les conjugués énergétiques des vitesses en mécanique ce qui offre direc-
tement un opérateur monotone γ(Hv)THv dissipatif dans le calcul de l’énergie de l’erreur

γ ˙̃Y (Hv)THv ˙̃Y . Si avec des déplacements nous opérons comme en (3.30), en posant

KX =

(
0

γM−1(Hd)′

)
,

on a
M

¨̂
Y + C

˙̂
Y +

(
K + γ(Hd)′Hd

)
Ŷ = R+ γ(Hd)′Z. (3.69)

La dynamique du second ordre pour l’erreur à l’image de (3.32) devient alors

M ¨̃Y + C ˙̃Y +
(
K + γ(Hd)′Hd

)
Ỹ = 0, (3.70)

où à K s’ajoute une nouvelle rigidité par l’opérateur monotone (Hd)′Hd. Dans l’absolu, cette
rigidité ajoutée peut avoir pour les systèmes déjà amortis naturellement un effet sur le posi-
tionnement général des parties réelles des pôles comme le montre un simple calcul de sensibi-
lité. En effet la rigidité ajoutée fait monter le système en fréquence, or l’amortissement naturel
augmente avec la fréquence, donc le système est globalement plus amorti. Cependant ce dépla-
cement des pôles est assez indirect (et de relative faible ampleur) et nécessite de traiter ensuite
un problème aux fréquences plus élevées et donc moins physiques. Entre autres difficultés,
la discrétisation en temps imposerait un pas de temps plus petit pour représenter les vibra-
tions de la structure suivant la règle empirique de conserver une vingtaine de pas de temps
pour la période du mode représenté de plus haute fréquence. Nous devons donc nous écarter
de la stratégie DVF inspirée du contrôle et choisissons de bénéficier de la situation précise de
notre problématique : définir un observateur numérique. En effet, comme notre estimateur est
numérique, nous n’avons aucune restriction sur le choix et le positionnement des actionneurs.
Les capteurs sont imposés par la mesure mais les actionneurs sont virtuels à tel point que nous
sommes libres de modifier aussi la première équation de A qui donne initialement la vitesse
du système comme la dérivée du déplacement. A l’instar de ce que la Section 3.3.3 permettait
d’imaginer si on relâchait la contrainte de la faisabilité d’un tel contrôle, on définirait donc

KX =

(
γK−1(Hd)′

0

)
, (3.71)
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pour que, en reprenant notre notation X̂ =
(
X̂d

X̂v

)
, le système devienne





˙̂
Xd = X̂v + γK−1(Hd)′(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.72)

Nous insistons sur cette notation déjà introduite pour le filtre de Kalman 3.2.2, puisque la

première équation ne permet plus d’écrire « ˙̂
Xd = X̂v ». D’après la relation (3.12), le filtre de

Kalman opérait en effet lui aussi sur cette équation qui en contrôle est pourtant inviolable.

Précisons l’importance du K−1 au travers du calcul de l’énergie de l’erreur. En effet, la
dynamique de l’erreur est

{
K ˙̃Xd = KX̃v − γ(Hd)′HdX̃d − γ(Hd)′(ǫh + χ)

M ˙̃Xv + CX̃v +KX̃d = 0
(3.73)

donc, pour obtenir l’énergie du système, on multiplie la première équation par (X̃d)T et la
seconde par (X̃v)T qui sont directement les conjugués énergétiques

d

dt
(
1

2
X̃TNX̃) =

d

dt

(1
2
(X̃v)TMX̃v +

1

2
(X̃d)TKX̃d

)

= −γ(X̃d)T (Hd)′HdX̃d − (X̃v)TCX̃v − γ(X̃d)T (Hd)′(ǫh + χ),
(3.74)

où cette fois on retrouve un terme de dissipation à partir des déplacements et non plus des
vitesses. Afin de souligner la structure de l’estimateur par rapport à l’énergie de l’erreur nous
le définirons donc sous la forme




K

˙̂
Xd = KX̂v + γ(Hd)′(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.75)

Reste à considérer, au regard des critères d’efficacité, les deux éléments de « réglage » à
disposition dans cet estimateur qui sont bien sûr le gain γ mais aussi le choix de l’espace dans
lequel l’adjoint (Hd)′ est défini. Nous pouvons continuer comme pour le DVF à considérer
pour l’adjoint une norme L2 sur l’espace d’observation notée W−1. Par exemple pour un ob-
servateur frontière, nous avons vu apparaître un opérateur de masse sur le bord. Cependant
utiliser la même norme pour Hd introduit une dissipation en déplacement (X̃d)T (Hd)′HdX̃d

à comparer avec le (X̃v)T (Hv)′HvX̃v du DVF. Or Pour chaque mode de pulsation ω, le DVF
fait apparaître en utilisant la vitesse un facteur d’amplification en ω2. Dans l’optique d’une
telle amplification, l’idée serait d’utiliser pour l’adjoint de Hd un opérateur de raideur au lieu
de l’opérateur de masse, c’est-à-dire une norme de type H1 au lieu de L2. Cependant, nous
ne pouvons pas utiliser la véritable raideur du système sur l’espace des observations puisque
ces dernières ne sont que partielles par rapport au vecteur d’état complet. Pour contourner
la dimension de l’espace d’observation, nous décidons donc d’effectuer un relèvement de cet
espace sur l’espace d’état afin de pouvoir lui appliquer l’opérateur de raideur. Pour fixer les
idées, on peut considérer par exemple un opérateur d’observations frontière sur ∂Ω. Alors on
décide que tout vecteur dans cet espace est relevé sur l’espace des déplacements sur tout Ω par





div(A · ∇y) = 0, sur Ω

y = y
m
, sur ∂Ω
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On applique alors sur ce relèvement l’opérateur de raideur qui fournit directement un champ
de forces aux bord. Ce type de relèvement (harmonique) est très classique en décomposition de
domaine. L’objectif est de généraliser cette idée pour n’importe quel opérateur d’observation.
Les inverses généralisés (« statiques ») introduits Section 1.2.1 vont nous aider à cet effet. En
effet, pour n’importe quel opérateur H nous pouvons définir le relèvement comme l’inverse
généralisé de Hd pour la norme K, ou encore par la minimisation équivalente de

min
X |Z=HdX

1

2
XTKX. (3.76)

Ainsi à chaque pas de temps on effectue une estimation statique de l’observation pour trouver,
pour cette donnée uniquement, le meilleur état statique (sans présupposé de la dynamique
donc) au sens de l’énergie mécanique. En pratique, cette minimisation peut être obtenue à
partir du problème mixte (

0 Hd

(Hd)T K

)(
ΛZ
XZ

)
=

(
Z

0

)
, (3.77)

par complément de Schur, ce qui pour un observateur frontière rappelle encore une pratique
classique en décomposition de domaine. En résolvant ce système en ΛZ on définit donc de
manière unique l’opérateur S tel que ΛZ = −SZ. Le filtre est alors donné par

(Hd)′Z = KXZ = (Hd)TSZ.

Ainsi cette estimation statique est reinjectée dans la dynamique qui devient



K

˙̂
Xd = KX̂v + γ(Hd)TS(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.78)

conduisant à
d

dt
(
1

2
X̃TNX̃) = −γ(X̃d)T (Hd)TSHdX̃d − (X̃v)TCX̃v − γ(X̃d)T (Hd)TS(ǫh + χ). (3.79)

Nous appelerons finalement ce filtre « Schur Displacement Feedback » (SDF) pour ne conser-
ver l’appellation DDF que dans le cas où l’adjoint est L2. Ce filtre n’est plus collocalisé mais
créé fondamentalement pour que HdSHd se comporte comme K. En fait, si on note Xcorr le
relèvement de l’erreur d’observation Z −HdXd alors le complément de Schur permet d’écrire
sur la première équation

˙̂
Xd = X̂v + γXcorr.

Ainsi si on avait eu le déplacement complet comme observation (ce qui limite dans ce cas
l’intérêt d’un estimateur !) on aurait pris exactement K = (Hd)′Hd et on aurait simplement
corrigé la première équation par l’erreur d’observation

˙̂
Xd = X̂v + γZ̃.

Pour mettre en oeuvre ce filtre, on peut commencer par écrire le système complet de l’es-
timateur




0 0

0

K

0 M




⌢̇


ΛZ
XZ

Xd

Xv


 =




0 Hd −Hd 0

(Hd)T K 0 0

−(Hd)T 0 0 K

0 −K −C







ΛZ
XZ

Xd

Xv


+




Z

0

0

R


 , (3.80)
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On voit alors qu’en pratique, en tout cas avec une schéma implicite et un solveur direct, on a
largement augmenté la dimension du système à résoudre pour passer de Nd à 3Nd+m, consé-
quence de la résolution du problème mixte initialement défini en (3.77). Là encore c’est ce que
nous avons vu au premier chapitre qui va nous offrir sur le même principe une formulation
largement préférable. On décide en effet de ne pas définir l’adjoint via la minimisation (3.76)
mais par une forme pénalisée

min
X

1

2

{
XTKX + κ‖Z −HdX‖2

W−1

}
. (3.81)

Par rapport au chapitre 1, on exprime simplement le fait que l’a priori sur l’état se mesure au
travers de la matrice de K et on voit là encore l’analogie entre la covariance au sens proba-
biliste et la norme pour laquelle on caractérise les espaces en déterministe. Nous avons aussi
vu au chapitre 1 que cette formulation permettait pour tout Z de définir une solution (carac-
tère bien posé du problème) car même un Z qui n’est pas sous la forme HdX va être projeté
sur cet espace. Cette remarque assure une solution y compris lorsque Hd n’est pas surjectif
(par exemple pour l’opérateur frontière continu introduit Section 3.4.6). Elle est aussi encoura-
geante vis-à-vis du bruit en assurant à coup sûr la projection de Z sur l’espace image de Hd.
Du point de vue algébrique, les calculs ont déjà été mené et le système à résoudre devient

(
− 1
κW Hd

(Hd)T K

)(
ΛZ
XZ

)
=

(
Z

0

)
. (3.82)

On peut alors éliminer le multiplicateur de Lagrange pour obtenir une expression familière
(où K a remplacé P0)

(Hd)TS = κK
(
K + κ(Hd)TW−1Hd

)−1
(Hd)TW−1, (3.83)

conduisant à l’estimateur SDF


K

˙̂
Xd = KX̂v + γκK

(
K + κ(Hd)TW−1Hd

)−1
(Hd)TW−1(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.84)

A la différence du DDF, ici nous pouvons désormais simplifier la première équation par K
pour obtenir une structure classique





˙̂
Xd = X̂v + γκ

(
K + κ(Hd)TW−1Hd

)−1
(Hd)TW−1(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.85)

mais dans tous les cas, DDF ou SDF, la première équation traduit en continu une relation
« point par point » du type

˙̂
Xd = X̂v + γXcorr.

3.5.2 Analyse de l’estimateur

a. QEP

Les pôles du système sont donnés cette fois par le problème aux valeurs propres
(
γ(Hd)′Hd K

−K −C

)
V = λ

(
K 0

0 M

)
V, (3.86)
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et nous commençons ici par quelques résultats numériques pour des observations sur les cel-
lules de tags.

� DDF – Nous observons numériquement que pour des valeurs de γ telles que tout le
spectre est déplacé vers la gauche alors le taux de décroissance est nettement moins bon que
pour le DVF. Ainsi, afin d’obtenir une décroissance suffisante pour la plupart des modes nous
sommes contraints d’augmenter artificiellement le gain de telle sorte que les tout premiers
modes sont ramenés vers l’axe réel (cf. Figure 3.26). Ainsi un ζX qui contient ces modes sera
faiblement amorti. Pour illustrer cette idée nous utiliserons plus bas les deux types de condi-
tions initiales présentées pour le DVF Section 3.4.5 que sont la condition initiale en pression et
celle à partir d’une combinaison linéaire des premiers modes amortis. Pour mémoire, la pre-
mière CI est donc un exemple de condition que l’on pourrait rencontrer en pratique, alors que
la deuxième nous permet d’étudier le cas le moins favorable.
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FIGURE 3.26: Pôles de l’estimateur DDF pour l’observateur de type cellules volu-
miques. Comparaison avec les pôles de la structure initiale.

� SDF – Pour ce deuxième estimateur, les performances, comme attendu, sont nettement
plus intéressantes. Pour comprendre la Figure 3.27 remarquons tout d’abord qu’on déduit de
(3.83) l’identité

(Hd)TSHd +K
(
K + κ(Hd)TW−1Hd

)−1
K = K, (3.87)

donc9

0 ≤ (Hd)TSHd.

Dans le cas idéal (Hd)TSHd = K et dans les autres cas, sur le principe,Hd a beau être de beau-
coup plus petite dimension que K, l’opérateur (Hd)TSHd est proche de K au moins pour les
basses fréquences. Donc il est pertinent de comparer le spectre à celui justement où on choisit
K. Dans ce cas, nous pouvons alors mener les calculs de spectre analytiquement conduisant

9On note au passage que (3.87) permet de retrouver immédiatement que (Hd)T SHd est symétrique.
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au QEP
λ2MV + λ(γM + ηK)V + (γη + 1)KV = 0. (3.88)

Ces pôles se déduisent en effet du problème avec amortissement proportionnel

λ̃2MV + λ̃(αM + βK)V +KV = 0, (3.89)

avec λ̃ = λ√
γη+1

, α = γ√
γη+1

, β = η√
γη+1

. Alors les résultats précédemment obtenus donnent
donc un gain optimal qui au premier ordre est

γopt =
√

2ω0 + h.o.t, (3.90)

où les termes d’ordre supérieur sont en O(ω0η)
2 et ω0 est la première fréquence propre du

système (dans l’exemple numérique présenté ω0η ∼ 10−2). On constate que cette estimation
du gain optimal pour le SDF est indépendante de la discrétisation à partir du moment où le
premier mode est bien représenté, ce qui est un gage de robustesse.
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FIGURE 3.27: Pôles de l’estimateur SDF pour l’observateur de type cellules volu-
miques. Comparaison avec les pôles du SDF à observation complète.

b. Remarques sur les systèmes fortement visqueux

Le fait de modifier la première équation avec le filtre peut poser problème dans le cas des sys-
tèmes fortement visqueux qui sont plus proches d’un système parabolique que d’un système
hyperbolique. Le système écrit sous forme du premier ordre en déplacements vitesses devient
alors singulier. Dans ce cas limite on vérifie que la correction doit donc être introduite comme
une force directement dans la principe de la dynamique. L’estimateur correspond à (3.70) où
le terme d’inertie est négligé

C
˙̂
Y +

(
K + γ(Hd)′Hd

)
Ŷ = R+ γ(Hd)′Z,
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soit pour l’erreur

C ˙̃Y +
(
K + γ(Hd)′Hd

)
Ỹ = 0.

On contrôle ainsi la norme du système en testant cette équation sur les déplacements (et non
plus les vitesses)

d

dt
(
1

2
Ỹ TCỸ ) = Ỹ TKỸ + γỸ (Hd)′HdỸ .

Ce type de relation donne clairement le principe du filtre envisageable pour les systèmes pa-
raboliques généraux.

Pour ce qui nous concerne, la question reste de savoir si une viscosité trop importante peut
détériorer le filtre SDF ou DDF. Pour des viscosités jusqu’à la limite du sur-critique (donc une
classe à laquelle appartient le système cardiaque) on peut se convaincre aisément que ce n’est
pas le cas en réécrivant formellement sous forme du second ordre notre estimateur SDF (3.72).
Tous calculs faits, on a

MẌd + (C + γMK−1H ′H)
˙̂
Xd + (K + γCK−1H ′H)X̂d =

F + γMK−1H ′Ż + γCK−1H ′Z, (3.91)

Cette expression permet de comprendre comment agit le filtre sur les différents opérateurs
mécaniques. Il ajoute en effet indirectement à la fois une contribution à la viscosité mais aussi
à la raideur. L’interprétation détaillée de (3.91) est délicate dans le cas général puisque tous
les opérateurs ne sont plus monotones. Cependant, dans le cas d’observations parfaites, on
obtient

MẌd + (C + γM)
˙̂
Xd + (K + γC)X̂d = F + γMŻ + γCZ

qui, pour C = ηK, conduit au calcul de pôles (3.88). Dans ce cas, on peut complètement jus-
tifier que le filtre agit efficacement en remontant le seuil critique des modes (voir Figure 3.7
où on remonte le sens des flèches). De façon générale, cette contribution sur la raideur agit
donc dans le sens des premières remarques de ce paragraphe pour les systèmes très visqueux.
Formellement et numériquement nos estimateurs ont donc un bon comportement quelle que
soit la viscosité du système.

L’expression (3.91) permet aussi de constater l’action de notre estimateur sur les observa-
tions. Nous savons désormais que les filtres sont simples à concevoir dès qu’on dispose de
vitesses. Dans le cas présent, nous n’avons que des déplacements mais formellement le DDF
ou SDF dérivent en temps cette donnée de déplacement (terme en γMK−1H ′Ż) pour conce-
voir de nouveau une forme de DVF.

c. Remarques théoriques

Tout d’abord l’ensemble des résultats présentés pour le DVF pourrait s’appliquer dans le cadre
DDF-SDF sous condition que le semi-groupe engendré par la dynamique (3.72) soit exponen-
tiellement stable. En effet, l’observateur formulé correspond à un système stabilisé tel qu’ana-
lysé dans le théorème 3.3.6 (avec B′ = (Hd 0)) liant stabilisation et contrôlabilité exacte. À la
différence cependant du DVF, il n’existe pas de résultat de contrôlabilité exacte dans ce cas
puisque, pour un système réel, aucun actionneur n’est capable de corriger le fait que la vitesse
est la dérivée de la position ! Notre observateur numérique, en revanche, permet de s’affranchir
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de telles limites. Les résultats particuliers pour ce système sont donc ouverts, soit autour de
l’exponentielle stabilité classique, soit autour de la formulation d’un opérateur Riez-spectral.
Sous condition de cette stabilité, on obtiendrait alors, comme pour le DVF, une estimation a
priori du type

‖X̃‖E ≤ C
(
e−T/τ‖ζX‖E + γ

√
τ‖ǫh + χ‖L2([0,T ],m)

)
. (3.92)

Une autre piste intéressante pour assurer le résultat en fonction de la discrétisation est
de s’appuyer non pas sur le système non stabilisé et donc sur le spectre de l’opérateur ellip-
tique associé, mais de regarder le système comme une perturbation au moins pour les basses
fréquences du système stabilisé par K. En effet, en dimension infinie aussi, on pourrait uti-
liser le fait que les modes de ce système non auto-ajoint restent ceux du problème elliptique
donc forment une base de Riez. Puis pour tout γ, y compris γ fini et non pas simplement en
étude de sensibilité, on pourrait espérer en décomposant hautes et basses fréquences contrôler
les premières par la viscosité interne (comme pour le DVF finalement) et les basses par cette
perturbation.

d. Autres opérateurs d’observation

� OBSERVATION FRONTIÈRE – On reprend l’opérateur frontière introduit avec le DVF mais
cette fois on l’applique sur des déplacements. Notamment, on considère les deux situations
où les mesures sont disponibles sur endocarde et épicarde ou seulement sur l’endocarde. Les
performances du filtre sont bonnes dans les deux cas, assurant le fait que les observations sur
la frontière interne sont suffisantes du point de vue de l’observabilité. Lorsque les mesures
sont disponibles sur l’ensemble des frontières, on remarque que, dans ce cas, les pôles du filtre
SDF sont très proches des pôles du filtre à observation complète.
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FIGURE 3.28: Pôles pour le DDF and SDF en cas de mesures à l’endocarde (gauche
et centre), pour le SDF dans le cas de mesures sur toute la frontière (droite)

� OBSERVATION NORMALE SUR LA FRONTIÈRE – Dernier type d’opérateur d’observation :
on considère seulement une composante du déplacement sur la frontière, en particulier le dé-
placement normal. Cette idée est motivée par les mesures issues par exemple du flot optique
où on peut raisonnablement supposer que la seule grandeur accessible est le déplacement des
points de la surface dans la direction orthogonale à cette surface. Le feedback issu de ce type



224 Chapitre 3. Estimation d’état pour une classe de systèmes hyperboliques

de mesure s’écrit alors ∫

Γm

(ỹ · ν)(ν · δy) dS. (3.93)
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FIGURE 3.29: Pôles pour le DDF (gauche) and SDF (droite) en cas de mesures des
déplacements normaux à la surface

Figure 3.29, on constate que les performances du filtre sont nettement moins bonnes. De
plus des essais avec d’autres directions, tangentes à la surface ou une des directions ex, ey,
ez, montrent le même type de comportement spectral. Ce n’est seulement qu’en ajoutant trois
directions orthogonales qu’on retrouve les performances du paragraphe précédent. Cette per-
formance est la conséquence directe d’un manque d’observabilité. Supposons, par exemple,
que notre ellipsoïde soit symétrique (il l’est presque) et en rotation autour de son axe d’inertie
alors les déplacements normaux seraient nuls et ne permettraient pas le contrôle de la struc-
ture.

3.5.3 Schéma en temps

Comme pour le DVF, nous profitons du fait que l’énergie est une fonction de Liapounov pour
le filtre pour dériver le schéma en temps de l’estimateur des règles de différences finies trapé-
zoïdales du schéma de Newmark. Le schéma est donc donné par





K
X̂d
n+1 − X̂d

n

∆t
= K

X̂v
n+1 + X̂v

n

2
+ γ(Hd)′

(
Zn+ 1

2
−Hd

X̂d
n+1 + X̂d

n

2

)

M
X̂v
n+1 − X̂v

n

∆t
+ C

X̂v
n+1 + X̂v

n

2
+K

X̂d
n+1 + X̂d

n

2
= Fn+ 1

2

X̂d
n=0 = Y0, X̂v

n=0 = Ẏ0

(3.94)

qui fournit une relation exacte de décroissance de l’énergie discrète

1

2∆t
(X̃T

n+1NX̃n+1 −XT
nNXn) = −γ(X̃d

n+ 1
2

)T (Hd)′HdX̃d
n+ 1

2

+ (X̃v
n+ 1

2

)TCX̃v
n+ 1

2

− γ(X̃d
n+ 1

2

)T (Hd)′(χ+ ǫh)n+ 1
2
. (3.95)
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Cependant, à la différence du DVF, ce schéma est implicite en temps sur les deux équa-
tions avec des opérateurs non diagonaux. Autrement dit, on ne doit pas résoudre à la volée
la première équation pour la remplacer dans la seconde mais inverser ce système à N = 2Nd

degrés de libertés. Comme évoqué précédemment, la complexité de l’inversion des systèmes
linéaires est en N fois la largeur de bande au carré donc par rapport à une simulation méca-
nique classique où on inverse l’opérateur de Newmark 1

2K + 1
∆tC + 2

∆t2
M (cf Section 2.4.2b.)

l’inversion directe du système coûte approximativement 8 fois plus cher.

Pour contourner cette difficulté, dans le cas du SDF, nous pouvons choisir de résoudre le
système (3.94) par un algorithme itératif si nous trouvons un préconditionneur efficace. On
rappelle que dans ce cas le principe de la résolution du système nécessite de pouvoir calculer

D−1
prec ·DSDFV,

pour tout vecteur V où DSDF est l’opérateur à inverser initialement dans le schéma en temps,
soit pour nous

DSDF =

(
K + γ∆t

2 (Hd)TSHd −∆t
2 K

K
2

M
∆t + C

2

)(
X̂d
n+1

X̂v
n+1

)
= RHS.

D’après les analyses précédentes, nous choisissons naturellement le préconditionneur

Dpre =

(
K + γ∆t

2 K −∆t
2 K

K
2

M
∆t + C

2

)(
X̂d
n+1

X̂v
n+1

)
= RHS,

qui est plus simple à inverser car on peut simplifier toute la première équation par K (voir
ci-dessous). Ce système correspond à notre estimateur où on a remplacé (Hd)′Hd par K, c’est-
à-dire l’estimateur en cas d’observations complètes sur l’état. Or nous avons vu que les deux
spectres de DSDF et Dpre étaient comparables. Pour quantifier la performance du précondi-
tionneur, on élimine X̂v

n+1 dans la deuxième équation pour obtenir une formulation de type
Newmark

KSDFX̂
d
n+1 = RHS, avec KSDF = K +

γ∆t

2
(Hd)TSHd +

∆t

4
K

(
M

∆t
+
C

2

)−1

K. (3.96)

Pour le préconditionneur on doit donc considérer

KpreX̂
d
n+1 = RHS, avec Kpre = K +

γ∆t

2
K +

∆t

4
K

(
M

∆t
+
C

2

)−1

K,

et puisque (3.87) donne
0 ≤ (Hd)TSHd ≤ K,

on a pour ces matrices symétriques (cf. (3.87)) positives

KSDF ≤ Kpre.

De l’autre côté, on obtient aussi

Kpre

1 + γ∆t
2

= K +
∆t
4

1 + γ∆t
2

K

(
M

∆t
+
C

2

)−1

K ≤ KSDF.
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donc,

KSDF ≤ Kpre ≤
(
1 +

γ∆t

2

)
KSDF,

donc le conditionnement est proche de 1 quand γ∆t
2 est petit.

Maintenant du point de vue algorithmique, nous avons dit que le préconditionneur était
plus simple à inverser que le SDF car on pouvait simplifier par K la première équation. Plus
précisément, d’après la forme (3.84) du filtre SDF, la première multiplication DSDFV avant
l’inversion de Dpre nécessite l’inversion (K+κ(Hd)TW−1Hd)−1 et introduit l’opérateur K sur
la première ligne. Cet opérateur peut alors être simplifié lors de la résolution de

DpreṼ = DSDFV =

(
K∗
∗

)
.

On n’a donc pour inverser Dpre qu’à résoudre un système proche d’une dynamique classique




X̂d
n+1 − X̂d

n

∆t
=
X̂v
n+1 + X̂v

n

2
− γ

X̂d
n+1 + X̂d

n

2
+Rn+ 1

2

M
X̂v
n+1 − X̂v

n

∆t
+ C

X̂v
n+1 + X̂v

n

2
+K

X̂d
n+1 + X̂d

n

2
= Fn+ 1

2

(3.97)

se ramenant uniquement à l’inversion deKpre. On a donc au final à chaque pas de l’algorithme
itératif d’inversion, deux inversions de matrices ((K+κ(Hd)TW−1Hd) puis Kpre) de taille Nd.

Nous avons mise en oeuvre cette idée avec un algorithme de GMRES préconditionné.
Nous avons fixé la tolérance à 10−8 et obtenu convergence avec au maximum 4 itérations. Le
nombre d’itérations décroît de plus au cours du temps pour atteindre rapidement 2 itérations
lorsque l’estimateur converge vers la véritable trajectoire. Nous présentons Figure 3.30, la dif-
férence en norme de l’énergie entre les deux solutions données par les méthodes directes et
itératives.
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FIGURE 3.30: Différence entre les deux types d’inversion directe et itératif
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3.5.4 Résultats d’estimation

Passons maintenant à des exemples concrets d’estimation dans le cas de mesures issues des
cellules de tags. Comme pour le DVF, nous commençons Figure 3.31 par l’analyse de l’erreur
de condition initiale, c’est-à-dire la contribution du système homogène de condition initiale
ζX .
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FIGURE 3.31: Énergie relative de l’erreur pour le système homogène SDF and DDF
(remis à l’échelle par l’énergie de la condition initiale)

Ensuite, nous passons sur la contribution liée au bruit et à la discrétisation qui sont du
même type que pour le DVF. Nous nous intéressons donc directement à l’estimation finale, où
nous présentons Figure 3.32 la poursuite de la trajectoire cible au travers des courbes de vo-
lume puis au travers des estimations d’analyse numérique classiques Figure 3.33. On constate,
comme attendu, que les deux filtres, DDF et SDF, sont très efficaces. Cependant, Figure 3.31,
le filtre SDF permet de stabiliser efficacement tous les types de conditions initiales. Ainsi, sur
la Figure 3.33, le filtre SDF permet de se rapprocher en fin de période d’estimation de l’er-
reur d’interpolation alors que le filtre DDF, lui, reste au niveau de l’erreur de discrétisation.
Autrement dit, à l’image du DVF pour les mesures de vitesses, le SDF pour les déplacements
encourage à assimiler les données dès qu’elles sont disponibles, y compris dans une situation
de simulation directe classique « sans incertitude ».

3.5.5 Cas d’observations eulériennes

a. Définition de l’estimateur

Pour l’instant, nous avons toujours supposé les observateurs linéaires afin de définir, mais
surtout d’analyser, les performances de nos estimateurs. Pour le DVF, nous avons aussi été
jusqu’à regarder le comportement de l’estimateur dans le cas d’une dynamique non-linéaire,
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FIGURE 3.32: Volume avec et sans filtre (gauche) et zoom autour de t = 0 (droite)
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FIGURE 3.33: Comparaison des erreurs d’estimation, d’interpolation et de discréti-
sation : DDF (gauche) et SDF (droite)

mais toujours avec un opérateur d’observation linéaire. Or, nous avons vu au chapitre 2 que
les données d’observation étaient parfois extrêmement complexes et non-linéaires. C’est no-
tamment le cas quand on choisit de conserver la structure profondément Eulerienne de la
majorité des données d’imagerie, par exemple les segmentations de ciné-IRM. En fait les tags
font un peu figure d’exception puisque même les données de flot optique devraient en réalité
être considérées sous une angle Eulerien. Ici nous nous concentrons sur le cas qui nous semble
le plus représentatif et d’enjeu le plus important, c’est-à-dire l’utilisation directe de données
d’IRM classique. En effet, de nombreuses équipes de traitement d’image utilisent des mo-
dèles biomécaniques pour construire des méthodes de segmentation leur images. On pourra
consulter parmi d’autres Cohen et al (1991) ; Montillo et al (2002) ; Papademetris et al (2004).
Pour cela, elles utilisent en général ce qu’elles appellent des forces images. Ces forces sont
en fait proportionnelles à la distance entre le contour de l’image et le modèle biomécanique
afin d’attirer ce dernier vers le contour réel. Bien évidemment, puisque le contour de l’image
est recherché (donc inconnu !), ces méthodes tentent de le détecter au travers du gradient de
l’image mais, indépendamment des techniques de plus en plus abouties pour caractériser ce
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contour, le principe est bien de faire converger la géométrie d’un modèle mécanique (appelé
modèle déformable dans la communauté de l’imagerie) sur ce contour. Cette méthode peut
être effectuée de manière quasi-statique ou au cours du temps, voir notamment Sermesant
(2003) ; Rouchdy et al (2007) et leurs références. Le cadre dynamique en imagerie médicale
est largement circonscrit au système cardiaque mais on peut aussi trouver des besoins pour le
système respiratoire comme décrit dans von Berg et al (2007). Schématiquement ces méthodes
sont donc des estimations de la forme

Ŷ = K−1FImage(Y, t),

où
M

¨̂
Y + C

˙̂
Y +K

ˆ̂
Y = K−1FImage(Ŷ , t),

avec FImage(Y, t) cette force image proportionnelle à la distance entre le contour estimé et le
contour perçu dans l’image. Remarquons qu’il n’existe pas à notre connaissance de version en
grands déplacements de cette méthode tenant compte de l’inertie. Néanmoins, Rouchdy et al
(2007) proposent de résoudre, par une méthode de type Fourier, une dynamique sur-critique
(parabolique) avec énergie hyperélastique de type Saint-Venant.

Plaçons-nous du point de vue méthodologique et examinons alors la ressemblance de ces
méthodes avec nos procédés d’estimation. Pour cela on considère que le travail a déjà été fait,
c’est-à-dire que la segmentation a déjà eu lieu. Ceci évite de gérer une méthode pertinente de
définition implicite du contour, ce qui est un sujet de recherche en soi. Ensuite, cela se justifie
aussi dans un processus à deux étapes où on commence par des segmentations classiques
avant d’y plonger un modèle mécanique qui va apporter une cohérence cinématique et même
mécanique si le modèle est pertinent. Les segmentations étant données au cours du temps,
on veut réaliser une estimation à partir uniquement de ces surfaces extraites comme nous
l’avons fait pour d’autres données d’observation. Ces surfaces, notées (Sk), correspondant à la
segmentation sont fournies avec un échantillonnage en temps, tous les k∆T, 1 ≤ k ≤ N∆T . Cet
échantillonnage est plus grossier que le pas de temps de simulation. Nous prenons soin de le
considérer à nouveau car la non-linéarité des opérateurs d’observation mis en jeu complexifie
la notion d’interpolation des mesures en temps vue en introduction de ce chapitre.

Comme déjà exprimé au chapitre 2, ces surfaces ne peuvent s’exprimer simplement sous
la forme Z = H(x) + χ. En revanche, elles peuvent être utilisées pour déterminer si un point
du modèle est placé sur cette surface ou non en calculant la distance de ce point à Sk. Ainsi,
un estimateur suit le système réel au sens de l’observation si

dist(x, Sk) = 0, ∀x ∈ ∂Ω̂t, (3.98)

où x(t, ξ) = ξ + y(t, ξ) est la position en configuration déformée pour l’estimateur (i.e sur
Ω̂t). Cette relation réécrite en configuration Lagrangienne et sur tous les points des surfaces
du modèle éléments finis s’écrit donc sous la forme Dk(Z,X) = 0 à comparer en linéaire à
Zk −HX = 0. En l’occurrence, la présence de bruit transforme cette relation en

Dk(Z,X) = χ,

comme déjà introduit au chapitre 1. Afin de prendre en compte l’échantillonnage en temps,
et de formuler un opérateur (généralisé) d’observations à tous les pas de temps, on introduit
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alors l’interpolation sur ces distances

D(X̂d, t) = αk(t)D(X̂d, Sk) + (1 − αk(t))D(X̂d, Sk+1), ∀t ∈ [k∆T, (k + 1)∆T ]. (3.99)

Cette interpolation a du sens si la distance est signée, c’est-à-dire si la surface est orientée
de telle sorte qu’on puisse déterminer si on est à l’intérieur ou à l’extérieur du domaine Ωt

poursuivi. Dans ce cas, cette interpolation est légitime même si la surface ∂̂Ωt est comprise
entre deux surfaces successives Sk et Sk+1 comme schématisé Figure 3.34. Insistons sur le fait

∂Ω̂tSk+1 Sk

νSk

νSk+1

P

M : x = ξ + y

FIGURE 3.34: Projection du contour estimé entre deux surfaces d’images succes-
sives

que ce choix d’interpolation en temps est directement le pendant non-linéaire de celle que nous
avions effectuée en linéaire en introduisant

(αk(t)Zk + (1 − αk(t))Zk+1) −H(X̂) = αk(t)(Zk −H(X̂)) + (1 − αk(t))(Zk+1 −H(X̂)).

Elle aura donc les mêmes implications en terme d’erreur d’estimation avec l’ajout d’un terme
ǫ∆T en O(∆T ).

Au chapitre 1, nous avions vu que la définition d’un filtre dans le cas d’un opérateur
d’observation non-linéaire faisait apparaître la dérivée de D par rapport à l’état. Ainsi si
−HTW−1(Z−HX) correspond à la dérivée du terme 1

2‖Z−HX‖2
W−1 , alors ∂D

∂Y

T
W−1D(Z,X)

est l’analogue pour un critère comprenant 1
2‖D(Z,X)‖2

W−1 .

Nous dérivons donc notre distance en utilisant les notations introduites Figure 3.34. On a,
d’après l’orthogonalité de MP ) et νSk

∂dist(ξ + y, Sk)

∂y
· dy = −

∂((MP ) · νSk
)

∂y
· dy

=

(
∂M

∂y
· dy
)
· νSk

−
(
∂P

∂y
· dy
)
· νSk

−MP ·
(
∂νSk

∂y
· dy
)

=

(
∂M

∂y
· dy
)
· νSk

.
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En d’autres termes le gradient de la distance est la normale au contour au point de projection

∇y(dist(ξ + y, Sk)) = νSk
. (3.100)

Par conséquent dans le cas où l’on considère la norme L2(Γm), le terme ∂D
∂Y W

−1D(Z, Y )

s’écrit variationnellement

αk(t)

∫

Γm

dist(ξ + y, Sk)(νSk
· v) dS,+(1 − αk(t))

∫

Γm

dist(ξ + y, Sk+1)(νSk+1
· v) dS. (3.101)

On reconnaît ici la structure de force image puisqu’on tire effectivement le contour de l’es-
timateur dans la direction du contour réel et proportionnellement à la distance à celui-ci. La
différence est que notre compréhension des mécanismes de stabilisation d’erreur avec des don-
nées en déplacements nous conduit à définir un estimateur DDF ou SDF et non pas à appliquer
ces forces directement au second membre de la dynamique. L’estimateur que nous proposons
est en effet 



K

˙̂
Xd = KX̂v − γ

(
∂D

∂Y

)′
D(Z, X̂d)

M
˙̂
Xv + CX̂v +KX̂d = F

(3.102)

et nous pouvons espérer une convergence au moins pour le problème linéarisé alors que les
termes de force image standards ne font qu’ajouter de la raideur dans le linéarisé de l’erreur
(ce qui, en toute rigueur, ne signifie d’ailleurs pas qu’il ne converge pas puisqu’un système
non-linéaire peut-être stable alors que son tangent ne l’est pas). Avant de passer justement au
linéarisé, mentionnons aussi que comme précédemment la version SDF du filtre que nous pro-
posons n’est plus collocalisée puisque moralement il introduit une correction sur la première
équation de la forme

˙̂
Xd = X̂v + γXcorr,

où Xcorr est le relèvement sur tout le volume de l’écart d’observation mesuré à la frontière.

Le système de l’erreur, comme d’habitude en non-linéaire, n’est plus autonome mais peut
être linéarisé autour de la trajectoire cible qui par définition vérifie D(Z,X) = 0




K ˙̃Xd = KX̃v − γ

(
∂D

∂Y
(Xd, t)

)′(∂D
∂Y

(Xd, t)

)
X̃d

M ˙̃Xv + CX̃v +KX̃d = 0

(3.103)

Cette dynamique est exactement dissipative puisqu’elle correspond à l’équation (3.75) où on a
simplement remplacé H par ∂D

∂Y . L’opérateur de dissipation ajouté a pour forme variationnelle
pour le cas DDF ∫

Γm

(ỹ · νSk
)(νSk

· δy) dS,

et on constate qu’il est donc très proche du cas d’observation suivant la normale au contour.
La différence vient cependant du fait qu’ici le terme fait intervenir le vecteur normal νSk

qui
varie au cours du temps.

En pratique, nous avons mis en oeuvre cet algorithme en définissant Sk comme des sur-
faces maillées en triangles. Ainsi, il nous a été possible d’utiliser l’algorithme de Baerentzen et
Aanaes (2005). Cet algorithme avait déjà été mis à profit pour les différentes opérations géo-
métriques nécessaires à la mise en oeuvre des modèles directs (fibres, régions AHA etc.). Son
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avantage sur d’autres est qu’il permet effectivement un calcul de distance signée exacte pour
maillages surfaciques (orientables) triangulaires. Or on rappelle que le signe revêt ici toute son
importance afin d’interpoler correctement les contributions des surfaces successives.

b. Discrétisation en temps

Puisque l’opérateur
(∂D
∂Y

(Y, t)
)
D(Y, t) est non-linéaire, une discrétisation point milieu

(
∂D

∂Y

(X̂d
n+1 + X̂d

n

2
,
tn+1 + tn

2

))′

D
(X̂d

n+1 + X̂d
n

2
,
tn+1 + tn

2

)
.

n’est plus équivalente à une règle des trapèzes

1

4

(
∂D

∂Y
(X̂d

n+1, tn+1) +
∂D

∂Y
(X̂d

n, tn)

)′ (
D(X̂d

n+1, tn+1) +D(X̂d
n, tn)

)
.

En utilisant la règle point milieu, l’avantage est que le système de l’erreur linéarisée va
être du même type que (3.94) donc exactement dissipatif avec, à la place de (Hd)

′Hd, un terme
en

(
∂D

∂Y
(X̂d

n+ 1
2

, tn+ 1
2
))′(

∂D

∂Y
(X̂d

n+ 1
2

, tn+ 1
2
)).

Cependant ce schéma implique qu’on résout un système non-linéaire (donc un schéma de
Newton) même lorsque la dynamique initiale est linéaire. Ceci contredit le cahier des charges
initial où nous souhaitions laissé de côté le critère optimal les estimateurs variationnels (pour
qui d’ailleurs le même problème de discrétisation se pose au niveau des équations adjointes)
au profit d’un gain de complexité algorithmique. Afin de pallier cette difficulté, nous pro-
posons de linéariser ce terme avec une extrapolation du second ordre afin de conserver la
propriété de consistance quadratique du schéma de Newmark. On introduit donc

Xe =
3Xn −Xn−1

2
,

tel que Xe −Xn+ 1
2

= O(∆t2) et remplaçons

(
∂D

∂Y
(X̂d

n+ 1
2

, tn+ 1
2
)

)′
D(X̂d

n+ 1
2

, tn+ 1
2
) →

(
∂D

∂Y
(X̂d

e , tn+ 1
2
)

)′(
D(X̂d

e , tn+ 1
2
) +

1

2

(∂D
∂Y

(X̂d
e , tn+ 1

2
)
)
(X̂n+ 1

2
− X̂e)

)
.

Pour le système réel discrétisé en temps nous avons

0 = D(Yn+ 1
2
, tn+ 1

2
)

= D(Ye, tn+ 1
2
) +

(∂D
∂Y

(Ye, tn+ 1
2
)
)
(Yn+ 1

2
− Ye)

+
(∂2D

∂Y 2
(Ye, tn+ 1

2
)
)

: (Yn+ 1
2
− Ye) ⊗ (Yn+ 1

2
− Ye) + o(∆t4).
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Donc cette fois pour le système de l’erreur linéarisé on obtient

−γ
(
∂D

∂Y
(Ye, tn+ 1

2
)

)′((∂D
∂Y

(Ye, tn+ 1
2
)
)
(X̃n+ 1

2
)

+
(∂2D

∂Y 2
(Ye, tn+ 1

2
)
)

: X̃d
e ⊗ (Yn+ 1

2
− Ye)

)
+ o(∆t4),

(3.104)

qui est dissipatif à l’ordre 2 en temps à O(∆t2).

REMARQUE 3.5.1
Nous avons aussi utilisé une forme explicite classique Xe = Xn qui donne cette fois une consistance en
O(∆t) et en pratique pour les pas de temps que nous avons utilisés nous n’avons pas vu de véritables
différences numériques pour cette consistance.

3.5.6 Résultats

Comme pour le DVF, la Figure 3.35 présente, via les courbes de volume, un premier aperçu de
la capacité du filtre à poursuivre la trajectoire du système cible. Plus précisément, nous pré-
sentons Figure 3.36, l’erreur d’estimation obtenue avec les filtres DDF et SDF pour la condition
initiale de surpression intra-cavitaire, et pour la condition initiale à base de modes de la struc-
ture non amortie Figure 3.37. Dans les deux cas, toute la frontière est considérée, c’est-à-dire
qu’on utilise moralement une segmentation complète de l’organe. Pour des raisons pratiques,
les surfaces utilisées sont directement issues de la simulation directe avec le maillage de réfé-
rence sans ajout de bruit de mesures. Nous traiterons plus loin, Section 3.5.8, une configuration
où nous introduisons un bruit réaliste pour ce type de données d’observation. Les perfor-
mances des filtres sont excellentes dans les deux cas, même si, comme en linéaire, le DDF est
plus sensible à la configuration modale. En effet, son gain artificiellement élevé permet un très
bon comportement dans le cas de la surpression, mais se paye sur certains autres modes de
basse fréquence. Malgré le fait que le linéarisé de cet estimateur corresponde à un observa-
teur du déplacement normal à la frontière, le comportement en non-linéaire est bien meilleur
que celui en linéaire. Notre interprétation de cette performance est que les vecteurs νSk

sont
en fait mobiles au cours de l’estimation, donc balaient l’espace des directions et augmentent
d’autant l’observabilité du système par rapport au cadre linéaire présenté Section 3.5.2.d. Cette
remarque justifie aussi que les systèmes linéaires sont souvent réputés pour justifier la stabi-
lisation mais n’apportent que des critères suffisants mais non nécessaires (voir Coron (2007)
pour de nombreux exemples).

3.5.7 Extension en dynamique non-linéaire

a. Formulation

Nous reprenons l’extension du problème ci-dessus en grands déplacements déjà vu Section 3.4.7.
Nous réécrivons cependant la formulation introduite à partir des notations non ambiguës Xd,



234 Chapitre 3. Estimation d’état pour une classe de systèmes hyperboliques

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2
x 10

−4

Time

V
o
l
u
m
e
 
o
f
 
t
h
e
 
c
a
v
i
t
y

 

 
x 10

−4

 

 

0.05 0.1 0.15

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Time
0

Not Filtered
DDF
SDF
Reference

FIGURE 3.35: Volume avec et sans filtre (gauche) et zoom autour de t = 0 (droite)

Xv : {
Ẋd = Xv

MẊv + C(Xd)Xv + F i(Xd) = FPS(Xd, t)
(3.105)

Introduisons alors K(Xd, Xv) le linéaire tangent de l’opérateur de raideur par rapport à la
position courante

K(Xd, Xv) =
∂

∂Y
(F i + C(Xd)Xv − FPS)(Xd).

Nous proposons alors l’estimateur suivant en non-linéaire



K(X̂d, X̂v)

˙̂
Xd = K(X̂d, X̂v)X̂v + γ(Hd)′(Z −HdX̂d)

M
˙̂
Xv + C(X̂d)X̂v + F i(X̂d) = FPS(X̂d, t)

(3.106)

Commençons par considérer le linéarisé autour de la trajectoire réelle, c’est-à-dire uniquement
pour la dynamique non autonome de la seule variable d’erreur. Celle-ci admet comme dyna-
mique {

K(Y, Ẏ ) ˙̃Xd = K(Y, Ẏ )X̃v − γ(Hd)′HdX̃d − γ(Hd)′(ǫh + χ)

M ˙̃Xv + C(Y )X̃v +K(Y, Ẏ )X̃d = 0
(3.107)

Or, comme Section 3.4.7, même si K et C sont désormais dépendants du temps, la dynamique
de l’erreur linéarisée est toujours stabilisée tant que K(Xd) reste positif. Dans ces cas, les théo-
rèmes de stabilisation pour le linéarisé (cf. Section 3.3.1.b.) s’appliquent et assurent l’existence
d’un voisinage de X̃(0) = ζX pour lequel l’estimateur converge vers le système. Nous insistons
de plus sur le fait que dans le cas du SDF, K(Xd, Xv) est utilisé dans la définition du filtre.

Dans le cas où K(Xd, Xv) n’est pas définie positive, c’est-à-dire typiquement des cas de
forte compression et de flambement que nous avons déjà mentionnés, nous proposons de
remplacer K(Xd, Xv) par K(Xd(0), 0). Dans ce cas, la linéarisation de l’erreur se fait pour
le système complet de l’erreur (X, X̃) autour de (0, 0). Bien que cette justification soit peu
convaincante sur le fond puisque le système était justement supposé travailler en grands dé-
placements, l’estimateur garde le mérite de rester stable et il est forcé par les déplacements
du système réel. Donc notre estimateur a l’avantage d’être robuste et on peut même espérer
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FIGURE 3.36: Erreur d’estimation pour des images segmentées à partir d’une erreur
de condition initiale en surpression : DDF (gauche) et SDF (droite)
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FIGURE 3.37: Erreur d’estimation pour des images segmentées à partir d’une erreur
de condition initiale modale : DDF (gauche) et SDF (droite)
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qu’il suive la bonne bifurcation imposée par le flambement du système réel si les observations
le permettent alors qu’une simulation numérique simple sans observation pourrait diverger.
En pratique nous avons d’ailleurs testé les deux estimateurs avec K(X̂d, X̂v) et K(X̂d(0), 0) et
nous n’avons observé que peu de différence dans les résultats y compris dans des configura-
tions où nous avons forcé l’erreur de condition initiale.

b. Modifications du schéma en temps standard

L’une des qualités des filtres proposés est qu’ils sont implémentables à peu de frais dans un
code éléments finis car ils sont imaginés à partir de contrôleurs physiques donc de termes
variationnels classiques vis-à-vis du problème simulé. Pour mémoire, les opérateurs de stabi-
lisation frontière ont la même implémentation que nos opérateurs de conditions aux limites
élastiques. Le cas des filtres en déplacement est cependant un peu particulier par rapport à la
philosophie des codes d’élastodynamique car ils corrigent l’équation en vitesse. Or celle-ci dis-
crétisée suivant le schéma de Newmark est habituellement résolue « à la volée » dans un code
de mécanique. Autrement dit la vitesse Ẏn+1 est remplacée dans tous les termes de viscosité et
d’accélération par Ẏn+1 = 2

∆t(Yn+1−Yn)+ Ẏn. Ici cette relation n’est plus vérifiée et nous avons
donc dit qu’il fallait conserver la variable de vitesse comme une variable à part entière dans
le code. La conséquence la plus grave pour l’implémentation concerne alors les opérateurs de
viscosité en non-linéaire. Classiquement ils se simplifient en utilisant le schéma de Newmark
comme indiqué en (2.61), et permettent le calcul de l’opérateur élément-finis uniquement à
partir des déplacements. Pour l’implémentation du DDF ou SDF, ce paradigme n’est plus va-
lable et le code doit pouvoir gérer indépendamment les variables de déplacements Xd et de
vitesses Xv, et renvoyer des opérateurs tangents par rapport à chacune d’elle. En particulier
l’opérateur de viscosité discrétisé s’écrit dans notre cas

(
C(Xd

n+ 1
2

)Xv
)T
V =

∫

Ω
η dye(x

d
n+ 1

2

) · ẋv
n+ 1

2

: dye(x
d
n+ 1

2

) · v dΩ,

dont les opérateurs tangents sont par rapport au déplacement au point milieu

((∂Cn+ 1
2

∂Y
Xv
n+ 1

2

)
Ud

)T
V =

∫

Ω
η( d2

ye : ud ⊗ ẋv
n+ 1

2

) : dye(x
d
n+ 1

2

) · v dΩ+

∫

Ω
η dyen+ 1

2

· ẋv
n+ 1

2

: ( d2
ye : ud ⊗ v) dΩ,

non symétrique et, par rapport à la vitesse au point milieu

(
Cn+ 1

2
Uv
)T
V =

∫

Ω
η dye(x

d
n+ 1

2

) · uv : dye(x
d
n+ 1

2

) · v dΩ,

qui lui reste symétrique. On rappelle que la différentielle d’ordre 2 du tenseur de déformation
ne dépend pas du déplacement et s’exprime

d2
ye : u⊗ v = ∇u : ∇ v.



3.5 Estimation d’état en élastodynamique à partir de déplacements 237

c. Résultats

Nous présentons Figure 3.38 le résultat d’estimation pour le filtre SDF obtenu sur une erreur
de condition initiale en surpression. Afin de valider la robustesse de notre filtre, nous avons de
nouveau augmenté la suppression d’un facteur 1.8. Nous avons aussi tracé les résultats d’es-
timation dans le cas où nous utilisons la matrice de raideur K(Xd(0), 0) au lieu de K(X̂d, X̂v)

dans la définition du filtre. Dans notre exemple, les deux situations sont en fait très proches
car nous commençons l’estimation pour une trajectoire cible nulle pendant le premier dixième
de seconde de la simulation.
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FIGURE 3.38: Dynamique non-linéaire : Volume avec et sans filtre (gauche) et éner-
gie de l’erreur (droite)

3.5.8 Résultats d’estimation d’état pour le cœur

Pour clore ce chapitre nous proposons un exemple d’estimation dans une configuration que
nous espérons la plus proche possible de l’application. Cet exemple incorpore alors les élé-
ments les plus techniques des méthodes proposées entre modélisation, mesure, et filtrage.
Mais, avant cela, intéressons-nous au cas de l’estimation des variables d’état de pression qui
au chapitre 2 étaient présentées comme des variables du système cardiaque à part entière.

a. Estimation des variables de pression

Dans un cas 0D (le piston de la Section 2.6 avec un seul degré de liberté), nous avions en effet
constaté que sauf à mesurer la pression ventriculaire avec un haut degré de confiance, laisser le
système estimer la trajectoire en lui permettant de changer de phase engendrait des instabilités
sur la pression qui « sautait » d’une phase à l’autre. Nous illustrons cette idée Figure 3.39, avec
un résultat d’estimation d’état par filtre de Kalman sur ce système 0D. Dans le premier cas, on
ne dispose pas de mesures de pression et la pression ventriculaire oscille alors à chaque pas
de temps entre les différentes phases. Dans le deuxième cas, en revanche, mesurer la pression
ventriculaire avec une bonne confiance permet de la stabiliser et de contrôler les changements
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de phase. Cet exemple tend à démontrer qu’il est donc indispensable de disposer d’une mesure
de pression pour le système cardiaque complet.
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FIGURE 3.39: Cas d’estimation de déplacement et pression par filtre de Kalman
pour un système cardiaque 0D. A droite on dispose de mesures de pression mais
pas à gauche ou la pression estimée est instable

Si cette donnée de pression disponible est, grâce à un cathéter, la pression ventriculaire
P v

m
, il faut imaginer un filtre valide y compris en grande dimension. Dans la configuration

où les valves artérielles sont ouvertes et en supposant le modèle de valve parfait, c’est-à-dire
sans fuite, le système cardiaque complet se résume alors à l’équation de la dynamique et au
Windkessel déjà présenté lors de la mise en place des schéma en temps du problème direct




MŸ + C(Y )Ẏ + F i(Y ) = −P arS(Y )
LwCw
Rw

P̈ ar + CwṖ
ar +

1

Rw
(P ar − Psv) = S(Y )T Ẏ

(3.108)

Dans ce cas, le filtre de Luenberger s’écrit en plus du filtre sur les déplacements ou vitesses




˙̂
X = A(X̂, t) +B(X̂)P̂ ar + γH ′(Z −HX̂)
LwCw
Rw

¨̂
P ar + Cw

˙̂
P ar +

1

Rw
(P̂ ar − Psv) = −B(X̂)T X̂ + γP (Pm − P̂ ar)

(3.109)

avec B(X) =
(

0
−M−1S(Xd)

)
. L’erreur linéarisée devient alors





˙̃X = AX̃ +BP̃ ar − γH ′HX̃
LwCw
Rw

¨̃P ar + Cw
˙̃P ar +

1

Rw
P̃ ar = −BT X̃ − γP P̃

ar
(3.110)

avec le bilan énergétique suivant :

d

dt
(Ec + Em + 1

2(P̃ ar)2) = −γX̃H ′HX̃ − γP (P̃ ar)2. (3.111)

Ce bilan assurera une exponentielle stabilité du système cardiaque complet. Le même type
de raisonnement permet de formuler un estimateur quand c’est la valve auriculaire qui est ou-
verte que ce soit lorsqu’on dispose d’un modèle de pression auriculaire ou qu’elle est donnée
comme une fonction du temps (i.e mesure parfaite dans ce cas !). Cependant, lors des phases
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isovolumiques, la pression ventriculaire est un multiplicateur de Lagrange ce qui change fon-
damentalement la nature du couplage pressions - déformations, donc il est plus difficile d’ima-
giner un estimateur.

Dans l’hypothèse où la donnée de pression n’est pas disponible, on peut essayer de se
contenter du filtre mécanique γH ′(Z − HX̂) seul. Le système de l’erreur linéarisée assure
toujours la stabilité (faire γP = 0 dans (3.111)) mais l’exponentielle stabilité reste à démontrer.

REMARQUE 3.5.2 (PRESSION AU DOIGT)
Reste enfin la configuration où il n’y a pas eu pose de cathéter dans l’examen médical et où, nous en
parlions au chapitre 2, il est possible d’utiliser une mesure de pression au doigt P f

m. Elle est intégrée au
processus d’assimilation de données

• soit sous forme d’opérateur d’observation distant, mais dans ce cas l’observateur de Luenberger
est à imaginer ;

• soit en couplant au modèle existant le modèle de propagation dans l’arbre artériel de Crépeau et
Sorine (2007) ; Laleg et al (2007), afin de conserver un estimateur simple de la forme γP (P f −P f

m).

b. Cas pratique à valve aortique ouverte

� POSITION DU PROBLÈME – Après ces premières remarques sur le traitement des variables
de pression, nous choisissons comme exemple final un cas d’estimation à valves artérielles
ouvertes. Nous supposons que la pression aortique est mesurée sans erreur et donc nous la
négligeons en tant que variable d’état du système. Le reste du modèle cardiaque est conservé,
y compris la loi de contraction Clément-Bestel-Sorine avec les valeurs numériques du chapitre 2
notamment une viscosité relativement plus importante que dans nos problèmes tests. Les indi-
cateurs apparaissent Figure 3.40 sur un intervalle de simulation de 0.6 secondes correspondant
approximativement à la systole. Enfin pour l’erreur de condition initiale dans l’estimation,
nous avons choisi une erreur en surpression de 900 Pa sur les deux cavités.
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FIGURE 3.40: Maillage (référencé) utilisé pour les simulations directes et courbes
de volumes associées.

Côté observations nous souhaitons de même nous placer dans des conditions très proches
de l’application. Nous considérons donc des mesures sous forme de surfaces issues de segmen-
tations. Mais, plus que dans notre problème-test, nous avons imaginé un bruit de mesure le



240 Chapitre 3. Estimation d’état pour une classe de systèmes hyperboliques

plus réaliste possible. Pour ce faire, nous effectuons des rastérisations de la simulation directe
toutes les 24ms pour une résolution spatiale d’un demi-millimètre. Ces rastérisations corres-
pondent donc à des résultats idéaux de segmentation mais introduisent une erreur liée à la
pixélisation de l’image (cf. Figure 2.53). Figure 3.40, nous avons d’ailleurs superposé aux cal-
culs de volume en sortie du simulateur direct des calculs de volume à partir des rastérisations
comme ils auraient pu être effectués après une segmentation en milieu clinique.
Comme notre algorithme réalisant l’estimation en configuration Eulerienne nécessite des don-
nées de surface sous forme de maillage triangulaires, nous avons alors reconstitué des maillages
à partir des images rastérisées. A cette fin, nous n’avons pas utilisé d’algorithme de marching-
cube mais les outils développés par Pons et al (2007) et leur code CGAL. Nous remercions M.
Yvinnec et toute l’équipe-projet Géometrica de l’INRIA dirigée par J.D. Boissonnat pour avoir
réalisé les maillages à partir des images de la simulation directe. Figure 3.41, nous donnons un
exemple de maillage issu de CGAL comparé au maillage initial en sortie de la simulation directe.
La qualité du maillage (voir un exemple Figure 3.41) n’a pas besoin d’être optimisée côté me-
sure puisque le maillage n’est pas utilisé directement comme maillage de calcul du problème
inverse mais uniquement afin de calculer des distances. Les maillages CGAL échantillonnés
toutes les 24ms représentent pour nous des mesures parfaitement admissibles à l’issue de la
segmentation d’un cycle cardiaque. La seule différence avec une configuration réelle est donc
le fait que le modèle est parfait (i.e. nous ne présenterons d’ailleurs pas de résultats en fonction
de la discrétisation puisque nous avons déjà assuré son contrôle dans les autres cas-tests). A
titre de comparaison nous utiliserons aussi les mesures de surfaces directement issues du pro-
blème direct d’où nous avons extrait soit l’endocarde et l’épicarde soit uniquement l’épicarde.

FIGURE 3.41: Données d’observations utilisées : rastérisation puis maillage direct
de l’image avec CGAL. A droite, comparaison avec les surfaces idéales issues de la
simulation directe
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� DIFFICULTÉS PRATIQUES – Nous avons été confrontés à une difficulté très bien connue de
ceux qui essaient de faire de la segmentation de séquences d’images cardiaques à partir de mo-
dèle qui consiste à se tromper de surface sur laquelle l’estimateur essaie de tirer (cf. Sermesant
(2003)). En effet, quand l’erreur d’état est importante10 et que la donnée se limite à la surface
globale du cœur (endocarde et épicarde) sans référencement des différentes parties intérieures
et extérieures il peut arriver qu’un point de l’endocarde (resp. l’épicarde) de l’observateur ap-
parie un point de l’épicarde (resp. l’endocarde) de l’observation. Afin d’éviter au maximum
cette situation, nous avons déjà limité nos recherches de distances aux points de l’épicarde si-
tués sous le plan de coupe géométrique introduit Section 2.4.1 (plan représenté Figure 3.40).
Les maillages CCGAL sont conservés en l’état mais sur les surfaces idéales nous avons pu, soit
les conserver entièrement, soit en extraire l’épicarde grâce aux références déjà présentes dans
le maillage du problème direct. Pour une application réelle ce type de difficulté et les résul-
tats observés Figure 3.44 démontrent la nécessité du référencement des surfaces après la seg-
mentation. Ensuite il faut cumuler deux estimateurs, l’un d’endocarde à endocarde et l’autre
d’épicarde à épicarde.

� RÉSULTATS – Nous illustrons les performances de l’algorithme en montrant Figure 3.42
trois instants de la simulation. Le contour estimé est représenté en orange et il « colle » effec-
tivement très rapidement à la donnée observée (contour bleu). Cette comparaison intervient
dans l’espace d’observation et se retrouve dans l’estimation des courbes de volume de la Fi-
gure 3.43.

FIGURE 3.42: Contours estimés (orange) comparés avec la segmentation
à t = 0, 100, 200 ms

Cependant, les erreurs doivent être comparées dans l’espace d’état et non l’espace d’ob-
servation ce qui, on le rappelle, n’est possible qu’en estimation sur données synthétiques. On
obtient alors les courbes de la Figure 3.44 présentant les caractéristiques suivantes :

• l’erreur décroît exponentiellement avec une constante de temps très courte (voir aussi le
zoom Figure 3.44). Le choix de γ a été effectué à partir du problème linéarisé pour lequel
nous avons obtenu jusqu’à supReλ = −70s−1 ;

• l’erreur décroît jusqu’au palier de l’erreur de mesure en comparaison des autres estima-
tions à surfaces idéales ;

10ou que l’échantillonnage des mesures est important
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FIGURE 3.43: Estimation du volume à partir de l’observateur et comparaison avec
les volumes obtenus directement « en comptant les pixels » dans l’image

• on constate des oscillations dans l’erreur nettement visibles ici car l’échantillonnage entre
les images est très important (2.5 fois plus grand que dans le cas-test précédent) ; Ainsi
l’interpolation linéaire des distances aux images successives introduit une erreur visible
au travers de ces oscillations ;

• les quelques pics sur la courbe d’erreur sont caractéristiques de la difficulté évoquée plus
haut où certains points de l’épicarde vont être appariés à des points de l’endocarde.
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FIGURE 3.44: A gauche, différentes courbes d’erreur d’estimation pour les surfaces
CGAL issues de la segmentation ou les surfaces idéales. A droite, taux de décrois-
sance de l’erreur. Le palier rapidement atteint par l’estimateur correspond à l’er-
reur générée par le bruit de mesure.

Nous profitons aussi de ce dernier cas « réaliste » pour montrer Figure 3.45 sur le premier
échantillon d’image les corrections d’images surfaciques. Les corrections visualisées sont les
termes avant le relèvement. On rappelle de plus qu’à la différence de forces images classiques
elles apparaissent dans la dynamique au niveau de la première équation donnant initialement



3.6 Conclusion et perspectives 243

FIGURE 3.45: Deux exemples de corrections surfaciques introduites par les dis-
tances aux surfaces cibles (en noires)

la vitesse comme dérivée du déplacement. L’épicarde cible apparaît en noir et les corrections
sont effectivement d’autant plus importantes que la distance est grande.

3.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous avons donc développé un ensemble de filtres efficaces en mécanique que
ce soit dans la configuration où les mesures disponibles sont des vitesses ou des déplacements,
volumiques ou sur les frontières. Ces méthodes consistent à développer un observateur de
Luenberger naturel (également relié au méthode de « Forward Nudging » en assimilation de
données, cf. Blum et al (2008)) à partir de l’opérateur d’observation, grâce notamment au fait
que l’estimateur est un objet numérique sur lequel nous avons toute latitude pour positionner
les actionneurs. Les performances de ces filtres ont été démontrées dans le cas de mesures de
vitesses à partir des résultats existant nombreux en théorie du contrôle sur de tels systèmes. Ils
ont aussi été justifiés par des résultats numériques de calcul de spectre dans le cas de mesures
de déplacements avec des pistes pour assurer le même type de résultat théoriques que pour
les vitesses.

Ces filtres développés au départ sur des systèmes linéaires s’étendent à la mécanique non-
linéaire et à des observateurs eux aussi non-linéaires. Ainsi, nous avons été capables de for-
muler des méthodes originales d’estimation à partir d’une séquence de surfaces. Ces dernières
peuvent représenter différentes segmentations d’une séquence IRM ou échographique et per-
mettent alors en contexte clinique d’assurer une cohérence cinématique et mécanique à ces
extractions de surfaces. L’originalité par rapport à ce que certains utilisent déjà en segmenta-
tion à base de modèle est, encore une fois, d’avoir placé la correction image non pas comme
une force mais comme une correction de la dérivée en temps du déplacement. C’est pour nous
une différence majeure qui permet de justifier la convergence de notre estimateur et qui le po-
sitionne plus dans la problématique de l’assimilation de données que du traitement d’images.

Nous insistons enfin sur le fait que les résultats présentés ont une portée qui peut dépasser
le cadre de l’estimation en cardiologie par deux aspects :

• il existe d’autres problématiques d’estimation, y compris à base d’images, en mécanique
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des structures comme par exemple ce que propose Hild et Roux (2006) ;

• les résultats présentés sont valides dans le cadre très général des systèmes hyperboliques
du second ordre donc pour des modèles d’acoustique, ou vibratoires en général.

De plus cette notion de filtre numérique est un outil qui peut globalement être mis en place
dans n’importe quelle situation car il favorise la diminution de l’erreur numérique en recalant
le système sur le contenu fréquentiel du système réel. Autrement dit c’est un outil d’analyse
numérique à part entière qui ne génère pas de développements algorithmiques hors de portée
si on peut imaginer des filtres « physiques », donc développables à partir des briques du code
direct, aussi efficaces et plus robustes que ceux, plus lourds dans leur mise en oeuvre, du
contrôle optimal.
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On mesure l’intelligence d’un individu à la quantité d’incertitudes
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4.1 Introduction

L’Estimation d’état est une notion fondamentale en météorologie puisqu’au fond la pré-
occupation principale est l’état du système, c’est-à-dire le temps qu’il fait (diagnostic)

et donc qu’il va faire (pronostic). En mécanique, cependant, même si nous pouvons donner
quelques exemples de besoins en estimation d’état, il apparaît très vite que le diagnostic est
plus centré sur l’identification des paramètres physiques de la loi de comportement ou des
chargements. On pourra consulter Bui (1994) pour une introduction complète des probléma-
tiques de problèmes inverses en mécanique. Pour schématiser, on peut dire que même si en
météorologie on prend en compte des erreurs de modèles, les paramètres physiques associés
à un modèle de comportement de l’atmosphère sont souvent bien connus. A contrario en mé-
canique, il est difficile de faire de l’identification sur une structure réelle loin des expériences
en éprouvettes.

L’identification paramétrique en mécanique cardiaque est donc l’objectif principal de l’es-
timation, que ce soit pour identifier quantitativement les lois de comportements dans des
configurations saines ou pathologiques. Bien que moins développés par rapport à la modé-
lisation directe, on peut citer les travaux de Augenstein et al (2005) à partir de méthodes varia-
tionnelles sur des fantômes imagés par IRM taggés. Ils identifient les paramètres d’une loi de
comportement hyperélastique (passive) pour un tissu cardiaque en fonctionnement nominal.
Les méthodes séquentielles ont aussi été mises en application par Tong et Shi (2006), avec un
filtre H∞ sur données synthétiques ou à partir de mesures de déplacements extraits d’images
IRM de cœurs de chien. Les résultats se limitent à des coupes 2D de tissu puisqu’ils recon-
naissent la complexité trop importante d’un filtre H∞ optimal en 3D.

� DIMENSION DE L’ESPACE PARAMÉTRIQUE – la localisation spatiale des paramètres est clai-
rement moins distribuée que celle de l’état. Autrement dit, même si les équations permettent
dans l’absolu une description paramétrique distribuée, on considère que les paramètres sont
plus homogènes que les champs de déplacements et vitesses de l’état. De plus, le nombre de
paramètres n’a pas vocation à tendre vers l’infini comme les degrés de libertés de l’état car
il est directement assujetti à l’identifiabilité du problème. Or une représentation paramétrique
spatiale trop dense, notamment par rapport à la densité des mesures, pourrait « noyer » l’infor-
mation disponible. Reste que fixer des paramètres à des valeurs erronées peut, d’un autre côté,
entraîner une erreur de modèle irréversible. Ainsi le choix du nombre de paramètres dans la
modélisation, c’est-à-dire le dimensionnement du problème est absolument critique. En esti-
mation cardiaque, nous envisageons pouvoir estimer au maximum quelques paramètres (<5
maximum) pour quelques régions (<100 maximum). On emploie donc un vecteur θ ∈ R

p de
dimension finie dans lequel on agrège les paramètres des différentes zones d’intérêt, avec p
de l’ordre de la centaine. Pour le coeur nous avons choisi, pour des raisons de commodité qui
n’ont aucune incidence sur la méthodologie, de définir la distribution paramétrique constante
par morceaux (P0) en fonction des régions AHA définies Section 2.2.1. Nous pourrions tout
autant définir les paramètres via des fonctions linéaires par morceaux (P1) sur un maillage
grossier de quelques éléments.

� NATURE DES PARAMÈTRES À IDENTIFIER – Puisque dans θ nous ne choisissons que des
paramètres incertains pertinents dans l’ensemble des paramètres du modèle, le choix est donc
contraint par l’application souhaitée. Pour la mécanique cardiaque, l’identification doit notam-
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ment servir le diagnostic de pathologies mécaniques relatives à une ischémie, c’est-à-dire à la
diminution de l’apport en sang dans l’organe. Les ischémies ont principalement un effet sur

• certaines concentrations en [ATP ], [K+], contenues pour nous dans la variable u(t),

• la capacité à se contracter représentée dans le modèle par σ0,

• la partie passive, c’est-à-dire le module d’Young ou κ1 dans la loi hyperélastique, car de
nombreux tissus passifs viennent « coloniser » les zones musculaires endommagées.

Du point de vue de l’identifiabilité, nous pouvons déjà noter que u(t) et σ0 apparaissant tou-
jours en produits et il ne peuvent donc pas être identifiés séparément. Ceci traduit l’ambiguïté
qui peut exister entre les infarctus de nature profondément électrique à ceux de nature mé-
canique. Nous n’envisagerons que dans les perspectives de cette thèse l’estimation de u(t) en
fonction du temps (notamment car elle nécessite la prise en compte du modèle électrique donc
d’un état couplé électro-mécanique hors de portée de notre sujet) et nous nous concentrons sur
l’identification de paramètres au sens classique. Ainsi, les seules incertitudes seront pour nous
d’ordre strictement mécanique et s’appliqueront à la contractilité σ0 ou aux raideurs passives.

L’objectif de ce chapitre est alors de proposer des méthodes de filtrages pour l’identifica-
tion paramétrique d’un vecteur de paramètres qui, vu sa dimension, rend envisageable n’im-
porte quelle méthode de filtrage, y compris Kalmanienne. Cependant, même si l’estimation
d’état n’est pas l’objectif principal devant l’identification paramétrique, nous allons montrer
qu’elle est en fait indispensable. On peut déjà rappeler deux avantages de l’estimation d’état
évoqués au chapitre précédent :

• elle permet de rattraper les éventuelles erreurs de conditions initiales pour des systèmes
mécaniques où l’amortissement naturel n’offrirait pas de garanties suffisantes de stabilité
pour l’estimation ;

• elle permet de gérer éventuellement les erreurs de modèles ou le bruit de mesures. En ef-
fet, à tout instant, celles-ci agissent de façon à produire sur l’état une erreur de condition
initiale pour le système évoluant à partir de cet instant.

Cette notion d’estimation conjointe état-paramètres est donc fondamentale et nous verrons,
dès les premiers paragraphes dans la formulation moindres carrés, qu’elle traduit le caractère
bien posé du problème d’estimation. Ainsi en pratique, faire de l’identification paramétrique
sans stabiliser l’état, c’est avant tout miser sur l’absence de bruit sur le système et donc imagi-
ner des algorithmes qui ne fonctionnent que sur données synthétiques parfaites. Nous verrons
notamment Section 4.3 un exemple frappant dans une situation par ailleurs très simple en
terme de modélisation.

Cette approche conjointe état-paramètres nous conduit ainsi à une formulation dite d’état
étendu introduite en filtrage dans le classique filtrage de Kalman étendu. Elle consiste à considé-
rer le modèle dynamique d’état x(ζx, θ)

{
ẋ = A(x, θ)

x(0) = x0 + ζx
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où le vecteur de paramètres θ peut être appréhendé de manière probabiliste ou déterministe.
Fidèles à notre formalisme nous distinguons dans θ notre a priori, ici sa moyenne statistique

θ = E(θ) + (θ − E(θ)) = θ0 + ζθ.

Nous pouvons alors réécrire les variables du système sous la forme xe(ζx, ζθ) = ( xθ ) vérifiant
la dynamique étendue 




ẋ = A(x, θ)

θ̇ = 0

x(0) = x0 + ζx

θ = θ0 + ζθ

avec x un champ et θ ∈ R
p un vecteur paramétrique de dimension finie. Cette formulation sur

la variable xe permet « de se ramener au problème précédent » de l’estimation d’état. Ainsi il
est possible d’obtenir directement les stratégies variationnelles ou Kalmanienne pour ce pro-
blème, ce qui conduit d’ailleurs à dire que, formellement, l’identification paramétrique n’est
qu’une sous classe de problème d’observation. Cependant il est plus difficile de développer
une stratégie autour d’observateurs de Luenberger pour ce nouvel état puisque la dynamique
des paramètres est un peu artificielle et on perd la propriété d’antisymétrie de l’opérateur
(conservatif) global. Autrement dit, ce que nous avons gagné au chapitre 3 en terme de mise
en oeuvre pour les filtres d’état sur les systèmes hyperboliques du second ordre, nous l’avons
perdu en terme d’extension directe à l’identification. La problématique de ce chapitre est donc
de savoir comment nous pouvons cumuler les bénéfices des observateurs de Luenberger sur
les variables d’état de grande dimension avec une identification paramétrique conjointe.

4.2 Cas linéaire

Comme toujours, nous commençons par étudier le cas linéaire conjointement pour l’état et les
paramètres. Autrement dit, la dynamique du système mécanique sera donnée dans un premier
temps par

ẋ = Ax+ Bθ + R, (4.1)

dont la discrétisation en espace est notée

Ẋ = AX +Bθ +R. (4.2)

Par rapport aux différents modèles mécaniques que nous avons déjà manipulés, nous préci-
sons ici la dépendance paramétrique du second membre R→ Bθ+R décrivant, pour les opé-
rateurs étudiés, une dépendance paramétrique du chargement mécanique F ext → Bθ + F ext.
Par exemple, pour notre modèle1 linéaire de contraction vu au chapitre 3, nous pouvons envi-
sager estimer σ0 dans le terme de précontrainte. En effet, on peut préciser la dépendance de σ0

sur les différentes régions AHA sous la forme

Pext =
∑

1≤i≤17

∫

ΩAHA
i

θiσ0w(x, t) tr(∇v) dΩ = δY T ·Bθ. (4.3)

1nous avions précisé que c’était un problème-test plutôt qu’un véritable modèle cardiaque
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On rappelle aussi que, dans ce problème-test, nous n’avions pas pris en compte d’autres forces
extérieures donc R = 0 dans (4.1).

C’est l’occasion de préciser pourquoi ce problème nous intéresse dans la perspective de
l’estimation cardiaque. Nous avons vu qu’une condition suffisante à la stabilisation (pour nous
au sens de l’erreur d’observation) de problèmes non-linéaires est de prouver la stabilité du li-
néarisé. Ce n’est seulement qu’en cas d’échec de cette première stratégie qu’il faut regarder
plus finement les propriétés intrinsèques du non-linéaire comme l’explique en détails Coron
(2007). Or, dans le cas d’une estimation de la contractilité σ0 pour le modèle cardiaque com-
plet Bestel-Clément-Sorine, la linéarisation par rapport à l’état étendu déplacement, vitesses et
paramètres fait apparaître un opérateur de sensibilité paramétrique ne dépendant pas (par
définition de la linéarisation) du déplacement et de la vitesse. Ce terme est donc bien une
précontrainte au sens mécanique.

En termes de notations, nous utiliserons pour l’état étendu du problème linéaire les opé-
rateurs {

Ẋe = AeXe +Re

Xe(0) = Xe
0 + ζe

(4.4)

où

Xe =

(
X

θ

)
, Ae =

(
A B

0 0

)
, Re =

(
R

0

)
, (4.5)

et

Xe
0 =

(
X0

θ0

)
, ζe =

(
ζX

ζθ

)
. (4.6)

Suivant ces notations l’objectif d’estimation conjointe état-paramètres est donc ramené à un
objectif d’estimation d’état et plus particulièrement de condition initiale ζe.

4.2.1 Approche variationnelle

a. Critère

Nous reprenons l’approche contrôle optimal classique comme référence pour nos estimateurs
futurs. Le critère variationnel devient pour l’état étendu (d’ailleurs y-compris en non-linéaire)

J(ξX , ξθ) =
1

2
‖ξX‖2

(PX)−1 +
1

2
‖ξθ‖2

(P θ)−1 +
1

2

∫ T

0
‖Z −HX‖2

W−1 dt, (4.7)

qui est bien la reformulation de

J(ξe) =
1

2
‖ξe‖2

(P e)−1 +
1

2

∫ T

0
‖Z −HeXe‖2

W−1 dt,

dans le cas où la norme sur la condition initiale est tensorisée. Les bruits de condition initiale
sur l’état et les paramètres sont donc jugés indépendants. Le gradient du critère est obtenu en

introduisant la variable adjointe de la dimension de l’état étendu pe =
(
pX

pθ

)
dont les équations
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(adjointes) sont 



ṗX +AT pX = −HTW−1(Z −HX)

pX(T ) = 0

ṗθ +BT pX = 0

pθ(T ) = 0

On obtient alors

dξθJ.δξθ = ξθ
T
(P θ)−1δξθ −

∫ T

0
pXTBδξθ dt = ξθ

T
(P θ)−1δξθ − pθ(0)T δξθ, (4.8)

et
dξXJ.δξ

X = ξXT (PX)−1δξX − pX(0)T δξX . (4.9)

On remarque dans ces expressions la similitude formelle entre l’adjoint sur les paramètres et
ce que nous avions obtenu dans le cas d’un bruit de modèle. En effet, permettre la variation
paramétrique est une façon de modéliser l’incertitude de modèle par rapport à l’état classique.

b. Kalman étendu

On peut effectuer le même type de formulation par filtrage à partir de ce critère et obtenir ce
qui est classiquement appelé Filtre de Kalman étendu

{
Ẋ = AX +Bθ + PXXHTW−1(Z −HX)

θ̇ = P θXHTW−1(Z −HX)
(4.10)

La matrice de covariance

P e =

(
PX PXθ

P θX P θ

)
,

suit toujours l’équation de Riccati, par exemple en l’absence de bruit de modèle,

Ṗ e = AeP e + P eAeT − P eHeT (W e)−1HeP e.

On vérifie alors directement que les blocs de P vérifient les équations dont la structure réap-
paraîtra plus tard dans l’exposé





Ṗ θ = −P θXHTW−1HPXθ

ṖXθ = APXθ +BP θ− PXHTW−1HPXθ

ṖX = APX +BP θX + PXAT − PXθBT + PXHTW−1HPX

4.2.2 Estimation état-paramètre par filtrage réduit

Le filtrage de Kalman offre cet avantage de fournir pour n’importe quel système un filtre ef-
ficace qui s’étend naturellement au cas de l’estimation conjointe état-paramètre. Cependant,
sa mise en oeuvre numérique est hors de portée en raison des champs de déplacements et
vitesses. Pour l’état seul, nous avions choisi au chapitre 3 d’orienter notre recherche de filtre
autour des propriétés mécaniques intrinsèques du système mais la question se pose désormais
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de savoir si ce fut au détriment d’extensions potentielles aux paramètres. La réponse est non et
elle est fournie par les filtres d’états réduits, en particulier ceux proposés par Pham et al (1997).
Le principe des filtres réduits est de supposer qu’une partie de l’état est stable et donc ne né-
cessite pas de filtrage supplémentaire. Nous allons nous inspirer de cette idée pour construire
un filtre à deux étages sur l’état augmenté état-paramètres. L’idée est d’utiliser l’observateur de
Luenberger développé précédemment pour restreindre la covariance d’erreur aux paramètres
et appliquer alors un filtre réduit. Dans la communauté automaticienne, cette démarche de
construction de filtres paramétriques comme supplément du filtre d’état est souvent appelée
filtrage adaptatif. La présentation qui suit reprend largement l’article Moireau et al (2008b) en
lui ajoutant quelques compléments numériques, notamment des précisions sur le schéma en
temps, et des extensions.

a. Filtrage de rang réduit

� CAS CONTINU EN TEMPS – Supposons que P est symétrique de rang p, alors il existe une
décomposition de type Singular Value Decomposition SVD de la forme

P e = LeU−1LeT ,

avec Le ∈ Mn,p(R) et U ∈ Mp(R) inversible. Essayons de déterminer une équation différen-
tielle remarquable sur chacune de ces matrices à travers le Riccati vérifié par P . On a

L̇eU−1LeT + LeU−1(L̇e)T − LeU−1U̇U−1LeT =

AeLeU−1LeT + LeU−1LeTAeT − LeU−1LeTHTW−1HLeU−1LeT . (4.11)

On peut chercher Le satisfaisant la dynamique

L̇e = AeLe,

permettant la mise en facteur de Le de part et d’autre de l’identité. On obtient alors une équa-
tion admissible sur U ∈ Mp(R)

U−1U̇U−1 = U−1LeTHTW−1HLeU−1 ⇒ U̇ = LeTHTW−1HLe.

Ces dynamiques sont compatibles avec la condition initiale P e0 de rang p qui, elle-même, peut
donc s’écrire sous la forme L0U

−1
0 LT0 . On a donc les conditions initiales respectives

Le(0) = Le0, U(0) = U0.

Cette décomposition n’est pas unique, donc Le et U ne sont pas uniques non plus au cours du
temps. En revanche, l’unicité de la solution de l’équation de Riccati impose que P = LeU−1LeT

est unique. Elle reste donc de rang réduit sur toute la fenêtre en temps. Cependant on constate
dès maintenant que cette propriété n’est possible qu’en l’absence de bruit de modèle qui ajou-
terait à l’équation de Riccati une matrice, éventuellement pleine, Se telle que

Ṗ e = PAeT +AeP e − P eHeTW−1HeP e + Se.

Dans ce cas la décomposition n’est clairement plus possible sauf à projeter la matrice Se sur le
sous-espace réduit.



252 Chapitre 4. Estimation conjointe état-paramètres pour les systèmes distribués

� FILTRE SEEK – Historiquement, la démonstration de cette décomposition dans un con-
texte d’assimilation de données a initialement été effectuée en discret par Pham et al (1997).
Ils en déduisent un filtre dit de rang réduit qui s’étend d’ailleurs au cas de l’EKF d’où sa
dénomination de filtre SEEK. Le cas discret en temps offre donc la même décomposition de la
matrice de covariance de prédiction2

P e−n = LenU
−1
n−1L

e
n
T , (4.12)

avec {
Len+1 = Aen+1,nL

e
n

Un+1 = Un + Len+1
T (He

n+1)
TW−1He

n+1L
e
n+1.

(4.13)

La démonstration est calquée sur le continu à partir de l’équation récursive « one-step » (1.44)
sur P−

n+1 rappelée ici avec les opérateurs augmentés

P e−n+1 = Aen+1,nP
e−
n (Aen+1,n)

T −Aen+1,nP
e−
n He

n
T (He

nP
e−
n He

n
T +Wn)

−1He
nP

e−
n (Aen+1,n)

T (4.14)

En effet, si on suppose que P e−k = LekU
−1
k−1L

e
k
T pour k = n, n+ 1, alors on obtient directement

comme conditions suffisantes de (4.14),

Len+1 = Aen+1,nL
e
n,

et
U−1
n = U−1

n−1 − U−1
n−1L

e
n
THe

n
T (He

nP
e−
n He

n
T +Wn)

−1He
nL

e
nU

−1
n−1.

Or le lemme d’inversion matricielle 1.1.6 introduit au chapitre 1 simplifie directement cette
équation en

Un = Un−1 + Len
T (He

n)
TW−1

n He
nL

e
n.

Enfin, notons que la covariance a posteriori s’exprime immédiatement en fonction des
opérateurs Un et Len

P e+n = LenU
−1
n Len

T . (4.15)

REMARQUE 4.2.1 (INITIALISATION)
Comme au premier chapitre, en cas d’a priori et d’observations au temps initial, on a normalement

Un=0 = U0 + Le
0
T (He

0)TW−1
0 He

0L
e
0.

Cependant, le plus souvent les algorithmes en temps discret sont présentés avec un a priori qui prend
déjà en compte l’observation initiale et nous avons respecté dans la suite cette convention. Ainsi la
prédiction sera donnée en premier.

4.2.3 Application à l’estimation paramétrique

Reprenons notre système linéaire et définissons le système noté désormais X̄ bénéficiant d’un
filtre d’état développé au chapitre 3 en fonction des mesures Z de vitesses ou déplacements

2Nous avons utilisé une matrice U qui est l’inverse de celle de Pham et al (1997), afin d’insister sur la propriété
de rang de P
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fournies. Cet état convergerait vers le système cible si ses paramètres étaient corrects. Définis-
sons alors le problème de l’adaptation paramétrique de ce système à travers l’écriture de la
dynamique de l’état augmenté.

{
˙̄Xe = AeX̄e +Re +Ke

X(Z −HeX̄e)

X̄e(0) = Xe
0 + ζeθ ,

(4.16)

où

ζeθ =

(
0

ζθ

)
, Ke

X =

(
KX

0

)
, He =

(
H 0

)
.

L’idée serait d’appliquer le filtre de Kalman à ce système mais deux éléments nous empêchent
une application immédiate

• Z n’est pas l’observation de ce système mais du système réel.

• Z apparaît au second membre de l’équation d’état donc introduit une forme de bruit de
modèle sur l’état.

Nous choisissons donc de fixer à notre estimateur un nouveau système cible « virtuel » donné
par {

˙̄Xe
a = AeX̄e

a +Re +Ke
X(Z̄ −HeX̄e

a)

X̄e
a(0) = Xe

0 + ζeθ .
(4.17)

où Z̄ est l’observation parfaite définie par Z̄ = HX . Associé à ce système, on considère les
observation « virtuelles »

Za = HX̄e
a + χ, (4.18)

On définit X̂e
a, l’estimateur de Kalman correspondant à ces incertitudes et observations. La

covariance associée à cet observateur

P ea
def
= E((X̄e

a − X̂e
a)(X̄

e
a − X̂e

a)
T |Za) (4.19)

vérifie alors

P ea (0) =

(
0 0

0 E(ζθζθ
T
)

)
. (4.20)

Sur ce système, il est donc possible d’appliquer le filtre de Kalman réduit présenté au para-
graphe précédent. En l’absence de bruit de modèle nous avons vu que la matrice de covariance
se décomposait suivant une SVD. Ici on choisit Le(0) =

(
0
✶p

)
et U(0) =

(
E(ζθζθ

T
)
)−1. La co-

variance reste de rang réduit p, dimension du vecteur paramétrique, et se décompose à partir
de : 




P ea = LeU−1LeT

L̇e = (Ae −Ke
XH)Le

Le(0) = (0 ✶p)
T

U̇ = LeTHeTW−1HeLe

U(0) =
(
E(ζθζθ

T
)
)−1

(4.21)
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Si nous décomposons maintenant L = ( LXLθ ) on obtient




L̇X = (A−KXH)LX +BLθ

L̇θ = 0

LX(0) = 0

Lθ(0) = ✶p

(4.22)

Ainsi ∀t, Lθ = ✶p, donc seule la dynamique de LX

L̇X = (A−KXH)LX +B, (4.23)

et de U
U̇ = LXTHTW−1HLX (4.24)

sont nécessaires à la définition de l’observateur




˙̂
Xa = AX̂a +Bθ̂a +R+KX(Z̄ −HX̂a) + LX ˙̂

θa
˙̂
θa = U−1LXTHTW−1(Za −HX̂a)

X̂(0) = X0

θ̂(0) = θ0

(4.25)

Malheureusement, cet estimateur X̂a ne peut pas être utilisé en l’état puisque ni Z̄ ni Za
ne sont disponibles. Cependant, une idée naturelle est de remplacer ces derniers par Z pour
définir notre propre estimateur sous la forme





˙̂
X = AX̂ +Bθ̂ +R+KX(Z −HX̂) + LX ˙̂

θ
˙̂
θ = U−1LXTHTW−1(Z −HX̂)

L̇X = (A−KXH)LX +B

U̇ = LXTHTW−1HLX

X̂(0) = X0

θ̂(0) = θ0

LX(0) = 0

U(0) =
(
E(ζθζθ

T
)
)−1

(4.26)

Cette substitution est légitime car Z et Z̄ ne diffèrent que par le bruit χ, et Za converge vers
Z avec la même constante de temps que l’estimateur d’état retenu. Cependant, il est possible
d’aller plus loin que cette définition Kalmanienne un peu ad-hoc. Afin d’offrir un cadre théo-
rique rigoureux à (4.26), nous pouvons fournir à la fois

• un nouveau critère variationnel de minimisation moindres carrés,

• une analyse de l’erreur de convergence de l’estimateur.

Cet estimateur existe déjà dans la littérature même si son lien avec le filtre SEEK n’avait
pas été présenté avant Moireau et al (2008b). Il a été formulé dans Zhang et Clavel (2001) et



4.2 Cas linéaire 255

Zhang (2002) dans le cadre de l’identification adaptative pour des systèmes de faible dimen-
sion. L’intuition derrière la définition de Zhang (2002) se trouve dans la dynamique de LX . En
effet, LX vérifie le même problème de Cauchy (même dynamique et même condition initiale)
que la sensibilité de X̄ par rapport aux paramètres soit

LX =
∂X̄

∂θ
. (4.27)

Cette identité justifie la structure LX ˙̂
θ dans la dynamique de l’estimateur conjoint correspon-

dant à ∂X̄
∂θ

˙̂
θ afin d’exprimer le fait qu’un observateur adaptatif est souvent fondé sur la sensi-

bilité du système par rapport aux paramètres supposés désormais variables. L’approche SEEK
conduirait plutôt à écrire un terme Kalmanien du type KX

al(Z −HX̂), avec

KX

al = LXU−1LXTHTW−1. (4.28)

Il est remarquable que ces deux approches assez radicalement différentes, approches Kal-
manienne pour le SEEK de Pham et al (1997), et approche adaptative pour Zhang (2002)
conduisent, aux observations virtuelles Za près, au même estimateur. Ce sont ces deux ap-
proches qui vont nous fournir chacune de leur côté une justification de son efficacité.

Insistons pour achever cette formalisation sur le fait que l’ensemble des manipulations
effectuées avaient pour but de définir un observateur où la covariance d’erreur se réduit à l’es-
pace paramétrique. Cette question est sensiblement différente de l’objectif principal du filtre
SEEK qui cherche à réduire la rang de la matrice aux premières valeurs singulières de la ma-
trice de covariance. Autrement dit la base du filtre SEEK est initialement imaginée évolutive
(sauf extensions proposées dans Hoteit (2001)). Nous voyons dans cette différence une des
causes probables du non rapprochement entre le filtre SEEK et le filtre adaptatif de Zhang
(2002).

REMARQUE 4.2.2 (OPÉRATEURS D’OBSERVATIONS MULTIPLES)
On remarque qu’il n’est pas obligatoire d’utiliser le même opérateur d’observation dans l’estimateur
d’état et dans le deuxième étage d’estimation paramétrique. Notant H1 et H2 deux opérateurs d’obser-
vations, on peut définir un estimateur conjoint de la forme





˙̂
X = AX̂ +Bθ̂ +R+KX(Z −H1X̂) + LX ˙̂

θ
˙̂
θ = U−1LXTHT

2 W
−1(Z −H2X̂)

tel que

LX ˙̂
θ = KX

al(Z −H2X̂) = LXU−1LXT
HT

2 W
−1(Z −H2X̂).

L’avantage potentiel d’une telle définition s’envisage dans le cas où l’on dispose par exemple à la fois
de mesures de vitesses et de déplacement. Or on a vu au chapitre 3 que la stabilisation de l’erreur
d’état était plus directe et de plus faible complexité algorithmique. On pourrait donc s’en satisfaire
pour le filtre d’état mais conserver les deux types d’observations sur les paramètres afin améliorer
l’identifiabilité paramétrique du système.

4.2.4 Analyse de l’estimateur

a. Critère moindres carrés

Après la présentation du chapitre 1, nous pouvons énoncer directement ce critère sous forme
de théorème.
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THÉORÈME 4.2.1
Soit le critère variationnel

JT (ξ) =
1

2
ξTU(0)ξ +

1

2

∫ T

0
(Z −HeX̄e(ξ))TW−1(Z −HeX̄e(ξ)) dt, (4.29)

alors il existe un unique minimiseur ξ̄ et le système (4.26) vérifie

X̂(T ) = X̄e
ξ̄ (T ), ∀T ≥ 0. (4.30)

� Démonstration : La démonstration est calquée sur celles présentées au chapitre 1. Le critère
admet un minimum global en

ξ̄e = P ea (0)pe(0),

et le problème au deux bouts est




˙̄Xe
ξ̄

= AeX̄e
ξ̄

+Re +KX(Z −HeX̄e
ξ̄
)

ṗe + (Ae −Ke
XH

e)T pe = −HeTW−1(Z −HeX̄e
ξ̄
)

X̄e
ξ̄
(0) = Xe

0 + P ea (0)pe(0)

pe(T ) = 0

(4.31)

On le reformule en problème de Cauchy en utilisant le fait que X̄e
ξ̄

est une fonction affine de
pe. Soit (re, P e) tels que

X̄e
ξ̄ (t) = re(t) + P e(t)pe(t).

La substitution dans (4.31) donne alors

ṙe(t) + P eHeTW−1Here − (Ae −Ke
XH

e)re −Re −KX Z

+(Ṗ e − P e(Ae −Ke
XH

e)T − (Ae −Ke
XH

e)P e + P eHeTW−1HeP e)pe = P eHeW−1Z,

donnant les deux équations pour Pe et re




Ṗ e − P e(Ae −Ke
XH

e)T − (Ae −Ke
XH

e)P e + P eHeTW−1HeP e = 0

ṙe + P eHeTW−1Here − (Ae −Ke
XH

e)re = P eHeTW−1Z +Re +KX Z

P e(0) = P ea (0)

re(0) = Xe
0

(4.32)

Tous ces éléments ont déjà été vus précédemment. La condition initiale sur P e est de rang
réduit p, donc il existe une décomposition sur toute la fenêtre en temps

∀t ≥ 0, P e = LeU−1LeT = P ea . (4.33)

Ainsi re vérifie le même problème de Cauchy que X̂e, i.e. (4.26), donc

∀t ≥ 0, re = X̂e, (4.34)

et à la fin de l’intervalle de minimisation

X̂e(T ) = X̄e
ξ̄ (T ). (4.35)

�
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L’estimateur (4.26) vérifie donc un critère moindres carrés. Cependant, rien n’assure que
ce critère est pertinent, car Z 6= HeX̄e(ξ̄) sur toute la fenêtre en temps. En fait, quand bien
même les paramètres sont optimaux, les observations Z ne correspondent à X̄e(ξ̄) qu’asymp-
totiquement. Cette différence est la conséquence de notre substitution Za → Z à partir du filtre
SEEK. Cependant, ce critère reste raisonnable car la qualité de la stabilisation exponentielle
de notre estimateur d’état limite la perturbation introduite. D’ailleurs, le paragraphe suivant
valide définitivement cet argument à partir de l’analyse d’erreur.

b. Erreur d’estimation

Oublions l’approche contrôle optimal pour nous concentrer nous sur les propriétés de stabi-
lisation de l’erreur d’estimation définie par (X̃, θ̃) = (X − X̂, θ − θ̂). Nous nous appuyons
dans ce cas sur l’analyse menée dans Zhang et Clavel (2001) ; Zhang (2002), et introduisons la
grandeur auxiliaire

η = X̃ − LX θ̃. (4.36)

On a alors

η̇ = ˙̃X − L̇X θ̃ − LX ˙̃
θ

= (A−KXH)X̃ +Bθ̃ −KX(ǫh + χ) + LX ˙̃
θ − (A−KXH)LX θ̃ −Bθ̃ − LX ˙̃

θ,

donc




η̇ = (A−KXH)η −KX(ǫh + χ)
˙̃
θ = −U−1LXTHTW−1HLX θ̃ − U−1LXTHTW−1Hη − U−1LXTHTW−1(ǫh + χ)

η(0) = ζX

θ̃(0) = ζθ

(4.37)

Ce changement de variable permet ainsi la trigonalisation de la dynamique de l’erreur. De
plus, η, dont la dynamique est indépendante de l’erreur paramétrique, suit exactement la
même dynamique stabilisée que l’erreur d’estimation d’état à paramètres exacts analysée au
chapitre 3. Donc η est exponentiellement stable conduisant à l’estimation (3.53). On peut alors
se concentrer sur la dynamique de l’erreur paramétrique3 réécrite sous la forme

˙̃
θ = −U−1LXTHTW−1HLX θ̃ + U−1LXTHT̺,

avec
̺ = −W−1(Hη + ǫh + χ).

Alors, on a

d

dt

(
Uθ̃
)

= U̇ θ̃ + U
(
−U−1LXTHTW−1HLX θ̃ + U−1LXTHT̺) = LXTHT̺,

d’où il vient

θ̃ = U−1

(
U(0)θ̃(0) +

∫ t

0
LXTHT̺ dτ

)
. (4.38)

3 pour laquelle notre analyse diffère de Zhang et Clavel (2001) et dont nous commenterons la stratégie section
suivante
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Or la dynamique de U s’intègre simplement

U(t) = U(0) + Υ(t),

en faisant apparaître une forme de grammienne d’observabilité du système (on rappelle que
LX suit la dynamique stabilisée de l’état)

Υ(t) =

∫ t

0
LXTHTW−1HLX dτ. (4.39)

Définissons λinf(t) la plus petite solution du problème aux valeurs propres généralisé

Υ(t)ξ = λU(0)ξ,

où U(0) est adaptée à l’évaluation de l’erreur paramétrique. Alors on peut minorer U(t) par
(1 + λinf(t))U0 donc

‖θ̃‖U(0) ≤
1

1 + λinf(t)

(
‖θ̃(0)‖U(0) +

∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHT̺ dτ

∥∥
U(0)

)
. (4.40)

Ainsi dans (4.40), la convergence est gouvernée par λinf(t) dont l’évolution, croissante au cours
du temps puisque c’est la première valeur propre de la grammienne, est directement liée aux
conditions d’observabilité du système (cf Section 4.2.6).

Pour démontrer cette convergence il nous faut analyser la dépendance de l’erreur paramé-
trique par rapport à LXHT̺. Tout d’abord, la sensibilité paramétrique LX vérifie la dynamique
stabilisée, elle est donc contrôlée par son second membre

‖LX(t)θ‖2
E ≤ C

∫ t

0
‖B(τ)θ‖2

RHS dτ, (4.41)

où ‖·‖RHS correspond au choix adéquat de norme sur le second membre de l’équation de la
dynamique. Définissant les normes naturelles sur LX et B

‖LX‖L = sup
‖θ‖U(0)=1

‖LXθ‖E , ‖B‖B = sup
‖θ‖U(0)=1

‖Bθ‖RHS , (4.42)

on obtient donc

‖LX(t)‖2
L ≤ C

∫ t

0
‖B(τ)‖2

B dτ. (4.43)

Maintenant pour ̺, commençons par regarder la contribution de l’erreur de discrétisation
ǫh. On a

∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1ǫh dτ

∥∥
U(0)

≤
∫ t

0

∥∥U(0)−1LXTHTW−1ǫh
∥∥
U(0)

dτ, (4.44)

et ∥∥U(0)−1LXTHTW−1ǫh
∥∥2

U(0)
= ǫThW

−1HLXU(0)−1LXTHTW−1ǫh. (4.45)

La norme sur la sensibilité peut être caractérisée à partir des quotients de Rayleigh

‖LX‖2
L = sup

θ 6=0

θTLXTNLXθ

θTU(0)θ
= sup

X 6=0

XTNLXU(0)−1LXTNX

XTNX
, (4.46)
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d’où on déduit
∥∥U(0)−1LXTHTW−1ǫh

∥∥2

U(0)
≤ ‖LX‖2

L (ǫThW
−1HN−1HTW−1ǫh)

≤ ‖LX‖2
L (ǫThW

−1ǫh) sup
Y 6=0

Y TW−1HN−1HTW−1Y

Y TW−1Y

= ‖LX‖2
L ‖ǫh‖2

W−1 sup
X 6=0

XTHTW−1HX

XTNX
.

De même via les quotients de Rayleigh on a

‖HX‖W−1 ≤ Cobs‖X‖E , (4.47)

conduisant à

∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1ǫh dτ

∥∥
U(0)

≤ Cobs

∫ t

0
‖LX(τ)‖L ‖ǫh(τ)‖W−1 dτ. (4.48)

Or par définition de ǫh,
‖ǫh(τ)‖W−1 ≤ Cobs‖x− xh‖E ,

donc

∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1ǫh dτ

∥∥
U(0)

≤ (Cobs)
2

∫ t

0
‖LX(τ)‖L ‖(x− xh)(τ)‖E dτ. (4.49)

Considérons maintenant la contribution de η dans ̺. On obtient

∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1Hη dτ

∥∥
U(0)

≤ Cobs

∫ t

0
‖LX(τ)‖L ‖Hη(τ)‖W−1 dτ

≤ (Cobs)
2

∫ t

0
‖LX(τ)‖L ‖η(τ)‖E dτ. (4.50)

Cette erreur est valide à la fois pour les parties déterministes et éventuellement probabilistes
de η et on la majore par l’analyse d’erreur de l’erreur d’estimation d’état du chapitre 3 (3.53).

Enfin, pour la partie probabiliste de ̺, nous particularisons l’analyse dans le cas des cel-
lules taggées (pour les opérateurs frontières voir la Section 4.2.7). On a alors

E

(∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1χdτ

∥∥2

U(0)

)
= E

(∫ t

0
χTW−1HLXU(0)−1LXTHTW−1χdτ

)

= E

(∫ t

0
tr
(
U(0)−1LXTHTW−1χχTW−1HLX

)
dτ

)

=

∫ t

0
tr
(
U(0)−1LXTHTW−1QχW

−1HLX
)
dτ

=

q∑

i=1

(αi)
2

3∑

j=1

∫ t

0
(V j
i )TW−1HLXU(0)−1LXTHTW−1V j

i dτ,

où nous utilisons les mêmes identités qu’au chapitre 3 sur le bruit blanc χ. Donc les mêmes
arguments que pour l’erreur de discrétisation donnent

E

(∥∥U(0)−1

∫ t

0
LXTHTW−1χdτ

∥∥2

U(0)

)
≤ C2

obs

( q∑

i=1

(αi)
2

3∑

j=1

‖V j
i ‖2

W−1

)∫ t

0
‖LX(τ)‖2

L dτ. (4.51)
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Finalement, l’erreur paramétrique se résume à l’ajout de chacune des contributions analy-
sées

E(‖θ̃‖2
U(0)) ≤

C
(
1 + λinf(t)

)2
{

1 + ‖LX‖2
L2([0,T ];L)

[
C2

obs

( q∑

i=1

(αi)
2

3∑

j=1

‖V j
i ‖2

W−1

)

+(Cobs)
4
(
T1E(‖ζX‖2

E) + (1 + t T2γ
2)‖x− xh‖2

L2([0,T ];E) + t T2γ
2

q∑

i=1

α2
i + t ǫ2

)]}
.

(4.52)

Enfin à cette estimation on ajoute l’estimation d’erreur des variables d’état d’après la simple
inégalité triangulaire

‖X̃‖E ≤ ‖η‖E + ‖LX‖L‖θ̃‖U(0). (4.53)

c. Analyse historique par fonction de Liapounov

Afin d’éclairer cette démonstration technique, nous présentons ici les arguments utilisés par
Zhang (2002) et les analysons à la lumière de notre estimation. Celui-ci commence par deux
hypothèses sur le système :

HYPOTHÈSE 1 (STABILITÉ DE L’ERREUR D’ESTIMATION D’ÉTAT)
Il existe K associé au couple (A,H) tel que le système η de dynamique controlée par K

η̇ = (A−KH)η

est exponentiellement stable.

L’objectif du chapitre 3 a été de vérifier cette hypothèse pour notre problème avecK = KX .
La deuxième hypothèse est plus subtile.

HYPOTHÈSE 2 (EXCITATION PERSISTANTE)
Soit LX ∈ Rp ×RN la matrice vérifiant la dynamique

L̇X = (A−KXH)LX +B(t).

On suppose que B est une excitation persistante c’est-à-dire qu’il existe α, et T tels que pour
tout t,

U(t+ T ) − U(t) =

∫ t+T

t
LXTHTW−1HLX ≥ α✶.

Cette hypothèse est clairement une condition d’observabilité, et plus précisément d’iden-
tifiabilité car la grammienne est définie à partir de LX . En effet, l’hypothèse 2 est une condition
surB(t), la dépendance du système linéaire par rapport aux paramètres (Ẋ = AX+Bθ). Ainsi
on suppose que B(t) permet d’observer au travers de l’état suffisamment d’informations sur
les paramètres de sorte que la sensibilité paramétrique LX vérifie une condition d’observabi-
lité. A partir de ces deux hypothèses, Zhang (2002) assure alors l’exponentielle stabilité du
système. Rappelons rapidement ses arguments qui sont très instructifs par rapport à notre
démonstration.
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� SYSTÈME PARAMÉTRIQUE AUTONOME – Tout d’abord, on considère le système de l’erreur
paramétrique autonome et homogène, c’est-à-dire le système de dynamique

˙̌θ = −U−1LXHTW−1HLX θ̌. (4.54)

On démontre alors son exponentielle stabilité via la fonction de Liapounov suivante

V (t) =
1

2
θ̌TUθ̌. (4.55)

En effet

dV

dt
= θ̌TU ˙̌θ +

1

2
θ̌T U̇ θ̌

= −1

2
θ̌TLXTHTW−1HLX θ̌.

Donc on a déjà V̇ ≤ 0, ce qui assure la stabilité de l’erreur. L’exponentielle stabilité nécessite
plus d’efforts et requiert quelques lemmes. On intègre tout d’abord la fonction de Liapounov
sur l’intervalle nécessaire [t, t+ T ] à l’observabilité :

V (t+ T ) − V (t) =

∫ t+T

t
V̇ (τ) dτ

= −1

2

∫ t+T

t
θ̌(τ)T (LX(τ))THTW−1HLX(τ)θ̌(τ) dτ

= −θ̌(t+ T )T
(∫ t+T

t
RT
θ̌
(τ, t+ T )(LX(τ))THTW−1HLX(τ)Rθ̌(τ, t+ T ) dτ

)
θ̌(t+ T ).

où Rθ̌(τ, t + T ) est la résolvante du système θ̌. Or l’hypothèse d’excitation persistante permet
de démontrer qu’il existe une constante κ telle que

∫ t+T

t
RT
θ̌
(τ, t+ T )(LX(τ))THTW−1HLX(τ)Rθ̌(τ, t+ T ) dτ ≥ κ✶

puis, U étant une norme,

V (t+ T ) − V (t) ≤ Cθ̌(t+ T )Uθ̌(t+ T ) → V (t+ T ) ≤ 1

1 + C
V (t).

Cette expression est le pendant semi-discret des conditions classiques de stabilité pour les fonc-
tionnelles de Liapounov. C’est en fait la relation la plus courante sur un système dynamique
observé puisque V ne peut décroître que lorsque l’intervalle de temps est assez long pour per-
mettre une observabilité complète du système. Ainsi une fois la période d’observabilité passée,
on a pour tout τ > T

V (t+ τ) ≤
(

1

1 + C

)⌊ τ
T
⌋
⇒ V (t+ τ) ≤

(
1

1 + C

) τ
T
−1

V (t),

ce qui assure l’exponentielle stabilité de θ̌.

Cette première démonstration, bien que plus technique, est donc une version particulière
des théorèmes d’exponentielle stabilité utilisant une fonction de Liapounov issue des théories
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LQ. La condition d’excitation persistante remplace alors naturellement la condition d’observa-
bilité.

� SYSTÈME COUPLÉ (η, θ̃) – Cette stabilité de θ̌ complète de manière indépendante celle
que nous avions sur η (cf. hypothèse 1). On peut alors conclure si on assure l’exponentielle
stabilité du système couplé. Il existe deux arguments possibles pour cela. Le premier, utilisé
directement dans Zhang (2002), est à l’image de notre analyse d’erreur (sans la gestion des
différents bruits). Le système de l’erreur paramétrique complet est donné par

˙̃
θ = −U−1LXTHTW−1HLX θ̃ − U−1LXTHTW−1Hη,

donc en utilisant la résolvante du système autonome on a

θ̃ = RT
θ̌
(t, 0)ζθ +

∫ t

0
RT
θ̌
(t, τ)U−1LXHTW−1Hη dτ.

Puisque η est exponentiellement stable et LX bornée, U−1LXHTW−1Hη ≤ C1e
−λ1t est ex-

ponentiellement stable. De même la résolvante correspond à un système exponentiellement
stable ‖RT

θ̌
(τ, t)‖ ≤ C2e

−λ2(t−τ) donc

‖θ̃‖ ≤ C2e
−λ2t‖ζθ‖ + C1C2e

−λ2t

∫ T

0
e(λ2−λ1)τ dτ.

Cette relation assure l’exponentielle stabilité de θ̃ dans les deux cas λ2 = λ1 ou λ2 6= λ1 (en
pratique pour nous λ2 < λ1 car on attend une stabilisation beaucoup plus rapide de l’état).

REMARQUE 4.2.3
On peut se demander s’il existe une démonstration entièrement fondée sur l’utilisation de fonctions
de Liapounov. Nous savons que η est exponentiellement stable donc comme expliqué Section 3.3.2, il
existe Q définie positive tel que V η = 1

2η
TQη soit une fonction de Liapounov pour η vérifiant

dV η

dt
= −1

2
ηT η.

De même pour θ̌ avec V θ = 1
2 θ̌U θ̌. Dans ce cas, considérons pour le système couplé la fonction de

Liapounov

V (t) =
1

2
ηTQη +

1

2
θ̃TUθ̃,

alors on obtient immédiatement

dV

dt
=

1

2

(
ηT θT

)( ✶ HTW−1HLX

LXTHTW−1H LXTHTW−1HLX

)(
η

θT

)
.

La question est de savoir si cette matrice bloc est définie positive et minorée. Le lemme suivant, rappelé
dans Zhang et Xu (2001), fournit une piste de recherche de démonstration.

LEMME 4.2.2
Soit une matrice

M =

(
P LT

L Q

)

avec P et Q définies positives. Alors M est définie positive si et seulement si P − LTQ−1L est définie
positive.
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� Démonstration : Soit la forme quadratique

V (X,Y ) = XTPX + Y TQY + 2XTLTY,

alors le minimum en Y de cette forme quadratique est donné par

∂V

∂Y
= 0 ⇒ Y = Q−1LX,

donc

min
Y

V (X,Y ) = XT (P − LTQ−1L)X.

V est donc positive si et seulement si P − LTQ−1L > 0. �

� BILAN – Par rapport à la preuve donnée à la section précédente, nous pouvons cepen-
dant assurer que cette exponentielle stabilité ne nous apporte pas grand chose en pratique.
En effet, dans le cadre de notre estimation cardiaque, l’information disponible sur les para-
mètres s’accumule avec la propagation de la dépolarisation et repolarisation électrique (voir
Section 4.2.6 pour des exemples numériques). Ainsi typiquement T correspond pour nous à
la période du battement cardiaque. Donc l’exponentielle stabilité démontrée ici n’offre aucune
amélioration par rapport à l’estimation d’erreur paramétrique obtenue précédemment car la
condition d’excitation persistante est vérifiée sur une période plus grande que celle considé-
rée par notre première preuve. En fait, ces deux démonstrations tentent toutes les deux de
maîtriser la condition d’identifiabilité au cours du temps et sont finalement complémentaires.

4.2.5 Schéma numérique associé et analyse de stabilité

Une fois l’estimateur défini sur le système éléments finis, il faut encore formuler un schéma
numérique adapté. Pour l’estimation d’état seule, l’utilisation de filtres physiques permettait
d’utiliser des schémas numériques naturels inspirés du schéma de Newmark. Ici, une première
idée serait d’utiliser des règles de type point milieu ou règle des trapèzes pour le nouveau
terme LXU−1LXTHTW−1(Z − HX̂) sur l’état. Mais les premiers tests numériques que nous
avons réalisés sur ce filtre adaptatif issu de Zhang (2002) ont montré de fortes instabilités pour
une discrétisation point milieu. En revanche, l’équivalence avec le filtre SEEK nous a permis
de formuler naturellement un bon schéma en temps de type estimation-correction inspiré du
filtre de Kalman. Là, comme au chapitre 1, on choisit de discrétiser en temps le système dyna-
mique comme si on appliquait le filtre SEEK discret en temps (d’ailleurs il a été initialement été
démontré en discret dans Pham et al (1997)) à la version discrète en temps du modèle. Notons
AKn+1|n l’opérateur de transition discrétisant en temps l’opérateur A−KXH et KX l(Zn+1, Zn)

le choix de discrétisation de KXZ. La fonction l représente formellement un combinaison li-
néaire de Zn+1 et Zn adaptée à la discrétisation de lu filtre de Luenberger choisit. On peut donc
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écrire l’estimateur discrétisé en temps sous la forme




Prédiction :

X̂−
n+1 = AKn+1|nX̂

+
n +Bn+1|nθ̂

+
n +Rn+1 +KX l(Zn+1, Zn)

θ̂−n+1 = θ̂+
n

Correction :

LX

n+1 = AKn+1|nL
X
n +Bn+1|n

Un+1 = Un + LX

n+1
THT

n+1Wn+1Hn+1L
X

n+1

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + LX

n+1U
−1
n+1L

X

n+1
THT

n+1W
−1
n+1

(
Zn+1 −Hn+1X̂

−
n+1

)

θ̂+
n+1 = θ̂−n+1 + U−1

n+1L
X

n+1
THT

n+1W
−1
n+1

(
Zn+1 −Hn+1X̂

−
n+1

)

(4.56)

La quantité l(Zn+1, Zn) représente une fonction des observations Zn+1 et Zn compatible avec
le schéma en temps de l’estimateur d’état seul. Au chapitre 3, nous avions choisi par exemple
des schémas de type Newmark donc l représentait simplement un point milieu l(Zn+1, Zn) =
1
2(Zn+1 + Zn). On aura alors directement un critère optimal discret associé au schéma. Mais,
plus intéressant, le fait que cette discrétisation en temps vérifie elle-même une fonction de

Liapounov discrète pour l’erreur nous permet d’assurer la stabilité de l’erreur discrète
(
ηn

θ̃n

)

comme pour le continu. Pour cela on reprend les équations récursives « one-step »
{
X̂−
n+1 = AKn+1|nX̂

−
n +Bn+1|nθ̂

−
n +Rn+1 + LX

nU
−1
n LX

n
THT

nW
−1
n

(
Zn −HnX̂

−
n

)
+KX l(ǫn, χn)

θ̂−n+1 = θ̂−n + U−1
n LX

n
THT

nW
−1
n

(
Zn −Hn+1X̂

−
n

)

(4.57)
Les erreurs vérifient donc
{
X̃−
n+1 = AKn+1,nX̃

−
n +Bn+1|nθ̃

−
n − LX

n+1U
−1
n LX

n
THT

nW
−1
n

(
HnX̃

−
n + ǫn + χn

)
+KX l(ǫn, χn)

θ̃−n+1 = θ̃−n − U−1
n LX

n
THT

nW
−1
n

(
HnX̃

−
n + ǫn + χn

)

(4.58)
où ǫn est l’erreur de discrétisation en temps et en espace vu à travers l’opérateur d’observation.
Posons alors

ηn = X̃−
n − LX

nθ̃
−
n , (4.59)

on a

ηn+1 = AKn+1|nX̃
−
n +Bn+1|nθ̃

−
n

− LX

n+1U
−1
n LX

n
THT

nW
−1
n

(
HnX̃

−
n + ǫn + χn

)
− LX

n+1θ̃
−
n+1 +KX l(ǫn, χn)

= AKn+1|nX̃
−
n +Bn+1|nθ̃

−
n − LX

n+1θ̃
−
n +KX l(ǫn, χn)

= AKn+1|nηn +KX l(ǫn, χn). (4.60)

Ainsi si le schéma numérique est stable pour l’estimateur d’état seul (et on sait qu’il l’est pour
les estimateurs proposés d’après le chapitre 3) alors l’extension paramétrique de ce schéma
par l’algorithme prédiction-correction permet la même stabilité sur ηn. La dynamique de θ̃−n
s’exprime alors sous la forme

θ̃−n+1 =
(
✶− U−1

n LX

n
THT

nW
−1
n Hn

)
θ̃−n + U−1

n LX

n
THT

nW
−1
n

(
ηn + ǫn + χn

)
, (4.61)

qui est exactement l’analogue discret de la deuxième relation de (4.37) analysée en continu.
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4.2.6 Résultats

a. Exemples numériques

Nous reprenons notre problème-test décrit au chapitre 3. La dépendance paramétrique est ici
précisé en découpant le ventricule gauche analytique suivant les régions AHA comme pré-
senté Figure 4.1. Nous supposons alors que la 14ème région est partiellement infarcie en fixant
θ = 0.5 dans cette zone. Puisqu’en théorie LQ classique, tous les bruits sont supposés blancs,
nous supposons enfin l’incertitude paramétrique donnée par un bruit blanc. Comme nous
n’avons aucun a priori sur la zone infarcie nous supposons donc que

E(ζθ(ζθ)T ) = ✶.

Dans ces premiers résultats les données synthétiques correspondent à notre opérateur d’ob-
servation par cellules volumiques illustré Figure 3.2, pour des mesures de vitesse.

Région AHA 
infarcie

1714

13

16

15
9

8

7

11

10

5
3

12
6

4

2

1

FIGURE 4.1: Maillage de référence avec ses régions AHA. La 14ème est infarcie

� TEST ALGORITHMIQUE – Nous commençons par un résultat de validation de l’algorithme
mis en place en réalisant une estimation dite « en conditions parfaites », c’est-à-dire sans erreur
de discrétisation (i.e. même maillage dans le problème direct et inverse), ni bruit de mesure,
ni erreur de condition initiale. L’incertitude se limite donc strictement aux paramètres. Les
résultats apparaissent Figure 4.2. La première figure montre l’ensemble des trajectoires des 17
paramètres alors que la deuxième les superpose. Plus loin nous nous limiterons à seulement
quelques trajectoires différenciées en plus de la superposition pour des raisons de lisibilité
mais, ici, la convergence est tellement nette que tous les paramètres restent resserrés autour de
1 sauf le 14ème qui plonge vers 0.5 une fois que l’activation passe la région AHA concernée.

� PROBLÈME-TEST – Une fois l’algorithme validé, nous reprenons notre problème-test en
configuration de bruits réalistes. Les données synthétiques sont générées à partir du maillage
de référence (donc très raffiné). La bruit est supposé blanc à 10% de la vitesse maximale pour
un échantillonnage toutes les 50 ms. On rappelle que ramené au pas de temps ∆t, ce bruit
correspond alors à une incertitude de l’ordre de 70% à chaque itération en temps.
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FIGURE 4.2: Test algorithmique de l’identification « en conditions idéales »

L’estimation est réalisée avec le maillage « desired mesh » (cf tableau 3.4) et elle est présen-
tée Figure 4.3. A gauche, on montre la convergence de quelques paramètres, dont le 14ème qui
converge bien vers 0.5 alors que les autres sont restés à 1 en fin de fenêtre d’estimation. Sur la
figure de droite, on superpose l’évolution des 17 paramètres afin de visualiser l’amplitude de
recherche des paramètres ainsi que le décalage dans chacune des estimations.
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FIGURE 4.3: Identification de la zone infarcie sur le modèle linéaire pour le
maillage « desired ». Sont représentées 4 trajectoires à gauche et la superposition
de tous les paramètres à droite

Les résultats sont robustes avec la discrétisation, notamment Figure 4.4 on retrouve des
évolutions similaires pour les deux autres maillages « coarse » and « fine ». Enfin l’évolution
globale de l’erreur du système est aussi performante que celle présentée au chapitre 3, Fi-
gure 3.21.
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FIGURE 4.4: Identification de la zone infarcie sur le modèle linéaire pour le
maillage « coarse » (gauche) et « fine » (droite)

b. Observabilité du système

Les différentes courbes que nous venons de présenter sont représentatives de l’analyse de l’es-
timateur que nous avions faite précédemment. Nous présentons pour cela Figure 4.5 le calcul
des valeurs propres maximales et minimales de Υ (ici U(0) = ✶). La valeur minimale est la
plus importante pour notre estimateur et atteint après 0.3s une valeur de 3.5 103. Donc l’er-
reur paramétrique finale doit être de 1/1000 ce que nous constatons sur la figure en condition
idéale. Pour la configuration plus réaliste, on remarquera que la grammienne est toujours la
même car le calcul de LX est indépendant des conditions initiales spécifiques de l’état ainsi
que des bruits. Donc les oscillations autour des valeurs attendues sont uniquement la réponse
du filtre de Kalman aux différents bruits. Notamment le fait d’avoir choisi U(0) = ✶ introduit
une forte sensibilité paramétrique à comparer plus tard à celle utilisée dans le filtre H∞ de la
prochaine section.

Nous avons aussi décidé de tracer la plus grande valeur propre de Υ pour analyser l’évolu-
tion de l’observabilité au cours de la contraction. La propagation de l’onde électrique s’effectue
en effet de l’apex vers la base en 10 ms à partir de t = 0.2s. Or la sensibilité paramétrique est
directement dépendante de l’activation électrique puisque le paramètre de précontrainte ac-
tive n’a pas d’influence sans activation. Ainsi on constate que la plus grande valeur propre
devient non nulle à partir de t = 0.2s alors que la plus petite l’est plus tard, une fois l’onde
électrique propagée sur tout le ventricule.

4.2.7 Opérateur frontière et Formulation H infini

Nous avons déjà introduit au chapitre 3 (Section 3.4.6) l’observateur qui nous permettait d’ana-
lyser le cas « théorique » d’une observation du champ de déplacement sur une partie de la
frontière. Dans ce cadre, nous avons notamment montré comment cet observateur générait
un certain nombre de difficultés théoriques notamment vis-à-vis de bruits blancs de mesures.
Ainsi l’analyse détaillée que nous venons d’effectuer n’est plus valide ici au sens strict. Cepen-
dant, les extensions de la théorie LQ du chapitre 1 laissent entrevoir une opportunité en adop-
tant le cadre plus général du contrôle robuste pour manipuler une gamme de bruit plus large
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FIGURE 4.5: Evolution des valeurs propres de la grammienne d’observabilité Υ

et compatible du point de vue énergétique avec l’observateur frontière. Reste cependant la
difficulté de pouvoir formuler un estimateur robuste réduit puisque ici aussi nous souhaitons
bénéficier des méthodes standards de contrôle optimal uniquement sur l’espace paramétrique
en conservant nos estimateurs d’état physiques développés précédemment. En effet, le filtre
robuste dans le cas linéaire quadratique introduit comme le filtre de Kalman une équation de
Riccati (1.91) qu’il faut pouvoir résoudre seulement sur le sous-espace paramétrique. Cette sec-
tion présente donc l’extension des résultats précédent dans le formalisme du contrôle robuste
et reprend les résultats publiés dans Chapelle et al (2009). Dans les exemples numériques, les
observations frontières sont toujours considérées comme étant des vitesses mais peuvent de
façon équivalente être des déplacements pour peu que l’on choisisse le bon estimateur d’état
correspondant.

a. Formulation de l’estimateur et critère quadratique H∞ associé

Nous considérons toujours un système étendu Xe =
(
X
θ

)
auquel correspond un estimateur

d’état pour les observations frontières X̄e =
(
X̄
θ

)
de dynamique

{
˙̄Xe = AeX̄e +Re +Ke

X(Z −HeX̄e)

X̄e(0) = Xe
0 + ζeθ

(4.62)

avec toujours

ζeθ =

(
0

ζθ

)
, Ke

X =

(
0

γ(Hv)′

)
, He = (0 Hv).

Comme précédemment, l’incertitude de condition initiale ζθ de ce système est réduite à sur la
partie paramétrique. Nous notons alors X̄e

ξ la solution de cette dynamique pour toute condi-
tion initiale θ(0) = θ0 + ξ et souhaitons appliquer le formalisme H∞ présenté Section 1.4.2 sur
ce système cible particulier, c’est-à-dire en l’absence d’erreur de modèle et pour une incertitude
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de rang réduit. Le critère H∞ s’écrit

sup
Z,ξ

∫ T
0 ‖X̂e − X̄e(ξ)‖2

Se dt
∫ T
0 ‖Z −HeX̄e(ξ)‖2

m
dt+ ‖ξ‖2

P−1
0

≤ 1

β
, (4.63)

où par rapport au chapitre 1 nous appelons Se la norme évaluant l’estimateur au numérateur
(puisque cette notation est libre en l’absence de bruit de modèle). Pour notre vecteur augmenté
Xe, on considérera alors une norme tensorisée

Se =

(
SX 0

0 Sθ

)
. (4.64)

où typiquement SX est en fait la norme de l’énergie N et Sθ une norme adéquate pour les
paramètres, par exemple l’inverse de la covariance d’erreur paramétrique initiale P0.

Dans ce cadre spécifique, nous allons démontrer au paragraphe suivant que l’estimateur
SEEK précédemment présenté dans le cadre H2 s’étend sous la forme





˙̂
X = AX̂ +Bθ̂ +R+KX(Z −HX̂) + LX ˙̂

θ, avec X̂(0) = X0

˙̂
θ = U−1LXTH ′(Z −HX̂), avec θ̂(0) = θ0

L̇X = (A−KXH)LX +B, avec LX(0) = 0

U̇ = LXTH ′HLX − β(LXTSXL
X + Sθ), avec U(0) = (P0)

−1

(4.65)

La différence fondamentale entre cet estimateur et (4.26) est donc la présence des matrices SX
et Sθ dans la dynamique de U associée évidemment au terme β. Comme dans toute la théorie
H∞, ceci implique une limitation de la fenêtre en temps d’utilisation de ce filtre puisque la
dynamique de U n’a de sens que tant que U reste défini positif.

PROPOSITION 4.2.3
Étant donné Tmax, il existe une valeur maximale β∗ (dépendant de Tmax) telle que, pour tout β
et T vérifiant 0 < β < β∗ et 0 < T ≤ Tmax, l’observateur défini en (4.65) fournit la borne (4.63).

� Démonstration : Nous définissons β∗ comme la valeur maximum telle que U soit définie
positive sur l’intervalle [0, Tmax]. Alors, pour 0 < β < β∗, nous définissons la fonction coût en
contrôle H∞ (cf. Section 1.4.2),

JβT =

∫ T

0
‖φ− X̄e(ξ)‖2

Se dt− 1

β

(∫ T

0
‖Z −HeX̄e(ξ)‖2

m
dt+ ‖ξ‖2

P−1
0

)
, (4.66)

telle que le critère robuste (4.63) est assuré si et seulement si

sup
χ,ξ

JβT ≤ 0. (4.67)

On définit, comme au chapitre 1, la fonction

V β(T ) = sup
ξ
JβT , (4.68)
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qui correspond au supremum sur les contrôles pour une observation Z donnée, et un choix
d’estimateur φ(Z) fixé (on rappelle que l’estimateur n’est qu’une fonction de Z). On introduit
l’état adjoint pe pour la trajectoire maximale X̄e

ξ̄
. Le problème aux deux bouts s’écrit





˙̄Xe
ξ̄

= AeX̄e
ξ̄

+Re +KX(Z −HeX̄e
ξ̄
)

ṗe + (Ae −Ke
XH

e)T pe = −He′(Z −HeX̄e
ξ̄
) + βSe(φe − X̄e

ξ̄
)

X̄e
ξ̄
(0) = Xe

0 + P ea (0)pe(0)

pe(T ) = 0

(4.69)

avec

P ea (0) =

(
0 0

0 P0

)
.

Introduisant le changement de variable désormais classique

X̄e
ξ̄ (t) = re(t) + P e(t)pe(t), (4.70)

on obtient le problème de Cauchy




Ṗ e − P e(Ae −Ke
XH

e)T − (Ae −Ke
XH

e)P e + P eHe′HeP e − βP eSeP e = 0

ṙe + P eHe′Here − (Ae −Ke
XH

e)re + βP eSe(φe − re) = P eHe′Z +Re +KX Z

P e(0) = P ea (0)

re(0) = Xe
0

(4.71)

et on retrouve alors l’équation de Riccati H∞ sans erreur de modèle. De plus la condition
initiale sur P e permet de vérifier, comme en filtrage de Kalman réduit, que ce dernier est dé-
composable sous la forme

P ea =

(
LX

✶p

)
U−1

(
LX ✶p

)
.

Donc re, décomposé sur ses composantes état et paramètre, correspond au système (4.65).

Reste à démontrer que ce filtre est robuste au sens du critère (4.67). On considère donc la
fonction coût prise pour X̄e(ξ̄) = X̄e

ξ̄
. On applique alors le principe de programmation dyna-

mique dans le cas simplifié où il n’y a pas d’erreur de modèle. On a ici une version simplifiée
de HJB qu’on retrouve par

dV β(T )

dT
=

∂JβT
∂ξ

· dξ̄(T )

dT
+

(
‖φe − X̄e(ξ̄(T ))‖2

Se − 1

β
‖Z −HeX̄e(ξ̄(T ))‖2

m

)
(T )

=

(
‖φe − re‖2

Se − 1

β
‖Z −Here‖2

m

)
(T ),

car X̄e(ξ̂(T )) = X̄e
sup(T ) = re(T ) et JβT est stationnaire en ξ̄. Alors le choix particulier d’estima-

teur
φe = re, (4.72)

avec la condition initiale V β(0) = 0, assure bien

∀T, V β(T ) ≤ 0.

Ainsi nous avons un filtreH∞ au sens de (4.63), et il peut s’écrire sous forme réduite (4.65). �
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b. Analyse d’erreur

Nous pouvons maintenant, comme dans le cadre H2, effectuer l’analyse de l’erreur définie
toujours par X̃ = X− X̂ , θ̃ = θ− θ̂. Une première remarque est que le contrôle robuste fournit
immédiatement une première estimation car

‖Z −HeX̄e(ζeθ )‖2
m

= ‖ǫh +HX̌‖2
m
,

et ∫ T

0
‖X̂e − X̄e‖2

Se dt ≤ 1

β

(∫ T

0
‖ǫh +HX̌‖2

m
dt+ ‖ζeθ‖2

P−1
0

)
. (4.73)

Cependant, cette estimation d’erreur est intégrée en temps alors que nous sommes plus inté-
ressés par une estimation au temps final qui, pour les paramètres (statiques dans la dynamique
réelle), fournit un résultat plus fort. Nous reprenons donc notre changement de variable sur
l’erreur η = X̃ − LX θ̃. On a toujours la dynamique (4.37) où seule la dynamique de U est mo-
difiée dans ce système. Ainsi η, dont la dynamique est celle de l’estimateur d’état, a la même
stabilité que ce dernier. Pour θ̃, nous modifions légèrement l’approche suivie dans le cas H2 en
calculant l’évolution de

d

dt

(
θ̃TUθ̃

)
= 2θ̃TU

˙̃
θ + θ̃T U̇ θ̃

= −θ̃T
(
LXTH ′HLX + β(LXTSXL

X + Sθ)
)
θ̃ + 2θ̃TLXTH ′̺.

En intégrant cette équation on obtient

‖θ̃(t)‖2
U(t) ≤ ‖ζeθ‖2

P−1
0

+ 2

∫ t

0
θ̃TLXTH ′̺ dτ. (4.74)

Définissons alors λU (t) comme la plus petite valeur propre du problème aux valeurs propres
généralisées

U(t) ξ = λU(0) ξ,

on obtient alors de (4.74)

λU (t)‖θ̃(t)‖2
P−1

0
≤ ‖ζeθ‖2

P−1
0

+ 2

∫ t

0
(λU (τ))

1
2 ‖θ̃(τ)‖P−1

0
(λU (τ))−

1
2 ‖LXTH ′̺‖P0 dτ,

qui, par application du lemme de Gronwall, donne la majoration

(λU (t))
1
2 ‖θ̃(t)‖P−1

0
≤ ‖ζeθ‖P−1

0
+

∫ t

0
(λU (τ))−

1
2 ‖LXTH ′̺‖P0 dτ. (4.75)

Nous devons alors minorer λU . Pour Tmax donné, nous choisissons β1 avec 0 < β1 < β⋆ et β⋆

défini par la proposition 4.2.3. On définit alors U1 comme la solution de

U̇1 = LXTH ′HLX − β1(L
XTSXL

X + Sθ), avec U1(0) = (P0)
−1.

La condition 0 < β1 < β⋆ implique que U1 est définie positive sur [0, Tmax]. Donc pour tout β
tel que 0 < β ≤ β1 et U associé, nous avons

d

dt
(U − U1) = (β1 − β)(LXTSXL

X + Sθ), (4.76)
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donc

U(t) = U1(t) + (β1 − β)

∫ t

0
(LXTSXL

X + Sθ) dτ, (4.77)

et puisque U1(t) est définie positive

λU (t) ≥ (β1 − β)λinf,1(t), (4.78)

où λinf,1(t) est la plus petite solution du problème aux valeurs propres généralisées

(∫ t

0
(LXTSXL

X + Sθ) dτ

)
ξ = λU(0) ξ. (4.79)

De même, à partir de
d

dt

(
U − β

β1
U1

)
=
β1 − β

β1
LXTH ′HLX , (4.80)

on obtient

λU (t) ≥ β1 − β

β1
(1 + λinf,2(t)), (4.81)

où λinf,2(t) est la plus petite solution du problème aux valeurs propres généralisées

(∫ t

0
LXTH ′HLX dτ

)
ξ = λU(0) ξ. (4.82)

En assemblant (4.78) et (4.81), sachant qu’elles sont valides pour β1 < β⋆, on obtient

λU (t) ≥ max

(
(β⋆ − β)λinf,1(t) ,

β⋆ − β

β⋆
(1 + λinf,2(t))

)
. (4.83)

On remarque que λinf,1(t) croit en O(t) avec le terme Sθ dans l’intégrale, alors que l’évolution
de λinf,2(t) correspond à la propriété d’excitation persistante de Zhang (2002).

Le reste de l’analyse d’erreur est calquée sur ce que nous avons vu dans le cadre H2. La
sensibilité paramétrique LX est stable car elle suit la même dynamique que l’estimateur d’état
et on a une borne du type

‖LX(t)θ‖2
E ′ ≤ C

∫ t

0
‖B(τ)θ‖2

RHS dτ, (4.84)

où ‖·‖RHS est toujours une norme adéquate sur le second membre de la dynamique. Reprenant
alors les normes naturelles sur LX and B

‖LX‖L = sup
‖θ‖U(0)=1

‖LXθ‖E ′ , ‖B‖B = sup
‖θ‖U(0)=1

‖Bθ‖RHS , (4.85)

on obtient

‖LX(t)‖2
L ≤ C

∫ t

0
‖B(τ)‖2

B dτ. (4.86)

On peut alors analyser les différentes contributions de ̺ et obtenir comme précédemment une
estimation du type

‖LTXH ′̺‖P0 ≤ ‖LX(τ)‖L‖Hη + ǫh + χ‖O ≤ ‖LX(τ)‖L
(
‖η‖E ′ + ‖ǫh‖O + ‖χ‖O

)
, (4.87)
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alors, en majorant par 1 le terme (λU (τ))−
1
2 dans l’intégrale de (4.75), on déduit

‖θ̃(t)‖P−1
0

≤ (λU (t))−
1
2

(
‖ζeθ‖P−1

0
+‖LX‖L2([0,t];L)

(
‖η‖L2([0,t];E ′)+‖ǫh‖L2([0,t];O)+‖χ‖L2([0,t];O)

))
.

(4.88)
Cette borne associée à l’estimation sur η issue de l’analyse du chapitre 3 (voir Section 3.4.6.d.)

‖η‖L2([0,t];E ′) ≤ C

(√
T1‖ζX‖E +

√
t
(
γ
√
T2‖χ‖L2([0,t];O) + ǫ

))
, (4.89)

et (4.83) fournissent une estimation d’erreur complète.

Finalement, l’erreur d’estimation d’état finale se déduit de l’identité η = X̃ − LX θ̃ par
inégalité triangulaire

‖X̃‖E ′ ≤ ‖η‖E ′ + ‖LX‖L‖θ̃‖P−1
0
. (4.90)

c. Résultats numériques

Par rapport aux situation précédentes, nous pouvons désormais admettre d’autres types de
bruit de mesure. Nous en sélectionnons trois comme suit :

1. erreur gaussienne, indépendante4 par noeuds du maillage de référence et par pas de
temps. Nous supposons alors une erreur de 20% de la vitesse maximum (Rappel vmax =

0.17 m.s−1) ;

2. erreur gaussienne, indépendante par noeuds du maillage de référence mais identique
au cours du temps. C’est alors une forme de biais en temps pour un « bruit blanc » en
espace ;

3. erreur modale dont le profil en espace correspond au premier mode non-amorti et cons-
tante en temps. L’amplitude de cette erreur est de 20% de l’énergie cinétique d’un champ
de vitesse égal à vmax.

Ces trois types d’erreur sont bornées dans L2(Γm) comme indiqué dans l’analyse numé-
rique de la Section 3.4.6. Elles sont de plus relativement importantes puisqu’elles sont définies
à partir de la vitesse maximale sur la période de simulation.

Dans cette situation de contrôle robuste, le bruit n’étant plus supposé blanc, on ne modifie
pas W pour respecter le rapport entre l’échantillonnage de la mesure et le pas de temps de la
discrétisation. Il n’y a donc plus de motivation particulière à multiplier W par ∆T

δt . De même,
le covariance paramétrique n’est plus nécessairement celle d’un bruit blanc. On peut donc soit
garder P0 = 1 soit prendre P0 = 1

p✶. Dans ce deuxième cas, on limite en fait le champ de
recherche de θ à une zone de rayon 1 suivant le principe que E(‖θ‖2) = tr(P0) = 1. Vu notre
normalisation des paramètres, on peut considérer que ce choix global pour les paramètres est
plus adapté que de supposer chacune des composantes θi, 1 ≤ i ≤ p indépendantes et d’écart-
type égal à 1.

4Pour autant on n’applique pas la règle de rééchantillonnage temporel comme pour le bruit blanc
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La Figure 4.6 montre les paramètres estimés pour le premier type de bruit avec β = 0, ce
qui signifie que le filtre H∞ correspond au filtre H2. Les résultats sont positifs sur la détection
de la zone infarcie et l’estimation est rapide une fois que la contraction a lieu. Ce résultat doit
être comparé à celui de la Figure 4.7 pour β = 5, une valeur proche du maximum numéri-
quement autorisé pour assurer l’inversibilité de U sur la fenêtre de temps. Cette figure montre
que la sensibilité de l’estimation paramétrique augmente de manière significative, ce qui est
cohérent avec le fait que U est diminuée par la contributionH∞ (cf. équation (4.65)). Cette sen-
sibilité est particulièrement importante pour la région 17 qui n’est pratiquement pas observée
(elle est au fond de l’endocarde et du ventricule). Cette région est donc celle où l’identifiabilité
du problème est sans doute la moins bonne.

Des résultats similaires sont obtenus Figure 4.9 pour les deux autres types d’incertitude de
mesure. L’estimation est moins performante dans le troisième cas qui représente véritablement
un biais et contient une incertitude physique. Ce type de bruit est donc plus difficile à filtrer.

Enfin, Figure 4.9, nous présentons deux résultats d’estimation pour deux valeurs diffé-
rentes du paramètre H∞, β = 2 et β = 5 avec le biais modal dans les mesures. Ces résultats
sont à comparer avec ceux de la Figure 4.8. En dehors des questions de sensibilité, nous ne
constatons pas d’améliorations de l’estimation en augmentant β. Ce résultat est décevant par
rapport au principe H∞ où 1

β est une borne de performance comme indiqué en (4.63). C’est
pourtant cohérent avec notre estimation finale (4.88), où (4.83) produit la borne minimale pour
β = 0. Il n’y a en fait pas de paradoxe puisque le critère H∞ est un critère sur toute la fenêtre
en temps et il est « trop grand » pour être pertinent dans notre cas pratique. On se focalise
donc sur le temps final et dans ce cas, l’algorithme H2 suffit. Finalement, l’avantage de la dé-
monstrationH∞ est qu’elle donne un sens à la formulationH2, y compris pour des bruits plus
généraux que les bruits blancs
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FIGURE 4.6: Incertitude du premier type avec β = 0 : Paramètres estimés pour les
17 régions (gauche) et trajectoires spécifiques de 4 régions (droite)
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FIGURE 4.7: Incertitude du premier type avec β = 5 : Paramètres estimés pour les
17 régions (gauche) et trajectoires spécifiques de 4 régions (droite)
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FIGURE 4.8: Incertitude du second (gauche) et troisième (droite) type avec β = 0
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FIGURE 4.9: Incertitude du troisième type avec β = 2 ou β = 5 : Superposition des
17 trajectoires



276 Chapitre 4. Estimation conjointe état-paramètres pour les systèmes distribués

4.3 Cas bilinéaire et extensions du filtre SEEK

Nous venons d’analyser en profondeur le cas linéaire pour l’estimateur conjoint, où la linéa-
rité concerne donc à la fois l’état (soit une hypothèse de petits déplacements) et les paramètres,
et surtout leur couplage. Ceci limite donc l’identification à une dépendance paramétrique du
second membre. Même si nous avons dit que finalement le linéarisé de tout système d’estima-
tion peut se ramener à l’étude précédente, encore faut-il imaginer des filtres pour des modèles
non-linéaires. A cette fin nous commençons par étudier le premier degré de non-linéarité lié
au choix de paramètres identifié dans notre problématique. Nous nous intéressons en effet à
l’estimation de module d’Young pour une dynamique toujours supposée linéaire. La dépen-
dance de la raideur, donc de la dynamique, est linéaire par rapport au module d’Young mais
la non-linearité vient du couplage état-paramètre puisque la puissance des efforts interne dé-
pend linéairement du module d’Young mais aussi linéairement des déplacements, c’est-à-dire
bilinéairement de l’état augmenté « état+paramètre ». Nous regardons donc un système du
type





ẋ = Ax+ B : θ ⊗ x+ R
x(0) = x0 + ζx

θ = θ0 + ζθ

(4.91)

où θ représente le module d’Young dans chacune des régions AHA par exemple, et B comporte
la différentielle de la puissance des efforts intérieurs par rapport au module d’Young, c’est-à-
dire un terme classique de raideur où pour chaque région i, Ei = 1 alors que toutes les autres
Ej = 0.

Nous pouvons explicitement écrire le système du second ordre discrétisé en espace sous
la forme

MŸ + CẎ +K(θ)Y = F ext(t),

avec ici K(θ)Y = ∂K
∂θ : θ ⊗ Y et F ext(t) peut contenir la contribution de type précontrainte

précédemment présentée dans laquelle nous ne précisons plus la dépendance paramétrique.
Nous insistons sur le fait que nous sommes encore dans cette section dans la formulation de
problème simplifié afin de mettre en place les extensions non-linéaires de nos estimateurs.

4.3.1 Expression à partir de la sensibilité

La première idée pour étendre l’estimateur linéaire est de revenir à la formulation employée
par Zhang et Clavel (2001) où il est remarqué que LX est la sensibilité du système linéaire
par rapport aux paramètres. Comme nous l’avions déjà noté, on a en effet pour le problème
linéaire





d

dt

∂X̄

∂θ
= A

∂X̄

∂θ
+B

∂X

∂θ
(0) = 0
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donc LX = ∂X̄
∂θ . De cette interprétation nous pouvons formuler un estimateur pour le problème

bilinéaire 



˙̂
X = AX̂ +B : θ̂ ⊗ X̂ +R+KX(Z −HX̂) + LX ˙̂

θ
˙̂
θ = U−1LXTHTW−1(Z −HX̂)

L̇X = (A+B · θ̂ −KXH)LX +B · X̂
U̇ = (LX)THTW−1HLX

X̂(0) = X0

θ̂(0) = θ0

LX(0) = 0

U(0) =
(
E(ζθ.ζθ

T
)
)−1

(4.92)

Une première remarque, fondamentale pour l’efficacité de l’estimateur, s’impose dès main-
tenant. Désormais, la dynamique de LX est dépendante des estimateurs θ̂ et X̂ . Autrement dit
la sensibilité LX est calculée par rapport à l’estimateur et non pas par rapport à la trajectoire
cible inconnue. En linéaire, la structure particulière du système faisait qu’elles étaient égales
mais ce n’est plus le cas en non-linéaire.

4.3.2 Analyse d’erreur

Nous pouvons continuer d’analyser l’erreur d’estimation via le changement de variable pro-

posé précédemment
(
X̃
θ̃

)
→
(
η

θ̃

)
. Dans ce cas on vérifie que pour η

η̇ = ˙̃X − L̇X θ̃ − LX ˙̃
θ

= AX̃ +B : θ ⊗X −Bθ̂ ⊗ X̂ −KXHX̃ +KX(ǫh + χ) − LX ˙̂
θ

+ LX ˙̂
θ − (A+Bθ̂ −KXH)LX θ̃ −Bθ̃ ⊗ X̂

= AX̃ +B : θ ⊗X −Bθ ⊗ X̂ −KXHX̃ +KX(ǫh + χ) − (A+Bθ̂ −KXH)LX θ̃

= (A+Bθ −KXH)η +B : θ̃ ⊗ LX θ̃ +KX(ǫh + χ), (4.93)

alors que la dynamique de l’erreur sur θ̃ reste inchangée par rapport au linéaire

˙̃
θ = −U−1LXTHTW−1HLX θ̃ − U−1LXTHTW−1Hη − U−1LXTHTW−1(ǫh + χ). (4.94)

Ce changement de variable ne permet plus de trigonaliser la dynamique de l’erreur. Cepen-
dant le système tangent en

( η
θ̃

)
= ( 0

0 ) reste inchangé. Donc on peut toujours appliquer le
théorème 3.3.3 pour assurer l’existence d’un voisinage de 0 pour

( η
θ̃

)
. LX étant borné il existe

donc un voisinage de 0 pour X̃ et θ̃ tel que le système reste stable.

4.3.3 Premiers résultats

Nous nous plaçons dans les mêmes configurations numériques que précédemment mais mo-
difions la raideur passive de la 14ème région. Ainsi θ14 = 1.3 alors que les autres restent à 1.
Cet exemple illustre une augmentation de raideur pour un tissu nécrosé par la colonisation de
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tissus conjonctifs. De plus pour des raisons d’observabilité nous ne choisissons pas P0 « homo-
thétique » (les écarts types dans chaque région sont égaux) mais assurons être presque sûrs des
paramètres loin de la région nécrosée. L’observabilité d’une raideur est en effet toujours sou-
mise à l’estimation d’une contrainte générale dans le tissu. Or nous n’avons pas de contrainte,
ou de pression, dans les observations donc nous devons être certains de la raideur quelque
part pour assurer l’identifiabilité des raideurs relativement à cet étalonnage.

� TEST ALGORITHMIQUE – Nous commençons comme pour le cas linéaire avec un test
algorithmique qui consiste à négliger tous les bruits autre que l’incertitude paramétrique. Les
résultats sont présentés Figure 4.10 et préfigurent des mêmes performances qu’en linéaire. Sur
les figures nous ne montrons que l’écart au cas sain θi = 1, ∀i.
� ERREUR DE CONDITION INITIALE – Nous reprenons maintenant un cas-test plus réaliste
sur les incertitudes en réintroduisant un bruit blanc de mesure et une erreur de condition ini-
tiale. Nous souhaitons ici tester notre méthodologie pour plusieurs valeurs de surpression (10,
100 et 1000 Pa) pour la condition initiale « Pressure I.C. ». Les deux premières séries de figures
(Figures 4.11 et 4.12) montrent les résultat pour 10 et 100 Pa. Autant pour 10 Pa l’estimation se
comporte encore bien, autant dès 100 Pa, l’estimation diverge des valeurs attendues. De plus
l’algorithme renvoie une erreur après avoir cherché à rendre θ négatif correspondant à une
raideur non définie positive pour le système (i.e sur la figure les paramètres ont alors été blo-
qués à 0.5 comme expliqué ci-dessous Section 4.3.4). Ce résultat est cohérent avec l’analyse du
filtre et indique simplement que le voisinage de stabilité est beaucoup plus étroit que ce que
l’application impose.

Nous voyons donc surgir deux difficultés à la lumière de ces deux premiers résultats.
Tout d’abord les paramètres peuvent devenir négatifs ce qui à la différence du linéaire a une
certaine importance puisque dans ce cas la raideur n’est plus un opérateur positif. On pour-
rait imposer une plus faible tolérance sur P0 mais dans ce cas on ne pourrait pas poursuivre
suffisamment loin les grandes valeurs positives de θ. Plus fondamentalement, la sensibilité
paramétrique LX est pour le modèle bilinéaire fonction de X̂ et θ̂ donc c’est la dépendance
paramétrique de l’estimateur mais pas du vrai système. Quand l’erreur de condition initiale
est importante, l’observateur est « très faux » au départ donc LX est génératrice d’erreur dans
la grammienne. En pratique dans notre exemple, la méthode cherche à adapter les paramètres
à l’estimateur d’état en mouvement alors que la cible est statique au début de la simulation.
Les paramètres s’ajustent alors en tendant vers 0 pour « stabiliser à leur manière » l’observa-
teur par rapport aux observations fournies. Nous découvrons avec ces premiers résultats la
nécessité fondamentale de coupler l’estimateur paramétrique à l’estimateur d’état. S’il n’y a
pas d’erreur sur l’état initialement, l’estimateur paramétrique fonctionne très bien car dans ce
cas la sensibilité de l’estimateur par rapport aux paramètres est alors très proche de celle du
système réel. Puisque cette sensibilité est alors bien évaluée, l’estimateur sait comment faire
évoluer positivement ces paramètres en fonction de l’identifiabilité du système réel. Dans les
autres cas, l’erreur sur l’état empêche de façon irréversible la détermination d’une sensibilité
cohérente avec la cible. Il faut donc la corriger et le plus rapidement possible.

De ce point de vue, le cas linéaire était un peu exceptionnel car la sensibilité paramé-
trique LX suivait une dynamique indépendante de X̂ et θ̂, donc indépendante de l’erreur



4.3 Cas bilinéaire et extensions du filtre SEEK 279

0

0.2

0.4

0.6

0.8 1

2

3

4
−0.05

0

0.1

0.2

0.3

reg
ion

 [1
,7,

14,
17]

Time

T
h
e
t
a

0 0.2 0.4 0.6 0.8
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

Time

T
h
e
t
a

FIGURE 4.10: Test algorithmique de l’identification bilinéaire « en conditions
idéales »
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FIGURE 4.11: Estimation conjointe pour le problème bilinéaire avec une erreur de
condition initiale générée par une surpression de 10 Pa
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FIGURE 4.12: Estimation conjointe pour le problème bilinéaire avec une erreur de
condition initiale générée par une surpression de 100 Pa
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de condition initiale. Par ailleurs, il faut bien avoir conscience que ce type de sensibilité ap-
paraît plus ou moins indirectement dans tous les algorithmes d’identification. Par exemple
pour un algorithme variationnel classique c’est pθ la variable adjointe correspondant aux pa-
ramètres qui joue ce rôle. Donc cette nécessité d’une maîtrise conjointe de l’estimation d’état
et de l’estimation paramétrique est indispensable en assimilation de données quelle que soit
la méthode. Voyons maintenant comment nous pouvons aménager notre méthodologie pour
pouvoir prendre en compte le même type d’erreur de condition initiale que pour le problème
linéaire.

4.3.4 Amélioration des performances de l’estimateur conjoint en non-linéaire

a. Estimation paramétrique différée

La première idée pour éviter cette « divergence » du filtre au début de l’estimation consiste à ne
pas faire confiance à l’estimateur d’état en début d’estimation mais à attendre sa convergence
rapide vers le véritable état. En effet l’estimation d’état seule est relativement robuste vis-à-
vis de l’erreur paramétrique. Autrement dit ce n’est pas, toutes choses égales par ailleurs, une
erreur de 30% sur les paramètres de raideur qui empêcherait l’état de se rapprocher sensible-
ment de la cible en début d’estimation. Après cette première phase, l’état de l’estimateur se
retrouve alors dans le voisinage de stabilité pour le problème bilinéaire donc on peut réaliser
l’estimation conjointe. Cette idée peut être mise en oeuvre directement dans l’algorithme pro-
posé ci-dessus en retardant le déclenchement du calcul de la sensibilité d’un temps ts tant que
celle-ci est « particulièrement » fausse.





˙̂
X = AX̂ +B : θ̂ ⊗ X̂ +R+KX(Z −HX̂) + LX ˙̂

θ
˙̂
θ = U−1LXTHTW−1(Z −HX̂)

L̇X = 0, si t ≤ ts

L̇X = (A+B · θ̂ −KXH)LX +B · X̂, si t > ts

U̇ = (LX)THTW−1HLX

X̂(0) = X0

θ̂(0) = θ0

LX(0) = 0

U(0) =
(
E(ζθ.ζθ

T
)
)−1

(4.95)

Cette modification dans l’estimateur nous permet d’obtenir des performances compa-
rables au modèle linéaire. Elles sont présentées Figure 4.13 pour le problème-test complet
comprenant erreurs de mesures, de discrétisation et de condition initiale en surpression de
nouveau de 1000 Pa.

Il n’y a plus, pour les estimateurs non-linéaires, d’équivalence avec un problème de contrô-
le optimal. Le critère variationnel n’est donc plus valide. Cependant, si nous avions utilisé le
même retard sur le modèle linéaire, ce critère serait alors

JT (ξ) =
1

2
ξTU(0)ξ +

1

2

∫ T

ts

(Z −HeX̄e(ξ))TW−1(Z −HeX̄e(ξ)) dt.
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FIGURE 4.13: Estimation paramétrique pour une erreur de condition initiale en
surpression de 1000 Pa. L’identification est déclenché après ts = 0.1s

Or ce critère est pertinent pour éviter d’accumuler sur les premiers instants une erreur d’ob-
servation a priori fausse puisque Z est très loin de HX̄ .

REMARQUE 4.3.1 (FACTEURS D’OUBLI)
En fait, ce principe de minimisation sur de plus petites fenêtres en temps est un cas limite de l’utilisation
de facteurs d’oubli en filtrage. Hoteit (2001) rappelle que le facteur d’oubli consiste à limiter l’impact des
observations passées au travers de la dynamique de U en la modifiant par

U̇ = −ρU + (LX)THTW−1HLX .

b. Contraintes paramétriques

Puisque l’estimateur s’est désormais éloigné de la commande optimale, il est possible d’en-
visager des variations heuristiques autour de sa formulation finale. Nous avons, entre autres,
essayé d’intégrer simplement des contraintes paramétriques en « cloisonnant » l’évolution des
paramètres comme suit





˙̂
θ = U−1LXTHTW−1(Z −HX̂), if θmin ≤ θ̂ ≤ θmax
˙̂
θ = 0, sinon

(4.96)

Au niveau de la mise en oeuvre nous avons alors traduit cette contrainte en ne prenant compte
la phase de correction que pour θmin ≤ θ ≤ θmax.

Dans le cas présenté Figure 4.14, nous avons repris la situation de l’échec Figure 4.12 et
décidé de limiter la borne minimale pour les paramètres à 0.8 (θ̃ = −0.2). On remarque alors
que l’estimation est nettement meilleure sans avoir recours à un décalage de l’estimation ts.
D’ailleurs Figure 4.12 nous avions aussi introduit une contrainte paramétrique θmin = 0.5 pour
éviter que la raideur soit singulière mais cette borne était manifestement trop grande.

REMARQUE 4.3.2 (DÉPENDANCE PARAMÉTRIQUE EXPONENTIELLE)
Une piste intéressante de gestion des paramètres notamment vis-à-vis des éventuelles bornes est de
formaliser leur dépendance directement à partir de fonctions qui prennent en compte directement ces
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FIGURE 4.14: Exemple d’estimation avec contraintes paramétriques pour la sur-
pression de 100 Pa et ts = 0

bornes dépendance. Par exemple dans notre cas où nous cherchons une rigidité définie positive par
rapport à la configuration idéale on pourrait exprimer la dépendance paramétrique sous la forme

K(θ)Y =
∂K

∂θ
: eαθ ⊗ Y,

avec α = ln(10) typiquement. Dans ce cas, en plus d’éviter des valeurs négatives des paramètres on
symétrise leur évolution par rapport à la valeur de référence. En effet il est plus adéquat de considérer
que la densité de probabilité associé aux paramètres est une gaussienne sur cette échelle logarithmique,
c’est-à-dire qu’il est d’égale importance d’avoir un tissu deux fois plus raide ou deux fois plus mou.
Evidemment dans ce cas on n’entre plus dans le formalisme d’un modèle bilinéaire et la sensibilité
paramétrique doit être calculée par rapport à cette dépendance exponentielle des paramètres.

4.3.5 Equivalence avec EKF et le filtrage non-linéaire

a. Formulation EKF

Puisque LX suit une dynamique correspondant au tangent de la dynamique réelle, il est clair
que les démonstrations présentées précédemment en linéaire permettent de vérifier que P =

LXU−1LX est bien solution de l’équation de Riccati associé aux opérateurs de la dynamique
tangents. Donc l’estimateur (4.92) n’est rien d’autre que le filtre de Kalman étendu (EKF) réduit
dont l’extension avait déjà été présentée dans Pham et al (1997).

Cette équivalence avec le filtre EKF permet de bénéficier des résultats de convergence
asymptotique introduits par Ljung (1979). Le modèle état+paramètres que nous considérons
entre en effet dans la catégorie des « modèles déterministes » dans la terminologie de ces tra-
vaux avec un opérateur de transition stable et sans bruit de modèle. Il démontre alors (théo-
rème 6.1) que l’estimation paramétrique converge presque sûrement vers un minimum de l’er-
reur d’observation. Reste que ce résultat asymptotique ne fournit pas d’information supplé-
mentaire sur la vitesse de convergence. Il permet simplement d’assurer une certaine stabilité
en remplaçant dans le cas non-linéaire le critère variationnel.
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b. Filtre du second ordre

Puisque notre estimateur est un filtre EKF, on peut se demander s’il est possible d’appliquer
des filtres de Kalman d’ordre plus élevé. Pour cela, il faut que ces filtres admettent une version
réduite. Or pour notre problème bilinéaire, pour un opérateur d’observation linéaireH , le filtre
de Kalman du second ordre se formule très rapidement à partir des seules opérateurs LX et U .
Puisque H est linéaire, la seule modification du filtre concerne la « prédiction » avec un terme
1

2

∂2Ae

∂X2
: P e. On a par construction

P =

(
LX

1

)
U−1

(
LXT 1

)
et

∂2Ae

∂X2
=

(
0 B

B 0

)
,

donc
∂2Ae

∂X2
: P e = B : LXU−1.

L’estimateur devient donc

˙̂
X = AX̂ +B : θ̂ ⊗ X̂ +R+KX(Z −HX̂) + LX ˙̂

θ +B : LXU−1, (4.97)

les autres équations restant inchangées.

Bien qu’il n’y ait pas d’éléments théoriques précis pour ce filtre, on peut toujours regarder
comment l’erreur d’estimation est modifiée par la correction. On reprend les mêmes étapes de
calculs,

η̇ = (A+Bθ −KXH)LX θ̃ +B : θ̃ ⊗ LX θ̃ −B : LXU−1 +KX(ǫh + χ).

Comme B : θ̃ ⊗ LX θ̃ = B : θ̃T θ̃LXT , on peut donc écrire

η̇ = (A+Bθ −KXH)LX θ̃ +B : (θ̃T θ̃LXT − U−1) +KX(ǫh + χ).

Or c’est justement la vocation de U−1 de représenter E(θ̃θ̃T ) donc on voit qu’au niveau de
l’erreur d’estimation on vise à éliminer un biais présent dans l’application directe du filtre
SEEK. D’après les critères de qualité attendus d’un estimateur énumérées en introduction du
premier chapitre, ce filtre (4.97) apparaît plus abouti que (4.92) pour « peu » qu’on soit capable
de bien estimer la covariance paramétrique à travers P .

4.4 Cas non-linéaire et filtre SEIK

Nous venons de voir via le problème bilinéaire que, dans le cas d’une dynamique non-linéaire
(ou d’observateurs non-linéaires), il était possible d’étendre la formulation de l’estimateur
conjoint via la sensibilité. Mais ce faisant, nous utilisions simplement une version réduite du
filtre de Kalman étendu. Cette équivalence a alors justifié la problématique de la générali-
sation d’autres filtres d’inspiration Kalmanienne au cas du rang réduit, ce que nous avons
commencé à faire autour du filtrage de Kalman du second ordre. Cependant, si on peut ainsi
résumer l’opinion de la communauté du filtrage sur le filtre du second ordre, on peut dire
qu’il a rarement fait ses preuves ou du moins qu’il a donné des résultats très dépendant du
contexte d’utilisation (voir notamment Simon (2006) et références pour quelques exemples).
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Au contraire, le filtre UKF décrit au chapitre 1 a « nettement meilleure presse » en terme de ro-
bustesse. Notamment pour des systèmes mécaniques de faible dimension Wu et Smyth (2006)
ont prouvé son efficacité pour estimer toute la gamme des paramètres de lois de comportement
complexes. La difficulté reste de proposer un estimateur réduit pour ce filtre. Or la littérature
n’offre pas de filtre UKF réduit se réclamant comme tel à notre connaissance (ni celle de Simon
(2006)). Cependant, Pham et al (1997) a proposé une extension de son filtre SEEK sous le nom
de filtre SEIK pour Singular Evolutive Kalman Filter où les opérteurs tangents du filtre EKF sont
remplacés par une interpolation des opérateurs non-linéaires. Nous allons démontrer que ce
filtre est une formulation réduite du filtre UKF pour des particules simplectiques au sens du
chapitre 1. Pour mémoire, la publication du filtre SEIK date de 1996 sous forme de rapport
technique alors que l’article fondateur pour le filtre UKF est certes de 1995 mais à été reconnu
tardivement dans la communauté du filtrage (cf. notes de Simon (2006)).

4.4.1 Filtre SEIK

a. Présentation du filtre SEIK

La principale motivation de Pham et al (1997) dans la définition de son filtre est de remplacer
la linéarisation opérée dans la version EKF du filtre SEEK par une interpolation qui soit exacte
lorsque les opérateurs sont du second ordre. On reconnaît déjà ici le principe de la formulation
UKF. Commençons par un résumé, sans démonstration, des différentes étapes de prédiction et
correction du filtre SEIK.

Soit p la dimension de l’espace réduit sur lequel on veut définir le filtre SEIK (pour nous p
sera la dimension de l’espace paramétrique) et soit T ∈ Mp+1,p la matrice définie par

T =




1 0
. . .

0 1

0 · · · 0


− 1

p+ 1




1 · · · 1

...
...

...

1 · · · 1


 .

Le filtre SEIK formulé par Pham et al (1997) est défini comme suit5

• Echantillonnage :
{
Cn =

√
U−1
n

X̂+
n,i = X̂+

n + LnC
T
n,i, 1 ≤ i ≤ p+ 1

(4.98a)

• Prédiction :




X̂−
n+1,i = A(X̂+

n,i)

X̂−
n+1 =

1

p+ 1

∑

1≤i≤p+1

X−
n+1,i

(4.98b)

• Correction :
5Attention, par rapport à Pham et al (1997), nous utilisons des notations inversées. Sa covariance Un correspond

à notre opérateur U−1
n .
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



Ln+1 = [X̂−
n+1,i]T ∈ MN,p

Zn+1,i = H(X̂−
n+1,i)

{HL}n+1 = [Zn+1,i]T

Un+1 = (p+ 1)T TT + {HL}Tn+1W
−1{HL}n+1 ∈ Mp

Ẑn+1 =
1

p+ 1

∑

1≤i≤p+1

Z−
n+1,i

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + Ln+1U
−1
n+1{HL}Tn+1W

−1(Zn+1 − Ẑn+1)

(4.98c)

Nous utilisons la notations
√
U−1
n abusivement en voulant exprimer le choix de n’importe

quelle matrice Cn telle que
U−1
n = CnC

T
n .

Une décomposition de Cholesky satisfait cette condition autant que la racine carrée principale
de la matrice U−1

n .

On remarque de nombreuses analogies structurelles entre les filtres SEEK et SEIK mais
aussi entre filtre SEIK et UKF. En effet, SEIK comme UKF utilise un nombre restreint de parti-
cules, de l’ordre de la dimension de l’espace d’incertitude, situées à une distance de l’ordre de√
U−1
n . Pour comprendre l’équivalence entre les deux, il nous faut simplement analyser le rôle

de T dans cet algorithme et dans la répartition particulaire

X+
n,i = X̂+

n−1 + LnCn,i = X̂+
n−1 + [Xn,i]TCn,i.

Pour Pham et al (1997), la matrice T ∈ Mp+1,p est choisie pour deux propriétés :

• Les p+ 1 lignes de T , notées T,j , sont de somme nulle
∑

1≤j≤p+1

T,j = 0 ; (4.99)

• T est de rang p
rang(T ) = p.

Ainsi, les p colonnes de T forment une base du sous espace vectorielle de R
p+1 des vecteurs

dont la somme des composantes est nulle. Notons l la forme linéaire sur R
p+1 calculant la

somme des composantes
∀V ∈ R

p+1, l(V ) =
∑

1≤j≤p+1

Vj .

Dans la base canonique, l =
(
1 . . . 1

)
et les colonnes de T forment une base de l’hyperplan

de Ker(l). On comprend maintenant comment Pham et al (1997) construit sa matrice à partir
de la base canonique (ei)1≤i≤p+1. Il choisit e∗ =

∑
1≤i≤p+1 ei un vecteur de l’orthogonal du

noyau (i.e. tout simplement lT ) et construit ses colonnes de T via

Ti = ei −
l(ei)

l(e∗)
e∗.

Oublions l’aspect réduit de l’algorithme SEIK pour nous focaliser sur l’espace paramétrique.
Considérons alors le principe des sigma-points simplectiques pour une transformation UKF
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sur un espace de dimension p (cf. Section 1.4.4). Ceux-ci sont au nombre de p+ 1 et leur choix
est conditionné par leur moyenne et covariance empiriques. Pour des points simplectiques
canoniques (Ii)1≤i≤p+1, nous avions dit qu’il fallait donc que

1

p+ 1

∑

1≤i≤p+1

Ii = 0,

et
1

p+ 1

∑

1≤i≤p+1

IiI
T
i = ✶ ⇒ rang(

∑

1≤i≤p+1

IiI
T
i ) = p.

Ces deux conditions pour cet ensemble de points Ii (dans un espace affine donc) sont donc
duales de celles sur T . Autrement dit, T traduit les conditions satisfaites par les sigma-points
Ii dans l’espace vectoriel des coordonnées. Afin de vérifier définitivement cette hypothèse,
nous allons donner à la section suivante une formulation matricielle du filtre UKF qui utilise
des matrices analogues à T pour définir les sigma-points.

b. Formulation matricielle de la transformation unscented

Notre raisonnement au paragraphe précédent n’est pas complet tant qu’on ne comprend pas
comment des sigma-points peuvent être fabriqués effectivement à partir de T en vérifiant non
pas simplement le rang de la matrice de covariance (i.e. rang(

∑
1≤i≤p+1 IiI

T
i ) = p) souhaité,

mais ses valeurs effectives (i.e. 1
p+1

∑
1≤i≤p+1 IiI

T
i = ✶). Afin d’être parfaitement généraux

et d’étendre les résultats pour différents choix de sigma-points, pas seulement simplectiques,
nous introduisons les notations suivantes. Soit (Xi)1≤i≤r un ensemble de sigma-points géné-
raux définis comme indiqué Section 1.4.4, (1.104). Soit alors Dα = diag((αi)1≤i≤r) et Tα ∈ Mr,p

définie par 



∑

1≤i≤r
αi(Tα).,i = 0

rang(T ) = p

(4.100)

ou, de plus, Tα est le dual dans l’espace des coordonnées des contraintes définies sur les sigma-
points considérés. On a immédiatement

Xα = [Xi](αi) = [Xi]Dα(1),

où pour simplifier les notations on utilise (αi) =

( α1

...
αr

)
et en particulier (1) =

( 1
...
1

)
.

On démontre alors la propriété suivante,

PROPOSITION 4.4.1

Pα = [Xi]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDα[Xi]
T . (4.101)

� Démonstration : On a par définition de Tα,

[Xi]DαTα = [Xi −Xα]DαTα.

Ensuite, sachant que Tα traduit dans l’espace des coordonnées les contraintes sur les sigma-
points, on sait que

∃Q, [Xi −Xα]T = Tα.Q.
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Ces deux relations permettent alors le calcul

Pα =
∑

1≤i≤r
αi(Xi −Xα)(Xi −Xα)T

= [Xi −Xα]Dα[Xi −Xα]T

= [Xi −Xα]DαTαQ

= [Xi −Xα]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDαTαQ

= [Xi −Xα]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDα[Xi −Xα]T

= [Xi]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDα[Xi]
T ,

et fournissent alors une relation matricielle sur Pα à partir des matrices de sigma-points [Xi]

�

Nous pouvons désormais trouver le dual de T dans l’espace des sigma-points par rapport
à Dα. Examinons ce que cela donne pour les sigma-points unitaires, c’est-à-dire ceux tels que
Xα = 0 et Pα = ✶. La propriété 4.4.1 conduit immédiatement à choisir

[Ii] = (T TαDαTα)−
1
2T Tα . (4.102)

Inversement si on choisit les sigma-points proposés par Julier et al (2000), alors il est aisé de
construire une matrice Tα convenable

Tα = [Ii]
T ,

à partir de sigma-points unitaires vérifiant, par définition,

[Ii]Dα[Ii]
T = ✶.

On commence maintenant à cerner le rôle de la matrice Tα dans la présentation de Pham
et al (1997). Celle-ci permet d’exprimer la covariance empirique à partir d’opérations matri-
cielles. Ces opérations laissent envisager une version réduite du filtrage UKF, ce que nous
allons finalement examiner à la section suivante. Mais avant ça, fixons nous les idées définiti-
vement sur quelques exemples de matrices Tα et [Xi].

• sigma-points simplectiques En utilisant la matrice de Pham on peut donc construire
un ensemble de points simplectiques. Ces points sont équivalents à ceux présentés aux
chapitre 1 à une rotation près. En dimension 3 on peut comparer

[Xi]Pham =




5
3 −1

3 −1
3 1

1
3

5
3 −1

3 1

−1
3 −1

3
5
3 1


 et [Xi]UKF =




√
2 −√

2 0 0√
2√
3

√
2√
3

−2
√

2√
3

0
1√
3

1√
3

1√
3

√
3


 .

Nous avions aussi vu que la matrice T de Pham et al (1997) est construite à partir de

Ti = ei −
l(ei)

l(e∗)
e∗.
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où e∗ =
∑

1≤i≤p+1 ei est un vecteur orthogonal au noyau de l. On peut tout aussi bien
choisir comme vecteur e∗ = en. On obtient alors une matrice Tα

Tα =




1 0
. . .

0 1

−1 · · · −1


 ,

dans ce cas on retrouve de façon un peu étonnante les mêmes sigma-points [Xi]Pham.

• sigma-points canoniques. Il n’est pas difficile de construire la matrice T permettant l’uti-
lisation de sigma-points canoniques. Il suffit de prendre [Xi]

T , à une renormalisation
possible près, ou de construire l’orthogonal des contraintes vérifiées par les points. On
obtient par exemple

Tα =




1 0
. . .

0 1

−1 0
. . .

0 −1



,

• sigma-points étoilés Dans ce cas, la définition des points dépend du choix des poidsDα.
Cependant les contraintes permettant de définir T sont simples et donnent, entre autres,

Tα =




1 0
. . .

0 1

−1 0
. . .

0 −1

0 · · · 0




.

c. SEIK comme filtre UKF réduit

� CAS SIMPLECTIQUE – Nous commençons par réinterpréter le filtre SEIK pour le choix
de matrices Tα effectué par Pham et al (1997). Commençons ici par la phase, plus simple, de
prédiction et considérons donc qu’on ait pu écrire la covariance a posteriori de rang p à tn
comme pour le filtre SEEK

P+
n = LnU

−1
n LTn .

On définit les p + 1 sigma-points UKF pour la phase de prédiction à partir d’un ensemble de
sigma-points simplectiques unitaires

X̂+
n,i = X̂+

n−1 + LnC
T
n Ii, 1 ≤ i ≤ p+ 1 avec CTnCn = U−1

n .

On applique alors la dynamique sur ces p+ 1 sigma-points définissant

X̂−
n+1,i = A(X+

n,i).
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Ces points permettent le calcul de la moyenne et covariance empirique définies dans le filtre
UKF. Utilisant les matrices Dα et Tα associées aux sigma-points simplectiques canoniques [Ii],

αi =
1

p+ 1
, 1 ≤ i ≤ p+ 1, Dα = diag((αi)1≤i≤p+1), Tα,= T

on a, pour la moyenne empirique

X̂−
n+1 =

1

p+ 1

∑

1≤i≤p+1

X̂−
n+1,i

= [A(X+
n,i)].(αi),

et pour la covariance empirique

P−
n+1 =

∑

1≤i≤p+1

αi(X̂
−
n+1,i − X̂−

n+1)(X̂
−
n+1,i − X̂−

n+1)
T

= [X̂−
n+1,i]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDα[X̂−

n+1,i]
T .

(4.103)

Cette dernière relation est obtenue par application de la proposition 4.4.1, car les sigma-points
propagés X̂−

n+1 vérifient les mêmes contraintes que Tα, i.e. ils engendrent nécessairement un
espace de rang inférieur ou égal à p.

Passons désormais à la phase de correction. Comme dans SEIK, on définit une matrice
Ln+1 suivant

Ln+1 = [X̂−
n+1,i]DαTα,

où par rapport à Pham et al (1997) nous intégrons la matrice Dα directement dans L sachant
qu’elle sera compensée plus tard dans notre expression de U . Le filtre UKF opère un resam-
pling sur les particules en définissant

X̂∗
n+1,i = X̂−

n+1 +
√
P−
n+1Ii

qui,d’après la relation (4.102), s’écrit matriciellement

[X̂∗
n+1,i] = [X̂−

n+1] + [X̂−
n+1,i]DαTα(T TαDαTα)−1/2[Ii]

= [X̂−
n+1] + Ln+1(T

T
αDαTα)−1T Tα .

Or avec le choix de D et T opéré par Pham et al (1997), on a

T (T TT )−1T T =




1 0
. . .

0 1


− 1

p+ 1




1 · · · 1
...

...
...

1 · · · 1




donc

Ln+1(T
T
αDαTα)−1T Tα = [Xi]T (T TT )−1T T

= [X̂−
n+1,i − X̂−

n+1],

d’où avec ce choix
X̂∗
n+1,i = X̂−

n+1,i.
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Pour d’autres choix de Tα (toujours simplectiques) que T , les X̂∗
n+1,i pourraient être l’image

des X̂−
n+1,i par une transformation unitaire. En toute généralité, on calcule alors l’action de

l’opérateur d’observation non-linéaire sur ces points

Zn+1,i = H(X̂∗
n+1,i),

et d’après l’algorithme UKF on obtient pour les moyennes et covariances empiriques de la
phase de correction

P X̃Z̃

α =
∑

1≤i≤r
αi(X̂

∗
n+1,i − X̂−

n+1)(Zn+1,i − Zn+1,α)T

= Ln+1(T
T
αDαTα)−1{HL}Tn+1,

(4.104)

où
{HL}n+1 = [H(X̂∗

n+1,i)]DαTα.

Par ailleurs

P Z̃

α = W +
∑

1≤i≤r
αi(Zn+1,i − Zn+1,α)(Zn+1,i − Zn+1,α)T

= W + {HL}n+1(T
T
αDαTα)−1{HL}Tn+1.

(4.105)

Avec
Ũn = T TαDαTα, (4.106)

et
Un+1 = Ũn + {HL}Tn+1W

−1{HL}n+1, (4.107)

on démontre aisément, en suivant la série d’expressions6 (1.31),

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + Ln+1Ũ
−1
n {HL}Tn+1(W + {HL}n+1Ũ

−1
n {HL}Tn+1)

−1(Zn+1 − Zn+1,α)

= X̂−
n+1 + Ln+1U

−1
n+1Un+1Ũ

−1
n {HL}Tn+1(W + {HL}n+1Ũ

−1
n {HL}Tn+1)

−1(Zn+1 − Zn+1,α)

= X̂−
n+1 + Ln+1U

−1
n+1(✶+ {HL}Tn+1W

−1{HL}n+1Ũ
−1
n ){HL}Tn+1

(W + {HL}n+1Ũ
−1
n {HL}Tn+1)

−1(Zn+1 − Zn+1,α)

= X̂−
n+1 + Ln+1U

−1
n+1{HL}Tn+1W

−1(W + {HL}n+1Ũ
−1
n {HL}Tn+1)

(W + {HL}n+1Ũ
−1
n {HL}Tn+1)

−1(Zn+1 − Zn+1,α)

= X̂−
n+1 + Ln+1U

−1
n+1{HL}Tn+1W

−1(Zn+1 − Zn+1,α).

Le lemme d’inversion matricielle fournit finalement la covariance de correction sous la forme

P+
n+1 = Ln+1Un+1L

T
n+1.

Cette dernière relation assurant l’hypothèse de récurrence au rang suivant, le filtre SEIK
est donc exactement une version réduite du filtre UKF pour un choix de sigma-points simplec-
tiques.

� CAS GÉNÉRAL – Nous proposons maintenant à partir de cette équivalence méthodolo-
gique une extension du résultat de Pham et al (1997) pour d’autres choix de sigma-points.

6Voir aussi notre démonstration du lemme d’inversion matricielle en introduction du chapitre 1
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Autrement dit, nous revoyons la présentation ci-dessus pour les matrices Tα associées, par
exemple, aux sigma-points canoniques ou étoilés. Or, à la différence des sigma-points simplec-
tiques, ces sigma-points vérifient des contraintes supplémentaires dans leur définition pour
générer un espace de rang p à partir de m > p + 1 points. Ainsi, en reprenant la démonstra-
tion ci-dessus, on constate que la relation (4.103) ne tient plus pour un choix de sigma-points
quelconque car les points propagés ne vérifient plus les contraintes imposées par T permettant
l’application de la proposition 4.4.1. Notamment on imagine aisément que des points étoilés
au départ ne le restent pas après propagation et définissent alors un espace de rang supérieur
à p.

Cependant si nous cherchons toujours une matrice de rang p, il est possible de projeter
cette covariance empirique sur la meilleure matrice de rang p pour une certaine norme. Si cette
dernière est la norme de Frobenius, cette opération revient simplement à extraire la SVD à p
composantes de la matrice Pα. Examinons comment réaliser cela sur la matrice de covariance
a priori. On cherche donc la SVD de

Pα = [X̂−
n+1,i − X̂−

n+1]Dα[X̂−
n+1,i − X̂−

n+1]
T ∈ MN (R),

de rang maximum r. Posons V = [X̂−
n+1,i − X̂−

n+1]D
1
2
α , on démontre qu’il suffit pour cela de

diagonaliser la grammienne associée

Gα = V TV ∈ Mr(R).

En effet soit la diagonalisation de Gα

Gα = UrΣrU
T
r , avec UTr Ur = ✶,

et les valeurs propres dans Σr ordonnées de manière décroissante. Alors, les vecteurs propres

normalisés de Pα = V V T sont les colonnes de V UrΣ
− 1

2
r car




V V T (V Ur) = V UrΣr

Σ
− 1

2
r UTr V

TV UrΣ
− 1

2
r = ✶

d’où finalement
Pα = (V UrΣ

− 1
2

r )Σr(Σ
− 1

2
r UTr V

T ) = V UrU
T
r V

T .

Cette structure nous permet alors de définir la SVD à p en définissant la restriction Up de Ur ne
conservant que les p premières colonnes,

PSVD = V UpU
T
p V

T .

Cette matrice de rang p écrite sous forme factorisée, permet alors simplement de régénérer r
particules qui de nouveau vérifieront les contraintes imposées par le filtre UKF. Pour cela en
effet, il suffit d’utiliser les r sigma-points unitaires de notre choix et de définir

[X̂∗
n+1,i] = [X̂−

n+1] + V Up[Ii]

= [X̂−
n+1] + [X̂−

n+1,i − X̂−
n+1]D

1/2
α Up[Ii],

correspondant, par définition, à une matrice de covariance a priori

P−
n+1

def
= [X̂∗

n+1,i]DαTα(T TαDαTα)−1T TαDα[X̂∗
n+1,i]

T .
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Les nouveaux points X̂∗
n+1,i doivent de nouveau être propagés par les opérateurs d’obser-

vation. En reprenant les notations du filtre UKF Section 1.4.4, nous pouvons écrire le filtre sous
la forme

K = P X̃Z̃

α (P Z̃

α)−1.

Cet opérateur est calculable dans notre cas en utilisant le lemme d’inversion matricielle. Pour
mener à bien les calculs, on utilise des notations condensées

[X̃] = [X∗
n+1,i − X̂−

n+1], [Z̃] = [Zn+1,i − Zn+1,α].

On a alors

K = [X̃]Dα[Z̃]T (W + [Z̃]Dα[Z̃]T )−1

= [X̃]Dα[Z̃]T
(
W−1 −W−1[Z̃](D−1

α + [Z̃]TW−1[Z̃])−1[Z̃]TW−1
)

= [X̃]Dα

(
✶r − [Z̃]TW−1[Z̃](D−1

α + [Z̃]TW−1[Z̃])−1
)
[Z̃]TW−1.

Posons alors
Dm = [Z̃]TW−1[Z̃] ∈Mr(R)

qui, à la différence de P Z̃
α, est une matrice calculable car sa dimension est égale au nombre de

particules choisi. On peut alors écrire

K = [X̃]Dα(✶−Dm(D−1
α +Dm)−1)[Z̃]TW−1. (4.108)

En reprenant la démonstration de la proposition 4.4.1, on peut aussi écrire ce gain sous la forme

K = Ln+1(T
T
αDαTα)−1T Tα (✶−Dm(D−1

α +Dm)−1)[Z̃]TW−1, (4.109)

où cette fois
Ln+1 = [X̂∗

n+1,i]DαTα,

à partir des r particules X̂∗
n+1,i correctement échantillonnées. En revanche, pour le terme de

droite de (4.108), on ne peut pas utiliser la matrice {HL} combinée à Tα car les sigma-points
propagés par l’opérateur d’observation ne vérifient pas les contraintes d’échantillonnages im-
posées par Tα. Une fois le gain défini, il reste à calculer la covariance a posteriori qui va nous
servir ensuite au rééchantillonnage. Cette covariance doit donc vérifier la propriété de rang
réduit égal à p. On a

P+
n+1 = P−

n+1 − P X̃Z̃

α (P Z̃

α)−1(P X̃Z̃

α )T

= P−
n+1 − [X̃]Dα(Dm −Dm(D−1

α +Dm)−1Dm)Dα[X̃]T

= P−
n+1 − Ln+1(T

T
αDαTα)−1T TαDα(Dm −Dm(D−1

α +Dm)−1Dm)DαTα(T TαDαTα)−1LTn+1.

L’avantage de la dernière formulation est qu’elle permet de nouveau d’écrire

P+
n+1 = Ln+1U

−1
n+1L

T
n+1

où, toujours avec le lemme d’inversion matricielle,

U−1
n+1 = (T TαDαTα)−1 − (T TαDαTα)−1T TαDα(Dm −Dm(D−1

α +Dm)−1Dm)DαTα(T TαDαTα)−1

= (T TαDαTα + T TαDα(Dm −Dm(D−1
α +Dm)−1Dm)−1)DαTα)−1

=
(
T TαDαTα + T TαDα

(
(Dα +DαD

−1
m
Dα)−1 − (T TαDαTα)−1

)
DαTα

)−1
,
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soit
Un+1 = T TαDαTα + T TαDα

(
(Dα +DαD

−1
m
Dα)−1 − (T TαDαTα)−1

)
DαTα (4.110)

Une telle formulation P+
n+1 = Ln+1U

−1
n+1L

T
n+1 signifie que la covariance a posteriori est déjà de

rang p. La cause en est l’utilisation de points X̂∗
n+1,i échantillonnés correctement qui, dans la

covariance, apparaissent directement, sans avoir été propagés par un opérateur non-linéaire.
Cette formulation assure donc qu’on peut continuer la récurrence pour la prédiction suivante.

Cette formulation généralise donc celle proposée par Pham et al (1997) pour n’importe
quel choix de sigma-points. Cependant sa mise ne oeuvre impose un resampling supplémen-
taire et un calcul de covariance un peu plus complexe. Cette complexité accrue pourra poten-
tiellement trouver une justification en pratique si :

• la qualité de l’interpolation de certains opérateurs dynamiques (ou d’observation) non-
linéaire bénéficie d’un type spécifique de conformation des particules ;

• certaines lois de probabilité sont mieux représentées par un échantillonnage plus riche
(voir Julier et al (2000)).

4.4.2 Application à l’estimation paramétrique

Nous utilisons ce filtre UKF réduit pour étendre nos précédents résultats d’estimation para-
métrique. Ainsi, le principe est inchangé par rapport au début du chapitre : utiliser le filtrage
d’état « physique » pour limiter la covariance à l’espace paramétrique puis utiliser un filtre ré-
duit sur le premier estimateur. On rappelle que les algorithmes que nous venons de voir sont
donc appliquées à la variable Xe =

(
X
θ

)
.

a. Formulation

Nous nous limitons à la formulation utilisant des points simplectiques et formulons ainsi la
version non-linéaire de notre estimateur conjoint. La particularité de cette formulation vient
de la dynamique nulle vérifiée par θ.

• Echantillonnage :




Cn =
√
U−1
n

X̂+
n,i = X̂+

n + LX
nC

T
n Ii, 1 ≤ i ≤ p+ 1

θ̂+
n,i = θ̂+

n + Lθ
nC

T
n Ii, 1 ≤ i ≤ p+ 1

(4.111a)

• Prédiction :



X̂−
n+1,i = A(X̂+

n,i, θ̂
+
n,i) +KX(Zn −H(X̂+

n,i))

X̂−
n+1 = X̂−

n+1,α

θ̂−n+1 = θ̂+
n+1

(4.111b)

• Correction :
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



LX

n+1 = [X̂−
n+1,i]DαTα ∈ MN,p

Lθ

n+1 = [θ−n+1,i]DαTα

Zn+1,i = H(X−
n+1,i)

{HLX}n+1 = [Zn+1,i]DαTα

Un+1 = (Tα)TDαTα + {HLX}Tn+1W
−1{HLX}n+1 ∈ Mp

X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + LX

n+1U
−1
n+1{HLX}Tn+1W

−1(Zn+1 − Ẑn+1,α)

θ̂+
n+1 = θ̂−n+1 + Lθ

n+1U
−1
n+1{HLX}Tn+1W

−1(Zn+1 − Ẑn+1,α)

(4.111c)

Par rapport au filtre paramétrique SEEK, nous voyons apparaître en plus des termes non-
linéaires un nouvel opérateur Lθ. Afin de l’interpréter, l’idéal est de formuler cet estimateur
dans le cadre linéaire et de le comparer au filtre SEEK, ce que nous faisons au paragraphe
suivant.

b. Equivalence pour les dynamiques linéaires

Reprenons une dynamique linéaire avec une dépendance paramétrique linéaire. De plus, on
suppose les opérateurs autonomes pour simplifier la formulation sans perte de généralité :

X̄n+1 = AKX̄n +Bθ̄n +R.

De même l’opérateur d’observation est supposé linéaire, et indépendant du temps. L’estima-
teur SEIK ci-dessus se simplifie considérablement puisque l’action des opérateur linéaires ne
modifie pas la répartition autour de la moyenne de l’échantillon. Pour les prédictions on ob-
tient donc {

X̂−
n+1 = AKX̂

+
n +Bθ̂+

n +R

θ̂−n+1 = θ̂+
n+1

Puis pour les corrections

{
X̂+
n+1 = X̂−

n+1 + LX

n+1U
−1
n+1(L

X

n+1)
THTW−1(Zn+1 −HX̂−

n+1)

θ̂+
n+1 = θ̂−n+1 + Lθ

n+1U
−1
n+1(L

X

n+1)
THTW−1(Zn+1 − ĤX−

n+1)

où (LX
n) et (Lθ

n) et (Un) n’ont a priori pas la même dynamique pour le SEIK que pour le SEEK.
On rappelle d’ailleurs que dans SEEK, il n’y avait pas de (Lθ

n) ou plutôt que celui-ci était
constant égal à 1. Dans le cas SEIK, on a désormais

LX

n+1 = [X−
n+1,i]DαTα

= [AKX̂
+
n,i +Bθ̂+

n,i]DαTα

= AKX̂
+
n (1)TDαTα +ALX

nC
T
n [Ii]DαTα +Bθ̂+

n (1)TDαTα +BLθ

nC
T
n [Ii]DαTα

= (AKL
X

n +BLθ

n)C
T
n [Ii]DαTα,

donc
LX

n+1 = (AKL
X

n +BLθ

n)C
T
n [Ii]DαTα, (4.112)

et de même
Lθ

n+1 = Lθ

nC
T
n [Ii]DαTα = Lθ

nC
T
n [Ii]DαTα. (4.113)
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Enfin, on a
Un+1 = (Tα)TDαTα + (LX

n+1)
THTW−1HLX

n+1.

Ces structures sont similaires à celle du filtre SEEK si on se rappelle que celui-ci à été défini
via une décomposition de type

P+
n = LTnU

−1
n Ln,

qui n’est pas unique. Notamment rien n’empêche d’opérer une décomposition du type

P+
n = LTn

√
Un

−T
DT
nDn

√
Un

−1
Ln,

pour toute racine carrée de Un et toute matrice unitaire Dn ∈ On(R).

Afin de justifier cette idée, il est d’ailleurs intéressant de regarder comment se comporte le
système de l’erreur pour le filtre SEIK. L’idée est alors d’effectuer le même type de changement
de variable (4.36) que pour l’algorithme SEEK

ηn = X̃−
n − LX

n(L
θ
n)

−1θ̃n, (4.114)

à la différence donc que nous y insérons l’inverse de Lθ. Or les expressions (4.112) et (4.113)
nous permettent immédiatement de simplifier le terme en CTn [Ii]DαTα

ηn+1 = X̃−
n+1 − (AKL

X

n(L
θ
n)

−1 +B)θ̃n+1,

d’où on tire, tous calculs faits, la même dynamique qu’en (4.60)

ηn+1 = AKηn,

et pour (Lθ
nU

−1Lθ
n)θ̃n, une expression similaire à (4.61) multipliée par Un.

c. Résultats numériques

Nous avons testé l’algorithme UKF réduit avec sigma-points simplectiques (donc SEIK) avec
la version non-linéaire décrite Section 3.4.7 de notre problème-test. Nous cherchons donc tou-
jours les paramètres de précontrainte qui cette fois cependant sont à la fois au second membre
de la dynamique mais aussi dans la raideur. En effet la précontrainte s’écrit désormais

Pext =
∑

1≤i≤17

∫

ΩAHA
i

θi

∫

Ω
σ0w(x, t) tr( dye · v) dΩ = δY T ·B(Y )θ. (4.115)

De nouveau, tous les paramètres sains sont laissés à 1 alors que la région AHA 14 est infarcie
avec θ14 = 0.5. Enfin les mesures sont des vitesses volumiques.

Nous profitons de cette section de résultats pour insister sur les avantages de l’algorithme
SEIK par rapport à SEEK en termes d’implémentation. En effet celui-ci ne nécessite pas de cal-
cul d’opérateurs tangents, notamment par rapport aux paramètres. En revanche, pour chaque
particule, on doit résoudre un problème non-linéaire donc une boucle de Newton pendant la
prédiction alors que, pour SEEK, le tangent est par définition linéaire. En conséquence, la com-
plexité en temps est plus grande mais l’algorithme est bien plus simple à paralléliser puisque
à chaque étape de prédiction chaque boucle de Newton par particule peut être résolue indé-
pendamment.
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� TEST ALGORITHMIQUE – Nous commençons par une évaluation de l’algorithme d’esti-
mation à partir de données synthétiques parfaites. On rappelle que l’incertitude se limite donc
exclusivement aux paramètres. les performances sont présentées Figure 4.15 et montrent la
performance théorique de l’estimateur.
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FIGURE 4.15: Test algorithmique de l’identification non-linéaire « en conditions
idéales »

� CONFIGURATION BRUITÉE – Nous pouvons alors tester notre algorithme dans des condi-
tions de bruit réalistes. Le bruit de mesure est supposé blanc à 10% de la vitesse maximale

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
1.5

2
2.5

3
3.5

4
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

Time

region [1,5,10,14]

T
h
e
t
a

0 0.2 0.4 0.6 0.8
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Time

T
h
e
t
a

FIGURE 4.16: Estimation conjointe pour le problème non-linéaire avec une erreur
de condition initiale générée par une surpression de 1000 Pa

comme précédemment et l’erreur de condition initiale correspond à la surpression de 1000 Pa.
L’estimation est déclenchée à ts = 0.1s.

Les résultats apparaissent Figure 4.16 et sont suffisants pour la détection de la zone in-
farcie. Pour autant, ils sont moins bons qu’en linéaire et l’erreur d’estimation finale de l’ordre
de 10% correspond plus aux résultats observés en bilinéaire. Là encore c’est le couplage entre
dépendance paramétrique et dépendance de l’état qui défavorise l’estimation.
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� ESTIMATION LINÉAIRE SUR MODÈLE NON-LINÉAIRE – Malgré la relative faible complexité
de l’estimateur non-linéaire, on peut imaginer que certains aimeraient se limiter à un estima-
teur linéaire pour toutes les simplifications numériques qu’il apporte. Dans ce cas, on introduit
une erreur de modèle qu’on aimerait « négligeable » par rapport à l’objectif de détection de
zone infarcie. Afin de tester ce type de procédé, nous nous sommes livrés, avec P.E. Ellefsen et
S. Deumont7, à l’exercice numérique suivant :

1. Simuler avec le modèle non-linéaire utilisé ci-dessus pour différentes valeurs de σ0.

2. Estimer comme à la Section 4.2.6 en supposant le modèle linéarisé autour de 0 (petits
déplacements).

On rappelle que, en non-linéaire, respecter les ordres de grandeurs des volumes éjectés conduit
à choisir la contractilité σ0 = 4.5 104Pa, alors qu’en linéaire il suffisait de prendre 3.104Pa.
L’écart entre la déformation générée par les deux types de modèles pour le même σ0 est donc
conséquent pour le système cardiaque, et diminue pour une contrainte active moindre dans le
tissu (jusqu’à la limite des petits déplacements). Cet écart est mesuré sur la dilatation globale
de l’organe mais aussi sur ses déformations locales. En particulier, nous avions mentionné le
fait que l’orientation des fibres engendre un phénomène de torsion que les médecins appellent
le twist (entre 10 et 15 degrés). Or, on sait (voir illustration Figure 4.17) que les mouvement
de rotation sont pris en compte de façon très différente entre un modèle linéaire et un modèle
non-linéaire, d’où d’ailleurs des dilatations plus importantes pour le modèle linéaire à même
σ0.
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FIGURE 4.17: Mouvement de rotation d’ensemble pour le modèle non-linéaire et
l’équivalent produit par le modèle linéaire.

Les résultats obtenus par P.E. Ellefsen et S. Deumont sont présentés Figure 4.18 pour dif-
férentes valeurs de σ0 correspondant à différentes valeurs de twist mesuré. Les erreurs se li-
mitent à l’erreur de modèle et l’erreur paramétrique. Déjà pour σ0 = 3.104, le résultat d’esti-
mation linéaire ne permet plus la détection de la zone infarcie. Le seuil limite de validité est
dans ce cas-test σ0 = 2.104, pour un twist de 5 degrés (au lieu des 12 degrés physiologiques) et
un volume éjecté de de 30 mL (au lieu de 70 mL). Cet exemple tend à prouver que, pour les dé-

7étudiants en troisième année de l’École Polytechnique, lors de leur module « Travaux de Modélisation et Simu-
lations »
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formations attendues dans le cœur, il n’est donc pas envisageable de réaliser une identification
paramétrique à base de modèles linéaires.
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FIGURE 4.18: Résultats d’identification correspondant à des simulations directes
pour différentes valeurs de σ0. Le twist mesuré est respectivement de 0.05, 0.5, 4.7,
10, 19.5 et 32 degrés.
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4.5 Perspectives autour du système cardiaque

4.5.1 Estimation pour des paramètres dynamiques

L’expression (4.114) pour l’algorithme SEIK, nous laisse imaginer que le Lθ = ✶ de l’estima-
teur paramétrique SEEK n’était pas limitant. Autrement dit rien n’empêchait à Lθ d’avoir une
dynamique, ce qui dans le cadre SEEK signifie que θ lui même pourrait avoir une dynamique
propre. Nous proposons comme dernier résultat (ici uniquement méthodologique) de généra-
liser ce que nous venons de voir dans un tel cadre.

En automatique, le type de changement de variable que nous avons utilisé est formelle-
ment, en particulier pour (4.114), classique. En fait, si son utilisation ici peut être originale
pour l’estimation adaptative sur des systèmes de grandes tailles, l’idée de réduire le rang de
l’espace d’état existe depuis les observateurs de Luenberger. En effet, les observateurs réduits
de Luenberger (voir Bonnans et Rouchon (2005)) consistent aux aussi à limiter le filtrage sur
une partie du système en assurant la convergence de l’erreur par ce type de changement de
variable. Or ce genre d’observateur fonctionne sur des systèmes dont la structure est très gé-
nérale, et pas seulement pour une partie de l’état de dynamique nulle. Le terme de paramètres
est alors quelque peu impropre puisque si ces grandeurs ont désormais une dynamique, elles
doivent être appelées variables d’état. Comme cette situation apparaît en complément de ce
que nous venons de présenter et annonce les perspectives de la section suivante en termes
d’applications, nous choisissons de l’appeler estimation paramétrique généralisée.

a. Formulation en linéaire

Sur la dynamique linéaire considérée jusqu’à présent nous choisissons tout d’abord d’ajouter
une dynamique linéaire autonome à θ,





Ẋ = AX +Bθ +R

θ̇ = Cθ + S

X(0) = X0 + ζX

θ(0) = θ0 + ζθ

(4.116)

avec des observations toujours sous la forme Z = HX + χ. On propose l’observateur suivant





˙̂
X = AX̂ +Bθ +R+KX(Z −HX̂) + LXU−1LXTHTW−1(Z −HX̂)
˙̂
θ = Cθ̂ + S + LθU−1LXTHTW−1(Z −HX̂)

X̂(0) = X0

θ̂(0) = θ0

(4.117)
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où 



L̇X = (A−KXH)LX +BLθ

L̇θ = CLθ

U̇ = LXTHTW−1HLX

LX(0) = 0

Lθ(0) = ✶

U(0) = E(ζθζθ
T
)−1

(4.118)

Pour cet estimateur, le système de l’erreur s’analyse par un changement de variable correspon-
dant aux observateurs réduits de Luenberger

η = X̃ − LX(Lθ)−1θ̃.

Le système différentiel homogène vérifié par ce système s’écrit en négligeant les différents
bruits de mesures et de discrétisation

η̇ = ˙̃X − L̇X(Lθ)−1θ̃ + LX(Lθ)−1L̇θ(Lθ)−1θ̃ − LX(Lθ)−1 ˙̃
θ

= (A−KXH)X̃ +Bθ̃ − LXU−1LXTHTW−1HX̃ − ((A−KXH)LX +BLθ)(Lθ)−1θ̃

+ LX(Lθ)−1Cθ̃ − LX(Lθ)−1(Cθ̃ − LθU−1LTHTW−1HX̃)

= (A−KXH)(X̃ − LX(Lθ)−1θ̃)

= (A−KXH)η. (4.119)

Puis pour θ, on calcule la dynamique de

d

dt
((Lθ)−1θ̃) = −(Lθ)−1L̇θ(Lθ)−1θ̃ + (Lθ)−1Cθ̃ − (Lθ)−1LθU−1LXHTW−1HX̃

= U−1LXHTW−1HLX((Lθ)−1θ̃) − U−1LXHTW−1HLX(Lθ)−1η, (4.120)

soit, pour (Lθ)−1θ̃, une dynamique connue constituée d’une partie homogène dépendant des
conditions d’observabilité et un second membre forcé par la dynamique exponentiellement
stable de η.

Le schéma en temps associé à ce filtre est alors directement obtenu de la version discrète
du filtre SEEK. Cet algorithme de type prédiction-correction vérifie alors la version discrète
des équations (4.119),(4.120) pour le système de l’erreur (X̃n − LX

n(L
θ
n)

−1θ̃n, (Lθ
n)

−1θ̃n). Cette
propriété assure alors la stabilité du schéma.

b. Formulation en non-linéaire

Cette fois la dynamique est 



Ẋ = A(X, θ)

θ̇ = f(θ)

X(0) = X0 + ζX

θ(0) = θ0 + ζθ

(4.121)

pour des opérateurs d’observations soit linéaires Z = HX + χ soit de la forme D(Z,X) = χ.

Il suffit alors de remplacer la formulation SEEK par la formulation SEIK, s’étendant à partir
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des expressions précédentes pour tous les types d’opérateur d’observation. Les équations sont
directement étendues à partir de (4.111) en ajoutant un schéma stable sur la dynamique de θ.
On rappelle que ce dernier est de toute façon nécessaire à la résolution du problème direct (i.e.
sans prise en compte des données). Ce système vérifie alors la dynamique d’erreur linéarisée
(4.119),(4.120) en version discrète que l’on pourrait d’ailleurs aussi écrire en continu sous la
forme proposée par Sarkka (2007). Celle-ci, bien qu’un peu artificielle, permet en continu de
réaliser le même type de linéarisation que Section 4.4.2.b..

4.5.2 Implications pour l’estimation cardiaque

Les paragraphes qui suivent sont donc des remarques et des perspectives à partir des résultats
énoncés. Nous avons essayer d’imaginer comment les résultats déjà obtenus laissent envisager
des outils pour la configuration générale de l’estimation cardiaque. Cette dernière nécessite en
effet de prendre en compte pleinement les deux autres catégories de variables d’état abordées
au chapitre 2 que sont les variables de pression et les variables électriques.

a. Estimation de conditions aux limites

L’estimation de conditions aux limites est centrale dans de nombreuses applications en mé-
canique et particulièrement en mécanique cardiaque. Nous avons vu en effet, Section 2.3.5,
combien il était délicat de définir des conditions aux limites raisonnables pour le cœur isolé.
Nous avons alors imaginé des conditions aux limites élastiques en (2.42) conduisant à une
dynamique de la forme

MŸ + (C + CBC(θ))Ẏ + (K +KBC(θ))Y = F,

avec θ paramétrant (linéairement) les coefficients de raideur et viscosité des conditions aux
limites. Le paramétrage peut alors être estimé comme pour n’importe quel opérateur de rai-
deur ou de viscosité. Naturellement, ceci présuppose que le choix de ce modèle de conditions
aux limites représente correctement la réalité, comme pour tout problème d’assimilation de
données.

b. Variables de pression

Quand on peut disposer de mesures de pression, nous avons vu qu’un observateur de Luen-
berger était très simple à réaliser puisqu’il suffisait d’introduire un terme en γ(P − Pm) dans
la dynamique de la pression artérielle. Cette idée présentée comme perspective Section 3.5.8
pourrait de plus être généralisée à des variables de pression solutions d’un modèle d’EDP.
Dans ce cas on s’engagerait sur l’observation et le contrôle de systèmes d’EDP couplés type
fluide-structure. Resterait de tout façon la difficulté d’obtenir de telle mesures en pratique (sauf
à utiliser des pressions périphériques associées à des modèles) et à pouvoir gérer les change-
ment de phase. Notamment la phase isovolumétrique où la pression est un multiplicateur de
Lagrange resterait un enjeu.

Ce qu’on peut retenir de ce chapitre est que lorsqu’on n’a pas d’idée sur un filtre « phy-
sique », il est toujours possible d’envisager de faire un filtre de Kalman en deuxième étage
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d’un premier estimateur de Luenberger. La condition sine qua non reste la dimension du sys-
tème sur lequel on a limité le rang de la covariance. Or, les variables de pression du modèle
cardiaque présenté au chapitre 2 sont en faible nombre et paraissent donc bien adaptés à un
observateur adaptatif. En fait ce raisonnement n’est pas complètement exact puisque la dyna-
mique déplacements-pression n’a pas la structure (4.116). Même dans le cas où les valves sont
ouvertes, en simplifiant le modèle de valve, on obtient le système (3.108) dont formellement
on peut écrire le linéarisé sous la forme

{
Ẋ = AX +BP +R

Ṗ = CP −BTX + S
(4.122)

Rien n’empêche a proiri de définir le même type d’estimateur de Luenberger réduit pour
ce type de problème. On obtient dans ce cas en linéaire





˙̂
X = AX̂ +BP̂ +R+KX(Z −HX̂) + LXU−1LXTHTW−1(Z −HX̂)
˙̂
P = CP̂ −BT X̂S + LPU−1LXTHTW−1(Z −HX̂)

(4.123)

avec {
L̇X = (A−KXH)LX +BLP

L̇P = CLP −BTLX
(4.124)

Dans ce cas, le changement de variable (X̃, P̃ ) → (η = X̃−LX(LP )−1P̃ , P̃ ) trigonalise toujours
l’erreur. Cependant la dynamique de η devient après simplifications

η̇ = (A−KXH − LX(LP )−1BT )η,

et ne suit donc plus la dynamique de l’estimateur d’état. Donc on ne bénéficie plus des résul-
tats précédents et la dépendance de la dynamique de η en LX et LP rend l’étude plus difficile.
Cet estimateur doit donc être analysé en détail et il n’est d’ailleurs pas clair que le changement
de variable soit le bon, ni même l’estimateur. Nous avions ainsi imaginé trigonaliser le système
(4.122) sur la partie pression afin de se ramener au problème précédent. Or même si cette trigo-
nalisation est toujours possible algébriquement, les variables résultantes n’ont pas forcément
d’interprétation physique. Notamment cette manipulation pourrait ne pas être robuste au raf-
finement de la discrétisation. Ce problème reste donc à traiter. Notons enfin que l’estimateur
(4.123) est défini en linéaire mais que la version SEIK permet de proposer en temps discret une
généralisation en non-linéaire.

c. Extension autour de l’activation électrique

Si nous cherchons un exemple de système où les variables d’état suivent une dynamique « tri-
angulaire », il faut que la variable θ de (4.116) soit une entrée du système mécanique. Or, la
simulation cardiaque fournit directement ce type d’exemple avec l’entrée électrique u. Cepen-
dant, la variable électrique est une variable distribuée au même titre que les déplacements et
les vitesses, donc sa dimension impose plutôt d’imaginer un observateur de Luenberger sur
ce champ. Un tel observateur doit alors être conçu pour un système de réaction-diffusion et à
partir des mesures disponibles.
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Si nous nous limitons aux données électriques, nous avons vu que les mesures sont soit
des ECGs (ou des mesures à la surface de thorax) soit des potentiels à la surface du cœur pour
des méthodes invasives. Dans le deuxième cas, la position du problème de l’estimation est
alors très proche de ce que nous avons décrit en mécanique si ce n’est que le système est pa-
rabolique avec un terme de réaction non-linéaire (fondamental pour la propagation du front).
Les choses se compliquent si on doit passer par une méthode non-invasive où les observations
sont plus indirectes et le problème inverse de l’obtention des données à la surface du coeur
mal posé (i.e. opérateur de diffusion entre la surface du coeur et le thorax). Ce type de recons-
truction appelé imagerie électrocardiographie (voir Rudy et Oster (1992)) a été mis en oeuvre
avec des vestes comportant 250 électrodes au lieu des 12 dérivations ECG. On pourra se re-
porter à Moreau-Villégier (2005) pour une discussion détaillée de ces différentes techniques.
Elle-même propose d’ailleurs dans le cas de mesures invasives des méthodes variationnelles
de reconstruction focalisées sur l’estimation non pas du champ de potentiel mais des temps
de dépolarisation. Cette idée pourrait d’ailleurs suffire si l’objectif se limite à l’estimation mé-
canique car l’amplitude de la dépolarisation est en multiple de σ0 dans la loi de contraction et
donc paramètrable globalement avec lui.

Toujours est-il que le problème de l’estimation électrique est souvent traité de façon décou-
plée de la contraction mécanique. Or l’électrique étant la source de la contraction, l’imagerie
cardiaque apporte clairement une information pour l’identification des grandeurs électriques.
Autrement dit, comme u est une entrée de la mécanique dans le problème direct, cette dernière
devient une source d’identifiabilité de l’activation dans le problème inverse de l’estimation.
Donc si on imagine un observateur de Luenberger pour les variables électriques, il faudrait que
celui-ci puisse être couplé à notre estimateur mécanique et en bénéficier. Nous constatons donc
que, hormis la dimension du problème électrique, nous sommes aussi confrontés à un pro-
blème d’estimation couplé sous la forme (4.116), (4.117). Afin de contourner la difficulté de la
taille du problème nous pouvons envisager utiliser une base réduite sur la variable électrique.
Il existe en effet de nombreuses méthodes cherchant à réduire la dimension d’un problème
EDP en généralisant la notion de modes linéaires. On peut notamment citer les méthodes POD
Kunisch et Volkwein (2002). Le principe est de décomposer les opérateurs dynamiques sur une
base de Galerkin de rang faible construite à partir d’un ensemble de solutions précalculées. En
pratique d’ailleurs, on continue de construire les opérateurs sur une base éléments finis usuelle
avant de les projeter sur la base réduite pour accélérer la résolution au niveau de l’inversion
des opérateurs de transition. Soit V le vecteur de degrés de libertés éléments finis discrétisant
la variable électrique u suivant une équation de réaction diffusion de la forme

MelV̇ +DelV = Rel(V )

où Mel correspond à une norme L2, Del est l’opérateur de diffusion et Rel(V ) est le terme de
réaction non-linéaire. Soit [ΨPOD

i ] ∈ Mp(R) (p petit) la matrice de passage des POD vers la base
élément finis utilisée et θu ∈ R

p les coefficients décomposant V dans la base POD, on a

V = [ΨPOD
i ]θu

donc
M POD

el
˙̂
θu +DPOD

el θu = [ΨPOD
i ]TRPOD

el ([ΨPOD
i ]θu) (4.125)

avec
M POD

el = [ΨPOD
i ]TMel[Ψ

POD
i ], DPOD

el = [ΨPOD
i ]TDel[Ψ

POD
i ]
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L’équation (4.125) permet donc d’utiliser directement la version non-linéaire de notre filtre
paramétrique généralisé (4.117). L’avantage d’une telle formulation est qu’on est sûr de pou-
voir imaginer sur ces variables un filtre (en l’occurrence un filtre EKF ou UKF) pour n’importe
quel type d’observation. De plus, nous avions noté Remarque 4.2.2 que nous pouvions utili-
ser d’autres opérateurs d’observation sur le deuxième étage de l’estimation. Cette remarque
prend tout son sens ici puisque sur la partie électrique réduite on peut alors utiliser, en plus
des observations cinématiques tirées de l’image, les mesures d’ECG ou de potentiel.





˙̂
X = A(X̂, V ) +KX(Z −HX̂) + LX(Lθ)−1θ̇u
˙̂
θu = f(θ̂u) + LθU−1LXTHTW−1(Z −HX̂) + LθU−1Lθ(HPOD

el )TW−1
el (Zel −HPOD

el θu)

U̇ = LXTHTW−1HLX + LθTHTW−1
el HL

θ

V = [ΨPOD
i ]θu

(4.126)
avec les dynamiques LX et Lθ (et en conséquence U ) du filtre SEEK ou SEIK, et par exemple
pour les dérivations ECG

Zel = TECG[ΨPOD
i ]θu

où TECG est la matrice de transfert du potentiel électrique à la surface du coeur vers le thorax.
On remarquera que vis-à-vis de variable électrique initiale V , l’estimateur (4.126) est une forme
de filtrage réduit où la base de décomposition de la covariance est fixée sur la base POD (voir
des variantes des filtres SEEK et SEIK sur base fixe dans Hoteit (2001)).

Reste à étudier la performance des méthodes POD en électrophysiolgie. Elles le sont déjà
largement en mécanique (solide et fluide) avec des résultats pratiques de réduction très con-
cluants et ont déjà donné lieu à des résultats préliminaires en mécanique cardiaque Pham
(2007). Pour des systèmes de réaction diffusion en chimie, Shvartsman et al (2000) ont aussi
montré la performance de méthodes POD avec, de plus, la volonté, comme ici, de pouvoir
définir des observateurs et stabiliseurs.

Dans un premier temps, ce type de formulation pourrait d’ailleurs être testé sur un sys-
tème parabolique classique où la réduction de modèle a déjà largement fait ses preuves. Le
système cardiaque ne présente pas ce type de couplage entre le problème mécanique et un
problème parabolique mais ces systèmes se rencontrent souvent en génie civil pour des pro-
blèmes de thermoélasticité (voir Nassiopoulos (2008)). De tels systèmes permettraient de tes-
ter en profondeur l’estimateur (4.126) ou des couplage à imaginer avec deux observateurs de
Luenberger inspirés du contrôle dans des configurations linéaires (petits déplacements).
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The concept of a virtual physical human is a sophisticated computer
modelling tool, which compares observations of an individual

patient and relates them to a vast dataset of observations of others
with similar symptoms and known conditions. By processing all

this information, the model can simulate the likely reaction of the
individual patient to possible treatments or interventions

— The STEP Consortium, Roadmap to the VPH (Virtual
Physiological Human)

Les mathématiciens sont comme les français : quoi que vous leur
disiez ils le traduisent dans leur propre langue et le transforment en

quelque chose de totalement différent.

— Johann Wolfgang von Goethe

L’assimilation de données est une discipline qui rencontre de plus en plus de succès dans
un nombre croissant de sciences appliquées. Ainsi, le travail de cette thèse avait pour vocation
de mettre à profit ces méthodes pour les besoins associés à la modélisation cardiaque, princi-
palement l’identification paramétrique. Rapidement nous avons pourtant pris conscience que,
même si l’incertitude principale concerne les paramètres, l’état lui-même devait être estimé,
d’où ce souci constant de traiter le problème d’estimation conjointement sur l’état et les para-
mètres. Les méthodes d’assimilation de données introduites sont donc initialement adaptées
au système cardiaque, et nous espérons que les résultats obtenus s’avéreront utiles dans ce
cadre. Cependant les caractéristiques mécaniques de ce dernier sont très exigeantes (loi de
comportement commandée multi-échelles, non-linéarités fortes, couplages avec des variables
de pression, contraintes isovolumiques des cavités) et la complexité même de la configuration
étudiée nous assure alors que les résultats méthodologiques présentés dépassent largement le
cadre de l’estimation cardiaque pour pouvoir être valorisés dans le cadre de l’estimation en
mécanique en général, notamment dans des configurations d’asservissement visuel ou d’es-
timation à base d’images (cf. Hild et Roux (2006)), ou encore de détection de défauts sur des
ouvrages de génie civil... De même, tous les systèmes hyperboliques du second ordre sont
potentiellement concernés par les résultats proposés, notamment les problèmes d’acoustique
ou les phénomènes vibratoires en général. Plus généralement, nous pensons que le filtrage a
un avenir dans les problèmes d’évolution, pour peu qu’on bénéficie de résultats de contrôle
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afin d’imaginer de nouveaux types de filtres de Luenberger adaptés à la physique considérée.
Nous en avons d’ailleurs donné un premier exemple avec l’équation de la chaleur (parabo-
lique). Une fois ce filtre créé, l’identification des paramètres s’étendra directement à partir des
méthodes proposées au chapitre 4. D’une certaine manière, nous pouvons dire que les résul-
tats du chapitre 4 peuvent être compris sous la forme : Pour toute EDP, si vous avez un filtre
de Luenberger stabilisant l’état sur une trajectoire observée, alors vous pouvez conjointement
identifier les paramètres de manière efficace.

Nous ne voulions pourtant pas simplement nous limiter à revisiter des méthodes clas-
siques pour justifier l’intérêt des méthodes d’estimation en élastodynamique et biomécanique.
Ainsi, nous nous sommes orientés résolument vers le filtrage par rapport aux méthodes va-
riationnelles plus classiques même si, a posteriori, nous avons en plus assuré une certaine
efficacité à nos filtres en terme de performance, de stabilité générale, de complexité algorith-
mique et de mise en œuvre dans des codes dédiés. Nous espérons donc que nos résultats sont
originaux notamment sur la base des éléments suivants :
Chapitre 3 :

• Proposition d’un estimateur de Luenberger comme outil d’approximation numérique
d’un système. En particulier, il apparaît pertinent d’utiliser les données (raisonnable-
ment bruitées) dès qu’elles sont disponibles plutôt qu’une approximation numérique
classique, même à connaissance parfaite de la condition initiale et du modèle.

• Obtention de filtres de Luenberger originaux dans le cas de données de type déplace-
ments (données Lagrangiennes) ou positions (données Eulériennes). Le choix d’intro-
duire une forme de norme H1 dans l’adjoint de l’opérateur d’observation à partir d’un
relèvement harmonique (statique mais à la volée) des données nous apporte une effica-
cité similaire à l’utilisation (plus classique chez les ingénieurs) de vitesses.

• Généralisation non-linéaire de ces filtres. En particulier pour des observations très non-
linéaires sous la forme de contours dans des séquences d’images, notre modification des
classiques forces-image comme correction, non pas dans le principe des travaux virtuels,
mais dans l’équation sur la vitesse comme dérivée du déplacement, nous a permis d’as-
surer la convergence de l’estimateur, au moins en terme de linéarisé.

Chapitre 4 :

• Obtention de l’équivalence (sous condition d’absence d’erreur de modèle autre que l’in-
certitude paramétrique) entre le filtre adaptatif proposé par Zhang et Clavel (2001) et le
filtre SEEK de Pham et al (1997). Cette équivalence permet de relier le filtre adaptatif à
un critère moindres carrés et de proposer un schéma numérique stable. Inversement, elle
permet l’analyse d’erreur d’estimation du filtre SEEK par le classique changement de va-
riable (X̃, θ̃) → (η, θ̃) qui apparaissait déjà dans les théories autour du filtrage réduit de
Luenberger (cf. Luenberger (1971) ; Bonnans et Rouchon (2005)).

• Extensions multiples du filtre adaptatif initial avec des versions d’ordre 2, des contraintes
paramétriques, un déclenchement retardé mais surtout une version H∞ pour laquelle
nous avons pu mener l’analyse de convergence.
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• Démonstration du fait que le filtre SEIK proposé par Pham et al (1997) est une version
réduite du filtre UKF pour sigma-points simplectiques. Nous avons alors généralisé le
formalisme au cas d’autres choix de sigma-points. Comme pour des systèmes méca-
niques de faible dimension (cf. Wu et Smyth (2006) ; Mariani et Ghisi (2007)), ce filtre
non-linéaire se révèle efficace, à la fois en termes de résultat et de mise en oeuvre numé-
rique (absence de différentiation).

Ces résultats méthodologiques originaux ont été accompagnés de « preuves de concept »
à partir d’exemples numériques que nous avons souhaités les plus pertinents possibles. Ceci
explique largement le très gros effort autour du code de simulation direct, mais aussi sur la
compréhension des différents types d’observations disponibles en cardiologie. En particulier
le stage de master de O. Talcolth (cf. Talcoth (2007)), sur la génération d’échographies synthé-
tiques et l’analyse d’erreur pour le flot optique à partir de données cardiaques synthétiques, a
déjà montré combien la modélisation et le traitement d’images s’apportaient mutuellement.

Il reste cependant beaucoup à faire pour envisager de créer des outils véritablement effi-
caces sur données réelles.

• Côté modélisation, on imagine notamment une gestion plus fine (après tous les efforts
consentis au niveau microscopique) du couplage entre l’entrée électrique nécessaire à la
mécanique et les potentiels intra- et extra-cellulaire fournis classiquement par les mo-
délisations électriques. De plus, les aspects énergétiques au sens physiologique (apport
en oxygène) sont sans doute déterminants pour de nombreuses pathologies. Enfin, de
nombreux médecins pensent que les aspects de modélisation géométrique sont très im-
portants dans la contraction notamment pour le ventricule droit (piliers, bandes modé-
ratrices (voir Netter (1969)), tissus conjonctifs entourant les valves...).
Conjointement aux efforts croissants de modélisation, il faudra nécessairement obtenir des
résultats de validation de cette modélisation sur des sous-systèmes, notamment avec des
expériences de Hill, voire sur des cellules cardiaques.

• Côté traitement d’images, même si nous nous sommes efforcés de proposer des estima-
teurs à partir d’images, il apparaît déjà que le potentiel des tags pour l’observabilité du
système mécanique est considérable. Or à ce jour, les mesures ne sont pas encore entière-
ment 3D et de nombreux outils de traitement restent à imaginer. Je pense d’ailleurs qu’il
faut peut-être se résoudre à ne pas espérer trop longtemps obtenir des déplacements 3D

comme mesures, mais plutôt à s’adapter à la spécificité actuelle des observations d’IRM
taggé sous formes de séries de plans en mouvement.

• Enfin l’estimation sur données réelles est inenvisageable si nous ne pouvons pas gérer
conjointement les variables mécaniques, les paramètres, mais aussi les variables de pres-
sions et l’entrée électrique, si possible à partir de données non invasives (pression aux
doigts, ECG...). Nous avons déjà évoqué ces perspectives, reste maintenant à démontrer
leur potentiel.



308 Conclusion & perspectives

Pour conclure, comme nous avions commencé, sur le cadre général scientifique , cette
thèse est née, je crois, de la conviction de D. Chapelle, P. Le Tallec et M. Sorine que dans la
modélisation cardiaque, il ne pouvait y avoir d’impact applicatif sans que la modélisation
soit intimement liée à l’assimilation de données hétérogènes disponibles après examen d’un
patient. J’espère que ce travail a pu servir cette conviction que l’assimilation de données per-
met en effet comme dans d’autres sciences de l’ingénieur d’adapter la trajectoire d’un modèle
générique à la configuration spécifique du patient, notamment dans le souci d’identifier des
pathologies éventuelles. Mais plus encore dans cette discipline confrontée au vivant, elle per-
met déjà de justifier le pouvoir prédictif du modèle. En effet si les méthodes d’assimilation
de données assurent sur des modèles et des observations synthétiques réalistes que l’on est
capable d’estimer l’état du système au sens large (trajectoire et paramètres), alors on détient
un outil formidable pour évaluer ensuite la qualité d’un modèle à prédire potentiellement tel
ou tel type de pathologie. Insistons finalement une fois de plus sur le fait que l’objectif n’est
pas, en modélisation pour le vivant, de « supporter » toute l’envergure de la prédiction mé-
dicale, mais plutôt d’apporter au médecin, sur un diagnostic en cours, des outils quantitatifs
de diagnostic et de pronostic qui lui permettront d’affiner la thérapeutique à suivre. Ainsi la
notion de « bon modèle » ne se justifie que par rapport à l’application ciblée et en fonction des
données disponibles, et c’est bien l’assimilation de données qui unifie ce triptyque modélisa-
tion, observations et applications. La citation du Virtual Physiological Human qui ouvre cette
conclusion laisse entrevoir de vastes perspectives pour la modélisation en médecine. Notre
espoir est que les travaux et la réflexion ici présentés offriront un axe de recherche pertinent
pour accompagner cet élan scientifique prometteur.
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