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1.2 L’électrodynamique classique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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4.10 Régularisation à poids : discrétisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.11 Analyse d’erreur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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15.1.3 Éléments finis P2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252
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Sa disponibilité, son dynamisme et ses compétences scientifiques ont grandement contribué à la
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Marchal, notre bienveillante et organisée secrétaire. Je n’oublie pas mes camarades thésards et
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Introduction

Les équations de Maxwell sont résolues aisément lorsque le domaine de calcul est convexe, ou
à bord régulier, mais s’il présente des singularités géométriques (coins et/ou arêtes rentrants), le
champ électromagnétique est localement intense et très difficile à calculer. On dit qu’il est singulier.
Or, dans de nombreuses applications de l’électromagnétisme, comme les guides d’ondes, ou les
filtres à stubs utilisés en télécommunication, il existe des singularités géométriques pouvant induire
un champ électromagnétique intense. La modélisation et le calcul numérique du champ permettent
alors de calculer l’intensité du champ au voisinage des singularités et de détecter les effets délétères.
L’enjeu est donc de construire des méthodes numériques qui réussissent à capturer les singularités
du champ, et qui soient efficaces en terme de précision et de coût calcul.

Les éléments finis d’arêtes permettent d’approcher les singularités, mais doivent être maniés
avec précaution lorsqu’on a besoin d’une approximation continue, quand on résout le système
couplé Maxwell-Vlasov par exemple. Par contre, à l’aide d’éléments finis nodaux, il est possible
de calculer des approximations continues du champ électromagnétique. Pour les équations quasi-
statiques bidimensionnelles, nous présentons principalement l’étude de trois différentes méthodes
d’éléments finis nodaux, codées en Matlab. Nous étudions la généralisation de ces méthodes en 3D,
et nous présentons deux méthodes de résolution pour les équations de Maxwell tridimensionnelles
instationnaires, codées en Fortran 77.

La première méthode 2D est une nouvelle version de la méthode du complément singulier,
développée par F. Assous et al. dans [9] et dans la thèse d’E. Garcia [63]. Les conditions limites
sont traitées de façon essentielle : la condition aux limites de conducteur parfait est prise en compte
explicitement. En dimension deux, les singularités du champ électromagnétique sont connues exacte-
ment (à un facteur près). On peut séparer le champ en une partie régulière et une partie analytique.
Cette méthode, qui montre d’excellents résultats en 2D peut s’étendre aux cas de dimension 2D 1

2
[38, 76], ou alors lorsque les seules singularités géométriques tridimensionnelles sont des pointes co-
niques [63]. Dans les domaines tridimensionnels généraux, les singularités électromagnétiques sont
difficilement discrétisables, les singularités de coins et d’arêtes étant liées entre elles.

Pour les deux autres méthodes 2D, le découplage n’est pas nécessaire car l’espace fonctionnel
usuel des solutions est modifié, de façon à retrouver la densité des éléments finis de Lagrange. Ainsi,
elles fonctionnent dans les domaines tridimensionnels généraux.

La seconde méthode est la méthode à poids, développée par M. Costabel et M. Dauge dans
[53] pour le champ électrique. Les conditions limites sont essentielles. L’équation de Maxwell-Gauss
est multipliée par un poids qui dépend de la distance aux singularités géométriques.

Enfin, la dernière méthode est la méthode avec conditions aux limites naturelles, développée
par P. Ciarlet, Jr. dans [36, 40]. On relaxe la condition aux limites de conducteur parfait.
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Composition du document

Après une introduction sur les méthodes de modélisation des équations de Maxwell, développée
dans la partie I, le document est constitué de deux parties et d’une annexe, constituée par la
partie IV. La partie II traite le problème bidimensionnel, et la partie III traite le problème tridi-
mensionnel. Chacune de ces parties contient tout d’abord une étude du problème statique direct,
puis du problème statique mixte (ajout d’un multiplicateur de Lagrange). Pour le problème tri-
dimensionnel, on fait de plus une étude du problème instationnaire. Nous proposons et analysons
différentes méthodes, en partant du problème continu pour aboutir à la discrétisation et la mise
oeuvre numérique. Enfin, nous présentons des résultats numériques que nous confrontons aux at-
tentes théoriques.

Modélisation

Dans cette partie, on présente dans un premier chapitre différents problèmes liés à l’électromagnétisme
et quelques méthodes de résolution. Dans un second chapitre, on détaille les intérêts physique et
mathématique de l’étude du problème bidimensionnel.

La partie 2D

La partie 2D s’étend des chapitres un à six. Le problème quasi-statique consiste à manipuler les
équations de Maxwell sans se soucier de la dépendance en temps. Dans le cas bidimensionnel, les
problèmes quasi-électrostatique et quasi-magnétostatique sont similaires, aussi nous ne détaillons
que le problème quasi-électrostatique.

Dans le premier chapitre, nous définissons les notations et les espaces fonctionnels dont nous
avons besoin.

Dans le second chapitre, nous décrivons en détail le problème quasi-électrostatique et nous
présentons quatre méthodes de résolution par éléments finis nodaux :
- La méthode aux potentiels : le calcul du champ électrique est indirect, dérivé des potentiels
électrostatiques. Cette méthode sert de référence dans certains cas tests.
- La méthode aux conditions aux limites naturelles, pour laquelle la condition aux limites est incluse
dans la formulation variationnelle.
- La méthode du complément singulier : nous présentons un nouvelle décomposition non conforme
pour le cas statique, la λ-approche, ainsi que la décomposition orthogonale usuelle. Nous montrons
comment utiliser la λ-approche pour le calcul des fonctions de base singulières de la décomposition
orthogonale.
- La méthode de régularisation à poids, développée par M. Costabel et M. Dauge dans [53].
Nous montrons que les formulations variationnelles sont bien posées pour les espaces fonctionnels
choisis.

Dans le troisième chapitre, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange sur la divergence
(étude pour les méthodes directes), afin de préparer la résolution de problèmes transitoires.

Le quatrième chapitre est consacré à la résolution numérique du problème quasi-électrostatique
par les éléments finis de Lagrange Pk. Dans le cinquième chapitre, nous détaillons la résolution
numérique du problème mixte par les éléments finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk.

Enfin, dans le sixième chapitre, nous présentons et analysons les résultats numériques obtenus
avec le code Matlab.
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La partie 3D

La partie 3D est décomposée en huit chapitres, numérotés de sept à quatorze.
Dans le chapitre sept, nous définissons les notations, les espaces fonctionnels utilisés.
Pour le problème statique, détaillé dans le chapitre huit, nous étudions cinq méthodes de

résolution par éléments finis nodaux :
- La méthode aux potentiels, valable lorsque le champ électrique est à rotationnel nul. Comme en
2D, cette méthode consiste à dériver le champ électrique du potentiel électrostatique.
- La méthode avec conditions aux limites naturelles.
- La méthode avec conditions aux limites essentielles, valable lorsque le domaine de calcul est
convexe [69]. Ceci prépare la méthode suivante.
- La méthode de régularisation à poids [53].
- La méthode du complément singulier en domaine prismatique, présentée dans [38].

Dans le chapitre neuf, on donne les formulations mixtes des quatre dernières méthodes. Les
chapitres dix et onze sont consacrés à la résolution numérique des problèmes directs et mixtes, ce
qui prépare la discrétisation en espace du problème instationnaire.

Le problème dépendant du temps est traité dans le douzième chapitre : à l’aide de bonnes hy-
pothèses sur les données, on montre que la formulation mixte augmentée, pour le champ électrique,
est équivalente au système des équations de Maxwell et admet une unique solution. Ensuite, on
discrétise le problème avec un schéma aux différences finies pour la discrétisation en temps, et les
éléments finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk pour la discrétisation spatiale. Une étude de stabilité met
en exergue une condition de type CFL à respecter entre le pas de temps et les caractéristiques du
maillage. Dans le treizième chapitre, nous présentons les résultats obtenus en 3D.
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Chapitre 1

Modélisation et méthodes de

résolution

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’une part de faire quelques rappels de Physique sur les équations
de Maxwell (sections 1.2 et 1.3), et de justifier ainsi l’étude mathématique (qui semble parfois
lointaine de la Physique) qui va suivre.

D’autre part, on donne les hypothèses mathématiques requises (section 1.4), on présente quelques
modèles de simplification de ces équations (section 1.5) chers aux mathématiciens et numériciens,
puis on indique différentes méthodes (non exhaustives) de résolution (section 1.6).

Pour la partie physique, on se réfère essentiellement aux ouvrages classiques suivants : les cours
de R. P. Feynman [62], pédagogiques et ludiques, le livre de J. D. Jackson [71], précis et complet.
Le livre d’A. Bossavit [25] permet (avec quelques connaissances mathématiques) de passer de la
Physique à la modélisation.

1.2 L’électrodynamique classique

Bien que les phénomènes électromagnétiques soient connus depuis l’Antiquité, les premières
expériences sur l’électricité et le magnétisme remontent seulement au XVII ème siècle. L’analyse
scientifique de ces phénomènes commencèrent avec les travaux de Coulomb sur l’électrisation, qui
furent publiés en 1785, et qui conduisirent à la théorie dynamique du champ électromagnétique
de Maxwell, publiée en 1864. Cette théorie fut validée en 1888 par Hertz, qui avait découvert des
ondes électromagnétiques se propageant à la vitesse de la lumière.

Depuis les années soixante, notre compréhension sur les constituants fondamentaux de la matière
et les forces qui interagissent entre eux a révolutionné la Physique. Cela a donné lieu à la formu-
lation du modèle standard des particules physiques, qui décrit les particules et leurs interactions.
L’électrodynamique classique héritée de Maxwell est une forme limite de l’électrodynamique quan-
tique contenue dans le modèle standard, c’est-à-dire valide lorsque le nombre de photons impliqués
est suffisament grand.

L’électrodynamique classique permet de décrire les phénomènes électromagnétiques qui se ma-
nifestent dans de nombreuses technologies modernes : télécommunication, micro-onde, radar, an-
tenne. Afin de simuler les effets produits, qui peuvent être destructeurs, il est nécessaire de faire une
analyse mathématique des équations de Maxwell, pour les résoudre numériquement, la résolution
analytique étant dans la majorité des cas actuellement hors de notre portée.
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20 CHAPITRE 1. MODÉLISATION ET MÉTHODES DE RÉSOLUTION

1.3 Les équations de Maxwell

1.3.1 Champs et sources

Dans les milieux continus, les phénomènes électromagnétiques sont décrits par quatre fonctions
qui dépendent du temps t et des coordonnées d’espace x, à valeurs dans R

3 :
- le champ électrique E , qui est de la dimension d’une force par unité de charge ou V .m−1 (Volts
par mètre),
- l’induction magnétique B, qui est de la dimension d’une force par unité de courant ou T (Tesla),
- le champ magnétique H, en A .m−1 (Ampères par mètre),
- le déplacement électrique D, en C .m−2 (Coulombs par mètre carré).

La force agissant sur une charge ponctuelle q en présence d’un champ électromagnétique est
décrite par l’équation de la force de Lorentz :

F = q ( E + v × B ) . (1.1)

Le champ électrique E et l’induction magnétique B furent initialement introduits à partir de
l’équation de force de Lorentz. Cette équation permet de décrire le mouvement d’une particule
chargée.

Les fonctions électromagnétiques sont régies par les équations de Maxwell (sytème d’unité SI) :

divD = ρ, équation de Maxwell-Gauss, (1.2)

rotH − ∂tD = J , équation de Maxwell-Ampère, (1.3)

rot E + ∂tB = 0, équation de Maxwell-Faraday, (1.4)

divB = 0, absence de monopôle magnétique. (1.5)

Les équations (1.3) et (1.4) sont des équations d’évolution, alors que les équations (1.2) et (1.5)
sont des équations de contrainte. Bien que nous présentons ces équations d’un seul bloc, elles ont
été élaborées pas à pas, par plusieurs physiciens.
ρ (en C .m−3, à valeurs dans R) est la densité volumique de charges électriques dans le milieu,
J (en A .m−2 à valeurs dans R3) est la densité de courant, qui est non nulle dès qu’il y a un courant
électrique.
Le champ électromagnétique peut exister dans des régions dépourvues de sources, lorsque J = 0 et
ρ = 0. Son existence est indépendante des charges et du courant, puisqu’il transporte de l’énergie,
de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

Les équations (1.2)-(1.5) contiennent implicitement l’équation de continuité de la charge, reliant
les densités de charges ρ et de courant J ; obtenue en combinant la dérivée temporelle de (1.2) et
la divergence de (1.3) :

∂tρ + divJ = 0 . (1.6)

On peut remarquer une certaine redondance dans ce système d’équations. En effet, si on applique
l’opérateur divergence à (1.4), on obtient que ∂t(divB) = 0. Ainsi, il suffit que (1.5) soit vérifiée à
un seul instant (par exemple à t = 0) pour qu’elle le soit à tout temps t. De même, si on applique
l’opérateur divergence à (1.3), on obtient que ∂t(div E) = ∂tρ, à condition toutefois que (1.6) soit
vérifiée.

Lorsque J et ρ sont connus, et satisfont (1.6), le système (1.2)-(1.5) comporte six équations
scalaires indépendantes, et les équations (1.2) et (1.5) jouent le rôle de conditions initiales. Comme
on a douze inconnues scalaires, on sera amené à ajouter à ces équations des relations, appelées
lois de comportement ou relations constitutives, qui permettent de décrire la nature du milieu dans
lequel ont lieu les phénomènes électromagnétiques.
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1.3.2 Lois de comportement

Lorsque le milieu est conducteur, la loi d’Ohm est vérifiée :

J (x , t) = σ(x) E(x , t), en milieu isotrope, (1.7)

Ji(x , t) =

3∑

j=1

σij(x) Ej(x , t) , i = 1, 3, en milieu anisotrope. (1.8)

σ est la conductivité électrique. En milieu anisotrope, c’est un tenseur.

Lorsque le milieu est isolant, σ est nulle, donc J = 0 : il n’y a pas de courant circulant dans
le milieu. Dans le cas d’un conducteur parfait, σ est infinie : les champs E et H sont nuls.

Dans les milieux parfaits, c’est-à-dire les milieux pour lesquels les lois de comportement sont
linéaires, les relations suivantes sont vérifées :

D(x , t) = ε(x) E(x , t), en milieu isotrope, (1.9)

Di(x , t) =

3∑

j=1

εij(x) Ej(x , t) , i = 1, 3, en milieu anisotrope. (1.10)

B(x , t) = µ(x)H(x , t), en milieu isotrope, (1.11)

Bi(x , t) =

3∑

j=1

µij(x)Hj(x , t) , i = 1, 3, en milieu anisotrope. (1.12)

ε est la permittivité diéléctrique et µ la perméabilité magnétique. En milieu anisotrope, ce sont des
tenseurs.

Les équations de Maxwell en milieu isotrope se réécrivent alors en fonctions de E etH seulement :

div (εE) = ρ, (1.13)

rotH − ε∂tE = J , (1.14)

rot E + µ∂tH = 0, (1.15)

div (µH) = 0. (1.16)

Lorsque le milieu est de plus homogène, ε et µ sont constants.

Le vide est un cas particulier de milieu parfait, isotrope, homogène et isolant, pour lequel la
permittivité diéléctrique, notée ε0 ' ( 36π . 109 )−1C2.N

−1
.m−2 et la perméabilité magnétique notée

µ0 = 4π . 10−7F .m−1 sont telles que : c2ε0µ0 = 1, où c ' 3 . 108 m.s−1 est la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide.

Dans le cas d’un milieu isotrope, homogène, isolant et non chargé (J = 0, ρ = 0), E et H
satisfont l’équation des ondes :

∆E − εµ∂2
t E = 0, et ∆H− εµ∂2

tH = 0 . (1.17)

Cette équation s’obtient en injectant (1.15) dans ∂t(1.14) pour le champ électrique et (1.14) dans
∂t(1.15) pour le champ magnétique, et en utilisant la fait que rot rot − graddiv = −∆. L’onde
électromagnétique se propage à la vitesse (εµ)−1/2. Ainsi, les équations de Maxwell sont de nature
hyperbolique.
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1.3.3 Énergie électromagnétique

Le flux d’énergie du champ électromagnétique est représenté par le vecteur de Poynting, de
dimension J.m−2.s−1 :

S = E ×H . (1.18)

La densité d’énergie électromagnétique totale, de dimension J.m−3 est donnée par :

w =
1

2
( E .D + B .H ) . (1.19)

Dans le vide, l’équation de conservation de l’énergie, appelée aussi théorème de Poynting, s’écrit
ainsi :

∂tw + divS = −J . E . (1.20)

La variation instantannée de l’énergie électromagnétique à l’intérieur d’un volume donné plus
l’énergie s’écoulant, par unité de temps, à travers la surface délimitant le volume correspond au
travail accompli par le champ électromagnétique sur les sources dans le volume. En milieu linéaire
dispersif, il faut tenir compte des perte ohmiques, et de l’absorption du milieu.

L’énergie électromagnétique totale dans un volume Ω ⊂ R
3 quelconque est donc :

WΩ(t) =

∫

Ω
w dΩ =

1

2

∫

Ω

(
ε(x) | E (x , t ) |2 + µ(x) |H (x , t ) |2

)
dΩ (1.21)

En intégrant (1.20) sur Ω, l’équation de conservation de l’énergie totale dans le vide s’écrit alors :

dWΩ

dt
+

∫

∂Ω
S .ν dΣ +

∫

Ω
E .J dΩ = 0 , (1.22)

où ν est le vecteur normal sortant de ∂Ω.

1.3.4 Conditions de transmission entre deux milieux matériels

Le théorème de Stokes et le théorème de la divergence permettent d’écrire les équations de Max-
well sous forme intégrale et de déduire les relations entre les composantes normales et tangentielles
des champs d’une part et d’autre d’une surface Γ séparant deux milieux différents, et éventuellement
porteuse d’une densité de charge surfacique σ et d’une densité de courant surfacique K :

(D2 − D1 ) .ν = σ sur Γ, (1.23)

(B2 − B1 ) .ν = 0 sur Γ, (1.24)

ν × ( E2 − E1 ) = 0 sur Γ, (1.25)

ν × (H2 − H1 ) = K sur Γ, (1.26)

ν étant le vecteur normal à Γ, dirigé du milieu 1 vers le milieu 2. Ainsi, à la traversée de l’interface :
- la composante normale de B est continue,
- la discontinuité de la composante normale de D en un point est égale à la densité de charge
surfacique en ce point,
- la composante tangentielle de E est continue,
- la composante tangentielle de H subit une discontinuité égale à la densité de courant surfacique,
et de direction K × ν.
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Dans le cas particulier où le milieu 2 est un conducteur parfait (on note alors Γ = ΓC), le champ
électromagnétique est nul dans ce milieu : E2 = B2 = 0. On pose alors E = E1, B = B1 et on a dans
le milieu 1 des conditions aux limites de conducteur parfait :

B .ν = 0 sur ΓC , (1.27)

ν × E = 0 sur ΓC . (1.28)

Notons que l’expression (1.27) apparâıt comme redondante. En effet, si ν × E = 0 sur ΓC et à
t = 0, B(0) .ν = 0 sur ΓC , alors d’après (1.4), B(t) .ν = 0 sur ΓC pour tout t.

1.3.5 Condition aux limites en domaine borné

Lorsqu’on borne le domaine d’étude par une frontière artificielle ΓA, il faut imposer des condi-
tions aux limites au bord du domaine borné Ω obtenu. Au premier ordre, les conditions aux limites
sur ΓA s’écrivent ainsi :

( E − cB × ν )× ν = e∗ × ν , sur ΓA, e∗ donné, (1.29)

ou bien, de façon analogue : ( cB − E × ν )× ν = b∗ × ν , sur ΓA, b∗ donné. (1.30)

Cette condition s’obtient en approchant localement la frontière ΓA par son plan tangent, et en
écrivant qu’une onde plane à incidente normale sort du domaine sans être réfléchie, pour e∗ = 0 ou
b∗ = 0. Elle est donc exacte dans ce cas de figure, sinon, c’est une approximation. Lorsque e∗ 6= 0
ou b∗ 6= 0, cette condition traduit la pénétration d’une onde plane à incidence normale dans le
domaine. Cette condition aux limites est souvent appelée condition de Silver-Müller. Elle est en
générale suffisante pour les problèmes intérieurs. Pour les problèmes extérieurs, il est préférable
d’utiliser une approximation d’ordre deux, afin de ne pas polluer la solution par des réflexions
parasites.

1.3.6 Condition de radiation en domaine non-borné

Pour les problèmes stationnaires en domaine non-borné, les équations de Maxwell doivent être
complétées par des conditions de radiation qui éliminent les ondes venant de l’infini. Considérons le
cas où on envoie une onde électromagnétique incidente E i (par exemple provenant d’un radar) sur
un objet inhomogène borné (tel qu’un avion). L’onde est réfléchie et diffusée en une onde E s et le
champ électromagnétique total est : E i + Es. L’onde incidente est une onde plane : E i = p ei κx .d,
où p ∈ R

3 est le vecteur de polarisation et d ∈ R
3 est le vecteur unitaire de direction de propagation

de l’onde. p et d sont orthogonaux. E i satisfait les équations de Maxwell en l’absence de diffusion :

rot rot E i − κ2E i = 0 , dans R
3 .

Le champ électromagnétique diffusé doit alors satisfaire la condition de radiation de Silver-Müller
suivante [85] :

lim
R→0

R ( rot ES × x̂ − i κ Es ) = 0 , (1.31)

où R = |x| et x̂ = x /R.

La difficulté pour discrétiser ce problème est qu’il est posé en domaine infini. On peut borner
le domaine par une frontière artificielle loin de l’objet réfléchissant, et imposer la condition de
radiation de Silver-Müller sur cette frontière.
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1.3.7 Effet de pointe

Considérons deux sphères conductrices dans le vide, soumises au même potentiel. On observe
que le champ est plus grand à la surface de la plus petite sphère.

En effet, si la plus grande sphère, de rayon a porte une charge Q, son potentiel électrique vaut

environ φ1 =
1

4πε0

Q

a
. Le potentiel électrique de la petite sphère, de rayon b et portant une charge

q est de l’ordre de φ2 =
1

4πε0

q

b
. Ainsi, si les sphères sont au même potentiel, on a :

Q

a
=
q

b
.

Sur la surface d’une des sphères, le champ électrique est proportionnel à la densité surfacique
de charges σ, qui vaut à peu près la charge totale divisée par la surface de la sphère. D’où :
||E1||
||E2||

' Q/a2

q/b2
=

b

a
. Ainsi, les champs sont inversement proportionnels aux rayons, et le champ

électrique de la petite sphère est plus important que celui de la grosse sphère.

Le même effet se produit si on charge un conducteur qui a une pointe ou une extrémité très
aiguë : le champ électromagnétique au voisinage de la pointe est beaucoup plus grand que le champ
dans les autres régions. Les charges s’étendent le plus possible sur la surface d’un conducteur,
certaines charges sur le conducteur sont poussée vers l’extrémité, qui a une surface petite devant
la surface de tout le conducteur.

On en déduit que la densité surfacique de charges est plus importante localement, sur l’extrémité,
que sur le reste du conducteur, ce qui implique un champ intense au voisinage de la pointe.

On appelle singularités géométriques les arêtes et/ou coins que forme un conducteur. Le champ
électromagnétique est alors localement intense, il se produit un effet de pointe.

La présence de singularités géométriques dans le milieu matériel peut être un choix délibéré du
constructeur pour générer des champs intenses (singularité active), ou une contrainte de conception
(singularité passive). Dans les deux cas, la solution des équations de Maxwell est singulière, et la
valeur précise du champ est cruciale pour une analyse correcte des phénomènes physiques observés.

1.4 Hypothèses mathématiques sur les données

Pour être en mesure de résoudre numériquement les équations de Maxwell, il faut faire des
hypothèses mathématiques sur le champ électromagnétique et les données. Dans cette section,
nous établissons de façon formelle ces hypothèses, qui reposent sur des considérations physiques,
en particulier sur le fait l’énergie électromagnétique soit finie. Nous noterons L2(Ω) l’espace des
fonctions scalaires de carré intégrable sur Ω ⊂ R

3, et L2(Ω) = L2(Ω)3 l’espace des fonctions
vectorielles dont les composantes sont de carré intégrable.

Dans le cas statique, le champ électromagnétique et les données ne dépendent pas du temps.
Les équations statiques en (E , H) s’écrivent :

rot E = 0 , et div E = ρ/ε , (1.32)

rotH = J , et div (µH) = 0 . (1.33)

Pour simplifier, nous supposons ε et µ constants (cas d’un milieu homogène).
• Le champ électrostatique E est à rotationnel nul. Il existe donc un potentiel scalaire φ tel que :
E = −gradφ. Ce potentiel satisfait l’équation de Poisson : −∆φ = ρ/ε. Par intégration par parties
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sur un volume Ω, on peut réécrire l’énergie électrostatique totale en fonction de ρ et φ dans Ω :

WES =
1

2

∫

Ω
ε | E |2 dΩ =

1

2

∫

Ω
εgradφ.gradφdΩ

=
1

2

∫

Ω
ε (−∆φ)φdΩ +

1

2

∫

∂Ω
ε φ ∂νφdΣ ,

=
1

2

∫

Ω
ρφdΩ +

1

2

∫

∂Ω
ε φ ∂νφdΣ ,

où ∂νφ est la dérivée partielle normale à φ sur ∂Ω. Supposons que le champ soit généré par une
source, et que Ω soit une sphère de centre la source. Comme le potentiel φ est en 1/r, où r est la

distance à la source, ∂νφ est en 1/r2. On en déduit que lim
r→∞

∫

∂Ω
εφ∂νφdΣ ≈ lim

r→∞
1/r3 = 0. Cela

se généralise à d’autres formes de volume : l’intégrale du bord s’annule, et on a :

WES =
1

2

∫

R3

ρφdx .

Comme WES < ∞, on a E ∈ L2(R3). Ainsi, les dérivées partielles de φ sont de carré intégrable,
d’où : φ ∈ H1(R3). Comme ρφ est intégrable, on en déduit que ρ est dans le dual de H 1(Ω), noté
H−1(R3). De plus, comme E est à rotationnel nul, E est un vecteur de H(rot ,R3), l’espace des
fonctions vectorielles de rotationnel de carré intégrable.
• L’induction magnétostatique B = µH est à divergence nulle. Il existe alors un potentiel vecteur

A tel que : B = rotA, c’est-à-dire H =
1

µ
rotA. Si on choisit A à divergence nulle (ce choix est

appelé jauge de Coulomb), alors A satisfait l’équation : −∆A = J . On peut réécrire l’énergie
magnétostatique totale en fonction de A et J :

WMS =
1

2

∫

Ω
µ |H |2 dΩ =

1

2

∫

Ω
H . rotAdΩ

=
1

2

∫

Ω
rotHAdΩ +

1

2

∫

∂Ω
A . (rotH× ν) dΣ ,

=
1

2

∫

Ω
J .AdΩ +

1

2

∫

∂Ω
µA . (rotB × ν) dΣ ,

De nouveau, on suppose que le champ soit généré par une source, et que Ω soit une sphère de centre
la source. Le potentiel vecteur A est en 1/r et rotB × ν est en 1/r2. Ainsi, l’intégrale au bord
s’annule lorsque r→∞, et on a :

WMS =
1

2

∫

R3

J Adx .

Comme WMS < ∞, on a B ∈ L2(R3). Donc le rotationnel de A est de carré intégrable, c’est-à-
dire : A ∈ H(rot ,R3). On en déduit alors que J .A est intégrable, et que J est dans le dual de
H(rot ,R3), noté H(rot ,R3)′. Notons que J étant un rotationnel, J est à divergence nulle. De
plus, comme µH est à divergence nulle, H est un vecteur de H(div ,R3), l’espace des fonctions
vectorielles de divergence de carré intégrable.

Les hypothèses de régularités minimales du problème statique sont donc :

ρ ∈ H−1(R3) , J ∈ H(rot ,R3)′ avec divJ = 0 et E ∈ H(rot ,R3) , H ∈ H(div ,R3) .
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Notons que l’hypothèse mathématique faite sur ρ ne peut être vérifiée que si on exclut certaines
singularités de charge telles que les singularités de charges ponctuelles ou liné̈ıques. Il faut alors
changer de modélisation et passer au modèle microscopique. Par la suite, on fait souvent l’hypothèse
supplémentaire que ρ ∈ L2(R3), c’est-à-dire que E ∈ H(div ,R3). De même, par commodité, on
suppose en général que : J ∈ L2(R3), d’où :H ∈ H(rot ,R3). Les hypothèses de régularités usuelles
du problème statique sont alors :

ρ ∈ L2(R3) , J ∈ L2(R3) avec divJ = 0 et E , H ∈ H(rot ,R3) ∩H(div ,R3) .

Dans le cas général, où ε et µ ne sont pas constants, avec les hypothèses suivantes : ε et µ sont
mesurables uniformément bornées et strictement positives, on obtient que :

E ∈ H(rot ,R3) ∩H(div ε,R3) et H ∈ H(rot ,R3) ∩H(div µ,R3) ,

soit : div (ε E) ∈ L2(R3) et div (µH) ∈ L2(R3).

Dans un ouvert borné Ω, on arrive à des conclusions semblables : E ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ε,Ω)
et H ∈ H(rot ,Ω)∩H(divµ,Ω), la différence portant sur les conditions aux limites. Dans le cas où
Ω est l’intérieur d’un conducteur parfait, on a alors : E × ν |∂Ω = 0, et B .ν |∂Ω = 0. On a alors :
E ∈ H0(rot ,Ω) ∩H(div ε,Ω) et H ∈ H(rot ,Ω) ∩H0(divµ,Ω).

Nous ne détaillons pas ici le cas instationnaire. On a des hypothèses similaires sur la dépendance
en espace, plus des hypothèses de continuité sur la dépendance en temps. Pour plus de détails, on
peut lire notamment le document de F. Assous et P. Ciarlet, Jr. [6] (chap. 2).

Notons que la régularité du champ dépend entre autre de la présence de singularités.

1.5 Différents modèles

Selon le type de problème que l’on souhaite étudier, il existe plusieurs façon de réécrire les
équations de Maxwell. Dans cette section, nous indiquons différents modèles permettant de les
simplifier.

1.5.1 Le modèle de Darwin

Lorsqu’on simule des faisceaux de particules chargées, pour lesquels il n’y a pas de phénomène
haute fréquence ou de changement rapide de courant, on peut négliger la composante transverse
(orthogonale à la direction du faisceau) du courant de déplacement. C’est le modèle Darwin, qui
correspond à une approximation d’ordre un en terme de développement asymptotique des équations
de Maxwell [97].

Le champ électrique se décompose de la façon suivante (décomposition de Helmholtz) :

E = ET + EL.

EL, la partie longitudinale est telle que : rot EL = 0.
ET , la partie transverse se caractérise par div ET = 0.

Lorsque la vitesse caractéristique du phénomène étudié est petite devant la vitesse de la lumière,
on néglige ∂tET , la composante transverse du courant de déplacement. On obtient alors un système
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de trois problèmes elliptiques en EL, B et ET :

−∆φ = ρ/ε , EL = −gradφ ,

rot rotB = rotJ ,
divB = 0 ,

rot rot ET = −µrotB ,
div ET = 0 .

rotB est considéré comme une donnée pour calculer ET . La difficulté de ce problème est la prise
en compte des conditions aux limites, qu’il faut partager entre les deux composantes du champ
électrique [59]. Dans [96], P.-A. Raviart et E. Sonnendrücker présentent une méthode asymptotique
pour déterminer les conditions aux limites sur B qui permettent d’obtenir que le problème en
B soit bien posé. Dans [103], E. Sonnendrücker et al. utilisent le système couplé Vlasov-Darwin
comme approximation du système couplé Vlasov-Maxwell. Enfin, une analyse de la convergence
des éléments finis pour ce modèle a été faite par P. Ciarlet, Jr. et J. Zou dans [43].

1.5.2 Les modèles quasi-électrostatique et quasi-magnétostatique

Lorsqu’on peut négliger le terme ∂tB dans l’équation de Faraday (1.4), on obtient le modèle
quasi-électrostatique. Ce modèle est valide lorsque la vitesse caractéristique des phénomènes magnétiques
est petite devant la vitesse de propagation de l’onde. On obtient le problème suivant :

div (εE) = ρ , rot E = 0 , (1.34)

avec des conditions aux limites adéquates, ρ dépendant du temps.

Avec l’hypothèse supplémentaire ∂tE = 0, ρ est indépendant du temps, c’est le problème
électrostatique. L’équation (1.34) devient elliptique. La solution E est telle que : E = −gradφ,
avec −∆φ = ρ/ε. C’est le modèle de Poisson, bien moins coûteux à résoudre que le système com-
plet des équations de Maxwell. L’une des applications de ce modèle est l’analyse de distribution de
charges (en anglais C.D.A. : charge distribution analysis). Le but est d’analyser la charge électrique
présente dans un isolant, afin d’en mesurer la qualité d’isolation. À cette fin, on plonge l’isolant
dans un champ électrique non uniforme, et on mesure la force à laquelle il est soumis.

L’étude de ce modèle est nécessaire lorsqu’on s’intéresse au problème quasi-électrostatique. En
effet, la dépendance en temps du second membre requiert la résolution d’une suite de problèmes
électrostatiques. Cependant, on n’a pas toujours la même condition aux limites.

Si on peut négliger le courant de déplacement ∂tD par rapport au courant induit dans l’équation
d’Ampère (1.3), on obtient le modèle quasi-magnétostatique, dont l’une des applications est le calcul
des courants induits dans un matériau (ou courants de Foucault). Dans ce cas, on dispose de la
relation complémentaire J = σE , de sorte que B peut être écrit comme la solution d’une équation
parabolique :

∂tB + rot

(
1

σ
rot

1

µ
B
)

= 0 ,

divB = 0 .

Le modèle magnétostatique, valable lorsqu’on peut négliger ∂tB, c’est-à-dire lorsque J est indépendant
du temps s’écrit alors :

divB = 0 , rot
1

µ
B = J . (1.35)
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Dans le cas où µ est constant, B est alors solution de l’équation elliptique suivante : −∆B = µrotJ .

D’un point de vue numérique, le modèles statiques permettent de faire l’étude spatiale des
méthodes de résolution envisagées, avant de les appliquer au cas instationnaire ou au cas harmo-
nique. Ces modèles fournissent de précieuses informations pour comprendre l’influence des singu-
larités géométriques sur le comportement en espace et sur le comportement en temps du champ
électromagnétique.

1.5.3 Les équations harmoniques

On suppose que les fonctions électromagnétiques ont une dépendance harmonique en temps, de
pulsation ω, c’est-à-dire qu’elles sont de la forme :

E(x , t) = <(e(x)eı ω t),
H(x , t) = <(h(x)eı ω t),
ρ(x , t) = <(r(x)eı ω t),
J (x , t) = <(j(x)eı ω t),

où e, h, j sont à valeur dans C
3 et r est à valeur dans C. Les équations de Maxwell se réécrivent

alors :
ı ω ε e − rot h = −j ,
ı ω µh + rot e = 0 ,

div ( ε e ) = r ,
div (µh ) = 0 .

On peut découpler ces équations ainsi, en injectant h = (ı ω µ)−1rot e dans la première équation,
ou e = (ı ω ε)−1(rot h− j) dans la seconde équation :

−ω2 ε e + rot (µ−1 rot e ) = −ı ω j ,
ω2 µh− rot (µ−1 ( roth − j ) ) = 0 .

Lorsque j est nul, on doit résoudre un problème aux valeurs propres. Les équations harmoniques
permettent de modéliser le comportement d’une onde électromagnétique dans une cavité. Différents
modèles ont été développés, selon que le milieu soit conducteur ou non. La première difficulté est
de trouver une formulation variationnelle du problème qui satisfasse l’alternative de Fredholm
([27], chap. 6), qui vérifie les propriétés de coercivité et de compacité, c’est-à-dire pour la seconde,
l’injection compacte de l’espace fonctionnel choisi dans L2(Ω).

Comme l’injection de H0(rot ,Ω) dans L2(Ω) n’est pas compacte, une méthode consiste à ajou-
ter un terme d’intégration en div -div dans la formulation variationnelle (qui contient un terme
d’intégration en rot -rot et un terme d’intégration L2), afin d’éliminer les fonctions propres non
physiques. On parle alors de régularisation ou de pénalisation. La coercivité de la forme bilinéaire
pénalisée été montrée par M. Costabel dans [50]. On peut discrétiser la formulation variationnelle
obtenue par des éléments finis nodaux [68, 53]. Une autre méthode consiste à ajouter un multipli-
cateur de Lagrange portant sur la condition de divergence. Ces méthodes ont étés introduites par
F. Kikuchi dans [74], qui prouve dans [75] des propriétés de compacité discrète pour les éléments
finis de degré le plus bas de Nédélec. Une étude comparative des éléments finis d’arêtes avec des
éléments finis nodaux est menée par D. Boffi et al. dans [22] (pour le 2D) et [23]. Les éléments
finis nodaux proposés dans ces articles sont biquadratiques et permettent de capter les singularités
du champ par une méthode de projection. L’étude de la compacité discrète pour une méthode hp
d’éléments finis d’arêtes 2D est faite par D. Boffi et al. dans [21] et [20]. Dans [32], A. Buffa et al.
prouvent la compacité discrète pour les éléments finis d’arêtes sur un maillage anisotrope.
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A. Alonso s’est intéressée au cas où le milieu est hétérogène, et se comporte comme un conduc-
teur dans une partie du domaine et un isolant parfait dans une autre partie. Il existe deux modèles :
- Le modèle basse fréquence, pour lequel on élimine le terme en ω2 et on prend en compte la loi
d’Ohm. Le champ électrique harmonique e satisfait alors :

rot (µ−1rot e ) + ı ω σ e = 0 ,

avec les conditions aux limites adéquates. Dans [1], A. Alonso établit une preuve mathématique de
ce modèle, pour lequel l’alternative de Fredholm a été prouvée pour la forme bilinéaire :

∫

Ω
µ−1rotu . rot v dΩ + ı ω

∫

Ω
σu .v dΩ .

- Le modèle haute fréquence : on conserve le terme en ω2 et on prend en compte la loi d’Ohm. Le
champ électrique harmonique e satisfait :

rot (µ−1rot e ) − α2 ( ε − ı ω−1 σ ) e = 0 ,

avec les conditions aux limites adéquates. Dans [3], A. Alonso et A. Valli prouvent l’alternative de
Fredholm, en étendant le résultat de compacité de C. Weber [107] (injection compacte de X 0

E dans
L2(Ω)) pour l’espace H(div η,Ω) ∩H0(rot ,Ω), avec η = ε− ı ω−1 σ.

1.5.4 Contrôlabilité

Dans certaines situations physiques (en particulier : les antennes) on ne dispose pas de données
volumiques, mais surfaciques. Il faut alors réécrire les équations de Maxwell, en considérant que
l’évolution temporelle du champ életromagnétique est gouvernée par un courant surfacique tangen-
tiel de densité J . On veut résoudre :

ε∂tE − rotH = 0 et µ∂tH + rot E = 0 , dans Ω ,
div (εE) = 0 et div (µH) = 0 , dans Ω ,
H× ν = J , sur ΓJ ,
H× ν = 0 et E .ν = 0 , sur ∂Ω\ΓJ ,

où ΓJ ⊂ ∂Ω est le support (ouvert) du courant. Le champ électromagnétique étant dans H(rot ,Ω),
il est intéressant d’étudier l’espace des traces de H(rot ,Ω). A. Alonso et A. Valli décrivent dans [2]
des opérateurs d’extensions continus deH(rot ,Ω) dans l’espace de ses traces tangentielles, ce qui en
pratique permet l’approximation numérique du problème surfacique. Le cas d’un milieu hétérogène
avec une frontière non régulière est étudié par S. Nicaise dans [89], qui établit des estimations
d’énergie. Ces résultats s’appliquent au problème inverse qu’est la reconstitution d’antenne.

1.5.5 Équations instationnaires

Pour la modélisation numérique des plasmas, l’étude de dispositifs sélectifs en fréquence, il est
nécessaire de disposer de codes résolvant le système couplé Maxwell-Vlasov. Pour cela, on doit être
en mesure de résoudre les équations de Maxwell dépendant du temps (1.2)-(1.5). La discrétisation de
ces équations, qui sont de premier ordre en temps mène à des algorithmes instables. Des oscillations
apparaissent et on ne peut pas les contrôler.

Considérons le cas d’un milieu isotrope. En injectant (1.15) dans ∂t(1.14) pour le champ
électrique et (1.14) dans ∂t(1.15) pour le champ magnétique, on obtient les équations suivantes, de
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second ordre en temps et en espace, similaires à l’équation des ondes :

ε ∂2
t E + rot

(
1

µ
rot E

)
= −∂tJ , (1.36)

µ∂2
tH + rot

(
1

ε
(rotH−J )

)
= 0 . (1.37)

La discrétisation de ces équations de second ordre permet de contrôler les dérivées des solutions.

P. Monk [81, 80] a contribué à l’étude de la discrétisation de (1.36)-(1.37) par des éléments finis
discontinus :
- Dans [81], des estimations d’erreur sont prouvées pour la discrétisation en espace de (1.36) avec
des éléments finis de Nédélec. Les estimations en norme H(rot ,Ω) sont en hk pour un champ
suffisamment régulier (h est le pas du maillage et k > 0 est lié à la régularité des solutions). On a
des estimations en norme L2 d’ordre hk+1 lorsque le domaine est convexe.
- Dans [80], trois méthodes d’éléments finis mixtes sont détaillées pour le calcul du champ électrique
(et de la composante longitudinale du champ magnétique) en 2D. La première méthode, consiste
à prendre un champ électrique constant par élément, mais la condition inf-sup n’est pas vérifiée.
Pour la seconde méthode, les degrés de liberté du champ électrique sont les composantes normales
aux arêtes. Pour permettre à la permittivité diélectrique d’être discontinue, on a deux valeurs de
la composante normale du champ électrique de part et d’autre de l’arête. Enfin, pour la dernière
méthode, les degrés de liberté du champ électrique sont les composantes tangentielles aux arêtes :
on est conforme dans H(rot ,Ω), et ε peut être discontinue.

Enfin, dans [44], P. Ciarlet, Jr. et J. Zou prouvent des estimations d’erreurs pour la discrétisation
en temps et en espace de (1.36) avec des éléments finis de Nédélec. De plus, les résultats de [81]
sont étendus à des solutions moins régulières. Dans [109], J. Zhao obtient des résultats similaires,
avec ε et µ discontinus.

La discrétisation de (1.36)-(1.37) par des éléments finis continus a fait l’objet de la thèse d’É.
Heintzé, en 1992 [69, 10] (voir aussi [26]) et a abouti à un code de calcul Maxwell-Vlasov 3D, valable
lorsque le domaine de calcul est convexe (ou la solution suffisamment régulière). Dix ans plus tard
(grâce à la méthode du complément singulier, introduite par Assous et al. [9] en 1998), à l’issue
de la thèse d’E. Garcia [63], on dispose d’un code de résolution avec des éléments finis continus du
problème Maxwell-Vlasov couplé en domaine non-convexe 2D.

1.6 Méthodes de résolution

Différentes méthodes de résolution de ces équations ont été étudiées : différences finies, éléments
finis, volumes finis pour les domaines bornés ; méthodes intégrales, éléments infinis pour les problèmes
de diffraction. Nous n’en présentons que quelques unes.

1.6.1 Différences finies

Considérons Ω = ]0, 1[3. Soit N ∈ N. La méthode des différences finies en espace consiste à
calculer le champ électromagnétique aux points : (xi , yj , zk ) = ( i/(N+1) , j/(N+1) , k/(N+1) ),
où ( i , j , k ) ∈ {0, ..., N+1}. Posons h = 1/(N+1), le pas du maillage, et : Ei,j,k(t) ≈ E(xi, yj, zk; t)
(de même pour H). Les dérivées partielles sont approchées par différences finies par exemple de la
façon suivante (de même pour H) :

∂xE(xi, yj, zk; t) ≈
Ei+1,j,k(t) − Ei,j,k(t)

h
, de même pour ∂yE et ∂yE .
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Les valeurs au bord (en i = 0, ou i = N + 1, etc) sont données par les conditions aux limites. Plus
N est grand, plus la méthode est précise. On peut choisir des pas différents selon les directions x, y,
z. Il existe bien sûr d’autres schémas de discrétisation. L’inconvénient de la méthode des différences
finies en espace est qu’elle s’utilise difficilement dans le cas de géométries complexes.

En général, on applique la méthode des différences finies à la discrétisation en temps. Soit Tf
le temps final, et NT le nombre de pas de temps. On pose ∆t = Tf/NT et En ≈ E(x; tn), où
tn = n∆t, n ∈ {0, ..., Nt}. On approche alors ∂tE et ∂2

t E (de même pour H) par les schémas
suivants :

∂tE(x; tn) ≈
E(x)n+1 − E(x)n

∆t
; ∂2

t E(x; tn) ≈
E(x)n+1 − 2 E(x)n + E(x)n−1

∆t2
(1.38)

Le second schéma est appelé schéma saute-mouton. Pour la discrétisation des équations de Maxwell
par les différences finies en temps et en espace, le schéma le plus utilisé est le schéma de Yee [108].
Dans ce cas, on utilise un schéma d’approximation centré en espace (∂xE ' Ei+1/2,j,k − Ei−1/2,j,k),
et le schéma ci-dessus en temps. D’autres schémas sont disponibles dans [104].

Lorsqu’on discrétise par les différences finies en espace l’équation des ondes (1.17), on obtient
un système linéaire de la forme :

∂2
t ME(t) + c2 KE(t) = 0 ,

où E(t) est le vecteur des valeurs Ei,j,k, M est appelée la matrice de masse et K la matrice de raideur
interne. M est plus creuse que K. Pour la discrétisation en temps de ce système linéaire, nous avons
deux schémas possibles, selon qu’on prenne KE(t) au pas de temps n (schéma explicite) ou au pas
de temps n+ 1 (schéma implicite) :

Schéma explicite : M(En+1 − 2En + En−1) + c2 ∆t2KEn = 0 MEn+1 = Lne ,

Schéma implicite : M(En+1 − 2En + En−1) + c2 ∆t2KEn+1 = 0 (M + c2 ∆t2K)En+1 = Lni .

Dans le premier cas, le pas d’espace et le pas de temps sont liés par la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (appelée condition CFL), qui assure la stabilité du schéma et qui s’écrit de la façon
suivante :

∆ t ≤ K

c
,

où K dépend de la finesse du maillage et de l’ordre d’approximation choisi. Ainsi, on doit diminuer
simultanément le pas spatial et le pas temporel. Dans certains cas, la matrice de masse M est
équivalente à une matrice diagonale, ce qui réduit bien évidement le coût de calcul. Dans [45], G.
Cohen développe différents types d’éléments finis permettant la réduction de la matrice de masse
interne, en 2D et 3D (voir aussi l’article de G. Cohen et al. [46] pour les triangles).

Dans le second cas, on peut choisir indépendamment le pas spatial et le pas temporel, mais il
faut inverser une matrice moins creuse.

1.6.2 Éléments finis de Nédélec

Les degrés de liberté des éléments finis de Nédélec, introduits en 1980 dans [87] (et améliorés dans
[88]), sont portés par les arêtes, ce qui permet de conserver les propriétés des matériaux discontinus
de façon transparente (conservation de la composante tangentielle du champ électrique). Cependant,
par leur nature même, les éléments finis de Nédélec sont conformes dans H(rot ,Ω) seulement. Ce
sont les espaces fonctionnels qui interviennent naturellement dans la formulation variationnelle,
mais les champs obtenus ne sont pas continus. Ainsi, il faut manipuler ces éléments finis avec
prudence et adresse lorsqu’il s’agit de résoudre le système d’équations couplées Maxwell-Vlasov.
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De plus, pour obtenir une bonne approximation de la solution, il faut soit raffiner localement le
maillage près des arêtes et des coins, soit adapter le maillage et le degré des éléments finis par
des techniques hp (voir le paragraphe 1.6.4). Dans [82], P. Monk détaille la résolution de différents
problèmes électromagnétiques harmoniques par les éléments finis d’arêtes.

Pour les problèmes instationnaires, la difficulté des éléments finis de Nédélec consiste à réduire
la matrice de masse. Dans [47], G. Cohen et P. Monk proposent de coupler les éléments finis d’arêtes
avec une méthode d’éléments finis discontinus pour condenser la matrice de masse. Cette méthode
est modifiée dans [48] pour les milieux anisotropes. Dans [77], P. Lacoste propose un autre nouvelle
technique, pour laquelle on doit ajouter des éléments au second membre.

Notons que dans [87], J.-C. Nédélec décrit aussi des éléments finis de faces, introduits initiale-
ment en 2D par P.-A. Raviart et J.-M. Thomas [99, 98]. Les degrés de liberté sont des flux moyens
à travers les faces, ce qui permet de conserver la composante normale du champ : ces éléments finis
sont conformes dans H(div ,Ω). Ils sont parfois utilisés pour discrétiser le champ magnétique.

1.6.3 Éléments finis discontinus

La méthode de Galerkin discontinue, introduite dans les années soixante-dix pour simuler le
transport de neutrons, consiste à approcher le champ électromagnétique avec des fonctions po-
lynômiales discontinues. Des termes de sauts surfaciques sur les faces des éléments apparaissent
alors dans la formulation variationnelle du problème. En pratique, cette méthode est bien adaptée
aux méthodes hp, et aux cas où le milieu matériel est inhomogène. Dans [91] I. Perugia et al.
étudient la discrétisation des équations de Maxwell harmoniques par les éléments finis de Galerkin
discontinus. La contrainte de divergence est dualisée. Une analyse d’erreur a priori du problème
non-mixte en milieu homogène est faite dans [70]. D’autre part, I. Perugia et D. Schötzau étudient
le problème régularisé (ajout d’un terme en div -div ) dans [90].

1.6.4 Éléments finis hp

La méthode des éléments finis hp consiste à faire varier localement à la fois le pas du maillage h et
l’ordre d’approximation p. Par exemple, loin des singularités géométriques, la solution est régulière,
on utilise un maillage grossier et un ordre d’approximation élévé pour assurer la précision. En
particulier, on approche très correctement les fonctions analytiques. En revanche, près des coins ou
des arêtes rentrants, on utilise un maillage fin et des éléments finis d’ordre bas. La programmation
de cette méthode est assez complexe. Dans [92, 93], W. Rachowicz et L. Demkowicz décrivent
comment programmer cette méthode pour les éléments finis d’arêtes (voir aussi [60]). L’étude de
la convergence des éléments finis pour la méthode de régularisation à poids en est faite par M.
Costabel et al. dans [56].

1.6.5 Méthodes spectrales

La solution des équations de Maxwell est approchée par des polynômes de haut degré N . Le
domaine est partagé en K sous-domaines Ωk. On obtient les points de discrétisation, et les poids
associés, à l’aide des zéros de la première dérivée du polynôme de Legendre de degré N : l’élément de
base est un cube, éventuellement déformé, et chaque noeud est projeté par translation et homothétie
dans Ωk dans chaque direction. Il y a donc N points de discrétisations dans chaque direction par
sous-domaine. Dans [15], F. Ben Belgacem et C. Bernardi établissent des estimations d’erreur pour
le cas instationnaire (la discrétisation en temps se fait à l’aide d’un schéma saute-mouton), avec des
conditions aux limites absorbantes sur une partie de la frontière. L’avantage de cette méthode est
que l’ordre de convergence n’est limité que par la régularité de la solution exacte. Cette méthode
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est moins bien adaptée au calcul de champ électromagnétique intense, intrinsèquement peu régulier
au voisinage des singularités géométriques.

1.6.6 Obtention d’un domaine borné

Lorsque le domaine Ω, dans lequel on étudie l’évolution du champ électromagnétique, change
de forme ou se déplace au cours du temps, il est intéressant d’utiliser la méthode des domaines
fictifs, qui consiste à considérer le problème dans un domaine � fixe contenant Ω. Les conditions
aux limites sur Ω sont alors prises en compte avec un multiplicateur de Lagrange. Cette méthode
est aussi utilisée pour les problèmes de contrôles. Dans [57], W. Dahmen et al. montrent que
les formulations variationnelles mixtes issues des problèmes harmoniques et temporelles sont bien
posées dans H(rot , �).

Pour les problèmes de diffraction (voir le paragraphe 1.3.6), la difficulté est réduire l’étude à
un domaine borné. Dans [105], T. Van et A. Wood étudient le problème de diffraction par une
cavité d’ouverture Γ, prise dans un plan parfaitement conducteur. L’espace est borné en couplant
la solution du demi-espace supérieur à celle de la cavité au niveau de la frontière Γ. Les auteurs
utilisent les éléments finis d’arêtes pour la discrétisation en espace et les différences finies pour
la discrétisation en temps. Ils montrent que leur problème mixte est bien posé, et donnent des
estimations d’erreurs.
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Chapitre 2

Intérêt de l’étude du problème

bidimensionnel

Pourquoi s’intéresser au problème bidimensionnel avant d’étudier le problème tridimensionnel ?
D’une part, cela permet de baliser les difficultés numériques liées aux conditions limites, à la prise en
compte des discrétisations temporelle et spatiales simultanées (cas instationnaire). D’autre part, on
détermine ainsi les méthodes efficaces de résolution. En particulier, on peut étudier l’influence des
singularités géométriques sur la qualité de l’approximation. Enfin, les équations bidimensionnelles
permettent de modéliser des objets invariants selon une direction tels que les guides d’onde, ou
symétrique selon un plan, comme les filtres à stubs. Ceci permet de préparer la résolution des cas
2D 1

2 , moins coûteuse que la résolution 3D.

2.1 Le guide d’onde

Un guide d’onde est une cavité ouverte en ses extrémités, dont le bord est un conducteur parfait.
Dans le cas où cette cavité est prismatique, le guide est modélisé par le domaine Ω = ω × R, où
ω est un polygone (voir la figure 2.1) et représente une section du guide d’onde. La frontière ∂Ω
est un conducteur parfait, sur la frontière ∂Ω, E satisfait l’équation (1.28). Considérons une onde
harmonique plane, se déplaçant le long de l’axe z. Décomposons le champ en une partie transverse
et une partie longitudinale :





E (x , y , z ; t ) = (E (x , y ) + Ez (x , y ) e3 ) eı (w t− k z ) ,

H (x , y , z ; t ) = (H (x , y ) + Hz (x , y ) e3 ) eı (w t−k z ) ,

où E et H sont dans le plan (e1 , e2).
Supposons que l’intérieur du guide d’onde soit le vide : il n’y a pas de charges, donc ρ et J sont
nuls, et ε = ε0, µ = µ0. Dans le domaine bidimensionnel ω, E satisfait les équations suivantes :

rotE = −ı w µ0 Hz, (2.1)

divE = ı kEz, (2.2)

E . τ |∂ω = 0. (2.3)

Pour une onde transverse électrique (mode T. E.), Ez = 0, et la divergence de E est nulle. Pour
une onde transverse magnétique (mode T. M.), Hz = 0, et le rotationnel de E est nul.

35
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Onde entrante

Coin rentrant : champ électrique localement intense

e3

e2

e1

ω

τ

Fig. 2.1 – Modélisation d’un guide d’onde.

2.2 La ligne microruban

La ligne microruban est un guide d’onde particulier, utilisée en microéletronique pour confection-
ner des circuits planaires (miniaturisation) réalisant des fonctions données (filtrage, amplification,
etc). Il est constitué d’un plan de masse parfaitement conducteur sur lequel est déposé un substrat
diélectrique, sur la surface duquel est posé une ligne conductrice. L’ensemble est enfermé dans un
bôıtier (blindage). Le champ électromagnétique est guidé dans le substrat, entre le plan de masse
et la ligne. La permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique ne dépendent alors que des
directions transverses au guide : ε = ε(x, y) et µ = µ(x, y). Le champ électromagnétique se propage
selon la direction z. On peut donc se ramener à l’étude d’une section transverse de la ligne. Dans
sa thèse [94], K. Ramdani fait l’étude de trois modèles pour une ligne supraconductrice (figure 2.2).
Il propose des formulations variationnelles régularisées.

Une première approche consiste à assimiler la ligne conductrice à un conducteur parfait. La
difficulté consite à borner le domaine de calcul.

Le modèle d’impédance permet de prendre en compte plus précisement de la ligne conductrice.
La difficulté est de gérer la condition de saut discontinue de la composante normale du déplacement
électrique à la traversée de la ligne.

Dans le cas le plus réaliste, le modèle de London, la permittivité diélectrique ε n’est pas partout
de signe positif, et dépend de la pulsation w, ce qui cause des problèmes de coercivité et de linéarité.

e2

Modèle d’impédance

Modèle de conducteur parfait

εA = 1

Σ

ΓP

Γ

εD ΩD

ΩA

Σ

ΓP

Γ

εD ΩD

ΩA

Modèle de London, ε(w) = −1/(λL w)2

ε(w)

εA = 1

ΩDεD

εA = 1 Γ ΩA

ΓP

ε

Ω

ΩA : air,

ΩD : diélectrique,

Ω : ligne supra conductrice.

ΓP : surface du conducteur parfait,

Σ : interface entre le diélectrique et l’air.

e2

e2

e1

e1 e1

Fig. 2.2 – Modélisation d’une ligne supraconductrice.
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2.3 Le filtre à stubs

Un filtre à stubs (figure 2.3) est un guide à l’apparence d’un peigne, où ne passent que certaines
fréquences, qui dépendent de la taille des dents. Pour ces fréquences particulières, tout se passe
comme si le filtre était fermé transversalement et devenait un simple guide d’onde de section
rectangulaire : rien ne passe dans les dents. Ce guide est éclairé par une onde dont le signal
temporel, dirigé selon x, se situe dans la plage des fréquences passantes.

Soit L la largeur du filtre. Le filtre est représenté par le domaine Ω = ω×]0, L[, où ω est un
polygone. La frontière ∂Ω est composée de ΓC , le conducteur parfait, et ΓA, la frontière artificielle
qui borne le domaine. ΓA = Γ1∪Γ2, où Γ1 := ∂Ω∩{x = 0} (condition aux limites d’onde entrante),
Γ2 := ∂Ω ∩ {x = A} (condition aux limites absorbante).

Soit u ∈ L2(Ω). De par la nature tensorielle du domaine, on peut décomposer u en une série de

Fourier telle que : u =
∑

k≥0 u
k (x , y ; t ) sin

(
k π

z

L

)
ou bien u =

∑

k≥0

uk (x , y ; t ) cos
(
k π

z

L

)

avec ||u ||20 =
L

2

∑

k≥0

||uk ||20 , ω. Dans notre cas, d’après les conditions aux limites portant sur les

composantes tangentielles pour le champ électrique et normale pour le champ magnétique, on a en
particulier : Ex = Ey = 0 et Hz = 0 sur Γz := ( ΓC ∩ {z = 0} ) ∪ ( ΓC ∩ {z = L} ). On choisit
donc de décomposer les champs électrique et magnétique en une partie transverse et une partie
longitudinale selon :





E (x , y , z ; t ) =
∑

k≥0

Ek (x , y ; t ) sin
(
k π

z

L

)
+ Ekz (x , y ; t ) cos

(
2 k π

z

L

)
z ,

H (x , y , z ; t ) =
∑

k≥0

Hk (x , y ; t ) cos
(
k π

z

L

)
+ Hk

z (x , y ; t ) sin
(
k π

z

L

)
z .

E et H sont dans le plan (e1 , e2). De même, la densité électrique est décomposée en une série de
Fourier, par exemple :

ρ =
∑

k≥0

ρk (x , y ; t ) sin
(
k π

z

L

)
.

Remarque 2.1 ρ est seulement L2. Le choix de la décomposition de ρ en série de sin plutôt qu’en
série de cos permet l’identification mode à mode.

Pour le problème quasi-électrostatique, on obtient alors un série de problèmes variationnels posés
dans ω et détaillés dans la section 8.6 de la partie III, de la forme :
Trouver Ek ∈ X et Ekz ∈ X tels que,

(Ek , F )X +
k2 π2

L2
(Ek , F )0 , ω = Lk(F ) , ∀F ∈ X ,

( Ekz , v )X +
k2 π2

L2
( Ekz , v )0 , ω = lk(v) , ∀ v ∈ X ,

où X est l’espace fonctionnel vectoriel 2D choisi pour la discrétisation des Ek, X est l’espace
fonctionnel vectoriel 1D choisi pour la discrétisation des Ek ; Lk est une forme linéaire de X dans
R, et lk est une forme linéaire de X dans R. Ces formes linéaires dépendent des ρk.

On ne peut résoudre qu’un nombre fini K de problèmes. On est alors en mesure de reconstituer
une partie du champ électrique :

EK =

K∑

k=0

Ek (x , y ; t ) sin
(
k π

z

L

)
+ Ekz (x , y ; t ) cos

(
k π

z

L

)
z
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Notons que plus K est élévé, meilleure est l’approximation.

Signal incident
e1

Onde plane à incidence normale, condition d’ordre 1.

Frontière absorbante là où il n’y a pas de singularité.

Coin rentrant : champ électrique localement intense

τ

γc

Condition au bord de conducteur parfait : Ek . τ | γc = 0

ω

L

Γ1

Γ2

Sur γ1 : Condition de Silver-Müller : Ek . τ | γ1 − c Bk
z = eki .

Sur γ2 : Condition de Silver-Müller homogène : Ek . τ | γ2 − c Bk
z = 0.

γ1

γ2

γc

e3

e2

Fig. 2.3 – Modélisation d’un filtre à stubs.



Deuxième partie

Le problème bidimensionnel
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Chapitre 1

Notations et résultats préliminaires

2D

1.1 Notations relatives au domaine d’étude

Le domaine d’étude ω ⊂ R
2 est un polygone de frontière lipschitzienne ∂ω. On suppose en

particulier que ω est simplement connexe et que ∂ω est connexe. Dans le cas général, on renvoit le
lecteur à [5]. On utilisera les notations suivantes :

( e1 , e2 ) = (x , y ) : base orthonormale canonique de R
2.

(x1 , x2 ) = (x , y ) : coordonnées d’un point de R
2.

u = (u1 , u2 ) = (ux , uy ) : composantes d’un champ de vecteurs 2D.

u .v = u1 v1 + u2 v2 ∈ R : produit scalaire 2D entre u et v.

ν = ( ν1 , ν2 ) : vecteur unitaire sortant normal à ∂ω.

τ = ( ν2 , −ν1 ) : vecteur tangentiel associé, tel que ( τ , ν ) forme une base orthonormée directe.

uν = u .ν | ∂ω : composante normale à ∂ω du vecteur u.

uτ = u . τ | ∂ω : composante tangentielle à ∂ω du vecteur u.

La frontière ∂ω est séparée en K arêtes ouvertes Ak, k ∈ { 1 , ..., K } : ∂ω = ∪kAk.
ω étant un polygone, ω est dit singulier lorsqu’il n’est pas convexe, c’est-à-dire lorsqu’il existe un
ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Considérons le cas où le domaine ω présente Ncr coins rentrants

(Oi )i=1,...,Ncr , d’angles Θi =
π

αi
, αi ∈ ] 1/2 , 1 [, i ∈ { 1 , ..., Ncr }. On pose :

α = min
i
αi . (1.1)

Soient A0
i et AΘ

i les arêtes du coin rentrant Oi, et (ri,θi), les coordonnées polaires associées, avec
θi ∈ [ 0 , Θi ] tel que : θi = 0 sur A0

i , et θ = Θi sur AΘ
i (voir la figure 1.1). Soient eri et eθi

les

41
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vecteurs de base associés aux coordonnées polaires. On remarque que :

{
τ |A0

i
= −eri ,

ν |A0
i

= − eθi=0,
et

{
τ |AΘ

i
= eri ,

ν |AΘ
i

= eθi=Θi
.

(1.2)

Définitions 1.1 Pour tout i ∈ {1 , ... ,Ncr}, nous appelerons ηi, une fonction de troncature C∞(ω),
ne dépendant que de ri telle que ηi(ri) = 1 pour ri ≤ εi/2, et ηi(ri) = 0 pour ri ≥ εi, où εi est un
petit nombre strictement positif donné.
Nous appelerons γi = A0

i ∪AΘ
i ∪Oi : les arêtes du coin rentrant Oi et le coin rentrant Oi lui-même.

∂ω

P ω

θi
Oi

Θi =
π

αi

eθi

eri

ri

ν |AΘ
iν |A0

i

Fig. 1.1 – Coordonnées polaires par rapport à un coin rentrant, et données associées.

1.2 Opérateurs bidimensionnels

1.2.1 Notations

On utilisera les notations suivantes :

t : la variable temporelle.

∂t(.) =
∂(.)

∂t
: dérivée partielle par rapport au temps.

∂mt (.) =
∂m(.)

∂tm
: dérivée partielle mième par rapport au temps.

∂i(.) =
∂(.)

∂xi
: dérivée partielle suivant xi.

∂mi (.) =
∂m(.)

∂xmi
: dérivée partielle mième suivant xi.

∂mx v =
∑

m1,m2≥0 |m1+m2=m

∂m v

∂xm1
1 ∂xm2

2

.

grad v = ( ∂1 v , ∂2 v ) : gradient de v.

∂νv| ∂ω = grad v .ν |∂ω : dérivée de v sur ∂ω dans la direction normale à ∂ω.

∂τv| ∂ω = grad v . τ |∂ω : dérivée de v sur ∂ω dans la direction tangentielle à ∂ω, aussi appelé
gradient tangentiel.
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rot v = ( ∂2 v , −∂1 v ) : le rotationnel vectoriel de v.

∆v = ∂2
1v + ∂2

2v : le laplacien de v.

divu = ∂1 u1 + ∂2 u2 : la divergence de u.

rotu = ∂1 u2 − ∂2 u1 : le rotationnel scalaire de u.

∆u = (∆u1 , ∆u2 ) : le laplacien vectoriel de u.

grad : u =

(
∂1u1 ∂2u1

∂1u2 ∂2u2

)
: le gradient matriciel de u.

1.2.2 Relations entre opérateurs bidimensionnels

div rot ( . ) = 0 , (1.3)

rot grad ( . ) = 0 , (1.4)

div grad ( . ) = ∆( . ) , (1.5)

−rot rot ( . ) = ∆( . ) , (1.6)

−rot rot ( . ) + graddiv ( . ) = ∆( . ) . (1.7)

Propriété 1.2 Soit u une fonction régulière. On a la relation suivante :

rot u . τ |∂ω = ∂νu|∂ω.

Démonstration. D’après les définitions des opérateurs rot , grad , et des vecteurs ν et τ , on a :
rotu . τ |∂ω = ∂2 u τ1 | ∂ω − ∂1 u τ2 | ∂ω = ∂2 u ν2 |∂ω + ∂1 u ν1 |∂ω = grad u .ν | ∂ω.

�

1.3 Espaces de Hilbert usuels et leurs normes associées

De façon générale, les espaces désignés par des lettres majuscules en caractère gras sont des
espaces de champs vectoriels, et les espaces désignés par des lettres majuscules italiques en caractère
normal sont des espaces de champs scalaires. Soit H(.) un espace de champs scalaires. On notera
H(.) = H(.)2, l’espace de champs vectoriels correspondant.

dω désigne la mesure de l’ouvert ω et dσ désigne la mesure de l’ouvert ∂ω.

D(ω) est l’espace des fonctions C∞(ω), à support compact dans ω. On appelle D ′(ω) son dual,
l’espace des distributions (la définition du dual d’un espace est donnée en 1.6).
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1.3.1 Espaces des champs scalaires

L2(ω) =

{
u mesurable sur ω :

∫

ω
u2 dω <∞

}
, ||u||0 =

(∫

ω
u2 dω

)1/2

.

L2
loc(ω) =

{
u mesurable sur ω : ∀ωc |ωc ⊂ ω ,

∫

ωc

u2 dω <∞
}
.

L2
0(ω) =

{
u ∈ L2(ω) :

∫

ω
udω = 0

}
.

L2
∆(ω) =

{
u ∈ L2(ω) : ∆u ∈ L2(ω)

}
, ||u||0 ,∆ = (||u||20 + ||∆u||20)1/2.

H1(ω) =
{
u ∈ L2(ω) : grad u ∈ L2(ω)

}
, ||u||H1 = (||u||20 + ||grad u||20 )1/2.

H1
0 (ω) =

{
u ∈ H1(ω) : u|∂ω = 0

}
, ||u||H1

0
= ||grad u||0.

H1
∆(ω) =

{
u ∈ H1(ω) : ∆u ∈ L2(ω)

}
, ||u||H1

∆
=
(
||u||2H1 + ||∆u||20

)1/2
.

H2(ω) =
{
u ∈ H1(ω) : gradu ∈ H1(ω)

}
, ||u||H2 =

(
||u||20 + ||grad u||2

H1

)1/2
.

L’équivalence entre la norme du graphe et la semi-norme dans H 1
0 (ω) due à l’inégalité de Poincaré.

H−1(ω) est le dual de H1
0 (ω).

ΦN et ΦD sont les espaces des solutions du Laplacien :

ΦN =
{
u ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω) : ∆u ∈ L2(ω) , ∂νu|∂ω = 0
}
,

ΦD =
{
u ∈ H1

0 (ω) : ∆u ∈ L2(ω)
}
.

Dans ΦN et ΦD, la semi-norme est équivalente à la norme du graphe : ||u||ΦD,N
= ||u||Φ := ||∆u||0

(inégalité de Poincaré-Friedrichs pour ΦD ; inégalité de Poincaré-Wirtinger et théorème de Lax-
Milgram pour ΦN ).

1.3.2 Espaces de champs vectoriels

L2(ω) =
{
u ∈ L2(ω)2

}
, ||u||0 = (||u1||20 + ||u2||20)1/2.

H1(ω) = H1(ω)2, ||u||H1 =
(
||u||20 + ||grad : u||20

)1/2
.

H(rot , ω) =
{
u ∈ L2(ω) : rotu ∈ L2(ω)

}
, ||u||H(rot ) =

(
||u||20 + ||rot u||20

)1/2
.

H0(rot , ω) = {u ∈ H(rot , ω) : uτ = 0} .

H(rot 0, ω) =
{
u ∈ L2(ω) : rotu = 0

}
.

H0(rot
0, ω) =

{
u ∈ L2(ω) : rotu = 0 et uτ = 0

}
.
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Proposition 1.3 On a : grad (H1
0 (ω)) = H0(rot

0, ω).

Démonstration. Voir [63], (prop. 10.1.2, p. 174).
�

H(div , ω) =
{
u ∈ L2(ω) : div u ∈ L2(ω)

}
, ||u||H(div ) =

(
||u||20 + ||div u||20

)1/2
.

H0(div , ω) = {u ∈ H(div , ω) : uν = 0} .

H(div 0, ω) =
{
u ∈ L2(ω) : divu = 0

}
.

H0(div 0, ω) =
{
u ∈ L2(ω) : divu = 0 et uν = 0

}
.

XE et XH sont les espaces des solutions des équations de Maxwell quasi-statiques :

XE =
{
u ∈ H(rot , ω) ∩H(div , ω) : uτ ∈ L2(∂ω)

}
.

XH =
{
u ∈ H(rot , ω) ∩H(div , ω) : uν ∈ L2(∂ω)

}
.

Proposition 1.4 Dans XE et XH, la semi-norme est équivalente à la norme du graphe, d’où :

||u||XE
=
(
||rotu||20 + ||div u||20 + ||uτ ||20 , ∂ω

)1/2
, ||u||XH

=
(
||rotu||20 + ||div u||20 + ||uν ||20 , ∂ω

)1/2
.

Démonstration. On applique la preuve du théorème 8.5 de la partie III au cas 2D.
�

On considère les sous-espaces de XE suivants :

X0
E

= {u ∈ XE : uτ = 0} , ||u||
X0

E

=
(
||rotu||20 + ||divu||20

)1/2
.

VE =
{
u ∈ X0

E
: div u = 0

}
, ||u||VE

= ||rot u||0.

WE =
{
u ∈ X0

E
: rotu = 0

}
, ||u||WE

= ||div u||0.
On considère les sous-espaces de XH suivants :

X0
H

= {u ∈ XH : uν = 0} , ||u||
X0

H

=
(
||rotu||20 + ||div u||20

)1/2
.

VH =
{
u ∈ X0

H
: div u = 0

}
, ||u||VH

= ||rotu||0.

WH =
{
u ∈ X0

H
: rotu = 0

}
, ||u||WH

= ||div u||0.
Notons que dans [63] (pp. 48-49), on a une preuve directe de l’équivalence entre la norme du graphe
et la semi-norme dans X0

E
et dans X0

H
.

1.3.3 Espaces des traces

L2(∂ω) =

{
u mesurable sur ∂ω :

∫

∂ω
u2 dσ <∞

}
, ||u||0 , ∂ω =

(∫

∂ω
u2 dσ

)1/2

.

∀u ∈ H1(ω) , u|∂ω ∈ H1/2(∂ω), où :

H1/2(∂ω) =

{
u ∈ L2(∂ω) :

∫

∂ω

∫

∂ω

(u(x) − u(y) )2

||x − y ||2 dσ(x) dσ(y) < ∞
}
.
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∀u ∈ H2(ω) , u|∂ω ∈ H3/2(∂ω), où [29] :

H3/2(∂ω) =

{
u ∈ H1(∂ω) :

∫

∂ω

∫

∂ω

|grad u (x) . τ − gradu (y) . τ |2
||x − y ||2 dσ(x) dσ(y) < ∞

}
.

Pour s = 1 ou 3, on désigne par H−s/2(∂ω) le dual de Hs/2(∂ω).

Pour s = 1 ou 3, pour chaque arête Ak du bord ∂ω, on définit les espaces H
s/2
00 (Ak) tels que :

H
s/2
00 (Ak) := {u ∈ Hs/2(Ak) : ũ ∈ Hs/2(∂ω) }, ũ étant un prolongement de u par 0 sur ∂ω.

H
−s/2
00 (Ak) est le dual de H

s/2
00 (Ak) .

1.4 Espaces de Sobolev à poids

Supposons que le domaine ω contienne un coin rentrant. Soit r la distance à ce coin rentrant.
On définit alors les espaces à poids suivants, pour γ ∈ R et l ∈ N :

V l
γ(ω) =



u ∈ L

2
loc(ω) :

∑

|j|≤l

∫

ω
r2(γ−l+|j|)|∂jxu|2 dω <∞



 . (1.8)

V
l−1/2
γ (∂ω) est l’espace des traces sur ∂ω des fonctions de V l

γ .
Pour l = 0, on utilisera aussi la notation : L2

γ(ω) := V 0
γ (ω). Le produit scalaire de L2

γ(ω) et la
norme associée seront notés :

(u, v)0 , γ :=

∫

ω
r2 γ u v dω , ||u ||0 , γ :=

∫

ω
r2 γ u2 dω.

On considère l’espace vectoriel suivant, avec 0 < γ < 1 :

X0
E , γ =

{
u ∈ H0(rot , ω) : div u ∈ L2

γ(ω)
}
, ||u||X0

E , γ
=
(
||rotu||20 + ||divu||20 , γ

)1/2
.

1.5 Espaces de Sobolev classiques

On définit ici les espaces Wm, p, (m entier ou non, p entier) dont on aura besoin pour certaines
estimations.
• Pour m ∈ N et p ∈ N, on définit :

Wm, p(ω) =



u ∈ D

′(ω) :
∑

|j|≤m

∫

ω
|∂jxu|p dω <∞



 , ||u||m,p =


∑

|j|≤m

∫

ω
|∂jxu|p dω




1/p

.

• Pour s = m+ σ, m ∈ N, 0 < 1 < σ, et p ∈ N on définit :

W s , p(ω) =




u ∈Wm,p(ω) : |u|s,p :=


∑

|j|=m

∫

ω

∫

ω

|∂jxu(x) − ∂jxu(y)|p
||x − y||2+σp dxdy




1/p

<∞




.

La norme associée est : ||u||s,p = (||u||pm,p + |u|ps,p)1/p.
On remarque que Hm(ω) = Wm, 2(ω), et on posera de même : Hs(ω) = W s , 2(ω).
On a le théorème suivant [67] (thm. 1.4.2, p. 12) :
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Théorème 1.5 Soit s ∈ R. Soit k ∈ N tel que : k < s − 1/2. Alors, pour tout j ∈ {1, ...,K},
l’application :

Hs(ω) → ∏k
p=0 H

s−p−1/2(Aj)

u 7→ (u|Aj
, ∂νju|Aj

, ..., ∂kνj
u|Aj

)

est continue.

Par abus de notation, on écrira lorsque 1 < s < 2 que pour u ∈ H s(ω), u|∂ω ∈ Hs−1/2(∂ω).

1.6 Espaces duaux

Définition 1.6 On désignera par H ′ le dual de H, c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires
continues sur H. Le produit scalaire de dualité s’écrit ainsi : < u′ , u >H′,H . La norme duale sur
H ′ est définie par :

||u ||H′ = sup
u∈H,||u||H≤1

< u′ , u >H′,H . (1.9)

On peut montrer le théorème suivant, appelé théorème de représentation de Riesz-Fréchet [27] :

Théorème 1.7 Soit H un Hilbert et H ′ son dual. Alors pour tout u′ ∈ H ′, il existe un unique
f ∈ H tel que pour tout u ∈ H : < u′ , u >H′,H = ( f , u )H .

1.7 Formules d’intégration par parties classiques dans un ouvert

1.7.1 Formules de Green

∀u ∈ D(ω) , ∀ v ∈ D(ω) ,

∫

ω
gradu .grad v dω +

∫

ω
∆u v dω =

∫

∂ω
∂νu v dσ. (1.10)

∀u ∈ D(ω)2 , ∀ v ∈ D(ω) ,

∫

ω
u .grad v dω +

∫

ω
divu v dω =

∫

∂ω
uν v dσ. (1.11)

∀u ∈ D(ω)2 , ∀ v ∈ D(ω) ,

∫

ω
u . rot v dω −

∫

ω
rotu v dω =

∫

∂ω
uτ v dσ. (1.12)

1.7.2 Généralisation des formules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L’argument principal est la densité des
fonctions régulières dans les espaces de Hilbert considérés. Ici, H = H 1/2(∂ω).

∀u ∈ H1
∆(ω) , ∀ v ∈ H1(ω) ,

∫

ω
gradu.grad v dω +

∫

ω
∆u v dω =< ∂νu, v >H′,H . (1.13)

∀u ∈ H(div , ω) , ∀ v ∈ H1(ω) ,

∫

ω
u .grad v dω +

∫

ω
divu v dω =< uν , v >H′,H . (1.14)

∀u ∈ H(rot , ω) , ∀ v ∈ H1(ω) ,

∫

ω
u . rot v dω −

∫

ω
rotu v dω =< uτ , v >H′,H . (1.15)
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Chapitre 2

Le problème statique 2D direct

continu

2.1 Introduction

Le domaine ω représente l’intérieur vide d’un conducteur parfait, qu’on borne si besoin est par
un frontière artificielle γA ne coupant pas de singularités géométriques. La frontière ∂ω est dans
ce cas composée de deux parties : ∂ω = γC ∪ γA, où γC est le conducteur parfait. Dans cette
configuration, le champ électrique bidimensionnel satisfait Eτ = 0 sur γC et Eτ = ±cBν + e∗ sur
γA, avec :
- Pour une condition aux limites d’onde entrante : e∗ = ei, où ei est une donnée,
- Pour une condition aux limites absorbante : e∗ = 0.
Posons Eτ = e. On suppose que e est connu (c’est-à-dire que Bν et e∗ sont connus). Considérons
VγA

, un voisinage de γA ne contenant pas de singularité.
Localement, E|VγA

∈ H1(VγA
) [36], (rem. 1, p. 562), d’après [5], (thm. 2.9 p. 829 et 2.12 p. 830). De

plus, e| γC
= 0, donc e| γC

∈ H1/2(γC). D’où, en prolongeant e| γA
par 0 sur γC , on a : e ∈ H1/2(∂ω).

Ainsi, dans la suite de cette partie, on considère toujours que :

Eτ sur ∂ω est donné par e ∈ H1/2(∂ω), s’annulant au voisinage des coins rentrants de ω.

Cette hypothèse n’est en aucun cas restrictive, et correspond à une réalité de la modélisation. En
effet, comme on l’a mentionné plus haut, on peut toujours placer la frontière artificielle de façon à
ne pas couper les singularités géométriques.

Nous étudions le problème quasi-électrostatique bidimensionnel, qui s’écrit mathématiquement
de la façon suivante :
Trouver E ∈ L2(ω) tel que :

rotE = f dans ω , f ∈ L2(ω), (2.1)

div E = g dans ω , g ∈ L2(ω), (2.2)

Eτ = e sur ∂ω , e ∈ L2(∂ω), (2.3)

Dans le cas électrostatique, f = 0. Pour une onde transverse électrique, g = ρ/ε0.
Pour que le problème soit bien posé, il faut que :

∫

ω
f dω = −

∫

∂ω
edσ. (2.4)

49
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En effet, par la formule d’intégration par parties (1.15), en prenant u = E et v = 1, on a la
relation (2.4).

Ce problème peut être résolu d’une part en utilisant la décomposition de Helmholtz :
E = −gradφD + rotφN , où φD satisfait (2.9) et φN satisfait (2.10). Les potentiels φD et φN sont
calculés par les éléments finis continus Pk de Lagrange, et E est approché par les éléments finis
discontinus Pk−1 composante par composante. Le développement de cette méthode fera l’objet de
la section 2.2 pour le problème continu et de la section 4.3 pour le problème discrétisé.

D’autre part, le problème (2.1)-(2.3) peut être résolu par les éléments finis continus de Lagrange
Pk composante par composante, en calculant E directement dans XE. Cette méthode sera détaillée
dans la section 2.3 pour le problème continu et dans la section 4.6 pour le problème discrétisé.

Définition 2.1 Le vecteur e est un relèvement de la donnée tangentielle e si eτ = e. Comme
e ∈ H1/2(∂ω), il existe un relèvement régulier de e : e ∈ H1(ω) [29] (prop. 2.7, p. 15).

Proposition 2.2 Pour e ∈ L2(∂ω), on peut construire un relèvement e ∈ XE de e.

Démonstration. Soit φeN ∈ H1(ω) tel que :





∆φeN =

∫

∂ω
edσ

|ω| dans ω ,

∂νφ
e
N |∂ω = e sur ∂ω .

(2.5)

Posons e = rotφeN . Alors e ∈ L2(ω), div e = 0 ∈ L2(ω), et rot e =

−
∫

∂ω
edσ

| ω | ∈ L2(ω), d’après

(1.6). La propriété 1.2 permet de déduire que e . τ |∂ω = e.

�

Posons E0 = E − e. E0 satisfait le problème suivant : Trouver E0 ∈ X0
E

tel que :

rotE0 = f0 ∈ L2(ω) , (2.6)

divE0 = g0 ∈ L2(ω) , (2.7)

avec f0 = f − rot e, et g0 = g − div e. Si on prend e comme dans la proposition 2.2, alors g0 = g.
La condition de compatibilité (2.4) devient :

∫

ω
f0 dω = 0, (2.8)

c’est-à-dire f 0 ∈ L2
0(ω). E0 peut être calculé par la méthode des potentiels, ou par les éléments

finis continus de Lagrange Pk et le complément singulier, dans l’espace X0
E
. Nous présentons deux

approches possibles de la méthode du complément singulier, exposées dans la section 2.4 pour le
problème continu ; et dans les sections 4.8 et 4.9 pour le problème discret. On peut encore calculer
E0 dans l’espace à poids X0

E , γ . Cela fait l’objet de la section 2.5 pour le problème continu et dans

la section 4.10 pour le problème discret. On reconstruit ensuite E = E0 + e.
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2.2 Champ électrique 2D : décomposition de Helmholtz

2.2.1 CL non-homogènes

Soient φD ∈ H1
0 (ω) et φN ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω) les potentiels quasi-électrostatiques tels que :
- φD est solution du problème de Dirichlet suivant :
Trouver φD ∈ H1

0 (ω) tel que :
−∆φD = g dans ω. (2.9)

- φN est solution du problème de Neumann suivant :
Trouver φN ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω) tel que :

−∆φN = f dans ω,
∂νφN |∂ω = e sur ∂ω,

(2.10)

où f et e satisfont (2.4).

Proposition 2.3 Le champ électrique E satisfaisant (2.1)-(2.3) se décompose de la façon sui-
vante :

E = −gradφD + rotφN . (2.11)

Démonstration. Posons ED = −gradφD ∈ L2(ω). D’après (1.4) rotED = 0 ∈ L2(ω) ; d’après
(1.5) divED = g ∈ L2(ω) ; de plus ED . τ |∂ω = 0. On en déduit que : ED ∈ X0

E
. Posons EN =

rotφN ∈ L2(ω). D’après (1.6) rotEN = f ∈ L2(ω) ; d’après (1.3), divEN = 0 ∈ L2(ω) ; et d’après
la propriété 1.2, EN . τ |∂ω = ∂νφN |∂ω = e. On en déduit que : EN ∈ XE, et que : ED + EN est
solution de (2.1)-(2.3).

�

On peut réécrire (2.11) ainsi :

E = ED + EN où :

ED ∈ X0
E

est tel que rotED = 0, divED = g, et :

EN ∈ XE est tel que rotEN = f , div EN = 0, EN,τ |∂ω = e .

(2.12)

Comme φD et φN sont dansH1(ω), on les approchera par les éléments finis continus Pk de Lagrange.
Le champ électrique E sera donc approché par les éléments finis discontinus Pk−1, composante par
composante. De façon plus précise :

Proposition 2.4 Le problème (2.9) est équivalent au problème variationnel suivant (FVD) :
Trouver φD ∈ H1

0 (ω) tel que :

∀u ∈ H1
0 (ω) , aD(φD , u ) = lD(u ), (2.13)

où aD est la forme bilinéaire symétrique suivante :

aD : H1
0 (ω)×H1

0 (ω) → R

(u , v ) 7→
∫

ω
grad u .grad v dω,
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et lD est la forme linéaire dépendant de g suivante :

lD : H1
0 (ω) → R

u 7→
∫

ω
g udω.

aD est la norme de H1
0 (ω). D’après le théorème de Lax-Milgram [65], (thm. 1.7, p. 10), le problème

(FVD) admet une unique solution φD ∈ H1
0 (ω).

Proposition 2.5 Le problème (2.10) est équivalent au problème variationnel suivant (FVN) :
Trouver φN ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω) tel que :

∀u ∈ H1(ω) ∩ L2
0(ω) , aN (φN , u ) = lN (u ), (2.14)

où aN est la forme bilinéaire symétrique suivante :

aN : H1(ω)×H1(ω) → R

(u , v ) 7→
∫

ω
gradu .grad v dω,

et lN est la forme linéaire dépendant des données f et e suivante :

lN : H1(ω) → R

u 7→
∫

ω
f udω +

∫

∂ω
e udσ.

D’après le théorème de Lax-Milgram, sous réserve que (2.4) soit vérifiée, le problème (FVN) admet
une unique solution φN ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω).

2.2.2 CL homogènes

Dans le cas où l’on calcule E0, il s’agit de déterminer φ0
D ∈ H1

0 (ω) et φ0
N ∈ H1(ω) ∩ L2

0(ω)
tels que :

−∆φ0
D = g0 dans ω , (2.15)

et 



−∆φ0
N = f0 dans ω ,

∂νφ
0
N | ∂ω = 0 sur ∂ω,

(2.16)

avec f0 ∈ L2
0(ω). On remarque que φ0

D ∈ ΦD, et φ0
N ∈ ΦN .

Si on choisit e comme dans la proposition 2.2, alors g0 = g, et φ0
D = φD ; et φ0

N = φN −φeN . On
reconstruit alors : E0 = E0

D + E0
N , où : E0

D = −gradφ0
D et E0

N = rotφ0
N .

Proposition 2.6 On a la décomposition orthogonale suivante :

X0
E

= VE

⊥
⊕WE . (2.17)
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Démonstration. On remarque que E0
D ∈ VE, E0

N ∈WE, et que par ailleurs, (E0
D , E

0
N )

X0
E

= 0.

�

Le problème du Laplacien avec conditions limites de Dirichlet ou Neumann dans un domaine non
convexe a fait l’objet de nombreuses recherches. Nous nous contentons de reprendre les résultats
de P. Grisvard dans [67] (conditions aux limites homogènes) et de S. Nazarov et B. Plamenevsky
[86] (conditions aux limites non-homogènes). Nous allons voir que pour obtenir plus de précision,
on peut décomposer les potentiels en une partie qui est dans H 2(ω), et une partie explicite qui est
seulement H1(ω). Cette décomposition repose sur la décomposition de L2(ω) en une partie régulière
et une partie singulière, orthogonales entre elles [18, 66].

2.2.3 Le problème aux potentiels, à la Grisvard

Lorsque ω est convexe, ΦD ,N est inclus dans H2(ω). Mais cette inclusion n’est plus vérifiée
lorsqu’il existe un coin rentrant. On introduit alors le sous-espace régularisé de ΦD ,N , noté ΦR

D ,N

tel que : ΦR
D ,N = ΦD ,N ∩H2(ω).

Théorème 2.7 Lorsque ω n’est pas convexe, ΦR
D ,N est fermé et strictement inclus dans ΦD ,N .

Démonstration. Soit φ ∈ ΦR
D ,N . Comme dans ΦD ,N , la norme du graphe est équivalente à la

semi-norme, on a :

||φ ||H1 ≤ C ||∆φ ||0 .

Or, on a :

|φ |H2 = |gradφ |H1 = ||grad : gradφ ||0 ≡ ||∆φ ||0 .

Ainsi, sur ΦR
D ,N , ||∆ . ||0 ≡ | . |2. Comme H2(ω) est complet pour sa norme canonique, ΦR

D ,N est
fermé dans ΦD ,N .

�

Proposition 2.8 L’opérateur ∆ définit un isomorphisme de ΦN dans L2
0(ω) et de ΦD dans L2(ω).

ΦD et ΦN étant munis de la norme L2 du Laplacien, et L2
0(ω) étant muni de la norme L2, ces

isomorphismes préservent l’orthogonalité.

Démonstration. Pour le problème de Neuman, voir [9] (lem. 2.1, p. 361).

�

Ainsi ∆ΦR
D (resp. ∆ΦR

N) est un sous-espace fermé de L2(ω) (resp. L2
0(ω)).

Soit SD ,N , l’espace orthogonal à ∆ΦR
D ,N dans L2

(0)(ω). On en déduit la décomposition directe

orthogonale suivante : L2(ω) = ∆ΦR
D

⊥
⊕ SD (resp. L2

0(ω) = ∆ΦR
N

⊥
⊕ SN ). Ce résultat nous permet

de caractériser les fonctions singulières de ΦD ,N : on obtient la décomposition directe orthogonale

suivante entre parties régulière et singulière : ΦD ,N = ΦR
D ,N

⊥
⊕ ΦS

D ,N où ΦS
D ,N = ∆−1SD ,N .

Les espaces ΦS
D ,N sont appelés espace des singularités primales du Laplacien et les espace SD ,N

sont appelés espace des singularités duales du Laplacien.
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Proposition 2.9 Les espaces des singularités duales SD et SN sont engendrés par les fonctions
qui satisfont les problèmes de Dirichlet et de Neumann non standards suivants :

sD ∈ L2(ω) , sD ∈ SD ⇐⇒
{

∆sD = 0 dans ω,

sD |Ak
= 0∀ k ∈ {1, ...,K} dans H

−1/2
00 (Ak) ,

(2.18)

sN ∈ L2(ω) , sN ∈ SN ⇐⇒
{

∆sN = 0 dans ω,

∂νsN |Ak
= 0∀ k ∈ {1, ...,K} dans H

−3/2
00 (Ak) .

(2.19)

Démonstration. Soit sN ∈ SN . Alors ∀φ ∈ ΦR
N ,

∫

ω
∆φ sN dω = 0. On en déduit que ∆sN = 0

au sens des distributions. On obtient la condition limite au bord en utilisant une formule de Green
[67] (thm. 1.5.3, p. 26) et le fait que ∀ k, ∂νφ|Ak

= 0, et ∀k, φ|Ak
∈ H

3/2
00 (Ak) . La preuve est

similaire pour sD.
�

Les fonctions de SD ,N sont H1-régulières en dehors d’un voisinage de chaque coin rentrant. SD ,N

est de dimension égale au nombre de singularités géométriques, c’est-à-dire le nombre de coins
rentrants : dim(SD ,N ) = Ncr, et SD = vect(sD , i) (resp. SN = vect(sN , i)) où sD , i (resp. sN , i)
satisfait (2.18) (resp. (2.19)). Qui plus est, sD , i et sN , i se décomposent en une partie régulière
s̃D , i, s̃N , i ∈ H1(ω) et une partie principale sPD , i = r−αi

i sin (αi θi ), s
P
N , i = r−αi

i cos (αi θi ) qui

n’est pas dans H1(ω) [66] (2.3.6, p. 51,) :

sD , i = s̃D , i + sPD , i et sN , i = s̃N , i + sPN , i .

sPD , i et sPN , i sont harmoniques et régulières en dehors d’un voisinage du coin rentrant Oi.

Proposition 2.10 s̃D , i satisfait le problème de Dirichlet suivant :
Trouver s̃D , i ∈ H1(ω) tel que :

{
∆s̃D , i = 0 dans ω,

s̃D , i |Ak
= −sPD , i |Ak

∀ k ∈ { 1 , ..., K }, dans H1/2(∂ω).
(2.20)

Démonstration. Montrons qu’on a : s̃D , i | γi
= 0 dans H1/2( γi ). On fait la preuve par contra-

diction. Supposons que s̃D , i | γi
6= 0 dans H1/2( γi ). Comme H1/2( γi ) ⊂ L2(γi), cela implique que

s̃D , i | γi
6= 0 dans L2(γi), c’est-à-dire que s̃D , i |A0

i
6= 0 dans L2(A0

i ), ou s̃D , i |AΘ
i
6= 0 dans L2(AΘ

i ).

Retenons la première possibilité : s̃D , i |A0
i
6= 0 dans L2(A0

i ). Comme L2(A0
i ) ⊂ H

−1/2
00 (A0

i ), on a

donc : s̃D , i |A0
i
6= 0 dansH

−1/2
00 (A0

i ). Or, par définition, on a : s̃D , i |A0
i

= ( sD , i− r−αi
i sin (αi θi ) ) |A0

i
,

dans H
−1/2
00 (A0

i ). Comme sD , i ∈ SD, et que ( r−αi
i sin (αi θi ) ) |A0

i
s’annule (car θi = 0), on en

conclut que s̃D , i |A0
i

= 0 dans H
−1/2
00 (A0

i ), ce qui contredit le précédent résultat. Par ailleurs, sur

les autres arêtes, on a : s
(P )
D , i | ∂ω\γi

∈ C∞( ∂ω\γi ). Les traces de s
(P )
D , i |∂ω\γi

et (1 − ηi(ri)) s
(P )
D , i se

raccordent aux extrémités des arêtes. On en déduit que s̃D , i et (1 − ηi(ri)) s̃D , i ont même trace
sur ∂ω.

�

Proposition 2.11 s̃N , i satisfait le problème de Neumann suivant :
Trouver s̃N , i ∈ H1(ω) tel que :

{
∆s̃N , i = 0 dans ω,

∂ν s̃N , i |Ak
= −∂νsPN , i |Ak

∀ k ∈ { 1 , ..., K }, dans L2(∂ω).
(2.21)
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Démonstration. Montrons, par contradiction, qu’on a : ∂ν s̃N , i | γi
= 0 dans L2( γi ). Supposons

que ∂ν s̃N , i | γi
6= 0 dans L2( γi ), c’est-à-dire ∂ν s̃N , i |A0

i
6= 0 dans L2(A0

i ), ou ∂ν s̃N , i |AΘ
i
6= 0 dans

L2(AΘ
i ). Retenons la première possibilité. Comme L2(A0

i ) ⊂ H
−3/2
00 (A0

i ), on a donc : ∂ν s̃N , i |A0
i
6= 0

dans H
−3/2
00 (A0

i ).

Or, on remarque que : grad sPN , i( ri , θi ) = −αi r−αi−1
i

(
cos(αi θi )
sin(αi θi )

)
, exprimé en coordonnées

polaires par rapport au coin rentrant. Ainsi, sur les arêtes du coin rentrant :

∂νs
P
N , i |A0

i
= ( ∂νsN , i − grad sPN , i ) .ν |A0

i
= ( ∂νsN , i − αi r

−αi−1
i sin(αi θi ) ), dans H

−3/2
00 (A0

i ).

Comme ∂νsN , i ∈ SN , et que ( r−αi−1
i sin (αi θi ) ) |A0

i
s’annule (car θ = 0), on en conclut que

∂ν s̃N , i |A0
i

= 0 dans H
−3/2
00 (A0

i ), ce qui contredit le précédent résultat.

Sur les autres arêtes, ∂νs
(P )
N , i | ∂ω\γi

∈ C∞( ∂ω\γi ). Les traces de ∂νs
(P )
N , i |∂ω\γi

et (1− ηi(ri)) ∂νs(P )
N , i

se raccordent aux extrémités des arêtes. On en déduit que ∂ν s̃N , i et ( 1− ηi(ri) ) ∂ν s̃N , i ont même
trace sur ∂ω.

�

Théorème 2.12 On peut établir les estimations suivantes [67] (thm. 1.2.18, p. 7) :
∀ ε > 0 s ∈ SD ,N appartient à H1−α−ε(ω) et n’appartient pas à H1−α(ω) .

D’après la proposition 2.8, ∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr } il correspond à sD , i ∈ SD (resp. sN , i ∈ SN ) un
unique ϕD , i (resp. ϕN , i) de H1(ω) tels que :

{
−∆ϕD , i = sD , i dans ω ,
ϕD , i | ∂ω = 0 sur ∂ω ,

et

{
−∆ϕN , i = sN , i dans ω ,

∂νϕN , i | ∂ω = 0 sur ∂ω .
(2.22)

Ainsi, les espaces des singularités primales ΦS
D et ΦS

N sont de dimension finie égale à Ncr, et on a :

ΦS
D = vect(ϕD , i ) et ΦS

N = vect(ϕN , i ) . (2.23)

∀ j ∈ { 1 , ..., Ncr }, on pose : ϕPD , j = r
αj

j sin (αj θj ), et ϕPN , j = r
αj

j cos (αj θj ).

Les ϕPD , j et ϕPN , j, j ∈ {1, ...,Ncr} formeront les parties principales des ϕD , i et ϕN , i, i ∈ {1, ...,Ncr}.

Proposition 2.13 ϕD , i et ϕN , i se décomposent en une partie H2-régulière et une partie singulière
de la façon suivante :

ϕD , i = ϕ̃D , i +

Ncr∑

j=1

βi , jD ϕPD , j avec ϕ̃D , i ∈ H2(ω) et ϕPD , j 6∈ H2(ω) (2.24)

ϕN , i = ϕ̃N , i +

Ncr∑

j=1

βi , jN ϕPN , j avec ϕ̃N , i ∈ H2(ω) et ϕPN , j 6∈ H2(ω) , (2.25)

où βi , jD = ( sD , i , sD , j )0/π et βi , jN = ( sN , i , sN , j )0/π.

Les ϕPD , i et ϕPN , i sont harmoniques et régulières en dehors du voisinage des coins rentrants. Le

calcul des βi , iD ,N est détaillé en dans la section 14.1 de la partie IV.

Théorème 2.14 On peut établir les estimations suivantes [67] :
∀ε > 0, u ∈ ΦS

D ,N appartient à H1+α−ε(ω) et n’appartient pas à H1+α(ω) ; ΦR
D ,N ⊂ H2(ω).
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Proposition 2.15 ϕ̃D , i satisfait le problème de Dirichlet suivant :
Trouver ϕ̃D , i ∈ H1(ω) tel que :





−∆ϕ̃D , i = sD , i dans ω,

ϕ̃D , i |Ak
= −

Ncr∑

j=1

βi , jD ϕPD , j |Ak
∀k ∈ { 1 , ..., K } au sens H1/2(∂ω).

(2.26)

Démonstration. En procédant comme pour la démonstration de 2.10, on montre que sur les
arêtes du coin rentrant Oi :

- ϕP
D , i |A0

i
= αi r

αi
i sin(αi θi )θi=0 = 0, dans H1/2(A0

i ),

- ϕP
D , i |AΘ

i
= α rαi

i sin(αi θi )θi=π/αi
= 0, dans H1/2(AΘ

i ).

Sur les autres arêtes, on a : ϕPD , i |∂ω\γi
∈ C∞( ∂ω\γi ). Par ailleurs, les traces de ϕ

(P )
D , i se rac-

cordent aux extrémités des arêtes. On en déduit que ϕ̃D , i et (1− ηi(ri)) ϕ̃D , i ont même trace sur
∂ω.

�

Proposition 2.16 ϕ̃N , i satisfait le problème de Neumann suivant :
Trouver ϕ̃N , i ∈ H1(ω) tel que :





−∆ϕ̃N , i = sN , i dans ω,

∂ν ϕ̃N , i |Ak
= −

Ncr∑

j=1

βi , jN ∂νϕ
P
N , j |Ak

∀k ∈ { 1 , ..., K }, au sens L2(∂ω).
(2.27)

Démonstration. Notons d’abord que : gradϕPN , i( ri , θi ) = αi r
αi−1
i

(
cos(αi θi )

− sin(αi θi )

)
, ex-

primé en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant Oi. En procédant comme pour la
démonstration de 2.11, on montre que sur les arêtes du coin rentrant Oi :

- ∂νϕ
P
N , i |A0

i
= αi r

αi−1
i sin(αi θi )θi=0 = 0, dans L2(A0

i ),

- ∂νϕ
P
N , i |AΘ

i
= −α rαi−1

i sin(αi θi )θi=π/αi
= 0, dans L2(AΘ

i ).

Sur les autres arêtes, on a : ∂νϕ
P
N | ∂ω\γi

∈ C∞( ∂ω\γi ). Par ailleurs, les traces de ∂νϕ
(P )
N , i se

raccordent aux extrémités des arêtes. On en déduit que ∂νϕ̃N , i et ( 1 − ηi(ri) ) ∂ν ϕ̃N , i ont même
trace sur ∂ω.

�

Nous allons maintenant étudier φ0
D ∈ ΦD, et φ0

N ∈ ΦN , les solutions des problèmes (2.15)
et (2.16). Les coefficients définis ci-dessous (définition 2.17) vont apparâıtre naturellement dans
l’expression de φ0

D et φ0
N sous forme de somme entre un partie régulière et une partie singulière,

décomposée sur les parties principales.
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Définition 2.17 Pour tout j ∈ {1, ...,Ncr}, on pose :

λjD := ( g0 , sD , j )0/π et λjN := ( f0 , sN , j )0/π .

Proposition 2.18 φ0
D ∈ ΦD, la solution du problème (2.15) s’écrit ainsi :

φ0
D = φ̃D +

Ncr∑

j=1

λjD ϕ
P
D , j , où φ̃D ∈ H2(ω) . (2.28)

Cette décomposition a été à l’origine introduite pour le cas d’un unique coin rentrant par M.
Moussaoui dans [83].
Démonstration. φ0

D se décompose dans ΦD en une partie régulière φ̂D ∈ ΦR
D et une partie

singulière, décomposée sur les vecteurs de base de ΦS
D ainsi :

φ0
D = φ̂D +

Ncr∑

i=1

ciD ϕD , i , où : ∀ i , ciD ∈ R ,

ce qui se réécrit sous la forme :

φ0
D = φ̃D +

Ncr∑

j=1

(
Ncr∑

i=1

cjD β
i , j
D

)
ϕPD , j , où : φ̃D = φ̂D +

Ncr∑

i=1

ciD ϕ̃D , i ∈ H2(ω) .

D’après la section 14.2 de la partie IV, on a :

Ncr∑

i=1

ciD β
i , j
D = ( g0 , sD , j )0/π := λjD . (2.29)

�

Proposition 2.19 φ0
N ∈ ΦN , la solution du problème (2.16) s’écrit ainsi :

φ0
N = φ̃N +

Ncr∑

j=1

λjN ϕ
P
N , j , où φ̃N ∈ H2(ω) . (2.30)

Démonstration. Changer les indices D par N dans la démonstration de la proposition 2.18.

�

Théorème 2.20 Supposons que pour ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0, f , g ∈ H 2α−1−ε(ω) et e ∈
H2α−1/2−ε(∂ω). Alors φ̃D ,N ∈ H2α+1−ε(ω).
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Démonstration. D’après les hypothèses sur les données, e est la trace d’un vecteur e de H2α−ε(ω),
et donc div e ∈ H2α−1−ε(ω), d’où : g0 = g − div e ∈ H2α−1−ε(ω). D’après [67] (p. 82), lorsque
g0 ∈ Hs(ω), s ≥ −1, on peut décomposer φ0

D sous la forme :

φ0
D = φRD +

Ncr∑

j=1


 ∑

0<mαj<s+1

cj,m r
mαj

j sin (mαj θj )


 , avec φRD ∈ Hs+2(ω) , cj,m ∈ R .

Le calcul des cj,m est donné dans [86]. On a cj,1 = λjD. Afin d’obtenir la décomposition de la

proposition 2.18, c’est-à-dire φRD = φ̃D, il faut limiter la somme sur m à m = 1 pour tout j, ce que
est possible si et seulement si :

∀ j ∈ { 1 , ..., Ncr } , s + 1 < 2αj ⇐⇒ s < smax avec smax = 2α − 1 . (2.31)

Ainsi, s = 2α − 1 − ε convient, et dans ce cas, φRD = φ̃D, comme annoncé. Le même résultat
est obtenu pour le problème de Neumann. Pour conclure, notons qu’on peut obtenir une partie
régulière de plus en plus régulière sous réserve de la régularité des données.

�

2.2.4 Le problème aux potentiels, à la Nazarov-Plamenevsky

La décomposition partie régulière-partie singulière est possible également pour les potentiels φD
et φN , c’est-à-dire avec une condition aux limites non-homogènes pour le problème de Neumann.
Cette approche a été développée par S. Nazarov et B. Plamenevsky dans [86]. On considère le cas
où il n’existe qu’un seul coin rentrant. Comme φD satisfait un problème de Dirichlet homogène,
l’approche de [86] est identique à celle de [67] :

Théorème 2.21 Supposons que g ∈ L2(ω). Alors φD, la solution de (2.9) s’écrit de la façon
suivante [86] (thm. 3.4, p. 33) :

φD = wD +
1

π
( g , sD )0 ϕ

P
D , (2.32)

où wD ∈ H2(ω) satisfait le problème de Dirichlet non homogène suivant :

{ −∆wD = g dans ω

wD |∂ω = − 1

π
( g , sD )0 ϕ

P
D |∂ω sur ∂ω .

On a un résultat intéressant pour φN qui satisfait un problème de Neumann non-homogène :

Théorème 2.22 Supposons que f ∈ L2(ω) et e ∈ V
1/2
0 (∂ω). Alors φN , la solution de (2.10)

s’écrit de la façon suivante [86] (thm. 4.4, p. 41) :

φN = wN +
1

π
( ( f , sN )0 + < e , sN >H,H′ )ϕPN , (2.33)
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où H désigne V
1/2
0 (∂ω) et < . , . >H,H′ est le crochet de dualité entre H et son dual H ′ ; et où

wN ∈ H2(ω) satisfait le problème de Neumann suivant :

{ −∆wN = f dans ω

wN |∂ω = e − 1

π

(
( f , sN )0 + < e , sN >H,H′

)
ϕPN |∂ω sur ∂ω ,

Rappelons que V
1/2
0 (∂ω) est l’espace des traces des fonctions de V 1

0 (ω), avec :

V 1
0 (ω) =

{
u ∈ H1(ω) |

∫

ω

∣∣∣ u
r

∣∣∣
2

dω < ∞
}
. (2.34)

On en déduit que e est ici la trace d’une fonction de H 1(ω) qui s’annule par exemple en r1/2 au
voisinage du coin rentrant, c’est-à-dire que e ∈ H 1/2(ω), s’annulant au voisinage du coin rentrant.

2.3 Champ électrique 2D : CL naturelles

Le cas électrostatique (g quelconque, f = 0, e = 0, paragraphe 2.2.2) se généralise sans difficulté
au problème tridimensionnel. Cependant, la qualité de l’approximation du champ électrostatique
est limitée car elle est calculée par dérivation d’éléments continus Pk (conformité uniquement dans
H(rot , Ω) pour le problème tridimensionnel, H(rot , ω) pour le problème bidimensionnel). On
s’intéresse donc au calcul direct du champ électrique dans l’espace XE.

Proposition 2.23 Le problème (2.1)-(2.3) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver E ∈ XE tel que :

∀F ∈ XE , AE (E , F ) = LE (F ), (2.35)

où AE est la forme bilinéaire symétrique coercitive suivante :

AE : XE ×XE → R

(E , F ) 7→ ( div E , divF )0 + ( rotE , rotF )0 +

∫

∂ω
Eτ Fτ dσ,

et LE est la forme linéaire suivante :

LE : XE → R

F 7→ ( f , rotF )0 + ( g , divF )0 +

∫

∂ω
eFτ dσ.

Démonstration. Il est clair que si E satisfait (2.1)-(2.3) alors E satisfait (2.35). Réciproquement,
montrons que si E est solution de (2.35), alors E satisfait (2.1)-(2.3). Soit u ∈ L2(ω). D’après la
décomposition (2.12), il existe FD ∈ X0

E
tel que : rotFD = 0 et divFD = u, où u est la donnée de

(2.9). En injectant FD dans (2.35), on a : ( div E , u )0 = ( g , u )0, où divE et g sont dans L2(ω).
On en déduit que divE = g. L’équation (2.35) se réduit à :
Trouver E ∈ XE tel que :

∀F ∈ XE , ( rotE , rotF )0 +

∫

∂ω
Eτ Fτ dσ = ( f , rotF )0 +

∫

∂ω
eFτ dσ.

Considérons le vecteur EN de la décomposition (2.12), on a rotEN = f , divEN = 0, EN,τ = e.
Ainsi :

∀F ∈ XE , ( rotEN , rotF )0 +

∫

∂ω
EN , τ Fτ dσ = ( f , rotF )0 +

∫

∂ω
eFτ dσ.
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On en déduit que : ∀F ∈ XE, ( rot (E − EN ) , rotF )0 +

∫

∂ω
( Eτ − EN , τ ) Fτ dσ = 0.

Prenons comme fonction test F = E − EN . On a alors : Fτ = Eτ − EN , τ , d’où :

|| rot (E − EN ) ||20 + ||Eτ − EN , τ ||20 , ∂ω = 0.

D’où rot (E − EN ) = 0 dans ω et Eτ − EN , τ = 0 sur ∂ω.
On obtient finalement : rotE = rotEN = f , et Eτ = EN , τ = e.
Pour conclure, d’après le théorème 1.7, p. 47, (2.35) admet une unique solution E ∈ XE, qui dépend
continûment des données f , g et e.

�

Notons pour finir que, comme XE ∩ H1(ω) est dense dans XE [40, 51], on peut approcher la
solution de (2.35) par les éléments finis de Lagrange continus Pk.

Remarques 2.24 Au contraire de la méthode des potentiels, cette méthode est applicable au problème
tridimensionnel général (1.2)-(1.5), et l’on peut aussi la développer en 2D pour le cas dépendant
du temps. Notons que dans [54], M. Costabel et al. étudient le problème harmonique dans XH pour
le champ magnétique.

2.4 Champ électrique 2D : le complément singulier

Dans la formulation (2.35), la condition aux limites est naturelle. Que se passe-t-il si on veut
résoudre (2.1)-(2.3) dans l’espace fonctionnel X0

E
pour lequel la condition aux limites est prise en

compte de façon essentielle ?

2.4.1 Introduction

L’espace X0
E

permet de prendre en compte de façon exacte la condition aux limites tangen-
tielle nulle. Lorsque le domaine ω n’est pas convexe, la solution du problème (2.6)-(2.7) peut être
singulière : la valeur des composantes du champ électrostatique est localement non bornée au voisi-
nage des points de non-convexité. Mathématiquement, les composantes du champ ne sont pas dans
H1(ω).

Soit X
0 , R
E

: = X0
E
∩H1(ω), l’espace régularisé de X0

E
. On a le théorème suivant, montré par

M. Costabel dans [50] :

Théorème 2.25 Dans l’espace X
0 , R
E

, la norme de X0
E

est équivalente à la norme de H1(ω) :

∀F ∈ X
0 , R
E

, ||F ||X0
E

≡ ||F ||H1 .

De plus, d’après M. Costabel et al. [55], les fonctions régulières sont denses dans X
0 , R
E

.

Lorsque ω est convexe, X
0 , R
E

est égal à X0
E

et l’on peut résoudre (2.6)-(2.7) par les éléments
finis de Lagrange de la même façon que dans XE. En revanche, lorsque ω n’est pas convexe, on a
le théorème suivant :

Théorème 2.26 Lorsque ω n’est pas convexe, X
0 , R
E

est fermé et strictement inclus dans X0
E
.

Démonstration. Soit u ∈ X
0 , R
E

. Comme u ∈ X0
E
, et que dans X0

E
, la semi-norme est équivalente

à la norme du graphe, il existe une constante C > 0 telle que :

||u ||20 ≤ C ( ||div u ||20 + || rot u ||20 ) .
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D’après [50, 84], on a pour u ∈ X
0 , R
E

: ||grad : u ||20 = ||div u ||20 + || rotu ||20. Comme H1(ω) est

complet pour sa norme canonique, on en déduit que X
0 , R
E

est fermé dans X0
E
.

�

Tout sous-espace de X0
E

généré par les éléments finis Pk de Lagrange est un sous-espace de X
0 , R
E

.
Ainsi, les éléments finis Pk de Lagrange ne convergent pas vers la solution de (2.6)-(2.7).

Posons X0
E

= X
0 , R
E

⊥
⊕ X

0 , S
E

, où X
0 , S
E

est appelé partie singulière de X0
E
. Soit E0 ∈ X0

E
, que

l’on décompose en une partie régulière E0 , R ∈ X
0 , R
E

et une partie singulière E0 , S ∈ X
0 , S
E

. Soit E0
h

l’approximation de E0 par les élements finis Pk de Lagrange. On a alors :

||E0 − E0
h ||2X0

E

= ||E0 , S − E0
h ||2X0

E

+ ||E0 , S ||2
X0

E

≥ ||E0 , S ||2
X0

E

.

L’erreur que l’on commet localement en n’approchant pas la singularité se répercute sur toute la
solution. Ceci souligne le caractère non local des équations de Maxwell.

La résolution de (2.6)-(2.7) est alors basée sur la décomposition de la solution en une partie
régulière H1(ω), et une partie singulière qui n’est pas H1(ω) connue entièrement ou en partie
explicitement, appelée le complément singulier. Cette technique a été developpée pour le cas insta-
tionnaire par F. Assous, P. Ciarlet et E. Sonnendrücker dans [9], et a fait l’objet de la thèse d’E.
Garcia [63]. Dans [68], C. Hazard et S. Lohrengel étudient la méthode du complément singulier
appliquée au cas magnétostatique.

Dans le paragraphe 2.4.2, nous présentons une nouvelle méthode de décomposition non-orthogonale
et non-conforme dans X0

E
du champ quasi-électrostatique. Le champ électrique est décomposé en

une partie H1-régulière, et une partie singulière, connue explicitement à un coefficient près, λ qui
ne dépend que du domaine et des données. Nous montrons comment simplifier le calcul de ce
paramètre dans le paragraphe 2.4.3.

La λ-approche ne peut être généralisée dans le cas instationnaire, il faut choisir une décomposition
conforme de X0

E
. L’objet du paragraphe 2.4.4 est la méthode du complément singulier orthogonal,

qui s’applique au cas dépendant du temps. Nous comparons notre approche à d’autres méthodes
de décompositions conformes dans le paragraphe 2.4.5. Le paragraphe 2.4.6 est consacré à l’étude
de la régularité dans les espaces singuliers conformes.

Finalement, nous apportons quelques conclusions dans le paragraphe 2.4.7.

2.4.2 La λ-approche

Pour tout j ∈ {1, ...,Ncr}, on notera xPj := −αj rαj−1
j

(
sin (αj θj )
cos (αj θj )

)
, exprimé en coordonnées

polaires par rapport au coin rentrant Oj .

Lemme 2.27 Les parties principales ϕPD , j et ϕPN , j sont telles que −gradϕPD , j = rotϕPN , j = xPj .

On remarque que par construction, on a : divxPj = rotxPj = 0.

Théorème 2.28 E0 se décompose en une partie régulière ER ∈ H1(ω) et une partie singulière de
la façon suivante :

E0 = ER +

Ncr∑

j=1

λj xPj avec ∀ j , λj = λjD + λjN . (2.36)

Démonstration. D’après l’étude des potentiels φ0
D et φ0

N (section 2.2), on a :

E0 = −grad φ̃D + rot φ̃N +

Ncr∑

j=1

(
λjD (−gradϕPD , j) + λjN rotϕPN , j

)
.
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Posons : ER = −grad φ̃D + rot φ̃N ∈ H1(ω). On en déduit (2.36) du lemme précédent.
�

Le champ électrique E = E0 + e se décompose ainsi :

E = Ẽ +

Ncr∑

j=1

λj xPj , (2.37)

où Ẽ = ER + e ∈ H1(ω) et les xPj 6∈ H1(ω) sont connus explicitement.
On en déduit que XE se décompose en un espace régulier et un espace singulier de dimension Ncr.
Ẽ satisfait :

div Ẽ = g dans ω, (2.38)

rot Ẽ = f dans ω, (2.39)

Ẽ . τ |∂ω = e −
Ncr∑

j=1

λj xPj . τ |∂ω. (2.40)

Proposition 2.29 Il existe un relèvement eλ régulier de e −
Ncr∑

j=1

λj xPj . τ |∂ω.

Démonstration. On a déjà vu qu’il existe un relèvement régulier de e. Fixons j. On a sur les
arêtes du coin rentrant Oj :

- xPj . τ |A0
j

= αj r
αj−1
j sin(αj θj ) | θj=0 = 0, dans L2(A0

j ),

- xPj . τ |AΘ
j

= −αj rαj−1
j sin(αj θj ) | θj=π/αj

= 0 dans L2(AΘ
j ).

Sur les autres arêtes, on a : xPj . τ | ∂ω\γi
∈ C∞( ∂ω\γi ). Par ailleurs, la trace tangentielle de

xPj se raccorde aux extrémités des arêtes. On en déduit que xPj et ( 1− ηj(rj) )xPj ont même trace

tangentielle sur ∂ω. Posons ej = ( 1 − ηj(rj) )xPj . τ |∂ω. Il existe un relèvement régulier ej de ej .

D’où eλ = e −
Ncr∑

j=1

λj ej est un relèvement régulier de Ẽ . τ |∂ω.

�

Soit Ẽ0 ∈ X
0 , R
E

tel que : Ẽ = Ẽ0 + eλ. Ẽ0 ∈ X
0 , R
E

satisfait :

div Ẽ0 = g − div eλ dans ω, (2.41)

rot Ẽ0 = f − rot eλ dans ω. (2.42)

Pour approximer E, on peut procéder comme suit (voir aussi la section 4.8) :
- Calcul des fonctions de bases sD , j et sN , j. On approchera s̃N , j (resp. s̃D , j) par les éléments
finis de Lagrange continus Pk.
- Calcul des λj pour chaque coin rentrant. Le calcul des intégrales se fera par un schéma d’intégration
numérique. La partie singulière

∑
j λ

jxPj est maintenant connue.

- Calcul d’un relèvement régulier eλ. On a donc eλ +
∑

j λ
jxPj .

- Calcul de Ẽ0 par les éléments finis de Lagrange continus Pk composante par composante. On
obtient alors E = Ẽ0 + eλ +

∑
j λ

jxPj .
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Proposition 2.30 Le problème (2.41)-(2.42) est équivalent à la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver Ẽ0 ∈ X

0 , R
E

tel que :

∀F ∈ X
0 , R
E

, A0( Ẽ
0 , F ) = L0(F ) − A0( eλ , F ), (2.43)

où A0 est la forme bilinéaire symétrique suivante :

A0 : XE ×XE → R

(E , F ) 7→ ( div E , divF )0 + ( rotE , rotF )0 ,

et L0 est la forme linéaire suivante :

L0 : X0
E

→ R

F 7→ ( g , divF )0 + ( f , rotF )0.

Notons que A0 restreinte à X0
E
×X0

E
est coercitive (c’est le produit scalaire dans X0

E
).

On peut alors approcher la solution de (2.41)-(2.42) par les éléments finis continus Pk de Lagrange
composante par composante dans l’espace X

0 , R
E

discrétisé. En pratique, on n’a pas besoin de
déterminer un rélèvement explicite eλ. Nous allons montrer dans la section 4.8 qu’on peut se
contenter de l’interpolation sur ∂ω de la condition aux limites tangentielle au bord, et qu’on peut
ainsi se ramener au calcul direct de Ẽ.

Étudions la régularité de Ẽ. Nous avons vu que lorsque f et g ∈ L2(ω), Ẽ ∈ H1(ω). On
voudrait retrouver le résultat de [52] pour la résolution du problème magnétostatique, c’est-à-dire
Ẽ ∈ H2α−ε(ω), ∀ ε > 0 . Pour cela, il faut que les données f et g soient plus régulières. On a le
résultat suivant :

Théorème 2.31 Supposons que pour ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0, f , g ∈ H 2α−1−ε(ω) et e ∈
H2α−1/2−ε(ω). Alors Ẽ ∈H2α−ε(ω).

Démonstration. On a Ẽ = −grad φ̃D + rot φ̃N + e. Ce théorème est donc un corollaire du
théorème 2.20.

�

Remarque 2.32 Cette hypothèse est plus générale que celle de M. Costabel et M. Dauge dans [52]
et de C. Hazard et S. Lohrengel dans [68] qui supposent que div E = 0 et rotE ∈ H 1(ω). De plus,
e = 0 dans les travaux sus-mentionnés.

2.4.3 Simplification du calcul de λ

Dans ce paragraphe, on considére le cas où ω ne présente qu’un seul coin rentrant. Nous allons
montrer qu’on peut simplifier le calcul de λ grâce à l’hypothèse que e s’annule au voisinage du coin
rentrant. Montrons d’abord le théorème suivant :

Théorème 2.33 Supposons que f , g ∈ L2(ω) et e ∈ V
1/2
0 (∂ω). Le champ électrique solution de

(2.1)-(2.3) se décompose alors de la façon suivante :

E = ER
w +

1

π

(
( g , sD )0 + ( f , sN )0 + < e , sN >H,H′

)
xP avec ER

w ∈ H1(ω) , (2.44)

où H désigne V
1/2
0 (∂ω) et < . , . >H,H′ est le crochet de dualité entre H et son dual H ′.
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Démonstration. On injecte (2.32) et (2.33) dans la décomposition de Helmholtz (2.11) en utili-
sant le lemme (2.27). On a alors ER

w = −gradwD + rotwN ∈ H1(ω).
�

Par identification des parties régulières et singulières de (2.44) et (2.37), on en déduit que lorsque

e ∈ V
1/2
0 (∂ω), on a :

λ =
1

π

(
( g0 , sD )0 + ( f0 , sN )0

)
=

1

π

(
( g , sD )0 + ( f , sN )0 + < e , sN >H,H′

)
.

On cherche à retrouver ce résultat dans le cadre de nos hypothèses de modélisation, c’est-à-dire
e ∈ H1/2(∂ω) s’annulant au voisinage du coin rentrant. Cela revient donc à montrer le théorème
suivant :

Théorème 2.34 Soit e ∈ H1/2(∂ω) s’annulant dans un voisinage du coin rentrant. Alors :

λ =
1

π

(
( f , sN )0 + ( g , sD )0 +

∫

γ0

e sN dσ

)
(2.45)

où γ0 désigne la partie de ∂ω sur laquelle e ne s’annule pas.

Ce théorème est une généralisation des résultats de [86], importante en pratique car la condition
imposée sur e correspond à notre modélisation.
Il s’agit donc de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.35 Soit e ∈ H1/2(∂ω) s’annulant dans un voisinage du coin rentrant. Il existe un
relèvement régulier de e e ∈ H1(ω), et tel qu’on ait la formule d’intégration suivante :

−( rot e , sN )0 − ( div e , sD )0 =

∫

γ0

e sN dσ. (2.46)

Pour cela, nous avons besoin des lemmes 2.37 et 2.38 ci-dessous, dont les preuves sont détaillées
dans la section 14.3. Nous définissons d’abord la portion de disque Bε de la façon suivante :

Définition 2.36 On appelle Bε := ω∩B(O, ε) : l’intersection de ω avec la boule ouverte de centre
le coin rentrant et de rayon ε > 0. Notons que :

Bε =
{

( r , θ ) ∈ ] 0 , ε [ ×
]
0 ,

π

α

[}
.

Lemme 2.37 Soit ε > 0. Soit u ∈ H1(Bε ), dont la trace sur ∂Bε s’annule au voisinage du coin
rentrant. Posons φ = r−α/2 u. Alors si on note εα = (1−α)/2 ∈ ]0 , 1/4[, on a φ ∈ H1/2 + εα(Bε ).

La preuve de ce lemme repose sur deux théorèmes d’injections continues, énoncés dans la thèse de
G. Raugel [95] et dans le livre de P. Grisvard [66].

Lemme 2.38 Soient ε0 > 0 et ε > 0. Posons : Hε = H1/2+ε0(Bε). Alors on a :

∀ f ∈ H ′
ε , g ∈ Hε lim

ε→0
| < f , g >H′

ε ,Hε | = 0 .

Nous avons besoin de plus de la propriété suivante, démontrée par E. Garcia dans [63] (p. 87) :

Propriété 2.39 On a les relations suivantes :

rot sN = grad sD ,
rot sD = −grad sN .
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Nous allons maintenant démontrer la proposition 2.35.
Démonstration de la proposition 2.35. Soit ε > 0 destiné à tendre vers 0. Soit ωε = ω\Bε
(voir la figure 2.1). Posons bε = ∂ωε\∂ω. Notons que :

bε =
{

( r , θ ) : r = ε , θ ∈
]
0 ,

π

α

[}
.

Comme e s’annule au voisinage du coin rentrant, il existe ε0 > 0 tel que presque pour tout r ≤ ε0,
e ( r , 0 ) = e ( r , π/α ) = 0. On appelle γ0 l’ensemble formé de ∂ω, privé des points de ∂ω∩∂Bε0 :

γ0 = { ( r , θ ) ∈ ∂ω : r > ε0} .

∂ω

O

ε

Bε

ωε

bε

Fig. 2.1 – Décomposition du domaine ω.

• Montrons que :

−(rot e , sN )0 − (div e , sD)0 =

∫

γ0

e sN dσ + lim
ε→0

∫

bε

(
eτ r

−α cos(α θ)− eν r
−α sin(α θ)

)
dσ. (2.47)

Écrivons l’intégrale sur ω ainsi :−( rot e , sN )0− ( div e , sD )0 = − lim
ε→0

∫

ωε

( rot e sN dω + div e sD ) dω.

Par intégration par parties sur ωε, on obtient :

−
∫

ωε

rot e sN dω = −
∫

ωε

e . rot sN dω +

∫

∂ωε

eτ sN dσ,

et :

−
∫

ωε

div e sD dω =

∫

ωε

e .grad sD dω −
∫

∂ωε

eν sD dσ.

D’après la propriété 2.39, on en déduit :

−
∫

ωε

rot e sN dω −
∫

ωε

div e sD dω =

∫

∂ωε

eτ sN dσ −
∫

∂ωε

eν sD dσ.

De plus, comme sD |∂ω = 0, on a :

∫

∂ωε

eν sD dσ =

∫

bε

eν sD dσ. D’où :

−
∫

ωε

( rot e sN dω + div e sD ) dω =

∫

∂ωε

eτ sN dσ −
∫

bε

eν sD dσ.
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Lorsque ε tend vers 0, le terme de gauche admet pour limite −(rot e , sN )0− (div e , sD)0. Il en est
donc de même pour le terme de droite :

−(rot e , sN)0 − (div e , sD)0 = lim
ε→0

(∫

∂ωε

eτ sN dσ −
∫

bε

eν sD dσ

)
,

ce que l’on peut écrire sous la forme :

lim
ε→0

(∫

∂ωε\bε

e sN dσ +

∫

bε

(eτ sN − eν sD) dσ

)
= −(rot e , sN )0 − (div e , sD)0 . (2.48)

Comme sN |∂ωε
et e| ∂ωε

∈ L2(∂ωε), et que e s’annule au voisinage du coin rentrant, le premier
terme de gauche de (2.48) admet une limite égale à l’intégrale sur γ0 :

∀ ε < ε0 ,

∫

∂ωε\bε

e sN dσ =

∫

γ0

e sN dσ.

Par conséquent, le second terme de gauche de (2.48) : lim
ε→0

∫

bε

( eτ sN − eν sD ) dσ existe.

Séparons cette intégrale en une partie singulière et une partie régulière :
∫

bε

(eτ sN − eν sD) dσ =

∫

bε

(
eτ r

−α cos(α θ)− eν r
−α sin(α θ)

)
dσ +

∫

bε

(eτ s̃N − eν s̃D) dσ.

Montrons que la partie régulière s’annule lorsque ε→ 0. Pour cela, nous allons nous ramener à une
intégrale volumique. Tout d’abord, comme s̃D |A0 = s̃D |AΘ = 0, on a :

−
∫

bε

eν s̃D dσ = −
∫

∂Bε

eν s̃D dσ. (2.49)

D’autre part, pour r < ε0, eτ |A0 = eτ |AΘ = 0, d’où : ∀ε < ε0,

∫

bε

eτ s̃N dσ =

∫

∂Bε

eτ s̃N dσ. (2.50)

En sommant (2.49) et (2.50), et en intégrant par parties, on obtient alors :

∫

bε

( eτ s̃N − eν s̃D ) dσ =

∫

Bε

( ( e . rot s̃N − rot e s̃N ) − ( e .grad s̃D + div e s̃D ) ) dω.

Toutes les fonctions sous intégrale sont dans L2(Bε), d’où

∫

bε

( eτ s̃N − eν s̃D ) dσ = 0.

• Nous avons donc obtenu (2.47). Nous allons maintenant montrer que la limite dans (2.47)
s’annule. Pour cela, nous allons nous ramener à une intégrale volumique sur Bε. Comme sin(α θ )
est nul sur les arêtes du coin rentrant A0 et AΘ, alors :

−
∫

bε

eν r
−α sin(α θ ) dσ = −

∫

∂Bε

eν r
−α sin(α θ ) dσ.

De plus, pour la même raison que (2.50), on a : ∀ε < ε0,

∫

bε

eτ r
−α cos(α θ ) dσ =

∫

∂Bε

eτ r
−α cos(α θ ) dσ.
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Soit tN = r−α/2 cos(α θ ), et tD = r−α/2 sin(α θ ). Posons φ = r−α/2e. Il s’agit d’évaluer :

∫

∂Bε

( φ . τ tN − φ .ν tD ) dσ. (2.51)

D’après [67] (p. 7, thm. 1.2.18), tN et tD ∈ Hs(ω), pour tout s tel que 1− α/2 > s.
Soit ε′ ∈]0 , (1− α)/2[, de sorte que s = 1/2 + ε′ convienne.
On a donc tN et tD ∈ H1/2+ε′(ω), c’est-à-dire tD |∂Bε

et tN |∂Bε
∈ Hε′(∂Bε).

D’après le lemme 2.37, pour εα = (1 − α)/2 > 0, φ ∈ H1/2+εα(Bε), d’où φ |∂Bε
∈ Hεα(∂Bε).

Ainsi, φ . τ |∂Bε
et φ .ν |∂Bε

∈ L2(∂Bε). L’intégrale (2.51) est bien posée.

Par densité de C∞(B̄ε) dans H1/2+εα(Bε), on généralise les formules de Green (1.11) et (1.12) aux
fonctions u ∈ H1/2+εα(Bε) et v ∈ H1/2+εα(Bε). D’où :

∫

∂Bε

( φ . τ tN − φ .ν tD ) dσ = < rot tN , φ >H′
ε ,Hε − < rotφ , tN >H′

ε , Hε

− < divφ , tD >H′
ε ,Hε − < grad tD , φ >H′

ε ,Hε ,

où Hε = H1/2+εα(Bε), et < . , . >H′
ε ,Hε est le crochet de dualité entre Hε et son dual H ′

ε.
D’après le lemme 2.38, cette intégrale s’annule. On en déduit la proposition 2.35.

�

2.4.4 Le complément singulier orthogonal

Nous avons exhibé une décomposition non orthogonale du champ électrique E0 en une par-
tie H1(ω)-régulière et une partie singulière. Cette décomposition n’est pas conforme dans X0

E
car

aucune de ces parties ne satisfait la condition aux limites de conducteur parfait. Quand on tra-
vaille sur les équations de Maxwell instationnaires ou harmoniques, il est plus facile d’utiliser une
décomposition conforme X0

E
. Dans ce paragraphe, nous détaillons une méthode de décompossition

conforme et orthogonale, appelée la méthode du complément singulier orthogonal (notée MCSO).
La MCSO a été largement développée par E. Garcia dans [63], à partir des travaux de F. Assous

et al. [9, 8]. Afin de déterminer l’espace X
0 , S
E

, le supplémentaire orthogonal de X
0 , R
E

dans X0
E
,

étudions WE et VE.

Proposition 2.40 On a les isomorphismes suivants (voir la figure (2.2)) :
- L’opérateur grad définit un isomorphisme de ΦD dans WE,
- L’opérateur rot définit un isomorphisme de ΦN dans VE,
- L’opérateur div définit un isomorphisme de WE dans L2(ω),
- L’opérateur rot définit un isomorphisme de VE dans L2

0(ω).
WE étant muni de la norme L2 de la divergence, VE étant muni de la norme L2 du rotationnel ;
ΦD et ΦN étant munis de la norme L2 du Laplacien, et L2

0(ω) étant muni de la norme L2, ces
isomorphismes préservent l’orthogonalité.

Démonstration. Voir le document [6] ou l’article [8].
�

Lorsque ω est convexe, WE et VE sont inclus dans H1(ω), mais ce n’est plus vrai lorsqu’il existe
un ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Soit WR

E
= WE ∩H1(ω) (resp. VR

E
= VE ∩H1(ω)) le sous-

espace régularisé de WE (resp. VE). WR
E

(resp. VR
E
) est fermé et strictement inclus dans WE

(resp. VE). D’après les propositions 2.8 et 2.40, on a ∆ΦR
D = divWR

E
et ∆ΦR

N = rotVR
E
, d’où :
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rot

L2
0(ω)

∆ rot

VEΦN

∆

ΦD

grad
WE

div

L2(ω)

Fig. 2.2 – Isomorphismes entre espaces potentiels et espaces vectoriels.

SD = (div WR
E
)⊥, et SN = (rotVR

E
)⊥. Ce résultat nous permet de caractériser les fonctions sin-

gulières de WE et VE :

WE = WR
E

⊥div⊕ WS
E où WS

E = div−1SD et VE = VR
E

⊥rot⊕ VS
E où VS

E = rot−1SN .

On peut donc appliquer les isomorphismes de la proposition 2.40 aux espaces réguliers et singuliers
(voir la figure 2.3). On en déduit : W

R ,S
E

= gradΦR ,S
D et V

R ,S
E

= rotΦR ,S
N .

rot

rot∆

VS
E

ΦS
N

SN

∆ ∆

WR
E

ΦR
D

grad

div

SD

ΦS
D WS

E

div

grad

∆ΦR
D = div WR

E

rot

rot∆

VR
E

ΦR
N

∆ΦR
N = rotVR

E

Fig. 2.3 – Isomorphismes entre espaces réguliers/singuliers.

Théorème 2.41 D’après le théorème 2.14, on établit les estimations suivantes :

- ∀ ε > 0, u ∈ WS
E

appartient à Hα−ε(ω), et n’appartient pas à Hα(ω) ; WR
E
⊂ H1(ω).

- ∀ ε > 0, u ∈ VS
E

appartient à Hα−ε(ω), et n’appartient pas à Hα(ω) ; VR
E
⊂ H1(ω).

Ce théorème est un corollaire trivial du théorème 2.14.
D’après la décomposition (2.17), X0

E
se décompose quant à lui de la façon suivante :

X0
E = gradΦR

D

⊥
X

0
E⊕ rotΦR

N

⊥
X

0
E⊕ gradΦS

D

⊥
X

0
E⊕ rotΦS

N .

Comme gradΦR
D

⊥
⊕ rotΦR

N ⊂ X
0 , R
E

, alors X
0 , S
E

⊂ gradΦS
D

⊥
⊕ rotΦS

N . On remarque que

gradΦS
D

⊥
⊕ rotΦS

N est de dimension ≥ 2Ncr. D’après la λ-approche, X
0 , S
E

est de dimension Ncr. Il

existe donc un sous-espace de gradΦS
D

⊥
⊕ rotΦS

N de dimension Ncr, composé de champs réguliers.

Ceci étant dit, on peut écrire x ∈ X
0 , S
E

sous la forme : x =

Ncr∑

i=1

( ai gradϕD , i + bi rotϕN , i ),
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les ai et bi étant des réels. Les ai et bi ne sont pas quelconques, puisqu’il existe des combinaisons
linéaires qui sont régulières. Ceci est précisé dans le théorème 2.43, pour lequel on a besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.42 La matrice X ∈ R
Ncr×Ncr telle que : ∀ i , j X

i , j = βi , j est symétrique définie
positive.

Démonstration. Posons X = XD + XN , avec X
i,j
D,N = βi,jD,N . XD,N est la matrice des produits

scalaires des fonctions de base de SD,N . Il est clair qu’elle est symétrique. Montrons que XD est
définie positive. Soit x ∈ R

Ncr . On a :

( XD x | x ) =

Ncr∑

i=1

Ncr∑

j=1

X
i,j
D xi xj =

Ncr∑

i=1

Ncr∑

j=1

( sD , i , sD , j )0/π xi xj ,

=

Ncr∑

i=1

Ncr∑

j=1

( xi sD , i , xj sD , j )0/π =




Ncr∑

i=1

xi sD , i ,

Ncr∑

j=1

xj sD , j




0

/π ,

= (x , x )0 ≥ 0, avec x =

Ncr∑

i=1

xi sD , i .

Or, comme ( sD , i )i=1,...,Ncr est une base de SD, x ∈ SD est nul si et seulement si ∀i, xi = 0. Donc
∀x ∈ R

Ncr , tel que x 6= 0, ( XD x | x ) > 0. On montre exactement de la même façon que XN est
définie positive. D’où, XD, XN et X sont symétriques définies positives.

�

Théorème 2.43 On considère les vecteurs xSi = −gradϕD , i + rotϕN , i, i ∈ { 1 , ..., Ncr }. Alors

X
0 , S
E

est généré par les xSi : X
0 , S
E

= vect (xSi ).

Démonstration. On remarque que : divxSi = −∆ϕD , i = sD , i, et que rotxSi = −∆ϕN , i = sN , i.
On en déduit que ∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr }, xSi ∈ X0

E
satisfait :

div xSi = sD , i dans ω ,
rotxSi = sN , i dans ω .

(2.52)

• Montrons que pour tout i, xSi 6∈ X
0 , R
E

.

D’après la λ-approche, on a : xSi = x̃i +

Ncr∑

j=1

βi , jxPj , où x̃i = −grad ϕ̃D , i + rot ϕ̃N , i ∈ H1(ω) et

βi , j = (sD,i, sD,j)0/π + (sN,i, sN,j)0/π. D’où, au voisinage du coin rentrant Oi, xSi ' βi,i xPi avec

βi,i = (||sD , i||20 + ||sN , i||20)/π 6= 0, et donc xSi 6∈ X
0 , R
E

.

• Montrons que pour tout i, xSi ∈ (X0 , R
E

)⊥.

Soit xR ∈ X
0 , R
E

. D’après la λ-approche, on peut décomposer xR sous la forme : xR = x̃+
∑

j λ
j
R xPj ,

où x̃ ∈ H1(ω) et : λjR = ( ( sD , j , divxR )0 + ( sN , j , rotxR )0 )/π. Comme xR est régulier au

voisinage de chaque coin Oj , on en déduit que tous les λjR sont nuls. Or, d’après (2.52) on a que

pour tout j, λjR = (xSj , x
R )

X0
E

/ π est nul. Ainsi, par construction, les xSj sont dans X
0 , S
E

.

• Montrons que la familles des xSi est libre.
Soit ( ai )i=1,...,Ncr ∈ R

Ncr tel que :
∑

i a
i xSi = 0. D’où :

∑
i a

i x̃i +
∑

i a
i
∑

j β
i , j xPj = 0. En

se plaçant une nouvelle fois au voisinage de chaque coin Oj , on en déduit que ∀j ∑i a
i βi , j = 0.
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Soit a ∈ R
Ncr tel que : ∀i ai = ai. Il s’agit de résoudre le système linéaire : Xa = 0. Or X est

inversible, et la seule solution est a = 0. La famille (xSi )i=1,...,Ncr est libre dans X
0 , S
E

. Comme son

cardinal est la dimension de X
0 , S
E

, elle génère X
0 , S
E

.

�

On déduit de la décomposition de X0
E

le résultat suivant :

Théorème 2.44 Le champ électrique E0 se décompose en une partie régulière Ê0 ∈ H1(ω) et une
partie singulière dans X

0 , S
E

de la façon suivante :

E0 = Ê0 +

Ncr∑

i=1

ci x
S
i où ∀ i ∈ {1 , ..., Ncr } , ci ∈ R . (2.53)

Notons que Ê0 et les ci satisfont les équations :

div Ê0 +

Ncr∑

i=1

ci divxSi = g − div e dans ω , (2.54)

rot Ê0 +

Ncr∑

i=1

ci rotx
S
i = f − rot e dans ω . (2.55)

Ainsi, le champ électrique E = E0 + e se décompose de la façon suivante :

E = Ê +

Ncr∑

i=1

ci x
S
i , (2.56)

avec Ê = Ê0 + e.
Soient c et λ ∈ R

Ncr tels que : ∀ i ∈ {1 , ..., Ncr }, ( c )i = ci et (λ )i = λi.

Proposition 2.45 Le problème (2.54)-(2.55) est équivalent à la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver Ê0 ∈ X

0 , R
E

et c ∈ R
Ncr tels que :

A0( Ê
0 , F ) = L0(F ) − A0 ( e , F) , ∀F ∈ X

0 , R
E

, (2.57)

X c = λ . (2.58)

Démonstration. Le problème (2.54)-(2.55), posé dans X
0 , R
E

⊥
X0

E⊕ X
0 , S
E

est équivalent à la for-
mulation variationnelle suivante :
Trouver Ê0 ∈ X

0 , R
E

et c ∈ R
Ncr tels que :

A0( Ê
0 , F ) +

Ncr∑

i=1

ciA0(x
S
i , F ) = L0(F ) − A0( e , F ) , ∀F ∈ X

0 , R
E

,

A0( Ê
0 , xSj ) +

Ncr∑

i=1

ciA0(x
S
i , x

S
j ) = L0(x

S
j ) − A0( e , x

S
j ) , ∀ j ∈ {1 , ..., Ncr } .
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• Par orthogonalité dans X0
E
, on a : ∀F ∈ X

0 , R
E

et ∀i, A0(x
S
i , F ) = 0 ; et ∀j A0( Ê

0 , xSj ) = 0.

• D’après (2.52) on a : ∀i, L0(x
S
i )−A0(e , x

S
i ) = (g − div e,divxSi )0 + (f − rot e, rotxSi )0 = π λi ;

et ∀ i , j, A0(x
S
i , x

S
j ) = π (βi , jD + βi , jN ). En simplifiant par π, on obtient alors le système (2.57)-

(2.58).
�

Une fois que l’on a calculé Ê0 et les ci, il faut construire la base de X
0 , S
E

, constituée des xSi qui ne
sont connus explicitement qu’en partie. Notons que pour tout i :

xSi = x̃i +

Ncr∑

j=1

βi , j xPj avec x̃i = −grad ϕ̃D + rot ϕ̃N ∈ H1(ω) .

Pour connâıtre complètement les xSi , il faut approcher leurs parties régulières, les x̃i. Cela peut
se faire par dérivation des potentiels ϕD , i et ϕN , i, ou par la λ-approche. Comme les xPj sont à
rotationnel et divergence nuls, on remarque que : ∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr },

div x̃i = sD , i dans ω , (2.59)

rot x̃i = sN , i dans ω , (2.60)

x̃i . τ |∂ω = −
Ncr∑

j=1

βi , j xPj . τ |∂ω sur ∂ω . (2.61)

Posons : x̃i = x̃0
i + ei, où x̃0

i ∈ X
0 , R
E

et ei est un relèvement régulier de la condition aux limites

tangentielle −
Ncr∑

j=1

βi , j xPj . τ |∂ω. x̃0
i satisfait :

div x̃0
i = sD , i − div ei dans ω , (2.62)

rot x̃0
i = sN , i − rot ei dans ω . (2.63)

Proposition 2.46 Pour tout i, le problème (2.59)-(2.61) est équivalent à la formulation varia-
tionnelle : Trouver x̃0

i ∈ X
0 , R
E

tel que :

∀F ∈ X
0 , R
E

, A0( x̃
0
i , F ) = −A0( ei , F ) . (2.64)

Démonstration. La preuve est similaire à la preuve de la proposition 2.45.
�

Proposition 2.47 La λ-approche et la MCSO donnent tout calcul fait le même résultat :

Ê0 +
Ncr∑

i=1

ci x̃
0
i = Ẽ0.

Démonstration. L’addition des formulations variationnelles (2.57) et (2.64) donne :

∀F ∈ X
0 , R
E

, A0

(
Ê0 +

Ncr∑

i=1

ci x̃
0
i , F

)
= L0(F ) − A0

(
e +

Ncr∑

i=1

ci ei , F

)
.
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Or : ( e +
∑

i ci ei ) . τ |∂ω = e −∑i ci
∑

j β
i , jxPj . τ |∂ω = e − ∑j

∑
i ci β

i , jxPj . τ | ∂ω. D’où en

utilisant la relation (2.58), on obtient : ( e +
∑

i ci ei ) . τ |∂ω = e −∑j λ
j xPj . τ |∂ω = eλ . τ | ∂ω.

Ainsi Ê0 +
∑

i ci x̃
0
i , qui appartient à X

0 , R
E

est solution de la formulation variationnelle (2.43).

�

Notons que cette décomposition permet un calcul optimal de X, la matrice d’interaction entre
les fonctions de base singulières. L’intérêt de cette approche est qu’elle permet de conserver l’or-
thogonalité lorsqu’on discrétise la formulation variationnelle.

2.4.5 Autres décompositions conformes

Dans [68], les auteurs proposent deux décompositions conformes de X0
E

:
• La première décomposition proposée est non-orthogonale, et consiste à écrire :

X0
E = X

0 , R
E

⊕ gradS, où : S = vect{ηj ϕPD , j} ,

ηj étant une fonction de troncature (voir la définition 1.1) telle que ηj ϕ
P
D , j ∈ H1

0 (ω)\H2(ω) et

∆( ηj ϕ
P
D , j ) = 0 dans un voisinage du coin rentrant Oj .

Le champ électrique E0 se décompose alors de la façon suivante :

E0 = E0 , R +

Ncr∑

i=1

ai grad ( ηj ϕ
P
D , j ) avec E0 , R ∈ X

0 , R
E

.

On a grad ( ηj ϕ
P
D , j ) = xPj au voisinage du coin rentrant Oj . Soit a ∈ R

Ncr tel que : ∀i, (a )i = ai.
Posons ∀i, vi = ∆(ηi ϕD , i).

Proposition 2.48 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :
Trouver E0 , R ∈ X

0 , R
E

et a ∈ R
N tels que :

A0(E
0 , R , F ) +

Ncr∑

i=1

ai ( vi , divF )0 = L0(F ) − A0( e , F ) , ∀F ∈ X
0 , R
E

,

( divE0 , R , vj )0 +

Ncr∑

i=1

ai ( vi , vj )0 = ( g , vj )0 − ( div e , vj )0 , ∀ j ∈ {1 , ..., Ncr } .

Démonstration. Reprendre la démonstration de la proposition 2.45, en utilisant (1.4).

�

Comme la décomposition est non orthogonale, notons qu’il existe un couplage entre parties régulière
et singulière. Dans cette méthode, on a besoin de connâıtre seulement les vj = ∆(ηj ϕD , j) pour cal-
culer la partie régulière du champ électrique E0 , R et les coefficients de singularité ai. L’inconvénient
de cette méthode est que lorsqu’on discrétise la formulation variationnelle, il faut approcher la fonc-
tion de troncature, qui varie entre zéro et un, et dont les dérivées secondes peuvent prendre des
valeurs très élévées.

• La seconde décomposition proposée est orthogonale, et consiste à écrire : X
0 , S
E

sous la forme :

X
0 , S
E

= vect{xHLi }, où ∀i ∈ {1, ...,Ncr}, xHLi est tel que : xHLi = x̃HLi + xPi , avec x̃HLi ∈ H1(ω).
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La partie régulière du champ électrique est bien sûr la même que pour la MCSO et le champ
électrique E0 se décompose de la façon suivante :

E0 = Ê0 +

Ncr∑

i=1

bi x
HL
i .

Soit b ∈ R
Ncr tel que : ∀i, bi = bi.

Proposition 2.49 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :
Trouver Ê0 ∈ X

0 , R
E

et b ∈ R
N tels que :

A0( Ê
0 , F ) = L0(F ) − A0( e , F ) , ∀F ∈ X

0 , R
E

,

XHL b = λHL ,

avec XHL ∈ R
Ncr×Ncr telle que :

∀ i , j ∈ { 1 , ..., Ncr } , X
i,j
HL = (xHLi , xHLj )

X0
E

/ π ,

et :
∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr } , λiHL = λiHL :=

(
(g0 , divxHLi )0 + (f0 , rotxHLi )0

)
/π .

Pour approcher les bi, il faut auparavant calculer les x̃HLi . Les auteurs résolvent le problème suivant :
∀i, trouver x̃HLi ∈ H1(ω) tel que :

A0( x̃
HL
i , F ) = 0 , ∀F ∈ X

0 , R
E

,

x̃HLi . τ |∂ω = −xPi . τ |∂ω .

Ainsi, numériquement, l’orthogonalité discrète est conservée. Notons que le calcul des coefficients
de singularité ci que nous proposons pour la MCSO est plus précis. En effet, nous utilisons le fait
que div xSi = sD , i et rot xSi = sN , j pour calculer X et λ : il n’est pas nécessaire de connâıtre les
x̃Si . Au contraire, dans [68], XHL et λHL ne peuvent être obtenus qu’après avoir calculer les x̃HLi ,
et les avoir dérivés. Pour améliorer le calcul de XHL et λHL, il faut donc connâıtre les rotxHLi et
divxHLi directement. Soient ( ζ i , j )i,j∈{ 1 ,...,Ncr } les coefficients de la matrice inverse de X : ∀i , j,
ζi , j = ( X

−1 )i , j. On a la proposition suivante :

Proposition 2.50 ∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr }, xHLi ∈ X
0 , S
E

satisfait le problème suivant :

divxHLi =

Ncr∑

j=1

ζi , j sD , j, dans ω ,

rotxHLi =

Ncr∑

j=1

ζi , j sN , j, dans ω .

(2.65)

Démonstration. Soit i ∈ { 1 , ..., Ncr }. Comme xHLi ∈ X
0 , S
E

, on peut le décomposer dans la
base des xSj de la façon suivante :

xHLi := x̃HLi + xPi =

Ncr∑

j=1

ζi , j xSj , où ∀ j , ζ i , j ∈ R ,
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de sorte que xHLi satisfasse les équations (2.65). Déterminons les ζ i , j. En identifiant partie régulière
et partie singulière, on obtient que :

x̃HLi =

Ncr∑

j=1

ζi , j x̃Sj , et : xPi =

Ncr∑

j=1

ζi , j
Ncr∑

k=1

βj,kxPk =

Ncr∑

k=1




Ncr∑

j=1

ζi,j βj,k


xPk .

Afin de satisfaire l’égalité sur les parties singulières, on doit avoir : ∀ k,
Ncr∑

j=1

ζi , j βj,k = δi,k.

Soit XHL ∈ R
Ncr×Ncr la matrice des coefficients ζ i , j : ∀ i , j, X

i , j
HL = ζi , j. Il s’agit alors de résoudre

le système linéaire : XHL X = INcr , où INcr est la matrice identité de R
Ncr×Ncr . Comme X est

inversible, il existe une unique solution telle que : XHL = X
−1.

�

Dans [63], E. Garcia propose les deux décompositions conformes non-orthogonales.
Posons ∀ i, xNi = rotϕN , i et xDi = −gradϕD , i.
∀ i, xDi ∈ X0

E
est tel que : divxDi = sD , i, et rotxDi = 0 ; et xNi ∈ X0

E
est tel que : divxNi = 0, et

rotxNi = sN , i.

• La première décomposition est la suivante : X0
E

= X
0 , R
E

⊕ vect{xDi }. Le champ électrique E0

s’écrit alors ainsi :

E0 = E0 ,D +
Ncr∑

i=1

aDi xDi avec E0 , D ∈ X
0 , R
E

.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.51 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :
Trouver E0 ,D ∈ X

0 , R
E

et ( aDi )i=1,...,Ncr ∈ R
Ncr tels que :

A0(E
0 ,D , F ) +

Ncr∑

i=1

aDi ( sD , i , divF )0 = L0(F ) − A0( e , F ) , ∀F ∈ X
0 , R
E

,

( div E0 ,D , sD , j )0 +

Ncr∑

i=1

aDi β
i , j
D = λjD , ∀ j ∈ {1 , ..., Ncr } .

La démonstration est similaire à celle de la proposition 2.4.5.
• La seconde décomposition est la suivante : X0

E
= X

0 , R
E

⊕ vect{xNi }. Le champ électrique E0

s’écrit alors ainsi

E0 = E0 ,N +

Ncr∑

i=1

aNi xNi avec E0 ,N ∈ X
0 , R
E

.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.52 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :
Trouver E0 ,N ∈ X

0 , R
E

et ( aNi )i=1,...,Ncr ∈ R
Ncr tels que :

A0(E
0 ,N , F ) +

Ncr∑

i=1

aNi ( sN , i , rotF )0 = L0(F ) − A0( e , F ) , ∀F ∈ X
0 , R
E

,

( rotE0 ,N , sN , j )0 +

Ncr∑

i=1

aNi β
i , j
N = λjN , ∀ j ∈ {1 , ..., Ncr } .
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La démonstration est similaire à celle de la proposition 2.4.5.
Après avoir obtenu E0,D (resp. E0,N ), la calcul des parties régulières des xDi (resp. xNi ) se fait

numériquement par dérivation des potentiels associés ϕ̃D , i (resp. ϕ̃N , i). Les fonctions de base de
ΦD ,N sont obtenues par la méthode Dirichlet-Neumann. On améliore l’approximation obtenue en
utilisant une projection L2, ce qui est moins précis que l’approche que nous proposons dans la
proposition 2.46.

2.4.6 Régularité dans les espaces singuliers conformes

Étudions la régularité de Ê0 +
Ncr∑

i=1

ci x̃
0
i = Ẽ0. Le théorème suivant se déduit directement du

théorème 2.31 :

Théorème 2.53 Supposons que pour ε > 0, tel que 2α − 1 − ε > 0, f , g ∈ H 2α−1−ε(ω), et

e ∈ H2α−1/2−ε(ω). Alors Ê0 +

Ncr∑

i=1

ci x̃
0
i ∈ H2α−ε(ω).

Cependant Ê0 et les x̃0
i ne sont pas toujours individuellement dans H2α−ε(ω). En effet :

Théorème 2.54 Soit i ∈ {1 , . . . , Ncr}. Lorsque α ≤ 2 / 3, x̃0
i ∈ H2α−ε(ω), mais lorsque α > 2 / 3,

x̃0
i 6∈H2α−ε(ω).

Démonstration. D’après [67] (p. 7, thm. 1.2.18), les sD , i et sN , i appartiennent à H1−α−ε(ω),
pour tout ε > 0 tel que 1−α−ε > 0. Or, on a l’inclusion H 1−α−ε(ω) ⊂ H2α−1−ε(ω) si et seulement
si :

1 − α − ε ≥ 2α − 1 − ε ⇐⇒ α ≤ 2 / 3 .

�

Ainsi, lorsque les coins rentrants sont d’angles plus petits que 3π / 2, les x̃0
i et Ê0 ne sont pas

individuellement dans H2α−ε(ω). Cependant, il y a compensation des parties moins régulières des
x̃0
i et de Ê0. Nous verrons que numériquement, dans le cas statique, la méthode du complément

singulier orthogonale donne les mêmes résultats que la λ-approche, quelques soient les angles des
coins rentrants.

Est-il possible de construire une base singulière conforme dans X0
E

qui soit dans H2α−ε(ω) ?
Considérons le cas d’un unique coin rentrant. Soient wS et vS dans X0

E
tels que :





divwS = sD dans ω ,

rotwS = 0 dans ω ,
et





divvS = 0 dans ω ,

rotvS = sN dans ω ,
(2.66)

wS engendre WS
E

et vS engendre VS
E
. D’après F. Assous et al. [9], on a localement :

vS =
∑

n≥1

Bn r
nα−1




sin (nα θ )

cos (nα θ )


 +

∑

n≥−1

An r
nα+1




nα

4nα + 4
sin (nα θ )

nα + 2

4nα + 4
cos (nα θ )


 .

La somme sur les (Bn )n≥1 est une solution homogène de (2.66), et par construction, les (An )n≥−1

sont localement tels que : sN =
∑

n≥−1An r
nα cos (nα θ ), avec A−1 = 1.
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Comme vS = ṽ + βNxP , avec ṽ ∈H1(ω), on a : B1 = −αβN . Décomposons ṽ ainsi :

ṽ = ṽ+ + ṽ− avec : ṽ− = r1−α




α

−4α + 4
sin (α θ )

−α + 2

−4α + 4
cos (α θ )


 .

Le terme le plus singulier de ṽ+ est en r2α−1, ainsi on a toujours ṽ+ ∈ H2α−ε(ω). En revanche,
lorsque α > 2/3, ṽ− 6∈ H2α−ε(ω).
Pour déterminer wS , on part de la formule de représentation sD =

∑
n≥−1 Ān r

nα sin (nα θ ), avec

Ā−1 = −1. On sait que : wS = w̃ + βDxP , avec w̃ ∈ H1(ω). Une solution particulière du second

système d’équations de (2.66) est :
∑

n≥−1

Ān r
nα+1




nα + 2

4nα + 4
sin (nα θ )

nα

4nα + 4
cos (nα θ )


.

Ainsi, localement, on a :

wS =
∑

n≥1

B̄n r
nα−1




sin (nα θ )

cos (nα θ )


 +

∑

n≥−1

Ān r
nα+1




nα + 2

4nα + 4
sin (nα θ )

nα

4nα + 4
cos (nα θ )


 ,

avec B̄1 = −αβD. D’où :

w̃ = w̃+ + w̃− avec : w̃− = −r1−α




−α + 2

−4α + 4
sin (α θ )

α

−4α + 4
cos (α θ )


 .

Le terme le plus singulier de w̃+ est en r2α−1, ainsi w̃+ ∈ H2α−ε(ω) ∀ε > 0, et pour α > 2/3,
w̃− 6∈H2α−ε(ω). D’après [67] (thm. 1.2.18), on a : w̃ ∈ H2−α−ε(ω), d’où :

∀α ≤ 2/3 , ∀ε > 0 | 2α − ε− 1 > 0 , ṽ , w̃ ∈ H2α−ε(ω) ,
∀α > 2/3 , ∀ε > 0 | 1 − α− ε > 0 , ṽ , w̃ ∈ H2−α−ε(ω) .

Soit x ∈ X0
E
\X0 , R

E
, tel que : x = wS + aαv

S , aα ∈ R. On souhaite déterminer aα de sorte que
x ∈ H2α−ε(ω). Pour cela, il faut éliminer le terme en r1−α, c’est-à-dire choisir aα tel que :





α

−4α + 4
− aα

−α + 2

−4α + 4
= 0 ,

−α + 2

−4α + 4
− aα

α

−4α + 4
= 0 .

Le système est compatible si et seulement si α = 1, ce qui contredit α < 1 qui est l’hypothèse de
départ pour le cas d’un coin rentrant. Ainsi, lorsque α > 2/3, il est impossible de créer une base
de X0

E
\X0 , R

E
dont la partie régulière soit dans H2α−ε(ω). On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 2.55 Soit i ∈ {1, ...,Ncr}. Alors x̃i ∈ H2 −α−ε(Ω).
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2.4.7 Conclusions sur la méthode du complément singulier

La λ-approche est une nouvelle méthode de décomposition de X0
E

non-conforme, et dont l’ori-
ginalité par rapport au travail de C. Hazard et S. Lohrengel [68] repose sur le fait qu’on ne requiert
pas de fonction de troncature. Celle-ci est remplacée par une condition aux limites non-homogène.
L’intérêt de la λ-approche pour la MCSO, qui est incontournable si on veut traiter le cas instation-
naire, est qu’elle permet de calculer une meilleure approximation des xSi que l’approximation par
dérivation des potentiels.

Pour les problèmes quasi-statiques, la λ-approche et la MCSO sont identiques. Elles donnent
des résultats numériques compétitifs en terme de précision (voir le chapitre 6), et se généralisent
au cas de pointes coniques à base régulière [63]. Dans les domaines tridimensionnels généraux, les
singularités électromagnétiques sont difficilement discrétisables, les singularités de coin et d’arête
étant liées entre elles [52]. Néanmoins, dans le cas d’un ouvert prismatique [42], ainsi que dans le
cas d’un domaine axisymétrique [76], on peut adapter ces méthodes en utilisant une décomposition
en série de Fourier (voir la section 8.6).

Dans le cas dépendant du temps, on n’a plus les mêmes résultats de régularité pour la MCSO,
car on ne sait pas si les parties de régularité H1−α−ε(ω) de Ẽ0 et de

∑
i ci x̃

S
i se compensent.

Cependant, pour améliorer la précision, on peut faire les calculs en exprimant explicitement les
termes en r1−α.

2.5 Champ électrique 2D : la régularisation à poids

Dans cette section, nous présentons essentiellement les résultats obtenus par M. Costabel et M.
Dauge dans [53] dans le cas harmonique. Nous avons vu que lorsque ω est non convexe, l’espace
X0

E
∩H1(ω) est fermé et strictement inclus dans X0

E
, ce qui implique que la solution du problème

discrétisé par les élements finis de Lagrange Pk dans l’espace X0
E

ne converge pas vers la bonne
solution. D’autre part, dans l’espace XE, la condition aux limites tangentielle est naturelle, mais
pas essentielle, ce qui limite en pratique la vitesse de convergence de la solution discrétisée. L’idée
est de déterminer un espace intermédiaire X, dans lequel la condition aux limites tangentielle est es-
sentielle, et tel que X ∩H1(ω) soit dense dans X (afin d’obtenir la convergence des éléments finis de
Galerkin dans X). On s’intéresse aux espaces X de la forme : X = {u ∈ H0(rot , ω) : divu ∈ V }.
La forme bilinéaire associée à cet espace pour la résolution de (2.6)-(2.7) est la suivante :

AX : X×X → R

(E , F ) 7→ ( div E , divF )V + ( rotE , rotF )0,

où ( . , . )V est le produit scalaire dans V .
La formulation variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X s’écrit (FVX) : Trouver E0 ∈ X tel que :

∀F ∈ X , AX(E0 , F ) = ( g0 , divF )V + ( f0 , rotF )0.

Nous voulons déterminer les espaces V tels que :
- il existe une solution unique à (FVX), qui soit équivalente à (2.1)-(2.3) ;
- X ∩ H1(ω) soit dense dans X.

2.5.1 Condition pour obtenir la coercivité

Pour appliquer le théorème de Lax-Milgram à (FVX), il faut rendre AX coercitive sur X. D’une
part, V doit être un espace de type L2. D’autre part, comme les éléments de H0(rot , ω) sont à
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divergence dans H−1(ω), on cherche V ⊂ H−1(ω). Pour des raisons pratiques, on limite le choix
aux espaces à poids de la forme : V =

{
u ∈ L2

loc(ω) : w u ∈ L2(ω)
}
, où w ∈ C∞(ω,R+) est

borné dans ω̄. A priori V contient L2(ω) : L2(ω) ⊂ V ⊂ H−1(ω). Le produit scalaire dans V
s’écrit :

(u , v )0 =

∫

ω
w2 u v dω, et la norme correspondante est : ||u ||V =

(∫

ω
w2 u2 dω

)1/2

.

Proposition 2.56 Lorsque l’injection de X dans L2(ω) est compacte, la norme du graphe dans X

est équivalente à la semi-norme. La norme dans X est alors définie ainsi :

||u ||X =
(
|| rot u ||20 + ||div u ||2V

)1/2
. (2.67)

Démonstration. On procède par l’absurde. Soit (un )n une suite de X telle que : |un |rot ,div → 0
et ||un ||0 = 1, c’est-à-dire :

div un → 0 dans V ,
rotun → 0 dans L2 .

La suite (un )n étant bornée dans X, et l’injection de X dans L2(ω) étant compacte, il existe une
sous-suite, encore notée (un )n de X qui converge dans L2(ω). Soit u sa limite. On a la convergence
forte de (un )n vers u dans L2(ω) à cause de l’injection compacte. On en déduit que ||u ||0 = 1.
En utilisant les formules d’intégration par parties classiques, les conditions aux limites homogènes
et par passage à la limite et unicité de celle-ci, on a :

< divu , φ >D′,D = −
∫

ω
u .gradφdω = − lim

n→+∞

∫

ω
un .gradφdω

= − lim
n→+∞

∫

ω
div un φdω = 0 , ∀φ ∈ D(ω) ,

< rotu , φ >D′,D =

∫

ω
u . rotφdω = lim

n→+∞

∫

ω
un . rotφdω

= − lim
n→+∞

∫

ω
rot un φdω = 0 , ∀φ ∈ D(ω) .

Ainsi, rotu = 0 et divu = 0 dans X. D’après [65], la trace tangentielle est continue dans H(rot , ω).
Comme un . τ |∂Ω = 0, on en déduit que : u . τ |∂Ω = 0. Ainsi, u ∈ H0(rot

0, ω), et donc d’après la
proposition 1.3, il existe un unique φ ∈ H1

0 (ω) tel que gradφ = u. Comme ∆φ = div u = 0, alors
φ = 0, et donc ||u ||0 = 0, ce qui contredit l’hypothèse de départ.

�

En pratique, cela permet d’obtenir la coercivité de la forme bilinéaire AX, qui est alors le produit
scalaire dans X. Déterminons V tel que l’injection de X dans L2(ω) soit compacte. Pour cela,
considérons la décomposition de Helmholtz suivante :

Lemme 2.57 On peut décomposer X sous la forme : X = VE

⊥
⊕ W, où :

W = {u : = gradu , u ∈ ΦV } avec ΦV =
{
u ∈ H1

0 (ω) : ∆u ∈ V
}
,

ce qui s’écrit aussi : W =
{
u ∈ H0(rot

0, ω) : divu ∈ V
}
.

Démonstration. Cette décomposition correspond à la décomposition de Helmholtz (2.17) de
X0

E
: considérons F ∈ X. Alors F = FN + FD, où :

- FN = rotφN , φN satisfaisant (2.16), avec la donnée rotF ∈ L2
0(ω) ;

- FD = −gradφD, φD satisfaisant : Trouver φD ∈ H1
0 (ω) tel que : −∆φD = divF dans V .

�

L’injection de VE dans L2(ω) est compacte [8]. Comment obtenir l’injection compacte de W dans
L2(ω) ? Montrons les propriétés suivantes :
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Proposition 2.58 Si l’injection de V dans H−1(ω) est compacte, alors l’injection de W dans
L2(ω) l’est aussi.

Démonstration. Comme V ⊂⊂ H−1(ω), alors ΦV ⊂⊂ H1(ω), d’où W ⊂⊂ L2(ω).

�

Des propositions 2.56 et 2.58, on déduit le théorème suivant :

Théorème 2.59 Si l’injection de V dans H−1(ω) est compacte, alors (2.6)-(2.7) est équivalent à
(FVX).

Démonstration. D’après la proposition 2.58, l’injection compacte de V dans H−1(ω) permet
d’obtenir l’injection compacte de W dans L2(ω), et donc d’après la proposition 2.56, AX est
coercitive. L’équivalence entre le système d’équations (2.6)-(2.7) et la formulation variationnelle
(FVX) se montre de la même façon que la proposition 2.23 et nécessite la décomposition du lemme
2.57.

�

En conclusion, afin d’obtenir l’équivalence entre la norme du graphe et la semi-norme (2.67) dans
X, et donc la coercivité de AX, on cherche V tel que l’injection de V dans H−1(ω) soit compacte.
Nous allons maintenant voir sous quelles conditions sur V l’espace X ∩ H1(ω) est dense dans X.

2.5.2 Condition pour obtenir la densité des éléments finis

Nous avons vu qu’il existe une décomposition de Helmholtz de X. On peut aussi décomposer
les éléments de X en une partie H1-régulière et une partie qui n’est pas H1.

Théorème 2.60 On a la décomposition suivante :

X = X
0 , R
E

⊕W := X
0 , R
E

⊕ gradΦV .

Démonstration. Soit u ∈ X. D’après le lemme 2.57, il existe φu ∈ ΦV et v ∈ VE tels que :
u = v + gradφu. D’après [18], comme v ∈ VE, il existe u0 ∈ X

0 , R
E

et φv ∈ ΦD tels que :
v = u0 + gradφv. Or ΦD ⊂ ΦV . En posant φ = φu + φv, on a donc :

u = u0 + gradφ, avec u0 ∈ X
0 , R
E

et φ ∈ ΦV soit : gradφ ∈ W .

�

Pour avoir la densité des fonctions régulières dans X, on cherche à avoir X
0 , R
E

dense dans X. Pour

cela, d’après la décomposition du théorème 2.60, il nous faut la densité de X
0 , R
E

dans W. Ceci est
possible si ΦV ∩H2(ω) est dense ΦV . Notons que : ΦV ∩H2(ω) = ΦR

D := {φ ∈ H2(ω) |φ|∂ω = 0 }.
Plus précisement, on a le théorème fondamental suivant qui est un corollaire de la décomposition
du théorème 2.60 :

Théorème 2.61

1) Si ΦR
D est dense dans ΦV pour la norme du graphe, alors X

0 , R
E

est dense dans X.

2) ΦR
D est fermé dans ΦV si et seulement si X

0 , R
E

est fermé dans X.

3) ΦV ⊂ ΦR
D si et seulement si X = X

0 , R
E

.
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Dans le second cas, bien sûr si ΦR
D est différent de ΦV , on ne peut pas approcher la solution de

(FVX) par les éléments finis, car on ne capte pas la partie singulière du champ. Le dernier cas
correspond à un domaine ω convexe, car ΦV ∩ H2(ω) = ΦV , il n’y a pas de singularité. Nous
sommes intéressés par le premier cas. On se limite aux poids de la forme w = rγ , où γ > 0 et l’on
pose : V = V 0

γ , défini par (1.8). V 0
γ peut se définir aussi de la façon suivante :

V 0
γ =

{
u ∈ D′(ω) : u ∈ L2(ω\ωc) et rγ u ∈ L2(ωc)

}
,

où ωc est un voisinage donné du coin rentrant inclus dans ω. On écrira le produit scalaire dans V 0
γ

ainsi :

∀u , v ∈ V 0
γ , ( v , u )0 , γ =

∫

ω
r2γ u v dω (2.68)

Lorsque γ > 1, la condition V 0
γ ⊂ H−1(ω) n’est plus respectée. La valeur limite de γ est donc 1.

Soit X0
E , γ l’espace vectoriel suivant : X0

E , γ =
{
u ∈ H0(rot , ω) : div u ∈ V 0

γ

}
.

Considérons Φγ = {φ ∈ H1
0 (ω) : ∆φ ∈ V 0

γ }. D’après le théorème 2.60, X0
E , γ = X

0 , R
E

⊕Wγ ,
où Wγ = gradΦγ .
Posons XE , γ = {u ∈ H(rot , ω) : divu ∈ V 0

γ , uτ ∈ L2(∂ω) }. On appelera Aγ la forme bilinéaire
suivante :

Aγ : XE , γ ×XE , γ → R

(E , F ) 7→ ( divE , divF )0 , γ + ( rotE , rotF )0.

Aγ restreinte à X0
E , γ×X0

E , γ est coercitive, à condition qu’on obtienne l’équivalence entre la norme

du graphe et la semi-norme dans X0
E , γ . Aγ définit alors le produit scalaire dans X0

E , γ .

2.5.3 Choix du poids

Proposition 2.62 L’injection de V 0
γ dans H−1(ω) est compacte si et seulement si γ < 1.

D’après le théorème 2.59, cette première condition sur γ entrâıne la coercivité de Aγ . Notons que
lorsque γ = 1, X0

E , γ ' H0(rot , ω). Or l’injection de H0(rot , ω) dans L2(ω) n’est pas compacte.

Concernant la condition sur γ pour avoir la densité de ΦR
D dans Φγ , intéressons-nous au résultat

suivant :

Proposition 2.63 Quel que soit γ, les fonctions C∞(ω̄) à trace nulle sur ∂ω sont denses dans
V 2
γ ∩ H1

0 (ω).

Le théorème fondamental suivant nous donne les valeurs de γ telles que Φγ ⊂ V 2
γ :

Théorème 2.64 Pour tout γ tel que : 1 − α < γ ≤ 1, l’opérateur ∆ est un isomorphisme de
V 2
γ ∩ H1

0 (ω) dans V 0
γ . De plus, H2(ω) ∩H1

0 (ω) est dense dans Φγ.

Lorsque γ vérifie l’encadrement du théorème, pour tout u ∈ V 0
γ , il existe donc une unique solution

dans V 2
γ ∩ H1

0 (ω) au problème :

Trouver φ ∈ H1
0 (ω) tel que −∆φ = u dans ω .

D’après la proposition 2.63, on obtient ainsi la densité des fonctions régulières dans Φγ , et par
conséquent, la densité de X0

E , γ ∩ H1(ω) dans X0
E , γ .

Le poids γ doit donc vérifier :
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1− α < γ < 1.

Remarque 2.65 Les expériences numériques confirment le fait que lorsque γ ≤ 1−α, on ne capte
plus les singularités du champ électrique.

Proposition 2.66 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle suivante :
Trouver E0

γ ∈ X0
E , γ tel que :

∀F ∈ X0
E , γ , Aγ (E0

γ , F ) = Lγ(F ) − Aγ ( e , F ), (2.69)

où Lγ est la forme linéaire suivante :

Lγ : X0
E , γ → R

F 7→ ( g , divF )0,γ + ( f , rotF )0.

On remarque que cette formulation variationnelle est similaire à (2.43), au produit scalaire de la
divergence près. Ainsi, la discrétisation de (2.69) et celle de (2.43) seront analogues.

En pratique, la convergence des éléments finis est d’autant meilleure que γ est proche de 1, mais
la norme sur la divergence est moins bonne. On choisira donc γ ' 0.95 dans les tests numériques.

Remarques 2.67 Cette méthode consiste à relaxer la condition sur la divergence, ce qui permet
de contrer les singularités du champ électrique, de type gradϕSD, qui dérivent des singularités
primales du Laplacien. Elle se transpose aisément au problème tridimensionnel. D’après M. Dauge
(communication privée), la méthode à poids peut s’appliquer au problème quasi-magnétostatique.

2.5.4 Cas où il existe plusieurs coins rentrants

Lorsqu’il existe plusieurs coins rentrants, on considère l’espace V 0
γ , où γ est le multi-indice

{ γ1 , ..., γNcr }, tel que :

V 0
γ = {u ∈ L2

loc(ω) : ∀ i ∈ { 1 , ..., Ncr } ,
Ncr∏

i=1

rγi
i u ∈ L2(ω) }. (2.70)

Le produit scalaire associé s’écrit ainsi :

∀u , v ∈ V 0
γ , (u , v )0 , γ =

∫

ω

Ncr∏

i=1

r2γi
i u v dω.

En pratique, chaque γi doit être tel que : 1 − αi < γi < 1.

2.6 Milieux inhomogènes

Les méthodes de résolution que nous avons présenté concernent les milieux homogènes. Que se
passe t-il si ε varie ? Posons :

H(div ε, ω) := {u ∈ L2(ω) : div (εE) ∈ L2(ω)}, et
XE,ε := {u ∈ H(rot , ω) ∩H(div ε, ω) : uτ ∈ L2(∂ω)} .
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Supposons que ε soit constante par morceaux : ω est composé de J sous-domaines ω1, ..., ωJ tels que
ε(x) = εj > 0 dans ωj. Si les interfaces présentent des coins rentrants, le champ électromagnétique
est singulier au voisinage de ces points singuliers. Dans [55], M. Costabel et al. font l’étude de
ces singularités. Notons en particulier que la partie régulière du champ peut être beaucoup moins
régulière que dans le cas homogène, même avec des données très régulières. D’après S. Lohrengel et
S. Nicaise [79], si J < 3, les champs réguliers par morceaux sont denses dans XE,ε. Ce résultat per-
met de généraliser la méthode avec conditions aux limites naturelles et la méthode du complément
singulier à certains milieux composites. Pour la discrétisation, détaillée par F. Assous et al. dans
[11], il faut ajouter des conditions de saut à l’interface du domaine. Les valeurs du champ électrique
sont alors doublées aux noeuds de l’interface.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté cinq méthodes de résolution de (2.1)-(2.3) :

Méthode des potentiels : Calcul indirect du champ électrique, par dérivation des potentiels.
• C. L. naturelles Eφ = −gradφD + rotφN .
• C. L. essentielles Eφ0 = −gradφ0

D + rotφ0
N + e.

Méthode avec C. L. naturelles : Calcul du champ électrique Enat, dans XE.

λ-approche : Calcul du champ électrique, dans X
0 , R
E

⊕ vect(xPi ).

• C. L. essentielles, Eλ = Ẽ0 + eλ +
∑

i λix
P
i .

MCSO : Calcul du champ électrique, dans X
0 , R
E

⊥
⊕ vect(xSi ).

• C. L. essentielles, E⊥ = Ê0 + e +
∑

i cix
S
i .

Méthode à poids : Calcul du champ électrique, dans X0
E , γ .

• C. L. essentielles, Eγ = E0
γ + e dépend du poids γ choisi.

• La méthode des potentiel consiste à dériver le champ électrique à partir des potentiels de la
décomposition de Helmholtz, calculés par les éléments finis de Lagrange continus Pk. Cette méthode
est la plus ancienne. Le champ ainsi approché étant Pk−1 discontinu composante par composante,
cette méthode est moins précise que les trois autres méthodes, pour lesquels on calcule directe-
ment le champ électrique. Cette méthode sert de référence pour vérifier les méthodes directes. La
discrétisation de cette méthode fait l’objet de la section 4.3.
• La méthode avec conditions aux limites naturelles est la plus simple à mettre en oeuvre
et se transpose aisément au problème tridimensionnel, mais elle manque de précision quant à l’ap-
proximation de la condition aux limites de conducteur parfait. La discrétisation de cette méthode
fait l’objet de la section 4.6.
• La λ-approche donne d’excellents résultats numériques, mais elle ne se généralise pas à tous
les problèmes trimensionnels, et ne s’applique pas au cas instationnaire. La discrétisation de cette
méthode fait l’objet de la section 4.8 .
• La MCSO est équivalente à la λ-approche dans le cas quasi-électrostatique, et s’applique au cas
instationnaire. Nous avons montré comment utiliser la λ-approche pour obtenir une approximation
plus précise du complément singulier orthogonal que les approximations proposées dans [9, 63, 68].
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Cette méthode promet des résultats compétitifs en terme de précision dans le cas prismatique. La
discrétisation de cette méthode fait l’objet de la section 4.9.

Pour programmer ces deux méthodes, il faut approcher les singularités du Laplacien, ce qui
complexifie la programmation. La discrétisation de ces calculs est détaillée dans la section 4.4
• La méthode à poids est la méthode qui se rapproche le plus des éléments finis d’arêtes (rappelons
que pour γ = 1, X0

E,γ = H0(rot , ω)). Cette méthode donne d’excellents résultats numériques, mais

dans une norme plus faible que la norme de X0
E
. Notons qu’elle a l’avantage d’être facilement

généralisable au problème tridimensionnel, et qu’elle se programme aisément. La discrétisation de
cette méthode fait l’objet de la section 4.10.
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Chapitre 3

Le problème statique 2D mixte

continu

Lorsqu’on veut résoudre le problème dépendant du temps, on doit conserver la relation ∂tρ + divJ = 0.
Après discrétisation, cette propriété n’est plus exactement vérifiée, notamment lorsque la densité de
charge ρ et le vecteur densité de courant J sont créés par des particules chargées (∂tρh + divJh 6= 0).
Afin d’avoir un meilleur contrôle de la divergence au sens L2

(γ)(Ω) (conservation de la charge), on
ajoute donc comme inconnue au problème un multiplicateur de Lagrange sur la divergence.

Nous rappelons à la section 17.1 de la partie IV les espaces fonctionnels des différentes méthodes
et les formes bilinéaires associées.

3.1 Rappel sur les multiplicateurs de Lagrange

Ca rappel s’applique aussi bien au problème tridimensionnel qu’au problème bidimensionnel.
Dans la perspective de traiter le problème dépendant du temps, nous allons introduire un mul-
tiplicateur de Lagrange sur la divergence de E dans la formulation variationnelle du problème
(2.1)-(2.3).

La condition divE = g est alors additionnellement prise en compte comme une contrainte.
X désignera l’un des espaces étudiés XE, X

0 , R
E

ou X0
E , γ . Q désignera l’espace du multiplicateur

de Lagrange, c’est-à-dire L2(ω) pour les espaces XE et X
0 , R
E

, et L2
γ(ω) pour l’espace X0

E , γ . Ces
espaces sont définis dans la section 1.3.2 et dans le paragraphe 1.4. On considère la formulation
variationnelle mixte suivante :
Trouver (E , p ) ∈ X×Q solution de :

A(E , F ) + B(F , p ) = L(F ) ∀F ∈ X ,
B(E , q ) = G( q ) ∀q ∈ Q ,

(3.1)

où A est la forme bilinéaire coercitive associée à X, L la forme linéaire associée à la formulation
variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X.
B est la forme bilinéaire continue suivante :

B : X×Q → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )Q ,
(3.2)

et G est la forme linéaire telle que :

G : Q → R

q 7→ ( g , q )Q .

85



86 CHAPITRE 3. LE PROBLÈME STATIQUE 2D MIXTE CONTINU

D’après [12] et [28], le problème est bien posé si la condition inf-sup suivante est satisfaite :

Propriété 3.1 Il existe une constante κ > 0 telle que :

inf
q∈Q

sup
F∈X

B(F , q )

||F ||X || q ||Q
≥ κ.

Nous allons montrer que la propriété 3.1 est vérifiée pour les espaces considérés, puis que la formu-
lation mixte est équivalente à la formulation variationnelle, c’est à dire que p = 0 dans l’espace Q.
Notons que ce qui suit se transpose automatiquement au problème tridimensionnel.

3.2 Formulation mixte 2D : CL naturelles

Considérons le problème (3.1) avec X = XE. On a alors : A = AE et L = LE. Comme
divE ∈ L2(ω), on prend Q = L2(ω), et l’on notera BE la forme bilinéaire, et GE la forme linéaire
associées :

BE : XE × L2(ω) → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )0 ;
(3.3)

GE : L2(ω) → R

q 7→ ( g , q )0 .
(3.4)

Proposition 3.2 Il existe une constante κE ≥ 1 telle que :

inf
q∈L2(ω)

sup
F∈XE

BE(F , q )

||F ||XE
|| q ||0

≥ κE.

Démonstration. Soit q ∈ L2(ω). Considérons φ ∈ H1
0 (ω) tel que −∆φ = q, et F = −gradφ (voir

la section 2.2). Alors F ∈ L2(ω) est à rotationnel nul, à divergence dans L2(ω), et vérifie Fτ = 0.
On en déduit que F ∈ XE et que : BE(F , q ) = ||div F||20 = ||F ||2

XE
, et aussi : BE(F , q ) = || q ||20,

d’où : BE(F , q ) = || q ||0 ||F ||XE
.

�

Théorème 3.3 Le problème (2.1)-(2.3) est équivalent à la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E , p ) ∈ XE × L2(ω) tels que :

AE(E , F ) + BE(F , p ) = LE(F ) ∀F ∈ XE,

BE(E , q ) = GE( q ) ∀ q ∈ L2(ω).
(3.5)

Démonstration. D’après 3.2, la condition inf-sup est satisfaite. D’après la section 3.1, le problème
(3.5) est donc bien posé et admet un unique couple (E , p ) ∈ XE × L2(ω) solution.
Pour montrer que (3.5) est équivalente à (2.35), il faut alors prouver que p = 0. Soit F = −gradφ,
où : φ ∈ H1

0 (ω) est solution de −∆φ = p. La première équation de (3.5) devient alors :

( div E , p)0 + ( p , p )0 = ( g , p )0.

D’après la seconde équation de (3.5), ( div E , p )0 = ( g , p )0, puisque p ∈ L2(ω).
D’où : || p ||20 = 0, et p = 0 au sens L2(ω).

�
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3.3 Formulation mixte 2D : MCSO

Considèrons le problème (3.1) avec X = X0
E
. On a alors : A = A0 et L = L0.

Comme divE ∈ L2(ω), on prend Q = L2(ω), et l’on notera B0 la restriction à X0
E
×L2(ω) de BE :

B0 : X0
E
× L2(ω) → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )0 ;
(3.6)

GE définira la contrainte. Décomposons E = Ê0 +

Ncr∑

i=1

cix
S
i . Nous arrivons alors à :

Théorème 3.4 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver ( Ê0 , p ) ∈ X

0 , R
E

× L2(ω) et ( ci )i=1,...,Ncr ∈ R
Ncr tels que :

A0( Ẽ
0 , F ) + B0(F , p ) = L0(F ) − A0( e , F) ∀F ∈ X

0 , R
E

,

π
Ncr∑

i=1

ci β
i , j + B0(x

S
j , p ) = π λj , ∀ j ∈ { 1 , ..., Ncr } .

B0( Ê
0 , q ) +

Ncr∑

i=1

ci B0(x
S
i , q ) = GE( q ) − ( div e , q)0 ∀ q ∈ L2(ω).

(3.7)

Démonstration. X0
E

est un sous espace de XE, donc la condition inf-sup est verifiée automati-
quement, puisque le champ F construit appartient toujours à X0

E
. L’équivalence avec le problème

(2.6)-(2.7) se montre de la même façon que pour le théorème (3.3).
�

Remarque 3.5 Dans [39], P. Ciarlet, Jr. et V. Girault donnent une autre preuve de la condition
inf-sup continue dans X0

E
en construisant un relèvement de la condition aux limites normales,

utilisé pour la preuve de la condition inf-sup discrète.

3.4 Formulation mixte 2D : régularisation à poids

Considèrons le problème (3.1) avec X = X0
E , γ . On a alors : A = Aγ et L = Lγ . Comme

divE ∈ L2
γ(ω), on prend Q = L2

γ(ω). On note Bγ la forme bilinéaire, et Gγ la forme linéaire
associées :

Bγ : X0
E , γ × L2

γ(ω) → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )0 , γ ;
(3.8)

Gγ : L2
γ(ω) → R

q 7→ ( g , q )0 , γ .
(3.9)

Proposition 3.6 Il existe une constante κγ ≥ 1 telle que :

inf
q∈L2

γ(ω)
sup

F∈X0
E , γ

Bγ(F , q )

||F ||
X0

E , γ
|| q ||0

≥ κγ .
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Démonstration. Soit q ∈ L2
γ(ω). Considérons φ ∈ H1

0 (ω) tel que −∆φ = q. Comme L2
γ(ω) ⊂

H−1(ω) (voir la section 2.5), il existe une unique solution φ. Posons F = −gradφ. Alors F ∈ L2(ω)
est à rotationnel nul, à divergence dans L2

γ(ω), et vérifie Fτ = 0. On en déduit que F ∈ X0
E , γ et

que : Bγ(F , q ) = ||div F||0 , γ = ||F ||X0
E , γ

.

�

Théorème 3.7 Le problème (2.6)-(2.7) est équivalent à la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (E0

γ , p ) ∈ X0
E , γ × L2

γ(ω) tels que :

Aγ(E0
γ , F ) + Bγ(F , p ) = Lγ(F ) − Aγ( e , F ) ∀F ∈ X0

E , γ ,

Bγ(E0
γ , q ) = Gγ( q ) − ( div e , q )0 , γ ∀ q ∈ L2

γ(ω) .

(3.10)

Démonstration. D’après 3.6, la condition inf-sup est satisfaite. D’après la section 3.1, le problème
(3.10) est donc bien posé et admet un unique couple (E , p ) ∈ XE , γ × L2

γ(ω) solution.
Montrons que p = 0, et donc que (3.10) est équivalente à (2.69). Prenons F = −gradφ, où :
φ ∈ H1

0 (ω) est la solution de −∆φ = p. La première équation de (3.10) devient alors :

( div E , p)0 , γ + ( p , p )0 , γ = ( g , p )0 , γ .

D’après la seconde équation de (3.10), ( div E , p)0 , γ = (g , p )0 , γ , puisque p ∈ L2
γ(ω). D’où :

|| p ||20 , γ = 0, et on a bien p = 0 au sens L2
γ(ω).

�



Chapitre 4

Le problème statique 2D direct discret

4.1 Discrétisation par les éléments finis de Galerkin continus

Cette section provient du cours de A.-S. Bonnet-Ben Dhia et É. Luneville [24] : “Résolution
numérique des équations aux dérivées partielles”.

4.1.1 L’approximation de Galerkin

Considérons le problème variationnel général suivant :
Trouver w ∈ V tel que :

∀u ∈ V , a (w , u ) = l (u ), (4.1)

où V est un espace de Hilbert sur ω. a est une forme bilinéaire continue et coercitive sur V × V et
l une forme linéaire continue. D’après le théorème de Lax-Milgram, ce problème admet une unique
solution w ∈ V .

Considérons Vh, un sous-espace de V de dimension finie N(h), où h est un paramètre positif tel
que lim

h→0
N(h) = +∞. On introduit le problème variationnel approché suivant :

Trouver wh ∈ Vh tel que :

∀uh ∈ Vh , a (wh , uh ) = l (uh ). (4.2)

Vh est un espace de Hilbert, comme sous-espace fermé de V , on peut donc appliquer le théorème de
Lax-Milgram pour affirmer que le problème approché (4.2) admet une unique solution vh ∈ Vh. On
dit que (4.2) est une approximation interne ou une approximation de Galerkin de (4.1). Le lemme
de Céa 4.1 ci-dessous permet de démontrer la convergence de l’approximation interne (4.2).

Lemme 4.1 Il existe un constante C > 0 indépendante de Vh telle que :

||w − wh ||V ≤ C inf
uh∈Vh

||w − uh ||Vh
. (4.3)

Théorème 4.2 On suppose qu’il existe un sous-espace W de V dense dans V , et pour tout h une
application rh : W → Vh tels que : ∀u ∈ W ,

lim
h→0

||u − rh(u ) ||V = 0. (4.4)

Alors, on a : lim
h→0

||w − wh ||V = 0.
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En général, V est un espace de Sobolev, dans lequel les fonctions régulières sont denses. On choisit
alors pour W un espace de type Cm(ω), m ≥ 0.
On appelle base hilbertienne de V toute suite ( vi )i≥1 d’éléments de V telle que :
- ∀ i , j ≥ 1 tels que i 6= j, ( vi , vj )V = 0 : les vi sont orthogonaux entre eux,
- les espaces vectoriels engendrés par des combinaisons linéaires finies des ( vi )i≥1 sont denses dans
V .

L’approximation de Ritz-Galerkin consiste à prendre Vh = vect( v1 , v2 , ..., vN ), où h =
1

N
, et wh

l’unique solution de (4.2).

Proposition 4.3 Le problème approché (4.2) est équivalent au système linéaire suivant :

A w = L, (4.5)

où la matrice A ∈ R
N×N est telle que : AI , J = a( vJ , vI ) ; L ∈ R

N est le vecteur de composantes :

LI = l( vI ) ; et le vecteur w ∈ R
N est tel que : wh =

N∑

J=1

wJ vJ.

Autrement dit, les wJ sont les composantes de wh dans la base ( v1 , v2 , ..., vN ).
Démonstration. Au lieu de considérer uh ∈ Vh quelconque, il est équivalent de choisir uh = vi
dans la formulation variationnelle (4.2), ce qui conduit aux N équations : ∀ i ∈ { 1 , ..., N },

N∑

j=1

wj a ( vj , vi ) = l ( vi ).

�

4.1.2 Les éléments finis de Lagrange continus d’ordre k

Définition 4.4 On appelle élément fini de Lagrange continu d’ordre k tout triplet (K , Σ , P ) où
K est un ensemble fermé borné non vide de R

2, Σ un ensemble de NK points (MK
I )I =1 ,NK

de K,
et P un espace vectoriel de polynômes contenant P

k(K ) Σ-unisolvant :

∀ ( c1 , c2 , ..., cNK
) ∈ R

NK , ∃ ! p ∈ P | ∀ I ∈ { 1 , ..., NK } , p (MK
I ) = ci.

Il existe donc NK fonctions de base locales telles que :

∀ I , J ∈ { 1 , ..., NK } , vKI (MK
I ) = δIJ, (4.6)

où δIJ est le symbole de Kronecker. Les ( vKI )I =1 ,NK
forment une famille libre et engendrent le

sous-espace vectoriel P .

Remarque 4.5 L’élément K peut prendre n’importe quelle forme (triangle, quadrangle), et les
points (MK

I )I =1 ,NK
ne sont pas nécessairement des sommets.

L’erreur de calcul est liée à l’ordre de l’élément fini k.

On crée alors une partition du domaine d’étude ω en L éléments (Kl )l= 1 ,L, on définit (Σl , Pl )l= 1 ,L,

et l’on numérote l’ensemble total
(

(MKl
I )I = 1 ,NKl

)
l= 1 ,L

des points de façon globale : (Mi )i= 1 ,N.

Deux points numérotés localement MK
I et MK′

I′ lorsque ∂K ∩ ∂K ′ 6= 0, peuvent correspondre au
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même point de numéro global i.
À chaque Mi, on associe une fonction continue vi, dont la restriction à chaque élément K est un
polynôme de degré k, telle que : ∀ j ∈ { 1 , ..., N }, vi(Mj ) = δij . Supposons que le point Mi,

appartenant à l’élément Kl ait la numérotation locale MKl
I . Alors la fonction globale vi associée à

Mi est telle que : vi |Kl
= vKl

I .
On construit ainsi l’espace d’approximation :

Vh =
{
uh ∈ V ∩ C0(ω) | ∀ l ∈ { 1 , ..., L } , uh |Kl

∈ Pl
}
. (4.7)

Cet espace est généré par les fonctions ( vi )i= 1 ,N : vi a pour support l’union des éléments Kl

contenant Mi.
Nous allons ainsi discrétiser les problèmes variationnels posés dans le chapitre 2. Les éléments K
seront des triangles vérifiant certaines propriétés.

4.2 Discrétisation du domaine d’étude

On construit un maillage du domaine ω constitué de L triangles {Tl , l = 1 , ..., L }, d’intérieurs
non vides, tels que ∪lTl = ω, et vérifiant :

∀ l , l′ ∈ { 1 , ..., L }Tl ∩ Tl′ =





soit ∅,

soit un sommet commun,

soit une arête commune.

Ces propriétés définissent un maillage conforme. On note h = max
l
hl, où hl est le rayon du cercle

Maillage non conforme Maillage conforme

Fig. 4.1 – Allure du maillage.

circonscrit au triangle Tl.
Nω désignera le nombre de points de discrétisation intérieurs à ω, N∂ω, le nombre de points de
discrétisation sur le bord ∂ω, et N = Nω + N∂ω le nombre total de points.

Ainsi, on ordonne les points de discrétisation (Mi )i=1 ,N de la façon suivante :
- ∀ i ∈ Iω, Mi ∈ ω, et
- ∀ i ∈ I∂ω, Mi ∈ ∂ω,
où on a défini les ensembles d’indices suivants :

Iω = { 1 , ..., Nω } , I∂ω = {Nω + 1 , ..., Nω + N∂ω } et I = Iω ∪ I∂ω.

C0(ω) et les éléments finis de Lagrange sont denses [33] dans H 1(ω). On considère :

Vk =
{
vh ∈ C0(ω) | ∀ l ∈ { 1 , ..., L }uh |Tl

∈ Pk

}
, (4.8)

où Pk est l’ensemble des fonctions continues, polynômiale, de degré au plus k.
- Si k = 1, uh ∈ V1 est une fonction continue, affine par triangle. Les points de discrétisation
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du maillage sont les sommets des triangles. Il y a donc trois degrés de liberté par triangle. uh est
complètement définie par ses valeurs aux sommets des triangles Tl.
- Si k = 2, uh ∈ V2 est une fonction continue, quadratique par triangle. Les points de discrétisation
du maillage sont les sommets des triangles et les milieux des arêtes des triangles. Il y a donc six
degrés de liberté par triangle. uh est complètement définie par ses valeurs aux sommets de la
triangulation, et aux milieux des arêtes.
Vk est un sous-espace de dimension finie de H1(ω). Il est engendré par les fonctions ( vi )i= 1 ,N

décrites dans la section 4.1 : Vk = vect( v1 , ..., vN ). Pour tout i, vi a pour support les triangles Tl
contenant Mi.

Enfin, les Sq, q ∈ { 1 , ..., N∂ω } désigneront les arêtes du bord (segments constitués par la jonc-
tion de deux points consécutifs de la discrétisation de ∂ω). On introduit l’opérateur d’interpolation
Πk tel que :

Πk : H1(ω) ∩ C0(ω) → Vk

u 7→
N∑

I =1

u(Mi ) vi.

On notera par la suite : u = (u(M1 ) , u(M2 ) , ..., u(MN ) )T .

Soit πk l’opérateur d’interpolation au bord :

πk : H1/2(∂ω) ∩ C0(∂ω) → Vk

u 7→
∑

i∈ I∂ω

u(Mi ) vi.

Dans la suite de cette partie, nous ne traitons que la discrétisation du problème quasi-électrostatique.
Pour le problème quasi-magnétostatique, tout se passe de façon similaire, en remplaçant τ par ν

pour les conditions aux limites.

4.3 Décomposition de Helmholtz : discrétisation

4.3.1 Le Laplacien avec CL de Dirichlet

Nous allons discrétiser (2.13), qui donne une solution faible de (2.9). Il s’agit d’un problème de
Dirichlet homogène, nous allons donc introduire V0

k le sous-espace de H1
0 (ω), de dimension Nω :

V0
k : = Vk ∩ H1

0 (ω) = {uh ∈ Vk : uh |∂ω = 0 }. (4.9)

Les ( vi )i∈ Iω forment une base de V0
k. Soit Π0

k, l’opérateur d’interpolation associé à cet espace :

Π0
k : H1

0 (ω) ∩ C0(ω) → V0
k

u 7→
∑

i∈Iω

u(Mi ) vi.

Soit φD , h ∈ V0
k l’approximation de φD, telle que : φD , h =

∑

j∈Iω

φD , h(Mj) vj .

La formulation variationnelle (2.13) discrétisée dans V0
k s’écrit :

Trouver φD ,h ∈ V0
k tel que :

∀ i ∈ Iω , aD(φD ,h , vi ) = lD ( vi ), (4.10)
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où : φD , h =
∑

j ∈ Iω

φD ,h(Mj ) vj .

Ce problème linéaire est de dimension R
Nω . Il est résolu en pratique dans R

N : on procède par
pseudo-élimination des degrés de liberté liés au bord ∂ω, en modifiant le système linéaire (4.10) de
la façon suivante :
Trouver φD ,h ∈ Vk tel que :

∀ i ∈ Iω , aD(φD ,h , vi ) = lD ( vi ),

∀ i ∈ I∂ω , φD ,h(Mi) = 0.

Nous allons exprimer ce problème linéaire sous forme matricielle.
Le second membre peut être calculé de deux façons :
- Si la fonction d’interpolation gh : = Π0

k ( g ) existe, on calcule le second membre par un produit
matrice-vecteur. En pratique, on utilise une interpolation de ce type (notamment lors de couplages
avec des particules [63]).
- Sinon, on construit directement le vecteur G ∈ R

N, de composantes :

Gi = lD (vi) = ( g , vi )0 si i ∈ Iω,

= 0 si i ∈ I∂ω

Pour un exemple d’approche générale, voir les exemples numériques du paragraphe 6.2.3.
Supposons que gh existe. On écrit alors l’équation (4.10) sous la forme :
Trouver φD ,h ∈ V0

k tel que :

∀ i ∈ Iω ,
∑

j ∈ Iω

φD ,h(Mj ) aD( vj , vi ) = ( gh , vj )0 =
∑

j ∈ I∂ω

g(Mj ) ( vj , vi )0, (4.11)

avec : aD( vj , vi ) = (grad vj , grad vi )0 = ( ∂1vj , ∂1vi )0 + ( ∂2vj , ∂2vi )0.

Considérons KD ∈ R
N×N, appelée matrice de raideur interne (ou matrice de rigidité interne),

la matrice d’éléments :

K
i , j
D = aD( vj , vi ) si i et j ∈ Iω,

= δij si i ou j ∈ I∂ω. (4.12)

∀ i , j, K
i , j
D = K

j , i
D : KD est symétrique. KD est formée de 2 sous-blocs :

KD =




Kω 0

0 I∂ω


 ,

où Kω ∈ R
Nω×Nω est telle que : ∀ i , j ∈ Iω, K

i , j
ω = K

i , j
D ; et I∂ω ∈ R

N∂ω×N∂ω est la matrice
identité.
On remarque de plus que pour i , j ∈ Iω, si Mi et Mj n’appartiennent pas à un même triangle,

l’élément K
i , j
D nul. La matrice KD est donc creuse. Lorsque Mi et Mj appartiennent à un même

triangle, on a :

K
i , j
D =

∫

ω
( ∂1vj ∂1vi + ∂2vj ∂2vi ) dω =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl

∫

Tl

( ∂1vj ∂1vi + ∂2vj ∂2vi ) dω.
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Considérons la matrice MD ∈ R
N×N appelée matrice de masse interne, la matrice d’éléments :

M
i , j
D = ( vj , vi )0 si i ∈ Iω , ∀ j ,

= 0 si i ∈ I∂ω , ∀ j . (4.13)

MD est formée de deux sous-blocs :

MD =




Mω Mω,∂ω

0 0


 ,

où Mω ∈ R
Nω×Nω , et Mω,∂ω ∈ R

Nω×N∂ω . On remarque que le sous-bloc Mω est symétrique. De

même que pour KD, lorsque Mi et Mj n’appartiennent pas à un même triangle, l’élément M
i , j
D est

nul : MD est une matrice creuse. Comme précédemment, ∀ i ∈ Iω , ∀ j ∈ I,

M
i , j
D =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl

∫

Tl

vj vi dω.

Supposons que Πkg existe. Soit g ∈ R
N tel que : g = ( g (M1 ) , . . . , g (MN ) )T .

Posons φ
D
∈ R

N tel que φ
D

= (φD , h(M1 ) , ..., φD ,h(MNω ) , 0 , ..., 0 )T .
On peut alors écrire le problème (4.11) sous la forme matricielle suivante :

KD φD = MD g . (4.14)

4.3.2 Le Laplacien avec CL de Neumann

φN est défini à une constante près, ou à moyenne nulle (voir la section 2.2). Pour résoudre le
problème numérique, nous devons imposer la valeur de cette constante. On choisit alors d’imposer
φN (MN ) = 0. On construit alors le sous-espace de H1(ω), de dimension N− 1 :

VN
k = {uh ∈ Vk : uh(MN) = 0 }.

Les ( vi )i=1 ,N−1 forment une base de VN
k . Soit ΠN

k , l’opérateur d’interpolation associé à cet espace :

ΠN
k : H1

0 (ω) ∩ C0(ω) → VN
k

u 7→
∑

i∈Iω

u(Mi ) vi.

Soit φN ,h ∈ VN
k l’approximation de φN , telle que : φN ,h =

N−1∑

j=1

φN ,h(Mj) vj .

On note φ
N

= (φN ,h(M1) , ..., φN ,h (MN−1 ) , 0 )T .

La formulation variationnelle (2.14) discrétisée s’écrit cette fois :
Trouver φN , h ∈ VN

k tel que :

∀ i ∈ I\{N } , aN (φN ,h , vi ) = ( f , vi )0 + ( e , vi )0,∂ω
φN ,h (MN ) = 0.

(4.15)
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Ce problème linéaire est de dimension R
N−1. Il est résolu en pratique dans R

N : on procède par
pseudo-élimination du degré de liberté liés en MN. Nous allons exprimer ce problème linéaire sous
forme matricielle.
De même que pour la discrétisation du problème de Dirichlet, le second membre peut être calculé
de deux façons :
- Si les fonctions d’interpolation fh : = ΠN

k ( f ) et eh = πN
k ( e ) existent, on calcule le second

membre par un produit matrice-vecteur.
- Sinon, on construit directement le vecteur F ∈ R

N, de composantes :

Fi = lN ( vi ) = ( f , vi )0 si i ∈ I\{N } ,
= 0 si i = N ,

et le vecteur E ∈ R
N, de composantes :

Ei = ( e , vi )0 si i ∈ I∂ω\{N } ,
= 0 si i ∈ Iω ∪ {N } ,

Supposons que fh et eh existent. On écrit alors l’équation (4.15) sous la forme :
Trouver φN , h ∈ VN

k tel que : ∀ i ∈ I\{N },
∑

j ∈ I\{N }

φN ,h (Mj ) aN ( vj , vi ) = ( fh , vj )0 + ( eh , vj )0,∂ω ,

=
∑

j ∈ I\{N }

fh (Mj ) ( vj , vi )0

+
∑

j ∈ I∂ω\{N }

eh (Mj ) ( vj , vi )0,∂ω,

(4.16)

avec : aN ( vj , vi ) = (grad vj , grad vi )0 = ( ∂1vj , ∂1vi )0 + ( ∂2vj , ∂2vi )0.
Considérons KN ∈ R

N×N appelée matrice de raideur interne la matrice d’éléments :

K
i , j
N = aN ( vj , vi ) si i et j ∈ { 1 , . . . , N− 1 }, (4.17)

= δij si i ou j = N.

Considérons MN ∈ R
N×N, appelée matrice de masse interne la matrice d’éléments :

M
i , j
N = ( vj , vi )0 si i ∈ { 1 , ..., N− 1 } et j ∈ { 1 , ..., N }, (4.18)

= 0 si j = N.

Enfin, considérons BN ∈ R
N×N, appelée matrice de masse frontière la matrice d’éléments :

B
i , j
N = ( vj , vi )0 , ∂ω si i et j ∈ I∂ω\{N} ,

= 0 si i ou j ∈ Iω ∪ {N } . (4.19)

Soit f ∈ R
N tel que : f = ( f(M1) , . . . , f(MN) )T .

Soit e ∈ R
N tel que : e = ( 0 , . . . , 0 , e (MNω+1 ) , . . . , e (MN ) )T .

Posons φ
N
∈ R

N tel que φ
N

= (φN ,h(M1 ) , ..., φN ,h(MN−1 ) , 0 )T .
On peut alors écrire le problème (4.11) sous la forme matricielle suivante :

KN φN = MN f + BN e . (4.20)
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4.3.3 Dérivation du champ électrique

Une fois que l’on a évalué φD ,h et φN , h, il faut calculer Eh, l’approximation de E, composante
par composante. Pour cela, il faut calculer gradφD ,h et rotφN ,h. φD ,h et φN ,h sont Pk-continus,
donc par dérivation, Eh ∈ (Pk−1)

2-discontinu. Par exemple, si on a utilisé les éléments finis P1 pour
le calcul des potentiels, ceux-ci sont continus, affines par triangles. Ainsi, le champ Eh dérivé des
potentiels sera discontinu, constant par triangle. On a :

Eh = −gradφD , h + rotφN ,h , avec :
• φD ,h, approximation de φD, solution de (4.14) ,
• φN ,h, approximation de φN , solution de (4.20) .

(4.21)

Pour avoir une représentation continue de Eh par les éléments finis de Lagrange Pk, on procède
à une projection Pk−1-Pk [6, 63], c’est-à-dire qu’au lieu de calculer directement les dérivées des
potentiels, on résout :

(Eh , vi eα )0 = −(gradφD , h , vi eα )0 + ( rotφN ,h , vi eα )0 , ∀i ∈ I , ∀α ∈ {1 , 2} . (4.22)

Soient GD et RN ∈ (R2×1)N×N les matrices telle que : ∀i , j ∈ I,

G
i , j
D =

(
( vi , ∂1vj )0
( vi , ∂2vj )0

)
, et R

i , j
N =

(
( vi , ∂2vj )0

−( vi , ∂1vj )0

)
.

Soit E la représentation de Eh suivante : E = (Eh,1(M1) , Eh,2(M1) , ..., Eh,1(MN) , Eh,2(MN) )T

(voir la section 4.6). On a alors :

E = −GD φD + RN φN . (4.23)

4.4 Calcul des singularités du Laplacien

X0
E
∩ H1(ω) n’est pas dense dans X0

E
. Pour approcher le champ électrique E = E0 + e, où

E0 est solution de (2.6)-(2.7), dans X0
E

par les éléments finis de Lagrange continus, on doit donc
décomposer E0 en une partie H1-régulière, et une partie singulière, appelée complément singulier.
Deux méthodes sont possibles :
• La λ-approche, pour laquelle l’approximation du champ électrique s’écrit :

Eh = Ẽh +

Ncr∑

l=1

λlh xPl .

La discrétisation du champ électrique se déroule en deux temps :
- Calculs des λlh, qui sont les approximations des λl.

- Calcul de Ẽh, l’approximation de Ẽ dans X
0 , R
E , k avec relèvement de la condition tangentielle

sur ∂ω, décrit dans la section 4.8.
En sommant les contributions λlh xPl , on obtient la partie singulière du champ électrique.
• La MCSO, pour laquelle l’approximation du champ électrique s’écrit :

Eh = Êh +

Ncr∑

l=1

clh xSl où : xSl = x̃l +

Ncr∑

m=1

βl,m xPl .
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La discrétisation du champ électrique se déroule en trois temps :
- Calcul des βk,l et les λl, afin de déterminer les clh.

- Calcul de Êh, l’approximation de Ê dans X
0 , R
E , k avec relèvement de la condition aux limites

tangentielle sur ∂ω, et calcul des clh décrit dans la section 4.9.
- Calcul des x̃l,h, les parties régulières des xSl . Deux méthodes sont possibles : la méthode des

potentiels, ou la λ-approche.
En sommant les contributions clh x̃l,h et Êh, on obtient la partie régulière du champ électrique. La
partie singulière est obtenue en ajoutant les contributions λlh xPl , l ∈ { 1 , . . . , Ncr }.

Pour les deux méthodes, il faut d’abord approcher les fonctions s̃N , l et s̃D , l en chaque point
du maillage.

4.4.1 Singularités duales : CL de Dirichlet

On rappelle que sD , l = s̃D , l + sPD , l, avec s̃D , l ∈ H1(ω) et sPD , l = r−αl
l sin(αlθl). s̃D , l satisfait

un problème de Dirichlet non-homogène (2.20). On a : s̃D , l | ∂ω = −sPD , l |∂ω. On rappelle que

sPD , l |∂ω = 0 sur les arêtes du coin rentrant A0
l et AΘ

l , et que sPD , l |∂ω(MNcl
) = 0, où MNcl

est le

lième coin rentrant.
On peut donc se contenter de calculer s̃D , l aux points intérieurs à ω : les (Mi )i∈ Iω , et procéder

à une pseudo-élimination des degrés de liberté du bord.
Décomposons s̃D , l ∈ H1(ω) de la façon suivante : s̃D , l = s0D , l + s∗D , l, où s∗D , l est un relèvement

suffisamment régulier de (1− ηl(rl)) s̃D , l | ∂ω = −(1− ηl(rl)) sPD |∂ω [42], et s0D , l ∈ H1
0 (ω) satisfait :

∆s0D , l = −∆s∗D , l dans ω, (4.24)

Ce problème est similaire à (2.9), et on peut l’écrire sous la formulation variationnelle suivante :
Trouver s0D , l ∈ H1

0 (ω) tel que ∀u ∈ H1
0 (ω),

aD( s0D , l , u ) = −aD( s∗D , l , u ) dans ω, (4.25)

On en déduit que s̃D , l est solution du problème :
Trouver s̃D , l ∈ H1(ω) tel que ∀u ∈ H1

0 (ω),

aD( s̃D , l , u ) = 0 dans ω, (4.26)

avec s̃D , l | ∂ω = −sPD , l |∂ω. La formulation discrète de ce problème est la suivante :

Trouver s̃D , l , h ∈ Vk tel que :

∀ i ∈ Iω ,
∑

j ∈ Iω

s̃D , l , h(Mj ) aD( vj , vi ) =
∑

j ∈ I∂ω

sPD , l(Mj ) aD( vj , vi ),

∀ j ∈ I∂ω\Ncl , s̃D , l , h(Mj ) = −sPD , l(Mj )

s̃D , l , h(MNcl
) = 0 .

(4.27)

Soit s̃D , l , h =
∑

j ∈ Iω

s̃D , l , h(Mj ) vj −
∑

j ∈ I∂ω\Ncl

sPD , l | ∂ω(Mj ) vj , l’approximation de s̃D , l dans

Vk ainsi construite. On considère sD , l ∈ R
N le vecteur associé :

sD , l = ( s̃D , l , h(M1 ) , ..., s̃D , l , h(MN ) )T ,

= ( s̃D , l , h(M1 ) , ..., s̃D , l , h(MNω ) , −sPD , l(MNω+1 ) , ..., −sPD , l(MN ) )T .
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Soit K
P
D la matrice telle que :

K
P
D =

(
0 Kω , ∂ω

0 −I∂ω

)
,

où I∂ω est la matrice identité de R
N∂ω×N∂ω ; et Kω , ∂ω ∈ R

Nω×N∂ω est telle que :

K
i , j
ω , ∂ω = aD( vj , vi ) si i ∈ Iω , et j ∈ I∂ω .

Soit sPD , l ∈ R
N le vecteur tel que :

sPD , l =

{
0 si i ∈ Iω ou i = Ncl, ,
rl(Mi)

−αl sin(αl θl(Mi) ) si i ∈ I∂ω\Ncl .

Les équations (4.27) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

KD sD , l = K
P
D sPD , l . (4.28)

4.4.2 Singularités duales : CL de Neumann

On rappelle que sN , l = s̃N , l + sPN , l, avec s̃N , l ∈ H1(ω) et sPN , l = r−αl
l cos(αlθl). s̃N satisfait le

problème de Neumann non-homogène (2.21). Son calcul est similaire au calcul de φN , décrit dans
le paragraphe 4.3.2.

Soit s̃N , l , h =
∑

j ∈ I

s̃N , l , h(Mj) vj , l’approximation de s̃N , l dans Vk.

Posons sN , l = ( s̃N , l , h(M1 ) , ..., s̃N , l , h(MN ) )T ∈ R
N.

sN , l est donc connu à une constante près. Comme sN , l ∈ SN ⊂ L2
0(ω), s̃N , l , h est choisi tel que :∫

ω
(s̃N , l , h + sPN ) dω = 0.

Soit bN , l ∈ R
N le vecteur tel que :

bN , l =





0 si i ∈ Iω ,

−
∑

Sq |Mi∈Sq

∫

Sq

∂νs
P
N , l vi dσ si i ∈ I∂ω ,

où les intégrales seront calculées par un schéma d’intégration numérique (voir le paragraphe 15.2.1).
Rappelons que si Sq ∈ A0 ,Θ

l , alors ∂νs
P
N , l |Sq

= 0.
Il s’agit alors de résoudre le problème matriciel :

KN sN , l = bN . (4.29)

Posons sh =
∑

i∈ I

( sN , l )i vi, avec ( sN , l )N = ( bN )N, car KN est telle que K
i,N
N = δi,N et K

N,j
N = δN,j.

On a alors : s̃N , l , h = sh −
1

|ω |

(∫

ω
( sh + sPN , l ) dω

)
.

Pour l’intégration numérique de sPN , l, on décompose ω en ωRl
= B(MNcl

, Rl), où MNcl
désigne le
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coin rentrant d’indice l, et son complémentaire dans ω. Soit Rl > 0 le rayon maximal que ωRl

puisse avoir. On écrit

∫

ω
=

∫

ωRl

+

∫

ω\ωRl

, ce qui donne ici :

∫

ω
sPN , l dω =

2R2−αl
l

αl (2 − αl )
+

∫

ω\ωRl

sPN , l dω.

L’intégrale sur ω\ωR est approchée par un schéma d’intégration numérique (voir le paragraphe
15.2.1).

4.4.3 Coefficients des singularités duales

Pour évaluer les β l , lD ,N , on utilise la méthode de P. Ciarlet, Jr. et J. He, décrite dans [41] pour
optimiser la précision de calcul. Cette méthode repose sur l’intégration explicite sur une portion
de disque de la partie analytique de la singularité duale. Il s’agit de procéder à la décomposition
suivante :

βl , lD , h = ( || s̃D , l , h ||20 + 2 ( s̃D , l , h , s
P
D , l )0 + || sPD , l ||20 )/π.

On décompose de nouveau ω en ωRl
= B(MNcl

, Rl), (voir le paragraphe 4.4.2). On a alors :

|| sPD , l ||20 =

∫

ωRl

( sPD , l )
2 dω +

∫

ω\ωRl

( sPD , l )
2 dω .

On sait calculer analytiquement la première partie de cette intégrale :
∫

ωRl

( sPD , l )
2 dω =

∫ R

0
r−2αl
l rl dr

∫ π/αl

0
sin2(αlθl ) dθ =

π

2αl

R2− 2αl
l

(2 − 2αl)
.

sPD , l est plus régulier dans ω\ωRl
, on utilise alors la formule d’intégration numérique (voir le para-

graphe 15.2.1) pour la seconde partie de l’intégrale, ainsi que pour les termes dépendant de s̃D , l , h.

On procède de la même façon pour le calcul de β l , lN . La partie analytique est similaire (remplacer

sin par cos). Quant au calcul des β l ,mD ,N , l 6= m, on procède à un schéma d’intégration numérique à
sep points (paragraphe 15.2.1).

4.4.4 Coefficients des singularités primales

D’après les calculs sur la simplification du calcul de λ, il y a deux façon d’approcher λ l. Soit
λlh, l’approximation de λl. Les deux calculs suivants donnent les mêmes résultats numériques :

λlh =
1

π

(∫

ω
( s̃D , l , h + Πk ( sPD , l ) )Πk ( g ) dω +

∫

ω
( s̃N , l , h + Πk ( sPN , l ) )Πk ( f ) dω

+

∫

∂ω
( s̃N , l , h + πk ( sPN , l ) )πk ( e ) dσ

)
,

ou bien :

λlh =
1

π

(∫

ω
( s̃D , l , h + Πk ( sPD , l ) ) (Πk( g ) − Πk( div e ) ) dω

+

∫

ω
( s̃N , l , h + Πk ( sPN , l ) ) (Πk( f ) − Πk( rot e ) ) dω

)
.

Cette approximation sera calculée par un schéma d’intégration numérique à sept points (paragraphe
15.2.1).
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4.5 Calcul des singularités électromagnétiques

Pour calculer les xSl , on peut dériver les fonctions singulières primales ϕD , l et ϕN , l. Nous
indiquons dans cette section comment approcher les parties régulières de ces fonctions. Le calcul
est similaire à celui des singularités primales.

4.5.1 Singularités primales : CL de Dirichlet

La partie régulière de la lième fonction singulière primale ϕ̃D , l satisfait l’équation (2.26), et son
calcul s’apparente cette fois à celui de s̃D , l. La formulation variationnelle de (2.26), discrétisée dans
V0

k s’écrit : Trouver ϕ̃lD , h ∈ V0
k tel que :

∀ i ∈ Iω ,

∫

ω
grad ϕ̃lD , h .grad vi dω =

∫

ω
slD , h vi dω ,

∀ i ∈ I∂ω , ϕ̃lD , h (Mi ) = −βl ,mD , h ϕ
P
D ,m (Mi ) .

(4.30)

Soit ϕ̃
D , l

∈ R
N, tel que :

ϕ̃
D,l

= ( ϕ̃D , l , h(M1 ), ..., ϕ̃D , l , h(MNω ) , −
Ncr∑

l=1

βl ,mD , h ϕ
P
D ,m(MNω +1 ), ...,−

Ncr∑

l=1

βl ,mD , h ϕ
P
D ,m(MN ) )T .

On considère dD , l ∈ R
N le vecteur tel que :

dD , l =





∑

Tl |Mi∈Tl

∫

Tl

sD , l , h vi dω si i ∈ Iω ,

0 si i ∈ I∂ω .

Posons ϕP
D , l

le vecteur tel que :

ϕP
D , l

=





0 si i ∈ Iω ,

−
Ncr∑

l=1

βl ,mD ,h r
αm
m (Mi ) sin(αm θm (Mi ) ) si i ∈ I∂ω .

Il s’agit alors de résoudre le système matriciel :

KD ϕ̃D , l
= dD , l + K

P
Dϕ

P
D , l

. (4.31)

4.5.2 Singularités primales : CL de Neumann

La partie régulière de la lième fonction singulière primale ϕ̃N , l satisfait l’équation (2.27), et
son calcul s’apparente à celui de s̃N , l. La formulation variationnelle de (2.27), discrétisée dans Vk

s’écrit : Trouver ϕ̃N , l , h ∈ Vk tel que : ∀i ∈ {1, ...,N − 1},
∫

ω
grad ϕ̃N , l , h .grad vi dω =

∫

ω
sN , l , h vi dω +

Ncr∑

l=1

βl ,mN , h

∫

∂ω
∂νϕ

P
N ,m vi dσ. (4.32)
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Posons ϕ̃
N , l

= ( ϕ̃N , l , h(M1 ) , ..., ϕ̃N , l , h(MN− 1 ) , 0 )T . Le premier membre de (4.32) correspond

alors aux lignes du produit KN ϕ̃N , l
. Soit dl ∈ R

N le vecteur tel que :

dN , l =





∑

Tl |Mi∈Tl

∫

Tl

sN , l , h vi dω si i ∈ Iω ,

∑

Tl |Mi∈Tl

∫

Tl

sN , l , h vi dω +
∑

Sq |Mi∈Sq

Ncr∑

l=1

βl ,mN ,h

∫

Sq

∂νϕ
P
N ,m vi dσ si i ∈ I∂ω .

Les intégrales sont calculées par des schémas d’intégration numérique. Il s’agit alors de résoudre le
système matriciel :

KN ϕ̃N , l
= dN , l . (4.33)

4.6 Méthode avec CL naturelles : discrétisation

XE ∩ H1(ω) est dense dans XE [40, 51]. On définit alors une discrétisation de XE ∩ H1(ω) afin
de résoudre les problèmes posés dans la section 2.3 à l’aide des éléments finis continus de Lagrange
Pk. Une bonne définition de cet espace discrétisé est, a priori, l’espace Xk :

Xk = {vh ∈ C0(ω)2 |vh |Tl
∈ Pk(Tl)

2 , ∀ l ∈ { 1 , . . . , L } }. (4.34)

Par construction, Xk ⊂ H1(Ω). Lorsque k = 1, les fonctions vh de Xk sont telles que : vh |Tl
=

a|Tl
+ b|Tl

(x), où a|Tl
∈ R

2 ; et b|Tl
(x) est une application linéaire de R

2 dans R
2. On choisit

alors comme espace d’approximation de XE ∩ H1(ω) l’espace : Xk = (Vk )2, pour lequel deux
approches sont possibles :
• D’une part, on peut considérer Xk comme un espace de dimension finie 2N sur R.
Soit ( e1 , e2 )T une base orthonormale directe de R

2. Les ( vi eα )i∈{ 1 ,...,N } , α∈{ 1 , 2 } forment une
base de Xk, ce qui va nous permettre de discrétiser la formulation variationnelle (2.35). On cherche
Eh, l’approximation de E sous la forme :

Eh =
∑

j ∈ I

2∑

β=1

Eh , β(Mj ) vj eβ .

• D’autre part, on peut considérer Xk comme un espace de dimension finie N sur R
2, ce qui consiste

à chercher les N valeurs physiques de Eh aux points de la discrétisation, c’est-à-dire :

Eh =
∑

j ∈ I

Eh(Mj ) vj ,

avec Eh(Mj) ∈ R
2. Bien sûr, on a : Eh (Mj ) = Eh,1(Mj ) e1 + Eh,2(Mj ) e2 pour tout j, et les

deux choix d’approximation cöıncident.

En pratique, on utilise la première représentation, qui consiste à considérer des inconnues sca-
laires. Nous allons la détailler dans ce qui suit.
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La formulation variationnelle (2.35) discrétisée dans Xk s’écrit :
Trouver Eh ∈ Xk tel que :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 } , AE (Eh , vi eα ) = LE ( vi eα ). (4.35)

En décomposant Eh selon la base canonique de Xk dans (4.35), on obtient :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 } ,
∑

j ∈ I

2∑

β=1

Eh , β(Mj )AE( vj eβ , vi eα ) = LE( vi eα ).

Soit AE ∈ (R2×2)N×N la matrice ainsi construite, définie par les sous-blocs 2 × 2 A
i , j
E

∈ R
2×2 tels

que :

A
i , j
E

=



AE( vi e1 , vi e1 ) AE( vi e2 , vi e1 )

AE( vi e1 , vi e2 ) AE( vi e2 , vi e2 )


 .

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R
2 suivants : Eh(Mj ) =

(
Eh,1(Mj )
Eh,2(Mj )

)
.

Par soucis de consistance, on appelle L ∈ ( R
2 )N le vecteur composé des valeurs LE(vi eα), i ∈ I,

α ∈ {1 , 2}, formé de N vecteurs de R
2 :

L = (LE( v1 e1 ) , LE( v1 e2 ) , ..., LE( vN e1 ) , LE( vN e2 ) )T .

Selon la même idée, posons E = (Eh,1(M1 ) , Eh,2(M1 ) , ..., Eh,1(MN ) , Eh,2(MN ) )T ∈ ( R
2 )N. Si

on regroupe explicitement les composantes deux à deux, on a aussi : E =




Eh(M1 )
...

Eh(MN )


.

Le problème (4.35) s’écrit alors : AE E = L.

Remarque 4.6 Dans les sections 4.8, 4.9 et 4.10, on utilisera une autre base de décomposition de
Xk car il faudra alors éliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons étudier le calcul des composantes de AE et L. Décomposons AE en 3 matrices :
AE = Div + Rot + B telles que : ∀ i , j ∈ I,

Divi , j =




( div vj e1 , div vi e1 )0 ( div vj e2 , div vi e1 )0

( div vj e1 , div vi e2 )0 ( div vj e2 , div vi e2 )0


 =




( ∂1vj , ∂1vi )0 ( ∂2vj , ∂1vi )0

( ∂1vj , ∂2vi )0 ( ∂2vj , ∂2vi )0


 ,

Roti , j =




( rot vj e1 , rot vi e1 )0 ( rot vj e2 , rot vi e1 )0

( rot vj e1 , rot vi e2 )0 ( rot vj e2 , rot vi e2 )0


 =




( ∂2vj , ∂2vi )0 −( ∂1vj , ∂2vi )0

−( ∂2vj , ∂1vi )0 ( ∂1vj , ∂1vi )0


 ,

et enfin, avec τ =

(
τ1
τ2

)
, le vecteur tangentiel à ∂ω :

B
i , j =




∫

∂ω
vj vi τ

2
1 dσ

∫

∂ω
vj vi τ1 τ2 dσ

∫

∂ω
vj vi τ1 τ2 dσ

∫

∂ω
vj vi τ

2
2 dσ


 , ∀ i , j ∈ I∂ω,

= 0 sinon .
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Notons que : B
i , j = B

j , i. B est donc symétrique par blocs 2× 2.

4.6.1 Matrice de raideur interne

On constate que :

( Rot + Div )i , j =

(
ci , j c′i , j

−c′i , j ci , j

)
,

où : ci , j = ( ∂1vj , ∂1vi )0 + ( ∂2vj , ∂2vi )0, et c′i , j = ( ∂2vj , ∂1vi )0 − ( ∂1vj , ∂2vi )0.
On en déduit que : ∀ i ∈ I, c′i , i = 0.

Proposition 4.7 c′i , j s’écrit comme une intégrale sur ∂ω :

c′i , j =< grad vi . τ , vj >H−1/2(∂ω),H1/2(∂ω) . (4.36)

D’où : c′i , j = 0 dès lors que Mi ou Mj n’est pas sur ∂ω.

Démonstration. On a en effet :

∫

ω
( ∂1vi ∂2vj − ∂2vi ∂1vj ) dω =

∫

ω
grad vi . rot vj dω .

Or, d’après la formule d’intégration par parties (1.15) :

∫

ω
u . rot v dω =

∫

ω
rotu v dω+ < u . τ , v >H−1/2(∂ω) ,H1/2(∂ω) .

Supposons que u = gradw avec w ∈ H1(ω), alors rotu = 0, et on a :

∫

ω
gradw . rot v dω =< gradw . τ , v >H−1/2(∂ω) ,H1/2(∂ω) .

D’où le résultat.

�

On en déduit immédiatement c′i,j = 0 si Mi ou Mj n’est pas sur le bord. Ainsi, en regroupant
les matrices Rot et Div, on peut limiter le calcul des c′i,j aux i , j ∈ I∂ω. D’autre part, lorsque i 6= j,
ci , j et c′i , j sont non nuls seulement si les supports de vi et vj se recouvrent, c’est-à-dire si Mi et
Mj appartiennent à un même triangle. D’où : ∀ i , j ∈ I,

ci , j =
∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl

∫

Tl

( ∂1vi ∂1vj + ∂2vi ∂2vj ) dω,

et pour i , j ∈ I∂ω :

c′i , j =
∑

Sq |Mi ,Mj∈Sq

∫

Sq

( ∂1vi ∂2vj − ∂2vi ∂1vj ) dσ.
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4.6.2 Matrice de masse du bord

Le bloc B
i , j est non nul seulement si Mi et Mj sont les extrémités d’une même arête du bord

∂ω. On a donc : ∀ i ou j 6∈ I∂ω, B
i , j = 0 et : ∀ i , j ∈ I∂ω,

B
i , j =

∑

Sq |Mi ,Mj∈Sq

∫

Sq

vj vi dσ




τ2
q , 1 τq , 1 τq , 2

τq , 1 τq , 2 τ2
q , 2


 ,

=
∑

Sq |Mi ,Mj∈Sq

∫

Sq

vj vi dσ
(
τ q . τ

T
q

)
;

où τ q est le vecteur tangentiel à l’arête Sq.

4.6.3 Second membre

De même que pour le calcul des potentiels, le second membre peut-être calculé directement,
à l’aide de schémas d’intégration numérique, ou avec les fonctions d’interpolation gh, fh et eh, à
condition que l’on puisse définir leur valeur en chaque point de discrétisation (voir la section 4.3).
Nous allons développer cette approche. Ceci permet d’écrire le second membre sous forme d’une
somme de produits matrice-vecteur, en utilisant g, f et e.

Soit Lg ∈ ( R
2 )N×N la matrice formée des N×N sous-blocs L

i , j
g ∈ R

2 tels que : ∀ i , j ∈ I,

L
i , j
g =




( vj , ∂1vi )0

( vj , ∂2vi )0


 =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




∫

Tl

vj ∂1vi dω

∫

Tl

vj ∂2vi dω



.

De même, on considère Lf ∈ ( R
2 )N×N la matrice formée des N × N sous-blocs L

i , j
f ∈ R

2 tels
que : ∀ i , j ∈ I,

L
i , j
f =




( vj , ∂2vi )0

−( vj , ∂1vi )0


 =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




∫

Tl

vj ∂2vi dω

−
∫

Tl

vj ∂1vi dω



.

Posons enfin Le ∈ ( R
2 )N×N la matrice définie par les N × N sous-blocs : ∀ i , j ∈ I,

L
i , j
e =




∫

∂ω
vj vi τ1 dσ

∫

∂ω
vj vi τ2 dσ


 =

∑

Sq |Mi ,Mj∈Sq

∫

Sq

vj vi dσ τ q , ∀ i , j ∈ I∂ω ,

= 0 sinon.
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On peut donc calculer L sous la forme matricielle suivante : L = Lg g + Lf f + Le e. Pour approcher
le champ électrique, on résout donc le système 2N× 2N suivant :

AE E = Lg g + Lf f + Le e ,

avec : AE = Div + Rot + B.

(4.37)

4.7 Élimination des CL essentielles

Dans cette section, on considère le cas général, pour lequel il existe plusieurs coins rentrants. Soit
Nc le nombre de sommets du domaine polygonal ω. Chaque sommet est un point de discrétisation
du bord, on appelle C l’ensemble de ces sommets. On pose Na = N∂ω − Nc, le nombre de points
de discrétisation du bord qui ne sont pas des sommets. On ordonne les points du bord ∂ω de la
façon suivante :
- ∀ i ∈ Ia, Mi ∈ ∂ω\C,
- ∀ i ∈ Ic, Mi ∈ C,
où on a décomposé I∂ω en : Ia = {Nω + 1 , ..., Nω + Na }, et Ic = {Nω + Na + 1 , ..., N }.
On remarque que : Nω + Na + Nc = N.

On considère comme espace de discrétisation de X
0 , R
E

le sous-espace de XE ,k, conforme dans
X0

E
:

X
0 , R
E , k =

{
v ∈ Xk | v . τ |∂ω = 0 sur ∂ω

}
. (4.38)

La discrétisation de (2.43) et (2.69) se fait de la même façon que celle de (2.35), mais il faut en plus
prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div et Rot, et dans les
termes du second membre. Pour cela, on procède alors à une pseudo-élimination de tous les degrés
de liberté connus.

4.7.1 Discrétisation de l’espace avec CL essentielles

Nous allons montrer que l’élimination des composantes tangentielles réduit l’espace d’approxi-
mation du champ électrique.

Propriété 4.8 L’espace X
0 , R
E ,k est de dimension finie 2N − Na − 2Nc.

Démonstration. Soit u ∈ X
0 , R
E ,k. Comme X

0 , R
E ,k est un sous-espace de Xk, il est de dimension

inférieure ou égale à 2N et on peut écrire u =
∑

i∈I

2∑

α=1

uα(Mi ) vi eα.

Considérons un coin Mi, i ∈ Ic. Alors Mi est l’intersection de 2 arêtes distinctes de la frontière
∂ω : il existe k et k′ ∈ { 1 , . . . , K } tels que k 6= k′ et Mi = Ak ∩Ak′ . u étant dans X

0 , R
E ,k, on a :

{
u(Mi ) . τ k = 0,
u(Mi ) . τ k′ = 0.

Comme les vecteurs τ k et τ k′ ne sont pas colinéaires, ceci correspond exactement à u(Mi) = 0.

Ceci étant valable pour tous les coins, on peut écrire : u =

N−Nc∑

i=1

2∑

α=1

uα(Mi ) vi eα. Dit autrement,
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pour chaque vecteur de X
0 , R
E ,k, nous éliminons alors les 2 degrés de liberté liés à chaque coin. Il y

en a Nc, d’où : dim(X0 , R
E ,k ) ≤ 2N − 2Nc.

On peut encore éliminer d’autres degrés de liberté. En effet, considérons un point du bord M i

qui n’est pas un coin : i ∈ Ia. Mi appartient à une arête du bord Ak.
Ecrivons u (Mi ) dans la base locale ( τ k , νk ) :

u(Mi ) = uτ (Mi ) τ k + uν(Mi )νk.

Comme u ∈ X
0 , R
E ,k, on a : u(Mi ) . τ k = 0, d’où : uτ (Mi ) = 0.

Posons ( τ i , νi ) = ( τ k , νk ) (il n’y a pas d’ambiguité car l’arête ne touche pas de coin). On a
alors : u(Mi ) = uν(Mi )νi. On généralise à tous les points du bord qui ne sont pas des coins,
d’où :

u =
∑

i∈ Iω

2∑

α=1

uα(Mi ) vi eα +
∑

i∈ Ia

uν(Mi ) vi νi,

=
∑

i∈ Iω

u(Mi ) vi +
∑

i∈ Ia

uν(Mi ) vi νi.

(4.39)

Ainsi, pour chaque vecteur de X
0 , R
E ,k, nous pouvons éliminer un degré de liberté par point du bord

qui n’est pas un coin : dim(X0 , R
E ,k ) ≤ 2N − Na − 2Nc.

Pour conclure, la famille B0 := ( vi eα )i∈ Iω , α∈{1,2}∪( vi νi )i∈ Ia est contenue dans X
0 , R
E ,k, d’où :

dim(X0 , R
E ,k ) ≥ 2N − Na − 2Nc.

�

Notons qu’alors B0 = ( vi eα )i∈ Iω , α∈{1,2} ∪ ( vi νi )i∈ Ia engendre X
0 , R
E ,k. On utilisera donc deux

types de base de R
2 selon l’emplacement de Mi :

- ∀ i ∈ Iω, Mi ∈ ω, on travaille dans la base canonique ( e1 , e2 ),
- ∀ i ∈ Ia, Mi ∈ ∂ω\C, on travaille dans la base locale ( τ i , νi ),
- Afin de lever l’ambigüıté sur τ et ν aux coins du domaine, on travaille dans la base canonique
( e1 , e2 ) pour les Mi ∈ C, i ∈ Ic.
On appelle B la base de XE ,k ainsi formée :

B = (vi , α)i∈ Iω ∪ Ic , α∈{ 1 , 2 } ∪ (vi τ i)i∈ Ia ∪ (vi νi)i∈ Ia . (4.40)

On décomposera E0
h ∈ X

0 , R
E ,k dans la base B0 et Eh ∈ XE , k dans la base B.

4.7.2 Matrice de raideur interne

Soit A ∈ (R2×2)N×N la décomposition de la matrice Div+Rot dans B, que l’on écrit de la façon
suivante, les sommets du maillage étant ordonnés comme d’habitude (intérieurs, arêtes, coins) :

A =




Aω ,ω Aω , a Aω , c

Aa , ω Aa , a Aa , c

Ac , ω Ac , a Ac , c



.
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Décrivons les sous-matrices de A.

Les sous-blocs de A
i,j ∈ R

2×2 tels que i et j ∈ Iω ∪ Ic sont définis dans la base (e1, e2) et ont
été calculés dans le paragraphe 4.6.1. Ils sont contenus dans les sous-matrices suivantes :

- Aω ,ω = ( Div + Rot )i∈ Iω , j ∈ Iω ∈ ( R
2×2 )Nω×Nω ;

- Ac , c = ( Div + Rot )i∈ Ic , j ∈ Ic ∈ ( R
2×2 )Nc×Nc ;

- Aω , c = ( Div + Rot )i∈ Iω , j ∈ Ic ∈ ( R
2×2 )Nω×Nc ;

- Ac , ω = ( Div + Rot )i∈ Ic , j ∈ Iω ∈ ( R
2×2 )Nc×Nω .

La sous-matrice Aa , a ∈ (R2×2)Na×Na est composée des Na ×Na sous-blocs de R
2×2, tels que :

∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Ia :

A
i , j
a , a =



A0( vj τ j , vi τ i ) A0( vj νj , vi τ i )

A0( vj τ j , vi νi ) A0( vj νj , vi νi )


 .

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R
2 décomposés dans la base locale ( τ j , νj ) :

Eh(Mj ) =

(
Eτ (Mj )
Eν(Mj )

)
, où Eτ (Mj ) = Eh(Mj ) . τ j et Eν(Mj ) = Eh(Mj) .νj .

La sous-matrice Aω , a ∈ (R2×2)Nω×Na est composée des Nω × Na sous-blocs de R
2×2 suivants :

∀ i ∈ Iω, ∀ j ∈ Ia,

A
i , j
ω , a =



A0( vj τ j , vi e1 ) A0( vj νj , vi e1 )

A0( vj τ j , vi e2 ) A0( vj νj , vi e2 )


 .

Symétriquement, la sous-matrice Aa , ω ∈ (R2×2)Na×Nω est composée des Na × Nω sous-blocs de
R

2×2 suivants : ∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Iω,

A
i , j
a , ω = A

j , i
ω , a =



A0( vj e1 , vi τ i ) A0( vj e2 , vi τ i )

A0( vj e1 , vi νi ) A0( vj e2 , vi νi )


 .

La sous-matrice Aa , c ∈ (R2×2)Na×Nc est composée des Na × Nc sous-blocs de R
2×2 suivants :

∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Ic,

A
i , j
a , c =



A0( vj e1 , vi τ i ) A0( vj e2 , vi τ i )

A0( vj e1 , vi νi ) A0( vj e2 , vi νi )


 .

Symétriquement, la sous-matrice Ac , a ∈ (R2×2)Nc×Na est composée des Nc×Na sous-blocs de R
2×2

suivants : ∀ i ∈ Ic, ∀ j ∈ Ia,

A
i , j
c , a = A

j , i
a , c =



A0( vj τ j , vi e1 ) A0( vj τ j , vi e1 )

A0( vj νj , vi e2 ) A0( vj νj , vi e2 )


 .

Nous ne détaillerons pas les calculs des éléments de Aa , a etc, car ils sont similaires aux calculs des
éléments de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 4.6.1, où l’on a remplacé vi e1 par vi τ i et
vi e2 par vi νi.
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4.7.3 Second membre

Soit F ∈ Xk. Afin de définir le produit matrice-vecteur A F, où F est le vecteur de (R2)N associé
à F dans la base B, on décompose F dans cette même base selon :

F =
∑

j ∈ Iω ∪ Ic

2∑

β=1

Fβ(Mj) vj eβ +
∑

j ∈ Ia

(Fτ (Mj) vj τ j + Fν(Mj) vj νj) ,

où ∀ i ∈ Ia, Fτ (Mj) = F(Mi) . τ i et Fν(Mj) = F(Mi) .ν i.

On considère alors F = (Fω , Fa , Fc )
T le vecteur de R

2N associé, dont les sous-composantes sont :

- Fω = (F1(M1) , F2(M1) , ..., F1(MNω ) , F2(MNω) )T ∈ ( R
2 )Nω ,

- Fa = (Fτ (MNω+1) , Fν(MNω+1) , ..., Fτ (MN−Nc) , Fν(MN−Nc) )T ∈ ( R
2 )Na ,

- Fc = (F1(MN−Nc+1) , F2(MN −Nc + 1) , ..., F1(MN) , F2(MN) )T ∈ ( R
2 )Nc .

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (2.43) discrétisées dans X

0 , R
E ,k, on peut alors procéder à l’élimination des conditions

aux limites essentielles dans A. Cela correspond à éliminer les lignes et les colonnes de A dont les
éléments dépendent de τ pour les degrés de liberté d’arêtes, et les couples de ligne et de colonnes
de A pour les degrés de liberté de coin. On appelle A0 la matrice ainsi obtenue.

Soit Aω , ν ∈ (R2×2)Nω×Na la matrice Aω , a dont on a éliminé les colonnes dépendant de τ :
∀ i ∈ Iω, ∀ j ∈ Ia,

A
i , j
ω , ν =




0 A0( vj νj , vi e1 )

0 A0( vj νj , vi e2 )


 .

Symétriquement, Aν , ω ∈ (R2×2)Na×Nω est la matrice Aa , ω dont on a éliminé les lignes qui dépendent
de τ :

A
i , j
ν , ω =




0 0

A0( vj e1 , vi νi ) A0( vj e2 , vi νi )


 .

Ce faisant, on n’a pas modifié de terme extra diagonal, puisque Aω , a et Aa , ω sont des sous-blocs
de A extra-diagonaux.
On considère Aν , ν la matrice Aa , a dont on a éliminé les termes dépendant de τ , sauf les termes
diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

A
i , j
ν , ν =




δij 0

0 A0( vj νj , vi νi )


 .

En effet, Aa , a correspondant à un bloc diagonal de A, il faut faire attention à préserver l’inversibilité
de la matrice ainsi modifiée. Ensuite, on remplace tous les sous-blocs liés aux coins, sauf le bloc
diagonal, par zéro ; et enfin, on remplace Ac , c par I , c, la matrice identité de ( R

2×2 )Nc×Nc .
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On en déduit que la structure par blocs de la matrice A0 ∈ ( R
2×2 )N×N est la suivante :

A0 =




Aω ,ω Aω , ν 0

Aν , ω Aν , ν 0

0 0 Ic , c



.

Proposition 4.9 La matrice A0 est inversible.

Démonstration. Comme A0 est une forme bilinéaire symétrique, les sous-blocs diagonaux de
Aω , ω et Aν , ν sont strictement positifs. On a :

A
i , i
ω , ω =

(
||grad vi ||20 0

0 ||grad vi ||20

)
, et A

i , i
ν , ν =

(
1 0
0 ||grad vi ||20

)
.

Le sous-bloc diagonal Ic , c garantit donc l’inversibilité de A0.

�

4.8 λ-approche : discrétisation

4.8.1 Champ électrique : partie régulière

Pour la λ-approche, l’approximation du champ électrique s’écrit : Eh = Ẽh +

Ncr∑

l=1

λlh xPl . Nous

avons montré dans le paragraphe 4.4.4 comment calculer les λlh. Nous décrivons ici la seconde étape

de la discrétisation de la λ-approche : le calcul de Ẽh. Pour cela, il faut d’abord discrétiser la
condition aux limites tangentielles.

Soit eλh
un relèvement régulier de e −

Ncr∑

l=1

λlh xPl . Soit eλ , h = Πk ( eλh
), l’interpolation de eλh

que l’on décompose dans B comme suit :

eλ , h =
∑

j ∈ Iω ∪ Ic

2∑

β=1

εj , β vj eβ +
∑

j ∈ Ia

(εj , τ vj τ j + εj , ν vj νj ) , avec :

- ∀ j ∈ Iω ∪ Ic, ∀β ∈ {1 , 2}, εj , β = eλ , h(Mj ) . eβ ;

- ∀ j ∈ Ia, εj , τ = eλ , h(Mj ) . τ j, εj , ν = eλ , h(Mj ) .νj .

Pour j ∈ Ic, β = 1 ou 2, les εj , β sont explicitement connus. De même, pour j ∈ Ia, les εj , τ
sont explicitement connus.

Soit Ẽ0
h l’approximation de Ẽ0, décomposée dans la base de X

0 , R
E ,k :

Ẽ0
h =

∑

j ∈ Iω

2∑

β=1

Ẽ0
h , β (Mj ) vj eβ +

∑

j ∈ Ia

Ẽ0
h , ν (Mj ) vj νj .



110 CHAPITRE 4. LE PROBLÈME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

Considérons Ẽh l’approximation de Ẽ dans XE ,k.

On a : Ẽ = Ẽ0 + eλ, et Ẽh = Ẽ0
h + eλ , h. On en déduit :

Ẽh =
∑

j ∈ Iω

2∑

β=1

(
Ẽ0
h , β (Mj ) + εj , β

)
vj eβ

+
∑

j ∈ Ia

(
εj , τ vj τ j + ( Ẽ0

h , ν (Mj ) + εj , ν ) vj νj

)

+
∑

j ∈ Ic

2∑

β=1

εj , β vj eβ .

Par identification, on trouve :

- ∀ j ∈ Iω, ∀β ∈ { 1 , 2}, Ẽh , β (Mj ) = Ẽ0
h , β (Mj ) + εj , β,

- ∀ j ∈ Ia, Ẽh , τ (Mj ) := Ẽh (Mj ) . τ = εj , τ ,

- ∀ j ∈ Ia, Ẽh , ν (Mj ) := Ẽh (Mj ) .ν = Ẽ0
h , ν (Mj ) + εj , ν ,

- ∀ j ∈ Ic, ∀β ∈ { 1 , 2}, Ẽh , β (Mj ) = εj , β.

En décomposant Ẽh dans la base B, on obtient donc :

Ẽh =
∑

j ∈ Iω

2∑

β=1

Ẽh , β (Mj ) vj eβ +
∑

j ∈ Ia

Ẽh , ν (Mj )vj νj

+
∑

j ∈ Ic

2∑

β=1

εj , β +
∑

j ∈ Ia

εj , τvj τ j .

Soit Ẽ = ( Ẽω , Ẽa , Ẽc )
T le vecteur de R

2N associé dont les composantes sont égales aux coordonnées
de Ẽh dans B.

Comment construit-on le relèvement discret ? On peut par exemple considérer le relèvement
discret suivant :

ε = (Zω , ετ , εc )T , où :

- Zω est le vecteur nul de (R2)Nω ;

- ετ = ( εNω+1 , τ , 0 , ..., εN−Nc , τ , 0 )T ∈ ( R
2 )Na , est le vecteur contenant les valeurs des com-

posantes tangentielles de eλ , h sur ∂ω\C ;

- εc = ( εN−Nc+1 , 1 , εN−Nc+1 , 2 , ..., εN , 1 , εN , 2 )T ∈ ( R
2 )Nc est le vecteur contenant les valeurs

des composantes de eλ aux coins du maillage.

En d’autres termes, on conserve exactement les valeurs tangentielles aux points de la discrétisation
du bord, et on impose zéro sur tous les autres degrés de liberté. Le calcul de ce vecteur sera détaillé
dans le paragraphe 4.8.2.
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On a : Ẽc = εc, et Ẽa = Ẽν + Ẽτ , en posant :

Ẽν = ( 0 , ẼNω+1 , ν , ..., 0 , ẼN−Nc , ν )T ∈ ( R
2 )Na et Ẽτ = ετ .

Ẽν est le vecteur contenant les valeurs des composantes normales de Ẽh sur ∂ω\C.
Si on revient à la formulation variationnelle sur Ẽ0, on peut déterminer Ẽω et Ẽν , en réécrivant

le problème variationnel (2.43) discrétisé dans X
0 , R
E , k comme suit :

Trouver Ẽ0
h ∈ X

0 , R
E , k tel que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } , A0( Ẽ
0
h , vi eα ) = L0( vi eα ) − A0( eλ , h , vi eα ),

∀ i ∈ Ia , A0( Ẽ
0
h , vi νi ) = L0( vi νi ) − A0( eλ , h , vi νi ).

En regroupant Ẽ0
h et eλ , h, on peut réécrire l’ensemble de ces équations sous la forme :

Trouver Ẽh ∈ Xk tel que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } , A0( Ẽh , vi eα ) = L0( vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , A0( Ẽh , vi νi ) = L0( vi νi ) ,
(4.41)

sachant que :

∀ i ∈ Ia , Ẽh (Mi ) . τ i = eλh
(Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Ẽh (Mi ) = eλh
(Mi ) .

(4.42)

Soit Aν , a ∈ ( R
2×2 )Na×Nc la matrice Aa , a dont on a éliminé les lignes dépendant de τ :

∀ i , j ∈ Ia,

A
i , j
ν , a =




0 0

A0( vj τ j , vi νi ) A0( vj νj , vi νi )


 .

Soit Aν , c ∈ ( R
2×2 )Na×Nc , la matrice Aa , c dont on a éliminé les lignes dépendant de τ :

∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Ic,

A
i , j
ν , c =




0 0

A0( vj e1 , viνi ) A0( vj e2 , viνi )


 .

Les lignes des équations (4.41) correspondent aux produit matriciels suivants :

Aω ,ω Ẽω + Aω , a Ẽa + Aω , c Ẽc = Lω,

Aν , ω Ẽω + Aν , a Ẽa + Aν , c Ẽc = Lν ,

où Lω ∈ ( R
2 )Nω la restriction de L aux i ∈ Iω ; et Lν ∈ ( R

2 )Na est le vecteur tel que :

Lν = ( 0 , L0( vNω+1 νNω+1 ) , ..., 0 , L0( vN−Nc νN−Nc ) ).

On obtient que Ẽ est solution du système :

Aω , ω Ẽω + Aω , a Ẽν = Lω − Aω , a ετ − Aω , c εc,

Aν , ω Ẽω + Aν , a Ẽν = Lν − Aν , a ετ − Aν , c εc,

Ẽτ = ετ ,

Ẽc = εc.
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On remarque que :

Aω , a Ẽν = Aω , ν Ẽν = Aω , ν Ẽa, et Aν , a Ẽν = Aν , ν Ẽν = Aν , ν Ẽa − Ẽτ .

D’où, en passant −Aν , ν Ẽτ = −ετ au second membre dans le seconde équation, Ẽ satisfait :

Aω ,ω Ẽω + Aω , ν Ẽa = Lω − Aω , a ετ − Aω , c εc,

Aν , ω Ẽω + Aν , ν Ẽa = Lν − Aν , a ετ + ετ − Aν , c εc,

Ẽc = εc.

Soit Ar ∈ ( R
2×2 )N×N la matrice définie ainsi :

Ar =




0 Aω , a Aω , c

0 Aν , a Aν , c

0 0 −Ic , c



.

Posons L0 = ( Lω , Lν , Zc )T ∈ ( R
2 )N, où Zc est le vecteur nul de ( R

2 )Nc .
Ẽ est alors solution du système matriciel :

A0 Ẽ = L0 − Arε . (4.43)

Nous ne détaillerons pas le calcul de L0 car il est similaire à celui de L, effectué dans le paragraphe
(4.6.3).

Une fois que Ẽ est calculé, on peut écrire l’approximation calculée sur les arêtes dans la base
canonique ( e1 , e2). Pour cela, à chaque point Mi, i ∈ Ia, on associe Oi ∈ R

2×2, la matrice de
changement de base telle que :

Oi =




ν2(Mi) ν1(Mi)

−ν1(Mi) ν2(Mi)


 .

Soit O ∈ ( R
2×2 )Na×Na le matrice diagonale par blocs telle que :

O =




ONω + 1 0 0

0
. . . 0

0 0 ON−Nc


 .

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base canonique ( e1 , e2) s’écrit alors : O Ẽa.

Remarque 4.10 En pratique, il est plus simple de créer la matrice et le second membre dans la
base cartésienne complète, et de procéder à une élimination a posteriori, en faisant un changement
de base avant l’élimination, et un autre après pour revenir au système cartésien.
Soit l ∈ Ia. On extrait la double ligne L ∈ (R2)N correspondant à i = l, α = 1 et 2. En multipliant à
gauche cette double ligne par Ol, on l’exprime dans la base locale (τ l , ν l). On procède à l’élimination
de la première ligne de Ol L, puis on multiplie à gauche par O

T
l pour revenir à la base canonique.
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Ensuite, on extrait la double colonne C ∈ (R2)N correspondant à j = l, α = 1 et 2. En multipliant
à droite cette double colonne par O

T
l , on l’exprime dans la base locale (τ l , νl). On procède à

l’élimination de la première colonne de C O
T
l . Afin de rendre la matrice inversible, on impose que

(C O
T
l )2,2 = 1, puis on multiplie à droite par Ol pour revenir à la base canonique.

4.8.2 Relèvement de la CL

Nous venons de voir qu’il n’est pas nécessaire de calculer un relèvement explicite de eλ , h pour
calculer Eh. Nous allons détailler le calcul des composantes de ε. Tout d’abord, décomposons ε en
une partie dépendant de e et une partie dépendant des λlh,x

P
l :

ε = e −
Ncr∑

l=1

λlh xl∂ω,

où : xl∂ω = (Zω , xlτ , xlc )T , et e = (Zω , eτ , ec )T , avec :

- xlτ = (xPl (MNω+1 ) . τ Nω+1 , 0 , ..., xPl (MN−Nc ) . τ N−Nc , 0 )T ;

- xlc = (xPl (MN−Nc+1 ) . e1 , x
P
l (MN−Nc+1 ) . e2 , ..., x

P
l (MN ) . e1 , x

P
l (MN ) . e2 )T ;

- eτ = −( e(MNω+1 ) , 0 , ..., e(MN−Nc ) , 0 )T .

Physiquement, la donnée de E . τ |∂ω est une valeur associée aux composantes du bord, et non
aux sommets. Cependant, dans notre approximation, nous associons la valeur Eh . τ |∂ω aux sommets
du bord car nous utilisons des éléments finis nodaux. Nous allons consacrer le reste du paragraphe
à la détermination de ec.

Lorsque E ∈H1(ω), E . τ |Ak
∈ H1/2(Ak), ∀k ∈ {1, ...,K}, mais on n’a pas E . τ |∂ω ∈ H1/2(∂ω).

La fonction e n’est donc pas nécessairement continue entre deux arêtes successives : il n’y a pas
unicité de la valeur de e aux points (Mi )i∈ Ic . Or, comme nous approchons la champ électrique
par des éléments finis nodaux, nous devons attribuer une valeur au champ électrique approché aux
coins du maillage pour résoudre cette difficulté. Soit M le coin du maillage égal à l’intersection
∂A1 ∩ ∂A2. La valeur attribuée à Eh en M est donnée par la résolution du système :





Eh(M ) . τ |A1
= lim

M1→M ,M1∈A1

e(M1 ),

Eh(M ) . τ |A2
= lim

M2→M ,M2∈A2

e(M2 ).
(4.44)

Ci-dessus, on a supposé pour simplifier que la donnée e est continue par arête, ce qui est vrai si
pour tout k, il existe εk > 0 tel que e|Ak

∈ H1/2+ε(Ak), car pour tout ε > 0, H1/2+ε(Ak) ⊂ C0(Ak).
Considérons l’exemple suivant (figure 4.2), avec e|A1

= 1 et e|A2
= 0.

On a alors : 



E2(M ) = Eh(M ) . τ |A2
= 0,

−E1(M ) = Eh(M ) . τ |A1
= 1.

D’où : Eh(M ) = (−1 , 0 )T . Nous sommes ainsi en mesure de déterminer ec . Il s’agit tout sim-
plement de résoudre le système (4.44) pour chaque coin (Mi )i∈ Ic du maillage, afin de déterminer
Eh , 1(Mi ) et Eh , 2(Mi ). On a alors :

ec = (Eh , 1(MN−Nc+1 ) , Eh , 2(MN−Nc+1 ) , ..., Eh , 1(MN ) , Eh , 2(MN) )T .
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A1

τ |A2 = x2

e|A1
= 1

e|A2 = 0
A2

M1

M2

M τ |A1
= −x1

Fig. 4.2 – Valeur de Eh en un sommet du domaine.

4.9 Complément singulier orthogonal : discrétisation

Pour la méthode du complément singulier orthogonale, l’approximation du champ électrique

s’écrit : Eh = Êh +

Ncr∑

l=1

clh xSl . Les inconnues sont : Êh ainsi que les Ncr coefficients clh, obtenus à

l’aide des coefficients β l ,mh et λlh. Dans le paragraphe 4.4.3, nous avons montré comment calculer

les βl ,mh , et dans le paragraphe 4.4.4, nous avons détaillé le calcul des λlh.

Considérons Êh = Ê0
h + eh, avec eh = Πk ( e ), son approximation. Nous allons nous ramener

au calcul direct de Êh, de la même façon qu’on se ramène au calcul de Ẽh dans la λ-approche.

4.9.1 Champ électrique : partie régulière

Soit Xh est la matrice approchée de X ∈ R
Ncr×Ncr , construite à l’aide des β l ,mh , et λh ∈ R

Ncr ,
contenant les λlh, est l’approximation du vecteur λ. La formulation variationnelle (2.57)-(2.58)

discrétisée dans X
0 , R
E ,k s’écrit :

Trouver Ê0
h ∈ X

0 , R
E , k et ch,∈ R

Ncr tels que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } , A0( Ê
0
h , vi , α ) = L0(vi , α ) − A0( eh , vi , α ) ;

∀ i ∈ Ia , A0( Ê
0
h , vi νi ) = L0( vi νi ) − A0( eh , vi νi ) ,

Xh ch = λh ,

(4.45)

Cela revient au problème suivant :
Trouver Êh ∈ Xk et ch,∈ R

Ncr tels que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } , A0( Êh , vi , α ) = L0(vi , α ) ;

∀ i ∈ Ia , Êh(Mi ) . τ i = eh(Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Êh(Mi ) = eh(Mi ) ,

Xh ch = λh .

(4.46)

Soit Ê ∈ ( R
2 )N le vecteur associé à la décomposition de Êh dans la base B. Décomposons Ê de la

façon suivante : Ê = ( Êω , Êa , Êc )T , où :
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- Êa = Êν + eτ , avec : Êν = ( 0 , Êh(MNω+1 ) .νNω+1 , ..., 0 , Êh(MN−Nc ) .νN−Nc )T ,

- Êc = ec,

- eτ et ec sont déterminés comme ετ et εc dans le paragraphe 4.8.1.

Soit A
′ =

(
A0 0
0 πXh

)
∈ R

(2N+Ncr)×(2N+Ncr) et L′ =

(
L0 − Ar e

πλh

)
∈ R

2N+Ncr . Posons

E′ =

(
Ê

ch

)
∈ R

2N+Ncr . Les équations (4.46) se mettent sous la forme suivante :

A
′ Ê
′

= L′ , (4.47)

A0, Ar L0 ont été construires dans le paragraphe 4.8.1. Pour obtenir Êh, il ne nous reste plus qu’à
calculer les xSl , h. Pour la méthode des potentiels, il faut évaluer les ϕ̃D , l et ϕ̃N , l. Pour calculer

les xSl , h par la λ-approche, il suffit de procéder comme il est expliqué précédemment, en prenant
simplement : fh = sN , l , h et sD , l , h.

4.9.2 Champ électrique : partie singulière

D’après le théorème 2.43, on sait que : xSl = −gradϕD , l + rotϕN , l, ce qui s’écrit aussi de la
façon suivante :

xSl = −grad ϕ̃D , l + rot ϕ̃N , l +

Ncr∑

m=1

βl ,m xPm.

On peut approche donc approcher les xSl par dérivation des potentiels de la façon suivante :

xSl , h = −grad ( ϕ̃D , l )h + rot ( ϕ̃N , l )h +

Ncr∑

l=1

βl ,mh Πk (xPm ).

Comme pour le calcul de Eh par les potentiels φD et φN (paragraphe 4.3.3), on utilise une projection
Pk−1-Pk pour obtenir une approximation continue de xSl , h.
x̃l est alors solution de :

x̃l = −GD φ̃D , l
+ RN φ̃N , l

. (4.48)

On peut d’autre part calculer les xSl par la λ-approche : soit x̃l ∈ ( R
2 )N représentant x̃l , h dans

la base B. D’après (2.64) et le paragraphe 4.8.2, x̃l est solution de :

A0 x̃l = −Ar

(
Ncr∑

m=1

βl ,mh xm∂ω

)
. (4.49)
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4.9.3 Conclusion

Théorème 4.11 La λ-approche et la MCSO discrétisées donnent tout calcul fait le même résultat :

Ê +

Ncr∑

l=1

cl , h x̃l = Ẽ .

Démonstration. L’addition de la première équation de (4.47), qui nous donne : A0E = L0 −Are

et de (4.49) donne :

A0

(
Ê +

Ncr∑

l=1

cl , h x̃l

)
= L0 − Ar

(
e +

Ncr∑

l=1

cl , h

Ncr∑

m=1

βl ,mh xm∂ω

)
,

ce qui devient à l’aide de la seconde équation de (4.47) : A0

(
Ê +

Ncr∑

l=1

cl , h x̃

)
= L0 − Ar ε. D’où

le résultat.

�

4.10 Régularisation à poids : discrétisation

X0
E , γ ∩H1(ω) étant dense dans X0

E , γ , on peut considérer comme espace d’approximation de

X0
E , γ l’espace : X

0 , R
E ,k, décrit dans le paragraphe 4.7.1. La formulation variationnelle (2.69) s’écrit :

Trouver E0
γ , h ∈ X

0 , R
E ,k tel que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } Aγ (E0
γ , h , vi eα ) = Lγ( vi eα ) − Aγ ( e , vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , Aγ (E0
γ , h , vi νi ) = Lγ( vi νi ) − Aγ ( e , vi νi ).

(4.50)

Pour exprimer ces équations sous forme matricielle, on procède de la même façon que dans le
paragraphe 4.7.1 par pseudo-élimination des degrés de liberté connus. Soit A0 , γ (resp. Ar , γ) la
matrice obtenue en remplaçant l’opérateur A0 par Aγ dans A0 (resp. Ar). On se ramène au calcul
direct de Eγ , h = E0

γ , h + eh, avec comme relèvement discret de la condition tangentielle au bord

e le vecteur e. On construit le vecteur Eγ de la même façon que le vecteur Ê ; et le vecteur Lγ de
la même façon que L0, en remplaçant l’opérateur L0 par Lγ . Il s’agit alors de résoudre le système
linéaire :

Aγ Eγ = Lγ + Ar , γ e . (4.51)

Il faut construire la matrice Divγ , qui correspond au produit scalaire dans V 0
γ des divergences des

vecteurs de la base B0. Cette construction est similaire à la construction de Div, on utilise un
schéma d’intégration numérique ad hoc.
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4.11 Analyse d’erreur

Nous allons maintenant étudier la convergence des méthodes de calcul direct de E, c’est à dire
l’erreur que l’on commet en fonction du pas du maillage h. On appelle taux de convergence la
paramètre τ tel que : ||E − Eh ||X ≤ C hτ , où C est une constante.

4.11.1 Méthode avec CL naturelles : convergence

Nous n’avons pas encore obtenu de résultat quant à l’analyse d’erreur pour le calcul de Eh dans
Xk. Cependant, nous avons observé numériquement que cette erreur est gouvernée par l’erreur sur
la condition aux limites. Comme nous utilisons des éléments finis continus, nous ne pouvons pas
approcher correctement E . τ | ∂ω au voisinage des coins. En effet, cette quantité dépend de E .ν | ∂ω,
par continuité le long des arêtes. Or nous ne contrôlons pas la quantité E .ν |∂ω, qui est très élévée
au(x) voisinage(s) du (des) coin(s) rentrant(s).

4.11.2 Méthode du complément singulier : convergence

Nous avons établi que pour le cas statique, la λ-approche et la méthode complément singulier
orthogonale sont identiques d’un point de vue problème continu (section 2.4), formulation variation-
nelle (proposition 2.47) et problème discret (théorème 4.11). Nous nous contentons donc d’étudier
la convergence de la λ-approche.

L’analyse de la convergence de la méthode du complément singulier a été réalisée par C. Hazard
et S. Lohrengel dans [68]. Elle utilise le lemme de Céa 4.1, et l’équivalence des normes de H1 et de
X0

E
pour les vecteurs de X

0 , R
E

(théorème 2.25). La preuve de convergence que nous présentons ici
est légèrement différente car nous n’utilisons pas de fonction de troncature, mais nous obtenons le
même taux de convergence, de l’ordre 2α− 1− ε. Nous allons montrer le théorème suivant :

Théorème 4.12 On suppose qu’il existe ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0 et f , g ∈ H 2α−1−ε(ω),
e ∈ H2α−1/2−ε(∂ω). Alors il existe une constante Cε > 0 qui ne dépend que ε telle que :

||E − Eh ||XE
≤ Cε h

2α− 1− ε . (4.52)

Pour prouver ce théorème, nous avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 4.13 On a l’estimation d’erreur suivante sur le calcul des λi :
Il existe une constante Cλ ne dépendant que du domaine et des données telle que : ∀i ∈ {1, ...,Ncr} :

|λi − λih | < Cλ h
2α .

Démonstration. La preuve de cette proposition est faite par P. Ciarlet, Jr. et J. He dans [41]
pour obtenir un taux de 2α− ε, et grâce aux résultats de M. Amara et M. Moussaoui dans [4], on
obtient le taux optimal.

�

Pour tout i ∈ {1, ...,Ncr}, xPi , h désigne l’approximation numérique de xPi choisie pour la

représentation. En pratique, on prend souvent : xPi , h = Πk(x
P
i ). Décomposons E et Eh ainsi :

E = Ẽ0 + eλ +

Ncr∑

i=1

λi xPi , Eh = Ẽ0
h + eλ , h +

Ncr∑

i=1

λih xPi , h.
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Posons z0 = Ẽ0 − Ẽ0
h, zλ = eλ − eλ , h et zP =

Ncr∑

i=1

(λi xPi − λihx
P
i,h ). D’après l’inégalité de

Cauchy-Schwarz, on a donc :

||E − Eh ||2XE
≤ 3 ( || z0 ||2XE

+ || zλ ||2XE
+ || zP ||2XE

) .

Pour montrer le théorème 4.12, il s’agit alors d’estimer les trois termes du second membre de
l’inégalité ci-dessus.

Lemme 4.14 On suppose qu’il existe ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0 et f , g ∈ H 2α−1−ε(ω),
e ∈ H2α−1/2−ε(∂ω). Alors il existe une constante C ′ε > 0 qui ne dépend que ε telle que :

|| z0 ||
X0

E

= || Ẽ0 − Ẽ0
h ||X0

E

≤ C ′ε h
2α−1−ε || Ẽ0 ||H2α−ε . (4.53)

Démonstration. La preuve de cette proposition, que nous reprenons de [68] se fait en trois
étapes :
• D’après le lemme de Céa 4.1, comme A0 est coercitive, il existe une constante C0 > 0 telle que :

|| Ẽ0 − Ẽ0
h ||X0

E

≤ C0 inf
Fh ∈X

0 , R
E , k

|| Ẽ0 − Fh ||X0
E

, (4.54)

• D’après le théorème 2.25, il existe une constante C1 > 0 telle que :

|| Ẽ0 − Ẽ0
h ||X0

E

≤ C0 C1 inf
Fh∈X

0 , R
E , k

|| Ẽ0 − Fh ||H1 . (4.55)

• Or, d’après le théorème 2.31, pour le nombre ε considéré, Ẽ0 ∈ H2α−ε(ω). Comme 2α − ε > 1,
l’analyse d’erreur standard des éléments finis s’applique [33, 66] :

inf
Fh∈X

0 , R
E , k

|| Ẽ0 − Fh ||H1 ≤ C ′′ε h
2α−1−ε || Ẽ0 ||H2α−ε .

En prenant, C ′ε = C0C1 C
′′
ε , on obtient (4.53).

�

Lemme 4.15 Il existe une constante C∂ω > 0 telle que :

|| zλ ||XE
≤ C∂ω h

2α−ε. (4.56)

Démonstration. Notons que pour e ∈ H2α−1/2−ε(∂ω) avec ε tel que 2α− 1− ε > 0, il existe un
relèvement e ∈ H2α−1−ε(ω) de e, et comme H2α−1−ε(ω) ⊂ C0(ω), Πk(e) est bien défini.
Pour tout i ∈ {1, ...,Ncr}, on pose xRi ∈ H1+s(ω), s > 0, un relèvement régulier de xPi . τ | ∂ω.

Comme H1+s(ω) ⊂ C0(ω), Πk(x
R
i ) est bien défini.

On a : eλ = e −
Ncr∑

i=1

λi xRi , et eλ,h = Πk(e) −
Ncr∑

i=1

λih xRi,h. Décomposons zλ de la façon suivante :

zλ = e − Πk ( e ) +

Ncr∑

i=1

(λih − λi )Πk (xRi ) +

Ncr∑

i=1

λi (Πk (xRi ) − xRi ).
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D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, en décomposant cette somme en 2Ncr + 1 termes, on a
l’inégalité suivante :

|| zλ ||2XE
≤ (2Ncr + 1)

(
|| e − Πk ( e ) ||2

XE
+

Ncr∑

i=1

|λih − λi |2||Πk(x
R
i ) ||2XE

+
Ncr∑

i=1

|λi |2||xRi − Πk(x
R
i ) ||2XE

)
.

Évaluons les trois ensembles de termes du second membre de cette inégalité.
• Comme e ∈ H2α−ε(ω), il existe une constante Ce,ε > 0 telle que :

|| e − Πk ( e ) ||XE
≤ Ce,ε h

2α−ε || e ||H2α−ε .

• Comme Πk est continue de C0(ω) dans H1(ω), on a pour tout i :

||Πk (xRi ) ||XE
≤ |||Πk ||| ||xRi ||H1+s ,

avec : |||Πk ||| = sup
F∈X

0 , R
E,k : ||F||

X0
E

=1

Πk(F ).

En utilisant ce résultat ainsi que celui de la proposition 4.13, on arrive à :

Ncr∑

i=1

|λi − λih |2||Πk(x
R
i ) ||2XE

≤ C
′ 2
λ (h2α )2 ,

avec C
′ 2
λ = Ncr C

2
λ |||Πk |||2 max

i
( ||xRi ||2H1+s ).

• Comme ∀i, xRi ∈ H1+s(ω), il existe une constante C ′s > 0 telle que ∀i :

||xRi − Πk(x
R
i ) ||XE

≤ C ′s h
k ||xRi ||H1+s ,

d’où :
Ncr∑

i=1

|λi |2||xRi − Πk(x
R
i ) ||2XE

≤ C2
s h

2k ,

avec C2
s = Ncr max

i
( |λi|2 )C

′2
s ||xRi ||2H1+s .

Finalement, en prenant C∂ω = max(Ce,ε || e ||H2α−ε , C ′λ , Cs, )

|| zλ ||XE
≤ C∂ω h

min(2α−ε,2α,k),

≤ C∂ω h
2α−ε ,

où C∂ω dépend de || e ||H2α−ε et des ||xRi ||H1,s .

�

• Enfin, réécrivons zP de la façon suivante :

zP =

Ncr∑

i=1

(
(λi − λih )xPi − λih (xPi − xPi , h )

)
,
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d’où :

|| zP ||XE
≤

Ncr∑

i=1

(
|λi − λih | ||xPi ||XE

+ |λih | ||xPi − xPi , h ||XE

)
,

≤ C ′P h
2α +

Ncr∑

i=1

|λih | ||xPi − xPi , h ||XE
,

où CP est une constante qui dépend des ||xPi ||XE
et de Cλ. Or, les erreurs ||xPi − xPi , h ||XE

sont des
erreurs de représentation et dépendent du nombre de quadratures p utilisé pour faire les intégrations
numériques. D’où : ||xPi − xPi , h ||XE

= O(hφ(p) ). Cette erreur est négligeable par rapport à celle

faite sur les λi. D’où :
|| zP ||XE

≤ CP h
2α .

On est alors en mesure de montrer le théorème 4.12 :
Démonstration du théorème 4.12. Nous avons établi que l’erreur || z0 ||XE

est en h2α−1−ε.
Les erreurs || zP ||XE

et || zλ ||XE
sont plus faibles. D’où, en regroupant les résultats des lemmes

4.14 et 4.15, on obtient la majoration (4.52).
�

Nous allons maintenant étudier l’erreur en norme L2(ω). Pour montrer le théorème 4.17 ci-
dessous, obtenu en utilisant l’astuce d’Aubin-Nitsche, on a besoin du lemme suivant, prouvé dans
la section 14.4 de la partie IV :

Lemme 4.16 Soit f ∈ L2(ω). Considérons le problème variationnelle suivant :
Trouver G ∈ X0

E
tel que :

∀F ∈ X0
E , A0(G , F) = (f , F)0 . (4.57)

D’après le théorème de Lax-Milgram, ce problème admet une unique solution qui dépend continûment
de f . Soit Gh l’approximation de G par la λ-approche. On a alors l’approximation d’erreur suivante
sur le calcul de Gh : ∀ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0 et 2 (α − 1 ) − ε > 0 :

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h2α− 1− ε pour α ≤ 3/4 ,

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h2 ( 1−α )− ε pour α ≥ 3/4 .

Théorème 4.17 On suppose qu’il existe ε > 0 tel que 2 ( 2α − 1 ) − ε > 0, 1 − ε > 0, f ,
g ∈ H2α−1−ε(ω) et e ∈ H2α−1/2−ε(∂ω). Alors, il existe une constante C0

ε > 0 qui ne dépend que
de ε telle que :

||E − Eh ||0 ≤ C0
ε h

2 (2α− 1 )− ε pour α ≤ 3/4 ,

||E − Eh ||0 ≤ C0
ε h

1− ε pour α ≥ 3/4 .

(4.58)

Démonstration.

• Considérons tout d’abord le problème suivant :
Trouver G ∈ X0

E
tel que :

∀F ∈ X0
E , A0(G , F ) = (E − Eh , F )0 . (4.59)

Comme (E − Eh) ∈ L2(ω), on est dans le cadre du lemme 4.16. Soit ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0
et 2 ( 1 − α ) − ε > 0. L’approximation de G par la λ-approche est telle que :

||G − Gh ||XE
≤ CG ||E − Eh ||0 h2α− 1− ε pour α ≤ 3/4 ,

||G − Gh ||XE
≤ CG ||E − Eh ||0 h2 ( 1−α )− ε pour α ≥ 3/4 .

(4.60)
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• Maintenant, nous allons majorer ||E − Eh ||0 à l’aide de ||G − Gh ||X0
E

. Notons d’abord

qu’en prenant comme fonction test Gh dans (2.43) et dans (4.41)-(4.42), on a l’égalité suivante :

(E , Gh )
X0

E

= (Eh , Gh )
X0

E

, (4.61)

ce qui nous permet d’obtenir que : (E − Eh , Gh )
X0

E

= 0. C’est la propriété d’orthogonalité de

Galerkin. Décomposons ||E − Eh ||20 ainsi :

||E − Eh ||20 = A0(G , E − Eh ) = A0(E − Eh , G ) ,

= (E − Eh , G )
X0

E

− (E − Eh , Gh )
X0

E

,

= (E − Eh , G − Gh )
X0

E

,

≤ M ||E − Eh ||X0
E

||G − Gh ||X0
E

, où M est la constante de coercivité de A0 ;

≤ M Cε h
2α− 1− ε ||G − Gh ||X0

E

, d’après le théorème 4.12,

≤





M CεCG h
2 ( 2α− 1 )− ε ||E − Eh ||0, pour α ≤ 3/4 ,

M CεCG h
2α− 1 + 2 ( 1−α )− ε ||E − Eh ||0, pour α ≤ 3/4 ,

d’après (4.60).

Posons C0
ε = M CεCG. En divisant la dernière inégalité par ||E − Eh ||0, on obtient (4.58).

�

Remarque 4.18 Si nécessaire (en particulier, dans le cas où α est proche de 1/2), il est possible
d’améliorer la vitesse de convergence : en raffinant localement le maillage, ou en calculant explicite-
ment les termes singuliers suivants du champ [86], ou encore en calculant avec précision la solution
au voisinage des coins de ∂ω à l’aide d’opérateurs Dirichlet-Neumann [8].

4.11.3 Régularisation à poids : convergence

L’analyse d’erreur faite dans [53] repose sur la décomposition de E en un partie régulière et
le gradient d’une fonction dont le Laplacien est dans V 0

γ : E = z0 + gradφγ , où z0 ∈ H1(ω)
et φγ ∈ V 2

γ ∩ H1
0 (ω). Les hypothèses sur le champ électrique sont plus fortes que celles de notre

problème, car dans [53], il s’agit des équations de Maxwell harmoniques : E est à divergence nulle
et rotE ∈ H1(ω). D’autre part, les hypothèses sur l’espace de discrétisation nécessitent de prendre
des éléments finis d’ordre supérieur ou égal à 2. Dans ces conditions (et avec les bons poids γ), on
a le résultat suivant :

Proposition 4.19 Soit ε > 0 donné. Il existe une constante Cε > 0 qui ne dépend que ε telle
que :

||Eγ − Eγ , h ||X0
E , γ

≤ Cε h
α+ γ− 1− ε. (4.62)

Nous avons toutefois constaté dans les expériences numériques que la méthode converge avec la
même vitesse pour les éléments finis P1 de Lagrange, et pour des données moins régulières (par
exemple, divE = sD et/ou rotE = sN . Notons qu’il faut travailler avec un maillage assez régulier,
car les expériences numériques montrent que cette méthode est plus sensible que les autres à la
qualité du maillage.
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La vitesse de convergence de la méthode à poids est donc meilleure que celle de la méthode
du complément singulier, d’autant meilleure que γ est proche de 1. Cependant, la norme de X0

E , γ

est plus faible que la norme X0
E

: dans X0
E , γ , divEγ , h converge vers g en norme L2

γ(ω), mais ne

converge pas vers g en norme L2(ω).

4.11.4 Conclusion

D’après [44], si rot (rotE) ∈ L2(ω) et si il existe 0 < ε < α tel que E ∈ Hα− ε(ω), alors ENd,
l’approximation de E par les éléments finis de Nédélec de [88] est telle que :

|| rotE − rotENd ||0 ≤ Cεh
α− ε et ||E − ENd ||0 ≤ C ′εh

α− ε ,

où Cε > 0 et C ′ε > 0 sont des constantes.
D’après [70], avec les mêmes hypothèses sur E que celles ci-dessus, EDG, l’approximation de E

par les éléments finis mixtes de Galerkin discontinus est telle que :

||E − EGD ||GD ≤ CGD,ε h
α− ε

où CGD,ε > 0 est une constante. || . ||GD est une norme qui contient la norme L2(ω), la somme des
normes L2(Tl) du rotationel et la somme des norme des sauts de discontinuité à travers les arêtes.
Sur la figure 4.3, on a représenté en bleu le taux de convergence de ces deux méthodes en fonction
de α.

Ainsi, si rot (rotE) ∈ L2(ω), le taux de convergence en norme X0
E , γ de la méthode à poids

correspond à celui des deux méthodes ci-dessus, à (1 − γ) près. Pour la λ -approche, bien que
le taux de convergence en norme XE soit plus faible, nous avons d’une part une hypothèse plus
faible sur rotE, et d’autre part, le taux de convergence en norme L2(ω) est meilleur si α > 2/3,
c’est-à-dire si l’angle du coin rentrant est plus petit que 3π / 2 (voir la figure 4.3).

α =
3

4

||E − Eλ ||0

||E − Eλ ||XE

{
||E − ENd ||0,rot

||E − EGD ||GD

1

0 α1

2
1

1

2

2

3

α =
2

3

Fig. 4.3 – Comportement des erreurs.



Chapitre 5

Le problème statique 2D mixte discret

5.1 L’élément fini mixte de Taylor-Hood P2-P1

Définition 5.1 On parle d’élément fini de Taylor-Hood P2-P1 lorsque le multiplicateur de La-
grange et le champ électrique sont évalué sur le même maillage, le multiplicateur de Lagrange étant
approché par les éléments finis de Lagrange continus en P1 et le champ électrique est approché com-
posante par composante par les éléments finis de Lagrange continus en P2. L’espace d’approximation
du champ électrique est alors :

X2 = {v ∈ C0(ω)2 : v|Th
∈ P 2

2 (Th) , ∀Th ∈ Th } ,

et celui du multiplicateur de Lagrange est alors :

V1 = {u ∈ C0(ω) : v|Th
∈ P1(Th) , ∀Th ∈ Th } .

On notera N1 le nombre de degrés de liberté P1, c’est-à-dire le nombre de sommets de la
triangulation du maillage ; et N le nombre de degrés de liberté P2, c’est-à-dire le nombre de sommets
plus le nombre d’arêtes de la triangulation du maillage.

Considérons Si1 , i1 ∈ { 1 , ..., N1 } les sommets des triangles Tl. Soit N1
ω le nombre de sommets

intérieurs à ω, et N1
∂ω le nombre de sommets du bord ∂ω. On ordonne ces points P1 ainsi :

∀ i1 ∈ I1ω, Si1 ∈ ω, et ∀ i1 ∈ I1∂ω, Si1 ∈ ∂ω, où on a défini les ensembles d’indices suivants :

I1ω = { 1 , ..., N1
ω } , I1∂ω = {N1

ω + 1 , ..., N1
ω + N1

∂ω } et I1 = I1ω ∪ I1∂ω .

Soient ui1 , i1 ∈ I1 les fonctions de base P1, qui génèrent V1.
Le champ électrique discretisé est recherché dans l’espace (V2 )2. On ordonnera les points de

discrétisation P2 (sommets et arêtes des triangles) Mi, i ∈ { 1 , ..., N } comme c’est indiqué dans
la section 4.2. Soit i ∈ I tel que Mi soit un sommet de la triangulation. Alors il existe i1 ∈ I1
tel que Si1 = Mi. On considérera vi, i ∈ I les fonctions de base P2 qui génèrent V2. On notera
ph l’approximation du multiplicateur de Lagrange et E(γ,)h l’approximation du champ électrique.
p(γ,)h est décomposé ainsi :

p(γ,)h =
∑

i1 ∈ I1

p(γ,)h(Si1)ui1 .

On notera p
(γ)

∈ R
N1 le vecteur associé à p(γ,) h : p

(γ)
= ( p(γ,) h(S1 ) , ..., p(γ,)h(SN1 ) )T .

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser les éléments finis de Taylor-Hood P2-iso-P1 : le multiplica-
teur de Lagrange est alors évalué sur un maillage grossier Th en P1 et les composantes du champ
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électrique sont évaluées sur un maillage fin T2h, obtenu par subdivision des triangles du maillage
grossier en P1. Les espaces d’approximation sont les suivants :

X′
2 = {v ∈ C0(ω)2 : v|Th

∈ P 2
1 (Th) , ∀Th ∈ Th },

pour le champ électrique, et

V1 = {u ∈ C0(ω) : u|T2h
∈ P1(T2h) , ∀T2h ∈ T2h },

pour le multiplicateur de Lagrange. La complexité de l’implémentation est similaire à celle des
éléments finis P2-P1. Les éléments finis P2-P1 convergent mieux si la solution est régulière.

5.2 Condition inf-sup discrète

5.2.1 Méthode avec CL naturelles

La preuve de la condition inf-sup discrète uniforme de la formulation mixte (3.5) pour l’élément
fini de Taylor-Hood P2-iso-P1 a été faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39] en 3D, à l’aide
d’un relèvement discret de la condition aux limites normale (voir aussi [19] pour le problème de
Stokes).

Il s’agit alors de montrer la condition inf-sup pour le couple d’espaces
(
(V0

2 )3 , (V1 ∩ L2
0(Ω) )

)
.

Pour cela, dans le cas d’un maillage quelconque, les auteurs se ramènent aux inégalités locales
suivantes :

( qh , divvh )0 , T ≥ c ρ2
T | qh |21 , T et |vh |1 , T ≤ c′ hT | qh |1 , T .

Grâce à la technique de [106], qui prouve la condition inf-sup discrète pour le couple d’espace(
(V0

2 )2 , (V1 ∩ L2
0(ω) )

)
pour le problème de Stokes, on obtient la condition inf-sup globale.

Pour le couple d’espaces (X2 , V1 ), la preuve de la condition inf-sup se montre de la même
façon. D’où :

Proposition 5.3 Il existe une constante κ∗
E
> 0 indépendante de h telle que :

inf
uh∈V1

sup
Fh∈XE , 2

BE(Fh , uh )

||Fh ||XE
||uh ||0

≥ κ∗E .

5.2.2 Méthode avec CL essentielles

X
0 , R
E , 2 est un sous-espace de X2, et ∀ (Fh , uh ) ∈ X

0 , R
E , 2 × V1, B0(Fh , uh ) = BE(Fh , uh ), on

a donc aussi une condition inf-sup discrète pour le couple d’espaces (X0 , R
E , 2 , V1 ) :

Proposition 5.4 Il existe une constante κ∗0 > 0 indépendante de h telle que :

inf
uh∈V1

sup
Fh∈X

0 , R
E , 2

B0(Fh , uh )

||Fh ||X0
E

||uh ||0
≥ κ∗0.

5.2.3 Régularisation à poids

Nous n’avons pas obtenu de résultat théorique sur la condition inf-sup discrète dans X0
E , γ ,

cependant les résultat numériques suggèrent que cette condition n’est pas vérifiée de façon uni-
forme : sur des maillages homogénéisés, le nombre d’itérations de l’algorithme d’Uzawa se comporte
linéairement en fonction du logarithme du pas maillage, ce qui nous laisse penser que κ∗γ dépend du
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logarithme du pas du maillage. Comme on peut montrer que || ph ||0 , γ reste petit (voir la section
5.6), la méthode converge tout de même assez rapidement.

Le problème de la condition inf-sup discrète dans des espaces à poids a été étudié pour le
problème de Stokes. Dans [64], V. Girault et al. obtiennent une condition inf-sup discrète avec
un poids qui n’est jamais nul (il est de la forme (r2 + κ2 h2)1/2). Dans [14], Z. Belhachmi et al.
obtiennent un condition inf-sup discrète pour le problème de Stokes axisymétrique.

5.3 Méthode avec CL naturelles mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.5) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1 s’écrit
de la façon suivante :
Trouver le couple ( ph , Eh ) ∈ V1 × X2 tel que :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 } AE (Eh , vi eα ) + BE ( vi eα , ph ) = LE ( vi eα ) ,

∀ i1 ∈ I1
∑

j ∈ I

BE (Eh , ui1 ) = GE ( vi1 ) .
(5.1)

En décomposant ph dans (5.1), on obtient :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 } AE (Eh , vi eα ) +
∑

j1∈I1

ph (Sj1 )BE ( vi eα , ui1 ) = LE ( vi eα ) ,

∀ i1 ∈ I1 BE (Eh , ui1 ) = GE(ui1 ) .

Soit E ∈ (R2)N, la représentation de Eh dans vect( vi eα )i∈I , α∈{1,2}. Nous allons écrire les équations
ci-dessus de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à BE et GE.
• Soit CE ∈ ( R

1×2 )N1×N la matrice composée des sous blocs C
i1 , j
E

∈ R
2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ I , C
i1 , j
E

=
(
BE( vj e1 , ui1 ) BE( vj e2 , ui1 )

)
=
(

( ∂1vj , ui1 )0 ( ∂2vj , ui1 )0
)
.

• Soit G ∈ R
N1 le vecteur tel que :

∀ i1 ∈ I1 , Gi1 = GE(ui1 ) .

Les équations (5.1) se mettent sous la forme :

AE E + C
T
E

p = L ,

CE E = G .
(5.2)

L’algorithme de résolution de (5.2) est le suivant :

- Résoudre AE E0 = L ;

- Résoudre ( CEA
−1
E

C
T
E

) p = CEE0 − G ;

- Résoudre AE E = L − C
T
E

p.
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5.3.1 Matrice mixte

La matrice mixte CE ∈ ( R
1×2 )N1×2N est composée des sous blocs C

i1 , j
E

∈ R
1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1, ∀ j ∈ I,

C
i1 , j
E

=
(

(∂1vj , ui1)0 (∂2vj , ui1)0
)

=
∑

Tl |Si1
,Mj∈Tl

( ∫

Tl

∂1 vj ui1 dω

∫

Tl

∂2 vj ui1 dω

)
.

Pour chaque triangle Tl, on doit donc calculer les fonctions de base P1, notées ui1 et les fonctions
de base P2, notées vj . L’intégration se fera par un schéma d’intégration numérique.

5.3.2 Second membre

Le vecteur du second membre G ∈ R
N1 est tel que : Gi1 = ( g , ui1 )0. Ce calcul peut être

effectué directement, à l’aide d’un schéma d’intégration numérique, ou en utilisant la fonction
d’interpolation P1 de g : gh = Π1( g ). Soit M1 ∈ R

N1×N1 le matrice de masse P1 telle que :
∀ i1 , j1 ∈ I1,

M
i1 , j1
1 = (ui1 , uj1 )0 =

∑

Tl |Si1
, Sj1

∈Tl

∫

Tl

ui1 uj1 dω.

On en déduit dans le second cas : G = M1 g.

5.4 Complément singulier orthogonal mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.7) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1 s’écrit
de la façon suivante :
Trouver le triplet ( ph , Êh , ch ) ∈ V1 × X2 × R

Ncr tel que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2 } , A0 ( Êh , vi eα ) + B0 ( vi eα , ph ) = L0( vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , A0 ( Êh , vi νi ) + B0 ( vi νi , ph ) = L0( vi νi ) ,

∀ i ∈ Ia , Êh (Mi ) . τ i = eh (Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Êh (Mi ) = eh (Mi ) ,

∀m ∈ { 1 , ..., Ncr } , π

Ncr∑

l=1

cl , h β
l ,m
h + B0 (xSm , ph ) = π λmh ,

∀ i1 ∈ I1 , B0 ( Êh , ui1 ) +

Ncr∑

l=1

cl , h B0 (xSl , ui1 ) = GE(ui1 ) .

(5.3)
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Rappelons que divxSl = slD. Ainsi, on approche B0 (xSl , ui1 ) par ( sD , h , ui1 )0. En décomposant
ph dans (5.3), on obtient alors :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ { 1 , 2} , A0 ( Êh(Mj) , vi eα ) +

N1∑

i1=1

ph (Si1 )B0 ( vi eα , ui1 ) = L0 ( vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , A0 ( Êh , vi νi ) +

N1∑

i1=1

ph (Si1 )B0 ( vi νi , ui1 ) = L0 ( vi νi ) ,

∀ i ∈ Ia , Êh . τ i = eh (Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Êh (Mi ) = eh (Mi ) ,

∀m ∈ { 1 , ..., Ncr } , π

Ncr∑

l=1

cl , h β
l ,m
h + ( smD ,h , ph )0 = π λmh ,

∀ i1 ∈ I1 , B0 ( Êh , ui1) +

Ncr∑

l=1

cl , h ( slD , h , ui1 )0 = GE (ui1 ) .

Soit Ê ∈ (R2)N, la représentation de Êh dans la base B (4.40). Nous allons écrire les équations
ci-dessus de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à ( s lD , h , . )0
et B0.
• Soit SD ∈ R

N1×Ncr la matrice composée de Ncr vecteurs colonnes de R
N tels que ∀ l ∈ { 1 , ..., Ncr } :

∀ i1 ∈ I1 , S
i1 , l
D = ( slD , h , ui1 ) .

• Soit C0 ∈ ( R
1×2 )N1×2N la matrice composée des sous-blocs C

i1 , j
0 ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
0 = C

i1 , j
E

,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
0 =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1,j
0 =

(
0 B0( vj νj , ui1 )

)
=
(

0 ( ∂νj vj , ui1 )0
)
.

• Soit Cr ∈ ( R
1×2 )N1×2N la matrice composée des sous-blocs C

i1 , j
r ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
r =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
r = C

i1 , j
E

,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1,j
r =

(
B0( vj τ j , ui1 ) 0

)
=
(

( ∂τj vj , ui1 )0 0
)
.

Il s’agit de résoudre le système matriciel suivant :

A0 Ê + C
T
0 p = L0 − Ar e ,

πXh ch + S
T
D p = πλh ,

C0 Ê + SD ch = G − Cr e.
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Écrivons ces équations sous la forme condensée suivante :

(
A0 0
0 πXh

) (
Ê

ch

)
+

(
C
T
0

S
T
D

)
p =

(
L0 − Ar e

πλh

)

(
C0 SD

)( Ê

ch

)
= G − Cr e.

(5.4)

Soit C
′ =

(
C0 SD

)
∈ R

(N1+Ncr)×(2N+Ncr). Le système (5.4) se réécrit ainsi (avec A
′, E′ et L′

décrits au paragraphe 4.9.1) :

A
′ E′ + C

′Tp = L′,

C
′E′ = G − Cr e.

(5.5)

L’algorithme de résolution de (5.5) est le suivant :

- Résoudre A
′ E′0 = L′, c’est-à-dire : E′0 =

(
Ê0

c0
h

)
, avec : A0 Ê = L0 − Ar e et Xh c0

h = λh ;

- Résoudre ( C
′ ( A

′ )−1
C
′T ) p = C

′E′0 − (G − Cr e ) ;

- Résoudre A0 Ê = L0 − Ar e − C
T
0 p et πXh ch = πλh − S

T
D p.

5.4.1 Matrices mixtes

Les calculs de C0 et Cr sont similaires à ceux de CE. On a :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
0 =

(
0

∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

∂νjvj ui1 dω

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
r =

( ∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

∂τjvj ui1 dω 0

)
.

5.4.2 Second membre

Nous avons remarqué que : B0 (xSl , ui1 ) = ( sD , l , ui1 )0. Ainsi, SD ∈ R
N1×Ncr est telle que :

S
i1 , l
D = ( sD , l , h , ui1 )0 = ( s̃D , l , h , ui1 )0 + ( sPD , l , h , ui1 )0 .

Le premier terme est tel que : ( sPD , l , h , ui1 )0 = ( M1 sl )i1 , où sD , l représente l’approximation

par les éléments finis P1 de Lagrange de s̃D , l. Le second terme, qui dépend de sPD , l est calculé
directement, à l’aide d’un schéma d’intégration numérique (section 15.2).
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5.5 Régularisation à poids mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.10) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1

s’écrit de la façon suivante : Trouver le couple ( pγ , h , Eγ , h ) ∈ V1 × X2 tel que :

∀ i ∈ Iω , ∀α ∈ {1 , 2} Aγ(Eγ , h , vi eα ) + Bγ ( pγ , h , uj1 ) = Lγ ( vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , Aγ (Eγ , h , vi νi ) + Bγ ( vi νi , pγ , h ) = Lγ( vi νi ) ,

∀ i ∈ Ia , Eγ , h (Mi ) . τ i = eh (Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Eγ , h (Mi ) = eh(Mi ) ,

∀ i1 ∈ I1 , Bγ (Eγ , h , ui1 ) = Gγ (ui1 ) .

(5.6)

En décomposant pγ , h dans (5.6), on obtient alors :

∀ i ∈ Iω ,∀α ∈ {1 , 2} , Aγ (Eγ , h , vi eα ) +

N1∑

i1=1

pγ , h (Si1 )Bγ ( vi eα , ui1 ) = Lγ ( vi eα ) ,

∀ i ∈ Ia , Aγ (Eγ , h , vi νi ) +

N1∑

i1=1

pγ , h (Si1 )Bγ ( vi νi , ui1 ) = Lγ ( vi νi ) ,

∀ i ∈ Ia , Eγ , h (Mi ) . τ i = eh (Mi ) . τ i ,

∀ i ∈ Ic , Eγ , h (Mi ) = eh (Mi ) ,

∀ i1 ∈ I1 Bγ (Eγ , h , ui1 ) = Gγ(ui1 ) .

Soit Eγ ∈ (R2)N, la représentation de Eγ , h dans B (4.40). Nous allons écrire les équations ci-dessus
de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à Bγ et Gγ .
• Soit Cγ ∈ ( R

1×2 )N1×2N la matrice composée des sous-blocs C
i1 , j
γ ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
γ =

(
Bγ( vj e1 , ui1 ) Bγ ( vj e2 , ui1 )

)

=
(

( ∂1vj , ui1 )0 , γ ( ∂2vj , ui1 )0 , γ
)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
γ =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
γ =

(
0 Bγ ( vj νj , ui1 )

)
=
(

0 ( ∂νjvj , ui1 )
)
.

• Soit Cr , γ ∈ ( R
1×2 )N1×2N la matrice composée des sous blocs C

i1 , j
r , γ ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
r , γ =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
r , γ =

(
Bγ ( vj e1 , ui1 ) Bγ ( vj e2 , ui1 )

)

=
(

( ∂1vj , ui1 )0 , γ ( ∂2vj , ui1 )0 , γ
)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
r , γ =

(
Bγ ( vj τ j , ui1 ) 0

)
=
(

( ∂τjvj , ui1 )0 , γ 0
)
.
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• Soit enfin Gγ ∈ R
N1 le vecteur tel que :

∀ i1 ∈ I1 , Gi1γ = Gγ(ui1 ) = ( g , ui1 )0 , γ .

Les équations (5.6) se mettent sous la forme :

Aγ Eγ + C
T
γ p

γ
= Lγ − Ar , γ e ,

Cγ Eγ = Gγ − Cr , γ e.

(5.7)

L’algorithme de résolution de (5.7) est le suivant :

- Résoudre Aγ Eγ,0 = Lγ − Ar , γ e ;

- Résoudre ( CγA
−1
γ C

T
γ ) p

γ
= CγEγ,0 − (Gγ − Cr , γ e ) ;

- Résoudre Aγ Eγ = Lγ − Ar , γ e − C
T
γ p

γ
.

5.5.1 Matrices mixtes

Cγ ∈ R
N1×2N est composée des sous blocs C

i1 , j
γ ∈ R

2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
γ =

( ∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂1 vj ui1 dω
∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂2 vj ui1 dω

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
γ =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
γ =

(
0

∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂νjvj ui1 dω

)
.

Cr , γ ∈ R
N1×2N est composée des sous blocs C

i1 , j
r , γ ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω C
i1 , j
r , γ =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic C
i1 , j
r , γ =

( ∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂1 vj ui1 dω
∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂2 vj ui1 dω

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia C
i1 , j
r , γ =

( ∑

Tl |Si1
,Mj ∈Tl

∫

Tl

r2γ ∂τj vj ui1 dω 0

)
.

5.5.2 Second membre

Gγ ∈ R
N1 est tel que : Gi1γ = ( g , ui1 )0 , γ . Ce calcul peut être approché directement, à l’aide

d’un schéma d’intégration numérique, ou en utilisant la fonction d’interpolation P1 de g. Soit
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Mγ , 1 ∈ R
N1×N1 le matrice de masse pondérée P1 telle que : ∀ i1 , j1 ∈ I1,

M
i1 , j1
γ , 1 = (ui1 , uj1 )0 , γ =

∑

Tl |Si1
, Sj1

∈Tl

∫

Tl

r2γ ui1 uj1 dω.

Dans le second cas, en déduit : Gγ = Mγ , 1 g.

5.6 Analyse d’erreur

Rappelons que dans le cas quasi-électrostatique, le multiplicateur de Lagrange est nul : p = 0.

Lemme 5.5 Pour les trois méthodes étudiées, on a l’estimation d’erreur suivante sur le multipli-
cateur de Lagrange : Il existe une constante Cp qui ne dépend que du domaine et des données telle
que, pour h suffisamment petit :

|| ph ||Q ≤ Cp h
τ , (5.8)

où τ est le taux de convergence du calcul de E sans multiplicateur de Lagrange.

Ainsi, même si ph ne s’annule pas, il prend des petites valeurs. La démonstration suivante est due
à P. Ciarlet, Jr. [35].
Démonstration. Le couple d’espaces (X , Q ) peut représenter (XE , L

2(ω) ), (X0
E
, L2(ω) ) ou

(X0
E , γ , L

2
γ(ω) ). Soit (Xh , Qh ) le couple d’espaces discretisés respectif. Φ représente l’espace ΦD

ou Φγ (méthode à poids). Soit L la forme linéaire continue suivante : ∀F ∈ X,

L (F ) =





LE (F ) si X = XE ,
L0 (F ) − A0 ( e , F ) si X = X0

E
,

Lγ (F ) − Aγ ( e , F ) si X = X0
E , γ .

gX vaut g pour X = XE, et g0 sinon. Considérons les problèmes suivants :
Le problème direct continu :
Trouver E ∈ X tel que :

(E , F )X = L (F ) , ∀F ∈ X . (5.9)

Le problème mixte continu :
Trouver (E , p ) ∈ (X , Q ) tel que :

(E , F )X + ( p , divF )Q = L (F ) , ∀ F ∈ X , (5.10)

( div E , q )Q = ( gX , q)Q , ∀ q ∈ Q . (5.11)

Le problème mixte discrétisé :
Trouver (Eh , ph ) ∈ (Xh , Qh ) tel que :

(Eh , Fh )X + ( ph , divFh )Q = L (Fh ) , ∀ Fh ∈ Xh , (5.12)

( div Eh , qh )Q = ( gX , qh)Q , ∀ qh ∈ Qh . (5.13)

Soit φ ∈ Φ tel que ∆φ = ph dans ω. Considérons v∗ tel que v∗ = gradφ. On a donc v∗ ∈ X,
tel que : 




divv∗ = ph , dans ω ,
rotv∗ = 0 , dans ω ,

v∗ . τ | ∂ω = 0 , sur ∂ω .
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v∗ est donc solution du problème :
Trouver v∗ ∈ X tel que :

(v∗ , F )X = ( ph , divF )Q , ∀F ∈ X . (5.14)

• Soit v∗h la solution du problème discrétisé correspondant :
Trouver v∗h ∈ Xh tel que :

(v∗h , Fh )X = ( ph , divFh )Q , ∀Fh ∈ Xh . (5.15)

On a donc :

||v∗ − v∗h ||X ≤ inf
Fh∈Xh

||v∗ − v∗h ||Xh
, d’après le lemme de Céa ??,

≤ C || ph ||Q hτ , (5.16)

d’après l’analyse d’erreur pour le problème discret, où C est une constante qui ne dépend que du
domaine ω.
• Choisissons de prendre Fh = Eh dans (5.15), et qh = ph dans (5.13). On a alors :
(v∗h , Eh )X = ( ph , divEh )Q = ( gX , ph )Q = ( gX , divv∗ )Q.
Lorsqu’on injecte Fh = v∗h dans (5.12) on obtient :

(Eh , v
∗
h)X + ( ph , div v∗h )Q = ( f , rotv∗h )0 + ( g , divv∗h )0 +

∫

∂ω
ev∗h . τ dσ , si X = XE ,

= ( f0 , rotv∗h )0 + ( g0 , divv∗h )Q , sinon.

En remplaçant le terme (Eh , v
∗
h)X par ( gX , divv∗ )Q et en le transférant au second membre, on

en déduit :

( ph , divv∗h )Q = ( f , rotv∗h )0 + ( g , div (v∗h − v∗ ) )0 +

∫

∂ω
ev∗h . τ dσ , si X = XE ,

= ( f0 , rotv∗h )0 + ( g0 , div (v∗h − v∗ ) )Q , sinon.

• Comme par définition de v∗, rotv∗ = 0, et v∗ . τ | ∂ω = 0, on a :

( ph , divv∗h )Q = ( f , rot (v∗h − v∗ ) )0 + ( g , div (v∗h − v∗ ) )0

+

∫

∂ω
e (v∗h − v∗ ) . τ dσ , si X = XE ,

= ( f0 , rot (v∗h − v∗ ) )0 + ( g0 , div (v∗h − v∗ ) )Q , sinon,

ce qui se réécrit : ( ph , divv∗h )Q = L(v∗h − v∗ ). Or, on a :

|| ph ||2Q = ( ph , div v∗ )Q = ( ph , div (v∗ − v∗h ) )Q + ( ph , divv∗h )Q
= ( ph , div (v∗ − v∗h ) )Q + L(v∗h − v∗ ) .

On en déduit les inégalités suivantes (avec : || L ||X′ = sup
F∈X

| L (F ) |) :

|| ph ||2Q ≤ || ph ||Q ||div (v∗ − v∗h ) ||Q + || L ||X′ ||v∗ − v∗h ||X,
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

≤ ( || ph ||Q + || L ||X′ ) ||v∗ − v∗h ||X
≤ C || ph ||Q hτ ( || ph ||Q + || L ||X′ ) , d’après (5.16).
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D’où, en simplifiant par || ph ||Q, on a : || ph ||Q ≤ C hτ ( || ph ||Q + || L ||X′ ).
En regroupant les || ph ||Q dans la partie gauche de l’inégalité, on en déduit, pour h suffisament
petit, tel que C hτ < 1/2 :

|| ph ||Q ≤ 1

2
|| ph ||Q + C hτ || L ||X′ , soit :

|| ph ||Q ≤ 2C hτ || L ||X′ hτ .

D’où le résultat, avec Cp = 2 || L ||X′ .

�

Notons provisoirement E∗
h ∈ Xh la solution du problème discrétisé direct :

∀Fh ∈ Xh , A(E∗
h , Fh ) = L(Fh ) .

Soit (Eh , ph ) ∈ Xh ×Qh tel que :

A(Eh , Fh ) + B(Fh , ph ) = L(Fh ) , ∀Fh ∈ X ,

B(Eh , qh ) = G( qh ) , ∀ qh ∈ Q .

Lemme 5.6 On a l’estimation suivante :

||Eh − E∗h ||X ≤ || ph ||Q . (5.17)

Démonstration. On a : A(Eh − E∗h , Fh ) + B(Fh , ph ) = 0. Prenons Fh = Eh − E∗h.
D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

||Eh − E∗h||2X ≤ || ph ||Q ||div (Eh − E∗h ) ||Q ≤ || ph ||Q ||Eh − E∗h ||X .

�

Théorème 5.7 Pour les trois méthodes étudiées, on a les mêmes estimations d’erreurs avec ou
sans multiplicateur de Lagrange.

Démonstration. D’après l’inégalité triangulaire, on a en effet :

||E − Eh ||X = || (E − E∗
h ) + (E∗

h − Eh ) ||X
≤ ||E − E∗

h ||X + ||E∗
h − Eh ||X .

D’où, d’après la section (5.5) : ||E − Eh ||X ≤ C hτ + Cp h
τ = (C + Cp )hτ .

�

5.7 Optimalité de l’algorithme d’Uzawa

La matrice CA
−1

C
T est symétrique et définie positive car A est une forme bilinéaire coercitive

sur X × X, et C est de rang maximal. On peut donc appliquer donc l’algorithme du gradient
conjugué (voir la section 15.4) pour calculer p.

Afin de diminuer le nombre d’itérations de l’algorithme, qui est lié au nombre de conditionne-
ment de CA

−1
C
T , on utilise comme matrice de préconditionnement la matrice de masse M. Celle-ci
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est équivalente à C A
−1

C
T si la condition inf-sup discrète est uniforme (comme prouvé dans la sec-

tion 15.7). Dans ce cas, le nombre d’itérations est indépendant de h. Pour réduire le coût d’une
itération, on remplace la matrice de masse pleine par la matrice de masse réduite.

Les résultats illustrent le fait que cet algorithme est optimal pour résoudre le problème mixte
lorsque la condition inf-sup discrète uniforme est vérifiée (espaces XE et X0

E
) . Ainsi, pour l’espace

X0
E , γ , l’algorithme d’Uzawa n’est pas optimal car la condition inf-sup discrète dépend du pas du

maillage. Notons pour finir que dans la mesure où d’une part la dépendance numérique est faible
(voir les expériences numériques du chapitre 6), et d’autre part, le multiplicateur de Lagrange est
petit, ce n’est pas pénalisant, si toutefois on préconditionne le système avec la matrice de masse à
poids réduite .



Chapitre 6

Résultats numériques du problème

statique 2D

6.1 Introduction

Les méthodes pour la résolution du problème quasi-électrostatique (2.1)-(2.3) ont été pro-
grammées en Matlab. Nous avons choisis ce logiciel de calcul scientifique car la syntaxe est ma-
tricielle, et on dispose de plusieurs fonctions spécialisées pour le calcul (inversion de matrices,
recherche de valeurs propres...) et la représentation.

Le domaine d’étude ω pour les tests numériques est un polygone non-convexe en forme de L
(figure 6.1). Il ne comporte donc qu’un seul coin rentrant à angle droit, tel que α = 2/3 (voir les
sections 4.11 et 5.6). Nous avons travaillé avec cinq différents maillages, générés par un maillage
initial, raffiné cinq fois mais non- homogénéisé. Les caractéristiques de ces maillages sont les sui-
vantes :

Maillage 1 2 3 4 5

h, pas du maillage 2.00× 10−1 1.00 × 10−1 5.00 × 10−2 2.50 × 10−2 1.25 × 10−2

Nombre de triangles 616 2 464 9 856 39 42 158 720

Nombre de noeuds P1 351 1 317 5 097 20 049 79 521

Nombre de noeuds P2 1 317 5 097 20 049 79 521 −

Tab. 6.1 – Caractéristiques des maillages.

0 2 4 6
0

1

2

3

4

Fig. 6.1 – Représentation du domaine d’étude, et du maillage 1.

135
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Nous utiliserons les notations suivantes :
- Eφ, l’approximation du champ électrique calculée à l’aide des potentiels φD et φN ,
- Enat, l’approximation du champ électrique calculée dans XE,
- Eλ, l’approximation du champ électrique calculée par la λ-approche, et λh, l’approximation de λ,
- E⊥, l’approximation du champ électrique calculée dans X

0 , R
E

,
- E0, l’approximation du champ électrique calculée dans X0

E
,

- Eγ , l’approximation du champ électrique calculée dans X0
E , γ .

X désigne l’un ou l’autre des espaces considérés, et Eh est de façon générale l’une ou l’autre des
approximations associées. On appelle E le champ électrique solution exacte du problème. On notera
la méthode avec condition aux limites naturelles : MCLN et la méthode de régularisation à poids :
MRP.

Pour la MRP, nous avons pris γ = 0.99. Ainsi, le taux de convergence théorique (avec les bonnes
hypothèses sur les données) de cette méthode est d’environ 0.66. Pour la λ-approche ou la MCSO,
le taux de convergence théorique (avec les bonnes hypothèses sur les données) est de l’ordre de
0.33.

Afin d’étudier le taux de convergence des méthodes, nous calculons le taux de décroissance de
l’erreur en norme X ou L2(ω) entre deux maillages consécutifs :

Pour i ∈ {1, ..., 4} , τi = − log10( ||Ehi+1
− E ||X ou 0 )− log10( ||Ehi

− E ||X ou 0 )

log10(hi+1 )− log10(hi )

Nous utiliserons la notation suivante : τmeth,norm les taux de convergence de la méthode meth en
norme norm. Notons que pour étudier l’erreur en norme X, nous n’avons besoin que des données
et de Eh. En revanche, pour calculer l’erreur en norme L2(ω), il faut disposer d’une approximation
discrète du champ électrique exact, ce qui n’est pas le cas en général.

Dans la section 6.2, on présente les résultats du calcul de Eh par les éléments finis P1 de Lagrange
continus composante par composante. Dans la section 6.3, on présente les résultats du calcul de E

par les éléments finis mixtes P1-P2 de Lagrange continus composante par composante.

6.2 Calcul direct

Afin de tester les méthodes directes en P1, nous choisissons les trois cas-tests suivants :
- Cas test 1 : g sinusöıdale en x et y, f = 0, et e = 0. On connâıt alors la solution analytique de
(2.1)-(2.3), qui est de plus régulière ; on a donc λD = 0.
- Cas test 2 : g = sD, f = 0 et e = 0. La solution de (2.1)-(2.3) est −gradϕD = −grad ϕ̃D +
λD xP . On ne connâıt pas grad ϕ̃D exactement, mais on peut l’approcher en calculant ϕ̃D par les
éléments finis P1 de Lagrange. −grad ϕ̃D est alors (P0)

2, c’est-à-dire constant par triangle.
- Cas test 3 : f = 0, g = 0 et e = xP . τ | ∂ω. Dans ce cas, la condition aux limites tangentielle

n’est pas nulle. La solution de (2.1)-(2.3) est connue et vaut E = xP .

6.2.1 Cas régulier

On résout (2.1)-(2.3) avec : f = 0, g = 2π sinπx sinπy dans ω, e = 0 sur la frontière ∂ω.

Le champ E solution est alors : E = −
(

cos πx sinπy
sinπx cos πy

)
. Dans ce paragraphe, E0 représente

l’approximation de E calculé dans X
0 , R
E

sans complément singulier.
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• Dans les tableaux 6.2, on a représenté à gauche les erreurs en norme L2(Ω) et à droite les
taux de convergence de ces erreurs. Le calcul de l’erreur est fait à l’aide d’un schéma d’intégration
numérique à sept points par triangle, sachant qu’on connâıt la solution exacte en tous points. On
observe que la méthode qui converge le moins bien est le calcul du champ par les potentiels. En
effet, Eφ est P0 alors que les autres approximations sont P1. Comme λ est nul, la méthode du

complément singulier revient à effectuer le calcul du champ quasi-électrostatique dans X
0 , R
E

. La
différence (inférieure à 0.01%) est due a l’erreur sur le calcul de λ : λh n’est pas exactement nul.
Notons de plus qu’on obtient exactement le même résultat numérique avec la λ-approche et la
MCSO.

• Dans les tableaux 6.3, on a représenté à gauche les erreurs en norme X et à droite les taux de
convergence de ces erreurs. De même, le calcul de l’erreur est fait à l’aide d’un schéma d’intégration
numérique à sept points par triangle, sachant qu’on connâıt g en tous points. Pour les méthodes
de calcul direct, les taux de convergence sont de l’ordre de 1, ce qui correspond au taux attendu
lorsqu’on approche un champ régulier avec les éléments finis de Lagrange P1. Le calcul du champ
dans X0

E
(avec ou sans complément singulier) converge mieux que le calcul dans XE, car on tient

compte explicitement de la condition limite (comme on le verra dans les tableaux suivants). Notons
qu’on a un facteur deux entre le taux de convergence de la λ-approche en norme XE et celui en
norme L2(Ω), comme c’est attendu par la théorie (voir le paragraphe 4.11.2). Pour la MRP, on
remarque qu’on a quasiment la même erreur en norme X0

E
et en norme X0

E , γ , toujours car la
donnée et la solution sont régulières. Il semble qu’on ait aussi un facteur deux entre le taux de
convergence de la MRP en norme XE et celui en norme L2(Ω)

• Dans les tableaux 6.4, on a représenté à gauche les erreurs sur la composante tangentielle sur
∂ω, en norme L2(∂ω) et à droite les taux de convergence de ces erreurs. La quantité ||Eλ . τ ||0 , ∂ω
correspond ici à l’erreur d’interpolation entre λxP . τ | ∂ω et λh πh(x

P . τ | ∂ω ).

Maillage 1 2 3 4 5

||Eφ −E ||0 3.0% 0.9% 0.3% 0.0% 0.0%

||Enat −E ||0 4.0% 1.4% 0.4% 0.1% 0.0%

||Eλ −E ||0 2.5% 0.6% 0.2% 0.0% 0.0%

||E0 −E ||0 2.4% 0.6% 0.2% 0.0% 0.0%

||Eγ −E ||0 1.2% 0.3% 0.1% 0.0% 0.0%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τφ,0 1.80 1.75 1.68 1.62

τnat,0 1.55 1.82 1.94 1.93

τλ,0 1.99 1.99 2.00 2.01

τγ,0 1.93 1.94 1.94 1.96

Tab. 6.2 – Cas régulier : Erreurs L2(ω) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5

||Eφ −E ||XE
37.0% 20.3% 11.7% 7.1% 4.5%

||Enat −E ||XE
31.4% 15.8% 7.9% 4.0% 2.0%

||Eλ −E ||XE
32.3% 16.0% 8.0% 4.0% 2.0%

||E⊥ −E ||XE
32.3% 16.0% 8.0% 4.0% 2.0%

||E0 −E ||XE
32.3% 16.0% 7.9% 4.0% 2.0%

||Eγ −E ||
X0

E , γ
30.2% 14.8% 7.4% 3.7% 1.8%

||Eγ −E ||
X0

E

33.0% 16.1% 8.0% 4.0% 2.0%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τφ,XE
0.87 0.79 0.72 0.64

τnat,XE
0.99 0.99 1.00 1.00

τλ,XE
1.01 1.01 1.00 1.00

τγ,X0
E , γ

1.02 1.01 1.00 1.00

τγ,X0
E

1.02 1.01 1.00 1.00

Tab. 6.3 – Cas régulier : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5

||Eφ −E ||0,∂ω 2.6% 0.1% 0.0% 0.0% 0.0%

||Enat −E ||0,∂ω 5.6% 2.0% 0.6% 0.2% 0.0%

||Eλ −E ||0,∂ω 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τφ,∂ω 1.47 1.47 1.48 1.50

τnat,∂ω 1.36 1.70 1.82 1.85

τλ,∂ω 4.12 4.03 4.01 4.00

Tab. 6.4 – Cas régulier : Erreurs L2(∂ω) et taux de convergence.

6.2.2 Premier cas singulier

On résout (2.1)-(2.3) avec cette fois : f = 0, g = sD, e = 0.
Le champ E solution est alors : E = −gradϕD = −grad ϕ̃D + λxP . On ne connâıt donc pas
exactement le champ exact, aussi on prend comme approximation du champ exact pour calculer
l’erreur en norme L2(ω) : ED = −grad ϕ̃D,h + λh xP , où ϕ̃D,h approché par les éléments finis P2,
et −grad ϕ̃D,h est obtenu par projection P1-P2. Rappelons que dans notre situation, on a α = 2/3,
et donc 1 − α = 2α − 1. Ainsi, sD ∈ H2α−1−ε(ω) pour tous 0 < ε < 2α − 1 (d’après [67], thm.
1.2.18). On est dans le cadre des hypothèses du paragraphe 4.11.2 : le taux de convergence attendu
pour la λ-approche est bien de l’ordre de 0.33. En revanche, on ne peut pas savoir quel est le taux
de convergence attendu pour la méthode à poids car on n’a pas l’hypothèse divE = 0 requise pour
appliquer la proposition 4.19. De même que dans le cas régulier, la λ-approche et la MCSO donnent
les mêmes résultats numériques.

• Dans les tableaux 6.5, on a représenté à gauche les erreurs en norme L2(Ω), calculées à l’aide
d’un schéma d’intégration numérique à sept points (pour approcher au mieux xP ), et à droite les
taux de convergence de ces erreurs. On remarque que cette fois-ci, la donnée n’étant pas régulière,
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il est crucial d’utiliser le complément singulier pour approcher correctement E dans X0
E,h. Sinon, il

n’y a pas convergence vers la solution exacte (voir la quatrième ligne : ||E0 −ED||0), comme c’est
annoncé par la théorie. En fait, E0 converge vers une solution régulière autre que E.

• Dans les tableaux 6.6, on a représenté à gauche les erreurs en norme X et à droite les taux de
convergence de ces erreurs. De même, le calcul de l’erreur est fait à l’aide d’un schéma d’intégration
numérique à sept points par triangle (pour approcher au mieux sPD). Pour la λ-approche, on a un
taux de convergence de l’ordre de 0.33, ce qui correspond à la théorie. Le taux de convergence en
norme L2(ω) est de l’ordre de 0.72, ce qui est meilleur que deux fois meilleur que le taux attendu,
de l’ordre de 0.66, mais comme nous ne disposons pas de la solution analytique, celà correspond au
taux de convergence entre deux calculs différents. Notons que, contrairement au cas où la solution
exacte est régulière, la MRP ne converge pas en norme X0

E
.

• Détaillons les erreurs en norme X. Dans les tableaux 6.7, on donne à gauche les erreurs
de ||divEX − sD , h ||0(,γ), de || rot EX ||0 et de ||EX . τ ||0,∂ω ; et à droite les taux de convergence
correspondants. On remarque que pour les trois méthodes, l’erreur est moins forte sur le rotationnel
que sur la divergence. Celà est dû au fait que nous avons choisi une solution à rotationnel nul. De
même que dans l’exemple du précédent paragraphe, pour la méthode du complément singulier,
l’erreur ||Eλ . τ ||0 , ∂ω est simplement une erreur d’interpolation. On remarque en revanche que
pour la MCLN, l’erreur sur la composante tangentielle à ∂ω est médiocre et surtout ne décrôıt
pas. En fait, on ne contrôle pas la composante normale au bord de Enat, qui est singulière au
voisinage du coin, comme c’est illustré sur la figure 6.2. En effet, sur cette figure, on a représenté
|Enat . τ |∂ω | arête par arête sur le bord ∂ω. On remarque qu’au voisinage du coin rentrant (sur A0

et AΘ), |Enat . τ | ∂ω | augmente brusquement. Cela est dû au fait que par continuité des éléments
finis P1, |Enat . τ |A0 | tend vers |Enat .ν |AΘ | et |Enat . τAΘ | tend vers |Enat .νA0 | au voisinage du

coin rentrant : la valeur de Enat . τ sur A0 tend en son extrémité vers la valeur de −Enat .ν sur
AΘ. De même, la valeur de Enat . τ sur AΘ tend en son extrémité vers la valeur de Enat .ν sur A0.
Or, cette quantité prend des valeurs plus élévées que la moyenne.

Maillage 1 2 3 4 5

||Eφ −ED||0 10.3% 6.2% 3.8% 2.3% 1.4%

||Enat −ED||0 51.9% 49.1% 45.5% 41.7% 37.8%

||Eλ −ED||0 12.8% 7.6% 4.6% 2.8% 1.7%

||E0 −ED||0 70.9% 73.3% 74.7% 75.5% −
||Eγ −ED||0 56.8% 45.2% 34.5% 26.7% 21%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τφ,0 0.73 0.72 0.70 0.69

τnat,0 0.24 0.22 0.20 0.17

τλ,0 0.75 0.73 0.72 0.70

τγ,0 0.33 0.39 0.37 0.35

Tab. 6.5 – Cas singulier 1 : Erreurs L2(ω) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5

||Enat −ED||XE
44.2% 37.5% 32.3% 28.1% 24.9%

||Eλ −ED||XE
39.7% 31.4% 24.9% 19.8% 15.7%

||Eγ −ED||X0
E , γ

45.3% 35.3% 28.6% 23.6% 19.6%

||Eγ −ED||X0
E

76.3% 93.8% − − −

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τnat,XE
0.24 0.22 0.20 0.17

τλ,XE
0.34 0.33 0.33 0.33

τγ,X0
E , γ

0.34 0.30 0.28 0.27

Tab. 6.6 – Cas singulier 1 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5

||rotEnat||0 14.4% 13.3% 12.0% 10.7% 9.6%

||divEnat − sD||0 37.8% 30.2% 24.2% 19.5% 15.7%

||Enat . τ |∂ω||0,∂ω 17.7% 17.9% 17.7% 17.3% 16.7%

||rotEλ||0 13.5% 10.5% 8.2% 6.4% 5.0%

||div Eλ − sD||0 37.3% 29.6% 23.6% 18.7% 14.8%

||Eλ . τ |∂ω||0,∂ω 0.0% 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%

||rotEγ ||0 25.7% 21.9% 17.7% 14.4% 11.7%

||divEγ − sD||0 , γ 37.3% 27.7% 22.4% 18.7% 15.8%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τnat,rot 0.11 0.15 0.17 0.16

τnat,div 0.32 0.32 0.31 0.31

τnat,∂ω −0.02 0.02 0.03 0.05

τλ,rot 0.36 0.36 0.35 0.35

τλ,div 0.33 0.33 0.34 0.34

τλ,∂ω 2.00 2.00 2.00 2.01

τγ,rot 0.23 0.31 0.30 0.30

τγ,div γ 0.43 0.31 0.26 0.24

Tab. 6.7 – Cas singulier 1 : Erreurs rot , div , E . τ |∂ω, et taux de convergence.
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Fig. 6.2 – Cas singulier 1 : |Enat . τ | ∂ω | arête par arête.

6.2.3 Second cas singulier

On résout (2.1)-(2.3) avec : f = 0, g = 0, e = xP . τ . Le champ E solution est alors : E = xP

(donc λ = 1). On ne donne que l’erreur en norme L2(ω) et en norme XE puisque nous venons
d’analyser l’erreur au bord au premier cas-test singulier et que les comportements sont similaires
entre les deux cas singuliers. Ce test permet de vérifier la robustesse du code : il montre qu’il
fonctionne correctement pour des problèmes avec condition aux limites non homogènes, et qu’il
donne de bons résultats même avec des données très singulières.

• Dans les tableaux 6.8, on a représenté à gauche les erreurs en norme L2(ω), calculées à l’aide
d’un schéma d’intégration numérique à sept points (pour approcher au mieux xP ).

• Dans les tableaux 6.9, on a représenté à gauche les erreurs en norme X et à droite les taux de
convergence de ces erreurs. De même, le calcul de l’erreur est fait à l’aide d’un schéma d’intégration
numérique à sept points par triangle. Pour la λ-approche, on a une erreur très faible car elle ne
porte pratiquement que sur la composante tangentielle à ∂ω.

• Dans le tableau 6.10, nous présentons les résulats des calculs proposés au paragraphe 2.4.3.
Rappelons que xP . τ est nul sur les arêtes du coin rentrant, et régulier ailleurs. Nous pouvons donc
utiliser le théorème 2.45. Soit e un relèvement régulier de e.
On note λGr l’approximation de λ à la Grisvard : λGr = − ((rot eh, sN,h)0 + (div eh, sD,h)0) /π ; et

l’approximation de λ à la Nazarov-Plamenevsky : λNP =

∫

γ0

eh sN,h dσ/π. Pour le calcul de λGr,

eh est construit de sorte que :





eh(Si) = 0 , ∀i ∈ Iω,
eh .ν i = 0 , ∀i ∈ Ia,
eh . τ i = xP (Si) . τ i , ∀i ∈ Ia,
eh(Si) = xP (Si) , ∀i ∈ Ic.

Les parties régulières des fonctions singulières duales s̃D et s̃N sont approchées avec les éléments
finis P1. Nous avons utilisé un schéma d’intégration à sept points par triangle pour le calcul de λGr,
et à quatre points par arête pour le calcul de λNP . Le premier schéma est exact pour les polynômes
de degré cinq et le second pour les polynômes de degré trois. Ainsi, comme on peut l’observer sur le
tableau 6.10, le calcul de λGr est plus précis. On constate néanmoins que les deux calculs donnent
de très bons résultats, avec un erreur inférieure à 5% dès le premier maillage. Pour les deux calculs,
le taux de convergence est de l’ordre de 1.
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Maillage 1 2 3 4 5

||Enat − xP ||0 69.6% 65.6% 55.2% 49.5% 44.5%

||Eλ − xP ||0 0.4% 0.1% 0.0% 0.0% 0.0%

||Eγ − xP ||0 54.7% 42.1% 32.1% 24.6% 19.0%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τnat,0 0.08 0.11 0.13 0.15

τλ,0 1.38 1.36 1.35 1.34

τγ,0 0.38 0.39 0.38 0.37

Tab. 6.8 – Cas singulier 2 : Erreurs L2(ω) et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5

||Enat − xP ||XE
31.4% 30.2% 28.9% 27.5% 26.1%

||Eλ − xP ||XE
0.2% 0.1% 0.0% 0.0% 0.0%

||Eγ − xP ||X0
E , γ

43.4% 36.1% 29.5% 23.9% 19.2%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τnat,XE
0.06 0.06 0.07 0.08

τλ,XE
1.38 1.36 1.35 1.34

τγ,XE , γ
0.27 0.29 0.30 0.32

Tab. 6.9 – Cas singulier 2 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5

λGr 0.996 0.998 0.999 1.000 1.000

λNP 0.956 0.978 0.989 0.995 0.997

Tab. 6.10 – Cas singulier 2 : Deux calculs de λ.

6.3 Utilisation du multiplicateur de Lagrange

Dans cette section, nous donnons des résultats de l’approximation du champ quasi-électrostatique
par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1, avec les données suivantes : f = 0, g = 1 dans ω et
e = 0. Pour les trois méthodes, nous avons évalué le multiplicateur avec l’algorithme du gradient
conjugué avec un critère d’arrêt égal à 10−5 de trois façons différents :
- Sans préconditionner la matrice CA

−1
C
T (paragraphe 15.4.1),

- En préconditionnant cette matrice par la matrice de masse L2(,γ)(ω) P1 (paragraphe 15.4.2),
- En préconditionnant cette matrice par la matrice de masse L2(,γ)(ω) P1 réduite (sections 15.5,
15.6, et 15.7, partie IV).

Rappelons que si la condition inf-sup discrète est uniforme, la matrice CA
−1

C
T est équivalente à

la matrice de masse M, elle-même équivalente à la matrice de masse diagonale M̃. Ces trois méthodes
de calcul donnent le même résultat pour ph, on aura donc le même résultat pour l’approximation



6.3. Utilisation du multiplicateur de Lagrange 143

Eh, mais les algorithmes de résolution ne convergent pas à la même vitesse et n’ont pas le même
coût calcul. Notons que comme ph est petit, l’approximation de Eh correspond à celle en P2.

• Dans le tableau 6.11, on donne les erreurs d’approximation de E en P2-P1 et en P1 pour la
MCLN, la MCSO et la MRP, ainsi que les taux de convergence correspondants. On remarque que
c’est la MCSO qui donne le résultat le plus précis. Notons que bien que le taux de convergence de la
MCLN soit faible, cette méthode donne approximation correcte sur le maillage le plus grossier. Pour
la MRP, en P2-P1, on a un taux de convergence proche du taux théorique attendu. En revanche,
en P1, le taux de convergence décrôıt de 0.70 à 0.45. Ainsi, l’utilisation d’éléments finis P2 tend à
stabiliser le taux de convergence. Le taux de convergence de la MCSO est supérieur à 0.33, que ce
soit en P2-P1 ou en P1 : il y a un phénomène de super-convergence, certainement dû au fait que la
solution est plus régulière que H2α−1−ε(ω). Pour les trois méthodes, notons que l’erreur en P1 sur
le maillage i+ 1 est moins bonne que l’erreur en P2 sur le maillage i, pour un coût calcul similaire.
En effet, les éléments finis P2 permettent d’approcher avec plus de précision la partie régulière de
la solution.

• Dans le tableau 6.12, on donne le nombre d’itérations Nit et le nombre de conditionnement κ
de CA

−1
C
T (κ est défini en 15.1, partie IV) pour les trois méthodes directes en P2-P1. Ce calcul

n’est pas rédhibitoire pour la MCSO et la MCLN, mais on peut diminuer le nombre d’itérations.
Pour la MRP, le calcul est beaucoup trop coûteux : le nombre d’itérations est très élévé et crôıt
très rapidement.

• Dans le tableau 6.13, on donne le nombre d’itérations et le nombre de conditionnement de
M
−1

CA
−1

C
T , où M est la matrice de masse exacte. Le nombre d’itérations est peu élevé, et surtout,

il est indépendant de h pour la MCLN et la MCSO. Pour la MRP, log10(κ) crôıt linéairement en
fonction de log10(h), avec une pente d’ordre 1. Pour les trois méthodes, le nombre d’itérations est
raisonnable, néanmoins, chaque itération reste coûteuse car il faut inverser la matrice de masse M.

Dans le tableau 6.14, on donne le nombre d’itérations et le nombre de conditionnement de
M̃
−1/2

CA
−1

C
T

M̃
−1/2, où M̃ est la matrice de masse réduite. Le nombre d’itérations est peu élevé,

et le coût d’une itération est le même que sans préconditionnement. Ce préconditionnement est
donc bon compromis.

Maillage 1 2 3 4 5

||Enat −E ||XE
, P2-P1 11.2% 10.6% 10.0% 9.3% −

||Enat −E ||XE
, P1 16.1% 13.2% 11.7% 10.8% 10.1%

||E⊥ −E ||XE
, P2-P1 3.7% 2.0% 1.2% 0.8% −

||E⊥ −E ||XE
, P1 13.9% 7.8% 4.3% 2.4% 1.4%

||Eγ −E ||
X0

E , γ
, P2-P1 7.3% 4.6% 2.9% 1.8% −

||Eγ −E ||
X0

E , γ
, P1 19.5% 12.0% 7.7% 5.3% 4.9%

τi 1/2 2/3 3/4 4/5

τnat,XE
, P2-P1 0.07 0.09 0.09 −

τnat,XE
, P1 0.28 0.17 0.12 0.10

τ⊥,XE
, P2-P1 0.86 0.73 0.65 −

τ⊥,XE
, P1 0.83 0.86 0.84 0.78

τγ,X0
E , γ

, P2-P1 0.67 0.67 0.69 −
τγ,X0

E , γ
, P1 0.70 0.64 0.54 0.45

Tab. 6.11 – Problème mixte : Erreurs X et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4

MCLN, Nit 21 22 22 23

MCLN, κ 25 28 30 31

MCSO Nit 37 37 40 41

MCSO κ 120 138 151 157

MRP Nit 137 364 > 600 −
MRP κ > 104 > 105 > 106 −

Tab. 6.12 – Problème mixte, sans préconditionnement.

Maillage 1 2 3 4

MCLN, Nit 4 3 3 3

MCLN, κ 1 1 1 1

MCSO Nit 7 7 7 7

MCSO κ 5 5 5 5

MRP Nit 9 12 15 19

MRP κ 6 12 26 56

Tab. 6.13 – Problème mixte, préconditionnement avec la matrice de masse exacte.

Maillage 1 2 3 4

MCLN, Nit 15 15 14 14

MCLN, κ 8 8 9 9

MCSO Nit 25 26 27 27

MCSO κ 37 41 43 45

MRP Nit 48 82 155 271

MRP κ 317 1 890 8 900 34 400

Tab. 6.14 – Problème mixte, préconditionnement avec la matrice de masse réduite.
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6.4 Allure du champ quasi-électrostatique

Sur les figures qui suivent, on a représenté les valeurs normalisées des composantes de EX,
approché avec les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1 sur le quatrième maillage. On remarquera
pour les trois méthodes, le champ électrique a la même allure, il s’enroule autour du coin rentrant.
Les valeurs maximales des composantes de Eh sont de l’ordre de 1.3 pour la MCLN et la MRP,
alors que pour la MCSO, elles sont de l’ordre de 1.8, car on ajoute explicitement le champ singulier,
qui prend de très grandes valeurs au voisinage du coin rentrant.

• Sur les figures 6.3 et 6.4, EX = Enat. On observe comme prévu que le champ électrique
est très intense au voisinage du coin rentrant. On peut voir sur le zoom que la condition aux
limites tangentielles n’est pas exactement nulle au voisinage du coin rentrant, car elle est imposée
faiblement.

• Sur la figure 6.5, EX = E⊥. De même, le champ électrique est très intense au voisinage du
coin rentrant. L’approximation du champ électrique est infinie au coin rentrant, on ne peut donc
pas représenter le champ électrique en ce point. C’est pourquoi, pour la représentation, on a tronqué
les triangles qui touchent le coin rentrant, comme on peut l’observer sur le zoom. On observe cette
fois-ci que la condition aux limites tangentielles est bien nulle partout.

• Sur la figure 6.8, EX = Eγ . Encore une fois, on constate que le champ électrique est très
intense au voisinage du coin rentrant. Par rapport aux figures précédentes, on remarque un léger
déplacement de la valeur maximale, qui est en fait un artefact de calcul. Comme pour la MCSO, il
est clair que la condition aux limites tangentielles est nulle (elle est en fait exactement nulle pour
cette approche).
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Fig. 6.3 – MCLN : amplitudes relatives de Enat,x et Enat,y.

Fig. 6.4 – Enat,x et Enat,y : zoom au voisinage du coin rentrant.
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Fig. 6.5 – MCSO : amplitudes relatives de E⊥,x et E⊥,y.

Fig. 6.6 – E⊥,x et E⊥,y : zoom au voisinage du coin rentrant.
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Fig. 6.7 – MRP : amplitudes relatives de Eγ,x et Eγ,y.

Fig. 6.8 – Eγ,x et Eγ,y : zoom au voisinage du coin rentrant.
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6.5 Conclusions

Pour conclure, rappelons les principaux résultats observés pour la MCLN, la MCSO et la MRP :
- Dans le cas d’une solution régulière, ces méthodes sont équivalentes (erreur en norme X de l’ordre
de 30% sur le premier maillage et de l’ordre de 2% sur le dernier).
- La méthode directe la plus simple à programmer est la MCLN (pas de traitement particulier pour
les noeuds du bord ni pour les singularités). La méthode directe la plus complexe à programmer
est la λ-approche en P1 et la MCSO en P2-P1.
- L’approximation de E dans X

0 , R
E ,k diverge si E0 6∈ H1(ω),

- La λ-approche et la MCSO donnent exactement le même résultat numérique en P1,
- Pour la MRP, ||divEγ − g ||0 diverge si la solution exacte E 6∈ H1(ω),
- Les trois méthodes sont robustes : elles convergent même avec des données peu régulières (para-
graphe 6.2.3),
- Pour la résolution du problème mixte, le préconditionnement de CA

−1
C
T avec la matrice de masse

réduite permet de réduire nombre d’itérations sans coût supplémentaire,
- Expérimentalement, la méthode qui est la plus performante en terme de précision est la λ-approche
pour le P1 et la MCSO pour le P2-P1,
- Pour la MCLN, l’approximation médiocre de la composante tangentielle à ∂ω n’est pas rédhibitoire,
car pour des données peu singulières (comme celles de la section 6.3), l’erreur de convergence est
de l’ordre de 16% en P1 et 11% en P2-P1 dès le premier maillage.

Nous ne présentons pas tous les résultats obtenus, néanmoins nous signalons au lecteur que la
MRP dépend fortement du maillage. Notons d’une part que l’utilisation de maillages homogénéisés
stabilise le taux de convergence en P1 ; d’autre part, si le maillage est trop raffiné localement
autour d’un noeud autre que le coin rentrant, le champ électrique peut prendre de grandes valeurs
au voisinage de ce noeud.
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Troisième partie

Le problème tridimensionnel
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Chapitre 7

Notations et résultats préliminaires

3D

7.1 Notations relatives au domaine d’étude

Le domaine d’étude Ω ⊂ R
3 est un polyèdre de frontière lipschitzienne ∂Ω. On suppose en

particulier que Ω est simplement connexe et que ∂Ω est connexe. Dans le cas général, on renvoie le
lecteur à [5].

La frontière ∂Ω est composée de K faces ouvertes Fk, k ∈ { 1 , ..., K } : ∂Ω = ∪kFk. La normale
unitaire sortante à Fk est notée νk.
On appelera Ak , l l’arête partagée entre les faces Fk et Fl, et Θk , l ∈ ] 0 , π [∩ ]π , 2π [ l’angle dièdre
entre ces faces. Soit τ k , l le vecteur parallèle à Ak , l, et τ k = τ k , l×νk. Ainsi, le couple ( τ k , τ k , l )

Ω

νk ν l

Face Fl

Face Fk τ k , l

τ l−τ k

Arête Ak , l

Θk , l

Fig. 7.1 – Vecteurs normaux et tangentiels à Fk et Fl.

forme une base orthonormée dans le plan généré par Fk ; et ( τ k , τ k , l , νk ) forme une base ortho-
normée de R

3 (voir la figure 7.1). On utilisera les notations suivantes :

( e1 , e2 , e3 ) = ( ex , ey , ez ) : base orthonormale canonique de R
3.

(x1 , x2 , x3 ) = (x , y , z ) : coordonnées d’un point de R
3.

u = (u1 , u2 , u3 ) = (ux , uy , uz ) : composantes d’un champ de vecteurs de R
3.

u .v = u1 v1 + u2 v2 + u3 v3 ∈ R : produit scalaire 3D entre u et v.

153
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u× v = (u2 v3 − u3v2 , u3 v1 − u1 v3 , u1 v2 − u2 v1) ∈ R
3 : produit vectoriel 3D entre u et v.

u
2
× v = u1 v2 − u2 v1 ∈ R : produit vectoriel 2D entre u et v.

Pour tous k ∈ {1, ...,K}, on note :

ν |Fk
= ( ν1 , ν2 , ν3 ) : vecteur unitaire sortant normal à Fk.

uν = u .ν |Fk
: composante normale à Fk du vecteur u.

uT = ν × (u× ν )|Fk
: composante tangentielle à Fk du vecteur u.

Notons que sur Fk :
u = uT + uν ν .

Par abus de notation, on généralisera ces définitions à ∂Ω.

Propriétés 7.1 Soient u, v, w des vecteurs de R
3. On a alors les propriétés vectorielles suivantes :

u . (v ×w ) = (w × u ) .v , (7.1)

u× (v ×w ) = (u .w )v − (u .v )w . (7.2)

On suppose que Ω présente Nar arêtes rentrantes (Ae )e∈{1,...,Nar}, c’est-à-dire des arêtes dont les
angles dièdres, notés (Θe )e∈{1,...,Nar} sont compris strictement entre π et 2π. On note (αe )e∈{1,...,Nar},
et on pose :

α = min
e
αe (7.3)

Définition 7.2 Soit E = ∪eAe, la fermeture de l’ensemble des arêtes rentrantes de ∂Ω. On pose
d0(x) = d(x, E).

7.2 Opérateurs tridimensionnels

On utilisera les notations suivantes :

t : variable temporelle.

∂t(.) =
∂(.)

∂t
: dérivée partielle par rapport au temps.

∂mt (.) =
∂m(.)

∂tm
: dérivée partielle mième par rapport au temps.

∂i(.) : la dérivée partielle suivant xi.

∂mi (.) =
∂m(.)

∂xmi
: la dérivée partielle mième suivant xi.

∂mx v =
∑

m1,m2,m3≥0 |m1+m2+m3=m

∂m v

∂xm1
1 ∂xm2

2 ∂xm3
3

.
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grad v = ( ∂1 v , ∂2 v , ∂3 v ).

grad ∂Ωv = ν × (grad v × ν )| ∂Ω : gradient surfacique de v sur ∂Ω, tangentiel à ∂Ω.

rot ∂Ωv = (grad v × ν )| ∂Ω : rotationnel surfacique de v sur ∂Ω, tangentiel à ∂Ω.

∂νv| ∂Ω = grad v .ν | ∂Ω : dérivée de v sur ∂Ω dans la direction normale à ∂Ω.

rot ∂Ωu : l’opérateur adjoint de rot ∂Ω.

div ∂Ωu : l’opérateur adjoint de −grad ∂Ω.

∆v = ∂2
1 v + ∂2

2 v + ∂2
3 v : le laplacien de v.

rotu = ( ∂2 u3 − ∂3 u2 , ∂3 u1 − ∂1 u3 , ∂1 u2 − ∂2 u1 ).

divu = ∂1 u1 + ∂2 u2 + ∂3 u3.

∆u = (∆u1 , ∆u2 , ∆u3 ) : le laplacien vectoriel de u.

grad : u =




∂1u1 ∂2u1 ∂3u1

∂1u2 ∂2u2 ∂3u2

∂1u3 ∂2u3 ∂3u3


 : le gradient matriciel de u.

Relations entre opérateurs tridimensionnels

div rot ( . ) = 0 , (7.4)

rot grad ( . ) = 0 , (7.5)

div grad ( . ) = ∆( . ) , (7.6)

−rot rot ( . ) + grad div ( . ) = ∆( . ) , (7.7)

div (v ×w ) = w . rot v − v . rotw . (7.8)

Propriété 7.3 La relation suivante est montrée par É. Heintzé dans [69] :
Soient u et v réguliers. On a alors :

( divu , divv )0 + ( rot u , rot v )0 = (grad : u , grad : v )0

+

3∑

α=1

(grad uα × ν , eα × v )0 , ∂Ω .

Propriété 7.4 La relation suivante est montrée par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. dans [29] :
Soit u ∈ H(rot , Ω). On a alors : div ∂Ω(u× ν ) |∂Ω = rotu .ν | ∂Ω .

7.3 Espaces de Hilbert usuels et leurs normes associées

De façon générale, les espaces désignés par des lettres majuscules en caractère calligraphiques
sont des espaces de champs vectoriels, et les espaces désignés par des lettres majuscules italiques
en caractère normal sont des espaces de champs scalaires. Soit H(.) un espace de champs scalaires.
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On notera H(.) = H(.)3, l’espace de champs vectoriels correspondant.
dΩ désigne la mesure de l’ouvert Ω et dΣ désigne la mesure de l’ouvert ∂Ω.
D(Ω) est l’espace des fonctions C∞(Ω), à support compact dans Ω. On appelle D ′(Ω) son dual,
l’espace des distributions.
Pour la définition de la dualité, on renvoit le lecteur à la section 1.6.

7.3.1 Espaces de champs scalaires

L2(Ω) =

{
u mesurable sur Ω :

∫

Ω
u2 dΩ <∞

}
, ||u||0 =

(∫

Ω
u2 dΩ

)1/2

.

L2
loc(Ω) =

{
u mesurable sur Ω : ∀Ωc |Ωc ⊂ Ω ,

∫

Ωc

u2 dΩ <∞
}
.

L2
0(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) :

∫

Ω
udΩ = 0

}
.

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : grad u ∈ L2(Ω)

}
, ||u||H1 =

(
||u||20 + ||grad u||20

)1/2
.

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : u| ∂Ω = 0

}
, ||u||H1

0
= ||grad u||0.

H1
∆(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)

}
, ||u||H1

∆
=
(
||u||2H1 + ||∆u||20

)1/2
.

H2(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω) : grad u ∈ H1(Ω)

}
, ||u||H2 =

(
||u||20 + ||grad u||2H1

)1/2
.

L’espace H1(Ω) et sa norme sont définis dans le paragraphe 7.3.2 ci-dessous. L’équivalence entre la
norme du graphe et la semi-norme dans H1

0 (Ω) est due à l’inégalité de Poincaré.
On désigne par H−1(Ω) le dual de H1

0 (Ω).
ΦN et ΦD sont les espaces des solutions du Laplacien :

ΦN =
{
u ∈ H1(Ω) ∩ L2

0(Ω) : ∆u ∈ L2(Ω) , ∂νu|∂Ω = 0
}
,

ΦD =
{
u ∈ H1

0 (Ω) : ∆u ∈ L2(Ω)
}
.

Dans ΦN et ΦD, la semi-norme est équivalente à la norme du graphe : ||u||ΦD,N
= ||u||Φ := ||∆u||0

(inégalité de Poincaré-Friedrichs pour ΦD et inégalité de Poincaré-Wirtinger et théorème de Lax-
Milgram pour ΦN ).
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7.3.2 Espaces de champs vectoriels

L2(Ω) = L2(Ω)3, ||u||0 =
(
||u1||20 + ||u2||20 + ||u3||20

)1/2
.

H1(Ω) = H1(Ω)3, ||u||H1 =
(
||u||20 + ||grad : u||20

)1/2
.

H(rot ,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : rotu ∈ L2(Ω)

}
, ||u||H(rot ) =

(
||u||20 + ||rot u||20

)1/2
.

H0(rot ,Ω) =
{
u ∈ H(rot ,Ω) : u× ν |∂Ω = 0

}
.

H(rot 0,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : rotu = 0

}
, ||u||H(rot 0) = ||u||0.

H0(rot
0,Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) : rotu = 0 , u× ν |∂Ω = 0

}
.

H(div ,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : divu ∈ L2(Ω)

}
, ||u||H(div ) =

(
||u||20 + ||div u||20

)1/2
.

H0(div ,Ω) = {u ∈ H(div ,Ω) : uν = 0} .

H(div 0,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : div u = 0

}
, ||u||H(div 0) = ||u||0.

H0(div 0,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : divu = 0 , uν = 0

}
.

XE et XH sont les espaces des solutions des équations de Maxwell quasi-statique :

XE =
{
u ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ,Ω) : u× ν |∂Ω ∈ L2

t (∂Ω)
}
.

XH =
{
u ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ,Ω) : uν ∈ L2(∂Ω)

}
.

Voir le paragraphe 7.3.3 pour une définition des espaces de trace.
D’après [49], ces espaces sont identiques algébriquement et topologiquement.
Dans XE et XH, la semi-norme est équivalente à la norme du graphe (voir la section 8.1), d’où :

||u||XE =
(
||rot u||20 + ||div u||20 + ||u× ν||20 , ∂Ω

)1/2
, ||u||XH =

(
||rot u||20 + ||div u||20 + ||uν ||20 , ∂Ω

)1/2
.

On considère les sous-espaces de XE suivants :

X 0
E =

{
u ∈ XE : u× ν |∂Ω = 0

}
, ||u||X 0

E
=
(
||rot u||20 + ||div u||20

)1/2
.

VE =
{
u ∈ X 0

E : divu = 0
}
, ||u||VE = ||rot u||0.

WE =
{
u ∈ X 0

E : rotu = 0
}
, ||u||WE

= ||divu||0.

On considère les sous-espaces de XH suivants :

X 0
H = {u ∈ XH : uν = 0} , ||u||X 0

H
=
(
||rot u||20 + ||div u||20

)1/2
.

VH =
{
u ∈ X 0

H : divu = 0
}
, ||u||VH = ||rotu||0.

WH =
{
u ∈ X 0

H : rotu = 0
}
, ||u||WH

= ||div u||0.
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7.3.3 Espaces des traces

L2(∂Ω) =

{
u mesurable sur ∂Ω :

∫

∂Ω
u2 dΣ <∞

}
, ||u ||0 , ∂Ω =

(∫

∂Ω
u2 dΣ

)1/2

.

L2
t (∂Ω) =

{
u ∈ L2(∂Ω)3 : ∀ k ∈ {1, ...,K} , u .ν |Fk

= 0
}
, ||u ||0 , ∂Ω =

(∫

∂Ω
|u |2 dΣ

)1/2

.

∀u ∈ H1(Ω), u|∂Ω ∈ H1/2(∂Ω), où :

H1/2( ∂Ω) =

{
u ∈ L2(∂Ω) :

∫

∂Ω

∫

∂Ω

(u(x) − u(y) )2

||x − y ||3 dΣ(x) dΣ(y) < ∞
}
.

Proposition 7.5 L’application : H1(Ω) → H1/2(∂Ω), u 7→ u|∂Ω est surjective et continue.

H−1/2( ∂Ω) est le dual de H1/2( ∂Ω).
Les espaces suivants sont caractérisés par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. dans [29].

H1/2
− ( ∂Ω) =

{
u ∈ L2

t (∂Ω) : ∀ k ∈ {1, ...,K} , u|Fk
∈ H1/2(Fk )

}
.

H1/2
⊥ ( ∂Ω) =

{
v× ν |∂Ω , v ∈ H1(Ω)

}
.

H1/2
‖ ( ∂Ω) =

{
vT , v ∈ H1(Ω)

}
.

H−1/2
⊥ (rot ∂Ω, ∂Ω) = {vT , v ∈ H(rot , ∂Ω) } .

H−1/2
‖ (div ∂Ω, ∂Ω) =

{
v × ν |∂Ω , v ∈ H(rot , ∂Ω)

}
.

D’après [30], H−1/2
⊥ (rot ∂Ω, ∂Ω)′ = (H−1/2

‖ (div ∂Ω, ∂Ω) )′, ce qui permet de définir une formule

d’intégration par parties pour les éléments de H(rot , Ω) (voir l’équation (7.15)).

Proposition 7.6 L’application suivante :

XE → L2
t (∂Ω) ∩H−1/2

⊥ (rot ∂Ω, ∂Ω)
v 7→ vT

est surjective et continue.

Démonstration. Soit v ∈ L2
t (∂Ω)∩H−1/2

‖ (div ∂Ω, ∂Ω). Il existe donc u ∈ H(rot ,Ω) tel que u×
ν |∂Ω = v. D’après le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique q ∈ H 1

0 (Ω) tel que : ∆q = divu

dans H−1(Ω). Soit F = u− grad q ∈ L2(Ω). On a : divF = 0 ∈ L2(Ω), et rotF = rotu ∈ L2(Ω).
De plus, F × ν |∂Ω = u× ν |∂Ω = v ∈ L2

t (∂Ω). Finalement, F ∈ XE , et F × ν |∂Ω = v. On en conclut

que pour tout v ∈ L2
t (∂Ω) ∩ H−1/2

‖ (div ∂Ω, ∂Ω), il existe F ∈ XE tel que F × ν |∂Ω = v|∂Ω. La
continuité est immédiate.

�

Ci-dessus, on a utilisé le fait que pour tout élément q ∈ H 1
0 (Ω), grad q × ν |∂Ω = 0 (voir [65]).
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7.4 Espaces à poids

Pour les espaces à poids dans les domaines tridimensionnels, plusieurs définitions sont possibles.
Nous choisissons celle de [36], plutôt que celle de [53] car elle est adaptée aux domaines polyédriques,
pour lesquels on peut confondre les distances aux arêtes rentrantes et les distances aux coins
rentrants, ce qui n’est pas possible si le domaine présente des pointes coniques à bord régulier.
Pour ce cas particulier, et pour une définition plus précise, nous renvoyons le lecteur à [53].

V l
γ(Ω) =



u ∈ L2

loc(Ω) :
∑

|j|≤l

∫

Ω
d
2(γ−l+|j|)
0 | ∂jxu |2 dΩ < ∞



 .

On a en particulier :

V 0
γ (Ω) = {u ∈ L2

loc(Ω) : dγ0u ∈ L2(Ω)} , ||u ||0 , γ = ||dγ0u||0 ,

V 1
γ (Ω) = {u ∈ L2

loc(Ω) : dγ−1
0 u ∈ L2(Ω) , dγ0gradu ∈ L2(Ω)} , ||u ||V 1

γ (Ω) = (||dγ−1
0 u||0 + ||grad u||0 , γ)1/2 ,

V 1
0 (Ω) = {u ∈ L2

loc(Ω) : d−1
0 u ∈ L2(Ω) , gradu ∈ L2(Ω)} , ||u ||V 1

0 (Ω) = (||d−1
0 u||0 + ||grad u||0)1/2 .

On utilisera aussi la notation : L2
γ(Ω) := V 0

γ (Ω), et le produit scalaire de L2
γ(Ω) ainsi que la norme

associée seront notés :

(u, v)0 , γ :=

∫

Ω
d2 γ
0 u v dΩ , ||u ||0 , γ :=

∫

Ω
d2 γ
0 u2 dΩ.

Pour 0 < γ < 1, on définit de plus :

H1
0 , γ(Ω) = {φ ∈ V 1

γ (Ω) : φ|∂Ω = 0 }, ||φ||H1
0 , γ

= ||gradφ||0 , γ .

Φγ = {φ ∈ H1
0 (Ω) : ∆φ ∈ L2

γ(Ω) }, ||φ||Φ , γ = ||∆φ||0 , γ .

H(div γ ,Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : div u ∈ L2

γ(Ω)
}
, ||u||H(div γ) =

(
||u||20 + ||divu||20 , γ

)1/2
.

H0(div γ ,Ω) = {u ∈ H(div γ ,Ω) : uν = 0} .

X 0
E , γ = {u ∈ H0(rot ,Ω) ∩H(div γ ,Ω)} , ||u||X 0

E , γ
= ( ||rot u||20 + ||div u||20 , γ )1/2.

X 0
H , γ = {u ∈ H(rot ,Ω) ∩H0(div γ ,Ω)} , ||u||X 0

H , γ
= ( ||u||20 + ||rot u||20 + ||div u||20 , γ )1/2.

Notons que H1
0 , γ(Ω) est la fermeture des fonctions C∞0 (Ω) dans V 1

γ (Ω). En particulier, H1
0 (Ω) est

la fermeture des fonctions C∞0 (Ω) dans V 1
0 (Ω). Pour X 0

E , γ , l’équivalence entre la semi-norme et la
norme du graphe est prouvée dans la section 8.5.

Proposition 7.7 Dans H1
0 , γ(Ω), la norme du graphe ||u||V 1

γ
la semi-norme définie par : |u|1,γ :=

||grad dγ0 u||0 et sont équivalente.

Démonstration. Faisons la preuve par contradiction. Supposons qu’il existe (qn)n ∈ H1
0,γ(Ω) une

suite telle que : ∀n, || dγ−1
0 qn ||0 = 1 ou || dγ0 grad qn ||0 = 1 ; et ||grad dγ0 qn||0 → 0.

• Supposons que || dγ−1
0 qn ||0 = 1.
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Comme ||grad dγ0 qn||0 → 0 et que dγ0 qn |∂Ω = 0, alors dγ0 qn ∈ H1
0 (Ω). D’où dγ0 qn → 0 dans H1

0 (Ω).
Or d’après [53], l’injection de V 1

0 (Ω) dans V 0
−1(Ω) est continue, d’où, comme H1

0 (Ω) ⊂ V 1
0 (Ω) :

d−1
0 ( dγ0 qn ) → 0 dans L2(Ω), ce qui contredit l’hypothèse initiale.
• Supposons que || dγ0 grad qn ||0 = 1.
Prenons le cas d’une unique arête rentrante, le long de l’axe z = 0. Posons d0 = r, la distance ortho-
gonale à cette arête, telle que : r2 = x2

1+x2
2. Pour i ∈ {1, 2} : ∂i( r

γ qn ) = γ xi r
γ−2qn+rγ∂iqn, c’est-

à-dire rγ∂iqn = ∂i( r
γ qn )− γ xi r

γ−2qn. Or ||xi rγ−2qn ||0 ≤ || rγ−1qn ||0 → 0 et || ∂i( rγ qn ) ||0 → 0
par hypothèse. De plus, ∂3( r

γ qn ) = rγ∂3qn. D’où rγ ∂iqn → 0 pour ∀ i, et ||rγ grad qn||0 → 0, ce
qui contredit l’hypothèse initiale.

�

7.5 Formules d’intégration par parties classiques dans un ouvert

7.5.1 Formules de Green

∀u ∈ D(Ω) , ∀v ∈ D(Ω),

∫

Ω
grad u .grad v dΩ +

∫

Ω
∆u v dΩ =

∫

∂Ω
∂νu v dΣ. (7.9)

∀u ∈ D(Ω)3 , ∀v ∈ D(Ω),

∫

Ω
u .grad v dΩ +

∫

Ω
divu v dΩ =

∫

∂Ω
uν v dΣ. (7.10)

∀u ∈ D(Ω)3 , ∀v ∈ D(Ω)3,

∫

Ω
rotu.v dΩ−

∫

Ω
u.rot v dΩ =

∫

∂Ω
u . (v × ν) dΣ. (7.11)

7.5.2 Généralisation des formules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L’argument principal est la densité des
fonctions régulières dans les espaces de Hilbert considérés. Ici, H = H 1/2(∂Ω).

∀u ∈ H1
∆(Ω) , ∀v ∈ H1(Ω),

∫

Ω
gradu .grad v dΩ +

∫

Ω
∆u v dΩ =< ∂νu , v >H′,H . (7.12)

∀u ∈ H(div ,Ω) , ∀v ∈ H1(Ω),

∫

Ω
u .grad v dΩ +

∫

Ω
div u v dΩ =< uν , v >H′,H . (7.13)

∀u ∈ H(rot ,Ω) , ∀v ∈ H1(Ω),

∫

Ω
rot u .v dΩ−

∫

Ω
u . rot v dΩ =< u,v × ν >H′,H . (7.14)

Généralisation de (7.14), prouvée par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. [29] : ∀u , v ∈ H(rot ,Ω)

∫

Ω
rotu .v dΩ−

∫

Ω
u . rot v dΩ =< ν × (u× ν),v × ν >H′,H , (7.15)

avec H = H−1/2
‖ (div ∂Ω, ∂Ω).
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7.6 Espaces fonctionnels du problème en temps

Lorsqu’on résout les équations de Maxwell instationnaires, le champ électrique dépend à la fois
du temps t et de la variable d’espace x. On distingue ces deux variables. En général, on s’intéresse
aux valeurs prises par le champ en un instant donné : on étudie par exemple x → E(x, t0), où t0
est fixé. On peut se contenter de définir alors deux types d’espaces fonctionnels et une classe de
distributions à valeurs vectorielles.

Soit T > 0 un temps final donné, m ∈ N, X un espace de Banach et H un espace de Hilbert,
de variable x tous deux.

Définitions 7.8 • Cm(0, T ;X) désigne l’ensemble des fonctions de classe Cm sur [ 0 , T ] à valeurs
dans X. C’est un espace de Banach muni de la norme :

||u ||Cm ( 0 , T ;X ) :=
m∑

k=0

sup
t∈[0,T ]

|| ∂kt u(t) ||X . (7.16)

• L’espace L2 ( 0 , T ; X ) est l’ensemble des fonctions mesurables de carré intégrable sur ] 0 , T [ à
valeurs dans X. C’est un espace de Banach, muni de la norme :

||u ||L2 ( 0 , T ;X ) :=

(∫ T

0
||u ( . , t ) ||2X dt

)1/2

. (7.17)

Si X = H, l’espace L2 ( 0 , T ; X ) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u , v )L2 ( 0 , T ;X ) :=

∫ T

0
( u ( . , t ) , v ( . , t ) )H dt . (7.18)

• L’espace des distributions sur ] 0 , T [ à valeurs dans X, noté D ′( ] 0 , T [ ; X ) est l’ensemble des
applications linéaires et continues de D( ] 0 , T [ ) dans X.

Par convention, on écrira que ∂mt v ∈ L2 ( 0 , T ; X ), ou de façon équivalente v ∈ Hm ( 0 , T ; X ).
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Chapitre 8

Le problème statique 3D direct

continu

8.1 Introduction

Le domaine Ω représente l’intérieur vide d’un conducteur parfait, qu’on borne si besoin est par
une frontière artificielle ΓA ne coupant pas de singularités géométriques. La frontière ∂Ω est dans
ce cas composée de deux parties : ∂Ω = ΓC ∪ ΓA, où ΓC est le conducteur parfait.
Dans cette configuration, le champ électrique bidimensionnel satisfait E × ν = 0 sur ΓC et E × ν =
e∗ × ν + c (B × ν )× ν sur ΓA, avec :
- Pour une condition aux limites d’onde entrante : e∗ × ν = ei × ν, où ei est une donnée,
- Pour une condition aux limites absorbante : e∗ × ν = 0.
Posons E × ν = e× ν. On suppose que e× ν est connu (c’est-à-dire que (ν ×B)×ν |ΓA

est connu).
Considérons VΓA

, un voisinage de ΓA ne contenant pas de singularité.
Localement, E|VΓA

∈ H1(VΓA
) [36], (rem. 1, p. 562), d’après [5], (thm. 2.9 p. 829 et thm. 2.12 p.

830). De plus, e × ν |ΓC
= 0, et d’après [36] (prop. 2.7 p. 15), e × ν |ΓA

∈ H1/2
⊥ (ΓA). D’où, en

prolongeant e×ν |ΓA
par 0 sur ΓC , on a : e×ν |∂Ω ∈ H1/2

⊥ (∂Ω). Ainsi, dans la suite de cette partie,
on considère toujours que :

E × ν sur ∂Ω est donné par e× ν ∈ H1/2
⊥ (∂Ω),

s’annulant au voisinage des coins et des arêtes rentrants de Ω.

Notons que comme E ∈ H(rot ,Ω), on a aussi e× ν |∂Ω ∈ H−1/2
‖ (div ∂Ω, ∂Ω). Cette hypothèse n’est

en aucun cas restrictive, et correspond à une réalité de la modélisation. En effet, comme on l’a
mentionné plus haut, on peut toujours placer la frontière artificielle de façon à ne pas couper les
singularités géométriques. On en déduit immédiatement la proposition suivante :

Proposition 8.1 ΓA ne coupant pas de singularité géométrique, il existe un relèvement régulier
Er ∈ H1(Ω) de e× ν tel que : Er × ν |∂Ω = e× ν |∂Ω sur ∂Ω.

Au contraire du cas bidimensionnel, on ne peut pas facilement construire de relèvement comme
décrit dans la démonstration de la proposition 2.2.

Nous étudions le problème quasi-électrostatique tridimensionnel, qui s’écrit mathématiquement
de la façon suivante :

163
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Trouver E ∈ XE tel que :

rot E = f dans Ω f ∈ L2(Ω), (8.1)

div E = g dans Ω g ∈ L2(Ω), (8.2)

E × ν = e× ν sur ∂Ω e× ν ∈ L2
t (∂Ω), (8.3)

où f = ∂tB et g = ρ/ε0 sont connus. Lorsque le problème est statique, f = 0.

En vertu de la relation (7.4), div f = 0, d’où f ∈ H(div 0,Ω). D’autre part, on a la relation de
compatibilité suivante entre e et f (propriété 7.4).

f .ν | ∂Ω = rot E .ν |∂Ω = div ∂Ω(e× ν |∂Ω) . (8.4)

Définitions 8.2 On appelle la norme du graphe (ou norme naturelle) de XE la quantité suivante :

||v||0,rot ,div ,L2
t (∂Ω) :=

(
||v||20 + ||rot v||20 + ||div v||20 +

∫

∂Ω
|v × ν|2 dΣ

)1/2

.

On appelle la semi-norme de XE la quantité suivante :

|v|
rot ,div ,L2

t (∂Ω) :=

(
||rot v||20 + ||div v||20 +

∫

∂Ω
|v × ν|2 dΣ

)1/2

.

P. Fernandez et G. Gilardi ont montré dans [61] le théorème suivant :

Théorème 8.3 L’injection de XE dans L2(Ω) est compacte.

Ce théorème permet de montrer le lemme suivant :

Lemme 8.4 Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Ω telle que :

∀v ∈ XE , ||v||0 ≤ C|v|rot ,div ,L2
t (∂Ω). (8.5)

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Supposons que ∀n ∈ N
∗, il existe vn ∈ XE tel que :

||vn||0 = 1 et |vn|rot ,div ,L2
t (∂Ω) ≤

1

n
. (8.6)

La suite (vn)n∈N∗ est bornée dans XE . Comme l’injection de XE dans L2(Ω) est compacte, il existe
une sous-suite extraite de (vn)n∈N∗ , que l’on assimile à (vn)n∈N∗ , qui converge fortement dans
L2(Ω) vers v. On en déduit que (div vn)n∈N∗ et (rot vn)n∈N∗ convergent au sens des distributions
vers divv et rot v respectivement. D’après (8.6), on obtient la convergence forte dans L2(Ω) et la
valeur de la limite : {

rot vn → rot v = 0 dans L2(Ω) ,
div vn → divv = 0 dans L2(Ω) .

On a alors vn → v dans H(rot 0,Ω) ∩ H(div 0,Ω). On en déduit la convergence de la trace :

vn × ν |∂Ω → v × ν |∂Ω dans H−1/2
‖ (div ∂Ω, ∂Ω). D’après (8.6), on a v × ν |∂Ω = 0 au sens des

distributions.
Ω est simplement connexe et v ∈ L2(Ω) est tel que rot v = 0 dans Ω. On en déduit qu’il existe
un unique p ∈ H1(Ω) tel que v = grad p [65] (thm. 2.9, p. 31). Comme grad p × ν |∂Ω = 0, p est
constant sur chaque composante connexe de ∂Ω [65] (rem. 1.3, p. 35). Posons a sa valeur. p satisfait
alors le problème de Dirichlet homogène suivant :
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Trouver p ∈ H1(Ω) tel que :

{
∆p = 0 dans Ω,
p|∂Ω = a sur ∂Ω.

D’après le théorème de Lax-Milgram, ce problème admet une unique solution : p = a dans Ω. On
en déduit que v = grad p = 0. Comme vn → v dans L2(Ω), on a nécessairement ||v||0 = 1, et donc
v 6= 0, ce qui contredit la conclusion précédente.

�

On en déduit alors le théorème qui suit :

Théorème 8.5 Dans XE , la semi-norme est équivalente à la norme du graphe : la semi-norme
définit une norme sur XE .
Démonstration. du théorème 8.5 L’inégalité (8.5) permet de montrer que :

C ′||v||0,rot ,div ,L2
t (∂Ω) ≤ |v|rot ,div ,L2

t (∂Ω) ≤ ||v||0,rot ,div ,L2
t (∂Ω), avec : C ′ = 1/

√
C2 + 1 .

Les normes ||v||0,rot ,div ,L2
t (∂Ω) et |v|

rot ,div ,L2
t (∂Ω) sont donc équivalentes.

�

Définitions 8.6 On peut définir la norme de XE par :

||v||XE =

(
||rot v||20 + ||div v||20 +

∫

∂Ω
|v × ν|2 dΣ

)1/2

.

Le produit scalaire dans XE étant ainsi défini :

(u , v )XE = ( rot u , rot v )0 + (divu , divv )0 +

∫

∂Ω
(u× ν) . (v × ν) dΣ

=

∫

Ω
rotu . rot v dΩ +

∫

Ω
divudivv dΩ +

∫

∂Ω
(u× ν) . (v × ν) dΣ.

X 0
E étant un sous-espace de XE , sa norme est définie par : ||v||XE =

(
||rot v||20 + ||div v||20

)1/2
.

Le produit scalaire dans X 0
E est défini de la façon suivante :

(u , v )X 0
E

= ( rot u , rot v )0 + (div u , divv )0 =

∫

Ω
rotu . rot v dΩ +

∫

Ω
divudiv v dΩ .

Remarque 8.7 Lorsque Ω n’est pas connexe, il apparâıt un terme supplémentaire dans la norme :

c’est la charge sur chaque composante connexe Γk, égale à

∫

Γk

u .ν dΣ

∫

Γk

v .ν dΣ. Cela correspond

à la valeur du potentiel électrostatique à la surface de chaque conducteur parfait [36].

Posons E0 = E − Er. E0 ∈ X 0
E satisfait les équations suivantes :

rot E0 = f0 dans Ω f 0 ∈ L2(Ω) , (8.7)

div E0 = g0 dans Ω g0 ∈ L2(Ω) , (8.8)

avec f0 = f − rot Er et g0 = g − div Er. La relation de compatibilité (8.4) devient : f 0 .ν |∂Ω = 0,
d’où :

f0 ∈ H0(div 0 , Ω) . (8.9)

Lorsque f = 0 et e = 0, le problème (8.1)-(8.3) peut être résolu par calcul du potentiel statique,
φ0 ∈ H1

0 (Ω) tel que : −∆φ0 = g. Le développement de cette méthode fera l’objet des sections 8.2
(problème continu) et 10.2 (problème discrétisé).
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D’autre part, le problème (8.1)-(8.3) peut se résoudre numériquement par les éléments finis de
Lagrange continus Pk, en calculant E directement dans XE . Cette méthode sera détaillée dans les
sections 8.3 (problème continu) et 10.3 (problème discrétisé).

Il est aussi possible de calculer E 0 par les éléments finis Lagrange continus Pk dans X 0
E si Ω est

convexe : voir les sections 8.4 (problème continu) et 10.4 (problème discrétisé). Lorsque Ω n’est pas
convexe, le calcul de E0 par les éléments finis de Lagrange continus dans X 0

E ne converge pas car on ne
capte pas les parties singulières du champ électrique. En revanche, il converge dans l’espace à poids
X 0
E , γ , comme c’est détaillé dans les sections 8.5 (problème continu) et 10.5 (problème discrétisé).

On peut adapter la méthode du complément singulier dans le cas d’un domaine prismatique, ce qui
fait l’objet des sections 8.6 (problème continu) et 10.6 (problème discret).

8.2 Champ électrostatique 3D

Le potentiel φ0 est solution du problème de Dirichlet suivant : Trouver φ0 ∈ H1
0 (Ω) tel que :

−∆φ0 = g dans Ω. (8.10)

Soit E = −gradφ0 ∈ L2(Ω). On a : div E = g, rot E = 0, et E × ν |∂Ω = −gradφ0 × ν |∂Ω = 0 :
E est solution de (8.1)-(8.3) avec f = 0 et e× ν |∂Ω = 0. Le potentiel φ0 est calculé par les éléments
finis continus Pk de Lagrange, et E est approché par l’élément fini discontinu Pk−1 composante par
composante.

Proposition 8.8 Le problème (8.10) est équivalent au problème variationnel suivant (FVD) :
Trouver φ0 ∈ H1

0 (Ω) tel que :

∀u ∈ H1
0 (Ω) , (gradφ0 , gradu )0 =

∫

Ω
g udΩ (8.11)

D’après le théorème de Lax-Milgram, le problème (FVD) admet une unique solution φ0 ∈ H1
0 (ω).

Remarque 8.9 Notons que φ0 appartient par construction à ΦD, ce qui prouve que :

H0(rot
0,Ω) ∩H(div ,Ω) = gradΦD .

Contrairement au cas bidimensionnel, l’espace singulier de ΦD, ΦS
D tel que : ΦD = ΦS

D ⊕ (ΦD ∩H2(Ω))
n’est pas de dimension finie. Ainsi, on ne peut pas décomposer φ0 en une partie H2(Ω) et une partie
exacte, écrite sous la forme d’une somme finie.

Comme l’approximation du champ électrique par le potentiel électrostatique est calculée par dérivation
d’éléments continus Pk, il y a conformité uniquement dans H(rot ,Ω) et pas dans XE .

8.3 Champ électrique 3D : CL naturelles

Étudions la résolution du problème (8.1)-(8.3) dans XE .
Proposition 8.10 Le problème (8.1)-(8.3) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver E ∈ XE tel que :

∀F ∈ XE , ( E , F )XE = LE (F ), (8.12)

où LE est la forme linéaire suivante :

LE : XE → R

F 7→ ( f , rotF )0 + ( g , divF )0 +

∫

∂Ω
(e× ν) . (F × ν) dΣ.
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Comme LE ∈ X ′
E , d’après le théorème 1.7, p. 1.7 le problème (8.12) admet une solution unique

E ∈ XE , qui dépend continûment des données f , g et e× ν |∂Ω.
Démonstration. Il est clair que si E satisfait (8.1)-(8.3), alors E satisfait (8.12).
Montrons la réciproque. Soit h ∈ L2(Ω). Il existe une unique fonction φ ∈ H1

0 (Ω) telle que
∆φ = h. Posons F = gradφ. On a alors : F ∈ L2(Ω), rotF = 0 ∈ L2(Ω), divF = h ∈ L2(Ω),
F × ν = grad ∂Ωφ× ν = 0 ∈ L2

t (∂Ω), donc F ∈ XE .
Lorsqu’on injecte F dans (8.12), on obtient : (div E , h)0 = (g, h)0. Comme div E et g appartiennent
à L2(Ω), on en déduit : div E = g dans L2(Ω). L’équation (8.12) se réduit donc à :
Trouver E ∈ XE tel que :

∀F ∈ XE ( rot E , rotF )0 +

∫

∂Ω
(E × ν) . (F × ν) dΣ = ( f , rotF )0 +

∫

∂Ω
(e× ν) . (F × ν) dΣ.

D’après la proposition 7.6, il existe E ∗ ∈ XE tel que : E ×ν∗ = e×ν ∈ L2
t (∂Ω)∩H−1/2

‖ (div ∂Ω, ∂Ω).

Posons E ′ = E − E∗ ∈ X 0
E . On obtient que E ′ ∈ X 0

E satisfait :

∀F ∈ XE , ( rot E ′ , rotF )0 = ( f − rot E∗ , rot v )0 . (8.13)

Posons f ′ = f − rot E∗. On remarque que : f ′ ∈ L2(Ω), div f ′ = 0 ∈ L2(Ω), et d’après (8.4), on a :

f ′ .ν | ∂Ω = f .ν | ∂Ω − rot E∗ .ν |∂Ω = div ∂Ω( e× ν | ∂Ω )− div ∂Ω( e× ν | ∂Ω ) = 0.

On en déduit que f ′ ∈ H0(div 0,Ω). D’après [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F ∗ ∈ X 0
E tel que :

f ′ = rotF∗. Ainsi, (8.13) devient : ( rot E ′ , rotF )0 = ( rotF∗ , rotF )0, ce qui se réécrit :
( rot ( E ′ − F∗ ) , rotF )0 = 0. Choisissons F = E ′ −F∗ = E − (E∗ + F∗).
D’où : || rot ( E − ( E∗+F∗ ) ) ||20 = 0. De cette égalité, on déduit que : rot E = rot ( E ∗ + F∗ ) =
rot E∗ + f ′ = f dans L2(Ω). Finalement, (8.12) devient :
Trouver E ∈ XE tel que :

∀F ∈ XE ,
∫

∂Ω
(E × ν) . (F × ν) dΣ =

∫

∂Ω
(e× ν) . (F × ν) dΣ ,

ce qui se réécrit : ∀F ∈ XE ,
∫

∂Ω
(E × ν − e × ν) . (F × ν) dΣ = 0. En prenant F = E − E ∗, on a

alors :

∫

∂Ω
|E × ν − e× ν|2 dΣ = 0, d’où : E × ν |∂Ω = e× ν |∂Ω dans L2

t (∂Ω).

�

Nous avons donc montré que E satisfait les équations (8.1)-(8.3). Les équations (8.1)-(8.3) et
(8.12) sont donc équivalentes sous les hypothèses :

f ∈ H(div 0,Ω) , g ∈ L2(Ω) , e× ν |∂Ω ∈ L2
t (∂Ω) ∩H−1/2

‖ (div ∂Ω,Ω) ;

et la relation de compatibilité : f .ν |∂Ω = div ∂Ω( e× ν | ∂Ω ).

Notons pour finir que, comme XE ∩ H1(Ω) est dense dans XE [40, 51], on peut approcher la
solution de (8.12) par les éléments finis de Lagrange continus Pk.

Remarque 8.11 Au contraire de la méthode des potentiels, cette méthode s’applique au cas dépendant
du temps.
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8.4 Champ électrique 3D : CL essentielles

La condition aux limites étant naturelle dans la formulation (8.12), on s’intéresse également à la
résolution de (8.7)-(8.8), dans l’espace X 0

E dans lequel la condition aux limites est prise en compte
de façon essentielle.

Proposition 8.12 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver E0 ∈ X 0

E tel que :

∀F ∈ X 0
E , ( E , F )X 0

E
= L0 (F ) − ( Er , F )X 0

E
, (8.14)

où L0 est la forme linéaire suivante :

L0 : X 0
E → R

F 7→ ( f0 , rotF )0 + ( g0 , divF )0.

Comme L0 ∈ (X 0
E )′, d’après le théorème 1.7, le problème (8.14) admet une solution unique E 0 ∈ X 0

E ,
qui dépend continûment des données f 0 et g0.
Démonstration. X 0

E étant un sous-espace de XE , la démonstration est similaire à celle de la
proposition 8.10.

�

Lorsque Ω est convexe, X 0 , R
E = X 0

E . La solution de (8.14) approchée par les éléments finis de
Lagrange continus Pk est fausse lorsque Ω présente des singularités géométriques. Contrairement
au cas bidimensionnel, l’espace X 0 , R

E est de codimension infinie, ainsi, on ne peut pas généraliser
la méthode du complément singulier.

8.5 Champ électrique 3D : régularisation à poids

Dans cette section, nous reprenons les résultats de M. Costabel et M. Dauge dans [53], que
nous avons résumés pour le problème bidimensionnel dans la section 2.5 de la partie II. Rappelons
que lorsque Ω est non-convexe, l’espace X 0

E ∩ H1(Ω) est fermé et strictement inclus dans X 0
E , ce

qui implique que la solution du problème discrétisé par les éléments finis Pk dans l’espace X 0
E ne

converge pas vers la bonne solution. La méthode à poids consiste à déterminer un espace X 0
E , γ plus

gros que X 0
E de façon à avoir la densité de X 0

E , γ ∩ H1(Ω) dans X 0
E , γ . Cet espace est construit en

considérant que la divergence du champ électrique appartient à un espace de type L2 à poids, où
le poids dépend de la distance aux singularités.

La principale différence avec le cas bidimentionnel est qu’il existe des interactions entre les
singularités des coins et celles des arêtes, mais dans un polyèdre, un coin étant une intersection
d’arêtes, on peut toujours définir le poids à l’aide d’un produit de distances aux arêtes.

Notons que X 0
E , γ ∩ H1(Ω) = X 0 , R

E . Comme pour le cas bidimensionnel (thm. 2.60, p. 79), on

peut décomposer les éléments de X 0
E , γ en une partie H1-régulière et une partie qui n’est pas H1(Ω).

Théorème 8.13 L’espace X 0
E , γ se décompose de la façon suivante :

X 0
E , γ = X 0 , R

E ⊕ gradΦγ .

Ainsi, pour avoir l’injection compacte de L2(Ω) dans X 0
E , γ , on cherche à avoir l’injection compacte

de L2(Ω) dans gradΦγ , et donc celle de H1(Ω) dans Φγ , ce qui est réalisé lorsque V 0
γ s’injecte

compactement dans H−1(Ω). Or, comme pour le cas bidimensionnel (prop. 2.62, p. 80), on a le
théorème suivant :
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Théorème 8.14 L’injection de V 0
γ dans H−1(Ω) est compacte si et seulement si γ < 1.

On obtient alors l’injection compacte de X 0
E , γ dans L2(Ω), ce qui nous permet d’obtenir l’équivalence

entre la norme du graphe et la semi-norme dans X 0
E , γ :

Proposition 8.15 La norme du graphe dans X 0
E , γ est équivalente à la semi-norme si et seulement

si γ < 1. La norme dans X 0
E , γ est alors définie ainsi :

||u ||X 0
E , γ

=
(
|| rot u ||20 + ||div u ||20,γ

)1/2
. (8.15)

La preuve se fait par l’absurde, et est similaire à celle de la proposition 2.56 (p. 78).

Afin d’obtenir la convergence des éléments finis de Galerkin dans X 0
E , γ , on cherche la condition

sur γ de façon à obtenir la densité de X 0 , R
E dans X 0

E , γ , c’est-à-dire la densité de X 0 , R
E dans gradΦγ .

Comme dans le cas bidimensionnel (prop. 2.63, p. 80), on a le résultat suivant :

Proposition 8.16 Quelque soit γ, les fonctions C∞(Ω) à trace nulle sur ∂Ω sont denses dans
V 2
γ ∩ H1

0 (Ω).

Le théorème fondamental suivant (thm. 2.64, p. 80 pour le 2D) nous donne les valeurs de γ telles
que Φγ ⊂ V 2

γ :

Théorème 8.17 Pour tout γ tel que : 1 − α < γ ≤ 1, l’opérateur ∆ est un isomorphisme de
V 2
γ ∩ H1

0 (Ω) dans V 0
γ . De plus, H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) est dense dans Φγ.

Ainsi, pour 1 − α < γ ≤ 1, les fonctions C∞(Ω) à trace nulle sur ∂Ω sont denses dans Φγ , et par

conséquent, X 0 , R
E est dense dans gradΦγ . En pratique, cette condition permet d’un point de vue

numérique de capter les singularités du champ électrique. Le choix optimal de γ pour lequel on a
l’injection compacte de L2(Ω) dans X 0

E , γ et la densité des fonctions H1-régulières dans X 0
E , γ est

donc :

1 − α < γ < 1 (8.16)

Proposition 8.18 Le problème (8.7)-(8.8) accompagné de l’hypothèse (8.9) est équivalent à la
formulation variationnelle suivante :
Trouver E0 ∈ X 0

E , γ tel que :

∀F ∈ X 0
E , γ , ( E0 , F )X 0

E , γ
= Lγ(F ) − ( Er , F )X 0

E , γ
, (8.17)

où Lγ est la forme linéaire continue suivante :

Lγ : X 0
E , γ → R

F 7→ ( g , divF )0,γ + ( f , rotF )0.

Démonstration. Soit h ∈ V 0
γ . Considérons φ ∈ Φγ tel que ∆Φ = h. Le vecteur F = gradφ est

dans X 0
E , γ . En l’injectant (8.17), on obtient :

( div E0 , h )0,γ = ( g − div Er , h )0,γ
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On en déduit que : div E0 = g − div Er := g0 au sens de V 0
γ . L’équation (8.17) se réduit alors à :

Trouver E0 ∈ X 0
E , γ tel que :

∀F ∈ X 0
E , γ , ( rot E0 , rotF )0 = ( f − rot Er , rotF )0 . (8.18)

Comme f − rot Er := f0 ∈ H0(div 0 , Ω), d’après [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F ∗ ∈ X 0
E tel que :

f0 = rotF∗. D’où, (8.18) se réécrit :
Trouver E0 ∈ X 0

E , γ tel que :

∀F ∈ X 0
E , γ , ( rot (E0 − F∗) , rotF )0 = 0 . (8.19)

Comme X 0
E ⊂ X 0

E , γ , on peut injecter E0 −F∗ ∈ X 0
E , γ dans (8.19), ce qui donne : || rot E 0−f0 ||0 = 0.

On en déduit que rot E0 = f0 au sens L2(Ω). D’où le résultat.
�

Soit γ < 1. Alors (., .)X 0
E , γ

est une forme bilinéaire coercitive sur X 0
E , γ × X 0

E , γ . D’après le

théorème de Lax-Milgram, il existe alors une unique solution à la formulation variationnelle (8.17),
qui dépend continûment des données f 0 et g0.

Soit γ satisfaisant (8.16). X 0
E , γ ∩ H1(Ω) est alors dense dans X 0

E , γ , on peut donc approcher la
solution de (8.17) par les éléments finis de Lagrange continus Pk.

8.6 Champ électrique 2D 1
2 : le complément singulier

Nous avons vu dans la section 8.4 que dans les domaines tridimensionnels, l’espace des singula-
rités életromagnétiques n’est pas de dimension finie. On ne peut donc pas généraliser la méthode
du complément singulier. Cependant, dans les domaines prismatique, c’est-à-dire invariants selon
une direction, on peut décomposer le champ électromagnétique de façon à résoudre une série de
problèmes 2D, pour lesquels on peut appliquer la méthode du complément singulier. Ceci peut être
assez avantageux pour diminuer le coût de calcul et garder un bonne précision.

8.6.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous reprenons l’approche de l’article [38], adaptée au problème (8.1)-(8.3),
et permettant de résoudre les équations de Maxwell dans un filtre à stubs (voir la figure 2.3). Ω est
un prisme droit : Ω = ω×]0, L[, où ω est un polygone bidimensionnel du plan (O , x , y), possédant
Nar coins rentrants, d’angles (Θe )e∈{1,...,Nar} supérieurs à π. Les singularités géométriques de Ω
sont donc les Nar arêtes rentrantes d’angles dièdres intérieurs (Θe )e∈{1,...,Nar}.

Soit F ∈ R
3. On considère F ∈ R

2 et Fz ∈ R tels que : F = F + Fzez, où : F = Fxex + Fyey.
Le bord ∂ω de ω est composé de γC et γA : ∂ω = γC ∪ γA.
Le bord ∂Ω de Ω est composé de ΓC , le conducteur parfait et de ΓA, la frontière artificielle qui
borne le domaine. ΓC et ΓA sont telles que :

ΓC = ( γC×] 0 , L [ ) ∪ {x ∈ ∂Ω : z = 0 ou L } et ΓA = γA×] 0 , L [ .

Comme E × ν |ΓC
= 0, on a : Ez |ΓC

= 0. Γz désignera la réunion des bases ΓC ∩ {z = 0} et
ΓC ∩{z = L}. Sur Γz, on a ν = ±ez, d’où, d’après la condition aux limites d’un conducteur parfait
(1.28), on a : E = 0 sur Γz, c’est-à-dire Ex = Ey = 0 sur Γz.

Dans cette configuration d’après [18, 42], on a la propriété suivante :

Proposition 8.19 Pour tout F ∈ X 0
E , Fz ∈ H1

0 (Ω), et ∂zFx, ∂zFy ∈ L2(Ω).
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Définitions 8.20 • XA,0
E désigne le sous-espace de XE suivant :

XA,0
E =

{
F ∈ XE : F × ν |ΓC

= 0 , Fz |∂Ω = 0
}
. (8.20)

XA,0
E est muni du produit scalaire suivant : ∀F , F ′ ∈ XA,0

E ,

(F , F ′ )
XA,0
E

= (F , F ′ )X 0
E

+

∫

ΓA

(F × ν) . (F ′ × ν) dΣ ,

dont la norme associée est : || F ||
XA,0
E

=

(
|| F ||2

X 0
E

+

∫

ΓA

|F × ν|2 dΣ

)1/2

.

• On définit aussi XA
E
, le sous-espace de XE sur ω suivant :

XA
E =

{
u ∈ XE : uτ | γC

= 0
}
, (8.21)

où uτ = u . τ |∂ω, avec τ le vecteur tangentiel à la frontière polygonale ∂ω. XA
E

est muni du produit

scalaire suivant : ∀u , v ∈ XA
E
,

(u , v )
XA

E

= (u , v )X0
E

+

∫

γA

uτ vτ dσ ,

dont la norme associée est : ||u ||
XA

E

=

(
||u ||2

X0
E

+

∫

γA

u2
τ dσ

)1/2

.

Rappelons que XE est défini au paragraphe 1.3.2 de la partie II). Notons que : X 0
E ⊂ X

A,0
E ⊂ XE et

X0
E
⊂ XA

E
⊂ XE. On peut décomposer XA

E
de la façon suivante :

XA
E = {v := u0 + e, avec u0 ∈ X0

E, et e ∈ H1(ω) tel que eτ | γC
= 0} .

On en déduit donc que XA
E
∩H1(Ω) est un sous-espace fermé de XA

E
. Ainsi, XA,0

E ∩ H1(Ω) est un

sous-espace fermé de XA,0
E .

Proposition 8.21 Pour tout F ∈ XA,0
E , Fz ∈ H1

0 (Ω), et ∂zFx, ∂zFy ∈ L2(Ω).

Démonstration. Soit F ∈ XA,0
E . D’après la proposition 8.1, il existe un relèvement régulier de

F × ν |ΓA
, Fr ∈ H1(Ω), tel que : F0 = F − Fr ∈ X 0

E . Appliquons la proposition 8.19 à F 0 : on a
F0 = Fz −Frz ∈ H1(Ω), et ∂zFx− ∂zFrx, ∂zFy − ∂zFry ∈ L2(Ω). Comme Frz ∈ H1

0 (Ω), et que ∂zF
r
x et

∂zF
r
x ∈ L2(Ω), on en déduit 8.21.

�

Ainsi, seules les composantes Fx et Fy d’un champ électrique F de X 0
E ou XA,0

E peuvent être
singulières. Comme E ∈ L2(Ω) et que par ailleurs : Ex = Ey = 0 sur Γz, il semble logique de
décomposer E en une série de Fourier de la façon suivante :

E (x , y , z ) =

∞∑

k=0

(
Ek (x , y ) sin

(
kπ

L
z

)
+ Ekz (x , y ) cos

(
kπ

L
z

)
ez

)
, (8.22)
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Tous les vecteurs de X 0
E ou XA,0

E seront décomposés de la même façon. De même, les données du
problème sont décomposées en série de Fourier :

g (x , y , z ) =

∞∑

k=0

gk (x , y ) sin

(
kπ

L
z

)
.

f (x , y , z ) =
∞∑

k=0

(
fk (x , y ) cos

(
kπ

L
z

)
+ fkz (x , y ) sin

(
kπ

L
z

)
ez

)
,

e (x , y , z ) =

∞∑

k=0

(
ek (x , y ) sin

(
kπ

L
z

)
+ ekz (x , y ) cos

(
kπ

L
z

)
ez

)
.

Comme f .ν |Γz
= 0, on décompose f . z en série de sinus selon la direction ez, et f en série de cosinus

dans le plan ( ex , ey ). Comme e× ν |∂Ω est la trace tangentielle d’un vecteur de X A,0
E ∩H1(Ω), on

décompose e de la même façon que E .

Remarque 8.22 On peut indifféremment choisir de développer g en série de cosinus ou de sinus
car on a simplement g ∈ L2(Ω). Le choix d’un développement en série de sinus permet de simplifier
certains calculs.

Soit F ∈ X 0
E (resp. XA,0

E ), décomposé selon 8.22. On a :

rotF =

∞∑

k=0




(
∂yF

k
z −

kπ

L
Fky

)
cos

(
kπ

L
z

)

(
kπ

L
Fkx − ∂xF

k
z

)
cos

(
kπ

L
z

)

rotFk sin

(
kπ

L
z

)




,

et :

divF =
∞∑

k=0

(
divFk − kπ

L
Fkz

)
sin

(
kπ

L
z

)
.

On a alors pour tout F ∈ X 0
E (resp. XA,0

E ), Fk ∈ X0
E

(resp. XA
E
) et Fkz ∈ H1

0 (ω).

Pour (F , Fz ) ∈ X
0 , A
E ×H1

0 (ω), on pose :

Fk = F (x , y ) sin

(
kπ

L
z

)
+ Fz (x , y ) cos

(
kπ

L
z

)
ez . (8.23)

Comme

∫ L

0
cos

(
kπ

L
z

)
cos

(
lπ

L
z

)
dz =

L

2
δkl (et de même pour le produit des sinus), on a :

( E , Fk )0 =
L

2

(
(Ek , F )0 , ω + (Ekz , Fz )0 , ω

)
,
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où ( . , . )0 , ω désigne le produit scalaire L2 ou L2 dans le domaine bidimensionnel ω. Par un calcul
direct on a :

( rot E , rotFk )0 =
L

2

(
( rotEk , rotF )0 , ω + (grad ωEkz , grad ωFz )0 , ω +

k2 π2

L2
(Ek , F )0 , ω

− k π

L

(
(grad ωEkz , F )0 , ω + (grad ωFz , E

k )0 , ω

))
,

où grad ω est le gradient bidimensionnel dans ω. De plus, on a aussi :

( div E , divFk )0 =
L

2

(
( div Ek , divF )0 , ω +

k2 π2

L2
( Ekz , Fz )0 , ω

− k π

L

(
( div ωE

k , Fz )0 , ω + (div ωF
k , Ekz )0 , ω

))
,

où div ω est la divergence bidimensionnelle dans ω. Ainsi, le produit scalaire entre E 0 ∈ X 0
E et

Fk ∈ X 0
E s’écrit alors (à l’aide de la formule d’intégration par parties (1.14) dans ω) :

(E0 , Fk)X 0
E

=
L

2

(
(E0,k , F)

X0
E

+ (grad ωE0,k
z , grad ωFz)0,ω

+
k2 π2

L2

(
(E0,k , F)0 , ω + (E0,k

z , Fz)0 , ω

))
.

(8.24)

Notons d’autre part que pour E ∈ XE et Fk ∈ XA,0
E , on a :

( E × ν , Fk × ν )0 ,ΓA
=

L

2

(∫

γA

Ek . τ F . τ dσ

)
.

On obtient alors le produit scalaire entre E ∈ XE et Fk ∈ XA,0
E , (à l’aide de (1.14)) :

(E , Fk)
XA,0
E

= (E0 , Fk)X 0
E

+
L

2

(∫

γA

Ek . τ F . τ dσ − k π

L

∫

γA

F .ν Ekz dσ

)
. (8.25)

Comme Ekz | γA
= ekz | γA

est une donnée du problème, on pourra le passer au second membre la

formulation variationnelle. Étudions les seconds membres des formulations variationnelles. On a
pour Fk ∈ X 0

E (resp. XA,0
E ) :

( g , divFk )0 =
L

2

(
( gk , divF )0 , ω −

k π

L
( gk , Fz )0 , ω

)
,

( f , rotFk )0 =
L

2

(
( fk , rotFz )0 , ω + ( fkz , rotF )0 , ω −

k π

L

∫

ω
fk

2
× Fdω

)
,

∫

ΓA

(e× ν) . (Fk × ν) dΣ =
L

2

(∫

γA

ek . τ F . τ dσ

)
.
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8.6.2 Cas prismatique : CL essentielles

Décomposons E0 et Er selon (8.22). Comme les E0 , k appartiennent à X0
E
, on peut les décomposer

selon la méthode du complément singulier orthogonal (voir le paragraphe 2.4.4) :

E0 , k = Ê0 , k +

Ne∑

i=1

cki xSi , avec Ê0 , k ∈ X
0 , R
E

, et ∀ i, cki ∈ R .

La formulation variationnelle (8.14) reste vraie pour tout vecteur F k, k ∈ N, de la forme (8.23),
en particulier lorsque F = 0 ou Fz = 0. On obtient alors une série de problèmes posés dans ω et
dépendants de k.

Soient Ak0 et akD les formes bilinéaires symétriques et coercitives suivantes :

Ak0 : XA
E
×XA

E
→ R

(E , F ) 7→ (E , F )X0
E

+
k2 π2

L2
(E , F )0 , ω ,

akD : H1
0 (ω)×H1

0 (ω) → R

(u , v ) 7→ (grad ωu , grad ωv )0 +
k2 π2

L2
(u , v )0 , ω .

Soient Lk0 et lkD les formes linéaires suivantes :

Lk0 : X0
E

→ R

F 7→ ( gk , divF )0 , ω + ( fkz , rotF )0 , ω −
k π

L

∫

ω
fk

2
× Fdω ,

lkD : H1
0 (ω) → R

v 7→ ( fk , rot v )0 , ω −
k π

L
( gk , v )0 , ω .

Soient λk,j les coefficients de singularité suivants :

λk,j =
(

( gk − div Er , k , sD , j )0 , ω + ( fkz − rotEr , k , sN , j )0 , ω

)
/ π − k

L

∫

ω
fk

2
× xSj dω ,

où sD , j et sD , j sont les fonctions singulières primales du Laplacien (partie II, paragraphe 2.2.3).
La proposition 8.12 se réécrit alors :

Proposition 8.23 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent à résoudre la suite de problèmes varia-
tionnels suivants :
Pour tout k ∈ N, trouver ( Ê0 , k , E0 , k

z ) ∈ X
0 , R
E

×H1
0 (ω) et ( cki )i∈{1,...,Nar} ∈ R

Nar tels que :
D’une part :

∀F ∈ X
0 , R
E

, Ak0 ( Ê0 , k , F ) +
k2 π2

L2

Ne∑

i=1

cki (xSi , F )0 , ω = Lk0 (F ) − Ak0 (Er , k , F ) , (8.26)

∀ j ∈ { 1 , ..., Nar } ,
k2 π2

L2
( Ê0 , k , xSj )0 , ω +

Nar∑

i=1

cki Ak0 (xSi , x
S
j ) = π λk,j . (8.27)

D’autre part :
∀ v ∈ H1

0 (ω) , akD ( E0 , k
z , v ) = lkD ( v ) − akD ( Er , kz , v ) . (8.28)
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Nous obtenons donc des systèmes d’équations découplées en ( ( Ê0 , k , ck ) , E0 , k
z ), ce qui facilite

la résolution. On pourra au choix écrire un système linéaire en dimension trois ou deux systèmes
linéaires, l’un en dimension deux (voir le calcul discret du champ électrique bidimensionnel E dans
le paragraphe 10.6.1), et l’autre en dimension un (voir le calcul discret du champ électrique scalaire
Ez dans le paragraphe 10.6.3). Pour k = 0, le système d’équations ( Ê0 , k , ck ) est en plus découplé
car la décomposition de X0

E
choisie est orthogonale.

8.6.3 Cas prismatique : CL presque essentielles

L’espace XA
E

se décompose en une partie régulière et une partie singulière [7] :

Proposition 8.24 Soit X
A ,R
E

= XA
E
∩H1(ω) l’espace régularisé de XA

E
. On a alors la décomposition

suivante :
XA

E = X
A ,R
E

⊕X
0 , S
E

. (8.29)

Démonstration. Nous reprenons la preuve de [7]. Soit ωA un voisinage de la frontière artificielle
γA. Soit ηA une fonction de troncature régulière, qui s’annule en dehors de ωA, et qui vaut 1 dans
un voisinage bidimensionnel VA ⊂ ωA de γA. Par construction, on a :

E = ηAE + ( 1 − ηA )E , avec : ηAE ∈ H1(ω) et ( 1 − ηA )E ∈ X0
E .

A priori, ηAE | γA
6= 0, alors que ηAE | γC

= 0. Le champ électrique se décompose donc en une

somme de deux termes, l’un appartenant à X
A ,R
E

et l’autre à X0
E
, d’où :

XA
E = X

A ,R
E

⊕X0
E = X

A ,R
E

⊕X
0 , R
E

⊕X
0 , R
E

.

Comme X
0 , R
E

est un sous-espace de X
A ,R
E

, on obtient (8.29).
�

Pour tout k ∈ N, on décompose alors Ek ∈ XA
E

de la façon suivante : Ek = Êk +

Nar∑

i=1

ckA,i x
S
i , où

Êk ∈ X
A,R
E

et ∀ i, ckA,i ∈ R. Décomposons Ekz en E0,k
z + Er,kz .

Soit AkA la forme bilinéaire symétrique coercitive suivante :

AkA : XA
E
×XA

E
→ R

(E , F ) 7→ Ak0 (E , F ) +

∫

γA

E . τ F . τ dσ .

Soit LkA la forme linéaire suivante :

LkA : XA
E

→ R

F 7→ Lk0(F ) +

∫

γA

ek . τ F . τ dσ +
k π

L

∫

γA

F .ν ekz dσ .

Soient λk,jA les coefficients de singularité suivants :

λk,jA =
(

( gk , sD , j )0 , ω + ( fkz , sN , j )0 , ω

)
/ π − k

L

∫

ω
fk

2
× xSj dω +

k

L

∫

γA

xSj .ν ekz dσ .

La proposition 8.10 se réécrit alors :
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Proposition 8.25 Le problème (8.1)-(8.3) est équivalent la suite de problèmes variationnels sui-
vants :
Pour tout k ∈ N, trouver ( Êk , E0,k

z ) ∈ X
A ,R
E

×H1
0 (ω) et ( ckA,i )i∈{1,...,Nar} ∈ R

Nar tels que :
D’une part,

∀F ∈ X
A ,R
E

, AkA ( Êk , F ) +

Nar∑

i=1

ckA,iAkA (xSi , F ) = LkA (F ) , (8.30)

∀ j ∈ { 1 , ..., Nar } , AkA ( Êk , xSj ) +

Nar∑

i=1

ckA,iAkA (xSi , x
S
j ) = π λk,jA . (8.31)

D’autre part, E0,k
z satisfait (8.28)

De même que pour le calcul dans X0
E
× H1

0 (ω), on a un découplage du système d’équations en

( Êk , ck ) pour la partie transverse et en Ekz pour la partie longitudinale. Pour k = 0, le système
d’équations ( Ê0 , k , ck ) n’est pas découplé car la décomposition de XA

E
choisie n’est pas orthogo-

nale.



Chapitre 9

Le problème statique 3D mixte

continu

Dans ce chapitre, nous reprenons le formalisme du chapitre 3 de la partie II. Les preuves de la
condition inf-sup sont les mêmes que dans le cas bidimensionnel. Dans la section 3.1, p. 85, nous
avons fait un rappel sur les formulations mixtes.

Nous rappelons à la section 17.2 de la partie IV les espaces fonctionnels des différentes méthodes.

9.1 Formulation mixte 3D : CL naturelles

Considérons le problème (3.1) avec X = XE . On a alors : A( . , . ) = ( . , . )XE et L = LE . Comme
div E ∈ L2(Ω), on prend Q = L2(Ω), et l’on notera BE la forme bilinéaire, et GE la forme linéaire
associées :

BE : XE × L2(Ω) → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )0 ;
(9.1)

GE : L2(Ω) → R

q 7→ ( g , q )0 .
(9.2)

Proposition 9.1 Il existe une constante κE ≥ 1 telle que :

inf
q∈L2(Ω)

sup
F∈XE

BE(F , q )

|| F ||XE || q ||0
≥ κE .

Démonstration. Soit q ∈ L2(Ω). Considérons φ ∈ H1
0 (Ω) tel que −∆φ = q, et F = −gradφ

(voir la section 8.2). Alors F ∈ L2(Ω) est à rotationnel nul, à divergence dans L2(Ω), et vérifie
F × ν |∂Ω = 0. On en déduit que F ∈ XE et que : BE(F , q ) = ||divF||20 = || F ||2XE , et aussi :

BE(F , q ) = || q ||20, d’où : BE(F , q ) = || q ||0 || F ||XE .
�

Théorème 9.2 Le problème (8.1)-(8.3) est équivalent à la formulation suivante :
Trouver ( E , p ) ∈ XE × L2(Ω) tels que :

( E , F )XE + BE(F , p ) = LE(F ) ∀F ∈ XE ,

BE( E , q ) = GE( q ) ∀ q ∈ L2(Ω) .
(9.3)

177
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Démonstration. La condition inf-sup est satisfaite, le problème est donc bien posé et admet une
unique solution. Montrons que (9.3) est équivalent à (8.12), c’est-à-dire que p = 0. Considérons
F = −gradφ, où : φ ∈ H1

0 (Ω) est solution de −∆φ = p. La première équation de (9.3) devient
alors : (div E , p)0 + (p, p)0 = (g, p)0. D’après la seconde équation de (9.3), (div E, p)0 = (g, p)0,
puisque p ∈ L2(Ω). D’où : ||p||20 = 0, et p = 0 au sens L2(Ω).

�

Remarque 9.3 Dans le cas dépendant du temps ou dans le cas harmonique, les conditions aux
limites tangentielles naturelles ne sont plus satisfaites quand on traite seulement la divergence
comme contrainte : il faut donc un multiplicateur de Lagrange sur la divergence et sur la composante
tangentielle au bord du champ électrique. La condition inf-sup sur ce multiplicateur de Lagrange
supplémentaire est vérifiée pour l’induction magnétique, mais pas pour le champ électrique [36].

9.2 Formulation mixte 3D : CL essentielles

Considérons le problème (3.1) avec X = X 0
E . On a alors : A( . , . ) = ( . , . )X 0

E
et L = L0. Comme

div E0 ∈ L2(Ω), on prend Q = L2(Ω). On en déduit le théorème suivant :

Théorème 9.4 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent à la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver ( E0 , p ) ∈ X 0

E × L2(Ω) tels que :

( E0 , F )X 0
E

+ BE(F , p ) = L0(F ) − A0( Er , F ) ∀F ∈ X 0
E ,

BE( E0 , q ) = GE( q ) − ( div Er , q )0 ∀ q ∈ L2(Ω) .

(9.4)

Démonstration. X 0
E est un sous espace de XE , donc la condition inf-sup est verifiée automati-

quement, puisque le champ F construit appartient toujours à X 0
E . L’équivalence avec le problème

(8.7)-(8.8) se montre de la même façon que pour le théorème 9.2.

�

9.3 Formulation mixte 3D : régularisation à poids

Considèrons le problème (3.1) avec X = X 0
E , γ . On a alors : A( . , . ) = ( . , . )X 0

E , γ
et L = Lγ .

Comme div E ∈ L2
γ(Ω), on prend Q = L2

γ(Ω). On note Bγ la forme bilinéaire, et Gγ la forme linéaire
associées :

Bγ : X 0
E , γ × L2

γ(Ω) → R

(F , q ) 7→ ( divF , q )0 , γ ;
(9.5)

Gγ : L2
γ(Ω) → R

q 7→ ( g , q )0 , γ .
(9.6)

Proposition 9.5 Il existe une constante κγ ≥ 1 telle que :

inf
q∈L2

γ(Ω)
sup

F∈X 0
E , γ

Bγ(F , q )

||F ||X 0
E , γ

|| q ||0
≥ κγ .
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Démonstration. Soit q ∈ L2
γ(Ω). Considérons φ ∈ H1

0 (Ω) tel que −∆φ = q. Comme L2
γ(Ω) ⊂

H−1(Ω), il existe une unique solution φ. Posons F = −gradφ. Alors F ∈ L2(Ω) est à rotationnel
nul, à divergence dans L2

γ(Ω), et vérifie F × ν |∂Ω = 0. On en déduit que F ∈ X 0
E , γ et que :

Bγ(F , q ) = ||divF||0,γ = ||F||X 0
E , γ

.

�

Théorème 9.6 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent à la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver ( E0 , p ) ∈ X 0

E , γ × L2
γ(Ω) tels que :

( E0 , F )X 0
E , γ

+ Bγ(F , p ) = Lγ(F ) − Aγ( Er , F ) ∀F ∈ X 0
E , γ ,

Bγ( E0 , q ) = Gγ( q ) − ( div Er , q )0 , γ ∀ q ∈ L2(Ω).

(9.7)

Démonstration. La condition inf-sup est satisfaite. Le problème (9.7) est donc bien posé et
admet un unique couple (E , p) ∈ XE , γ × L2

γ(Ω) solution. Montrons que p = 0, et donc que (9.7)
est équivalente à (8.17). Prenons F = −gradφ, où : φ ∈ H 1

0 (Ω) est la solution de −∆φ = p. La
première équation de (9.7) devient alors :

( div E , p)0,γ + ( p , p )0,γ = ( g , p )0 , γ .

D’après la seconde équation de (9.7), (div E , p)0,γ = (g, p)0,γ , puisque p ∈ L2
γ(Ω). D’où : ||p||20,γ = 0,

et on a bien p = 0 au sens L2
γ(Ω).

�

9.4 Formulation mixte 2D 1
2 : le complément singulier

Lorsqu’on introduit un multiplicateur de Lagrange sur la divergence dans le système d’équations
(8.26)-(8.28), des termes de couplage entre le système d’équation pour le champ transverse et
l’équation pour le champ longitudinal apparaissent. En effet, comme p ∈ L2(Ω), on peut le
décomposer de la façon suivante :

p =
∞∑

k=0

pk sin

(
kπ

L
z

)
.

Le terme BE(F , p ) de (9.4) devient alors :

- Pour F = Fk : BE(Fk , p ) =
L

2
( pk , divF )0 , ω,

- Pour F = Fkz e3 : BE( Fkz , p ) =
L

2

(
−k π
L

( pk , Fz)0 , ω

)
.

Posons qk = q sin

(
kπ

L
z

)
, q ∈ L2(ω). Le terme BE( E0 , qk ) devient :

BE( E , qk ) =
L

2

(
( q , divEk )0 , ω −

k π

L
( q , Ekz)0 , ω

)
.

Ainsi, de la formulation variationnelle mixte (9.4), on déduit le théorème suivant :
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Théorème 9.7 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent à résoudre la suite de problèmes varia-

tionnels suivants : Pour tout k ∈ N, trouver ( Ê0 , k , E0 , k
z , pk ) ∈ X

0 , R
E

× H1
0 (ω) × L2(ω) et

( cki )i∈{1,...,Nar} ∈ R
Nar tels que :

D’une part : ∀F ∈ X
0 , R
E

,

Ak0 ( Ê0 , k , F ) +
k2 π2

L2

Nar∑

i=1

cki (xSi , F )0 , ω + ( pk , divF )0 , ω = Lk0 (F ) − Ak0 (Er , k , F ) , (9.8)

ainsi que : ∀ j ∈ { 1 , ..., Nar },

k2 π2

L2
( Ê0 , k , xSj )0 , ω +

Nar∑

i=1

cki Ak0 (xSi , x
S
j ) + ( pk , sD , j )0 , ω = π λk , j , (9.9)

et enfin : ∀ q ∈ L2(ω),

( div Ê0 , k , q )0 , ω +

Nar∑

i=1

cki ( sD , i , q )0 , ω −
k π

L
( E0 , k

z , q )0 , ω = ( gk , q )0 , ω − ( divEr , k , q )0 , ω

+
k π

L
( Er , kz , q )0 , ω .

(9.10)
D’autre part : ∀ v ∈ H1

0 (ω),

akD ( E0 , k
z , v ) − k π

L
( pk , v )0 , ω = lkD ( v ) − akD ( Er , kz , v ) . (9.11)

En procédant de la même façon pour X A
E , on obtient le théorème suivant :

Théorème 9.8 Le problème (8.7)-(8.8) est équivalent à résoudre la suite de problèmes varia-

tionnels suivants : Pour tout k ∈ N, trouver ( Êk , E0 , k
z , pk ) ∈ X

A ,R
E

× H1
0 (ω) × L2(ω) et

( ckA,i )i∈{1,...,Nar} ∈ R
Nar tels que :

D’une part : ∀F ∈ X
A ,R
E

,

AkA ( Êk , F ) +

Nar∑

i=1

ckA,iAkA (xSi , F ) + ( pk , divF )0 , ω = LkA (F ) , (9.12)

ainsi que ∀ j ∈ { 1 , ..., Nar },

AkA (xSj , F ) +

Nar∑

i=1

ckA,iAkA (xSi , x
S
j ) + ( pk , sD , j )0 , ω = π λk , jA , (9.13)

et enfin : ∀ q ∈ L2(ω),

( div Êk , q )0 , ω +

Nar∑

i=1

ckA,i ( sD , i , q )0 , ω −
k π

L
( E0 , k

z , q )0 , ω = ( gk , q )0 , ω

+
k π

L
( Er , kz , q )0 , ω .

(9.14)

D’autre part ( E0 , k
z , pk ) satisfait (9.11).

Nous avons donc obtenu des systèmes d’équations en ( ( ( Ê0,k , ck ) , E0 , k
z ) , pk ) ou ( ( ( Êk , ckA ) , E0 , k

z ) , pk )
couplées.



Chapitre 10

Le problème statique 3D direct discret

10.1 Discrétisation du domaine d’étude

On construit un maillage du domaine Ω constitué de L tétraèdres { Tl , l = 1 , ..., L }, d’intérieurs
non vides, tels que ∪lTl = Ω, et définissant un maillage conforme :

∀ l , l′ ∈ { 1 , ..., L } Tl ∩ Tl′ =





soit ∅,

soit un sommet commun,

soit une arête commune.

soit une face commune.

On note h = max
l
hl, où hl est le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre Tl.

NΩ désignera le nombre de points de discrétisation intérieurs à Ω, N∂Ω, le nombre de points de
discrétisation sur le bord ∂Ω, et N = NΩ + N∂Ω le nombre total de points.

Ainsi, on ordonne les points de discrétisation (Mi )i=1 ,N de la façon suivante :
- ∀ i ∈ IΩ, Mi ∈ Ω, et
- ∀ i ∈ I∂Ω, Mi ∈ ∂Ω,
où on a défini les ensembles d’indices suivants :

IΩ = { 1 , ..., NΩ } , I∂Ω = {NΩ + 1 , ..., NΩ + N∂Ω } et I = IΩ ∪ I∂Ω.

On considère :

Vk =
{
vh ∈ C0(Ω) | ∀ l ∈ { 1 , ..., L }uh | Tl

∈ Pk

}
, (10.1)

où Pk est l’ensemble des fonctions continues, polynômiales de degré k.
- Si k = 1, uh ∈ V1 est une fonction continue, affine par tétraèdre. Les points de discrétisation de
maillage sont les sommets des tétraèdres. Il y a donc quatre degrés de liberté par tétraèdre. uh est
complètement définie par ses valeurs aux sommets des tétraèdres Tl.
- Si k = 2, uh ∈ V2 est une fonction continue, quadratique par tétraèdre. Les points de discrétisation
du maillage sont les sommets des tétraèdres et les milieux des arêtes des tétraèdres. Il y a donc dix
degrés de liberté par tétraèdre. uh est complètement définie par ses valeurs aux sommets et aux
milieux des arêtes de la tétraédrisation.
Vk est un sous-espace de dimension finie de H1(Ω). Il est engendré par les fonctions continues,
polynomiales par tétraèdre ( vi )i= 1 ,N telles que vi(Mj) = δij . Pour tout i, vi a pour support les
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tétraèdres Tl contenant Mi. On introduit l’opérateur d’interpolation Πk tel que :

Πk : H1(Ω) ∩ C0(Ω) → Vk

u 7→
N∑

I =1

u(Mi ) vi.

Enfin, les Fq, q ∈ { 1 , ..., NF } désigneront les faces du bord (qui sont des triangles).
Soit πk l’opérateur d’interpolation au bord :

πk : H1/2(∂Ω) ∩ C0(∂Ω) → Vk

u 7→
∑

i∈ I∂Ω

u(Mi ) vi.

Remarque 10.1 Pour présenter les calculs, on choisit de ne pas passer par les éléments finis de
référence car on ne fait que du P1 ou du P2. Ces éléments sont présentés dans la section 15.3 de
la partie IV.

10.2 Électrostatique : discrétisation

10.2.1 Le Laplacien avec CL de Dirichlet

Nous allons discrétiser (8.11), qui donne une solution faible de (8.10). Il s’agit d’un problème
de Dirichlet homogène, nous allons donc introduire V0

k le sous-espace de H1
0 (Ω), de dimension NΩ :

V0
k : = Vk ∩ H1

0 (Ω) = {uh ∈ Vk : uh |∂Ω = 0 }.

Les ( vi )i∈ IΩ forment une base de V0
k. Soit Π0

k l’opérateur d’interpolation associé à cet espace :

Π0
k : H1

0 (Ω) ∩ C0(Ω) → V0
k

u 7→
∑

i∈ IΩ

u(Mi ) vi.
(10.2)

Soit φ0 , h ∈ V0
k l’approximation de φ0, telle que : φ0 , h =

∑

j∈IΩ

φ0 , h(Mj) vj .

La formulation variationnelle (8.11) discrétisée dans V0
k s’écrit :

Trouver φ0 , h ∈ V0
k tel que :

∀ i ∈ Iω , (gradφ0 , h , grad vi )0 =

∫

Ω
g vi dΩ, (10.3)

où : φ0 , h =
∑

j ∈ Iω

φ0 , h(Mj ) vj .

Ce problème linéaire est de dimension R
NΩ . Il est résolu en pratique dans R

N : on procède par
pseudo-élimination des degrés de liberté liés au bord ∂Ω, en modifiant le système linéaire (10.3) de
la façon suivante :
Trouver φ0 , h ∈ Vk tel que :

∀ i ∈ IΩ , (gradφ0 , h , grad vi )0 =

∫

Ω
g vi dΩ ,

∀ i ∈ I∂Ω , φ0 , h(Mi) = 0.
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Nous allons exprimer ce problème linéaire sous forme matricielle.
Le second membre peut être calculé de 2 façons :
- Si la fonction d’interpolation gh : = Πk ( g ) existe, on calcule le second membre par un produit
matrice-vecteur.
- Sinon, on construit directement le vecteur G ∈ R

N, de composantes :

Gi =

∫

Ω
g vi dΩ si i ∈ IΩ ,

= 0 si i ∈ I∂Ω ;

Supposons que gh existe. On écrit alors l’équation (10.3) sous la forme :
Trouver φ0 , h ∈ V0

k tel que :

∀ i ∈ IΩ ,
∑

j ∈ IΩ

φ0 , h(Mj ) (grad vj , grad vi )0 =
∑

j ∈ IΩ

g(Mj ) ( vj , vi )0, (10.4)

avec : (grad vj , grad vi )0 = ( ∂1vj , ∂1vi )0 + ( ∂2vj , ∂2vi )0 + ( ∂3vj , ∂3vi )0.
Considérons K0 ∈ R

N×N, appelée matrice de raideur interne, la matrice d’éléments :

K
i , j
0 = (grad vj , grad vi )0 si i et j ∈ IΩ,

= δij si i ou j ∈ I∂Ω. (10.5)

∀ i , j, K
i , j
0 = K

j , i
0 : K0 est symétrique. Par ailleurs, K0 est formée de 2 sous-blocs :

K0 =




KΩ 0

0 I∂Ω


 ,

où KΩ ∈ R
NΩ×NΩ est telle que : ∀i , j ∈ IΩ, K

i , j
Ω = K

i , j
0 ; et I∂Ω ∈ R

N∂Ω×N∂Ω est la matrice identité.
On remarque que pour i , j ∈ IΩ, si Mi et Mj n’appartiennent pas à un même tétraèdre, l’élément

K
i , j
0 nul : la matrice est donc creuse. Lorsque Mi et Mj appartiennent à un même tétraèdre, on a :

K
i , j
0 =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl

∫

Tl

( ∂1vj ∂1vi + ∂2vj ∂2vi + ∂3vj ∂3vi ) dΩ.

Considérons la matrice M0 ∈ R
N×N, appelée matrice de masse interne, la matrice éléments :

M
i , j
0 = ( vj , vi )0 si i ∈ IΩ , ∀ j ∈ I ,

= 0 si i ∈ I∂Ω , ∀ j ∈ I . (10.6)

M0 est formée de deux sous-blocs :

M0 =




MΩ MΩ,∂Ω

0 0


 ,

où MΩ ∈,RNΩ×NΩ et MΩ,∂Ω ∈,RNΩ×N∂Ω . On remarque que le sous-bloc MΩ est symétrique. De

même que pour K0, lorsque Mi et Mj n’appartiennent pas à un même triangle, l’élément M
i , j
0 est

nul : M0 est une matrice creuse. Comme précédemment, ∀ i ∈ IΩ , ∀ j ∈ I,

M
i , j
0 =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl

∫

Tl

vj vi dΩ.
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Supposons que Πkg existe. Soit g ∈ R
N tel que : g = ( g (M1 ) , . . . , g (MN ) )T .

Posons φ
0
∈ R

N tel que φ
0

= (φ0 , h(M1 ) , ..., φ0 , h(MNΩ
) , 0 , ..., 0 )T .

On peut alors écrire le problème (10.4) sous la forme matricielle suivante :

K0 φ0
= M0 g .

10.2.2 Dérivation du champ électrique

Une fois que l’on a évalué φ0 , h, il faut calculer Eh, l’approximation de E , composante par
composante. Pour cela, il faut calculer gradφD ,h. φ0 , h est Pk-continu, donc par dérivation, Eh ∈
(Pk−1)

3-discontinu. Par exemple, si on a utilisé les éléments finis P1 pour calculer le potentiel
électrostatique, ceux-ci sont continus, affines par traingles. Ainsi, le champ Eh calculé est discontinu,
constant par triangle. On a :

Eh = −gradφ0 , h, avec φ0 , h approximation de φ0, solution de 10.4 . (10.7)

Pour avoir une représentation continue de Eh, on utilise une projection (Pk−1 )3-(Pk )3 [6, 63],
c’est-à-dire qu’au lieu de calculer directement les dérivées du potentiel, on résout :

( Eh , vi eα )0 = −(gradφ0 , h , vi eα )0 , ∀i ∈ I , ∀α ∈ {1 , 2 , 3} . (10.8)

Soit G0 ∈ (R3×1)N×N la matrice telle que : ∀i , j ∈ I,

G
i , j
0 =




( vi , ∂1vj )0
( vi , ∂2vj )0
( vi , ∂3vj )0


 .

Soit E la représentation de Eh suivante (voir la section 10.3 suivante) :

E = (Eh,1(M1) , Eh,2(M1) , Eh,3(M1) , ..., Eh,1(MN) , Eh,2(MN) , Eh,3(MN) )T .

On a alors :

E = −G0 φ0
. (10.9)

10.3 Méthode avec CL naturelles : discrétisation

XE ∩ H1(Ω) est dense dans XE [40, 51]. On définit alors une discrétisation de XE ∩ H1(Ω) afin
de résoudre les problèmes posés dans la section 8.3 à l’aide des éléments finis continus de Lagrange
Pk. Une bonne définition de cet espace discrétisé est, a priori, l’espace Xk :

Xk = {vh ∈ C0(Ω)3 |vh | Tl
∈ Pk(Tl)3 , ∀ l ∈ { 1 , . . . , L } }.

Par construction, Xk ⊂ H1(Ω). Lorsque k = 1, les fonctions vh de Xk sont telles que : vh|Tl
=

a|Tl
+ b|Tl

(x), où a| Tl
∈ R

3 ; et b| Tl
(x) est une application linéaire de R

3 dans R
3. On peut donc
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considérer comme espace d’approximation de XE ∩H1(Ω) l’espace : Xk = (Vk )3, pour lequel deux
approximations sont possibles :
• D’une part, on peut considérer Xk comme un espace de dimension finie 3N sur R.
Soit ( e1 , e2 , e3 )T une base orthonormale directe de R

3. Les ( vi eα )i∈{ 1 ,...,N } , α∈{ 1 , 2 , 3 } forment
une base de Xk, ce qui va nous permettre de discrétiser la formulation variationnelle (8.12). On
cherche Eh, l’approximation de E sous la forme :

Eh =
∑

j ∈ I

3∑

β=1

Eh , β(Mj ) vj eβ .

• D’autre part, on peut considérer Xk comme un espace de dimension finie N sur R
3, ce qui consiste

à chercher les N valeurs physiques de Eh aux points de la discrétisation, c’est-à-dire :

Eh =
∑

j ∈ I

Eh(Mj ) vj ,

avec Eh(Mj) ∈ R
3. Bien sûr, on a : Eh (Mj ) = Eh,1(Mj ) e1 + Eh,2(Mj ) e2 + Eh,3(Mj ) e3 pour

tout j, et les deux choix d’approximation cöıncident.
En pratique, on utilise la première représentation, qui consiste à considérer des inconnues sca-

laires. Nous allons la détailler dans ce qui suit.
La formulation variationnelle (8.12) discrétisée dans Xk s’écrit :

Trouver Eh ∈ Xk tel que :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , ( Eh , vi , α )XE = LE (vi , α ) . (10.10)

En décomposant Eh selon la base canonique de Xk dans (10.10) on obtient :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } ,
∑

j ∈ I

3∑

β=1

Eh , β(Mj ) (vj , β , vi , α )XE = LE(vi , α ) .

Soit AE ∈ ( R
3×3 )N×N la matrice ainsi construite, définie par les sous-blocs A

i , j
E ∈ R

3×3 tels que :

A
i , j
E =




( vj e1 , vi e1 )XE ( vj e2 , vi e1 )XE ( vj e3 , vi e1 )XE

( vj e1 , vi e2 )XE ( vj e2 , vi e2 )XE ( vj e3 , vi e2 )XE

( vj e1 , vi e3 )XE ( vj e2 , vi e3 )XE ( vj e3 , vi e3 )XE



.

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R
3 suivants : Eh(Mj ) =




Eh,1(Mj )
Eh,2(Mj )
Eh,3(Mj )


.

Par soucis de consistance, on appelle L ∈ ( R
3 )N le vecteur composé des valeurs LE( vi vα ), i ∈ I,

α ∈ {1 , 2 , 3 } :

L = (LE( v1 e1 ) , LE( v1 e2 ) , LE( v1 e3 ) , ..., LE( vN e1 ) , LE( vN e2 ) , LE( vN e3 ) )T .

Selon la même idée, posons :

E = (Eh,1(M1 ) , Eh,2(M1 ) , Eh,3(M1 ) , ..., Eh,1(MN ) , Eh,2(MN ) , Eh,3(MN ) )T ∈ ( R
3 )N.

On a aussi E =




Eh(M1 )
...

Eh(MN )


 ∈ ( R

3 )N. Le problème (10.10) s’écrit alors : AE E = L.
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Remarque 10.2 Dans les sections 10.4 et 10.5, on utilisera une autre base de décomposition de
Xk car il faudra alors éliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons étudier les composantes de AE et L.

Décomposons AE en 3 matrices : AE = Div + Rot + B, avec ∀ i , j ∈ I :

Divi , j =




( div (vj e1) , div (vi e1) )0 ( div (vj e2) , div (vi e1) )0 ( div (vj e3) , div (vi e1) )0

( div (vj e1) , div (vi e2) )0 ( div (vj e2) , div (vi e2) )0 ( div (vj e3) , div (vi e2) )0

( div (vj e1) , div (vi e3) )0 ( div (vj e2) , div (vi e3) )0 ( div (vj e3) , div (vi e3) )0



,

Roti , j =




( rot (vj e1) , rot (vi e1) )0 ( rot (vj e2) , rot (vi e1) )0 ( rot (vj e3) , rot (vi e1) )0

( rot (vj e1) , rot (vi e2) )0 ( rot (vj e2) , rot (vi e2) )0 ( rot (vj e3) , rot (vi e2) )0

( rot (vj e1) , rot (vi e3) )0 ( rot (vj e2) , rot (vi e3) )0 ( rot (vj e3) , rot (vi e3) )0



,

B
i , j =




( vj e1 , T , vi e1 , T )0 , ∂Ω ( vj e2 , T , vi e1 , T )0 , ∂Ω ( vj e3 , T , vi e1 , T )0 , ∂Ω

( vj e1 , T , vi e2 , T )0 , ∂Ω ( vj e2 , T , vi e2 , T )0 , ∂Ω ( vj e3 , T , vi e2 , T )0 , ∂Ω

( vj e1 , T , vi e3 , T )0 , ∂Ω ( vj e2 , T , vi e3 , T )0 , ∂Ω ( vj e3 , T , vi e3 , T )0 , ∂Ω



.

Par calcul, on remarque que :

(vi , α × ν ) . (vj , β × ν ) = vi vj ( δαβ − να νβ ) .

La matrice B s’écrit alors :

B
i , j =




∫

∂Ω
(1− ν2

1 ) vj vi dΣ −
∫

∂Ω
ν1 ν2 vj vi dΣ −

∫

∂Ω
ν1 ν3 vj vi dΣ

−
∫

∂Ω
ν1 ν2 vj vi dΣ

∫

∂Ω
(1− ν2

2)vj vi dΣ −
∫

∂Ω
ν2 ν3 vj vi dΣ

−
∫

∂Ω
ν1 ν3 vj vi dΣ −

∫

∂Ω
ν2 ν3 vj vi dΣ

∫

∂Ω
(1− ν2

3) vj vi dΣ




, ∀ i , j ∈ I∂Ω,

= 0 sinon .

Notons que : B
i , j = B

j , i. B est donc symétrique par blocs 3× 3.
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10.3.1 Matrice de raideur interne

Les sous-blocs Divi , j et Roti , j sont non nuls seulement si Mi et Mj sont les sommets d’un
même tétraèdre. D’où : ∀ i , j ∈ I,

Divi , j =
∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




∫

Tl

∂1vj ∂1vi dΩ

∫

Tl

∂2vj ∂1vi dΩ

∫

Tl

∂3vj ∂1vi dΩ

∫

Tl

∂1vj ∂2vi dΩ

∫

Tl

∂2vj ∂2vi dΩ

∫

Tl

∂3vj ∂2vi dΩ

∫

Tl

∂1vj ∂3vi dΩ

∫

Tl

∂2vj ∂3vi dΩ

∫

Tl

∂3vj ∂3vi dΩ




,

et

Roti , j =
∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




c2 , 3
i , j −

∫

Tl

∂1vj ∂2vi dΩ −
∫

Tl

∂1vj ∂3vi dΩ

−
∫

Tl

∂2vj ∂1vi dΩ c1 , 3
i , j −

∫

Tl

∂2vj ∂3vi dΩ

−
∫

Tl

∂3vj ∂1vi dΩ −
∫

Tl

∂3vj ∂2vi dΩ c1 , 2
i , j




,

avec ∀α , β ∈ { 1 , 2 , 3 }, cα , βi , j =

∫

Tl

( ∂αvj ∂αvi + ∂βvj ∂βvi ) dΩ.

Notons que la somme de ces deux blocs est telle :

( Rot + Div )i , j =
∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




ci , j ai , j bi , j
−ai , j ci , j di , j
−bi , j −di , j ci , j


 ,

avec :

ai , j =

∫

Ω
( ∂2vj ∂1vi − ∂1vj ∂2vi ) dΩ

ci , j =

∫

Ω
(grad vi , grad vj ) dΩ

bi , j =

∫

Ω
( ∂3vj ∂1vi − ∂1vj ∂3vi ) dΩ

di , j =

∫

Ω
( ∂3vj ∂2vi − ∂2vj ∂3vi ) dΩ .

Rot + Div est donc anti-symétrique par blocs 3× 3.

10.3.2 Matrice de masse du bord

Le bloc B
i , j est non nul seulement si Mi et Mj sont les sommets d’une même face du bord ∂Ω.

On a donc : ∀ i ou j 6∈ I∂Ω, B
i , j = 0 et :
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∀ i , j ∈ I∂Ω,

B
i , j =

∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

∫

Fq

vj vi dΣ




1− ν2
q , 1 −νq , 1 νq , 2 −νq , 1 νq , 3

−νq , 1 νq , 2 1− ν2
q , 2 −νq , 2 νq , 3

−νq , 1 νq , 3 −νq , 2 νq , 3 1− ν2
q , 3



.

=
∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

(∫

Fq

vj vi dΣ ( I3 − νq .ν
T
q )

)
,

où I3 ∈ R
3×3 est la matrice identité de R

3 et νq est le vecteur normal à la face Fq.

10.3.3 Second membre

Le second membre peut-être calculé directement, à l’aide de schémas d’intégration numériques,
ou avec les fonctions d’interpolation gh := Πk(g), fh := Πk(f) et eh = πk(e), à condition qu’on puisse
définir leur valeur en chaque point de discrétisation (voir la section 10.2). Nous allons développer
cette approche. Ceci permet d’écrire le second membre sous forme d’une somme de produits matrice-
vecteur, en utilisant g ∈ R

N, f ∈ ( R
3 )N et e ∈ ( R

3 )N :

g = ( gh(M1 ) , ..., gh(MN ) )T .

f = ( fh , 1(M1 ) , fh , 2(M1 ) , fh , 3(M1 ) , ..., fh , 1(MN ) , fh , 2(MN ) , fh , 3(MN ) )T .

e = ( 0 , ..., 0 , eh , 1(MN∂Ω
) , eh , 2(MN∂Ω

) , eh , 3(MN∂Ω
) , ..., eh , 1(MN ) , eh , 2(MN ) , eh , 3(MN ) )T

Soit Lg ∈ ( R
3 )N×N la matrice formée des N×N sous-blocs (Lg)i , j ∈ R

3 tels que :

∀ i , j ∈ I , L
i , j
g =

∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




∫

Tl

vj ∂1vi dΩ

∫

Tl

vj ∂2vi dΩ

∫

Tl

vj ∂3vi dΩ




.

De même, on considère Lf ∈ (R3×3
)N×N la matrice formée des N × N sous-blocs L

i , j
f

∈ R
3×3 tels

que :

∀ i , j ∈ I , L
i , j
f

=
∑

Tl |Mi ,Mj∈Tl




0

∫

Tl

vj ∂3vi dΩ −
∫

Tl

vj ∂2vi dΩ

−
∫

Tl

vj ∂3vi dΩ 0

∫

Tl

vj ∂1vi dΩ

∫

Tl

vj ∂2vi dΩ −
∫

Tl

vj ∂1vi dΩ 0




.



10.4. Méthode avec CL essentielles : discrétisation 189

Posons enfin Le ∈ (R3×3)N×N la matrice définie par les N×N sous-blocs :

L
i , j
e =

∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

∫

Fq

vj vi dΣ ( I3 − νq .ν
T
q ) , si i et j ∈ I∂Ω ,

= 0 sinon .

On peut donc calculer L sous la forme matricielle suivante : L = Lg g + Lf f + Le e. Pour approcher
le champ électrique, on résout donc le système 3N× 3N suivant :

AE E = Lg g + Lf f + Le e ,

avec : AE = Div + Rot + B.
(10.11)

10.4 Méthode avec CL essentielles : discrétisation

X 0
E ∩H1(Ω) est dense dans X 0

E , seulement si Ω est convexe. Ainsi, la méthode décrite ici converge
dans la cas où Ω présente des singularités géométriques seulement si les données sont régulières. Nous
la présentons de façon à expliciter l’élimination des condisions aux limites tangentielles, nécessaire
pour la dicsrétisation de la méthode à poids.

Soit Nc le nombre de sommets du domaine polyédrique Ω. Chaque sommet est un point de
discrétisation du bord, quelque soit le maillage considéré. On appelle C l’ensemble de ces sommets.
Soit Na le nombre de points de discrétisation du bord se trouvant sur une arête de ∂Ω et n’étant
pas un coin. On appelle A l’ensemble de ces sommets. On pose Nf = N∂Ω − Nc − Na, le nombre
de points de discrétisation du bord qui ne trouvent pas sur des arêtes. On ordonne les points du
bord ∂Ω de la façon suivante :
- ∀ i ∈ If , Mi ∈ ∂Ω\( C ∪A ),
- ∀ i ∈ Ia, Mi ∈ A,
- ∀ i ∈ Ic, Mi ∈ C,
où on a décomposé I∂Ω en : If = {NΩ + 1 , ..., NΩ + Nf }, Ia = {NΩ + Nf + 1 , ..., NΩ + Nf + Na }
et Ic = {N − Nc + 1 , ..., N }.
On remarque que : NΩ + Nf + Na + Nc = N.

On considère comme espace de discrétisation de X 0 , R
E le sous-espace de Xk, conforme dans X 0

E :

X 0 , R
E , k =

{
v ∈ Xk | v × ν |∂Ω = 0 sur ∂Ω

}
.

Par construction, X 0 , R
E , k ⊂ H1(Ω).La discrétisation de (8.14) se fait de la même façon que celle de

(8.12), mais il faut prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div
et Rot, et dans les termes du second membre.

10.4.1 Élimination des conditions aux limites essentielles

Propriété 10.3 L’espace X 0 , R
E ,k est de dimension finie 3N − 2Nf − 3Na − 3Nc.
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Démonstration. Soit u ∈ X 0 , R
E ,k . Comme X 0 , R

E , k est un sous-espace de XE ,k, il est de dimension

inférieure ou égale à 3N et on peut écrire u =

N∑

i=1

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α.

• Considérons un point Mi, i ∈ Ia, se trouvant sur l’arête Ak , l (figure 7.1, p. 153). On a :





u(Mi ) . τ k , l = 0 ,
u(Mi ) . τ l = 0 ,
u(Mi ) . τ k = 0 .

Comme les vecteurs τ k , l, τ k et τ l ne sont pas colinéaires, on a nécessairement u(Mi ) = 0. Ceci

étant valable pour tous les points d’arêtes, on peut écrire : u =
∑

i∈I\Ia

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α. Pour chaque

vecteur de X 0 , R
E ,k , nous éliminons alors les trois degrés de liberté liés à chaque point d’arête. D’où :

dim(X 0 , R
E , k ) ≤ 3N − 3Na.

• Considérons un coin Mi, i ∈ Ic. Mi est l’intersection d’au moins deux arêtes, d’où u(Mi) = 0.

Ceci étant valable pour tous les coins, on peut écrire : u =
N−Na−Nc∑

i=1

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α. Pour chaque

vecteur de X 0 , R
E ,k , nous éliminons alors les trois degrés de liberté liés à chaque coin. Il y en a Nc,

d’où : dim(X 0 , R
E ,k ) ≤ 3N − 3Na − 3Nc.

• Considérons un point Mi, i ∈ If , se trouvant sur la face Fk de Ω. Comme u(Mi )×ν |Fk
= 0, on

peut écrire u(Mi ) |Fk
= uν(Mi )ν |Fk

. D’où : u =

NΩ∑

i=1

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α +

NΩ +Nf∑

i=1+NΩ

uν(Mi ) vi νi.

Notons qu’il n’y a pas d’ambigüıté sur ν(Mi ) lorsque i ∈ If car alors Mi n’est ni sur une arête ni

sur un coin. Ainsi, pour chaque vecteur de X 0 , R
E , k , nous éliminons deux degrés de liberté par point

du bord qui n’est pas ni sur une arête ni sur un coin. D’où : dim(X 0 , R
E , k ) ≤ 3N − 2Nf − 3Na − 3Nc.

Pour conclure, la famille B0 := (vi , α )i∈ Iω , α∈{1,2,3} ∪ ( vi νi )i∈ If est contenue dans X 0 , R
E ,k , d’où :

dim(X 0 , R
E , k ) ≥ 3N − 2Nf − 3Na − 3Nc.

�

Nous avons donc montré la propriété 10.3, et au passage que B0 engendre X 0 , R
E , k . Par la suite,

on utilisera les notations suivantes : Iac = Ia ∪ Ic, et Nac = Na + Nc. Pour Mi ∈ If , se trouvant
sur la face Fk, on appelera ( τ 1

k , τ 2
k ) la base du plan généré par la face Fk, telle que ( τ 1

k , τ 2
k , νk )

soit une base orthonormée directe. On utilisera donc deux types de base locale de R
3 selon l’em-

placement de Mi :
- ∀ i ∈ IΩ, Mi ∈ Ω, on travaille dans la base canonique ( e1 , e2 , e3 ),
- ∀ i ∈ If , Mi ∈ ∂Ω\(A ∪ C), on travaille dans la base locale ( τ 1

k , τ 2
k , νk ),

- ∀ i ∈ Iac, Mi ∈ A ∪ C, afin de lever l’ambigüıté sur le vecteur normal, on travaille dans la base
canonique ( e1 , e2 , e3 ).
On appelle B la base de Xk ainsi formée :

B = (vi , α)i∈ IΩ ∪ Iac , α∈{ 1 , 2 , 3 } ∪ (vi τ
1
i )i∈ If ∪ (vi τ

2
i )i∈ If ∪ (vi νi)i∈ If . (10.12)

Soit A ∈ ( R
3×3 )N×N la décomposition de la matrice Div + Rot dans B, qu’on écrit de la façon
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suivante :

A =




AΩ ,Ω AΩ , f AΩ , ac

Af ,Ω Af , f Af , ac

Aac ,Ω Aac , f Aac , ac



.

Décrivons les sous-matrices de A.

Les sous-blocs A
i , j ∈ R

3 tels que i et j ∈ IΩ ∪ Iac sont définis dans la base ( e1 , e2 , e3 )T

et ont déjà été calculés dans le paragraphe 10.3.1. Ils sont contenus dans les sous-matrices suivantes :

- AΩ ,Ω = ( Div + Rot )i∈ IΩ , j ∈ IΩ ∈ ( R
3×3 )NΩ×NΩ ;

- Aac , ac = ( Div + Rot )i∈ Iac , j ∈ Iac ∈ ( R
3×3 )Nac×Nac ;

- AΩ , ac = ( Div + Rot )i∈ IΩ , j ∈ Iac ∈ ( R
3×3 )NΩ×Nac ;

- Aac ,Ω = ( Div + Rot )i∈ Iac , j ∈ IΩ ∈ ( R
3×3 )Nac×NΩ .

La sous-matrice Af , f ∈ ( R
3×3 )Nf×Nf est composée des Nf ×Nf sous-blocs A

i , j
f , f ∈ R

3×3, tels
que : ∀ i ∈ If , ∀ j ∈ If :

A
i , j
f , f =




( vj τ 1
j , vi τ

1
i )X 0

E
( vj τ 2

j , vi τ
1
i )X 0

E
( vj νj , vi τ

1
i )X 0

E

( vj τ 1
j , vi τ

2
i )X 0

E
( vj τ 2

j , vi τ
2
i )X 0

E
( vj νj , vi τ

2
i )X 0

E

( vj τ 1
j , vi νi )X 0

E
( vj τ 2

j , vi νi )X 0
E

( vj νj , vi νi )X 0
E



.

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R
3 décomposés dans la base locale ( τ 1

j , τ 2
j , νj )T :

Eh(Mj ) =




Eτ,1(Mj )
Eτ,2(Mj )
Eν(Mj )


, où Eτ,α(Mj ) = Eh(Mj ) . ταj , α = 1, 2, et Eν(Mj ) = Eh(Mj) .νj.

La sous-matrice AΩ , f ∈ ( R
3×3 )NΩ×Nf est composée des NΩ×Nf sous-blocs de R

3×3 suivants :
∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ If ,

A
i , j
Ω , f =




( vj τ 1
j , vi e1 )X 0

E
( vj τ 2

j , vi e1 )X 0
E

( vj νj , vi e1 )X 0
E

( vj τ 1
j , vi e2 )X 0

E
( vj τ 2

j , vi e2 )X 0
E

( vj νj , vi e2 )X 0
E

( vj τ 1
j , vi e3 )X 0

E
( vj τ 2

j , vi e3 )X 0
E

( vj νj , vi e3 )X 0
E



.

Symétriquement, la sous-matrice Af ,Ω ∈ ( R
3×3 )Nf×NΩ est telle que :

∀ i ∈ If , ∀ j ∈ IΩ, A
i , j
f ,Ω = A

j , i
Ω , f .

De même, la sous-matrice Af , ac ∈ ( R
3×3 )Nf×Nac est composée des Nf × Nac sous-blocs de
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R
3×3 suivants : ∀ i ∈ If , ∀ j ∈ Iac,

A
i , j
f , ac =




( vj e1 , vi τ
1
i )X 0

E
( vj e2 , vi τ

1
i )X 0

E
( vj e3 , vi τ

1
i )X 0

E

( vj e1 , vi τ
2
i )X 0

E
( vj e2 , vi τ

2
i )X 0

E
( vj e3 , vi τ

2
i )X 0

E

( vj e1 , vi νi )X 0
E

( vj e2 , vi νi )X 0
E

( vj e3 , vi νi )X 0
E



,

et symétriquement, la sous-matrice Aac , f ∈ ( R
3×3 )Nf×NΩ est telle que :

∀ i ∈ If , ∀ j ∈ IΩ, A
i , j
ac , f = A

j , i
f , ac.

Nous ne détaillerons pas les calculs des sous-matrices de A, car ils sont similaires aux calculs des
éléments de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 10.3.1.
Soit F ∈ Xk. Afin de définir le produit matrice-vecteur A F, où F est le vecteur de ( R

3 )N associé
à F , on décompose F dans B :

F =
∑

j ∈ IΩ ∪ Iac

3∑

β=1

Fβ(Mj)vj , β +
∑

j ∈ If

(
Fτ,1(Mj) vj τ 1

j + Fτ,2(Mj) vj τ 2
j + Fν(Mj) vj νj

)
,

où ∀ i ∈ If , ∀α ∈ {1, 2}, Fτ,α(Mj) = F(Mi) . τ
α
i et Fν(Mj) = F(Mi) .ν i.

On considère alors F = (FΩ,Ff ,Fac)
T le vecteur de R

3N associé, dont les sous-composantes sont :

- FΩ = (F1(M1),F2(M1),F3(M1), ...,F1(MNΩ
),F2(MNΩ

),F3(MNΩ
))T ∈ (R3)NΩ ,

- Ff = (Fτ,1(MNΩ+1),Fτ,2(MNΩ+1),Fν(MNΩ+1), ...,Fτ,1(MN−Nac),Fτ,2(MN−Nac),Fν(MN−Nac))
T ∈ (R3)Nf ,

- Fac = (F1(MN−Nac+1),F2(MN−Nac +1),F3(MN−Nac+1), ...,F1(MN),F2(MN),F3(MN))T ∈ (R3)Nac .

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (8.14) discrétisée dans X 0 , R

E , k , on peut alors procéder à l’élimination des conditions
aux limites essentielles dans A. Cela correspond à éliminer d’une part les lignes et les colonnes
de A dont les éléments dépendent de τ 1,2 pour les sommets situés à l’intérieur des faces du bord
(i ∈ If ) ; et d’autre part toutes les lignes et les colonnes pour les sommets situés sur les arêtes de
∂Ω (i ∈ Iac). On appelle A0 la matrice ainsi obtenue.

Soit AΩ , ν ∈ ( R
3×3 )NΩ×Nf la matrice AΩ , f dont on a éliminé les colonnes dépendant de τ 1,2 :

∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ If ,

A
i , j
Ω , ν =




0 0 ( vj νj , vi e1 )X 0
E

0 0 ( vj νj , vi e2 )X 0
E

0 0 ( vj νj , vi e3 )X 0
E



.

Symétriquement, Aν ,Ω ∈ ( R
3×3 )Nf×NΩ est la matrice Af ,Ω dont on a éliminé les lignes qui

dépendent de τ 1,2 : A
i , j
ν ,Ω = A

j , i
Ω , ν .

On considère Aν , ν la matrice Af , f dont on a éliminé les termes dépendant de τ 1,2, sauf les
termes diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

A
i , j
ν , ν =




δij 0 0
0 δij 0
0 0 ( vj νj , vi νi )X 0

E


 .
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En effet, Af , f correspond à un bloc diagonal de A. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux
éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.

On en déduit que la structure par blocs de la matrice A0 ∈ ( R
3×3 )N×N est la suivante :

A0 =




AΩ ,Ω AΩ , ν 0

Aν ,Ω Aν , ν 0

0 0 Iac , ac



,

où Iac , ac est la matrice identité de ( R
3×3 )Nac×Nac .

Proposition 10.4 La matrice A0 est inversible.

Démonstration. Les sous-blocs diagonaux de Aω ,ω et Aν , ν sont strictement positifs. On a :

A
i , i
Ω ,Ω =



||grad vi ||20 0 0

0 ||grad vi ||20 0
0 0 ||grad vi ||20


 , et A

i , i
ν , ν =




1 0 0
0 1 0
0 0 ||grad vi ||20


 .

Le sous-bloc diagonal Iac , ac garantit donc l’inversibilité de A0.
�

10.4.2 Champ électrique

Tout se passe comme dans le cas bidimensionnel (voir la section 4.7 et le paragraphe 4.7.1),
aussi nous nous contentons de donner les éléments matriciels, sans détailler la discrétisation.

Le problème variationnel (8.14) discrétisé dans X 0 , R
E , k s’écrit :

Trouver E0
h ∈ X 0 , R

E ,k tel que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , ( E0
h , vi eα )X 0

E
= L0( vi eα ) − ( Er , vi eα )X 0

E
,

∀ i ∈ If , ( E0
h , vi νi )X 0

E
= L0( vi νi ) − ( Er , vi νi )X 0

E
.

En regroupant E0
h et Er, on peut réécrire ces équations sous la forme :

Trouver Eh ∈ Xk tel que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , ( Eh , vi , α )X 0
E

= L0(vi , α ) ,

∀ i ∈ If , ( Eh , vi νi )X 0
E

= L0( vi νi ) ,

∀ i ∈ If , Eh (Mi )× ν i = e (Mi )× ν i ,
∀ i ∈ Iac , Eh (Mi ) = e (Mi ) .

(10.13)

La dernière égalité a lieu au sens du paragraphe 4.8.2 de la partie II, et est détaillée dans le
paragraphe 10.4.3.

Soit E = (EΩ , Ef , Eac )T le vecteur de R
3N associé dont les composantes sont égales à celles

de Eh dans B. Considérons le relèvement discret suivant : Er = (ZΩ , Eτ , Eac )T , où :

- ZΩ est le vecteur nul de ( R
3 )NΩ ;

- Erτ = (e(MNΩ+1).τ
1
NΩ+1, e(MNΩ+1).τ

2
NΩ+1, 0, ..., e(MNΩ+Nf

).τ 1
NΩ+Nf

, e(MNΩ+Nf
).τ 2

NΩ−Nf
, 0)T ∈
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(R3)Nf , est le vecteur contenant les valeurs des composantes tangentielles de Eh sur ∂Ω\(A∪ C) ;

- Erac = (e1(MNΩ+Nf+1), e2(MNΩ+Nf+1), e3(MNΩ+Nf+1), ..., e1(MN), e2(MN), e3(MN))T ∈ (R3)Nac

est le vecteur contenant les valeurs des composantes de e sur les arêtes et aux coins du maillage.
Soit Aν , f ∈ ( R

3×3 )Nf×Nf la matrice Af , f dont on a éliminé les lignes dépendant de τ 1,2 :
∀ i , j ∈ If ,

A
i , j
ν , f =




0 0 0

0 0 0

( vj τ 1
j , vi νi )X 0

E
( vj τ 2

j , vi νi )X 0
E

( vj νj , vi νi )X 0
E



.

Soit Aν , ac ∈ ( R
3×3 )Nf×Nac, la matrice Af , ac dont on a éliminé les lignes dépendant de τ 1,2 :

∀ i ∈ If , ∀ j ∈ Iac,

A
i , j
ν , ac =




0 0 0

0 0 0

( vj e1 , viνi )X 0
E

( vj e2 , viνi )X 0
E

( vj e3 , viνi )X 0
E



.

Soit LΩ ∈ ( R
3 )NΩ la restriction de L aux i ∈ IΩ, et Lν ∈ ( R

3 )Nf le vecteur tel que :

Lν = ( 0 , 0 , L0( vNΩ+1 νNΩ+1 ) , ..., 0 , 0 , L0( vNΩ+Nf
νNΩ+Nf

) ).

Soit Ar ∈ ( R
3×3 )N×N la matrice définie ainsi :

Ar =




0 AΩ , f AΩ , ac

0 Aν , f Aν , ac

0 0 −Iac , ac



.

Posons L0 = ( LΩ , Lν , Zac )T ∈ ( R
3 )N, où Zac est le vecteur nul de ( R

3 )Nac. On montre de la
même façon que dans le paragraphe 4.7.1 que les équations (10.13) se réécrivent sous la forme du
système matriciel suivant :

A0 E = L0 − ArE
r.

Le calcul de L0 est similaire à celui de L, effectué dans le paragraphe 10.3.3. Une fois que E est
calculé, on peut écrire l’approximation calculée sur l’intérieur des faces du bord, Ef dans la base
canonique ( e1 , e2 , e3).
Pour cela, à chaque point Mi, i ∈ If , on associe Of,i ∈ R

3×3, la matrice de changement de base
telle que :

Of,i =




τ1
1 (Mi) τ2

1 (Mi) ν1(Mi)

τ1
2 (Mi) τ2

2 (Mi) ν2(Mi)

τ1
3 (Mi) τ2

3 (Mi) ν3(Mi)



,
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avec τ 1 =

3∑

α=1

τ1
αeα et τ 2 =

3∑

α=1

τ2
αeα. Soit Of ∈ ( R

3 )Nf×Nf la matrice diagonale par bloc définie

par :

Of =




Of,NΩ + 1 0 0

0
. . . 0

0 0 Of,N−Nac


 .

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base ( e1 , e2 , e3)
T s’écrit alors : Of Ef .

Remarque 10.5 Comme dans le cas bidimensionel, en pratique, on crée la matrice et le second
membre dans la base cartésienne complète, et on procède à une élimination a posteriori, en faisant
un changement de base avant l’élimination, et un autre après pour revenir au système cartésien.
Peu importe la base (τ 1 , τ 2)T du bord choisie.

10.4.3 Relèvement de la CL

Comme en 2D, il n’est pas nécessaire de calculer un relèvement explicite de e pour calculer Eh.
Nous détaillons ici comment déterminer Erac dans le cas où ∂Ω = ΓA ∪ ΓC (voir section 8.1). Pour
les points Mi qui se trouvent sur les arêtes ou les coins de ΓC , on a toujours (Erac)i = (0, 0, 0)T . En
pratique, ΓA est un plan, et les points qui sont sur la frontière ΓA ∩ ΓC sont géométriquement soit
des arêtes, soit des coins (voir par exemple la figure 2.3 de la partie I). On les considère comme étant
des points de ΓC . Prenons Mi ∈ ΓA ∩ ΓC . Si Mi est géométriquement sur une arête, alors i ∈ If :
Mi est interprété comme étant un point d’une face de ΓC . Si Mi est géométriquement un coin, alors
i ∈ Ia : Mi est interprété comme étant un point d’une arête de ΓC , d’où : (Erac)i = (0, 0, 0)T .

10.5 Régularisation à poids : discrétisation

Pour les valeurs de γ ad hoc, X 0
E , γ∩H1(Ω) est dense dans X 0

E , γ , on peut donc considérer comme

espace d’approximation de X 0
E , γ l’espace : X 0 , R

E ,k , décrit dans le paragraphe 10.4.2. La formulation
variationnelle (8.17) s’écrit :
Trouver E0

γ , h ∈ X 0 , R
E , k tel que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 } ( E0
h , vi eα )X 0

E , γ
= Lγ( vi eα ) − ( Er , vi eα )X 0

E , γ
,

∀ i ∈ If , ( E0
h , vi νi )X 0

E , γ
= Lγ( vi νi ) − ( Er , vi νi )X 0

E , γ
.

(10.14)

Pour exprimer ces équations sous forme matricielle, on procède de la même façon que dans le
paragraphe 10.4.2 par pseudo-élimination des degrés de liberté connus. Soit A0 , γ (resp. Ar , γ) la
matrice obtenue en remplaçant l’opérateur A0 par Aγ dans A0 (resp. Ar). On se ramène au calcul
direct de Eγ , h = E0

γ , h + Erh, avec comme relèvement discret de la condition tangentielle au bord
e le vecteur Er. On construit le vecteur Lγ de la même façon que L0, en remplaçant l’opérateur L0

par Lγ . Il s’agit alors de résoudre le système linéaire :

Aγ Eγ = Lγ + Ar , γ Er .

Il faut construire la matrice Divγ , qui correspond au produit scalaire dans L2
γ(Ω) des divergences

des vecteurs de la base B0. Cette construction est similaire à la construction de Div. On utilise un
schéma d’intégration numérique à quinze points (voir le paragraphe 15.3.5), partie IV).
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Remarque 10.6 D’après A. Buffa et al. [31, 32], le champ électrique est moins singulier dans
la direction des arêtes rentrantes qu’orthogonalement à ces directions. Ainsi, on peut imaginer
d’utiliser des éléments finis anisotropes, c’est-à-dire qu’en dehors d’un voisinage des coins rentrants,
les arêtes des tétraèdres parallèles aux arêtes de Ω sont plus longues que les autres. En pratique,
cela permet de réduire le nombre de points de discrétisation. Dans [32], les auteurs étudient la
convergence des éléments finis d’arêtes sur un maillage anisotrope pour le problème harmonique.

10.6 Cas prismatique : discrétisation

Dans le cas où Ω = ω×]0, L[, (avec ω polygone de R
2 et L > 0) est un prisme droit, nous avons

vu dans la section 8.6 qu’on pouvait réécrire le problème sous forme d’un suite de problèmes posés
dans ω. Les systèmes d’équations obtenus sont découplés en :
- ( ( Ê0 , k , ck ) , E0,k

z ) si on traite le problème avec des conditions aux limites essentielles partout,
ou en :
- ( ( Êk , ckA ) , E0,k

z ), si on traite le problème avec des conditions aux limites essentielles seulement
sur γC pour la partie longitudinale du champ.
On se ramène alors pour chaque k ∈ N à la résolution d’un système matriciel issu d’une discrétisation
dans X

0 , R
E ,k et d’un système matriciel issu d’une discrétisation dans V0

k(ω). Nous ne détaillerons pas
la formation des matrices de discrétisation des formulations variationnelles, puisque cela a été fait
dans le chapitre 4 de partie II, qui traite le problème bidimensionnel. Nous reprenons les notations
relatives à cette partie. Rappelons que le nombre de coins rentrants du problème bidimensionnel
est égal au nombre d’arêtes rentrantes du problème tridimensionnel.

10.6.1 Champ électrique transverse : CL essentielles

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la discrétisation de la formulation variationnelle (8.26)-
(8.27) dans X

0 , R
E ,k. On introduit de nouvelles matrices de ( R

2×2 )N×N et de nouveaux vecteurs de

( R
2 )N, obtenus par discrétisation (8.26)-(8.27) dans la base B de R

2 (définie en (4.40), partie II,
section 4.7).
Soit M0 ∈ ( R

2×2 )N×N la matrice de masse de l’espace X
0 , R
E ,k. Cette matrice se forme comme la

matrice A0 du problème bidimensionnel, en remplaçant le produit scalaire dans X0
E

: A0 ( . , . ) par
le produit L2(ω) : ( . , . )0 , ω. On posera de même Mr ∈ ( R

2×2 )N×N la matrice de masse appliquée
au relèvement discret, de la même forme que Ar.

On appelle alors A
k
0 = A0 +

k2 π2

L2
M0, la matrice dont les coefficients correspondent aux produits

scalaires Ak
0( . , . ) dans la base B0. De même, A

k
r = Ar +

k2 π2

L2
Mr. ek désignera la représentation

de ekh décomposé dans la base B.
Soit Lk ∈ ( R

1×2 )Nar×N, la matrice représentant les valeurs de Ak
0 ( . , xSl , h ) dans la base B0 :

∀ l ∈ { 1 , ..., Nar },

L
l , j
k =

(
Ak0 ( vj e1 , x

S
l , h ) Ak0 ( vj e2 , x

S
l , h )

)
, ∀ j ∈ Iω ,

=
(

0 Ak0 ( vj νj , x
S
l , h )

)
, ∀ j ∈ Ia ,

=
(

0 0
)
, ∀ j ∈ Ic .

Pour calculer cette matrice, il faut d’abord approcher les xSl , comme c’est expliqué dans le
paragraphe 4.9.2 de la partie II.
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Soit Lk ∈ ( R
2 )N, le vecteur représentant les valeurs approchées de Lk0 ( .) dans la base B0 :

Lik =




( gkh , ∂1vi)0,ω − ( fkz,h , ∂2vi)0,ω +
k π

L
( fky,h , vi )0,ω

( gkh , ∂2vi)0,ω + ( fkz,h , ∂1vi)0,ω −
k π

L
( fkx,h , vi )0,ω


∀ i ∈ Iω ,

=




( gkh , ∂τvi)0,ω − ( fkz,h , ∂νvi)0,ω

( gkh , ∂νvi)0,ω + ( fkz,h , ∂τvi)0,ω −
k π

L
( fkh . τ i , vi )0,ω


∀ i ∈ Ia ,

=

(
0
0

)
∀ i ∈ Ic .

Soit X
k
h ∈ R

Nar×Nar la matrice des produits : Ak
0 (xSl , h , x

S
m ,h ). Pour le calcul des coefficients

diagonaux, le calcul de (xSl , h , x
S
l , h )0,ω se décompose de la même façon que pour le calcul des β l , l,

expliqué au paragraphe 4.4.3. On a :

∫

ωRl

|xPl |2 dω = π αlR
2αl
l .

Soit λk ∈ R
Nar , le vecteur contenant les approximations des λk,j.

Soit Ê
k ∈ R

2N la représentation de Êk dans la base B (4.40).
Les équations (8.26)-(8.27) se mettent alors sous la forme discrétisée suivante :

Pout tout k ∈ N, trouver Êk ∈ ( R
2 )N et ch,k ∈ R

Nar tels que :

A
k
0 Ê

k
+ L

T
k ckh = Lk − A

k
r ek ,

Lk Ê
k

+ πX
k
h ckh = π λk ,

(10.15)

Soit A
′k
0 =

(
A
k
0 L

T
k

Lk πX
k
h

)
∈ R

(2N+Ncr)×(2N+Ncr), et L
′k =

(
Lk − A

k
r ek

π λk

)
∈ R

(2N+Ncr). Posons :

E
′k =

(
Ê
k

ckh

)
∈ R

(2N+Ncr). Les équations (10.15) se mettent sous la forme suivante :

A
′k
0 E

′k = L
′k .

L’algorithme de résolution de (10.15) est le suivant :

- Résoudre A
k
0 E0 = Lk − A

k
r ek ;

- Résoudre ( Lk (Ak
0)
−1

L
T
k − πX

k
h ) ckh = Lk E0 − π λk ;

- Résoudre A
k
0 Ê

k
= Lk − A

k
r ek − L

T
k ckh := A

k
0 E0 − L

T
k ckh.

10.6.2 Champ électrique transverse : CL presque essentielles

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la discrétisation de la formulation variationnelle (8.30)-
(8.31). Dans un premier temps, nous allons déterminer une base de X

A ,R
E ,k l’espace discrétisé de
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X
A ,R
E

par les éléments finis de Lagrange Pk :

X
A ,R
E , k =

{
v ∈ Xk | v . τ | γC

= 0 sur γC
}
. (10.16)

Par construction, X
A ,R
E , k ∈ H1(Ω) et est conforme dans X

A ,R
E

. On suppose pour simplifier les
notations que γA ne contient pas de coin (en pratique, on choisit pour γA un plan).

Les coins appartenant à γC ∩ γA sont maintenant considérés comme des points des arêtes de
γC . On suppose qu’il y en a NAC , indicés par IAC . Il reste donc Nc − NAC coins et on a Na + NAC

points d’arêtes. On restreint l’ensemble d’indices Ic à Ic′ = Ic\IAC , et on complète alors l’ensemble
des indices Ia, en Ia ∪ IAC . Soit IA l’ensemble des indices des NA points du bord appartenant à
γA. Pour ces points, on ne procédera pas à la pseudo-élimination. On complète alors l’ensemble des
indices Iω, en Io = Iω ∪ IA, et on restreint l’ensemble des indices Ia ∪ IAC à Ia′ := (Ia\IA)∪ IAC . On
en déduit que X

A ,R
E ,k est de dimension 2N − Na′ − 2Nc′ .

Soit BA la base de X
A ,R
E ,k :

BA := (vi , α )i∈ Io , α∈{1,2} ∪ ( vi νi )i∈ Ia′ . (10.17)

On reprend la structure par bloc détaillée dans le paragraphe 4.7.1 de la partie II, en remplaçant
Iω par Io, Ia par Ia′ et Ic par Ic′ . On reprend la construction de la matrice A0. Considérons :

AA =




Ao , o Ao , ν 0

Aν , o Aν , ν 0

0 0 Ic′ , c′




avec :
- Ao , o ∈ ( R

2×2 )No×No, telle que : ∀ , j ∈ Io :

A
i , j
o , o =




( vj e1 , vi e1 )
XA

E

( vj e2 , vi e1 )
XA

E

( vj e1 , vi e2 )
XA

E

( vj e2 , vi e2 )
XA

E


 .

- Aν , ν ∈ ( R
2×2 )Nf ′×Nf ′ , telle que : ∀ , j ∈ If ′ :

A
i , j
ν , ν =




( vj τ j , vi τ i )XA
E

( vj νj , vi τ i )XA
E

( vj τ j , vi νi )XA
E

( vj νj , vi νj )
XA

E


 .

- Ao , ν ∈ ( R
2×2 )No×Na′ , et Aν , o ∈ ( R

2×2 )Na′×No telles que :
∀ i ∈ Io , ∀ j ∈ Ia′ ,

A
i , j
o , ν =




0 ( vj νj , vi e1 )
XA

E

0 ( vj νj , vi e2 )
XA

E


 et A

j , i
ν , o =




0 0

( vi e1 , vj νj )
XA

E

( vi e2 , vj νj )
XA

E


 .
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Ic′,c′ étant la matrice identité de (R2×2)Nc′×Nc′ .
Soit MA la matrice construite de la même façon, en remplaçant le produit scalaire ( . , . )

XA
E

par

le produit scalaire L2(ω). La matrice A
k
A := AA +

k2 π2

L2
MA représente alors le produit scalaire

AkA( . , . ) dans la base BA.
Soit LA,k ∈ ( R

2 )Nar×N, la matrice représentant Ak
A ( . , xSl , h ) dans la base BA. LA,k est telle que :

∀ l ∈ {1, ...,Nar},

L
l , i
A,k =

(
AkA ( vi e1 , x

S
l , h ) AkA ( vi e2 , x

S
l , h )

)
, ∀ i ∈ Io ,

=
(

0 AkA ( vi νj , x
S
l , h )

)
, ∀ i ∈ Ia′ ,

=
(

0 0
)
, ∀ i ∈ Ic′ .

Soit LA,k ∈ ( R
2 )N, le vecteur représentant les approximations de LkA ( . ) dans la base BA, LkA est

tel que :

LiA,k =




( gkh , ∂1vi )0 , ω − ( fkh , ∂2vi )0 , ω

( gkh , ∂2vi )0 , ω + ( fkh , ∂1vi )0 , ω


 , ∀ i ∈ Iω ∪ Ia′ ,

=




( gkh , ∂1vi )0 , ω − ( fkh , ∂2vi )0 , ω +

∫

γA

ekh . τ vi τ1 dσ − k π

L

∫

γA

ekz,h vi τ2 dσ

( gkh , ∂2vi )0 , ω + ( fkh , ∂1vi )0 , ω +

∫

γA

ekh . τ vi τ2 dσ +
k π

L

∫

γA

ekz,h vi τ1 dσ



, ∀ i ∈ IA ,

=

(
0
0

)
, ∀ i ∈ Ic′ .

Soit X
k
A,h ∈ ( R

1×2 )Nar×N, telle que : ∀ l , k ∈ {1, ...,Nar},

π (Xk
A,h)

l ,m = AkA (xSl , h , x
S
m ,h ) .

Cette matrice se calcule de la même façon que Xh.
Soit λkA ∈ R

Nar , le vecteur contenant les approximations des λk,jA .

Soit Ê
k

A ∈ R
2N la représentation de Êk dans la base BA.

Les équations (8.30)-(8.30) se mettent alors sous la forme discrétisée suivante :

Pout tout k ∈ N, trouver Ê
k

A ∈ ( R
2 )N et cAk ∈ R

N tels que :

A
k
A Ê

k

A + L
T
A,k ckA,h = LkA .

LA,kÊ
k

A + X
k
A,h ckA,h = π λkA .

(10.18)

Soit A
′k
A =

(
A
k
A L

T
A,k

LA,k πX
k
A,h

)
∈ R

(2N+Ncr)×(2N+Ncr), et L
′k
A =

(
Lk − A

k
r ek

π λk

)
∈ R

(2N+Ncr).
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Posons : E
′k
A =

(
Ê
k

A

ckA,h

)
∈ R

(2N+Ncr). Les équations (10.15) se mettent sous la forme suivante :

A
′k
A E

′k
A = L

′k
A .

L’algorithme de résolution de (10.18) est le suivant :

- Résoudre A
k
A EA = LA,k ;

- Résoudre ( LA,k (Ak
A)−1

L
T
A,k − πX

k
A,h ) ckA,h = LA,k EA − π λkA ;

- Résoudre A
k
A Ê

k

A = LA,k − L
T
A,k ckA,h := A

k
A EA − L

T
A,k ckA,h.

10.6.3 Champ électrique longitudinal

Qu’on choisisse de discrétiser le problème prismatique dans X 0
E ou dans XA

E , le champ électrique
longitudinal satisfait la formulation variationnelle (8.28). Nous allons discrétiser cette formulation
dans l’espace V0

k (équation (4.9), partie II, paragraphe 4.3.1).
On introduit les matrices et les vecteurs suivants :
Soit K

k
D ∈ R

N×N la matrice représentant le produit scalaire akD( . , . ) dans la base discrète de
V0

k(ω), telle que :

(Kk
D)i,j = akD ( vi , vj ), si i et j ∈ Iω ,

= δij , si i ou j ∈ I∂ω

Soit K
P,k
D ∈ R

N×N telle que :

K
P,k
D =

(
0 K

k
ω , ∂ω

0 −I∂ω

)
,

où I∂ω est la matrice identité de R
N∂ω×N∂ω ; et K

k
ω , ∂ω ∈ R

Nω×N∂ω est telle que :

K
i , j
ω , ∂ω = akD( vj , vi ) si i ∈ Iω , et j ∈ I∂ω .

Soit lk ∈ R
N le vecteur tel que :

lik = ( fkh,x , ∂1vi)0 , ω − ( fkh,y , ∂2vi )0 , ω −
k π

L
( gh , ∂1vi )0 , ω , ∀ i ∈ Iω ,

= 0 sinon.

Soit ekz la représentation de ekh,z dans la base cartésienne.
L’équation (8.28) se met sous la forme discrétisée suivante :

Pout tout k ∈ N, trouver Ekz ∈ R
N tel que :

K
k
D Ekz = lk − K

P,k
D ekz . (10.19)



Chapitre 11

Le problème statique 3D mixte discret

11.1 L’élément fini mixte de Taylor-Hood P2-P1

Comme pour le cas bidimensionnel, on discrétise le problèmes mixte par les éléments finis de
Taylor-Hood P2-P1 (section 5.1, p. 123). Le champ électrique est approché en P2 et le multiplicatuer
de Lagrange en P1 sur un même maillage. L’espace d’approximation du champ électrique est alors :

X2 = {v ∈ C0(Ω)2 : v| Tl
∈ P 3

2 (Tl) , ∀ l ∈ { 1 , ..., L } } ,

et celui du multiplicateur de Lagrange est alors :

V1 = {u ∈ C0(Ω) : v| Tl
∈ P1(Tl) , ∀ l ∈ { 1 , ..., L } } .

On notera N1 le nombre de degrés de liberté P1, c’est-à-dire le nombre de sommets de la
tétraédrisation du maillage ; et N le nombre de degrés de liberté P2, c’est-à-dire le nombre de
sommets plus le nombre d’arêtes de la triangulation du maillage.

Considérons Si1 , i1 ∈ { 1 , ..., N1 } les sommets des triangles Tl. Soit N1
Ω le nombre de sommets

intérieurs à Ω, et N1
∂Ω le nombre de sommets du bord ∂Ω. On ordonne ces points P1 ainsi :

∀ i1 ∈ I1Ω, Si1 ∈ Ω, et ∀ i1 ∈ I1∂Ω, Si1 ∈ ∂Ω, où on a défini les ensembles d’indices suivants :

I1Ω = { 1 , ..., N1
Ω } , I∂Ω = {N1

Ω + 1 , ..., N1
Ω + N1

∂Ω } et I1 = I1Ω ∪ I1∂Ω .

Soient ui1 , i1 ∈ I1 les fonctions de base P1, qui génèrent V1.

Le champ électrique discret est recherché dans l’espace (V2 )3. On ordonnera les points de
discrétisation P2 (sommets et arêtes des tétraèdres) Mi, i ∈ { 1 , ..., N }. Soit i ∈ I tel que Mi

soit un sommet de la tétraédrisation. Alors il existe i1 ∈ I1 tel que Si1 = Mi. On considérera vi,
i ∈ I les fonctions de base P2 qui génèrent V2. On notera Eh et ph et les approximations du champ
électrique et du multiplicateur de Lagrange dans XE × L2(Ω) ou X 0

E × L2(Ω), et Eγ,h et pγ,h et les
approximations dans X 0

E , γ×L2
γ(Ω). Le multiplicateur de Lagrange discrétisé est décomposés ainsi :

ph =
∑

i1 ∈ I1

ph(Si1)ui1 , pγ,h =
∑

i1 ∈ I1

pγ,h(Si1)ui1 .

On notera p et p
γ
∈ R

N1 les vecteurs associés à ph et ph : p = ( ph(S1 ) , ..., ph(SN1 ) )T et

p
γ

= ( pγ,h(S1 ) , ..., pγ,h(SN1 ) )T .

201
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11.2 Méthode avec CL naturelles mixte : discrétisation

La preuve de la condition inf-sup discrète uniforme de la formulation mixte (9.3) pour l’élément
fini de Taylor-Hood P2-iso-P1 a été faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39]. De même, pour
le couple d’espace (X2 , V1 ), la condition inf-sup discrète est uniforme.

Proposition 11.1 Il existe une constante κ∗E > 0, indépendante de h telle que :

inf
uh∈V1

sup
Fh∈X2

B(Fh , uh )

|| Fh ||XE ||uh ||0
≥ κ∗E .

La formulation variationnelle (9.3) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1 s’écrit
de la façon suivante :
Trouver le couple ( ph , Eh ) ∈ V1 × X2 tel que :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 3 } ( Eh , vi eα )XE + BE ( vi eα , ph ) = LE , ( vi eα ) ,

∀ i1 ∈ I1 BE ( Eh , ui1 ) = GE ( vi1 ) .
(11.1)

En décomposant ph dans (11.1), on obtient :

∀ i ∈ I , ∀α ∈ { 1 , 3 } ( Eh , vi eα )XE +
∑

j1∈I1

ph (Sj1 )BE ( vi eα , ui1 ) = LE ( vi eα ) ,

∀ i1 ∈ I1 BE ( Eh , ui1 ) = GE (ui1 ) .

Soit E ∈ (R3)N, la représentation de Eh dans vect( vi eα )i∈I , α∈{1,2,3}. Nous allons écrire les équations
ci-dessus de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à BE et GE .
• Soit CE ∈ ( R

1×3 )N1×N la matrice composée des sous blocs C
i1 , j
E ∈ R

3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ I , C
i1 , j
E =

(
( ∂1vj , ui1 )0 ( ∂2vj , ui1 ) ( ∂3vj , ui1 )

)
.

• Soit G ∈ R
N1 le vecteur tel que :

∀ i1 ∈ I1 , Gi1 = GE(ui1 ) .

Les équations (11.1) se mettent sous la forme :

AE E + C
T
E p = L ,

CE E = G .

(11.2)

L’algorithme de résolution de (11.2) est le suivant :

- Résoudre AE E0 = L ;

- Résoudre ( CEA
−1
E C

T
E ) p = CEE0 − G ;

- Résoudre AE E = L − C
T
E p.

Les calculs de CE et G sont similaires aux calculs de la section 5.3 (partie II).
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11.3 Méthode avec CL essentielles mixte : discrétisation

X 0 , R
E , 2 est un sous-espace de X2, et ∀ (Fh , uh ) ∈ X 0 , R

E , 2 ×V1, B0(Fh , uh ) = BE(Fh , uh ), on a

donc aussi une condition inf-sup discrète pour le couple d’espaces (X 0 , R
E , 2 , V1 ) :

Proposition 11.2 Il existe une constante κ∗0 > 0 indépendante de h telle que :

inf
uh∈V1

sup
Fh∈X

0 , R
E , 2

B0(Fh , uh )

|| Fh ||X 0
E
||uh ||0

≥ κ∗0.

La formulation variationnelle (9.4) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood P2-P1 s’écrit
de la façon suivante :
Trouver le couple ( ph , Eh ) ∈ V1 × X2 tel que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 3 } , ( Eh , vi eα )X 0
E

+ B0 ( vi eα , ph ) = L0( vi eα ) ,

∀ i ∈ If , ( Eh , vi νi )X 0
E

+ B0 ( vi νi , ph ) = L0( vi νi ) ,

∀ i ∈ If , Eh (Mi )× ν i = eh(Mi )× ν i ,

∀ i ∈ Iac , Eh (Mi ) = eh(Mi ) ,

∀ i1 ∈ I1 , B0 ( E , ui1 ) = GE (ui1 ) .

(11.3)

En décomposant ph dans (11.3), on obtient alors :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , ( Eh , vi eα )X 0
E

+

N1∑

i1=1

ph (Si1 )B0 (vi eα , ui1 ) = L0 (vi eα ) ,

∀ i ∈ If , ( Eh , vi νi)X 0
E

+

N1∑

i1=1

ph (Si1 )B0(vi νi , ui1) = L0 ( vi νi ) ,

∀ i ∈ If , Eh (Mi )× ν i = eh(Mi )× ν i ,

∀ i ∈ Iac , Eh (Mi ) = eh (Mi ) ,

∀ i1 ∈ I1 ,
N∑

j=1

B0 ( Eh , ui1) = GE (ui1 ) .

Soit ER ∈ (R3)N, la représentation de Eh dans B (10.12). Nous allons écrire les équations ci-dessus
de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à B0.
• Soit C0 ∈ ( R

1×3 )N1×3N la matrice composée des sous-blocs C
i1 , j
0 ∈ R

1×3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ IΩ , C
i1 , j
0 = C

i1 , j
E ,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iac , C
i1 , j
0 =

(
0 0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If , C
i1,j
0 =

(
0 0 (∂νjvj , ui1)0

)
.
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• Soit Cr la matrice composée des sous-blocs C
i1 , j
r ∈ R

1×2 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iω , C
i1 , j
r =

(
0 0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iac , C
i1 , j
r = C

i1 , j
E ,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If , C
i1 , j
r =

(
( ∂τ1

j
vj , ui1)0 ( ∂τ2

j
vj , ui1 )0 0

)
.

Il s’agit de résoudre le système matriciel suivant :

A0 ER + C
T
0 p = L0 − Ar Er ,

C0 ER = G − Cr Er.

(11.4)

L’algorithme de résolution de (11.4) est le suivant :

- Résoudre A0 E′ = L0 ;

- Résoudre ( C A
−1
0 C

T ) p = C0E
′ − (G − Cr Er ) ;

- Résoudre A0 ER = L0 − Ar Er − C
T
0 p.

Les calculs de C0 et Cr sont similaires à ceux de la section 5.4 (partie II).

11.4 Régularisation à poids mixte : discrétisation

Comme pour le cas bidimensionnel, nous n’avons pas obtenu de résultat théorique sur la condi-
tion inf-sup discrète dans X 0

E , γ . La formulation variationnelle (9.7) discrétisée par les éléments finis
de Taylor-Hood P2-P1 s’écrit de la façon suivante : Trouver le couple ( pγ , h , Eγ , h ) ∈ V1 × X2 tel
que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ {1 , 3} ( Eγ , h , vi eα )X 0
E , γ

+ Bγ ( pγ , h , uj1 ) = Lγ ( vi eα ) ,

∀ i ∈ If , ( Eγ , h , vi νi )X 0
E , γ

+ Bγ ( vi νi , pγ , h ) = Lγ( vi νi ) ,

∀ i ∈ If , Eγ , h(Mi )× νi = eh(Mi )× ν i ,

∀ i ∈ Iac , Eγ , h(Mi ) = eh(Mi ) ,

∀ i1 ∈ I1 Bγ ( Eγ , h , ui1 ) = Gγ (ui1 ).

(11.5)
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En décomposant pγ , h dans (11.5), on obtient alors :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , ( Eγ , h , vi eα )X 0
E , γ

+

N1∑

i1=1

pγ , h (Si1 )Bγ ( vi eα , ui1 ) = Lγ ( vi eα ) ,

∀ i ∈ If , ( Eγ , h , vi νi )X 0
E , γ

+

N1∑

i1=1

pγ , h(Si1 )Bγ ( vi νi , ui1 ) = Lγ ( vi νi ) ,

∀ i ∈ If , Eγ , h (Mi )× νi = eh (Mi )× νi ,

∀ i ∈ Iac , Eγ , h (Mi ) = eh (Mi ) .

∀ i1 ∈ I1 , Bγ ( Eγ , h , ui1 ) = Gγ(ui1 ).

Soit Eγ ∈ (R3)N, la représentation de Eγ , h dans B (10.12). Nous allons écrire les équations ci-
dessus de façon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées à Bγ et Gγ .
• Soit Cγ ∈ ( R

1×3 )N1×3N la matrice composée des sous-blocs C
i1 , j
γ ∈ R

1×3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ IΩ C
i1 , j
γ =

(
( ∂1vj , ui1 )0 , γ ( ∂2vj , ui1 )0 , γ ( ∂3vj , ui1 )0 , γ

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iac C
i1 , j
γ =

(
0 0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If C
i1 , j
γ =

(
0 0 ( ∂νjvj , ui1 )0 , γ

)
.

• Soit Cr , γ la matrice composée des sous blocs C
i1 , j
r , γ ∈ R

1×3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ IΩ C
i1 , j
r , γ =

(
0 0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iac C
i1 , j
r , γ =

(
( ∂1vj , ui1 )0 , γ ( ∂2vj , ui1 )0 , γ ( ∂3vj , ui1 )0 , γ

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If C
i1 , j
r , γ =

(
( ∂τ1

j
vj , ui1)0 , γ ( ∂τ2

j
vj , ui1 )0 , γ 0

)
.

• Soit enfin Gγ ∈ R
N1 le vecteur tel que :

∀ i1 ∈ I1 , Gi1γ = Gγ(ui1 ) = ( g , ui1 )0 , γ .

Les équations (11.5) se mettent sous la forme :

Aγ Eγ + C
T
γ p

γ
= Lγ − Ar , γ Er ,

Cγ Eγ = Gγ − Cr , γ e.

(11.6)

L’algorithme de résolution de (11.6) est le suivant :

- Résoudre Aγ Eγ,0 = Lγ − Ar , γ Er ;
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- Résoudre ( CγA
−1
γ C

T
γ ) p = CγEγ,0 − (Gγ − Cr , γ Er ) ;

- Résoudre Aγ Eγ = Lγ − Ar , γ e − C
T
γ p.

Les calculs de Cγ et Cr , γ sont similaires à ceux de la section 5.5 (partie II).

11.5 Cas prismatique mixte : discrétisation

Nous reprenons dans cette section les notations de la section 5.4 de la partie II. Ainsi, ici, N1

(resp., N) est le nombre de points de discrétisation P1 (resp., P2) de ω, etc. La partie longitudinale
du champ électrique Ez est discrétisé dans V0

2, avec :

V0
2 = {u ∈ C0(ω) : u |Th

∈ P2 (Th ) , ∀Th ∈ Th (ω ) et u |∂ω = 0 }.

On introduit la matrice mixte suivante, pour la partie longitudinale du champ électrique Ez, cor-
respondant au produit ( pk , v )0 , ω discrétisé dans V1 ×V0

2 :
Soit Mk ∈ R

N1×N telle que :

∀i1 ∈ I1 , ∀j ∈ Iω , M
i1,j
k =

k π

L
(ui1 , vj )0 , ω ,

∀i1 ∈ I1 , ∀j ∈ I∂ω , M
i1,j
k = 0 .

Soit Mk , r ∈ R
N1×N telle que :

∀i1 ∈ I1 , ∀j ∈ Iω , M
i1,j
k , r = 0 ,

∀i1 ∈ I1 , ∀j ∈ I∂ω , M
i1,j
k , r =

k π

L
(ui1 , vj )0 , ω .

Soit Gk ∈ R
N1 tel que : ∀ i1 ∈ I1, Gi1k = ( gkh , ui1 )0 , ω.

Soit pk ∈ R
N1 la représentation discrétisée de ph, l’approximation de p dans V1.

Soit Ekz ∈ R
N la représentation discrétisée de Ez , h, l’approximation de Ez dans V2.

11.5.1 CL essentielles

Soit Ê
k ∈ (R2)N la représentation discrétisée de Êh, l’approximation de Ê dans la base B (4.40)

de XE , 2. La discrétisation du système de formulations variationnelles (9.8)-(9.11) se met sous la
forme :
Pour tout k ∈ N, trouver ( Ê

k
, ckh , Ekz , p

k
) ∈ (R2)N × R

Nar ×R
N × R

N1 tel que :

A
k
0 Ê

k
+ L

T
k ckh + C

T
0 p = Lk − A

k
r ek ,

Lk Ê
k

+ πX
k
h ckh + S

T
D p = π λk ,

C0 Ê
k

+ SD ckh − Mk Ekz = Gk − Cr, e
k + Mk,r ekz ,

K
k
D Ekz − M

T
k p = lk − K

P,k
D ekz ,
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Posons :

l′k = lk − K
P,k
D ekz , et G

′k = Gk − Cr ek + Mr,k ekz .

Les équations ci-dessus se mettent aussi sous la forme condensée suivante (en reprenant les notations
du paragraphe 10.6.1 de la partie II) :




A
′k 0

0 K
k
D






E
′k

Ekz


 +




C
′T

−M
T
k


 pk =




L′k

l′k


 ,

(
C
′ −Mk

) ( E
′k

Ekz

)
= G

′k .

(11.7)

L’algorithme de résolution de (11.7) est le suivant :

- Résoudre A
′k E0 = L′k (voir l’algorithme de résolution de (10.15)) et K

k
D E0,z = l′k ;

- Résoudre
(

C
′ −Mk

)



(A
′k)−1 0

0 (Kk
D)−1






C
′T

−M
T
k


 p = G

′k ;

- Résoudre A
′k E

′k = L
′k − C

′T p, et K
k
D Ekz = l′k + M

T
k p.

Pour la deuxième étape, calcule une approximation de p par l’algorithme du gradient conjugué
(section 15.4, partie IV). Notons qu’à chaque étape, on devra utiliser l’algorithme de résolution de
(10.15).

11.5.2 CL presque essentielles

Soient CA ∈ (R1×2)N1×N la matrice mixte suivante :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Io C
i1 , j
A = C

i1 , j
E

,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ic′ C
i1 , j
A =

(
0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia′ C
i1,j
A =

(
0 ( ∂νj vj , ui1 )0

)
.

On pose : C
′
A :=

(
CA SD

)
∈ R

N1×(2 N +Nar).

Soit Ê
k

A ∈ (R2)N la représentation discrétisée de Êh, l’approximation de Ê dans la base BA (10.17)
de XE , 2. La discrétisation du système de formulations variationnelles (9.12)-(9.14), accompagnées
de (9.11), se met sous la forme :
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Pour tout k ∈ N, trouver ( Ê
k
, ckA,h , Ekz , p

k
) ∈ (R2)N × R

Nar × R
N × R

N1 tel que :

A
k
A Ê

k
+ L

T
A,k ckA,h + C

T
A p = LA,k ,

LA,k Ê
k

+ πX
k
A,h ckA,h + S

T
D p = π λkA ,

CA Ê
k

+ SD ckA,h − Mk Ekz = Gk + Mk , r ekz ,

K
k
D Ekz − M

T
k p = lk − K

P,k
D ekz ,

Posons :
l′A,k = l′k − K

P,k
D ekz , et G

′k
A = Gk + Mr,k ekz .

Les équations ci-dessus se mettent aussi sous la forme condensée suivante (en reprenant les notations
du paragraphe 10.6.2 de la partie II) :




A
′k
A 0

0 K
k
D






E
′k
A

Ekz


 +




C
′T
A

−M
T
k


 pk =




L′A,k

l′A,k


 ,

(
C
′
A −Mk

)



E
′k
A

Ekz


 = G

′k
A .

(11.8)

L’algorithme de résolution de (11.8) est le suivant :

- Résoudre A
′k
A EA = L′A,k (voir l’algorithme de résolution de (10.18)) et K

k
D E0,z = l′k ;

- Résoudre
(

C
′
A −Mk

)



(A
′k
A )−1 0

0 (Kk
D)−1






C
′T
A

−M
T
k


 p = G

′k
A ;

- Résoudre A
′k
A E

′k
A = L

′k
A − C

′T
A p, et K

k
D Ekz = l′k + M

T
k p.

Pour la deuxième étape, calcule une approximation de p par l’algorithme du gradient conjugué
(section 15.4, partie IV). Notons qu’à chaque étape, on devra utiliser l’algorithme de résolution de
(10.18).



Chapitre 12

Le problème temporel 3D

12.1 Introduction

Les premières expériences numériques de résolution des équations de Maxwell instationnaires
tridimensionnelles par des éléments finis continus ont été réalisées en 1992 par É. Heintzé [69]
(voir aussi [26]). É. Heintzé a codé la méthode avec conditions aux limites essentielles. Ainsi,
l’approximation du champ électromagnétique n’était correcte que pour des domaines convexes.

Nous reprenons le travail d’É. Heintzé, et nous le généralisons au cas de domaines non-convexe,
pour lesquels on résout les équations de Maxwell instationnaires avec la méthode de régularisation
à poids.

Dans ce chapitre, Ω représente l’intérieur d’un conducteur parfait ΓC , borné éventuellement par
une frontière artificielle ΓA, exactement comme c’est expliqué dans la section 8.1. Dans le vide, les
équations de Maxwell s’écrivent :

ε0 ∂tE − rotH = −J , (12.1)

µ0 ∂tH + rot E = 0 , (12.2)

div ( ε0 E ) = ρ , (12.3)

div (µ0H ) = 0 . (12.4)

E et H sont le champ électrique et magnétique, ρ est la densité de charges, et J est le vecteur
densité de courant. Ces quantités dépendent de la variable d’espace x et de la variable de temps t.
Rappelons que ε0 est la permittivité diélectrique du vide, µ0 la perméabilité magnétique du vide.
Les quantités ε0 et µ0 sont telles que ε0 µ0 c

2 = 1, où c ≈ 3.108m.s−1 est la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide.

On a les hypothèses de régularité minimale suivantes sur ρ et J , obtenues en analysant les
équations de Maxwell, et en notant que l’énergie électromagnétique est finie (voir par exemple [6],
chap. 2) :

∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) ,

∂tρ ∈ C0( 0 , T ; H−1(Ω) ) ,

J et ρ satisfont (1.6) : divJ + ∂tρ = 0.

(12.5)

Notons que les hypothèses de régularité sur J et ρ sont liées par l’équation de la charge (1.6). On
suppose de plus que la valeur initiale de J , notée J (., 0), existe. On a également une condition de

209
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conducteur parfait :

E × ν = 0 sur ΓC . (12.6)

Remarquons que (12.2) et (12.6) impliquent que :

µ0 ∂t(H .ν ) = 0 sur ΓC . (12.7)

Rappelons que l’équation de conservation de la charge (1.6) est une conséquence des équations
(12.1) et (12.3).
De plus, on connait E et H au temps initial :

E(., 0) = E0 , (12.8)

H(., 0) = H0 , (12.9)

où le couple (E0 , H0) ne dépend que de x.
On suppose en général que µ0H0 .ν = 0 sur ΓC , de sorte que :

H .ν = 0 sur ΓC . (12.10)

Sur la frontière artificielle ΓA, on impose une condition aux limites de Silver-Müller, qui s’écrit de
deux façons équivalentes :

(
E −

√
µ0

ε0
H× ν

)
× ν =

(
e −

√
µ0

ε0
h× ν

)
× ν := e∗ × ν sur ΓA ou bien : (12.11)

(√
µ0

ε0
H + E × ν

)
× ν =

(√
µ0

ε0
h + e× ν

)
× ν :=

√
µ0

ε0
h∗ × ν sur ΓA . (12.12)

où e∗ ∈ H1(Ω). On décompose ΓA en ΓiA et ΓaA. Sur ΓiA, on modélise des ondes planes incidentes,
et sur ΓaA, on impose une condition aux limites absorbantes, de sorte que : e∗|Γa

A
= 0 et h∗|Γa

A
= 0

par définition, alors que e∗
|Γi

A
et h∗|Γa

A
= 0 sont liés aux ondes planes.

On définit les espaces vectoriels suivants :

HA(rot , Ω) := {u ∈ H(rot , Ω) : u× ν∂Ω ∈ L2
t (∂Ω) , u× ν |ΓC

= 0 } ,

HA(div (γ) , Ω) := {u ∈ H(div (γ) , Ω) : u .ν∂Ω ∈ L2(∂Ω) , u .ν |ΓC
= 0 } .

On pose alors : XA
E ( , γ ) = HA(rot , Ω)∩H(div (γ) , Ω), et XA

H ( , γ ) = H(rot , Ω)∩HA(div (γ) , Ω).

Notons que XA ,R
E := XA

E ∩ H1(Ω) (resp. XA ,R
H := XA

H ∩ H1(Ω)) est un sous-espace fermé de XA
E

(resp. XA
H). On a les hypothèses minimales de régularité suivantes sur le champ électromagnétique

initial ( E0 , H0 ) :

E0 ∈ HA( rot , Ω) tel que : div (ε0 E0) = ρ ,

H0 ∈ XA
H tel que : div (µ0 E0 ) = 0 ,

(
E0 −

√
µ0

ε0
H0 × ν

)
× ν = e∗0 × ν sur ΓA .

(12.13)
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Les hypothèses minimales de régularité sur E et H sont alors :

E ∈ L2( 0 , T ; HA(rot , Ω) ) ; ∂tE ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω ) ) ,

H ∈ L2( 0 , T ; XA
H ) ; ∂tH ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω ) ) .

(12.14)

À partir des équations (12.1)-(12.4) de premier ordre en temps couplées en E et H, on obtient
des équations de second ordre en temps découplées, à partir desquelles on construit les formulations
variationnelles. L’existence et l’unicité des solutions découle alors du théorème suivant, dû à J.-L
Lions et E. Magenes [78] (thm. 8.2, p. 296).

Théorème 12.1

• Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que H ′ ≡ H et V soit dense dans H.
• Soit a une forme bilinéaire, continue et symétrique sur V . On suppose qu’il existe λ > 0
tel que a ( . , . ) + λ ( . , . )H soit coercitive sur V , c’est-à-dire :

∃α > 0 | ∀ v ∈ V , a ( v , v ) + λ || v ||2H ≥ α || v ||2V . (12.15)

On définit l’opérateur A ∈ L (V , V ′) par : < Au , v >V , V ′ := a (u , v ).
• Soit f ∈ L2( 0 , T ; H ), (u0 , u1 ) ∈ V ×H.

On considère le problème suivant : Trouver u tel que :




u′′ ( t ) + Au ( t ) = f ( t ), dans V ′, pour t ∈ ] 0 , T [ ,

avec les données de Cauchy : u ( 0 ) = u0 et u′ ( 0 ) = u1 .
(12.16)

Le problème (12.16) est équivalent à la formulation variationnelle suivante : Trouver u tel que :




< u′′ ( t ) , v >V ′,V + a (u ( t ) , v ) = ( f ( t ) , v )H , ∀ v ∈ V , pour t ∈ ] 0 , T [ ,

avec les données de Cauchy : u ( 0 ) = u0 et u′ ( 0 ) = u1 .
(12.17)

Il existe une unique solution aux problèmes (12.16) et (12.17). De plus, l’application suivante η est
continue :

η : L2 ( 0 , T ; H )× V ×H → C0 ( 0 , T ; V )× C0 ( 0 , T ; H )
( f , u0 , u1 ) 7→ (u , u′ )

Les preuves de la section qui suit sont dues à P. Ciarlet, Jr. [37].

12.2 Champ électrique : formulations variationnelles

12.2.1 Introduction

Dans un premier temps, on suppose que ∂Ω = ΓC : il n’y a pas de frontière absorbante. On sup-
pose que J et ρ satisfont les hypothèses de régularité minimale (12.5). Le champ électromagnétique
est alors tel que :

E ∈ L2( 0 , T ; H0(rot , Ω) ) et H ∈ L2( 0 , T ; X 0
H ) .

On s’intéresse à l’évolution du champ électromagnétique (E , H) solution du problème (12.1)-(12.4)
accompagné des conditions initiales (12.8)-(12.9), et des conditions aux limites (12.6) et (12.10)
dans l’intervalle de temps ]0 , T [ (T ∈ R

∗
+) dans Ω. On note : ΩT = Ω×]0, T [. Par la suite, nous

allons détailler l’étude du champ électrique, celle du champ magnétique étant similaire.
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Proposition 12.2 Dans le problème de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.1) par les deux conditions suivantes :

∂2
t E + c2 rot ( rot E ) = −∂tJ / ε0, dans Ω, pour t ∈ ]0, T [ , (12.18)

∂tE(., 0) = E1 :=
1

ε0
( rotH0 − J (. , 0) ) , dans Ω, à t = 0 , (12.19)

Démonstration. En dérivant (12.1) par rapport au temps, on trouve (12.18), dansD ′(]0, T [×Ω)3 :

µ0rot ∂tH − c2 ∂2
t E = −∂tJ / ε0

(12.2)⇒ −rot ( rot E ) − 1

c2
∂2
t E = µ0∂tJ .

En considérant (12.1) à t = 0, on obtient (12.19). Considérons la variable auxiliaire :

U := µ0rotH − c2∂tE − J / ε0 .

Pour montrer la réciproque, on considère la variable auxiliaire : U := µ0rotH − c2∂tE − J / ε0 .
Les relations (12.2) et (12.18) donnent :

∂tU = µ0rot ∂tH − c2 ∂2
t E − ∂tJ / ε0

(12.2)
= ∂2

t E + c2 rot ( rot E ) + ∂tJ / ε0
(12.18)

= 0

U est donc une constante. Par ailleurs, on a : U(., 0) = rotH0 / ε0 − E1 − J (., 0) / ε0 = 0.
Ainsi, U ≡ 0, ce qu’il fallait démontrer.

�

On cherche alors à résoudre le problème (PE) suivant : Soit J et ρ satisfaisant l’équation de la
charge. Trouver E tel que :

∂2
t E + c2 rot ( rot E ) = − 1

ε0
∂tJ , dans Ω, pour t ∈ ] 0 , T [ , (12.20)

div E =
ρ

ε0
, dans Ω, pour t ∈ ] 0 , T [ , (12.21)

E × ν∂Ω = 0, sur ∂Ω, pour t ∈ ] 0 , T [ , (12.22)

E(., 0) = E0 , ∂tE(., 0) = E1 := c2 ( rotB0 − µ0 J (. , 0) ) , dans Ω, à t = 0, (12.23)

div E0 =
ρ(., 0)

ε0
, div E1 = − 1

ε0
divJ (., 0), dans Ω à t = 0. (12.24)

Dans les paragraphes qui suivent, nous utilisons la convention suivante : L2
(γ)(Ω) désigne au choix

L2(Ω) ou L2
γ(Ω) ; et (., .)0(,γ) le produit scalaire correspondant au choix. X 0

E ( , γ) désigne au choix

X 0
E ou X 0

E , γ . H
1
0 ( , γ )(Ω) désigne au choix H1

0 (Ω) ou H1
0 , γ(Ω). Bien sûr, L2(Ω) et H1

0 (Ω) sont utilisés

avec X 0
E ; et L2

γ(Ω) et H1
0 , γ(Ω) sont utilisés avec X 0

E , γ .

12.2.2 Formulation variationnelle classique

Comme rot E ∈ L2(Ω ) avec E ∈ H0(rot , Ω), on a : rot ( rot E ) ∈ H0(rot , Ω)′. De plus,
comme ∂tJ ∈ L2(Ω ), par différence (voir l’équation (12.20)), on a : ∂2

t E ∈ H0(rot , Ω)′.
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En multipliant (12.20) par une fonction test F ∈ H0(rot , Ω), et en intégrant sur Ω à l’aide de
la formule d’intégrations par parties (7.15), on obtient alors formellement (au sens du chapitre 3
de [78]) la formulation variationnelle en E (FV) suivante :
Trouver E(., t) ∈ H0(rot , Ω) tel que :

< ∂2
t E , F >H′ ,H + c2 (rot E , rotF)0 = − 1

ε0
(∂tJ , F)0 , ∀F ∈ H0(rot , Ω) , (12.25)

(12.26)

E( . , 0 ) = E0 , ∂tE( . , 0 ) = E1 , (12.27)

où ici, H = H0(rot , Ω) et < . , . >H′,H désigne le produit de dualité entre H et son dual H′. On
suppose que ∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) pour que le second membre de cette formulation soit bien
défini. La solution du problème (PE) est alors solution de (FV).

Notons que le premier terme est souvent écrit sous la forme
d2

dt2
( E , F )0.

Proposition 12.3 Supposons que ∂tJ ∈ L2 ( 0 , T ; L2(Ω) ), et ( E0 , E1 ) ∈ H0(rot , Ω)×L2(Ω).
La formulation variationnelle (FV) admet une unique solution telle que :
( E , ∂tE ) ∈ C0( 0 , T ; H0( rot , Ω) )× C0( 0 , T ; L2(Ω) ).

Démonstration. Appliquons le théorème de Lions-Magenes 12.1, avec V = H0(rot ,Ω) et
H = L2(Ω). V est dense dans H car V contient D(Ω). La forme bilinéaire symétrique a est telle
que : a (u , v ) = (rot u , rot v)0, ∀u, v ∈ V , et satisfait (12.15) avec λ = α = 1. Par définition, la
donnée −∂tJ ∈ L2(0, T ;H), et par définition E0 ∈ V et E1 ∈ H. D’où l’existence et l’unicité d’une
solution à (FV) telle que (E , E ′) ∈ C0(0, T ;V ) ∩ C0(0, T ;H).

�

Montrons que la formulation variationnelle (FV) est équivalente au problème (PE), c’est-à-dire que
E solution de (FV) satisfait (12.21).

Théorème 12.4 Supposons que J et ρ satisfassent les hypothèses de régularité minimale (12.5),
et que ( E0 , E1 ) ∈ H0(rot , Ω) × L2(Ω). Le problème (PE) est équivalent à la formulation varia-
tionnelle (FV).

Démonstration. Montrons que la solution E de (FV) vérifie la relation de Coulomb. D’après la
proposition 12.3, ∂tE ∈ C0(0, T ;L2(Ω)), d’où : div (∂tE) ∈ C0( 0 , T ; H−1(Ω) ). Posons :

V = div E − ρ/ε0,

une distribution de D′(Ω×]0 , T [). On a la relation suivante, vraie au sens des distributions :

∂2
t V = div ( ∂2

t E ) − ∂2
t ρ/ε0 ,

= div (−∂tJ /ε0 − c2 rot rot E − ∂2
t ρ/ε0 ), d’après (12.20) ,

= −1/ε0 ∂t( divJ + ∂tρ ) = 0 .

D’après [101] (pp. 54-55), et sachant que ∂tV = div (∂t E) − ∂tρ/ε0 ∈ C0( 0 , T ; H−1(Ω) ) (ce qui
signifie que ∂tV (., 0) a bien un sens), on a alors : ∂tV = ∂tV (., 0) ≡ ( div E1 − ∂tρ(., 0)/ε0 ) = 0,
d’après (12.24). Ainsi, on obtient : V = V (., 0) ≡ div E0 − ρ0/ε0 = 0, d’après (12.27) et (12.23).

�

D’après la proposition 12.3 et le théorème 12.4, avec les hypothèses (12.5), la formulation (FV)
admet une unique solution égale à la solution de (PE). Pour résoudre (PE), on peut donc discrétiser
la formulation variationnelle (FV), par exemple avec des éléments finis d’arêtes, conformes dans
H0(rot , Ω). On déduit du théorème 12.4 le corollaire suivant :
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Corollaire 12.5 Supposons que les hypothèses du théorème 12.4 sont vérifiées, et que de plus
ρ ∈ C0( 0 , T ; L2

( γ )(Ω) ). Il existe alors une unique solution de (PE) ou (FV) telle que :

( E , ∂tE ) ∈ C0( 0 , T ; X 0
E ( , γ ) )× C0( 0 , T ; L2(Ω ) ).

12.2.3 Formulation variationnelle augmentée

Supposons que ρ ∈ L2( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ). Afin de discrétiser (FV) avec des éléments finis conformes

dans X 0
E , γ , on a ajoute un terme en c2 ( div E , divF )0(,γ) dans le membre principal de (12.25) et

c2 ( ρ , divF )0(,γ)/ε0 au membre de gauche. On considère alors la formulation variationnelle aug-
mentée (FVA) suivante :
Trouver E(., t) ∈ X 0

E ( , γ ) tel que :

< ∂2
t E ,F >H′,H +c2 (E , F)X 0

E ( , γ )
= − 1

ε0
(∂tJ ,F)0 +

c2

ε0
(ρ , divF)0(,γ) , ∀F ∈ X 0

E (,γ) ,(12.28)

E( . , 0 ) = E0 , ∂tE( . , 0 ) = E1 . (12.29)

On suppose que ∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) et ρ ∈ L2( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ) pour que le second membre de

cette formulation soit bien défini. La solution du problème (PE) est alors solution de (FVA).
Pour appliquer le théorème de Lions-Magenes 12.1, on devrait modifier le second membre de (12.28),
de façon à ce qu’il soit égal à ( f(t) , F )0, où f ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ). Ceci étant, on peut utiliser la
version légèrement modifiée de ce résultat, due à C. Bernardi et F. Ben Belgacem [15] (thm. 2.3,
p. 1502). Dans ce cas, la donnée d’un second membre de la forme (ρ(t) , divF)0(,γ) est suffisante
pour conclure.

Proposition 12.6 Supposons que ∂tJ ∈ L2 ( 0 , T ; L2(Ω) ), que ρ ∈ L2 (0 , T ; L2
(γ)(Ω) ) ; et que

( E0 , E1 ) ∈ X 0
E ( , γ ) × L2(Ω). La formulation variationnelle (FV) admet une unique solution telle

que : ( E , ∂tE ) ∈ C0( 0 , T ; X 0
E ( ,γ ) ) ∩ C0( 0 , T ; L2(Ω) ).

On veut maintenant montrer que la formulation variationnelle (FVA) est équivalente au problème
(PE). Pour cela, il faut établir que E , solution de (FVA) satisfait (12.21). À cette fin, il faut
simplement prouver que div E = ρ/ε0, pour la solution de (FVA). On note que V = div E − ρ/ε0

appartient cette fois à L2(0 , T ; L2
(γ)(Ω) ). Par ailleurs, si on raisonne au sens des distributions dans

D′(Ω)×]0 , T [, on a maintenant ∂2
t V − c2 ∆V = 0, ce qui ne permet plus de conclure. Pour arriver

à nos fins, passons par le résultat suivant :

Théorème 12.7 Supposons que ∂tρ ∈ C0 (0 , T ; L2
(γ)(Ω) ) et ∂2

t J ∈ L2 ( 0 , T ; L2(Ω) ) satisfont

l’équation de conservation de la charge. Le problème (PE) est équivalent à (FVA).

Démonstration. Posons V = div E − ρ/ε0. Par hypothèse, V ∈ C0(0 , T ; L2
(γ)(Ω) ), et V (., 0)

est nul. Qui plus est, comme ∂2
t J et ∂tρ sont de régularités suffisantes, la formulation variationnelle

(FVA) avec second membre égal à :

− 1

ε0
(∂2
t J , F)0 +

c2

ε0
(∂tρ , divF)0(,γ)

admet une solution unique, qui cöıncide donc avec ∂tE . En conséquence, ∂tE ∈ C0( 0 , T ; X 0
E ( ,γ ) ),

et ∂tV ∈ C0(0 , T ; L2
(γ)(Ω) ), et ∂tV (., 0) = 0. On construit une fonction test ad hoc pour la
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formulation variationnelle (FVA) en résolvant le problème adjoint ci-dessous :
Trouver φ(., t) ∈ H1

0 ( , γ )(Ω) tel que :

< ∂2
t φ , u > +c2 (grad ( (dγ0 )φ),grad ( (dγ0)u))0 = ( (dγ0 )V, u)0 , ∀u ∈ H1

0 ( , γ )(Ω) , t ∈ , ]0, T [ ,

avec : φ(T ) = ∂tφ(T ) = 0 .
(12.30)

Par construction (voir [78]), φ ∈ C0(0 , T ; H1
0 ( , γ )(Ω) ) et ∂tφ ∈ C0(0 , T ; L2(Ω) ). Comme ∂tφ est

la solution unique de (12.30) avec second membre égal à ∂tV , on a : ∂tφ ∈ C0(0 , T ; H1
0 ( , γ )(Ω) )

et ∂2
t φ ∈ C0(0 , T ; L2(Ω) ). En particulier, ∆(dγ0)φ ∈ C0(0 , T ; L2

(γ)(Ω) ). On considère alors F =

grad (dγ0)φ ∈ C0(0 , T ; X 0
E ( ,γ ) ), que l’on peut utiliser dans la formulation variationnelle (FVA),

intégrée sur ]0 , T [. Tous calculs faits, et après une double intégration par parties en temps, on
arrive à :

∫ T

0
||V (., t) ||20 ( , γ ) dt = 0 .

�

D’après la proposition 12.6 et le théorème 12.7, avec les bonnes hypothèses sur les données, la
formulation (FVA) admet une unique solution égale à la solution de (PE). Pour résoudre (PE), on
peut donc discrétiser la formulation variationnelle (FVA), par exemple avec des éléments finis de
Lagrange Pk, conformes dans H0(rot , Ω) ∩H(div (γ) , Ω).

12.2.4 Formulation variationnelle augmentée mixte

Rappelons que lorsqu’on souhaite résoudre le système couplé Maxwell-Vlasov, afin de satisfaire
numériquement l’équation de la charge, on renforce la condition de divergence par un multiplicateur
de Lagrange. Considérons dans un premier temps la formulation variationnelle augmentée ”à demi”
mixte (FVA 1

2M) suivante :
Trouver E(., t) ∈ X 0

E ( , γ ) tel que :

< ∂2
t E , F >H′,H +c2 (E ,F)X 0

E(,γ)
= − 1

ε0
(∂tJ ,F)0 +

c2

ε0
(ρ,divF)0(,γ), ∀F ∈ X 0

E(,γ) (12.31)

( div E , q )0 ( , γ) =
1

ε0
( ρ , q )0 ( , γ) , ∀ q ∈ L2

(γ)(Ω) , (12.32)

E( . , 0 ) = E0 , ∂tE( . , 0 ) = E1 . (12.33)

La solution de (FVA 1
2M) satisfait (FVA) et l’équation de Coulomb. Si de plus on suppose que

∂tρ ∈ C0 (0 , T ; L2
(γ)(Ω) ), alors la solution de (FVA) satisfait (FVA 1

2M) : (FVA 1
2M) est équivalente

à (FVA), qui est équivalente à (PE). La formulation variationnelle (FVA 1
2M) va nous permettre

de montrer que la formulation variationnelle augmentée mixte (FVAM) suivante est équivalente à
(PE) :
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Trouver (E(., t) , p(., t)) ∈ X 0
E ( , γ ) × L2

(γ)(Ω) tel que :

< ∂2
t E , F >H′ ,H +c2 (E , F)X 0

E ( , γ )
+ (p , divF )0 ( , γ)

= − 1

ε0
(∂tJ , F)0 +

c2

ε0
( ρ , divF )0( , γ) , ∀F ∈ X 0

E ( , γ ) , (12.34)

( div E , q )0 ( , γ) =
1

ε0
( ρ , q )0 ( , γ) ∀ q ∈ L2

(γ)(Ω) , (12.35)

E( . , 0 ) = E0 , ∂tE( . , 0 ) = E1 . (12.36)

Pour prouver que les formulations (FVA 1
2M) et (FVAM) sont équivalentes, il faut et il suffit de

montrer que p = 0. Notons que p est solution de (FVAM) si et seulement si p ∈ C 0( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ).

Montrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 12.8 Soit F ∈ H0(rot ,Ω)′. Alors divF ∈ H−1(Ω).

Démonstration. Considérons F ∈ H0(rot ,Ω)′. Pour tout η ∈ D(Ω), on a grad η ∈ H, d’où :

< divF , η >D′,D = − < F ,grad η >H′,H⇒ | < divF , η >D′,D | ≤ || F ||H′ || η ||H1 .

Donc le produit < divF , η >D′,D est borné, continûment en fonction de || η ||H1 . Comme c’est
valable pour tout η ∈ H1

0 (Ω), par densité de H1
0 (Ω) dans D(Ω) et par prolongement, divF ∈

H−1(Ω).
�

Ce lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 12.9 Supposons que ∂2
t ρ ∈ L2( 0 , T ; L2

(γ)(Ω) ). Alors p = 0 dans (12.34).

Démonstration. Comme p ∈ C0 ( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ), il existe un unique φ(., t) ∈ C0 ( 0 , T ; H1

0 (Ω) )

tel que : ∆φ = p. Soit v = gradφ. On a donc v ∈ C0 ( 0 , T ; X 0
E ( , γ ) ) tel que : rot v = 0 et

divv = p (voir la section 8.2). D’après [6] (p. 44), on sait que ∂2
t E ∈ L2(0 , T ; H0(rot , Ω)′ ). En

injectant v dans (12.34) intégrée sur ] 0 , T [, on obtient, en reprenant la notation de (FV) :

∫ T

0

(
< ∂2

t E , gradφ >H′,H + c2 ( div E , p )0(,γ) + || p ||20(,γ)
)

dt

=

∫ T

0

(
− 1

ε0
( ∂tJ , gradφ )0 +

c2

ε0
( ρ , p )0 ( , γ)

)
dt .

Or, d’après (12.35), div E = ρ/ε0. D’où :

∫ T

0

(
< ∂2

t E , gradφ >H′,H + || p ||20(,γ)
)

dt =

∫ T

0

(
− 1

ε0
( ∂tJ , gradφ )0

)
dt .

D’après le lemme 12.8, comme ∂2
t E(. , t) ∈ H′, pour tout t, on a également div (∂2

t E(. , t)) ∈ H−1(Ω).
Comme φ(. , t) ∈ H1

0 (Ω), on peut alors écrire :

∫ T

0

(
< div (∂2

t E) , φ >H−1,H1
0

+ || p ||20(,γ)
)

dt =

∫ T

0

(
− 1

ε0
< div (∂tJ ) , φ >H−1,H1

0

)
dt .
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Or, on a : div (∂tJ ) = ∂tdivJ = −∂2
t ρ ∈ L2( 0 , T ; L2

(γ)(Ω) ) d’après (1.6). De plus, comme

div E = ρ/ε0, alors : div (∂2
t E) = ∂2

t ρ/ε0 ∈ L2( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ). Finalement, on aboutit à :

∫ T

0
|| p(., t) ||20 ( , γ ) dt = 0 .

�

On en déduit que lorsque ∂2
t ρ ∈ L2( 0 , T ; L2

(γ)(Ω) ), (FVAM) est équivalent à (FVA 1
2M).

Proposition 12.10 Supposons que ∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) et ∂tρ ∈ C0 ( 0 , T ; L2
(γ)(Ω) ) satisfont

l’équation de la charge. Soit ( E0 , E1 ) ∈ X 0
E ( , γ )×L2(Ω). La formulation variationnelle (FVAM) ad-

met une unique solution telle que p ≡ 0 et ( E , ∂tE ) ∈ C0( 0 , T ; X 0
E ( , γ ) )×C0( 0 , T ; H( div (γ) , Ω) ).

Démonstration. • Pour l’existence, notons qu’avec les hypothèses sur les données et les conditions
initiales, d’après la proposition 12.3, le théorème 12.4, et le corollaire 12.5, il existe une unique
solution à (FV) telle que (E , ∂tE) ∈ C0(0T ;X 0

E(,γ))×C0(0, T ;H(div (γ),Ω)). On remarque alors que

(E , 0) est aussi solution de (FVAM).
• Montrons l’unicité : soient deux solutions de (FVAM) ( E1 , p1 ) et ( E2 , p2 ). Alors le couple
( E , p ) = ( E1 − E2 , p1 − p2 ) vérifie :




∂2
t ( E , F )0 + c2 ( rot E , rotF )0 + c2 ( div E , divF )0(,γ) + ( p , divF )0(,γ) = 0 , ∀F ∈ X 0

E ( , γ ) ,

( div E , q)0(,γ) = 0 , ∀ q ∈ L2
(γ)(Ω) .

D’après la proposition 12.9, comme 0 ∈ H2, on a p ≡ 0. D’après la seconde ligne, (div E ,divF)0(,γ)

est nul. Il reste donc :




< ∂2
t E , F >H′ ,H + c2 (rot E , rotF )0 = 0 , ∀F ∈ X 0

E ( , γ ) ,

div E = 0 ,

avec H = H0(rot ,Ω). Pour se ramener à (FV) avec comme donnée J = 0, on procède comme suit :
Soit w ∈ H0(rot , Ω). Il existe un unique φw ∈ H1

0 (Ω) tel que : ∆φw = divw. On a alors
v = w − gradφw ∈ X 0

E ( , γ ), puisque divv = 0, et rot v = rotw. En prenant F = v, on trouve
alors :

< ∂2
t E , w >H′ ,H − < ∂2

t E , gradφw >H′ ,H + c2 (rot E , rot v )0 = 0 ,
< ∂2

t E , w >H′ ,H − < div ( ∂2
t E ) , φw >H−1 ,H1

0
+ c2 (rot E , rotw )0 = 0, d’après le lemme 12.8,

< ∂2
t E , w >H′ ,H + c2 (rot E , rotw )0 = 0, comme div E = 0 .

La dernière ligne correspond à (FV) puisqu’elle est valable pour tous w ∈ H0(rot , Ω).
�

Théorème 12.11 Supposons que ∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) et ∂2
t ρ ∈ L2 ( 0 , T ; L2

(γ)(Ω) ) satisfont

l’équation de la charge. Soit ( E0 , E1 ) ∈ X 0
E ( , γ ) ×L2(Ω). Alors (FVAM) est équivalente à (PE).

Démonstration. Avec ces hypothèses, d’après la proposition 12.9, (FVAM) est équivalent à
(FVA1

2M), qui est équivalent à (PE) d’après le théorème 12.7.
�
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Remarque 12.12 Voir aussi [13], pour une résolution directe de la (FVAM), lorsque la relation
de conservation de la charge n’est pas vérifiée.

D’après la proposition 12.10 et le théorème 12.11, avec les bonnes hypothèses sur les données,
(FVAM) est équivalent à (PE). On peut donc approcher la solution de (PE) en discrétisant (FVAM),
par exemple avec les éléments finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk.

Considérons alors les hypothèses suivantes sur les données et sur les conditions initiales :

∂tJ ∈ L2( 0 , T ; L2(Ω) ) ,

∂2
t ρ ∈ L2( 0 , T ; L2

(γ)(Ω) ) ,

J et ρ satisfont (1.6) : divJ + ∂tρ = 0 ,

( E0 , E1 ) ∈ X 0
E ( , γ ) ×L2(Ω), .

(12.37)

On a trois méthodes de calcul du champ électrique :
- Résoudre (FV) dans H0(rot , Ω) (proposition 12.3, théorème 12.4),
- Résoudre (FVA) dans X 0

E ( , γ ) (proposition 12.6, théorème 12.7),

- Résoudre (FVAM) dans X 0
E ( , γ ) × L2

(γ)(Ω) (proposition 12.10, théorème 12.11).

12.2.5 Existence d’une frontière artificielle

Supposons maintenant qu’il existe une frontière artificielle ΓA. Nous allons introduire la condi-
tion de Silver-Müller (12.12) dans la formulation variationnelle mixte augmentée. En dérivant cette
condition par rapport au temps, on a :

√
µ0

ε0
∂t(H× ν) = − ∂t((E × ν)× ν) +

√
µ0

ε0
∂t(h

∗ × ν) sur ΓA.

On élimine ensuite le terme ∂t(H× ν) en prenant la trace tangentielle (i.e. .× ν |ΓA
) de l’équation

de Maxwell-Faraday (12.2), soit :

√
µ0

ε0
∂t(H× ν)|ΓA

+ c rot (E × ν)|ΓA
= 0 .

On obtient alors comme condition aux limites pour E sur ΓA, l’expression :

∂t((E × ν)× ν) − c rot (E × ν) =

√
µ0

ε0
∂t(h

∗ × ν) .

En conséquence, on doit ajouter deux termes supplémentaires dans la formulation variationnelle.
Ces termes proviennent de la formule d’intégration par parties sur le terme en rot rot :

c2 < rot (rot E) , F >= c2
∫

Ω
rot E . rotF dΩ − c2

∫

∂Ω
(rot E × ν) .F dΣ .
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Or, on a :

−c2
∫

∂Ω
(rot E × ν) .F dΣ = − c2

∫

ΓC

(rot E × ν) .F dΣ − c2
∫

ΓA

(rot E × ν) .F dΣ ,

= c2
∫

ΓC

rot E . (F × ν) dΣ − c2
∫

ΓA

(rot E × ν) .F dΣ ,

= − c2
∫

ΓA

(rot E × ν) .F dΣ, si F ∈ HA(rot , Ω) ,

= −c
∫

ΓA

((∂tE × ν)× ν) .F dΣ +
1

ε0

∫

ΓA

∂t(h
∗ × ν) .F dΣ ,

= c

∫

ΓA

(∂tE × ν) . (F × ν) dΣ +
1

ε0

∫

ΓA

∂t(h
∗ × ν) .F dΣ .

La formulation variationnelle (FVAM) se réécrit alors :
Trouver (E(., t) , p(.t)) ∈ XA

E ( , γ ) × L2
(γ)(Ω) tel que :

d2

dt2
( E , F )0 + c

∫

ΓA

(∂tE × ν) . (F × ν) dΣ + c2 ( E , F )X 0
E ( , γ )

+( p , divF )0 ( , γ ) = − 1

ε0
( ∂tJ , F )0 +

c2

ε0
( ρ , divF )0 ( , γ )

− 1

ε0

∫

ΓA

∂t(h
∗ × ν) .F dΣ , ∀F ∈ XE ( , γ ) (12.38)

(div E , q)0 ( , γ ) =
1

ε0
(ρ , q)0 ( , γ ) , ∀ q ∈ L2

(γ)(Ω) , (12.39)

E( . , 0 ) = E0 , ∂tE( . , 0 ) = E1 . (12.40)

12.3 Champ magnétique : formulation variationnelle

De même que pour le champ électrique, on peut modifier le système (12.1)-(12.4), de façon à
n’avoir à résoudre qu’un problème dépendant de H. Rappelons que le produit scalaire dans X 0

E ( , γ )

et dans X 0
H ( , γ ) est le même. La proposition suivante se montre de la même façon que la proposition

(12.2).

Proposition 12.13 Dans le problème de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.2) par les trois conditions suivantes :

∂2
tH + c2 rot ( (rotH − J ) ) = 0 , dans Ω, pour t ∈ ]0, T [ , (12.41)

ε−1
0 (rotH − J )× ν = 0 , sur ∂Ω, pour t ∈ ]0, T [ , (12.42)

∂tH(., 0) = H1 := −µ−1
0 rot E0, dans Ω, à t = 0. (12.43)
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La formulation variationnelle mixte augmentée correspondant à ce problème s’écrit :
Trouver (H(., t) , p(., t)) ∈ XA

H ( , γ ) × L2
(γ)(Ω) tel que :

d2

dt2
(H , F )0 + c

∫

ΓA

(∂tH× ν) . (F × ν) dΣ + c2 (H , F )X 0
H ( , γ )

+( p , divF )0 ( , γ ) = c2 (J , rotF )0 +
1

µ0

∫

ΓA

∂t(e
∗ × ν) .F dΣ , ∀F ∈ XH ( , γ ) (12.44)

(divH , q)0 ( , γ ) = 0 , ∀ q ∈ L2
(γ)(Ω) , (12.45)

H( . , 0 ) = H0 , ∂tH( . , 0 ) = H1 . (12.46)

À notre connaissance, il n’existe pas de travaux publiés établissant que X 0
H,γ ∩ H1(Ω) soit dense

dans X 0
H,γ . Néanmoins d’après M. Dauge (communication privée), ce résultat est vrai sous des

hypothèses sur γ semblables à celles qui permettent de retrouver la densité de X 0
E ,γ ∩ H1(Ω) dans

X 0
E ,γ .

12.4 Semi-discrétisation en temps

Lorsque nous avons étudié le problème quasi-statique, nous avons obtenu une discrétisation en
espace des équations de Maxwell. Il ne nous reste qu’à étudier la discrétisation en temps. Pour
celà, on utilise un schéma expicite, centré de second ordre en temps. Soit T le temps final et Nt

tel que : T = Nt ∆t, où Nt ∈ N
∗ et ∆t > 0 est le pas de temps choisi. Posons tn = n∆t,

tn+1/2 = (n+1/2)∆t, et Un := U(tn), Un+1/2 := U(tn+1/2). La dérivée seconde de U est approchée
par un schéma de Newmark :

d2

dt2
U(tn) =

Un+1 − 2Un + Un−1

∆t2
+ O(∆t2) .

La dérivée première est approchée par un schéma saute-mouton :

d

dt
U(tn) =

Un+1 − Un−1

2∆t
+ O(∆t2) .

Le champ électrique est défini aux instants entiers tn et le champ magnétique est défini aux instants
demi-entiers tn+1/2. On peut alors écrire les schémas semi-discrétisés en temps suivants :
• Pour le champ électrique :
Pour tout n ∈ {0, ...,Nt}, trouver (En+1 , pn+1) ∈ XA

E ( , γ ) × L2
(γ)(Ω) tel que : ∀F ∈ XA

E ( , γ ),

1

∆t2
( En+1 − 2 En + En−1 , F )0 +

c

2∆t

∫

ΓA

((En+1 − En−1)× ν) . (F × ν) dΣ

+ c2 ( En , F )X 0
E ( , γ )

+ ( pn+1 , divF )0 ( , γ )

= − 1

ε0 ∆t
(J n+1/2 − J n−1/2 , F )0 +

c2

ε0
( ρn , divF )0 ( , γ )

− 1

∆t

∫

ΓA

[(
1

ε0
(hn+1/2 − hn−1/2) +

(
en+1 − en−1

2
× ν

))
× ν

]
.F dΣ

:= Ln (F ) ,

(12.47)
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et ∀ q ∈ L2
(γ)(Ω),

(div En+1 , q)0 ( , γ ) =
1

ε0
(ρn+1 , q)0 ( , γ ) , (12.48)

avec les données initiales :

E0 = E0 , E−1 = E0 − ∆t E1 , p
0 = 0 . (12.49)

• Pour le champ magnétique :
Pour tout n ∈ {0, ...,Nt}, trouver (Hn+3/2 , pn+3/2) ∈ XH ( , γ ) × L2

(γ)(Ω) tel que : ∀F ∈ XA
E ( , γ ),

1

∆t2
(Hn+3/2 − 2Hn+1/2 +Hn−1/2,F)0 +

c

2∆t

∫

ΓA

((Hn+1/2 +Hn−1/2)× ν).(F × ν) dΣ

+ c2 (Hn+1/2 , F )X 0
E ( , γ )

+ ( pn+1/2 , divF )0 ( , γ ) = c2 (J n+1/2 , rotF )0

− 1

µ0 ∆t

∫

ΓA

[(
1

ε0
(en+1 − en) +

√
µ0

ε0

(
hn+1/2 − hn−1/2

2
× ν

))
× ν

]
.F dΣ

:= Mn+1/2(F) ,
(12.50)

et, ∀ q ∈ L2
(γ)(Ω),

(divHn+3/2 , q)0 ( , γ ) = 0 , (12.51)

avec les conditions initiales :

H1/2 = H0 −
∆t

2
H1 , H−1/2 = H0 +

∆t

2
H1 , p

0 = 0 . (12.52)

12.5 Discrétisation complète

Nous allons maintenant discrétiser les schémas en espace, afin d’avoir à résoudre un système
matriciel à chaque pas de temps. Comme nous avons beaucoup détaillé la discrétisation du problème
statique (chapitres 10 et 11 pour le champ électrique, section 16.3 de la partie IV pour le champ
magnétique), nous ne donnons ici que de brèves indications pour la construction des matrices.

12.5.1 Élimination des CL presque essentielles

Si Ω n’est pas convexe, XA ,R
E (resp. XA ,R

H ) n’est pas dense dans XA
E (resp. XA

H). En revanche,

pour 1 − α < γ < 1, XA ,R
E est dense dans XA

E , γ . On n’a pas de preuve que XA ,R
H soit dense dans

XA
H , γ , néanmoins, on suppose que c’est vrai pour 1 − α < γ < 1 (cf M. Dauge, communication

privée). Pour discrétiser XA ,R
E , on procède de la même façon que pour discrétiser X 0 , R

E , ce qui est
expliqué au paragraphe 10.4. Pour simplifier les notations, on ne différencie par le cas où Ω est
convexe (calcul dans X 0

E et X 0
H) du cas où Ω n’est pas convexe (calcul dans X 0

E , γ et X 0
H , γ).

Soit XA ,R
E ,k (resp. XA ,R

H ,k ) l’espace XA ,R
E (resp. XA ,R

H ) discrétisé par les éléments finis de La-
grange Pk :

XA ,R
E ,k := {vh ∈ Xk |vh × ν |ΓC

= 0 } ,

XA ,R
H ,k := {vh ∈ Xk |vh .ν |ΓC

= 0 } .
(12.53)
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Par construction, XA ,R
E ,k ∈ H1(Ω) (resp. XA ,R

H ,k ∈ H1(Ω)) et est conforme dans XA ,R
E (resp. XA ,R

H ).
On va expliquer comment discrétiser la formulation variationnelle augmentée mixte (12.38)-(12.39)
(resp. (12.44)-(12.45)) par les éléments finis de Taylor-Hood dans X A ,R

E ,k+1×Vk (resp. XA ,R
H ,k+1×Vk).

On suppose que ΓA est un plan, et que la frontière ΓC ∪ ΓA ne contient géométriquement que
des points d’arêtes ou de coins.
• Soit IA l’ensemble des indices des NA points du bord appartenant à ΓA. Pour ces points, on ne
procédera pas à la pseudo-élimination. On complète alors l’ensemble des indices IΩ en Io := IΩ∪ IA,
et on restreint l’ensemble des indices If à If\IA.
• Les coins appartenant à ΓC ∪ ΓA sont interprétés comme étant des points d’arêtes de ΓC . On
suppose qu’il y en a Na,AC , indicés par Ia,AC . Il reste donc Nc′ := Nc − Na,AC coins et on a
Na + Na,AC points d’arêtes. On restreint l’ensemble des indices Ic à Ic′ := Ic\Ia,AC , et on complète
l’ensemble des indices Ia par Ia ∪ Ia,AC .
• Les points d’arêtes de ΓC ∪ ΓA sont interprétés comme étant des points de face de ΓC . On
suppose qu’il y en a Nf,AC , indicés par If,AC . Il reste donc Na′ := Na + Na,AC − Nf,AC . On
restreint l’ensemble des indices Ia ∪ Ia,AC : Ia′ := (Ia ∪ Ia,AC)\If,AC , et on complète l’ensemble des
indices If\IA par If ′ := (If\IA)∪ If,AC . Par la suite, on pose : Nac′ := Na′ + Nc′ et Iac′ := Ia′ ∪ Ic′ .

On en déduit que l’espace XA ,R
E ,k , l’espace XA ,R

E discrétisé par les éléments finis de Lagrange Pk est

de dimension finie 3N− 2Nf ′ − 3Nac′ (voir le paragraphe 10.4.1) De même, l’espace X A ,R
H ,k , l’espace

XA ,R
H discrétisé par les éléments finis de Lagrange Pk est de dimension finie 3N−Nf ′ − 2Na′ − 3Nc′

(voir le paragraphe 16.3.2 de la partie IV).

Soient BA, et B′A les bases de Xk suivantes :

BA := (vi , α)i∈Io∪Iac′ , α∈{1,2,3}
∪ (vi τ

α
i )i∈If ′ , α∈{1,2}

∪ (vi νi)i∈If ′

B′A := (vi , α)i∈Io∪Ic′ , α∈{1,2,3}
∪ (vi τ

α
i )i∈If ′ , α∈{1,2}

∪ (vi νi)i∈If ′

∪(vi τ i)i∈Ia′ ∪ (vi ν
α
i )i∈Ia′ , α∈{1,2}

.

(12.54)

On décomposera les éléments de XA ,R
E ,k dans BA et ceux de XA ,R

E ,k dans B′A Pour la signification de
(vi τ i)i∈Ia′ ∪ (vi ν

α
i )i∈Ia′ , α∈{1,2}

, on revoit le lecteur au paragraphe 16.3.2 de la partie IV : τ i est
un vecteur directeur de l’arête sur laquelle se trouve Mi, et on crée les vecteurs ναi de sorte que
(τ i , ν1

i , ν2
i ) forme une base orthonormée directe.

On reprend la structure par bloc, détaillée au paragraphe 10.4.1 pour le champ électrique et
au paragraphe 16.3.2 de la partie IV pour le champ magnétique, en remplaçant IΩ par Io, If par
If ′ , Iac par Iac′ , Ia par Ia′ , Ic par Ic′ . Soit AA ∈ (R3×3)N×N (resp. A

′
A ∈ (R3×3)N×N) la matrice des

produits scalaires X 0
E ( , γ ) des éléments de la base BA.

AA =




Ao , o Ao , ν 0
Aν , o Aν , ν 0

0 0 Iac′ , ac′


 , A

′
A =




A
′
o , o A

′
o , τ A

′
o , τa 0

Aτ , o Aτ , τ Aτ , τa 0
Aτa , o Aτa , τ Aτa , τa 0

0 0 0 Ic′ , c′


 ,

où Iac′ , ac′ est la matrice identité de (R3×3)Nac′×Nac′ , et Ic′ , c′ est la matrice identité de (R3×3)Nc′×Nc′ .
Nous ne détaillons pas les calculs de ces matrices car ils sont similaires à ceux des matrice A0 et
A
′
0. On crée exactement de la même façon MA ∈ (R3×3)N×N et M

′
A ∈ (R3×3)N×N, les matrices de
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masse des problèmes électrique et magnétique, en remplaçant le produit scalaire dans X 0
E ( , γ ) par

le produit scalaire L2(Ω).
Construisons MΓA

∈ (R3×3)N×N, la matrice qui correspond aux produits scalaires L2
t (ΓA) des

composantes tangentielles sur ΓA des fonctions de base (vi , α)i∈IA , α∈{1,2,3}. On a :

M
i , j
ΓA

=
∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

(∫

Fq

vi vj dΣ (I3 − νq .ν
T
q )

)
, ∀ i , j ∈ IA ,

= δij I3 sinon.

Construisons CA et C
′
A ∈ ( R

1×3 )N1×3N les matrices des produits mixtes :

• Soit CA ∈ ( R
1×3 )N1×3N la matrice composée des sous-blocs C

i1 , j
A ∈ R

1×3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Io C
i1 , j
A =

(
( ∂1vj , ui1 )0( , γ) ( ∂2vj , ui1 )0 , γ ( ∂3vj , ui1 )0( , γ)

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Iac′ C
i1 , j
A ( , γ ) =

(
0 0 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If ′ C
i1 , j
A ( , γ ) =

(
0 0 ( ∂νjvj , ui1 )0( , γ)

)
.

• Soit C
′
A ∈ ( R

1×3 )N1×3N la matrice composée des sous-blocs (C′
A ( , γ ))

i1 , j ∈ R
1×3 tels que :

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Io ∪ Ic′ (C′A)i1 , j = C
i1 , j
A ,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ If ′ (C′A ( , γ ))
i1 , j =

(
( ∂τ1

j
vj , ui1 )0( , γ) ( ∂τ2

j
vj , ui1 )0( , γ) 0

)
,

∀ i1 ∈ I1 , ∀ j ∈ Ia′ (C′A ( , γ ))
i1 , j =

(
( ∂τjvj , ui1 )0( , γ) 0 0

)
.

12.5.2 Formation des second-membres

Nous avons formé toutes les matrices du membre principal de la discrétisation de (12.38)-(12.39)
(resp. (12.44)-(12.45)). Il ne nous reste plus qu’à former les second-membres.

Soit n ∈ {0, ...,Nt}. On appelle Ln ∈ R
3 N le vecteur tel que :

- ∀i ∈ Io, Lni = (Ln(vi e1) , Ln(vi e2) , Ln(vi e3) )T ,
- ∀i ∈ If ′ , Lni = ( 0 , 0 , Ln(vi νi) )T ,
- ∀i ∈ Iac′ , Lni = ( 0 , 0 , 0 )T .

Soit n ∈ {0, ...,Nt}. On appelle Rn+1 ∈ R
N1 le vecteur tel que :

- ∀i ∈ I1, Rn+1 = ( ρn+1 , ui1 )0 ( , γ )/ε0 .

Soit n ∈ {0, ...,Nt}. On appelle Mn+1/2 ∈ R
3 N le vecteur tel que :

- ∀i ∈ Io, M
n+1/2
i = (Mn+1/2(vi e1) , Mn+1/2(vi e2) , Mn+1/2(vi e3) )T ,

- ∀i ∈ If ′ , M
n+1/2
i = (Mn+1/2(vi τ

1
i ) , Mn+1/2(vi τ

2
i ) , 0 )T ,

- ∀i ∈ Ia′ , M
n+1/2
i = (Mn+1/2(vi τ i) , 0 , 0 )T ,

- ∀i ∈ Ic′ , M
n+1/2
i = ( 0 , 0 , 0 )T .

12.5.3 Champ électromagnétique

Soit E0 et E−1 les décompositions de Πk+1(E0) et Πk+1(E−1) dans la base BA. De même, on
considère H1/2 et H−1/2 les décompositions de Πk+1(H1/2) et Πk+1(H−1/2) dans la base B ′A. Pour
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n ∈ {1, ...,Nt + 1}, on désigne par En (resp. Hn+1/2) la décomposition de Enh (resp. Hn+1/2
h ) dans

la base BA (resp. B′A), on désigne par pn ∈ R
N1 la décomposition de ph (pour le champ électrique

ou magnétique) dans la base de Vk.
La FVAM (12.38)-(12.39) discrétisée par un schéma explicite en temps et par les éléments

finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk dans X 0 , R
E ,k × Vk s’écrit alors : Pour tout n ∈ {0, ...,N}, trouver

(En+1 × pn+1) ∈ X 0 , R
E ,k+1 ×Vk tel que :

( MA +
c∆t

2
MΓA

)En+1 + C
T
A pn+1 = L

′n ,

CA En+1 = Rn+1 ,
(12.55)

avec : L
′n := ∆t2 Ln +

(
2 MA − c2 ∆t2 AA

)
En − ( MA − c∆t

2
MΓA

)En−1.

L’algorithme de résolution à chaque pas de temps est le suivant :

- Résoudre ( MA +
c∆t

2
MΓA

)E′ = L
′n ;

- Résoudre ( CA ( MA +
c∆t

2
MΓA

)−1
C
T
A ) pn+1 = CA E′ − Rn+1 ;

- Résoudre ( MA +
c∆t

2
MΓA

)En+1 = L
′n − C

T
A pn+1.

La FVAM (12.44)-(12.45) discrétisée par un schéma explicite en temps et par les éléments
finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk dans X 0 , R

H , k+1 × Vk s’écrit alors : Pour tout n ∈ {0, ...,N}, trouver

(Hn+1 × pn+1) ∈ X 0 , R
E ,k ×Vk tel que :

( M
′
A +

c∆t

2
M
′
ΓA

)Hn+1/2 + C
′T
A pn+1 = M

′n+1/2 ,

C
′
A Hn+1 = 0 ,

(12.56)

avec : M
′n+1/2 := ∆t2 Mn+1/2 +

(
2 M

′
A − c2 ∆t2 A

′
A

)
Hn+1/2 − ( M

′
A − c∆t

2
M
′
ΓA

)Hn−1/2.

L’algorithme de résolution à chaque pas de temps est le suivant :

- Résoudre ( M
′
A +

c∆t

2
M
′
ΓA

)H′ = M
′n+1/2 ;

- Résoudre ( C
′
A ( M

′
A +

c∆t

2
M
′
ΓA

)−1
C
′T
A ) pn+1 = C

′
A H′ ;

- Résoudre ( M
′
A +

c∆t

2
M
′
ΓA

)Hn+3/2 = M
′n+1/2 − C

′T
A pn+1.

Afin d’avoir un algorithme de calcul rapide, il est intéressant de modifier les matrices de masses
(qui sont creuses) pour obtenir des matrices diagonales. En P1 (la discrétisation se fait alors sans
multiplicateur de Lagrange), on a la formule de quadrature suivante, exacte pour f un polynôme
P1 sur Tl : ∫

Tl

f ∂Ω =
|Tl|
4

4∑

i=1

f(Si) ,
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où les Si sont les sommets de Tl. D’après la section 15.5 de la partie IV, on peut construire des
matrices de masse diagonales M̃A et M̃ΓA

pour le champ électrique (resp. M̃
′
A et M̃

′
ΓA

pour le
champ magnétique) équivalentes à MA et MΓA

(resp. M
′
A et M

′
ΓA

). En revanche, pour les éléments
finis P2, la seule formule de quadrature exacte pour les polynômes P2 faisant intervenir les noeuds
P2 est la suivante : pour f un polynôme P2 sur Tl :

∫

Tl

f ∂Ω =
|Tl|
6

6∑

i′=1

f(Si′) ,

où les Si′ sont les milieux des arêtes de Tl. Ainsi, dans cette formule de quadrature, les poids associés
aux sommets de Tl sont nuls. Ceci a pour conséquence que la matrice diagonale associée à cette
formule a des zéros sur la diagonale, et n’est donc pas inversible. Dans [45], G. Cohen propose alors
une nouvelle famille d’éléments finis : les éléments P̃2 tels que : P2 ⊂ P̃2 ⊂ P4 (voir le paragraphe
15.3.4 de la partie IV), qui contiennent vingt-trois éléments par tétraèdre (voir la figure 15.3), et
dont la formule de quadrature exacte pour un polynôme P4 sur Tl est telle que :

∫

Tl

f ∂Ω =

23∑

i=1

ωi f(Mi) ,

où les (Mi)i=1,...,23 sont les points P̃2 du tétraèdre, et les poids ωi associés sont tous strictement

positifs. Il est important de noter que les formules de quadrature en P̃1 et en P̃2 préservent l’ordre
de convergence.

12.5.4 Étude de la stabilité

Comme on utilise un schéma explicite, on doit imposer une condition de stabilité (condition de
type CFL) sur le pas de temps. Pour obtenir cette condition, on dérive des identités d’énergie à
partir des formulations variationnelles discrètes. Dans le cas où ρ et J sont nuls, on peut réécrire
la formulation variationnelle augmentée (FVA) totalement discrétisé sous la forme :
Pour tout n, trouver En+1

h ∈ X 0 , R
E ,k tel que : ∀Fh ∈ X 0 , R

E ,k ,

( En+1
h − 2 Enh + En−1

h , Fh )0
∆t2

+ c2( Enh , Fh )X 0
E , ( γ )

= 0 .

Considérons Fh =
En+1
h − En−1

h

2∆t
, qui correspond à la discrétisation de ∂tE , qu’on met sous la

forme :
En+1
h − Enh

2∆t
+
Enh − En−1

h

2∆t
.

On utilise alors l’identité :

( En+1
h − 2 Enh + En−1

h , En+1
h − Enh )0 = || En+1

h − Enh ||0 − || Enh − En−1
h ||0 ,

de sorte que la FVA totalement discrétisée se réécrive :

1

2∆t



∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

0

−
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
Enh − En−1

h

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

0

+ c2 (En+1
h , Enh )X 0

E , ( γ )
− c2 (Enh , En−1

h )X 0
E , ( γ )


 = 0 .

(12.57)
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On définit la quantité discrète W n+1, qui a la dimension d’une énergie, par :

W n+1 =
1

2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

0

+
c2

2
(En+1
h , Enh )X 0

E , ( γ )
, (12.58)

de sorte que l’identité (12.57) s’écrit :

1

∆t

(
W n+1 − W n

)
= 0 ,

ce qui traduit la conservation d’une énergie. Mais on n’a pas garantit la positivité de l’énergie.
Considérons la propriété suivante, valable pour toute forme bilinéaire symétrique A :

A(u , v) =
1

4
(A(u + v , u + v) − A(u − v , u − v))

= A
(

u + v

2
,
u + v

2

)
− ∆t2

4
A
(

u − v

∆t
,
u − v

∆t

)
,

appliquée pour le produit scalaire dans X 0
E ( , γ ) pour u = En+1

h et v = Enh . On a alors :

2W n+1 =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

0

+ c2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

X 0
E , ( γ )

− c2 ∆t2

4

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

X 0
E , ( γ )

.

Considérons λmax, la plus grande valeur propre du problème aux valeurs propres suivants :
Trouver (λ , Eh) ∈ R

+ ×X 0 , R
E ,k tel que : ∀Fh ∈ X 0 , R

E , k ,

( Eh , Fh )X 0
E ( , γ )

= λ (Eh , Fh)0 .

λmax est caractérisée par :

λmax = max
Fh∈X

0 , R
E , k

|| Fh ||2X 0
E ( , γ )

|| Fh ||20
.

On en déduit l’inégalité suivante :

|| En+1
h − Enh ||2X 0

E ( , γ )
≤ λmax || En+1

h − Enh ||20 ,

ce que nous permet d’obtenir que W n+1 satisfait l’inégalité :

2W n+1 ≤
(

1 − c2
∆t2

4
λmax

) ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

∆t

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

0

+ c2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
En+1
h − Enh

2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

X 0
E , ( γ )

.

Ainsi, la condition suffisante de positivité de W n+1 est :

1 − c2
∆t2

4
λmax ≥ 0 .

En pratique, on ne calcule pas λ. On peut montrer que :

λmax ≤
K2

r2h
,
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où K > 0 est une constante qui dépend de la géométrie du maillage ainsi que du degré des éléments
finis ; et rh est la valeur minimale des rayons des sphères inscrites des tétraèdres. On choisit alors
le pas de temps ∆t de sorte que la condition suffisante de stabilité suivante soit vérifiée :

∆t <
2 rh
cK

. (12.59)

C’est une stabilité de type L2.

12.6 Présentation du code de calcul

Le code de calcul, implémenté en Fortran 77 a été intégralement réalisé par l’auteur, aidée de
P. Ciarlet, Jr. pour certains aspects algorithmiques.

Afin d’optimiser le coût mémoire, nous avons utilisé des structures de stockage de type ma-
trices creuses. Il faut construire les fonctions de multiplications matrice-matrice et matrice-vecteur
correspondantes.

Deux types de solveurs ont été choisis :
- Pour les petits systèmes (au plus, des matrices carrées de taille 30×30), nous utilisons l’algorithme
du pivot de Gauss,
- Pour les gros systèmes, nous utilisons l’algorithme du gradient conjugué, éventuellement préconditionné.

Pour construire les matrices éléments finis, nous procédons en suivant ces étapes :
- Pour le tétraèdre de référence, on crée les coordonnées barycentriques des degrés de liberté et les
fonctions de base associées.
- Dans une boucle sur les tétraèdres, on calcule les fonctions de base P1, ce qui nous permet d’obtenir
les valeurs des fonctions de base locale et/ou de leurs gradients aux points d’intégration numérique.
On remplit ensuite les éléments des matrices.

Une fois les matrices éléments finis créées, il faut éliminer les degrés de liberté du bord supplémentaires,
afin de satisfaire la condition aux limites E × ν |ΓC

= 0 ou B .ν |ΓC
= 0. Pour cela, on procède en

sélectionnant pour chaque noeud les 3 lignes et les 3 colonnes qui lui correspondent. Puis on fait
un changement de base locale, comme c’est expliqué dans le paragraphe 10.4.1.

Sur la figure 12.1, nous avons représenté schématiquement l’arborescence du code du calcul.
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éléments finis

et du second membre,
Calcul de l’énergie etc.

Calcul du champ électromagnétique
et éventuellement du multiplicateur
de Lagrange.
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Construction
du second
membre.

B
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cl
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m
p
s

Préparation Construction
des vecteurs
de données.

Construction
des matrices

Mise à jour des données,

Fig. 12.1 – Schéma du code de calcul.



Chapitre 13

Problème temporel 3D : résultats

numériques

13.1 Méthode avec CL essentielles

Pour tester le code, on commence par résoudre le problème académique suivant : une cavité
résonnante cubique de longueur L = 1 m, c’est-à-dire un domaine Ω en forme de cube dont la
frontière ∂Ω est un conducteur parfait (ce test est proposé par É. Heintzé dans [69]) :
Trouver E ∈ X 0

E et H ∈ X 0
H tels que :

∀F ∈ X 0
E , ∂2

t (E ,F)0 + c2 (E ,F)X 0
E

= 0,

∀F ∈ X 0
H , ∂2

t (H,F)0 + c2 (H,F)X 0
H

= 0 ,
(13.1)

où c est la vitesse de la lumière dans le vide, avec les conditions initiales à divergence et rotationnel
nuls ci-dessous :

E0 =




cos(πx) sin(πy) sin(−2πz)
sin(πx) cos(πy) sin(−2πz)
sin(πx) sin(πy) cos(−2πz)


 , ∂tE0 = 0 ,

et :

H0 =
3π

µ0 ω
sin(ωt)



− sin(πx) cos(πy) cos(−2πz)
cos(πx) sin(πy) cos(−2πz)

0


 , ∂tH0 = 0 ,

où ω ≈ 2.3 GHz. Ces conditions initiales vérifient bien les conditions aux limites (12.6) et (12.10)
requises, ainsi que les équations de Maxwell dans le vide. La solution exacte est alors la suivante :

E(t) = cos(ωt)




cos(πx) sin(πy) sin(−2πz)
sin(πx) cos(πy) sin(−2πz)
sin(πx) sin(πy) cos(−2πz)


 , H(t) =

3π

µ0 ω
sin(ωt)



− sin(πx) cos(πy) cos(−2πz)
cos(πx) sin(πy) cos(−2πz)

0


 .

Chaque composante du champ électromagnétique est un mode propre de l’équation des ondes. La
période d’oscillations spatiale est de deux mètres dans les directions x et y ; et de un mètre dans
la direction z. Le calcul est fait pour un cube de 24 576 tétraèdres, soit 33 noeuds par côté, c’est-
à-dire 33 noeuds par période d’oscillations dans les directions x et y ; et 16 noeuds par période
d’oscillations dans la direction z, ce qui est supérieur à la limite minimale heuristique de 10 noeuds
par période d’oscillations. Notons que les tétraèdres de ce cube sont construits par division de
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sous-cubes identiques. On a rh ≈ 1.4 cm. Pour observer une oscillation complète, on choisit comme
temps final Tf = 4 ns. Nous avons fait trois simulations :
- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange P1, notée (E1,B1).
- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange P̃1 (éléments finis P1 en
condensant la matrice de masse), notée (Ee1,Be1).
- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange P2, notée (E2,B2).
L’induction magnétique est bien calculée directement, et non par dérivation du champ électrique.
Pour les calculs en P1, le pas de temps est de l’ordre de 47 ps, ce qui permet de respecter la
condition CFL (12.59) et d’avoir plus de 10 pas de temps de discrétisation par période d’oscillations
temporelles. Nous avons observé lors des expériences numériques que la condition CFL était plus
restrictive pour les éléments finis P2 que pour les éléments finis P1. Ainsi, pour le calcul en P2, le
pas de temps est de l’ordre de 4.7 ps.

Sur la figure 13.1, nous avons représenté les amplitudes relatives de E1,y (en bleu), Ee1,y (en
vert), E2,y (en noir) au point (0.19, 0.12, 0.12) en fonction du temps. Nous les comparons à celle de
Ey (en rouge), la composante selon l’axe y de la solution exacte. Notons qu’à cette échelle (précision
relative à 0.1%), les courbes de Ey (rouge) et E2,y (noire) sont confondues. Pour la courbe de E1,y

(bleue), nous constatons un léger déphasage et une plus grande amplitude par rapport à la courbe
de Ey. Ce déphasage s’accentue au cours du temps. Il diminue lorsqu’on utilise les éléments finis

P̃1 (courbe verte), mais la différence d’amplitude persiste. Les résultats pour le champ magnétique

sont très similaires. Nous avons aussi testé la conservation de l’énergie discrète :
Wn+1 − W0

W0
.

L’évolution temporelle de cette quantité pour le calcul P1 est donnée sur la figure 13.2 (à gauche
pour E1 et à droite pour B1). Comme prévu, cette quantité est négligeable. Sur la figure 13.3, on a
représenté l’évolution temporelle de la norme L2(Ω) de la divergence (normalisée par W0) de E1 (à
gauche) et de B1 (à droite). Cette quantité oscille au cours du temps, mais reste inférieure à 1%.
La qualité de cette approximation est liée au fait que notre maillage soit très régulier. Dans ce cas,
il n’est pas nécessaire d’utiliser un multiplicateur de Lagrange pour avoir de bons résultats.
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Fig. 13.1 – Amplitude relative de Eh,y.
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Fig. 13.2 – Évolution temporelle de la conservation de l’énergie discrète.
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Fig. 13.3 – Évolution temporelle de la divergence.

13.2 Méthode de régularisation à poids

13.2.1 Introduction

Nous allons maintenant présenter un cas test dans un domaine 3D singulier, dont la géométrie
est donnée sur la figure 13.4. Le domaine de calcul Ω est un prisme droit présentant une arête
rentrante d’angle dièdre 3π/2 (en rouge). Posons r la distance orthogonale à l’arête rentrante.
Nous avons pris un poids γ = 0.95 si r ≤ 1 et γ = 0 si r > 1 (dans la région où le champ est
régulier). Sur la totalité de la frontière artificielle ΓA (en vert), on impose une condition aux limites
de Silver-Müller d’onde absorbante : e∗ = 0 et h∗ = 0. Une barre de courant traverse le prisme
et va générer un champ électromagnétique. Le vecteur densité de courant et la densité de charges
circulant dans la barre sont tels que :

J = 10−5 ω sin
(π z
L

)
cos(ω t) ez , ρ = 10−5 π

L
cos
(π z
L

)
sin(ω t) ,

avec ω ≈ 2.5 GHz. Le courant est d’intensité maximale au milieu du prisme, et il s’annule en ses
extrémités. Notons que J et ρ ici choisis sont très réguliers.
Le champ électrique est solution de la formulation variationnelle augmentée suivante :
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Arête rentrante.

J

ey

ex

ez

(0, 6, 0)

(6, 3, 0)

(9, 6, 0)

(9, 3, 0)

(0, 0, 0)
(6, 0, 0)

L = 4

ΓA : frontière artificielle.

Courant.

Fig. 13.4 – Cas singulier : géométrie du problème.

Trouver E ∈ XA
E ,γ tel que ∀F ∈ XA

E ,γ :

d2

dt2
(E ,F)0 + c2 (E ,F)X 0

E , γ
+ c

d

dt

∫

ΓA

(E × ν) . (F × ν) dΣ = − d

dt
(J /ε0,F)0 + c2 (ρ/ε0,divF)0,γ ,

Le champ magnétique est solution de la formulation variationnelle augmentée suivante :
Trouver H ∈ XA

H,γ tel que ∀F ∈ XA
H,γ :

d2

dt2
(H,F)0 + c2 (H,F)X 0

γ
+ c

d

dt

∫

ΓA

(H× ν) . (F × ν) dΣ

= c2(J , rotF)0 ,

Nous résolvons le problème avec les éléments finis de Lagrange P̃1. Le maillage contient environ
685 000 tétraèdres, et on a rh ≈ 3 cm. Le pas de temps est de l’ordre de 40 ps, ce qui permet de
respecter la condition CFL (12.59) et d’avoir plus de 10 pas de temps de discrétisation par période
d’oscillations temporelles. Le temps d’observation final est de 25 ns, ce qui permet à l’onde générée
par la barre de courant d’atteindre les extrémités du domaine (rappelons que le champ se déplace
à la vitesse finie c ≈ 3.108 m.s−1). La longueur d’onde associée à la pulsation ω est de l’ordre de :
λ = 2π c/ω ≈ 75 cm.

13.2.2 Évolution spatiale

Étudions l’évolution spatiale du champ. Sur les figures 13.5 à 13.10, on représente les valeurs des
composantes du champ électrique et de l’induction magnétique dans le plan z = 2.5 m, orthogonal
à la barre de courant, aux quatre temps suivants : T1 = 1 ns (en haut à gauche), T2 = 8 ns (en
haut à droite), T3 = 15 ns (en bas à gauche), T4 = 20 ns (en bas à droite). Au temps T1, l’onde
électromagnétique vient de se créer autour de la barre de courant, elle se développe et atteint la
frontière artificielle ΓA, en x = 0 au temps T2. On constate que la longueur d’onde est proche de
75 cm, comme attendu. Au temps T3, l’onde est arrivée sur l’arête rentrante, et au temps T4, elle
a presque atteint l’extremité de droite de la frontière artificielle ΓA.

Sur les figures 13.5 et 13.7, on remarque aux temps T3 et T4 que les composantes x et y du
champ électrique ont un comportement singulier au voisinage du coin rentrant, comme on peut s’y
attendre. D’autre part, ce comportement ressemble à celui qu’on observe en 2D (figures 6.3 à 6.8) :
les valeurs de la composante Ee1,x se développent plus la direction x, et les valeurs de la composante
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Ee1,x dans la direction y (la partie transverse du champ s’enroule autour de l’arête rentrante). Notons
que l’onde est réfléchie lorsqu’elle atteint le conducteur parfait. On observe aussi des réflexions sur
la frontière artificielle. Ce sont des réflexions parasites : il faudrait une condition limite d’ordre
supérieur à l’ordre 1 car l’onde n’est pas plane. Sur la figure 13.9, on constate que les valeurs de
la composante Ee1,y sont plus basses que celles des deux autres composantes (d’environ un facteur
deux), et que Ee1,z est régulier partout (rappelons qu’on a la proposition 8.21). Cela s’explique de
la façon suivante : z est la direction de l’arête rentrante, et il n’y a pas de singularité géométrique
dans cette direction. Dans cette configuration d’après A. Buffa et al. [31], Ee1,z ∈ H1(Ω).

Sur les figures 13.5 et 13.7, on remarque que le comportement singulier des composantes x et
y de l’induction magnétique (resp. Be1,x et Be1,y) existe mais est très discret. Comme le courant est
dirigé selon l’axe z, on s’attend à ce que la composante z de l’induction Be1,z soit nulle. Sur la figure
13.10, on voit que les valeurs sont au plus d’intensité dix fois inférieure à celle des deux autres
composantes. Pour le moment, on ne sait pas expliquer que cette composante ait un comportement
singulier au voisinage du coin rentrant.

Quant à la forme du champ électromagnétique, on peut l’expliquer formellement avec la loi de
Biot et Savart (magnétostatique, voir par exemple [100]). En effet, d’après cette loi, l’induction
magnétique au point M créé par la barre de courant BJ est tel que :

B(M) =
µ0

4π

∫ ∫ ∫

BJ

J × ~PM

| ~PM |2
dV ,

où P décrit le volume BJ . Ainsi, au point M , on a B(M) ∝ J × ~PMM

| ~PMM |2
, où PM est la projection

orthogonale de M sur l’axe de la barre. Soit (x , y , z) les coordonnées de M et (x ′ , y′ , z) celles de
PM . On en déduit :

B(M) ∝ Jz

| ~PMM |2



−(y − y′)
(x− x′)

0


 .

On en déduit alors que pour y = y′ (i.e. dans la direction verticale), Bx ≈ 0 et que pour x = x′ (i.e.
dans la direction horizontale), By ≈ 0. Sur la figure 13.6, on observe en effet au temps T1 que Be1,x
est non nulle au dessus et en dessous de la barre de courant, et oscille dans la direction verticale.
De même, sur la figure 13.8, on observe en effet au temps T1 que Be1,y est non nulle à droite et à
gauche de la barre de courant , et oscille dans la direction horizontale.

Le champ électrique est orthogonal à l’induction magnétique, c’est pourquoi on a un compor-
tement orthogonal : sur la figure 13.5, on observe au temps T1 que Ee1,x est non nulle à droite et
à gauche de la barre de courant, et oscille dans la direction horizontale. De même, sur la figure
13.7, on observe en effet au temps T1 que Ee1,y est non nulle au dessus et en dessous de la barre de
courant, et oscille dans la direction verticale. Comme le courant est dans la direction z, Ee1,z n’est
pas nul.

Notons que si on n’utilise pas de poids, on obtient le même résultat tant que l’onde n’a pas
atteint le coin rentrant. Une fois qu’il est atteint, les résultats diffèrent considérablement car sans
poids, on ne capte pas les singularités du champ électromagnétique.
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Fig. 13.5 – Composante Ee1,x aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.

Fig. 13.6 – Composante Be1,x aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.
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Fig. 13.7 – Composante Ee1,y aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.

Fig. 13.8 – Composante Be1,y aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.
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Fig. 13.9 – Composante Ee1,z aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.

Fig. 13.10 – Composante Be1,z aux temps Ti, i = 1 à 4, dans le plan z = 2, 5 m.
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13.2.3 Évolution temporelle

Sur la figure 13.12, on a représenté l’évolution temporelle de Ee1,x au niveau de quatre différents
points de Ω, situés dans le plan z = 2 : M1 = (1, 1, 2), M2 = (1, 5, 2), M3 = (8, 5.5, 2) (figure 13.11).
Le champ pris au point considéré est nul tant que l’onde n’a pas atteint ce point. Puis on observe
des oscillations forcées, de période de l’ordre de 2.5 ns, ce qui correspond à la période d’oscillations
temporelles du courant (T = 2π/ω ≈ 2.5 ns). On remarque de plus des effets d’interférence entre
les ondes créées et réfléchies : certaines oscillations se brisent.

M4

M1

M2

M3

Fig. 13.11 – Localisation des points d’observation.
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Fig. 13.12 – Composante Ee1,x aux points Mi, i = 1 à 4.

13.3 Conclusions sur les méthodes utilisés

Le calcul du champ électromagnétique instationnaire avec la méthode avec conditions aux limites
essentielles est connue depuis les années 90. Cette méthode donne d’excellents résultats lorsque le
domaine de calcul est régulier, mais cette méthode n’est pas envisageable pour des domaines sin-
guliers, ce qui bien sûr restreint fortement son utilisation. La méthode de régularisation à poids,
inventée par M. Costabel et M. Dauge [53], est en quelque sorte une généralisation de la première
méthode aux domaines singuliers, puisque qu’elle cöıncide avec celle-ci lorsqu’il n’y a pas de singula-
rité géométrique. Bien que nous n’ayons pas de résultats comparatifs, la méthode de régularisation
à poids semble donner des résultats pour le moins corrects en P1, pour le champ électrique aussi
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bien que pour le champ magnétique. Facile à implémenter, cette méthode est un concurrent sérieux
pour les méthodes éléments finis d’arêtes ou de Galerkin discontinus.



Conclusions et perspectives

Nous disposons de deux codes éléments finis continus pour résoudre les équations de Maxwell :
• Un code Matlab, qui propose trois méthodes pour résoudre le problème quasi-électrostatique dans
des domaines singuliers par les éléments finis de Lagrange Pk (k = 1 ou 2) ou les éléments finis de
Taylor-Hood P2-P1. Les trois méthodes sont les suivantes :
- La méthode avec CL naturelles, qui est simple à implémenter et efficace sur des maillages grossiers ;
- La méthode du complément singulier, pour laquelle on propose une nouvelle décomposition et une
nouvelle façon d’approcher les fonctions de base singulières. Cette méthode a donné lieu à l’article
[72] (à lire accompagné du corrigendum [73]), et semble être la plus précise en 2D (ce qui peut
s’expliquer par la connaissance explicite de la partie la plus singulière du champ) ;
- La méthode de régularisation à poids, introduite pas M. Costabel et M. Dauge pour le calcul
de champ électrique en régime harmonique. Cette méthode n’avait pas encore été testée pour le
problème quasi-électrostatique mixte. Elle donne de très bons résultats et est assez rapide à coder.
• Un code Fortran 77, qui résout les équations de Maxwell instationnaires dans des domaines
réguliers par des éléments finis de Lagrange P1, P̃1 ou P2 (ce qui existait déjà) ; et dans des domaines
singuliers par des éléments finis de Lagrange P̃1 (à notre connaissance, cela n’a jamais été fait). La
programmation du P̃ 2 (voir [45]) et P̃ 2-P1 est en cours.

D’un point de vue théorique, certains points sont à éclaircir, en particulier :
- Calcul de l’erreur d’approximation de la méthode avec conditions aux limites naturelles ;
- Fondements théoriques de la méthode de régularisation à poids pour le champ magnétique (notons
que nous avons tout de même adapté cette méthode au calcul du champ magnétique instationnaire) ;
- Calcul de la condition inf-sup discrète pour la méthode de régularisation à poids mixte ;
- Calcul de l’erreur d’approximation du problème instationnaire (en s’aidant de [44]).

La suite naturelle du travail de thèse est l’exploitation des codes de calculs pour simuler des
expériences physiques. Pour celà, il faut approfondir l’étude numérique du problème instationnaire :
- Nécessité du multiplicateur de Lagrange,
- Choix d’un schéma explicite ou implicite en temps,
- Améliorer la prise en compte de conditions aux limites absorbantes en utilisant des couches parfai-
tement adaptée (en anglais : P.M.L. pour perfectly matched layer) [16], afin de réduire les réflexions
parasites,
- Intérêt de combiner l’adaptation du pas de temps et du maillage, comme c’est proposé dans [17]
pour l’équation des ondes scalaire,
- Utilisation de polynômes d’ordre élevé, comme c’est fait dans [56] pour la méthode de régularisation
à poids en 2D.
Ainsi, il est utile de compléter l’étude mathématique et numérique des méthodes, afin d’améliorer
la performance des codes. D’une part, on peut chercher à améliorer la vitesse de convergence de la
méthode avec conditions aux limites naturelle, et de l’adapter au cas instationnaire. D’autre part,
l’étude et la programmation de la méthode du complément singulier dans le cas prismatique est
une voie qui promet des résultats compétitifs en terme de précision et de coût calcul. De plus, il est
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important de comparer les expériences numériques avec d’autres méthodes telles que les volumes
finis ou les éléments finis de Galerkin discontinus.

Notons que nous avons présenté l’utilisation des éléments finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk sans que
nous n’en ayons eu vraiment besoin. Mais nous rappelons que pour simuler des interactions champ-
particule, il est souhaitable de coupler le code à un code d’interaction de particules, puisqu’on doit
résoudre le système d’équations couplées Maxwell-Vlasov. Or dans ce cas, l’équation de continuité
de la charge discrète n’est pas vérifiée, et sans multiplicateur de Lagrange, les calculs du champ
électromagnétique divergent. De plus, on peut envisager de résoudre le problème harmonique avec
les éléments finis de Taylor-Hood Pk+1-Pk, afin de tuer les valeurs propres parasites.



Quatrième partie

Annexe
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Chapitre 14

Calculs complémentaires pour la MCS

14.1 Calcul de βD et βN

Les calculs exposés dans cette section ont été fournis par P. Ciarlet, Jr. [35].

14.1.1 Cas d’un unique coin rentrant

Considérons le cas où ω n’a qu’un seul coin rentrant O. Calculons βD,N de la proposition 2.13.
Réécrivons ϕD,N ainsi :

ϕD,N = ( ϕ̃D,N + βD,N ( 1 − η )ϕPD,N ) + βD,N η ϕ
P
D,N ,

où η est la fonction de troncature définie en 1.1.
Par construction, la fonction ( 1 − η ) s’annule dans un voisinage du coin rentrant, de sorte que
( 1 − η )ϕPD,N est régulière et ( ϕ̃D,N + βD,N ( 1 − η )ϕPD,N ) est dans H2(ω).

D’autre part, le support de η est tel que la trace de η ϕPD (resp. ∂ν(η ϕ
P
N )) s’annule sur ∂ω. Comme

ceci est valable aussi pour ϕD,N , on en déduit que :

( ϕ̃D,N + βD,N ( 1 − η )ϕPD,N ) ∈ ΦR
D,N .

Ainsi, le Laplacien de cette fonction est orthogonal à toute fonction de SD,N , d’où :

|| sD,N ||20 = −
∫

ω
∆ϕD,N sD,N dω = −βD,N

∫

ω
∆(η ϕD,N ) sD,N dω

= −βD,N
(∫

ω
∆(η ϕD,N ) s̃D,N dω +

∫

ω
∆(η ϕD,N ) sPD,N dω

)
.

(14.1)

Soient I1 et I2 la première et la seconde intégrale du second-membre de 14.1. Pour I1, rappelons
que s̃D,N est dans H1(ω) et est à Laplacien L2 : on peut donc appliquer l’intégration par parties
(1.13) pour obtenir :

I1 = −
∫

ω
grad (η ϕPD,N ) .grad s̃D,N dω +

∫

∂ω
∂ν(η ϕ

P
D,N ) s̃D,N dσ

=

∫

ω
η ϕPD,N ∆s̃D,N dω− < ∂ν s̃D,N , ηϕ

P
D,N >H′,H +

∫

∂ω
∂ν(η ϕ

P
D,N ) s̃D,N dσ ,

avec H = H1/2(∂ω).
Le dernier terme est sous forme intégrale grâce à la propriété ∂ν(η ϕ

P
D,N )|∂ω ∈ L2(∂ω).
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Comme s̃D,N est harmonique et que η ϕ̃D|∂ω = 0 (resp. ∂ν s̃N |∂ω = 0), les deux premiers termes
s’annulent. Soit γc la portion de ∂ω définie ainsi :

γc := {(r, θ) ∈ ω : r ≤ ε et θ = 0 ou π/α},

où ε est tel que le support de η est ω ∩ B(O, ε), où B(O, ε) est la boule de centre O et de rayon ε.
Séparons le dernier terme en une intégrale sur γc et une intégrale sur ∂ω\γc.

La première partie s’annule car d’après la proposition 2.10, s̃D|γc
= 0 dans H1/2(γc) (resp.

d’après la proposition 2.16, ∂ν(η ϕ
P
N )|γc

= 0 dans L2(γc)) et le reste est aussi nul car le support de

η ϕPD est inclus dans ω ∩ B(O, ε).

Qu’en est-il de I2, qui contient la partie principale de sD,N ?
Considérons ωε := ω\B(O, ε). Soit Σε = ∂ωε∩ω, et écrivons l’intégrale I2 sous forme d’une limite :

I2 = lim
ε→0+

Iε2 avec Iε2 =

∫

ωε

∆( η ϕPD,N ) sPD,N dω .

Comme sPD,N est régulier dans ωε, on peut appliquer l’intégration par parties (1.13). Comme sPD,N
est régulier sur ∂ωε, les crochets de dualité sont remplacés par des intégrales.

Iε2 =

∫

ωε

η ϕPD,N ∆sPD,N dω +

∫

∂ωε

(
∂ν(η ϕ

P
D,N ) sPD,N − ∂νs

P
D,N η ϕ

P
D,N

)
dσ

=

∫

∂ωε

(
∂ν(η ϕ

P
D,N ) sPD,N − ∂νs

P
D,N η ϕ

P
D,N

)
dσ, car sPD,N est harmonique

=

∫

Σε

(
∂ν(η ϕ

P
D,N ) sPD,N − ∂νs

P
D,N η ϕ

P
D,N

)
dσ, grâce à la C. L. sur ∂ωε\Σε

=

∫

Σε

(
∂νϕ

P
D,N s

P
D,N − ∂νs

P
D,N , ϕ

P
D,N

)
dσ, car η ≡ 1 près du coin rentrant.

La dernière égalité est valable pour ε ≤ ε/2.

On peut calculer explicitement cette intégrale en remplaçant ϕPD,N et sPD,N par leurs expressions.
Notons de plus que Σε = { (r, θ) : r = ε , θ ∈]0 , π/α[ }, de sorte que ∂ν ≡ −∂r sur l’interface. En
faisant le changement de variable θ ′ = αθ, on obtient pour || sD ||20 :

Iε2 =

∫ π/α

θ=0

(
−α ε−1 sin2(α θ) − α ε−1 sin2(α θ)

)
ε dθ = −2

∫ π

θ′=0
sin2(θ′) dθ′ = −π .

On obtient le même résultat pour || sN ||20 (il suffit de changer les sinus par des cosinus). D’où :

βD,N =
1

π
|| sD,N ||20 .

14.1.2 Cas de plusieurs coins rentrants

Considérons maintenant le cas où il existe plusieurs coins rentrants.
Montrons que βi,jD = ( sD,i , sD,j )0/π. La preuve pour les βi,jN est similaire.
Réécrivons les ϕD,i, i ∈ {1, ...,Ncr} ainsi :

ϕD,i =


 ϕ̃D,i +

Ncr∑

j=1

βi,jD ( 1 − ηj )ϕPD,j


 +

Ncr∑

j=1

βi,jD ηj ϕ
P
D,j .
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où ηj est la fonction de troncature définie en 1.1.
Par définition des fonctions de troncature, la première partie est dans ΦR

D. Ainsi son Laplacien est
orthogonal à SD et on a pour tout j ∈ {1, ...,Ncr} :

∫

ω
sD,i sD,j dω = −

∫

ω
∆ϕD,i sD,j dω = −

Ncr∑

k=1

βi,kD

∫

ω
∆(ηk ϕ

P
D,k) sD,j dω . (14.2)

Soient PD, BD, DD ∈ R
Ncr×Ncr les matrices symétriques telles que : ∀i, j ∈ {1, ...,Ncr} :

P
i,j
D =

∫

ω
sD,i sD,j dω , B

i,j
D = βi,jD , D

i,j
D = −

∫

ω
∆(ηi ϕ

P
D,i ) , sD,j dω .

L’équation (14.2) s’écrit donc sous la forme matricielle suivante : PD = BD DD.
Il s’agit alors de montrer que : DD = πI, où I ∈ R

Ncr×Ncr est la matrice identité de R
Ncr×Ncr .

Considérons d’abord les termes diagonaux. Pour j donné, on a :

∫

ω
∆(ηj ϕ

P
D,j) sD,j dω =

∫

ω
∆(ηj ϕ

P
D,j) s̃D,j dω +

∫

ω
∆(ηj ϕ

P
D,j) s

P
D,j dω = I1 + I2 .

Reprenons la preuve donnée dans le paragraphe 14.1.1 précédent. En intégrant deux fois par
parties I1, on obtient que I1 = 0. Pour la seconde intégrale, on introduit ωiε et Σi

ε, et on écrit que
I2 = lim

ε→0+
Iε2 , avec :

Iε2 =

∫

ωi
ε

∆(ηi ϕ
P
D,i) s

P
D,i dω =

∫

Σi
ε

(
∂νϕ

P
D,i s

P
D,i − ∂νs

P
D,i ϕ

P
D,i

)
dσ ,

pour ε ≤ εi/2. En prenant compte de la forme circulaire de Σi
ε et des expression explicites des

parties principales, on trouve que Iε2 = −π, d’où :

D
i,i
D = π , ∀i ∈ {1, ...,Ncr} .

Considérons les coefficients non-diagonaux. Pour i 6= j, on a :

∫

ω
∆(ηi ϕ

P
D,i) sD,j dω =

∫

ωεi

sD,j dω,

où ωεi est le support de ηi. Au voisinage du iième coin rentrant, la fonction harmonique sD,j est
dans H1(ωεi). En utilisant les propriétés des éléments de sD sur la frontière ∂ω, on peut montrer
que : sD,j |∂ω∩∂ωεi

= 0 au sens H1/2(∂ω∩∂ωεi). En intégrant deux fois par parties, on obtient alors :

∫

ωεi

sD,j dω = −
〈
∂νsD,i , ηi ϕ

P
D,i

〉
H,H′ +

∫

∂ωεi\∂ω
∂ν(ηi ϕ

P
D,i) sD,i dσ ,

où ici, H = H1/2(∂ωεi). Mais les deux termes s’annulent, car par construction, ηi ϕ
P
D,i ∈ H1

0 (ωεi) et

s’annule dans un voisinage de ∂ωεi\∂ω, de sorte que ∂ν(ηi ϕ
P
D,i)| ∂ωεi\∂ω

= 0. On conclut ainsi que :

D
i,j
D = 0 , ∀i , j ∈ {1, ...,Ncr} , i 6= j .

Ce résultat permet d’étendre le découplage de M. Moussaoui [83] au cas où il existe plusieurs coins
rentrants.
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14.2 Calcul de λD et λN

Considérons le cas où ω n’a qu’un seul coin rentrant O. Montrons que le coefficients cD de la
décomposition orthogonale de φ0

D dans ΦD est tel que :

cD =

∫

ω
g0 sD dω

|| sD ||20
.

Rappelons que : φ0
D = φ̂D + cD ϕD , avec φ̂D ∈ ΦR

D .

On a donc :

∫

ω
∆φ0

D sD dω =

∫

ω
∆φ̂D sD dω + c

∫

ω
∆ϕD sD dω. Comme φ̂D ∈ ΦR

D, la première

intégrale du second membre s’annule. Comme −∆ϕD = sD et −∆φ0
D = g0, on en déduit :

∫

ω
g0 sD dω = cD

∫

ω
s2D dω

d’où le résultat. Or, en décomposant ϕD en partie régulière et partie principale, on obtient :

φ0
D = ( φ̂D + c ϕ̃D ) + c βD ϕ

P
D ,

d’où en posant λD = c βD, et φ̃D = φ̂D + c ϕ̃D, on obtient que λD = ( g0 , sD )0/π et :

φ0
D = φ̃D + λD ϕ

P
D .

Généralisons le résultat précédent au cas où il existe plusieurs coins rentrants. On a alors :

φ0
D = φ̂D +

Ncr∑

i=1

ciD ϕD,i , avec φ̂D ∈ ΦR
D . D’où, ∀j ∈ {1, ...,Ncr} :

∫

ω
∆φ0

D s
j
D dω = −

∫

ω
g0 sjD dω = −

Ncr∑

i=1

ciD

∫

ω
siD s

j
D dω ,

car ∆φ̂D est orthogonal à sjD et −∆ϕD,i = siD. Soient λD et cD ∈ R
Ncr les vecteurs tels que :

λiD = ( g0 , siD)0/π et ciD = ciD. On doit alors résoudre le système suivant pour obtenir les ciD :
BD cD = λD. D’où, ∀j ∈ {1, ...,Ncr} :

Ncr∑

i=1

ciD β
i,j
D = ( g0 , siD)0/π := λiD .

Pour le problème de Neumann, la démonstration est similaire.

14.3 Simplification du calcul de λ

14.3.1 Preuve du lemme 2.37

Soit u ∈ H1
0 (Bε ). Posons φ( r , θ ) = r−α/2u( r , θ ). On rappelle que les espaces à poids V l

γ(ω)
sont définis dans la section 1.4.

D’après [95] (p. 46, thm 1.3), u ∈ V 0
−1(Bε ). On en déduit que φ ∈ V 0

α/2−1(Bε ). D’autre part,

gradφ =

(
−α/2r−α/2−1 u + r−α/2 ∂r u

r−α/2−1 ∂θ u

)
, en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant.
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Or ∂r u et r−1 ∂θ u sont dans L2(Bε ). D’où gradφ ∈ V 0
α/2(Bε ). D’où φ appartient à l’espace de

Sobolev à poids V 1
α/2(Bε ).

D’après [95] (p. 45, thm. 1.1), on a l’injection continue V l
γ(Bε ) ↪→ W l , q(Bε ), pour 1 ≤ q ≤

4

2γ + 2
. Ainsi φ est dans l’espace de Sobolev fractionnaire W 1 , 4/(α+2)(Bε ). Déterminons l’espace

de Hilbert auquel appartient φ.
Pour cela, utilisons un second théorème d’injection continue dû cette fois à P. Grisvard, [66] (p.

27, thm 1.4.4.1) : W s , p(Bε ) ↪→ W t , q(Bε ), pour t ≤ s et q ≥ p tels que : s − 2/p = t − 2/q.
Rappelons que H t(Bε ) = W t , 2(Bε ). Il s’agit de trouver t tel que : s = 1, p = 4/(α+2) et q = 2.
On obtient : t = 1 − α/2. Posons : εα = (1 − α)/2 ∈]0, 1/4[. On en déduit : W 1 , 4/(α+2)(Bε ) ↪→
H1/2+εα(Bε ), ce qui permet de conclure.

Soit u ∈ H1(Bε ), dont la trace sur ∂Bε s’annule au voisinage du coin rentrant. En d’autres
termes : il existe ε0 > 0 tel que ∀ r ∈ ] 0 , ε0 [ , u ( r , 0 ) = u ( r , π/α ) = 0. Soit ε1 un réel tel
que 0 < ε1 < ε0. Soit ρ ∈ C∞([0, ε]) tel que : ρ = 1 sur [0 , ε1/2] et ρ = 0 sur [ε1 , ε]. On pose
v = ρ u ∈ H1

0 (Bε ). On a donc u = v+(1−ρ)u. D’après ce qui précède, r−α/2 v ∈ H1/2+εα(Bε ). Par
ailleurs, comme r−α/2 v ∈ C∞(Bε ), r−α/2 (1− ρ)u ∈ H1(Bε ), et ainsi : r−α/2 u ∈ H1/2+εα(Bε ).

14.3.2 Preuve du lemme 2.38

Soit ε > 0. Soit ε1 > ε. Considérons f ∈ H ′
ε1 et g ∈ Hε1. On a :

< f , g >H′
ε , Hε ≤ || f ||H′

ε
|| g ||Hε .

Or, d’après la définition de Hε, lim
ε→0

|| g ||Hε = 0 car le support des intégrales sur Bε tend vers 0.

Rappelons que la norme de H ′
ε est la suivante :

|| f ||H′
ε

= sup
φ∈Hε

< f , φ >H′
ε ,Hε

||φ ||Hε

.

Pour tout φ ∈ Hε, on définit par φ̃ ∈ Hε1, la fonction égale à φ sur Bε et nulle sur Bε1\Bε. On a
donc :

|| f ||H′
ε

= sup
φ̃∈Hε1

< f , φ̃ >H′
ε1
,Hε1

|| φ̃ ||Hε1

≤ sup
ψ∈Hε1

< f , ψ >H′
ε1
,Hε1

|| ψ̃ ||Hε1

:= || f ||H′
ε1
.

Ainsi, || f ||H′
ε

est bornée lorsque ε tend vers zéro, et on a bien lim
ε→0

< f , g >H′
ε , Hε= 0.

14.4 Preuve du lemme 4.16

Nous allons prouver le lemme 4.16. Considérons le problème variationnel (4.57). On est dans le
cadre du problème (3.1)-(3.2) posé dans [52]. Décomposons G en une partie régulière et une partie

singulière ainsi : G = Ĝ +

Ncr∑

i=1

ciG xSi , où Ĝ ∈ X
0 , R
E

et ∀ i ∈ {1, ...,Ncr}, ciG ∈ R est une constante.

En prenant comme fonctions tests les vecteurs xSj , j ∈ {1, ...,Ncr} dans (4.57), on obtient que les ciG

sont solutions du système linéaire suivant : π
Ncr∑

i=1

ciG β
i , j = (f , xSj )0, ce qui nous permet d’écrire

la décomposition suivante pour G :

G = G̃ +

Ncr∑

i=1

λiG xPi , avec G̃ ∈ H1(ω) et λiG = (f , xSi )0/π .
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G̃, qui n’est pas dans X0
E

se met sous la forme : G̃ = G̃0 −
Ncr∑

i=1

λiG xRi , avec G̃0 ∈ X
0 , R
E

. D’après

M. Costabel et M. Dauge [52], G̃0 ∈ H2α− ε(ω), pour tout ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0. Pour
obtenir l’estimation d’erreur sur G, on procède de la même façon que pour montrer le théorème
4.12. Ainsi, l’erreur sur la partie régulière G̃0 est en h2α− 1− ε, et on doit évaluer l’erreur sur le
calcul des λiG pour estimer l’erreur sur la partie singulière, et sur le relèvement. Détailler cela.
• Soient λiG , h les approximations des λiG. Pour les calculer, on doit approcher les xSi . On appelle

xSi , h ces approximations. Montrons d’abord qu’il existe que ∀ε > 0 tel que 1− α − ε > 0, il existe
une constante CλG , ε > 0 telle que ∀ i ∈ {1, ...,Ncr} :

|λiG − λiG , h| < CλG , ε h
1−α−ε . (14.3)

En effet, on a :

|λiG − λiG , h| = |(f , xSi )0 − (fh , x
S
i , h)0|/π ,

= |(f − fh , x
S
i )0 + (fh , x

S
i − xSi , h)0|/π ,

≤ (||xSi ||0 ||f − fh||0 + ||fh||0 ||xSi − xSi , h||0)/π (inégalité de Cauchy-Schwarz),

≤ Cf h + Ck ||xSi − xSi , h||0 ,

≤ Cf h + CkC
′ ||xSi − xSi , h||X0

E

, d’après C. Weber [107] .

où Cf , Ck et C ′ sont des constantes strictement positives. Quelle est l’approximation d’erreur sur

le calcul des xSi,h ? Rappelons que ∀ i ∈ {1, ...,Ncr}, xSi = x̃Si +

Ncr∑

j=1

βi , j xPj , avec x̃Si ∈ H2−α− ε(ω)

(voir le paragraphe 2.4.6). D’après [4], on a l’approximation d’erreur suivante sur le calcul des β i , j :
∀ i , j ∈ {1, ...,Ncr},

|βi , j − βi , jh | ≤ Cβ h
2α ,

où Cβ ne dépend que du domaine. Ainsi, en reprenant la démonstration du théorème 4.12 (on peut
le faire pour ε > 0 tel que 2 − α − ε > 1), on obtient que pour tout ε > 0 tel que 1 − α − ε > 0,
il existe une constante Cε > 0 telle que :

||xSi − xSi , h||X0
E

≤ Cε h
1−α− ε . (14.4)

On en déduit l’estimation (14.3).

• Posons zG = −
(

Ncr∑

i=1

λiG , hΠk(x
P
i ) −

Ncr∑

i=1

λiG xPi

)
. En reprenant la démonstration du lemme

4.15, on a l’estimation suivante : pour tout ε > 0 tel que 1 − α − ε > 0, il existe une constante
C∂ω > 0 telle que :

|| zG ||XE
≤ C∂ω h

1−α− ε. (14.5)

• Comme G̃0 ∈ H2α− ε(ω), on en déduit que l’erreur d’approximation de G̃0 par les éléments finis
de Lagrange Pk la suivante : ∀ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0, il existe une constante CG,ε telle que :

|| G̃0 − G̃0
h ||X0

E

< CG,ε h
2α− 1− ε . (14.6)
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En regroupant les résultats (14.3), (14.5) et (14.6), on en déduit que ∀ε > 0 tel que 2α − 1 − ε > 0
et α − 1 − ε > 0, il existe une constante C ′G,ε > 0 telle que :

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h2α− 1− ε pour α ≤ 2/3 ,

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h1−α− ε pour α ≥ 2/3 .

(14.7)

• Recalculons maintenant l’erreur (14.3). ∀ i ∈ {1, ...,Ncr}, notons GS
i la solution du problème :

Trouver GS
i ∈ X0

E
tel que ∀F ∈ X0

E
:

A0 (GS
i , F ) = (xSi − xSi , h , F )0 .

Soit GS
i , h l’approximation de GS

i par les éléments finis de Lagrange Pk. Comme xSi − xSi , h ∈ L2(ω),
d’après (14.12), on a alors :

||GS
i − GS

i , h ||XE
≤ CGS

i
||xSi − xSi , h ||0 h2α− 1− ε pour α ≤ 2/3 ,

||GS
i − GS

i , h ||XE
≤ CGS

i
||xSi − xSi , h ||0 h1−α− ε pour α ≥ 2/3 .

(14.8)

Or, on remarque que :

||xSi − xSi , h ||20 = A0 (GS
i , x

S
i − xSi , h ) ,

= (GS
i − GS

i , h , x
S
i − xSi , h )

X0
E

,

≤ M ||GS
i − GS

i , h ||X0
E

||xSi − xSi , h ||X0
E

, où M est la constante de coercivité de A0 ;

≤





M CεCGS
i
hα− ε ||xSi − xSi , h ||0, pour α ≤ 2/3 ,

M CεCGS
i
h2 ( 1−α )− ε ||xSi − xSi , h ||0, pour α ≥ 2/3 ,

d’après (14.4) et (14.8).

Ainsi, ∀ε > 0 tel que 2 (1 − α) − ε > 0 et α − ε > 0, il existe un constante C ′
ε telle que :

||xSi − xSi , h||0 ≤





C ′ε h
α− ε, pour α ≤ 2/3 ,

C ′ε h
2 ( 1−α )− ε, pour α ≥ 2/3 .

(14.9)

Nous avons obtenu une meilleure estimation d’erreur que (14.4), qui nous permet d’obtenir que
∀ε > 0 tel que α− ε > 0 et 2 (1−α)−ε > 0, il existe une constante C ′

λG , ε telle que ∀ i ∈ {1, ...,Ncr} :

|λiG − λiG , h| <





C ′λG , ε h
α− ε, pour α ≤ 2/3 ,

C ′λG , ε h
2 ( 1−α )− ε, pour α ≥ 2/3 .

(14.10)

On obtient de cette façon une estimation sur l’erreur || zG ||XE
meilleure que (14.5) : ∀ε > 0 tel que

α − ε > 0 et 2 (1− α)− ε > 0, il existe une constante C ′
∂ω > 0 telle que :

|| zG ||XE
≤





C ′∂ω h
α− ε, pour α ≤ 2/3 ,

C ′∂ω h
2 (1−α)− ε, pour α ≥ 2/3 .

(14.11)
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En regroupant les résultats (14.10), (14.11) et (14.6), on en déduit l’estimation suivante :

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h2α− 1− ε pour α ≤ 3/4 ,

||G − Gh ||XE
≤ CG || f ||0 h2 (1−α )− ε pour α ≥ 3/4 .

(14.12)

Remarque 14.1 L’estimation d’erreur en norme L2(ω) du calcul des x̃i, du même ordre que
(14.9), est moins bonne que le résultat de E. Garcia [63], qui obtient une estimation en O(h).
Néanmoins, nous avons aussi une estimation en norme X0

E
, ce qui n’est pas le cas dans [63].



Chapitre 15

Calculs du problème discrétisé

15.1 Éléments finis Pk 2D

Élément fini P0 Élément fini P2Élément fini P1

Si

Si

Sj
Sk

Si

SjSi′

Sk′
Sj ′

Sk

Fig. 15.1 – Éléments finis P0, P1, P2 : point(s) de discrétisations par triangle.

15.1.1 Éléments finis P0

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les barycentres des triangles. Les fonctions de bases
sont discontinues, constantes par triangles, telles que :

vi |Tl
=

{
1 si Si ∈ Tl ,
0 sinon.

15.1.2 Éléments finis P1

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les sommets des triangles. Il y a donc trois points de
discrétisation par triangle. Les fonctions de bases sont continues, affines par triangles, telles que :

vi |Tl
(x , y ) = ai , l x + bi , l y + ci , l , vi (Sj ) = δij , ∀ j .

Les coefficients ai , l, bi , l, ci , l sont nuls si Si 6∈ Tl.

Soit Tl de sommets Si, Sj, Sk. Soit S3 =




xi yi 1
xj yj 1
xk yk 1


. Soit A3 =




ai , l aj , l ak , l
bi , l bj , l bk , l
ci , l cj , l ck , l


.

Alors S3 A3 = I3, où I3 est la matrice identité d’ordre 3. Ainsi, on détermine les coefficients ai , l,
bi , l, ci , l en inversant S3.

251
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15.1.3 Éléments finis P2

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les sommets, ainsi que les milieux d’arêtes des
triangles : il y a six points de discrétisation par triangle. Les fonctions de bases sont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vi |Tl
(x , y ) = ai , l x

2 + bi , l y
2 + ci , l x y + di , l x + ei , l y + fi , l , vi (Sj ) = δij , ∀ j .

Les coefficients ai , l, bi , l, ci , l, ei , l, fi , l sont nuls si Si 6∈ Tl. Soit Tl de sommets Si, Sj , Sk, et dont
les milieux des arêtes sont Si′ , Sj′ , Sk′. Pour obtenir les coefficients ai , l, bi , l, ci , l, di , l, ei , l, fi , l on
inverse la matrice S6 ∈ R

6×6 telle que :

S6 =




x2
i y2

i xi yi xi yi 1
x2
j y2

j xj yj xj yj 1

x2
k y2

k xk yk xk yk 1
x2
i′ y2

i′ xi′ yi′ xi′ yi′ 1
x2
j′ y2

j′ xj′ yj′ xj′ yj′ 1

x2
k′ y2

k′ xk′ yk′ xk′ yk′ 1




15.2 Intégration numérique 2D

15.2.1 Schémas d’intégration numérique intérieure

Dans cette section, nous proposons trois schémas d’intégration numérique sur ω, pour un
maillage triangulaire :

M3

M1 M1

S3

M2

S1

M3
S2

S1

Sept pointsHammer-Stroud

M2

S3

S2

Fig. 15.2 – Localisation des points d’intégration numérique.

- Formule de quadrature exacte pour les polynômes P de degré un :

∫

Tl

P dω =
|Tl|
3

[P (Si) + P (Sj) + P (Sk) ], (15.1)

où Si, Sj et Sk sont les sommets du triangle Tl (voir la figure 15.2).

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

( 1 ; 0 ; 0 ) 3
1

3
|Tl|
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- Schéma d’intégration d’Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 780), exact pour les polynômes P de
degré deux : ∫

Tl

P dω =
|Tl|
3

[P (Mi) + P (Mj) + P (Mk) ], (15.2)

où Mi, Mj et Mk sont les milieux des arêtes du triangles (figure 15.2).

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

(
1

2
;

1

2
; 0

)
3

1

3
|Tl|

- Schéma d’intégration à sept points (voir la figure 15.2), exact pour des polynômes de degré cinq
([58], chap. 12, p. 781) :

∫

Tl

P dω =
7∑

k=1

p̄k P (M l
k). (15.3)

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

(
1

3
;

1

3
;

1

3

)
1

9

16
|Tl|

(
6 −

√
15

21
;

6 −
√

15

21
;

9 + 2
√

15

21

)
3

155 −
√

15

1 200
|Tl|

(
6 +

√
15

21
;

6 +
√

15

21
;

9− 2
√

15

21

)
3

155 +
√

15

1 200
|Tl|

15.2.2 Schémas d’intégration numérique sur la frontière

Dans ce paragraphe, nous proposons cette fois deux schémas d’intégrations numérique sur ∂ω :

- Formule de quadrature sur les arêtes, exacte pour les polynômes P de degré un :

∫

Al

P dσ =
|Al|
2

[P (Si) + P (Sj) ], (15.4)

où Si et Sj sont les extrémités de Al.
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Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

(0, 1) 1
1

2
|Al|

- Schéma d’intégration numérique à quatre points, exacte pour les polynômes P de degré trois :

∫

Al

P dσ =

4∑

k=1

p̄k P (M l
k) . (15.5)

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

(0, 1) 2
1

8
|Al|

(
1

3
,

2

3

)
2

3

8
|Ak|

15.3 Éléments finis Pk 3D

S4

S1

S2

S3

S4

S3

S4

S24

S14

S23

S13

S23

S2

Éléments finis P2. Éléments finis P̃2.Éléments finis P1.Éléments finis P0.

S1

S34

S3 S1

S2

Fig. 15.3 – Éléments finis P0, P1, P2, P̃2 : point(s) de discrétisation par tétraèdre.

15.3.1 Éléments finis P0

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les barycentres des tétraèdres. Les fonctions de bases
sont discontinues, constantes par tétraèdres, telles que :

vi | Tl
=

{
1 si Si ∈ T̄l ,
0 sinon.

15.3.2 Éléments finis P1

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les sommets des tétraèdres. Il y a donc quatre points
de discrétisation par tétraèdre. Les fonctions de bases sont continues, affines par triangles, telles
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que :

vi | Tl
(x , y , z ) = ai , l x + bi , l y + ci , l z + di , l , vi (Sj ) = δij , ∀ j .

Les coefficients ai , l, bi , l, ci , l di , l sont nuls si Si 6∈ T̄l.

Soit Tl de sommets Si, Sj, Sk, Sm. Soit S4 =




xi yi zi 1
xj yj zj 1
xk yk zk 1
xm ym zm 1


.

Soit A4 =




ai , l aj , l ak , l am , l

bi , l bj , l bk , l bm, l

ci , l cj , l ck , l cm, l

di , l dj , l dk , l dm, l


. Alors S4 A4 = I4, où I4 est la matrice identité d’ordre 4.

Ainsi, on détermine les coefficients ai , l, bi , l, ci , l, di , l en inversant S4.

15.3.3 Éléments finis P2

Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont les sommets, ainsi que les milieux d’arêtes des
tétraèdres : il y a dix points de discrétisation par tétraèdres. Les fonctions de bases sont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vi |Tl
(x , y , z ) = ai , l x

2 + bi , l y
2 + ci , l z

2 + di , l x y + ei , l x z + fi , l y z

+ gi , l x + hi , l y + ii , l z + ji , l , vi (Sj ) = δij , ∀ j .

Les coefficients ai , l, etc sont nuls si Si 6∈ Tl. Soit Tl de sommets Si, Sj, Sk, Sm et dont les milieux
des arêtes sont Sij, Sik, Sim, Sjk, Sjm, Skm. Pour obtenir les coefficients ai , l etc, on inverse la
matrice S10 ∈ R

10×10 telle que :

S6 =




x2
i y2

i z2
i xi yi xi zi yi zi xi yi zi 1

x2
j y2

j z2
j xj yj xj zj yj zj xj yj zj 1

x2
k y2

k z2
k xk yk xk zk yk zk xk yk zk 1

x2
m y2

m z2
m xm ym xm zm ym zm xm ym zm 1

x2
ij y2

ij z2
ij xij yij xij zij yij zij xij yij zij 1

x2
ik y2

ik z2
ik xik yik xik zik yik zik xik yik zik 1

x2
im y2

im z2
im xim yim xim zij yim zim xim yim zim 1

x2
jk y2

jk z2
jk xjk yik xjk zjk yjk zjk xjk yjk zjk 1

x2
jm y2

jm z2
jm xjm yim xjm zjj yjm zjm xjm yjm zjm 1

x2
km y2

km z2
km xkm ykm xkm zkj ykm zkm xkm ykm zkm 1




15.3.4 Éléments finis P̃2

Ces éléments finis sont donnés par G. Cohen dans [45]. Les points de discrétisation Si, i ∈ I sont
les points de discrétisation P2, le barycentre du tétraèdre Gl, et les trois points par face suivants :

~OGim = ζ ~OSi +
1

2
(1− ζ) ~OSj +

1

2
(1− ζ) ~OSk ,

~OGjm = ζ ~OSj +
1

2
(1− ζ) ~OSi +

1

2
(1− ζl) ~OSk ,

~OGkm = ζ ~OSk +
1

2
(1− ζ) ~OSi +

1

2
(1− ζl) ~OSj ,
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pour la face (Si, Sj , Sk), avec ζ =
7 −

√
13

18
.

Les fonctions de base associées sont :
- Les fonctions usuelles P2 pour les éléments P2 ;
- La fonction bulle λ1 λ2 λ3 λ4, où (λ1, λ2, λ3, λ4) sont les coordonnées barycentriques par rapport
à (S1 , S2 , S3 , S4) d’un point de Tl ;
- Pour le point Gim de la face (Si , Sj , Sk), la fonction bulle λ2

i λj λk, où (λi , λj , λk) sont les
coordonnées barycentriques par rapport à (Si , Sj , Sk) d’un point de la face (Si , Sj , Sk).

On a alors la formule de quadrature suivante associée à ces points de discrétisation et exacte
pour les polynômes de degré quatre :

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

( 1 ; 0 ; 0 ; 0 ) 4 6
13− 3

√
13

10 080
|Tl|

(
1

2
;

1

2
; 0 ; 0

)
6 6

4 −
√

13

315
|Tl|

(
1

4
;

1

4
;

1

4
;

1

4

)
1 6

16

315
|Tl|

(
ζ ;

1

2
(1− ζ) ;

1

2
(1− ζ) ; 0

)
12 6

29 + 17
√

13

10 080
|Tl|

15.3.5 Schémas d’intégration numérique 3D

Dans cette section, nous proposons trois schémas d’intégration numérique sur Ω, pour un
maillage tétraédrique :
- Formule de quadrature exacte pour les polynômes P de degré un :

∫

Tl

P dΩ =
|Tl|
4

[P (Si) + P (Sj) + P (Sk) + P (Sm) ], (15.6)

où Si, Sj , Sk, Sm sont les sommets du triangles.

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

( 1 ; 0 ; 0 ; 0 ) 4
1

4
|Tl|
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- Schéma d’intégration d’Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 779), exact pour les polynômes P de
degré deux :

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids p̄k

(
5 −

√
5

20
;

5 −
√

5

20
;

5 −
√

5

20
;

5 + 3
√

5

20

)
4

1

4
|Tl|

- Schéma d’intégration à quinze points, exact pour des polynômes P de degré cinq ([58], chap. 12,
p. 779) :

Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids

( r ; r ; r ) 1 A |Tl|

( si ; si ; si ; ti ) , i = 1, 2 8 Bi |Tl|

(u ; u ; v ; v ) 6 C |Tl|

avec : r = 1/4, s1 = (7−
√

15)/34, s2 = (7 +
√

15)/34, t1 = (13 + 3
√

15)/34, t2 = (13 − 3
√

15)/34,
u = (10− 2

√
15)/40, v = (10 + 2

√
15)/40 ;

A = 16/135, B1 = (2665 + 14
√

15)/37 800, B2 = (2665 − 14
√

15)/37 800 et enfin C = 20/378.

Pour les intégrations sur ∂Ω, on se sert des schémas d’intégration numérique 2D vus au para-
graphe 15.2.1.

Pour les schémas d’intégration 2D et 3D d’ordre supérieur, nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage
de P. Solin et al. [102].

15.4 Algorithme du gradient conjugué

Cette section est reprise de [34] (chap. 2). On souhaite résoudre le système linéaire :

Trouver x solution de K x = b, (15.7)

où K ∈ R
N×N, x ∈ R

N et b ∈ R
N. On notera ( . | . ) le produit scalaire dans R

N ×R
N. Lorsque K est

symétrique, définie-positive, on utilise à cette fin la méthode du gradient conjugué, préconditionné
ou non.
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15.4.1 Gradient conjugué non-préconditionné

L’algorithme du gradient conjugué (GC) est le suivant :
Soit ε > 0 donné.

Initialisation

x0 un vecteur quelconque,

r0 = b − K x0,

q0 = r0.

Itérer k = 0 , 1 , ...

αk =
( rk | rk )

( qk |K qk )

xk+1 = xk + αk qk

rk+1 = rk − αk K qk

βk =
( rk+1 | rk+1 )

( rk | rk )

qk+1 = rk+1 + βk qk.

jusqu’à
( rk+1 | rk+1 )

( r0 | r0 )
< ε.

Définitions 15.1 Pour une matrice symétrique, définie-positive, on note λmax (K) sa plus grande
valeur propre et λmin (K) sa plus petite valeur propre.
On appelle κ (K), le nombre de conditionnement de la matrice K le rapport entre λmax (K) et
λmin (K) :

κ (K) =
λmax
λmin

.

Proposition 15.2 Posons : ε( xk ) = ( K ( xk − x ) | xk − x ). On a la majoration suivante :

ε( xk ) ≤ 2

( √
κ (K) − 1√
κ (K) + 1

)k
ε( x0 ). (15.8)

15.4.2 Gradient conjugué préconditionné

La majoration (15.8) suggère que la méthode converge d’autant plus vite que κ (K) est proche
de 1. Afin de réduire le nombre d’itérations de la méthode, on multiplie K par l’inverse d’une
matrice inversible M, pour obtenir : M

−1
K x = M

−1 b qui est un système équivalent à (15.7). Pour
appliquer l’algorithme du gradient conjugué, M doit être symétrique, définie-positive. Le système
se réécrit en effet sous la forme :

Trouver y solution de M
−1/2

K M
−1/2y = M

−1/2b et x solution de M
1/2x = y. (15.9)
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La matrice M
−1/2

K M
−1/2 étant symétrique, définie-positive, on peut donc utiliser la méthode du

gradient conjugué pour résoudre le système en y. En pratique, on réécrit l’algorithme en utilisant

directement le vecteur x plutôt que y et la matrice M plutôt que M
1/2. On obtient alors l’algorithme

du gradient conjugué préconditionné (GCP). M est appelée matrice de préconditionnement.
Plus précisemment, en appliquant l’aglorithme du gradient conjugué à un système linéaire de ma-
trice M

−1/2
K M

−1/2, on obtient l’algorithme suivant :
Soit ε > 0 donné.

Initialisation

x0 un vecteur quelconque,

r0 = b − K x0,

M z0 = r0.

q0 = z0.

Boucler k = 0 , 1 , ...

αk =
( rk | zk )

( qk |K qk )

xk+1 = xk + αk qk

rk+1 = rk − αk K qk

M zk+1 = rk+1

βk =
( rk+1 | zk+1 )

( rk | zk )

qk+1 = zk+1 + βk qk.

jusqu’à
( rk+1 | rk+1 )

( r0 | r0 )
< ε.

Les matrices M
−1/2

K M
−1/2 et M

−1
K sont semblables. Elles ont donc mêmes valeurs propres

et même nombre de conditionnement. Le taux de convergence de la méthode du GCP est gouverné
par κ (M−1

K). Supposons que M soit facile à inverser et que κ (M−1
K) soit beaucoup plus petit

que κ (K). Alors le coût d’une itération de l’algorithme GCP ne sera pas beaucoup plus élévé que
celui d’une itération de l’algorithme du GC. De plus, le taux de convergence sera meilleur. Ainsi,
la méthode du GCP est plus efficace.

15.5 Réduction de la matrice de masse

Soit Ω ∈ R
d, d = 2, 3 un polygone en 2D ou un polyèdre en 3D. Soit ( Th )h un famille de

triangulation ou une tétraédrisation de Ω. Soit Vh l’espace d’approximation de H1(Ω) suivant :

Vh = { vh ∈ C0( Ω̄ ) , vh |K ∈ P k(K ) , ∀K ∈ Th }.



260 CHAPITRE 15. CALCULS DU PROBLÈME DISCRÉTISÉ

Soient (Si )i=1,...,N les sommets de Th, et (φi )i=1,...,N les fonctions de base associées, telles que :
∀ i , j φi(Sj ) = δij.

Soit uh ∈ Vh, alors pour un point M ∈ Ω, uh(M ) =

N∑

i=1

uh(Si )φi(M ). Posons uh(Si ) = xi.

On peut représenter uh sous la forme vectorielle suivante : x = (x1 , ..., xN )T .

15.5.1 Cas général

Calculons la norme L2 de uh :

||uh ||20 =




N∑

i=1

xi φi ,

N∑

j=1

xj φj




0

=

N∑

i=1

N∑

j=1

xi xj (φi , φj )0 = ( M x | x ) ,

où M ∈ R
N×N est telle que : M

i , j = (φi , φj )0. M est appelée matrice de masse.

Considérons l’élément de référence K̂. Cet élément est transformé en l’élément K par la trans-

formation affine suivante : x̂ 7→ x = BKx̂ + bK , où : x̂ =
−−→
OM̂ , et x =

−−→
OM , BK ∈ R

d×d,
bK ∈ R

d (voir la figure 15.4). Soit ûK la fonction telle que : uh |K(M ) = ûK( M̂ ).

O 1

1

x

y

xO

y

Élément transformé

K
K̂

x = BK x̂ + bK

Élément de référence

Fig. 15.4 – Formule de représentation en 2D.

On a alors :

( M x | x ) =
∑

K∈Th

∫

K
uh(M )2 dx =

∑

K∈Th

∫

bK
ûK( M̂ )2|BK |dx̂ =

∑

K∈Th

|BK |
∫

bK
ûK( M̂ )2 dx̂ ,

(15.10)

où |BK | = det ( BK ). Or, ûK( M̂ ) dépend linéairement des valeurs de uh aux sommets de K,

(SKk )k=1,...,d+1. En effet, notons que : uh(M) =
d+1∑

k=1

λkl uh(S
K
l ), où λkl est la kième coordonnée bary-

centrique de M dans K. Mais ces valeurs sont aussi les valeurs de ûK aux sommets ( Ŝk )k=1,...,d+1 :

en d’autres termes, ûK(M̂) appartient à un espace vectoriel sur R de dimension d. Dans R
d, toutes

les normes sont équivalentes, et on a par exemple :

∫

bK
ûK( M̂ )2 dx̂ ' 1

d+ 1
| K̂ |

d+1∑

k=1

ûK( Ŝk )2 , (15.11)

où | K̂ | l’aire ou le volume de l’élément de référence K̂.
Il existe donc un couple (cd , Cd) ∈ R

2
+ tel que :

∀ûk ,
cd

d+ 1
|K̂|

d+1∑

k=1

ûk(Ŝk)
2 ≤

∫

bK
ûK( M̂ )2 dx̂ ≤ Cd

d+ 1
|K̂|

d+1∑

k=1

ûk(Ŝk)
2
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Or, on remarque que : |K | =

∫

K
dx =

∫

bK
|BK |dx̂ = |BK | | K̂ |. On injecte (15.11) dans (15.10)

pour obtenir :

( M x | x ) ' 1

d+ 1

∑

K∈Th

|BK | | K̂ |
d+1∑

k=1

ûK( Ŝk )2 =
1

d+ 1

∑

K∈Th

|K |
d+1∑

k=1

uh |K(SKk )2

' 1

d+ 1

N∑

i=1


 ∑

K |Si∈K

|K |


 uh(Si )

2 =
1

d+ 1

N∑

i=1


 ∑

K |Si∈K

|K |


 x2

i .

(15.12)

Soit M̃ ∈ R
N×N la matrice diagonale définie par :

M̃
i , i =

1

d + 1

∑

K |Si∈K

|K | . (15.13)

On déduit de (15.12) que :

( M x | x ) ' 1

d+ 1

N∑

i=1

M̃
i , i x2

i =
1

d+ 1
( M̃ x | x ) .

D’où le théorème suivant :

Théorème 15.3 La matrice de masse pleine M est équivalente à la matrice de masse réduite M̃,
définie par (15.13).

15.5.2 Triangulation ou tétraèdrisation régulière et quasi-uniforme

Soit hK le rayon du cercle ou de la sphère circonscrit(e) à l’élément K de la triangulation ou de
la tétraèdrisation Th, et ρK le rayon du cercle ou de la sphère inscrit(e). Un calcul direct permet
de vérifier que ρdK ≤ |BK | ≤ hdK . On rappelle que h = minK hK . Les définitions suivantes sont
données par P. G. Ciarlet dans [33].

Définition 15.4 (i) ( Th )h est une famille de triangulations ou de tétraèdrisations régulière si :
∃σ > 0 | ∀h , ∀K ∈ Th , hK ≤ σ ρK.
(ii) ( Th )h est quasi-uniforme : ∃ c > 0 | ∀h , ∀K ∈ Th , c h ≤ hK .

Notons que (i) implique qu’il existe un nombre maximal d’éléments Nmax auquel un sommet Si
appartient, et (ii) implique qu’on ne peut pas trop raffiner un zone de maillage par rapport à une
autre.
Soit Th satisfaisant l’hypothèse (i). Alors ∀K ∈ Th, |BK | ' hdK . Si de plus Th satisfait (ii), alors

∀K ∈ Th, |BK | ' hd et ∀ i ∈ { 1 , ..., N }, | K̂ |
∑

K |Si∈K

|BK | ' hd, puisque la somme comprend au

plus Nmax triangles ou tétraèdres d’après (i). Reprenons les équations (15.12). On a :

( M x | x ) ' 1

d+ 1

N∑

i=1

∑

K |Si∈K

|K| x2
i =

1

d+ 1

N∑

i=1

| K̂ |
∑

K |Si∈K

|BK | x2
i

' hd

d+ 1

N∑

i=1

x2
i =

hd

d+ 1
( x | x ).

(15.14)

Soit I ∈ R
N×N la matrice identité. L’équation (15.14) nous permet d’énoncer le théorème suivant :

Théorème 15.5 Soit ( Th )h une famille de triangulations ou de tétraèdrisations régulière et quasi-

uniforme. Alors la matrice de masse pleine M est équivalente à
hd

d+ 1
I.
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15.6 Réduction de la matrice de masse pondérée en 2D

Peut-on trouver une matrice de diagonale équivalente à la matrice de masse pleine ? On ne peut
pas appliquer systématiquement la relation (15.11) à uh (M ) r (M )γ car ce n’est pas une fonction

affine. Il faut trouver une autre formule de quadrature. On a :

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx = ( Mγ x | x ), où

( Mγ ) i , j = (φi , φj ) 0 , γ . D’autre part, on peut écrire :

∫

ω
uh(M )2 r2 γ dx =

∑

K∈Th

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx,

avec des intégrales approchées par un schéma d’intégration numérique à n points :

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx ' |K |

n∑

l=1

pl uh(M
K
l )2 r (MK

l )2γ . (15.15)

Posons pour tout k : rK = min
l
r (MK

l ) et RK = max
l

r (MK
l ). On a alors :

|K | ( rK )2γ
n∑

l=1

pl uh(M
K
l )2 ≤

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx ≤ |K | (RK )2γ

n∑

l=1

pl uh(M
K
l )2 .

Numérotons les points du maillage de la façon suivante : SN est le coin rentrant, pour 1 ≤ i ≤ N0,
Si n’est pas voisin de SN, et pour N0 + 1 ≤ i ≤ N− 1, Si est voisin de SN. Soit Nc = N−N0, le
nombre de sommets voisins du coin rentrant plus le coin retrant. Soit Kc l’ensemble des éléments
ayant SN comme sommet, et K0 = Th\Kc les autres éléments. Posons x0 = (x1 , ..., xN−1 ) ∈ R

N−1

et xc = (xN0+1 , ..., xN ) ∈ R
Nc .

15.6.1 Triangles intérieurs

Soit K ∈ K0. Notons que rK > 0. D’autre part, pour une triangulation régulière, RK ' rK +
hK , et hK ≤ rK , d’où : RK ≤ 2 rK . On obtient alors (par exemple pour le schéma d’intégration à
trois points en 2D (15.1), d = 2 et n = 3) :

( M̃
0
γ x0 |x0 ) ≤

∑

K∈K0

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx ≤ 4 ( M̃

0
γ x0 |x0 ) , (15.16)

où : M̃
0
γ ∈ R

(N−1)×(N−1) est la matrice diagonale telle que :

∀ i ∈ { 1 , ..., N− 1 } , ( M̃
0
γ ) i , i =

∑

K∈K0 |Si∈K

|K | ( rK )2γ .

La borne optimale est 22 γ , et comme 0 < γ < 1, 22 γ < 4.

15.6.2 Triangles touchant le coin rentrant

Soit K ∈ Kc. On ne peut plus choisir le schéma d’intégration à trois points (15.1) car il donne
rK = 0. Considérons le schéma d’intégration à trois points d’Hammer-Stroud en 2D (formule (15.2)
et figure 15.2, d = 2 et n = 3). On a alors bien : rK > 0. Pour tout l, Ml est le milieu de l’arête
opposée au sommet Sl, pl = 1/3, et :

λkl =

{
1/2 si k 6= l ,
0 sinon.
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Posons provisoirement uKh (SKi ) = xi. On a donc :

n∑

l=1

pl u
K
h (MK

l )2 =
|K |
6

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1 x2 + x1 x3 + x2 x3 ) . (15.17)

Afin de trouver la matrice équivalente à Mγ , il faut borner cette somme de produits.
Pour majorer (15.17), il suffit de remarquer que 2 a b ≤ a2 + b2. Afin de minorer (15.17), notons

que a2 + b2 + c2 + a c + a c + b c ≥ (a2 + b2 + c2 )/2, car (a+ b+ c)2 ≥ 0. D’où :

|K |
12

3∑

i=1

uKh (SKi )2 ≤
n∑

l=1

pl u
K
h (MK

l )2 ≤ |K |
3

3∑

k=1

uKh (SKi )2 .

Pour les triangles qui touchent le coin rentrant, si la triangulation est régulière, alors : rK ' hK ,
et RK ' 2 rK , d’où :

1

4
( M̃

c
γ xc |xc ) ≤

∑

K∈Kc

∫

K
uh(M )2 r2 γ dx ≤ 4 ( M̃

c
γ xc |xc ) (15.18)

où : M̃
c
γ ∈ R

(Nc)×(Nc) est la matrice diagonale telle que :

∀ i ∈ {Nc + 1 , ..., N } , ( M̃
c
γ ) i , i =

1

d+ 1

∑

K∈Kc |Si∈K

|K | (hK )2γ .

15.6.3 Matrice équivalente

Soit M̃γ ∈ R
N×N la matrice diagonale telle que :




( M̃γ ) i , i = ( M̃
0
γ ) i , i , ∀ i ∈ { 1 , ..., N0 } ,

( M̃γ ) i , i = ( M̃
0
γ ) i , i + ( M̃

c
γ ) i , i , ∀ i ∈ {N0 + 1 , ..., N− 1 } ,

( M̃γ ) i , i = ( M̃
c
γ ) i , i , pour i = N .

D’où : ∀ x ∈ R
N 1

4
( M̃γ x | x ) ≤ ( Mγ x | x ) ≤ 4 ( M̃γ x | x ). Mγ est équivalente à M̃γ .

15.7 Équivalence entre matrice de masse et matrice mixte

Soit (E , p ) ∈ R
N × R

M. On veut résoudre le problème suivant :
{

A E + C
Tp = f ,

C E = g ,
(15.19)

où A ∈ R
N×N est symétrique, définie positive ; C ∈ R

M×N est de rang maximal ; f ∈ R
N et

g ∈ R
M. Pour résoudre (15.19), il faut inverser C A

−1
C
T ∈ R

M×M.
Lorsque la condition inf-sup discrète est vérifiée, il existe une constante κ∗h > 0 telle que :

∀ q ∈ R
M , ∃F ∈ R

N :
( C

T q |F )2

( A F |F )
≥ κ∗h ( M q | q ) , (15.20)

Comme la forme bilinéaire B (3.2) est continue, il existe une constante bh > 0 telle que :

∀ q ∈ R
M , ∀F ∈ R

N , ( C
T q |F )2 ≤ b2h ( M q | q ) ( A F |F ) . (15.21)
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Théorème 15.6 Lorsque la condition inf-sup discrète est vérifiée, κ( M
−1 ( C A

−1
C
T ) ) ≤ bh

κ∗ 2
h

.

Démonstration. Montrons le théorème 15.6. Considérons (15.20) et (15.21).
Effectuons les changements de variable : q′ = M

1/2q, et F′ = A
1/2F. On obtient :

- ( M q | q ) = ( M
1/2 q′ |M−1/2 q′ ) = ( q′ | q′ ) = | q′ |2,

- ( A F |F ) = ( A
1/2 F′ |A−1/2 F′ ) = (F′ |F′ ) = |F′ |2,

- ( C
T q |F ) = ( C

T
M
−1/2 q′ |A−1/2 F′ ) = ( A

−1/2
C
T

M
−1/2 q′ |F′ ) = ( L q′ |F′ ),

avec L = A
−1/2

C
T

M
−1/2 ∈ R

N×M. On déduit de (15.20) que :

∀ q′ ∈ R
M , ∃F′ ∈ R

N : ( L q′ |F′ )2 ≥ κ∗ 2
h | q′ |2 |F′ |2 .

On déduit :

|||L ||| := inf
q′∈RM

sup
F′∈RM

( L q′ |F′ )
| q′ | |F′ | ≥ κ∗h , (15.22)

où |||L ||| est par définition la norme de L dans R
N×M.

En utilisant les mêmes changements de variables sur F et q on obtient de (15.21) que : :

∀ q′ ∈ R
M , ∀F′ ∈ R

N : ( L q′ |F′ ) ≤ b2h | q′ |2 |F′ |2 ,

d’où :
|||L ||| ≤ bh . (15.23)

Or, on a :
( C A

−1
C
T q | q ) = ( ( C A

−1/2
A
−1/2

C
T ) q | q ) ,

= |A−1/2
C
T q |2 ,

= |L q′ |2, par changement de variable.

On en déduit l’inégalité suivante, d’après (15.22) et (15.23) et comme |q′ |2 = ( M q | q ) :

κ∗ 2
h ( M q | q ) ≤ ( C A

−1
C
T q | q ) ≤ b2h ( M q | q ). (15.24)

�

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 15.7 Si la condition inf-sup est uniforme et si la constante de continuité ne dépend
pas du pas du maillage (κ∗h et bh indépendants de h), les matrices M et C A

−1
C
T sont équivalentes.

Si la condition inf-sup est uniforme, M
−1 ( C A

−1
C
T ) est équivalente à une constante fois la matrice

identité. Ainsi, le nombre de conditionnement de M
−1 ( C A

−1
C
T ) est plus proche de un que celui

de C A
−1

C
T , d’autant plus que κ∗h et bh sont proches de un. Afin de limiter le nombre d’itérations

de l’algorithme d’Uzawa, il est donc judicieux de choisir M comme matrice de préconditionnement.
Si le maillage le permet (voir la section 15.5), utiliser la matrice de masse réduite M̃ permet de
diminuer avantageusement le coût d’une itération.



Chapitre 16

Le champ magnétique

16.1 Le problème quasi-magnétostatique 2D

16.1.1 Introduction

Pour le problème bidimensionnel, les équations quasi-magnétostatique se résolvent de façon
similaire aux équations quasi-électrostatique. La condition aux limites portant sur la composante
normale de l’induction magnétique, le problème est tourné de 90◦. Par rapport à l’espace X0

E
, les

rôles de ΦN et ΦD sont inversés.
Le problème quasi-magnétostatique est le suivant :

Trouver H ∈ XH tel que :

rotH = fH dans ω , fH ∈ L2(ω), (16.1)

divH = gH dans ω , gH ∈ L2(ω), (16.2)

Hν = h sur ∂ω , h ∈ L2(∂ω), (16.3)

Pour que les équations (16.1)-(16.3) soient bien posées, d’après l’intégration par parties (1.14), il

faut que :

∫

ω
gH dω =

∫

∂ω
hdσ. Supposons que h s’annule au voisinage des coins rentrants. Il existe

alors un relèvement régulier h ∈ H1(ω) de h (hν = h). Posons H = H0 + h. H0 ∈ X0
H

satisfait :

rotH0 = f0
H ∈ L2(ω) , (16.4)

divH0 = g0
H ∈ L2(ω) , (16.5)

où : f0
H

= fH − roth et g0
H

= gH − div h.

16.1.2 Le problème direct

On peut décomposer H et H0 comme somme de dérivées de potentiels :
H = −gradψN + rotψD où ψN et ψD satisfont les problèmes de Neumann et de Dirichlet
suivants : {

−∆ψN = gH dans ω .
∂νψN = −h sur ∂ω ,

et

{
−∆ψD = fH dans ω .

ψD = 0 sur ∂ω .
(16.6)

H0 = −gradψ0
N + rotψ0

D où ψ0
N ∈ ΦN et ψ0

D ∈ ΦD satisfont les problèmes de Neumann et de
Dirichlet homogènes suivants :

{
−∆ψ0

N = g0
H

dans ω .
∂νψ

0
N = 0 sur ∂ω ,

et

{
−∆ψ0

D = f0
H

dans ω .
ψ0
D = 0 sur ∂ω .

(16.7)

265
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On a donc la décomposition orthogonale suivante : X0
H

= gradΦN

⊥
⊕ rotΦD.

On peut approcher le champ quasi-magnétostatique de plusieurs façons :

• Le champ quasi-magnétostatique peut donc être calculé par la méthode des potentiels décrite
dans la section 2.2 de la même façon et avec la même précision que le champ quasi-électrostatique.

D’après la section 2.2, ψ0
N = ψ̃N +

Ncr∑

i=1

µiN ϕ
P
N , i, et ψ0

D = ψ̃D +

Ncr∑

i=1

µiD ϕ
P
D , i, où ψ̃N,D ∈ H2(ω),

et : ∀ i µiN = ( g0
H
, sN , i )0/π, µiD = ( f0

H
, sD , i )0/π.

• Comme XH ∩H1(ω) est dense dans XH, on peut approcher la solution de (16.1)-(16.3) par
les éléments finis de Lagrange continus Pk.

Proposition 16.1 Le problème (16.1)-(16.3) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver H ∈ XH tel que : ∀F ∈ XH,

(H , F )XH
= ( gH , div F )0 + ( fH , rotF )0 +

∫

∂ω
hFν dσ .

• On peut aussi appliquer la λ-approche au calcul du champ quasi-magnétostatique. On re-

marque en effet que : gradϕPN , i = rotϕPD , i = yPi , avec yPi = αi r
αi−1
i

(
cos (αi θi )

− sin (αi θi )

)
, exprimé

en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant Oi.

On obtient alors la décomposition suivante : H0 = HR +

Ncr∑

i=1

µi yPi , HR ∈ H1(ω), et µi = µiD − µiN .

Posons H̃ = HR + h ∈ H1(ω). D’où : H = H̃ +
Ncr∑

i=1

µi yPi . On remarque que : yPi .ν | ∂ω ∈ L2(∂ω)

est nul sur les arètes du coin rentrant Oi, et régulier ailleurs. Soit hµ un relèvement régulier de la

condition aux limites normale : H̃ .ν |∂ω = h−
Ncr∑

i=1

µi yPi .ν |∂ω. Posons H̃ = H̃0 + hµ. H̃
0 satisfait :

rot H̃0 = fH − rothµ ∈ L2(ω) , (16.8)

div H̃0 = gH − divhµ ∈ L2(ω) . (16.9)

Proposition 16.2 Le problème (16.8)-(16.9) est équivalent à la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver H̃0 ∈ X

0 , R
H

tel que :

∀F ∈ X
0 , R
H

, A0( H̃
0 , F ) = M0(F ) − A0(hµ , F ) . (16.10)

A0 restreinte à X0
H
×X0

H
est une forme bilinéaire symétrique coercitive (c’est le produit scalaire

dans X0
H

). M0 est la forme linéaire continue suivante :

M0 : X0
H

→ R

F 7→ ( gH , divF )0 + ( fH , rotF )0 .

Considérons le cas où il n’existe qu’un seul coin rentrant. Lorsque h ∈ H 1/2(∂ω) s’annule au
voisinage du coin rentrant, on peut montrer de la même façon que dans le paragraphe 2.4.3 que :

( div h , sN )0 − ( roth , sD )0 =

∫

∂ω
h sN dσ . (16.11)
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On en déduit la formule généralisée et simplifiée suivante :

µ = ( fH , sD )0 − ( gH , sN )0 +

∫

∂ω
h sN dσ . (16.12)

Étudions la décomposition orthogonale de X0
H

. Soit X
0 , R
H

= X0
H
∩ H1(ω) l’espace régularisé

de X0
H

. Lorsque ω est convexe, d’après [50], X
0 , R
H

= X0
H

. Au contraire, lorsqu’il existe un coin

rentrant, X
0 , R
H

, est strictement inclus et est fermé dans X0
H

. Les éléments finis Pk de Lagrange ne

permettent pas de capter les parties singulières (non H1). Soit X
0 , S
H

= (X0 , R
H

)
⊥

X0
H . En procédant

de la même façon que pour démontrer la théorème 2.43, on obtient une base de X
0 , S
H

:

Proposition 16.3 On considère les vecteurs ySi = gradϕN , i + rotϕD , i, i ∈ {1, . . . ,Ncr}. Alors

X
0 , S
H

est généré par les ySi : X
0 , S
H

= vect(yS1 , ..., y
S
Ncr

).

D’après la λ-approche, les ySi s’écrivent ainsi : ySi = ỹi +

Ncr∑

j=1

βi , j yPj , où ỹi ∈ H1(ω) satisfait :

div ỹi = −sN , i dans ω ,
rot ỹi = sD , i dans ω ,

ỹi .ν |Ak
= −

Ncr∑

j=1

βi , j yPj .ν |Ak
, ∀ k ∈ { 1 , ..., K } .

Pour tout i, on pose ỹi = ỹ0
i + hi, où ỹ0

i ∈ X
0 , R
H

et où hi est un relèvement régulier de

−
Ncr∑

j=1

βi , j yPi .ν |∂ω. ỹ0
i satisfait alors :

div ỹ0
i = −sN , i − divhi dans ω , (16.13)

rot ỹi
0 = sD , i − rothi dans ω . (16.14)

Proposition 16.4 Fixons i. Le problème (16.13)-(16.14) est équivalent à la formulation varia-
tionnelle suivante : Trouver ỹ0

i ∈ X
0 , R
H

tel que :

∀F ∈ X
0 , R
H

, A0( ỹ
0
i , F ) = −A0(hi , F ) . (16.15)

Décomposons H0 de façon orthogonale : H0 = Ĥ0 +

Ncr∑

i=1

di y
S
i , où Ĥ0 ∈ X

0 , R
H

et ∀ i di ∈ R.

Soient d et µ ∈ R
Ncr tels que : ∀ i ∈ {1 , ..., Ncr }, di = di et µi = µi.

Proposition 16.5 Le problème (16.4)-(16.5) est équivalent à la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver Ĥ0 ∈ X

0 , R
H

et d ∈ R tels que :

A0( Ĥ
0 , F ) = M0(F ) − A0(h , F ) , ∀F ∈ X

0 , R
H

, (16.16)

Xd = µ . (16.17)
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16.2 Le problème quasi-magnétostatique 3D

16.2.1 Introduction

Le problème quasi-magnétostatique est le suivant :
Trouver H ∈ XH tel que :

rotH = fH dans Ω , fH ∈ H( div 0 , Ω) , (16.18)

divH = gH dans Ω , gH ∈ L2(Ω) (16.19)

Hν = h sur ∂Ω , h ∈ L2(∂Ω) , (16.20)

fH est à divergence nulle, et h ∈ H1/2(∂Ω) s’annule au voisinage des coins et des arêtes rentrants.
Contrairement au cas bidimensionnel, il n’y a pas de relation de compatibilité entre fH et h. Notons

que

∫

∂Ω
hdΣ =

∫

∂Ω
H .ν dΣ =

∫

Ω
gH dΩ, d’après la formule d’intégration par parties (7.13) avec

u = H et v = 1.

Définitions 16.6 On appelle la norme du graphe (ou norme naturelle) de XH la quantité suivante :

||v||0,rot ,div ,L2(∂Ω) :=

(
||v||20 + ||rot v||20 + ||divv||20 +

∫

∂Ω
|v .ν|2 dΣ

)1/2

.

On appelle la semi-norme de XH la quantité suivante :

|v|rot ,div ,L2(∂Ω) :=

(
||rot v||20 + ||divv||20 +

∫

∂Ω
|v .ν|2 dΣ

)1/2

.

P. Fernandez et G. Gilardi ont montré dans [61] le théorème suivant :

Théorème 16.7 L’injection de XH dans L2(Ω) est compacte.

Ce théorème permet de montrer le lemme suivant, de la même façon que le lemme 8.4 :

Lemme 16.8 Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Ω telle que :

∀v ∈ XH , ||v||0 ≤ C|v|rot ,div ,L2(∂Ω). (16.21)

On en déduit alors le théorème qui suit :

Théorème 16.9 Dans XH, la semi-norme est équivalente à la norme du graphe : la semi-norme
définit une norme sur XH.

16.2.2 Le problème direct

En magnétostatique (divH = 0), si la densité de courant est nulle, on a rotH = 0, et on
peut écrire le champ magnétique sous forme du gradient d’un potentiel scalaire magnétique : H =
−gradφM , où φM ∈ H1(Ω) ∩ L2

0(Ω) satisfait le problème de Neuman suivant : −∆φM = 0 dans
Ω, et ∂νφM = h sur ∂Ω. On peut alors appliquer les méthodes et les résultats de l’électrostatique,
en notant bien qu’il s’agit non plus de résoudre un problème de Dirichlet, mais un problème de
Neumann.

Comme divH est nul (absence de monopole magnétique), on peut écrire H sous la forme : rotA.
A est appelé potentiel vecteur, et est définit à un gradient près car rot grad = 0. Si on choisit
A tel que divA = 0 (c’est de choix de la jauge de Coulomb), A ∈ H1(Ω) satisfait le problème de
Neuman suivant : −∆A = fH dans Ω et rotA .n = h sur ∂Ω.



16.2. Le problème quasi-magnétostatique 3D 269

Proposition 16.10 Le problème (16.18)-(16.20) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver H ∈ XH tel que :

∀F ∈ XH , (H , F )XH = LH (F ), (16.22)

où MH est la forme linéaire suivante :

MH : XH → R

F 7→ ( fH , rotF )0 + ( gH , divF )0 +

∫

∂Ω
hFν dΣ .

Comme MH ∈ X ′
H, d’après le théorème de Riesz-Fréchet, le problème (16.22) admet une solution

unique H ∈ XH, qui dépend continûment des données fH, gH et h.
Démonstration. Voir article [36].

�

Comme XH ∩ H1(Ω) est dense dans XH [40, 51], on peut approcher la solution de (8.12) par les
éléments finis de Lagrange continus Pk.

Considérons Hr ∈ H1(Ω) un relèvement régulier de h. On pose alors : H = H0 + Hr, où
H0 ∈ X 0

H satisfait le problème suivant :

rotH = fH − rotHr dans Ω , , (16.23)

divH = gH − divHr dans Ω , (16.24)

Proposition 16.11 Le problème (16.23)-(16.24) est équivalent au problème variationnel suivant :
Trouver H0 ∈ X 0

H tel que :

∀F ∈ X 0
H , (H0 , F )X 0

H
= M0 (F ) − (Hr , F )X 0

H
, (16.25)

Comme M0 ∈ (X 0
M)′, d’après le théorème 1.7, le problème (16.25) admet une solution unique

H0 ∈ X 0
H, qui dépend continûment des données.

Lorsque Ω n’est pas convexe, X 0 , R
H := X 0

H ∩H1(Ω), l’espace régularisé de X 0
H n’est pas dense dans

X 0
H. X 0 , R

H est fermé et strictement inclus dans X 0
H.

Lorsque Ω est convexe, X 0 , R
H = X 0

H. La solution de (8.14) approchée par les éléments finis de
Lagrange continus Pk est fausse lorsque Ω présente des singularités géométriques.

La discrétisation des formulations variationnelles (16.22) et (16.25) est donnée dans le para-
graphe 16.3.2 de la section suivante.
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16.3 Champ quasi-magnétostatique : discrétisation 3D

Dans cette section, nous indiquons comment construire les matrices pour résoudre le problème
quasi-magnétostatique 3D. Nous reprenons les notations du chapitre 10 de la partie III.

16.3.1 Méthode avec CL naturelles

Pour la méthode avec CL naturelles, l’espace de discrétisation de XH par les éléments finis
Pk est Xk. La matrice des produits scalaires XH des fonctions de Xk est représenté par AH =
Rot + Div + Bν , où Bν est telle que : ∀ i ou j 6∈ I∂Ω, B

i , j
ν = 0 et : ∀ i , j ∈ I∂Ω,

B
i , j
ν =

∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

(∫

Fq

vj vi dΣνq .ν
T
q

)
.

Posons Lh ∈ (R3×3)N×N la matrice définie par les N×N sous-blocs :

L
i , j
h =

∑

Fq |Mi ,Mj∈Fq

∫

Fq

vj vi dΣνq .ν
T
q , si i et j ∈ I∂Ω ,

= 0 sinon .

Soient fH ∈ R
3 N et g

H
∈ R

N les représentations de ΠkfH et ΠkgH dans la base de Xk, et H la

représentation de Hh, l’approximation de H dans Xk. Soit h ∈ R
N, tel que hi = 0 si Mi ∈ Ω,

h(Mi) = h(Mi) sinon. La représentation discrétisée de la formulation variationnelle (16.22) se met
sous la forme matricielle suivante :

AHH = Lf fH + Lg g
H

+ Lh h ,

avec : AH = Div + Rot + Bν .

(16.26)

Par la suite, on pose : M = Lf fH + Lg g
H

+ Lh h.

16.3.2 Méthode avec CL essentielles

X 0
H∩H1(Ω) est dense dans X 0

H, seulement si Ω est convexe. Ainsi, la méthode décrite ici converge
dans la cas où Ω présente des singularités géométriques seulement si les données sont régulières.

On considère comme espace de discrétisation de X 0 , R
H le sous-espace de Xk, conforme dans X 0

H :

X 0 , R
H , k =

{
v ∈ Xk | v .ν |∂Ω = 0 sur ∂Ω

}
. (16.27)

Par construction, X 0 , R
H ,k ⊂ H1(Ω). La discrétisation de (16.25) se fait de la même façon que celle de

(16.22), mais il faut prendre en compte la condition aux limites normales dans les matrices Div et
Rot, et dans les termes du second membre.

Propriété 16.12 L’espace X 0 , R
H ,k est de dimension finie 3N − Nf − 2Na − 3Nc.
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Démonstration. Soit u ∈ X 0 , R
H , k . Comme X 0 , R

H ,k est un sous-espace de Xk, il est de dimension

inférieure ou égale à 3N et on peut écrire u =

N∑

i=1

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α.

• Considérons un point Mi, i ∈ Ia, se trouvant sur l’arête Ak , l (figure 7.1, p. 153). On a :

{
u(Mi ) .ν l = 0 ,
u(Mi ) .νk = 0 .

Comme les vecteurs νk et ν l ne sont pas colinéaires, u(Mi ) est nécessairement colinéaire à τ k , l.

Ceci étant valable pour tous les points d’arêtes, on peut écrire : u =
∑

i∈I\Ia

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α +

∑

i∈Ia

uτ (Mi ) vi τ i, avec τ i = τ k , l, défini de façon unique ; et uτ (Mi ) = u(Mi ) . τ i. Pour chaque

vecteur de X 0 , R
H ,k , nous éliminons alors deux degrés de liberté liés à chaque point d’arête. D’où :

dim(X 0 , R
H ,k ) ≤ 3N − 2Na.

• Considérons un coin Mi, i ∈ Ic. Mi est l’intersection d’au moins trois faces, dont les vecteurs
normaux ne sont pas colinéaires ni tous les trois dans le même plan, d’où u(Mi) = 0. Ceci étant

valable pour tous les coins, on peut écrire : u =

N−Nac∑

i=1

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α +
∑

i∈Ia

uτ (Mi ) τ i. Pour

chaque vecteur de X 0 , R
H ,k , nous éliminons alors les trois degrés de liberté liés à chaque coin. Il y en

a Nc, d’où : dim(X 0 , R
H , k ) ≤ 3N − 2Na − 3Nc.

• Considérons un point Mi, i ∈ If , se trouvant sur la face Fk de ∂Ω. Comme u(Mi ) .ν |Fk
= 0,

on peut écrire u(Mi ) |Fk
= uτ1(Mi ) vi τ

1
|Fk

+ uτ2(Mi ) vi τ
2
|Fk

.

D’où : u =
∑

i∈IΩ

3∑

α=1

uα(Mi )vi , α +
∑

i∈If

2∑

α=1

uτα(Mi ) vi τ
α
i +

∑

i∈Ia

uτ (Mi ) vi τ i. Ainsi, pour chaque

vecteur de X 0 , R
H , k , nous éliminons un degré de liberté par point du bord qui n’est pas ni sur une

arête ni sur un coin. D’où : dim(X 0 , R
H ,k ) ≤ 3N − Nf − 2Na − 3Nc. Pour conclure, la famille

B′0 := (vi , α )i∈ Iω , α∈{1,2,3} ∪ ( vi τ
α
i )i∈ If , α∈{1,2} ∪ ( vi τ i )i∈ Ia est contenue dans X 0 , R

H , k , d’où :

dim(X 0 , R
H ,k ) ≥ 3N − 2Nf − 3Na − 3Nc.

�

Nous avons donc montré la propriété 16.12, et au passage que B ′
0 engendre X 0 , R

H ,k . On utilisera

donc deux types de base locale de R
3 selon l’emplacement de Mi :

- ∀ i ∈ IΩ, Mi ∈ Ω, on travaille dans la base canonique ( e1 , e2 , e3 ),
- ∀ i ∈ If , Mi ∈ ∂Ω\(A ∪ C), on travaille dans la base locale ( τ 1

i , τ 2
i , νi ),

- ∀ i ∈ Ia, Mi ∈ A, si Mi est sur une arête de Fk et de Fl, on travaille dans la base locale
( τ i , ν1

i , ν2
i ), où par exemple si Mi est sur l’arête Ak , l et que Fk et Fl sont orthogonales : ν1

i = νk
et ν2

i = νk (ou le contraire, de sorte que (τ i , ν1
i , ν2

i ) forme une base orthonormée directe).
- ∀ i ∈ Ic, Mi ∈ C, afin de lever l’ambigüıté sur le vecteur normal, on travaille dans la base cano-
nique ( e1 , e2 , e3 ).
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On appelle B ′ la base de Xk ainsi formée :

B′ = (vi , α)i∈IΩ∪Ic,α∈{1,2,3} ∪ (vi τ
α
i )i∈If ,α∈{1,2} ∪ (vi νi)i∈If

∪(vi ν
α
i )i∈Ia , α∈{1,2} ∪ (vi τ i)i∈Ia .

(16.28)

Les fonctions de base de B (10.12) et de B ′ sont les mêmes pour les points Mi tels que i ∈ I\Ia.
Soit A

′ ∈ ( R
3×3 )N×N la décomposition de la matrice Div + Rot dans B ′, cette fois-ci, qu’on

écrit de la façon suivante :

A
′ =




AΩ ,Ω AΩ , f AΩ , a AΩ , c

Af ,Ω Af , f Af , a Af , c

Aa ,Ω Aa , f Aa , a Aa , c

Ac ,Ω Ac , f Ac , a Ac , c




.

Nous ne décrivons ici que les sous-blocs qui n’ont pas été décrits au paragraphe 10.4.1 :

- Ac , c = A
i∈ Ic , j ∈ Ic
ac , ac ∈ ( R

3×3 )Nc×Nc ;

- AΩ , c = A
i∈ IΩ , j ∈ Ic
Ω , ac ∈ ( R

3×3 )NΩ×Nc ;

- Ac ,Ω = A
i∈ Ic , j ∈ IΩ
ac ,Ω ∈ ( R

3×3 )Nc×NΩ .

- Af , c = A
i∈ Ic , j ∈ If
f , ac ∈ ( R

3×3 )Nc×Nf .

- Ac , f = A
i∈ If , j ∈ Ic
fac , f ∈ ( R

3×3 )Nf×Nc .

La sous-matrice Aa , a ∈ ( R
3×3 )Na×Na est composée des Na ×Na sous-blocs A

i , j
a , a ∈ R

3×3, tels
que : ∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Ia :

A
i , j
a , a =




( vj τ j , vi τ i )X 0
H

( vj ν1
j , vi τ i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ i )X 0
H

( vj τ j , vi ν
1
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi ν
1
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi ν
1
i )X 0

H

( vj τ j , vi ν
2
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi ν
2
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi ν
2
i )X 0

H



.

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R
3 décomposés dans la base locale (ν1

j , ν2
j , τ j )T :

Hh(Mj ) =




Hτ (Mj )
Hν1(Mj )
Hν2(Mj )


, où Hνα(Mj ) = Hh(Mj ) .ναj , α = 1, 2, et Hτ (Mj ) = Hh(Mj) . τ j .

La sous-matrice AΩ , a ∈ ( R
3×3 )NΩ×Na est composée des NΩ×Na sous-blocs A

i , j
Ω , a ∈ R

3×3, tels
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que : ∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ Ia :

A
i , j
Ω , a =




( vj τ j , vi e1 )X 0
H

( vj ν1
j , vi e1 )X 0

H
( vj ν2

j , vi e1 )X 0
H

( vj τ j , vi e2 )X 0
H

( vj ν1
j , vi e2 )X 0

H
( vj ν2

j , vi e2 )X 0
H

( vj τ j , vi e3 )X 0
H

( vj ν1
j , vi e3 )X 0

H
( vj ν2

j , vi e3 )X 0
H



.

Symétriquement, on a : Aa ,Ω ∈ ( R
3×3 )Na×NΩ telle que : ∀i ∈ Ia, ∀j ∈ IΩ, A

i , j
a ,Ω = A

j , i
Ω , a. Les

sous-blocs Aa , c ∈ ( R
3×3 )Na×Nc et Ac , a ∈ ( R

3×3 )Nc×Na se forment de la même façon.

La sous-matrice Af , a ∈ ( R
3×3 )Nf×Na est composée des Nf ×Na sous-blocs A

i , j
f , a ∈ R

3×3, tels
que : ∀ i ∈ If , ∀ j ∈ Ia :

A
i , j
f , a =




( vj τ j , vi τ
1
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi τ
1
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ
1
i )X 0

H

( vj τ j , vi τ
2
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi τ
2
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ
2
i )X 0

H

( vj τ j , vi νi )X 0
H

( vj ν1
j , vi νi )X 0

H
( vj ν2

j , vi νi )X 0
H



.

Symétriquement, on a : Aa , f ∈ ( R
3×3 )Na×Nf telle que : ∀i ∈ Ia, ∀j ∈ If , A

i , j
a , f = A

j , i
f , a. Nous ne

détaillerons pas les calculs des sous-matrices de A
′, car ils sont similaires aux calculs des éléments

de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 10.3.1.
Soit F ∈ Xk. Afin de définir le produit matrice-vecteur A

′ F, où F est le vecteur de ( R
3 )N associé

à F , on décompose F dans B ′ :

F =
∑

j ∈ IΩ ∪ Ic

3∑

β=1

Fβ(Mj)vj , β +
∑

j ∈ If




2∑

β=1

Fτβ(Mj) vj τ
β
j + Fν(Mj) vj νj




+
∑

j ∈ Ia




2∑

β=1

Fνβ (Mj) vj ν
β
j + Fτ (Mj) vj τ j


 ,

où ∀ i ∈ Ia, ∀α ∈ {1, 2}, Fνα(Mj) = F(Mi) .ν
α
i et Fτ (Mj) = F(Mi) . τ i.

On considère alors F = (FΩ,Ff ,Fa,Fc)
T le vecteur de R

3N associé, dont les sous-composantes
Fa et Fc sont :

- Fa = (Fν1(MN−Nac+1),Fν2(MN−Nac+1),Fτ (MN−Nac+1), ...,Fν1 (MN−Nc),Fν2(MN−Nc),Fτ (MN−Nc))
T ∈

(R3)Na ,

- Fc = (F1(MN−Nc+1),F2(MN−Nc + 1),F3(MN−Nc+1), ...,F1(MN),F2(MN),F3(MN))T ∈ (R3)Nc .

Le produit matrice-vecteur A
′ F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation

variationnelle (16.25) discrétisée dans X 0 , R
H ,k , on peut alors procéder à l’élimination des conditions

aux limites essentielles dans A
′. Cela correspond à éliminer d’une part les lignes et les colonnes de

A
′ dont les éléments dépendent de ν pour les sommets situés à l’intérieur des faces du bord (i ∈ If ) ;

d’autre part les lignes et les colonnes dont les éléments dépendent de ν 1,2 pour les sommets situés
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sur les arêtes de ∂Ω (i ∈ Ia) ; et enfin toutes les lignes et les colonnes pour les sommets situés sur
les coins de ∂Ω (i ∈ Ic). On appelle A

′
0 la matrice ainsi obtenue.

Soit AΩ , τ ∈ ( R
3×3 )NΩ×Nf la matrice AΩ , f dont on a éliminé la colonne dépendant de ν :

∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ If ,

A
i , j
Ω , τ =




( vj τ 1
j , vi e1 )X 0

H
( vj τ 2

j , vi e1 )X 0
H

0

( vj τ 1
j , vi e2 )X 0

H
( vj τ 2

j , vi e2 )X 0
H

0

( vj τ 1
j , vi e3 )X 0

H
( vj τ 2

j , vi e3 )X 0
H

0



.

Symétriquement, Aτ ,Ω ∈ ( R
3×3 )Nf×NΩ est la matrice Af ,Ω dont on a éliminé la ligne qui dépend

de ν : A
i , j
τ ,Ω = A

j , i
Ω , τ .

On considère Aτ , τ la matrice Af , f dont on a éliminé les termes dépendant de ν, sauf le terme
diagonal, pour lequel on a imposé la valeur 1 :

A
i , j
τ , τ =




( vj τ 1
j , vi τ

1
i )X 0

H
( vj τ 2

j , vi τ
1
i )X 0

H
0

( vj τ 1
j , vi τ

2
i )X 0

H
( vj τ 2

j , vi τ
2
i )X 0

H
0

0 0 δij



.

En effet, Af , f correspond à un bloc diagonal de A
′. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux

éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.
Soit AΩ , τa ∈ ( R

3×3 )NΩ×Na la matrice AΩ , a dont on a éliminé les colonnes dépendant de ν 1,2 :
∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ Ia,

A
i , j
Ω , τ =




( vj τ j , vi e1 )X 0
H

0 0

( vj τ j , vi e2 )X 0
H

0 0

( vj τ j , vi e3 )X 0
H

0 0



.

Symétriquement, Aτa ,Ω ∈ ( R
3×3 )Na×NΩ est la matrice Aa ,Ω dont on a éliminé les lignes qui

dépendent de ν1,2 : A
i , j
τa ,Ω

= A
j , i
Ω , τa

.

Soit Aτ , τa ∈ ( R
3×3 )Nf×Na la matrice AΩ , a dont on a éliminé la ligne dépendant de ν et les

colonnes dépendant de ν1,2 :
∀ i ∈ IΩ, ∀ j ∈ Ia,

A
i , j
Ω , τ =




( vj τ j , vi τ
1
i )X 0

H
0 0

( vj τ j , vi τ
2
i )X 0

H
0 0

0 0 0



.

Symétriquement, Aτa , τ ∈ ( R
3×3 )Na×Nf est la matrice Aa , f dont on a éliminé les lignes qui

dépendent de ν1,2 et la colonne qui dépend de ν : A
i , j
τa , τ = A

j , i
τ , τa .

On considère Aτa , τa la matrice Aa , a dont on a éliminé les termes dépendant de ν1,2, sauf les
termes diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

A
i , j
τa , τa =




( vj τ j , vi τ i )X 0
H

0 0

0 δij 0
0 0 δij


 .
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En effet, Aa , a correspond à un bloc diagonal de A
′. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux

éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.
On en déduit que la structure par blocs de la matrice A

′
0 ∈ ( R

3×3 )N×N est la suivante :

A
′
0 =




AΩ ,Ω AΩ , τ AΩ , τa 0

Aτ ,Ω Aτ , τ Aτ , τa 0

Aτa ,Ω Aτa , τ Aτa , τa 0

0 0 0 Ic , c




,

où Ic , c est la matrice identité de ( R
3×3 )Nc×Nc .

Proposition 16.13 La matrice A
′
0 est inversible.

La preuve est similaire à celle de la proposition 10.4.
En procédant comme dans le paragraphe 10.4.2, on montre que le problème variationnel (16.25)

discrétisé dans X 0 , R
H , k s’écrit :

Trouver Hh ∈ Xk tel que :

∀ i ∈ IΩ , ∀α ∈ { 1 , 2 , 3 } , (Hh , vi , α )X 0
H

= M0(vi , α ) ,

∀ i ∈ If , ∀α ∈ { 1 , 2} (Hh , vi τ
α
i )X 0

H
= M0( vi τ

α
i ) ,

∀ i ∈ If , Hh (Mi ) .ν i = h (Mi ) ,
∀ i ∈ Ia , ∀α ∈ { 1 , 2} , Hh (Mi ) .ν

α
i = Hr (Mi ) .ν

α
i ,

∀ i ∈ Ic , Hh (Mi ) = Hr (Mi ) .

(16.29)

Pour les deux dernières inégalités, on peut procéder comme dans le paragraphe 10.4.3.
Soit H = (HΩ , Hf , Ha , Hc )T le vecteur de R

3N associé dont les composantes sont égales à

celles de Hh dans B′. Considérons le relèvement discret suivant : Hr = (ZΩ , Hν , Hνa
, Hc )T , où :

- ZΩ est le vecteur nul de ( R
3 )NΩ ;

- Hrνa
= (0, 0, h (MNΩ+1), ..., 0, 0, h (MNΩ+Nf

))T ∈ (R3)Nf , est le vecteur contenant les valeurs les
valeurs de h sur les points des faces de ∂Ω ;

- Hr
ν = (0,Hr(MN−Nac+1) .ν

1
i ,Hr(MNΩ−Nac+1) .ν

2
i , ..., 0,Hr(MN−Nc) .ν

1
i ,Hr(MN−Nc) .ν

2
i )
T ∈ (R3)Na ,

est le vecteur contenant les valeurs des composantes de Hr sur les arêtes du maillage ;

- Hrc = (Hr
1(MN−Nc+1),H

r
2(MN−Nc+1), ,H

r
3(MN−Nc+1), ...,H

r
1(MN),Hr

2(MN), ,Hr
3(MN))T ∈ (R3)Nc ,

est le vecteur contenant les valeurs des composantes de Hr sur les coins du maillage.

Soit Aτ , f ∈ ( R
3×3 )Nf×Nf la matrice Af , f dont on a éliminé la ligne dépendant de ν i :

∀ i , j ∈ If ,

A
i , j
τ , f =




( vj τ 1
j , vi τ

1
i )X 0

H
( vj τ 2

j , vi τ
1
i )X 0

H
( vj νj , vi τ

1
i )X 0

H

( vj τ 1
j , vi τ

2
i )X 0

H
( vj τ 2

j , vi τ
2
i )X 0

H
( vj νj , vi τ

2
i )X 0

H

0 0 0



.
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Soit Aτ , a ∈ ( R
3×3 )Nf×Na la matrice Af , a dont on a éliminé la ligne dépendant de ν i :

∀ i ∈ If , ∀j ∈ Ia,

A
i , j
τ , f =




( vj τ j , vi τ
1
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi τ
1
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ
1
i )X 0

H

( vj τ j , vi τ
2
i )X 0

H
( vj ν1

j , vi τ
2
i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ
2
i )X 0

H

0 0 0



.

Soit Aτ , c ∈ ( R
3×3 )Nf×Nc , la matrice Af , c dont on a éliminé la ligne dépendant de ν i :

∀ i ∈ If , ∀ j ∈ Ic,

A
i , j
τ , c =




( vj e1 , viτ
1
i )X 0

H
( vj e2 , viτ

1
i )X 0

H
( vj e3 , viτ

1
i )X 0

H

( vj e1 , viτ
2
i )X 0

H
( vj e2 , viτ

2
i )X 0

H
( vj e3 , viτ

2
i )X 0

H

0 0 0



.

Soit Aτa , f ∈ ( R
3×3 )Na×Nf la matrice Aa , f dont on a éliminé les lignes dépendant de ν

1,2
i :

∀ i ∈ Ia , ∀ , j ∈ If ,

A
i , j
τa , f

=




( vj τ 1
j , vi τ i )X 0

H
( vj τ 2

j , vi τ i )X 0
H

( vj νj , vi τ i )X 0
H

0 0 0

0 0 0



.

Soit Aτa , a ∈ ( R
3×3 )Na×Na la matrice Aa , a dont on a éliminé les lignes dépendant de ν

1,2
i :

∀ i , j ∈ Ia,

A
i , j
τa , a =




( vj τ j , vi τ i )X 0
H

( vj ν1
j , vi τ i )X 0

H
( vj ν2

j , vi τ i )X 0
H

0 0 0

0 0 0



.

Soit Aτa , c ∈ ( R
3×3 )Na×Nc, la matrice Aa , c dont on a éliminé les lignes dépendant de ν

1,2
i :

∀ i ∈ Ia, ∀ j ∈ Ic,

A
i , j
τa , c =




( vj e1 , viτ i )X 0
H

( vj e2 , viτ i )X 0
H

( vj e3 , viτ i )X 0
H

0 0 0

0 0 0



.

Soit MΩ ∈ ( R
3 )NΩ la restriction de M aux i ∈ IΩ, Mτ ∈ ( R

3 )Nf le vecteur tel que :

Mτ = (M0( vNΩ+1 τ 1
NΩ+1 ) , M0( vNΩ+1 τ 2

NΩ+1 ) , 0 , ..., M0( vNΩ+Nf
τ 1

NΩ+Nf
) , M0( vNΩ+Nf

τ 2
NΩ+Nf

) , 0 ),
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et enfin Mτa ∈ ( R
3 )Na le vecteur tel que :

Mτa = (M0( vN−Nac+1 τN−Nac+1 ) , 0 , 0 , ..., M0( vN−Nc τN−Nc ) , 0 , 0 ),

Soit A
′
r ∈ ( R

3×3 )N×N la matrice définie ainsi :

A
′
r =




0 AΩ , f AΩ , a AΩ , c

0 Aτ , f Aτ , a Aτ , c

0 Aτa , f Aτa , a Aτa , c

0 0 0 −Ic , c




.

Posons M0 = (MΩ , Mτ , Mτa , Zc )T ∈ ( R
3 )N, où Zc est le vecteur nul de ( R

3 )Nc . On montre de
la même façon que dans le paragraphe 4.7.1 que les équations (16.29) se réécrivent sous la forme
du système matriciel suivant :

A
′
0 H = M0 − A

′
rH

r.

Le calcul de M0 est similaire à celui de M. Une fois que H est calculé, on peut écrire l’approximation
calculée sur les arêtes du bord, Ha dans la base canonique ( e1 , e2 , e3).
Pour cela, à chaque point Mi, i ∈ Ia, on associe Oa,i ∈ R

3×3, la matrice de changement de base
telle que :

Oa,i =




τ1(Mi) ν1
1 (Mi) ν2

1(Mi)

τ2(Mi) ν1
2 (Mi) ν2

2(Mi)

τ3(Mi) ν1
3 (Mi) ν2

3(Mi)



,

avec τ =

3∑

α=1

ταeα et pour β ∈ {1, 2}, νβ =

3∑

α=1

νβαeα. Soit Oa ∈ ( R
3 )Na×Na la matrice diagonale

par bloc définie par :

Oa =




Oa,N−Nac +1 0 0

0
. . . 0

0 0 Oa,N−Nc


 .

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base ( e1 , e2 , e3)
T s’écrit alors : OaHa.

Le vecteur correspondant aux composantes de Hf dans la base ( e1 , e2 , e3)
T s’écrit : Of Hf .
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Chapitre 17

Rappels de notations

17.1 Rappel des espaces fonctionnels et des formes bilinéaires 2D

• Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs à la méthode aux CL naturelles :

Espace variationnel de E :

XE =
{
u ∈ H(rot , ω) ∩H(div , ω) : uτ ∈ L2(∂ω)

}
.

Forme bilinéaire coercitive associée :

AE : XE ×XE → R

(E , F ) 7→ ( div E , divF )0 + ( rotE , rotF )0 +

∫

∂ω
Eτ Fτ dσ,

• Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs à la MCS :

Espace variationnel de E :

X0
E = {u ∈ XE : uτ = 0} , ||u||

X0
E

=
(
||rotu||20 + ||div u||20

)1/2
.

Forme bilinéaire coercitive associée :

A0 : XE ×XE → R

(E , F ) 7→ ( div E , divF )0 + ( rotE , rotF )0.

• Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs à la méthode de régularisation à

poids :

Espace variationnel de E :

X0
E , γ =

{
u ∈ H0(rot , ω) : div u ∈ L2

γ(ω)
}
, ||u||X0

E , γ
=
(
||rotu||20 + ||divu||20 , γ

)1/2
.

Forme bilinéaire coercitive associée :

Aγ : X0
E , γ ×X0

E , γ → R

(E , F ) 7→ ( divE , divF )0 , γ + ( rotE , rotF )0.

279
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17.2 Rappel des espaces fonctionnels et des formes bilinéaires 3D

• Espace variationnel de E relatif à la méthode aux CL naturelles :

XE =
{
u ∈ H(rot ,Ω) ∩H(div ,Ω) : u× ν |∂Ω ∈ L2

t (∂Ω)
}
.

• Espace variationnel de E relatif à la MCS :

X 0
E =

{
u ∈ XE : u× ν |∂Ω = 0

}
, ||u||X 0

E
=
(
||rot u||20 + ||div u||20

)1/2
.

• Espace variationnel de E relatif à la méthode de régularisation à poids :

X 0
E , γ = {u ∈ H0(rot ,Ω) ∩H(div γ ,Ω)} , ||u||X 0

E , γ
= ( ||rot u||20 + ||divu||20 , γ )1/2.
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Maxwell et de Vlasov, PhD thesis, Université Louis Pasteur, Strasbourg, 2005.
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dans Numer. Math., 2004.

[33] P. G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North-Holland, Amsterdam,
1978.



BIBLIOGRAPHIE 283
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régularisées dans un domaine lipschitzien, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, (1998), pp. 849–
854.

[52] , Singularities of electromagnetic fields in polyhedral domains, Arch. Ration. Mech. Anal.,
(2000), pp. 221–276.

[53] , Weighted regularization of Maxwell equations in polyhedral domains, a rehabilitation of
Nodal finite elements, Numer. Math., (2002), pp. 239–277.



284 BIBLIOGRAPHIE

[54] M. Costabel, M. Dauge, and D. Martin, Numerical investigation of a boundary pe-
nalization method for Maxwell equations, in Proceedings of the 3rd European conference on
numerical mathematics and advanced applications, Singapore, 2000, World Scientific, pp. 214–
221.

[55] M. Costabel, M. Dauge, and S. Nicaise, Singularities of Maxwell interface problems,
R.A.I.R.O. Modél. Math. Anal. Numér., (1999), pp. 627–649.

[56] M. Costabel, M. Dauge, and C. Schwab, Exponential convergence of hp-FEM for Max-
well’s equations with weighted regularization in polygonal domains, Math. Models Meth. Appl.
Sci., (2004).

[57] W. Dahmen, T. Klint, and K. Urban, On fictitious domain formulation for Maxwell’equa-
tions, Found. Comput. Math., (2003), pp. 135–160.

[58] R. Dautray and J.-L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour les sciences
et les techniques, Masson, Paris, 1988.

[59] P. Degond and P.-A. Raviart, An analysis of the Darwin model of approximation to
Maxwell’s equations, Forum Math., 4 (1992), pp. 13–44.

[60] L. Demkowicz and L. Vardapetyan, Modeling of electromagnetic absorption / scatte-
ring problems using hp-adaptative finite elements, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg, 152
(1998), pp. 103–124.

[61] P. Fernandes and G. Gilardi, Magnetostatic and electrostatic problems in inhomogeneous
anisotropic media with irregular boundary and mixed boundary conditions, Math. Models
Meth. App. Sci., 7 (1997), pp. 957–991.

[62] R. P. Feynman, R. B. Leighton, and M. Sands, The Feynman Lectures on Physics,
vol. 3, Addison-Wesley, Reading (Massachusetts), 1963.
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[103] E. Sonnendrücker, J. J. Ambrosiano, and S. T. Brandon, A Finite Element Formu-
lation of the Darwin PIC Model for Use on Unstructured Grids, J. Comput. Phys., (1995),
pp. 281–297.

[104] A. Taflove, Computational electrodynamics : The finite-difference time-domain method,
Artech House, 1995.

[105] T. Van and A. Wood, A time marching finite element method for an electromagnetic
scattering problem, Math. Meth. Appl. Sci., (2003), pp. 1025–1045.

[106] R. Verfürth, Error estimates for a mixed finite element approximation of the Stokes equa-
tions, R.A.I.R.O., Anal. Numer. R2, (1984), pp. 175–182.

[107] C. Weber, A local compactness theorem for Maxwell’s equations, Math. Models Meth. Appl.
Sci., (1980), pp. 12–25.

[108] K. Yee, Numerical solutions of initial boundary value problems involving Maxwell’s equations
in isotropic media, IEEE Trans. on Antennas and Propagation AP-16, (1966), pp. 302–307.

[109] J. Zhao, Analysis of finite element approximation for time-dependent Maxwell problems,
Math. Comp., 73 (2003), pp. 1089–1105.



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DE MAXWELL

AVEC DES ÉLEMENTS FINIS DE GALERKIN CONTINUS

Résumé : Les équations de Maxwell se résolvent aisément lorsque le domaine d’étude est
régulier, mais lorsqu’il existe des singularités géométriques (coins rentrants en 2D, coins et arêtes
rentrants en 3D), le champ électromagnétique est localement non borné au voisinage de ces singu-
larités. Nous nous intéressons à la résolution des équations de Maxwell dans des domaines bornés,
singuliers, à l’aide de méthodes d’éléments finis continus. En pratique, cela permet de modéliser
des instruments de télécommunication comme les guides d’onde, les filtres à stubs.
Nous analysons tout d’abord le problème quasi-électrostatique 2D, afin de mâıtriser la discrétisation
en espace. Nous présentons trois méthodes de calcul (formulations augmentées mixtes) qui donnent
des résultats numériques très convaincants :
- Une version épurée de la méthode du complément singulier (conditions aux limites essentielles).
- La méthode de régularisation à poids : on introduit un poids qui dépend des distances aux singu-
larités géométriques (conditions aux limites essentielles).
- La méthode avec conditions aux limites naturelles.
Nous étudions ensuite la généralisation de ces méthodes aux domaines 3D. Nous détaillons la
résolution des équations de Maxwell instationnaires en domaines singuliers 3D par la méthode de
régularisation à poids, et nous donnons des résultats numériques inédits.

Mots-clés : Électromagnétisme, Équations de Maxwell, Singularités, Coins rentrants, Éléments
finis, Domaines singuliers, Méthode du complément singulier, Méthode de régularisation à poids.

CONTINUOUS GALERKIN METHODS

FOR SOLVING MAXWELL EQUATIONS

Abstract: Maxwell equations are easily solved when the computational domain is regular,
but if it presents geometrical singularities (reentrant corners in 2D, reentrant corners and edges in
3D), the electromagnetic field is locally unbounded close to these singularities. We are interested
in computing solutions to Maxwell equations in singular bounded domains with continuous finite
elements. It allows to model communication devices such as wave-guides, stub filters.
We first analyse the 2D quasi-electrostatic problem, in order to control space discretization. We
present three (mixed) augmented methods, which show very convincing numerical results:
- A refined version of the singular complement method (essential boundary conditions).
- The weighted regularization method: Maxwell-Gauss equation is multiplied by a suitable weight,
which depends on the distances to the geometrical singularities (essential boundary conditions).
- The method with natural boundary conditions.
We study then the extension of these methods to 3D domains. We give details of the resolution of
time-dependent Maxwell equations in singular 3D domains with the weight regularization method,
and we give original numerical results.

Key words: Electromagnetism, Maxwell equations, Singularities, Reentrant corners, Finite el-
ements, Singular domain, Singular complement method, Weighted regularization method.


