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Béatrice Laroche

en vue de l’obtention du titre de
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Résumé

La notion de platitude a été bien définie et largement étudiée pour les systèmes
dynamiques de dimension finie.

Une des conséquences marquantes de cette propriété est de permettre la pa-
ramétrisation des trajectoires (état et commande) par des fonctions libres et leurs
dérivées, rendant ainsi aisée la solution d’un problème important en contrôle des
systèmes dynamiques: la planification de trajectoires.

Pour les systèmes linéaires de dimension finie, on a cöıncidence exacte entre
platitude et commandabilité, via la mise sous forme de Brunovsky.

La possibilité de définir une notion convenable de platitude en dimension infinie,
et d’étendre la notion de forme de Brunovsky à certaines classes de systèmes de
dimension infinie est examinée, et une définition de la platitude est proposée pour
ces systèmes.

L’étude de la platitude de l’équation générale de diffusion à une variable d’es-
pace est complètement traitée. Une méthode d’obtention d’une paramétrisation
d’une famille dense de trajectoires est proposée, et la canonicité de la représentation
de ces trajectoires est démontrée. Divers cas d’étude sont proposés, avec des appli-
cations à la planification de trajectoires.

L’étude complète de l’équation de Korteweg-De Vries mono-dimensionnelle
linéaire est réalisée, ainsi que celle d’un problème de diffusion à deux variables
d’espace, montrant les possibilités d’extension de la méthode à un cadre beaucoup
plus général.

Abstract

Flatness has been already well defined and widely studied for finite dimensional
dynamical systems.

One of the remarquable consequences of this property is to allow parametriza-
tion of trajectories (both state and control) by free functions and their derivatives.
It therefore provides an easy solution to an important problem in control theory :
motion planning.

For linear finite dimensional systems, flatness is exactly equivalent to control-
lability, via the Brunovsky canonical decomposition.

This work proposes a definition of flatness for a class of infinite dimensional
systems and extends Brunovsky canonical decomposition to infinite dimension. Fol-
lowing this new definition, the problem of flatness for a general linear 1-D diffusion
equation is completely studied. A method allowing the effective computation of flat
trajectories is given, and the canonical nature of this representation of trajectories
is proved.
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Introduction

La notion de platitude pour un système dynamique commandé a été abondam-
ment étudiée dans le cas des systèmes dynamiques de dimension d’état finie (voir
par exemple [16],[36],[17]).

En effet, elle permet, localement ou globalement, la réalisation effective de la
planification de trajectoire et de la linéarisation par bouclage, avec une grande
simplicité de mise en œuvre. Elle trouve donc des applications dans de nombreux
problèmes de contrôle appliqué ([6],[39],[22],[2], [56],[8],[31][26],[30],).

Outre son intérêt pratique évident, la platitude des systèmes dynamiques en di-
mension d’état finie est un domaine d’étude théorique très riche et encore largement
ouvert: malgré des avancées certaines (voir par exemple [25],[24],[7],[58],[57],[38],
[51],[37]), le problème de la caractérisation des systèmes plats reste encore un
problème ouvert.

Depuis plusieurs années l’intérêt pour le contrôle des systèmes de dimension in-
finie décrits par des équations aux dérivées partielles est allé en croissant. Lorsqu’on
veut controler de tels systèmes, on se trouve confronté à des problèmes nouveaux
par rapport à la situation en dimension finie. En effet, il faut définir dans quel
espace d’état (espace de fonctions de une ou plusieurs variables) le problème est
bien posé au sens de Cauchy, et avec quelles conditions sur la commande. Une ap-
proche maintenant classique et quasi-incontournable reposant sur des techniques
d’étude du problème stationnaire par formulation variationnelle et la théorie des
semi-groupes (voir par exemple [5]) permet dans de nombreux cas de répondre à
ce problème.

Il se pose ensuite des problèmes de contrôle proprement dit, et en particulier
le très important problème de la commandabilité de tels systèmes. Une méthode
désormais classique et efficace pour obtenir des résultats de commandabilité, lorsque
c’est possible, est la célèbre méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method), mise au
point par J.L Lions (voir [32]), fondée sur l’obtention d’inégalités d’observabilité
pour le problème adjoint.

On en trouve de nombreuses applications (voir par exemple [4],[46],[50]). De
façon générale, les résultats de commandabilité exacte concernant les systèmes
décrits par des équations aux dérivées partielles non linéaires sont difficiles à obte-
nir.

Une nouvelle difficulté, qu’on ne rencontre pas en dimension finie, est que cer-
tains systèmes, comme les équations de type diffusion, ne permettent pas, à cause
de leurs propriétés régularisantes, d’ obtenir une formulation satisfaisante, dans un
cadre fonctionnel où il soit bien posé, du problème de la commandabilité exacte.
C’est notamment le cas des équations qui seront étudiées dans les chapitres 2 et 4
de cet ouvrage.
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On peut cependant obtenir des résultats de commandabilité approchée pour une
très large classe de ces systèmes. Ainsi, la commandabilité approchée de l’équation
de la chaleur linéaire et semi-linéaire a été étudiée dans un cadre très général par
Fabre, Puel et Zuazua (voir [14]), par dualité en s’appuyant sur un résultat de
continuation unique pour le problème adjoint (voir [40]) dans le cas linéaire et en
rajoutant un argument de point fixe dans le cas semi-linéaire.

Parallèlement, dans le cadre des systèmes linéaires de dimension infinie, les
bases d’une approche visant à généraliser à la dimension infinie les concepts familiers
de l’automatique linéaire en dimension finie, et en particulier ceux d’une approche
fréquentielle de la commande des systèmes, tels que par exemple les notions de
pôle, de fonction de transfert et de robustesse (voir [20] et plus récemment [11]).
On trouve par exemple dans [11] un citère de commandabilité approchée pour une
certaine classe de systèmes tout à fait analogue à la version modale du critère
de Kalman en dimension finie. Tout ceci a motivé le désir d’étendre les concepts
généraux sous-jacents à la notion de platitude, à savoir la caractérisation d’un
système par l’ensemble de ses trajectoires, la paramétrisation de trajectoires par des
fonctions libres, l’équivalence des systèmes, la notion d’endogénéité, aux systèmes de
dimension infinie. On espère ainsi bénéficier en dimension infinie de la simplicité de
la synthèse de lois de commande qu’apporte la platitude, ce qui est un atout certain
par rapport aux approches mentionnées ci-dessus. Parmi les travaux déjà effectués à
ce jour, on peut citer [19] pour une approche algébrique très intéressante, [45],[18]
pour des équations de type équation des ondes et [42],[41] pour des systèmes à
retard, et enfin [12] pour l’équation de Burgers.

L’objectif du présent travail est d’étudier, pour des systèmes de dimension in-
finie linéaires décrits par une équation aux dérivées partielles d’évolution (ordre de
dérivation en temps égal à 1), l’extension des notions mentionnées ci-dessus, et de
proposer une méthode systématique de construction d’une loi de commande pour
la planification de trajectoire. Dans le cas des systèmes linéaires de dimension finie,
la notion de paramétrisation par platitude est intrinsèquement liée à la comman-
dabilité et à la forme de Brunovsky. C’est donc la démarche de mise sous forme de
Brunovsky que nous essayons, dans une certaine mesure, de généraliser au cas de
la dimension infinie.

Les résultats proposés concernent essentiellement les systèmes à une variable
d’espace, et à une seule commande. Une étude complète des équations d’ordre 2
en espace est effectuée, et il est montré sur un exemple que les notions exposées
et la méthode opératoire de synthèse de la loi de contrôle pour la planification de
trajectoires s’étendent sans difficulté à des problèmes linéaires d’évolution mono-
dimensionnels d’ordre plus grand que 2.

Un exemple de problème en dimension d’espace supérieure à 1 est également
proposé.
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CHAPITRE 1

Systèmes plats en dimension finie et infinie

1.1. La platitude

1.1.1. Equivalence de trajectoires. La notion de paramétrisation des tra-
jectoires d’un système dynamique de dimension d’état finie, et donc l’idée de ca-
ractériser un système par l’ensemble de ses trajectoires a donné lieu à l’étude de la
notion d’équivalence entre systèmes dynamiques (voir [17] et [36] pour un exposé
complet et une formalisation adéquate dans le cadre de la géométrie différentielle
de dimension infinie), et à une formulation très générale de la propriété de platitude
pour un système dynamique de dimension finie.

Nous rappelons brièvement les notions qui interviennent dans cette définition.
Soit un système dynamique commandé

ẋ = f(x,u)

où f est un fonction de classe C∞ sur un ouvert X × U ⊂ Rn × Rm, x ∈ X,
u ∈ U ; nous considérons les trajectoires régulières (c’est à dire de classe C∞) de
ce système

t �→ (x(t),u(t)) ∈ X × U

où x(t) et u(t) vérifient

ẋ(t) = f(x(t),u(t)).

Nous définissons alors la fonction à valeurs dans X×U×Rℵ
m où Rℵ

m désigne l’espace
des suites dénombrables d’éléments de Rm

t �→ ξ(t) = (x(t),u(t),u̇(t), . . .)

On a

ξ̇(t) = (f(x(t),u(t)),u̇(t),ü(t), . . .) = F (ξ).

ξ(t) peut donc être considérée comme une trajectoire du champ de vecteurs de
dimension infinie F (mais dont chaque composante ne dépend que d’un nombre fini
de variables).

Réciproquement, à tout champ de vecteurs de dimension infinie, mais dont
chaque composante ne dépend que d’un nombre fini de variables, on peut associer
un système dynamique classique.

L’espace Rℵ
m est muni d’une topologie convenable (voir [36]), ce qui permet de

parler d’ensemble ouvert et de fonction régulières, et de donner la définition d’un
système dynamique.

Définition 1.1.1. Un système dynamique est la donnée d’une paire (O,F ), où
O est un ouvert de Rℵ

m et F est un champ de vecteurs régulier de X × U × Rℵ
m.
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Dans cette définition, la notion de dimension d’état disparâıt d’une certaine
façon, comme le prouve l’exemple suivant:

Exemple 1.1.1. Les deux systèmes dynamiques usuels, où f est un fonction
de classe C∞ sur un ouvert X × U ⊂ Rn × Rm, x ∈ X, u ∈ U décrits par

ẋ = f(x,u)

pour le premier, et

ẋ = f(x,u)
u̇ = v

pour le deuxième,

ont la même représentation en terme de champ de vecteur de dimension infinie, par
le champ de vecteur:

F (ξ) = (f(x,u),u̇,ü, . . .).
Le rajout d’intégrateurs sur les m entrées du système disparait dans la représentation
par des champs de vecteurs infinis.

L’exemple qui suit s’avèrera très important.

Exemple 1.1.2 (Le système trivial dans Rℵ
m). Il s’agit du système (Rℵ

m,S) où
S est défini par

S(u0,u1,u2, . . .) = (u1,u2,u3, . . .).
Il décrit n’importe quel système fait de m chaines de longueur arbitraire finie
d’intégrateurs.

On peut alors définir la notion d’équivalence entre systèmes

Définition 1.1.2. Deux systèmes dynamiques ξ̇ = F (ξ) et ζ̇ = G(ζ), où F
et G sont des champs de vecteurs de dimension infinie de classe C∞, sont dits
équivalents si

– il existe une transformation Φ régulière telle que Φ : Rn×Rℵ
m → Rp×Rℵ

m

a des composantes qui ne font intervenir qu’un nombre fini de termes, et
pour toute trajectoire régulière t �→ (ξ(t)) du premier système,

ζ(t) = Φ(ξ(t))

soit une trajectoire du deuxième.
– et réciproquement, il existe une transformation Ψ régulière telle que Ψ :

Rp × Rℵ
m → Rn × Rℵ

m et pour toute trajectoire suffisamment régulière
t �→ (ζ(t)) du deuxième système,

ξ(t) = Ψ(ζ(t))

soit une trajectoire du premier.

Une transformation Φ pour laquelle Ψ existe est dite endogène.

Définition 1.1.3. Le système dynamique ξ̇ = F (ξ), où F est un champ de
vecteur infini de classe C∞ de Rn × Rℵ

m, est dit “plat” lorsqu’il est équivalent par
transformation endogène au système trivial de Rℵ

m, c’est à dire à la donnée de v,
formé de m fonctions régulières libres. Ces fonction régulières libres sont appelées
sorties plates du système.
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Remarque. On peut donner une définition locale de la platitude (voir [36])
qui est souvent celle qu’on utilise en pratique.

Remarque. L’appellation sortie plate vient du fait que les fonctions libres
s’expriment en fonction de l’état et de la commande du système d’origine et de ses
dérivées, elle a donc le statut de sortie du système, dont l’état est éventuellement
augmenté d’un certain nombre d’intégrateurs sur les entrées.

Un système (localement) plat au sens de cette définition est nécessairement
(localement) commandable.

De nombreux systèmes mécaniques, électriques, ou issus du domaine du génie
des procédés vérifient la propriété de platitude (voir [36] et [17] pour un recueil
d’exemples).

1.1.2. Planification de trajectoire pour les systèmes plats. La notion
de platitude permet de résoudre un problème très important de la théorie du
contrôle : la planification de trajectoires.

L’objectif de la planification de trajectoire est de fabriquer une loi de commande
en boucle ouverte pour amener un système donné d’un certain état initial, supposé
connu, à un état final connu. On peut imposer ou non le temps mis pour effectuer
ce changement d’état.

Pour un système plat, l’idée permettant de résoudre le problème de la pla-
nification est de faire la planification pour le système linéaire équivalent, puis de
revenir au système de départ grâce au changement de coordonnées endogène. En
effet, le système étant plat, il est équivalent au système trivial formé de k chaines
d’intégrateurs

y1,ẏ1,ÿ1 . . . d’entrée yn1
1

...

yk,ẏk,ÿk . . . d’entrée ynk

k .

Nous notons Y le vecteur d’état de ce système, donc

Y = (y1,ẏ1,ÿ1, . . . y
n1−1
1 , . . . yk,ẏk,ÿk . . . ,ynk−1

k )

et V le vecteur des entrées, donc

V = (yn1
1 , . . . ynk

k ).

Si nous traduisons en projection sur les deux premières coordonnées la définition
d’un système plat, l’ existence de Φ nous garantit qu’il existe (au moins localement)
un entier i et une transformation φ régulière tels que φ : Rn×(Rm)i+1 → Rp×Rm)
et pour toute trajectoire suffisamment régulière t �→ (x(t),u(t)) du premier système,

(Y (t),V (t)) = φ(x(t),u(t),u̇(t), . . . ,u(i)(t))

soit une trajectoire du deuxième. En particulier, si on fixe un état initial, un état
final et un instant final T , aux instants 0 et T on peut calculer les valeurs de
Y (0),V (0) et de Y (T ),V (T ).

Réciproquement, il existe un entier j et une transformation ψ régulière tels que
ψ : Rp × (Rm)j+1 → Rn × Rm) et pour toute trajectoire suffisamment régulière
t �→ (Y (t),V (t)) du deuxième système,

(x(t),u(t)) = ψ(Y (t),V (t),V̇ (t), . . . ,V (j)(t))
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soit une trajectoire du premier.
On raccorde alors les deux états et les deux commandes Y (0),V (0) et Y (T ),V (T )

en prenant pour chaque ym(t), m variant de 1 à k, un polynôme de degré 2nm + 1
dont les valeurs des dérivées au départ et à l’arrivée cöıncident avec celles du vecteur
Y . On note Ỹ (t) et Ṽ (t) les fonctions obtenues.

La loi de commande désirée s’obtient alors en revenant au système initial par

(x̃(t),ũ(t)) = ψ(Ỹ (t),Ṽ (t), ˙̃V (t), . . . ,Ṽ (j)(t)).

Remarque. Il faut bien sur tenir compte en pratique du fait que les pa-
ramétrisations Φ et Ψ ne sont souvent que locales et gérer le passage de singularités
du système.

Remarque. En pratique, le fait pour un système dynamique, d’avoir des tra-
jectoires paramétrables par des fonctions libres et leurs dérivées, même on n’a pas
équivalence entre ce système et le système trivial parce que le système n’est pas
commandable, est en soi très intéressant dans bien des applications.

1.1.3. Linéarisation par bouclage dynamique. Outre les problèmes de
planification de trajectoire en boucle ouverte, il faut aussi résoudre, dans les ap-
plications de controle industrielles, le problème de l’asservissement du système
sur la trajectoire planifiée, afin de corriger les erreurs dues aux erreurs dans la
modélisation du système qui a servi à élaborer la commande en boucle ouverte et
l’effet des perturbations, et d’optimiser les temps de réponse. Il s’agit de problèmes
de suivi de trajectoires (ou “tracking”) et donc contrôle en boucle fermée pour les-
quels la notion de platitude joue aussi un rôle par le biais de la linéarisation par
bouclage. On pourra consulter [36] pour un exposé très complet de l’utilisation de
la linéarisation par bouclage pour le contrôle en boucle fermée de systèmes non
linéaires. La linéarisation par bouclage se définit de la façon suivante

Définition 1.1.4. Un système dynamique

(1.1.1) ẋ = f(x,u), où (x,u) ∈ Rn × Rm,

où f est C∞, f(0,0) = 0 et rang(∂fu)(0,0) = m, est linéarisable par bouclage
dynamique si il existe un bouclage dynamique régulier

ż = a(x,z,v)

u = b(x,z,v) où z ∈ Rq, v ∈ Rm

avec équilibre en (0,0,0) tel que le système “augmenté”

ẋ = f(x,b(x,z,v))

ż = a(x,z,v)

puisse devenir, par un changement de coordonnées (donc un diffeomorphisme) noté
ξ = Ξ(x,z), où ξ ∈ Rm+q un système linéaire ξ̇ = Aξ + Bv.

Il découle donc de cette définition que

Propriété 1.1.1 ( [36], section 2.1, th.2 et cor.2 ). Un système dynamique plat
au sens de la définition par équivalence est linéarisable par bouclage dynamique.
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On définit alors la notion de bouclage endogène par

Définition 1.1.5. Le bouclage

ż = a(x,z,v)

u = b(x,z,v) où z ∈ Rq, v ∈ Rm

est dit endogène si le système en boucle ouverte (1.1.1) est équivalent (au sens de
l’équivalence des trajectoires définie précedemment) au système en boucle fermée

ẋ = f(x,b(x,z,v))

ż = a(x,z,v).

Réciproquement, la propriété d’être linéarisable par bouclage endogène en un
système commandable entrâıne la platitude. En effet, par définition d’un bouclage
endogène, le système de départ est équivalent au système bouclé, qui est lui même
équivalent par changement de coordonnées statique au système linéaire ξ̇ = Aξ+Bv
commandable: c’est la définition de la propriété d’être linéarisable par bouclage.
Mais, par bouclage statique et changement de coordonnées, le système linéaire
ξ̇ = Aξ + Bv est équivalent à sa forme canonique de Brunovsky :

y
(i1)
1 = b1v1

...

y
(ik)
k = bkvk

...

y(im)
m = bmvm,

où les coefficients b1, . . . ,bm sont non nuls, qui est le système trivial donné dans
l’exemple 1.1.2. Le système de départ est donc équivalent au système trivial, et
nous avons

Propriété 1.1.2. Un système dynamique de dimension d’état finie est plat si
et seulement si il est linéarisable par bouclage dynamique endogène en un système
linéaire commandable.

L’hypothèse d’endogénéité a, là encore, garanti que le bouclage dynamique n’a
pas rajouté d’état véritable au système, si ce n’est un nombre fini d’intégrateurs
sur les entrées des châınes de la forme de Brunovsky.

Cette hypothèse est nécessaire pour sélectionner parmi les bouclages dyna-
miques réguliers une classe de transformations qui assure une correspondance bi-
jective entre des fonctions arbitraires libres t �→ y(t) suffisamment dérivables et
les trajectoires suffisamment dérivables du système, et qui conserve la propriété de
commandabilité.

1.2. Platitude des systèmes linéaires de dimension finie

1.2.1. Equivalence entre platitude et commandabilité. Dans le cas des
systèmes linéaires, grâce à la forme canonique de Brunovsky, il est aisé de voir
que tous les systèmes commandables ayant le même nombre de commandes sont
équivalents par bouclage statique, et donc qu’ils sont plats. Les sorties plates
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peuvent être choisies comme étant les sorties des châınes d’intégrateurs de la forme
canonique de Brunovsky du système. Réciproquement, dans sa définition même,
un système plat voit ses trajectoires paramétrées par des fonctions y libres et leurs
dérivées. L’hypothèse d’endogénéité revient à affirmer qu’à tout instant, y et ses
dérivées peuvent être reconstruites à partir de x et de u et ses dérivées. Il est
donc possible (voir [16]) de construire une trajectoire reliant n’importe quel état
de départ à n’importe quel état état d’arrivée, et le système est commandable.

Dans le cas des systèmes linéaires, on a donc cöıncidence exacte entre la notion
de commandabilité et celle de platitude, et le lien se fait par l’intermédiaire de la
forme de Brunovsky.

1.2.2. Le cas des systèmes linéaires à une commande: platitude et
décomposition de Brunovsky.

1.2.2.1. Le cas général. Soit un système linéaire de dimension finie comman-
dable à une commande

ẋ = Ax + Bu,

où A est une matrice (n,n), B est un vecteur de dimension n, et pour tout t, u(t)
est un scalaire et x(t) un vecteur de dimension n.

Les notions exposées dans les paragraphes précédents se réduisent alors à re-
chercher à priori une paramétrisation des trajectoires régulières du système sous la
forme

(1.2.1) x(t) =
N∑

i=0

y(i)(t)ei,

où ici et dans toute la suite, y(i) designera la dérivée à l’ordre i en temps de la
fonction y(t), et (e1, e2, . . . , en) est un base de l’espace d’état à déterminer. Notons
que nous ne faisons aucune hypothèse à priori sur la valeur de N .

On doit avoir:
N∑

i=1

y(i)(t)(ei−1 − A(ei)) − y(t)A(e0) + y(N+1)(t)eN = Bu(t).

Comme cette égalité doit avoir lieu pour toutes les fonctions y dérivables N fois,
nous obtenons que nécessairement:

∃(a0, . . . ,aN+1) ∈ RN+2 /

eN = aN+1B,

eN−1 − A(eN ) = aNB,

...

e0 − A(e1) = a1B,

A(e0) = −a0B,

d’où:
ei = aN+1A

N−iB + . . . + ai+2AB + ai+1B,

et

(1.2.2) A(e0) = aN+1A
N+1B + aNANB . . . + a2A

2B + a1AB = −a0B.

A cause du critère de commandabilité de Kalman, dès que le coefficient aN+1 est
non nul, on doit avoir N ≥ n − 1, sinon (1.2.2) ne peut pas avoir lieu. De plus,
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les vecteurs eN ,eN−1, . . . ,eN−n+1 forment une base de l’espace d’état, et l’existence
des coefficients a0, . . . ,aN+1 est assurée par la condition de rang.

Nous prenons aN+1 = 1, et nous obtenons alors l’expression de u en fonction
de y et de ses dérivées par

(1.2.3) u = a0y + a1ẏ + a2ÿ + . . . + aNy(N) + y(N+1).

Or, si nous écrivons la dynamique du système en coordonnées dans la base eN−n+1,
eN−n+2, . . . ,eN (prise dans cet ordre) où c1,c2, . . . ,cn sont les coordonnées de eN−n

dans cette base, nous obtenons également

d

dt




x1

x2

...
xn−1

xn


 =




c1 1 . . . 0 0
c2 0 1 . . . 0
...

. . .
...

cn−1 0 . . . 0 1
cn − aN−n+2 −aN−n+2 . . . −aN −1







x1

x2

...
xn−1

xn


+




0
0
...
0
1


u.

Il est alors clair que la première coordonnée dans cette base, x1 est un sortie plate
pour le système. En effet d’après l’expression de la dynamique, la coordonnée xi

dans cette base s’exprime en fonction des i − 1 premières dérivées de x1 et u s’ex-
prime en fonction des n premières dérivées de x1:

x2 = ẋ1 − c1x1

x3 = ẋ2 − c2x1 = ẍ1 − c1ẋ1 − c2x1

...

xn = ẋn−1 − cn−1x1 = x
(n−1)
1 − c1x

(n−2)
1 − . . . − cn−1x1

u = x
(n)
1 − c1x

(n−1)
1 − . . . − cn−1ẋ1

+ (aN−n+2 − cn)x1 + aN−n+3x2 + . . . + aNxn−1 + xn

= x
(n)
1 + kn−1x

(n−1)
1 + . . . + k0x1

Réciproquement, x1 se déduit de x par bouclage statique.
Supposons que N > n − 1, nous montrons alors que y ne peut pas être une

sortie plate endogène du système. En effet, si elle l’était, nous pourrions écrire

y = l1x1 + . . . + lpx
(p)
1 , où p ≥ 0 et lp �= 0

et en injectant cette relation dans (1.2.3)

u = lpx
(N+p+1)
1 + des dérivées d’ordre < N + p + 1 de x1.

Mais nous avons établi ci-dessus que

u = x
(n)
1 + kn−1x

(n−1)
1 + . . . + k0x1,

d’où, comme N + 1 > n et lp �= 0, une relation du type

x
(N+p+1)
1 = combinaison linéaire de dérivées d’ordre < N + p + 1 de x1,
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ce qui contredit le fait que x1 est une sortie plate du système, c’est à dire une
fonction libre.

Ainsi, pour avoir une paramétrisation endogène, il faut que N = n − 1. Dans
ce cas, comme la relation (1.2.2) est vérifiée, les coefficients ci n’ont plus lieu
d’être et la matrice dynamique du système est sous forme compagne dans la base
e1, e2, . . . ,en−1. En calculant le polynôme caractéristique de cette matrice, on voit
que le seul choix possible pour les coefficients ai est celui des coefficients du po-
lynôme caractéristique normalisé de A.

1.2.2.2. Forme de Brunovsky lorsque la matrice dynamique est inversible. Si A
est inversible d’inverse K le terme de plus bas degré du polynôme caractéristique
de A est non nul. Notons ce polynôme

P (X) = p0 + p1X + . . . + pn−1X
n−1 + Xn,

on peut alors réécrire l’algorithme de calcul des ei sous la forme:

e0 = −p0KB

e1 = K(e0) − p1KB = K(e0) +
p1

p0
e0,

(1.2.4) . . .

en−1 = Ken−2 − pn−1KB = K(en−2) +
pn−1

p0
e0,

K(en−1) = − 1
p0

e0

Cette version de l’algorithme s’avèrera extrèmement utile en dimension d’état infi-
nie, où le polynôme caractéristique de A est remplacé par une fonction analytique
qui n’a donc pas de terme de plus haut degré.

1.2.3. Interprétation modale de la platitude. Si de plus A est diagona-
lisable, nous notons (d1, . . . , dn) une base diagonalisante de A (ou base modale).
λi désigne la valeur propre associée à di, et (b1, . . . , bn) sont les coordonnées de B
dans la base diagonalisante. La matrice de commandabilité de Kalman s’y écrit:

[B AB A2B . . . An−3B An−2B An−1B] =


b1 λ1b1 λ2
1b1 . . . λn−3

1 b1 λn−2
1 b1 λn−1

1 b1

b2 λ2b2 λ2
2b2 . . . λn−3

2 b2 λn−2
2 b2 λn−1

2 b2

b3 λ3b3 λ2
3b3 . . . λn−3

3 b3 λn−2
3 b3 λn−1

3 b3

...
...

...
. . .

...
...

...
bn−2 λn−2bn−2 λ2

n−2bn−2 . . . λn−3
n−2bn−2 λn−2

n−2bn−2 λn−1
n−2bn−2

bn−1 λn−1bn−1 λ2
n−1bn−1 . . . λn−3

n−1bn−1 λn−2
n−1bn−1 λn−1

n−1bn−1

bn λnbn λ2
nbn . . . λn−3

n bn λn−2
n bn λn−1

n bn




Si l’un des coefficients bi est nul, la matrice ne peut pas être de rang plein car elle
contient une ligne de zéros. De même, si deux des valeurs propres de la matrice
sont égales, la matrice présente deux lignes proportionnelles, et elle n’est pas de
rang plein. Réciproquement, le déterminant de cette matrice est un déterminant
de Vandermonde, donc sa nullité entrâıne l’égalité entre deux λi ou la nullité d’au
moins un des bi.
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Ceci fournit donc une caractérisation modale de la commandabilité (et de la
platitude) dans le cas d’un système à une commande:

Propriété 1.2.1. Pour qu’un système dynamique de dimension n à une com-
mande, à dynamique A diagonalisable soit commandable (ou plat), il faut et il suffit
que

– A ait n valeurs propres distinctes,
– et le vecteur de commande B ait une projection non nulle sur chaque

sous-espace propre de A.

Revenons dans ce cas à la paramétrisation (1.2.1), éventuellement non endogène
des trajectoires du système, nous avons la propriété de minimalité suivante

Propriété 1.2.2. Si le système est commandable et la matrice A est diagona-
lisable à valeur propres simples, alors pour toute paramétrisation des trajectoires de
la forme (1.2.1)-(1.2.3)

x =
N∑

i=0

y(i)ei

u = c0y + c1ẏ + c2ÿ + . . . + cNy(N) + y(N+1)

on a la factorisation
N∑

i=0

ciX
i + XN+1 =

(
n−1∑
i=0

aiX
i + Xn

)(
N−n∑
i=0

diX
i + XN−n+1

)

où

D(X) =
n−1∑
i=0

aiX
i + Xn

est le polynôme caractéristique de A.
La paramétrisation peut donc se décomposer en

x1 =
N−n∑
i=0

diy
(i) + y(N−n+1)

u =
n−1∑
i=0

aix
(i)
1 + x

(n)
1

et se réaliser comme la mise en série de deux systèmes (voir figure 1).

Démonstration. Nous projetons la relation (1.2.2) écrite avec les coefficients
ci dans la base modale. Nous obtenons pour chaque valeur propre λk, 1 ≤ k ≤ n :

N∑
i=0

ciλ
i
k + λN+1

k = P (λk) = 0.

Donc tous les λk sont des racines de ce polynôme.
Or, l’existence de n valeurs propres distinctes entrâıne que

D(X) =
n∏

k=1

(X − λk),

donc D divise P , ce qui est la première assertion de la propriété.
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dx1/dt=x2,
dx2/dt=x3,

.

.
dxn/dt=-an-1xn-an-2xn-1+...

-a0x1+u

x1

dy/dt=y1,
dy1/dt=y2,

.

.
dyN-n/dt=-dN-nyN-n-dN-n-1xN-n-1-...

-d0y+x1

y

paramétrisation paramétrisation

Fig. 1. Décomposition de la paramétrisation.

Posons P = DQ; la deuxième assertion vient de la relation (1.2.3) qui s’écrit

u = P (
d

dt
)(y) = D(

d

dt
)
(

Q(
d

dt
)(y)
)

.

La même relation (1.2.3) appliquée à la sortie plate x1 fournit

u = D(
d

dt
)(x1),

d’où x1 = Q( d
dt )(y), qui est le résultat annoncé. �

1.2.4. Planification de trajectoires. Nous détaillons ici la méthode in-
diquée précédemment.

Il s’agit de construire une loi de commande u(t) qui amène le système de l’état
initial x(0) à l’instant 0 à l’état final x(T ) à l’instant T . Nous appelons ici y la
sortie plate endogène qui est la première coordonnée dans la base de Brunovsky
construite par l’algorithme de la section précédente sous sa forme directe ou inverse
si c’est possible; nous avons y = Mx, où M est la première ligne de la matrice de
changement de base.

Les valeurs de y(0), ẏ(0), . . . , y(n−1)(0) sont donc des combinaisons linéaires
des composantes de x(0), elles sont connues à l’instant 0. On les note d0, d1, . . . , dn−1.
La valeur de y(n)(0) est également connue, comme combinaison des valeurs x(0) et
u(0), on la note dn.

De même, les valeurs de y(T ), ẏ(T ), . . . , y(n−1)(T ), y(n)(T ) sont connues à
l’instant T . On les note f0, f1, . . . , fn−1, fn.

On choisit alors de spécialiser y en lui donnant la valeur de la fonction po-
lynômiale p de degré 2n + 1 qui vérifie:

p(0) = d0, p(T ) = f0,

ṗ(0) = d1, ṗ(T ) = f1,

...

p(n−1)(0) = dn−1, p(n−1)(T ) = fn−1,

p(n)(0) = dn, p(n)(T ) = fn.
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Les relations

x(t) =
n−1∑
i=0

p(i)(t)ei

u = a0y + a1ẏ + a2ÿ + . . . + an−1y
(n−1) + y(n),

où les ei sont les vecteurs de la base de Brunovsky et les ai sont les coefficients
du polynôme caractéristique de A, définissent une trajectoire du système allant de
x(0) en 0 à x(T ) en T .

En particulier, la loi de commande

u(t) = a0p(t) + a1ṗ(t) + a2p̈(t) + . . . + an−1p
(n−1)(t) + p(n)(t)

répond au problème posé.

1.3. Extension de la notion en dimension infinie: exemple introductif

L’étude de cet exemple a été commencée dans [28] en utilisant une approche à
base de développements en série formelle des trajectoires. Elle a été ensuite reprise
dans [29], dans un cadre plus général. Nous en donnons maintenant une version
plus achevée faisant apparâıtre les différentes approches possibles pour traiter le
problème de la paramétrisation des trajectoires.

Considérons la tige mono-dimensionnelle:

∂x θ(0, t) = 0
θ(1, t) = uθ(x, t)

x0 1

Fig. 2. Tige chauffée à une extrémité, isolée à l’autre.

On commande la température en x = 1, alors que l’extrémité x = 0 est parfai-
tement isolée. Ce système est modélisé par

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t), x ∈ [0,1](1.3.1)

∂xθ(0,t) = 0(1.3.2)

θ(1,t) = u(t),(1.3.3)

où θ(x,t) est la répartition de température le long de la tige et u(t), la température
en 1, est la commande.

Nous allons montrer, en nous inspirant de la dimension finie, que ce système
est “plat” avec

y(t) := θ(0,t)
comme sortie plate. En d’autres termes, nous allons montrer qu’il existe (dans un
certain sens) une correspondance entre des fonctions arbitraires t �→ y(t) et un
ensemble suffisamment “grand” de trajectoires de (1.3.1)-(1.3.3).

En effet, pour un système de dimension d’état finie la propriété de platitude
consiste à demander que toutes les trajectoires au sens classique du système soient
(au moins localement au voisinage de l’état de départ) paramétrables par une fonc-
tion arbitraire et un nombre fini de ses dérivées. En dimension infinie, nous nous
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contenterons de demander que les points de départ et d’arrivée des trajectoires pa-
ramétrées (ou trajectoires “plates”) forment une partie dense, au sens d’une norme
convenable, de l’espace d’état du système, de telle sorte que comme en dimension
finie, on conserve le lien:

platitude ⇔ commandabilité (approchée)

1.3.1. Détermination de l’espace d’état: le problème est bien posé
dans L2(0,1). D’après les définitions et les résultats donnés dans l’annexe B, il
s’agit d’un problème de controle bien posé dans L2(0,1). En effet, par rapport
aux systèmes dynamiques de dimension finie, où le théorème de Cauchy garantit
toujours un problème bien posé, dans le cas des systèmes de dimension d’état infinie
décrits par des équations aux dérivées partielles avec conditions aux bords nous
devons nous assurer de l’existence, l’unicité des solutions et leur régularité au sens
d’une norme convenable vis à vis de la condition initiale et de la loi de commande.
Pour ce problème, les résultats de l’annexe B prouvent que si la loi de commande
u est dans C1(0,T ) et l’état initial est dans L2(0,1), nous obtenons une trajectoire
unique solution au sens faible du problème. En prenant un état initial plus régulier
et une loi de commande compatible avec l’état initial, on obtient une solution forte
(ou classique) du problème.

1.3.2. Solution par des développements en série. Une première approche
est de remarquer que le système “inversé”:

∂xxθ(x,t) = ∂tθ(x,t)(1.3.4)

∂xθ(0,t) = 0(1.3.5)

θ(0,t) = y(t),(1.3.6)

est sous forme de Cauchy-Kovalevsky. Nous cherchons donc tout d’abord une solu-
tion série formelle de la forme θ(x,t) =

∑+∞
i=0 ai(t)xi

i! , où les ai sont des fonctions
de C∞(0,1). Grâce à (1.3.4)-(1.3.6), nous obtenons

∀i ≥ 0,

{
a2i(t) = y(i)(t)

a2i+1(t) = 0,

si bien que

(1.3.7) θ(x,t) =
+∞∑
i=0

y(i)(t)
x2i

(2i)!
.

La loi de commande formelle est donnée par:

(1.3.8) u(t) = θ(1,t) =
+∞∑
i=0

y(i)(t)
(2i)!

.

Nous donnons alors un sens à cette solution formelle en imposant à t �→ y(t)
d’être d’un ordre Gevrey σ convenable. La définition ainsi que plusieurs propriétés
importantes des fonctions Gevrey sont données dans l’annexe C. Ce qui nous
intéresse ici est que ce sont des fonctions C∞ dont la croissance des valeurs ab-
solues des dérivées est localement bornée par un terme en Kn(n!)σ pour la dérivée
d’ordre n.

On obtient le résultat qui suit, qui sera prouvé dans un cadre plus général dans
le chapitre 3.
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Propriété 1.3.1. Si y(t) est de classe Gevrey σ < 2, la solution formelle (1.3.7)
est Gevrey d’ordre σ en t et deux fois continûment dérivable en x (en particulier,
la loi de commande formelle (1.3.8) est Gevrey d’ordre σ).

Lorsque σ = 2, on a le même résultat en prenant R > 1 (R est le “rayon de
y(t) dans la définition C.1.5.

Nous avons donc établi, grâce à cette propriété, que toute fonction Gevrey y(t)
d’ordre σ < 2 définit une unique trajectoire

(
θ(x,t),u(t)

)
de (1.3.1)-(1.3.3) qui soit

Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x. Réciproquement, toute trajectoire de (1.3.1)-(1.3.3)
qui est deux fois continûment dérivable en x et Gevrey d’ordre σ en t définit de
façon évidente une unique fonction Gevrey y(t) := θ(0,t) d’ordre σ. De plus, y
s’exprime directement, c’est à dire sans aucune intégration en temps, en fonction
de θ: notre paramétrisation n’a pas rajouté d’état au système, on dira donc par
analogie avec la dimension finie qu’elle est endogène.

Pour σ = 2, cette bijection a lieu entre les fonctions Gevrey y(t) d’ordre 2
et de rayon R > 4 et les trajectoires qui sont Gevrey d’ordre 2 en t et deux fois
continûment dérivables en x.

1.3.3. Solution par une mise sous forme de Brunovsky. Nous propo-
sons dans ce paragraphe une autre approche pour traiter la paramétrisation des
trajectoires. L’idée directrice est de rechercher une trajectoire formelle non plus
sous la forme d’une série de puissances de x affectées de coefficients qui dépendent
du temps, mais, comme dans la section 1.1, sous la forme:

θ(x,t) =
∞∑

k=0

dky(t)
dtk

ek+1(x),(1.3.9)

u(t) =
∞∑

k=0

dky(t)
dtk

ak(1.3.10)

où y est une fonction indéfiniment dérivable. Nous tentons donc d’effectuer une
“mise sous forme de Brunovsky” du système, qui pourra mériter véritablement ce
nom lorsque nous aurons prouvé qu’elle est, en un certain sens, “canonique”, ce qui
sera fait par la suite au 4.4.

Reprenons donc le problème de départ, et posons:

v(x,t) = θ(x,t) − u(t).

Il se transforme alors en un problème de dimension infinie, très semblable dans sa
forme au problème linéaire général décrit dans la section 1.1. Nous considérons v
comme une fonction du temps, à valeurs dans L2(0,1) et nous obtenons:

∂tv = A(v) − Bu̇,(1.3.11)

v(1,t) = 0, ∂tv(0,t) = 0,

où l’opérateur A est défini sur D(A) à valeurs dans L2(0,1) par A(v) = v′′, avec :

D(A) = {v ∈ L2(0,1)/v′ ∈ L2(0,1), v′′ ∈ L2(0,1),

v(1) = 0, v′(0) = 0},
et le vecteur B est la fonction constante qui vaut 1 sur [0,1]. Nous prenons u̇ comme
nouvelle variable de commande. En dérivant formellement et en substituant dans
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(1.3.11) nous obtenons:

v(x,t) =
∞∑

k=0

dky(t)
dtk

(ek(x) − akB)

et
∞∑

k=0

dk+1y

dtk+1
(A(ek+1 − ak+1B)−ek + akB) + yA(e0 − a0B) =

∞∑
k=0

dk+1y

dtk+1
akB.

(1.3.12)

Nous voulons que (1.3.12) soit vérifiée au moins pour toute fonction polynômiale
y, ce qui entrâıne que

e0 = a0B,

A(ek+1 − ak+1B) = ek.

Nous utilisons alors le résultat classique suivant (voir la section A): A est inversible,
et K = A−1 est un opérateur intégral auto-adjoint compact de L2(0,1); A est donc
Riesz-spectral et ses valeurs propres vérifient:

DA(λ) = cosh(
√

λ) =
∞∑

k=0

1
(2k)!

λk = 0.

DA, qui n’est autre que le déterminant de Fredholm de K, joue le rôle du polynôme
caractéristique en dimension finie. Nous obtenons donc:

e0 = a0B,

ek+1 = K(ek) + ak+1B.

L’algorithme de Brunovsky fournit un choix naturel des coefficients ak: ce seront
les coefficients du développement en série de DA. Nous utilisons la forme (1.2.4) de
l’algorithme comme ci-dessus, puisque B n’appartient pas à D(A) et qu’il n’y a pas
de “dernier” vecteur de base dans notre suite infinie.

Le calcul effectif donne :

e0(x) = B(x) = 1

e1(x) = Ke0(x) +
1
2!

B(x)

=
x2 − 1

2!
+

1
2!

=
x2

2!

et par récurrence:

ei(x) = Kei−1(x) +
1

(2i)!
B(x) =

x2i

2i!

Nous avons donc retrouvé le résultat obtenu par un développement en série posé
à priori, et la propriété de convergence des trajectoires formelles est alors identique
à celle obtenue précédemment.
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1.3.4. Densité. Il nous faut maintenant pour pouvoir qualifier ce système de
“plat”, vérifier que les états de départ et d’arrivée du système qu’il est possible de
raccorder par une trajectoire plate sont denses dans L2(0,1). C’est une conséquence
directe du théorème de Stone-Weierstrass, qui affirme la densité des polynômes de
degré pair dans C(0,1) pour la norme uniforme (voir [52]), et donc dans L2(0,1)
pour la norme L2.

Cette propriété de densité va entrâıner, comme nous allons le voir dans la
section qui suit, la commandabilité approchée du système dans L2(0,1): nous re-
trouvons bien, comme en dimension finie, le lien étroit entre commandabilité et
platitude. Cet aspect sera développé par la suite.

1.3.5. Application à la planification de trajectoire. La propriété de pla-
titude ainsi définie fournit une solution simple et constructive au problème de la
planification de trajectoire approchée.

En effet, supposons que le profil de température initial de la tige est

∀x ∈ [0,1], θ(x,0) = Θ0(x), Θ0 ∈ L2(0,1).

Nous voulons trouver une loi de commande en boucle ouverte [0,T ] � t �→ u(t) telle
qu’à l’instant T le profil de température final soit “arbitrairement proche” de

∀x ∈ [0,1], θ(x,T ) = ΘT (x), ΘT ∈ L2(0,1).

Bien sur, Θ0 ainsi que ΘT n’ont pas, en général, un développement en une série de
Taylor convergente de puissances paires de x à l’origine. Mais à cause de la densité
des polynômes de degré 2, pour tout ε > 0 il existe des polynômes

Π0(x) =
n∑

i=0

pi
x2i

(2i)!
, pi ∈ R

ΠT (x) =
n∑

i=0

qi
x2i

(2i)!
, qi ∈ R

tels que ‖Θ0 − Π0‖ ≤ ε et ‖ΘT − ΠT ‖ ≤ ε (ici et dans ce qui suit ‖.‖ désigne la
norme usuelle de L2(0,1)). D’autre part, en prenant

φγ(t) =




0 if t �∈]0,1[,

exp

(
−1(

(1 − t)t
)γ
)

if t ∈]0,1[.

qui est d’ordre Gevrey 1 + 1/γ pour γ > 0 (voir annexe sur les fonctions Gevrey)
la fonction

Φγ(t) =




0 if t < 0
1 if t > 1∫ t

0
φγ(τ)dτ∫ 1

0
φγ(τ)dτ

if t ∈]0,1[,

est aussi Gevrey d’ordre ≤ 2 lorsque γ ≥ 1. Donc la fonction

Y (t) :=

(
n∑

i=0

pi
ti

i!

)(
1 − Φγ

(
t

T

))
+

(
n∑

i=0

qi
(t − T )i

i!

)
Φγ

(
t

T

)
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est Gevrey d’ordre ≤ 2 lorsque γ ≥ 1 et satisfait à:

Y (i)(0) = pi, Y (i)(T ) = qi, i = 0, . . . ,n

Y (i)(0) = 0, Y (i)(T ) = 0, i > n.

En nous inspirant de (1.3.8), nous définissons alors la loi de commande en
boucle ouverte:

U(t) :=
+∞∑
i=0

Y (i)(t)
(2i)!

, t ∈ [0,1].

Nous considérons également une loi de commande approchée Ū ∈ C2(0,T ) telle que

sup
t∈[0,T ]

∣∣Ū(t) − U(t)
∣∣ ≤ ε et sup

t∈[0,T ]

∣∣∣ ˙̄U(t) − U̇(t)
∣∣∣ ≤ ε.

Un exemple de loi de commande approchée est:

Ū(t) :=
N∑

i=0

Y (i)(t)
(2i)!

,

obtenue en tronquant U à un ordre N suffisamment grand (on peut effectivement
trouver un tel N , puisque la série qui définit U , ainsi que toutes ses dérivées, est
uniformément convergente sur [0,T ] en vertu de la propriété de convergence des
trajectoires formelles).

Grâce à ces lois de commande nous obtenons le résultat qui suit, dont la
démonstration sera donnée au paragraphe 2.6

Propriété 1.3.2. La loi de commande [0,T ] � t �→ U(t) conduit le système
(1.3.1)-(1.3.3) de l’état initial Π0 à l’instant 0 à l’état final ΠT à l’instant T , ceci
de façon exacte.

La loi de commande approchée [0,T ] � t �→ Ū(t) conduit le système (1.3.1)-
(1.3.3) de l’état initial Θ0 à l’instant 0 à l’état final ΘT à l’instant T , ceci de façon
approchée: il existe K > 0, indépendant de T tel que

‖θ(.,T ) − ΘT ‖ ≤ Kε.

Nous avons donc prouvé en utilisant des arguments élémentaires et construc-
tifs la commandabilité approchée en un temps T quelconque de (1.3.1)-(1.3.3), en
utilisant une loi de commande très régulière (C∞ par exemple).

La figure 3 montre l’évolution de la température avec une loi de commande
générée par Y (t) = Φ1(t), conçue pour amener le système de l’état stationnaire θ =
0 à l’instant t = 0 à l’état stationnaire θ = 1 à l’instant t = 1 (la loi de commande
approchée est U tronquée à l’ordre 10).

1.3.6. Proposition de définition de la platitude en dimension infinie.
Au vu de l’exemple du système (1.3.1)-(1.3.2), nous proposons d’adopter pour la
définition de la platitude d’un système de dimension infinie linéaire à une commande
décrit par une équation d’évolution la définition qui suit.

L’idée, sous-jacente à la définition de platitude en dimension finie, de pouvoir
paramétrer les trajectoires du systèmes par une fonction libre et ses dérivées est
bien sur conservée.

Par contre la notion d’équivalence endogène est beaucoup plus difficile à re-
transcrire en dimension infinie. Puisque nous sommes dans le cadre des systèmes
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Fig. 3. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

linéaires pour lesquels, en dimension finie, la platitude équivaut à la commandabi-
lité, nous essayons de la remplacer par une exigence de densité des états joignables
par des trajectoires paramétrées. Cette exigence correspond, nous le verrons par la
suite, à une exigence de commandabilité approchée du système.

Remarque. Dans le cas des systèmes de dimension infinie, la propriété de
commandabilité approchée s’avère parfois être la seule propriété qu’on puisse obte-
nir. C’est le cas, par exemple, pour les équations de diffusion, où l’effet régularisant
de l’opérateur en espace ne permet d’atteindre exactement que des états deux fois
continûment dérivables en espace.

Définition 1.3.1. Un système comme ci-dessus sera dit “plat” si il existe une
paramétrisation des trajectoires du système, c’est à dire une famille de fonctions
(αi)i∈N, et un espace fonctionnel G ⊂ C∞(0,T ) tels que pour toute fonction y dans
G, la série

(1.3.13)
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

converge normalement sur [0,1] × [0,T ] vers une trajectoire au sens classique (c’est
à dire suffisamment continûment dérivable en temps et en espace), et si de plus
le sous ensemble D de l’espace d’état H du système, formé des états de départ et
d’arrivée joignables par des trajectoires de la paramétrisation, est dense dans H,
où H est supposé être un espace de Hilbert.

Nous allons étudier diverses équations, toujours avec la même démarche dictée
par cette définition.

Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés à l’étude de l’équation de diffusion linéaire.
Dans le chapitre 2 sont regroupées les étapes préparatoires (changements de

coordonnées, transformations par bouclages statiques sur les termes de bords)
nécessaires à l’étude du développement en série au chapitre 3 aussi bien qu’à la
construction de la paramétrisation des trajectoires du chapitre 4.
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La méthode des développements en séries, qui est étudiée au chapitre 3, corres-
pond à une classe particulière de problèmes à coefficients analytiques et à conditions
aux bords particulières où les fonctions αi sont analytiques, et la série (1.3.13) peut
être resommée en une série normalement convergente de puissances de x. Cet aspect
sera abordé dans la section 4.2.4.

Le chapitre 4 est ensuite consacré à la construction effective de la famille
(αi)i∈N, et à la preuve de la platitude au sens de la définition ci-dessus pour une
très large classe d’équations de diffusion linéaires. Des exemples sont donnés au
chapitre 5.

Le chapitre 6 suit la même démarche, appliquée à un système où l’ordre de
dérivation en espace est supérieur à 2, et le chapitre 7 esquisse ce qui pourrait être
fait dans un problème de géométrie simple où la dimension en espace est de deux.
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CHAPITRE 2

Equations aux dérivées partielles de type diffusion

Soit le problème d’évolution linéaire avec une commande au bord, où (x,t) ∈
[0,1] × [0,T ]:

∂ty(x,t) = ∂xxy(x,t) + c1(x)∂xy(x,t) + c0(x)y(x,t)(2.0.14)

l11y(0,t) + l12∂xy(0,t) + l13y(1,t) + l14∂xy(1,t) = u(t)(2.0.15)

l21y(0,t) + l22∂xy(0,t) + l23y(1,t) + l24∂xy(1,t) = u(t)(2.0.16)

Les fonctions c0 et c1 sont supposées être C∞ sur un voisinage ouvert de [0,1]
dans R, à valeurs réelles, et les lij sont des constantes réelles. La loi de commande
t �→ u(t) sera en général au moins dans C1(0,T ), si elle n’est pas dans C∞(0,T ).

Nous allons, dans la section 2.1, transformer le système par changement de
coordonnées pour le mettre sous une forme standard, puis nous assurer dans la
section 2.2 qu’il s’agit d’un problème bien posé.

Nous le transformons ensuite par bouclage des termes de bord de façon à nous
ramener à une forme de système présentant des propriétés intéressantes lorsqu’on
désire paramétrer les trajectoires: c’est l’objet du paragraphe 2.3. Il n’est pas tou-
jours possible d’effectuer ces transformations: dans la section 2.4 nous effectuons
un examen de ces situations particulières.

Nous terminons ce chapitre par deux sections où sont regroupés des résultats
généraux concernant le problème (2.0.14)-(2.0.16); dans la section 2.5 sont établies
des propriétés utiles de l’opérateur en espace du problème mis sous forme standard,
alors que dans la section 2.6 sont donnés des résultats généraux concernant la
commandabilité approchée de ce même problème.

2.1. Mise sous forme standard du système

Tout d’abord, en combinant les deux conditions aux bords, on peut toujours
ramener un problème d’évolution linéaire avec une commande au bord de la forme
(2.0.14)-(2.0.16) ci-dessus à:

∂ty(x,t) = ∂xxy(x,t) + c1(x)∂xy(x,t) + c0(x)y(x,t)(2.1.1)

l11y(0,t) + l12∂xy(0,t) + l13y(1,t) + l14∂xy(1,t) = 0(2.1.2)

l21y(0,t) + l22∂xy(0,t) + l23y(1,t) + l24∂xy(1,t) = u(t)(2.1.3)

où la commande n’apparâıt que dans une seule des deux conditions aux bords.
L’équation (2.1.2) sera désignée par la suite sous le nom d’“équation de contrainte”,
et l’équation (2.1.3) sous le nom d’“équation de commande”.

Grâce au changement de variable:

θ(x,t) := e
∫ x
0

c1(ξ)
2 dξy(x,t),
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(il s’agit l’équivalence de geauge d’un opérateur du second ordre quelconque à un
opérateur de Schrödinger, voir [43]) le problème (2.1.1)-(2.1.3) se transforme tout
d’abord en

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t) + q(x)θ(x,t)(2.1.4)

a11θ(0,t) + a12∂xθ(0,t) + a13θ(1,t) + a14∂xθ(1,t) = 0(2.1.5)

a21θ(0,t) + a22∂xθ(0,t) + a23θ(1,t) + a24∂xθ(1,t) = u(t)(2.1.6)

où on a posé:

a11 = l11 − c1(0)
2 l12 a12 = l12

a13 =
(
l13 − c1(0)

2 l14

)
e−
∫ 1
0

c1(ξ)
2 dξ a14 = c1(0)

2 l14e
− ∫ 1

0
c1(ξ)

2 dξ

a21 = l21 − c1(0)
2 l22 a22 = l22

a23 =
(
l23 − c1(0)

2 l24

)
e−
∫ 1
0

c1(ξ)
2 dξ a24 = c1(0)

2 l24e
− ∫ 1

0
c1(ξ)

2 dξ

et q(x) = c0(x) − c2
1(x)
4 − c′1(x)

2 .
Il suffit donc d’étudier les problèmes de la forme (2.1.4)-(2.1.6) et de transpo-

ser les résultats obtenus: le changement de coordonnées effectué est extrèmement
régulier, puisqu’il s’agit d’une multiplication par une fonction de x qui est C∞ et
non nulle sur un voisinage de [0,1] .

2.2. Problème bien posé

Nous donnons ici des conditions suffisantes pour que le problème (2.1.4)-(2.1.6)
soit bien posé. Nous utilisons les concepts développés dans [11] (chap.3, sec.3) dans
un cadre général, en les adaptant au cas particulier du problème.

Définition 2.2.1. Le problème avec commande au bord (2.1.4)-(2.1.6) est un
problème bien posé si l’opérateur différentiel en espace:

E : D(E) → L2(0,1)

E(f) = f ′′ + q(x)f

où D(E) = {f ∈ H2(0,1)/ a11f(0) + a12f
′(0) + a13f(1) + a14f

′(1) = 0,

a21f(0) + a22f
′(0) + a23f(1) + a24f

′(1) = 0},
est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu, et si on peut
trouver une fonction F dans C∞(0,1) telle que

a11F (0) + a12F
′(0) + a13F (1) + a14F

′(1) = 0,

a21F (0) + a22F
′(0) + a23F (1) + a24F

′(1) = 1

Si c’est le cas, lorsque u est dans C2(0,T ), le problème

(2.2.1) ż(t) = E(z)(t) − Fu̇(t) + Gu(t)

où z est considéré comme une fonction de t à valeurs dans D(E), et G = F ′′ + qF ,
(qui est obtenu en posant formellement z(t) = f(t) − Fu(t)), est bien posé au sens
défini dans l’annexe B et on a:

Propriété 2.2.1 ([11] th. 3.3.3). Supposons que u est dans C2(0,T ), et qu’en
t = 0 on ait z0 = f0 − Fu(0) ∈ D(E). Alors la solution au sens classique du
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problème avec commande au bord de la définition et celle du problème (2.2.1) sont
reliées par

(2.2.2) z(t) = f(t) − Fu(t).

Remarque. Au sens de cette définition, le problème

∂tθ(x,t) = −∂xxθ(x,t)(2.2.3)

∂xθ(0,t) = 0(2.2.4)

θ(1,t) = u(t)(2.2.5)

est mal posé, puisqu’il l’opérateur en espace associé a une suite de valeurs propres
réelles positives tendant vers l’infini: il ne génère donc pas un semi-groupe continu,
par application du théorème de Hille-Yosida B.3.1.

Remarque. Dans le cas des problèmes à une variable d’espace, la fonction F
existe toujours (il suffit de la choisir polynômiale de degré suffisamment élevé).

En vertu des résulats donnés dans l’annexe B, le problème sera bien posé dès
que E est par exemple Riesz-spectral, ou maximal dissipatif. Nous montrons le
résultat plus général suivant, où comme dans l’annexe A, nous avons posé

Aij =
∣∣∣∣ a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣ .
Propriété 2.2.2. Si l’opérateur E est tel que:

– A24 �= 0,
– ou A14 �= A23,
– ou A12 = A34,
– ou A13 �= 0 et tous les autres Aij sont nuls,

alors le problème est bien posé.

Démonstration. La première, deuxième et quatrième condition entrâınent,
grâce aux propriétés A.2.5 et A.2.8 que l’opérateur E vérifie la caractérisation du
théorème de Hille-Yosida B.3.1, d’ou le résultat. La troisième condition nous dit
que E est autoadjoint, et que son spectre est réel et admet une borne supérieure
positive, donc le théorème B.3.1 s’applique. �

La transformation permettant de passer d’un problème de contrôle au bord
à un problème à commande répartie (de forme particulière) a rajouté un état au
système, la variable u. Or nous avons la propriété suivante

Propriété 2.2.3. Si l’opérateur E est inversible, alors il existe une unique
fonction B solution de

B′′ + q(x)B = 0

a11B(0) + a12B
′(0) + a13B(1) + a14B

′(1) = 0(2.2.6)

a21B(0) + a22B
′(0) + a23B(1) + a24B

′(1) = 1.

Démonstration. Par contraposition, si B n’existe pas, il s’ensuit que toutes
les solutions de:

f ′′ + q(x)f = 0(2.2.7)

a11f(0) + a12f
′(0) + a13f(1) + a14f

′(1) = 0(2.2.8)
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vérifient

f ′′ + q(x)f = 0

a11f(0) + a12f
′(0) + a13f(1) + a14f

′(1) = 0

a21f(0) + a22f
′(0) + a23f(1) + a24f

′(1) = 0.

Or le problème (2.2.7)-(2.2.8) a au moins une solution. Donc l’opérateur E admet
0 comme valeur propre, avec un sous espace propre associé de dimension ≥ 1, et
n’est pas inversible. �

Dans le cas particulier où E est inversible, on peut donc choisir F = B et
obtenir un problème séparé en un intégrateur et un problème à commande répartie

u̇(t) = e(t)

ż(t) = E(z)(t) − Fe(t).

Précisons bien qu’il ne s’agit pas d’un bouclage que nous effectuons réellement sur le
système, mais d’une simple transformation que nous introduisons pour des raisons
purement techniques de facilité de paramétrisation. Nous verrons au chapitre 4 qu’il
est intéressant de travailler avec des systèmes de la forme ci-dessus, et donc avec
des opérateurs inversibles.

2.3. Transformation par bouclages

Nous allons maintenant étudier les transformations par des bouclages sur les
termes de bords de (2.1.4)-(2.1.6). Nous supposons le problème bien posé, et nous
proscrivons les bouclages pour lesquels l’opérateur d’arrivée ne satisfait aucune des
conditions de 2.2.2.

Il est fondamental de remarquer que si nous effectuons un bouclage par des
termes de bord sur (2.1.4)-(2.1.6) pour avoir une paramétrisation de θ(x,t), nous en
déduirons nécessairement une paramétrisation de u(t), puisque u(t) = a21θ(0,t) +
a22∂xθ(0,t) + a23θ(1,t) + a24∂xθ(1,t). Nous pouvons donc transformer par bou-
clage à notre guise (modulo le fait que le problème reste bien posé) les coef-
ficients de l’équation de commande (2.1.6), en conservant intacte l’équation de
contrainte (2.1.5).

2.3.1. Bouclage des termes de bords. De même que nous avons associé
au problème de départ son opérateur différentiel en espace E défini au paragraphe
précédent, nous associons à chaque problème obtenu par bouclage à partir de (2.1.4)-
(2.1.6) son opérateur différentiel A défini par:

A : D(A) → L2(0,1)

A(f) = f ′′ + q(x)f,

où:

D(A) = {f ∈ H2(0,1)/ a11f(0) + a12f
′(0) + a13f(1) + a14f

′(1) = 0,

ã21f(0) + ã22f
′(0) + ã23f(1) + ã24f

′(1) = 0},
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et, si elle existe, une fonction B solution de

B′′ + q(x)B = 0

a11B(0) + a12B
′(0) + a13B(1) + a14B

′(1) = 0(2.3.1)

ã21B(0) + ã22B
′(0) + ã23B(1) + ã24B

′(1) = 1.

L’action des tranformations par bouclages des termes de bords sur les systèmes
induit donc une relation d’équivalence sur les opérateurs associés. Nous allons exa-
miner l’orbite de E, l’opérateur associé au problème de départ, sous l’action de ces
bouclages. Nous sélectionnerons dans cette orbite un ou des opérateurs présentant
des caractéristiques intéressantes pour la future paramétrisation des trajectoires.

Au vu de ce qui a été dit dans la section précédente, nous recherchons dans
l’orbite de E un opérateur A inversible. Nous demandons aussi à A d’être Riesz-
spectral, car nous verrons au chapitre 4 que nous savons paramétrer des trajec-
toires du système pour ces opérateurs. Comme il a été remarqué dans la section
précédente, l’inversibilité de A assure l’existence de la fonction B. Nous obtenons
le résultat suivant

Propriété 2.3.1. Soit l’espace vectoriel (de dimension 1 ou 2) E défini par:

E = {f ∈ C∞(0,1)/f ′′ + qf = 0,a11f(0) + a12f
′(0) + a13f(1) + a14f

′(1) = 0}.
Nous savons trouver dans l’orbite de E un opérateur A comme ci- dessus, sauf dans
le cas où:

– E est de dimension égale à 2,
– ou E est de dimension égale à 1, l’équation de contrainte du problème a

la forme
f(0) ± f(1) = 0

et tout générateur non nul B de E vérifie B(0) = B(1) = 0.

Les cas où A ne peut pas être construits sont examinés dans le paragraphe
2.4. Retenons pour l’instant que sauf cas particulier, l’opérateur A introduit pour
paramétrer les trajectoires du système peut toujours être choisi inversible et Riesz-
spectral.

demonstration de 2.3.1. Nous discutons de l’allure de l’orbite de E selon
la dimension de E .

Si dim(E) = 2, il contient nécessairement le système de solutions fondamentales
en zéro de f ′′+qf = 0, noté (e1,e2). Nous montrons qu’alors E contient une fonction
propre de E associée à la valeur propre 0; nous cherchons donc f = ce1 + de2 telle
que a21f(0) + a22f

′(0) + a23f(1) + a24f
′(1) = 0. c et d vérifient donc:

c(a21 + a23e1(1) + a24e
′
1(1)) + d(a22 + a23e2(1) + a24e

′
2(1)) = 0.

Nous en déduisons donc que soit a21 + a23e1(1) + a24e
′
1(1) = 0, ce qui signifie que

e1 est une valeur propre de E associée à la valeur propre 0, soit a21 + a23e1(1) +
a24e

′
1(1) �= 0, auquel cas on peut prendre:

f = − (a22 + a23e2(1) + a24e
′
2(1))

(a21 + a23e1(1) + a24e′1(1))
e1 + e2

E n’est donc pas inversible, et la même démonstration vaut évidemment pour n’im-
porte quel opérateur dans l’orbite de E. Il n’y a donc pas de possibilité, par bouclage
des termes de bord, de remplacer E par un opérateur Riesz-spectral inversible.
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Si dim(E) = 1, nous désignons par B un générateur (non nul, par définition)
de E .

(1) si l’équation de contrainte ne fait intervenir qu’un seul bord, c’est à dire si
|a11|+|a12| = 0 ou bien |a13|+|a14| = 0, alors si par exemple |a13|+|a14| =
0, il existe (a,b) �= (0,0) tel que

aB(1) + bB′(1) = 1 (car B est non nul)

et nous choisissons le bouclage:

ã21 = 0, ã22 = 0, ã23 = a, ã24 = b.

Dans l’orbite de E, nous sélectionnons donc l’opérateur A dont les condi-
tions aux bords sont

a11f(0) + a12f
′(0) = 0,

ã23f(1) + ã24f
′(1) = 0}.

Il est inversible, à conditions aux bords séparées, donc Riesz-spectral au-
toadjoint, et B est son vecteur associé.

Le cas où |a11|+|a12| = 0 est symétrique, et conduit aussi à sélectionner
un opérateur A inversible, à conditions aux bords séparées, donc Riesz-
spectral autoadjoint, avec B comme vecteur associé.

(2) si l’équation de contrainte fait intervenir les deux bords, c’est à dire si
|a11| + |a12| �= 0 et |a13| + |a14| �= 0, alors

(a) si a12 �= 0 ou a14 �= 0, on choisit ã22 et ã24 de telle sorte que

(2.3.2) A24 = a12ã24 − a14ã22 �= 0.

On ajuste les coefficients ã21 et ã23 de telle sorte que:

(2.3.3) ã21B(0) + ã22B
′(0) + ã23B(1) + ã24B

′(1) �= 0.

D’ après le théorème A.2.3, ceci garantit le choix d’un opérateur
Riesz -spectral à condition que les pôles de la fonction de Green de A
soit simples, et que les valeurs propres de A soient simples. De plus,
l’opérateur ainsi construit est inversible, puisque nous supposons que
dim(E) = 1.

(b) si a12 = a14 = 0 alors nécessairement:a13 �= 0 et a11 �= 0: nous
appliquons en core les résultats du théorème A.2.3 en choisissant ã22

et ã24 de façon à ce que

A12 + A34 = 0,(2.3.4)

E = A14 − A23 �= 0.(2.3.5)

Un calcul élémentaire montre que c’est possible dès que le rapport
α = a13

a11
ne vérifie pas:

(2.3.6) α = ±1.

Les deux autres coefficients peuvent alors être ajustés de façon à ce
que (2.3.3) soit vérifiée, si bien que nous obtenons un opérateur A
Riesz-spectral inversible.
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(c) si a12 = a14 = 0, et α = ±1, c’est à dire a13 = ±a11 �= 0, alors nous
pouvons considérer que a11 = 1. Nous appliquons encore les résultats
du théorème A.2.3 en choisissant par exemple ã22 = ã24 = ã21 = 0
et ã23 �= 0 de telle sorte que

A13 = ã23 �= 0,

alors que tous les autres coefficients Aij sont nuls. Cela garantit le
choix d’un opérateur A Riesz-spectral (car il est à conditions aux
bords séparées), et inversible si le générateur de E ne vérifie pas

(2.3.7) B(0) = ±B(1) = 0.

Dans le cas particulier où E est de dimension égale à 1, l’égalité
(2.3.6) est vraie et B vérifie 2.3.7 cette construction ne fournit pas
un opérateur inversible.

�

Remarque. A peut être choisi à conditions aux bords séparées le plus sou-
vent, ce qui garantit qu’il est Riesz-spectral autoadjoint. En effet, pour choisir les
coefficients ãij de façon à satisfaire aux relations (2.3.2) ou (2.3.4)-(2.3.5) (selon le
cas) et à la condition d’inversibilité qui garantit que la propriété (2.2.3) est vérifiée,
nous pouvons essayer le bouclage

a13θ(1,t) + a14θ(1,t) = u(t),

qui correspond au choix ã21 = ã22 = 0, ã23 = a13 et ã24 = a14, si ce bouclage
convient, c’est à dire si l’opérateur obtenu est inversible et la propriété (2.2.3) est
vérifiée.

Remarque. Le fait d’être Riesz-spectral n’est pas invariant par bouclage des
termes de bords, car les bouclages peuvent changer totalement la structure du
spectre d’un opérateur. Ainsi, l’ opérateur autoadjoint à conditions aux bords
séparées

E1 : D(E1) → L2(0,1)

E1(f) = f ′′,
où:

D(E1) = {f ∈ H2(0,1)/ f(0) = 0,f ′(1) = 0},
est équivalent par bouclage des termes de bord à l’opérateur

E1 : D(E1) → L2(0,1)

E1(f) = f ′′,
où:

D(E1) = {f ∈ H2(0,1)/ f(0) = 0,f ′(0) + f ′(1) = 0},
qui correspond à un problème bien posé, mais dont tous les sous-espaces caractéristi-
ques sont de dimension égale à 2, tous les sous-espaces propres sont de dimension
égale à 1, et tous les pôles de la fonction de Green sont doubles (voir [9]).
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Exemple 2.3.1. Mettons en application les résultats du paragraphe précédent
sur un exemple académique, qui est le système

∂tθ = ∂xxθ

θ(0) + θ(1) +
∂xθ(1)

2
= 0

2∂xθ(0) + θ(1) = u(t)

En vertu de la propriété 2.2.2, comme A24 = 1, il s’agit d’un problème bien posé,
d’opérateur

E : D(E) → L2(0,1)

E(f) = f ′′

où

D(E) = {f ∈ H2(0,1)/ f(0) + f(1) +
1
2
f ′(1) = 0,

2f ′(0) + f(1) = 0}.
En appliquant le théorème A.2.3 de l’annexe A, comme la quantité A24 est non
nulle, E est Riesz-spectral si sa fonction de Green a des pôles simples, et si ses
valeurs propres sont de multiplicité 1.

Un calcul simple montre (voir l’annexe A) que les valeurs propres de E sont les
zéros de

DE(λ) =
sin(σ)

σ
+

3
2

+ 2 cos(σ) − σ sin(σ),

où λ = −σ2.
Nous montrons que DE et d

dλDE n’ont pas de zéro commun, ce qui prouvera
la simplicité des valeurs propres. Pour cela nous observons que:

d

dλ
DE(λ) =

d

dσ
DE(σ)

dσ

dλ

=
−1
2

(
cos(σ)(

1
σ2

− 1) − sin(σ)(
3
σ

+
1
σ3

)
)

.

Supposons que DE(λ) = 0 et d
dλDE(λ) = 0, alors on aurait après calculs

cos(σ) = −3
2

1 + 3σ2

3 + 4σ2 + σ4
,

sin(σ) = −3σ

2
1 − σ2

3 + 4σ2 + σ4
,

et donc nécessairement

9((1 + 3σ2)2 + σ2(1 − σ2)2) = (6 + 8σ2 + 2σ4)2,

c’est à dire

9((1 − 3λ)2 − λ(1 − λ)2) = (6 − 8λ + 2λ2)2 = 0.

Nous obtenons donc une équation de degré 4 en λ, dont on vérifie que les valeurs
(numériques approchées) des racines ne satisfont pas les deux relations en sin et
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cos, ce qui contredit l’hypothèse de départ. Donc E est à spectre simple et Riesz-
spectral.

On vérifie aisément que l’espace vectoriel E est de dimension 1, et que la fonction
B définie par B(x) = 4x − 3 est un générateur de E .

Comme on a 2B′(0) + B(1) = 9, on en déduit que B
9 est solution de (2.3.1)

pour l’opérateur E, ce qui achève de montrer que le problème est bien posé.
En appliquant la démarche exposée au paragraphe précédent, nous pouvons ne

pas boucler le système et l’utiliser tel quel. Nous pouvons aussi, dans le cas où nous
aurions su que le problème est bien posé sans pouvoir étudier de façon exacte la
simplicité des valeurs propres de E, effectuer un bouclage et choisir l’opérateur A
défini par:

A : D(A) → L2(0,1)

A(f) = f ′′

où D(A) = {f ∈ H2(0,1)/ f(0) = 0,

f(1) +
1
2
f ′(1) = 0},

On montre sans peine qu’il est inversible et Riesz-spectral, car à conditions aux
bords séparées.

La fonction B asociée à A est donnée par (2.3.1), et on a

B(x) =
4x − 3

3
.

Notons que ce choix nous évite les calculs pénibles qui précèdent.

2.4. Cas particuliers

Nous revenons ici aux situations particulières mises en évidence dans la section
2.3, situations où nous ne savons pas construire un opérateur A qui nous permette
par la suite de paramétrer des trajectoires du système.

Les notations sont celles de la section 2.3.

2.4.1. Le cas où (2.3.6) est vérifiée. Nous nous plaçons dans le cas où
l’espace vectoriel E est de dimension 1, engendré par un générateur B qui vérifie
B(0) = B(1) = 0, où a12 = a14 = 0, et a13 = ±a11 = 1.

Les démarches décrites ci dessus ne s’appliquent pas, il faut donc se livrer
à un étude directe de l’opérateur E (voir [9],chap. 12) pour savoir s’il est Riesz-
spectral inversible, ou si on peut trouver par bouclage un opérateur A Riesz-spectral
inversible dans l’orbite de E.

Nous n’avons pu trouver aucun exemple de système satisfaisant à ces conditions.
Il semble qu’aucun des cas usuel de diffusion linéaire ne rentre dans cette catégorie
de problème.

2.4.2. La dimension de l’espace E est égale à 2. Nous proposons un
exemple pour illustrer ce qui peut se produire dans cette situation. On y voit que le
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système, dans ce cas particulier, correspond à un système non commandable, mais
dont on peut malgré tout paramétrer certaines trajectoires.

Exemple 2.4.1. L’exemple proposé est le suivant

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t)

∂xθ(0,t) − ∂xθ(1,t) = 0(2.4.1)

∂xθ(1,t) = u(t).

Il s’agit d’un problème bien posé. En effet, on vérifie sans peine que l’opérateur
E est Riesz-spectral donc qu’il génère un semi-groupe continu. Mais E n’est pas
inversible: l’espace vectoriel E est engendré par la fonction constante égale à 1, et
par la fonction B(x) = x.

Grâce au changement de variable z = θ −Bu on peut transformer le problème
en:

∂tz(x,t) = ∂xxz(x,t) − Bu̇

∂xz(0,t) − ∂xz(1,t) = 0

∂xz(1,t) = 0

Les fonctions propres de l’opérateur E sont données par: φn(x) = cos(nπx), et
on a:

< φn,B > =
∫ 1

0

cos(nπx)xdx =
(cos(nπ) − 1)

n2π2

=

{
0 si n est pair,
−2

n2π2 sinon.

B est donc orthogonal aux fonctions propres d’ordre pair. Donc, en appliquant le
critère de commandabilité approché donné dans [11], on trouve que le système n’est
pas commandable. D’après notre définition de la platitude en dimension infinie, le
système ne peut donc pas être plat: ce résultat sera démontré de façon rigoureuse
au chapitre 4.

Il est cependant possible de paramétrer certaines trajectoires de la façon sui-
vante: nous réécrivons le problème (2.4.1) comme un problème à deux commandes;
les trajectoires seront donc données, puisque le problème est linéaire, par la super-
position des trajectoires de deux problèmes à une commande. Nous retrouverons le
problème initial en prenant des valeurs opposées pour ces deux commandes.

Mettons en œuvre cette démarche: (2.4.1) s’écrit

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t)

∂xθ(0,t) − ∂xθ(1,t) = u1(t) + u2(t)(2.4.2)

− ∂xθ(1,t) = u2(t),

et on retrouve bien (2.4.1) en faisant u1(t) + u2(t) = 0.
Les trajectoires de (2.4.2) sont la superposition de celles de

∂tθ1(x,t) = ∂xxθ1(x,t)

∂xθ1(0,t) = u1(t)(2.4.3)

∂xθ1(1,t) = 0,
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et de celles de

∂tθ2(x,t) = ∂xxθ2(x,t)

∂xθ2(0,t) = 0(2.4.4)

− ∂xθ2(1,t) = u2(t).

Nous paramétrons les trajectoires de (2.4.3) en bouclant de façon à avoir ũ1 =
θ1(0,t), ce qui revient à utiliser l’opérateur A1 défini par:

A1 : D(A1) → L2(0,1)

A1(f) = f ′′,

avec:
D(A1) = {f ∈ H2(0,1)/ f ′(1) = 0, f(0) = 0}

pour paramétrer les trajectoires de (2.4.3). Après un calcul tout à fait analogue à
celui de l’exemple introductif de la section 1.3, chapitre 1, nous obtenons:

θ1(x,t) =
∞∑

i=0

y
(i)
1 (t)

(1 − x)2i

(2i)!
,

u1(t) = ∂xθ1(0,t) =
∞∑

i=1

y
(i)
1 (t)

(2i − 1)!
,

y1(t) = θ1(1,t).

De même, nous paramétrons les trajectoires de (2.4.4) en bouclant de façon à avoir
ũ2 = θ2(1,t), et nous obtenons:

θ2(x,t) =
∞∑

i=0

y
(i)
2 (t)

(x)2i

(2i)!
,

u2(t) = −∂xθ2(1,t) =
∞∑

i=1

−y
(i)
2 (t)

(2i − 1)!
,

y2(t) = θ2(0,t).

Le choix y2 = y1 = y conduit à la paramétrisation souhaitée:

θ(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)
(x)2i + (1 − x)2i

(2i)!
,

u(t) = ∂xθ(1,t) =
∞∑

i=1

y
(i)
2 (t)

(2i − 1)!
.

Le problème qui se pose alors est celui de la densité des états de départ et d’ar-
rivée compatibles avec cette paramétrisation, autrement dit celui de la commanda-
bilité approchée du système. Il est clair dans cet exemple que si a12 = a14 = 1, les
trajectoires obtenues présentent une symétrie par rapport au point x = 1

2 à tout
instant t. En particulier, à t = 0 et à t = T , tout les état de départ et d’arrivée que
l’on peut raccorder par de telles trajectoires présentent cette même symétrie: on ne
pourra donc pas approcher n’importe quel état de L2(0,1) par de telles fonctions :
on retrouve le résultat de non commandabilité annoncé plus haut.
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Nous avons par contre déterminé un “sous espace commandable” plat du système,
et nous pouvons par exemple faire de la planification de trajectoire arrêt-arrêt: cette
simple propriété s’avère utile dans bien des applications pratiques.

2.5. Propriétés de l’opérateur en espace

Nous regroupons dans cette section des résultats simples, mais essentiels dans
toute la suite, qui concernent l’opérateur en espace de l’équation de diffusion linéaire.
On peut en résumer brièvement le contenu par ces deux résultats: le déterminant
de Fredholm de l’opérateur inverse est une fonction entière d’ordre de Weierstrass
(voir par exemple [55]) 1

2 exactement, et les coefficients de son développement en
série de Taylor admettent une majoration en MKn

(2n)! .

2.5.1. Quelques propriétés des solutions fondamentales de l’équation
linéaire d’ordre 2. Nous désignons par e1(x,λ) et e2(x,λ) les solutions respectives
de:

y′′ + q(x)y = λy

y(0) = 1, y′(0) = 0

et

y′′ + q(x)y = λy

y(0) = 0, y′(0) = 1.

Elles forment un système de solutions fondamentales de l’équation y′′ + q(x)y = λy
au point zéro. A λ fixé dans C, e1 et e2 sont des fonctions C∞ sur un voisinage de
[0,1] dans C, et à x fixé dans [0,1], e1 et e2 sont des fonctions entières de λ (voir
par exemple [9]).

On désignera de la même façon par f1 et f2 un système de solutions fondamen-
tales de l’équation y′′ + q(x)y = λy au point un. De même que e1 et e2, f1 et f2

sont des fonctions C∞ sur un voisinage de [0,1] dans C, et à x fixé dans [0,1], f1 et
f2 sont des fonctions entières de λ.

V0 et V1 désigneront les opérateurs intégraux de Volterra définis sur L2(0,1)
par:

∀v ∈ L2(0,1), y = V0(v) ⇔



y ∈ H2(0,1)
y′′ + q(x)y = v
y(0) = y′(0) = 0

et:

∀v ∈ L2(0,1), y = V1(v) ⇔



y ∈ H2(0,1)
y′′ + q(x)y = v
y(1) = y′(1) = 0.

Il est aisé de vérifier que les noyaux de V0 et V1 ont pour expressions respectives:

Z(x,ξ) = χ(x − ξ)(e1(ξ,0)e2(x,0) − e1(x,0)e2(ξ,0)),

U(x,ξ) = χ(ξ − x)(−f1(ξ,0)f2(x,0) + f1(x,0)f2(ξ,0)),

où la fonction χ est la fonction caractéristique de R+.
Z et U sont des fonctions C∞ par morceaux sur [0,1] × [0,1] qui vérifient la

propriété suivante:
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Propriété 2.5.1.

∃L > 0 / ∀(x,ξ) ∈ [0,1] × [0,1],

|Z(x,ξ)| ≤ χ(x − ξ)L(x − ξ),

|U(x,ξ)| ≤ χ(ξ − x)L(ξ − x).

Démonstration.

∀(x,ξ) ∈ [0,1] × [0,1],

|Z(x,ξ)| ≤ χ(x − ξ) (|e2(x,0)e1(ξ,0) − e2(ξ,0)e1(ξ,0)|
+ |e2(ξ,0)e1(ξ,0) − e2(ξ,0)e1(x,0)|)

≤ χ(x − ξ)(x − ξ)
(∣∣∣∣e2(ξ,0)

e1(ξ,0) − e1(x,0)
x − ξ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣e1(ξ,0)

e2(x,0) − e2(ξ,0)
x − ξ

∣∣∣∣
)

La fonction h1(x,ξ) définie sur [0,1] × [0,1] par :

h1(x,ξ) =

{
e1(x,0)−e1(ξ,0)

x−ξ si x �= ξ,
e′1(x,0) sinon,

est définie continue sur [0,1]× [0,1], donc bornée. Il en est de même pour h2 (définie
de façon analogue à h1), ainsi que pour les fonctions e1 et e2 sur [0,1]. La grande
parenthèse du membre de droite de la dernière inégalité est donc majorée par une
constante L > 0. Le même raisonnement s’applique à U , et donc quitte à augmenter
sa valeur, on peut trouver une valeur de L pour laquelle le résultat annoncé est
vrai. �

On en déduit la propriété:

Propriété 2.5.2. L étant la constante obtenue au lemme 2.5.1, on a les ma-
jorations suivantes:

∃M > 0 / ∀x ∈ [0,1], ∀i ∈ N,∣∣V i
0 (e1(.,0))(x)

∣∣ ≤ MLi x2i

(2i)!
,

∣∣V i
0 (e1(.,0))′(x)

∣∣ ≤ MLi−1 x2i−1

(2i − 1)!
,

∣∣V i
0 (e1(.,0))′′(x)

∣∣ ≤ MLi−2 x2i−2

(2i − 2)!
,

∣∣V i
1 (f1(.,0))(x)

∣∣ ≤ MLi (1 − x)2i

(2i)!
,

∣∣V i
1 (f1(.,0))′(x)

∣∣ ≤ MLi−1 (1 − x)2i−1

(2i − 1)!
,

∣∣V i
1 (f1(.,0))′′(x)

∣∣ ≤ MLi−2 (1 − x)2i−2

(2i − 2)!
.

Quitte à ajuster la valeur de la constante M , les mêmes majorations sont valables
pour e2.

Démonstration. Grâce au lemme 2.5.1, si nous posons:

Me = sup( sup
x∈[0,1]

|e1(x,0)| , sup
x∈[0,1]

|f1(x,0)|),
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nous obtenons:

|V0(e1(.,0))(x)| ≤ MeL

∫ x

0

(x − ξ)dξ ≤ x2

2
,

|V1(f1(.,0))(x)| ≤ MeL

∫ 1

x

(ξ − x)dξ ≤ (1 − x)2

2
,

et par récurrence:

∣∣V i
0 (e1(.,0))(x)

∣∣ = ∣∣V0(V i−1
0 (e1(.,0)))(x)

∣∣
≤ L

∫ x

0

(x − ξ)Me
Li−1ξ2(i−1)

(2(i − 1))!
dξ

≤ MeL
i x2i

(2i)!

et:

∣∣V i
1 (e1(.,0))(x)

∣∣ = ∣∣V (V i−1(f1(.,0)))(x)
∣∣

≤ L

∫ 1

x

(ξ − x)Me
Li−1(1 − ξ)2(i−1)

(2(i − 1))!
dξ

≤ MeL
i (1 − x)2i

(2i)!
.

Pour obtenir une majoration pour V i
0 (e1(.,0))′(x) et V i

1 (f1(.,0))′(x), on part des
l’égalités (qui résultent de la définition de V0 et de V1):

y = V0(v) ⇒ y′(x) =
∫ x

0

v(ξ)dξ −
∫ x

0

q(ξ)V0(v)(ξ)dξ

y = V1(v) ⇒ y′(x) =
∫ x

1

v(ξ)dξ −
∫ x

1

q(ξ)V1(v)(ξ)dξ.

Posons Mq = sup
x∈[0,1]

|q(x)|. En faisant y = V i
0 (e1(.,0)) et en utilisant la majoration

qui précède nous obtenons donc pour i ≥ 1:

∣∣V i
0 (e1(.,0))′(x)

∣∣ ≤ ∫ x

0

∣∣V i−1
0 (e1(.,0))(ξ)

∣∣ dξ +
∫ x

0

∣∣q(ξ)V i
0 (e1(.,0))(ξ)

∣∣ dξ

≤ Me(Li−1 x2i−1

(2i − 1)!
+ MqL

i x2i+1

(2i + 1)!
)

≤ Me(1 + MqL)Li−1 x2i−1

(2i − 1)!
.

Le même calcul s’applique pour V1 et f1, d’où le résultat en posant:

M = sup(Me,Me(1 + MqL).
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La troisième majoration s’obtient par:∣∣V i
0 (e1(.,0))′′(x)

∣∣ = ∣∣V i−1
0 (e1(.,0))(x) − q(x)V i

0 (e1(.,0))(x)
∣∣

≤ M(Li−1 x2i−2

(2i − 2)!
+ MqL

i x2i

(2i)!
)

≤ M(1 + MqL)Li−1 x2i−2

(2i − 2)!

≤ M ′Li−1 x2i−2

(2i − 2)!
.

Le calcul de majoration pour V1 et f1 est analogue.
Les mêmes calculs s’appliquent aussi à e2 et f2. �

Propriété 2.5.3. Les fonctions e1(x,λ) et f1(x,λ) admettent le développement
en série entière de puissances de λ :

(2.5.1) e1(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e1(.,0))(x)λi,

(2.5.2) f1(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
1 (f1(.,0))(x)λi.

De même :

(2.5.3) e2(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e2(.,0))(x)λi

et

(2.5.4) f2(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
1 (f2(.,0))(x)λi.

Démonstration. D’après le lemme 2.5.2, à λ fixé quelconque dans C, les séries
de fonctions de x (2.5.1),(2.5.2),(2.5.3) et (2.5.4) sont normalement convergentes
sur [0,1], ainsi que les séries des dérivées premières et secondes terme à terme. Ces
séries définissent donc des fonctions C2(0,1) qui vérifient trivialement les équations
différentielles avec conditions initiales définissant e1,f1,e2 et f2, d’où le résultat. �

2.5.2. Propriétés du déterminant de Fredholm. Dans le cas où l’opérateur
en espace A du système mis sous forme standard et éventuellement bouclé est in-
versible, nous savons (voir l’annexe A, section A.2) que l’inverse de A, noté K, est
un opérateur intégral compact à noyau C0 sur [0,1]× [0,1]. C’est donc un opérateur
de Fredholm, et l’expression générale de son déterminant de Fredholm est donnée
par l’expression (A.2.1).

Les notations employées par la suite sont définies dans l’annexe A.
Comme conséquence directe du lemme 2.5.3 nous obtenons la propriété sui-

vante:
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Propriété 2.5.4. Soit DA le déterminant de Fredholm de K, alors on a, à
multiplication par une constante près:

DA(λ) =A12 + A34 +
∞∑

i=0

(A23V
i(e1(.,0))(1) + A13V

i(e2(.,0))(1)

+ A42V
i(e1(.,0))′(1) + A14V

i(e2(.,0))′(1))λi,

et DA est une fonction entière d’ordre de Weierstrass inférieur à 1
2 .

De plus, les coefficients ai du développement en série entière de DA sont tels
qu’il existe deux constantes C et P positives telles que:

|ai| ≤ C
P i

(2i)!

Démonstration. L’expression du développement en série de DA est une con-
séquence immédiate de (2.5.1) et de (2.5.3). Les majorations obtenues dans le lemme
2.5.2 prouvent le résultat sur la majoration des ai et l’ordre de Weierstrass de
DA. �

De plus, grâce aux développements asymptotiques donnés dans l’annexe dans
le cas d’opérateurs vérifiant les hypothèses du théorème A.2.3, on peut affirmer que:

Propriété 2.5.5. Il existe une constante M > 0 telle que pour toute valeur
propre λi de A on ait: ∣∣∣∣ 1λi

∣∣∣∣ ≤ M

(π(i + 1))2
.

D’où la propriété

Propriété 2.5.6. La fonction entière DA(λ) est d’ordre de Weierstrass 1
2 exac-

tement.

Démonstration. Les zéros de DA(λ) sont les valeurs propres de A, et vérifient
d’après la propriété immédiatement précédente, ou encore d’après le théorème A.1.3
si A est auto-adjoint à conditions aux bords séparées

∃n0/ ∀n ≥ n0,∀ε > 0,

∞∑
i=n0

(
1
|λi| )

1
2+ε < +∞,

ce qui entrâıne (voir [55]) que l’ordre de Weierstrass de D est ≥ 1
2 . D’après la

propriété 2.5.4, nous savons que cet ordre est ≤ 1
2 , d’où le résultat. �

2.6. Commandabilité “plate” approchée

Nous nous intéressons à la propriété de commandabilité approchée pour un
problème du type (2.1.4)-(2.1.6), que nous supposons bien posé au sens qui a été
défini dans la section 2.2. Après un bref aperçu des définitions et résultats existants,
nous donnons notre définition de la commandabilité “plate”.

2.6.1. Résultats généraux de commandabilité. On distingue principale-
ment trois notions de commandabilité:

– la commandabilité exacte en un temps donné T : on fixe l’état de départ
et d’arrivée, et on cherche une loi de commande générant une trajectoire
dont l’état initial et final au temps T cöıncident exactement avec les états
fixés à l’avance.
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– la commandabilité approchée en un temps donné T : on fixe l’état de départ
et d’arrivée, ainsi qu’un voisinage aussi petit qu’on le souhaite de l’état
final. On cherche une loi de commande générant une trajectoire telle que,
partant de l’état initial prescrit, l’état final au temps T soit dans le voi-
sinage de l’état final souhaité. Cette propriété équivaut à la densité de
l’ensemble des états atteignables au temps T depuis un état de départ
fixé, ceci pour chaque état de départ possible.

– et enfin la commandabilité à zéro en un temps donné T : partant de n’im-
porte quel état initial, on veut pouvoir rejoindre l’état nul, exactement et
au temps T .

Une méthode classique efficace pour obtenir des résultats de commandabilité
exacte, lorsque c’est possible est la célèbre méthode HUM (Hilbert Uniqueness Me-
thod), mise au point par J.L Lions (voir [32]), fondée sur l’obtention d’inégalités
d’observabilité pour le problème adjoint. On en trouve de nombreuses applica-
tions: voir par exemple [4] pour l’équation des ondes linéaire, et [50] pour une
application assez récente à l’équation de Korteweg-De Vries mono-dimensionnelle,
avec un résultat en non linéaire. De façon générale, les résultats de commandabilité
exacte concernant les systèmes décrits par des équations aux dérivées partielles non
linéaires sont difficiles à obtenir (voir par exemple [61] pour l’équation des ondes
semi-linéaire mono-dimensionnelle , [10] pour l’équation d’Euler, où le résultat est
obtenu par d’autres méthodes inspirées des systèmes en dimension finie et [23] pour
l’équation de Burgers).

Certains systèmes, comme les équations de type diffusion, ne permettent pas,
à cause de leurs propriétés régularisantes d’ obtenir une formulation satisfaisante,
dans un cadre fonctionnel où il soit bien posé, du problème de la commandabilité
exacte. C’est notamment le cas des équations étudiées dans ce chapitre. On peut
cependant obtenir des résultats de commandabilité approchée pour une très large
classe de ces systèmes. Ainsi, la commandabilité approchée de l’équation de la
chaleur linéaire et semi-linéaire a été étudiée dans un cadre très général par Fabre,
Puel et Zuazua (voir [14]), par dualité en s’appuyant sur un résultat de continuation
unique pour le problème adjoint (voir [40]) dans le cas linéaire et en rajoutant un
argument de point fixe dans le cas semi-linéaire.

2.6.2. Un critère modal de commandabilité approchée. De même, on
trouve dans [11] dans le cas Riesz-spectral un critère “modal” de commandabilité
approchée, à mettre en parallèle avec le critère de commandabilité (1.2.1) obtenu
en dimension finie, qui est le suivant dans sa version à une commande:

Propriété 2.6.1. Considérons le système linéaire de dimension infinie à 1
commande

ż = E(z) + Bu

où z est une fonction de t à valeurs dans un espace de Hilbert X, E est un opérateur
Riesz-spectral de X.

Nous désignons les fonctions propres de E par (φn)n∈(N). Par définition d’un
opérateur Riesz-spectral, les sous-espaces propres de E sont tous de dimension égale
à 1. De même, nous désignons les fonctions propres de E� par (ψn)n∈(N).

De plus, nous supposons que B est défini sur R, à valeurs dans X et a la forme
suivante

Bu = ub, b ∈ X.
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Alors le problème est bien posé et le système est approximativement commandable
si et seulement si

∀n ∈ N, < b,ψn >�= 0

2.6.3. Commandabilité approchée “plate”. Nous supposons que nous
avons affaire à un système plat au sens de la définition proposée dans 1.3.1: nous
avons donc trouvé un paramètre plat y dans un espace fonctionnel adéquat, un
ensemble D d’états de départ et d’arrivée du système (2.1.4)-(2.1.6) joignable par
des trajectoires et une loi de commande paramétrée par y et ses dérivées, et nous
avons prouvé que D est dense dans L2(0,1).

Alors nous montrons que:

Propriété 2.6.2. Si Θ0 est un état initial quelconque dans L2(0,1) du système
(2.1.4)-(2.1.6) et si ΘT est un état final quelconque dans L2(0,1) dont on souhaite
rallier un voisinage aussi petit que l’on veut au temps T , si on note Π0 et ΠT deux
états ∈ D, tels que

‖Θ0 − Π0‖2 ≤ ε(2.6.1)

‖ΘT − ΠT ‖2 ≤ ε(2.6.2)

et si U(t) est la loi de commande plate ∈ C∞(0,T ) qui conduit le système (2.1.4)-
(2.1.6) de l’état initial Π0 à l’instant 0 à l’été final ΠT à l’instant T , ceci de façon
exacte, alors il existe une loi de commande approchée Ū(t) qui est au moins dans
C2(0,T ) et qui conduit le système (2.1.4)-(2.1.6) de l’état initial Θ0 à l’instant 0 à
l’été final ΘT àl’instant T , ceci de façon approchée: il existe KT > 0, qui ne dépend
que de T tel que

‖θ(.,T ) − ΘT ‖2 ≤ KT ε.

Définition 2.6.1. La propriété 2.6.2 sera appelée commandabilité “plate” ap-
prochée.

Remarque. Comme les lois de commande de la commandabilité plate ap-
prochée sont au moins C2, la commandabilité plate approchée implique la comman-
dabilité approchée usuelle, qui n’impose pas d’autre condition à la loi de commande
que d’être dans l’espace des commandes pour lesquelles le problème est bien posé.

preuve de la propriété 2.6.2. Comme dans la section 2.2, posons v(x,t) =
θ(x,t)−Fu(t), et considérons le problème transformé (2.2.1), et l’opérateur différentiel
E associé. E est par hypothèse le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu.
Nous en déduisons (voir annexe B, prop. B.2.3) que, étant donné une condition ini-
tiale v0 ∈ D(E) et une loi de commande u ∈ C2(0,T ), le problème (2.2.1) a une
solution classique unique continûment différentiable sur [0,T ] qui cöıncide avec la
solution faible du problème donnée par

(2.6.3) v(·,t) = SE(t)v0 −
∫ t

0

SE(t − τ)(F u̇(τ) − Gu(τ))dτ,

où SE est le semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal E et les
notations sont celles de la section 2.2.

De plus pour tout t ≥ 0,

‖SE(t)‖ ≤ Meωt,

où ω est la borne de croissance du semi-groupe (voir annexe B, prop. B.1.1).
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Grâce à (2.6.3), nous avons

(2.6.4) ΠT −FU(T ) = SE(T )
(
Π0 −FU(0)

)− ∫ T

0

SE(T − τ)(FU̇(τ)−GU(τ))dτ.

Nous estimons maintenant l’erreur finale commise lorsque nous appliquons une
loi de commande approchée Ū au système (2.1.4)-(2.1.6) en partant de l’état ini-
tial θ̃0 = Θ0 − Ū(0). Notons que cet état n’est plus nécessairement dans D(E) mais
seulement dans L2(0,1), et donc que, sauf situation exceptionnelle (voir annexe B),
la trajectoire suivie est une solution faible du problème.

Posons ∆U := Ū −U . La loi de commande Ū sera, nous le verrons par la suite,
obtenue à partir de U comme une valeur approchée. Nous supposons qu’elle est
dans C2(0,T ), et qu’on a:

sup
t∈[0,T ]

|∆U(t)| ≤ ε,(2.6.5)

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∆U̇(t)
∣∣∣ ≤ ε.(2.6.6)

Grâce à (2.6.3) puis à (2.6.4), nous obtenons

v(.,T ) = θ(.,T ) − FŪ(T )

= SE(T )
(
Θ0 − FŪ(0)) −

∫ t

0

SE(t − τ)(F ˙̄U(τ) − GŪ(τ))dτ

= SE(T )
(
Π0 − FU(0) + Θ0 − Π0 − F∆U(0)

)− ∫ T

0

SE(T − τ)(FU̇(τ) − GU(τ))dτ

−
∫ T

0

SE(T − τ))(F∆U̇(τ) − G∆U(τ))dτ

= ΠT − FU(T ) + SE(T )
(
Θ0 − Π0 − F∆U(0)

)
−
∫ T

0

SE(T − τ)(F∆U̇(τ) − G∆U(τ))dτ.

D’où on tire que

θ(.,T ) − ΠT =

F∆U(T ) + SE(T )
(
Θ0 − Π0 − F∆U(0)

)− ∫ T

0

SE(T − τ)(F∆U̇(τ) − G∆U(τ))dτ.
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Donc,

‖θ(.,T ) − ΘT ‖2 ≤ ‖ΘT − ΠT ‖2 + ‖θ(.,T ) − ΠT ‖2

≤ ‖ΘT − ΠT ‖2 + K1 sup
t∈[0,T ]

|∆U(t)| + ‖SE(T )‖ · ‖Θ0 − Π0 + ∆U(0)‖2

+ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∆U̇(t)
∣∣∣ ∫ T

0

‖SE(T − τ)‖2 ‖F‖2 dτ + sup
t∈[0,T ]

|∆U(t)|
∫ T

0

‖SE(T − τ)‖2 ‖G‖2 dτ

≤ ‖ΘT − ΠT ‖ + MeωT
(‖Θ0 − Π0‖ + ‖∆U(0)‖)+ K1 sup

t∈[0,T ]

|∆U(t)|

+ ( sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∆U̇(t)
∣∣∣+ sup

t∈[0,T ]

|∆U(t)|)MK2

∫ T

0

eω(T−τ)dτ

≤
(

1 + K1 + 2MeωT + 2MK2
eωT − 1

ω

)
ε,

où nous avons posé
K1 = sup

x∈[0,1]

|F (x)| ,
et

K2 = max(‖F‖2 , ‖G‖2).
La propriété est donc prouvée, avec

KT = 1 + K1 + 2MeωT + 2MK2
eωT − 1

ω
.

�
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CHAPITRE 3

Developpements en série de puissances de x

Cette approche consiste à rechercher des solutions sous la forme de développements
en série formelles à priori. Elle a le mérite d’une grande simplicité de mise en œuvre.
Nous l’avons appliquée dans l’exemple 1.3, où l’équation de contrainte est localisée
sur un bord, ce qui permet par bouclage de mettre le problème initial sous forme
de Cauchy-Kovalevsky. Cela sera possible, de façon très générale, dès que toutes les
équations de contraintes font intervenir le même bord . Cette méthode s’applique
pour des systèmes décrits par une équation aux dérivées partielles linéaire dont les
coefficients sont analytiques, de rayon de convergence en zéro strictement supérieur
à 1.

Nous considérons donc l’équation de diffusion linéaire :

∂tθ = ∂xxθ + q(x)θ, (x,t) ∈ [0,1] × [0,T ]

γθ(0,t) + δ∂xθ(0,t) = 0

a21θ(0,t) + a22∂xθ(0,t) + a23θ(1,t) + a24∂xθ(1,t) = u(t),

où q est une fonction analytique, de rayon de convergence en zéro supérieur stric-
tement à 1, γ est un coefficient réel constant de même que δ.

3.1. Convergence des trajectoires formelles

3.1.1. Le cas : δ �= 0. Nous pouvons, quitte à modifier la valeur de γ, supposer
que δ = 1. Par bouclage, nous nous ramenons à:

∂tθ = ∂xxθ + q(x)θ, (x,t) ∈ [0,1] × [0,T ]

γθ(0,t) + ∂xθ(0,t) = 0

θ(0,t) = y(t),

Nous montrons qu’alors y(t) := θ(0,t) est une sortie “plate” du système.
Comme dans l’exemple introductif, le système “inversé”

∂xxθ = ∂tθ − q(x)θ

γθ(0,t) + ∂xθ(0,t) = 0(3.1.1)

θ(0,t) = y(t),

est sous forme de Cauchy-Kovalevsky, et nous cherchons une solution formelle
θ(x,t) =

∑+∞
i=0 ai(t)xi

i! , où les ai sont des fonctions régulières.
Nous obtenons le résultat suivant:

Propriété 3.1.1. Il existe R0 > 0 tel que la solution formelle de (3.1.1) soit
convergente sur un voisinage de zéro en x lorsque y(t) est une fonction Gevrey
d’ordre 1 ≤ α ≤ 2, de rayon Gevrey R > R0 (R est le “rayon” de y(t) dans la
définition C.1.5 donnée dans l’annexe C).
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Démonstration. Soit y une fonction Gevrey d’ordre α, où 1 ≤ α ≤ 2, telle
qu’il existe M > 0 et R > 0, avec

∀k ∈ N, ∀t ∈ [0,T ]
∣∣∣y(k)(t)

∣∣∣ ≤ M(k!)α

Rk

Nous développons q en série q(x) =
∑

k≥0 qi
xi

i! , ce qui permet d’obtenir facilement
que les ak sont définis par la récurrence

ak+2(t) = ȧk(t) −
k∑

i=0

k!
i!(k − i)!

qk−i ai(t)(3.1.2)

a0(t) = y(t)

a1(t) = γa0(t).

Il nous faut alors prouver qu’il existe λ,µ > 0 tels que |ak| ≤ λ
µk k! sur [0,T ].

La démonstration est adaptée de la très classique méthode des majorants:
nous remplaçons d’abord la suite ak par une suite “majorante” Ak (au sens du
lemme 3.1.1) telle que

|ak| ≤
(
Ak(0)

)α
.

Cette suite est initialisée avec A0 = A1 = A, où on a posé R
1
α = r, M

1
α = m > 0

et
∀t ∈ [0,r[, A(t) :=

m

1 − t
r

,

ce qui suppose qu’on a choisi R > R0, avec R0 = Tα. On montre facilement que A
vérifie

A(k) =
m k!

rk
(
1 − t

r

)k+1

et vérifie la propriété différentielle du lemme 3.1.2.
Nous estimons alors la croissance des quantités Ak en terme des dérivées de A

(lemme 3.1.3) et nous obtenons

A2k,A2k+1 ≤ (2k)!
1
α

k!
A(k)

ρk
,

où ρ est défini dans le lemme 3.1.3.
Ici et dans toute la suite, nous désignons mα,rα, . . . par m̃,r̃, . . .. Nous en

concluons finalement que |a2k| , |a2k+1| ≤ m̃
(r̃ρ̃)k (2k)!, ce qui prouve la propriété

de convergence pour R > R0, et sur l’intervalle [0,r̃ρ̃[. �

Lemme 3.1.1. ∀α ≥ 1,


Ak+2 = Ȧk +
k∑

i=0

(
Q

Sk−i

k!
i!

) 1
α

Ai

A0 = A

A1 = A

où Q et S sont définis ci-dessous est un problème majorant de (3.1.2) au sens où

∀k,n ≥ 0,
∣∣∣a(n)

k

∣∣∣ ≤ (A(n)
k (0)

)α

.
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Démonstration. Par construction de A, la propriété est vraie au rang 0 et
1. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang k + 1, et prouvons qu’elle est vraie
au rang k + 2; en effet, puisque q est analytique de rayon de convergence en zéro
supérieur à 1, il existe deux constantes Q > 0 et S > 1 telles que

∣∣∣a(n)
k+2

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ȧ(n)

k +
k∑

i=0

k!
i!(k − i)!

a
(n)
i qk−i

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣a(n+1)

k

∣∣∣+ k∑
i=0

Q

Sk−i

k!
i!

∣∣∣a(n)
i

∣∣∣
≤
(
A

(n+1)
k (0)

)α

+
k∑

i=0

Q

Sk−i

k!
i!

(
A

(n)
i (0)

)α

≤
(

A
(n+1)
k (0) +

k∑
i=0

w

sk−i

(
k!
i!

) 1
α

A
(n)
i (0)

)α

=
(
A

(n)
k+2(0)

)α

,

où nous avons utilisé le fait que
∑

s |Ls|α ≤ (
∑

s |Ls|)α lorsque α ≥ 1, et posé
w = Q

1
α et s = S

1
α . �

Lemme 3.1.2. ∀n ≥ 0,k ≥ j ≥ 0,

A(j+n) ≤ j!
k!

rk−jA(k+n).

Démonstration. Comme D(t) := 1
1− t

r

≤ 1 sur [0,r[,

A(j+n) =
m (j + n)!

rj+nDj+n+1

≤ m (j + n)!
rj+nDk+n+1

=
(j + n)!
(k + n)!

rk−jA(k+n)

≤ j!
k!

rk−jA(k+n). �

Lemme 3.1.3. ∀α ≤ 2,k ≥ 0,n ≥ 0,

A
(n)
2k ,A

(n)
2k+1 ≤ (2k)!

1
α

k!
A(k+n)

ρk
,

où
1
ρ

:= max(
r

s2
,1 + rw + rws).
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Démonstration. La propriété est évidente au rang 0 puisque A0 = A1 = A.
Supposons qu’elle est vérifiée jusqu’au rang k. Par définition,

A
(n)
2(k+1) = Ȧ

(n)
2k +

2k∑
i=0

w

s2k−i

(
(2k)!

i!

) 1
α

︸ ︷︷ ︸
Ti

A
(n)
i

= Ȧ
(n)
2k +

k∑
j=0

T2jA
(n)
2j +

k−1∑
j=0

T2j+1A
(n)
2j+1

En utilisant successivement l’hypothèse de récurrence, le lemme 3.1.2 et ρ ≤ s2/r,
nous trouvons que

T2jA
(n)
2j ≤ w

s2k−2j

(2k)!
1
α

j!
A(j+n)

ρj

≤ wr

ρj

( r

s2

)k−j (2k)!
1
α

(k + 1)!
A(k+1+n)

≤ wr

ρk

(2k)!
1
α

(k + 1)!
A(k+1+n).

De la même façon,

T2j+1A
(n)
2j+1 ≤ wsr

ρk

(2k)!
1
α

(k + 1)!
A(k+1+n).

D’autre part, l’hypothèse de récurrence entrâıne

Ȧ
(n)
2k ≤ (2k)!

1
α

k!
rA(k+1+n)

ρk
.

D’où,

A
(n)
2k+2 ≤ (2k)!

1
α

k!
A(k+1+n)

ρk
(1 + rw + rws)

≤ (2k)!
1
α

k!
A(k+1+n)

ρk+1

≤ (2k + 2)!
1
α

(k + 1)!
A(k+1+n)

ρk+1
.

où nous avons utilisé le fait que k �→ (2k)!
1
α

k! est croissante lorsque α ≤ 2.
La démonstration est identique pour les termes d’ordre impair A

(n)
2k+1. �

Nous avons de plus le résultat suivant

Propriété 3.1.2. Il existe R0 > 0 tel que lorsque y(t) est une fonction Gevrey
d’ordre 1 ≤ α ≤ 2, de rayon Gevrey R > R0, la solution formelle de (3.1.1)
définisse une fonction d’ordre Gevrey α en t et 1 en x sur un ensemble de la forme
[0,x0[×[0,T ].

Démonstration. On a, grâce au lemme (3.1.1), si R > R0

∀k,n ≥ 0,
∣∣∣a(n)

k

∣∣∣ ≤ (A(n)
k (0)

)α

,
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et, grâce au lemme (3.1.3), et en notant k
2 le quotient entier de la division de k par

2

A
(n)
k ≤ (k)!

1
α(

k
2

)
!

A( k
2 +n)

ρ
k
2

≤ m
(k)!

1
α(

k
2

)
!

(k
2 + n)!

r
k
2 ρ

k
2

≤ m(k)!
1
α

2
k
2 +n(n)!

r
k
2 ρ

k
2

On en déduit que ∣∣∣a(n)
k

∣∣∣ ≤ m̃(k)!
2

αk
2

r̃
k
2 ρ̃

k
2
(2n(n)!)α

et donc que: ∣∣∣∣ ∂n+m

∂tn∂xm

ak(t)xk

k!

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣a(n)

k xk
∣∣∣

(k − m)!

≤ m̃
(k)!

(k − m)!
2

αk
2

r̃
k
2 ρ̃

k
2
(2n(n)!)αxk

≤ m̃
2

αk
2 +k

r̃
k
2 ρ̃

k
2

xk(m)!(2n(n)!)α

Cette dernière expression est le terme d’une série convergente lorsque

2
α
2 +1

r̃
1
2 ρ̃

1
2
x < 1,

ce qui fournit la valeur de

(3.1.3) x0 =
r̃

1
2 ρ̃

1
2

2
α
2 +1

.

La somme de cette série est la dérivée partielle de θ, elle vérifie une estimation en∣∣∣∣ ∂n+m

∂tn∂xm
θ

∣∣∣∣ ≤ Km!(n!)α2αn,

qui prouve la propriété annoncée. �

Remarque. Les rayons de convergence trouvés dans la propriété 3.1.1 et dans
3.1.3 dépendent uniquement de l’estimation des dérivées de la fonction q, c’est à
dire des quantités Q et S, puisque nous avons

1
r̃ρ̃

= max(
1
S2

,Q(
1

wr
+ 1 + s)α).

Les techniques de majoration utilisées ne fournissent qu’un résultat relativement
médiocre de convergence des solutions formelles du problème, car nous verrons dans
la section 4.2.4 que moyennant des hypothèses sur le rayon gevrey de y, on obtient
une solution analytique du problème sur tout l’intervalle [0,1].
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3.1.2. Le cas δ = 0. Nous pouvons donc supposer que γ = 1. Par bouclage,
nous nous ramenons à:

∂tθ = ∂xxθ + q(x)θ, (x,t) ∈ [0,1] × [0,T ]

θ(0,t) = 0

∂xθ(0,t) = y(t),

Nous montrons qu’alors y(t) := ∂xθ(0,t) est une sortie “plate” du système.
Le système “inversé”

∂xxθ = ∂tθ − q(x)θ

θ(0,t) = 0(3.1.4)

∂xθ(0,t) = y(t),

est encore sous forme de Cauchy-Kovalevsky, et nous cherchons à nouveau une
solution formelle θ(x,t) =

∑+∞
i=0 ai(t)xi

i! , où les ai sont des fonctions régulières.
On a alors:

Propriété 3.1.3. Il existe R0 > 0 tel que la solution formelle de (3.1.4) soit
convergente lorsque y(t) est une fonction Gevrey d’ordre 1 ≤ α ≤ 2, de rayon
Gevrey R > R0.

Démonstration. En utilisant le développement de q en série q(x) =
∑

k≥0 qi
xi

i! ,
les ak sont définis par la récurrence

ak+2(t) = ȧk(t) −
k∑

i=0

k!
i!(k − i)!

qk−i ai(t)

a0(t) = 0(3.1.5)

a1(t) = y(t).

La démonstration faite dans la section précédente s’applique donc de façon tout à
fait identique, et fournit le résultat annoncé. �

Remarque. Puisque nous avons a0 = 0, la paramétrisation des trajectoires
prend la forme:

(3.1.6) θ(x,t) = y(t)x +
+∞∑
i=2

ai(t)
xi

i!

3.2. Retour sur l’exemple introductif

Dans le cas de l’exemple étudié dans la section 1.3, nous pouvons, étant donnée
la forme particulièrement simple de la solution série formelle, raffiner les résultats
de la section précédente. Nous obtenons

Propriété 3.2.1. Si y(t) est de classe Gevrey σ < 2, quel que soit son rayon
Gevrey, la solution formelle (1.3.7) est Gevrey d’ordre σ en t et 1 en x (en parti-
culier, la loi de commande formelle (1.3.8) est Gevrey d’ordre σ).

Lorsque σ = 2, on a le même résultat si y est de rayon Gevrey > 4.
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Démonstration. Nous dérivons formellement (1.3.7),

(3.2.1)
∂m+nθ

∂tm∂xn
(x,t) =

∑
2i≥n

y(i+m)(t)
x2i−n

(2i − n)!
,

et majorons le terme général de la série dérivée afin de trouver une estimation
Gevrey: ∣∣∣∣y(i+m)(t)

m!σn!
x2i−n

(2i − n)!

∣∣∣∣ ≤ M

Ri+m

(i + m)!σ

(2i − n)!
1

m!σn!

=
M

Ri+m

(
(i + m)!

i!m!

)σ
i!2i!σ−2

n!(2i − n)!

∼ M

Ri+m

(
(i + m)!

i!m!

)σ √
πi

22i

(2i)!i!σ−2

n!(2i − n)!

≤ M

R̃m

i!σ−2
√

πi

R̃i
,

où nous avons posé R̃ := R
2σ et utilisé (l + k)! ≤ 2l+kl!k! ainsi que la formule de

Stirling:

(3.2.2) k! ∼
k→+∞

(
k

e

)k √
2πk.

Soit le nombre:

M̃ := M
∑
2i≥n

i!σ−2
√

πi

R̃i
.

Puisque le terme général de cette série vérifie

lim
i→+∞

(i+1)!σ−2
√

π(i+1)

R̃i+1

i!σ−2
√

πi
R̃i

= lim
i→+∞

iσ−2

R̃
,

M̃ est fini lorque σ < 2; lorsque σ = 2, M̃ est fini dès que R̃ > 1, i.e., R > 4. Donc∣∣∣∣ ∂m+nθ

∂xn∂tm
(x,t)
∣∣∣∣ ≤ ∑

2i≥n

∣∣∣∣y(i+m)(t)
x2i−n

(2i − n)!

∣∣∣∣ ≤ M̃
m!σn!
R̃m1n

,

ce qui signifie que θ(x,t) est Gevrey d’ordre 1 en x et σ en t. En particulier, la loi
de commande u(t) definie par (1.3.8) est Gevrey d’ordre σ, puisque la série entière
qui définit θ a un rayon de convergence > 1. �

3.3. Densité

Il n’est pas aisé de répondre à la question de la densité des états de départ
exactement raccordables par des trajectoires “séries” pour deux raisons.

Les monomes xi

i! forment une famille dense dans C0(0,1) pour la norme uniforme
et dense dans L2(0,1) pour la norme L2, mais il se peut que la récurrence qui définit
les ai conduise à des coefficients formellement nuls à certains rangs. Le théorème
de Münz-Szatz (voir [53]) permet alors d’affirmer que si (in)n∈N est la famille des
rangs pour lesquels les coefficients ain

ne sont pas formellement nuls, une condition
nécessaire et suffisante pour la densité de la famille (xin

in! )n∈N dans C0(0,1) muni de
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la norme uniforme est que la fonction constante égale à 1 soit dans cet ensemble
(on lui attribue le rang i0), et que pour les autres rangs, on ait

∞∑
n=0

1
in

= +∞

Dans le cas de l’exemple 1.3, nous avons donc, comme il a été signalé, la densité pour
la norme uniforme et pour la norme L2(0,1) de la famille des monômes générateurs
des trajectoires. Par contre, dans la même situation, mais avec les conditions aux
bords de (3.1.4), un calcul simple montre que les monômes générateurs sont les
monômes d’ordre impair. Nous perdons donc la densité pour la norme uniforme,
mais nous conservons la densité pour la norme L2(0,1).

La deuxième difficulté réside dans le fait qu’à partir de l’approximation en
norme L2 de l’état initial du système, il faut calculer les valeurs initiales des dérivée
de la paramétrisation y, via les formules de récurrence (3.1.2) ou (3.1.5); il n’est
pas facile de montrer qu’on arrive toujours à mâıtriser l’estimation Gevrey sur y.

3.4. Généralisation des résultats présentés

La méthode des développements en séries se généralise aux équations linéaires
mono-dimensionnelles à coefficients analytiques d’ordre quelconque, de la forme


∂tθ(x,t) = ∂n

x θ(x,t) +
n−1∑
j=0

λj(x) ∂j
xθ(x,t), x ∈ [0,1]

∂k
xθ(1,t) = u(t), où k ∈ {0, . . . ,n − 1}

∂j
xθ(0,t) = 0, j = 1, . . . ,n − 1,j �= k.

où l’ordre de dérivation en espace, n, est stictement supérieur à 1, l’ordre de
dérivation en temps. Les calculs et les estimations sont bien entendu plus com-
plexes, mais le point essentiel est que toutes les contraintes sont sur un même bord,
si bien que le problème “inversé”


∂n

x θ(x,t) = ∂tθ(x,t) −
n−1∑
j=0

λj(x) ∂j
xθ(x,t)

∂k
xθ(0,t) = y(t), k ∈ {0, . . . ,n − 1}

∂j
xθ(0,t) = 0, j = 1, . . . ,n − 1,j �= k.

est sous forme de Cauchy-Kovalevsky et

y(t) := ∂k
xθ(0,t)

est la sortie plate.
Cette méthode présente aussi l’avantage d’espérer avoir des résultats en non

linéaire: voir [54] pour un calcul en semi-linéaire.
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CHAPITRE 4

Paramétrisation des trajectoires - Platitude

A l’aide des transformations effectuées au chapitre 2, nous mettons le système
(2.1.4)-(2.1.6) sous “forme de Brunovsky” de façon à paramétrer des trajectoires
formelles dans le paragraphe 4.1, et nous étudions dans le paragraphe 4.2 la conver-
gence de ces trajectoires formelles.

Nous étudions ensuite au paragraphe 4.3 la densité des états de départ et d’ar-
rivée joignables par une trajectoire paramétrée, dans un espace fonctionnel conve-
nable: ce sera ici L2(0,1).

Nous examinons ensuite de façon plus approfondie le problème de trouver une
notion se rapprochant de celle d’endogénéité en dimension d’état finie pour la pa-
ramétrisation des trajectoires du système obtenue à la section 4.2, avant d’appliquer
ces résultats à la planification de trajectoire.

4.1. Forme de Brunovsky

4.1.1. Mise sous forme de Brunovsky. Soit donc l’opérateur A inversible
Riesz-spectral tel qu’il a été défini dans le paragraphe 2.3, et la fonction B associée.
Nous transformons par bouclage sur les termes de bords le problème initial (2.1.4)-
(2.1.6) en un problème identique hormis l’équation de commande qui devient

ã21θ(0,t) + ã22∂xθ(0,t) + ã23θ(1,t) + ã24∂xθ(1,t) = ũ(t).

Il est important de remarquer que ce bouclage n’est qu’un artifice de calcul qui va
servir par la suite à la paramétrisation des trajectoires du système initial. Il n’a
donc pas besoin d’être effectivement réalisé.

Nous posons
z(x,t) = θ(x,t) − B(x)ũ(t),

et nous obtenons, sous réserve que ũ soit suffisamment régulière:

∂tz(x,t) = ∂xxz(x,t) + q(x)z(x,t) − B(x) ˙̃u(t)

a11z(0,t) + a12∂xz(0,t) + a13z(1,t) + a14∂xz(1,t) = 0(4.1.1)

ã21z(0,t) + ã22∂xz(0,t) + ã23z(1,t) + ã24∂xz(1,t) = 0,

qui s’écrit encore en considérant z comme une fonction de t à valeurs dans D(A),
et en posant ˙̃u = e

(4.1.2) ż = A(z) − Be.

Par analogie avec les systèmes dynamiques linéaires d’espace de dimension finie, et
par analogie avec la terminologie des séries formelles de puissances, nous posons la
définition suivante:

Définition 4.1.1. On appelle trajectoire formelle de (2.1.4) toute solution
formelle donnée par une série dont le terme général est le produit des dérivées
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successives d’une fonction scalaire y(t) par des coefficients qui sont des fonctions de
x, la fonction associée à la dérivée d’ordre 0 de y étant non nulle. Une trajectoire
formelle de (2.1.4) est donc de la forme:

θ(x,t) =
∞∑

i=0

αi(x)y(i)(t)(4.1.3)

ũ(t) =
∞∑

i=0

aiy
(i)(t)(4.1.4)

u(t) =
∞∑

i=0

biy
(i)(t),(4.1.5)

avec α0 �= 0.

Définition 4.1.2. Soit (αi)i∈N une famille de fonctions de L∞(0,1), et G un
espace vectoriel sur C de fonctions, tels que pour toute fonction y dans G, la serie
(4.1.3) est une solution formelle du problème qui converge normalement sur [0,1]×
[0,T ], c’est à dire qu’elle vérifie

∞∑
i=0

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣y(i)
∣∣∣ ‖αi‖∞ < +∞.

Alors le couple (G,(αi)i∈N) sera appelé une paramétrisation du système, et
toute fonction y ∈ G sera appelée paramètre du système.

Il est naturel de rechercher des conditions sur les (αi)i∈N pour que (4.1.3),(4.1.4)
et (4.1.5) aient un sens pour une classe de fonctions y la plus grande possible, c’est
à dire pour que la paramétrisation (G,(αi)i∈N) soit maximale au sens de l’inclusion
pour G. On a sans peine la propriété suivante

Propriété 4.1.1. Une paramétrisation formelle de (2.1.4) de la forme (4.1.3),
(4.1.4) et (4.1.5) sera valide pour toutes les fonctions y polynômiales si et seulement
si les fonctions (αi)i∈N et les coefficients (ai)i∈N et (bi)i∈N vérifient:

α0 = a0B, où a0 �= 0,

A(αi+1 − ai+1B) = αi,

bi = a21αi(0) + a22α
′
i(0) + a23αi(1) + a24α

′
i(1).

Démonstration. On exprime z et e en fonction de θ et ũ:

z(x,t) =
∞∑

i=0

(αi(x) − aiB(x))y(i)(t)

e(t) =
∞∑

i=0

aiy
(i+1)(t),

d’où en dérivant formellement:

∂tz − ∂xxz − qz + Be = (−α′′
0 + a0B

′′ − q(α0 − a0B))y

+
∞∑

i=0

(αi − aiB − α′′
i+1 + ai+1B

′′ − q(αi+1 − ai+1B) + aiB)y(i+1),
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a11z(0,.) + a12z
′(0,.) + a13z(1,.) + a14z

′(1,.) =
∞∑

i=0

(a11(αi(0) − aiB(0))

+ a12(α′
i(0) − aiB

′(0)) + a13(αi(1) − aiB(1)) + a14(α′
i(1) − aiB

′(1)))y(i)

ã21z(0,t) + ã22z
′(0,t) + ã23z(1,t) + ã24z

′(1,t) =
∞∑

i=0

ã21(αi(0) − aiB(0))

+ ã22(α′
i(0) − aiB

′(0)) + ã23(αi(1) − aiB(1)) + ã24(α′
i(1) − aiB

′(1)))y(i),

On veut, en vertu de (4.1.2), que ces trois quantités soient nulles lorsque y est une
fonction polynômiale quelconque, donc nécessairement, α0 vérifie:

α0 − a0B ∈ D(A), A(α0 − a0B) = 0,

et pour tous les i ≥ 0, αi+1 vérifie:

αi+1 − ai+1B ∈ D(A), A(αi+1 − ai+1B) = αi.

Comme nous supposons que 0 n’est pas une valeur propre de A, il s’ensuit le résultat
annoncé. �

Définition 4.1.3. L’espace G d’une paramétrisation (G,(αi)i∈N) du système
qui vérifie la propriété précédente contient alors au moins l’espace des polynômes,
une telle paramétrisation sera dite “au moins polynômiale”.

Le procédé de construction de la famille de fonctions (αi)i∈N d’une paramétrisation
au moins polynômiale est donc analogue à l’algorithme d’obtention d’une base de
Brunovsky en dimension finie. Nous disposons formellement d’un degré de liberté
qui est le choix des coefficients (ai)i∈N. L’espace G associé à la paramétrisation
contient, par construction, au moins les polynômes, puisqu’alors les séries (4.1.3)-
(4.1.5) ne sont plus que des sommes finies, et selon le choix plus ou moins judicieux
des coefficients (ai)i∈N, l’espace G sera plus ou moins “gros”.

Puisque 0 n’est pas une valeur propre de A, d’après A.1, A est inversible et
son inverse K est un opérateur intégral. Le choix particulier qui consiste à prendre
les (ai)i∈N égaux aux coefficients de la fonction DA(λ), qui est le déterminent de
Fredholm de K, revient à transposer exactement en dimension infinie l’algorithme
de Brunovsky (1.2.4) et à calculer:

α0 = a0B

αi+1 = K(αi) + ai+1B =
i+1∑
j=0

ajK
i+1−jB

La paramétrisation correspondant à ce choix sera par la suite appelée paramétrisation
de Brunovsky, et la famille (αi)i∈N sera appelée famille de Brunovsky.

Exemple 4.1.1. Nous continuons les calculs sur l’exemple académique 2.3.1,
en prenant l’opérateur A à conditions aux bords séparées. La mise sous forme
de Brunovsky se fait en calculant les coefficients du développement en série du
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déterminant de Fredholm de l’opérateur K inverse de A. De façon évidente on a

DA(λ) =
sin(σ)

σ
+

cos(σ)
2

=
∞∑

k=0

(
1

(2k + 1)!
+

1
2(2k)!

)
λk.

La famille de Brunovsky (αi)i∈N se construit donc par

α0(x) =
1
3
(4x − 3) =

4
3
x − 1,

αk(x) = K(αk−1)(x) + akB(x) = K(αk−1)(x) +
(

1
(2k + 1)!

+
1

2(2k)!

)
(
4
3
x − 1),

où K est l’opérateur intégral défini par

K(f)(x) =
∫ x

0

(x − ξ)f(ξ)dξ

− 2x

3

(∫ 1

0

(
3
2
− ξ)f(ξ)dξ

)
.

4.2. Convergence des trajectoires formelles

Nous considérons un opérateur A comme défini dans la section 2.3. Il est
donc, par construction, inversible, Riesz-spectral. Son inverse sera noté K, c’est
un opérateur intégral compact, autoadjoint lorsque A est à conditions aux bords
séparées. La famille de Brunovsky associée (voir la section 4.1) sera notée (αi)i∈N.

Nous examinons la convergence des trajectoires formelles dans trois situations
différentes qui ont été mises en évidence dans 2.3:

– Premier cas: l’opérateur A qui a servi à la mise sous forme de Brunovsky
est Riesz-spectral inversible quelconque.

– Deuxième cas: le problème de départ présente une équation de contrainte
qui ne fait intervenir qu’un seul bord : A est donc “naturellement” à condi-
tions aux bords séparées.

– Troisième cas: bien que l’équation de contrainte fasse intervenir les deux
bords, on a pu construire par bouclage un opérateur A inversible à condi-
tions aux bords séparées.

4.2.1. Premier cas: convergence “faible” et classique des trajectoires
formelles.

4.2.1.1. Convergence faible des trajectoires formelles dans C∞([0,T ],L2(0,1)).
Nous supposons seulement dans ce paragraphe que A Riesz-spectral inversible sans
faire d’hypothèse particulière sur l’allure des conditions aux bords.

Nous désignons par (φi)i∈N une base de Riesz de L2(0,1) formée de vecteurs
propres de A; λi est la valeur propre (non nulle, par hypothèse) associée à φi.

Nous supposons de plus que les λi ont été indexés de telle sorte que |λi| ≤ |λi+1|,
et nous posons:

µi =
1
λi

µi est donc la valeur propre de K associée à φi, et on a |µi| ≥ |µi+1|.
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L’expression générale du déterminant de Fredholm de l’inverse de A est donnée
dans l’annexe A, section A.2 par l’expression (A.2.1). Les notations employées ci-
dessous sont définies dans cette annexe.

La propriété suivante est alors vérifiée:

Propriété 4.2.1. Si y est dans Gσ(0,T ), où 0 < σ ≤ 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t �→ θ(x,t) dans C∞([0,T ],L2(0,1)).

Démonstration. Dans la base de Riesz (φi)i∈N nous avons :

α0 =
∞∑

k=0

xkφk,

et par construction

αn =
∞∑

k=0

(
n∑

i=0

aiµ
n−i
k

)
xkφk =

∞∑
k=0

(
n∑

i=0

aiλ
i
k

)
µn

kxkφk.

D’après la définition même d’une base de Riesz, nous avons alors deux constantes
réelles C > 0 et c > 0 telles que:

‖αn‖ ≤ C

√√√√ ∞∑
k=0

∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aiλi
k

∣∣∣∣∣
2

|µk|2n |xk|2,

≤ C

c
sup
k∈N

(∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aiλ
i
k

∣∣∣∣∣ |µk|n
)
‖α0‖ .

Or on reconnâıt dans l’expression
∑n

i=0 aiλ
i
k le développement à l’ordre n de DA(λk).

D’après la propriété 2.5.4, et en appliquant le théorème de factorisation de Weiers-
trass (voir [53]) on sait que :

(4.2.1) DA(λ) =
∞∏

i=0

(1 − λ

λk
),

et que ce produit est absolument convergent, puisque 2.5.4 entrâıne que:

(4.2.2) ∀r >
1
2
,

∞∑
k=0

1
|λk|

r

) < +∞.
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D’où nous déduisons par identification qu’on a :

a1 = −
∞∑

i=0

1
λi

,

a2 =
∞∑

i<j

1
λiλj

,

...

al = (−1)l
∞∑

i1<i2<...<il−1<il

1
λi1λi2 . . . λil−1λil

.

Donc :

∀k ∈ N � ,

|1 + a1λk| =

∣∣∣∣∣1 −
∞∑

i=0

λk

λi

∣∣∣∣∣
= |λk|

∣∣∣∣∣∣
∞∑

i�=k

1
λi

∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|M
∞∑

i=1

1
i2

.

de même :

∀k ∈ N � ,

∣∣1 + a1λk + a2λ
2
k

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣−

∞∑
i�=k

λk

λi
+

∞∑
i1<i2

λ2
k

λi1λi2

∣∣∣∣∣∣
= |λk|2

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

i1,i2 �=k

i1<i2

1
λi1λi2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|2 M2
∞∑

i1,i2 �=0
i1<i2

1
i21i

2
2

,

et par récurrence :

∀(k,l) ∈ N � ×N � ,

∣∣1 + a1λk + . . . + alλ
l
k

∣∣ = |λk|l
∣∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
i1,...,il �=k

i1<...<il

1
λi1 . . . λil

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|l M2l
∞∑

i1,...,il �=0
i1<...<il

1
i21 . . . i2l

.

Mais de l’égalité classique (voir par exemple [59]):

sin(z)
z

=
∞∏

i=1

(1 − z2

i2π2
) =

∞∑
i=0

z2i

(2i + 1)!
,
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on déduit que:
∞∑

i1,...,il �=0
i1<...<il

1
i21 . . . i2l

≤ π2l

(2l + 1)!
,

d’où finalement:

∀(k,l) ∈N � ×N � ,∣∣1 + a1λk + . . . + alλ
l
k

∣∣ ≤ |λk|l (Mπ)2l

(2l + 1)!
,

et

‖αn‖ ≤ C

c
sup
k∈N

(∣∣∣∣∣
n∑

i=0

aiλ
i
k

∣∣∣∣∣ |µk|n
)
‖α0‖

≤ C

c
‖α0‖ (Mπ)2n

(2n + 1)!
.(4.2.3)

Il est alors clair que, par des calculs analogues à ceux de la section 4.2, la série (4.1.3)
définit une fonction de C∞([0,T ],L2(0,1)) lorsque y est une fonction Gevrey d’ordre
σ < 2, et également lorsque y est une fonction Gevrey d’ordre 2, en imposant une
contrainte sur le rayon de y, d’où la propriété annoncée. �

Malheureusement, ce résultat définit une “solution” du problème dans un sens
trop faible car il ne permet pas de donner un sens aux expressions formelles (4.1.4)
et (4.1.5).

4.2.1.2. Convergence classique des trajectoires formelles dans C∞([0,T ],C2(0,1)).
Le résultat de régularité suivant est vérifié

Propriété 4.2.2. Si l’opérateur A est Riesz-spectral inversible, et si y est dans
Gσ(0,T ), alors (4.1.3) converge normalement dans C∞([0,T ],C2(0,1)); autrement
dit, (Gσ(0,T ),(αi)i∈N) est une paramétrisation de Brunovsky du système.

Démonstration. Par la majoration (4.2.3) et la propriété 2.5.4, nous savons
que, quitte à choisir des valeurs suffisamment grandes, il existe C,M > 0 tels que
pour tout αn on a les majorations:

‖αn‖2 ≤ C
M2n

(2n + 1)!
,

an ≤ C
M2n

(2n + 1)!
.

Or nous avons en notant K l’inverse de A: αn = K(αn−1) + anB. Posons v =
K(αn−1). Alors par définition de K:

v′′ + q(x)v = αn−1,

d’où, en multiplant les deux membres de l’égalité par la quantité

f(x,s) = x2(3s − 2x)
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et en intégrant entre 0 et s:∫ s

0

x2(3s − 2x)v′′(x)dx =
[
x2(3s − 2x)v′(x)

]x=s

x=0
−
∫ s

0

x(6s − 6x)v′(x)dx

= s3v′(s) +
∫ s

0

(6s − 12x)v(x)dx

=
∫ s

0

αn−1(x)f(x,s)dx −
∫ x

0

f(x,s)q(x)v(x)dx.

D’où:

s3v′(s) =
∫ s

0

αn−1(x)f(x,s)dx −
∫ x

0

f(x,s)q(x)v(x)dx −
∫ s

0

(6s − 12x)v(x)dx.

Nous appliquons l’inégalité de Schwarz à cette dernière égalité pour obtenir:

s3 |v′(s)| ≤ F ‖αn−1‖2 + (F ‖q‖2 + G) ‖v‖2

≤ F ‖αn−1‖2 + (F ‖q‖2 + G) ‖K(αn−1)‖2

≤ F ‖αn−1‖2 + (F ‖q‖2 + G) ‖K‖2 ‖αn−1‖2

≤ (F + (F ‖q‖2 + G) ‖K‖2) ‖αn−1‖2 ,

où nous avons posé:

F = sup
s,x∈[0,1]

∣∣x2(3s − 2x)
∣∣ = 3,

G = sup
s,x∈[0,1]

|6s − 12x| = 6.

Donc, pour s ≥ 1
2 , nous obtenons

|v′(s)| ≤ C̃
M2(n−1)

(2n − 1)!
,

où nous avons posé C̃ = 23(F + (F ‖q‖2 + G) ‖K‖2).
Nous recommençons pour obtenir une majoration de |v′(s)| sur [0,12 ], en mul-

tipliant cette fois par la fonction

g(x,s) = f(1 − x,1 − s) = (x − 1)2(−3s + 2x + 1).

Nous obtenons que

(1 − s)3 |v′(s)| ≤ (F + (F ‖q‖2 + G) ‖K‖2) ‖αn−1‖2

et donc que pour s ≤ 1
2 nous avons la même majoration

|v′(s)| ≤ C̃
M2(n−1)

(2n − 1)!
.
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Nous en déduisons que pour tout x ∈ [0,1]

|α′
n(x)| ≤ |K(αn−1)′(x)| + |anB′(x)|

≤ |v′(x)| + |an| ‖B′‖∞
≤ C̃

M2(n−1)

(2n − 1)!
+ C ‖B′‖∞

M2n

(2n)!

≤ ˜̃C
M̃2n

(2n)!
.

La série de fonctions continues
∞∑

n=0

y(i)(t)α′
n(x) est donc normalement convergente

sur [0,1] × [0,T ].
D’autre part,∫ 1

0

xα′
n(x)dx = αn(1) −

∫ 1

0

αn(x)dx,

donc:

|αn(1)| ≤
∣∣∣∣
∫ 1

0

xα′
n(x)dx

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ 1

0

αn(x)dx

∣∣∣∣
≤ ‖α′

n‖∞ + ‖αn‖2

≤ ˜̃C
M̃2n)

(2n)!
,

en prenant les valeurs de ˜̃C et M suffisamment grandes. Donc la série
∞∑

n=0

y(n)(t)αn(1)

est normalement convergente. Par application du théorème d’intégration des séries
de fonctions, nous en concluons que la série de fonction (4.1.3) est normalement
convergente sur [0,1]× [0,T ] et qu’elle définit une fonction C1 en x. La convergence
normale de la série des dérivées secondes est alors évidente, d’où le résultat de la
propriété. �

4.2.2. Deuxième cas: convergence des trajectoires formelles lorsque
a13 = 0 et a14 = 0. Nous supposons que le problème (2.1.4) a la forme particulière
suivante:

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t) + q(x)θ(x,t)

a11θ(0,t) + a12∂xθ(0,t) = 0(4.2.4)

a21θ(0,t) + a22∂xθ(0,t) + a23θ(1,t) + a24∂xθ(1,t) = u(t),

A a donc pour expression: A(f) = f ′′ + q(x)f , où:

D(A) = {f ∈ H2(0,1)/ a11f(0) + a12f
′(0) = 0,

ã23f(1) + ã24f
′(1) = 0},

A est Riesz-spectral (voir corollaire A.1.1). Les valeurs des coefficients ã2j ont été
choisies pour que A soit de plus inversible.

La propriété suivante est vérifiée:
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Propriété 4.2.3. Si y est dans Gσ(0,T ), où 0 < σ ≤ 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t �→ θ(x,t) continûment dérivable en temps sur [0,T ] et deux fois
continûment dérivable en espace sur [0,1].
Les séries (4.1.4) et (4.1.5) définissent des fonctions ũ et u qui sont dans Gσ(0,T ).
Les αi sont donnés par

αi = V i
0 (−a12e1(x,0) + a11e2(x,0)),

où V0 est l’opérateur de Volterra en zéro associé au système.
De plus on a: y(t) = −a12θ(0,t) si a12 �= 0, ou y(t) = a11∂xtheta(0,t) si a12 = 0

Démonstration. L’opérateur A est inversible, d’inverse K. Le déterminant
de Fredholm de K a pour expression (voir (A.2.1)):

DA(λ) = −ã23a12e1(1,λ) + a11ã23e2(1,λ) − ã24a12e
′
1(1,λ) + a11ã24e

′
2(1,λ)

= ã23(−a12e1(1,λ) + a11e2(1,λ)) + ã24(−a12e1(1,λ) + a11e2(1,λ))′.

Nous utilisons la propriété 2.5.3 du paragraphe 2.5.1 pour obtenir un développement
en série de DA:

DA(λ) =
∞∑

i=0

(ã23V
i(y1)(1) + ã24V

i(y1)′(1))λi,

où on a posé: y1(x) = −a12e1(x,0)+a11e2(x,0). D’autre part, un calcul élémentaire
montre que la fonction B a pour expression:

B(x) =
y1(x)
DA(0)

=
y1(x)
a0

et que les opérateurs K et V0 sont reliés par la relation:

∀f ∈ L2(0,1), K(f) = V0(f) − (ã23V0(f)(1) + ã24V0(f)′(1))B.

Nous en déduisons que:
α0 = a0B = y1,

α1 = K(α0) + a1B = K(y1) + (ã23V0(y1)(1) + ã24V0(y1)′(1))B = V0(y1),
et par récurrence que

αi = V i
0 (y1).

Nous pouvons donc utiliser la propriété 2.5.2 de la section 2.5.1 pour obtenir:

∃(M,L) ∈ (R+�)2/ ∀i ∈ N, ∀x ∈ [0,1], |αi(x)| ≤ MLi x2i

(2i)!
,

|α′
i(x)| ≤ MLi−1 x2i−1

(2i − 1)!
,

|α′′
i (x)| ≤ MLi−2 x2i−2

(2i − 2)!
.

Soient alors P et Q deux constantes réelles positives telles que:

∀t ∈ [0,T ], ∀i ∈ N, |y(t)| ≤ PQiΓ(σi + 1).

Le terme général de la série (4.1.3) est uniformément majoré en valeur absolue sur
[0,1] × [0,T ] par:∣∣∣y(i)(t)αi(x)

∣∣∣ ≤ (PM)(QL)i Γ(σi + 1)
(2i)!

.
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De même, ∣∣∣y(i)(t)α′
i(x)
∣∣∣ ≤ PM

L
(QL)i Γ(σi + 1)

(2i − 1)!
≤ PM1

L
2i(QL)i Γ(σi + 1)

(2i)!
,∣∣∣y(i)(t)α′′

i (x)
∣∣∣ ≤ 2i(2i − 1)

PM

L2
(QL)i Γ(σi + 1)

(2i)!
,

et ∣∣∣y(i+1)(t)αi(x)
∣∣∣ ≤ PMQ(QL)i Γ(σ(i + 1) + 1)

(2i)!

≤ (2i + 1)(2i + 2)PMQ(QL)i Γ(σ(i + 1) + 1)
(2(i + 1))!

.

donc, si σ < 2, ces quatre séries sont normalement convergentes et θ ainsi définie est
deux fois continûment dérivable en x et une fois continûment dérivable en t (voir
annexe sur les fonctions Gevrey); si σ = 2, le même résultat est vrai à condition
qu’on ait: QL < 1.

Les fonctions ũ et u sont dans Gσ(0,T ); en effet si nous posons:

βi = ã23αi(1) + ã24α
′
i(1) pour i ≥ 0,

nous pouvons majorer chaque βi par une quantité de la forme: M Li

(2i)! , d’où:

∀i ∈ N,

∣∣∣∣dnβiy
(i)

dtn

∣∣∣∣ ≤ MP
Ln(QL)i

(2i)!
Γ(σ(i + n) + 1)

≤ MPLnΓ(σn + 1)(QL)i Γ(σ(i + n) + 1)
Γ(σn + 1)Γ(2i + 1)

≤ MPLnΓ(σn + 1)(QL)i2σ(i+n) Γ(σi + 1)
Γ(2i + 1)

≤ MP (2σL)nΓ(σn + 1)(2σQL)i Γ(σi + 1)
Γ(2i + 1)

,

donc là encore, si σ < 2, la série des dérivées d’ordre n est normalement convergente
et ũ(n) ainsi définie vérifie:

∣∣ũ(n)
∣∣ ≤ C(2σL)nΓ(σn + 1), où C est une constante

positive; si σ = 2, le même résultat est vrai à condition qu’on ait: QL < 1
4 . Le

résultat pour u en découle immédiatement.
L’expression de y est une conséquence immédiate de la définition de l’opérateur

V0. �

4.2.3. Troisième cas: convergence au sens classique lorsque A est à
conditions aux bords séparées. Examinons maintenant le cas où le problème
(2.1.4) a la forme suivante:

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t) + q(x)θ(x,t)

a11θ(0,t) + a12∂xθ(0,t) + a13θ(1,t) + a14∂xθ(1,t) = 0(4.2.5)

a21θ(0,t) + a22∂xθ(0,t) + a23θ(1,t) + a24∂xθ(1,t) = u(t),

et où nous avons effectué un choix particulier, qui est d’imposer ã23 = a13, ã24 =
a14, et de fixer les coefficient ã21 et ã22 à zéro. Le problème (4.1.1) prend donc la
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forme

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t) + q(x)θ(x,t)

a11θ(0,t) + a12∂xθ(0,t) = −ũ(t)

a13θ(1,t) + a14∂xθ(1,t) = ũ(t),

L’opérateur A est alors défini par:

A(f) = f ′′ + q(x)f , où:

D(A) = {f ∈ H2(0,1)/ a11f(0) + a12f
′(0) = 0,

a13f(1) + a14f
′(1) = 0},

Nous avons de plus supposé que A défini comme ci-dessus est inversible. Alors la
propriété suivante est vérifiée:

Propriété 4.2.4. Si y est dans Gσ(0,T ), où 0 < σ ≤ 2, alors (4.1.3) définit
une fonction t �→ θ(x,t) continûment dérivable en temps sur [0,T ] et deux fois
continûment dérivable en espace sur [0,1].
Les séries (4.1.4) et (4.1.5) définissent des fonctions ũ et u qui sont dans Gσ(0,T ).
Les αi sont donnés par

αi = V i
0 (−a12e1(x,0) + a11e2(x,0)) + V i

1 (−a14f1(x,0) + a13f2(x,0))

où V0 est l’opérateur de Volterra en zéro associé au système, V1 est l’opérateur de
Volterra en un associé au système, et les notations sont celles du paragraphe 4.2.1.

Par contre, nous n’avons plus d’expression simple pour le paramètre y.

Démonstration. Nous considérons les fonctions f1(x,λ) et f2(x,λ) définies
au paragraphe 2.5.1. f1 et f2 sont reliés à e1 et e2 par les relations:

f1(x,λ) = e′2(1,λ)e1(x,λ) − e′1(1,λ)e2(x,λ),

f2(x,λ) = −e2(1,λ)e1(x,λ) + e1(1,λ)e2(x,λ).

La définition de B est donnée par (2.2.6). En posant y1(x) = −a12e1(x,0) +
a11e2(x,0) et z1(x) = −a14f1(x,0) + a13f2(x,0), on montre aisément que:

– DA(λ) =
∞∑

i=0

(a13V
i(y1)(1) + a14V

i(y1)′(1))λi (cf. les calculs de la section

précédente), et

– DA(λ) =
∞∑

i=0

(a11V
i
1 (z1)(0) + a12V

i
1 (z1)′(0))λi, en utilisant les propriétés

2.5.1, 2.5.2 et 2.5.3 du paragraphe 2.5.1,

– et enfin que: B = 1
DA(0) (y1 + z1).
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Des deux expressions de DA ci-dessus, on tire l’égalité: DA(0) = a13y1(1)+a14y
′
1(1) =

a11z1(0) + a12z
′
1(0). De plus, en notant K l’inverse de A, nous avons facilement:

∀f ∈ L2(0,1), K(f) = V0(f) − (a13V0(f)(1) + a14V0(f)′(1))
a13y1(1) + a14y′

1(1)
y1

= V0(f) − (a13V0(f)(1) + a14V0(f)′(1))
DA(0)

y1,

∀f ∈ L2(0,1), K(f) = V1(f) − (a11V1(f)(0) + a12V1(f)′(0))
a11z1(1) + a12z′1(1)

z1

= V1(f) − (a11V1(f)(0) + a12V1(f)′(0))
DA(0)

z1.

Nous en déduisons donc:

α0 = a0B = y1 + z1,

α1 = K(α0) + a1B = K(y1) +
a1

DA(0)
y1 + K(z1) +

a1

DA(0)
z1

= V0(y1) − (a13V0(y1)(1) + a14V0(y1)′(1))
DA(0)

y1 +
(a13V0(y1)(1) + a14V0(y1)′(1))

DA(0)
y1

+ V1(z1) − (a11V1(z1)(0) + a12V1(z1)′(0))
DA(0)

z1 +
(a11V1(z1)(0) + a12V1(z1)′(0))

DA(0)
z1

= V0(y1) + V1(z1),

et par récurrence que: αi = V i
0 (y1) + V i

1 (z1) La fin de la démonstration est alors
tout à fait semblable à celle de la propriété 4.2.3. �

4.2.4. Un résultat supplémentaire de convergence. En faisant des hy-
pothèses supplémentaires sur la fonction q, on peut améliorer le résultat de conver-
gence classique dans le cas du paragraphe 4.2.2 où les contraintes du problème sont
localisées sur un seul bord, pour obtenir le résultat suivant:

Propriété 4.2.5. Si y est dans Gσ(0,T ), où 1 ≤ σ < 2, et si q est analytique,
de rayon de convergence en zéro strictement supérieur à 1, alors (4.1.3) définit
une fonction dans G1,σ([0,1] × [0,T ]), où le rayon Gevrey de l’estimation en x est
stictement supérieur à 1. Si σ = 2, le résultat est encore vrai lorsque la constante
Q associée à l’estimation Gevrey de y sur [0,T ] est strictement inférieure à 1

4 .

De l’analyticité de la trajectoire en x (puisque son ordre Gevrey est de 1) sur
[0,1], on déduit le corollaire immédiat

Corollaire 4.2.1. Dans les conditions de la propriété 4.2.5, (4.1.3) se développe
en une série de puissances de x dont les coefficient sont des fonctions Gevrey d’ordre
σ du temps.

Nous retrouvons donc la paramétrisation sous forme de série du chapitre 3.

demonstration de 4.2.5. Comme q est analytique sur [0,1], avec un rayon de
convergence en zéro > 1, α0 l’est également et nous pouvons trouver des constantes
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positives K, L et R1, telles que K > 2, L > 0, R1 > 1, et:

∃α > 1/ α(α + 1) = K (car K > 2),

∀x ∈ [0,1] q(x) � K

(R1 − x)2
,

α0(x) � L

(R1 − x)α
.

où le symbole � signifie “est dominée par”. Cette expression signifie que chaque
coefficient du développement en série de Taylor au point zéro du membre de gauche
est majoré en valeur absolue par le coefficient correspondant du développement de
Taylor en zéro du membre de droite.

Construisons la suite de fonctions (Mi)i∈N telle que:

M0 =
L

(R1 − x)α
,

et pour i > 0

M′′
i =

L

(R1 − x)2
Mi + Mi−1

Mi(0) = 0 , M′
i(0) = 0.

Par construction, les (Mi)i∈N dominent les (αi)i∈N, et en appliquant le lemme 4.2.1
nous obtenons:

∀i ≥ 0, αi � Mi � Lx2i

(2i)!(R1 − x)α
.

Le résultat ci dessus permet d’obtenir des estimations Gevrey pour θ:∣∣∣∣ ∂m

∂tm

(
αi(x)

diy

dti

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣αi(x)

di+my

dti+m

∣∣∣∣
� PQi+mΓ(σ(i + m) + 1)

Lx2i

(2i)!(R1 − x)α

� PQmΓ(σm + 1)
Γ(σ(i + m) + 1)

Γ(σm + 1)Γ(2i + 1)
QiLx2i

(R1 − x)α
.

(4.2.6)

Mais:
Γ(σ(i + m) + 1)

Γ(σm + 1)Γ(2i + 1)
≤ Γ(σ(i + m) + 1)

Γ(σm + 1)Γ(σi + 1)
Γ(σi + 1)
Γ(2i + 1)

≤ 2σ(i+m)Γ(σi + 1)
Γ(2i + 1)

,

de sorte que:∣∣∣∣ ∂m

∂tm

(
αi(x)

diy

dti

)∣∣∣∣� P (2σQ)mΓ(σm + 1)
Γ(σi + 1)
Γ(2i + 1)

L(2σQ)ix2i

(R1 − x)α
.

Il faut alors distinguer deux cas:
– si σ < 2, alors la fonction h définie par

h(x) =

∑∞
i=0 L(2σQ)ix2i Γ(σi+1)

Γ(2i+1)

(R1 − x)α
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est une fonction analytique sur [0,1], dont le numérateur est une fonction
entière et nous avons:

∀m ∈ N,
∂m

∂tm
θ � (2σQ)mΓ(σm + 1)h(x).

Ceci prouve que θ est dans G1,σ([0,1] × [0,T ]).
– si σ = 2 il suffit de supposer que Q < 1

4 pour garantir que h est analytique
sur [0,1] avec un rayon de convergence en 0 strictement supérieur à 1. Il
faut cependant remarquer que grâce à (4.2.6), l’hypothèse Q < 1 conduit
à une solution C∞ sur [0,1], mais ne garantit plus les estimations Gevrey.

Ceci achève la démonstration du théorème. �

Lemme 4.2.1.

∀i ≥ 0, Mi � Lx2i

(2i)!(R1 − x)α
.

Démonstration. Soit Mi(x) =
∞∑

k=0

ai,2i+k

(2i + k)!
x2i+k le développement en série

de Taylor de Mi en zéro, et :
∞∑

k=0

γi,2i+kx2i+k le développement en série de Taylor

de Lx2i

(2i)!(R1−x)α en zéro. Nous avons donc:

γi,2i+k =
L

Rα
1 (2i)!

Γ(α + k)
Γ(α)Γ(k + 1)Rk

1

.

Le lemme se démontre par récurrence. La propriété est vraie au rang zéro, grâce à
notre choix de la constante L. Supposons qu’elle soit vraie jusqu’au rang i, alors, en
substituant le développement de Mi+1 dans l’équation différentielle qui le définit,
nous obtenons au rang i + 1:

Pour k=0 où 1,
∣∣∣ai+1,2i+2

(2i)!

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ai,2i

(2i)!

∣∣∣ ≤ L
Rα

1 (2i)! (grâce à notre hypothèse de
récurrence), si bien que:∣∣∣∣ai+1,2i+2

(2i + 2)!

∣∣∣∣ ≤ L

Rα
1 (2i + 2)!

= γi+1,2(i+1),

et de la même façon:∣∣∣∣ai+1,2i+3

(2i + 1)!

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ ai,2i+1

(2i + 1)!

∣∣∣∣ ≤ Lα

Rα+1
1 (2i)!

,∣∣∣∣ai+1,2i+3

(2i + 3)!

∣∣∣∣ ≤ Lα

Rα+1
1 (2i + 2)!

= γi+1,2(i+1)+1.

Si la majoration
∣∣∣ai+1,2(i+1)+k

(2(i+1)+k)!

∣∣∣ ≤ γi+1,2(i+1)+k est vraie juqu’au rang k = n − 1, en

désignant par
(

K
(R1−x)2

)
j

le coefficient de xj dans le développement de Taylor de
K

(R1−x)2 nous obtenons au rang n (≥ 2):∣∣∣∣ai+1,2i+n+2

(2i + n)!

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=0

(
K

(R1 − x)2

)
n−k

γi+1,2(i+1)+k−2 + γi,2i+n.
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Or la somme dans le membre de droite est exactement le coefficient de x2i+n dans
le développement de Taylor de KLx2(i+1)

(2i+2)!(R1−x)α+2 , d’où:∣∣∣∣ai+1,2i+n+2

(2i + n)!

∣∣∣∣ ≤
(

KLx2(i+1)

(2i + 2)!(R1 − x)α+2
+

Lx2i

(2i)!(R1 − x)α

)
2i+n

≤
(

α(α + 1)Lx2(i+1)

(2i + 2)!(R1 − x)α+2
+

Lx2i

(2i)!(R1 − x)α

)
2i+n

+
(

2αLx2i+1

(2i + 1)!(R1 − x)α+1

)
2i+n

=
(

α(α + 1)Lx2(i+1)

(2i + 2)!(R1 − x)α+2
+

2αLx2i+1

(2i + 1)!(R1 − x)α+1
+

Lx2i

(2i)!(R1 − x)α

)
2i+n

=
(

d

dx2

(
Lx2(i+1)

(2i + 2)!(R1 − x)α

))
2i+n

= (2i + n + 1)(2i + n + 2)γi+1,2(i+1)+n,

ce qui donne finalement: ∣∣∣∣ ai+1,2i+n+2

(2i + 2 + n)!

∣∣∣∣ ≤ γi+1,2(i+1)+n.

La propriété est donc vraie à tout rang n, donc au rang i + 1, ce qui achève la
récurrence. �

Le théorème est aussi valable dans le cas traité dans la section 4.2.3.

4.3. Densité des états de départ et d’arrivée

Nous prenons A et K comme dans la section 4.2, et nous cherchons à quelles
conditions, conformément à la définition proposée pour la platitude des systèmes de
dimension infinie 1.3.1, nous avons un résultat de densité pour les états de départ
et d’arrivé de notre paramétrisation. Nous allons voir qu’en fin de compte, nous
retrouvons le critère de commandabilité approchée 2.6.1.

4.3.1. Densité dans L2(0,1) des itérés de K. Nous donnons ici une preuve
élémentaire d’un résultat général de densité: soit K un opérateur borné, défini sur
un espace de hilbert H, Riesz spectral ( comme défini dans [11], def. 2.3.4 p. 41
). On note (λn)n∈N les valeurs propres de K, qui sont par définition simples, et
on suppose qu’elles n’ont qu’un seul point d’accumulation, la valeur zéro. On a
donc lim

n→∞λn = 0, et on suppose qu’on a ordonné les (λn)n∈N de façon à ce que:

|λn| ≥ |λn+1|.
On note (φn)n∈N une base de Riesz de H formée de vecteurs propres de K, et

(ψn)n∈N une base de Riesz de H formée de vecteurs propres de K∗ telles que:

∀k ∈ (N), K(φk) = λkφk, K∗(ψk) = λkψk,

et
∀(i,j) ∈ N2, < φk,ψk >= δij

On sait alors (voir [11], lemme 2.3.2) que tout élément f de H admet la représenta-
tion:

f =
∞∑

k=0

< f,ψk > φk,
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qu’il existe m > 0 et M > 0 tels que:

∀f ∈ H, m
∞∑

k=0

< f,ψk >2≤ ‖f‖2 ≤ M
∞∑

k=0

< f,ψk >2

et que K(f) admet la représentation:

K(f) =
∞∑

k=0

λk < f,ψk > φk.

On a alors la propriété suivante:

Propriété 4.3.1. Si B est un élément de H qui vérifie:

∀k ∈ N, < B,ψk >�= 0,

alors (Kn(B))n∈N est dense dans H.

Remarque. Nous pouvons établir un parallèle immédiat entre ce résultat et les
résultats en dimension finie exposés dans la section 1.2 en matière de caractérisation
modale de la commandabilité.

En effet, un opérateur Riesz-spectral peut être considéré comme l’analogue
en dimension infinie d’une matrice diagonalisable à valeurs propres distinctes, et
la densité des itérés est l’analogue de la condition de rang des itérés (critère de
Kalman) en dimension finie.

Démonstration. Comme (φk)k∈N est dense dans H, il suffit de montrer que:

∀k ∈ N, ∀ε > 0, ∃m ∈ N, ∃(α0, · · · ,αm) ∈ Cm+1 /

∥∥∥∥∥φk −
m∑

i=0

αiK
i(B)

∥∥∥∥∥ ≤ ε.

Fixons k ∈ N, et pour tout entier m > k, définissons: Pm,k(λ) =
m∏

i=0,i �=k

λ − λi

λk − λi
.

C’est le polynôme de Legendre qui prend la valeur 1 en λk et 0 en λi, pour i �= k,
allant de 1 à m.

Soit m > k, si n est un entier strictement supérieur à m, on a:

|Pm,k(λn)| ≤
m∏

i=0,i �=k

|λn − λi|
|λk − λi|

≤
m∏

i=0,i �=k

2 |λi|
|λk − λi| .

Posons:

Cm,k =
m∏

i=0,i �=k

2 |λi|
|λk − λi| .

Donc : ∀n > m, |Pm,k(λn)| ≤ Cm,k.
Mais, k étant fixé, on a:

lim
m→∞

Cm+1,k

Cm,k
= lim

m→∞
2 |λm+1|

|λk − λm+1| = 0,

d’où on déduit qu’il existe Nk > 0, indépendant de m, tel que: ∀m ∈ N, Cm,k ≤
Nk, si bien que:

∀m ∈ N, ∀n > m, |Pm,k(λn)| ≤ Nk.
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Notons α0, · · · , αm les coefficients du développement en puissances de λ de Pm,k(λ),
on a alors:∥∥∥∥∥φk −

m∑
i=0

αiK
i(B)

∥∥∥∥∥
2

= ‖φk − Pm,k(K)(B)‖2

=

∥∥∥∥∥φk −
∞∑

n=0

Pm,k(λn) < B,ψn > φn

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥φk − φk −
∞∑

n=m+1

Pm,k(λn) < B,ψn > φn

∥∥∥∥∥
2

≤ M
∞∑

n=m+1

|Pm,k(λn)|2 |< B,ψn >|2 ≤ MN2
k

∞∑
n=m+1

|< B,ψn >|2 .

La dernière expression est le reste d’ordre m d’une série convergente: on peut donc,
à k fixé, choisir m tel que ce reste soit inférieur à ε

MN2
k
, ce qui fournit le résultat

recherché. �

Dans le cas où l’opérateur K est auto-adjoint, notons qu’il s’agit d’un résultat
classique (voir [20] et [1]) dont nous rappelons les grandes lignes.

Définition 4.3.1. Un opérateur auto-adjoint K défini sur un espace de Hilbert
H est dit à spectre simple si il existe un vecteur g ∈ H, appelé élément générateur
tel que le sous espace vectoriel fermé engendré par les EK(I)g, où EK est la mesure
spectrale associée à K et I décrit tous les intervalles de R, soit dense dans H.

Remarque. Dans le cas d’un opérateur K auto-adjoint compact, le spectre
de K est réduit à ses valeurs propres, et les vecteurs propres forment une base
Hilbertienne de H. La mesure spectrale EK a pour expression:

EK(I) =
∞∑

i=0

ni∑
k=1

< .,φi,k > φi,kδλi
(I).

La densité des EK(I)g, parmi lesquels on trouve en particulier toutes les sommes

finies, équivaut donc à la densité des
ni∑

k=1

< g,φi,k > φi,k. Cette densité n’est

clairement assurée que lorsque ni = 1, et < g,φi,1 >�= 0 pour tous les indices i
(car les φi,k forment une base Hilbertienne de H). La définition de la simplicité
ci-dessus rejoint donc la définition classique de la simplicité de l’algèbre linéaire en
dimension finie, et la condition que doit satisfaire un vecteur de H pour être un
élément générateur est de n’être orthogonal à aucun vecteur propre de K.

Théorème 4.3.1. Si K est un opérateur auto-adjoint, à spectre simple, dont le
domaine est dense dans un espace de Hilbert H et à valeurs dans H, alors il existe
au moins un élément générateur g ∈ H tel que

(Ki(g))i∈N
= H.

Dans le cas où K est autoadjoint compact défini sur H, nous pouvons là encore
affiner ce résultat: comme signalé dans [20], p. 105, tout générateur de K possède
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la propriété du théorème 4.3.1. En effet, le support de Ek est alors compact, donc
inclus dans un intervalle fermé borné ∆, et K admet la représentation spectrale:
K(y) =

∫
∆

λEK(dλ)(y). Pour toute fonction f borélienne bornée sur ∆, on définit
f(K) =

∫
∆

f(λ)EK(dλ). Supposons que g est un générateur de K, et que h est un
vecteur de H orthogonal à tous les Ki(g). On définit : Φ(f) =< f(K)(g),h >, et
on se restreint aux fonctions f continues sur ∆ (qui sont boréliennes bornées). Il
est immédiat que Φ définit une forme linéaire continue pour la norme uniforme, qui
s’annule par construction sur tous les polynômes. Par densité, elle est donc nulle
pour toute fonction f continue sur ∆. Comme les valeurs propres non nulles de K
sont des points isolés, on peut construire une fonction continue fi qui vaut 1 pour
la ième valeur propre non nulle de K et 0 sur toutes les autres, y compris en 0. On
obient alors Φ(fi) = 0 =< g,φi >< φi,h >, d’où, comme g est un générateur de K,
< φi,h >= 0. Si K a encore une valeur propre nulle, on voit alors facilement que h
doit être orthogonal à la fonction propre associée. Ceci montre que h = 0, d’où le
résultat suivant:

Théorème 4.3.2. Si K est un opérateur auto-adjoint, compact à spectre simple,
défini sur un espace de Hilbert H et à valeurs dans H, alors pour tout g ∈ H, tel
que g n’est orthogonal à aucun vecteur propre de K, on a:

(Ki(g))i∈N
= H.

Le même résultat est vrai pour des opérateurs plus généraux: voir [15], [34] et
[35].

4.3.2. Densité dans L2(0,1) de la famille (αi)(i∈N). La propriété générale
suivante est vérifiée:

Propriété 4.3.2. Etant donnée une fonction B continue sur [0,1] qui vérifie :

∀n ∈ N, < ψn,B >�= 0,

où les φn sont les vecteurs propres de K et les ψn sont les vecteurs propres de K�,
et étant donnée une famille de nombres réels quelconques (bi)(i∈N) où b0 �= 0, la
famille de fonctions (βi)(i∈N) définie par:

β0 = b0B,

βi = K(βi−1) + biB, pour i > 0

est dense dans L2(0,1).

Démonstration. Par définition, A est Riesz spectral inversible, donc K est
Riesz-spectral (et même le plus souvent autoadjoint compact à spectre simple), et
le seul point d’accumulation de ses valeurs propres est 0. Par hypothèse sur B, les
propriétés 4.3.1 ou 4.3.2 ci-dessus s’appliquent, et :

⋃
n∈N

vect(B,KB, · · · ,KnB) = L2(0,1)
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Mais on a :

β0 = a0B ⇒ vect(B) = vect(β0),

β1 = a0KB + a1B ⇒ vect(B,KB) = vect(β0,β1),
...

βn =
n∑

i=0

aiK
n−iB ⇒ vect((KiB)i=0→n) = vect((βi)i=0→n),

à tout ordre n, d’où

⋃
n∈N

vect(β0,β1, · · · ,βn) =
⋃
n∈N

vect(B,KB, · · · ,KnB) = L2(0,1)

�

Appliquée dans le cadre de la construction de la famille de Brunovsky, où
l’opérateur A, la fonction B et la famille (αi)i∈N ont été construits dans les sections
2.3 et 4.1, cette propriété conduit aux trois résultats suivants (les notations sont
celles des sections 2.3 et 4.1):

De façon générale nous avons

Propriété 4.3.3. Si A est Riesz-spectral inversible quelconque, et si (φi)i∈N

désignent les valeurs propres de A�, alors la famille (αi)i∈N est dense dans L2(0,1)
si pour tout i on a:

A24 �= 0 et

−φi(0)a14 �= −φi(1)a12,

ou A13 �= 0 et

φ′
i(0)a13 �= −φ′

i(1)a11,

ou A24 = 0, A13 = 0, A14 �= 0 et

φ′
i(0)a14 �= −φi(1)a11,

ou A24 = 0, A13 = 0, A14 = 0 et

φ′
i(1) �= 0

les coefficients Aij étant définis comme dans l’annexe A.
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Démonstration. Pour toute valeur propre φi de A� on a, B étant une fonction
réelle

< φi,B > =
∫ 1

0

φi(x)B(x)dx

=
1
λi

∫ 1

0

(φ′′
i (x) + q(x)φi(x))B(x)dx

=
1
λi

(∫ 1

0

φ′′
i (x)B(x)dx +

∫ 1

0

q(x)φi(x))B(x)dx

)
=

1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))

+
1
λi

∫ 1

0

(B′′(x) + q(x)B(x))φi(x)dx

=
1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))(4.3.1)

car B′′ + qB = 0.
Si A24 = a12ã24 − a14ã22 �= 0, alors les fonctions propres φi vérifient les condi-

tions aux bords qui définissent le domaine de A�, et on montre aisément que

φ′
i(0) = −A14

A24
φi(0) − A12

A24
φi(1)

φ′
i(1) =

A34

A24
φi(0) − A23

A24
φi(1).

De même, B vérifie

a11B(0) + a12B
′(0) + a13B(1) + a14B

′(1) = 0

ã21B(0) + ã22B
′(0) + ã23B(1) + ã24B

′(1) = 1

qui devient

B′(0) = −A14

A24
B(0) − A34

A24
B(1) − a14

A24

B′(1) =
A12

A24
B(0) − A23

A24
B(1) +

a12

A24
.

On en déduit, en reportant ces expressions dans (4.3.1), que

< φi,B > =
1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))

=
1

A24λi
×(4.3.2)

(−a14φi(0) − a12φi(1))

ce qui entrâıne le résultat annoncé.
Lorsque A13 �= 0, un calcul tout à fait analogue fournit

φi(0) = −A23

A13
φ′

i(0) +
A12

A13
φ′

i(1)

φi(1) = −A34

A13
φ′

i(0) − A14

A13
φ′

i(1).
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et

B(0) = −A23

A13
B′(0) +

A34

A13
B′(1) − a13

A13

B(1) = −A12

A13
B′(0) − A14

A13
B′(1) +

a11

A13
.

d’où

< φi,B > =
1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))

=
1

A13λi
(a13φ

′
i(0) + a11φ

′
i(1))(4.3.3)

et le résultat annoncé.
Si A13 = 0 et A24 = 0, alors que A14 �= 0, on obtient

φi(0) = −A12

A14
φi(1)

φ′
i(1) = −A34

A14
φ′

i(0),

et

B(0) = −A34

A14
B(1) − a14

A14

B′(1) = −A12

A14
B′(0) +

a11

A14
.

d’où

< φi,B > =
1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))

=
1

A13λi
(a14φ

′
i(0) + a11φi(1))(4.3.4)

et le résultat annoncé.
Enfin, dans le cas très particulier où A13 = 0, A24 = 0 et A14 = 0, on obtient

que les conditions aux bords sont nécessairement de la forme

φi(1) − a14φi(0) = 0

φ′
i(0) = 0,

et que B vérifie

B′(0) + a14B
′(1) = 0

B(1) = 1,

d’où

< φi,B > =
1
λi

(φ′
i(1)B(1) − φ′

i(0)B(0) − φi(1)B′(1) + φi(0)B′(0))

= −φ′
i(1)
λi

(4.3.5)

d’où le résultat annoncé. �
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On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 4.3.1. Si l’équation de contrainte du problème initial ne fait in-
tervenir des valeurs que sur un seul bord, alors la famille (αi)i∈N est dense dans
L2(0,1).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la propriété ci-dessus. Sup-
posons que l’équation de contrainte ne fasse intervenir que les valeurs en 0. B est
défini par l’équation (2.2.6), qui s’écrit

B′′ + q(x)B = 0

a11B(0) + a12B
′(0) = 0

ã23B(1) + ã24B
′(1) = 1.

De plus, A est autoadjoint. Nous avons en supposant que A24 = a12ã24 �= 0:

< φi,B > =
1

λiA24
φi(0)((−A34 + A12)B(1) − a14) − φi(1)((−A34 + A12)B(0) − a12)

=
−a12

λiA24
φi(1)

=
−1

λiã24
φi(1).

Or nécessairement, à cause de la forme séparée des conditions aux bords de A, on
a φi(1) �= 0, sinon on aurait φ′

i(1) = 0 et donc φi = 0.
Si A24 = 0, on reprend le même raisonnement avec la formule valable parmi les

formules données dans la propriété précédente. �

Dans le cas où l’équation de contrainte fait intervenir les deux bords, nous
avons vu dans la section 2.3 qu’on peut tenter de choisir l’opérateur A qui “sépare”
les conditions aux bords. Si c’est possible, on a la propriété suivante:

Corollaire 4.3.2. La famille ((αi)(i∈N)) est dense dans L2(0,1) si la condition

∀i ∈ N, y1(x,λi) �= z1(x,λi)

est vérifiée, où
y1(x,λi) = a12e1(x,λi) − a11e2(x,λi)

et
z1(x,λi) = a14f1(x,λi) − a13f2(x,λi).

Démonstration. Dans le cas où on a pu choisir l’opérateur A de façon à
séparer les conditions aux bords, B est défini par l’équation (2.2.6) qui devient

B′′ + q(x)B = 0

a11B(0) + a12B
′(0) = −1

a13B(1) + a14B
′(1) = 1,

et A est encore autoadjoint. Nous avons donc en supposant que a14 �= 0 et a12 �= 0
et en appliquant la formule valable pour A24 �= 0

< φi,B > = − 1
λia12a14

(a12φi(1) + a14φi(0)).
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Après calculs, nous trouvons que:

< φi,B >= 0 ⇔ ∃k ∈ R�/

φi(0) = ka12, φ′
i(0) = −ka11

φi(1) = ka14, φ′
i(1) = −ka13

⇔ φi(x) = ky1(x,λi)

y1(x,λi) = z1(x,λi).

Donc, dès que y1(x,λi) �= z1(x,λi), la famille des αi est dense.
Si A24 = 0 mais A13 �= 0, on utilise la formule adéquate et on obtient

< φi,B > =
1

λia11a13
(a11φ

′
i(1) + a13φ

′
i(0)),

ce qui après calculs conduit au même résultat que ci-dessus.
Le cas A24 = 0, A13 = 0, mais A14 �= 0 est similaire. �

4.3.3. Exemple: suite. Nous avons choisi de paramétrer les trajectoires avec
l’opérateur A défini par

A : D(A) → L2(0,1)

A(f) = f ′′

où

D(A) = {f ∈ H2(0,1)/ f(0) = 0,

f(1) − 1
2
f ′(1) = 0}.

ψi est une fonction propre de A lorsque λi est un zéro (réel, car A est autoadjoint)
de

DA(λ) =
sin(σ)

σ
+

cos(σ)
2

La fonction B est donnée par B(x) = 4x−3
3 . Les ψi sont données par

ψi(x) = K
sin(σix)

σi
.

Nous appliquons le corollaire 4.3.2, donc nous calculons:

y1(x,λi) = − sin(σix)
σi

et

z1(x,λi) =
1
2

cos(σi(x − 1)) − sin(σi(x − 1))
σi

.

Nous transformons z1:

z1(x,λi) = (
sin(σi)

σi
+

1
2

cos(σi)) cos(σix)

+ (−1
2
σi sin(σi) − cos(σi))

sin(σix)
σi

.
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Donc z1 = f1 si et seulement si σi est solution de

sin(σi)
σi

+
1
2

cos(σi) = 0

1
2
σi sin(σi) + cos(σi)) = −1.

Un calcul simple fournit alors

cos(σi) =
−2σi

σ2
i − 4

,

sin(σi) =
−4

σ2
i − 4

,

d’où nécessairement

16 + 4σ2
i

(σ2
i − 4)2

= 1,

qui donne:

σi = 0 ou σi = ±
√

12.

En reportant ces valeurs dans l’expression de DA, on trouve qu’elles ne conviennent
ni l’une ni l’autre, donc on n’a jamais z1 = f1, et le système bouclé est comman-
dable.

4.4. Optimalité et unicité de la paramétrisation de Brunovsky

Les principaux résultats que nous établissons dans cette section peuvent s’énoncer
de la façon suivante.

Plaçons nous dans le cas de la section 2.3, où on a pu construire un opérateurA
qui est Riesz-spectral et inversible. B et (αi)i∈N sont définis avec les mêmes nota-
tions que dans les sections 2.3 et 4.1, et la famille (αi)i∈N est dense dans L2(0,1).
Le système considéré est donc plat au sens donné dans la définition 1.3.1.

Définition 4.4.1. Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, alors la paramétrisation
de Brunovsky est appelée paramétrisation plate de Brunovsky.

Soit une famille de fonctions (βi)i∈N deux fois continûment dérivables sur [0,1],
qui définit une paramétrisation des trajectoires de (2.1.4)-(2.1.6) au moins po-
lynômiales (voir la section 4.1 pour les définitions) .

On définit le nombre σβ par:

σβ = sup{σ ∈ R+�/ (Gσ(0,T ),(βi)i∈N) est une paramétrisation du système }
où la borne supérieure de l’ensemble vide est, par convention, égale à −∞.

On a la propriété suivante

Propriété 4.4.1. Si la famille de fonctions (βi)i∈N est telle que:

σβ ≥ σα,

alors
σβ = σα.
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De plus

Propriété 4.4.2. Si (Gσ(0,T ),(βi)i∈N) est une paramétrisation du système,
alors il existe des coefficients (di)i∈N tels que : si z ∈ Gσ(0,T ) est le paramètre
d’une trajectoire formelle normalement convergente de (2.1.4)-(2.1.6),

y =
∞∑

i=0

diz
(i)

est le paramètre plat de Brunovsky de (2.1.4)-(2.1.6) pris dans Gσ(0,T ) de la même
trajectoire.

De plus, la famille (βi)i∈N est dense dans L2(0,1).

Ce résultat a une interprétation très importante en termes de contrôle: prendre
la paramétrisation en z et βi au lieu de y et αi revient à mettre en série les deux
“systèmes” selon la figure 1.

paramétrisation
en y

paramétrisation
en z

u=Σai(d/dt) (y)
θ=Σαi(d/dt) (y) y=Σdi(d/dt) (z) 

u ?n

n
n

Fig. 1. Lien entre les paramétrisations en “y” et “z”.

Corollaire 4.4.1. Soit un système tel qu’on ait trouvé un bouclage des termes
de bords conduisant à un opérateur A Riesz-spectral inversible, et une fonction
B, tels que la paramétrisation de Brunovsky associée (Gσ(0,T ),(αi)i∈N) soit plate.
Alors tout autre bouclage du système conduisant à un opérateur Riesz-spectral in-
versible fournit la même paramétrisation.

4.4.1. Preuve de la première propriété. La propriété 4.4.1 peut se re-
formuler de la façon suivante: soit une paramétrisation des trajectoires de (2.1.4)
convergente au moins pour des fonctions polynômiales, et soit G son espace fonc-
tionnel associé. La famille de Brunovsky liée à l’opérateur A détermine la borne
supérieure des ordres Gevrey σ admissibles pour que Gσ(0,T ) ⊂ G.

Démonstration. Nous supposons σβ > σα, et nous montrons que nous obte-
nons une contradiction, d’où le résultat.

D’après les résultats de la section 4.2, σα ≥ 2, donc on aurait σβ > 2.

Fixons donc σ tel que: 2 < σ < σβ , et considérons la série formelle :

f̂(X) =
∞∑

i=0

Γ(σi + 1)
i!

Xi.
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Il s’agit d’une série Gevrey d’ordre σ−1, et en appliquant le théorème de Ritt (voir
annexe sur les fonctions Gevrey), nous pouvons affirmer qu’il existe une fonction
f holomorphe sur un secteur épointé de sommet zéro, de bissectrice R+�, de rayon
T > 0 telle que f̂ soit le développement asymptotique Gevrey de f . En particulier,
f est Gevrey σ sur [0,T ], et à l’origine:

∀i ∈ N, f (i)(0) = Γ(σi + 1)

Mais, par définition de σβ ,nous avons en faisant y = f et t = 0 dans la définition:
∞∑

i=0

Γ(σi + 1) sup
x∈[0,1]

|βi(x)| < K0

d’où nous tirons qu’il existe deux constantes réelles positives K0 et R0 < 1 telles
que

(4.4.1) ∀i ∈ N, ‖βi‖∞ ≤ K0R
i
0

Γ(σi + 1)
.

D’autre part, (βi)i∈N définit une paramétrisation formelle valable pour toutes
les fonctions y polynômiales, donc en appliquant la propriété 4.1.1 de la section 4.1,
on obtient que:

∃c0 ∈ R�/ β0 = c0B,(4.4.2)

∀i > 0, ∃ci ∈ R/ βi = K(βi−1) + ciB =
i∑

k=0

ckKi−k(B).(4.4.3)

Le noyau G de K est une fonction bornée en valeur absolue de [0,1]×[0,1]; en notant
N1 = sup

(x,ξ)∈[0,1]×[0,1]

G(x,ξ) nous avons donc:

∀x ∈ [0,1], |ci| |B(x)| ≤ K0R
i
0

Γ(σi + 1)
+ N1

K0R
i−1
0

Γ(σi − σ + 1)
,

d’où la majoration des ci :

|ci| ‖B‖∞ ≤ K0(R0 + N1)
Ri−1

0

Γ(σi − σ + 1)
,

soit en ajustant correctement la valeur de la constante C, une majoration du type:

|ci| ≤ M
Ci

Γ(σi + 1)
.

La fonction F définie par:

F (x) =
∞∑

i=0

ciλ
i

est donc entière, d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal à 1
σ .

D’autre part, B se développe sur une base de Riesz de vecteurs propres de K
en:

B =
∞∑

n=0

xnφn
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Puisque le système est par hypothèse plat, B n’a de composante nulle sur aucune
fonction propre donc les xn sont non nuls. Des relations (4.4.3) et (4.4.1), on tire
que

‖βi‖2
2 =

∥∥∥∥∥
i∑

k=0

ckKi−k(B)

∥∥∥∥∥
2

2

=
∞∑

n=0

|xn|2
|λn|2i

∣∣∣∣∣
i∑

k=0

ckλk
n

∣∣∣∣∣
2

,

et que

∀n > 0,

∣∣∣∣∣
i∑

k=0

ckλk
n

∣∣∣∣∣ ≤ ‖βi‖2

|λn|i
|xn|

≤ K0R
i
0

Γ(σi + 1)
|λn|i
|xn| .

En faisant tendre i vers +∞ dans l’inégalité ci-dessus, on obtient que toute valeur
propre λn de A est un zéro de F .

On en déduit alors en utilisant le théorème de factorisation de Weierstrass pour
les fonctions entières d’ordre inférieur strictement à 1, que

(4.4.4) F (x) = D(x)DA(x),

où D est une fonction entière d’ordre inférieur où égal à 1, et DA, d’après la propriété
2.5.6 ci-dessous, est d’ordre de Weierstrass 1

2 exactement. Donc l’ordre de F est
supérieur où égal à 1

2 .
Nous obtenons donc : 1

σ ≥ 1
2 , ce qui est la contradiction annoncée. �

4.4.2. Preuve de la deuxième propriété.

Démonstration. Soit z ∈ Gσ(0,T ) et (βi)i∈N une paramétrisation associée à
une trajectoire formelle normalement convergente de (2.1.4)-(2.1.6).

Nous avons prouvé dans la preuve de la propriété 4.4.1 que la famille (βi)i∈N

vérifie nécessairement les relation (4.4.2) et (4.4.3), et que la fonction

F (λ) =
∞∑

i=0

ciλ
i

est donc entière, d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal à 1
σ . Nous avons également

montré qu’elle se factorise en

F (λ) = D(λ)DA(λ) = DA(λ)D(λ).

Or, par définition de K, inverse de l’opérateur A et par définition de B, nous

déduisons de (4.4.2) et (4.4.3) que la trajectoire θ(x,t) =
∞∑

i=0

z(i)βi paramétrée par
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z vérifie

ã21θ(0,t) + ã22θ
′(0,t) + ã23θ(1,t) + ã24θ

′(1,t) =
∞∑

i=0

ciz
(i)(t)

= F (
d

dt
)(z)

= DA(
d

dt
)D(

d

dt
)(z).

Posons y = D( d
dt )(z), y ainsi défini est dans Gσ(0,T ), donc la loi de commande

ũ(t) = DA(
d

dt
)(y)

définit, puisque l’opérateur A est le générateur d’un semi-groupe continu, une
unique trajectoire du système, dont nous avons prouvé dans la section 4.2 qu’elle
est un solution au sens classique du problème, et cette solution est

θ(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)αi.

Nous avons donc prouvé qu’il existe des coefficients (di)i∈N tels que :

(4.4.5) y =
∞∑

i=0

diz
(i)

soit le paramétre plat de Brunovsky de (2.1.4)-(2.1.6) pris dans Gσ(0,T ) de la même
trajectoire.

De plus, en resommant la série (qui est normalement convergente) sur les
dérivées de z, et en identifiant, puisque l’égalité a lieu pour toute fonction z ∈
Gσ(0,T ) on obtient

θ(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

=
∞∑

i=0

( ∞∑
k=0

dkz(k)(t)

)(i)

αi(x)

=
∞∑

n=0

z(n)(t)

( ∑
i+k=n

dkαi(x)

)

=
∞∑

n=0

z(n)(t)

(
n∑

i=0

dn−iαi(x)

)
,

et dans le même temps

θ(x,t) =
∞∑

n=0

z(n)(t)βn(x).

On en déduit que

∀n ∈ N, βn(x) =
n∑

i=0

dn−iαi(x)

avec d0 �= 0, puisque a0 et c0 ne sont pas nuls.
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La densité dans L2(0,1) des αi, qui est par hypothèse vérifiée, entrâıne donc
celle des βi. �

Nous donnons maintenant la preuve du corollaire 4.4.1.

Démonstration. Nous supposons que (y,(αi)i∈N) soit une paramétrisation
plate du système, valable pour tout y ∈ Gσ(0,T ), obtenue via un bouclage corres-
pondant à un opérateur A Riesz-spectral inversible.

Considérons un autre bouclage conduisant à un autre opérateur Ã Riesz-spectral
inversible. Alors, d’après les résultats de la section 4.2, Ã définit une paramétrisation
de Brunovsky (z,(βi)i∈N) qui fournit des trajectoires normalement convergentes
pour tout z ∈ Gσ(0,T ).

En appliquant la propriété 4.4.2 ci-dessus, nous obtenons que (βi)i∈N est dense
dans L2(0,1), et donc que (z,(βi)i∈N) est aussi une paramétrisation plate du système.

De plus, par la relation (4.4.5), nous savons que si z est un élément quelconque
de Gσ(0,T ) qui paramétrise une trajectoire du système dans la paramétrisation
(Gσ(0,T ),(βi)i∈N), alors

y = D(
d

dt
)(z).

paramétrise la même trajectoire dans (Gσ(0,T ),(αi)i∈N).
Mais, comme (z,(βi)i∈N) est une paramétrisation plate de Brunovsky du système,

nous pouvons appliquer la propriété 4.4.2 en inversant les rôles des αi et des βi, ce
qui donne que réciproquement:

z = C(
d

dt
)(y).

où C est une fonction entière d’ordre de Weierstrass ≤ 1
σ . Nous obtenons donc,

puisque ceci est vrai pour toute fonction z, que:

C(λ)D(λ) = 1.

ce qui ne peut se produire, étant donné l’ordre de Weierstrass de D et C, que si
C et D sont deux fonctions constantes dont le produit vaut 1. Les fonctions z et
y correspondant à la même trajectoire dans les deux paramétrisations sont donc
proportionnelles, et les αi et βi aussi, ce qui prouve l’unicité à multiplication par
un scalaire près de la paramétrisation plate. �

4.4.3. Endogéneité de la paramétrisation plate de Brunovsky. Par
endogénéité, nous entendons la propriété au sens de la dimension finie, qui consiste
à savoir à tout instant expliciter une fonction qui permette de calculer le paramètre
plat en fonction de l’état du système et de la commande.

Il y a un cas où nous savons répondre positivement à cette question, qui est
celui des problèmes où l’équation de contrainte ne fait intervenir qu’un seul bord.
La “sortie plate” (elle mérite à ce moment là effectivement l’appellation de sortie
plate) est une soit la valeur de l’état à l’autre bord, soit la valeur du flux (voir 4.2.3.

Dans tous les autres cas, nous ne savons pas répondre à cette question, sauf
éventuellement si le système présente des symétries particulières.

4.5. Planification de trajectoire et commandabilité approchée

Nous nous plaçons désormais dans le cas où le système étudié est plat et nous
avons pu construire un opérateur A Riesz-spectral et inversible qui génère la pa-
ramétrisation de Brunovsky du système.
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Nous souhaitons pouvoir fixer un état initial et un état final du système (2.1.4)-
(2.1.6), et trouver une loi de commande u(t) qui conduise le système de cet état
initial à cet état final en un temps T donné.

Nous obtenons alors deux résultats qui s’énoncent de la façon suivante:

Propriété 4.5.1. Supposons que l’état initial et l’état final soient de la forme:

θini =
∞∑

i=0

diαi(x)(4.5.1)

θfinal =
∞∑

i=0

fiαi(x),(4.5.2)

où les coefficients di et fi sont réels, et qu’il existe trois réels P > 0,Q > 0 et
0 < σ ≤ 2 tels que:

∀i ∈ N, |di| ≤ PQiΓ(σi + 1)

|fi| ≤ PQiΓ(σi + 1)

Il existe une loi de commande [0,T ] � t �→ U(t) dans Gσ(0,T ), où σ ≤ 2, qui conduit
le système (2.1.4)-(2.1.6) de l’état initial θini à l’instant 0 à l’état final θfinal à
l’instant T , ceci de façon exacte.

et

Propriété 4.5.2. Si l’état initial θinià l’instant 0 et l’état final θfinal à l’ins-
tant T sont dans L2(0,1) alors il existe une loi de commande [0,T ] � t �→ ū(t) dans
Gσ(0,T ), où σ ≤ 2, qui conduit le système (2.1.4) de l’état initial θini à l’instant 0
à l’état final θfinal à l’instant T , ceci de façon approchée.

4.5.1. Preuve de la propriété 4.5.1. Nous supposons donc que l’état initial
et l’état final sont de la forme:

θini =
∞∑

i=0

diαi(x)

θfinal =
∞∑

i=0

fiαi(x),

où les coefficients di et fi sont réels, et qu’il existe trois réels P > 0,Q > 0 et
0 < σ ≤ 2 tels que:

∀i ∈ N, |di| ≤ PQiΓ(σi + 1)

|fi| ≤ PQiΓ(σi + 1)

La planification de trajectoire est alors théoriquement possible grâce à ce qui
précède, en utilisant la loi de commande:

(4.5.3) u(t) =
∞∑

i=0

(a21αi(0) + a22α
′
i(0) + a23αi(1) + a24α

′
i(1))y(i)(t)

où y est une fonction de classe Gevrey σ inférieure à 2, compatible avec l’état
final et l’état initial. En effet, puisque le problème de commande est bien posé, les
propriétés des semi-groupes garantissent (voir l’annexe B, th. B.2.3) l’existence et
l’unicité de la trajectoire classique générée par la commande et l’état initial qui est
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dans D(A). Le système évolue donc sur la trajectoire θ(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x). La

fonction y doit donc satisfaire aux conditions de raccord:

(4.5.4) ∀i ∈ N, y(i)(0) = di, et y(i)(T ) = fi

Le problème de la planification de trajectoire reliant des états ayant la forme par-
ticulière ci-dessus est donc résolu si, étant données deux suites de nombres réels
(di)i∈N et (fi)i∈N qui satisfont une estimation Gevrey comme ci-dessus, on peut
toujours trouver une fonction y de classe Gevrey σ telle que (4.5.4) soit satisfaite.
La réponse à ce problème est positive, comme nous l’assure le théorème de Ritt
C.1.1 et son corollaire C.2.1.

4.5.2. Preuve de la propriété 4.5.2. La platitude du système implique la
densité de la famille (αi)i∈N. Nous appliquons donc les résultats du chapitre 2,
section 2.6, prop. 2.6.2: nous sélectionnons deux états de départ et d’arrivée de la
forme (4.5.1)-(4.5.2) dans des voisinages aussi petits que l’on souhaite de l’état de
départ et d’arrivée (en pratique, on prendra des polynômes pour (4.5.1)-(4.5.2)),
et on considère une loi de commande 4.5.3 comme au paragraphe 4.5.1 reliant de
façon exacte (4.5.1) à (4.5.2). Alors nous savons que toute loi de commande au
moins C2(0,T ) qui vérifie 2.6.5-2.6.6 répond au problème.

En particulier, la loi de commande obtenue en tronquant la série (normalement
convergente, ainsi que la série dérivée sur [0,T ]) 4.5.3 à un ordre adéquat convient.
C’est ce choix qui est effectué dans tous les exemples qui suivent.
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CHAPITRE 5

Exemples de planification de trajectoire

5.1. Méthode opératoire de calcul de la loi de commande

Les résultats obtenus aux chapitres 2 et 4 nous permettent maintenant de définir
un mode opératoire de calcul d’une loi de commande en boucle ouverte pour la
planification de trajectoire. Les différentes étapes sont détaillées ci-après.

Etape 1. Il faut s’assurer qu’il s’agit d’un problème de commande bien posé
au sens défini au paragraphe 2.2.

Etape 2. Il faut ensuite, si le problème n’est pas un des cas particuliers men-
tionnés dans la section 2.4, déterminer par bouclage un opérateur A Riesz-spectral
inversible, et une fonction B. Il semble qu’il soit intéressant de sélectionner lorsqu’on
le peut un opérateur A à conditions aux bords séparées.

Si nous sommes dans le cas particulier où, avec les notations de la section 2.3,
l’espace E est de dimension 2, nous savons séparer le problème en deux problèmes
qui rentrent dans le cadre ci-dessus (voir la section 2.4).

Par contre, si nous sommes dans le cas du premier paragraphe de la section
2.4, nous ne savons pas traiter le problème de la planification de trajectoire. Nous
supposons donc que nous ne sommes pas dans ce cas.

Etape 3. Il faut maintenant calculer la “forme de Brunovsky” du système, c’est
à dire la famille de fonctions (αi)i∈N. Notons qu’il suffit d’en calculer un nombre
fini puisque la loi de commande effectivement utilisée est une série tronquée.

Dans le cas général, le calcul des fonctions αi nécessite tout d’abord le calcul
des premiers coefficients ai du déterminant de Fredholm de l’inverse de K = A−1.
Ce calcul peut être fait en utilisant les expressions qui découlent du lemme 2.5.4:

a0 =A12 + A34 + A23e1(1) + A13e2(1) + A42e
′
1(1) + A14e

′
2(1)

ai =A23V
i
0 (e1)(1) + A13V

i
0 (e2)(1) + A42(V i

0 (e1))′(1) + A14(V i
0 (e2))′(1),

où l’opérateur de Volterra V0 a été défini au paragraphe 2.5.1, et e1 et e2 sont les
solutions fondamentales en zéro de

f ′′ + qf = 0.

Il faut donc numériquement calculer e1 et e2 sur [0,1], puis un nombre fini des
itérés V i

0 (e1) et V i
0 (e2). Les valeurs au point 1 de ces fonctions et de leurs dérivées

permettent un calcul approché des valeurs des ai.
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Une fois les ai calculés, on obtient les αi en résolvant numériquement la suite
de problèmes:

B′′ + q(x)B = 0

a11B(0) + a12B
′(0) + a13B(1) + a14B

′(1) = 0

ã21B(0) + ã22B
′(0) + ã23B(1) + ã24B

′(1) = 1,

α0 = a0B,

v′′
i + q(x)vi = αi−1

a11vi(0) + a12v
′
i(0) + a13vi(1) + a14v

′
i(1) = 0

ã21vi(0) + ã22v
′
i(0) + ã23vi(1) + ã24v

′
i(1) = 0,

αi = vi + aiB.

Remarque. Toutefois, dans le cas où l’opérateur A a pu être choisi Riesz-
spectral inversible à conditions aux bords séparées, on peut utiliser les résultats
des paragraphes 4.2.2 et 4.2.3. Il a été montré dans ces paragraphes que si f1, f2

désignent le système de solutions fondamentales en 1 de f ′′+qf = 0, et si V1 désigne
l’opérateur de Volterra qui s’annule au point 1 associé à cette équation, alors:

y1(x) = −a12e1(x) + a11e2(x),

et z1(x) = −a14f1(x) + a13f2(x),

alors αi = V i
0 (y1) + V i

1 (z1).

Le calcul des αi se fait donc sans faire intervenir les coefficients du déterminant de
Fredholm, et en résolvant numériquement la suite de problèmes

y′′
1 + q(x)y1 = 0 z′′1 + q(x)z1 = 0

y1(0) = −a12 z1(1) = −a14

y′
1(0) = a11 z′1(1) = a13,

α0 = y1 + z1,

y′′
i + q(x)yi = yi−1 z′′i + q(x)zi = zi−1

yi(0) = 0 zi(1) = 0

y′
i(0) = 0 z′i(1) = 0,

αi−1 = yi + zi.

Etape 4. Nous examinons la commandabilité du système bouclé, en utilisant
les résultats de la section 4.3.
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Sauf dans le cas où le problème de départ ne présente des contraintes que sur
un seul bord, ce qui assure la commandabilité, cette étape n’est pas facile à traiter
numériquement, car elle nécessite le calcul de toutes les valeurs propres de A.

Cependant, on peut espérer pouvoir donner une réponse par un calcul théorique
si on connâıt l’expression de la fonction q.

Si on parvient à répondre positivement à la question de la commandabilité
du système bouclé et donc à celle de la densité des αi, alors les αi définissent la
paramétrisation de Brunovsky du système (invariante sous l’action des bouclages
sur les opérateurs Riesz-spectraux inversibles) et le système est plat.

Etape 5. Enfin nous procédons à l’élaboration de la loi de commande en sui-
vant la démarche exposée dans la section 4.5, ce qui sera toujours possible, même
si la famille des αi n’est pas dense dans L2(0,1), à condition que l’état de départ et
d’arrivée de la planification de trajectoire soient dans l’adhérence des αi.

Ainsi, il est parfois possible de faire de la planification de trajectoire arrêt-arrêt,
même avec un système non commandable.

5.2. Tige commandée par un réservoir de chaleur.

Il s’agit d’ un problème identique à celui de l’exemple 1.3, à ceci près que la
variable de commande n’est plus directement la température de l’extrémité de la
tige correspondant à x = 1, mais la température d’un réservoir de chaleur (par
exemple un générateur de vapeur) au contact de cette extrémité.

Le modèle du système est donc maintenant:

∂tθ(x,t) = ∂xxθ(x,t), x ∈ [0,1]

∂xθ(0,t) = 0(5.2.1)

θ(1,t) + k∂xθ(1,t) = u(t).

Nous appliquons les résultats du chapitre 4.
Etapes 1 et 2: Le système (5.2.1) correspond à un problème bien posé, puisque

l’opérateur en espace est inversible et à conditions aux bords séparées. Il peut être
envoyé par bouclage des termes de bords sur le système étudié dans l’exemple 1.3,
qui est plat.

Etapes 3, 4 et 5: Il résulte des étapes 1 et 2 que (5.2.1) est plat, sa pa-
ramétrisation de Brunovsky est unique et c’est celle de l’exemple 1.3, où tous les
calculs ont déjà été faits.

La sortie plate est donc encore y(t) := θ(0,t), et la paramétrisation des trajec-
toires est donnée par

θ(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)
x2i

(2i)!

u(t) = y(t) +
∞∑

i=1

y(i)(t)(
1

(2i)!
+

k

(2i − 1)!
)

Les résultats de simulation sont évidemment identiques à ceux de l’exemple 1.3,
seule la loi de commande change.
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5.3. Exemple d’un système de paramètre plat inconnu

Nous reprenons l’exemple académique 2.3.1 qui a été étudié dans les précédents
chapitres: le problème étudié peut être vu comme celui d’une barre, chauffée avec
une loi de chauffage complexe, avec des conditions aux bords faisant intervenir les
deux bords. Les équations du système sont:

∂tθ = ∂xxθ

θ(0) + θ(1) +
∂xθ(1)

2
= 0

θ(1) + 2∂xθ(0) = u(t)

Etapes 1 et 2: elles ont été développés dans les chapitres précédents.
Etape 3: On utilise la remarque 5.1 pour calculer les valeurs des αi.
Etape 4: la commandabilité plate approchée a été vue dans les chapitres précédents.
Etape 5: Nous avons fabriqué une loi de commande qui conduit le système de

l’état de repos: θi(x) = 4x−3
9 , correspondant à une valeur constante égale à 1 de

la commande à l’état de repos final θf (x) = 24x−3
9 , correspondant à une valeur

constante égale à 2 de la commande, ceci en 1s..
Les résultats de simulation sont illustrés par les figures 1,2 et 3. Le fait de ne

pas connaitre précisément le lien entre la sortie plate et l’état ne gêne en rien le
déroulement des calculs.
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Fig. 1. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.
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Fig. 3. Loi de commande en fonction de temps.
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5.4. Anneau à symétrie radiale commandé en température à l’intérieur

L’étude de ce problème a été faite dans ses grandes lignes dans [27], nous en
donnons une version complétée, avec une démarche plus systématique.

Considérons le problème suivant (voir figure 4: Un anneau circulaire de rayons

R

isolation thermique

chauffage

R0

R1

Fig. 4. Anneau à symétrie radiale, chauffé à l’intérieur.

intérieurs et extérieurs R0 et R (R0 < R), est chauffé uniformément sur sa frontière
interne. De plus, on suppose que la frontière externe est parfaitement isolée. Le
problème est donc invariant en θ, où r et θ sont les coordonnées polaires usuelles
dans le plan. Les relations qui décrivent l’évolution de la température u de l’anneau
sont données par:

∂tu =
1
r
∂ru + ∂rru

∂ru(R,t) = 0(5.4.1)

u(R0,t) = c(t)

Après avoir effectué le changement de variable x = R−r,et avoir posé R1 = R−R0

nous obtenons:

∂tu = − 1
R − x

∂xu + ∂xxu

∂xu(0,t) = 0(5.4.2)

u(R1,t) = c(t)

5.4.1. Synthèse d’une loi de commande pour une trajectoire arrêt-
arrêt. Le problème (5.4.2) est exactement de la forme des problèmes étudiés au
chapitre 4: nous appliquons la démarche exposée dans ce chapitre.

Etape 1 :Transformations du problème.
Le problème (5.4.2) se transforme par le changement de variable:

v(x,t) :=

√
R − x

R
u(x,t)
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en:

∂tv =
1

4(R − x)2
v + ∂xxv

1
2R

v(0,t) + ∂xv(0,t) = 0(5.4.3) √
R

R − R1
v(R1,t) = c(t)

Nous définissons l’opérateur Ξ par

Ξ(v) =
1

R − x
v′ + v′′

avec

D(Ξ) = {v ∈ L2(0,R1)/v′ ∈ L2(0,R1),v′′ ∈ L2(0,R1),

v(R1) = 0,v′(0) = 0}.
Le changement de fonction le transforme en E défini par:

E(v) =
1

4(R − x)2
v + v′′

avec

D(E) = {v ∈ L2(0,R1)/v′ ∈ L2(0,R1),v′′ ∈ L2(0,R1),

v(R1) = 0,
1

2R
v(0) + v′(0) = 0}

Le problème est donc bien posé. En effet, on montre aisément que Ξ n’a pas
de valeur propre nulle; il s’ensuit que E n’en a pas non plus. E est à conditions
aux bords séparées, et donc il est auto-adjoint, inversible et Ξ est Riesz-spectral
inversible. Ceci entrâıne (voir annexe sur les semi-groupes) que le problème (5.4.2)
est bien posé.

Etape 2: choix de l’opérateur A.
Ici la situation est particulièrement simple; on choisit A = E, et la fonction B

est définie par:

B(x) =

√
R

R − x
Nous désignons par K l’inverse autoadjoint compact de A, et par H l’inverse Riesz-
spectral compact de E.

Si nous définissons l’isomorphisme continu de L2(0,1) Φ par

Φ : L2(0,1) → L2(0,1)

y �→
√

R − x

R
nous avons:

E = Φ−1AΦ

et donc:

H = Φ−1KΦ

Etape 3: Décomposition de Brunovsky
Pour pouvoir faire la décomposition de Brunovsky du système (5.4.2) ou de

façon équivalente celle du système (5.4.3), il nous faut calculer les coefficients du



88 5. EXEMPLES DE PLANIFICATION DE TRAJECTOIRE

déterminant de Fredholm des inverses de E ou de A. Ces déterminants sont iden-
tiques. En revenant au système de départ (5.4.1), cela revient aussi à calculer l’ex-
pression du déterminant de Fredholm de l’opérateur inverse de Ẽ défini par:

Ẽ(v) =
1
r
v′ + v′′

avec :

D(Ẽ) = {v ∈ L2(R0,R)/(v′,v′′) ∈ (L2(R0,R)
)2

,

v(R0) = 0,v′(R) = 0}
Il est bien connu (voir [13]) que les solutions de l’équation v′′ + 1

r v′ = −v sont de
la forme: cJ0(r) + dY0(r), où J0 et Y0 sont les fonctions de Bessel de première et
de deuxième espèce. Les fonctions propres de Ẽ sont donc les fonctions Gµ définies
par:

Gµ(r) = Y ′
0(µR)J0(µr) − J ′

0(µR)Y0(µr)

et les valeurs propres associées sont les nombres réels négatifs λ = −µ2, pour les
valeurs de λ qui annulent le déterminant de Fredholm de K (l’inverse de A) dont
l’expression est donnée par

DA(λ) = RµY ′
0(Rµ)J0(R0µ) − RµJ ′

0(Rµ)Y0(R0µ)
= 0

(5.4.4)

J0 et Y0 peuvent toutes les deux être développées en séries de puissances paires deµ,
avec pour Y0 une singularité logarithmique à l’origine. Fort heureusement, cette
singularité disparait lorsque nous remplaçons J0 et Y0 par leurs développements
en série dans D(λ),et nous obtenons une fonction entière de puissance paires de µ,
c’est à dire une fonction entière de λ, puisque λ = −µ2.

Nous obtenons finalement pour D(λ) l’expression

(5.4.5) D(λ) = 1 +
∞∑

m=1

λmR2m

22m
Am = 0

où nous avons posé

Am =
∑

k+l=m

(
R0
R

)2l

(k!)2(l!)2

+ 2 ln
(

R0

R

) ∑
k+l=m−1

(
R0
R

)2l

k!(k + 1)!(l!)2

+ 2
∑

k+l=m−1

(
R
R0

)2l

(Sl − Sk+1)

k!(k + 1)!(l!)2

avec S0 = 0, et pour l > 0, Sl =
l∑

i=1

1
i
.

Cependant, selon ce qui a été dit dans le paragraphe “mode opératoire” ci-
dessus, il n’est pas nécessaire de connâıtre l’expression du déterminant de Fredholm
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pour conduire les calculs, et on peut procéder de façon plus simple. Il suffit de
résoudre la suite de problèmes stationnaires homogènes sur [0,R1]:

α′′
0 − 1

R − x
α′

0 = 0

α′
0(0) = 0, α0(0) = 1

et:

α′′
n+1 −

1
R − x

α′
n+1 = αn

α′
n+1(0) = 0, αn+1(0) = 0.

On trouve après un calcul élémentaire que α0 = 1 et : αn+1 =
∫ x

0
(R−ξ) ln

(
R−ξ
R−x

)
αn(ξ)dξ

étape 4 et 5: Densité et synthèse de la loi de commande.
Nous savons, d’après les résultats des sections 4.2 et 4.3 qu’étant donné y ∈

Gσ([0,T ]), où 0 ≤ σ ≤ 2, u(x,t) =
∞∑

n=0

dny(t)
dtn

αn(x) est une trajectoire de notre

système dans G1,σ([0,1] × [0,T ]), avec la loi de commande théorique c d’expression

c(t) =
∞∑

k=0

dky(t)
dtk

αk(R1)

et que le système est approximativement commandable dans 2(0,1) sur ce type de
trajectoires.

Afin de conduire le système de l’état de repos initial u0 à l’état de repos final
uT , nous prenons pour y la fonction:

y(t) =




c0 if t ≤ 0,

c0 + (cT − c0)
∫ t
0 e

k
(τ(T−τ))k dτ∫ T

0 e
k

(τ(T−τ))k dτ

if 0 < t ≤ T,

cT sinon.

La loi de commande réellement utilisée c̃ sera:

ũ(t) =
K∑

k=0

dky(t)
dtk

αk(R1)

où K est choisi de telle sorte que |u(t) − ũ(t)| soit petite sur l’intervalle [0,T ].

5.4.2. Simulations. Les simulations présentées dans ce paragraphe, comme
toutes les simulations présentées dans cet ouvrage, sont obtenues de la façon sui-
vante:

la loi de commande est d’abord générée, en effectuant les calculs exposés ci-
dessus. Elle est ensuite injectée dans un modèle semi-discrétisé différences finies en
espace/continu en temps; le calcul de la trajectoire du système se fait en utilisant
un schéma d’intégration numérique de systèmes d’équation différentielles ordinaires
à pas variables.

Le calcul de la loi de commande et celui de la trajectoire du système sont donc
indépendants, et la simulation n’utilise pas la mise sous forme de brunovsky du
système.
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5.4.3. Loi de commande Gevrey 1.5. Nous montrons des résultats de si-
mulations obtenus avec les valeurs de paramètres suivantes: R = 2cm., R0 = 1cm.,
T = 1s., u0 = 25 and uT = 30.

Nous avons utilisé une fonction Gevrey d’ordre 1.5. La loi de commande est à
l’ordre K = 10. La figure 5 montre le comportement en température de l’anneau.
La stabilisation est est pratique obtenue dès l’instant T = 0.7s. Par contre, ce
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Fig. 5. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 1.5.

mode de commande génère un assez fort dépassement, comme on peut mieux le
constater sur la figure 6, où sont tracées sur un même graphique la température de
commande (température de la couronne interne) et la “sortie plate” (température
de la couronne externe). D’une façon générale, et quel que soit l’ordre de la fonction
Gevrey qui a servi à générer la loi de commande, on observe que plus T diminue,
plus le dépassement augmente. Il y a donc une limite naturelle à T (qui, rappelons-
le, peut théoriquement prendre des valeurs quelconques) qui est l’amplitude du
dépassement autorisée pour le système.

5.4.4. Loi de commande Gevrey 2. Les résultats de simulations qui suivent
sont obtenus avec les valeurs de paramètres suivantes: R = 2cm., R0 = 1cm.,
T = 0.8s., u0 = 25 and uT = 30.

Nous avons utilisé pour la génération de la loi de commande une fonction Gevrey
d’ordre 2. La loi de commande est tronquée à l’ordre K = 10. On remarque que la
trajectoire en température du système obtenue avec cette commande présente un
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Fig. 7. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

dépassement nettement moins important qu’avec une loi de commande générée par
une fonction Gevrey 1.5, comme on peut le voir sur la figure 8.
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De plus, il est possible ici de réaliser une simulation présentant un dépassement
raisonnable sur un horizon de temps de 0.8s., alors qu’avec une loi de commande
Gevrey 1.5, on observe pour cet horizon de temps un dépassement très important.
La figure 9 compare la réponse du système (température mesurée en x = 0) à un

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
18

20

22

24

26

28

30

32

temps

te
m

pé
ra

tu
re

Loi de commande/sortie plate Gevrey 2

sortie plate   
loi de commande

Fig. 8. Loi de commande générée avec une fonction Gevrey d’ordre 2.

échelon de cinq degrés à la réponse à la commande Gevrey-2. Il faut environ 3s. pour
atteindre l’état de repos final, alors qu’avec la commande Gevrey 2, la convergence
est obtenue en moins de 0.8s.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
20

21

22

23

24

25

26

temps

te
m

pé
ra

tu
re

Réponse à un échelon

température en r=0
commande en r=1   
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5.5. Même exemple avec commande par un réservoir de chaleur

Il s’agit du problème suivant:

∂tu =
1
r
∂ru + ∂rru

∂ru(R,t) = 0(5.5.1)

u(R0,t) + k∂ru(R0,t) = c(t),

qui devient, après avoir effectué comme précédemment le changement de variable
x = R − r,et avoir posé R1 = R − R0 :

∂tu = − 1
R − x

∂xu + ∂xxu

∂xu(0,t) = 0(5.5.2)

u(R1,t) − k∂xu(R1,t) = c(t)

Le système 5.5.2 se transforme en 5.4.2 par bouclage sur les termes de bords, donc
il est plat, de sortie plate y(t) = u(0,t), et la paramétrisation plate de Brunovsky
du système est:

u(x,t) =
∞∑

n=0

dny(t)
dtn

αn(x)

avec la loi de commande théorique c d’expression

c(t) =
∞∑

k=0

dky(t)
dtk

(αk(R1) − kα′
k(R1))

5.6. Synthèse de loi de commandes par sommation au plus petit terme

Nous mentionnons ici un résultat curieux, et encore inexpliqué, obtenu en simu-
lation sur plusieurs exemples, dont l’exemple 1.3. C’est la simulation de cet exemple
qui est présentée ici. Nous avons utilisé pour la synthèse de la loi de commande des-
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Fig. 10. Planification de trajectoire à partir d’une fonction Gevrey d’ordre 2.5.
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tinée à la planification de trajectoire arrêt arrêt entre 0 et 1 la fonction

y(t) := Φ 2
3

(
t

T

)
,

qui est Gevrey d’ordre 5
2 sur [0,T ], et analytique sur ]0,T [.

La loi de commande théorique est alors

u(t) :=
+∞∑
i=0

y(i)(t)
(2i)!

, t ∈ [0,T ],

et la solution formelle du problème est

θ(x,t) :=
+∞∑
i=0

y(i)(t)x2i

(2i)!

Notons que nous n’avons plus la convergence normale de la série sur [0,T ] × [0,1],
mais que, à cause de l’analyticité de y sur ]0,T [, nous avons la convergence uniforme
sur les compacts de ]0,T [×[0,1] de la série qui définit θ, vers une solution analytique
en x. Toutefois, il est clair à cause des propriétés Gevrey de y que cette convergence
sera très mauvaise, avec des phases transitoires qui semblent diverger, ce qui est
extrêmement gênant pour les calculs.

Or, en général, ce genre de série divergente ou mal convergente semble converger
très vite dans un premier temps, puis diverge ensuite très vite pour éventuellement
reconverger après sommation d’un très grand nombre de termes. Le fait d’évaluer la
somme de la série en la tronquant à sa partie “convergente”, c’est à dire d’effectuer
une “sommation au plus petit terme”, est en général très efficace numériquement
and et conduit à des erreurs exponentiellement petites. On pourra consulter [48]
pour une étude détaillée à ce sujet, d’où nous tirons le résultat suivant: si nous
supposons que x est petit d’ordre ε > 0, des estimations simples qui reposent sur
la formule de Stirling montrent que lorsque le nombre de termes n est convena-
blement choisi (typiquement: n ≈ 1/(Aε)1/β), nous avons lorsque ai(t) ∼ Ci(i!)β

uniformément en t sur [0,T ] une estimation du type

sup
t∈[0,L]

∣∣∣∣∣θ(x,t) −
n−1∑
i=0

ai(t)
xi

i!

∣∣∣∣∣
≤ C(2π)1/β exp(−βn)

∼ C(2π)1/β exp
( −β

(Aε)1/β

)
.

La simulation effectuée (sans justification théorique aucune) montre la plani-
fication de trajectoire du profil de température uniforme θ = 0 at t = 0 au profil
uniforme θ = 1 at t = 1, en utilisant y, comme ci-dessus, c’est à dire une fonction
Gevrey d’ordre α = 5/2 > 2. La loi de commande en boucle ouverte est obtenue en
effectuant à chaque instant t une sorte de “sommation au plus petit terme”,

ũ(t) =
nt∑

i=1

Φ(i)
2/3(t)

(2i)!
,

où nt est défini par
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∣∣∣∣∣Φ
(nt)
γ (t)
(2nt)!

∣∣∣∣∣ = min
i

∣∣∣∣∣Φ
(i)
γ (t)
(2i)!

∣∣∣∣∣ .
La figure 10 montre l’évolution de la température. Les résultats obtenus semblent

numériquement corrects, puisque on observe une bosse beaucoup moins importante
dans l’allure de la loi de commande (en x = 1) que ce qu’on obtenait avec la loi de
commande convergente synthétisée à partir d’une fonction Gevrey d’ordre 2 (voir
figure 3). Le maximum est d’environ 1.4, à comparer avec la valeur 2.0 obtenue
dans le cas de la commande Gevrey d’ordre 2. Il semble donc que la sommation au
plus petit terme agisse comme un lissage de la loi de commande, toutefois difficile
à interpréter théoriquement.
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CHAPITRE 6

Un exemple d’équation linéaire d’ordre > 2, de
dimension 1 en espace

6.1. Equation de Korteweg-deVries linéaire

Nous nous intéressons ici à l’ équation aux dérivées partielles d’évolution,
linéaire à coefficients constants, définie sur [0,1] en espace avec conditions aux bords

∂tu = −∂xxxu − ∂xu(6.1.1)

u(0,t) = 0(6.1.2)

u(1,t) = 0(6.1.3)

∂xu(1,t) = c(t)(6.1.4)

Cette équation (équation de Korteweg-De Vries linéaire) a été étudiée de façon
approfondie dans [50], où la commandabilité exacte L2 a été démontrée, de même
que la commandabilité exacte de l’équation de Korteweg-de Vries non linéaire mono
dimensionnelle.

Nous cherchons, en utilisant la même démarche que celle qui a été décrite pour
l’équation de diffusion linéaire, à prouver la platitude du système 6.1.1-6.1.4. Nous
allons donc procéder par les mêmes étapes.

6.2. Le problème est bien posé.

Nous nous assurons qu’il s’agit d’un problème à commande au bord bien posé,
au sens de la définition 2.2.1.

Considérons donc l’opérateur E défini par:

E : D(E) → L2(0,1)

f �→ −f ′′′ − f ′

où on a posé

D(E) = {f ∈ H3(0,1) / f(0) = f(1) = 0, f ′(1) = 0}
La propriété suivante est vraie:

Propriété 6.2.1. L’opérateur E est le générateur d’un semi-groupe continu
de contractions.

Démonstration. Ce résultat sera une conséquence immédiate du théorème
B.3.2 de l’annexe B, dès que nous aurons prouvé que E est maximal dissipatif.
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Or

∀f ∈ D(E), Re(< E(f),f >) = Re(−
∫ 1

0

f ′′′f̄dx −
∫ 1

0

f ′f̄dx)

= Re(
∫ 1

0

f ′′f̄ ′dx)

= −‖f ′(0)‖2

2
≤ 0,

ce qui prouve que E est dissipatif.
Soient λ1,λ2 et λ3 les trois racines (distinctes) de l’équation : X3 + X + 1 = 0.
On vérifie sans peine que les trois fonctions

e3(x) =
eλ1x

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

eλ2x

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

eλ3x

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

e2(x) =
λ1e

λ1x

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

λ2e
λ2x

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

λ3e
λ3x

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

e1(x) =
(λ2

1 + 1)eλ1x

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

(λ2
2 + 1)eλ2x

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

(λ2
3 + 1)eλ3x

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

forment un système de solutions fondamentales en zéro de f ′′′ + f ′ + f = 0.
Donc pour tout v de L2(0,1), la solution générale de f ′′′+f ′+f = v est donnée

par

(6.2.1) f(x) =
∫ x

0

e3(x − ξ)v(ξ)dξ + ae3(x) + be2(x)

La fonction f ainsi définie est dans H3(0,1) et vérifie f(0) = 0; pour que f soit
dans D(E), il faut que a et b soient solution de

ae3(1) + be2(1) = −
∫ 1

0

e3(1 − ξ)v(ξ)dξ

ae2(1) + b(e1(1) − 1) = −
∫ 1

0

e2(1 − ξ)v(ξ)dξ

Si D = e3(1)(e1(1) − 1) − e2(1)2 �= 0, on peut calculer a et b dont l’expression est

a =
−(e1(1) − 1)

∫ 1

0
e3(1 − ξ)v(ξ)dξ + e2(1)

∫ 1

0
e2(1 − ξ)v(ξ)dξ

D

b =
−e3(1)

∫ 1

0
e2(1 − ξ)v(ξ)dξ + e2(1)

∫ 1

0
e3(1 − ξ)v(ξ)dξ

D

de façon à ce que 6.2.1 définisse f dans D(E). f vérifie alors (I − E)(f) = v.
Nous en déduisons que I − E est surjectif, ce qui prouve la maximalité de E.

Il en résulte la propriété annoncée. �

Il nous reste donc à montrer que

Lemme 6.2.1. La quantité D = e3(1)(e1(1) − 1) − e2(1)2 n’est pas nulle.

Démonstration. Posons

Q = (λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ2 − λ3) �= 0
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alors nous avons

Qe3(1) = eλ1(λ2 − λ3) + eλ2(λ3 − λ1) + eλ3(λ1 − λ2)

Qe2(1) = λ1e
λ1(λ2 − λ3) + λ2e

λ2(λ3 − λ1) + λ3e
λ3(λ1 − λ2)

Q(e1(1) − 1) = λ2
1e

λ1(λ2 − λ3) + λ2
2e

λ2(λ3 − λ1) + λ2
3e

λ3(λ1 − λ2),

d’où

Q2D =
(
λ2

1e
λ1(λ2 − λ3) + λ2

2e
λ2(λ3 − λ1) + λ2

3e
λ3(λ1 − λ2)

)
× (eλ1(λ2 − λ3) + eλ2(λ3 − λ1) + eλ3(λ1 − λ2)

)
− (λ1e

λ1(λ2 − λ3) + λ2e
λ2(λ3 − λ1) + λ3e

λ3(λ1 − λ2)
)2

= (λ2
1 + λ2

2 − 2λ1λ2)(λ2 − λ3)(λ3 − λ1)eλ1+λ2

+ (λ2
1 + λ2

3 − 2λ1λ3)(λ2 − λ3)(λ1 − λ2)eλ1+λ3

+ (λ2
2 + λ2

3 − 2λ2λ3)(λ3 − λ1)(λ1 − λ2)eλ2+λ3

= Q
(
(λ2 − λ1)e−λ3 + (λ1 − λ3)e−λ2 + (λ3 − λ2)e−λ1

)
.

Or, les racines de X3 + X + 1 = 0 sont de la forme

λ1 = k

λ2 = λ3 = −k

2
+ il,

d’où

QD =
(

(−3k

2
+ il)e

k
2 +il − (−3k

2
− il)e

k
2−il − 2ile−k

)

= 2i

(
e

k
2 (−3k sin(l)

2
+ l cos(l)) − le−k

)
On vérifie sans mal en remplaçant k et l par leurs valeurs approchées que D �= 0 �

De plus, pour toute fonction v de L2(0,1), on vérifie que

f(x) = −
∫ x

0

(1 − cos(x − u))v(u)du +
cos(1 − x) − cos(1)

1 − cos(1)

∫ 1

0

(1 − cos(1 − u))v(u)du

+
sin(1) − sin(x) + sin(x − 1)

1 − cos(1)

∫ 1

0

(sin(1 − u))v(u)du

est dans D(E), et qu’elle vérifie E(f) = v. E est donc inversible, et son inverse est
l’opérateur intégral compact de L2(0,1) dont l’expression est donné ci-dessus.

La solution de

− B′′′ − B′ = 0

B(0) = B(1) = 0

B′(1) = 1

est donc unique, et c’est la fonction

B(x) =
sin(1 − x) + sin(x) − sin(1)

(cos(1) − 1)
.

Le problème est donc bien posé au sens de la définition 2.2.1.
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6.3. Bouclage par les termes de bords

Nous cherchons dans l’orbite de E sous l’action des bouclages par des termes
de bord un opérateur A dont nous puissions affirmer sans trop de calculs qu’il est
Riesz- spectral inversible.

Etant donné que les deux équations de contrainte du problème, c’est à dire
6.1.2 et 6.1.3, forment un ensemble invariant lorsqu’on permute 0 et 1 il semble
naturel d’adjoindre au problème une équation de commande elle-même symétrique
en 0 et 1, qui est:

u′(0) = u′(1)

On obtient alors l’opérateur A défini par:

A : D(A) → L2(0,1)

f �→ −f ′′′ − f ′

où on a posé

D(A) = {f ∈ H3(0,1) / f(0) = f(1) = 0, f ′(0) = f ′(1)}
Soit K l’operateur intégral de L2[0,1] dans L2[0,1] défini par :

K(u) =
∫ 1

0

h(x,ξ)u(ξ)dξ,

ou h ∈ L2([0,1] × [0,1] et est définie pour 0 ≤ ξ ≤ x par :

h(x,ξ) =
2

sin(1
2 )

(sin(
ξ

2
) sin(

ξ − x

2
) sin(

1 − x

2
))

et pour x ≤ ξ ≤ 1 par :

h(x,ξ) =
2

sin(1
2 )

(sin(
x

2
) sin(

ξ − x

2
) sin(

1 − ξ

2
))

On vérifie que si v = K(u), alors v ∈ H3
0 [0,1] et −v′′′ − v′ = u . De plus, on a

v′(0) = v′(1). Enfin, h est réelle et vérifie : h(ξ,x) = −h(x,ξ). Il en découle que:

Propriété 6.3.1. L’ opérateur K est l’inverse de A. Il est compact et anti-
symétrique, donc normal.

Les valeurs propres de A forment donc une base Hilbertienne de L2(0,1), et ne
présentent pas de point d’accumulation. Pour prouver que A est Riesz-spectral, il
nous reste donc à prouver que

Propriété 6.3.2. Les valeurs propres de A sont simples.

Démonstration. Soit λ une valeur propre de A, nous notons λ1,λ2 et λ3 les
racines de X3 + X + λ = 0.

Nous commençons par montrer que ces racines sont distinctes.
Supposons en effet que X3 + X + λ = 0 ait une racine double. Cela signifierait

qu’ on a à la fois X3 + X + λ = 0 et 3X2 + 1 = 0, d’où λ = ± i
3
√

3
. On note λ1 la

racine double, et λ2 = −2λ1 l’autre.
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Les fonctions

f1 = eλ1x

f2 = xeλ1x

f3 = eλ2x

forment un système de solutions indépendantes en zéro de l’équation f ′′′+f ′+λf =
0. Toute fonction propre φ associée à λ doit donc vérifier: φ = af1 + bf2 + cf3, avec
a,b et c solutions de

a + c = 0

aeλ1 + beλ1 + ceλ2 = 0

aλ1(eλ1 − 1) + b((1 + λ1)eλ1 − 1) + cλ2(eλ2 − 1) = 0,

soit

c = −a(6.3.1)

a(e3λ1 − 1) + be3λ1 = 0(6.3.2)

aλ1(e3λ1 + e2λ1 + 2) + b((1 + λ1)e3λ1 − e2λ1) = 0,(6.3.3)

Or le déterminant du système formé par les équation (6.3.2) et (6.3.3) est non nul,
puisque

(e3λ1 − 1)((1 + λ1)e3λ1 − e2λ1) − λ1(e3λ1 + e2λ1 + 2)e3λ1 �= 0

pour λ1 = ± i√
3
.

Donc λ ne peut pas être une valeur propre de A.
Les nombres λ1,λ2 et λ3 sont donc distincts, et les fonctions

h1(x) = eλ1x

h2(x) = eλ2x

h3(x) = eλ3x

forment un système de solutions indépendantes en zéro de l’équation f ′′′+f ′+λf =
0. Toute fonction propre φ associée à λ doit donc vérifier: φ = ah1 + bh2 + ch3, avec
a,b et c solutions de

a + b + c = 0

aeλ1 + beλ2 + ceλ3 = 0

aλ1(eλ1 − 1) + bλ2(eλ2 − 1) + cλ3(eλ3 − 1) = 0,

Le rang de la matrice

(6.3.4)


 1 1 1

eλ1 eλ2 eλ3

λ1(eλ1 − 1) λ2(eλ2 − 1) λ3(eλ3 − 1)




détermine la taille du sous espace propre associé à φ: le rang doit être égal à
2 pour que la valeur propre soit simple. Mais en calculant les mineurs d’ordre
2 associés à la troisième ligne, on trouve qu’ils ne s’annulent simultaément que
lorsque eλ1 = eλ2 = eλ3 ,mais si c’est le cas, les mineurs associés à la deuxième ligne
ne s’annulent simultanément que si λ1 = λ2 = λ3, ce qui est impossible. D’où la
simplicité de la valeur propre λ. �
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L’opérateur A est donc Riesz-spectral antisymétrique inversible.
La fonction B associée à A est la fonction

(6.3.5) B(x) =
sin(1 − x) + sin(x) − sin(1)

1 − cos(1)
.

6.4. Paramétrisation de Brunovsky: étude du déterminant de Fredholm

Si on note e1(x,λ),e2(x,λ) et e3(x,λ) le système de solution fondamentales en
zéro de

f ′′′ + f ′ + λf = 0,

nous pouvons, comme au chapitre 2, donner un développement en série entière de
λ de ces fonctions.

Pour cela, nous commençons par une majoration des itérés de l’opérateur de
Volterra en zéro associé à (6.4)

Propriété 6.4.1. On note V0 l’opérateur de Volterra en zéro associé à (6.4),
alors

∃(M,Q) ∈ R+� /

∀x ∈ [0,1]
∣∣V i

0 (e2(.,0))(x)
∣∣ ≤ M

x3i

(3i)!∣∣V i
0 (e2(.,0))′(x)

∣∣ ≤ M
x3i−1

(3i − 1)!∣∣V i
0 (e2(.,0))′′(x)

∣∣ ≤ M
x3i−2

(3i − 2)!∣∣V i
0 (e3(.,0))(x)

∣∣ ≤ M
x3i

(3i)!∣∣V i
0 (e3(.,0))′(x)

∣∣ ≤ M
x3i−1

(3i − 1)!∣∣V i
0 (e3(.,0))′′(x)

∣∣ ≤ M
x3i−2

(3i − 2)!

Démonstration. L’opérateur V0 est défini sur L2(0,1) par

f = V0(v) ⇔
{ −f ′′′ − f ′ = v

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0

Après calcul, on trouve que son expression intégrale est

V0(v) = −
∫ x

0

(1 − cos(x − u))v(u)du.

Son noyau admet la majoration suivante

∀(x,u) ∈ [0,1] × [0,1], |cos(x − u) − 1| ≤
∫ |x−u|

0

|sin(ξ)| dξ =
(x − u)2

2
Prenons M = supx∈[0,1](|e1(x,0)| , |e2(x,0)|), et Q = 1. Alors:∣∣V 0

0 (e2(.,0))(x)
∣∣ ≤ M∣∣V 0

0 (e3(.,0))(x)
∣∣ ≤ M
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et par récurrence,

si
∣∣V i

0 (e2(.,0))(x)
∣∣ ≤ M

x3i

(3i)!
alors

∣∣V i+1
0 (e2(.,0))(x)

∣∣ ≤ M

∫ x

0

(x − u)2

2
u3i

(3i)!
du

≤ M
x3i+3

(3i + 3)!

Donc à tout rang i ≥ 0,

∀x ∈ [0,1]
∣∣V i

0 (e2(.,0))(x)
∣∣ ≤ M

x3i

(3i)!
.

Nous injectons cette majoration dans l’expression de V i
0 (e2(.,0))′(x):

∀x ∈ [0,1]
∣∣V i

0 (e2(.,0))′(x)
∣∣ = ∣∣∣∣−

∫ x

0

sin(x − u)V i−1
0 (e2(.,0))(u)du

∣∣∣∣
≤ M

∫ x

0

(x − u)
u3(i−1)

(3(i − 1))!
du

≤ M
x3i−1

(3i − 1)!
.

De même,

∀x ∈ [0,1]
∣∣V i

0 (e2(.,0))′′(x)
∣∣ = ∣∣∣∣−

∫ x

0

cos(x − u)V i−1
0 (e2(.,0))(u)du

∣∣∣∣
≤ M

∫ x

0

u3(i−1)

(3(i − 1))!
du

≤ M
x3i−2

(3i − 2)!
.

Les mêmes majorations sont évidemment valables pour e3. �

Propriété 6.4.2. Les développements en série

e2(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e2(.,0))(x)λi

e′2(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e2(.,0))′(x)λi

e3(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e3(.,0))(x)λi

e′3(x,λ) =
∞∑

i=0

V i
0 (e3(.,0))′(x)λi

sont vérifiés, et définissent des fonctions entières de λ d’ordre de Weierstrass ≤ 1
3 .

Démonstration. Grâce à la propriété 6.4.1, les séries de fonctions ci-dessus
sont normalement convergentes en x sur [0,1], et définissent des fonction entières
d’ordre de Weierstrass ≤ 1

3 . �



1046. UN EXEMPLE D’ÉQUATION LINÉAIRE D’ORDRE > 2, DE DIMENSION 1 EN ESPACE

Or, si λ est une valeur propre de A (où de K), nous avons∣∣∣∣∣∣
1 0 0

e1(1,λ) e2(1,λ) e3(1,λ)
e′1(1,λ) e′2(1,λ) − 1 e′3(1,λ)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

D’où l’expression du déterminant de Fredholm de K (à multiplication par une
constante non nulle près):

DA(λ) = e2(1,λ)e′3(1,λ) − e3(1,λ)e′2(1,λ) + e3(1,λ)

donc, en utilisant la propriété 6.4.2, nous obtenons

Propriété 6.4.3. L’expression de développement en série du déterminant de
Fredholm de K est

DA(λ) =
∞∑

i=0

((
i∑

k=0

V k
0 (e2(.,0))(1)V i−k

0 (e3(.,0))′(1) − V k
0 (e3(.,0))(1)V i−k

0 (e2(.,0))′(1)

)

+V i
0 (e3(.,0))(1)

)
λi

et DA est une fonction entière d’ordre de Weierstrass ≤ 1
3 .

De plus, les coefficients

ai =

(
i∑

k=0

V k
0 (e2(.,0))(1)V i−k

0 (e3(.,0))′(1) − V k
0 (e3(.,0))(1)V i−k

0 (e2(.,0))′(1)

)

+ V i
0 (e3(.,0))(1)

sont tels que:

|ai| ≤ 2M
3i

(3i)!

Démonstration. Comme les produits et sommes de fonctions d’ordre ≤ 1
3

sont eux mêmes d’ordre ≤ 1
3 , le développement en série et le résultat sur l’ordre

découlent immédiatement de la propriété 6.4.2. La majoration de ai est une conséquence
immédiate des majorations de la propriété 6.4.1. �

Nous construisons la famille de Brunovsky associée à A en faisant

α0 = a0B

αi+1 = K(αi) + ai+1B

6.5. Convergence des trajectoires formelles

Nous suivons la même démarche que dans la section 4.2.
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6.5.1. Convergence “faible” des trajectoires formelles. Nous commençons
par montrer la convergence “faible” des trajectoires formelles lorsque le paramètre
y est une fonction d’ordre Gevrey convenable.

Propriété 6.5.1. Lorsque le paramètre y est dans Gσ(0,T ), avec σ ≤ 3, alors
la trajectoire formelle

u(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

e(t) =
∞∑

i=0

aiy
(i)(t)

converge vers une fonction de C∞([0,T ],L2(0,1)).

Démonstration. Soit (ui)i∈N une base hilbertienne formée de vecteurs propres
de A. Nous notons λi les valeurs propres de A, et µi = 1

λi
celles de K. Comme A,

ainsi que K sont tous deux antisymétriques, ces valeurs propres sont imaginaires
pures et conjuguées deux à deux.

Nous pouvons donc indicer les valeurs propres de façon à ce que à tout indice
i ∈ N soit associé les deux valeurs propres λi et λ̄i = −λi, où les valeurs |λi| ont
été ordonnées de telle sorte que

|λi| < |λi+1|
Grçace à la propriété 6.4.3, nous pouvons alors factoriser la fonction DA, et nous
obtenons le produit normalement convergent

DA(λ) =
∞∏

i=0

(
1 − λ

λi

)(
1 +

λ

λi

)
=

∞∏
i=0

(
1 +

λ2

|λi|2
)

D’où nous déduisons par identification (le produit infini étant absolument conver-
geant), que tous les coefficients ai sont nuls lorsque I est impair, et que

a2 =
∞∑

i=0

1
|λ2

i |
(6.5.1)

a4 =
∞∑

i<j

1
|λ2

i |
∣∣λ2

j

∣∣(6.5.2)

...

a2l =
∞∑

i1<i2<...<il−1<il

1

|λi1 |2 |λi2 |2 . . .
∣∣λil−1

∣∣2 |λil
|2

(6.5.3)

(6.5.4)

Projetons les αi la base des ui. Nous obtenons:

α0 =
∞∑

k=0

xkuk
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et par construction

αn =
∞∑

k=0

(
n∑

i=0

aiµ
n−i
k

)
xkuk

D’où :

‖αn‖ =

√√√√√ ∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
n
2∑

i=0

a2iλ2i
k

∣∣∣∣∣∣
2

|µk|2n |xk|2

≤ sup
k∈N



∣∣∣∣∣∣

n
2∑

i=0

a2iλ
2i
k

∣∣∣∣∣∣ |µk|n

 ‖α0‖

Or on reconnait dans l’expression
∑n

2
i=0 a2iλ

2i
k le dévelopement à l’ordre n de DA.

En utilisant les relations (6.5.1)-(6.5.3), nous obtenons:

∀k ∈ N�,

∣∣1 + a2λ
2
k

∣∣ =
∣∣∣∣∣1 +

∞∑
i=0

λ2
k

|λ2
i |

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 −

∞∑
i=0

|λk|2
|λ2

i |

∣∣∣∣∣
(car λk est imaginaire pur)

= |λk|2
∣∣∣∣∣∣
∞∑

i�=k

1
|λ2

i |

∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|2 |a2|

de même : ∀k ∈ N�,

∣∣1 + a2λ
2
k + a4λ

4
k

∣∣ =
∣∣∣∣∣∣−

∞∑
i�=k

|λk|2
|λ2

i |
+

∞∑
i1<i2

|λk|4∣∣λ2
i1

∣∣ ∣∣λ2
i2

∣∣
∣∣∣∣∣∣

= |λk|4
∣∣∣∣∣∣∣

∞∑
i1,i2 �=k

i1<i2

1∣∣λ2
i1

∣∣ ∣∣λ2
i2

∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|4 |a4|

et par récurrence : ∀(k,l) ∈ N� × N�,

∣∣1 + a2λ
2
k + . . . + a2lλ

2l
k

∣∣ = |λk|2l

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

i1,...,il �=k

i1<...<il

1∣∣λ2
i1

∣∣ . . . ∣∣λ2
il

∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λk|2l |a2l|

Nous en déduisons que, en posant ε = n mod 2, nous avons la majoration suivante :

sup
k∈N



∣∣∣∣∣∣

n
2∑

i=0

a2iλ
2i
k

∣∣∣∣∣∣ |µk|n

 ‖α0‖ ≤ |µk|ε

∣∣∣a2( n
2 )

∣∣∣
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et par conséquent:

‖αn‖2 ≤ sup
k∈N



∣∣∣∣∣∣

n
2∑

i=0

a2iλ
2i
k

∣∣∣∣∣∣ |µk|n

 ‖α0‖

≤ |µk|ε
∣∣∣a2( n

2 )

∣∣∣ ‖α0‖2

Or la propriété 6.4.3 nous fournit une majoration de a2l sous la forme :

|a2l| ≤ 2M
9l

(6l)!

d’où l’existence d’une constante C telle que:

‖αn‖2 ≤ C
3n

(3n)!
(6.5.5)

Lorsque y est dans Gσ(0,T ), avec σ < 3 la série
∞∑

i=0

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣y(i)(t)
∣∣∣ ‖αi‖2

≤
∞∑

i=0

C̃
3iΓ(1 + σi)

Ri(3i)!

est convergente, ce qui prouve en appliquant le théorème de convergence dominée
que la série

u(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

définit pour tout t ∈ [0,T ] une fonction de L2(0,1).
Lorsque y est dans G3(0,T ), le résultat est encore vrai si le rayon R de l’esti-

mation Gevrey pour y est supérieur strictement à 3.
Il en est de même pour toute les séries des dérivées en temps, ce qui achève la

démonstration de la proposition. �

6.5.2. Convergence “forte” des trajectoires formelles. Nous montrons
maintenant que cette solution “faible” est en fait une trajectoire au sens classique
du système.

Propriété 6.5.2. Lorsque le paramètre y est dans Gσ(0,T ), avec σ ≤ 3, alors
la trajectoire formelle

u(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

e(t) =
∞∑

i=0

aiy
(i)(t)

converge vers une fonction de C∞([0,T ],C3(0,1)).

Pour prouver ce résultat, il nous faut tout d’abord prouver deux lemmes tech-
niques
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Lemme 6.5.1. Si f est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:

f(x) = f(1 − x)

alors v = K(f) est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:

v(x) = −v(1 − x)

De la même façon, si f est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:

f(x) = −f(1 − x)

alors v = K(f) est une fonction continue sur [0,1] qui vérifie:

v(x) = v(1 − x)

Démonstration. Supposons que f vérifie f(x) = f(1 − x), alors v = K(f)
vérifie

v′′′(x) + v′(x) = −f(x)

v(0) = v(1) = 0, v′(0) = v′(1)

Posons g(x) = v(1 − x). Nous avons g′′′(x) = −v′′′(1 − x) et g′(x) = −v′(1 − x),
d’où

g′′′(x) + g′(x) = −v′′′(1 − x) − v′(1 − x)

= f(1 − x) = f(x)

g(0) = g(1) = 0, g′(0) = −v′(1) = −v′(0) = g′(1)

Nous en déduisons que g = K(−f), et donc que v = −g, ce qui est le résultat
annoncé.

Le cas où f vérifie f(x) = −f(1−x) se traite de façon tout à fait similaire. �

Nous en déduisons le deuxième lemme

Lemme 6.5.2. Pour tout k ∈ N, on a:

α2k(x) = α2k(1 − x)

α2k+1(x) = −α2k+1(1 − x)

Démonstration. Nous avons α0 = a0B, avec B, définie par l’expression 6.3.5,
qui vérifie B(x) = B(1 − x). De plus,

α1(x) = K(α0)(x) + a1B(x)

= K(α0)(x) (car les a2k+1 sont nuls)

= −K(α0)(1 − x) (par le lemme 6.5.1)

= −α1(1 − x),

et par récurrence, si au rang k nous avons

α2k(x) = α2k(1 − x)

α2k+1(x) = −α2k+1(1 − x),

alors au rang k + 1 nous aurons

α2(k+1)(x) = K(α2k+1)(x) + a2kB(x)

= K(α2k+1)(1 − x) + a2kB(1 − x) (par le lemme 6.5.1)

= α2(k+1)(1 − x),
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et

α2k+3(x) = K(α2(k+1))(x) + a2k+3B(x)

= K(α2(k+1))(x) (car les a2k+3 sont nuls)

= −K(α2(k+1))(1 − x) (par le lemme 6.5.1)

= −α2k+3(1 − x),

�

Nous pouvons maintenant prouver la propriété 6.5.2.

Démonstration. Posons βi = K(αi−1), et vi = β′
i.

Par définition de K, nous avons donc

β′′′
i + β′

i = −αi−1

βi(0) = βi(1) = 0

β′
i(0) = β′

i(1)

De plus, en appliquant successivement les lemmes 6.5.2 et 6.5.1, nous obtenons que:
– si i = 2k, alors αi−1(x) = −αi−1(1 − x), donc βi(x) = βi(1 − x). D’où

β′′
i (x) = β′′

i (1 − x), et en particulier β′′
i (0) = β′′

i (1).
vi est donc la solution de

v′′
i + vi = −αi−1

vi(0) = vi(1)

v′
i(0) = v′

i(1)

Nous en déduisons que

vi = −
∫ 1

0

h1(x,ξ)αi−1(ξ)dξ

où h1 est la fonction de Green du problème ci-dessus. h1 est une fonction
C0 donc bornée de [0,1] × [0,1].

– si i = 2k + 1, alors αi−1(x) = αi(1 − x), donc βi(x) = −βi(1 − x). D’où
β′′

i (x) = −β′′
i (1 − x), et en particulier β′′

i (0) = −β′′
i (1).

vi est donc la solution de

v′′
i + vi = −αi−1

vi(0) = vi(1)

v′
i(0) = −v′

i(1)

Nous en déduisons que

vi =
∫ 1

0

h2(x,ξ)αi−1(ξ)dξ

où h2 est la fonction de Green du problème ci-dessus. h2 est une fonction
C0 donc bornée de [0,1] × [0,1].
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Comme h1 et h2 sont bornées, nous notons

L = sup
(x,ξ)∈[0,1]×[0,1]

(|h1(x,ξ)| , |h2(x,ξ)|).

Nous obtenons alors

∀i ∈ N�, ∀x ∈ [0,1], |vi(x)| ≤ L ‖αi−1‖2

D’où, en utilisant la majoration (6.5.5),

∀i ∈ N�, ∀x ∈ [0,1], |vi(x)| ≤ LC
3i

(3i)!

Or nous avons

α′
i = (K(αi−1))′ + aiB

′

= vi + aiB
′

d’où

∀x ∈ [0,1], |α′
i(x)| ≤ LC

3i

(3i)!
+ ‖B′‖∞ 2M

3i

(3i)!

Lorsque y est dans Gσ(0,T ), avec σ < 3 la série
∞∑

i=0

y(i)(t)α′
i(x)

est donc normalement convergente sur [0,1] × [0,T ].
Comme dans la section 4.2, nous observons alors que∫ 1

0

(1 − x)α′
i(x)dx = −αi(0) +

∫ 1

0

αi(x)dx

d’où

|αi(0)| ≤ ‖α′
i‖∞ + ‖αi‖2

≤ C
3i

(3i)!

pour une constante positive C convenablement choisie. Ceci prouve que la série
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(0)

est normalement convergente sur [0,T ], et en appliquant le théorème d’intégration
des séries de fonctions uniformémént convergentes, que la série

u(x,t) =
∞∑

i=0

y(i)(t)αi(x)

converge uniformément (et même normalement) sur [0,1] × [0,T ]. Elle définit donc
une fonction continûment dérivable en x.

Il nous reste à montrer la convergence normale sur [0,1], uniformémént en t,
des séries des dérivées secondes et troisièmes en x des y(i)(t)αi(x).
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Nous commençons par la série des dérivées troisièmes; nous avons à tout rang
i > 0:

α′′′
i = v′′

i + aiB
′′′

= −vi − αi−1 + aiB
′′′

D’après ce qui précède, nous en tirons encore une majoration du type

‖α′′′
i ‖∞ ≤ C

3i−1

(3i − 3)!
,

ce qui assure la convergence normale de la série des dérivées troisièmes.
Comme ci-dessus, nous écrivons alors que:∫ 1

0

(1 − x)2α′′′
i (x)dx = −α′′

i (0) + 2
∫ 1

0

(1 − x)α′′
i (x)dx

= −α′′
i (0) − 2α′

i(0) + 2
∫ 1

0

α′
i(x)dx

d’où

|α′′
i (0)| ≤ 4 ‖α′

i‖∞ + ‖α′′
i ‖∞

≤ C
3i−1

(3(i − 1))!

pour une constante C convenablement choisie. Nous appliquons alors le théorème
d’intégrations des séries uniformément convergentes, ce qui prouve finalement que
la série des dérivées secondes en x converge uniformément et définit une fonction
continue.

La trajectoire formelle u(x,t) converge donc en une trajectoire classique trois
fois dérivable en espace. �

6.6. Densité, commandabilité approchée

Comme il a été prouvé dans la section 4.3, la densité de la famille (αi)i∈N est
acquise si nous avons

∀i ∈ N, < ui,B >�= 0

où (ui))i∈N est une base hilbertienne de L2(0,1) formée de vecteurs propres de K.
Or, la fonction B étant à valeurs réelles, on a:

< ui,B > =
1
λi

< u′′′
i + u′

i,B >

=
1
λi

u′
i(0)

Nous devons donc, pour prouver la densité de la famille (αi)i∈N, et donc la com-
mandabilité plate approchée du système, prouver que

Propriété 6.6.1. Pour toute valeur propre λi de A, pour toute fonction propre
φi associée à λi, on a φ′

i(0) = φ′
i(1) �= 0.

Pour prouver 6.6.1, nous allons prouver la propriété plus générale suivante
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Propriété 6.6.2. Soit L > 0, alors il existe un nombre complexe λ tel que le
problème

− f ′′′ − f ′ = λf(6.6.1)

f(0) = f(1) = 0 f ′(0) = f ′(1) = 0(6.6.2)

ait une solution non nulle si et seulement si il existe deux nombres entiers (k,l) ∈ N2

tels que

(6.6.3) L = 2π

√
k2 + kl + l2

3

Nous en déduisons immédiatement que 6.6.1 est vraie, car 6.6.3 ne peut pas
être vérifiée avec L = 1.

La condition 6.6.3 est exactement la condition de commandabilité obtenue
dans [50] dans un cadre beaucoup plus général. nous en donnons ici une preuve
élémentaire.

Démonstration. Soit λ ∈ C. Un calcul élémentaire montre que le problème
6.6.1-6.6.2 n’a pas de solution non nulle sur [0,L] lorsque le polynôme X3 + X +
λ = 0 a une racine double. Nous supposons donc que ce n’est pas le cas, alors le
problème 6.6.1-6.6.2 a une solution sur [0,L] si et seulement si la troisième solution
fondamentale associée à λ, c’est à dire la fonction

e3(x) =
eλ1x

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)
+

eλ2x

(λ2 − λ1)(λ2 − λ3)
+

eλ3x

(λ3 − λ1)(λ3 − λ2)

=
eλ1x(λ2 − λ3) + eλ2x(λ3 − λ1) + eλ3x(λ1 − λ2)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)

où λ1, λ2 et λ3 sont les trois racines distinctes de X3 + X + λ = 0, est telle que

e3(L) =
eλ1L(λ2 − λ3) + eλ2L(λ3 − λ1) + eλ3L(λ1 − λ2)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)
= 0

e′3(L) =
eλ1Lλ1(λ2 − λ3) + eλ2Lλ2(λ3 − λ1) + eλ3Lλ3(λ1 − λ2)

(λ1 − λ2)(λ1 − λ3)(λ2 − λ3)
= 0

Ces deux relations sont équivalentes par combinaison à

eλ1L = eλ2L

eλ2L = eλ3L

Donc le problème 6.6.1-6.6.2 a une solution non nulle si et seulement si il existe
deux nombres entiers (k,l) ∈ Z2 tels que

(λ1 − λ2)L = 2ikπ(6.6.4)

(λ2 − λ3)L = 2ilπ(6.6.5)

D’autre part, λ1, λ2 et λ3 vérifient

λ1 + λ2 + λ3 = 0(6.6.6)

λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3 = 1(6.6.7)

λ1λ2λ3 = −λ.(6.6.8)
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Des relations 6.6.6 et 6.6.7, nous tirons que

λ3 = −(λ1 + λ2)

λ1λ2 − (λ1 + λ2)2 = 1,

d’où, quitte à permuter les rôles de λ3 et λ2, les relations

λ2 =
−λ1 +

√
−3λ2

1 − 4
2

=
−λ1 + i

√
3λ2

1 + 4
2

λ3 =
−λ1 −

√
−3λ2

1 − 4
2

=
−λ1 − i

√
3λ2

1 + 4
2

De même, quitte à permuter les rôles de λ1, λ2 et λ3, on peut supposer que les
nombres k et l sont positifs, ce que nous faisons par la suite.

Nous injectons les expressions de λ2 et λ3 en fonction de λ1 dans 6.6.4 et 6.6.5,
pour obtenir

L
√

3λ2
1 + 4 = 2kπ

L
3λ1 − i

√
3λ2

1 + 4
2

= 2ilπ.

Nous en tirons que

L =
2kπ√
3λ2

1 + 4

L
3λ1

2
= iπ(2l + k),

et donc que

L =
2kπ√
3λ2

1 + 4
3kλ1√
3λ2

1 + 4
= i(2l + k),

ce qui donne

L =
2kπ√
3λ2

1 + 4

3λ2
1(k

2 + kl + l2) = −(2l + k)2,

soit encore

λ1 = i
(2l + k)√

3(k2 + kl + l2)

L = 2π

√
k2 + kl + l2

3

Réciproquement, si L et λ1 sont comme ci-dessus, le problème 6.6.1-6.6.2 a une
solution non nulle. Ceci prouve la propriété annoncée. �
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6.7. Simulation numérique

Nous montrons une simulation arrêt-arrêt, de l’état d’équilibre correspondant
à une commande constante nulle (c’est à dire l’état initial nul) à l’état d’équilibre
correspondant à la commande constante égale à 1 (c’est à dire à la fonction B(x) =
sin(1)−sin(x)−sin(1−x)

1−cos(1) .
La simulation est plus délicate que pour les problèmes d’ordre 2. Nous utilisons

méthode classique de résolution de problèmes paraboliques, faisant intervenir une
formulation variationnelle du problème, puis une projection sur une base spectrale
d’un sous-espace de dimension finie de L2(0,1) et une résolution par discrétisation
totale avec un schéma semi-implicite en temps (voir [49], chap 7., sec. 4 et 5.).

Deux cas de simulations ont été examinés, le premier sur un horizon de temps
de 0.08s., et la deuxième sur un horizon de temps de 0.02s.. Les lois de commande
arrêt arrêt, calculées en suivant la démarche exposée dans les sections précédentes,
sont montrées sur les figures 1 et 2. Les résultats de simulation sont illustrés par

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Fig. 1. Loi de commande obtenue à partir d’une fonction Gevrey
d’ordre 2(< 3), sur un horizon de 0.08s.

les figures 3 et 4.
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Fig. 2. Loi de commande obtenue à partir d’une fonction Gevrey
d’ordre 2(< 3), sur un horizon de 0.02s.
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Fig. 3. Planification arrêt-arrêt sur un horizon de 0.08s.
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Fig. 4. Planification arrêt-arrêt sur un horizon de 0.02s.
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CHAPITRE 7

Un exemple en dimension d’espace > 1

7.1. Présentation du problème

Le problème étudié est le suivant (voir figure 1): Un tuyau cylindrique de hau-

R1

isolation thermique

chauffage

R0

z0

isolation thermique

Fig. 1. Tuyau cylindrique isolé, chauffé par le couvercle.

teur z0 de rayon externe R1 et de rayon interne R0 est chauffé par sa face supérieure
(z = z0), où on impose la température; les surfaces latérales internes et externes,
ainsi que le fond du cylindre sont thermiquement isolés; l’état initial du tuyau ainsi
que la température de commande présentent une symétrie radiale, de sorte que la
température à tout instant à l’intérieur du tuyau ne dépend que de r (distance à
l’axe du point considéré), de z (cote du point sur l’axe) et du temps t.
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Les équations décrivant l’évolution de la température θ à l’intérieur du tuyau
sont:

(7.1.1)



∀(r,z,t) ∈ [R0,R1] × [0,z0] × [0,T ]
∂tθ = ∂rrθ + 1

r ∂rθ + ∂zzθ,

∂rθ(R1,z,t) = 0, ∂rθ(R0,z,t) = 0
θ(r,z0,t) = u(r,t), ∂zθ(r,0,t) = 0

7.2. Etude de l’opérateur en espace

Posons Ω = [R0,R1] × [0,z0], nous considérons l’opérateur en espace A du
problème, défini par:

D(A) = {y ∈ H2(Ω), ∂ry(R0,.) = 0, ∂ry(R1,z) = 0, y(r,z0) = 0, ∂zy(.,0) = 0}
et

A(y) = ∂rry +
1
r
∂ry + ∂zzy

De façon classique ( voir par exemple [5] ou [13]), A est un opérateur inversible,
dont l’inverse K est un opérateur autoadjoint compact sur L2(Ω) muni de la norme
et du produit scalaire associé

‖y1‖Ω =
∫ R1

R0

∫ z0

0

r |y1|2 (r,z)drdz,(7.2.1)

< y1,y2 >=
∫ R1

R0

∫ z0

0

ry1(r,z)y2(r,z)drdz.(7.2.2)

On peut, par la méthode de séparation des variables, calculer les vecteurs propres
normés de K. Ce sont les fonctions orthogonales pour (7.2.2):

(7.2.3) φkl(r,z) = ak(r)bl(z), (k,l) ∈ N2

où:
ak(r) = ck (−Y1(λkR0)J0(λkr) − J1(λkR0)Y0(λkr))

et
bl(z) = dl cos((l +

1
2
)π

z

z0
).

Dans ces expressions, les fonctions Ji et Yi sont les fonctions de Bessel de
première et deuxième espèce d’ordre i. les nombres réels λk sont définis par:

∀k ∈ N, Y1(λkR0)J1(λkR1) − J1(λkR0)Y1(λkR1) = 0

et
0 = λ0 < λ1 < . . . < λk < . . .

et le coefficient de normalisation ck est donné par:

ck =
1√(∫ R1

R0
r |Y1(λkR0)J0(λkr) − J1(λkR0)Y0(λkr)|2 dr

) .

alors que le coefficient de normalisation dl est donné par:

dl =
1√(∫ z0

0

∣∣∣cos((l + 1
2 )π z

z0
)
∣∣∣2 dz

) =
√

2
z0
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À chaque vecteur propre correspond la valeur propre réelle, strictement négative

µkl = − 1
(λ2

k + (l + 1
2 )2 π

z0

2)
.

Dans ces conditions, K est un opérateur à spectre simple, d’expression:

∀v ∈ L2(Ω), K(v)(r,z) =
∫ R1

R0

∫ z0

0


 ∞∑

k,l=0

µk,lφk,l(r,z)φk,l(ρ,ζ)


 ρv(ρ,ζ)dρdζ

Construisons maintenant la fonction B(r,z), solution de:

(7.2.4)



∀(r,z) ∈ Ω
∂rrB + 1

r ∂rB + ∂zzB = 0,

∂rB(R0,z) = 0, ∂rB(R1,z) = 0,
B(r,z0) = f(r), ∂zB(r,0) = 0

où f ∈ L2[R0,R1]. La fonction B est donnée par l’expression:

B(r,z) =
∞∑

k=0

(∫ R1

R0

ρf(ρ)ak(ρ)dρ

)
ak(r)βk(z)

=
∞∑

k=0

fkak(r)βk(z)

où:

βk(z) =
cosh(λkz)
cosh(λkz0)

B(r,z) vérifie aussi:

∀(k,l) ∈ N < B,φk,l > = fk

(∫ z0

0

βk(ζ)bl(ζ)dζ

)

=
(−1)ldlfk(l + 1

2 ) π
z0

µk,l

�= 0 si fk est non nul

Nous sommes donc dans une situation où nous pourrions tenter de reproduire
exactement la démarche qui a été dégagée au cours des chapitres précédents, en
supposant que nous appliquons au système une loi de commande de la forme:
u(r,t) = f(r)ũ(t), où ũ est dans C2(0,T ) .

Mais nous nous heurtons à une difficulté de taille : si K est auto-adjoint com-
pact, il est malheureusement de puissance nucléaire égale à p > 1. On ne peut donc
pas définir de fonction entière d’ordre de Weierstrass < 1 qui annule ses valeurs
propres (la généralisation du déterminant de Fredholm en dimension 1). Un pro-
duit de Weiertstrass (mais il n’a aucun caractère d’unicité) qui annule toutes les
valeurs propres de K est donné par:

DK(λ) =
∞∏

k,l=0

(
1 +

λ

λ2
k + (l + 1

2 )2( π
z0

)2

)
e
− λ

λ2
k
+(l+ 1

2 )2( π
z0

)2
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On montre que DK a l’expression suivante:

DK(λ) =
∞∏

k=0

cosh
(√

λ2
k + λz0

)
cosh(λkz0)

e

−λ

∞∑
l=0

1
λ2

k + (l + 1
2 )2( π

z0
)2

=
∞∑

i=0

aiλ
i

On vérifie que B n’est orthogonal à aucun des sous espaces propres, et donc
que la famille B0 = B, Bi = K(Bi−1)+aiB0 est dense dans L2(Ω), mais on ne peut
plus assurer une décroissance de la norme L2 des Bi en 1

(2i)! ni faire la planification
de trajectoire approchée dans L2(Ω) en utilisant une fonction y de classe Gevrey-2.

7.3. Décomposition de problème

On peut cependant procéder de la façon suivante: on “projette” sur chaque
direction ak la fonction θ(r,z,t) en posant

vk(z,t) =
∫ R1

R0

rθ(r,z,t)ak(r)dr

uk(t) =
∫ R1

R0

ru(r,t)ak(r)dr

Par le théorème de Fubini, si θ(r,z,t) est dans le domaine de définition de A, alors
chaque vk est dans H2([0,z0]) et vérifie

∂tvk = ∂zzvk − λ2
kvk(7.3.1)

∂zvk(0,t) = 0 vk(z0,t) = uk(t)(7.3.2)

Il s’agit bien maintenant d’un problème du type que nous avons déjà rencontré et
pour lequel nous avons donné une paramétrisation dans 1.3 puis 2. Nous appliquons
les résultats obtenus, et désignons par yk une fonction Gevrey d’ordre σ ≤ 2, de
telle sorte que

vk(z,t) =
∞∑

i=0

y
(i)
k (t)αki(z)

uk(t) =
∞∑

i=0

y
(i)
k (t)αki(z0)

soit une trajectoire plate C2 du système 7.3.1. Nous allons maintenant examiner à
quelle condition la trajectoire formelle reconstituée du système global, à savoir

v(r,z,t) =
∞∑

k=0

∞∑
i=0

y
(i)
k (t)αki(z)ak(r)(7.3.3)

u(r,t) =
∞∑

k=0

∞∑
i=0

y
(i)
k (t)αki(z0)ak(r)(7.3.4)

définit une fonction qui a un sens sur un intervalle de temps fixé [0,T ].
Nous désignons par ∣∣∣y(i)

k (t)
∣∣∣ ≤ Mk

(i!)σ

Ri
k
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l’estimation Gevrey pour chaque yk sur [0,T ]. Nous avons alors

∀(r,z,t) ∈Ω × [0,T ],∣∣∣y(i)
k (t)αki(z)ak(r)

∣∣∣ ≤ Mk
Ci

k(i!)σ

(2i)!Ri
k

|ak(r)|

d’où, les ak étant normalisés:

∀(r,z,t) ∈Ω × [0,T ],∥∥∥y(i)
k (t)αki(z)ak(r)

∥∥∥
Ω
≤ Mk

z0C
i
k(i!)σ

(2i)!Ri
k

∫ R1

R0

r |ak(r)|2 dr

≤ Mk
z0C

i(i!)σ

(2i)!Ri
k

Comme la série
∞∑

i=0

Ci
k(i!)σ

(2i)!Ri
k

est convergente dès que σ ≤ 2 si les Rk sont tous suffi-

samment grands (> Ck), nous notons Ak sa somme, et nous avons par convergence
dominée:

Propriété 7.3.1. La paramétrisation (7.3.3)-(7.3.4) définit une trajectoire au
sens faible dans L2(Ω) si les Mk et les Ak sont tels que

∞∑
k=0

MkAk < +∞

De plus, nous avons le résultat évident et immédiat, grâce aux résultats des
chapitres précédents que

Propriété 7.3.2. La paramétrisation (7.3.3)-(7.3.4), si elle ne fait apparâıtre
qu’un nombre fini de termes d’indice k définit une trajectoire au sens au sens fort
(c’est à dire deux fois continûment dérivable en espace et une fois continument
dérivable en temps), sans aucune condition sur les Ak et les Mk.

7.4. Densité, commandabilité approchée, endogénéité

La propriété 7.3.2 nous assure, en utilisant la platitude de chaque problème
projeté sur ak, que tout état de départ et tout état d’arrivée de la forme

θi(r,z,t) =
N∑

k=0

vk(z,t)ak(r)(7.4.1)

θf (r,z,t) =
N∑

k=0

wk(z,t)ak(r)(7.4.2)

peuvent être approximativement raccordés par une trajectoire (7.3.3)-(7.3.4).
Si nous arrivons à prouver que

Propriété 7.4.1. Soient deux états de départ et d’arrivée quelconques, alors
dans tout voisinage de ces états, il y a un état de la forme ci-dessus

nous aurons prouvé la densité dans L2(Ω) des états de départ et d’arrivée
joignables par des trajectoires paramétrées, donc la platitude du système.
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De plus, l’existence du semi-groupe continu de contraction engendré par A nous
assurera, en appliquant la propriété 2.6.2, de la commandabilité plate approchée
du système.

La propriété 7.4.1 résulte immédiatement de (7.2.3):

∀ε > 0, ∀f ∈ L2(Ω), ∃(N,P ) ∈ N,∥∥∥∥∥f −
N∑

k=0

P∑
l=0

< f,φkl > φkl

∥∥∥∥∥
Ω

≤ ε

mais : ∥∥∥∥∥f −
N∑

k=0

P∑
l=0

< f,φkl > φkl

∥∥∥∥∥
Ω

=

∥∥∥∥∥
N∑

k=0

∞∑
l=P+1

< f,φkl > φkl +
∞∑

k=N+1

∞∑
l=0

< f,φkl > φkl

∥∥∥∥∥
Ω

=

√√√√ N∑
k=0

∞∑
l=P+1

< f,φkl >2 +
∞∑

k=N+1

∞∑
l=0

< f,φkl >2

≥
√√√√ ∞∑

k=N+1

∞∑
l=0

< f,φkl >2

=

∥∥∥∥∥f −
N∑

k=0

∞∑
l=0

< f,φkl > φkl

∥∥∥∥∥
Ω

Mais, à k fixé, la série
∞∑

l=0

< f,φkl > bl définit une fonction de L2([0,z0], notée vk,

et ∥∥∥∥∥f −
N∑

k=0

∞∑
l=0

< f,φkl > φkl

∥∥∥∥∥
Ω

=

∥∥∥∥∥f −
N∑

k=0

vkakn

∥∥∥∥∥
Ω

≤ ε,

ce qui prouve la propriété 7.4.1. L’ endogénéité de la famille dénombrable de sorties
plates est évidente: ce sont les moments de θ(r,0,t) sur les fonctions ai(r).

7.5. Simulation numérique

La simulation effectuée correspond aux valeurs des paramères suivantes: R0 =
1.cm, R1 = 2.cm, z0 = 1.cm, et T = 0.8s. Le rayon r a été ramené à des valeurs
entre 0 et 1.

La condition initiale a une seule composante sur a0 (qui est la fonction constante
égale à 1), elle prend la valeur constante de 20 degrés. La valeur finale demandée a
une composante sur a0, de valeur 25 degrés, et une composante sur a1, de poids 5.
Les résultats sont représentés sur les figures 2 et 3
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Fig. 2. Planification de trajectoire avec une fonction Gevrey d’ordre 2.
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Conclusion et perspectives

Nous avons donc proposé une définition de la platitude pour des systèmes de
dimension infinie, et donné une démarche algorithmique qui permet, si le problème
a contrôler est linéaire et bien posé dans un cadre fonctionnel correctement défini,
de générer une trajectoire répondant au problème de la planification de trajectoire.

Nous avons également montré que pour un problème bien posé qui contient dans
son orbite sous l’action des bouclages un système “plat” selon notre définition, la
paramétrisation obtenue est indépendante du bouclage utilisé pour l’obtenir, et
que le système de départ vérifie la propriété de commandabilité approchée: en ce
sens, notre méthode fournit bien un analogue de la décomposition de Brunovsky en
dimension finie.

Remarquons que tout ce qui a été fait fonctionne aussi pour des problèmes
où la commande, scalaire, est “répartie” par multiplication par une fonction B(x).
Enfin, notre méthode de paramétrisation s’adapte sans mal aux systèmes monodi-
mensionnels d’ordre 1 en temps et n en espace, et nous allons essayer par la suite
de formaliser une théorie dans ce cas.

Il faut aussi par la suite approfondir le problème de l’endogénéité de la pa-
ramétrisation plate, qui reste pour l’instant sans réponse, afin d’obtenir un concept
convenable d’équivalence de systèmes.

Nous avons également l’intention de développer l’étude des bouclages (pas
nécessairement de bords), afin de voir quelles sont les possibilités en matière de
placement de pôles.

Il semble aussi tout à fait envisageable d’étendre la méthode et d’obtenir des
résultats théoriques pour des systèmes d’évolution où l’ordre de dérivation en temps
est supérieur à 1, mais reste strictement inférieur à l’ordre de dérivation en espace.
En effet, si tel n’est pas le cas, la seule classe Gevrey admissible pour les pa-
ramétrisations du système est la classe Gevrey-1 des fonctions analytiques, qui ne
permet pas la construction d’une famille dense de trajectoires plates du système.
Ainsi, notre méthode est inadéquate en l’état pour traiter l’équation des ondes,
dont l’étude peut être faite par d’autres techniques (voir les références citées en in-
troduction). Toutefois, une reformulation dans un cadre plus général devrait rendre
possible le traitement de ce type de problèmes.

Enfin, il faut s’attaquer aux problèmes linéaires de dimension d’espace > 1,
avec des géométries de domaine plus complexes que celle qui aété étudiée dans
notre exemple.

Reste enfin la question des équations non linéaires: est il possible, comme en di-
mension finie sur certaines classes de systèmes, de caractériser les problèmes décrits
par une E.D.P. d’évolution équivalents à un système linéaire plat? La question,
comme en dimension finie, est encore largement ouverte.
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ANNEXE A

Les problèmes aux limites d’ordre 2 en dimension
1

Les principales références utilisées dans ce paragraphe sont [9] et [13].
Nous considérons donc sur l’intervalle [0,1] le problème aux limites homogène:

y′′ + c1(x)y′ + c0(x)y = v

l11y(0) + l12y
′(0) + l13y(1) + l14y

′(1) = 0(A.0.1)

l21y(0) + l22y
′(0) + l23y(1) + l24y

′(1) = 0

Nous supposons que les fonctions c0 et c1 sont dans C∞(0,1); les lij sont des
constantes réelles, et la fonction v est connue.

Classiquement, tout problème de la forme (A.0.1) se ramène à un problème de
la forme (dite forme autoadjointe pour l’équation):

y′′ + q(x)y = v

a11y(0) + a12y
′(0) + a13y(1) + a14y

′(1) = 0(A.0.2)

a21y(0) + a22y
′(0) + a23y(1) + a24y

′(1) = 0

grâce au changement de variable: y(x) ← e
∫ x
0

c1(ξ)
2 dξy(x). Il suffit donc d’étudier les

problèmes de la forme (A.0.2) et de tranposer les résultats obtenus.
Il nous faut définir le cadre fonctionnel dans lequel nous cherchons à résoudre

(A.0.2). Pour cela, on pose:

D(A) = {y ∈ H2(0,1)/ a11y(0) + a12y
′(0) + a13y(1) + a14y

′(1) = 0,

a21y(0) + a22y
′(0) + a23y(1) + a24y

′(1) = 0}
et on définit l’opérateur A : D(A) → L2(0,1) par A(y) = y′′ + q(x)y. Résoudre
(A.0.2) équivaut donc, étant donné v ∈ L2(0,1), à trouver y ∈ D(A) tel que A(y) =
v.
Les propriétés de l’opérateur A dépendent de la nature des coefficients aij : c’est
l’objet des deux sections suivantes.

Nous posons pour toute la suite :

Aij =
∣∣∣∣ a1i a1j

a2i a2j

∣∣∣∣
A.1. Les problèmes autoadjoints

Pour être autoadjoint, l’opérateur A doit nécessairement être symétrique.Il nous
faut donc distinguer deux cas.

Si A12 = 0 et A34 = 0, les conditions aux bords peuvent se “séparer”, c’est
à dire se mettre sous la forme ã11y(0) + ã12y

′(0) = 0 et ã23y(1) + ã24y
′(1) = 0,
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(ce qui revient à supposer que a13 = a14 = a21 = a22 = 0) et A est effectivement
symétrique.

Sinon, on peut supposer par exemple que A12 �= 0, et les conditions aux bords
se mettent sous la forme: y′(0)+ã13y(1)+ã14y

′(1) = 0 et y(0)+ã32y(1)+ã42y
′(1) =,

où ãij = Aij

A12
. Il est alors aisé de vérifier que A ne peut être symétrique que lorsque:

∀(y,z) ∈ D(A)2,y(1) ¯z′(1) − y(0) ¯z′(0) − y′(1) ¯z(1) + y′(0) ¯z(0) = 0

En remplaçant dans l’égalité ci-dessus y(0),y′(0),z(0) et z′(0) par leurs expressions
en fonctions des valeurs au point 1, on obtient que: ã14ã23 − ã13ã24 = 1. Revenant
aux variables initiales, la condition trouvée s’écrit: A12 = A34 �= 0 (le cas plus
général de conditions aux bords à coefficient complexes est proposé en exercice
dans [9], chap.7). Les deux cas les plus étudiés dans cette catégorie de problèmes
auto-adjoints sont le cas des conditions aux bords périodiques (y(0) = y(1) et
y′(0) = y′(1)) et antipériodiques (y(0) = −y(1) et y′(0) = −y′(1)).

A.1.1. Les conditions aux bords séparées. Nous supposons donc ici que
a13 = a14 = a21 = a22 = 0, et, bien sur, que a2

11 + a2
12 ainsi que a2

23 + a2
24 sont

non nuls. A est alors un opérateur de Schrödinger monodimensionnel symétrique.
Il est commode pour étudier A de construire sa fonction de Green, notée G(x,ξ,λ).
Détaillons cette construction qui permet de résoudre le problème de Sturm-Liouville
pour A, c’est à dire le problème de la détermination de ses valeurs propres et
vecteurs propres.

Nous désignons par e1(x,λ) et e2(x,λ) les solutions de y′′ + q(x)y = λy, y(0) =
1, y′(0) = 0 et y′′ + q(x)y = λy, y(0) = 0, y′(0) = 1 respectivement. Il est clair
qu’à λ fixé dans C, e1 et e2 sont des fonctions C∞ sur un voisinage de [0,1] dans
C et qu’à x fixé, ces deux fonctions . Si λ est une valeur propre de A, et y est une
fonction propre, alors y est une combinaison à coefficients constants de e1(.,λ) et
e2(.,λ), qui doit de plus satisfaire les conditions au bord définissant (D)(A). D’où:

y = Ae1(.,λ) + Be2(.,λ)

et:

a11A + a12B = 0

(a23e1(1,λ) + a24e
′
1(1,λ))A + (a23e2(1,λ) + a24e

′
2(1,λ))B = 0

Pour que ce système ait une solution (A,B) �= (0,0), λ doit vérifier:

(A.1.1) D(λ) = −a12a23e1(1,λ)−a12a24e
′
1(1,λ)+a11a23e2(1,λ)+a11a24e

′
2(1,λ) = 0

Réciproquement, si λ ∈ C annule D(λ), alors ce sera une valeur propre pour A, de
vecteur propre associé y = −a12e1(.,λ) + a11e2(.,λ).

Très classiquement, le caractère autoadjoint des conditions aux bords permet
d’affirmer que les éventuelles valeurs propres de A sont réelles, et donc que D est
une fonction non nulle. Pour tous les nombres λ tels que D(λ) �= 0, il est alors
possible de construire la fonction de Green de A. On vérifie aisément que si on
pose:

y1(x,λ) = −a12e1(x,λ) + a11e2(x,λ), et

y2(x,λ) = (a23e2(1,λ) + a24e
′
2(1,λ))e1(x,λ),
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on obtient deux solutions indépendantes de l’équation y′′+q(x)y = λy (leur Wrons-
kien est égal à D(λ)) qui vérifient chacune une des conditions au bord. La fonction
de Green de A a alors pour expression :

(A.1.2) G(x,ξ,λ) =
1

D(λ)
(χ(x − ξ)y1(x)y2(ξ) + χ(ξ − x)y1(ξ)y2(x))

L’opérateur A−λI est alors inversible, et son inverse est l’opérateur intégral défini
sur L2[0,1] par:

(A − λI)−1(f)(x) =
∫ 1

0

G(x,ξ,λ)f(ξ)dξ.

Choisissons donc λ0, tel que λ0 soit réel et dans l’ensemble résolvant de A (si
possible λ0 = 0). On a le résultat suivant (voir [13], chap.2,§8 ou [9]):

Théorème A.1.1.
a) L’opérateur A − λ0I est l’inverse d’un opérateur intégral autoadjoint
compact .

b) Il existe une base Hilbertienne de L2(0,1) formée de fonctions propres
de A − λ0I.

c) A − λ0I a une infinité dénombrable de valeurs propres simples, réelles,
dont le seul point d’accumulation est −∞.

d) Si (µi)i∈N désigne la suite des valeurs propres de A−λ0I et ψi la fonction
propre normée associée, alors:

∀y ∈ D(A), (A − λ0I)(y) =
∞∑

i=0

µi(y,ψi)ψi

Du théorème qui précède, on déduit aisément le théorème suivant:

Théorème A.1.2.
a) Il existe une base Hilbertienne de L2(0,1) formée de fonctions propres
de A.

b) A a une infinité dénombrable de valeurs propres simples, réelles, dont
le seul point d’accumulation est −∞.

c) Si (λi)i∈N désigne la suite des valeurs propres de A et φi la fonction
propre normée associée, alors:

∀y ∈ D(A), A(y) =
∞∑

i=0

λi(y,φi)φi

Remarque. La seule différence entre les théorèmes A.1.1 et A.1.2 réside dans le
fait que A peut avoir une valeur propre (simple) nulle, et donc ne pas être inversible.

Nous retenons la conséquence simple suivante du théorème A.1.2:

Corollaire A.1.1. Si A est un opérateur à conditions aux bords séparées,
alors A est Riesz-spectral.

Pour une définition des opérateurs Riesz-spectraux, voir l’annexe B.
Pour ce type d’opérateur, on a également une estimation de la répartition

asymptotique des valeurs propres (voir [13], chap.2, §8):
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Théorème A.1.3. si a12 �= 0 et a24 �= 0 alors λn = −σ2
n avec

σn = nπ +
1

nπ

(
−a11

a12
+

a23

a24
− 1

2

∫ 1

0

q(ξ)dξ

)
+ O(

1
n2

)

si a12 = 0 et a24 �= 0 alors λn = −σ2
n avec

σn = (n +
1
2
)π +

1
(n + 1

2 )π

(
a23

a24
− 1

2

∫ 1

0

q(ξ)dξ

)
+ O(

1
n2

)

si a12 �= 0 et a24 = 0 alors λn = −σ2
n avec

σn = (n +
1
2
)π +

1
(n + 1

2 )π

(−a11

a12
− 1

2

∫ 1

0

q(ξ)dξ

)
+ O(

1
n2

)

si a12 = 0 et a24 = 0 alors λn = −σ2
n avec

σn = nπ − 1
2nπ

∫ 1

0

q(ξ)dξ + O(
1
n2

)

A.1.2. Les conditions aux bords de type périodique. Le cas des opérateurs
symé-triques à conditions aux bords de type périodique est plus délicat. Les résultats
des théorèmes 1 et 2 restent valables, à ceci près que les valeurs propres de l’opérateur
A ne sont plus nécessairement simples, comme le prouve l’exemple suivant:

D(A) = {y ∈ H2(0,1)/ y(0) = y(1), y′(0) = y′(1)}
A(y) = y′′,

où nous avons trivialement: D(λ) = cosh(
√

λ) − 1 =
∞∑

i=1

λn

(2n)!
. Les valeurs propres

sont donc: λ0 = 0 (valeur propre simple, de vecteur propre associé φ0(x) = 1), et
λi = −4π2i2 (valeur propre double, de vecteurs propres -non normalisés- associés
φ1i(x) = cos(2πx) et φ2i(x) = sin(2πx)).

Par contre, l’estimation asymptotique en |λi| ∼i→∞ Ki2 reste valable, bien que
plus difficile à obtenir.

A.2. Les problèmes non autoadjoints

On considère donc le problème (A.0.2), et l’opérateur A associé, sans hypothèse
particulière sur les conditions aux bords. On peut, comme on l’a fait au A.1.1,
donner l’expression de la fonction DA(λ) qui annule toutes les valeurs propres de
A, ainsi que de la fonction de Green de A. On obtient après calculs les expressions
générales suivantes:

(A.2.1) DA(λ) = A12 + A34 + A32e1(1,λ) + A13e2(1,λ) + A42e
′
1(1,λ) + A14e

′
2(1,λ)

où e1 et e2 sont les solutions fondamentales de A(u) = λu.
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De plus, on a les développement asymptotiques de e1 et e2 pour λ grand (voir
[9], chap.6, sec.5) où on a posé λ = −ρ2:

e1(x,λ) = cos(ρx) +
sin(ρx)

ρ

∫ x

0

q(ξ
2

dξ + O(
e|v|x

|ρ2| )(A.2.2)

e2(x,λ) =
sin(ρx)

ρ
+ O(

e|v|x

|ρ2| )(A.2.3)

e′1(x,λ) = −ρ sin(ρx) + cos(ρx)
∫ x

0

q(ξ
2

dξ + O(
e|v|x

|ρ| )(A.2.4)

e′2(x,λ) = cos(ρx) + O(
e|v|x

|ρ| )(A.2.5)

donc, en reportant dans (A.2.1):

DA(λ) = A24ρ sin(ρ)+ (A12 +A34)+ (A14 −A23 −A24

∫ 1

0

q(ξ
2

dξ) cos(ρ)+O(
e|v|x

|ρ| )

On en déduit une estimation asymptotique des valeurs propres.

Propriété A.2.1. Dès que A24 �= 0 ou (A24 = 0 et A14−A23 �= 0), les valeurs
propres de A sont asymptotiquement équivalentes à − K

n2

Démonstration. Nous détaillons les calculs dans le cas où A24 �= 0. Comme
dans les calculs détaillés dans la section consacrée au cas q = 0, on montre qu’on
peut trouver v0 > 0 tel que à l’extérieur de la bande {ρ ∈ C/ |v| ≤ v0}, l’équation
DA(λ) = 0 n’ait pas de solution. En revanche, à l’intérieur de cette bande et
suffisamment loin de l’origine, les solutions de cette équation (et donc les valeurs
propres de A) sont de la forme: λn = −σ2

n avec σn = nπ + O( 1
n ) où n est un entier

positif. La preuve est la même dans les autres cas. �

Pour la fonction de Green, on a:

G(x,ξ,λ) = χ(x,ξ)(e1(ξ,λ)e2(x,λ) − e1(x,λ)e2(ξ,λ))

− (a13(e1(ξ,λ)e2(1,λ) − e1(1,λ)e2(ξ,λ)) + a14(e1(ξ,λ)e′2(1,λ) − e′1(1,λ)e2(ξ,λ)))

× y1(x,λ)

− (a23(e1(ξ,λ)e2(1,λ) − e1(1,λ)e2(ξ,λ)) + a24(e1(ξ,λ)e′2(1,λ) − e′1(1,λ)e2(ξ,λ)))

× y2(x,λ)

où on a posé

y1(x,λ) =

(a22 + a23e2(1,λ) + a24e
′
2(1,λ))e1(x,λ) − (a21 + a23e1(1,λ) + a24e

′
1(1,λ))e2(x,λ)

DA(λ)
y2(x,λ) =

a14e
′
2(1,λ))e1(x,λ) − (a12 + a13e2(1,λ) + (a11 + a13e1(1,λ) + a14e

′
1(1,λ))e2(x,λ)

DA(λ)

On en déduit que A est un opérateur fermé, et que pour tous les nombres complexes
λ tels que DA(λ) �= 0, A − λI est inversible et son inverse Kλ est un opérateur
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intégral de L2(0,1). On vérifie sans difficulté que le noyau de cet opérateur est, à
λ fixé, une fonction continue et bornée sur [0,1] × [0,1], donc la fonction DA n’est
autre, à multiplication par une constante près, que le déterminant de Fredholm
(voir [33]) de K0 si 0 n’est pas une valeur propre de A.

De plus, K est un opérateur compact (de Hilbert-Schmidt) de L2(0,1). Nous
en déduisons qu’il existe λ0 tel que (voir [60], th. 2 chap X) le spectre de Kλ0 est
formé d’au plus une infinité dénombrable de valeurs propres, avec un seul point
d’accumulation possible qui est zéro, et donc que A est un opérateur fermé dont le
spectre de est réduit à

ρ(A) = {λ ∈ C/ DA(λ) = 0}
La résolvante de A est définie pour les λ ∈ ρ(A) par

(A.2.6) (R(λ : A)v) (.) =
∫ 1

0

G(.,ξ,λ)v(ξ)dξ

Il est évidemment délicat d’utiliser la forme très générale de la fonction de
Green de A pour obtenir plus de précisions sur cet opérateur, c’est pourquoi nous
suivons plutôt l’approche proposée dans [9] chap 12 pour pousser plus loin l’étude.
Nous en donnons un bref résumé: l’étude consiste à étudier dans un premier temps
le problème correspondant au cas où la fonction q est nulle. On sait alors construire
explicitement la fonction de Green du problème et en déduire les propriétés de
l’opérateur associé. On peut ensuite en déduire les propriétés de l’opérateur dans
le cas général, par perturbation du cas q = 0.

A.2.1. Le cas q = 0: construction de G. On introduit l’opérateur Ã défini
par:

D(Ã) = D(A), et : ∀v ∈ D(Ã),Ã(v) = v′′

A.2.1.1. Etude du spectre de Ã. Une étude plus détaillée du spectre de A dans
ce cas particulier fournira des estimations plus précises que les formules asympto-
tiques données ci-dessus et qui s”avèreront esentielles pour la suite.

La fonction DÃ(λ) qui annule toutes les valeurs propres de A a pour expression,
avec λ = −σ2:

DÃ(λ) = (A12 + A34) + (A14 − A23) cos(σ) + (A13 + σ2A24)
sin(σ)

σ

Génériquement, c’est à dire sauf dans le cas où A24 = 0, A14 = A23, et A13 = 0,
c’est une fonction analytique non constante d’ordre de Weierstrass 1

2 exactement,
car les fonctions trigonométriques sont d’ordre de Weierstrass 1

2 .
Grâce au théorème de Hadamard ( voir par exemple [55] ) on peut donc affirmer

que cette fonction se factorise avec une infinité de zéros sous la forme de son produit
canonique de Weierstrass:

DÃ(λ) =
∞∏

k=0

(1 − λ

λk
)

La formule de Jensen permet d’estimer la répartition des zéros de DÃ. En effet, si
on désigne par n(r) le nombre de zéros de DÃ contenus dans le disque de rayon
r > 0 dans C, on a ([55], chap VII, §8, lemme 8.3):

∀ε > 0, ∃r0 > 0 / r ≥ r0 ⇒ n(r) ≤ r
1
2+ε
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On peut toutefois comme dans [9] estimer plus précisément cette répartition selon
les valeurs de E,B et C, où on a posé pour simplifier les notations:

E = A14 − A23, B = A13, C = A24, D = A12 + A34

Pour cela, remarquons que:

∀σ ∈ C,

σ = u + iv ⇒ cos(σ) = cos u cosh v − i sin u sinh v

sin(σ) = sinu cosh v + i cos u sinh v

d’où:
|cos(σ)| =

√
(cos u)2(cosh v)2 + (sin u)2(sinh v)2 ≥ sinh |v|

et

(A.2.7) sinh |v| ≤ |cos(σ)| ≤ cosh v + sinh |v| ≤ e|v|

de même:

(A.2.8) sinh |v| ≤ |sin(σ)| ≤ cosh v + sinh |v| ≤ e|v|

La boule de centre 0 et de rayon 1
2 , notée B(0,12 ), contient un nombre fini de zéros

de DÃ. Notons Bv0 la bande formée par les σ tels que |v| ≤ v0.
• si C �= 0:

Soit v0 > 0, à l’extérieur de Bv0 nous avons:

D + E cos(σ) + B
sin(σ)

σ
+ Cσ sin(σ) = 0 ⇔ C = − B

σ2
− E cos(σ)

σ sin(σ)
− D

σ sin(σ)

D’où en utilisant (A.2.7) et (A.2.8):

|C| ≤ |B|
|v|2 +

E

1 − e−2|v|
1
|v| +

De−|v|

1 − e−2|v|
1
|v|

≤ |B|
|v|2 +

max(E,D)
|v|

1
1 − e−|v|

≤ |B|
|v0|2

+
max(E,D)

|v0|
1

1 − e−|v0|

Cette dernière quantité tend vers zéro lorsque v0 tend vers l’infini, ce qui contredit
la non nullité de C. On peut donc choisir v0 suffisamment grand pour que l’équation
n’ait pas de zéro à l’extérieur de Bv0. v0 étant maintenant fixé, les fonctions cosinus
et sinus sont bornées sur Bv0 ( d’aprés (A.2.7) et (A.2.8) ), et:

∀ σ ∈ Bv0 \ B(0,
1
2
),

D + E cos(σ) + B
sin(σ)

σ
+ Cσ sin(σ) = 0 ⇔

sin(σ) +
B

C

sin(σ)
σ2

+
E

C

cos(σ)
σ

+
D

Cσ
= 0

Or sur Bv0 \ B(0, 12 ), on a:∣∣∣∣BC sin(σ)
σ2

+
E

C

cos(σ)
σ

+
D

Cσ

∣∣∣∣ ≤ Kv0

|σ|
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Donc, par développement asymptotique, les solutions de l’équation sont en :

σn = nπ + O(
1
n

), et λn = −n2π2 + O(1)

• si C = 0 et E �= 0:
On procède de la même façon que dans le cas précédent. Soit v0 > 0, à l’extérieur
de Bv0 nous avons:

D + E cos(σ) + B
sin(σ)

σ
= 0 ⇔ E = −B sin(σ)

σ cos(σ)
− D

cos(σ)

D’où en utilisant (A.2.7) et (A.2.8):

|E| ≤ |B| e|v0|

sinh(|v0|) |v0| +
D

sinh(|v0|)

≤
|B|
|v0| + De−|v0|

1 − e−2|v0|

Cette dernière quantité tend vers zéro lorsque v0 tend vers l’infini, ce qui contredit
la non nullité de E. On peut donc choisir v0 suffisamment grand pour que l’équation
n’ait pas de zéro à l’extérieur de Bv0. v0 étant maintenant fixé, les fonctions cosinus
et sinus sont bornées sur Bv0 ( d’aprés (A.2.7) et (A.2.8) ), et:

∃Kv0 > 0, ∀σ ∈ Bv0 \ B(0,
1
2
),
∣∣∣∣ sin(σ)

σ

∣∣∣∣ ≤ Kv0

σ

d’où, par développement asymptotique, nous déduisons que:

– si D = 0, alors les solutions de D + E cos(σ) + B sin(σ)
σ = 0 sont en

σn = (n + 1
2 )π + O( 1

n ), et nous avons alors λn = −(n + 1
2 )2π2 + O(1).

– si D �= 0, alors les solutions de D + E cos(σ) + B sin(σ)
σ = 0 sont en

σ2n = σ0+2nπ+O( 1
n ) et σ2n+1 = −σ0+2nπ+O( 1

n ) où σ0 est solution de
cos(σ0) = −D

E : si
∣∣D

E

∣∣ ≤ 1, alors on prend σ0 = arccos(−D
E ) ; si −D

E ≤ −1,
alors on prend σ0 = π + i arg cosh(D

E ); enfin, si −D
E > 1, alors on prend

σ0 = i arg cosh(−D
E ).

Il est clair dans la dernière estimation des σn, et donc des λn qu’il y a des cas où
les valeurs propres de Ã peuvent être doubles (lorsque σ0 = 0, c’est à dire lorsque∣∣D

E

∣∣ = 1), alors que généralement elles sont (au moins asymptotiquement) simples.
• si C = 0, E = 0 et B �= 0:

La situation est alors nettement plus compliquée: nous avons à examiner, en sup-
posant que B = 1 les solutions de l’équation:

D +
sin(σ)

σ
= 0

Cette équation nous donne

sinu cosh v + i cos u sinh v = Du + iDv

soit encore:

sinu cosh v = Du, cos u sinh v = Dv
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On en tire que u et v vérifient:

cos(u) = D
sinh v

v
(A.2.9)

et

u = ± cosh v

√
1

D2
− v2

sinh v2
(A.2.10)

Donc v ne peut pas rester borné, sinon u reste borné également et on n’obtient
qu’un nombre fini de solutions, et lorsque v tend vers l’infini, on tire de A.2.9 que
u ∼ π

2 +nπ et de (A.2.10) que v ∼ ± arg cosh(u) ∼ ± ln(|n|). Le module des valeurs
propres λn reste donc encore équivalent à −n2.

Dans chacun de ces cas, on peut contruire la fonction de Green G(x,ξ,λ) de Ã.
Elle s’obtient par exemple après un calcul élémentaire mais fastidieux fondé sur la
méthode de variation des constantes, et a l’expression suivante:

G(x,ξ,λ) =
1

DÃ(λ)

[
χ(x,ξ)

(
A12

sinσ(x − ξ)
σ

+ A23
sin σ(1 − x)

σ
cos σξ

+A41 cos σ(1 − x)
sinσξ

σ
+ A31

sinσ(1 − x)
σ

sin σξ

σ
+ A24 cos σ(1 − x) cos σξ

)

+ χ(ξ,x)
(

A34
sin σ(ξ − x)

σ
+ A23

sinσ(1 − ξ)
σ

cos σx

+A41 cos σ(1 − ξ)
sin σx

σ
+ A31

sin σ(1 − ξ)
σ

sinσx

σ
+ A24 cos σ(1 − ξ) cos σx

)]

C’est donc une fonction méromorphe en λ, dont les pôles sont les λn. Si µ est fixé
dans C et n’est pas un pôle de G, l’opérateur défini de L2(0,1) dans L2(0,1) par:

K(f) =
∫ 1

0

G(x,ξ,µ)f(ξ)dξ

est l’inverse algébrique de Ã − µI. Comme il a été mentionné plus haut, c’est un
opérateur compact de L2(0,1). Ses valeurs propres sont les ( 1

λn−µ )n∈N. Les vecteurs
propres associés sont aussi des vecteurs propres de Ã − µI, et donc des vecteurs
propres de Ã, avec les λn comme valeurs propres associées.

A.2.1.2. Théorémes d’expansion. On peut alors montrer le résultat suivant (ap-
pelé théorème d’expansion). On considère pour tout entier n > 0 un contour Cn

qui encercle les n premiers pôles de G (les estimations asymptotiques obtenues
précédemment montrent que c’est possible, avec des cercles dont le rayon crôıt
comme n2). On a alors, en posant:

Σn(x) =
1

2iπ

∫
Cn

∫ 1

0

G(x,ξ,λ)f(ξ)dξdλ

Propriété A.2.2. Si C �= 0, alors:

∀f ∈ L2(0,1), lim
n→∞ ‖Σn − sn‖∞ = 0
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où sn(x) =
n∑

k=0

< f, cos(kπ.) >

< cos(kπ.), cos(kπ.) >
cos(kπx) est le développement en cosinus de

f à l’ordre n.

Démonstration. voir [9], th. 2.1, chap. 12. �

Nous en déduisons que si f ∈ L2(0,1), alors:

lim
n→∞

∥∥∥∥f − 1
2iπ

∫
Cn

(∫ 1

0

G(x,ξ,λ)f(ξ)dξ

)
dλ

∥∥∥∥
L2

= 0

et que si de plus, f est la limite en tout point de [0,1] de sa série de fourier en
cosinus, alors:

lim
n→∞

∣∣∣∣f(x) − 1
2iπ

∫
Cn

(∫ 1

0

G(x,ξ,λ)f(ξ)dξ

)
dλ

∣∣∣∣ = 0

Dans le cas où C = 0 et E �= 0, la situation est plus complexe:
Les coefficients des conditions aux bords peuvent être présentés sous la forme d’un
tableau à deux lignes et quatre colonnes:(

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

)
Nous supposons, quitte à échanger les deux bords 0 et 1, que a12 ou a22 �= 0: en
effet, E �= 0 entrâıne qu’au moins un des coefficients qui compose le déterminant
A24 est non nul.

Quitte à permuter les deux lignes, nous supposons que c’est a12 qui est non

nul. On sait alors qu’il exite un nombre α tel que
(

a14

a24

)
= α

(
a12

a22

)
, et donc que

A14 = αA12 et A34 = αA32.
Supposons que a23 �= 0; en utilisant la relation C = A24 = 0 on obtient en

combinant les deux lignes du tableau de départ:(
A12 0 A32 0
A13 A23 0 A43

)
Dans ces conditions, A32 est nécessairement différent de zéro, sinon les des relations
qui définissent les conditions aux bords ne sont pas indépendantes. Posons: β = A12

A32
,

et γ = A13
A23

. Le tableau des coefficients des conditions aux bords devient alors:

(A.2.11)
(

β 0 1 0
γ 1 0 α

)
On peut toujours, en échangeant les lignes du tableau de départ, se ramener à cette
forme sauf dans le cas où a23 = a22 = 0. Dans ce cas, on a nécessairement a24 = 0,
et le tableau de conditions aux bords s’écrit:

(A.2.12)
(

0 1 α β
1 0 0 0

)
où β �= 0.

Nous supposons que nous sommes dans la situation de (A.2.11), le cas (A.2.12)
se traite de la même façon et ne donne aucun résultat itéressant. La fonction de
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Green G(x,ξ,λ) de Ã s’écrit alors:

G(x,ξ,λ) =
1

DÃ(λ)

[
χ(x,ξ)

(
β

sin σ(x − ξ)
σ

− sinσ(1 − x)
σ

cos σξ

−αβ cos σ(1 − x)
sin σξ

σ
+ γ

sinσ(1 − x)
σ

sin σξ

σ

)

+ χ(ξ,x)
(

α
sin σ(ξ − x)

σ
− sinσ(1 − ξ)

σ
cos σx

−αβ cos σ(1 − ξ)
sin σx

σ
+ γ

sin σ(1 − ξ)
σ

sinσx

σ

)]

où DÃ(λ) a pour expression:

DÃ(λ) = (α + β) + (1 + αβ) cos(σ) − γ
sin(σ)

σ

Les zéros de cette fonctions sont les pôles de la fonction de Green et les valeurs
propres du problème; nous excluons le cas des valeurs propres doubles, qui, d’après
l’étude menée précédemment, correspond à σ0 = 0 ou σ0 = π.

On définit la région E du plan complexe formée de la réunion de tous les cercles
centrés sur les σk et de rayon r = min( |σ0|

4 ,π
4 , |π−absσ0|

2 ). A l’extérieur de E, on a
en notant σ = u + iv et σ0 = u0 + iv0:

|(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)| = |(1 + αβ)(cos(σ) − cos(σ0)|

= 2 |1 + αβ|
∣∣∣∣sin(

σ + σ0

2
)
∣∣∣∣
∣∣∣∣sin(

σ − σ0

2
)
∣∣∣∣

≥ 2 |1 + αβ|max
(

min
|z|=r

(
∣∣∣sin(

z

2
)
∣∣∣2), sinh(

|v + v0|
2

) sinh(
|v − v0|

2
)
)

≥ Ke|v|

On en déduit, comme dans le cas où A24 �= 0 (voir [9], chap.12) que la fonction
de Green G(x,ξ,σ2) associée à Ã vérifie pour |σ| suffisamment grand et à l’extérieur
de E l’inégalité:

(A.2.13)
∣∣G(x,ξ,σ2)

∣∣ ≤ k
e−|v||x−ξ| + e−|v|(1−|x−ξ|)

σ

où k est une constante positive qui ne dépend que des coefficients des conditions
aux bords, et v désigne la partie imaginaire de σ.

Remarque. Ce calcul est également valable lorsque les conditions aux bords
sont de la forme (A.2.12).

On définit Cn comme étant l’image par la fonction carrée du cercle Un de rayon
(2n + 1)π. Pour n suffisamment grand, on montre aisément que Un contient les
4n+1 premières valeurs σk et passe à l’extérieur de E. On définit encore Σ2n(x) =
1

2iπ

∫
Cn

∫ 1

0
G(x,ξ,λ)f(ξ)dξdλ.

On remarque alors comme dans [9] que:

Σ2n(x) =
1

2iπ

∫
Cn

∫ 1

0

G(x,ξ,λ)f(ξ)dξdλ =
1

2iπ

∫
Un

∫ 1

0

G(x,ξ,σ)f(ξ)dξσdσ
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Un calcul élémentaire fournit l’estimation pour σ ∈ Un:

G(x,ξ,λ) =

χ(x,ξ)

(
β sin σ(x−ξ)

σ − sin σ(1−x)
σ cos σξ − αβ cos σ(1 − x) sin σξ

σ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)

+O(
e−|v|(x−ξ)

σ2
) + O(

e−|v|(1−x+ξ)

σ2
)
)

+ χ(ξ,x)

(
α sin σ(ξ−x)

σ − sin σ(1−ξ)
σ cos σx − αβ cos σ(1 − ξ) sin σx

σ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)

+O(
e−|v|(ξ−x)

σ2
) + O(

e−|v|(1−ξ+x)

σ2
)
)

Posons:

Ĝ(x,ξ,λ) =

χ(x,ξ)

(
β sin σ(x−ξ)

σ − sin σ(1−x)
σ cos σξ − αβ cos σ(1 − x) sin σξ

σ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)

)

+ χ(ξ,x)

(
α sin σ(ξ−x)

σ − sin σ(1−ξ)
σ cos σx − αβ cos σ(1 − ξ) sin σx

σ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)

)

C’est la fonction de Green de l’opérateur Â défini comme Ã mais en faisant γ = 0.
On montre alors (voir [9], chap.12, sec.2) les termes en “O” tendent vers 0 lorsque
n tend vers 0, uniformément en x et donc que:

lim
n→+∞

∥∥∥Σ2n(.) − Σ̂2n(.)
∥∥∥
∞

= 0
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On a d’autre part en appliquant la formule des résidus:

Σ̂2n(x) =
1

2iπ

∫
Un

∫ 1

0

Ĝ(x,ξ,σ)f(ξ)dξσdσ

=
1

2iπ

∫
Un

(∫ x

0

β sinσ(x − ξ) − sin σ(1 − x) cos σξ − αβ cos σ(1 − x) sin σξ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)
f(ξ)dξ +∫ 1

x

α sinσ(ξ − x) − sin σ(1 − ξ) cos σx − αβ cos σ(1 − ξ) sin σx

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)
f(ξ)dξ

)
dσ

=
∫ x

0

f(ξ)
1

2iπ

∫
Un

β sin σ(x − ξ) − sinσ(1 − x) cos σξ − αβ cos σ(1 − x) sin σξ

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)
dσdξ

+
∫ 1

x

f(ξ)
1

2iπ

∫
Un

α sin σ(ξ − x) − sinσ(1 − ξ) cos σx − αβ cos σ(1 − ξ) sin σx

(α + β) + (1 + αβ) cos(σ)
dσdξ

=
∫ x

0

f(ξ)

(
n∑

k=−n

β sin σ2k(x − ξ) − sin σ2k(1 − x) cos σ2kξ − αβ cos σ2k(1 − x) sin σ2kξ

−(1 + αβ) sin(σ2k)

+
n∑

k=−n

β sinσ2k+1(x − ξ) − sin σ2k+1(1 − x) cos σ2k+1ξ − αβ cos σ2k+1(1 − x) sin σ2k+1ξ

−(1 + αβ) sin(σ2k+1)

)

dξ

+
∫ 1

x

f(ξ)

(
n∑

k=−n

α sin σ2k(ξ − x) − sin σ2k(1 − ξ) cos σ2kx − αβ cos σ2k(1 − ξ) sin σ2kx

−(1 + αβ) sin(σ2k)

+
n∑

k=−n

α sin σ2k+1(ξ − x) − sin σ2k+1(1 − ξ) cos σ2k+1x − αβ cos σ2k+1(1 − ξ) sin σ2k+1x

−(1 + αβ) sin(σ2k+1)

)

dξ

Or nous avons par définition:

σ2k = σ0 + 2kπ, et σ2k+1 = −σ0 + 2kπ = −σ−2k,

d’où:

n∑
k=−n

β sin σ2k(x − ξ) − sin σ2k(1 − x) cos σ2kξ − αβ cos σ2k(1 − x) sin σ2kξ

−(1 + αβ) sin(σ2k)
+

n∑
k=−n

β sin σ2k+1(x − ξ) − sin σ2k+1(1 − x) cos σ2k+1ξ − αβ cos σ2k+1(1 − x) sin σ2k+1ξ

−(1 + αβ) sin(σ2k+1)

= 2
n∑

k=−n

β sin σ2k(x − ξ) − sinσ2k(1 − x) cos σ2kξ − αβ cos σ2k(1 − x) sin σ2kξ

−(1 + αβ) sin(σ2k)

=
2

(1 + αβ) sin σ0

n∑
k=−n

((−β − cos σ0) sin σ2kx cos σ2kξ + (β + αβ cos σ0)

sin σ2kξ cos σ2kx + αβσ0 sin σ2kξ sinσ2kx + sin σ0 cos σ2kx cos σ2kξ)
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et de même:
n∑

k=−n

(
α sinσ2k(ξ − x) − sin σ2k(1 − ξ) cos σ2kx − αβ cos σ2k(1 − ξ) sin σ2kx

−(1 + αβ) sin(σ2k)
+

α sinσ2k+1(ξ − x) − sin σ2k+1(1 − ξ) cos σ2k+1x − αβ cos σ2k+1(1 − ξ) sin σ2k+1x

−(1 + αβ) sin(σ2k+1)

)

= 2
n∑

k=−n

α sinσ2k(ξ − x) − sin σ2k(1 − ξ) cos σ2kx − αβ cos σ2k(1 − ξ) sin σ2kx

−(1 + αβ) sin(σ2k)

=
2

(1 + αβ) sin σ0

n∑
k=−n

((−α − cos σ0) sin σ2kξ cos σ2kx + (α + αβ cos σ0)

sin σ2kx cos σ2kξ + αβσ0 sin σ2kx sin σ2kξ + sin σ0 cos σ2kξ cos σ2kx)

Or, nous avons par définition: (1 + αβ) cos σ0 = −α − β, d’où: β + αβ cos σ0 =
−α− cos σ0, et α + αβ cos σ0 = −β − cos σ0. En reportant ceci dans les expressions
précédemment calculées, nous obtenons finalement:

Σ̂2n(x) =
2

(1 + αβ) sin σ0
×∫ 1

0

f(ξ)
n∑

k=−n

((−α − cos σ0) sin σ2kξ cos σ2kx + (−β − cos σ0) cos σ2kξ sin σ2kx

+αβσ0 sinσ2kξ sin σ2kx + sinσ0 cos σ2kξ cos σ2kx)dξ

=
2

(1 + αβ) sin σ2
0

∫ 1

0

f(ξ)
n∑

k=−n

(sin σ0 cos σ2kξ − (α + cos σ0) sin σ2kξ)

(sin σ0 cos σ2kx − (β + cos σ0) sin σ2kx)dξ =
n∑

k=−n

< f,φ�
2k > φ2k

où on a posé:

φ2k(x) =

√
2

(1 + αβ) sin σ2
0

(sin σ0 cos σ2kx − (β + cos σ0) sin σ2k)

et

φ�
2k(x) =

√
2

(1 + αβ) sin σ0
2 (sin σ0 cos σ2kx − (α + cos σ0) sin σ2k)

Il est immédiat de vérifier que φ2k est le vecteur propre de Â associé à la valeur
propre −σ2

2k et que φ�
2k est le vecteur propre de Â� associé à la valeur propre −σ2k

2,
et que:

∀(i,j) ∈ Z2, < φ2i,φ
�
2j >= δij

Nous retrouvons dons un cas particulier des théorèmes 5.1 et 5.2, sec.5 chap.12
de [9]. Il en résulte que trivialement, si α = β, ou autrement dit si A12 = A34,
nous savons que Â est autoadjoint et que ses vecteurs propres forment une base
Hilbertienne de L2(0,1), et donc:

lim
n→+∞

∥∥∥f − Σ̂2n

∥∥∥
2

= 0
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d’où:
lim

n→+∞ ‖f − Σ2n‖2 = 0

Mais on a aussi: si α = −β, alors pour k > 0, σ2k = π
2 + 2kπ et σ−2k = −(π

2 +
(2k − 1)π) = −σ2k−1. On en déduit que:

Σ̂2n(x) =
2

(1 − β2)

∫ 1

0

f(ξ)

(
n∑

k=0

(β sinσ2kξ cos σ2kx − β cos σ2kξ sinσ2kx

− β2 sinσ2kξ sinσ2kx + cos σ2kξ cos σ2kx) +
n∑

k=1

(−β sinσ2k−1ξ cos σ2k−1x

+β cos σ2k−1ξ sin σ2k−1x − β2 sinσ2k−1ξ sinσ2k−1x + cos σ2k−1ξ cos σ2k−1x)
)
dξ

=
2

(1 − β2)

∫ 1

0

f(ξ)
2n∑

k=0

(β cos σk(1 − ξ) cos σkx − β cos σkξ cos σk(1 − x)

− β2 cos σk(1 − ξ) cos σk(1 − x) + cos σkξ cos σkx)dξ

Mais on sait que les (
√

2 cos σkx)k∈N forment une base Hilbertienne de L2(0,1),
donc en norme L2:

lim
n→+∞ 2

∫ 1

0

f(ξ)
2n∑

k=0

cos σkξ cos σkxdξ = f(x)

lim
n→+∞ 2

∫ 1

0

f(ξ)
2n∑

k=0

−β2 cos σk(1−ξ) cos σk(1−x)dξ = −β2f(1−(1−x)) = −β2f(x)

lim
n→+∞ 2

∫ 1

0

f(ξ)
2n∑

k=0

β cos σk(1 − ξ) cos σkxdξ = βf(1 − x)

lim
n→+∞ 2

∫ 1

0

f(ξ)
2n∑

k=0

− β cos σkξ cos σk(1 − x)dξ = −βf(1 − x)

On en déduit que:

lim
n→+∞

∥∥∥f − Σ̂2n

∥∥∥
2

= 0

d’où:
lim

n→+∞ ‖f − Σ2n‖2 = 0

Il est évident que dans les deux cas particuliers étudiés, le résultat est aussi valable
avec un contour qui encercle seulement les 4n − 1 premieres valeurs de σk, car on
vérifie sans peine que dans le cas autoadjoint, σ0 est nécessairement un nombre
réel. Nous avons donc la propriété suivante:

Propriété A.2.3. Si C = A24 = 0, E = A23−A14 �= 0, et si (D = A12+A34 =
0 ou A12 = A34), alors:

∀f ∈ L2(0,1), lim
n→+∞ ‖f − Σn‖2 = 0
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De même, dans le cas où B �= 0:

Propriété A.2.4. Si tous les Aij sont nuls, sauf A13, alors:

∀f ∈ L2(0,1), lim
n→+∞ ‖f − Σn‖2 = 0

A.2.1.3. Comportement à l’infini de la fonction de Green. Il ressort des estima-
tions asymptotiques étudiées au paragraphe A.2.1.1 que les λn sont dans le demi-
plan complexe gauche lorsque n tend vers +∞. Il existe donc une borne ω > 0 telle
que

∀n ∈ N, an = Re(λn) < ω − 1

Nous désignons par Dω la demi-droite ouverte formé des nombres réels µ tels que :
µ ≥ ω Nous allons montrer que

Propriété A.2.5. Si A est tel que:
– C = A24 �= 0,
– ou: C = 0, E = A23 − A14 �= 0, et

∣∣D
E

∣∣ �= 1 avec D = A12 + A34,
– ou: tous les Aij sont nuls, sauf A13,

alors la résolvante vérifie pour tout f de L2(0,1) et tout µ ∈ Dω:

‖R(A : µ)p(f)‖2 =
K

(µ − ω)p
(A.2.14)

Démonstration. Nous donnons la preuve dans le cas de pôles d’ordre 2, elle
se généralise sans mal à l’ordre m > 1 quelconque.

Nous évaluons l’intégrale, pour tout µ qui n’est pas une valeur propre de A∫
Cn

∫ 1

0

G(x,ξ,λ)
λ

f(ξ)dξdλ,

où Cn est un contour qui contient les n premiers pôles de G, µ et 0, et qui ne
rencontre pas E (défini dans la section précédente).

Nous sommes dans des conditions où (A.2.13) est vérifiée, donc cette intégrale
tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

Nous utilisons les résultats de [60],th.1, 2 et p.288. Nous notons:
– N(A − λnI)2 le noyau de (A − λnI)2, il est de dimension finie inférieure

à 4 (nous regardons des équations différentielles d’ordre 2).
– R[(A − λnI)(N(A − λnI)2] l’image par (A − λnI) de N(A − λnI)2. Les

éléments de R[(A− λnI)(N(A− λnI)2] sont les vecteurs propres de (A−
λnI). Il est de dimension inférieure à 2. Nous supposons pour simplifier
qu’il est de dimension 1,alors R[(A−λnI)(N(A−λnI)2] est nécessairement
de dimension 2.

– en l’unique valeur propre (à multiplication par un scalaire près) de A−λnI,
– f1n et f2n une base de N(A − λnI)2

– et nous adoptons les mêmes notations avec une “�” pour A� − λ̄nI

Nous appliquons la formule des résidus, qui donne, sachant qu’un pôle est de mul-
tiplicité au plus 2 par hypothèse, et en rédigeant les calculs comme si tous les pôles
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étaient doubles:

R(A : µ)(f)(x) =
∫ 1

0

G(x,ξ,µ)f(ξ)dξ

= −
∞∑

n=0

∫ 1

0


2N ′(x,ξ,λn) − 2D′′′

A (λn)
3D′′

A(λn) N(x,ξ,λn)

D′′
A(λn)(λn − µ)

− 2N(x,ξ,λn)
D′′

A(λn)(λn − µ)2
f(ξ)


 dξ

=
∞∑

n=0

∫ 1

0
G1n(x,ξ)f(ξ)dξ

λn − µ
+

∞∑
n=0

∫ 1

0
G2n(x,ξ)f(ξ)dξ

(λn − µ)2

où nous avons posé: G(x,ξ,λ) = N(x,ξ,λ)
DA(λ) . Or nous savons (voir [60], th.3 p.288) que∫ 1

0

G1n(x,ξ)f(ξ)dξ est à valeurs dans N(A − λnI)2∫ 1

0

G2n(x,ξ)f(ξ)dξ est à valeurs dans R[(A − λnI)(N(A − λnI)2]

Nous en déduisons donc, en appliquant le théorème de représetation de Riesz des
formes linéaires continues qu’il existe trois fonctions de L2(0,1), notées cn, d1n et
d2n telles que∫ 1

0

G2n(x,ξ)f(ξ)dξ = (
∫ 1

0

c̄n(ξ)f(ξ)dξ)en(x)∫ 1

0

G1n(x,ξ)f(ξ)dξ = (
∫ 1

0

d̄1n(ξ)f(ξ)dξ)f1n(x) + (
∫ 1

0

d̄2n(ξ)f(ξ)dξ)f2n(x)

Le même résultat vaut pour l’adjoint, et G�(x,ξ,λ) = Ḡ(ξ,x,λ̄), d’où nécessairement∫ 1

0

G2n(x,ξ)f(ξ)dξ = (
∫ 1

0

ē�
n(ξ)f(ξ)dξ)en(x)∫ 1

0

G1n(x,ξ)f(ξ)dξ = (
∫ 1

0

f̄�
1n(ξ)f(ξ)dξ)f1n(x) + (

∫ 1

0

f̄�
2n(ξ)f(ξ)dξ)f2n(x)

Or, on a de façon triviale si m �= n:

< en,e�
m > = 0 < en,f�

1m > = 0 < en,f�
2m > = 0

< f1n,e�
m > = 0 < f1n,f�

1m > = 0 < f1n,f�
2m > = 0

< f2n,e�
m > = 0 < f2n,f�

1m > = 0 < f2n,f�
2m > = 0

On montre de plus en calculant R(A : µ)(en) que: < en,e�
n >= 0, et que

en = < en,f�
1n > f1n+ < en,f�

2n > f2n

e�
n = < e�

n,f1n > f�
1n+ < e�

n,f2n > f�
2n

De plus

∀fn ∈ N(A − λnI)2, [(A − µI) + (µ − λn)I]2(fn) = 0

= (A − µI)2(fn) + 2(µ − λn)(A − µI)(fn) + (µ − λn)2(fn)
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d’où

(µ − λn)2R(A : µ)(fn) + 2(µ − λn)fn + (A − µI)(fn) = 0

et

(µ − λn)2R(A : µ)(fn) + (µ − λn)fn + (A − λnI)(fn) = 0

mais (A − λnI)(fn) est colinéaire à en, donc

∀fn ∈ N(A − λnI)2, ∃M ∈ C

R(A : µ)(fn) = − M

(µ − λn)2
en − 1

µ − λn
fn

En injectant ceci dans l’expression de R(A : µ)(fn), on obtient qu’il faut que les
fonction f1n et f2n vérifient

< f1n,f�
2n > = 0 < f1n,f�

1n > = 1

< f2n,f�
1n > = 0 < f2n,f�

2n > = 1

On peut alors obtenir l’expression de R(A : µ)p(f):

R(A : µ)2(f) =
∞∑

n=0

2 < f,e�
n >

(λn − µ)3
en+

< f,f�
1n >

(λn − µ)2
f1n +

< f,f�
2n >

(λn − µ)2
f2n

R(A : µ)p(f) =
∞∑

n=0

p < f,e�
n >

(λn − µ)p+1
en+

< f,f�
1n >

(λn − µ)p
f1n +

< f,f�
2n >

(λn − µ)p
f2n

Dans le cas d’un pôle simple, seul le terme en f1n apparâıt. Sinon, sachant que
chaque en est colinéaire à f1n et f2n, et chaque e�

n est colinéaire à f�
1n et f�

2n, nous
obtenons que pour tout n,

p < f,e�
n >

(λn − µ)p+1
en +

< f,f�
1n >

(λn − µ)p
f1n +

< f,f�
2n >

(λn − µ)p
f2n

=
(

k1n
p < f,e�

n >

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
1n >

(λn − µ)p

)
f1n

+
(

k2n
p < f,e�

n >

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
2n >

(λn − µ)p

)
f2n

Nous avons de plus, dans chacun des cas mentionnés dans l’énoncé de la propriété,
un résultat analogue à celui de la propriété A.2.7 pour les fin: ils se comportent
comme des combinaisons (par des coefficient éventuellement dépendants de x, mais
indépendants de λn) de cos(σn) et sin(σn, perturbées par des fonctions de taille 1

n ,
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d’où, comme dans la preuve de A.2.3, l’existence de d’une constante M telle que

‖R(A : µ)p(f)‖2

=

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

(
k1n

p < f,e�
n >

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
1n >

(λn − µ)p

)
+
(

k2n
p < f,e�

n >

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
2n >

(λn − µ)p

)
f2n

∥∥∥∥∥
2

=
1

(µ − ω)p∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

(
k1n

p < f,e�
n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
1n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)
f1n

+
(

k2n
p < f,e�

n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
2n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)
f2n

∥∥∥∥
2

≤ 1
(µ − ω)p

M

( ∞∑
n=0

(
k1n

p < f,e�
n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
1n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)2

+
(

k2n
p < f,e�

n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
2n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)2
) 1

2

Or nous avons la majoration, lorsque µ > ω > an + 1:∣∣∣∣ p(µ − ω)p

(λn − µ)p+1

∣∣∣∣ ≤ p(µ − ω)p

(µ − an)p+1

≤
(

p

p + 1

)p+1 1
(ω − an)

≤ 1

et d’autre part, e�
n est une combinaison linéaire de f�

1n et f�
2n, et ces vecteurs vérifient

aussi la propriété A.2.7 d’où l’exitence d’une constante P telle que:

1
(µ − ω)p

M

( ∞∑
n=0

(
k1n

p < f,e�
n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
1n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)2

+
(

k2n
p < f,e�

n > (µ − ω)p

(λn − µ)p+1
+

< f,f�
2n > (µ − ω)p

(λn − µ)p

)2
) 1

2

≤ 1
(µ − ω)p

MQ ‖f‖2

En posant K = MQ, on obtient la propriété annoncée. �

A.2.2. Le cas général q �= 0.
A.2.2.1. Construction de G. Ce cas peut se traiter en considérant qu’il s’agit

d’une perturbation du cas où q = 0. C’est ce qui est fait dans [9], sec.3, chap.12,
d’où on tire les résultats suivants:

Théorème A.2.1 ([9] th. 3.1, sec.3, chap. 12). Si la fonction de Green G(x,ξ,σ2)
associée à Ã vérifie pour |σ| suffisamment grand et à l’extérieur d’une région E
formée d’une réunion de cercles contenant chacun un σk tel que σ2

k soit un pôle
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de G, l’inégalité A.2.13, alors A admet une fonction de Green G(x,ξ,σ2) pour |σ|
suffisamment grand, définie et holomorphe en σ à l’extérieur de E.

L’inégalité (A.2.13) est vérifiée dans les cas particuliers étudiés dans la partie
précédente:

– si A24 �= 0: voir [9],
– si A24 = 0, E �= 0: c’est évident d’après les calculs de majoration effectués

dans la partie précéente,
– si tous les Aij sont nuls, sauf A13.

Théorème A.2.2 ([9], th. 3.2, sec.3, chap. 12). Soit G la fonction de Green
associée à A et G la fonction de Green associée à Ã, dont on suppose qu’elle vérifie
(A.2.13). Alors on a pour toute fonction f appartenant à L2(0,1):

(A.2.15) lim
n→+∞ ‖Sn − Σn‖∞ = 0

où Σn aété précédemment défini et où on pose de la même façon: Sn(x) = 1
2π

∫
Cn

∫ 1

0
f(ξ)G(x,ξ,λ)dλ

Nous déduisons immédiatement de (A.2.15), grâce aux résultats de la section
précédente, que:

Propriété A.2.6. Si A est tel que:
– C = A24 �= 0,
– ou: C = 0, E = A23 − A14 �= 0, et A12 = ±A34),
– ou: tous les Aij sont nuls, sauf A13,

alors: pour toute fonction f appartenant à L2(0,1):

(A.2.16) lim
n→+∞ ‖f − Sn‖2 = 0

Enfin nous utilisons le théorème 5.2, sec.5, chap.12 de [9] pour l’interprétation
de ce résultat:

Théorème A.2.3. Si A est tel que:
– C = A24 �= 0,
– ou: C = 0, E = A23 − A14 �= 0, et A12 = ±A34),
– ou: tous les Aij sont nuls, sauf A13,

et si les pôles de sa fonction de Green G sont simples, alors pour toute fonction f
de L2(0,1), on a:

(A.2.17) lim
n→+∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

< f,φ�
k > φk

∥∥∥∥∥
2

= 0

où: φk est fonction propre de A, associée à λk, φ�
k est fonction propre de A�, associée

à λ̄k et pour tout i,j entiers positifs, on a : < φi,φ
�
j >= δij.

De plus l’opérateur A est Riesz-spectral.

Nous commençons par la propriété technique suivante:

Propriété A.2.7. Nous supposons que le sous espace propre associé à chaque
λn est de dimension égale à 1, et notons φn un vecteur propres associé. Alors

∀n ∈ N, φn(x) = A24 cos(nπx) + ψn(x),

où les fonctions ψn sont dans C∞(0,1) et telles que: ‖ψn‖∞ ∈ O( 1
n ).
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Démonstration. Dans le cas A24 �= 0, nous reprenons l’expression genérale
de DA(λ) donnée en (A.2.1), et nous utilisons les estimations asymptotiques A.2.1.

On construit alors un vecteur propre associé à λn : asymptotiquement, le sous
espace propre associé à λn est de dimension égale à 1), et on suppose ici que c’est
vrai pour tous les λn:

φn = A24e1(x,λn) − A14e2(x,λn) + A34(e2(1,λn)e1(x,λn) − e1(1,λn)e2(x,λn))

On a, en remarquant que les σn sont à partie imaginaire bornée par v0, et donc que
les termes en O( e|v|x

|σ2
n| ) et O( e|v|x

|σn| ) sont en O( 1
n2 ) et O( 1

n ):

φn(x) = A24(cos(σnx) + O(
1
n

)) − A14O(
1
n

) + A34O(
1
n

)

= A24 cos(nπx) + A24(cos(σnx) − cos(nπx)) + O(
1
n

)

mais:

∀x ∈ [0,1], |A24(cos(σnx) − cos(nπx))|

≤ |A24|
∣∣∣∣(σnx − nπx)

∫ 1

0

sin(nπx + t(σnx − nπx))dt

∣∣∣∣
≤ |A24| |σn − nπ| ev0 ,

or σn = nπ + O( 1
n ), d’où:

‖ψn‖∞ = ‖φn − A24 cos(nπ.)‖∞ = O(
1
n

)

Les autres cas envisa gés dans le théorème A.2.3 se prouvent de manière analogue.
�

Nous prouvons maintenant le théorème:

Démonstration. Il nous reste seulement à prouver que dans chacun de ces
cas, A est un opérateur Riesz-spectral.

Nous savons que A est un opérateur fermé de L2(0,1), dont les valeurs propres
sont par hypothèse simples, et forment, d’après le théorème d’expansion A.2.17,
une famille totale. De plus, les valeurs propres de A sont des points isolés. Il ne
nous reste donc plus pour satisfaire à la définition 2.3.4 de [11] qu’à prouver que
les (φn)n∈N forment une base de Riesz de L2(0,1), c’est à dire que:

∃M > 0, ∃m > 0, ∀n ∈ N, ∀(α0, . . . ,αn) ∈ Cn+1,

m

n∑
i=0

|αi|2 ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=0

αiφi

∥∥∥∥∥
2

2

≤ M

n∑
i=0

|αi|2
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Or en utilisant A.2.7:∥∥∥∥∥
n∑

i=0

αiφi

∥∥∥∥∥
2

≤ |A24|
∥∥∥∥∥

n∑
i=0

αi cos(iπ.)

∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥
n∑

i=0

αiψi

∥∥∥∥∥
2

≤ |A24|
2

√√√√ n∑
i=0

|αi|2 +
n∑

i=0

|αi| ‖ψi‖2

≤ |A24|
2

√√√√ n∑
i=0

|αi|2 +

√√√√ n∑
i=0

|αi|2
√√√√ n∑

i=0

‖ψi‖2

≤ (
|A24|

2
+ O(

π2

6
))

√√√√ n∑
i=0

|αi|2

Donc on peut effectivement trouver une constante M = ( |A24|
2 + Kπ2

6 )2, où K est
un nombre positif suffisamment grand, telle que:

∀n ∈ N, ∀(α0, . . . ,αn) ∈ Cn+1,

∥∥∥∥∥
n∑

i=0

αiφi

∥∥∥∥∥
2

2

≤ M
n∑

i=0

|αi|2

Pour montrer la deuxième inégalité, on considère l’opérateur adjoint A�. On montre
sans difficulté que les λ̄n sont les valeurs propres (simples, par hypothèse) de A�,
avec comme valeur propre associée:

φ�
n =

1
A2

24

(A24e1(x,λ̄n)−A14e2(x,λ̄n) + A12(e2(1,λ̄n)e1(x,λ̄n)− e1(1,λ̄n)e2(x,λ̄n)))

Il est alors clair que la propriété A.2.7 est aussi valable pour φ�
n, et nous posons

φ�
n = cos(nπ.)

A24
+ ψ�

n, avec ‖ψ�
n‖∞ = O( 1

n ). De plus, on a: < φiφ
�
j >= 0 lorsque i �= j

et < φiφ
�
i >= 1

2 + O( 1
i ). Grâce au théorème d’expansion A.2.17, nous savons que

< φiφ
�
i >�= 0, donc il existe une constante L > 0 telle que: < φiφ

�
i >≥ L.

Posons maintenant: f =
n∑

i=0

αiφi, alors:

∀i ≤ n, |αi|2 =
∣∣∣∣< f,φ�

i >2

< φiφ�
i >2

∣∣∣∣
≤ 1

L2

∣∣< f,φ�
i >2
∣∣

≤ 1
L2

∣∣∣∣(< f,
cos(iπ.)

A24
> + < f,ψ�

i >)2
∣∣∣∣

≤ 2
L2

(

∣∣< f, cos(iπ.) >2
∣∣

|A24|2
+ |< f,ψ�

i >|2)

≤ 2
L2 |A24|2

∣∣< f, cos(iπ.) >2
∣∣+ 2

L2
‖f‖2

2 ‖ψ�
i ‖2

2
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On en déduit que:

∀n ∈ N,
n∑

i=0

|αi|2 ≤ 2
L2 |A24|2

n∑
i=0

∣∣< f, cos(iπ.) >2
∣∣+ 2

L2
‖f‖2

2

n∑
i=0

‖ψ�
i ‖2

2

≤ 2
L2 |A24|2

∞∑
i=0

∣∣< f, cos(iπ.) >2
∣∣+ 2

L2
‖f‖2

2

∞∑
i=0

‖ψ�
i ‖2

2

≤ 2
L2 |A24|2

‖f‖2
2 +

2
L2

‖f‖2
2

Qπ2

6

≤ (
2

L2 |A24|2
+

2
L2

Qπ2

6
) ‖f‖2

2

où Q est une quantité positive suffisamment grande.Donc, en posant 1
m = 2

L2|A24|2 +
2

L2
Qπ2

6 , la deuxième inégalité est démontrée.
Les calculs dans les autres cas particuliers sont analogues, et on montre sans

difficulté qu’on peut construire une base de Riesz de L2(0,1) formée de vecteurs
propres de A. Il s’ensuit immédiatement que A est Riesz-spectral, ce qui achève la
démonstration du théorème A.2.3 �

De même, grâce à

Propriété A.2.8 ([9](3.9) p.307). Si G vérifie (2.5.1), alors∣∣G(x,ξ,σ2)G(x,ξ,σ2)
∣∣ ≤ M

hv(x,ξ)int10q(s)ds

|σ|2
la propriété A.2.5 est vraie lorsque q est non nul.
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ANNEXE B

Semi-groupes fortement continus

Nous rappelons ici les principaux résultats concernant les semi-groupes forte-
ment continue d’opérateurs.

B.1. Définitions et théorèmes de base

Soit X un espace de Banach, alors

Définition B.1.1. La famille à un paramètre (T (t))0≤t<∞ d’opérateurs linéaires
bornés de X dans X est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés sur X si

(1) T (0) = I,
(2) ∀(t,s) ∈ R+ T (t + s) = T (t)T (s),
(3) ∀x ∈ X, lim

t→0+
T (t)x = x

Dans toute la suite, l’expression “semi-groupe continu sur X” sera utilisée à la
place de “semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X”.

On definit le générateur infinitésimal du semi-groupe par

Définition B.1.2. Le générateur infinitésimal du semi-groupe (T (t))0≤t<∞ est
l’opérateur linéaire A défini par:

D(A) = {x ∈ X / lim
t→0+

T (t)x − x

t
existe }

A(x) = lim
t→0+

T (t)x − x

t
=

dT (t)x
dt

∣∣∣∣
t=0+

lorsque x ∈ D(A)

où D(A) désigne le domaine de A

Nous rappelons les résultats essentiels suivants:

Propriété B.1.1. Si (T (t))0≤t<∞ est un semi-groupe continu sur X, il existe
des constantes ω ≥ 0 et M > 1 telles que

∀t ≥ 0, ‖T (t)‖ ≤ Meωt

Démonstration. Voir [44], th.2.2, p.4 �

La constante ω est appelée borne de croissance du semi-groupe. Si ω = 0, on dit
que le semi-groupe est uniformément borné, et si M = 1, on dit que le semi-groupe
est un semi-groupe de contractions.



152 B. SEMI-GROUPES FORTEMENT CONTINUS

On a également le théorème suivant

Théorème B.1.1. Si (T (t))0≤t<∞ est un semi-groupe continu sur X, et si A
est son générateur infinitésimal, alors

(1)

(B.1.1) ∀x ∈ X, lim
h→0

1
h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(2) ∀x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) et

(B.1.2) A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x − x.

(3) ∀x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) et

(B.1.3)
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

(4) ∀x ∈ D(A),

(B.1.4) T (t)x − T (s)x =
∫ t

s

AT (τ)xdτ =
∫ t

s

T (τ)Axdτ.

Démonstration. Voir [44], th.2.4, p.4-5 �

Il en résulte le

Corollaire B.1.1. Le générateur infinitésimal A d’un semi-groupe continu
est un opérateur linéaire fermé dont le domaine D(A) est dense dans X.

Démonstration. Voir [44], cor.2.5, p.5 �

Nous donnons aussi les définitions de deux types de semi-groupes continu par-
ticuliers mais importants:

Définition B.1.3. Soit T (t) un semi-groupe continu sur X. T (t) est dit différen-
tiable pour t > t0 si pour tout x ∈ X, t �→ T (t)x est différentiable pour t > t0. On
dit que T (t) est différentiable s’il est différentiable pour t > 0.

Définition B.1.4. Soit ∆ = {z ∈ C/ φ1 < arg z < φ2, φ1 < 0 < φ2}. Pour
z ∈ ∆, soit T (z) un opérateur linéaire borné sur X. On dit que (T (z))(z∈∆) est un
semi-groupe analytique si

(1) z �→ T (z) est analytique sur ∆,
(2) T (0) = I et ∀x ∈ X, lim

z→0,z∈∆
T (z)x = x

(3) ∀(y,z) ∈ ∆, T (y + z) = T (y)T (z)
Un semi-groupe T (t) est dit analytique s’il est analytique sur une région ∆ conte-
nant R+.

Remarque. La restriction à R+ d’un semi-groupe analytique est un semi-
groupe continu sur X.

B.2. Le problème de Cauchy

L’intérêt des semi-groupes continus vient entre autre du rôle qu’ils jouent dans
la résolution des problèmes de Cauchy abstraits.
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B.2.1. Problème de Cauchy abstrait homogène. On appelle problème
de Cauchy abstrait homogène un problème de la forme

d

dt
u(t) = Au(t), t > 0(B.2.1)

u(0) = x(B.2.2)

où: X est un espace de Banach, x ∈ X est la donnée initiale, A est un opérateur
linéaire défini de D(A) ⊂ X à valeurs dans X, et u(t) est la solution du problème.

Il faut définir ce que nous entendons par solution du problème:
Nous recherchons une fonction u de t, continue pour tout t ≥ 0, continuement

différentiable et à valeurs dans D(A) pour t > 0, et qui vérifie (B.2.1)-(B.2.2).

Remarque. A cause de la continuité de u en zéro, le problème n’a de sens que
si x ∈ D(A).

Le théorème suivant est vérifié:

Théorème B.2.1. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense dans X, et
tel que : ρ(A) �= ∅. Alors le problème (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution u(t)
continûment différentiable sur [0, + ∞[ pour toute donnée initiale x ∈ D(A) si et
seulement si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu.

Démonstration. Voir [44], th.1.3 p.103 �
Le théorème ci-dessus fournit un résultat lorsque l’état initial x est dans D(A).

Cependant, moyennant des hypothèse supplémentaires sur A, on peut obtenir des
résultats plus forts.

Théorème B.2.2. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
différentiable, alors le problème (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution pour tout
x ∈ X.

Corollaire B.2.1. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
analytique, alors le problème (B.2.1)-(B.2.2) a une unique solution pour tout x ∈ X.

Démonstration. Voir [44], th.1.4 et cor.1.5 p.104 �
B.2.2. Problème de Cauchy abstrait non homogène. On appelle problème

de Cauchy abstrait non homogène un problème de la forme
d

dt
u(t) = Au(t) + f(t), t > 0(B.2.3)

u(0) = x(B.2.4)

où f : [0,T [→ X.
Nous supposons dans toute la section que A est le générateur infinitésimal

d’un semi-groupe continu, de façon à pouvoir appliquer les résultats de la section
précédente.

Comme précédemment, il faut définir le concept de solution. Les définitinos
diffèrent légèrement selon les auteurs (voir par exemple [11] et [44]).

Nous adoptons les définitions données dans [44] (def.2.1 p.104)

Définition B.2.1. Solution classique
On dit que la fonction u : [0,T [→ X est une solution classique de (B.2.3)-

(B.2.4) si u est continue sur [0,T [,continument différentiable sur ]0,T [, u(t) ∈ D(A)
si t ∈]0,T [, et (B.2.3)-(B.2.4) sont vérifies sur [0,T [.



154 B. SEMI-GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Définition B.2.2. Solution faible
Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu noté T (t). Soit

x ∈ X et f ∈ L1(0,T : X). La fonction u(t) continue sur l’intervalle [0,T ], à valeurs
dans X, définie par

(B.2.5) u(t) = T (t)x +
∫ t

0

T (t − s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T,

est appelée solution faible (mild solution) du problème (B.2.3)-(B.2.4).

On montre sans peine le résultat suivant

Propriété B.2.1. Si f ∈ L1(0,T : X), alors pour tout x ∈ X le problème
(B.2.3)-(B.2.4) a au plus une solution classique. Si cette solution existe, elle est
nécessairement donnée par la formule (B.2.5), c’est à dire qu’elle cöıncide avec
l’unique solution faible du problème.

Démonstration. Voir [44], cor.2.2. chap.4, p.106. �

La propriété suivante est vérifiée

Propriété B.2.2. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
noté T (t). Si la fonction f est continûment différentiable sur [0,T ] et si x ∈ D(A),
alors le problème (B.2.3)-(B.2.4) a une solution (classique) unique u, donnée par
la formule (B.2.5).

Démonstration. Voir [44], corollaire 2.5 du théorème 2.4, p.109 �

On peut trouver dans [11] une version améliorée de ce résultat dans le cas où
X est un espace de Hilbert:

Propriété B.2.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
noté T (t) sur un espace de Hilbert X. Si la fonction f à valeurs dans X est
continûment différentiable sur [0,T ] et si x ∈ D(A), alors le problème (B.2.3)-
(B.2.4) a une solution unique u qui est continûment différentiable sur [0,T ], donnée
par la formule (B.2.5).

Démonstration. Voir [11], th. 3.1.3, p.103 �

Enfin, en combinant le corollaire B.2.1 et le théorème ci-dessus, nous obtenons
le résultat suivant

Théorème B.2.3. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu
analytique sur un espace de Hilbert X, et si la fonction f à valeurs dans X est
continûment différentiable sur [0,T ] alors le problème (B.2.3)-(B.2.4) a une unique
solution (classique) pour tout x ∈ X.

B.3. Caractérisations du générateur

Au vu des résultats de la section précédente, il est donc essentiel, pour résoudre
un problème d’évolution du type du problème de Cauchy non-homogène (B.2.3)-
(B.2.4), de savoir caractériser les générateurs infinitésimaux des semi-groupes conti-
nus.
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B.3.1. Théorème de Hille-Yosida. Les générateurs des semi-groupes conti-
nus ont été complètement caractérisés grâce au théorème de Hille-Yosida et à ses
théorèmes dérivés.

Avant d’en donner l’énoncé nous rappelons la definition de la résolvante d’un
opérateur linéaire.

Définition B.3.1. Soit A un opérateur linéaire sur X, l’ensemble résolvant
de A, noté ρ(A), est l’ensemble des nombres complexes λ tels que (λI − A)−1

existe comme opérateur linéaire borné de X. On appelle résolvante de A la famille
(R(λ : A))λ∈ρ(A) d’opérateurs linéaires bornés définis par R(λ : A) = (λI − A)−1

Nous appelons le résultat suivant “théorème de type Hille-Yosida”, car le théorème
original concerne seulement les semi-groupe continus de contractions, et celui-ci en
découle:

Théorème B.3.1 (théorème de type Hille-Yosida, [44], th.5.3, p.21). Un opérateur
linéaire non borné est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu qui
vérifie

∀t ≥ 0, ‖T (t)‖ ≤ Meωt

où M ≥ 1 et ω ≥ 0, si et seulement si
(1) A est un opérateur fermé et D(A) = X.
(2) ρ(A) ⊃ ]ω, + ∞[ et

(B.3.1) ∀n ∈ N, ∀λ > ω, ‖R(λ : A)n‖ ≤ M

(λ − ω)n

La condition (B.3.1) n’est pas, dans la pratique, facile à vérifier. C’est pourquoi
on utilise souvent la condition suffisante, mais non nécessaire, suivante pour que
l’opérateur A soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu

Propriété B.3.1 ([44], th 7.7, p.30). Soit A un opérateur tel que D(A) = X,
et qui vérifie de plus

(1) ∃δ ∈]0,π
2 [ / ρ(A) ⊃ Σδ = {λ/ |arg λ| < π

2 + δ}⋃{0}
(2) ∃M > 0/ ∀λ ∈ Σδ \ {0},

(B.3.2) ‖R(λ : A)‖ ≤ M

|λ|
alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu T (t) qui vérifie

∃C > 0/ ‖T (t)‖ ≤ C

Nous donnons dans les paragraphes suivants des cas de familles d’opérateurs
qui génèrent des semi-groupes continus.

B.3.2. Opérateurs maximaux dissipatifs. Nous nous plaçons dans le cas
où X est un espace de Hilbert, les résultats ci-dessous peuvent être trouvés dans
[5], chap. VII. Des résultats analogues sont encore vrais lorsque X est un espace de
Banach réflexif (voir [44], ou [60]).

Définition B.3.2. Soit X est un espace de Hilbert réel ou complexe. Un
opérateur non borné A : D(A) ⊂ X → X est dissipatif si

(B.3.3) ∀x ∈ D(A), Re(Ax,x) ≤ 0
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Définition B.3.3. Un opérateur non borné A : D(A) ⊂ X → X est maximal
si

(B.3.4) Ran(I − A) = X

(où Ran(I − A) désigne l’image de (I − A))

Grâce à la propriété suivante

Propriété B.3.2. Soit A un opérateur maximal dissipatif alors
(1) A est fermé,
(2) D(A) est dense dans X,
(3) ∀λ > 0, λ ∈ ρ(A) et ‖R(λ : A)‖ ≤ 1

et en appliquant le théorème de Hille-Yosida, on obtient le théorème de Lumer-
Phillips:

Théorème B.3.2. Les opérateurs maximaux dissipatifs sont exactement les
générateurs des semi-groupes continus de contractions.

B.3.3. Opérateurs Riesz-spectraux. Nous supposons ici que X est un es-
pace de Hilbert séparable.

Nous commençons par la définition d’une base de Riesz d’un espace de Hilbert
(voir [11], chap.2, section 2.3)

Définition B.3.4. Une famille (φi)i∈N d’éléments de X est une base de Riesz
de X si

(1) V ect(φi)i∈N = X

(2) il existe deux constantes réelles positives M et m telles que:

∀N ∈ N, ∀(α1, . . . ,αN ) ∈ RN

m

N∑
i=1

|αi|2 ≤
∥∥∥∥∥

N∑
i=1

αiφi

∥∥∥∥∥
2

≤ M

N∑
i=1

|αi|2(B.3.5)

On définit aussi des familles bi-orthogonales par

Définition B.3.5. Deux familles (φi)i∈N et (ψi)i∈N d’éléments de X sont dites
bi-orthogonales si

∀(i,j) ∈ N2, < φi,ψj >= δij

Les opérateurs Riesz-spectraux sont alors définis par

Définition B.3.6. Un opérateur A fermé est dit Riesz-spectral si
(1) ses valeurs propres sont simples,
(2) les vecteurs propres associés forment une base de Riez de X,
(3) en notant (λi)i∈N l’ensemble des valeurs propres de A, et en prenant deux

points quelconques λ < µ dans (λi)i∈N, on a

[λ,µ] � (λi)i∈N.

Remarque. Les opérateurs autoadjoints à spectre simple sont des cas parti-
culiers d’opérateurs Riesz-spectraux; ils sont l’analogue en dimension infinie des
matrices symétriques à valeurs propres simples, alors que les opérateurs Riesz-
spectraux quelconques sont l’analogue en dimension infinie des matrices diagonali-
sables à valeurs propres simples.
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On a alors le résultat suivant :

Théorème B.3.3. Soit un opérateur A Riesz-spectral, de valeurs propres (λi)i∈N

et de vecteurs propres associés (φi)i∈N. Alors
(1) Il existe une famille (ψi)i∈N de vecteurs propres de A∗ associés aux (λ̄i)i∈N

telle que (φi)i∈N et (ψi)i∈N soient bi-orthogonales,
(2) ρ(A) = C \ (λi)i∈N et

∀λ ∈ ρ(A), R(λ : A) =
∞∑

i=0

1
λ − λi

< .,ψi > φi,

(3) On a : D(A) = {z ∈ X/
∞∑

i=0

|λi|2 |< z,ψi >|2 < +∞} et :

∀z ∈ D(A), A(z) =
∞∑

i=0

λi < z,ψi > φi,

(4) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe continu T (t) si et seule-
ment si sup

i∈N

R�(λi) < +∞ et on a

T (t) =
∞∑

i=0

eλit < .,ψi > φi,

(5) la borne de croissance du semi-groupe est: ω0 = sup
i∈N

R�(λi).

Démonstration. Voir [11], th.2.3.5 p.41. �





C.1. FONCTIONS GEVREY D’UNE VARIABLE 159

ANNEXE C

Fonctions Gevrey

C.1. Fonctions Gevrey d’une variable

C.1.1. Séries Gevrey. Nous désignons par C[[X]] l’espace vectoriel des séries
formelles à coefficients complexes. Alors

Définition C.1.1 ([47],p.181). Soit s un nombre réel quelconque. On appelle

série Gevrey-Roumieu d’ordre s tout élément f =
∞∑

n=0

anXn de C[[X]] tel que:

∃C > 0, ∃A > 0/

∀n ∈ N, |an| ≤ CAn(n!)s−1

On peut trouver, lorsque le nombre s est supérieur ou égal à 1, une définition
équivalente qui est

Définition C.1.2 ([3],p.64). Soit s ≥ 1, on appelle série Gevrey d’ordre s tout

élément f =
∞∑

n=0

anXn de C[[X]] tel que:

∃C > 0, ∃A > 0/

∀n ∈ N, |an| ≤ CAnΓ(1 + (s − 1)n)

Remarque. On passe sans peine d’une caractérisation à l’autre, mais les va-
leurs des constantes A et C ne sont pas les mêmes.

On a de même

Définition C.1.3 ([47],p.181). Soit s un nombre réel quelconque. On appelle

série Gevrey-Beurling d’ordre s tout élément f =
∞∑

n=0

anXn de C[[X]] tel que:

∀α > 0, ∃Cα > 0/

∀n ∈ N, |an| ≤ Cααn(n!)s−1

Remarque. On a de façon immédiate que: f =
∞∑

n=0

anXn est Gevrey-Roumieu

d’ordre s si et seulement si g =
∞∑

n=0

an

(n!)(s−1)
Xn est analytique sur une boule ouverte

de centre 0 (de rayon 1
A ).
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De même, f =
∞∑

n=0

anXn est Gevrey-Beurling d’ordre s si et seulement si g =

∞∑
n=0

an

(n!)(s−1)
Xn est entière.

Lorsque s < 1, on a la propriété suivante

Propriété C.1.1 ([47],p.182). Soit s < 1, nous posons k = 1
1−s > 0. Alors f

est Gevrey-Roumieu d’ordre s si et seulement si f est un fonction entière qui vérifie

∃C > 0, ∃a > 0 /

|f(x)| < Cea|x|k

La fonction entière définie par f est donc d’ordre de Weierstrass inférieur ou égal
à k.

C.1.2. Fonctions Gevrey.

Définition C.1.4 ([3], p. 60). On appelle secteur angulaire ouvert un ensemble
de points de la surface de Riemann du logarithme de la forme:

S(d,α,ρ) = {z /0 < |z| < ρ, |d − arg(z)| ≤ α

2
}

α est l’ouverture du secteur, ρ son rayon (éventuellement infini) et d est sa direction
bissectrice.

Remarque. Dans tout ce qui suit, nous nous intéresseront uniquement à des
secteurs angulaires d’ouverture < π, donc nous pouvons pour simplifier supposer
qu’un secteur angulaire est un ensemble de points de C.

Définition C.1.5 ([47], p.183). Soit V un secteur ouvert de C, et s un nombre
> 0. On dit que la fonction f est Gevrey-Roumieu d’ordre s si pour tout secteur
ouvert W ⊂ V on a:

∃CW > 0 ∃AW > 0 /∀p ∈ N

sup
x∈W

∣∣∣f (p)(x)
∣∣∣ < CW Ap

W (p!)s

ou de façon équivalente

∃C̃W > 0 ∃ÃW > 0 /∀p ∈ N

sup
x∈W

∣∣∣f (p)(x)
∣∣∣ < C̃W Ãp

W Γ(1 + sp)

La quantité RW = 1
AW

sera appelée le rayon de l’estimation Gevrey pour f sur W .

On a une définition analogue pour les fonctions Gevrey-Beurling. Les fonctions
Gevrey-Roumieu d’ordre s forment un espace vectoriel sur C.

Nous utiliserons pour générer des lois de commandes des fonctions qui sont
la restriction de fonctions Gevrey à un segment de R. Nous adoptons donc la
définitions suivante:

Définition C.1.6. Si s est un nombre réel positif strictement, l’espace vecto-
riel Gs(0,T ) est défini comme étant l’ensemble des fonctions f : [0,T ] → C pou
lesquelles il existe un secteur ouvert V de direction bissectrice 0 et de rayon R > T ,
et il existe une fonction f̃ Gevrey-Roumieu d’ordre s sur V telle que f soit la
restriction de f̃ à [0,T ]
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C.1.3. Développements asymptotiques. Dans toute le suite, l’appellation
“Gevrey” signifiera “Gevrey-Roumieu”.

Définition C.1.7 (Développement asymptotique, [3], p.65). Soit V un secteur

angulaire ouvert, f une fonction holomorphe sur V et f̃(X) =
∞∑

n=0

fnXn un élément

de C[[X]]. On dit que f̃(z) est le développement asymptotique de f(z) lorque G �
z → 0, et on note f ∼ f̃ , si pour tout secteur fermé W ⊂ V , on a

∀N ∈ N, ∃C(W,N) > 0 /

∀z ∈ W, |z|−N

∣∣∣∣∣f(z) −
N−1∑
n=0

fnzn

∣∣∣∣∣ ≤ C(W,N)

On pose rf (z,N) = z−N

(
f(z) −

N−1∑
n=0

fnzn

)
.

La propriété suivante est vérifiée

Propriété C.1.2 ([3], prop. 8 p.66). Soit f holomorphe dans V , les propriété
suivantes sont équivalentes

(1) f ∼ f̃

(2) La fonction f est indéfiniment dérivable à l’origine et f (n)(0) = n!fn pour
n ≥ 0.

(3) Toutes les fonctions dérivées f (n)(z) sont continues à l’origine, et pour
tout n ≥ 0,

f (n)(z) → n!fn lorsque G � z → 0

Une forme particulière de développement asymptotique est la suivante:

Définition C.1.8 (Développement asymptotique Gevrey, [3], p.70). Soit V

un secteur angulaire ouvert, f une fonction holomorphe sur V et f̃(X) =
∞∑

n=0

fnXn

une série formelle Gevrey d’ordre s ≥ 1. On dit que f̃(z) est le développement
asymptotique Gevrey de f(z) lorque G � z → 0, et on note f ∼s f̃ , si pour tout
secteur fermé W ⊂ V , il existe c,K > 0 telles que

∀N ∈ N,∀z ∈ W,

|rf (z,N)| ≤ CKNΓ(1 + (s − 1)N)

La propriété suivante est alors une conséquence immédiate de C.1.2:

Propriété C.1.3. Soit f une fonction holomorphe sur un secteur ouvert V .
Alors il existe une série formelle f̃ , Gevrey d’ordre s ≥ 1, telle que f ∼s f̃ sur V
si et seulement si f est Gevrey d’ordre s sur V . f̃ est alors le développement de
Taylor de f en 0.

Nous savons donc associer à toute fonction Gevrey sur un secteur V une série
formelle Gevrey à laquelle elle est asymptotiquement égale. Le théorème suivant
donne la propriété réciproque sur des secteurs angulaires de petite ouverture
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Théorème C.1.1 (Théorème de Borel-Ritt, [3], p.73). Soit s > 1, et soient f̃
et V une série formelle Gevrey d’ordre s et un secteur angulaire ouvert d’ouverture
au plus (s − 1)π arbitraires. Alors il existe une fonction f Gevrey d’ordre s sur V

telle que f ∼s f̃ sur G.

Pour finir, la propriété suivante donne différentes caractérisations d’une fonc-
tion Gevrey d’ordre s > 0 de développement asymptotique Gevrey nul en zéro:

Propriété C.1.4 ([47], p.184). Les propositions suivantes sont équivalentes
(1) la fonction Gevrey d’ordre s > 0 est asymptotiquement Gevrey égale à la

fonction nulle en zéro,
(2) Pour tout secteur W ⊂ V , il existe CW et BW strictement positifs tels

que

(C.1.1) sup
x∈W

∣∣∣∣ 1
xq

f(x)
∣∣∣∣ < CW Bq

w(q!)s−1

(3) Pour tout secteur W ⊂ V , il existe CW , AW et BW strictement positifs
tels que

(C.1.2) sup
x∈W

∣∣∣∣ 1
xq

f (p)(x)
∣∣∣∣ < CW Ap

wBq
w(p!)s(q!)s−1

(4) Pour tout secteur W ⊂ V , il existe aW > 0 tel que

(C.1.3) ∀x ∈ W, |f(x)| < e−aW |x|−k

où on a posé k = 1
s−1 .

C.2. Propriétés des fonctions Gevrey, exemples

Comme application immédiate de la caractérisation (C.1.3), nous obtenons que

Propriété C.2.1. Pour tout γ > 0, la fonction φγ définie sur un secteur
angulaire ouvert d’ouverture inférieure à π, de bissectrice 0 par

φγ(z) = e−z−γ

est Gevrey d’ordre s = 1 + 1
γ , avec un développement asymptotique Gevrey égal à

zéro en 0.

On déduit également de (C.1.3) que

Propriété C.2.2. Le produit et la somme de deux fonctions Gevrey d’ordre s
sont également des fonctions Gevrey d’ordre s.

La dérivée d’une fonction gevrey est Gevrey du même ordre.
Toute primitive d’une fonction Gevrey est Gevrey du même ordre.

On en déduit que

Propriété C.2.3. Pour tout γ > 0, la fonction ψγ définie sur l’intersection G
d’un secteur angulaire ouvert de sommet 0, d’ouverture inférieure à π, de bissec-
trice 0, de rayon infini et d’un secteur angulaire ouvert de sommet T réel positif,
d’ouverture inférieure à π, de bissectrice π et de rayon infini par

ψγ(z) = φγ(z)φγ(T − z)

est Gevrey d’ordre s = 1 + 1
γ sur G, avec un développement asymptotique Gevrey

égal à zéro en 0 et en T . Sa restriction à [0,T] est dans Gs(0,T )
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De même:

Propriété C.2.4. Pour tout γ > 0, la fonction Φγ définie sur [0,T ] par

Φγ(x) =

∫ x

0
e−(x(T−x))−γ∫ T

0
e−(x(T−x))−γ

est dans Gs(0,T ), avec un développement asymptotique Gevrey égal à zéro en 0 et
1 en T .

Le corollaire suivant, déduit des exemples qui précèdent et du théorème de Ritt,
nous sera utile par la suite:

Corollaire C.2.1. Etant données deux séries S1 et S2 d’ordre Gevrey s, et un
nombre réel positif T , il existe une fonction Gevrey définie sur l’intersection G d’un
secteur angulaire ouvert de sommet 0, d’ouverture inférieure à π, de bissectrice 0, de
rayon infini et d’un secteur angulaire ouvert de sommet T réel positif, d’ouverture
inférieure à π, de bissectrice π et de rayon infini qui soit asymptotiquement égale
à S1 en 0 et à S2 en T .

Démonstration. On applique le théorème de Ritt avec S1 et S2, et deux
secteurs V1 et V2 comme dans l’énoncé: on obtient deux fonctions Gevrey d’ordre
s f1 et f2 définies sur V1 et V2, asymptotiquement égales à S1 et S2 en 0 et T
respestivement. La fonction Φγ , où s = 1+ 1

γ , est Gevrey d’ordre s sur G = V1

⋂
V2

avec un développement asymptotique Gevrey égal à zéro en 0 et 1 en T , donc la
fonction f(x) = f1(x)Φγ(T−x)+f2(x)Φγ(x) est une solution de notre problème. �

C.3. Fonctions Gevrey de plusieurs variables

Nous donnons la définition des fonctions Gevrey de plusieurs variables dans le
cas réel seulement:

Définition C.3.1 (voir [21]). La fonction F définie sur un ouvert Ω de Rn est
Gevrey d’ordre s1, . . . sn en x1, . . . xn, si elle est indéfiniment différentiable sur Ω,
et s’ il exite M > 0 et R1, . . . Rn > 0 tels que

∀(x1, . . . ,xn) ∈ Ω, ∀(p1, . . . ,pn) ∈ Nn,∣∣∣∣ ∂p1+...+pnF

∂xp1
1 . . . ∂xpn

n
(x1, . . . ,xn)

∣∣∣∣ ≤ M
(p1!)s1 . . . (pn!)sn

Rp1
1 . . . Rpn

n

ou, de façon équivalente, s’il exite M̃ > 0 et R̃1, . . . R̃n > 0 tels que

∀(x1, . . . ,xn) ∈ Ω, ∀(p1, . . . ,pn) ∈ Nn,∣∣∣∣ ∂p1+...+pnF

∂xp1
1 . . . ∂xpn

n
(x1, . . . ,xn)

∣∣∣∣ ≤ M̃
Γ(1 + p1s1 + . . . + pnsn)

R̃p1
1 . . . R̃pn

n

La référence [21] propose une étude très approfondie de ces fonctions, et a beau-
coup inspiré la rédaction du chapitre 3. On désignera par la suite par Gs1,...sn([0,x1]×
. . . × [0,xn]) l’espace des fonctions F telles qu’il existe un voisinage ouvert Ω de
[0,x1]× . . .× [0,xn] dans Rn sur lequel F est Gevrey d’ordre s1, . . . sn en x1, . . . xn.
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paraboliques. Mem. Coll. Sci. Univ Kyoto, pages 219–239, 1958.

[41] H. Mounier, M. Mboup, N. Petit, P. Rouchon, and D. Seret. High speed network congestion

control with a simplified time-varying delay model. In IFAC Conf.System Structure Control,
pages 43–47, Nantes, 1998.

[42] H. Mounier, J. Rudolph, M. Fliess, and P. Rouchon. Tracking control of a vibrating string with
an interior mass viewed as a delay system. ESAIM Control Optimization Calculus Variations,
3:315–321, 1998.

[43] P.J. Olver. Equivalence, Invariants and Symmetry. Cambridge University Press, 1995.

[44] A. Pazy. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations,
volume 44 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 1983.

[45] N. Petit and P.Rouchon. Motion planning for heavy chain systems. In to appear in Waves
2000.
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- Commande des systèmes gouvernés par des équations différentielles ou des équations aux
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