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Résumé

Ce travail porte sur la modélisation physique des tubes acoustiques pour la simulation numérique
en temps-réel. Le but principal est la synthèse sonore d’instruments à vent, avec un modèle réaliste, une
méthode modulaire et une implémentation numérique faible coût. Le modèle acoustique de “Webster-
Lokshin”, utilisé ici, est un modèle à 1 dimension prenant en compte à la fois la “courbure” du profil
et les “pertes visco-thermiques” à la paroi. Pour ce modèle acoustique, une structure de simulation
compatible avec l’approche des “Guides d’Ondes” est obtenue : un tube y est représenté par un système
bouclé, avec retards, faisant intervenir plusieurs sous-systèmes sans retard interne. Une difficulté est
la présence de sous-systèmes de dimension infinie qui se comportent comme des sommes infinies de
systèmes du premier ou du second ordre. Dans un premier temps, ils sont approximés par des systèmes
de dimension finie, puis leur “représentation d’état” à temps discret est obtenue. Enfin, en utilisant
des outils standard de l’automatique, ces représentations nous permettent de faciliter la connexion
d’éléments acoustiques et de réduire les coûts de calcul de la simulation numérique. Dans ce travail,
l’étude de la stabilité et de la passivité est faite. Pour des cas paticuliers de tubes, un problème
survient : même si les relations entrées/sorties du tube sont stables, certains sous-systèmes internes
possèdent une infinité de singularités à l’origine d’instabilités internes. Nous présentons une explication
de ce phénomène et ceci nous amène à proposer une nouvelle décomposition en sous-systèmes pour
lever ce problème.
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Abstract

This work deals with the physical modelling of acoustic tubes for digital simulation in real-time. The
main application is the sound synthesis of wind instruments, with a realistic model, a modular method
and a low-cost digital implementation. The acoustic model of “Webster-Lokshin”, used in this work,
is an unidimensional model which takes into account the “curvature” of the profile and the “visco-
thermal losses” at the wall. With this acoustic model, we obtain a framework for simulation which
is compatible with the “Waveguides” approach : a tube is then represented by a system with delays
and closed loops, involving several sub-systems without internal delay. A difficulty is the presence
of infinite-dimensional sub-systems which behave as infinite sums of first or second order systems.
First, they are approximated by finite-dimensional systems, then their “state-space representation”
in the discrete time domain is determined. Finally, using standard tools of automatic control, these
representations facilitate the connection of acoustic elements and reduce the computational complexity
of the digital simulation. In this work, an analysis of the stability and passivity of this approach is
described. For some particular cases of tubes, a problem occurs : even if the input/output relations
of the tube are stable, some sub-systems have an infinity of singularities which produce internal
instabilities in the system. We present an explanation of this phenomenon and to solve this problem,
a new decomposition into sub-systems is performed.
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aussi à féliciter les travaux de stage de Pierre-Damien Dekoninck et de Thomas Hézard, dont j’ai eu
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Résumé 5
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1.4 Problématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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2.4.2 Jonction de cônes avec discontinuité d’ordre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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3.1 Stabilité et passivité dans les cylindres et les cônes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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A.4 Stabilité, causalité et espaces de Hardy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
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droite à des réflexions passives Rl et Rr respectivement. . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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Modélisation physique et synthèse sonore

L’étude de l’acoustique des intruments de musique a permis de mieux connâıtre leur principe de
fonctionnement en proposant et en validant des lois physiques, ou modèles physiques, qui gouvernent
leurs grandeurs acoustiques et mécaniques. Cette étude rend alors possible la “prédiction” de l’acous-
tique d’un instrument avant que celui-ci ne soit fabriqué ou modifié. Cela peut être une aide précieuse
pour la lutherie, par exemple pour modifier des caractéristiques de l’instrument (par exemple, puis-
sance sonore, timbre, jouabilité, inharmonicité, etc.).

De plus, l’outil informatique rend maintenant possible la simulation numérique de ces modèles, et
l’observation du signal acoustique rayonné de l’instrument permet de réaliser une synthèse sonore dite
par modèles physiques.

Etudier la modélisation physique pour la synthèse sonore permet de simuler les comportements
internes des instruments de musique. Comparée aux approches de traitements de signal, cette ap-
proche peut conduire à des sons plus réalistes, particulièrement durant les transitoires d’attaque et les
transitions entre deux notes. Aujourd’hui, de nombreux logiciels de synthèse sonore proposés dans le
commerce reposent soit entièrement soit partiellement sur des modèles physiques. Ils permettent aux
compositeurs de disposer d’un orchestre virtuel sur ordinateur.

Outre l’aide à la lutherie et l’aide à la composition mentionnées précédemment, la synthèse sonore
par modélisation physique a d’autres intérêts. Premièrement, la construction “virtuelle” d’un instru-
ment peut permettre de reproduire le son d’un instrument de musique existant mais injouable, dans le
cadre par exemple de la restoration d’instruments anciens. Nous pouvons alors parler de “fac-similés
virtuels”. Deuxièmement, elle permet de produire les sons d’instruments imaginaires et donc d’explo-
rer de nouvelles possibilités sonores ayant une validité physique. L’IRCAM2, où se travail de thèse
s’est passé, est particulièrement intéressé par cet aspect pour des créations musicales contemporaines.

But du travail

Le sujet de ce travail de thèse est l’étude d’un modèle de tubes acoustiques, et la proposition
d’outils mathématiques permettant la représentation et la simulation du modèle. Une des applications
à laquelle nous nous intéressons tout particulièrement est la construction d’instruments à vent virtuels.
Pour y arriver, un résonateur acoustique complet est construit en connectant plusieurs sous-systèmes
qui imitent chacun des effets acoustiques.

Malheureusement, les simulations numériques dans le domaine temporel nécessitent souvent beau-
coup de temps de calcul de la part des micro-processeurs, et des simplifications des modèles physiques
doivent alors être considérées pour rendre la simulation en temps-réel possible. De plus, à cause des
interactions entre éléments d’un instrument, la construction d’un synthétiseur modulaire par modèles
physiques est délicate.

Au cours de ce travail nous avons gardé à l’esprit 3 principes que nous cherchons à respecter. Nous
les détaillons ci-dessous :

Réalisme : Pour qu’un synthétiseur soit suffisamment intéressant, pour la production musicale
par exemple, le son produit doit sembler naturel et donner l’illusion qu’il a été produit par
un instrument réel. Pour ce faire, il est nécessaire de prendre en compte tous les paramètres
pertinents pour l’oreille humaine, même ceux difficiles à modéliser et à simuler. Ce réalisme
tant recherché est cependant difficilement accessible, mais les travaux de recherche successifs
permettent peu à peu de s’en approcher.

Faible coût : Pour qu’un “utilisateur” puisse interpréter une oeuvre avec un synthétiseur numérique,
l’ordinateur doit être capable de réaliser les opérations demandées en temps-réel. Il est donc
intéressant de s’occuper de cet aspect pour pouvoir soit réaliser la synthèse sur des ordinateurs
peu puissants, soit réaliser plusieurs synthèses sonores simultanément sur le même ordinateur.

2Institut de Recherhe et de Coordination Acoustique/Musique
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Modularité : Une raison pour laquelle la synthèse par modélisation physique est un sujet passion-
nant, est qu’elle rend possible la synthèse d’instruments inexistants ou imaginaires, mais avec
une validation physique, et donc préserve un certain réalisme pour l’oreille. Pour pouvoir créer et
tester de nouveaux intruments, la modularité de la construction de l’instrument est intéressante.
Nous souhaitons en quelque sorte concevoir “un synthétiseur de synthétiseurs”.

Cependant ces principes sont en partie contradictoires. Par exemple pour obtenir du réalisme, il
est nécessaire de prendre en compte certains phénomènes coûteux à simuler. Le travail présenté dans
ce document tend à réconcilier ces 3 aspects.

Un autre aspect est absolument crucial pour la simulation, qu’elle soit analogique ou numérique :
il s’agit de la stabilité du système global. En effet, si le système n’est pas stable, certains sous-états
du système ont des valeurs numériques qui tendent vers l’infini au cours du temps, ce qui pose un
sérieux problème pour la simulation. Il est absolument capital d’assurer la stabilité du modèle en
temps continu, et la stabilité de la simulation en temps discret.

Petit état de l’art

Dans la littérature, il existe plusieurs approches de modélisation (voir par exemple [VPEK06]
pour un aperçu de ces différentes techniques), mais une approche intéressante est celle des guides
d’ondes numériques (voir par exemple [Smi98]). Avec cette approche, plusieurs travaux ont considéré
un modèle acoustique de tubes à symétrie de révolution basé sur l’équation des pavillons, ou équation
de Webster (voir [Web19]). En approximant un tube à section variable par plusieurs cylindres ou
cônes on obtient la structure des réseaux de Kelly-Lochbaum (voir par exemple [MG73, V9̈5, Sca97]).
Cette structure rend possible une construction modulaire de l’instrument virtuel et une simulation
numérique en temps-réel (à faible coût).

Cependant, un type d’amortissement particulier doit être pris en compte parce qu’il se révèle
pertinent à l’oreille humaine. Cet amortissement est l’effet des pertes dites visco-thermiques qui a lieu
à proximité de la paroi du tube, dans les couches limites. Par exemple dans [Mat94, Duc02, vW02]
ces pertes visco-thermiques ont été prises en compte. Mais ce modèle de pertes (voir [Pol91]) implique
des opérateurs mathématiques complexes, liés entre autres à la présence de dérivées fractionnaires.
Pour une simulation suffisamment réaliste, il est nécessaire de les simuler, mais leur complexité rend
le temps de calcul plus grand.

De plus, alors que la connexion de systèmes simples ne pose pas de difficulté, la présence des
pertes et d’autres phénomènes rend la connexion de nos systèmes moins évidente. Cette fois-ci c’est
donc en plus la modularité du modèle qui devient délicate. Dans [DRMP92, Mat95, DT95, Tas99], un
formalisme est présenté qui nous semble intéressant pour l’aspect de la modularité. Il décrit chaque
sous-système en variables d’état, et une algèbre de connexion permet par exemple de déduire la
représentation d’état de l’ensemble du système. L’une des difficultés de ce travail est d’utiliser le
formalisme des représentations d’état, pour un modèle tenant compte des pertes visco-thermiques.

Plan du document

Le document s’organise de la manière suivante :

X Le chapitre 1 donne un aperçu un peu plus détaillé de l’état de l’art. Il constitue un point de
départ pour ce travail, et présente plusieurs outils et modèles issus de la littérature dont nous
avons besoin par la suite. Il expose le contexte de la modélisation physique d’intruments à vent
par un formalisme qui se veut modulaire. Il présente des modèles connus de la littérature et des
outils de représentation mathématique des modèles. Nous verrons aussi que d’anciens modèles
de tubes à section variable ne permettent pas de prendre en compte avec réalisme les effets de
pertes visco-thermiques sans augmenter le temps de calcul nécessaire.

X Le chapitre 2 présente le modèle de Webster-Lokshin qui prend en compte à la fois les pertes
visco-thermiques et la courbure du tube, avec une hypothèse faible sur la géométrie des iso-
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bares. De ce modèle nous obtenons plusieurs formes de systèmes modélisant un tronçon de tube.
L’une de ces formes est particulièrement intéressante parce qu’elle sépare les différents effets
acoustiques dus à la géométrie du tube. Cette décomposition permet non seulement une in-
terprétation “élégante” de ces effets, mais elle isole les opérateurs mathématiques standard des
autres opérateurs non standard et délicats à simuler.

X Le chapitre 3 présente l’étude de stabilité des systèmes modélisant les tubes à section variable.
Nous y présentons la stabilité pour des réseaux de cylindres, de cônes et de tronçons de tube
évasés. Ce dernier type de tubes fait apparâıtre des opérateurs non standard que nous détaillons.
Un des points forts de ce chapitre est l’interprétation des instabilités qui apparaissent dans des
cas particuliers.

X Le chapitre 4 donne des procédures pour passer du modèle acoustique exact, représenté en
sous-systèmes, au modèle numérique simulable en temps discret. Un point de ce chapitre traite
du cas particulier des tubes à courbure négative, qui pose de délicats problèmes de stabilité. Il
y est proposé une solution pour obtenir une réalisation numérique stable.

X Enfin, la conclusion rappelle les points forts de ce travail et ouvre sur des perspectives.



Chapitre 1

État de l’art, contexte et
problématique
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Ce chapitre donne un bref aperçu de l’état de l’art. Il constitue un point de départ pour ce travail,
et présente plusieurs outils et modèles issus de la littérature dont nous avons besoin par la suite. De
plus, nous exposons ici le contexte de la modélisation physique d’intruments à vent par un formalisme
qui se veut modulaire, et nous illustrons les problématiques qui nous ont poussés à continuer le travail
existant. Notons que les premiers modèles simulables de tubes acoustiques ont été étudiés pour la
modélisation du conduit vocal dans le but de la synthèse de la parole (voir par exemple [MG73] ou
[Mae82]).

Dans une première partie, la modélisation par l’approche des Guides d’Ondes est présentée.
Cette approche permet de modéliser un instrument quelconque par une méthode modulaire. Plus
précisément, l’instrument est construit par la connexion d’éléments acoustiques ou mécaniques modéli-
sant chacun une partie de l’instrument complet.

Dans une deuxième partie, nous présentons des modèles physiques relativement simples de plusieurs
éléments. Ayant choisi de nous concentrer sur la modélisation et la simulation des instruments de
la famille des cuivres (trompette, trombone, etc.) nous exposons des modèles : d’embouchure, de
rayonnement, de lèvres et de tubes acoustiques à section variable.

Dans une dernière partie, nous présentons les outils mathématiques que nous utilisons par la suite
pour représenter les modèles physiques par un formalisme commun bien adapté à la modularité et à
la simulation numérique dans le domaine temporel. Sur l’exemple d’une simulation numérique d’un
pavillon, nous verrons pourquoi il est intéressant d’étudier un modèle acoustique plus fin ; ce que nous
ferons au chapitre 2.
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1.1 Construction modulaire d’un modèle physique

1.1.1 Topologie d’un instrument à vent

1.1.1.1 Représentation modulaire de systèmes dynamiques

Les systèmes dynamiques décrits mathématiquement par un ensemble d’Equations aux Dérivées
Partielles (EDPs) d’évolution (avec la variable temporelle t), peuvent être modélisés par un réseau
de systèmes plus petits connectés les uns aux autres. Cette approche apparâıt pour la modélisation
des circuits électriques dans les années 1970 avec les techniques appelées Transmission Line Matrix
(TLM, voir [JB71]) et Wave Digital Formulation (WDF, voir [Fet86]). Dans les années 1980 apparâıt
une approche similaire pour les systèmes acoustiques qui est appelée Digital Waveguide Networks
(DWN, voir [Smi87]). Dans la suite de ce travail nous utiliserons le terme francophone Guides d’Ondes.
Notons qu’une présentation détaillée des méthodes de simulations numériques peut être trouvées dans
[Bil04, vW07].

Les Guides d’Ondes permettent donc de représenter un instrument de musique par un réseau
d’éléments qui imitent chacun les effets acoustiques d’une partie de l’instrument. Ces éléments sont
connectés les uns aux autres en respectant la topologie de l’instrument réel, et échangent entre eux
des signaux qui sont les variables de sortie des uns et les variables d’entrée des autres.

En définissant un réseau d’éléments acoustiques, ces approches rendent possible la construction
modulaire d’instruments de musique existants ou non existants.

Des exemples de constructions d’instruments, fondés sur l’approche des Guides d’Ondes mais
utilisant des modèles et formalismes différents, penvent être trouvés dans la littérature (voir par
exemple [vWC03, Duc01, Sca97]).

1.1.1.2 Exemple d’un instrument “fantaisiste”

La figure 1.1 présente le réseau d’éléments associé à un instrument “fantaisiste” de type cuivre de
la figure 1.2. Les éléments du réseau sont les suivant :

– l’élément E0 représente les lèvres du musicien qui servent d’excitateur,
– l’élément E1 modélise l’embouchure de l’instrument,
– les éléments E2, E6, E8, E11 et E13 représentent des tronçons de tubes acoustiques,
– les éléments E3, E5 et E7 représentent des jonctions permettant chacun de connecter 3 autres

éléments entre eux,
– les éléments E4, E10 et E12 représentent des diaphragmes,
– l’élément E9 représente les effets du couplage avec le rayonnement acoustique à la sortie du

pavillon,
– l’élément E14 représente le rayonnement d’un trou.
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Fig. 1.1 – Exemple du réseau d’éléments d’un instrument à vent “fantaisiste”
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p0 p1

p2

Fig. 1.2 – Dessin de l’instrument à vent “fantaisiste” modélisé par le réseau de la figure 1.1. Les
paramètres p0, p1 et p2 représentent les paramètres de jeu contrôlés par l’instrumentiste.

L’ensemble des éléments E3, E4, E10 et E12 constitue un modèle d’un piston (voir [Héz09]). Ce pis-
ton permet de diriger l’onde acoustique provenant du tube E1 soit directement vers le tube E3, soit par
la déviation E11 (et réciproquement). Cette “commutation” acoustique est réalisée par l’intermédiaire
des états des diaphragmes E4, E10 et E12.

Pour prendre en compte l’interprétation d’un instrumentiste, les éléments E0, E4, E10, E12 et E14

(lèvres, diaphragmes et rayonnement du trou), doivent pouvoir changer de paramètres en cours du jeu.
Par exemple le changement de position du piston contrôle un changement de paramètres d’ouverture
des diaphragmes.

Notons que cet exemple est tout à fait “fantaisiste” puisque à notre connaissance il n’éxiste pas
d’instruments avec pistons et trous à la fois. Cependant il a l’intérêt de rassembler des éléments
acoustiques dont nous aurons besoin par la suite.

1.1.1.3 Quelques définitions pour les réseaux acoustiques

Element : Un élément représente un système dynamique isolé et échangeant des signaux avec
l’extérieur.

Réseau : Un réseau est un ensemble d’éléments connectés les uns aux autres avec une topologie
donnée. Le système complet à simuler est ainsi représenté par un réseau d’éléments. Si ce réseau n’a
qu’une sortie, il s’agit alors du signal sonore produit par l’instrument.

Remarque 1.1. Un élément peut être lui-même défini par un réseau d’éléments. On peut ainsi
construire une “arborescence” d’éléments contenant d’autres éléments. Dans l’exemple de l’instru-
ment de la figure 1.1, les 5 éléments E3, E4, E5, E10 et E11 peuvent être rassemblés pour définir le
sous-réseau de l’élément piston.

Portes : Une porte est l’ensemble d’une entrée et d’une sortie d’un élément permettant l’échange de
signaux avec l’extérieur. Physiquement, chaque porte représente un point d’accès sur lequel on peut
connecter un autre élément acoustique.

Remarque 1.2. Dans ce travail, puisque nous n’étudions que la propagation longitudinale de l’onde
acoustique, les entrées et sorties sont presque toujours de dimension 1. Cependant, il est possible de
rencontrer des entrées/sorties de dimension quelconque. C’est notamment le cas du modèle de poutres
de Reissner applicable à la corde vibrante pour laquelle on peut considérer jusqu’à 6 degrés de liberté
en un seul point (voir par exemple [TR03]).

Remarque 1.3. Puisque les éléments interagissent entre eux, il est nécessaire de définir des com-
munications bi-directionnelles, c’est pourquoi l’entrée et la sortie associées à une même porte sont
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toujours de même dimension. On définit donc la dimension d’une porte par les dimensions de son
entrée et de sa sortie.

Connexion : L’échange de signaux entre éléments se fait en “branchant” la sortie d’une porte d’un
élément sur l’entrée d’une porte d’un autre élément, et reciproquement. Une connexion est donc définie
par un point du système représentant le branchement de 2 portes.

Remarque 1.4. Pour que 2 portes puissent être connectées entre elles, elles doivent être de même
dimension.

Quadripôle : Un quadripôle est un élément particulier à deux portes de dimension 1 chacune. Il
a donc 2 entrées et 2 sorties. Par exemple, un tube est représenté par un quadripôle pour lequel
une porte correspond à l’extrémité gauche, et l’autre porte à l’extrémité droite. Les entrées et sorties
correspondent aux états acoustiques aux extrémités du tube (cf. §1.1.2 p.28).

Paramètres statiques Des paramètres statiques sont des paramètres constants dans le temps qui
caractérisent un élément. Il s’agit par exemple de constantes géométriques ou physiques du tube tel
que la longueur ou le rayon.

Paramètres variables Des paramètres variables sont des paramètres évoluant dans le temps. Nous
pouvons aussi parler de paramètres de jeu, puisque leur variation permet de prendre en compte
l’interprétation du musicien.

Elements statiques et éléments variables Les éléments statiques sont des éléments qui n’ont
aucun paramètre variable. A l’opposé, un élément variable possède au moins un paramètre variable.

Remarque 1.5. Dans l’exemple de la figure 1.1, les éléments variables sont ceux représentés avec
une flèche oblique (éléments E0, E4, E10, E12, et E14).

1.1.1.4 Relations entrées/sorties et matrices de transfert des élements

Pour chaque élément, la modélisation acoustique par l’approche des Guides d’Ondes nécessite
d’avoir une relation qui lie les sorties aux entrées.

En considérant les vecteurs U(t) et Y (t) des entrées et des sorties respectivement (de taille N), la
relation entrées/sorties peut s’écrire dans le cas général par la relation implicite

H
{
U, Y

}
(t) = 0. (1.1)

Si les sorties peuvent s’exprimer explicitement en fonction des entrées, ce qui peut simplifier les
calculs, la relation s’écrit alors

Y (t) = H
{
U
}
(t). (1.2)

Dans le cas où l’élément représente un système linéaire invariant, associé à un système d’EDPs
linéaires, alors les sorties de Y s’écrivent comme une somme de convolutions :

Yn(t) =

N∑

m=1

(Hn,m ∗ Um) (t), (1.3)

où Hn,m(t) est la réponse impulsionnelle entre la sortie Yn et l’entrée Um.
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A partir de cette relation, il est possible de remplacer les produits de convolution par de simples
produits en considérant la transformée de Laplace. Pour un signal scalaire temporel causal1 x(t), sa
transformée de Laplace x̂(s) est donnée par

x̂(s) := TL {x} (s) :=

∫ +∞

0

x(t) e−st d t, (1.4)

où s est la variable complexe de Laplace. En écrivant s = ξ+iω, le réel ξ est associé à un amortissement
et ω à une pulsation (fréquence en rad.s−1). L’axe imaginaire iR représente le domaine de Fourier, et
la transformée de Fourier de x(t) est donnée par x̂(iω), s’il existe a < 0 tel que x̂ est une fonction
complexe holomorphe pour ℜe(s) > a.

Une première propriété intéressante est qu’un produit de convolution dans le temps devient un
simple produit dans le domaine de Laplace. Soient x et y des fonctions du temps :

(̂x ∗ y)(s) = x̂(s) × ŷ(s). (1.5)

Une autre propriété est qu’une dérivée N -ième du temps devient un produit par sN :

y(t) =
dN

dtN
x(t) ⇔ ŷ(s) = sN x̂(s), si

dn

dtn
x(t=0)=0, ∀n ∈ [0, N−1]N. (1.6)

Soit la matrice Ĥ(s) composée des transformées de Laplace des réponses impulsionnelles Hn,m.
Maintenant la relation (1.3) devient dans le domaine de Laplace le produit matriciel suivant :

Ŷ (s) =



Ŷ1(s)
. . .

ŶN (s)


 = Ĥ(s)Û(s) =



Ĥ1,1(s) . . . Ĥ1,N (s)
. . . . . .

ĤN,1(s) . . . ĤN,N(s)





Û1(s)
. . .

ÛN (s)


 (1.7)

Ĥ(s) est appelée la Matrice de Transfert entre les vecteurs des sorties Ŷ et des entrées Û , et pour

tout (n,m), Ĥn,m(s) := Ŷn(s)/Ûm(s) est la fonction de transfert entre la sortie Ŷn et l’entrée Ûm.
Dans le cas simple d’un quadripôle Q la relation entrées/sorties est donnée par une matrice de

transfert (2 × 2) composée de 4 fonctions de transfert.

[
ŷ1
x̂2

]
= Ĥ

[
x̂1

ŷ2

]
=

[
Ĥ11 Ĥ12

Ĥ21 Ĥ22

][
x̂1

ŷ2

]
QĤ11 Ĥ22

Ĥ21

Ĥ12

x1 x2

y2y1

1.1.2 Interactions et états acoustiques aux interfaces

1.1.2.1 Interactions

A la connexion de 2 portes de 2 éléments, les variables xk et yk sont des variables acoustiques
quelconques. Ces variables “d’échange” sont à la fois les sorties d’un élément et les entrées de l’autre
élément. Cet échange de signaux est nécessaire pour prendre en compte le couplage acoustique entre
éléments. Les conditions limites d’un élément sont ainsi imposées par les interactions des éléments de
proche en proche.

Un choix naturel est de représenter l’état acoustique par la pression acoustique P et le débit
acoustique U (voir par exemple [GKV05]). Un autre choix, adapté à la simulation de Guides d’Ondes,
consiste à définir et à utiliser des ondes progressives qui respectent naturellement le principe de
causalité.

1Un signal x est causal si x(t) = 0, pour t < 0.
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Pour améliorer la modularité de la construction de systèmes acoustiques, il est intéressant de choisir
par convention un type d’état acoustique commun et bien adapté. Alors nous devrons pour chaque
modèle développé, obtenir un système dynamique ayant ces variables pour entrées et sorties.

1.1.2.2 Equation de d’Alembert et ondes progressives

Prenons le cas simple d’une quantité v(x, t) se propageant suivant l’axe x à la vitesse c et solution
de l’équation de d’Alembert :

�v(x, t) :=

(
∂2

∂t2
− c2

∂2

∂x2

)
v(x, t) = 0, (1.8)

qui se réécrit par factorisation
(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c

∂

∂x

)
v(x, t) = 0, (1.9)

avec x la variable spatiale (en mètres) et t la variable du temps (en secondes). Ainsi, v peut se
décomposer en la somme de 2 quantités :

v(x, t) = v+(x − ct) + v−(x+ ct), (1.10)

où v+ est solution de ∂t+c∂x = 0, et v− solution de ∂t−c∂x = 0. La quantité v+(x−ct) est l’onde aller
se propageant dans le sens des x croissants et la quantité v−(x + ct) est l’onde retour se propageant
dans le sens des x décroissants. Notons qu’il n’y a pas de couplage entre ces deux quantités. On appelle
v+ et v− Ondes Progressives.

1.1.2.3 Un changement de variables adapté aux Guides d’Ondes

Dans le cas des tubes acoustiques à symétrie de révolution et à section variable de rayon r(ℓ)
(ou ℓ est la variable spatiale), nous définirons des ondes progressives par un changement de variables
en fonction des quantités P et U (pression et débit acoustique). Puis nous vérifierons le “caractère”
progressif de ces ondes avec le modèle acoustique utilisé.

Ici nous définissons les ondes p± par :
[
p+(ℓ, t)
p−(ℓ, t)

]
=

1

2

[
1 −Zc
1 −Zc

] [
P (ℓ, t)
U(ℓ, t)

]
, (1.11)

où Zc = ρ0c0/Sc avec Sc = πr2c où rc est un rayon choisi arbitrairement. Pour des conditions standard,
les constantes physiques sont données par : la masse volumique ρ0 =1.2 Kg.m−3 et la célérité du son
c0 =344 m.s−1.

Par exemple, en considérant des ondes données par l’équation de d’Alembert, nous cherchons à
savoir dans quel cas les variables p+ et p− définissent des ondes progressives découplées. En utilisant
la conservation des moments (ou équation d’Euler), on obtient une relation entre P et U :

S(ℓ)∂ℓP (ℓ, t) + ρ0∂tU(ℓ, t) = 0, ⇒ ∂ℓP (ℓ, t) = −Z(ℓ)

c0
∂tU(ℓ, t), (1.12)

où Z(ℓ) = ρ0c0/S(ℓ) avec S(ℓ) = πr(ℓ)2. On injecte cette expression de ∂ℓP dans �P = 0 :

(∂t + c0∂l) (∂t − c0∂l)P (ℓ, t) = (∂t + c0∂l)
(
∂tP (ℓ, t) + Z(ℓ)∂tU(ℓ, t)

)

= ∂t (∂t + c0∂l)
(
P (ℓ, t) + Z(ℓ)U(ℓ, t)

)
= 0. (1.13)

Dans le cas particulier où Z(ℓ) = Zc, alors (1.13) prouve que p+ est solution de ∂t + c0∂ℓ = 0. De la
même manière on trouve que p− est solution de ∂t − c0∂ℓ = 0. Par conséquent, dans le cas d’un tube
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cylindrique de rayon rc, les variables p+ et p− sont des ondes progressives et découplées. Dans le cas
contraire, elles restent progessives mais ne sont pas découplées (voir [H0́6]).

Une interprétation de cette remarque est que la modélisation d’un élément par un système ayant
comme variable d’entrée et de sortie p+ et p−, revient en réalité à considérer des conditions frontières
imposées par des tubes cylindriques de rayon rc semi-infinis (ou anéchöıques) connectés à chaque
portes. Choisir une valeur pour rc permet de définir des tubes cylindriques de référence. Cela nous
servira de convention pour faciliter la modularité de la modélisation acoustique en Guides d’Ondes.

1.1.2.4 Quadripôles de conversion

Pour convertir un élément représenté par l’état (P,U) en une représentation équivalente par des
variables p+ et p−, à partir de (1.11) il est possible d’obtenir des quadripôles de conversion donnés
par la figure 1.3.

1 −Zc

2

−Zc

C(p,PU)

P (ℓ, s)

p−(ℓ, s) U(ℓ, s)

p+(ℓ, s)

Zc 1

Zc

2

C(UP,p)

P (ℓ, s)

p+(ℓ, s)U(ℓ, s)

p−(ℓ, s)

−1 −Yc

2Yc

1

C(p,UP )

U(ℓ, s)

p−(ℓ, s) P (ℓ, s)

p+(ℓ, s)

Yc −1

1

−2Yc

C(PU,p)

U(ℓ, s)

p+(ℓ, s)P (ℓ, s)

p−(ℓ, s)

Fig. 1.3 – Quadripôles de conversion pour les ondes p± : C(p,PU), C(UP,p), C(p,UP ) et C(PU,p).

1.1.2.5 Jonctions à N portes

Les éléments jonction sont des éléments à N portes qui permettent de connecter N éléments
quelconques entre eux, tels que des tronçons de tubes par exemple (voir la figure 1.4). Elles sont
modélisées sans dimensions spatiales, si bien qu’elles doivent vérifier la continuité de pression et de
débit sur chaque porte. Par convention, le débit positif va vers la jonction.

La continuité de pression et de débit est équivalente aux lois de Kirchhoff pour les circuits
électriques, et donne

{
Pn = P1, pour 1 ≤ n ≤ N,∑N
n=1 Un = 0.

En introduisant p±n (voir (1.11)), et en considérant les ondes aller p+
n comme variables connues et

les ondes retour p−n comme variables inconnus, la résolution de ce système linéaire conduit à

P− = JNP
+, avec JN =

( 2

N
1N − IN

)
, (1.14)
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où P+ =
[
p+
1 , p

+
2 , . . . , p

+
N

]T
, P− =

[
p−1 , p

−
2 , . . . , p

−
N

]T
, IN est la matrice identité (N×N), et 1N est

la matrice (N×N) remplie avec des 1 (1N (i, j) = 1, ∀(i, j)).

Exemple 1.1.

J2 =

[
0 1
1 0

]
, J3 =

1

3



−1 −2 −2
−2 −1 −2
−2 −2 −1


 , J4 =

1

2




−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1


 .

p−1

p+
1

p+
2

p−2

p−N

p+
N

JN

Fig. 1.4 – Jonction à N portes : JN
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1.2 Modèles physiques

Cette partie s’intéresse à présenter quelques modèles physiques simples de la littérature. Nous pour-
rons ainsi construire un premier instrument virtuel de cuivre (trompette ou trombone par exemple)
avec l’approche modulaire des guides d’ondes.

Nous présentons ici un modèle d’embouchures et un modèle de rayonnements acoustiques donnés
par des systèmes linéaires du second ordre, un modèle non linéaire d’excitateurs pour les cuivres, enfin
nous donnons des modèles linéaires de tubes acoustiques par l’approche des guides d’ondes.

Ce dernier modèle de tubes acoustiques fera l’objet d’une amélioration dans le chapitre 2 par un
modèle plus fin.

1.2.1 Deux modèles linéaires simples

1.2.1.1 Modélisation de l’embouchure

L’embouchure d’un cuivre est l’élément inséré à l’entrée du résonateur et où le musicien appuie ses
lèvres. Cet élément est constitué d’une cavité appelée cuvette et d’un petit tube de forme approxima-
tivement conique appelé queue.

Dans [FR91], il est proposé de modéliser cet élément par un circuit électrique équivalent (voir par
exemple [Mar05]). Ainsi, la cavité de la cuvette est modélisée par une compliance acoustique Ca, et le
tube de la queue par une résistance acoustique Ra et une masse acoustiqueMa en série (cf. Fig. 1.5). La
forme de la queue est ici simplifiée par un cylindre de rayon rs “équivalent” pour le modèle considéré.
Notons que cette modélisation par une équivalence avec l’électronique est couramment utilisée pour
l’étude des résonateurs de Helmholtz (voir e.g. [How76]) ou des circuits acoustiques des enceintes (voir
e.g. [Mar05]).

Malgré sa petite taille, l’embouchure est une pièce déterminante pour l’enveloppe spectrale du
son produit et donc pour la couleur sonore de l’instrument. Ce modèle est une approximation basses
fréquences par un système du second ordre (du type RLC ou masse/ressort/amortisseur), et ne
permet pas de prendre en compte tous les paramètres pertinents. Des modèles plus fins peuvent être
trouvés dans [vW02, vW07], mais nous choisissons ici ce modèle simple pour illustrer le formalisme.

Avec µ = 1.8 10−5Kg.(m.s)−1 le coefficient de viscosité, les valeurs de Ca, Ma et Ra sont données par

Ca =
Vm
ρ0c20

, Ma =
ρ0Ls
πr2s

, Ra =
8µLs
πr4s

. (1.15)

(a) (b)

Ue

Ue

Pe

Pe
U

U

P
P

rm
Vm

Ls

rs

Ca
Ma Ra

Fig. 1.5 – (a) : Schéma d’une embouchure simplifiée, (b) : circuit électrique équivalent. rm et Vm sont
respectivement le rayon et le volume de la cuvette. rs et Ls sont respectivement le rayon et la longueur
de la queue simplifiée.

A partir de ce modèle acoustique, un quadripôle est obtenu avec Pe et P pour entrées et Ue et U
pour sorties (cf. Fig. 1.6-(a)). Les impédances Z1 et Z2 qui apparaissent valent

Z1(s) =
1

sCa
, (1.16)

Z2(s) = Ra + sMa. (1.17)

Pour obtenir le quadripôle équivalent avec les ondes progressives p± comme entrées et sorties, les
2 quadripôles de conversion C(p,UP ) et C(PU,p) sont connectés à chaque extrémités (cf. Fig. 1.6-(a)).
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Les lois d’interconnexion algébriques sur les fonctions de transfert de la partie 1.3.1 p.39 conduisent
au quadripôle Qmp de la figure 1.6-(b). Ce quadripôle a pour entrée [p+

e , p
−]T et pour sortie [p−e , p

+]T ,
où p±e sont les ondes progressives du coté lèvres, et p± sont les ondes progressives du coté résonateur.
Les fonctions de transfert de Qmp sont données par :





H11
mp(s) = 2

(
MaY

2
c s+ (1 +RaYc)Yc

)
/d(s) − 1,

H12
mp(s) = 2Yc/d(s),

H21
mp(s) = 2Yc/d(s),

H22
mp(s) = 2

(
− Cas− Yc

)
/d(s) + 1,

(1.18)

avec d(s) = YcMaCas
2 + (Ca + YcRaCa +MaY

2
c )s+ (2 +RaYc)Yc.

(a) (b)

Z1 −Z1−Z2

Z1

−Z1

H11
mp

H12
mp

H21
mp

H22
mpC(p,UP ) C(PU,p) Qmp

Pe

PUe

U p−ep−e p−p−

p+
ep+

e p+p+

Fig. 1.6 – Représentation de l’embouchure en quadripôles. L’utilisation des quadripôles de conversion
permet de passer des variables acoustiques (P, U) aux variables progressives (p+, p−).

1.2.1.2 Modélisation du rayonnement acoustique

A la fin du pavillon ou d’un trou, la pression acoustique et le débit acoustique sont liés par
l’impédance du rayonnement acoustique notée Zr(s). Pour simuler cet effet, un système dynamique
correspondant est obtenu. Pour ce système les variables du coté résonateur sont p± et la variable du
coté extérieur est la pression acoustique rayonnée Pr (cf. Fig. 1.7). Notons qu’ici la pression acoustique
venant de l’extérieur est ignorée en accord avec les conditions de Sommerfeld (voir e.g. [Som12, Gru63]).

Pour une impédance quelconque Zr(s), la réflexion du rayonnement Rr(s) et la transmission Tr(s)
sont calculées en utilisant les lois d’interconnexion algébriques sur les fonctions de transfert de la
partie 1.3.1 p.39.

Rr(s) =
Zr(s) − Zc
Zr(s) + Zc

(1.19)

Tr(s) = Rr(s) + 1. (1.20)

(a) (b)
p+p+

p−p−

C(p,UP )

Us Pr Pr

Pr

Zr

Rr

Tr

Fig. 1.7 – Système équivalent pour le rayonnement acoustique

Parmi différents modèles de rayonnements acoustiques (voir par exemple [LS48, DNJ01, SGK+09]),
le modèle de rayonnement d’une calotte sphérique pulsante de [HR03] nous semble bien approprié pour
un instrument de cuivre en raison de l’évasement du pavillon. Ici nous choisissons son approximation
par un système du second ordre pour illustrer le formalisme. Notons Z ′

r son impédance acoustique et
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R′
r sa réflexion associée. Leurs expressions sont :

Z ′
r(s) = Zs

αr
s
ωr +

(
s
ωr

)2

1 + 2ξr
s
ωr +

(
s
ωr

)2 , (1.21)

R′
r(s) =

2ωrZcZs
Zs + Zc

(αr − 2ξr)s− ωr
d(s)

+
Zs − Zc
Zs + Zc

, (1.22)

avec d(s) = (Zs +Zc)s
2 +ωr(2Zcξr +Zsαr)s+Zcω

2
r , et où ωr, αr et ξr sont les paramètres optimisés

du modèle.

1.2.2 Modélisation d’un excitateur : les lèvres du trompettiste

Nous rappelons le principe des instruments auto-entretenus. L’auto-oscillation d’un instrument à
vent est produite par le couplage entre un excitateur et un résonateur. Sans résonateur, sous l’effet
d’une commande constante ou très lentement variable dans le temps et dépassant un certain seuil
d’oscillation, l’excitateur se met à osciller à une fréquence propre. Mais en présence d’un résonateur,
le couplage avec les modes du résonateur vient modifier la fréquence de jeu.

L’excitateur des bois est constitué d’une anche simple (clarinette, saxophone), ou d’une anche
double (hautbois, basson), ou d’un jet d’air (flûtes). Pour ce qui concerne les cuivres (trompette,
trombone, cor, ...) les lèvres de l’instrumentiste sont l’excitateur. Notons que les principes de fonc-
tionnement des lèvres et des anches sont assez semblables (les lèvres sont même qualifiées d’anches
lipales), si bien que pour certains modèles simples, la simulation d’un modèle à partir de l’autre modèle
est quasi-immédiate. Des modèles d’anches sont présentés dans [Sch81, GGA95, Duc01, DGK00] par
exemple. Ici nous nous intéressons à un modèle de lèvres pour les cuivres.

Les expériences présentées dans [VR98, Ver00] ont montré que la lèvre supérieure d’un trompettiste,
peut déja être correctement modélisée par un modèle à un degré de liberté du type masse/ressort/-
amortisseur comme le montre la figure 1.8. La lèvre inférieure est considérée fixe.

Quand les lèvres sont ouvertes, x > 0, ce modèle excitateur-résonateur est donné par les 3 équations
suivantes :

(i) La vibration de la lèvre, modélisée par un système masse/ressort/amortisseur, est caractérisée
par une équation différentielle du second ordre :

ẍ+ vẋ+ ω2x = Fp. (1.23)

où x est la position de la lèvre supérieure, v = r/m est la viscosité massique de la lèvre,
ω =

√
k/m est proportionnelle au facteur de contraction de la lèvre et Fp est proportionnelle

aux forces de pression appliquées sur la masse. Les pressions appliquées sont : la pression pm à
l’intérieur de la bouche, la pression pb sous la lèvre et la pression p à l’extérieur.

(ii) Sous hypothèse d’ondes planes, on écrit p = p++p− où p± sont les ondes progressives en sortie
du canal et en entrée de l’embouchure. Pour un modèle linéaire de résonateur, son influence s’écrit
par la convolution

p− = h ∗ p+, (1.24)

où h est la réponse impulsionnelle de la réflexion du résonateur sur les ondes progressives p±.
(iii) Enfin, sous hypothèse de fluide localement incompressible, en comportement quasi-stationnaire

avec une viscosité et une inertie négligées, l’écoulement du canal entre les 2 lèvres est caractérisé
par l’équation de Bernoulli :

pm +
1

2
ρ0v

2
m = pb +

1

2
ρ0v

2
b , (1.25)

où vm et vb sont les vitesses d’écoulement respectivement dans la bouche et dans le canal. Dans
[Ver00, pages 18-19], la vitesse vm dans la bouche est négligée et l’approximation pb = p est
faite.
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A la fermeture des lèvres, x ≤ 0, le modèle considère que la lèvre inférieure agit comme un ressort
et un amortisseur supplémentaires sur la lèvre supérieure. Dans [Ver00, page 14], cet effet est pris en
compte en multipliant v par 5, et ω par 4.

m

r k

x

0
α

pm
p−(t)

p+(t)
pb(t), ub(t)

Fig. 1.8 – Schéma du modèle de lèvres

L’élément représentant les lèvres devient alors un système à une entrée p+ et une sortie p−

échangées avec l’élément de l’embouchure. Pour tenir compte de l’interprétation du musicien, les
paramètres pm, ω et v sont variables.

A partir des équations (1.23) et (1.25) le système modélisant les lèvres est alors écrit par une
équation linaire et une équation non linéraire :

• Lèvres ouvertes (x(t) > 0) :

{
ẍ+ vẋ+ ω2x = Apm +B(p+ + p−),

p+ = p− − ξxC2

(
Cx−

√
(Cx)

2
+ 4 |pm − 2p−|

)
.

(1.26)

• Lèvres fermées (x(t) ≤ 0) :
{
ẍ+ 5vẋ+ 4ω2x = A (pm − p+ − p−) ,
p+ = p−,

(1.27)

où A, B et C sont des constantes dépendant de la géométrie des lèvres, de la massem et des constantes
physiques (densité de l’air et vitesse du son), et ξ = sgn(pm − p+ − p−).

Remarque 1.6. Le modèle non linéaire du canal, donné par l’équation de Bernoulli pour l’écoulement,
est déterminant pour la mise en vibration de la masse. En effet, la masse et le résonateur sont ici
représentés par des modèles linéaires, à une commande constante, le système ne peut pas osciller sans
la présence de non-linéarités. C’est donc le rôle de l’écoulement.

Remarque 1.7. D’autres modèles de lèvres à 2 degrés de liberté ont été étudiés, tels que le modèle
de Pelorson et Baillet (voir [Bai94]) ou le modèle de Strong-Rodet-Depalle (voir [Str90, RDFL90]),
ou à 2 masses tel que le modèle de Ishizaka et Flanagan (voir [IF72]).

1.2.3 Modélisation de tubes acoustiques

1.2.3.1 Réseau de cylindres et de cônes

Intéressons-nous maintenant à la modélisation du tube acoustique de l’instrument. Dans [Web19],
un modèle de tube à section variable sans perte est donné. Avec P la pression acoustique et U le débit
acoustique, ce modèle est donné par l’équation des pavillons (ou équation de Webster), et l’équation
d’Euler :

(
∂2

∂x2
+ 2

r′(x)

r(x)

∂

∂x
− 1

c20

∂2

∂t2

)
P (x, t) = 0, (1.28)

ρ0
∂

∂t
U(x, t) + S(x)

∂

∂x
P (x, t) = 0, (1.29)
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où x est la variable spatiale sur l’axe de révolution du tube, r(x) le rayon du tube et S(x) = πr(x)2

l’aire d’une section.

Dans [MG76] une modélisation des tubes acoustiques par guides d’ondes est donnée en approchant
le profil r(x) par une succession de cylindres. Puis dans [V9̈5] ce modèle est amélioré en prenant
compte une succession de cônes comme le montre la partie supérieure de la figure 1.9. C’est-à-dire
que le profil du tube r(x) est dans un premier cas approximé par une fonction r̃1(x) constante par
morceaux, et dans un second cas par une fonction r̃2(x) continue et affine par morceaux. Ces réseaux
de tubes font apparâıtre des jonctions caractérisées par un changement de section pour les tronçons
cylindriques et de pentes pour les tronçons coniques.

En résolvant les équations (1.28) et (1.29) pour les géométries correspondantes et en considérant la
continuité de pression et de débit aux jonctions de tube, la structure de Kelly-Lochbaum est obtenue
pour un réseau de cylindres et de cônes (cf. Fig. 1.9). Dans cette structure apparaissent : des retards
qui représentent la propagation d’ondes progressives à travers les tronçons de tube sans perte et des
quadripôles qui représentent les réflexions et transmissions d’ondes aux jonctions de tubes.

x

r̃1(x)

x

r̃2(x)

W1

W1

W2
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W3

W3

Q0
a Q1

a Q2
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a Q4
a
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W1

W2
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W3

W3

W3

W3

Q0
s Q1

s Q2
s Q3

s Q4
s

W2

W2

Q1
a

k −k

1+k

1−k

W2

W2

Q1
s

Rs Rs

1+Rs

1+Rs

Fig. 1.9 – Modélisation d’un tube à section variable par un réseau de cylindres (à gauche) ou de cônes
(à droite). De ces approximations, un réseau de Kelly-Lochbaum est obtenu pour les cylindres (voir
[MG76]) ou pour les cônes (voir [V9̈5]). La partie inférieure présente la structure du quadripôle d’une
cellule de Kelly-Lochbaum à la jonction de 2 tronçons de tube.

Considérons la connexion de 2 tronçons de cylindres de rayons respectifs r1 et r2 et de sections
S1 = πr21 et S2 = πr22 . Le quadripôle Q1

a représentant la jonction des 2 tronçons contient un coefficient
k qui est associé à la réflexion d’ondes. Il est donné par :

k =
(S1 − S2()
S1 + S2

). (1.30)

Considérons maintenant la connexion de 2 tronçons de cônes de pentes respectives r′1 et r′2 et de
rayon rj à la jonction. Le quadripôle Q1

s représentant la jonction des 2 tronçons contient une fonction
de transfert Rs(s) (dans le domaine de Laplace) qui est associé à la réflexion d’ondes. Rs(s) est une
fonction de transfert du premier ordre donnée par :

Rs(s) =
(α()

s− α
), avec α =

c0
2

(
r′1 − r′2
rj

)
. (1.31)
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Dans le cas de tubes cylindriques ou coniques sans perte, les propagateurs Wn sont des retards
purs donnés dans le domaine de Laplace par :

Wn(s) = e−τns, (1.32)

où τn = Ln/c0 est le temps de propagation à travers un tronçon de longueur Ln.
Dans [Mat94] puis dans [Duc01] ces modèles sont étendus avec la prise en compte des pertes visco-

thermiques (respectivement pour les réseaux de cylindres et de cônes). Cet effet de pertes modifie les
opérateurs de propagations qui deviennent alors :

Wn(s) = D̆n(s) e−τns, avec D̆n(s) := e−ǫn
√
s, (1.33)

où ǫn est le coefficient des pertes du n-ième tube.
La fonction de transfert D̆ représente la dispersion d’ondes due aux pertes visco-thermiques. Il est

prouvé que cette fonction est de module plus petit que 1, et correspond à un système causal et stable.

Remarque 1.8. Dans [vW02] des améliorations à ces modèles de tubes sont apportées en considérant
notamment des réseaux de cônes avec d’éventuelles ruptures de section, et les pertes visco-thermiques.

1.2.3.2 Pertes visco-thermiques dans les tubes

Le phénomène que nous avons nommé pertes visco-thermiques est un effet d’amortissement à
proximité de la paroi du tube, qui est dû à la viscosité de l’air et à la conduction thermique (voir par
exemple [BHKP89] ou [Bru98, p.112-115]). Pour l’application aux tubes de résonateurs d’instruments

à vent nous utilisons l’hypothèse de tubes larges qui s’exprime par r ≫ (l′vλ)
1
2 et r ≫ (lhλ)

1
2 , où r

est le rayon, λ = c0/f la longueur d’onde, l′v et lh les longueurs caractéristiques des effets visqueux
(l′v ≈ 4 10−8m) et des effets thermiques (lh ≈ 6 10−8m). Par exemple, en considérant un rayon
r = 2.5 mm, ce modèle de pertes est valide pour des fréquences f ≫ 3.3 Hz, ce qui est compatible
avec des applications audio pour lesquelles les fréquences audibles sont supérieures à 50 Hz environ.

Dans [Pol91] l’étude de cet effet est étudié, et l’équation dite de Lokshin est obtenue (voir [LR78,
Lok78]). Cet amortissement est proportionnel à la racine carrée de la fréquence et inversement pro-
portionnel au rayon du tube. Dans [Mat94], le modèle est utilisé dans le cadre de la simulation de
tubes acoustiques, et l’équation d’ondes qui caractérise la pression P est donnée par :

∂2
c0tP + 2

κ0

r
∂

3
2
c0tP +

(κ0

r

)2

∂c0tP − ∂2
xP = 0, (1.34)

où ∂z représente la dérivée ∂
∂z par rapport à une variable z et le coefficient κ0 =

√
l′v + (γ − 1)

√
lh ≈

3.5 10−4 m
1
2 .

L’équation (1.34) fait apparâıtre une dérivée fractionnaire 3/2 par rapport au temps : ∂
3/2
t . De

telles dérivées ne sont pas fréquentes, mais sont très étudiées (voir [OS74, SKM87, MR93, Mat02]).
Elles apparaissent dans certains problèmes physiques présentant des phénomènes dits à mémoire
longue : dans les matériaux visco-élastiques (voir par exemple [Cap76, Koe84, BT86]) ou dans les
tubes acoustiques (voir [FD00, LR78, Pol91, Md95, MAM98]). Pour se donner une idée dans le domaine

temporel, notons que la dérivée 1/2 vérifie la relation implicite (∂
1/2
t )◦(∂1/2

t ) = (∂t). Malgré l’apparente
complexité de cet opérateur, sa manipulation dans le domaine de Laplace est délicate mais ne pose
pas de réel problème puisque qu’une dérivé 1/2 devient une multiplication par s1/2 dans le domaine
de Laplace (avec conditions initiales nulles).

Remarque 1.9. Alors que des fractions rationnelles, données par des systèmes d’ordre entier, pro-
duisent des asymptotes de pentes multiples de 20 dB par décade , le fait que l’amortissement soit
proportionnel à la racine carrée produit des asymptotes de pentes multiples de 10 dB par décade. Cer-
taines fonctions mises en jeu par le modèle (telle que D̆) sont dites irrationnelles (en raison de la
racine carrée de s pour D̆).
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Avec ce modèle la fonction représentant la dissipation due aux pertes viscothermiques lors de la
propagation d’ondes à travers le tube, est donnée par D̆(s) = e−ǫ

√
s (voir (1.33)) où ǫ = κ0L

req
√
c0

.

Nous verrons en partie 2.1.3 p.62 ou en annexe F p.168 que les pertes agissent principalement sur
les facteurs de qualité des maxima et minima des impédances de tube. Les prendre en compte est
nécessaire pour une modélisation fine de l’instrument à vent. Cependant la simulation numérique est
plus délicate à obtenir, et nous verrons en partie 1.4 p.55 que les modèles cités ici sont mal adaptés
pour leur simulation, et qu’il est nécessaire de les approximer par des systèmes de degré entier.

1.2.3.3 Réécriture de la structure de Kelly-Lochbaum

La structure obtenue en figure 1.9 pour les réseaux de cylindres est la structure dite de Kelly-
Lochbaum obtenue originellement pour la modélisation du conduit vocal dans [KL62]. Elle est ici
appliquée aux tubes acoustiques d’instruments à vent, et est étendue aux réseaux de cônes avec une
réflexion d’ondes complexe.

Dans [MG73, page 115] la structure d’une cellule représentant une jonction de 2 tubes est modifiée
par un changement de variables. On obtient alors la structure des filtres en treillis, parfois utilisée
pour l’implémentation des filtres numériques récursifs. L’un des avantages de cette structure en treillis
est qu’elle ne fait apparâıtre que 2 réflexions au lieu de 4, ce qui réduit le temps de calcul utilisé par
le processeur.

Cependant, une autre factorisation de la réflexion k ou Rs, plus efficace et sans changement de
variables, permet de ne plus faire apparâıtre qu’une réflexion à simuler. Les 2 formes de la jonctions
de tubes de la figure 1.10 sont équivalentes du point de vue entrée/sortie.

H

H βH

1+βH

1+H

β

Fig. 1.10 – Factorisation de la fonction de réflexion d’une cellule de Kelly-Lochbaum. Pour les jonc-
tions de cylindres : β = −1 et H(s) = k, et pour les jonctions de cônes : β = 1 et H(s) = Rs(s). Alors
que la structure originale fait apparâıtre 4 réflexions H, la forme factorisée fait apparâıtre une seule
fonction H. Ceci a pour intérêt de diminuer la complexité de calcul.

Enfin une factorisation des opérateurs de propagationWn peut être faite comme le montre la figure
1.11. Cette réécriture équivalente du point de vue entrée/sortie du réseau (y±/u), permet également
de diminuer le nombre de retards à simuler, ce qui réduit évidemment le temps de calcul utilisé par le
processeur. Cependant elle n’est utilisable que lorsqu’il n’y a pas d’entrée à droite du réseau, dans le
cas d’un pavillon par exemple. Dans le cas contraire, il est nécessaire de simuler des avances (retards
“négatifs”), donc anticausaux, ce que nous ne pouvons pas faire.
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Fig. 1.11 – Factorisation des propagateurs sur la ligne inférieure. Cette réécriture du réseau permet
de réduire le nombre de propagateurs et donc de diminuer la complexité de calcul.
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1.3 Représentations mathématiques et réalisations numériques

Nous nous intéressons maintenant aux outils mathématiques permettant de représenter ces modèles
physiques, dans le but de leur simulation numérique.

1.3.1 Lois d’interconnexions sur les fonctions de transfert

Connecter 2 portes de 2 quadripôles entre elles consiste à brancher la sortie d’une porte sur l’entrée
de l’autre, et réciproquement comme la partie gauche de la figure 1.12 le montre.

Nous considérons ici la connexion des 2 quadripôles QA et QB, dont les portes sont de taille 1.
Le système défini par une telle connexion donne un nouveau quadipôle équivalent QC . Avec l’algèbre
d’interconnexion de Tassart (voir [Tas99]), on écrit : QC ≡ QA⊙QB, où ≡ est la relation d’équivalence
et ⊙ est l’opérateur d’interconnexion.

replacemen

x0x0

y0y0

x1

y1

x2 x2

y2 y2

QA QB QC
A11

A12

A21

A22
B11

B12

B21

B22
C11

C12

C21

C22

Fig. 1.12 – Quadripôle équivalent de la connexion de 2 quadripôles

Pour des systèmes linéaires, il est possible de calculer algébriquement les 4 fonctions de transfert du
quadripôle équivalent QC à partir des 4 fonctions de transfert des 2 quadripôles QA et QB. Que ce soit
en temps continu (transformées de Laplace) ou en temps discret (transformées en Z), les expressions
algébriques des fonctions de transfert de QC sont

C11 = A11 +
A12B11A21

1 −A22B11
, (1.35)

C12 =
B12A12

1 −A22B11
, (1.36)

C21 =
A21B21

1 −A22B11
, (1.37)

C22 = B22 +
B12A22B21

1 −A22B11
. (1.38)

Ce résultat est simplement l’équivalent de la fonction de transfert d’un asservissement en boucle
fermée. Par exemple, la fonction de transfert en boucle fermée HBF de l’asservissement de la figure
1.13, est donnée à partir de sa boucle ouverte HBO et de la boucle G par la formule qui suit

HBF :=
(Y ()
X
)= (HBO()

1 −GHBO
). (1.39)

X YHBO

G

Fig. 1.13 – Schéma d’un asservissement en boucle fermé

Dans le cas simple de fractions rationnelles en la variable complexe (s pour le temps continu ou
z pour le temps discret) et sans retard, une condition nécessaire pour la stabilité d’un tel asservisse-
ment est que GHBO 6= 1 (ou A22B11 6= 1) dans la bande de convergence (C+

0 en temps continu ou
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l’extérieur du disque unité en temps discret). L’étude de stabilité peut se faire par des outils standard
de l’automatique tel que le critère de Nyquist.

Remarque 1.10. Cependant dans la suite de ce travail, puisque nous étudions des systèmes linéaires
passifs, il suffira alors de vérifier les conditions |A22| < 1 et |B11| < 1 dans la bande de convergence.

Une telle réécriture du système est intéressante pour plusieurs raisons :

– Dans certains cas, l’écriture du quadripôle équivalent permet de simplifier sa structure (voir par
exemple la partie 2.4 p.79).

– Cela peut être utile pour prouver l’équivalence du point de vue entrée/sortie de 2 formes
différentes d’un système (voir par exemple la partie 2.3 p.71).

– Comme le montre la partie gauche de la figure 1.12, il y a la présence d’une boucle instantanée
sans retard, qui ne peut pas être simulée en temps discret tel quelle. Une solution consiste donc
à réécrire explicitement le système sans boucle instantanée, en utilisant les lois d’interconnexion
(1.35-1.38). Nous parlerons de “débouclage”.

– Considérant un réseau droit de N quadripôles, en itérant N − 1 fois les calculs, il est possible
de déduire les réflexions et transmissions globales du système comme le montre la figure 1.14.
Ceci peut nous permettre de calculer l’impédance d’entrée et la transmittance d’un résonateur
acoustique complet.
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• Itération 1 −→

• Itération 2 −→

• Itérations 3 à N−2

• Itération N−1 −→

Fig. 1.14 – Calcul itératif du quadripôle E1 équivalent à un réseau droit de N quadripôles An

Remarque 1.11. Nous verrons en partie 1.3.5 page 46 d’autres lois d’interconnexion qui produisent
la représentation d’état du système équivalent à partir des représentations d’état des sous-systèmes de
départ.

1.3.2 Introduction aux représentations diffusives et approximation

La modélisation de la partie 1.2.3 p.35 fait apparâıtre dans le réseau du tube avec pertes la fonction
de transfert D̆(s) = exp(−ǫ√s), qui tient compte de la dissipation due aux pertes visco-thermiques
(cf. §1.2.3.2 p.37) lors de la propagation d’ondes dans les tronçons cylindriques ou coniques.

D̆ est en fait la transformée de Laplace d’un opérateur pseudo-différentiel (voir [Sta94]) corres-
pondant à un système linéaire de dimension infinie. Pour les représenter, dans [Mon98] et [Mat98],
les représentations diffusives fournissent un formalisme adapté à leur modélisation. Dans ces travaux,
de tels opérateurs sont représentés par la convolution sur une famille infinie d’exponentielles amorties
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exp(−ξt). Ainsi, la fonction de transfert D̆ se comporte comme une somme infinie de fonctions de
transfert du premier ordre. Dans [HM06b] on trouve2 :

D̆(s) = e−ǫ
√
s = s

∫ +∞

0

µ̆(ξ)

s+ ξ
dξ + D̆(0), (1.40)

avec µ̆(ξ) = sin(ǫ
√
ξ)

πξ et D̆(0) = 1.

Un système représenté par (1.40) est particulièrement difficile à simuler puisqu’il est de dimension
infinie. Une solution est de discrétiser le spectre du système pour obtenir un système de dimension
fini N approximant le système initial. Cela donne :

D̃(s) = s

N∑

n=1

µn
s+ ξn

+ D̆(0) = −
N∑

n=1

ξnµn
s+ ξn

+

(
N∑

n=1

µn + D̆(0)

)
, (1.41)

où les réels ξn et µn sont à identifier. Pour n ∈ [1, N ]N, −ξn est le n-ième pôle de l’approximation D̃
et µn est le poids associé.

Dans le cas des réseaux de Kelly-Lochbaum pour des connexions de cylindres ou de cônes (cf. §1.2.3
p.35), le nombre de tronçons impose de choisir un ordre N suffisament petit pour ne pas augmenter
la charge de calcul nécessaire à la simulation numérique en temps-réel.

Prenons l’exemple des cônes : après la factorisation des réflexions (cf. §1.2.3.3 p.38), à chaque
tronçon de tube sont associés : une jonction de tube simulée par un système d’ordre 1, un retard τ
simulé par un tampon circulaire, et un amortissement simulé par (1.41) d’ordre N . Dans le cas sans
perte, N = 0 est suffisant puisque D̆(s)ǫ=0 = 1. En conséquence avec pertes, prendre N = 1 revient
à doubler le nombre de pôles à simuler par rapport au cas sans perte, N = 2 revient à le tripler, etc.
Ainsi on peut considérer qu’un choix raisonnable serait N ≤ 4.

Dans [HM06b], deux méthodes d’approximation sont comparées pour des cas généraux et sont
appliquées sur plusieurs exemples d’opérateurs. Ici nous présentons les résultats obtenus par une
optimisation non linéaire des ξn et µn pour N ≤ 4, ce qui donne au plus 8 paramètres à optimiser.
Le critère à miniser est l’erreur quadratique relative pondérée et calculée sur un intervale de l’axe de
Fourier [ω−, ω+] :

C =

m=M∑

m=1

∣∣∣∣∣
D̆(iωm) − D̃(iωm)

D̆(iωm)

∣∣∣∣∣

2

Wm, (1.42)

où ω− = ω1 < ω2 < · · · < ωM < ωM+1 = ω+, et Wm = logωm+1−logωm est la pondération favorisant
les basses fréquences avec une échelle logarithmique. La procédure d’optimisation repose simplement
sur la fonction fminsearch de Matlab c© , mais nous ne la détaillons pas d’avantage ici. L’optimisation
des représentations diffusives sera traitée en détail dans le chapitre 4.

La figure 1.15 présente les résultats de l’optimisation pour ǫ = 7.10−3 sur l’intervale des fréquences
[1, 22000]Hz. D̆ est approximée avec 1, 2 et 4 pôles. Ces résultats sont affichés dans le domaine de
Fourier (module, phase et erreur relative), ainsi que dans le domaine temporel. Les réponses impulsion-
nelles des approximations sont comparées à la réponse impulsionnelle de D̆ (transformée de Laplace
inverse) qui est donnée par (voir par exemple [AS70, équation 29.3.82]) :

d̆(t) = TL−1
{
D̆
}

(t) =
ǫ

2
√
πt3

exp

(
− ǫ

2

4t

)
, t > 0. (1.43)

2Les détails sont présentés sur une fonction plus complexe en partie 3.2 p.96.
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Fig. 1.15 – Résultats de l’optimisation de la fonction D̆ par des fonctions de transfert de dimension

finie : eDn est l’approximation de D̆ avec n pôles. Ici ǫ = 7.10−3 s
1
2 , ω− = 1 Hz et ω+ = 22 kHz.

1.3.3 Représentations d’état

Pour une construction automatique des résonateurs, l’utilisation des représentations d’état des
éléments nous semble bien adaptée. Par exemple, ce formalisme nous permet de résoudre les problèmes
de boucles instantanées de façon systématique et à partir de calculs matriciels en numérique (voir pour
plus de précision 1.3.5 p.46). De plus ces représentations rendent possible l’utilisation de manipulations
algébriques bien connues en automatique (cf. §1.3.6 p.47).

Notons U le vecteur d’entrée et Y le vecteur de sortie, de taille (N×1), rangés de sorte que l’entrée et
la sortie de la n-ième porte sont respectivement Un et Yn. Nous cherchons à présent à réécrire chaque
élément avec la représentation d’état qui a la forme suivante dans le domaine de Laplace

{
s X(s) = A X(s) +B U(s),
Y (s) = C X(s) +D U(s),

(1.44)

où X est le vecteur d’état de taille (J×1), A est la matrice (J×J) de la dynamique, B est la matrice
(J×N) de contrôle, C est la matrice (N×J) d’observation, et D est la matrice (N×N) de lien direct. J
(le nombre de sous-états) est la dimension du système.

Tous les éléments tels que l’embouchure, le rayonnement et les cellules de jonction de tubes sont
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modélisables ou approchables par des systèmes de dimensions finie qui peuvent être représentés par
une représentation d’état associée (voir [MHM09b]). Cependant les opérateurs de propagations sont
traités différemment.

1.3.3.1 Jonctions à N portes

Les cellules JN représentant la jonction entre N éléments ne contient que des coefficients réels
constants. Par conséquent, ce système n’a pas de dynamique, ce qui conduit à une représentation d’état
“dégénérée” pour laquelle J=0 : dim(X)=(0, 1), dim(A)=(0, 0), dim(B)=(N, 0) et dim(C)=(0, N).
Cependant le formalisme des représentations d’état reste pratique, et de nombreux logiciels de calcul
scientifique sont capables d’utiliser des matrices vides (Matlab c© ou Maple c© par exemple). A partir
de (1.14) de la page 30, la représentation d’état “dégénérée” de la jonction JN est donnée par

A = [ ] , B = [ ] , C = [ ] , D = JN . (1.45)

1.3.3.2 Rayonnement acoustique

En utilisant (1.22) et (1.20) de la page 34, les expressions de la réflexion et de la transmission, la
forme canonique pour l’observation conduit à la représentation d’état suivante

A =

[
0 1

−a0 −a1

]
, B =

[
0
1

]
, C =

2ωrZcZs
(Zs + Zc)2

[
−ωr

(αr−2ξr)

]T
, D =

1

Zs + Zc

[
Zs − Zc

2Zs

]
,

avec a0 =
Zcω

2
r

Zs + Zc
, et a1 =

ωr(2Zcξr + Zsαr)

Zs + Zc
. (1.46)

Si a1 6= 2
√
a0, la matrice A est diagonalisable3 dans C, alors le changement de variable X ′ = P−1X

est calculé où P est la matrice des vecteurs propres de A. La matrice de la dynamique devient P−1AP ,
et la forme diagonale équivalente est

{
s X ′(s) = (P−1AP ) X ′(s) + (P−1B) U(s),
Y (s) = (CP ) X ′(s) + D U(s).

(1.47)

1.3.3.3 Embouchure

A partir de l’expression des 4 fonctions de transfert du quadripôle de l’embouchure Qmp (voir (1.18)
de la page 33), la forme canonique pour l’observation conduit à la représentation d’état suivante

A =




0 1 0 0
−a0 −a1 0 0
0 0 0 1
0 0 −a0 −a1


, B =




0 0
1 0
0 0
0 1


, C =

2

MaCa




1+RaYc 1
MaYc 0

1 −1

0 −
Ca
Yc




T

, D =
[
−1 0
0 1

]
,

avec a0 =
2+RaYc
MaCa

, et a1 =
Ca/Yc+RaCa+MaYc

MaCa
. (1.48)

Si a1 6= 2
√
a0, la matrice A est diagonalisable dans C, et sa diagonalisation est faite pour obtenir

la forme diagonale du système.

3On vérifie que A a une valeur propre double si et seulement si a1 = 2
√
a0. Dans ce cas elle vaut λ = −

√
a0 et

l’espace propre est de dimension 1 (rg(λI2 −A) = 1).
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1.3.3.4 Jonctions de cylindres

Les cellules Qa représentant la jonction entre 2 tronçons cylindriques contiennent un coefficient
constant k. A partir de la factorisation des réflexions de la figure 1.10 (page 38), nous obtenons les
matrices de la représentation d’état “dégénérée” :

A = [ ] , B = [ ] , C = [ ] , D =

[
k 1 − k

1 + k −k

]
. (1.49)

1.3.3.5 Jonctions de cônes

Les cellules Qs représentant la jonction entre 2 tronçons coniques contiennent la fonction de
réflexion Rs(s). A partir de la factorisation des réflexions de la figure 1.10 (page 38), nous obtenons
les matrices de la représentation d’état :

A =
[
α
]
, B =

[
1 1

]
, C =

[
α
α

]
, D =

[
0 1
1 0

]
. (1.50)

1.3.3.6 Propagateurs

Pour la partie contenant les opérateurs de propagationW (s), nous procédons différemment. Premiè-
rement nous séparons les retards purs e−τs et les opérateurs de dissipation D̆(s) dus aux pertes visco-
thermiques en 2 quadripôles différents. Ces quadipôles sont nommés Qdisp et Qdel comme le montre
la figure 1.16.

Qp Q′
p Qdisp Qdel

W (s)

W (s)

e−τs

e−τs

e−τs

e−τs

D̆(s)

D̆(s)

D̆(s)

D̆(s)

Fig. 1.16 – Séparation des opérateurs de propagation en 2 quadripôles

Le quadripôle Qdel contient deux opérateurs de retard τ . Dans ce cas il peut toujours être représenté
par un système d’équations du type (1.44) pour les représentations d’état, mais avec des matrices A,
B, C et D qui ne sont plus constantes mais contiennent e−τs. Les matrices associées à Qdel s’écrivent
alors :

A = [ ] , B = [ ] , C = [ ] , D′(s) = D e−τs =

[
0 1
1 0

]
e−τs . (1.51)

Il s’agit donc de la représentation d’état “dégénérée” (avec des matrices vides) d’un système à retard
où la matrice de lien direct D est multipliée par le retard e−τs. Notons que cette représentation n’est
pas courante, mais reste néammoins pratique pour l’étude de stabilité et pour la simulation.

Pour la simulation, l’opérateur D̆(s) est approximé par un système de dimension finie K donné

par sa fonction de transfert D̃(s). Avec l’expression (1.41), les matrices de la représentation de Qdisp

sont données par

A =

[
α 0
0 α

]
, B =

[
1K 0
0 1K

]
, C =

[
0 γ

γ 0

]
, D =

(
K∑

k=1

µk + D̆(0)

)[
0 1
1 0

]
. (1.52)

avec α = − diag
([
ξ1, ξ2 . . . , ξK

])
, γ = −

[
ξ1µ1, ξ2µ2, . . . , ξKµK

]
, et 1K =

[
1, 1, . . . , 1

]T
.
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1.3.4 Discrétisation

Pour la simulation numérique, nous cherchons à obtenir les versions à temps discret des représenta-
tions d’état à temps continu obtenues précédemment.

Une représentation d’état d’un système à temps discret prend la forme suivante
{
z Xd(z) = Ad Xd(z) +Bd Ud(z),
Y d(z) = Cd Xd(z) +Dd Ud(z).

(1.53)

1.3.4.1 Discrétisation des éléments sans retard

Les précédentes représentations d’état conduisent à J filtres du premier ordre indépendants les uns
des autres puisque A est diagonale. Ils s’écrivent chacun

sXj = ajXj + Vj , pour 1 ≤ j ≤ J, (1.54)

où aj = Aj,j et Vj =
∑N

n=1B(j,n)Un. Alors l’utilisation de schémas de discrétisation sur les J équations
scalaires (1.54) conduit à J équations scalaires à temps discret.

Les solutions standard de discrétisation sont les schémas d’Euler implicites et explicites, la trans-
formée bilinéaire (ou la transformée de Tustin), les bloqueurs d’ordre N , l’invariant impulsionnel,
la transposition de pôles et de zéros, etc. Nous ne les détaillons pas ici et renvoyons par exemple à
[Pic89, FPW90, PB87, Neh52, Chu60] pour plus de détails.

Nous avons utilisé la méthode dite du bloqueur d’ordre 1 (voir [FPW90]), qui correspond à la dy-
namique exacte calculée sur une entrée interpolée linéairement. Une bonne propriété de cette méthode
est la possibilité de construire un “mapping” exact des pôles. De plus nous avons pu constater dans un
cas particulier de cônes convergents, que ce schéma de discrétisation conduit à un système équivalent
à temps discret stable, alors que la transformée bilinéaire ou le bloqueur d’ordre 0 par exemple,
conduisent à un système à temps discret équivalent instable.

Les équations récurrentes scalaires équivalentes à (1.54) en temps discret sont pour le bloqueur
d’ordre 1 :

zXd
j = αjX

d
j + (zλ(j,1) + λ(j,0))V

d
j , pour 1 ≤ j ≤ N, (1.55)

où αj = eajTe , λ(j,1) = −1 − αj

a2
j Te

− 1

aj
, et λ(j,0) =

1 − αj

a2
j Te

+
αj
aj
. (1.56)

La version matricielle s’écrit

zXd = AdXd + (zΛ1 + Λ0)U
d, (1.57)

Y d = CXd +DUd, (1.58)

où Λl = diag({λ(j,l)}1≤j≤J)B pour l ∈ {0, 1}, et Ad = diag({αj}1≤j≤J ).
L’équation (1.57) n’est pas une forme standard d’équation de la dynamique des représentations

d’état parce que xn dépend de un (dans le domaine temporel). Pour résoudre ce problème, définissons
le nouveau vecteur d’état W d := Xd − Λ1U

d. Ceci donne

zW d = (AdXd + (zΛ1 + Λ0)U
d) − zΛ1U

d = AdXd + Λ0U
d = Ad(W d + Λ1U

d) + Λ0U
d

= AdW d + (AdΛ1 + Λ0)U
d.

La représentation d’état devient alors standard et s’écrit
{
zW d = AdW d +BdUd,
Y d = CdW d +DdUd,

(1.59)

avec Bd = (AdΛ1 + Λ0), C
d = C et Dd = (CΛ1 +D).
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1.3.4.2 Discrétisation des retards

Pour la simulation numérique dans le domaine temporel, les représentations d’état à temps dis-
cret de tous les éléments sans retard sont calculées. Cependant les retard purs e−τs sont traités
différemment : si τ est commensurable à la période d’échantillonnage Te, c’est-à-dire si τ est un mul-
tiple entier de Te (τ = MTe avec M ∈ N), alors ce retard pur est donné en temps discret par z−M , qui
sera alors simulé par un tampon circulaire à faible coût. Si τ n’est pas commensable à Te alors il est
nécessaire d’ajouter un filtre d’interpolation pour simuler des retards fractionnaires (voir par exemple
[V9̈5, Tas99]).

Donc, la mise en représentation d’état du quadripôle Qdel en temps discret n’est pas nécessaire
pour la simulation avec le formalisme utilisé ici. Néammoins elle peut être utile pour une étude de
stabilité à temps discret

Pour ud et yd l’entrée et la sortie scalaires et Xd un vecteur d’état de taille (M×1), yd = udz−M

devient




zXd =




0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
0 1 0
...

. . .
...

0 0 1 0



Xd +

[
1 0 . . . 0

]T
ud := AddelX

d +Bddelu
d,

yd =
[
0 0 . . . 0 1

]
Xd + 0 ud := CddelX

d +Dd
delu

d.

(1.60)

Ici, l’entrée ud est injectée dans Xd
1 , et la matrice Addel sert à décaler pas à pas les valeurs de Xd

m à
Xd
m+1. L’observation prélève alors Xd

M qui vaut z−Mud. L’équation (1.60) représente une forme de
registre à décalage qui permet de simuler un retard (mais avec un temps de calcul plus élevé qu’un
tampon ciculaire).

A partir de (1.60) on écrit maintenant la représentation d’état à temps discret de Qdel : avec Ud

et Y d les vecteurs (2×1) d’entrée et de sortie, et Xd un vecteur d’états (2M×1) :





zXd =

[
Addel 0
0 Addel

]
Xd +

[
Bddel 0
0 Bddel

]
Ud,

Y d =

[
0 Cddel
Cddel 0

]
Xd.

(1.61)

1.3.5 Lois d’interconnexion sur les représentations d’état

Nous avons vu en partie 1.3.1 page 39 une méthode basée sur les fonctions de transfert pour
“fusionner” deux quadripôles en un nouveau quadripôle équivalent. A partir de la représentation
d’état en temps discret de deux éléments connectés ensemble, une autre méthode équivalente permet
de déduire la représentation d’état du système global.

Nous considérons à nouveau la connexion des 2 quadripôles Q1 et Q2 (cf. Fig. 1.17). Ici les dimen-
sions des portes à la connexion sont quelconques. Le système défini par une telle connexion donne un
nouveau quadripôle équivalent Qe. Dans [DT95], la notation suivante est introduite : Qe ≡ Q1 ⊙Q2,
où ≡ est la relation d’équivalence et ⊙ est l’opérateur d’interconnexion.

Avec la décomposition par blocs des matrices (A,B,C,D) de Q1 et Q2 donnée par (1.62), la
représentation d’état en temps discret de Qe est déduite dans [Tas99, p.31-33] et donnée ici par
(1.63)-(1.66).

Qk





z Xk = AkXk +
[
B+
k B

−
k

] [u+
k

u−k

]
,

[
y+
k

y−k

]
=

[
C+
k

C−
k

]
Xk +

[
dk11 dk12
dk21 dk22

] [
u+
k

u−k

]
.

(1.62)
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u+
1u+

1

y−1y−1

y+
1 =u+

2

u−1 =y−2

y+
2 y+

2

u−2 u−2

(A1, B1, C1, D1) (A2, B2, C2, D2) (Ae, Be, Ce, De)

Fig. 1.17 – Concaténation de 2 quadripôles avec les représentations d’état

Ae =

[
A1 +B−

1 d
2
11γ

+C+
1 B−

1 γ
−C−

2

B+
2 γ

+C+
1 A2 +B+

2 d
1
22γ

−C−
2

]
, (1.63)

Be =

[
B+

1 +B−
1 d

2
11γ

+d1
21 B−

1 γ
−d2

12

B+
2 γ

+d1
21 B−

2 +B+
2 d

1
22γ

−d2
12

]
, (1.64)

Ce =

[
C−

1 + d1
12d

2
11γ

+C+
1 d2

12γ
−C−

2

d1
21γ

+C+
1 C+

2 + d2
21d

1
22γ

−C−
2

]
, (1.65)

De =

[
d1
11 + d1

12d
1
11γ

+d1
21 d1

12γ
−d2

12

d2
21γ

+d1
21 d2

22 + d2
21d

1
22γ

−d2
12

]
, (1.66)

où γ+ et γ− sont les matrices inverses de Id−d1
22d

2
11 et Id−d2

11d
1
22 respectivement, avec pour hypothèse

qu’elles sont inversibles.

Pour la construction modulaire d’instruments virtuels construits par blocs, cette procédure à
comme premier avantage d’être facilement implémentable par calcul numérique (en langage C ou
sous le logiciel Matlab c© ). La méthode de la partie 1.3.1 p.39 nécessite des calculs algébriques sur
des fractions rationnelles qui sont plus délicats à mettre en oeuvre si l’on souhaite implémenter une
procédure automatique de concaténation.

De plus, même si la figure 1.17 se restreint à l’exemple de deux quadripôles, cette méthode permet
de considérer avec un formalisme commun la connexion d’éléments quelconques, autres que des qua-
dripôles, avec des portes de dimension elles-même quelconques. La seule nécessité est de permutter les
entrées de U et les sorties de Y afin de mettre les matrices (A,B,C,D) dans la forme de (1.62).

Cependant, une difficulté concerne les éléments non linéaires ou variables.

Remarque 1.12. Dans [Tas99], ces lois d’interconnexion sont présentées en temps discret (en la
variable z). Cependant il ne s’agit que de calculs algébriques, et les équations (1.63)-(1.66) restent
valables si les matrices (A,B,C,D) sont les matrices d’une représentation en temps continu et de
dimension finie de la variable s.

1.3.6 Outils d’automatique linéaire

Nous présentons quelques résultats connus de l’automatique qui permettent soit de réduire la
complexité de calcul, soit d’étudier la stabilité d’un système donné par une représentation d’état.

Les détails ne sont pas développés ici, seuls les résultats sont présentés et expliqués. Des précisions
peuvent être trouvées dans la littérature : voir par exemple [Kai80], [Pic89] ou [BR05] pour des outils
d’automatique, et [Nic97] pour des études de systèmes à retards.

Remarque 1.13. Nombreux des résultats présentés ici sont identiques en temps continu et en temps
discret. Sauf précision, les matrices (A,B,C,D) correspondent indifféremment à une représentation
d’état à temps continu ou à temps discret.
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1.3.6.1 Réalisation minimale

Observabilité Supposons que les matrices A, B et C d’une représentation d’état soient décomposa-
bles par blocs de la manière suivante4 :

A =

[
Ao 0
A2,1 Ao

]
, B =

[
Bo
Bo

]
,

C =
[
Co 0

]
.

(1.67)

avec pour vecteur d’état X = [Xo, Xo]
T .

Alors on constate que la partie Xo de l’état n’agit pas sur la partie Xo en raison du bloc 0 de A,
et elle n’agit pas non plus directement sur la sortie en raison du bloc 0 de C. En conséquence cette
partie Xo de l’état n’agit pas sur la sortie, que ce soit directement par l’équation de l’observation ou
indirectement par l’intermédiare de Xo. On parle alors de partie non observable du système.

Du point de vue entrée/sortie, il n’est pas nécessaire de simuler cette partie, seule la partie obervable
Xo agit sur la sortie, ainsi une réalisation réduite du système est donnée par les matrices (Ao, Bo, Co).
Notons que la matrice de lien directe reste inchangée.

Contrôlabilité Supposons que les matrices A, B et C d’une représentation d’état soient décomposa-
bles par blocs de la manière suivante5 :

A =

[
Ac A1,3

0 Ac

]
, B =

[
Bc
0

]
,

C =
[
Cc Cc

]
.

(1.68)

avec pour vecteur d’état X = [Xc, Xc]
T .

Alors on constate que l’entrée U n’agit pas sur la partie Xc de l’état en raison du bloc 0 de B. De
plus en raison du bloc 0 de A, la partie Xc n’agit pas sur Xc. Donc pour des conditions initiales nulles
du système (X = 0 pour t ≤ 0), la partie Xc reste à 0. On dit que Xc est une partie non contrôlable
du système contrairement à Xc qui est une partie contrôlable du système.

Dans notre cas, nous considérons un système linéaire au repos pour t < 0, donc avec des conditions
initiales nulles, il n’est pas nécessaire de simuler cette partie autonome qui n’est pas excitée. Ainsi une
réalisation réduite du système est donnée par les matrices (Ac, Bc, Cc).

Forme canonique de Kalman La forme canonique de Kalman (voir [Kal61]) permet de séparer
l’état en 4 parties selon le principe d’observabilité et de contrôlabilité. Elle est donnée par des matrices
écrites par blocs de la manière suivante

A =




Ac,o A1,2 A1,3 A1,4

0 Ac,o 0 A2,4

0 0 Ac,o A3,4

0 0 0 Ac,o


 , B =




Bc,o
Bc,o
0
0


 ,

C =
[

0 Cc,o 0 Cc,o
]
.

(1.69)

avec pour vecteur d’état X = [Xc,o, Xc,o, Xc,o, Xc,o]
T
.

Du point de vue entrée/sortie, seule la partie à la fois observable et contrôlable, notée ici Xc,o,
est nécessaire (cf. Fig. 1.18). Ainsi une réalisation réduite du système est donnée par les matrices
(Ac,o, Bc,o, Cc,o). Cette réalisation est appelée la réalisation minimale du système.

A partir de matrices A, B et C quelconques, il est possible de déterminer un changement d’état
X ′ = P−1X qui permet d’obtenir la forme canonique de Kalman et donc d’en déduire la réalisation

4Les indices o et o signifient respectivement observable et non observable.
5Les indices c et c signifient respectivement contrôlable et non contrôlable.
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U Y
Contrôlable et

Observable

Contrôlable mais
pas Observable

Observable mais
pas Contrôlable

ni Contrôlable
ni Observable

Fig. 1.18 – Diagramme bloc de la forme canonique de Kalman (voir [Kha02, p133])

minimale (voir [BR05, Kha02]). Le logiciel Matlab c© possède plusieurs fonctions permettant de réaliser
numériquement cette opération.

Si la dimension de [Xc,o, Xc,o, Xc,o]
T vaut K 6= 0, alors la réalisation minimale permet de réduire

la dimension du système de J à J −K. Si K = 0, alors le système est observable et contrôlable, il n’y
a pas de réduction possible de la dimension.

Remarque 1.14. La forme factorisée de la jonction de 2 cônes (cf. Fig. 1.10 p.38) peut être
considérée comme la réalisation minimale du système.

1.3.6.2 Forme de Jordan

Pour réduire le coût de calcul, il peut être utile de chercher un changement d’état qui rend la
matrice A creuse.

Si la matrice A est diagonalisable, alors le changement d’état X ′ = P−1X est calculé où P est la
matrice des vecteurs propres de A. Les matrices du système deviennent alors

(A′ , B′ , C′ , D′) = (P−1AP, P−1B, CP, D),

où A′ = P−1AP est diagonale. Pour un système de dimension J , alors que la complexité du produit
AX est de J2, celle du produit A′X ′ est de J . Le temps de calcul est alors considérablement réduit.

Cependant les matrices carrées ne sont pas toujours diagonalisables. En revanche, dans CJ×J elles
admettent toutes une décomposition de Jordan.

La réduction de Jordan (voir [DS88] ou [RB95, §1.5.5 p44]) consiste à décomposer un endomor-
phisme en la somme d’un endormorphisme diagonalisable et d’un endomorphisme nilpotent. Cette
décomposition, dite de Dunford (voir [BS03, p540]), permet d’écrire A = Ad + An, avec Ad diagona-
lisable, et An nilpotente.

Ainsi, A est semblable à une matrice A′ = A′
d + A′

n, avec A′ diagonale constituée des valeurs
propres de A, et A′

n correspondant à la partie nilpotente, constituée de 0 partout sauf sur la diagonale
supérieure qui contient des 0 et des 1. C’est-à-dire qu’il existe un changement d’état X ′ = P−1X qui
donne

A′ = P−1AP =




Jλ1 0 . . . 0
0 Jλ2

...
. . .

0 JλN


 avec Jλ =




λ 1 0 . . .
0 λ 1
...

. . .
. . .

λ 1
0 0 λ



, (1.70)

où λn sont les valeurs propres de A, et Jλ sont appelés blocs de Jordan .

Remarque 1.15. Notons qu’il est possible que plusieurs λn aient la même valeur. C’est par exemple
le cas quand la dimension du sous-espace propre Eλn

est différente de 1.
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Exemple 1.2. Si le sous-espace propre Eλ est de dimension égale à la multiplicité M de λ, alors
l’endomorphisme est diagonalisable sur Eλ. Avec une matrice de passage P choisie convenablement,
on voit apparaitre un bloc diagonale λIM , formée par les M blocs de Jordan Jλ = [λ] de dimension 1.

Avec la décomposition de Jordan, le temps de calcul est également considérablement réduit : pour
un système de dimension J , la complexité du produit A′X ′ est de 2J au lieu de J2 pour le produit
AX . Le logiciel Matlab c© possède plusieurs fonctions permettant de réaliser numériquement cette
décomposition (en passant par du calcul symbolique). Notons cependant, qu’en pratique, les matrices
A sont presque toujours diagonalisables.

1.3.6.3 Etude de stabilité

Systèmes de dimension finie Pour un système de dimension J donné par (A,B,C,D), pour des
vecteurs d’entrée U et de sortie Y , la matrice G telle que X = GU et la matrice de transfert H telle
que Y = HU , sont données par :

G(λ) = C (λIJ −A)
−1
B, (1.71)

H(λ) = C (λIJ −A)
−1
B +D, (1.72)

où IJ est la matrice identité de dimension J , et λ = s pour le cas d’un système à temps continu ou
λ = z pour un système à temps discret.

Les fonctions de transfert du système ont alors un dénominateur commun d(λ) égal au polynôme
caractéristique de A :

d(λ) = det (λIJ −A) . (1.73)

L’étude de la stabilité entrée/sortie du système et de la stabilité des états du système est alors
réalisée en étudiant les valeurs propres de A qui sont les racine de d(λ). Selon des résultats connus :

– En temps continu, avec λ = s, si toutes les valeurs propres de A sont à parties réelles strictement
négatives, alors le système est asymptotiquement stable, dans le cas contraire, il est instable.

– En temps discret, avec λ = z, si toutes les valeurs propres de A sont de modules strictement plus
petits que 1, alors le système est asymptotiquement stable, dans le cas contraire, il est instable.

Remarque 1.16. Il existe des cas où le système de départ n’est pas stable, mais où sa réalisation
minimale est stable. Dans ces cas la partie instable du système correspond aux parties non observables
ou non contrôlables, ainsi les retirer permet de rendre l’état du système stable. Nous avons fait cette
remarque dans l’étude de la stabilité des cônes convergents (voir partie 3.1 p.87 ou [MHM08b]).

Systèmes différentiels à retards Le système représentant un tronçon de tube cylindrique ou
conique, fait intervenir 2 retards égaux exp(−τs). L’équation de la dynamique de ce système prend
alors la forme en temps continu

sX(s) =
(
A+Ad e−τs

)
X(s) +

(
B +Bd e−τs

)
U(s). (1.74)

Les valeurs propres du système sont alors les racines du quasi-polynôme

q(s) := det
(
sIJ −A−A e−τs

)
. (1.75)

La stabilité du système est alors renseignée par la position des valeurs propres par rapport à l’axe
imaginaire (voir [Nic01]). La difficulté est que ce système possède une infinité de valeurs propres, et
cette étude est particulièrement délicate.

Il éxiste dans la littérature plusieurs méthodes pour étudier l’existence des valeurs propres à parties
réelles positives : le critère de Pontryagin (voir [HL93]), l’approche des faisceaux matriciels (voir
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[CGN94, Su94, Su95], la méthode de la D-Subdivision (voir [CM49, KN86]), etc. Dans le cas de
l’étude de stabilité des cônes convergents, nous avons utilisé dans [MHM08b] la méthode de la D-
subdivision, mais en partie 3.1 p.87 nous présentons une preuve plus courte. Des études de stabilité
pour des systèmes à retard faisant intervenir des opérateurs diffusifs, tels que D̆(s), sont faites dans
[Mat94, BP02].

Malheureusement, le système représentant un instrument complet fait intervenir un grand nombre
de retards différents, et l’étude de stabilité en temps continu devient extrêmement difficile. Cependant,
une approche adaptée à notre étude de tubes acoustiques représentés par un réseau d’éléments, consiste
à étudier la stabilité et la passivité de chaque élément isolé et de propager le résultat par récurrence
(voir partie 3.3 p.106) .

Pour les systèmes à temps discret avec retards donnés par z−N , l’étude de stabilité est bien
plus simple parce que le système est de dimension finie et la stabilité est caractérisée par un simple
polynôme en la variable z de degré supérieur à N . On peut alors utiliser les outils standard pour
étudier la stabilité : critère de Jury ou de Schur-Cohn [BR93, §7.2], ou bien numériquement par le
calcul des racines du polynôme caractéristique.

Systèmes diffusifs couplés On s’intéressera dans la suite à une équation aux dérivées partielles
en espace et en temps, avec dérivées fractionnaires en temps. Ce modèle est de la forme générale
suivante : pour z ∈]0, 1[, avec r(z) > 0, η(z), ε(z) ≥ 0, l’inconnue w(t, z) vérifie :

∂2
tw + η(z) ∂

3/2
t w + ε(z) ∂

1/2
t w − 1

r2
∂z(r

2 ∂zw) = 0 . (1.76)

On ajoute à cela des conditions aux limites statiques en z = 0 et z = 1.
Ce modèle est non standard pour deux raisons : il n’y a pas de propriété simple de décroissance de

l’énergie des ondes, à cause de la présence des termes fractionnaires en temps. De plus, les coefficients
étant variables en espace η 7→ η(z), et ε 7→ ε(z), il n’y a pas d’espoir d’obtenir une formule analytique
de la solution, contrairement à ce qui pouvait se passer dans le cas des cylindres (cf. [Md95]).

Cependant, en réutilisant la notion de représentation diffusive (voir partie 1.3.2), on peut prouver
l’existence et l’unicité des solutions de (1.76), et garantir la stabilité asymptotique de cette solution.
L’idée est de passer d’un nombre infini de degrés de libertés à un nombre fini, tout en prenant soin de
préserver la propriété fondamentale de passivité de ces modèles. Ecrivons pour cela :

∫ ∞

0

µβ(ξ)
1

s+ ξ
dξ =

1

sβ
, avec µβ(ξ) ∝

1

ξβ
,

pour ℜe(s) > 0, et aussi :

∫ ∞

0

να(ξ)
s

s+ ξ
dξ = sα , avec να(ξ) ∝ 1

ξ1−α
.

On voit qu’un intégrateur fractionnaire d’ordre 0 < β < 1 ou un dérivateur fractionnaire d’ordre
0 < α < 1 ne sont rien d’autre qu’une aggrégation positive continue de circuits passe-bas (RC)
ou passe-haut (RL). C’est précisément cette méthodologie qui a permis de résoudre les questions
mathématiques d’existence, d’unicité et de stabilité dans les cas de pertes générales et de courbure
quelconque, voir [HM08, Mat09, Mat06, MP05, MAM01].

De manière à mieux comprendre le principe, nous proposons en annexe D un modèle réduit de cela,
qui consiste en la projection de l’équation des ondes précédentes sur un mode, avec la discrétisation
des opérateurs diffusifs en leur approximation (voir (1.40) et (1.41) page 41).

ẍ+ z + ẋ+ y + ω2 x = 0 , (1.77)

où les amortissements sont de 3 types : ẋ = v, instantané en v, y(v), avec mémoire, et comportement
passe-bas, enfin z(v), avec mémoire, et comportement passe-haut.
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1.3.7 Simulations

Dans cette partie nous construisons des guides d’ondes pour un tube test donnés à partir du modèle
de réseaux de cylindres (qu’on nomme ici (M1)) et du modèle de cônes (M2). Nous étudions également
le pas d’échantillonnage spatial nécessaire pour obtenir une réponse impulsionnelle sans artefacts.

1.3.7.1 Tube test et fréquence d’échantillonnage adaptée

Le tube test est défini par r(ℓ) = R0 + ℓα pour ℓ ∈ [0, L], avec L = 49 cm, R0 = 2.5 mm, α = 4. Ce
tube est terminé par une impédance idéalement nulle. La réponse impulsionnelle exacte de la réflexion
globale de ce tube test est notée htest(t) (cf. Fig. 1.19).

p+
e

p+
e

p−e p−e

Z=0 htest

Fig. 1.19 – La réponse impulsionnelle htest représente la réflexion globale du tube test

Définissons la longueur Le par la distance parcourue par l’onde acoustique durant une période
d’échantillonnage Te. Elle est donnée par Le := Tec0.

Maintenant nous choisissons la fréquence d’échantillonnage de sorte que L = 64Le. Pour une
longueur de tube L = 49 cm et avec K = 64, la fréquence d’échantillonnage est donnée par Fe =
1/Te = c0/Le = Kc0/L ≈ 44924 Hz.

1.3.7.2 Echantillonnage spatial “idéal” du tube test

Pour (M1) sans perte, la réponse impulsionnelle h1 associée à des tronçons de tubes de longueur
δz donne

h1(t) =
+∞∑

n=0

anδ(t− 2n δz/c0) (1.78)

où δ(.) est la distribution de Dirac, et les coefficients an peuvent être déduits à partir des coefficients
de réflexion k avec (1.30). Ainsi le choix δz = c0Te/2 = Le/2 conduit à une réponse impulsionnelle
échantillonnée h(tn) = an qui évite de “capter les zéros” intercalés. En conséquence, selon ce résultat,
un “échantillonnage” correct du tube test pour le modèle (M1) correspond à 2K = 128 tronçons de
tubes cylindriques.

Avec des pertes visco-thermiques (ǫ > 0), la réponse impulsionnelle en temps continu devient
plus lisse puisque les pertes introduisent de la dissipation via D̆ qui correspond à une réponse im-
pulsionnelle lentement décroissante. Mais cet effet n’est pas suffisant pour réduire les artefacts dus
à l’échantillonnage du tube test, et le nombre de tronçons doit toujours être 2K = 128 (voir figures
1.20-(a,b,c)). Cet échantillonnage spatial “idéal” correspond à des longueurs de tronçons cylindriques
égales à δz1 := Le/2.

Pour (M2), la réponse impulsionnelle h2 en temps continu implique des exponentielles décroissantes
dues aux fonctions de transfert Rs(s) (voir [GKP90, BKC99]). Choisir un nombre de tronçons coniques
égal à K = 64 suffit pour éviter les artefacts que l’on observerait avec un échantillonnage moins fin
(voir figures 1.20-(d,e,f)). Cet échantillonnage “idéal” correspond à des longueurs de tronçons coniques
égales à δz2 := Le.

Notons que la simulation numérique de 128 cylindres est en fait approximativement équivalente à
la simulation de 64 cônes en terme de complexité de calcul. Cela vient du fait que la version numérique
de (M2) implique des filtres du premier ordre dans les cellules des jonctions de tube, et non plus de
simples coefficients k pour (M1).
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1.3.7.3 Construction et simulation d’une version numérique

La structure de Kelly-Lochbaum est construite pour chacun des modèles (M1) et (M2), avec la
factorisation des réflexions et la factorisation des propagateurs (cf. §1.2.3.3 p.38).

– Les réflexions Rs(s) sont discrétisées en Rds(z) en utilisant le bloqueur d’ordre 1.

– La dispersion D̆(s) est approximée par D̃(s) avec 3 pôles (voir (1.41)), et discrétisée en D̃d(z).

– Enfin les retards exp(−MTes) sont discrétisés en z−M et simulés par des “tampons circulaires”6.

La figure 1.20 compare les résultats obtenus pour les modèles (M1) et (M2) avec les 3 échantillon-
nages du tube test suivant : δz = 16δzk, δz = 4δzk et δz = δzk, pour k ∈ {1, 2}. Le dernier cas
correspond à l’échantillonnage “idéal” du tube. On observe les artefacts de la réponse impulsionnelle
avec de mauvais échantillonnages, qui disparaissent dans le dernier cas.

Remarque 1.17. Pour l’échantillonnage “idéal” du modèle (M1), la longueur des tronçons cylin-
driques est δz1 = Le/2, qui correspond à un retard de Te/2. Cependant la factorisation des retards
dans la structure de Kelly-Lochbaum (cf. Fig. 1.11) fait apparâıtre des retards doubles sur la ligne

retour. En conséquence les retards à simuler en temps discret sont z−1 et non z−
1
2 .

6Les tampons circulaires sont des “files d’attentes” FIFO (First In/First Out) gérées de façon circulaire. Ils permettent
ici de simuler un retard Z−M à faible coût avec 3 opérations à chaque étape : lecture du plus viel échantillon, écriture
de l’entrée dans le tampon et incrémentation (modulo M) de l’indice.
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Fig. 1.20 – Réponses impulsionnelles de la simulation de réseaux de cylindres ou de cônes dans le
domaine temporel (le temps en abscisse (ms)) : (a) réseau de 8 cylindres, (b) réseau de 32 cylindres,
(c) réseau de 128 cylindres, (d) réseau de 4 cônes, (e) réseau de 16 cônes, (f) réseau de 64 cônes. Les
courbes pointillées correspondent à la réponse impulsionnelle du tube correctement échantillonnée pour
les cylindres et les cônes.

.
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1.4 Problématique

Comme nous venons de voir, la modélisation des tubes acoustiques à section variable par un réseau
de cylindres ou de cônes impose un échantillonnage du tube original relativement fin, et qui dépend
de la fréquence d’échantillonnage utilisée.

Cependant la simulation des fonctions de dispersions dues aux pertes visco-thermiques occupe une
importante part dans l’utilisation du processeur. En effet, pour une approximation avec 3 pôles, la
simulation numérique des fonctions D̃d(z) demande approximativement les 3 quarts de l’utilisation
totale du processeur.

Or une réduction du nombre de pôles de D̃(s) diminue évidemment la qualité de l’approximation
et donc de la modélisation du tube.

Pour tenter de réduire le coût de calcul sans réduire la qualité du modèle, une solution est de
diminuer le nombre de tronçons de tube à simuler. Pour ce faire nous devons considérer un autre
modèle acoustique qui permette d’approximer le profil original du tube test avec moins de tronçons.

Dans [Ber99], est étudié un modèle de tubes acoustiques permettant de prendre en compte la
courbure du rayon. Avec l’approche des Guides d’Ondes, il est alors possible de sous-échantillonner
spatialement le tube avec un nombre réduit de tronçons. Cependant les pertes visco-thermiques ne
sont pas prises en compte.

Dans la partie suivante, nous allons étudier un modèle acoustique qui prend en compte à la fois
les pertes visco-thermique et la courbure du tube. Nous allons également chercher et mettre en place
une structure adaptée à la simulation en Guides d’Ondes à faible coût.
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Ce chapitre présente un modèle physique de tubes acoustiques à symétrie de révolution, avec
une section variable et la prise en compte des pertes visco-thermiques à la paroi. Contrairement aux
modèles de réseaux de cylindres et de cônes, grâce à la courbure des tronçons, le modèle étudié ici
permet d’échantillonner spatialement le rayon du tube avec un nombre plus petit de tronçons et sans
contrainte sur le pas d’échantillonnage. Puisque le tube est approximé avec moins de tronçons, le
nombre de fonctions de transfert à simuler est lui aussi réduit. Ainsi, il sera possible d’augmenter la
dimension de l’approximation des pertes, et donc la qualité, sans augmenter le coût de calcul global
pour le temps-réel par rapport aux deux modèles présentés dans le chapitre précédent.

Pour respecter le formalisme des guides d’ondes, il est intéressant d’obtenir une structure de la
forme des réseaux de Kelly-Lochbaum pour le modèle étudié. Cependant avec ce modèle, le système
modélisant un tronçon de tube fait intervenir des opérateurs non standard en acoustique, et l’obtention
de ce type de structure n’est pas évidente.

Le sujet de ce chapitre est de présenter le modèle acoustique utilisé et la méthode que nous avons
employée pour arriver à la structure de la forme des réseaux de Kelly-Lochbaum. Le chapitre est
organisé de la façon suivante :

Dans la première partie, nous présentons le modèle acoustique utilisé, le modèle de Webter-Lokshin.
Puis des solutions sont obtenues soit numériquement pour des tubes de rayon quelconque de classe C1

(c-à-d avec continuité de rayon et de pente), soit analytiquement pour des cas particuliers de tubes
à courbure constante. De ces solutions analytiques on déduit pour un tronçon donné un système du
type quadripôle qui a pour entrées et sorties des ondes progressives. Les fonctions de transfert de ce
système représentent les effets globaux du tronçon sur les ondes.

Dans la deuxième partie, nous étudions ces effets globaux du tronçon et en isolons des effets
acoustiques “élémentaires”. Une interprétation physique de ces phénomènes acoustiques donne une
écriture “symbolique” du système. Puis une identification mathématique permet de déterminer les
expressions des fonctions de transfert de la structure. Nous présentons différentes formes de quadripôles
obtenues à partir du modèle de Webster-Lokshin. L’une de ces formes est particulièrement intéressante
puisqu’elle isole les 2 uniques retards associés au transport d’ondes progressives, et fait apparâıtre
séparément les effets de la géométrie du tube : effet de rupture de section, de pente et de courbure.
Nous appelons cette forme : la forme décomposée.

Dans la troisième partie, nous étudions les fonctions de transfert des réflexions et transmissions
d’ondes aux jonctions lorsqu’on concatène deux tronçons de tubes. Pour 4 cas particuliers de jonctions
de tubes, une simplification algébrique à l’interface de 2 quadripôles, mis sous la forme décomposée, fait
apparâıtre des réseaux de Kelly-Lochbaum avec des fonctions de transfert connues dans la littérature.
Ainsi cette structure permet de rassembler les résultats connus de la littérature avec un formalisme
commun, et d’étendre la modélisation à des cas plus généraux.
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2.1 Modèle de Webster-Lokshin et variables d’état

2.1.1 Équations du modèle pour la pression et le débit acoustique

Le modèle de Webster-Lokshin est un modèle à dépendance mono-spatiale, qui caractérise la
propagation linéaire d’ondes acoustiques dans des tubes à symétrie axiale, avec l’hypothèse faible
de quasi-sphéricité des isobares au voisinage de la paroi (voir [H0́3, H0́2]), et prenant en compte
les pertes visco-thermiques à la paroi (voir [Pol91, LR78, Lok78]) avec l’hypothèse des tubes larges
(cf. §1.2.3.2 p.37). La pression acoustique P et le débit acoustique U sont gouvernés par les 2 équations
suivantes, données dans le domaine de Laplace :

([(
s

c0

)2

+ 2ε(ℓ)

(
s

c0

) 3
2

+ Υ(ℓ)

]
− ∂2

∂ℓ2

){
r(ℓ)P (ℓ, s)

}
= 0, (2.1)

ρ0 s
U(ℓ, s)

S(ℓ)
+

∂

∂ℓ
P (ℓ, s) = 0, (2.2)

où s ∈ C est la variable de Laplace (ℑm(s) = ω est la pulsation), ℓ est l’abscisse curviligne à la
paroi, r(ℓ) est le rayon du tube, S(ℓ) = πr(ℓ)2 est l’aire d’une section, ε(ℓ) quantifie les pertes visco-
thermiques et Υ(ℓ)=r′′(ℓ)/r(ℓ) représente la courbure du tube. L’équation (2.1) est appelée l’équation
de Webster-Lokshin1, et (2.2) est l’équation d’Euler satisfaite en dehors de la couche limite associée

aux pertes visco-thermiques. Le coefficient des pertes ε(ℓ) est donné en m− 1
2 par

ε(ℓ) = κ0

√
1 − r′(ℓ)2

r(ℓ)
. (2.3)

Remarquons que l’équation standard des pavillons (voir [Web19]2) correspond à (2.1) sans perte
(ε(ℓ) = 0) et sous hypothèse d’ondes planes (ℓ est remplacée par la coordonnée axiale z). Les cylindres
et les cônes sont caractérisés par Υ(ℓ) = 0. Dans la suite de ce chapitre, nous considérons Υ positif
ou nul, ce qui correspond à des tubes cylindriques, coniques ou évasés. Le cas des courbures négatives
nécessite une étude plus spécifique pour obtenir une réalisation stable en guides d’ondes (voir [Ber99]).
Nous y reviendrons en partie 3.4 p.112.

En notant r(z) le rayon du tube en fonction de la coordonnée axiale z, l’abscisse curviligne vaut

ℓ(z) =

∫ z

0

√
1 + r′(z)2 dz (2.4)

et r(z) = r(ℓ(z)). En conséquence, |r′(ℓ)| < 1 et r′(ℓ) → 1 quand r′(z) → +∞.
Pour des conditions standard, les constantes physiques sont données par : la masse volumique

ρ0 =1.2 kg.m−3, la célérité du son c0 =344 m.s−1, le coefficient κ0 =
√
l′v + (γ − 1)

√
lh ≈3.5 10−4 m

1
2

où l′v et lh sont les longueurs caractérisques des effets visqueux (l′v) et thermiques (lh) (voir [Bru98]).

2.1.2 Ondes progressives dans les tubes à section variable

En partie 1.1.2 page 28, un changement d’état est présenté. A partir de l’état acoustique (P,U),
il définit de nouvelles variables p± qu’on appelle ondes progressives pour les cylindres. Cependant,
nous avons vu qu’elles sont progressives et découplées uniquement pour les cylindres que nous avons
nommés tubes de “référence”.

Ici, nous rappelons ce changement de variables et nous en donnons deux autres. Nous verrons pour
chacun d’entre eux leurs propriétés dans le cas du modèle de Webster-Lokshin, à savoir si les variables
associées sont progressives et découplées.

1A notre connaissance l’équation (2.1) apparâıt pour la première fois dans [H0́3], et son nom dans [HM03]. L’origine
du nom vient du fait que cette équation prend en compte deux phénomènes : la variation du profil (équation de Webster
[Web19]) et les pertes visco-thermiques pour les tubes larges (équation de Lokshin [LR78, Lok78] en 1978).

2L’équation des pavillons est originellement due à Bernoulli [Ber64] et Lagrange [Lag61] dont les travaux ont été
rassemblés dans [Eis67].
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2.1.2.1 Changement de variables de type ondes planes p±

Rappelons la définition des variables p+ et p− donnée en partie 1.1.2 et donnons la relation inverse
[
p+(ℓ, s)
p−(ℓ, s)

]
=

1

2

[
1 Zc
1 −Zc

] [
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
, (2.5)

[
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
=

[
1 1
Yc −Yc

] [
p+(ℓ, s)
p−(ℓ, s)

]
, (2.6)

où Zc = 1/Yc = ρ0c0/Sc est l’impédance caractéristique d’un cylindre de référence sans perte de
section Sc = πr2c choisi arbitrairement.

Dans le cas du modèle de Webster-Lokshin, on montre que ces variables ne sont ni découplées ni
parfaitement progressives avec pertes visco-thermiques (ε(ℓ) 6= 0), néanmoins elles préservent le prin-
cipe de causalité et gardent un sens physique aux jonctions de tubes. De plus, nous verrons en partie
2.4 p.79 qu’après connexion de 2 tubes, ces variables disparaissent de la structure de modélisation, si
bien qu’elles ne sont pas simulées. En conséquence, la modélisation d’un réseau de tronçons de tubes,
ne dépend pas du choix de Zc qui est arbitraire.

Remarque 2.1. Modéliser un élément par un système ayant comme variables d’entrée et de sortie
p+ et p−, revient en réalité à considérer des conditions frontières imposées par des tubes cylindriques
de rayon rc semi-infinis (ou anéchöıques) connectés à chaque porte.

Puis connecter un élément sur le système, permet de “remplacer” les conditions frontières du tube
de référence, par celles du nouvel élément.

Remarque 2.2. Nous verrons en partie 2.3.2 p.74, que l’utilisation de ces ondes comme variables
d’échange, permet de faire apparâıtre explicitement l’effet de changement de sections entre deux tubes.

Nous présentons maintenant deux changements d’états qui définissent des variables qui restent
progressives pour le modèle de Webster-Lokshin.

2.1.2.2 Changement de variables de type ondes planes φ±

Les deux équations suivantes donnent la définition des variables φ+ et φ− à partir de l’état (P,U),
et la relation inverse[

φ+(ℓ, s)
φ−(ℓ, s)

]
=
r(ℓ)

2

[
1 Z(ℓ)
1 −Z(ℓ)

] [
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
, (2.7)

[
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
=

1

r(ℓ)

[
1 1

Y (ℓ) −Y (ℓ)

] [
φ+(ℓ, s)
φ−(ℓ, s)

]
, (2.8)

où Z(ℓ) = 1/Y (ℓ) = ρ0c0/S(ℓ) avec S(ℓ) = πr(ℓ)2. L’annexe E (page 166) donne ces deux équations
sous forme de quadripôles de conversion.

Avec le modèle de Webster-Lokshin (voir les équations (2.1) et (2.2) en page 59), ces ondes sont
gouvernées par le système couplé (voir [H0́6])





(
s

c0
+

∂

∂ℓ

)
φ+(ℓ, s) = +ζ(ℓ)φ−(ℓ, s) − ε(ℓ)

(
s

c0

) 1
2

φ(ℓ, s),

(
s

c0
− ∂

∂ℓ

)
φ−(ℓ, s) = −ζ(ℓ)φ+(ℓ, s) − ε(ℓ)

(
s

c0

) 1
2

φ(ℓ, s),

(2.9)

où φ = φ+ + φ− = rP , et ζ = r′/r. L’opérateur
(
s/c0 ± ∂ℓ

)
est l’opérateur de transport et le membre

de droite décrit le couplage de ces ondes progressives dû à ζ(ℓ) et les pertes visco-thermiques.
Dans le cas d’ondes planes se propageant dans un tube cylindrique sans perte (ε(ℓ) = 0 et ζ(ℓ) = 0),

l’état acoustique φ± correspond à des ondes progressives découplées. Pour le modèle de Webster-
Lokshin, en plus de l’opérateur de transport, le second membre de (2.9) vient perturber ces ondes
par des termes de couplage. Ces ondes peuvent encore être interprétées comme des ondes progressives
couplées : elles sont compatibles avec le principe de causalité.
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2.1.2.3 Changement de variables de type ondes sphériques ψ±

Les deux équations suivantes donnent la définition des variables ψ+ et ψ− à partir de l’état (P,U),
et la relation inverse (voir [HM06a, H0́6])

[
ψ+(ℓ, s)
ψ−(ℓ, s)

]
=
r(ℓ)

2

[
1 Z(ℓ)
1 −Z(ℓ)

] [
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
+
c0
s

r′(ℓ)

2

[
−1
1

]
P (ℓ, s), (2.10)

[
P (ℓ, s)
U(ℓ, s)

]
=

1

r(ℓ)

[
1 1

Y (ℓ) −Y (ℓ)

] [
ψ+(ℓ, s)
ψ−(ℓ, s)

]
+
c0
s

r′(ℓ)

r(ℓ)2

[
0

Y (ℓ)

]
ψ(ℓ, s), (2.11)

avec ψ = ψ+ + ψ− = rP . L’annexe E (page 166) donne ces deux équations sous forme de quadripôles
de conversion.

Ces variables permettent de réécrire le modèle de Webster-Lokshin par le système couplé suivant
(voir [HM06a])





(
s

c0
+

∂

∂ℓ

)
ψ+(ℓ, s) = −

(
ε(ℓ)

(
s

c0

) 1
2

+
c0
s

Υ(ℓ)

2

)
ψ(ℓ, s),

(
s

c0
− ∂

∂ℓ

)
ψ−(ℓ, s) = −

(
ε(ℓ)

(
s

c0

) 1
2

+
c0
s

Υ(ℓ)

2

)
ψ(ℓ, s).

(2.12)

Dans le cas des tubes cylindres ou coniques (Υ(ℓ) = 0), et sans perte (ε(ℓ) = 0), l’état ψ±

correspond à des ondes progressives découplées. Pour le modèle de Webster-Lokshin, ces ondes sont
couplées mais restent progressives, ainsi leur définition permet de préserver le principe de causalité.
De plus, en annexe A.4.1 page 155, nous montrons que le système représentant un tronçon avec les
ondes ψ± pour Υ ≥ 0 est causal et stable au sens des espaces de Hardy.

Remarquons que les membres de droite de (2.12), qui décrivent le couplage, sont identiques, cela
aura pour conséquences d’obtenir des quadripôles parfaitement symétriques. Notons aussi que ces
ondes ψ± sont découplées dans les tubes coniques sans pertes, c’est pourquoi nous parlons d’un
changement d’état du type ondes sphériques.

2.1.2.4 Energie et stabilité des ondes progressives

Définissons une densité d’énergie acoustique eac par la somme d’une énergie cinétique et d’une
énergie potentielle. Son expression en fonction de la vitesse V et de la pression acoustique P , est
donnée par

eac = πr2
(
ρ0

2
V 2 +

1

2ρ0c20
P 2

)
. (2.13)

En remplaçant les variables P et V par les variables de type progressives (voir (2.6), (2.8) et (2.11)
où U(ℓ, s) = V (ℓ, s)S(ℓ)), nous obtenons 3 expressions équivalentes de la densité d’énergie :

eac =
πr2

2ρ0c20

[(
1 +

Z2

Z2
c

)
p+2

+

(
1 +

Z2

Z2
c

)
p−

2
+ 2

(
1 − Z2

Z2
c

)
p+p−

]
(2.14)

=
π

ρ0c20

[
φ+2

+ φ−
2
]

(2.15)

=
π

2ρ0c20

[(
1+
(
1+ζ

c0
s

)2
)
ψ+2

+

(
1+
(
1−ζ c0

s

)2
)
ψ−2

+ 2

(
1+

(
1−
(
ζ
c0
s

)2
))

ψ+ψ−
]
. (2.16)

avec ζ(ℓ) = r′(ℓ)/r(ℓ).
Le modèle de Webster étant un modèle conservatif, et le modèle de Webster-Lokshin un modèle

dissipatif, l’énergie acoustique est une quantité positive bornée (0 ≤ eac <∞).
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Puisque l’équation (2.15) donne cette énergie sous la forme eac = a1φ
+2

+ a2φ
−2

, avec a1 > 0 et
a2 > 0, alors les variables φ+ et φ− sont elles aussi bornées (−∞ < φ± < +∞). Cependant, en ce qui
concerne les variables p± et ψ±, les équations (2.14) et (2.16) font chacune apparâıtre un terme croisé
en p+p− et ψ+ψ− respectivement, ce qui ne permet pas de conclure directement.

Remarque 2.3. Ceci ne donne pas de preuve rigoureuse sur la stabilité des systèmes, il est néammoins
intéressant d’en faire mention. En pratique, en considérant les variables φ± nous n’avons jusqu’à
présent jamais observé d’instabilité dans les relations entrée/sortie pour des systèmes physiquement
valides, alors que c’est parfois le cas en considérant les variables ψ± (cf. §3.5.1 p.117).

2.1.3 Solutions numériques

On considère ici un tube de longueur L et de profil quelconque r(ℓ) > 0 de classe C1, c’est-à-dire
continu et continuement dérivable pour 0 < ℓ < L.

Si la variable de Laplace est considérée fixe à une fréquence donnée, s = iω, l’équation de Webster-
Lokshin devient une équation différentielle ordinaire, il est alors possible de déduire par des méthodes
numériques standard l’impédance d’entrée d’un tube en considérant un problème de Cauchy. Voici les
étapes de la méthode.

Etape 1 : Pour s := s/c0 fixe, on définit p(ℓ) := P (ℓ, s) et ϕ(ℓ) := r(ℓ)P (ℓ, s). L’équation de
Webster-Lokshin devient alors

ϕ′′ − γ2ϕ = 0, avec γ(ℓ)2 :=
(
s2 + 2ε(ℓ)s3/2 + Υ(ℓ)

)
. (2.17)

Ceci donne

p′′(ℓ) = f(p′, p, ℓ) := −2ζ(ℓ)p′(ℓ) +
(
s2 + 2ε(ℓ)s3/2

)
p(ℓ), (2.18)

avec

{
ζ(ℓ) := r′(ℓ)/r(ℓ),
ε(ℓ) := κ0

√
1 − r′(ℓ)2/r(ℓ).

(2.19)

Etape 2 : Les conditions frontières sont données par une impédance bouchon Zb(s) qu’on impose
à l’extrémité droite du tube, ℓ = L. Cette impédance peut être une impédance de rayonnement par
exemple. En utilisant l’équation d’Euler, Zb(s) nous donne une relation entre p(L) et p′(L) :

Zb(s) :=
P (ℓ = L, s)

U(ℓ = L, s)
= − ρ0s

S(L)

P (ℓ = L, s)

∂ℓP (ℓ = L, s)
⇒ p′(L) = − ρ0s

S(L)Zb(s)
p(L). (2.20)

Pour le cas d’une impédance bouchon infinie (tube idéalement fermé à droite), la relation dégénère
en p′(L) = 0 et p(L) quelconque. Pour une impédance bouchon égale à zéro (tube idéalement ouvert
à droite), on écrit p(L) = 0 et p′(L) quelconque.

Etape 3 : On définit le vecteur X(ℓ) := [ p(ℓ) , p′(ℓ) ]T . Le problème de Cauchy peut alors s’écrire

X ′ =

[
X ′

1

X ′
2

]
= F (X, ℓ) :=

[
X2

f(X2, X1, ℓ)

]
, (2.21)

avec f donnée par (2.18) est à valeur complexe. Pour tenir compte des conditions limites, on prend
comme vecteur initial, avec A 6= 0 quelconque :





Si Zb = 0 : X(L) =
[
0 A

]T
, (Cond. homogènes de Dirichlet)

Si Zb = ∞ : X(L) =
[
A 0

]T
, (Cond. homogènes de Neumann)

Sinon : X(L) =

[
A − (ρ0s()

S(L)Zb(s)
)A
]T

. (Cond. limites de Robin)

(2.22)
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Etape 4 : Enfin, (2.21) est résolue numériquement pour ℓ ∈ [0, L], avec X(L) pour valeur initiale
définie par (2.22). En pratique nous utilisons les fonctions ode23 ou ode45 sous Matlab c© , basées sur
la méthode de Runge-Kutta (voir [BS89, DP80]).

Avec les fonctions citées précédemment, il est nécessaire de faire le changement de variable x = L−ℓ
afin de ramener les conditions initiales en x = 0.

Pour chaque fréquence ω, la méthode donne la pression et sa dérivée à un coefficient près, A, en
ℓ = 0 (x = L). L’impédance d’entrée du tube s’en déduit alors par

Zi(iω) =
P (ℓ = 0, iω)

U(ℓ = 0, iω)
= −ρ0 iω

S(0)

P (ℓ = 0, iω)

∂ℓP (ℓ = 0, iω)
= −i ρ0ω

S(0)

p(0)

p′(0)
. (2.23)

Exemples : Nous avons choisi 2 profils de tubes quelconques, de régularité C1, pour lesquels les
impédances d’entrée respectives sont calculées numériquement.

L’impédance bouchon imposée à droite des tubes est une impédance nulle, Zb(iω) = 0 pour tout
ω, ce qui correspond à des tubes idéalement ouverts à droite.

Pour chacun d’eux, deux courbes sont calculées : l’une tient compte des pertes visco-thermiques
avec ε(ℓ) définie par (2.19), l’autre considère le modèle sans perte en forçant ε(ℓ) à valoir 0. L’affichage
des courbes (cf. Fig. 2.1 et 2.2) permet de comparer le modèle avec et sans perte. Ces courbes montrent
que l’effet des pertes agit principalement sur les coefficients de qualité des minima et maxima, mais
aussi sur leur position fréquentielle.
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Fig. 2.1 – Profil et impédance d’entrée du tube test de la partie 1.3.7. Le profil est donné par r(ℓ) =
R0+ℓα pour ℓ ∈ [0, L], avec L = 49 cm, R0 = 2.5 mm et α = 4. L’abscisse affichée est k = L/(2λ) où λ
est la longueur d’onde associée à la pulsation ω = πc0/(2λ). Pour un cylindre sans perte fermé-ouvert,
les minima du module de l’impédance sont placés à chaque k entier (kmin ∈ Z), et les maxima sont
intercalés (kmax ∈ Z+ 1

2
). Ce choix permet donc de comparer la position des extréma du tube considéré

par rapport à ceux d’un cylindre sans perte fermé-ouvert.
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Fig. 2.2 – Profil et impédance d’entrée d’un tube fantaisiste de profil r(ℓ) = A cos(αℓ)+B cos(βℓ)+C.
Les valeurs choisies des paramètres sont L = 50 cm, C = 1.25 cm, A = 2 mm, B = 0.5 mm, α =
12π m−1 et β = 18π m−1. Ce tube fantaisiste fait apparâıtre successivement des courbures tantôt
positives, tantôt négatives. Son impédance d’entrée est calculée numériquement pour une impédance
bouchon nulle. Le module et la phase de l’impédance normalisée sont affichés (Zi = ZiS(0)/(ρ0c0)). De
même, l’abscisse est choisie pour comparer les positions des extréma par rapport à celles d’un cylindre
sans perte fermé-ouvert.

2.1.4 Tronçons de tube et solutions analytiques

Dans le paragraphe précédent, les impédances ont été calculées à l’aide de méthodes numériques
standard de résolution d’équations différentielles ordinaires. Il est cependant possible d’avoir des so-
lutions analytiques relativement simples pour des cas particuliers.

2.1.4.1 Solutions analytiques pour des tubes à paramètres constants

Soit un tronçon de tube de longueur L, considérons les coefficients de sa courbure et des pertes
constants (c-à-d Υ(ℓ) = Υ et ε(ℓ) = ε, ∀ℓ ∈ [0, L]). Alors, la résolution de l’équation de Webster-
Lokshin (eq. (2.1) p.59) donne la solution P (ℓ, s) sous la forme générale suivante :

P (ℓ, s) =
A(s)

r(ℓ)
eΓ(s)ℓ +

B(s)

r(ℓ)
e−Γ(s)ℓ, (2.24)

où A(s) et B(s) sont des fractions rationnelles de s qui dépendent des conditions aux limites, et
Γ(iω) = ik(ω), pour lequel k(ω) est un nombre d’onde complexe standard. Γ est donné dans le
domaine de Laplace par :

Γ(s) =

√(
s

c0

)2

+ 2ε

(
s

c0

) 3
2

+ Υ, (2.25)

où
√
. = (.)

1
2 représente un prolongement analytique de la racine carrée positive de R+ vers le demi-

plan droit du domaine de Laplace, que l’on nomme C
+
0 = {s ∈ C/ℜe(s) > 0}. La partie 3.2 p.96

présente en détail l’analyse complexe de la fonction Γ. Notons pour le moment que dans C
+
0 , Γ est

analytique et ℜe(Γ(s)) ≥ 0 si ε ≥ 0.
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L’expression des solutions de U est déduite de l’équation d’Euler (2.2) et de (2.24)

U(ℓ, s) = S(ℓ)
(ζ(ℓ) − Γ(s))

ρ0s

A(s)

r(ℓ)
eΓ(s)ℓ +S(ℓ)

(ζ(ℓ) + Γ(s))

ρ0s

B(s)

r(ℓ)
e−Γ(s)ℓ . (2.26)

Imposer une impédance nulle à droite, P (L, s) = 0, donne B(s) = −A(s) exp(2Γ(s)L). En rem-
plaçant B dans l’expression de P et U , après simplification on trouve l’expression analytique de
l’impédance d’entrée d’un tube évasé à courbure et pertes constantes ouvert à droite

Zi(s) :=
(P (ℓ = 0, s)()
U(ℓ = 0, s)

) =
(ρ0s()
S(ℓ)

) (1 − exp(2Γ(s)L)()
ζ(0) − Γ(s) − (ζ(0) + Γ(s)) exp(2Γ(s)L)

)

=
(ρ0s()
S(ℓ)

) (sinh (Γ(s)L) ()
Γ(s) cosh (Γ(s)L) + ζ(0) sinh (Γ(s)L)

). (2.27)

En figure 2.3, ce calcul analytique de l’impédance est comparé au calcul numérique.

2.1.4.2 Tronçons de tubes à paramètres constants

Les rayons des tronçons de tubes à courbures constantes (r′′/r = cst = Υ) peuvent se mettre sous
la forme générale suivante

r(ℓ) = Cc cosh(
√

Υℓ) + Cs
sinh(

√
Υℓ)√

Υ
. (2.28)

Cette forme a été utilisée dans [Dek08], parce qu’elle permet de définir à la fois les tubes à courbures
positives, nulles ou négatives par une expression unique du rayon de classe C∞ par rapport aux
paramètres Cc, Cs et Υ.

Parmi les tronçons de tubes évasés (Υ > 0), nous trouvons 2 cas particuliers :

- Tubes caténöıdaux : r(ℓ) = Cc cosh(
√

Υℓ), si Cs = 0,

- Tubes exponentiels : r(ℓ) = Cc exp(
√

Υℓ), si Cs = Cc
√

Υ.

Notons que par continuité en Υ = 0, (2.28) donne naturellement l’expression d’un cylindre ou d’un
cône r(ℓ) = Cc + Csℓ.

Dans le cas des courbures négatives,
√

Υ = ±i
√
|Υ|, et (2.28) donne naturellement l’expression

du rayon : r(ℓ) = Cc cos(
√
|Υ|ℓ) + Cs sin(

√
|Υ|ℓ)/

√
|Υ|. On constate donc que des tubes à courbures

constantes négatives sont de forme sinusöıdale.
Dans la suite de ce travail, nous approximons des tubes à sections variables R(ℓ) par une fonction

de rayon r̃(ℓ) de courbure constante par morceaux. Ainsi pour construire le modèle du tube complet,
il suffit de connecter les tronçons entre eux. Pour approcher au mieux le rayon “cible” R(ℓ) par son
approximation r̃(ℓ), il est nécessaire d’optimiser les positions des jonctions, ainsi que les paramètres
Cc, Cs et Υ de chaque tronçon. Dans [Dek08] puis dans [Héz09], un travail d’optimisation du profil
a été fait, la forme (2.28) a été utilisée afin de garantir la régularité C∞ du modèle par rapport aux
paramètres à optimiser.

Notons que ce modèle permet de modéliser un tube à section variable par une approximation r̃(ℓ)
de classe C1 (par rapport à ℓ), alors que les modèles de connexions de cylindres et de cônes peuvent
au mieux assurer la continuité mais pas la dérivabilité du rayon. Pour ce modèle, les jonctions sont
caractérisées géométriquement par des ruptures de courbures.

Notons qu’à l’exception des cylindres, Υ(ℓ) et ε(ℓ) ne peuvent être simultanément constants. Dans
la pratique, nous considérons des tronçons de tubes de courbures constantes (décrits par (2.28)), et ε
est choisi comme la moyenne de ε(ℓ) entre ℓ = 0 et L. Cette approximation du coefficient des pertes
fait sens au moins pour des longueurs et courbures réalistes pour les instruments à vent. La figure
2.3 compare l’impédance calculée numériquement, pour laquelle les variations de ε(ℓ) sont prises en
compte, et l’impédance calculée analytiquement par (2.27), pour laquelle ε(ℓ) est constante.
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Fig. 2.3 – Impédances normalisées d’un tronçon de tube caténöıdal ouvert. Ces impédances sont
calculées analytiquement et numériquement. Les paramètres du tronçon sont donnés par rl = 5mm,
rr = 10cm, L = 50 cm et Υ ≈ 54.4 m−2. Pour le calcul numérique, ε(ℓ) est donné par (2.19), et pour

le calcul analytique ε est donné par la moyenne de ε(ℓ) entre 0 et L (ici ε ≈ 0.0287 m− 1
2 ). L’intérêt

de cette comparaison est la validation de l’approximation du coefficient ε(ℓ) par sa valeur moyenne ε.
Visuellement, la comparaison des 2 courbes montre que l’approximation du coefficient des pertes est
valide. Notons que l’erreur relative moyenne des 2 impédances est d’environ 3%.

2.1.4.3 Fréquence de coupure

Si Υ ≥ 0 et ε = 0, l’unique solution positive ωc =
√

Υ/c0 de Γ(iω)2 = 0, correspond à la pulsation
de coupure d’un tube sans perte à courbure constante positive. En effet, si ω > ωc, Γ(iω) ∈ iR, ce qui
correspond à des ondes propagatives, et si ω est telle que 0 ≤ ω < ωc, Γ(iω) ∈ R+, ce qui correspond
cette fois-ci à des ondes évanescentes (voir (2.24) p.64).

Maintenant, si Υ ≥ 0 et ε > 0, un comportement similaire est obtenu pour ωc = ℑm(sc) > 0
où (sc, sc) sont les uniques solutions de Γ(s)2 = 0 ; elles satisfont ℜe(sc) < 0 (voir [HM06a]). Ce
comportement est représenté par la phase de Γ sur la figure 2.4.

L’annexe F montre pour plusieurs valeurs de courbure Υ > 0 la fréquence de coupure associée.
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Fig. 2.4 – Fonction Γ. Les paramètres utilisés sont ceux du tronçon de la figure 2.3 : Υ ≈ 54.4m−2

et ε ≈ 0.0287 m− 1
2 . Avec la fréquence de coupure ωc représentée par le trait vertical pointillé, on

remarque que Γ(iω) est proche de l’axe des réels positifs pour 0 ≤ ω < ωc (arg(Γ(iω)) ≈ 0 ⇒ ondes
évanescentes) et qu’il passe brutalement sur l’axe imaginaire pour ω > ωc (arg(Γ(iω)) ≈ ±π/2 ⇒
ondes propagatives).



Section 2.2 67

2.2 Matrices de transfert et quadripôles équivalents

Nous cherchons désormais à obtenir des systèmes entrées/sorties qui représentent l’effet d’un
tronçon de tube sur l’état acoustique (P,U) ou les variables de type progressives (p±, φ± ou ψ±).
Nous considérons un tronçon de tube de courbure constante positive (Υ = Υ(ℓ) ≥ 0) et avec comme
coefficient des pertes ε ≥ 0.

2.2.1 Quadripôles pour l’état acoustique (P, U)

Nous définissons P0 et PL comme étant respectivement la pression acoustique à l’extrémité gauche
(ℓ = 0) et à l’extrémité droite du tronçon (ℓ = L). De la même façon nous définissons U0 et UL les
débits acoustiques respectivement de gauche et de droite.

2.2.1.1 Quadripôle en représentation admittance

En écrivant [U0, UL] en fonction de [P0, PL], le tronçon de tube est modélisé par la matrice de
transfert H(s) (de taille 2×2). La figure 2.5 représente le quadripôle correspondant QPU .

[
U0

UL

]
= H

[
P0

PL

]
=

[
H11 H12

H21 H22

] [
P0

PL

]
. (2.29)

H11(s) H22(s)

H21(s)

H12(s)

QPU

U0(s)

UL(s)P0(s)

PL(s)

Fig. 2.5 – Quadripôle QPU , en représentation admittance.

La résolution de (2.1) et (2.2) donne les expressions explicites des éléments de H (voir [H0́2]) :

H11(s) =
(Sl()
ρ0s
)(Γ(s) cosh( Γ(s)L ) + ζl sinh( Γ(s)L )()

sinh( Γ(s)L )
) , (2.30)

H22(s) =
(Sr()
ρ0s
)(Γ(s) cosh( Γ(s)L ) − ζr sinh( Γ(s)L )()

sinh( Γ(s)L )
) , (2.31)

H12(s) = − (rl()
rr
) (Sl()
ρ0s
) (Γ(s)()

sinh( Γ(s)L )
), (2.32)

H21(s) = − (rr()
rl
) (Sr()
ρ0s
) (Γ(s)()

sinh( Γ(s)L )
), (2.33)

où Γ(s) est définie par (2.25) en page 64. Les notations suivantes sont introduites (avec pour indices
i= l et i= r, qui signifient left et right) : ri = r(ℓi) (rayon), Si = πr2i (aire d’une section), r′i = r′(ℓi)
(pente), ζi=r

′
i/ri, avec ℓl=0 et ℓr=L.

Remarque 2.4. Pour un tube idéalement ouvert à son extrémité droite, PL(s) = 0 ; ceci donne
U0(s) = H11(s)P0(s). Ainsi, H11 peut être interpétée comme l’admittance d’entrée d’un tronçon de
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tube ouvert à courbure constante (et avec prise en compte des pertes visco-thermiques). Inversement,
l’impédance d’entrée d’un tel tube est donnée par 1/H11(s). Notons que par cette méthode, nous retrou-
vons bien l’expresssion donnée par (2.27) p.65. Une comparaison d’impédances 1/H11 avec plusieurs
valeurs de Υ > 0 est donnée en annexe F.
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Abscisse proportionnelle à la fréquence : L/(2λ) = ωL/(πc0)

2
0
lo

g
1
0

“
Y

l
|H

11
(
i
ω
)
|

”
a
rg

“
1

H
11

(
i
ω
)

”

Fig. 2.6 – Impédance d’un tronçon de tube ouvert, 1/H11. Les paramètres du tronçon sont donnés par
rl = 5mm, rr = 1cm, L = 1m, Υ = 15m−2 et Yl = Sl/(ρ0c0).

2.2.1.2 Quadripôle en représentation impédance

Comme dans 2.2.1.1, maintenant le tronçon est modélisé par le quadripôle QUP où [U0(s), UL(s)]
T

est l’entrée et [P0(s), PL(s)]
T

est la sortie. La matrice de transfert associée est notée G(s).

[
P0

PL

]
= G

[
U0

UL

]
=

[
G11 G12

G21 G22

] [
U0

UL

]
G11(s) G22(s)

G21(s)

G12(s)

QUP

P0(s)

PL(s)U0(s)

UL(s)

La matrice de transfert en représentation impédance est donnée par la simple relation G = H−1.

Remarque 2.5. De la même manière que dans 2.2.1.1, si on considère un tube idéalement fermé
à son extrémité droite, UL = 0, alors, P0(s) = G11(s)U0(s), ainsi G11 peut être interpétée comme
l’impédance d’entrée d’un tronçon de tube fermé à courbure contante (et avec prise en compte des
pertes visco-thermiques). Inversement, l’admittance d’entrée d’un tel tube est donnée par 1/G11(s).

2.2.2 Quadripôles pour les variables de type progressives

Nous allons maintenant obtenir des systèmes entrées/sorties pour les variables de type progressives.
Nous définissons p±0 , φ±0 et ψ±

0 les variables de type progressives à gauche du tronçon (ℓ = 0), et p±L ,
φ±L et ψ±

L les variables de type progressives à droite (ℓ = L).

2.2.2.1 Quadripôle Qψ

Le tronçon est ici modélisé par un système pour lequel les entrées sont ψ+
0 (s) et ψ−

L (s) (ondes
entrantes à ℓ = 0 et ℓ = L), et les sorties sont ψ−

0 (s) et ψ+
L (s) (ondes sortantes). Ce système est

représenté par la matrice de transfert Mψ(s) et le quadripôle Qψ.
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Fig. 2.7 – Impédance d’un tronçon de tube fermé, G11. Les paramètres du tronçon sont donnés par
rl = 5mm, rr = 1cm, L = 1m, Υ = 15m−2 et Zl = (ρ0c0)/Sl.

[
ψ−

0

ψ+
L

]
= Mψ

[
ψ+

0

ψ−
L

]
=

[
Rlψ T−

ψ

T+
ψ Rrψ

] [
ψ+

0

ψ−
L

]
Rlψ(s) Rrψ(s)

T+
ψ (s)

T−
ψ (s)

Qψ

ψ−
0 (s)

ψ+
L (s)ψ+

0 (s)

ψ−
L (s)

La résolution du modèle de Webster-Lokshin pour ces ondes donne les expressions explicites des
éléments de Mψ :

T+
ψ (s) = T−

ψ (s) = Tψ(s) =

{
cosh(Γ(s)L) +

(1()
2
)
(

s

c0Γ(s)
+

(c0Γ(s)()
s
)
)

sinh(Γ(s)L)

}−1

, (2.34)

Rlψ(s) = Rrψ(s) = Rψ(s)=
(1()
2
)
(

(s()
c0Γ(s)

)− (c0Γ(s)()
s
)
)

sinh(Γ(s)L) Tψ(s). (2.35)

Remarque 2.6. Les fonctions de transfert Rlψ et Rrψ représentent respectivement les réflexions glo-
bales (indice g) de gauche (indice l) et de droite (indice r) du tube (de longueur L) sur les ondes
progressives. “Global” signifie que tous les effets internes du tube sont pris en compte dans ces fonc-
tions de transfert. Une analyse plus détaillée en partie 2.3 p.71 permet de séparer tous ces effets. T+

g

et T−
g représentent les transmissions globales des ondes progressives à travers le tube.

Remarque 2.7. Notons que ce quadripôle est parfaitement symétrique : les 2 réflexions sont iden-
tiques (Rψ := Rlψ = Rrψ) ainsi que les 2 transmissions (Tψ := T+

ψ = T−
ψ ). Cela était prévisible en

raison des équations de transport (cf. (2.12) p.61).

Remarque 2.8. Dans [HM06a], il est prouvé que la transmission peut s’écrire Tψ(s) = Dψ(s) e−τs

pour Υ ≥ 0, avec τ = L/c0 et Dψ(s) est une fonction de transfert associée à un sous-système causal
et stable. La réponse impulsionnelle de Tψ est donc égale à celle de Dψ (causale) retardée d’un retard
τ égal au temps de propagation à travers le tronçon.

2.2.2.2 Quadripôle Qφ

En procédant de la même manière avec les ondes progressives φ±, nous obtenons la matrice de
transfert Mφ(s) et le quadripôle Qφ représentant l’effet du tronçon.
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[
φ−0
φ+
L

]
= Mφ

[
φ+

0

φ−L

]
=

[
Rlφ T−

φ

T+
φ Rrφ

] [
φ+

0

φ−L

]
Rlφ(s) Rrφ(s)

T+
φ (s)

T−
φ (s)

Qφ

φ−0 (s)

φ+
L(s)φ+

0 (s)

φ−L (s)

La résolution du modèle de Webster-Lokshin pour ces ondes donne les expressions explicites des
éléments de Mφ.

T+
φ (s) = T−

φ (s) = Tφ(s)

=

{[
1 +

(c0()
2s
)(ζl − ζr)

]
cosh(Γ(s)L) +

(1()
2
)
[(

(c0Γ(s)()
s
) +

(s()
c0Γ(s)

)
)

− (1()
Γ(s)

)
(

(c0()
s
)ζlζr − ζl + ζr

)]
sinh(Γ(s)L)

}−1

, (2.36)

Rlφ(s) =

{
−
[

(c0()
s
)(ζl − ζr)

]
cosh(Γ(s)L) −

[(
c0Γ(s)

s
− (s()
c0Γ(s)

)
)

− (1()
Γ(s)

)
(

(c0()
s
)ζlζr − ζl − ζr

)]
sinh(Γ(s)L)

}
Tφ(s)

2
, (2.37)

Rrφ(s) =

{
−
[

(c0()
s
)(ζl − ζr)

]
cosh(Γ(s)L) −

[(
c0Γ(s)

s
− (s()
c0Γ(s)

)
)

− (1()
Γ(s)

)
(

(c0()
s
)ζlζr + ζl + ζr

)]
sinh(Γ(s)L)

}
Tφ(s)

2
. (2.38)

Remarque 2.9. Ici, les transmissions du système sont identiques (Tφ := T+
φ = T−

φ ), mais les
réflexions sont différentes.

Remarque 2.10. Comme pour la transmission Tψ, nous pouvons écrire Tφ(s) = Dφ(s) e−τs, avec
τ = L/c0 et Dφ(s) est une fonction de transfert causale et stable pour Υ ≥ 0.

2.2.2.3 Quadripôle Qp

Enfin, en considérant les variables de type progressives p± pour le modèle Webster-Lokshin, nous
obtenons la matrice de transfert Mp(s) et le quadripôle Qp représentant l’effet du tronçon. Les
fonctions de transfert ne sont pas données en raison de leurs tailles. En partie 2.3.2.4 p.77, leurs
expressions algébriques sont données en fonction des fonctions de transfert de Qφ.

[
p−0
p+
L

]
= Mp

[
p+
0

p−L

]
=

[
Rlp T−

p

T+
p Rrp

] [
p+
0

p−L

]
Rlp(s) Rrp(s)

T+
p (s)

T−
p (s)

Qp

p−0 (s)

p+
L(s)p+

0 (s)

p−L (s)

Remarque 2.11. Notons qu’ici les transmissions T+
p et T−

p sont différentes, mais peuvent s’écrire
T±
p (s) = D±

p (s) e−τs, avec τ = L/c0.
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2.3 Décomposition “physiquement informée” des quadripôles

Les matrices de transfert H, G, Mψ, Mφ et Mp qui proviennent du modèle de Webster-Lokshin
caractérisent le comportement global d’un tronçon de tube. Dans cette section, leur décomposition en
quadripôles élémentaires est réalisée. Dans un premier temps, les opérateurs e−iωL/c0 qui représentent
une propagation “idéale” sont isolés des autres opérateurs sans retard interne. Dans un second temps,
les effets acoustiques dus à la géométrie du tube (rayon, pente et courbure) sont isolés les uns des
autres. Ces décompositions ne sont pas des manipulations purement algébriques : elles reposent sur
un raisonnement physiquement sensé, et conduisent à des interprétations acoustiques. De plus, elles
permettront de faciliter certaines opérations mathématiques.

2.3.1 Isolement des opérateurs de transport

En définissant

T (s) := e−Γ(s)L = D(s) e
− s

c0
L
, (2.39)

avec D(s) := e−
(
Γ(s)− s

c0

)
L, (2.40)

dans [HM06a], il est prouvé que D(s) est causale et stable, en conséquence T (s) représente le retard
(e−sL/c0) de la propagation d’onde à travers le tronçon de tube, et l’effet associé D(s) de la courbure
et des pertes visco-thermiques.

Cette partie est consacrée à isoler les opérateurs de transport purs e−sL/c0 qui sont contenus dans
T (s) = e−Γ(s)L et d’en déduire une structure pour la simulation en guides d’ondes.

2.3.1.1 Décomposition de Qφ

Ici, nous choisissons de considérer le quadripôle Qφ pour réaliser cette décomposition, mais la
méthode reste la même avec Qp et Qψ, et donne des résultats similaires avec des expressions différentes.

Dans le quadipôle Qφ, les fonctions de transfert Rlφ, R
r
φ, T

+
φ and T+

φ représentent les effets globaux

d’un tronçon de tube sur les ondes progressives φ±. Néanmoins, des effets élémentaires peuvent être
isolés selon l’interprétation suivante (cf. Fig. 2.8-(a)) : A l’interface de gauche (ℓ = 0), l’onde incidente
φ+

0 est partiellement réfléchie dans la direction opposée (modélisée en figure 2.8-(b) par la fonction de
transfert Rle) et est partiellement transmise à l’intérieur du tronçon (Tle). Puis, cette partie transmise
voyage à l’intérieur du tube jusqu’à l’extrémité de droite localisée à ℓ = L (T+), avant d’être par-
tiellement réfléchie (Rri) et partiellement transmise à l’extérieur du tronçon (Tri). Symétriquement,
l’onde incidente φ−L subit les mêmes phénomènes.

(a) φ+
0

φ−0 φ−L

φ+
Lq+0

q−0

q+L

q−L

(b)
φ+

0

φ−0 φ−L

φ+
L

q+0

q−0

q+L

q−L

Ql
φ

Qr
φRle Rli

Tli

Tle

RreRri

Tri

Tre

T+

T−

Fig. 2.8 – (a) Interprétation physique, (b) Décomposition symbolique de Qφ. Les indices utilisés ont
les significations suivantes : i et e pour internal et external, l et r pour left et right, et les fonctions
T+ et T− représentent respectivement les transmissions aller (+) et retour (−) à travers le tube.
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La figure 2.8-(a) représente les différents effets acoustiques cités précédemment, et la figure 2.8-(b)
montre une structure du système dans laquelle chacun des effets est modélisé par une fonction de
transfert associée. Les différents indices utilisés ont les significations suivantes : i et e signifient res-
pectivement internal et external, l et r signifient respectivement left et right, et les fonctions T+ and
T− représentent respectivement les transmissions aller (+) et retour (−) à travers le tube.

Cette décomposition fait apparâıtre 2 quadripôles plus petits, Ql
φ et Qr

φ (cf. Fig. 2.8-(b)), qui
modélisent respectivement les extrémités gauche et droite du tronçon.

Chacune des 10 fonctions de transfert de la figure 2.8-(b) ne font que symboliser les effets men-
tionnés précédemment. Nous n’en possédons pour le moment aucune expression analytique. C’est
pourquoi nous pouvons parler d’une structure symbolique. Cependant, en utilisant les lois d’intercon-
nexion donnés en partie 1.3.1 p.39, le quadripôle Qφ (cf. eqs. (2.36-2.38) p.70) et le système de la
figure 2.8-(b) sont équivalents si les équations algébriques suivantes sont vérifiées :

T+
φ =

(Tle Tri T
+()

1 −RriRli T
− T+

), (2.41)

T−
φ =

(Tre Tli T
−()

1 −RriRli T
− T+

), (2.42)

Rlφ = Rle +
(Rri Tle Tli T

+ T−()
1 −RriRli T

+ T−), (2.43)

Rrφ = Rre +
(Rli Tre Tri T

+ T−()
1 −RriRli T

+ T−). (2.44)

A partir de ces 4 équations, nous cherchons maintenant à identifier les expressions de Tli, Rli,
Tle, Rle, T

+, T−, Tri, Rri, Tre et Rre à partir de celles connues de Rlg, R
r
g, T

+
g et T−

g , données par
(2.36-2.38). Afin que cette identification mène à un résultat unique, les hypothèses suivantes sont
introduites :

(H1) La continuité de pression de part et d’autre d’une demi-interface nécessite que φ+
ℓ+φ

−
ℓ =q+ℓ+q

−
ℓ

pour ℓ ∈ {0, L} (cf. Fig. 2.8). Cette hypothèse implique que chaque réflexion r et chaque trans-
mission t ayant la même entrée sont telles que t=1+r. Par exemple : Tle = 1 +Rle.

(H2) Les fonctions du côté gauche (de Ql
φ) dépendent uniquement des paramètres de gauche ζl.

Respectivement, les fonctions du côté droit (de Qr
φ) dépendent uniquement des paramètres de

droite ζr.

(H3) Seules les fonctions de propagation T± incluent un opérateur de retard pur :
T±(s)=D±(s) e−sL/c0 , où D±(s) sont causaux et stables.
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Alors, sous ces hypothèses, nous prouvons qu’il existe une solution unique qui est

T+(s) = T−(s) = T (s) = e−Γ(s)L, (2.45)

Rle(s) =
(
s

c0
− Γ(s) − ζl(

)s
c0

+ Γ(s) + ζl
) = Tle(s) − 1, (2.46)

Rre(s) =
(
s

c0
− Γ(s) + ζr(

)s
c0

+ Γ(s) − ζr
) = Tre(s) − 1, (2.47)

Rli(s) = −
(
s

c0
− Γ(s) + ζl(

)s
c0

+ Γ(s) + ζl
) = Tli(s) − 1, (2.48)

Rri(s) = −
(
s

c0
− Γ(s) − ζr(

)s
c0

+ Γ(s) − ζr
) = Tri(s) − 1. (2.49)

2.3.1.2 Décomposition de QPU et QUP

Une décomposition similaire est obtenue avec les états acoustiques (P,U) et est présentée en figure
2.9. On l’obtient simplement en connectant les quadripôles de conversion de la figure E.2 p.167 de part
et d’autre des sous-quadripôles Ql

φ et Qr
φ. Par exemple, Ql

PU (cf. Fig. 2.9) est obtenue en connectant

CPU,φ avec Ql
φ (c-à-d Ql

PU ≡ CPU,φ⊙Ql
φ), selon les lois d’interconnexion données en partie 1.3.1 p.39.
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Fig. 2.9 – Décomposition des quadripôles QPU and QUP .

Les fonctions de transfert Hx
ij et Gxij de la figure 2.9 (avec x ∈ {l, r}) sont des fractions rationnelles

de s et Γ(s). Elles ne sont pas toutes données, mais peuvent être facilement obtenues en utilisant les
loi d’interconnexion données en partie 1.3.1 p.39.

Remarque 2.12. Puisque ℜe (Γ(s)) > 0, pour tout s ∈ C tel que ℜe(s) ≥ 0 (voir [HM06a]), alors
T (s) = e−Γ(s)L → 0 quand L → +∞. En conséquence P0(s) ≈ Gl11(s)U0(s) (quand L → ∞), et la
fonction de transfert Gl11 peut être interprétée comme l’impédance d’entrée d’un tube évasé semi-infini
avec prise en compte des pertes visco-thermiques de coefficient ε constant. H l

11 est son admittance.
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Les expressions de Gl11 et H l
11 sont données par

Gl11(s) =
1

H l
11(s)

=
Zl
c0

s

Γ(s) + ζl
. (2.50)
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Fig. 2.10 – Impédance d’un tube semi-infini, Gl11(s = 2iπf) pour rl = 5 mm, Υ = 15 m−2, ε = 0.0525

m− 1
2 , ζl = 0 m−1.

2.3.2 Séparation des effets dus à la géométrie du tube

Cette partie s’intéresse à séparer les effets acoustiques dus au rayon r, la pente r′ et la courbure
r′′/r, ainsi que leurs éventuelles discontinuités. Nous introduisons les différents types de discontinuités
par leur ordre respectif :

– L’ordre 0 correspond à une discontinuité de rayon r (ou de section S) aux jonctions de tubes,
– L’ordre 1 correspond à une discontinuité de pente r′,
– L’ordre 2 correspond à une discontinuité de courbure Υ = r′′/r.

Remarque 2.13. Contrairement aux connexions de tubes cylindriques ou coniques, le modèle em-
ployé ici, basé sur le modèle de Webster, permet de prendre en compte des connexions de tubes qui
préservent la continuité C1. Ceci signifie : continuité de section et de pente, et discontinuité de courbure
(discontinuité d’ordre 2).

2.3.2.1 Structure décomposée

La partie supérieure de la figure 2.11 présente une structure dans laquelle les effets dus à la
géométrie sont isolés dans des sous-systèmes : les cellules Ql

a et Qr
a prennent compte des effets de

section à gauche et à droite respectivement, Ql
s et Qr

s tiennent compte de la pente, Ql
cl et Qr

cl tiennent
compte de la courbure (voir [MHM09c]).
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Fig. 2.11 – Séparation des effets de la géométrie du profil d’un tronçon. La partie supérieure présente la structure décomposée du tronçon, la partie
médiane présente l’interprétation des cellules, et la partie inférieure présente les équivalences entre plusieurs quadripôles. Une interprétation de
chaque cellule est faite en partie 2.3.2.2. Les nouvelles variables φ̃±, ψ̃± et q̃± sont homogènes à φ±, ψ± et q± respectivement et sont données en
remarque page 76. L’“encapsulation” des quadripôles Qp, Qφ̃ et Qψ̃ permet de donner de nouvelles expressions algébriques de leurs fonctions de
transfert globales qui sont données en partie 2.3.2.4. Les nouveaux indices utilisés ont la signification suivante : a pour “area of section”, s pour
“slope” et cl pour “curvature and losses”. Ces indices renseignent sur les effets pris en compte par les cellules.
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Avec CPU,p le quadripôle de conversion de (P,U) vers p± et Cp,UP le quadripôle de conversion
inverse, on prouve que cette structure est équivalente au quadripôle QPU (cf. §2.2.1.1 p.67). Cette
preuve (que nous ne présentons pas) utilisent les lois d’interconnexion algébriques de la partie 1.3.1 p.39
itérées plusieurs fois.

Remarque 2.14. Notez que cette structure fait apparâıtre naturellement 4 changements de variables
consécutivement :

p± : variables de type ondes planes définies par (2.5) en page 60,

φ̃± : ondes progressives proportionnelles à φ± définies par (2.7) avec φ± = r φ̃±,

ψ̃± : ondes progressives proportionnelles à ψ± définies par (2.10) avec ψ± = r ψ̃±,

q̃± : variables découplées.

La présence de φ̃± et de ψ̃± (au lieu de φ± et de ψ±) vient du choix de placer les coefficients rl/rr
et rr/rl au centre de la structure. Par factorisation, ces coefficients peuvent être déplacés à d’autres
endroits sans modifier les relations entrées/sorties du système. Ce choix permet d’obtenir 6 cellules
du type de Kelly-Lochbaum (cf. [MG76]), dont 4 sont bien connues (effets de section et de pente) et
2 le sont moins à notre connaissance.

2.3.2.2 Interprétation des cellules

Cellules Ql
a et Qr

a :
Ql
a et Qr

a, avec les coefficients kl et kr, prennent en compte les sections Sl = πr2l et Sr = πr2r , aux
extrémités du tronçon. L’indice “a” signifie “area of section”. Elles rappellent les cellules d’un
réseau de Kelly-Lochbaum après la connexion avec un cylindre de rayon rc (voir par exemple
[MG76, Mat94]).

kl =
(Sc − Sl()
Sc + Sl

)= − (Zc − Zl()
Zc + Zl

), (2.51)

kr =
(Sc − Sr()
Sc + Sr

)= − (Zc − Zr()
Zc + Zr

). (2.52)

Cellules Ql
s et Qr

s :
Ql
s et Qr

s, avec les fonctions de transfert Rsl et Rsr, prennent en compte les pentes r′l = r′(ℓ=0)
et r′r = r′(ℓ = L) aux extrémités du tronçon. L’indice “s” signifie“slope”. Elles rappellent les
cellules d’un réseau de Kelly-Lochbaum après la connexion avec un cône et avec continuité de
section (voir par exemple [V9̈5, Duc02]).

Rsl (s) =
(αl()

s− αl
), avec αl = − (c0()

2
)(r

′
l()
rl
), (2.53)

Rsr(s) =
(αr()

s− αr
), avec αr = +

(c0()
2
)(r

′
r()
rr
). (2.54)

Si la pente est nulle (pour des cylindres par exemple), ces cellules deviennent des cellules identité,
ce qui signifie φ±ℓ = ψ±

ℓ .

Cellules Ql
cl et Qr

cl :
Ql
cl et Qr

cl, avec la fonction de transfert R, prennent en compte la courbure et les pertes du
tronçon. Les indices “cl” signifient “curvature and losses”.
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R(s) =

(
(s()
c0
)− Γ(s)(

)(s()
c0
)+ Γ(s)

). (2.55)

Dans le cas de cônes ou de cylindres sans perte (Υ = ε = 0), R = 0, ainsi ces cellules deviennent
identité (ψ±

ℓ = q±ℓ ).

Dans [MHM08a] (voir annexe J), nous avons mis en évidence que la fonction de transfert R(s)
peut être interprétée comme la réflexion à la jonction entre un cône sans perte et un tube semi-infini
avec pertes et courbure constantes (et avec continuité de section et de pente). Dans [GKP90], une
interprétation similaire est faite pour Rsl et Rsr dans le cas de cônes sans perte. Nous reviendrons sur
ce point en partie 3.4 p.112.

2.3.2.3 Intérêt de la structure

La structure de la figure 2.11 est intéressante parce que les effets de la courbure et des pertes sont
isolés des autres (de section et de pente), ainsi elle rend leur étude plus simple. En raison de la racine
carré de la fonction Γ (cf. (2.25) p.64), leur étude nécessite des traitements particuliers (cf. §4.1 p.125).

Cette structure décomposée fait apparâıtre successivement les différents effets dus à la géométrie
du tube ; ceci facilite la compréhension des effets acoustiques sur les ondes. Ces effets apparaissent
sous formes de cellules “élémentaires” du type des jonctions de Kelly-Lochbaum.

De plus, comme il est expliqué en partie 2.4 p.79 elle permet de dériver certains modèles de tubes
connus dans la littérature (voir par exemple [MG76, Mat94, V9̈5, Duc01, vW02, HMM07b]). Mais, ce
modèle permet aussi de prendre en compte un cas plus général de jonctions.

2.3.2.4 Expressions algébriques des fonctions de transfert globales

Comme l’illustre la partie inférieure de la figure 2.11, il y a une “imbrication” de systèmes
équivalents à Qψ, Qφ et Qp. Ainsi, non seulement cette “imbrication” permet de réécrire algébrique-
ment les fonctions de transfert des quadripôles, mais permet aussi de mieux comprendre les effets
qu’ils simulent.

Quadripôle Qψ :
Le quadripôle Qψ correspond à la partie centrale de la structure décomposée (sans les coeffi-
cients rr/rl et rl/rr). On peut donc réécrire les expressions algébriques des fonctions de transfert
globales Rψ et Tψ à partir de R et T . Avec les lois d’interconnexion (1.35-1.38) et après simpli-
fications, nous obtenons :

Rψ =
((1 − T 2)R()
1 −R2T 2

), (2.56)

Tψ =
((1 −R2)T ()
1 −R2T 2

). (2.57)

Ici, les coefficients rr/rl et rl/rr n’apparaissent pas en facteur de T parce que nous nous
intéressons à ψ± et non ψ̃±.
Ainsi, les effets inclus dans le quadripôle Qψ sont ceux dus à la courbure et aux pertes. Le
système équivalent à Qψ modélise donc les effets d’un tube à courbure constante virtuellement
branché à chaque extrémité sur des cônes sans perte avec continuité de section et de pente
(discontinuité d’ordre 2).
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Remarque 2.15. Nous avons vu en partie 2.2.2.1 p.68 que Tψ peut s’écrire Tψ(s) = Dψ(s) e−τs,
avec τ = L/c0, sachant que T (s) = D(s) e−τs on obtient alors une expression algébrique de Dψ :

Dψ =
((1 −R2)D()
1 −R2T 2

). (2.58)

Quadripôle Qφ :
Puisque le quadripôle Qψ est imbriqué dans le système équivalent à Qφ, on peut réécrire
algébriquement les fonctions de transfert globales de Qφ à partir de celles de Qψ et de Rsl
et Rsr. En utilisant (1.35-1.38) 2 fois successivement, et après simplifications, on trouve :

Rlφ =
(
(1 −RsrRψ)Rsl + (1 + 2Rsl )

(
Rψ +Rsr(T

2
ψ −R2

ψ)
))
/dφ, (2.59)

Rrφ =
(
(1 −RslRψ)Rsr + (1 + 2Rsr)

(
Rψ +Rsl (T

2
ψ −R2

ψ)
))
/dφ, (2.60)

Tφ =
(
(1 +Rsl )(1 + Rsr)Tψ

)
/dφ, (2.61)

avec dφ = 1 −
((
RslRψ +RsrRψ −RslR

s
rR

2
ψ

)
+RslR

s
rT

2
ψ

)
. (2.62)

Grâce à cette imbrication, nous comprenons que les effets inclus dans le quadripôle Qφ sont ceux
dus à la courbure, aux pertes et aux pentes des extrémités. Le système équivalent à Qφ modélise
donc les effets d’un tube à courbure constante virtuellement branché à chaque extrémité sur des
cylindres sans perte avec continuité de section (discontinuité d’ordre 1).
Remarque 2.16. Ici la fonction de transfert Dφ est données par :

Dφ(s) = Tφ(s) e+τs =
(
(1 +Rsl )(1 +Rsr)Dψ

)
/dφ. (2.63)

Quadripôle Qp :
Enfin, puisque le quadripôle Qφ est lui-même imbriqué dans Qp, on peut réécrire algébriquement
les fonctions de transfert globales de Qp à partir de celles de Qφ et de kl et kr. En utilisant
(1.35-1.38) 2 fois successivement, et après simplifications, on trouve :

Rlp =
(
kl + klkrR

r
φ + krR

l
φR

r
φ +Rlφ − krT

2
φ

)
/dp, (2.64)

Rrp =
(
kr + klkrR

l
φ + klR

l
φR

r
φ +Rrφ − klT

2
φ

)
/dp, (2.65)

T+
p =

rl
rr

(
(1 + kl)(1 − kr)Tφ

)
/dp, (2.66)

T−
p =

rr
rl

(
(1 − kl)(1 + kr)Tφ

)
/dp, (2.67)

avec dp = 1 +
(
klR

l
φ + krR

r
φ + klkrR

l
φR

r
φ − klkrT

2
φ

)
. (2.68)

Ainsi, les effets inclus dans le quadripôle Qp sont ceux dus à la courbure, aux pertes, aux pentes
et aux sections des extrémités. Le système équivalent à Qp modélise donc les effets d’un tube
à courbure constante virtuellement branché à chaque extrémité sur des cylindres de référence
sans perte de rayon rc (discontinuité d’ordre 0).
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2.4 Jonction de 2 tronçons de tube

Pour construire le modèle du résonateur complet, il est nécessaire de connecter entre eux les
différents systèmes représentant chacun un tronçon de tube à courbure constante. Ici nous nous
intéressons aux modèles des jonctions qui sont obtenus en branchant 2 systèmes.

En utilisant les variables (p+, p−), il est nécessaire d’étudier comment les connexions doivent être
faites.

p+
1

p−1

p+
2

p−2
?Q1 Q2

Fig. 2.12 – Connexion de 2 quadripôles avec les variables (p+, p−).

La porte droite du premier quadripôle Q1 est connectée à la porte gauche du second quadripôle
Q2. Les variables associées à Qn pour n ∈ {1, 2}, sont nommées (p+

n , p
−
n ). La continuité de débit et

de pression nécessite que P = p+
1 + p−1 = p+

2 + p−2 et U = Yc
(
p+
1 − p−1

)
= Yc

(
p+
2 − p−2

)
. Ceci conduit

à :
p+
1 = p+

2 et p−1 = p−2 .

En conséquence, la connexion de 2 quadripôles est réalisée simplement en connectant la sortie de
Q1 (p+

1 ) sur l’entrée de Q2 (p+
2 ), et réciproquement.

En considérant certaines hypothèses sur la nature des jonctions et des tronçons connectés, nous
allons voir que la structure décomposée permet de retrouver simplement d’anciens modèles de tubes
connus dans la littérature. De plus, ce modèle permet une extension à des cas plus généraux.

Nous notons L1 et L2 les longueurs respectives des 2 tronçons de tubes. Le temps τk est défini
par le temps de propagation des ondes progressives à travers le tronçon k. Ils valent τk = Lk/c0 pour
k ∈ {1, 2}.
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2.4.1 Jonction de cylindres avec discontinuité d’ordre 0

Considérons la connexion de 2 cylindres sans perte, représentés par les quadripôles Q1 et Q2, avec
pour sections respectives Sr,1 et Sl,2.

φ̃+
1

φ̃−1

φ̃+
2

φ̃−2

Fig. 2.13 – Connexion de 2 cylindres, avec discontinuité d’ordre 0.

Pour des cylindres sans perte, les cellules Qs et Qcl sont des cellules identités et seules les cellules Qa

ont un effet. “Fusionner” les 2 cellules Qr,1
a et Ql,2

a à l’interface des 2 cylindres conduit à un quadripôle
équivalent Q1,2

j,a qui modélise la jonction des cylindres (c-à-d Q1,2
j,a ≡ Qr,1

a ⊙Ql,2
a ). En utilisant les lois

d’interconnexions algébriques (voir (1.35-1.38) en page 39) et les expressions de kr,1 et kl,2 (voir (2.51)

et (2.52) en page 76), on obtient après simplifications la forme de Q1,2
j,a . La figure 2.14 représente la

connexion des 2 cylindres et la jonction Q1,2
j,a pour laquelle

k(1,2) =
(Sr,1 − Sl,2()
Sr,1 + Sl,2

). (2.69)

Dans le cas sans perte, on retrouve la structure de Kelly-Lochbaum qui modélise les réseaux de
cylindres avec Wk(s) = e−τks (voir par exemple [MG76]). En considérant les pertes visco-thermiques
dans les opérateurs de propagation, on retrouve le modèle de [Mat94] avec Wk(s) = D̆k(s) e−τks où
D̆k(s) = e−ǫk

√
s. Ces modèles correspondent à une discontinuité d’ordre 0.
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2
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cl
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Rsl,2 Rsl,2Rsr,1
Rsr,1

1+Rsl,2

1+Rsl,2

1+Rsr,1

1+Rsr,1

kl,2kr,1

1+kl,2

1+kr,1

−kl,2−kr,1

1−kl,2

1−kr,1

R1
−R1

1+R1

1−R1

R2 −R2

1+R2

1−R2

T2

T2

T1

T1

W2

W2W1

W1

k1,2

Q1,2
j,a

Fig. 2.14 – Structure de la connexion de 2 cylindres, avec discontinuité d’ordre 0. La “fusion” des
cellules Qr,1

a et Ql,2
a conduit au quadripôle Q1,2

j,a et les cellules Qs et Qcl sont des cellules identités pour

les cylindres sans perte. Les opérateurs Tk deviennent Wk(s) = D̆k(s) e−τks avec D̆k(s) = 1 dans le

cas sans perte ou D̆k(s) = e−ǫk
√
s avec prise en compte des pertes pour la propagation d’ondes.

Remarque 2.17. Après fusion des cellules, les variables p± disparaissent de la structure. De plus,
le paramètre Zc, choisi abitrairement pour définir les ondes p±, n’apparait plus dans l’expression de
k1,2. Par conséquent, le choix de Zc n’a aucune incidence ni sur la modélisation des tubes, ni sur la
simulation puisque les variables p± ne sont pas simulées.



Section 2.4 81

2.4.2 Jonction de cônes avec discontinuité d’ordre 1

Nous considérons maintenant la connexion de 2 cônes sans perte avec continuité de section (dis-
continuité d’ordre 1). Les 2 cônes sont représentés par Q1 et Q2, avec pour pentes r′r,1 et r′l,2.

ψ̃+
1

ψ̃−
1

ψ̃+
2

ψ̃−
2

Fig. 2.15 – Connexion de 2 cônes, avec discontinuité d’ordre 1.

La continuité de section (ou rayon) implique que Sr,1 = Sl,2 = Sj et donc que k(1,2) = 0. On note
rj le rayon de tube à la jonction. Ainsi, dans le cas de discontinuité d’ordre supérieur ou égal à 1, le

quadripôle Q1,2
j,a est l’identité. De plus, pour les cônes sans perte (ε = Υ = 0), les cellules Qcl sont

aussi des quadripôles identités. En conséquence, seuls les effets de pentes agissent. “Fusionner” les 2
cellules Qr,1

s et Ql,2
s conduit à un quadripôle équivalent Q1,2

j,s qui modélise la jonction des cônes (c-à-d

Q1,2
j,s ≡ Qr,1

s ⊙Ql,2
s ). En utilisant les lois d’interconnexions algébriques (1.35-1.38) et les expressions

de Rsr,1 et Rsl,2 (voir (2.53) et (2.54) en page 76), on obtient après simplifications la forme de Q1,2
j,s . La

figure 2.16 représente la connexion des 2 cônes et la jonction Q1,2
j,s pour laquelle

Rs(1,2)(s) =
(α(1,2)()

s− α(1,2)

), avec α(1,2) = αr,1 + αl,2 = +
(c0()
2
)
(

(r′r,1 − r′l,2()
rj
)

)
. (2.70)

Dans le cas sans perte, on retrouve la structure de Kelly-Lochbaum qui modélise les réseaux de
cônes avec Wk(s) = e−τks (voir par exemple [V9̈5]). En considérant les pertes visco-thermiques dans
les opérateurs de propagation, nous retrouvons le modèle de [Duc01] avec Wk(s) = D̆k(s) e−τks où
D̆k(s) = e−ǫk

√
s. Ces modèles correspondent à une discontinuité d’ordre 1.
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Fig. 2.16 – Structure de la connexion de 2 cônes, avec discontinuité d’ordre 1. Dans le cas d’une
discontinuité d’ordre 1, il n’y pas d’effet de section, la “fusion” des cellules Qr,1

s et Ql,2
s conduit au

quadripôle Q1,2
j,s et les cellules Qcl sont des cellules identités pour les cônes sans perte. Les opérateurs

Tk deviennent Wk(s) = D̆k(s) e−τks avec D̆k(s) = 1 dans le cas sans perte ou D̆k(s) = e−ǫk
√
s avec

prise en compte des pertes pour la propagation d’ondes.
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2.4.3 Jonction de tubes évasés avec discontinuité d’ordre 2

Nous considérons maintenant la connexion de 2 tubes évasés avec pertes et avec continuité de
section et de pente (discontinuité d’ordre 2). La jonction est caractérisée par un changement de
paramètres : Υ1 6= Υ2 ou ε1 6= ε2.

q̃+1

q̃−1

q̃+2

q̃−2

Fig. 2.17 – Connexion de 2 tubes évasés, avec discontinuité d’ordre 2.

La régularité C1 implique k1,2 = 0 et Rs1,2 = 0, ainsi seule la courbure du tube et les pertes ont un

effet à la jonction des tubes. “Fusionner” les 2 cellules Qr,1
cl et Ql,2

cl conduit à un quadripôle équivalent

Q1,2
j,cl qui modélise la jonction des tubes évasés (c-à-d Q1,2

j,cl ≡ Qr,1
cl ⊙Ql,2

cl ). De même, en utilisant les
lois d’interconnexions algébriques (1.35-1.38) et les expressions de R1 et R2 (voir (2.55) en page 77),
on obtient après simplifications la forme de Q1,2

j,cl. La figure 2.18 représente la connexion des 2 tubes

évasés et la jonction Q1,2
j,cl pour laquelle

R(1,2)(s) =
(Γ1(s) − Γ2(s)()
Γ1(s) + Γ2(s)

), avec Γn(s) =

√(
s
c0

)2

+ 2εn

(
s
c0

) 3
2

+ Υn, ∀n ∈ {1, 2}. (2.71)

On retrouve la structure de Kelly-Lochbaum qui modélise les réseaux de tubes évasés avec continuité
de section et de pente (voir [HMM07b] en annexe H). Ici Wk(s) = Tk(s) = e−Γk(s)Lk = Dk(s) e−τks.
Ce modèle correspond à une discontinuité d’ordre 2.
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Fig. 2.18 – Structure de la connexion de 2 tubes évasés, avec discontinuité d’ordre 2. Dans le cas
d’une discontinuité d’ordre 2, il n’y pas d’effet de section et de pente. La “fusion” des cellules Qr,1

cl et

Ql,2
cl conduit au quadripôle Q1,2

j,cl. Les opérateurs Tk sont Wk(s) = e−Γk(s)Lk .
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2.4.4 Jonction de cônes avec discontinuité d’ordre 0

Nous considérons maintenant la connexion de 2 cônes sans perte, avec une discontinuité éventuelle
de section. Ces cônes sont représentés par Q1 et Q2, et ont respectivement pour sections Sr,1 et Sl,2
et pour pentes r′r,1 et r′l,2.

ψ̃+
1

ψ̃−
1

ψ̃+
2

ψ̃−
2

Fig. 2.19 – Connexion de 2 cônes, avec discontinuité d’ordre 0.

Pour les cônes sans perte (ε = Υ = 0), les cellules Qcl sont des quadripôles identités. Ici les sections
et les pentes ont un effet, il est donc nécessaire de “fusionner” les 4 cellules respectives pour obtenir
le quadripôle Q1,2

j,as de la jonction. On écrit donc : Q1,2
j,as ≡ Qr,1

s ⊙Qr,1
a ⊙Ql,2

a ⊙Ql,2
s . De même, en

utilisant les lois d’interconnexions algébriques et les expressions de kr,1, kl,2, R
s
r,1 et Rsr,1, on obtient

après simplifications la forme de Q1,2
j,as. La figure 2.20 représente la connexion des 2 cônes et la jonction

Q1,2
j,as pour laquelle

Ras(1,2)(s) =
(α(1,2)()

s− α(1,2)

), C1 =
(2Sr,1()

Sr,1 + Sl,2
), C2 =

(2Sl,2()
Sr,1 + Sl,2

), C3 =
(Sr,1 − Sl,2()
Sr,1 + Sl,2

), (2.72)

avec α(1,2) = 2

(
(αr,1Sr,1 + αl,2Sl,2()

Sr,1 + Sl,2
)

)
, αr,1 = +

c0
2

r′r,1
rr,1

et αl,2 = −c0
2

r′l,2
rl,2

. (2.73)

Ici, une structure un peu différente de la forme habituelle de Kelly-Lochbaum est obtenue (voir
[vW02]). Elle correspond à la jonction de 2 cônes avec discontinuité de section et de pente. De la même
manière que pour les quadripôles des jonctions précédentes, cette forme ne fait apparâıtre qu’une
seule fonction de transfert à simuler (du premier ordre), ce qui a pour intérêt de réduire le temps de
calcul. Dans le cas sans perte Wk(s) = e−τks, mais en considérant les pertes visco-thermiques dans
les opérateurs de propagation, nous retrouvons alors le modèle connu de [vW02] (avec des notations
différentes) pour Wk(s) = D̆k(s) e−τks où D̆k(s) = e−ǫk

√
s. Ce modèle correspond à une discontinuité

d’ordre 0.
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Fig. 2.20 – Structure de la connexion de 2 cônes, avec discontinuité d’ordre 0. La “fusion” des
cellules représentant les sections et pentes conduit au quadripôle Q1,2

j,as et les cellules Qcl sont des

cellules identités pour les cônes sans perte. Les opérateurs Tk deviennent Wk(s) = D̆k(s) e−τks avec

D̆k(s) = 1 dans le cas sans perte ou D̆k(s) = e−ǫk
√
s avec prise en compte des pertes pour la propagation

d’ondes.
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2.4.5 Jonction de tubes évasés avec discontinuité d’ordre 0

Enfin nous considérons le cas général de tubes évasés avec rupture de section, de pente et de
courbure.

q̃+1

q̃−1

q̃+2

q̃−2

Fig. 2.21 – Connection de 2 tubes évasés, avec discontinuité d’ordre 0.

Ici toutes les cellules ont un effet à la jonction. Le quadripôle de la jonction est alors obtenu par
la “fusion” suivante : Q1,2

J ≡ Qr,1
cl ⊙Qr,1

s ⊙Qr,1
a ⊙Ql,2

a ⊙Ql,2
s ⊙Ql,2

cl . On trouve le quadripôle illustré
en figure 2.22, pour lequel :

Rjk =
βk (Sr,1Γ1 − Sl,2Γ2) + 2

c0
(Sr,1αr,1 + Sl,2αl,2)

βk (Sr,1Γ1 + Sl,2Γ2) − 2
c0

(Sr,1αr,1 + Sl,2αl,2)
avec β(1,2) = 1 et β(2,1) = −1. (2.74)

Contrairement aux cas précédents, ici il n’est pas possible d’obtenir une forme qui ne fait apparâıtre
une seule fonction de transfert et des coefficients réels. De plus, l’étude des singularités des fonctions
Rj1,2 et Rj2,1, est délicate en raison de la présence des fonctions Γ1 et Γ2. Dans la suite, la “fusion” des
six cellules sera réalisée à partir de leur représentation d’état en utilisant l’algèbre de Tassart (voir
[Tas99] ou la partie 1.3.5 p.46), et non à partir de leurs fonctions de transfert.
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Fig. 2.22 – Structure de la connexion de 2 tubes évasés, avec discontinuité d’ordre 0. La jonction
est obtenue par Q1,2

J ≡ Qr,1
cl ⊙Qr,1

s ⊙Qr,1
a ⊙Ql,2

a ⊙Ql,2
s ⊙Ql,2

cl , et les opérateurs Tk sont Wk(s) =
e−Γk(s)Lk = Dk(s) e−τks.
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Nous nous intéressons ici à la stabilité et à la passivité des modèles de tubes acoustiques présentés
plus tôt : modèles par réseaux de cylindres, de cônes et de tubes avec courbure. Nous considérons la
stabilité EBSB1 des sorties et des sous-états internes de systèmes causaux. L’instabilité d’un système
se caractérise par l’existence d’un ou plusieurs signaux qui divergent quand le système est soumis à
des entrées bornées. Il n’est bien entendu pas envisageable de simuler de tels systèmes.

Un tube étant un élément passif, les modèles acoustiques utilisés doivent pouvoir conserver cette
propriété de passivité et de stabilité. Pourtant, bien que la plupart des calculs numériques dans le do-
maine spectral montrent que le modèle de Webster-Lokshin conserve ces propriétés, les décompositions
du système en plusieurs quadripôles, fait apparâıtre des sous-systèmes instables.

C’est là le paradoxe et une difficulté de cette étude de stabilité. Parce que malgré la
présence de sous-systèmes instables dans la structure de simulation, on constate que la
boucle avec retards a pour effet de stabiliser dans certains cas les sous-états internes du
système.

De plus la fonction Γ liée au nombre d’onde k par la relation Γ(iω) = ik(ω), possède des ensembles
infinis et continus de singularités dans le domaine de Laplace, qui ne sont pas du type pôles. Les
systèmes associés sont dits de dimension infinie et ne permettent pas d’utiliser les outils standard
connus en automatique ou en traitement du signal.

Dans une première partie, nous présentons une étude pour les réseaux de cylindres et de cônes. Nous
commençons par un résumé de la preuve de stabilité donnée dans [Mat94] pour les cylindres. Puis nous
développons la preuve pour les cônes. Cette étude fait apparâıtre un problème de jonctions instables
pour un changement négatif de pentes. Pour ce problème connu, aucune preuve mathématique de
stabilité pour la structure de Kelly-Lochaum n’avait été faite à notre connaissance.

Dans une deuxième partie, nous commençons par présenter en détail la fonction Γ du modèle de
Webster-Lokshin ainsi que ses conséquences sur les fonctions de transfert associées. Cette partie est
cruciale pour comprendre toute la difficulté de la simulation du modèle de Webster-Lokshin.

Nous faisons dans une troisième partie la preuve de stabilité et de passivité pour des réseaux
de tubes évasés (Υ ≥ 0) avec profils de classe C1. Pour ce système, sachant que les fonctions mises
en jeu sont de modules plus petits que 1, la preuve de stabilité est immédiate. Mais l’étude de la
passivité est plus difficile, cependant nous pouvons limiter l’étude à l’axe de Fourier, et le théorème
du maximum étent le résultat au demi-plan droit entier.

La quatrième partie traite du cas particulier des courbures négatives. Ce cas présente un ensemble
infini de singularités à l’origine d’instabilités. Grâce à un raisonnement physique, confirmé par des
calculs mathématiques, nous faisons une interprétation de cet ensemble que nous appelons coupure.

La dernière partie dresse un bilan des différentes sources d’instabilités dans le système. Nous
n’avons pas pu démontrer rigoureusement la stabilisation de ces instabilités, alors nous poserons des
conjectures qui ont été validées empiriquement par des calculs numériques dans le domaine de Laplace.

Remarque 3.1. Dans ce chapitre nous parlons de fonctions de transfert stables. Il s’agit d’un abus
de langage que nous faisons par commodité. Il faut comprendre que le système SISO2 linéaire associé,
a sa sortie bornée quand il est soumis à une entrée bornée. Il s’agit de la stabilité dite EBSB.

De même nous parlons de sous-états stables d’un système, quand les valeurs numériques de ces
sous-états restent bornées pour des entrées bornées du sytème.

1L’acronyme EBSB signifie : Entrées Bornées/Sorties Bornées
2L’acronyme SISO signifie : Single Input Single Output. Il désigne des systèmes à une entrée et une sortie scalaires.
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3.1 Stabilité et passivité dans les cylindres et les cônes

Dans cette partie nous présentons l’étude de stabilité et de passivité pour les modèles de réseaux
de tubes cylindriques et coniques de [MG76], [Mat94] et [V9̈5] (de la partie 1.2.3 page 35).

Ici nous considérons la stabilité EBSB du système qui équivaut à ce que les relations entrées/sorties
soient données par des fonctions de transfert holomorphes dans le demi-plan droit du domaine de
Laplace (pas de singularités dans C

+
0 := {s ∈ C/ ℜe(s) > 0}). Nous nous intéressons également à la

stabilité des sous-états internes du réseau.
La passivité d’un système est caractérisée par des impédances à parties réelles positives dans le

demi-plan droit de Laplace. En considérant les ondes progressives, la passivité est caractérisée par des
fonctions de transfert strictement inférieures à 1 en module dans C

+
0 , et inférieures ou égales à 1 sur

iR.
La passivité d’un système est une propriété intéressante parce qu’elle nous permet de prouver

la stabilité d’un réseau de systèmes connectés. En effet, après débouclage de 2 systèmes, on voit
apparâıtre des dénominateurs tels que 1−R1R2 (cf. §1.3.1 p.39), où R1 et R2 sont les réflexions des 2
systèmes. Ainsi, prouver que |R1| < 1 et |R2| < 1 dans C

+
0 prouve que le dénominateur ne s’y annule

pas et que le système global est stable.
Nous montrons ici que pour des tubes physiquement réalistes, la structure de Kelly-Lochbaum

définit un système stable et passif. Nous montrons également que le branchement du réseau sur une
réflexion Rr passive à droite (cf. Fig. 3.1-(a)) conserve la passivité, et donc que le système défini par
la figure 3.1-(b) est stable.

(b)(a) et

s−t

st sded

RlRr Rr

Réseau de tronçons
cylindriques ou

coniques

Réseau de tronçons
cylindriques ou

coniques

Fig. 3.1 – Tripôle et Dipôle d’un réseau de tronçons connecté sur 1 ou 2 réflexions. (a) : Réseau
branché sur une réflexion Rr passive à droite. (b) : Réseau branché sur 2 réflexions Rl et Rr passives.

3.1.1 Réseau de cylindres

Dans [Mat94, annexe C], l’étude de stabilité est faite pour les réseaux de tronçons cylindriques
avec pertes visco-thermiques. Nous faisons ici un bref résumé.

Dans un premier temps, par un changement de variables, la structure en treilli, équivalente à la
structure de Kelly-Lochbaum, est obtenue (cf. Fig. 3.2). Les propagateurs Wn(s) y sont remplacés par
les variables complexes wn.

s+n

s−n

e+n

e−n
−k1 −k2 −kn

k1 k2 kn

w2
1 w2

2 w2
n

Fig. 3.2 – Structure de filtre en treilli pour un réseau de cylindres

Puis une représentation matricielle du système est construite par récurrence sur le nombre de
tronçons. En utilisant un principe de poly-réciprocité, il est prouvé que le polynôme caractéristique ne
s’annule pas si les kn et les wn sont de modules plus petits que 1.

Or les réflexions kn et les propagateurs Wn(s) sont donnés par

kn =
Sn−1 − Sn
Sn−1 + Sn

, et Wn(s) = D̆n(s) e−τns = e−ǫn
√
s e−τns .
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Avec Sn > 0 l’aire de la section du n-ième cylindre, |kn| < 1 pour tout n. Et avec ǫ ≥ 0, le coefficient
des pertes du modèle, on a ℜe(

√
s) > 0 ∀s ∈ C

+
0 (cf. §3.2.1 p.96), donc |Wn(s)| < 1 pour tout s dans

C
+
0 . Par conséquent, pour wn = Wn(s), le système de la figure 3.2 est stable.

Remarque 3.2. Dans le cas où les wn représentent des retards purs e−τns avec τn commensurables,
la preuve de stabilité avait été donnée dans [MG76]. L’avantage de la preuve de [Mat94] est que les
wn sont “déconnectées” les uns des autres et sont seulement considérés de modules plus petits que 1
dans C

+
0 et on peut donc prendre en compte l’effet des pertes et des retards non commensurables.

Enfin, toujours dans [Mat94, annexe C], la preuve de stabilité est faite dans le cas du tripôle de la
figure 3.2-(a), où une réflexion passive Rr est connectée à droite, et dans le cas du dipôle de la figure
3.2-(b), où une réflexion passive Rl est connectée à gauche.

3.1.2 Réseau de cônes

Considérons le modèle de [V9̈5] d’un réseau de cônes sans perte avec continuité de section. Dans un
premier temps nous présentons un problème de stabilité qui apparâıt à certaines jonctions de cônes.
Puis nous apportons une compréhension du problème sur un exemple simple. Ensuite, après avoir
étudié la stabilité et la passivité d’un cône seul, nous étudions la stabilité et la passivité du cône
connecté sur une réflexion passive quelconque. Ce résultat nous permettra dans un dernier temps à
prouver la stabilité d’un réseau de cônes.

3.1.2.1 Problème de stabilité d’une jonction de cônes

Les quadripôles aux jonctions de 2 cônes prennent la forme d’une cellule de la structure de Kelly-
Lochbaum que nous redonnons ci dessous. Avec r′1 la pente du cône de gauche, r′2 la pente du cône
de droite et rj le rayon à la jonction, la fonction de transfert Rs(s) de la réflexion d’onde est donnée par

Rs(s) =
(α()

s− α
),

avec α =
(c0()
2
)
(

(r′1 − r′2()
rj
)
)
.

Qs
Rs Rs

1+Rs

1+Rs

Dans le cas où r′1 < r′2, le pôle α de Rs(s) est négatif, et la fonction Rs(s) est de module plus
petit que 1 pour s ∈ C

+
0 (ℜe(s) > 0), et elle définit un système causal et stable. Cependant un

problème survient quand r′1 > r′2 car le pôle α est positif et la réponse impulsionnelle de Rs(s) est une
exponentielle divergente.

(a) Jonction stable (b) Jonction instable

Fig. 3.3 – (a) : Jonction de cônes avec un saut positif de pente (α < 0), (b) : Jonction de cônes avec
un saut négatif de pente (α > 0). Dans le premier cas la jonction est stable, mais dans le second cas
la jonction est instable.
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3.1.2.2 Exemple d’un cône convergent tronqué

Nous considérons ici l’exemple simple d’un cône convergent sans perte de longeur L, connecté à sa
gauche sur un cylindre sans perte avec continuité de section, et connecté à sa droite sur une impédance
idéalement nulle. On note r0 son rayon à gauche, et rL son rayon à droite.

La figure 3.4 présente le schéma du cône et la structure de simulation : la jonction est modélisée
par un quadripôle Qs, les propagations par 2 retards e−τs avec τ = L/c0, et l’impédance nulle en fin
de tube est représentée par une réflexion −1 sur les ondes progressives sphériques ψ±.

(b)(a)
r0

rL

ℓ = 0
ℓ

L Lcrit

−1
ψ+

ψ+

ψ−ψ−

1+Rs(s)

1+Rs(s)

Rs(s) Rs(s)

e−τs

e−τs

−1

Fig. 3.4 – Cône convergent tronqué. (a) : Schéma, (b) : Structure de modélisation.

Pour α = − c0
2
r′

r0
> 0 où r′ = (rL − r0)/L < 0, on a Rs(s) = α/(s− α), et pour T = 2τ le calcul

de la réflexion globale donne :

Rg(s) :=
ψ−(s)

ψ+(s)
= Rs(s) −

(
1 +Rs(s)

)2
e−2τs

1 +Rs(s) e−2τs

=
α−

(
s+ α

)
e−Ts

s− α+ α e−Ts
. (3.1)

Ce problème présente un paradoxe : alors que la fonction de réflexion Rs(s) est instable (saut de
pente négatif : α > 0), on constate que la réflexion globale Rg du système est stable. C’est-à-dire que
malgré l’apparition dans la structure d’une fonction de transfert instable, la relation entrée/sortie est
stable.

Ce problème est bien connu et est présenté dans [ABM88, MA88, MAC88]. Une interprétation
du phénomène est donnée dans [GKP90] : la réflexion Rs(s) à la jonction y est interprétée comme la
réflexion globale entre un cylindre et un cône semi-infini à droite (anéchöıque). Effectivement quand
L = c0τ → ∞, exp(−Ts) → 0 pour ℜe(s) > 0, ce qui donne :

lim
T→∞

Rg(s) = lim
T→∞

α−
(
s+ α

)
e−Ts

s− α+ α e−Ts
=

α

s− α
= Rs(s), pour ℜe(s) > 0 et s 6= α. (3.2)

Or, un tel cône a un rayon qui s’annule en ℓ = Lcrit := −r0/r′ et qui devient négatif au-delà. Un cône
convergent semi-infini est donc irréaliste physiquement, et aucune stabilité ne peut être justifiée par
un raisonnement physique pour la fonction Rs(s) associée.

Cependant le cône considéré est tronqué en ℓ = L, et avec L < Lcrit la boucle fermée avec retard,
qui représente le retour d’ondes à travers le cône, a pour effet de “compenser” cette instabilité. Cette
“compensation” d’instabilité est réalisée du point de vue entrée/sortie, mais pas nécessairement sur
les sous-états internes du système.

Dans [GKP90] et [Duc02], des méthodes de calcul ont été proposées, mais aucune d’entre elles ne
permet une simulation numérique à faible coût en temps-réel sur un horizon temporel infini. Dans
[V9̈5], le réseau de cônes est simulé en utilisant la structure des cellules où Rs(s) est factorisée, et la
stabilité interne de la simulation y est observée sans être prouvée.

Dans [MHM08b] (voir annexe I), en écrivant la représentation d’état du système avec retard de la
structure donnée en figure 3.5-(a), nous avons montré que le déterminant possède une racine à partie
réelle positive. Ce système possède donc au moins un sous-état instable. Cependant, en utilisant
un changement de base orthogonale, nous avons pu séparer une partie observable de la partie non-
observable du système. Puis la réalisation minimale du système est obtenue en éliminant la partie
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(b)(a)

Rs(s)

−e−Ts

−e−Ts

1+Rs(s)

1+Rs(s)

Rs(s) Rs(s)

u u

y y

Fig. 3.5 – Structures de simulation du cône convergent tronqué. La structure de la figure (b) est
équivalente à celle de (a) avec factorisation de la fonction Rs.

non observable de la simulation. Notons que cette réalisation correspond à la structure de la figure
3.5-(b).

Avec u = ψ+ et y = ψ−, une représentation d’état de la réalisation minimale est donnée par
{
s x(s) = α

(
1 − e−Ts

)
x(s) + α

(
1 − e−Ts

)
u(s),

y(s) = α
(
1 − e−Ts

)
x(s) − e−Ts u(s),

(3.3)

qui a pour équation caractéristique :

d(s) := s− α+ α e−Ts = 0. (3.4)

Dans [MHM08b], nous faisons l’étude de d(s) avec la méthode de la D-Subdivision (voir [CM49,
KN86]) et montrons que : d(s) n’a pas de racine pour s ∈ C

+
0 ∪ iR∗, si αT < 1. Ici nous présentons

une preuve plus courte3 :

Démonstration. Selon le corollaire A.5 (du théorème du maximum),
∣∣∣ 1−e−Ts

Ts

∣∣∣ < 1, ∀s ∈ C
+
0 ∪ iR∗.

Or l’équation s− α+ α e−Ts = 0 se réécrit 1
αT = 1−e−T s

Ts , ce qui est impossible pour s ∈ C
+
0 ∪ iR∗

tant que αT < 1.

Nous montrons donc que pour αT < 1, toutes les racines de d sont à partie réelle strictement
négative, sauf une en s = 0. Cependant, cette racine qui se comporte comme un intégrateur pur, à la
limite de la stabilité, est naturellement compensée par la boucle retardée. Le critère de stabilité est
donc αT < 1 qui équivaut à L < Lcrit (car on a aussi α = c0/(2Lcrit).

Remarque 3.3. Une remarque intéressante est que le système devient instable dès que L devient
supérieur à Lcrit. Dans ce cas, le cône tronqué devient physiquement irréaliste, ce qui confirme l’in-
terprétation faite dans [GKP90]. Nous reverrons une interprétation semblable dans le cas de tubes
avec courbure négative en partie 3.4 page 112.

Remarque 3.4. Ici, la réalisation minimale permet non seulement de réduire le temps de calcul
du système, mais permet aussi de rendre stable la réalisation, puisque la partie instable du système
original (de la figure 3.5-(a)) correspond à la partie non observable.

Pour la simulation à temps discret, nous discrétisons séparément le retard e−Ts et Rs(s). La
discrétisation de Rs(s) par le bloqueur d’ordre 1 donne un système stable avec le même critère :
Tα < 1. En faisant une récurrence sur la longueur du cône, on prouve que le critère de Jury (voir
[Jur74]) n’est plus vérifié dès que Tα > 1. Nous ne donnons pas plus de détails ici, et nous renvoyons
à [MHM08b, partie V et annexe] (voir annexe I p.183). Nous donnons les réponses impulsionnelles à
temps discret et à temps continu en Fig. 3.6.

Remarque 3.5. Cette preuve a pu être faite pour le bloqueur d’ordre 1, mais nous avons constaté que
la transformée bilinéaire ou le bloqueur d’ordre 0 par exemple, produisent un système à temps discret
dont le critère de stabilité est plus restrictif : αT < ρ < 1.

3Nous remercions Silviu-Iulian Niculescu pour nous avoir donné cette preuve plus courte.
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Fig. 3.6 – Réponse impulsionnelle du cône convergent tronqué, avec T = 0.1 s et α = 9.99 s−1. Cette
courbe montre que la réponse commence à diverger sur [0, T [, et les retours successifs compensent cette
instabilité provenant de Rs. La réponse analytique à temps continue y(t) est donnée dans [GKP90].

3.1.2.3 Stabilité et passivité d’un cône

Stabilité Considérons un cône sans perte de longueur L, connecté à ses extrémités sur des cylindres
sans perte avec continuité de rayon (cf. Fig. 3.7). Avec r0 et rL les rayons respectivement à gauche et
à droite, la pente du cône est donnée par r′ = (rL − r0)/L.

Selon le modèle de [V9̈5], ce système est modélisé par la structure de la figure 3.8-(a), qui correspond
à la réalisation minimale du système comme nous venons de le voir. Remarquons que ce système est la
forme décomposée du quadripôle Qφ (redonné en Fig. 3.8-(b)), avec ε = 0 et Υ = 0, où Rlφ := φ−0 /φ

−
0

et Rrφ := φ+
L/φ

−
L sont les réflexions globales et Tφ := φ+

L/φ
+
0 = φ−0 /φ

−
L est la transmission globale

(cf. §2.3.1.1 p.71).

Comme le montre la figure 3.7, pour des rayons r0 et rL positifs, il y a un saut de pente positif et
un autre négatif. Donc l’une des 2 jonctions est stable, et l’autre est instable. Nous retrouvons alors
le même problème de stabilité à l’une des 2 jonctions.

r0

rL

ℓ = 0
ℓ

L

Fig. 3.7 – Schéma du cône

(a) (b)

e−τs

e−τs
Rlφ Rrφ

Tφ

TφRls(s) Rrs(s)
x1 x2

Qφ

φ+
0

φ+
0

φ−0φ−0

φ+
L φ+

L

φ−Lφ−L

Fig. 3.8 – (a) : Structure de simulation du cône, (b) : Quadripôle équivalent

Rappelons les expressions des fonctions de transfert Rls et Rrs :

Rls(s) =
αl

s− αl
et Rrs(s) =

αr
s− αr

avec αl = −c0
2

r′

r0
et αr = +

c0
2

r′

rL
. (3.5)
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Avec T = 2τ = 2L/c0, notons que les pôles des réflexions sont liés par

αr =
αl

Tαl − 1
. (3.6)

Avec U = [φ+
0 , φ

−
L ]T , Y = [φ−0 , φ

+
L ]T , et le vecteur d’état X := [x1, x2]

T où x1 et x2 sont les sorties
de Rls et Rrs, une représentation d’état est donnée par





sX(s) =

[
αg αg e−τs

αg e−τs αd

]
X(s) +

[
αg αg e−τs

αg e−τs αd

]
U(s),

Y (s) =

[
1 e−τs

e−τs 1

]
X(s) +

[
0 1
1 0

]
U(s),

(3.7)

et l’équation caractéristique est alors donnée par :

d(s) := s2 − as+ b− b e−Ts = 0, avec a = αl+αr et b = αl αr. (3.8)

L’étude des racines donne le résultat suivant : d(s) n’a pas de racine pour s ∈ C
+
0 ∪ iR∗, si αlT < 1.

Démonstration. Selon le corollaire A.5 (du théorème du maximum),
∣∣∣ 1−e−Ts

Ts

∣∣∣ < 1 ∀s ∈ C
+
0 ∪ iR∗.

Or l’équation s2 − as+ b− b e−Ts = 0 se réécrit a−s
bT = 1−e−Ts

Ts .
Avec a = αl +αr et b = αlαr, et avec (3.6) qui lie αl et αr, le membre de gauche s’écrit :(

Tα2
l + s(1 − Tαl)

)
/(Tα2

l ). Or, avec s = ξ + iω (ξ ≥ 0) et pour αlT < 1 on a∣∣∣Tα2
l + s(1 − Tαl)

∣∣∣ =
∣∣∣Tα2

l︸︷︷︸
>0

+ ξ︸︷︷︸
≥0

(1 − Tαl)︸ ︷︷ ︸
>0

+iω(1 − Tαl)
∣∣∣ ≥

∣∣∣Tα2
l

∣∣∣.

En conséquence d(s) = 0 n’a pas de solution pour s ∈ C
+
0 ∪ iR∗ tant que αlT < 1.

Cependant, en s = 0, d(s) a une racine double. Mais les fonctions de transfert Yn/Um et Xn/Um
montrent qu’elle est compensée une fois (pour (n,m) ∈ {1, 2}2). Le système conserve donc un pôle
simple en s = 0, à la limite de la stabilité. Les réponses impulsionnelles associées sont alors bornées.

Le critère de stabilité du cône est donc αlT < 1 qui équivaut à αrT < 1 (voir (3.6)), ou bien à
L < Lcrit. Comme précédemment, les sous-états du système ainsi que les relations entrée/sortie du
cône sont stables pour des paramètres physiquement réalistes.

Passivité Ici nous cherchons à démontrer que les 2 réflexions globales du système de la figure 3.8-(b)
sont de modules plus petits que 1 pour s ∈ C

+
0 . Ces réflexions globales sont notées Rlφ (gauche) et Rrφ

(droite). Pour cette étude, nous avons besoin du résultat intermédiaire suivant.

Lemme 3.1. Considérons le branchement d’une jonction de cônes Qs sur une réflexion Rp comme
le montre la figure 3.9. La réflexion de la jonction est donnée par Rs(s) = α/(s − α) avec α ∈ R, et
Rp est telle que |Rp(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR.

Alors la réflexion équivalente Re(s) := y(s)/u(s), vérifie : ∀s ∈ iR, |Re(s)| ≤ 1.

ReRs Rs

1+Rs

1+Rs uu

yy
Qs

Rp

Fig. 3.9 – Jonction de cônes connectée à une réflexion Rp
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Démonstration. L’expression de Re(s) est :

Re(s) := y(s)
u(s) = Rs(s) +

(1+Rs(s))2Rp(s)
1−Rp(s)Rs(s) = s+α

s−α × ( α
s+α)+Rp(s)

1+( α
−s+α)Rp(s)

= s+α
s−α × (−Rs(−s))+Rp(s)

1+(−Rs(s))Rp(s) .

Pour s ∈ iR, on a Rs(−s) = Rs(s) = Rs(s), et donc Re(s) = s+α
s−α × −Rs(s)+Rp(s)

1+(−Rs(s))Rp(s) .

Premièrement
∣∣∣ iω+α
iω−α

∣∣∣ = 1, et deuxièmement |Rp(iω)| ≤ 1 et |Rs(iω)| =
∣∣∣ α
iω−α

∣∣∣ ≤ 1 (∀α ∈ R), donc

selon la propriété A.6, on a |Re(s)| =
∣∣∣ s+αs−α

∣∣∣×
∣∣∣ −Rs(s)+Rp(s)
1+(−Rs(s))Rp(s)

∣∣∣ ≤ 1, ∀s ∈ iR.

Maintenant, il suffit d’appliquer ce résultat à la structure de la figure 3.8-(a) :

– Pour montrer la passivité de la réflexion globale de gauche, Rlφ(s), on applique le lemme 3.1 en

remplaçant Rs(s) par Rls(s), et Rp(s) par e−2τsRrs(s), ce qui donne |Rlφ(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR.

De plus, sachant que le système est stable, Rlφ est holomorphe dans C
+
0 , avec le corollaire A.2

(corollaire du théorème du maximum), on a |Rlφ(s)| < 1 pour s ∈ C
+
0 .

– Pour la réflexion de droite, Rrφ(s), on applique à nouveau le lemme 3.1 en remplaçant Rs(s) par

Rrs(s), et Rp(s) par e−2τsRls(s), et le corollaire A.2, donne |Rrφ(s)| < 1 pour s ∈ C
+
0 .

3.1.2.4 Stabilité et passivité d’un cône connecté sur une réflexion passive

La structure de la figure 3.8-(a) est maintenant écrite par le quadripôle Qφ de la figure 3.10, où Rlφ
et Rrφ sont les réflexions globales (respectivement gauche et droite) et Tφ est la transmission globale
(aller ou retour). Considérons la connexion du cône sur une réflexion passive Rp à sa droite telle que
|Rp(iω)| ≤ 1 et |Rp(s)| < 1 pour s ∈ C

+
0 .

Alors, la passivité de Rrφ (donnée précédemment) et la passivité de Rp prouvent la stabilité de

cette connexion (le dénominateur 1 − Rrφ(s)Rp(s) n’a pas de zéro dans C
+
0 ). La réflexion équivalente

Re(s) est donc holomorphe dans C
+
0 .

ReRlφ Rrφ

Tφ

Tφ
φ+φ+

φ−φ−
Qφ

Rp

Fig. 3.10 – Tronçon de cône connecté à une réflexion passive : forme globale du tronçon.

De plus en redécomposant le quadripôle comme la figure 3.11-(a) le montre, on prouve maintenant
la passivité de la réflexion équivalente Re := φ−/φ+ :

– En appliquant le lemme 3.1 en remplaçant Rs(s) par Rrs(s), et Rp(s) par Rp(s), on prouve que
|Re(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR. Voir l’illustration sur les figures 3.11-(a) et 3.11-(b).

– On applique à nouveau le lemme 3.1, en remplaçant Rs(s) par Rls(s), et Rp(s) par e−2τsRe(s),
ce qui prouve que |Re(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR. Voir l’illustration sur les figures 3.11-(b) et 3.11-(c).

– En conséquence, puisque |Re(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR, et que Re est holomorphe dans C
+
0 , le corollaire

A.2 (du théorème du maximum) prouve que |Re(s)| < 1 pour s ∈ C
+
0 .

(a) (b) (c)
1+Rls1+Rls

1+Rls1+Rls

RlsRls RlsRls

e−τs

e−τs

e−τs

e−τs 1+Rrs

1+Rrs

Rrs Rrs

φ+φ+φ+

φ−φ−φ−
Ql
sQl

s Qr
s

Rp Re Re

Fig. 3.11 – Tronçon de cône connecté à une réflexion passive : forme décomposée et équivalences pour
la preuve de passivité.
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3.1.2.5 Stabilité du réseau

Le résultat précédent est que la réflexion équivalente Re de la connexion d’un quadripôle Qφ (avec
ε = 0 et Υ = 0) sur une réflexion passive Rp quelconque, est elle-même passive.

Ainsi si on reconnecte un autre quadripôle Qφ d’un autre cône sur ce système, on redémontre la
stabilité et la passivité, puisque Re est passive et stable.

Par récurrence, on démontre alors la stabilité et la passivité d’une concaténation d’un nombre
quelconque de tronçons.

En bout de châıne à droite, nous avons soit le choix de ne rien brancher, Rp = 0, soit de brancher
une réflexion passive due à un rayonnement par exemple.

Finalement, la passivité du réseau permet de prouver la stabilité de celui-ci connecté à une réflexion
passive quelconque à gauche.

u

φ+
0

φ−0

φ+
1

φ−1

φ+
N−3

φ−N−3

φ+
N−2

φ−N−2

φ+
N−1

φ−N−1

φ+
N

φ−N

y

Q1
φ QN−2

φ QN−1
φ QN

φ
Rl Rr

Fig. 3.12 – Réseau droit de tronçons coniques avec continuité de section, connecté à gauche et à droite
à des réflexions passives Rl et Rr respectivement.

Exemple 3.1. Les figures 3.13 et 3.14 présentent les simulations numériques de 2 réseaux de cônes
contenant chacune un grand nombre de jonctions instables. Ces simulations se révèlent être asympto-
tiquement stables.



Section 3.1 95

r̃1(ℓ)
ℓ

RjsRjsRjs RjsRjsRjs RjsRjsRjs RjsRjs W

W

W

W

W

WW

W

W

W

W

WW

W

W

W

W

W W

W

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−3

Temps tn (secondes)

y
d 1
(t
n
)

Fig. 3.13 – Exemple (1) de simulation par un réseau de tronçons coniques : profil er1(ℓ) du tube,
structure de Kelly-Lochbaum simulée et réponse impulsionnelle du système en temps discret yd1(tn).
La structure de Kelly-Lochbaum correspondante contient 9 jonctions instables et 2 jonctions stables
aux extrémités. La réponse impulsionnelle du système yd1(tn) converge vers 0.
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Fig. 3.14 – Exemple (2) de simulation par un réseau de tronçons coniques : profil er2(ℓ) du tube,
structure de Kelly-Lochbaum simulée et réponse impulsionnelle du système en temps discret yd2(tn).
La structure de Kelly-Lochbaum correspondante contient 6 jonctions instables et 5 jonctions stables
intercalées. La réponse impulsionnelle du système yd2(tn) converge vers 0.
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3.2 Analyse complexe de la fonction Γ

L’analyse de la stabilité des réseaux de tronçons à courbure constante et avec pertes est plus
délicate que pour les tubes droits et les cônes. Une partie de la difficulté revient à la fonction Γ qui
intervient dans le modèle de Webster-Lokshin et qui est donnée par (voir chapitre 2) :

Γ(s)2 =

(
s

c0

)2

+ 2ε

(
s

c0

) 3
2

+ Υ. (3.9)

Rappelons que cette fonction est liée au nombre d’onde k par la relation Γ(iω) = ik(ω). A cause
de son rôle crucial dans le modèle de Webster-Lokshin et pour la stabilité des guides d’ondes associés,
nous commençons préalablement par une étude analytique de cette fonction.

Non seulement Γ fait apparâıtre une racine carrée de s (via s
3
2 ) mais elle est elle-même définie

comme une racine carrée de Γ2. L’apparition de la racine carrée dans le plan complexe pose des
problèmes de définition univoque de la fonction. Dans ce qui suit nous introduisons quelques notions
d’analyse dans le plan complexe et leur conséquence dans notre cas. Puis nous présentons la notion
de représentations intégrales qui est un outil mathématique bien adapté à notre étude.

Nous notons ici le demi-plan complexe droit ouvert C
+
0 := {s ∈ C/ ℜe(s) > 0}, et le demi-plan

complexe gauche ouvert C
−
0 := {s ∈ C/ ℜe(s) < 0}. Les domaines fermés correspondant sont C

+
0 :=

C
+
0 ∪ iR et C

−
0 := C

−
0 ∪ iR.

3.2.1 Notions d’analyse dans le plan complexe

Beaucoup de fonctions complexes sont définies en prolongeant les propriétés qu’elles ont dans
R. Par exemple la fonction carrée f(x) = x2 est une fonction au sens habituel et son prolongement
analytique dans C est possible et immédiat. Mais il en est autrement de sa fonction inverse g(x) =

√
x.

A une valeur y ∈ R∗+ de la fonction f(x), correspondent deux antécédents g(y) =
√
y et g(y) = −√

y.
Autrement dit la racine carrée possède deux branches (ou déterminations) et on doit en choisir une
pour définir une application dans C. En utilisant la représentation polaire d’un nombre complexe
z = ρ eiθ, une définition naturelle de sa racine est :

√
z =

√
ρ ei

θ
2 . (3.10)

Mais alors que le changement θ 7→ θ+2π laisse z invariant, il change le signe de sa racine. Ainsi on
dit que la racine carrée est bivalente contrairement à une application qui est, par définition, univalente
(ou univoque). Pour définir la racine carrée de façon univoque, il faut pour chaque z dans C donner
la détermination à laquelle il est rattaché.

Si on reprend (3.10) et qu’on fait varier θ de 0 à 2π, z décrit un cercle autour de l’origine, et
l’argument de sa racine augmente de π, d’où le changement de signe. Ainsi, en tournant une fois autour
de l’origine nous passons d’une détermination à une autre. Donc une façon de définir l’application est
de choisir une frontière appelée coupure reliant l’origine (z = 0) à un point à l’infini. Dans ce cas,
l’origine est appelée point de branchement.

La coupure sert donc à séparer les 2 déterminations de la racine carrée (on parle de feuillets de
Riemann), il reste alors à spécifier lequel des 2 feuillets est choisi. Dans la suite nous préférerons le
feuillet correspondant à la racine carrée positive sur R+.

Parmi les choix possibles (infinis) une coupure simple est une demi-droite donnée par son angle θ0
par rapport à l’axe R+. De telles coupures sont obtenues par la définition suivante.

Définition 3.1. Pour θ0 ∈ R, la racine carrée (θ0)
√
. est définie par :

(θ0)
√
s = (θ0)

√
ρ eiθ :=

√
ρ ei

θ
2 , avec ρ ∈ R

+ et θ ∈]θ0, θ0 + 2π]. (3.11)

Notons que (3.11) définit une application analytique pour tout complexe non nul dont l’argument
appartient à ] θ0, θ0 + 2π [ , mais on observe une discontinuité le long de la coupure, c’est-à-dire pour
θ = θ0, caractérisée par un changement de signe.
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Exemple : Soit la fonction complexe f définie par :

f(s) := (α)
√
s− s1

(β)
√
s− s1, (3.12)

avec s1 ∈ C et (α, β) ∈ R2. La fonction f possède 2 points de branchement s1 et s1 fixes et 2 coupures
Cα et Cβ qui sont des demi-droites définies par le choix de α et β respectivement.

Remarque : Même si le nombre de choix possibles est infini, pour pouvoir représenter des systèmes
réels, causaux et stables, il est intéressant de respecter ces 2 propriétés :

(i) Les systèmes réels sont représentés par des fonctions de transfert à symétrie hermitienne, ce
qui signifie f(s) = f(s). Tous les ensembles des coupures sont choisis symétriques par rapport à
l’axe des réels.

(ii) Pour qu’un système soit causal et stable, une condition nécessaire est que ses fonctions de
transfert associées soient analytiques dans le demi-plan complexe droit C

+
0 . Ainsi puisque les

racines carrées ne sont pas holomorphes sur les coupures, si cela est possible, les coupures seront

choisies dans C
−
0 .

En conséquence, pour la racine carrée (θ0)
√
s, le seul choix respectant ces 2 contraintes est θ0 = −π[2π]

qui a R− comme coupure. La définition la plus naturelle de la racine carrée est (−π)
√
s qui correspond

à la racine carrée positive sur R+. Nous la notons par la suite simplement
√
s.

Définition 3.2. La racine carrée “naturelle” est définie par
√
s := (−π)

√
s, c’est-à-dire ∀s ∈ C :

√
s =

√
ρ eiθ :=

√
ρ ei

θ
2 , avec ρ ∈ R

+ et θ ∈] − π, π]. (3.13)

Propriété 3.2. Deux propriétés importantes de
√
. sont :

∀s ∈ C \ R
−, ℜe(

√
s) > 0, (3.14)

∀s ∈ R
−,

√
s ∈ iR+. (3.15)

Pour la fonction f , si s1 ∈ C
−
0 , alors la causalité et la stabilité imposent que α et β appartiennent

à
(
[− 3

2π,− 1
2π] + 2πZ

)
. De plus, pour vérifier la symétrie hermitienne de f , on doit choisir β = −α[2π]

ou bien β = α = 1
2π[π]. Ce dernier choix est particulier parce que f est alors discontinue sur le segment

liant s1 à s1, mais devient continue sur la demi-droite où se superposent les 2 coupures en raison de
la compensation du changement de signe. La figure 3.16 illustre différents choix de α et β respectant
ou non ces contraintes.

Notons que si s1 ∈ C
+
0 , alors le système correspondant à f n’est pas causal et stable.
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Fig. 3.15 – Phase de (θ0)
√
s dans le plan complexe. La phase est représentée par la teinte de la

représentation HSV des couleurs. Ici nous illustrons 3 choix de coupures donnés par la valeur de
θ0. Les coupures apparaissent par les discontinuités. Notons que pour (a) et (c) la coupure est sur R

−,
mais (a) correspond à la racine carrée positive sur R

+ et (c) à la racine carrée négative



98 CHAPITRE 3

 

 

α = −π

β = −π

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

replacements

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(a)

 

 

α = −4/3 π 

β = −2/3 π

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(b)

 

 

α = π/2

β = π/2

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(c)

 

 

α = 2/3 π

β = π

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(d)

 

 

α = −5/3 π

β = −π/3

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(e)

 

 

α = −π

β = −π

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

ℜe(s)

ℑm
(s

)

−π

−π2

0

+π
2

+π(f)

Fig. 3.16 – Phase de f(s) = (α)
√
s− s1

(β)
√
s− s1 dans le plan complexe. Pour les 5 premières figures

s1 = −0.2 + i, et pour la figure (f) s1 = +0.5 + i. Notons que les choix de coupures pour les figures
(a), (b) et (c) respectent la causalité, la stabilité et la symétrie hermitienne, alors que celui de la figure
(d) ne respecte pas la symétrie hermitienne et celui de la figure (e) ne respecte pas la stabilité et la
causalité. Pour la figure (f), ℜe(s1) > 0, f ne peut en aucun cas être analytique dans C

+
0 .

3.2.2 Analyse des singularités de Γ

Avec pertes visco-thermiques, ε > 0, la fonction Γ possède un terme en s
3
2 qui implique un point

de branchement en s = 0. Ainsi, pour respecter la symétrie hermitienne, la causalité et la stabilité, la
seule coupure “autorisée” est R−, et nous écrivons donc s

3
2 := s

√
s qui correspond à la détermination

positive sur R+.

En conséquence la fonction Γ possède une première coupure sur R− qui provient de la présence
des pertes visco-thermiques.

Mais puisque Γ(s) est une racine carrée du nombre complexe Γ(s)2 (voir (3.9)), la fonction possède
d’autres points de branchement qui sont solutions de Γ(s)2 = 0. Cherchons maintenant les autres
points de branchement, et déterminons des coupures possibles.

3.2.2.1 Points de branchement

Pour σ complexe, nous définissons le polynôme suivant

G(σ) := Γ(c0σ
2)2 = σ4 + 2ε σ3 + Υ. (3.16)

Les points de branchement de Γ sont donnés par sn = c0σ
2
n où σn est solution de G(σ) = 0 et tel que

arg(σn) ∈] − π
2 ,

π
2 ]. En effet, la dernière condition est nécessaire pour assurer que σn =

√
sn/c0 (voir

(3.13)). Les autres racines de G ne la vérifiant pas ne correspondent pas aux points de branchement4.

Remarque : Notons que si l’argument d’une racine σn est plus petit en module que π
4 , alors le

point de branchement correspondant sn est dans C
+
0 (| arg(sn)| < π

2 ), dans le cas contraire il est dans

C
−
0 . Cette remarque est importante parce que cela nous permet d’étudier la position des points de

branchement par rapport à l’axe imaginaire, et donc la stabilité des fonctions de transfert.

4Les autres racines de G correspondent aux points de branchement appartenant à l’autre feuillet. Mais ayant choisi

s
1
2 := −π

√

s =
√

s nous n’avons pas à les considérer.
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Sans perte : Si ε = 0, on a G(σ) = σ4 + Υ. Les racines sont donc les racines 4-ième de −Υ.

Υ < 0 : On choisit d’écrire les racines de G : σn = −|Υ|
1
4 ei(n−1) π

2 = −i(−i)n|Υ|
1
4 , et les points de

branchement de Γ sont alors donnés par s1 = c0σ
2
1 = c0

√
|Υ| et s2 = c0σ

2
2 = −c0

√
|Υ| = −s1.

Υ > 0 : On choisit d’écrire les racines de G : σn = Υ
1
4 ei(3−2n) π

4 = i(−i)n|Υ|
1
4 ei

π
4 , et les points de

branchement de Γ sont alors donnés par s1 = c0σ
2
1 = ic0

√
Υ et s2 = c0σ

2
2 = −ic0

√
Υ = −s1.

Ainsi, pour les courbures négatives, Γ a 2 points de branchement réels opposés (avec s1 > 0), et
pour les courbures positives, Γ a 2 points de branchement imaginaires purs opposés (avec Im(s1) > 0).
Notons que pour Υ = 0, les 4 racines de G se rejoignent à l’origine. La figure 3.17 illustre l’évolution
des racines de G et des points de branchement de Γ quand Υ varie de −∞ à +∞.
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Fig. 3.17 – Lieu des racines de G et des points de branchement de Γ quand ε = 0. Les figures de gauche
et de droite présentent respectivement les évolutions des racines σn de G et des points de branchement
sn de Γ pour Υ variant de −∞ à +∞. Les points représentent les σn et les sn pour Υ < 0, et les
cercles pour Υ > 0. Seules les racines σn dont l’argument appartient à ]− π

2
, π

2
] (représentées en bleu)

correspondent à des points de branchement sn de Γ. Les flèches noires représentent le sens des σn et
des sn quand Υ augmente.

Avec pertes : Si ε > 0, on a G(σ) = σ4 +2εσ3+Υ. Les résultats suivants sont démontrés en annexe
B :

Υ < 0 : Dans le cas des courbures négatives, G a une racine réelle positive σ1, une racine réelle
négative σ2, et 2 racines complexes conjuguées σ3 et σ4 appartenant à C

−
0 . En conséquence, Γ

a un unique point de branchement s1 ∈ R+.

Υ > 0 : Dans le cas des courbures positives, G a 2 racines appartenant à C
−
0 qui ne correspondent

pas à des points de branchement, et 2 autres racines complexes conjuguées σ1 et σ2 (avec
ℑm(σ1) > 0) appartenant à C

+
0 et d’argument plus grand en module que π

4 . En conséquence, Γ

a 2 points de branchement complexes conjugués s1 = c0σ
2
1 et s2 = c0σ

2
2 appartenant à C

−
0 .

En résumé, pour Υ < 0, Γ a 1 point de branchement s1 réel positif, et pour Υ > 0, Γ a 2 points
de branchement s1 et s2 complexes conjugués appartennant à C

−
0 . La figure 3.18 illustre l’évolution

des racines de G et des points de branchement de Γ quand Υ varie de −∞ à +∞.
Remarque : Pour Υ > 0, la projection du point de branchement sur l’axe imaginaire donne ℑm(s1) =
ω1 que nous avons défini comme la pulsation de coupure du tronçon de tube en partie 2.1.4.3 p.66.
Remarque : A ε fixé, le lieu de tous les points de branchement possibles de Γ est donné par ℜe(Γ(s)) ∈
R quel que soit Υ. Nous le notons

Cε :=
{
s ∈ C/

[
s2 + 2ε

√
c0s

3
2

]
∈ R

}
. (3.17)
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Fig. 3.18 – Lieu des racines de G et des points de branchement de Γ quand ε > 0. Ici ε = 10. Les
figures de gauche et de droite présentent respectivement les évolutions des racines σn de G et des points
de branchement sn de Γ pour Υ variant de −∞ à +∞. Les points représentent les σn et les sn pour
Υ < 0, et les cercles pour Υ > 0. Seules les σn dont l’argument appartient à ]− π

2
, π

2
] (représentées en

bleu) correspondent à des points de branchement sn de Γ. Les flèches noires représentent le sens des
σn et des sn quand Υ augmente. Une autre étude de l’évolution des racines de G a été menée dans
[H0́2, annexe C.2], en fixant Υ > 0 et faisant varier ǫ ≥ 0.

3.2.2.2 Coupures

En présence de pertes visco-thermiques, nous avons déja vu que le terme s
√
s implique une première

coupure sur R−. Maintenant voyons les coupures possibles associées aux autres points de branchement.

Courbures positives (Υ > 0) : La forme suivante de Γ2 permet de faire apparâıtre explicitement
les points de branchement s1 et s2 :

Γ(s)2 = (s− s1)(s− s2)Q(
√
s), avec Q(σ) =

(σ − σ3)(σ − σ4)

(σ + σ1)(σ + σ2)
, (3.18)

où Q(
√
s) est à partie réelle positive (voir [H0́2, Annexe C.2.2]).

Puisque que s1 et s2 appartiennent à C
−
0 , il est possible de définir des coupures préservant la

symétrie hermitienne, et les conditions nécessaires pour la causalité et la stabilité. Parmi les choix
infinis, présentons en 3 différents :

• Choix 1 : En définissant Γ par la forme suivante

Γ(s) = (−π)
√
s− s1

(−π)
√
s− s2

√
Q(

√
s), (3.19)

l’ensemble des coupures obtenues est : R−∪(s1+R−)∪(s2+R−). Nous avons alors la coupure sur
R− (provenant de s

√
s), et 2 autres coupures horizontales partant de s1 et s2 (cf. Fig. 3.19-(a)).

• Choix 2 : Avec la définition suivante

Γ(s) = ( π
2

)
√
s− s1

( π
2

)
√
s− s2

√
Q(

√
s), (3.20)

l’ensemble des coupures est : R− ∪ [s1, s2]. Ici, la coupure partant de s2 est “annulée” par celle
partant de s1 en raison de la compensation du changement de signe. Ainsi, il n’y a que 2 coupures
apparentes : R− et [s1, s2], en forme de croix (cf. Fig. 3.19-(b)).
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• Choix 3 : Définissons maintenant Γ par

Γ(s) =
√

Γ(s)2 =

√
(s− s1)(s− s2)Q(

√
s). (3.21)

Ici, l’ensemble des coupures est R− ∪ C, où C :=
{
s ∈ C/ Γ(s)2 ∈ R−} sera appelé la coupure

naturelle de Γ. Notons que cette coupure est un sous-ensemble du lieu des points de branchement
donné par (3.17), ce qui signifie C ⊂ Cε. Cette définition “naturelle” de Γ a pour propriété

∀s ∈ C \ C, ℜe(Γ(s)) > 0. (3.22)

Cette propriété nous permet d’interpréter l’apparition de la coupure pour la fonction de transfert
R (cf. §3.4 p.112).
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Fig. 3.19 – Phase de Γ(s) dans le plan complexe pour une courbure positive. Ici ε = 7 m− 1
2 , et Υ = 100

m−2. Le coefficient des pertes ε est choisi abusivement élevé par rapport aux valeurs physiquement
sensée afin de visualiser le décalage des 2 points de branchement par rapport à l’axe imaginaire. (a) :
coupures horizontales, (b) : coupures en croix,(c) : coupures naturelles.

Courbures négatives (Υ < 0) : Faisons apparâıtre explicitement le point de branchement s1 :

Γ(s)2 = (s− s1)Q(
√
s), avec Q(σ) =

(σ − σ2)(σ − σ3)(σ − σ4)

(σ + σ1)
. (3.23)

Ici s1 est un réel positif. Il est par conséquent impossible de définir des coupures respectant la
contrainte de causalité et de stabilité. Malgré cela, nous présentons ici 2 choix possibles de coupures.

• Choix 1 : En définissant Γ par la forme suivante

Γ(s) = (−π)
√
s− s1

√
Q(

√
s), (3.24)

l’ensemble des coupures obtenues est : R−∪[s1,−∞] = [s1,−∞]. Nous n’avons finalement qu’une
coupure “apparente” partant de s1. Notons que dans ce cas 2 coupures se chevauchent sur R−,
mais il n’y pas de compensation (cf. Fig. 3.20-(a)).
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• Choix 2 : Définissons maintenant Γ par

Γ(s) =
√

Γ(s)2 =

√
(s− s1)Q(

√
s). (3.25)

Ici, l’ensemble des coupures est R− ∪ C, où C :=
{
s ∈ C/ Γ(s)2 ∈ R−} sera appelé la “coupure

naturelle” de Γ. De la même façon que pour les courbures positives, C est un sous-ensemble du
lieu des points de branchement Cε donné par (3.17). Avec Υ < 0, Γ vérifie toujours la propriété
donnée par (3.22) (cf. Fig. 3.20-(b)).

Quelle que soit la définition de Γ et le choix des coupures, la fonction Γ ne peut être analytique dans
C

+
0 ce qui pose des problèmes de causalité et de stabilité des fonctions de transfert. Pour les 2 définitions

précédentes, Γ possède une infinité de singularités sur le segment [0, s1], sources d’instabilités pour les
systèmes associés. Ce problème est connu de la littérature (voir [Ber99, Pag96]) et nous en donnons
une interpétation en partie 3.4 page 112.
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Fig. 3.20 – Phase de Γ(s) dans le plan complexe pour une courbure négative. La phase est représentée

par la teinte de la représentation HSV des couleurs. Ici ε = 7 m− 1
2 , et Υ = −50 m−2. (a) : coupures

horizontales, (b) : coupures naturelles.

Conclusion Le système est donné par des fonctions que nous devons choisir (via le choix des cou-
pures) parmi un nombre infini de choix possibles. Cependant, tous les choix que nous avons faits
laissent les fonctions de transfert inchangés dans C

+
0 et sur le domaine de Fourier si ε > 0. Seule leur

définition dans C
−
0 change.

Pour résoudre les problèmes de simulation dus à la dimension infinie, on utilise un outil fondé
sur les représentation diffusives et les représentations intégrales décrits ci-dessous. Pour le problème
d’instabilité du cas Υ < 0, on propose une solution viable qui permet une simulation qui conserve le
formalisme des Guides d’Ondes en partie 4.3 page 136.

3.2.3 Représentations intégrales

En partie 1.3.2 page 40, nous avons étudié la fonction D̆(s) = exp(−ǫ√s) et avons vu qu’elle se
comporte comme une somme infinie de fonctions de transfert du premier ordre (voir (1.40)).

Ce phénomène provient de la coupure sur R− en raison du
√
s. Nous détaillons maintenant l’analyse

qui a conduit à cette représentation dans un cas plus général incluant les fonctions de transfert faisant
apparâıtre Γ dans leur expression (R et T par exemple). D’autres détails sont donnés en annexe C à
propos des transformées de Laplace inverses.

3.2.3.1 Représentations diffusives

Considérons dans un premier temps les fonctions de transfert possédant une seule coupure sur R−

(par exemple D̆, R ou T pour les cylindres et les cônes).
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Dans [Sta94, Mat98, Mon98, MZ09], il est expliqué que la spécificité des opérateurs associés à de
telles fonctions de transfert est que leur réponse impulsionnelle peut se décomposer sur une famille
continue d’exponentielles amorties e−ξt 1t>0(t), associée à un poids µ(ξ) pour −ξ ∈ R−. En utilisant le
théorème des résidus appliqué à une fonction H sur un contour fermé contournant R− (voir l’annexe
C.2), nous obtenons la représentation suivante de sa réponse impulsionelle h(t) :

h(t) =

∫ ∞

0

µH(ξ) e−ξt 1t>0(t)dξ, (3.26)

où le poids µH(ξ) associé est

µH(ξ) = lim
ω→0+

1

2iπ

(
H(−ξ − iω) −H(−ξ + iω)

)
. (3.27)

Le poids est donc proportionnel au saut de H d’un coté à l’autre de la coupure (cf. [Mat98]). Avec
des conditions initiales nulles, à partir de (3.26) on écrit la fonction de transfert H

H(s) = TL {h} (s) =

∫ ∞

0

µH(ξ)

s+ ξ
dξ. (3.28)

Pour assurer la bonne définition de ces intégrales dans C
+
0 , une condition suffisante est que le poids

µH défini par (3.27) doit vérifier le critère suivant (cf. par exemple [Mon98, MZ09])

∫ ∞

0

|µH(ξ)|
1 + ξ

dξ < +∞. (3.29)

Le système dynamique considéré peut alors être représenté par le système d’équations suivant

∂tφ(ξ, t) = −ξφ(ξ, t) + u(t) ∀ξ ∈ R
+, (3.30)

y(t) =

∫ ∞

0

µH(ξ)φ(ξ, t)dξ. (3.31)

Ces équations montrent que la coupure R− correspond au spectre du système qui est l’ensemble
des valeurs propres de l’opérateur associé. Le spectre étant de dimension infinie, le système considéré
est de dimension infinie. Il se comporte comme une somme infinie et continue de systèmes du premier
ordre dont les pôles sont sur R− et les résidus sont égaux à µH le saut de H de part et d’autre de la
coupure (voir [Hél00] et [HM06a]).

Si le critère (3.29) n’est pas vérifié la fonction H n’admet pas de représentation diffusive.

Exemple 3.2. Le poids associé à la fonction D̆ est donné par µH(ξ) = − sin(ǫ
√
ξ)/π, qui ne vérifie

pas le critère de convergence. Dans ce cas, on peut encore trouver une réalisation bien posée. Ceci est
l’objet de la partie suivante.

3.2.3.2 Extension par dérivation

Soit une fonction H(s) = sb avec b ∈ [0, 1[, H n’admet pas de représentation diffusive puisqu’elle
ne vérifie pas le critère de convergence, mais son extension H(s)/s le peut puisque H(s)/s = s−a,
avec 0 < a = 1 − b < 1. Ainsi dans le cas des fonctions coupées seulement sur R− dont µH(ξ) est
analytique sur R− et qui ont le même comportement asymptotique que sb avec 0 ≤ b < 1 en l’infini,
on considère leur extension par dérivation définie par :

H̆(s) :=
1

s
[H(s) −H(0)] . (3.32)
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Si H̆ admet une représentation diffusive associée au poids µ̆H(ξ) = µH(ξ)/(−ξ), les équations
(3.28), (3.30) et (3.31) ont pour équivalentes :

H(s) = s

∫ ∞

0

µ̆H(ξ)

s+ ξ
dξ +H(0), (3.33)

∂tφ(ξ, t) = −ξφ(ξ, t) + u(t), (3.34)

y(t) =

∫ ∞

0

µ̆H(ξ)∂tφ(ξ, t)dξ +H(0)u(t). (3.35)

Exemple 3.3. En partie 1.3.2 page 40, (1.40) correspond en réalité la représentation diffusive de
l’extension par dérivation de D̆.

3.2.3.3 Représentations intégrales associées à la fonction Γ

Nous pouvons désormais associer une représentation intégrale aux fonctions de transfert faisant
apparâıtre la fonction Γ.

Dans le cas des courbures positives, les réponses impulsionnelles sont décomposées en la somme
d’une famille continue d’exponentielles amorties (en raison de la coupure sur R−) et d’une famille
continues de sinusöıdes amorties (en raison des 2 autres coupures symétriques).

Dans le cas des courbures négatives, en considérant les solutions causales, les réponses impulsion-
nelles font apparâıtre également des exponentielles divergentes en raison de la portion de coupure
incluse dans C

+
0 .

En notant C l’ensemble de toutes les coupures de Γ, nous considérons une fonction F dépendant
de s et de Γ(s) analytique dans C \ C. Nous définissons a le plus petit majorant des parties réelles des
singularités de F . Pour les courbures positives a = 0, et pour les courbures négatives a est le point de
branchement de Γ sur R+∗.

Si C admet une paramétrisation ξ 7→ γ(ξ) de régularité C1 pour ξ ∈ R, et vérifiant γ′(ξ) 6= 0, le
poids µF est calculé de la manière suivante (cf. [HMM07a] ou [HMM06] en annexe G)

µF (γ) = lim
λ

>−→0

1

2iπ

(
F (γ + iγ′λ) − F (γ − iγ′λ)

)
. (3.36)

Notons que le nombre iγ′(ξ) représente la direction normale à la coupure au point γ(ξ), si bien que
µF est bien le saut de F de part et d’autre de la coupure.

Le changement de variable ξ 7→ γ donne
∫
C f(γ) dγ =

∫ +∞
−∞ f(γ(ξ))γ′(ξ) dξ pour une fonction f

quelconque. Si la paramétrisation γ(ξ) respecte le sens de l’intégration sur le contour de Bromwich
(voir annexe C) alors le critère de convergence (3.29) devient pour F

∫

C

∣∣∣∣
µF (γ)

a+ 1 − γ

∣∣∣∣ dγ < +∞. (3.37)

Sous cette condition, les équations (3.28), (3.30) et (3.31) deviennent :

F (s) =

∫

C

µF (γ)

s− γ
dγ, (3.38)

∂tφ(γ, t) = γφ(γ, t) + u(t) ∀γ ∈ C, (3.39)

y(t) =

∫

C
µF (γ)φ(γ, t) dγ. (3.40)

Remarque 3.6. Comme nous avons vu précédemment, il existe une infinité de choix de C vérifiant
les contraintes de symétrie hermitienne, de causalité et de stabilité (pour Υ > 0). Par conséquent il
existe une infinité de représentations intégrales de ce type là, correspondant pourtant toutes à la même
réponse impulsionnelle causale.
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Remarque 3.7. Les phénomènes mis en jeu par de telles fonctions ne sont pas nécessairement à
caractère diffusif, c’est notamment le cas de l’effet de la courbure. On ne peut donc plus parler de
représentations diffusives, c’est pourquoi désormais nous parlons de représentations intégrales (voir
par exemple [Duf94]).

Remarque 3.8. Dans le cas où la fonction F ne vérifie pas le critère de convergence (3.37), mais
que son extension par dérivation F̆ le vérifie, on peut alors associer une représentation intégrale à F̆ .
F̆ est définie par une adaptation de (3.32) aux fonctions de Γ.

Exemple 3.4. Les développements asymptotiques de R(s) et D(s) quand |s| tend vers l’infini sont

R(s) =
s
c0

− Γ(s)
s
c0

+ Γ(s)
= −1

2
ε

√
c0
s

+O

(
1

s

)
, quand |s| →= ∞,

D(s) = exp

(
−
(

Γ(s) − s

c0

)
L

)
= O(1) exp

(
ε

√
(s()
c0
)L
)
, quand |s| →= ∞.

De plus, en partie 3.3 page 106 nous vérifions que R et D sont analytiques dans C
+
0 pour Υ > 0.

Par conséquent, le poids µR de R vérifie le critère (3.37), et la fonction R admet donc une
représentation intégrale du type (3.38). Cependant, alors que µD de D ne vérifie pas ce critère de
convergence, son extension par dérivation 1

s (D(s) −D(0)) admet une représentation intégrale, alors
la fonction D sera représentée par une représentation intégrale du type de (3.33)

Maintenant, si F présente en plus K singularités de type pôles, nous écrivons

F (s) =

K∑

k=1

Mk∑

m=1

rk,m
(s− sk)m

+

∫

C

µF (γ)

s− γ
dξ, (3.41)

où Mk est l’ordre de multiplicité du k-ième pôle sk, et rk,m est son résidu associé à la multiplicité m.
Le résidu rk,m est donné par

rk,m =
1

(m− 1)!
lim
s→sk

∂m−1

∂sm−1
(s− sk)

mF (s). (3.42)
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3.3 Stabilité et passivité dans les tubes évasés avec profil C1

Dans cette partie nous démontrons la stabilité et la passivité d’un système modélisant un réseau
droit de tronçons de tubes évasés (à courbure positive) avec continuité C1 du profil. Il s’agit donc de
l’étude du réseau de Kelly-Lochbaum de tubes évasés de [HMM07b] (voir annexe H) présenté en partie
2.4.3 p.82.

Ici nous considérons la stabilité EBSB de systèmes causaux qui nécessite que les relations entrées/-
sorties soient données par des fonctions de transfert holomorphes dans le demi-plan droit (pas de
singularités dans C

+
0 ).

Rappelons que la passivité d’un système est caractérisée par des impédances à parties réelles
positives dans le demi-plan droit. En considérant les ondes progressives ψ±, la passivité est caractérisée
par des fonctions de transfert strictement inférieures à 1 en module dans C

+
0 , et inférieures ou égales

à 1 sur iR.

La passivité d’un système est intéressante à étudier parce qu’elle permet de prouver la stabilité
d’un réseau de systèmes connectés les uns aux autres. En effet, après débouclage de 2 systèmes, on
voit apparâıtre des dénominateurs tels que 1 −R1R2 (cf. §1.3.1 p.39), où R1 et R2 sont les réflexions
des 2 systèmes. Ainsi, prouver que |R1| < 1 et |R2| < 1 dans C

+
0 prouve que le dénominateur ne s’y

annule pas.

La preuve se déroule comme suit : en partie 3.3.1, nous définissons les systèmes à étudier. Puis
en partie 3.3.2 nous considérons un tronçon de tube isolé, et prouvons la stabilité et la passivité du
système associé. Enfin en partie 3.3.3, nous considérons ce même tronçon connecté à un réflexion Rp
quelconque passive et stable, et prouvons la stabilité et la passivité de la réflexion de ce système.
Puisque cette réflexion Rp peut représenter un réseau acoustique quelconque, la preuve la stabilité du
réseau total s’obtient par récurrence.

3.3.1 Préliminaires

Nous considèrons les ensembles ouverts non bornés suivant :

C
+
0 := {s ∈ C/ ℜe(s) > 0}, (3.43)

C
++
0 := {s ∈ C

+
0 / ℑm(s) > 0}, (3.44)

C
+−
0 := {s ∈ C

+
0 / ℑm(s) < 0}. (3.45)

Pour tout ouvert Ω, nous notons l’ensemble fermé associé Ω. Par exemple, C
+
0 = {s ∈ C/ ℜe(s) ≥ 0}.

3.3.1.1 Quadripôle Qψ isolé

Puisque nous considérons un réseau de tronçons avec continuité C1 aux jonctions (discontinuité
d’ordre 2), il n’y a pas d’effet de rupture de sections ou de pentes et pour simplifier l’étude nous
considérons les ondes progressives ψ+ et ψ− (cf. Fig. 2.18). Rappelons qu’ici nous étudions des tronçons
à courbures positives ou nulles (Υ ≥ 0).

Alors nous pouvons représenter tout tronçon de tube isolé de longueur L par le quadripôle symé-
trique Qψ ou par sa forme décomposée de la figure 3.21.

(a) (b)

Rψ

Tψ

Tψ

Rψ

ψ+
0 ψ+

0

ψ−
0 ψ−

0ψ−
L ψ−

L

ψ+
L ψ+

L

QpQψ Qr
clQl

cl
R R−R −R

1+R

1+R1−R

1−RT

T

Fig. 3.21 – (a) : quadripôle Qψ, (b) : sa forme décomposée.
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Rappelons les expressions algébriques des fonctions globales Rψ et Tψ :

Rψ :=
(ψ−

0 ()
ψ+

0

)= (ψ−
L ()
ψ+
L

)= ((1 − T 2)R()
1 − R2T 2

) et Tψ :=
(ψ+
L ()
ψ+

0

)= (ψ−
0 ()
ψ−
L

)= ((1 − R2)T ()
1 −R2T 2

). (3.46)

Remarque : En intervertissant R et T dans l’expression de Rψ (respectivement Tψ) nous retrouvons
l’expression de Tψ (respectivement Rψ ). Cette remarque est utile parce qu’il nous suffira de faire la
démonstration sur Rψ, et la preuve sur Tψ sera immédiate.

3.3.1.2 Quadripôle Qψ branché sur une réflexion passive

Pour étudier la passivité d’un réseau de quadripôles du type Qψ, nous avons besoin d’étudier le
système constitué d’un quadripôle connecté à une réflexion passive quelconque Rp. La passivité de la
réflexion Rp signifie qu’elle est stable et que

∀ω ∈ R, |Rp(iω)| ≤ 1 et ∀s ∈ C
+
0 , |Rp(s)| < 1. (3.47)

Dans la suite nous considérerons Rp comme un paramètre complexe indépendant de s et de module
inférieur à 1 (|Rp| ≤ 1). Le système à étudier est celui de la figure 3.22, pour lequel on définit la réflexion
équivalente

Re :=
(ψ−

0 ()
ψ+

0

)= Rψ +
(RpT

2
ψ()

1 −RpRψ
)= (R+

(
AT 2

)
()

1 +R
(
AT 2

) ), où A =
(Rp −R()
1 −RpR

). (3.48)

ψ+
0

ψ+
0 ψ−

0

ψ−
0 ψ−

L

ψ+
L

Qp Qr
clQl

cl Rp ReR R−R −R

1+R

1+R1−R

1−RT

T

Fig. 3.22 – Forme décomposée de Qψ connectée à une réflexion Rp, et réflexion équivalente Re.

3.3.1.3 “Déconnexion” de s et Γ

Dans la suite nous aurons besoin de “déconnecter” s et Γ(s) que nous renommons s et γ, selon la
même idée de déconnexion des propagateurs Wn de [Mat94]. Pour cela nous définissons des fonctions
de plusieurs variables complexes indépendantes.

∀(s, γ) ∈ (C+
0 )2 / s 6= −c0γ, R(s, γ) :=

(s− c0γ()
s+ c0γ

) et R(0, 0) := −1, (3.49)

∀(s, γ) ∈ (C+
0 )2, T (s, γ) := e−γL . (3.50)

La valeur de R en (0, 0) permet d’assurer pour s = 0 la continuité par rapport à γ en γ = 0.
Remarquons que R(s) = R(s,Γ(s)) et T (s) = T (s,Γ(s)).

Rψ(s, γ) :=
((1 − T (s, γ)2)R(s, γ)()
1 −R(s, γ)2T (s, γ)2

), Tψ(s, γ) :=
((1 −R(s, γ)2)T (s, γ)()
1 −R(s, γ)2T (s, γ)2

), (3.51)

Re(s, γ, ρ) := Rψ(s, γ) +
(ρTψ(s, γ)2()

1 − ρRψ(s, γ)
), A(s, γ, ρ) :=

(ρ−R(s, γ)()
1 − ρR(s, γ)

). (3.52)

Ici Rψ(s) = Rψ(s,Γ(s)), Tψ(s) = Tψ(s,Γ(s)), Re(s) = Re(s,Γ(s), Rp(s)) et A(s) = A(s,Γ(s), Rp(s)).
Les preuves qui suivent utilisent des théorèmes, corollaires et propriétés qui sont donnés et démon-

trés en annexe A (il n’est cependant pas indispensable de les consulter). Les figures 3.23-3.25 résument
les propriétés de Γ(s), R(s) et T (s).
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ε = 0 ε > 0
Γ(s)ℑm(s)ℑm(s)

ℜe(s)ℜe(s)

Γ(s) ∈ iR+Γ(s) ∈ iR+

Γ(s) ∈ iR−Γ(s) ∈ iR−

Γ(s) = 0

Γ(s) = 0

Γ(s) = 0

Γ(s) = 0

Γ(s) ∈ C
++
0Γ(s) ∈ C

++
0

Γ(s) ∈ C
+−
0

Γ(s) ∈ C
+−
0

Γ(s) ∈ R+ Γ(s) ∈ R+

Fig. 3.23 – Résumé des propriétés de Γ(s) (voir annexe A).

ε = 0 ε > 0
R(s)ℑm(s)ℑm(s)

ℜe(s)ℜe(s)

R(s) ∈ [0, 1]R(s) ∈ [0, 1]

R(s) ∈ [0, 1]R(s) ∈ [0, 1]

R(s) = 1

R(s) = 1

R(s) = 1

R(s) = 1

R(s) = −1R(s) = −1

|R(s)| < 1|R(s)| < 1

|R(s)| = 1|R(s)| = 1

Fig. 3.24 – Résumé des propriétés de R(s) (voir annexe A).

ε = 0 ε > 0
T (s)ℑm(s)ℑm(s)

ℜe(s)ℜe(s)

|T (s)| = 1|T (s)| = 1

|T (s)| = 1|T (s)| = 1

T (s) = 1

T (s) = 1

T (s) = 1

T (s) = 1

|T (s)| < 1|T (s)| < 1

T (s) ∈ [0, 1[T (s) ∈ [0, 1[

Fig. 3.25 – Résumé des propriétés de T (s) (voir annexe A).

Remarque : Rappelons que l’ensemble Cε := {s ∈ C/ Γ2(s) ∈ R} inclut les coupures dites naturelles
notées C (cf. p.101). Ces coupures partent des points de branchement, solutions de Γ(s) = 0, représentés
par des croix. Elles sont données par C := {s ∈ C/Γ(s) ∈ iR}, et sont représentées ici en vert.
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3.3.2 Stabilité et passivité de Rψ et Tψ

3.3.2.1 Stabilité

En annexe A.4.1 page 155, nous montrons que les fonctions Rψ et Tψ appartiennent à des espaces
de Hardy de C

+
0 , ainsi nous savons qu’elles sont holomorphes dans C

+
0 et qu’elles sont associées à des

systèmes causaux et stables.

3.3.2.2 Passivité pour s ∈ iR sans perte

Nous traitons ici le cas sans perte. Selon (A.24), (A.25) et (A.26) (voir figure 3.23), quand s est sur
l’axe imaginaire, Γ(s) est soit imaginaire soit réel positif (Γ(iR) ⊂ iR∪R+). Donc nous “déconnectons”
s et Γ et étudions le module de Rψ et Tψ pour s ∈ iR et γ ∈ iR ∪ R+.

• γ ∈ iR : On écrit |Rψ| =

∣∣∣∣
R−(RT 2)
1−R(RT 2)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ a−B1−aB

∣∣∣ . Pour (s, γ) ∈ (iR+ × iR+)∪ (iR− × iR−), selon

les propriétés (A.21) et (A.18), on a a = R ∈ [−1, 1], donc a = a car réel, et |B| =
∣∣RT 2

∣∣ ≤ 1.
Ainsi la propriété A.6 implique |Rψ| ≤ 1.

• γ ∈ R+ : On écrit |Rψ| = |R|
∣∣∣∣

1−(T 2)
1−(T 2)(R2)

∣∣∣∣ = |R|
∣∣∣ 1−a
1−aB

∣∣∣ . Pour (s, γ) ∈ iR × R+, les propriétés

(A.22) et (A.17) donnent : a = T 2 ∈ [0, 1], et |B| =
∣∣R2

∣∣ = 1, la propriété A.7 implique |Rψ | ≤ 1.

De manière similaire, on obtient le même résultat sur Tψ. En résumé :
|Rψ(s, γ)| ≤ 1 et |Tψ(s, γ)| ≤ 1, ∀(s, γ) ∈ (iR+ × (R+ ∪ iR+)) ∪ (iR− × (R+ ∪ iR−)).

Avec les propriétés (A.24), (A.25) et (A.26) (cf. Fig. 3.23), on peut relier s et γ = Γ(s), et déduire
qu’avec ε = 0, |Rψ(s)| ≤ 1 et |Tψ(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR.

3.3.2.3 Passivité pour s ∈ iR avec pertes

Dans le cas sans perte nous avons Γ(iR) ⊂ iR ∪ R+, mais en ajoutant des pertes (ε > 0) :
Γ(iR) ⊂ C

+
0 . Donc nous étudions les modules de Rψ et Tψ pour s ∈ iR et γ ∈ C

+
0 .

• s ∈ iR+ : En fixant s sur iR+, on vérifie facilement que Rψ est holomorphe par rapport à γ

pour γ ∈ C
++
0 , continue et bornée pour γ ∈ C

++
0 (faire un développement asymptotique pour

|γ| → +∞ dans C
+
0 ). De plus |Rψ(s, γ)| ≤ 1 pour γ ∈ R+ ∪ iR+ (voir précédemment). Alors

avec le corollaire A.3 (du théorème du maximum), on a |Rψ(s, γ)| < 1 pour γ ∈ C
++
0 .

• s ∈ iR− : On considère ici γ ∈ C
+−
0 et le corollaire A.4 donne résultat annoncé.

De manière similaire, on obtient le même résultat sur Tψ. En résumé :

∀(s, γ) ∈ (iR+ × C
++
0 ) ∪ (iR− × C

+−
0 ), |Rψ(s, γ)| ≤ 1 et |Tψ(s, γ)| ≤ 1.

Maintenant on reconnecte s et γ = Γ(s) en utilisant les propriétés (A.33) et (A.34) (résumées en
figure 3.23), et on déduit

∀s ∈ iR, |Rψ(s)| ≤ 1 et |Tψ(s)| ≤ 1.

3.3.2.4 Passivité pour s ∈ C
+
0

On peut vérifier que Rψ est holomorphe pour s ∈ C
+
0 , continue et bornée pour s ∈ C

+
0 . De plus

avec le résultat précédent, ∀s ∈ iR, |Rψ(s)| ≤ 1. Donc le corollaire A.2 (du théorème du maximum)
implique que : pour s ∈ C

+
0 , |Rψ(s)| < 1. On fait de même pour |Tψ(s)| < 1. En résumé :

∀s ∈ C
+
0 , |Rψ(s)| < 1 et |Tψ(s)| < 1, et ∀s ∈ C

+
0 , |Rψ(s)| ≤ 1 et |Tψ(s)| ≤ 1.

Remarque 3.9. Au final nous sommes obligés de reconnecter s et γ = Γ(s), parce que l’affirmation
“ ∀(s, γ) ∈ (C++

0 × C
++
0 ) ∪ (C+−

0 × C
+−
0 ), |Rψ(s, γ)| < 1 ” est fausse, car on sait trouver des contre-

exemples.
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3.3.3 Stabilité et passivité de Re

Les résultats précédents sur les réflexions globales Rψ et Tψ ainsi que leur fonctions associées Rψ

Tψ sont des résultats intermédiaires pour la suite.

3.3.3.1 Stabilité

Rappelons que Re = Rψ +
(RpTψ()

1 −RpRψ
).

Avec |Rψ| < 1 et |Rp| < 1, on montre que Re est holomorphe dans C
+
0 , et donc le système d’un

quadripôle Qψ connecté à une résistance passive est stable. Il reste à étudier la passivité.

3.3.3.2 Passivité pour s ∈ iR sans perte

Nous traitons ici le cas sans perte pour s sur l’axe imaginaire. Sachant que Γ(iR) ⊂ iR∪R+, nous
“déconnectons” s et Γ et étudions le module de Re pour s ∈ iR et γ ∈ iR ∪ R+.

• γ ∈ iR : Pour (s, γ) ∈ (iR+ × iR+) ∪ (iR− × iR−), les propriétés (A.21) et (A.18) impliquent

R ∈ [−1, 1] et |T | = 1. Avec |ρ| ≤ 1, |A| =
∣∣∣ ρ−R
1−ρR

∣∣∣ ≤ 1 (voir la propriété A.6). Ainsi,
∣∣AT 2

∣∣ ≤ 1,

et donc |Re| =
|R+(AT 2)|
|1+R(AT 2)| ≤ 1, (voir la propriété A.6).

• γ ∈ R+ : Pour (s, γ) ∈ iR × R+, Les propriétés (A.22) et (A.17) impliquent T ∈ [−1, 1] et

|R| = 1. Considérons |ρ| = 1 : puisque |R| = 1, on a A = ρ−R
1−ρR ∈ R (voir la propriété A.8).

Et donc |Re| =
|R+AT 2|

|1+R(AT 2)| = 1, parce que |R| = 1 et T ∈ R (voir la propriété A.6). Re est

holomorphe pour ρ ∈ D(0, 1) (disque unité ouvert), continue et bornée pour ρ ∈ D(0, 1). Alors
avec le corollaire A.1, pour s ∈ iR et γ ∈ R+, on trouve : |Re(s, γ, ρ)| ≤ 1, ∀ρ ∈ D(0, 1).

En conclusion :
|Re(s, γ, ρ)| ≤ 1, ∀(s, γ, ρ) ∈ ((iR+ × (R+ ∪ iR+)) ∪ (iR− × (R+ ∪ iR−))) ×D(0, 1).

Avec les propriétés (A.24), (A.25) et (A.26) (voir figure 3.23), on peut relier s et Γ, et déduire
qu’avec ε = 0, |Re(s)| ≤ 1 pour s ∈ iR et |Rp| ≤ 1.

3.3.3.3 Passivité pour s ∈ iR avec pertes

Dans le cas sans perte nous avons Γ(iR) ⊂ iR ∪ R+, mais en ajoutant des pertes (ε > 0) :
Γ(iR) ⊂ C

+
0 . Donc nous étudions le module de Re pour s ∈ iR et γ ∈ C

+
0 .

• s ∈ iR+ : En fixant s sur iR+ et ρ sur D(0, 1) , on vérifie que Re est holomorphe pour γ ∈ C
++
0 ,

continue et bornée pour γ ∈ C
++
0 , de plus |Re(s, γ, ρ)| ≤ 1 pour γ ∈ R+ ∪ iR+. Alors avec le

corollaire 3, on a |Re(s, γ, ρ)| < 1 pour γ ∈ C
++
0 .

• s ∈ iR− : On fait de même pour γ ∈ C
+−
0 , avec le corollaire 4, on a le résultat.

En résumé :
|Re(s, γ, ρ)| ≤ 1, ∀(s, γ, ρ) ∈ ((iR+ × C

++
0 ) ∪ (iR− × C

+−
0 )) ×D(0, 1).

Maintenant on reconnecte s et γ = Γ(s) (voir (A.33) et (A.34) ou figure 3.23), et on déduit
∀s ∈ iR, |Re(s)| ≤ 1.

3.3.3.4 Passivité pour s ∈ C
+
0

On peut vérifier que Re est holomorphe pour s ∈ C
+
0 , continue et bornée pour s ∈ C

+
0 . De plus

avec le résultat précédent, ∀s ∈ iR, |Re(s)| ≤ 1. Donc le corollaire A.2 (du théorème du maximum)
implique que :

∀s ∈ C
+
0 , |Re(s)| < 1, et ∀s ∈ C

+
0 , |Re(s)| ≤ 1.
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3.3.4 Stabilité du réseau

Le résultat précédent est que la réflexion équivalente Re de la connexion d’un quadripôle Qψ sur
une réflexion passive Rp quelconque, est elle-même passive.

Ainsi si on reconnecte un autre quadripôle sur ce système, on redémontre la stabilité et la passivité,
puisque Re est passive et stable.

Par récurrence, on démontre alors la stabilité et la passivité d’une concaténation d’un nombre
quelconque de tronçons.

En bout de châıne à droite, nous avons soit le choix de ne rien brancher, Rp = 0, soit de brancher
une réflexion passive due à un rayonnement par exemple.

Finalement, la passivité du réseau permet de prouver la stabilité de celui-ci connecté à une réflexion
passive quelconque à gauche.

u

ψ+
0

ψ−
0

ψ+
1

ψ−
1

ψ+
N−3

ψ−
N−3

ψ+
N−2

ψ−
N−2

ψ+
N−1

ψ−
N−1

ψ+
N

ψ−
N

y

Q1
ψ QN−2

ψ QN−1
ψ QN

ψ
Rl Rr

Fig. 3.26 – Réseau droit de tronçons de tube avec profil C1 connecté à gauche et à droite à des réflexions
passives Rl et Rr respectivement.
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3.4 Interprétation des coupures

Pour comprendre la raison de la partie instable de la coupure avec Υ < 0, nous faisons ici une
interprétation physique de l’apparition des coupures de la fonction R.

Dans [MHM09a] ou [MHM08a] (voir annexe J), nous mettons en parallèle notre problème de
coupure pour les tubes acoustiques, à un phénomène rencontré avec l’équation de la chaleur dans une
barre. Considérant une barre finie de longueur L, l’une des fonctions de transfert est donnée dans
[CZ95] :

HL(s) :=
tanh(

√
sL)√

s
. (3.53)

Bien que cette expression fasse apparâıtre une racine de s, on constate que HL est une fonction
méromorphe en s, et donc HL n’a pas de coupure, mais seulement des singularités isolées de types
pôles sur R−.

Cependant, si
√
. est définie par (3.13) qui est la racine carrée “naturelle” (voir page 97), on a

∀s ∈ C\R− HL(s) → 1/
√
s quand L→ +∞, et on observe alors une densification des pôles et des zéros

sur R−. La coupure de
√
s y est donc interprétée comme une succession de pôles et de zéros infiniment

proches, ce qui renforce l’interprétation faite par les représentations diffusives (cf. §3.2.3.3 p.104).
Avec un raisonnement similaire, nous traitons ici dans un premier temps le cas des tubes évasés

à courbures positives : nous faisons une interprétation de R et expliquons alors l’apparition de cer-
taines coupures. Puis nous verrons que ce raisonnement permet d’expliquer l’apparition d’une infinité
d’instabilités dans le cas des courbures négatives.

3.4.1 Interprétation de R

Considérons un tronçon de tube évasé de longueur L, de courbure Υ et de coefficient de pertes ε.
Nous redonnons le quadripôle Qψ et sa forme décomposée en figure 3.27, pour lesquelles

Rψ(s) =

1
2

(
s

c0Γ(s) −
c0Γ(s)
s

)
sinh(Γ(s)L),

cosh(Γ(s)L) + 1
2

(
s

c0Γ(s) + c0Γ(s)
s

)
sinh(Γ(s)L)

(3.54)

=
(
(
1 − T (s)2

)
R(s)()

1 −R(s)2T (s)2
), (3.55)

R(s) =
s
c0

− Γ(s)
s
c0

+ Γ(s)
. (3.56)

Rψ

Tψ

Tψ

Rψ

ψ+
0 ψ+

0

ψ−
0 ψ−

0ψ−
L ψ−

L

ψ+
L ψ+

L

QpQψ Qr
clQl

cl
R R−R −R

1+R

1+R1−R

1−RT

T

(a) (b)

Fig. 3.27 – (a) : Quadripôle Qψ et (b) : sa forme décomposée.

Nous constatons que la transformation Γ 7→ −Γ, laisse Rψ invariant. Si bien qu’en réalité Rψ est
une fonction de Γ2 et de s seulement, et non de Γ. En conséquence Rψ n’a qu’une seule coupure sur
R−, alors que R en a 3 comme nous avons vu en partie 3.2.2.2 p.100. De la même manière Tψ, ne
possède qu’une seule coupure sur R− (voir (2.34)).

Ainsi les fonctions de transfert globales du tronçon n’ont pas les 2 coupures dues à la courbure. Ces
2 coupures apparaissent lors de la décomposition en structure de Kelly-Lochbaum adaptée pour les
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guides d’ondes (cf. Fig. 3.27-(b)). Cependant, cette apparition n’est pas un “artifice” mathématique
causé par une manipulation purement algébrique : on peut en faire une interprétation physiquement
sensée.

En effet, choisissons de définir Γ par (3.21), pour laquelle la racine carrée est le prolongement
naturel dans C de la racine carrée positive sur R+ (cf. §3.2.2.2 p.100). Cette définition produit les
coupures que nous avons qualifiées de naturelles, et que nous notons C. De plus, Γ(s) ainsi définie a
pour propriété d’être à partie réelle positive pour s ∈ C \ C (voir (3.22)). Ainsi, avec τ = L/c0 on a la
propriété suivante pour T (s) :

lim
L→+∞

T (s) = lim
L→+∞

e−Γ(s)L = 0, ∀s ∈ C \ C. (3.57)

Avec R indépendante de L, pour s ∈ C \ C, la limite de la réflexion globale devient :

lim
L→+∞

Rψ(s) = lim
L→+∞

(
(
1 − T (s)2

)
R(s)()

1 −R(s)2T (s)2
)= R(s). (3.58)

La fonction de transfert R(s) est alors interprétée comme la réflexion globale d’un tube évasé
semi-infini à droite (ou anéchöıque) connecté à gauche sur un cône sans perte avec continuité de
section et de pente. Cela signifie, que sur un intervalle [0, 2τ ] la réponse impulsionnelle de la réflexion
du tube de longeur L est celle d’un tube anéchöıque simulée par R(s). Les retours successifs venant
de la boucle retardée de la structure de Kelly-Lochbaum (cf. Fig. 3.27) ont alors pour rôle de prendre
en compte la longueur L finie du tronçon. Nous retrouvons alors un raisonnement similaire à celui de
[GKP90] pour les cônes.

3.4.2 Apparition des coupures

Cherchons maintenant l’évolution des singularités et des zéros de Rψ quand L devient grand.
L’ensemble des singularités de Rψ est R− ∪ PL où5

PL =

{
s ∈ C/

tanh(Γ(s)L)

Γ(s)
=

−2sc0
s2 + c20Γ(s)2

}
, (3.59)

est l’ensemble où le dénominateur de Rψ s’annule. Malheureusement, il est difficile d’étudier PL
explicitement, cependant des calculs numériques rendent la conjecture suivante vraisemblable :

Conjecture 3.1. Les éléments de PL sont des singularités isolées, et il y en a une infinité dénombrable.
PL est donc l’ensemble des pôles de Rψ.

A partir de (3.54), l’ensemble des zéros de Rψ est ZL ∪
{
ζ0, ζ0

}
, où

ZL =
{
ζn et ζn ∈ C/ Γ(ζn)2 = −n2π2/L2 | n ∈ N

∗} , (3.60)

ζ0 = c0 Υ2/3 (2ε)−2/3 e2iπ/3 . (3.61)

ζ0 est un zéro de Rψ solution de Γ(s)+s/c0 = 0, il est donc aussi un pôle de R dans C
−
0 . On remarque

que quand Γ est définie par (3.21), les éléments de ZL appartiennent à C quelle que soit la valeur de
L (c-à-d ZL ⊂ C).

Même s’il est difficile d’étudier explicitement la convergence des pôles de Rψ quand L→ ∞, on a
le résultat suivant :

Propriété 3.3. Les pôles de Rψ se rapprochent continuement de C ou de
{
ζ0, ζ0

}
quand L augmente

continuement.

5Les notations et les équation de [MHM08a] (voir annexe J) sont différentes parce que les variables y sont adimen-
sionnées.
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Démonstration. En utilisant l’expression (3.55) de Rψ, on obtient une définition équivalente de PL qui
est
{
s ∈ C/ R(s)2T (s)2 = 1

}
. Puisque ∀s ∈ C \ C, limL→∞ T (s) = 0, les pôles de Rψ se rapprochent

soit de C, soit des “solutions” de |R(s)| = ∞ qui sont ζ0 et ζ0.

En conséquence, quand L augmente jusqu’à +∞ on voit apparâıtre une densification naturelle des
pôles et des zéros le long de C, qui devient alors la coupure dite naturelle de R. La figure 3.28 illustre
la convergence des pôles et des zéros de Rψ quand L augmente.
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Fig. 3.28 – Densification des pôles et zéros quand L → ∞. Les pôles sont représentés par des points
blancs et les zéros par des points noirs. Les croix rouges représentent les points de branchement de Γ.
ε = 4 et Υ = 20.
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3.4.3 Interprétation des instabilités pour les courbures négatives

Pour les tronçons à courbure négative, nous faisons la même interprétation de R : pour Γ défini
par (3.25) pour laquelle la racine carrée est le prolongement naturel dans C de la racine carrée positive
sur R+ (cf. §3.2.2.2 p.100), R est encore interprétée comme la réflexion globale d’un tube semi-infini
à droite et de courbure constante. Mais alors que pour Υ > 0 les coupures sont dans C

−
0 , pour Υ < 0,

avec ξ1 > 0 le point de branchement, on a une infinité de singularités instables sur le segment [0, ξ1].
Dans cette partie nous observons comment cette coupure se forme sur ce segment.

Rappelons que les tubes à courbure négative constante sont de forme sinusöıdale (cf. §2.1.4.2 p.65) :
r(ℓ) = Cc cos(

√
|Υ|ℓ) + Cs sin(

√
|Υ|ℓ)/

√
|Υ|. En définissant Lcrit = π/

√
|Υ|, si la longueur L du

tronçon est inférieure à Lcrit, alors on peut définir un tube de longueur L et de rayon strictement
positif pour ℓ ∈ [0, L]. Il suffit de déterminer convenablement Cc et Cs en fonction de r0 et rL. Mais
si L > Lcrit, alors le rayon s’annule une ou plusieurs fois et devient par endroits négatif.

Bien entendu un tel tube est physiquement irréaliste, et comme pour le cas des cônes de la partie
3.1.2.2 p.89, aucune stabilité ne peut être physiquement justifiée.

En figure 3.29, nous faisons l’observation suivante : cette figure présente le module de la fonction
Rψ avec Υ < 0. On y voit l’évolution de ses pôles et zéros à mesure que L augmente. On y voit la
densification de zéros et pôles comme pour les courbures positives, mais en plus on constate que quand
la longueur L du tube devient plus grande qu’un multiple entier de Lcrit, un pôle passe de C

−
0 à R+

et devient donc instable.
Par exemple, le pôle noté s2 est dans C

−
0 pour L = 1.9Lcrit (figure 3.29-(c)), il arrive en s = 0

pour L = 2Lcrit et passe dans R+ pour L = 2.1Lcrit (figure 3.29-(d)).
On constate donc qu’il y a un lien direct entre le nombre de pôles instables de Rψ et le nombre

de noeuds du rayon r(ℓ) (c-à-d de changements de signe). C’est-à-dire qu’à chaque noeud de r(ℓ)
correspond un pôle dans R+. Et à mesure que L augmente, on a une densification de pôles sur le
segment [0, ξ1].

Or R est interprétée comme la réflexion d’un tube semi-infini : puisque le rayon d’un tel tube
posséde une infinité de noeuds, R possède une infinité de singularités instables.

En résumé, les instabilités (singularités dans C
+
0 ) proviennent de l’incompatibilité entre une fonc-

tion de transfert (R par exemple) qui n’a de sens que pour un tronçon de longueur (semi-)infinie
et une paramétrisation géométrique qui n’est physiquement valide que pour une longueur L finie et
inférieure à Lcrit.

Remarque 3.10. En réalité, avec k ∈ N quand L
<−→ kLcrit, il y a un ensemble de deux pôles

complexes conjugués et de deux zéros complexes conjugués qui se rejoignent en s = 0. Pour L > kLcrit
un pôle (noté sk) et un zéro passent dans R+, alors que l’autre pôle et l’autre zéro passent sur R− si
ε = 0 ou disparaissent6 si ε > 0.

Remarque 3.11. Sur la figure 3.29-(a), on remarque l’existence d’un pôle instable s0 ≈ 500 rad.s−1.
Or dans ce cas L < Lcrit, ce qui “contredirait” notre analyse. Nous proposons ici une explication
possible de la présence de ce pôle instable : le quadripôle Qψ modélise un tronçon de courbure constante
en ne prenant compte que les effets géométriques de la courbure. Il n’a donc pas d’information sur
les rayons aux extrémités, et peut par conséquent représenter un tube avec un noeud (par exemple si
r0 > 0 et rL < 0). Mais on observe qu’en rajoutant les effets de pentes (branchement des quadripôles
Qs aux extrémités), cette information manquante est ajoutée, et le quadripôle Qφ est stable.

6L’autre pôle et l’autre zéro ne disparaissent pas vraiment quand L dépasse kLcrit, en réalité ils passent dans l’autre
feuillet de la racine carrée. Notons qu’on peut observer leur influence le long de R

−, avec ε faible
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Fig. 3.29 – Passage des pôles de C
−
0 vers R

+ quand L augmente (avec courbure négative). Les pôles
sont représentés par des points blancs et les zéros par des points noirs. Ici nous suivont l’évolution des
3 pôles s1, s2 et s3 qui deviennent chacun leur tour instables. La croix rouge représente le point de
branchement ξ1 de Γ dans R

+. ici ε = 4, Υ = −20 et Lcrit = π/
p

|Υ| ≈ 70 cm.

.
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3.5 Stabilités et passivités : bilan et observations

Considérons un tronçon de tube avec courbure Υ quelconque, et pertes ε ≥ 0. Nous représentons
ce tronçon avec les variables φ± par la structure de la figure 3.30, où les quadripôles Ql

s et Qr
s des

effets de pente “encadrent” le quadripôle Qψ représentant les effets de courbure et de pertes.

(a) (b)
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s

Fig. 3.30 – Quadripôle Qφ décomposé : Qφ ≡ Ql
s⊙Qψ ⊙Qr

s

Dans un premier temps, nous faisons un point sur les différentes singularités à l’origine d’instabilités
dans les tubes avec courbure et pertes. Ensuite nous rappelerons quelques résultats de preuves à
propos de leur compensation, et ferons quelques observations numériques et conjectures lorsque cela
est nécessaire et justifié.

3.5.1 Bilan des instablités

Nous rencontrons 3 types de singularités à l’origine d’instabilités :

Effets de pentes Le premier type de singularités instables vient des effets de changement de pentes
quand celui-ci est négatif. Les fonctions associées aux effets de pentes sont données par

Rls(s) =
αl

s− αl
et Rrs(s) =

αr
s− αr

avec αl = −c0
2

r′0
r0

et αr = +
c0
2

r′L
rL
.

où r′0 et r′L sont les pentes respectivement aux extrémités gauche et droite du tronçon et r0, rL leurs
rayons.

Si r′0 < 0 et r′L > 0 alors les fonctions Rls et Rrs sont instables. Cela s’explique en interprétant ces
fonctions comme les réflexions globales à la jonction d’un cylindre connecté à un cône anéchöıque de
pente r′0 ou r′L (cf. §3.1.2.2 p.89).

Dans le cas des courbures positives, au moins une des 2 fonctions est instable.

Dans le cas des courbures négatives, au plus une des 2 fonctions est instable.

Coupure sur R+ avec Υ < 0 Dans le cas des courbures négatives, la décomposition du quadripôle
Qψ fait apparâıtre des fonctions de transfert R et T (ou D), ayant un ensemble continu de singularités
sur le segment [0, ξ1] où ξ1 > 0 est un point de branchement de la fonction Γ (voir parties 3.2.2.2 ou
3.4.3).

Ces fonctions de transfert sont alors associées à des systèmes causaux instables.

Pôle instable des fonctions Rψ et Tψ avec Υ < 0 En partie 3.4.1 p.112 nous avons vu que
puisque les fonctions Rψ et Tψ sont fonctions de s et de Γ2, et non de Γ, elles n’ont qu’une seule
coupure sur R−, et ne présentent pas le type de singularités précédent.

Cependant, dans le cas des courbures négatives, nous avons vu en partie 3.4.3 p.115 la présence
d’un pôle nommé s0 réel positif dans les fonctions de transfert Rψ et Tψ. Ce pôle instable est présent
même si la longueur L du tronçon est inférieure à la longueur critique Lcrit.

En conséquent, le système associé au quadripôle Qψ possède un pôle instable réel positif.
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3.5.2 Observations et conjectures

Nous avons donné en partie 3.3.2 p.109 la preuve de stabilité et de passivité du quadripôle Qψ

pour Υ > 0. La preuve de stabilité du quadripôle Qφ est plus délicate, nous ne disposons aujourd’hui
que d’observations et de quelques conjectures.

3.5.2.1 Paramètres de tronçons physiquement réalistes

Nous avons vu dans le cas des cônes et dans le cas de tubes à courbure négative, que l’apparition
d’un “noeud” avec changement de signe du profil r(ℓ) provoque une instabilité. Une interprétation
physique est que de tels tubes sont physiquement irréalistes et aucune stabilité ne peut être justifiée.

Ici nous donnons (ou rappelons) les contraintes à respecter pour que les paramètres géométriques
définissent un tronçon de tube physiquement réaliste. Ces paramètres sont : L la longueur, r0 et rL les
rayons aux extrémités gauche et droite respectivement, et Υ la courbure. De ces 4 paramètres on peut
déterminer les constantes Cc et Cs de l’expression (2.28) p.65 et les pentes r′0 et r′L. Les contraintes
sont :

(C1) Les rayons du tube r0 et rL doivent être positifs.

(C2) Dans le cas des cônes, la longueur L doit être inférieure à une longueur critique Lcrit := −r0/r′
(cf. §3.1.2.2 p.89).

(C3) Dans le cas des tronçons avec courbure négative, la longueur L doit être inférieure à une
longueur critique Lcrit := π/

√
|Υ| (cf. §3.4.3 p.115).

(C4) Le modèle de Webster-Lokshin a pour variable spatiale l’abscisse curviligne à la paroi. Avec
z l’abscisse sur l’axe, nous avons vu en partie 2.1.1 p.59 que r′(ℓ) → 1 quand r′(z) → +∞.
Puisque le module de la pente du tronçon est maximum à l’une de ses extrémités, nous devons
vérifier que les paramètres choisis donnent |r′0| < 1 et |r′L| < 1. Notons que selon (2.3) p.59,
|r′(ℓ))| > 1 donnerait un ε(ℓ) complexe.

Pour la suite, nous qualifions des paramètres géométriques du tronçon de “physiquement réalistes”,
s’ils vérifient chacune des 4 contraintes précédentes.

3.5.2.2 Stabilité de Qφ

La preuve de stabilité du quadripôle Qφ n’a pas pu être faite. Elle est rendue particulièrement
difficile par la présence de la ou des fonctions instables dues à l’effet de pente aux extrémités du
tronçon pour les courbures positives, ou du pôle instable s0 de Qψ pour les courbures négatives.

Cependant, le raisonnement fait sur l’énergie acoustique donné pour les ondes φ± (cf. §2.1.2.4 p.61)
nous donne un premier “renseignement” rassurant sur la stabilité du système, mais ne constitue pas
encore une preuve.

De plus, quel que soit le signe de la courbure, si les paramètres géométriques du tronçon définissent
une portion de tube physiquement réaliste, les calculs numériques des fonctions globales Rlφ, R

r
φ et

Tφ n’ont jamais montré de singularité dans le demi-plan droit de Laplace. Nous faisons la conjecture
suivante :

Conjecture 3.2. Pour tout Υ ∈ R, et ε ≥ 0, si les paramètres géométriques du tronçon sont physi-
quement réalistes, alors :

– Les fonctions Rlφ, R
r
φ et Tφ sont holomorphes dans C

+
0 = {s ∈ / ℜe(s) > 0}.

– Le système donné par Qφ est causal et stable du point de vue entrée/sortie.

Remarque 3.12. Cela signifie donc que le ou les pôles instables introduits par les effets de pentes
sont stabilisés entre autres par la boucle interne avec retard du quadripôle Qψ. Dans le cas des cônes
sans perte (Υ = 0 et ε = 0) nous en avons fait la preuve en partie 3.1.2.3 p.91.
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Remarque 3.13. Dans le cas des courbures négatives, cette conjecture signifie donc aussi que l’ajout
des effets de pentes permet de stabiliser le pôle instable s0 de Qψ.

Remarque 3.14. Notons qu’en partie 2.1.2.4 p.61, nous avions constaté que l’énergie donne une
indication rassurrante sur la stabilité des ondes φ± mais pas sur celle des ondes ψ±. On a ici une
observation et une conjecture de cette remarque.

La figure 3.31 illustre pour Υ < 0, la stabilisation du pôle instable s0 de Rψ et celle du pôle instable
αr de Rrs pour l’effet de pente à droite. Cette stabilisation est effectuée en faisant la connexion :
Qφ ≡ Ql

s⊙Qψ ⊙Qr
s. On observe alors que les singularités de Rlφ sont passées à gauche de l’axe

imaginaire, comme le prévoit la conjecture.

3.5.2.3 Passivité de Qφ

De même, la preuve de passivité du quadripôle Qφ n’a pas pu être faite. Cependant, nous pourrions
aisément la démontrer si la preuve de la conjecture 3.2 était faite.

En effet, le lemme 3.1 de la page 92 étudie la fonction Re qui est la réflexion équivalente à la
connexion d’une jonction de cônes et d’une réflexion Rp. Si Rp est de module inférieur à 1 sur iR alors
Re est aussi de module inférieur à 1 sur iR. Ensuite le corollaire A.2, permet d’étendre le résultat à
C

+
0 si la fonction en question y est holomorphe.

En prenant Rp = Rψ (qui est de module inférieur à 1) et Re = Rφ nous aurions alors la preuve
de la conjecture suivante :

Conjecture 3.3. Pour tout Υ ∈ R, et ε ≥ 0, si les paramètres géométriques du tronçon sont physi-
quement réalistes, alors :

– Les fonctions Rlφ, R
r
φ et Tφ sont de modules inférieurs ou égaux à 1 sur iR et strictement

inférieurs à 1 dans C
+
0 .

La figure 3.32 illustre cette conjecture en affichant la courbe du niveau à 1 de |Rlφ| et |Tφ|.

3.5.3 Vers une réalisation numérique stable

Selon toutes ces observations et la conjecture 3.2 qui en est déduite, on constate que toutes les
instabilités citées sont compensées dans les relations entrées/sorties “globales” du quadripôle Qφ.

– D’une part pour Υ < 0, la partie instable de la coupure [0, ξ1] est éliminée des fonctions globales
de Qψ (elles sont fonctions de s et Γ2 seulement, voir (3.55) p.112).

– D’autre part le pôle instable s0 de Qψ , avec Υ < 0, et les éventuels pôles instables dus aux effets
de pentes, quel que soit Υ, sont également compensés dans les fonctions globales de Qφ.

Ces instablités proviennent de la décomposition du système global Qφ en plusieurs sous-systèmes.
Cette décomposition qui fait apparâıtre une structure de Kelly-Lochbaum est bien adaptée à la simu-
lation en guides d’ondes, mais elle fait apparâıtre des sous-systèmes instables.

Pour surmonter ce problème, plusieurs solutions ont été proposées dans le passé et ont consisté à
considérer le système dans sa “globalité” : soit par convolution ou “multi-convolution” temporelle par
les réponses impulsionnelles du système global, (voir par exemple [Duc01, MAC88] pour les réseaux
de cônes avec pertes), soit par des méthodes modales ou “multi-modales” (voir par exemple [PAK96,
APK97, Kem02]).

Bien qu’un peu différents, nous pouvons faire le lien de ces phénomènes d’instabilités avec les
modes capturés (voir par exemple [Ber99, Pag96]).

Cependant ces méthodes modales ou par convolution sont coûteuses en terme de temps de calcul
du processeur et ne permettent pas toujours de prendre en compte facilement les changements de
paramètres.

Dans ce travail, nous cherchons à conserver le formalisme des guides d’ondes pour unifier l’écriture
modulaire indépendamment du profil de la perce. Nous devrons pour cela prendre suffisament de
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demi-plan droit de Laplace. Ici Υ = −20 m−2, ε ≈ 4 m− 1
2 , L = 30cm.
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courbe de niveau où le module des fonctions vaut 1 (0 dB). On constate qu’elles restent dans C

−
0 ,

et le module reste inférieur à 1 dans C
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précautions. Comme nous avons vu pour le cas des cônes où une réalisation particulière produit une
simulation stable, dans le cas des tubes avec courbure positive ou négative, nous devrons trouver une
réalisation qui garantit la stabilité du système y compris pour sa version à temps discret simulée en
temps-réel.
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Ce chapitre traite de la réalisation numérique stable du modèle de tronçons de tubes acoustiques
donné en partie 2.3.2 p.74, pour sa décomposition adaptée à l’approche des guide d’ondes.

Dans une première partie nous nous intéressons au passage du modèle représenté par une struc-
ture contenant des fonctions de transfert, vers une réalisation numérique en variables d’état à temps
discret. La difficulté est la présence de sous-systèmes de dimension infinie représentables par des
représentations intégrales (cf. §3.2.3.3 p.104). Pour surmonter ce problème nous réalisons une approxi-
mation de ces systèmes en systèmes de dimension finie. Nous présentons ici un cas général de fonctions
dépendant de Γ. Puis la représentation d’état à temps continu est présentée pour ces systèmes, et nous
pouvons alors en déduire leur version à temps discret comme la partie 1.3.4 p.45 le présente.

La deuxième partie s’intéresse à construire une nouvelle forme de la structure du tronçon. Cette
forme met en évidence le fait que l’on peut paramétrer le système par 2 fonctions de transfert que l’on
peut choisir arbitrairement sans modifier les relations entrées/sorties du système global.

Dans la troisième partie, nous nous intéressons aux courbures négatives. Nous utilisons alors la
forme standard et cherchons 2 fonctions paramètres qui permettent de stabiliser les sous-états du
système, de conserver les relations entrées/sorties du système et de rendre possible l’approxima-
tion. Le résultat obtenu est intéressant parce qu’il conserve dans une certaine mesure l’approche des
guides d’ondes et respecte intégralement le formalisme présenté jusqu’à présent et la modularité de la
construction. Des résultats d’approximation pour un tronçon à courbure négative y sont présentés.

La dernière partie s’intéresse à construire des résonateurs complets. Un premier tube est construit
avec 4 tronçons de tubes évasés (à Υ > 0 et ε constants). Le tube modélisé est le tube test de la
partie 1.3.7 p.52, pour lequel nous avons déja construit des modèles à partir de réseaux de cylindres
et de cônes. Nous ferons alors une comparaison des simulations des 3 modèles. Un second résonateur
est construit. Celui-ci correspond à un vrai trombone pour lequel nous avons des mesures de perces
et d’impédances. Nous pourrons alors comparer la modélisation faite avec des données physiques. De
plus nous comparerons deux constructions différentes du trombone virtuel.
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4.1 Approximation finie de systèmes de dimension infinie

4.1.1 Procédure d’optimisation

Nous avons vu en partie 3.2.3 page 102, que les fonctions de transfert contenant la fonction Γ sont
représentées par une somme infinie de fonctions de transfert du premier ordre, ayant leur pôle sur les
coupures de Γ.

Cependant, la simulation d’une infinité de pôles le long des coupures est irréalisable numériquement.
Dans [Mon98, GB98, Dun00, HM06a] il est proposé d’approximer cette infinité de singularités par une
famille finie de pôles. L’approximation consiste en une optimisation par les moindres carrés avec
pondération. Dans le cas de la seule coupure sur R− le modèle de l’approximation est :

H̃µ(s) =

j=J∑

j=1

µj
s+ ξj

, (4.1)

où J est le nombre de pôles, µj est le poids associé au pôle j et −ξj le pôle j.
L’approximation permet de déterminer les poids que l’on doit associer à chaque pôle pour que le

modèle soit le plus proche possible de la fonction analytique. Actuellement, l’optimisation n’est pas
faite sur la position des pôles. Il faudra alors placer ces pôles le plus judicieusement possible (on peut
toutefois optimiser localement ce placement par des algorithmes standard de descente de gradient).
Le critère d’optimisation est évalué dans le domaine de Fourier :

C(µ) =

∫

R+

∣∣∣
(
H̃µ(iω) −H(iω)

)
wH(ω)

∣∣∣
2

M(dω). (4.2)

4.1.1.1 Pondération

La mesure M et le poids wH sont choisis selon les règles simples suivantes :
(i) Les fréquences sont perçues par l’oreille humaine entre 20 Hz et 20 kHz selon une échelle

logarithmique. Nous choisissons

M(dω) := 1ω−<ω<ω+(ω)dlnω = 1ω−<ω<ω+(ω)
dω

ω
, (4.3)

avec par exemple ω− = 20 × 2π et ω+ = 20000× 2π rad/s.
(ii) La perception de l’intensité est également selon une échelle logarithmique. Ici nous considérons

l’erreur relative entre l’approximation H̃µ et la fonction exacte H plutôt que l’erreur absolue.
Pour cette raison le poids est : wH(ω) := 1/|H(iω)|.

(iii) La pondération précédente a pour effet de ramener artificiellement le niveau sonore de chaque
partiel à 0dB, mais il n’est pas raisonnable de réhausser des gains trop faibles qui sont très mal
perçus. Ainsi, le poids précédent est corrigé par :

wH(iω) = 1/SatH,Tr
(iω), (4.4)

où SatH,Tr est une saturation limitant la dynamique à Tr (en décibels), tel que pour TH =
Trsupω−<ω<ω+

|H(iω)| :

SatH,Tr
(iω) =

{
|H(iω)|, pour |H(iω)| ≥ TH ,
TH , pour |H(iω)| < TH .

(4.5)

On prendra par exemple Tr égale à 80 dB.
(iv) Dans le cas d’une extension par dérivation, l’optimisation est réalisée sur H̆ qui produit les
µ̆j optimaux, mais le poids wH(iω) appliqué à H̆ est paramétré par H. Son expression vaut :

w̆H(iω) = ω/SatH,Tr
(iω). (4.6)
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4.1.1.2 Modèle de l’approximation

Pour une réalisation numérique, nous réalisons l’optimisation sur un nombre fini de pulsations,
ainsi pour l’ensemble {ωn}1≤n≤N rangé par ordre croissant, avec ω1 = ω− et ωN+1 = ω+, le critère
devient :

C(µ) =

N∑

n=1

∣∣∣
(
H̃µ(iωn) −H(iωn)

)
wH(ωn)

∣∣∣
2

[lnωn+1 − lnωn] . (4.7)

Dans le cas général des trois coupures, nous avons à optimiser des paramètres µ′
k complexes. Pour

ce faire on optimise séparémment leur partie réelle et imaginaire en considérant le modèle :

H̃µ(s) =

j=J∑

j=1

µj
s+ ξj

+

k=K∑

k=1

[
µ′
k

s− γk
+

µ′
k

s− γk

]

=

j=J∑

j=1

µj

[
1

s+ ξj

]

+
k=K∑

k=1

µRk

[
1

s− γk
+

1

s− γk

]

+

k=K∑

k=1

µIk

[
i

s− γk
− i

s− γk

]
, (4.8)

où J est le nombre de pôles réels, K le nombre de paires de pôles complexes conjugués, µRk est la
partie réelle du poids associé au pôle complexe γk, µ

I
k sa partie imaginaire et µj le poids associé au

pôle réel −ξj .
La forme matricielle équivalente à (4.8) est :

C(µ) = (Mµ − H)
∗
W ∗W (Mµ − H) , (4.9)

où M∗ := M
t

est la matrice conjuguée transposée de M . La matrice M est définie par M(n,m) =
[1/(iωn+ξm)] pourm ∈ [1, J ]N, parM(n,m) = [1/(iωn−γm−J)+1/(iωn−γm−J)] pour m ∈ [J+1, J+
K]N, et par M(n,m) = [i/(iωn−γm−(J+K))− i/(iωn−γm−(J+K))] pour m ∈ [J+K+1, J+2K]N. H

est le vecteur colonne (H(iωn))1≤n≤N . La matrice du poids W est une matrice diagonale à éléments
positifs définis par W (n, n) = wH(ωn)

√
lnωn+1 − lnωn.

4.1.1.3 Résolution

La résolution par les moindres carrés conduit à l’équation donnant le vecteur µ des paramètres
optimisés :

µ = [Re (M∗W ∗WM)]
−1

[Re (M∗W ∗WH)] . (4.10)

Le vecteur réel µ de taille J + 2K est composé comme suit : µ(j) = µj , pour j ∈ [1, J ]N, µ(k) =
µRk−J , pour k ∈ [J + 1, J +K]N, et µ(k) = µIk−(J+K), pour k ∈ [J +K + 1, J + 2K]N.

4.1.1.4 Régularisation

Pour résoudre d’éventuels problèmes de conditionnement lors de l’inversion de matrice (par décom-
position en valeurs singulières), nous utilisons des paramètres de régularisation que nous règlons par
méthode dichotomique. Le conditionnement est le rapport de la valeur minimale par la valeur maxi-
male des valeurs propres de la matrice M∗W ∗WM . Quand il est inférieur à la précision des nombres
flottants (2.2204×10−16 en précision double) la procédure d’inversion n’est pas fiable, on relève chaque
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valeur propre d’une constante ǫ tel que le conditionnement soit supèrieur à cette précision. La méthode
dichotomique que nous avons utilisée permet d’obtenir le plus petit paramètre de régularisation ren-
dant le conditionnement bon. Les équations (4.9) et (4.10) sont modifiées en :

C(µ) = (Mµ − H)
∗
W ∗W (Mµ − H) + µtEµ (4.11)

⇒ µ = [Re (M∗W ∗WM + E)]−1 [Re (M∗W ∗WH)] , (4.12)

où E = ǫIJ+2K est la matrice diagonale de régularisation où ǫ est un paramètre de régularisation
positif obtenu par méthode dichotomique.

Remarque 4.1. Pour les extensions par dérivation, le modèle de l’approximation est :

˜̆
H µ̆(s) =

j=J∑

j=1

µ̆j
s+ ξj

+

k=K∑

k=1

[
µ̆′
k

s− γk
+

µ̆′
k

s− γk

]
, (4.13)

où les µ̆j et µ̆′
k sont les paramètres optimisés sur H̆ avec le poids adapté à H. Le modèle de l’approxi-

mation sur H s’écrit alors H̃µ̆(s) = s
˜̆
Hµ̆(s) +H(0).

Remarque 4.2. Pour des fonctions holomorphes dans C
+
0 , si le critère de l’optimisation était calculé

sur tout l’axe imaginaire iR, alors selon le corollaire A.2 du théorème du maximum, nous savons que
l’erreur entre H et H̃ dans C

+
0 , au sens du critère, est majorée par son maximum prélevé sur iR.

4.1.1.5 Applications et résultats

Les figures 4.1, 4.2 et 4.3 illustrent des résultats d’approximations des fonctions R et D. Notons
que la fonction R définie par (2.55) en page 77, admet une représentation intégrale, et que la fonction
D définie par (2.40) en page 71 doit être entendue par dérivation. Ces 2 fonctions sont représentées
par exemple sur la structure de la figure 3.27-(b) en page 112.
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Fig. 4.1 – Illustration de l’approximation des Représentations Intégrales dans le plan de Laplace. Ces
figures représentent les transformées de Laplace dans le plan complexe de la fonction R (avec Υ > 0)

et de son approximation eR. Avec R à gauche : (a) donne le module en décibels et (b) la phase en

radians. eR à droite : (c) le module et (d) la phase. Ici les coupures de R sont choisies horizontales,
on les distingue par les singularités sur 3 demi-droites. Pour l’approximation, des pôles sont placés
empiriquement sur les coupures, et les poids associés sont optimisés. Sur cet exemple, l’approximation
est faite avec J = 6 pôles réels placés sur R

−, et K = 7 paires de pôles complexes conjugués placés
sur les 2 autres coupures (voir (c) et (d)). Cela fait une complexité totale de 20 pôles. On constate que

dans C
−
0 , R et eR sont très différentes, mais qu’elles sont très semblables dans C

+
0 . Leur comparaison

sur le domaine de Fourier est faite sur la figure 4.2.

.
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Fig. 4.2 – Illustration de l’approximation des Représentations Intégrales dans le domaine de Fourier.
Ces figures comparent la fonction R et son approximation eR. Sur cet exemple, l’approximation est faite
avec J = 6 pôles réels placés sur R

−, et K = 7 paires de pôles complexes conjugués placés sur les 2
autres coupures (voir les figures 4.1-(c) et 4.1-(d)). Cela fait une complexité totale de 20 pôles. Pour

cet exemple : ε = 0.7 m− 1
2 , Υ = 60 m−2, L = 1m.
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Fig. 4.3 – Ces figures comparent les fonctions R et D avec leurs approximations eR et eD. (a), (b)
et (c) correspondent à R et (d), (e) et (f) correspondent à D. Deux séries d’approximations ont été
faites : la première de bonne qualité avec un nombre suffisant de pôles, et une seconde avec moins de
pôles. Pour eR1 : J = 4 et K = 5 (total de 14 pôles), pour eR2 : J = 2 et K = 3 (total de 8 pôles),

pour eD1 : J = 5 et K = 7 (total de 19 pôles), et pour eD2 : J = 2 et K = 3 (total de 8 pôles). Les

paramètres de R et D sont : ε = 0.7 m− 1
2 , Υ = 60 m−2, L = 1m. L’erreur affichée par les courbes du

bas est l’erreur relative donnée en décibels : db(|(H(iω) − eH(iω))/H(iω)|).
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4.1.2 Mise en représentation d’état et discrétisation

Considérons dans un premier temps un système linéaire à une entrée scalaire et une sortie scalaire,
dont la fonction de transfert est l’approximation H̃µ de H donnée par (4.8), et que nous redonnons ici

H̃µ(s) =

j=J∑

j=1

µj
s+ ξj

+
k=K∑

k=1

[
µ′
k

s− γk
+

µ′
k

s− γk

]
. (4.14)

En notant u(s) l’entrée, y(s) la sortie et X(s) un vecteur d’état de dimension ((J+2K)×1), une
représentation d’état du système s’écrit :

{
s X(s) = aH X(s) + bH u(s),
y(s) = cH X(s) + dH u(s),

(4.15)

avec pour matrices

aH = diag
([
−ξ1, . . . , −ξJ , γ1, . . . , γK , γ1, . . . , γK

])
, (4.16)

bH =
[

1, . . . , 1
]T

de dimension ((J+2K)×1), (4.17)

cH =
[
µ1, . . . , µJ , µ

′
1, . . . , µ

′
K , µ

′
1, . . . , µ

′
K

]
, (4.18)

dH = 0. (4.19)

Dans le cas où le système est donné par l’approximation de l’extension par dérivation
˜̆
Hµ̆ de H ,

l’approximation à simuler est donnée par H̃µ̆(s) = s
˜̆
H µ̆(s)+H(0), qu’on réécrit sous la forme suivante :

H̃µ̆(s) = −
j=J∑

j=1

ξj µ̆j
s+ ξj

+

k=K∑

k=1

[
γkµ̆

′
k

s− γk
+

γkµ̆′
k

s− γk

]
+



j=J∑

j=1

µ̆j + 2ℜe

k=K∑

k=1

µ̆′
k +H(0)


 . (4.20)

Une représentation d’état est alors donnée par les matrices suivantes :

aH = diag
([
−ξ1, . . . , −ξJ , γ1, . . . , γK , γ1, . . . , γK

])
, (4.21)

bH =
[

1, . . . , 1
]T

de dimension ((J+2K)×1), (4.22)

cH =
[
−ξ1µ̆1, . . . , −ξJ µ̆J , γ1µ̆

′
1, . . . , γK µ̆

′
K , γ1µ̆′

1, . . . , γK µ̆
′
K

]
, (4.23)

dH =



j=J∑

j=1

µ̆j + 2ℜe

k=K∑

k=1

µ̆′
k +H(0)


 . (4.24)

Maintenant nous pouvons construire les représentations d’état d’éléments quelconques contenant
des fonctions approximées et données par les matrices a, b, c et d de leur approximation. Prenons
l’exemple de 4 structures différentes de quadripôles :

– La forme du quadripôle de la figure suivante est la forme générale avec 4 fonctions de transfert
que l’on note ici E, F , G et H . La représentation d’état du quadripôle est donnée par les matrices
A, B, C et D qui suivent

A =




aH 0 0 0
0 aG 0 0
0 0 aE 0
0 0 0 aF


 , B =




bH 0
0 bG
bE 0
0 bF


 ,

C =

[
cH cG 0 0
0 0 cE cF

]
, D =

[
dH dG
dE dF

]
.

H(s)

E(s)

G(s)

F (s)

U1

Y1

Y2

U2
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– Dans le cas du quadripôle précédent avec E = 1 +H et G = 1 +F , on peut réécrire la structure
de la manière suivante (qui correspond à la réalisation minimale), et sa représentation d’état est
donnée par les matrices suivantes

A =

[
aH 0
0 aF

]
, B =

[
bH 0
0 bF

]
,

C =

[
cH cF
cH cF

]
, D =

[
dH 1 + dF

1 + dH dF

]
.

H(s)
F (s)

U1

Y1

Y2

U2

– Maintenant E = 1 +H et G = 1 −H et F = −H , on réécrit la structure du quadripôle avec la
factorisation de H . Dans le cas des tronçons avec courbure, cette forme est celle du quadripôle
Qcl avec H = R (voir partie 2.3.2.2 p.76). La représentation d’état du quadripôle Qcl est donnée
dans [MHM09b] ou [MHM09e] (voir annexe K). Les matrices sont alors données par

A =
[
aH
]
, B =

[
bH −bH

]
,

C =

[
cH
cH

]
, D =

[
dH 1 − dH

1 + dH dH

]
.

H(s)
U1

Y1

Y2

U2

– Enfin prenons l’exemple où H = F = 0. Si E(s) = G(s) = D(s) = e−(Γ(s)−s/c0)L sont les effets
de dispersion dus aux pertes et à la courbure, on retrouve l’exemple du quadripôle Qdisp (voir
partie 1.3.3.6 p.44), adapté au modèle de Webster-Lokshin. Notons que D doit être représentée
par une extension par dérivation (voir partie 3.2.3.3). Les matrices du système sont les suivantes

A =

[
aE 0
0 aF

]
, B =

[
bE 0
0 bF

]
,

C =

[
0 cF
cE 0

]
, D =

[
0 dF

dE 0

]
.

E(s)

G(s)

U1

Y1

Y2

U2

Discrétisation Les matrices de la dynamique A des représentations d’état données précédemment
sont toutes diagonales, la discrétisation est alors immédiate en utilisant la méthode donnée en partie
1.3.4 page 45.
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Discussion sur la stabilité

Υ > 0 : Dans le cas des tronçons à courbure positive nous avons étudié la stabilité du modèle
pour des profil C1 en partie 3.3 p.106, et avons donné quelques conjectures en partie 3.5 p.117
validées pour le modèle exact par des calculs numériques. Cette stabilité vient de propriétés
particulières des fonctions de transfert mises en jeu. Malheureusement, ces propriétés ne sont
pas nécessairement conservées lors de l’approximation et de la discrétisation.
Par exemple, les fonctions de la boucle retardée du tronçon, R(s) et T (s) = D(s) e−τs sont
de modules inférieurs à 1 dans C

+
0 , ce qui assure la stabilité interne du tronçon à courbure

positive. Ainsi, pour conserver cette stabilité après approximation et discrétisation, il peut être
utile d’ajouter cette contrainte sur les approximations R̃ et D̃.
Cependant cela n’est pas suffisant pour garantir également la passivité du modèle approximé du
tronçon, et donc la stabilité d’une connexion sur un autre élément. Il serait nécessaire d’ajouter
d’autres contraintes qui lient les fonctions du tronçon entre elles. Mais celles-ci sont difficiles à
déterminer.
Dans la pratique, la stabilité de la réalisation numérique des tubes à profil C1 est souvent obtenue
sans ajouter de contraintes, mais pour des tubes à profil C0 avec d’éventuelles ruptures de pentes
aux jonctions, la stabilité n’est pas systématiquement obtenue.
Nous n’avons malheureusement pas pu approfondir ce problème. Dans la pratique, nous vérifions
a posteriori la stabilité de la réalisation numérique, et dans le cas où elle est instable nous
modifions empiriquement les paramètres de l’approximation (placement et nombre des pôles,
fréquences ω− et ω+, etc.) et recommençons la construction jusqu’à en obtenir une stable. Nous
discuterons de ce point en conclusion.

Υ < 0 : Dans le cas des tronçons à courbure négative, le problème est d’autant plus difficile que
nous ne pouvons a priori pas obtenir de modèle exact stable avec la décomposition que nous
faisons jusqu’à présent. De plus pour ce modèle le nombre de sous-états internes instables est
infini.
Par conséquent, nous n’avons a priori aucun espoir d’obtenir des réalisations numériques stables
en approximant et en discrétisant les fonctions R et D avec Υ < 0, par l’approche développée
jusqu’à présent.

Dans les parties suivantes nous proposons une autre décomposition qui a l’avantage non seulement
de garantir la stabilité interne du système modélisant un tronçon, y compris pour des courbures
négatives, mais en plus permet de conserver intégralement le formalisme que nous avons présenté
jusqu’à présent.

Nous appliquerons cette décomposition à la simulation de tronçons à courbure négative, et nous
verrons en conclusion en quoi elle peut être intéressante également pour les tronçons à courbure
positive.
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4.2 Structure généralisée simplifiée

4.2.1 Forme globale et forme décomposée

Considérons la représentation d’un tronçon avec les ondes progressives φ±. Le système associé peut
être donné par le quadripôle Qφ et ses 4 fonctions globales représentées sur la figure 4.4-(a). Mais
nous pouvons également le décomposer comme nous avons fait en partie 2.3.1.1 p.71, et obtenir la
structure de la figure 4.4-(b). Ces deux représentations équivalentes prennent en compte les effets de
pertes, de courbure et aussi des pentes du tronçon à ses extrémités.

(a) (b)

Rlφ

T+
φ

T−
φ

Rrφ

φ+
0 φ+

0

φ−0 φ−0φ−L φ−L

φ+
L φ+

L

QpQφ Qr
φQl

φ
Rle Rli

1 +Rle

1 +Rli

Rre
Rri

1 +Rre

1 +RriT

T

Fig. 4.4 – Quadripôle Qφ et une forme décomposée.

Forme globale : Que ce soit pour les courbures positives ou négatives, ce système à des
relations entrées/sorties stables. Donc les 4 fonctions de transfert globales Rlφ, R

r
φ, T

+
φ et T−

φ

sont holomorphes dans C
+
0 . De plus nous savons qu’elles n’ont qu’une coupure sur R− due

aux pertes. Les simuler telles quelles permettrait d’obtenir une réalisation stable du tronçon.
Mais nous devrions alors utiliser une méthode modale, et pour obtenir une réalisation faible
coût simulable en temps-réel nous devrions “tronquer” les modes, ce qui pose des problèmes de
réalisme. Rappelons que T+

φ = T−
φ = Tφ.

Forme décomposée : Cette forme a l’avantage d’être adaptée à la modélisation par guide d’ondes,
mais pose plusieurs problèmes de stabilité. Pour les courbures négatives, il y a l’apparition d’une
partie de coupure instable dans R+. Pour les courbures positives, il y a la présence d’une ou
de deux instabilités en raison du saut de pente négatif à au moins une extrémité. Ces instabi-
lités sont en théorie compensées par le retour de la boucle, mais cette compensation n’est plus
nécessairement assurée après approximation et discrétisation.

D’un coté, la forme globale donne une réalisation stable mais mal adaptée à la modélisation de
guides d’ondes, de l’autre coté, la forme décomposée produit une réalisation instable ou difficilement
stabilisable, mais bien adaptée à la simulation.

Nous voyons dans la prochaine partie qu’il éxiste une infinité de représentations du tronçon et nous
en obtenons une paramétrisation qui nous permettra de trouver une réalisation stable respectant dans
une certaine mesure le formalisme développé jusqu’à présent.

4.2.2 Forme standard du quadripôle

Dans un premier temps nous cherchons à représenter les deux formes de la figure 4.4 par une
structure commune : la structure de la figure 4.5 est équivalente à l’une des 2 formes globale ou
décomposée si les égalités suivantes sont vérifiées :

Forme globale : Rle = Rlφ, Rre = Rrφ, Rli = Rri = 0, Tle = Tli = Tle = Tli = 1, et D+ = D− =
Dφ.

Forme décomposée : Rle = Rle, Rre = Rre, Rli = Rli, Rri = Rri, Tle = 1 + Rle, Tre = 1 + Rre,
Tli = 1 +Rli, Tri = 1 +Rri, et D+ = D− = D,

où D et Dφ correpondent aux transmissions T et Tφ sans le retard en facteur : T (s) = D(s) e−τs et
Tφ(s) = Dφ(s) e−τs (voir l’équation (2.63) p.78). Les autres fonctions de la forme décomposée sont
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données par (2.46-2.49) p.73.

Rli Rri

Tli

Tri

Rle Rre

Tle

Tre

D+ e−τs

D− e−τs

φ+
L

φ−0 φ−L

φ+
0

Fig. 4.5 – Forme standard du quadripôle

Cette première structure standard met en jeu 10 fonctions de transfert, cependant par la factori-
sation illustrée en figure 4.6, nous mettons en forme la nouvelle structure équivalente de la figure 4.7
mettant en jeu 6 fonctions de transfert que l’on nomme : Hl, Hr, Fl, Fr, Gl et Gr .

(RliD+Tri()
Tli
) (RriD−Tli()

Tri
)

1

1

Rle Rre

D+TriTle

D−TliTre

e−τs

e−τs

φ+
L

φ−0 φ−L

φ+
0

Fig. 4.6 – Réduction de la forme standard du quadripôle

Gl GrHl Hr

Fl

Fr

e−τs

e−τs

φ+
L

φ−0 φ−L

φ+
0

Fig. 4.7 – Forme standard réduite du quadripôle

Pour chacune des 2 formes globale ou décomposée, les 6 fonctions de transfert valent :

Forme globale :
Hl = Rlφ, Fl = Dφ, Gl = 0,

Hr = Rrφ, Fr = Dφ, Gr = 0.

Forme décomposée :

Hl = Rle, Fl = D(1 +Rri)(1 +Rle), Gl =
(RliD(1 +Rri)()

1 +Rli
) ,

Hr = Rre, Fr = D(1 +Rli)(1 +Rre), Gr =
(RriD(1 +Rli)()

1 +Rri
) .

4.2.3 Paramétrisation

Nous cherchons maintenant d’autres représentations que la forme globale ou que la forme décompo-
sée. Notons que quelle que soit la forme considérée, elle doit redonner les fonctions globales. A partir
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de la forme réduite de la figure 4.7, on écrit les fonctions globales Rlφ, R
r
φ, D

+
φ et D−

φ en fonction des
6 fonctions de la forme standard :

Rlφ(s) = Hl(s) +
Fl(s) Gr(s) e−2τs

1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs
, (4.25)

Rrφ(s) = Hr(s) +
Fr(s) Gl(s) e−2τs

1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs
, (4.26)

D+
φ (s) =

Fl(s)
1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs

, (4.27)

D−
φ (s) =

Fr(s)
1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs

. (4.28)

Ceci donne 6 inconnues (Hl, Hr, Fl, Fr, Gl et Gr) et 4 équations non linéaires (4.25)-(4.28). On
remarque alors que l’on peut choisir Gl et Gr comme degré de liberté, et la résolution du système
d’équations donne les fonctions Hl, Hr, Fl et Fr :

Hl(s) = Rlφ(s) −D+
φ(s) Gr(s) e−2τs, (4.29)

Hr(s) = Rrφ(s) −D−
φ(s) Gl(s) e−2τs, (4.30)

Fl(s) = D+
φ(s)

(
1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs

)
, (4.31)

Fr(s) = D−
φ(s)

(
1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs

)
. (4.32)

Ainsi, il est possible de choisir arbitrairement les fonctions Gl et Gr, et de retrouver exactement les
mêmes relations entrées/sorties du système. Nous avons donc une paramétrisation du système par 2
fonctions.

Par exemple les formes globale et décomposée correspondent aux choix :

Forme globale : Gl = 0, Gr = 0,

Forme décomposée : Gl =
(Rli(1 +Rri)()

1 +Rli
) D, Gr =

(Rri(1 +Rli)()
1 +Rri

) D.

Dans le cas de la forme décomposée, les 6 fonctions de transfert n’ont pas de retard, les modes
du tronçon sont simulés par la boucle du système. Pour la forme globale, Gl = Gr = 0, la boucle est
dans ce cas ouverte, les modes sont alors simulés par les retards contenus dans les dénominateurs des
4 autres fonctions.

Remarque 4.3. Remarquons que, quel que soit le choix de Gl et Gr causales et stables, Hl, Hr,
Fl et Fr définies par (4.25)-(4.28) sont elles aussi causales et stables. Cela n’est pas le cas si nous
choisissons Hl, Hr, Fl ou Fr comme degrés de liberté.

Remarque 4.4. De plus, choisir Gl et Gr inférieurs à 1 en module dans C
+
0 permet de garantir la

stabilité de la boucle interne du système.

Il nous faut donc chercher des fonctions Gl et Gr qui permettent d’assurer la stabilité du système,
et de conserver le formalisme des guides d’ondes.

Dans la partie suivante nous proposons une idée pour obtenir ces fonctions dans le cas des courbures
négatives, et en conclusion nous discutons de l’utilité de cette forme standard dans le cas des courbures
positives pour d’une part réduire la dimension de l’optimisation et garantir systématiquement la
stabilité des tronçons en variables φ±.
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4.3 Réalisation numérique stable de tronçons convexes

Cette partie propose une idée pour obtenir deux fonctions paramètres Gl et Gr de la forme stan-
dard (cf. §4.2.3 p.134) qui permettent de garantir la stabilité du système à simuler, et de conserver
l’approche des guides d’ondes. Les résultats donnés ici sont pragmatiques et relativement empiriques,
et nécessiteraient probablement par la suite d’être approfondis et mieux formalisés.

4.3.1 Stabilisation des tubes à courbure négative

Pour conserver l’approche des guides d’ondes, le choix “idéal” est celui qui donne la forme décompo-
sée. En définissant

R∗
li =

(Rli(1 +Rri)()
1 +Rli

) D, (4.33)

R∗
ri =

(Rri(1 +Rli)()
1 +Rri

) D, (4.34)

ce choix “idéal” est donné par Gl = R∗
li et Gr = R∗

ri.
Ces fonctions sont des fonctions de Γ et ont donc des singularités le long d’une coupure C (cf.

§3.2.2.2 p.100). Pour les courbures négatives, il existe une partie instable qui est [0, ξ1] où ξ1 > 0
est un point de branchement de Γ. Ces fonctions ont donc une infinité de singularités à l’origine
d’instabilités. Nous devons donc faire un autre choix.

4.3.1.1 Que peut être un “bon choix” ?

Pour comprendre qualitativement ce que peut être un “bon choix” de Gl et Gr regardons par
exemple l’expression de la fonction Fl donnée par (4.31) qui en dépend :

Fl(s) = D+
φ(s)

(
1 − Gl(s) Gr(s) e−2τs

)
.

La fonction D+
φ possède une coupure sur R− en raison des pertes, et une infinité de paires de pôles

complexes conjugués dans C
−
0 qui correspondent chacune à un mode du tronçon. Ces pôles sont les

zéros du dénominateur de D+
φ qui est : 1 − R∗

liR
∗
ri e

−2τs. Choisir Gl = R∗
li et Gr = R∗

ri, permet de

compenser exactement les pôles de D+
φ . Avec ce choix, Fl n’a plus de pôle comme singularité, mais

uniquement la coupure C de Γ. Malheureusement cette coupure introduit des instabilités.
L’idée que nous proposons et testons ici, est de simuler les pôles du système en hautes fréquences

par la boucle de la structure en faisant un choix qui vérifie Gl(iω) ≈ R∗
li(iω) et Gl(iω) ≈ R∗

ri(iω) pour
|ω| grand, mais avec Gl et Gr holomorphes dans C

+
0 .

Les quelques pôles restant du système en basses fréquences sont alors simulés tels quels par les 4
fonctions Hl, Hr, Fl et Fr données en fonction de Gl et Gr par (4.29-4.32).

Nous considérons ici Γ défini par (3.24) p.101, qui donne une seule coupure “apparente” sur
] −∞, ξ1].

4.3.1.2 Comment trouver un “bon choix” ?

Pour simplifier les choses, nous modifions artificiellement les fonctions R∗
li et R∗

ri par une transfor-
mation s 7→ γ(s) du plan de Laplace. Ceci donne

Gl(s) := R∗
li(γ(s)), et Gr(s) := R∗

ri(γ(s)). (4.35)

Maintenant le choix ne réside plus que dans celui de cette “transformation”. Pour assurer le bon
comportement en hautes fréquences (Gl(iω) ≈ R∗

li(iω) et Gl(iω) ≈ R∗
ri(iω)), on pose pour γ :

∀s ∈ C
+
0 avec |s| grand : γ(s) ≈ s. (4.36)
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Remarque 4.5. L’expression “ |s| grand” est volontairement imprécise. Dans la théorie, nous sou-
haitons que γ(iω) tende très rapidement vers iω quand |ω| augmente, mais dans la pratique nous
verrons en partie 4.3.2.1 que l’on souhaite approcher R∗

li et R∗
ri dès la fréquence du deuxième mode

pour avoir le moins de pôles en basses fréquences à simuler.

4.3.1.3 Propriété d’une “bonne transformation”

En plus de vérifier (4.36), il est intéressant de mâıtriser les singularités de Gl et Gr par le choix de
γ. Dans un premier temps la transformation choisie doit assurer la stabilité et la passivité de Gl et Gr,
et si possible limiter l’ensemble de leurs singularités. Pour garantir la bonne définition des fonctions,
nous donnons les contraintes suivantes :

• (P1) : γ est à symétrie hermitienne,

• (P2) : γ est analytique dans C
+
0 ,

• (P3) : ] −∞, ξ1] ∩ γ
(
C

+
0

)
= {∅},

• (P4) : ∀s ∈ C
+
0 , |R∗

li(γ(s))| < 1 et |R∗
ri(γ(s))| < 1.

Avec ces propriétés, choisir Gl(s) := R∗
li(γ(s)) et Gr(s) := R∗

ri(γ(s)) définit des fonctions à symétrie
hermitienne (grâce à (P1)), holomorphes dans C

+
0 (avec (P2), (P3) et parce que R∗

li et R∗
li ont leur

singularités sur ] −∞, ξ1] uniquement ) et passives (avec (P4)).
Remarquons que l’ensemble des coupures de Gl et Gr devient C† := {s ∈ C/ γ(s) ∈] −∞, ξ1]}

(avec C† ⊂ C
−
0 grâce à (P3)), et il peut y avoir de nouvelles singularités dans C

−
0 provenant de γ.

Avec une transformation mal choisie, les représentations intégrales de Gl et Gr peuvent ainsi devenir
très complexes et l’optimisation nécessite dans ce cas une dimension élevée pour obtenir une bonne
approximation.

On introduit maintenant des variantes des propriétés (P2) et (P3) qui permettent, si elles sont
vérifiées, de définir Gl et Gr analytiques dans C \ R− :

• (P2’) : γ est analytique dans C \ R−,

• (P3’) : ] −∞, ξ1] ∩ γ (C \ R−) = {∅}.
De cette manière la coupure C =] −∞, ξ1] de R∗

li et R∗
ri est “envoyée” sur R− pour Gl et Gr.

Exemple 4.1. Nous donnons ici un exemple de “transformation” :

γ : s 7→ s+
A

1 + s/β
, (4.37)

Avec β > 0 et A > ξ1, on vérifie que : cette transformation est à symétrie hermitienne, elle est
analytique dans C \ {−β}, et elle vérifie lim|s|→+∞ γ(s) = s. De plus en choisissant convenablement
A et β, elle peut vérifier (P3) et (P4), mais la vérification de (P3’) est plus délicate.

4.3.2 Réalisation numérique stable d’un tronçon

Nous donnons dans cette partie des premiers résultats de réalisations stables d’un tronçon à cour-
bure négative en utilisant l’idée présentée précédemment mais avec un certain nombre de considérations
obtenues empiriquement.

La procédure est résumée par les étapes suivantes :

– Nous choisissons les fonctions paramètres Gl et Gr en définissant la transformation γ. Cette
transformation permet de se rapprocher des fonctions R∗

li et R∗
ri en hautes fréquences.

– Nous en déduisons les 4 autres fonctions de la forme standard : Hl, Hr, Fl et Fr.
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– Nous approximons chacune des 6 fonctions par la méthode donnée en partie 4.1.1 p.125 : Gl et
Gr sont approximées avec un placement de pôles sur R−, et pour les autres fonctions on place
aussi des pôles pour les premiers modes de Dφ (basses fréquences).

– Enfin nous construisons les représentations d’état en temps continu que nous discrétisons ensuite
(cf. §4.1.2 p.130).

4.3.2.1 Définition de la transformation

Dans la pratique, plutôt que de chercher γ bien défini dans C, nous limitons notre recherche à iR.
Donc nous cherchons un contour défini par γ(iR).

En hautes fréquences, ce contour doit se rapprocher au plus près de l’axe imaginaire (voir (4.36)),
alors nous le choisissons tel que γ(iω) = iω pour |ω| > ω0, où ω0 est une pulsation que nous nommons
pulsation de raccord.

En basses fréquences, il doit non seulement contourner la partie de la coupure [0, ξ1], mais aussi
contourner l’ensemble des s ∈ C tels que |R∗

li(s)| > 1 et |R∗
ri(s)| > 1 afin de garantir la passivité de Gl

et de Gr.
De plus, même si nous ne nous intéressons pas à la définition de γ dans C, cette fonction doit

vérifier une contrainte de régularité C∞ sur iR. Ainsi le “raccord” en ω0 (et −ω0) entre les basses
fréquences et les hautes fréquences doit se faire avec la continuité de toutes ses dérivées.

Pour cela nous définissons γ sur iR à partir d’une fonction g(ω) de la classe de Gevrey1. γ et g
sont données par

γ(iω) = iω + ρ ξ1
(g(ω)()
g(0)

), (4.38)

g(ω) =)





exp

(
(− 1()

(ω0 − ω)a
)+ (− 1()

(ω0 + ω)a
)
)
,

0,

)
∀ω ∈] − ω0, ω0[,

ailleurs.

)
(4.39)

où ρ > 1 et a > 0 sont des paramètres à déterminer. On peut déja remarquer que g est de classe C∞

même en ±ω0 car toutes ses dérivées sont continues en ±ω0 (et valent 0).
Les paramètres ρ > 1 et a > 0 doivent être choisis tels que le contour γ(iR) contourne [0, ξ1] par

la droite et l’ensemble des s ∈ C tels que |R∗
li(s)| > 1 et |R∗

ri(s)| > 1.
Dans la pratique, pour éviter d’ajouter des contraintes de passivité pour les approximation de Gl et

Gr, nous laissons une marge d’erreur et choisissons ρ et a tels que |R∗
li(γ(iω))| < β et |R∗

ri(γ(iω))| < β
avec β < 1. De plus, nous avons constaté empiriquement que pour améliorer la qualité des approxi-
mations, a doit être choisi de telle sorte que g(ω) soit le plus régulier possible, au sens où il varie le
plus lentement possible.

Comme nous avons vu précédemment, les premiers modes du tronçon, qui ne sont pas produits
par la boucle, seront simulés par des pôles des 4 fonctions Hl, Hr, Fl et Fr. Ainsi pour en avoir le
moins à simuler, nous devons choisir ω0 le plus petit possible. Dans la suite nous choisissons ω0 égal
au deuxième mode du tronçon, ce qui nécessite la simulation de 4 pôles supplémentaires.

La figure 4.8 illustre le contour γ(iω) qui contourne la coupure, et la courbe de niveau à 1.

4.3.2.2 Approximation et discrétisation des 6 fonctions

La définition de la transformation γ, permet de donner les 2 fonctions paramètres Gl et Gr. Ceci
détermine Hl, Hr, Fl et Fr par les relations (4.29-4.32).

1Nous ne détaillons pas la théorie des fonctions de la classe de Gevrey. L’idée d’utiliser de telles fonctions pour
obtenir un raccord régulier vient en fait de [Ver00, p.97] pour une toute autre utilité.
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Fig. 4.8 – Phase de R∗
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montre le contour γ(iω) qui contourne la partie instable de la coupure [0, ξ1], et la courbe de niveau
à 1, c-à-d |R∗

li(s)| = 1 (0 dB). Le contour γ(iω) rejoint iR en ±ω0 ≈ ±17 103 rad.s−1. La coupure
] −∞, ξ1] est représentée en trait pointillé noir.

Maintenant nous optimisons les fonctions Gl et Gr par la méthode donnée en 4.1.1 p.125 avec un
placement de pôles sur R−. Ceci produit les approximations que nous nommons respectivement G̃l et
G̃r.

Remarque 4.6. Puisque le contour γ n’est ici défini que sur l’axe imaginaire par (4.38), rien ne
garantit que les fonctions Gl et Gr associées n’aient pas d’autres singularités que celles sur R− (si γ ne
vérifie pas (P2’) et (P3’)). Si c’est le cas, l’approximation avec un placement de pôles sur R− est mal
posé (cf. §3.2.3 p.102). Bien que la pratique montre des résultats satisfaisants, un approfondissement
de cette remarque pourrait améliorer l’approximation.

Maintenant Hl, Hr, Fl et Fr doivent être approximées. Leurs singularités sont celles de Dφ (les
pôles associés aux modes et R− pour les pertes visco-thermiques) et celles de Gl et Gr (nous considérons
qu’elles sont toutes sur R−, cf. remarque 4.6). Cependant les pôles en hautes fréquences de Dφ sont
déja simulés par la boucle, si bien qu’ils ne s’expriment pas, ou peu, dans Hl, Hr, Fl et Fr.

En conséquence, pour leur approximation nous utilisons encore une fois l’optimisation de la partie
4.1.1 p.125, avec un placement de pôles sur R− et sur la position des premiers modes de Dφ. Nous

nommons les approximations obtenues : H̃l, H̃r, F̃l et F̃r.

Remarque 4.7. Rappelons que Gl et Gr est un choix, et que les relations (4.29-4.32) permettent de
conserver les relations globales du système. Le choix fait ici permet de simuler les modes en hautes
fréquence par la boucle. Une idée pour améliorer l’approximation, est de remplacer dans (4.29-4.32)

Gl et Gr par G̃l et G̃r. Ceci a pour avantage de compenser les éventuelles erreurs d’approximation de
Gl et Gr . Dans la pratique, cette idée améliore effectivement la procédure.

Finalement, nous construisons les représentations d’état en temps continu des 2 extrémités de la
forme standard, et nous les discrétisons selon les procédures déja données (cf. §4.1.2 p.130).

4.3.2.3 Résultats

Nous avons construit la réalisation d’un tube convexe avec les paramètres suivant : r0 = 7 cm,
rL = 10 cm, Υ = −100 m−2, L = 15 cm, et ε = 0.0033 m− 1

2 .
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La pulsation de raccord est calée sur le deuxième mode du tube qui a son pôle à environ ω0 ≈ 17 103

rad.s−1 (F0 = ω0/(2π) ≈ 2700 Hz). Les valeurs de a et ρ ont été déterminées expérimentalement et
valent a = 0.75 et ρ = 1.5.

Les résultats sont présentés en figures 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 et 4.13.
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Fig. 4.10 – Affichage de Hl et de son approximation fHl. Ayant choisi ω0 correspondant à la résonance
du deuxième mode, la fonction Hl fait apparâıtre les 2 résonances des 2 premiers modes. Notons que le
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par la boucle via Gl et Gr, et ne s’expriment donc pas dans Hl.
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Fig. 4.11 – Affichage de Rlφ et de sa version simulée. fRlφ est la réflexion globale gauche du système
simulable (après approximations).
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Fig. 4.12 – Affichage de Rrφ et de sa version simulée. fRrφ est la réflexion globale droite du système
simulable (après approximations).
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simulable (après approximations).
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4.4 Approximations et simulations de tubes évasés

4.4.1 Comparaison de 3 modèles

Dans cette section nous construisons un résonateur virtuel avec le modèle de Webster-Lokshin. Ce
résonateur à simuler est le tube test de la partie 1.3.7 p.52 pour lequel nous avons déja construit 2
simulations à partir des modèles de cylindres et de cônes avec pertes. La structure réalisée ici est celle
d’un réseau de Kelly-Lochbaum avec un profil de classe C1 (voir la partie 2.4.3 p.82 ou [HMM07b]
en annexe H). Pour une complexité à peu près égale (du point de vue du coût de calcul pour le
processeur), nous allons maintenant comparer les impédances des 3 résonateurs virtuels construits par
les 3 modèles différents.

Pour le modèle en tronçons de tube avec courbure, le tube test est échantillonné avec 4 tronçons de
tube. Pour cet exemple, nous avons déterminé empiriquement les paramètres des tronçons de sortes à
garantir la continuité C1 et à s’approcher au plus près du rayon original. Notons qu’il existe désormais
des outils d’optimisation de profils que l’on trouve dans [Dek08, Héz09] et qui ont été faits lors de
stages que nous avons encadrés.

En figure 4.14, nous constatons qu’il n’y a pas d’artefacts dans la réponse impulsionnelle même
avec un petit nombre de tronçons, contrairement à ce qu’il se passerait avec les modèles de cy-
lindres ou de cônes. L’un des avantages du modèle utilisé ici est qu’il n’impose pas de contraintes sur
l’échantillonnage spatial et qu’il permet de modéliser le tube original avec peu de tronçons.

Pour chaque modèle, la structure correspondante de Kelly-Lochbaum est construite. Pour les deux
autres modèles, nous choisissons le cas de l’échantillonnage “idéal”, c’est-à-dire 128 cylindres ou 64
cônes (cf. §1.3.7.2 p.52).

La figure 4.15 présente les impédances d’entrée normalisées des tubes virtuels avec les 3 modèles
approximés. Ces impédances sont déduites par la transformée de Fourier des réponses impulsionnelles
simulées numériquement. Ces résultats sont comparés entre eux et aussi avec l’impédance Z∗ calculée
par la méthode numérique de la partie 2.1.3 p.62 sur le profil non approximé.
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Fig. 4.14 – Réponse impulsionnelle du tube virtuel construit avec 4 tronçons.

Pour aider la compréhension de la figure 4.15, les enveloppes spectrales des impédances sont af-
fichées. En comparant avec Z∗, que nous considérons comme impédance “témoin”, les positions des
maxima correspondent visiblement bien, mais pas les amplitudes. Par exemple, pour les modèles de
cylindres et de cônes, les amplitudes sont trop grandes entre 4000 et 6000 Hz. Au contraire le modèle
de tronçons évasés a une enveloppe spectrale qui s’approche mieux de celle de Z∗, avec une précision
de 2 dB.

La raison principale est que, à complexité équivalente, à cause du grand nombre de tronçons de
cylindres et de cônes nécessaires (128 ou 64), l’ordre d’approximation de D̆ des effets des pertes doit
être faible (cf. §1.3.2 p.40). Puisque le modèle de tubes évasés n’utilise ici que 4 tronçons, à complexité
égale, nous pouvons approximer les fonctions R et T avec un ordre plus élevé, ce qui améliore la qualité.
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Fig. 4.15 – Comparaisons des impédances calculées pour le tube test. (1) : Impédance Z∗ calculée
par la méthode numérique de la partie 2.1.3 p.62 sur le profil original. (2) : Impédance calculée par
la simulation du réseau de 128 cylindres. (3) : Impédance calculée par la simulation du réseau de 64
cônes. (4) : Impédance calculée par la simulation du réseau de 4 tronçons évasés.

4.4.2 Construction de deux trombones virtuels

Dans cette section, deux trombones virtuels sont construits avec une embouchure (cf. §1.2.1.1 p.32),
un tube à section variable et un rayonnement acoustique (cf. §1.2.1.2 p.33). Le trombone cible est un
trombone Courtois pour lequel le profil et l’impédance à l’entrée de l’embouchure ont été mesurés.

Dans le premier cas, le tube est décomposé en 11 tronçons de tube, avec d’éventuelles discontinuités
de section et de pente pour avoir une approximation très fine du profil original mesuré. Ce modèle est
nommé M1. Ce tube virtuel se termine par 3 tubes évasés pour la fin du pavillon.

Le second cas, M2, est une simplification du profil avec seulement 1 cylindre et 4 tronçons évasés,
et avec continuité de section et de pente. Ce modèle conduit donc au réseau de Kelly-Lochbaum de
[HMM07b], en raison de la régularité C1 du rayon.

Les paramètres des tronçons, pour les 2 modèles, ont été choisis pour approcher au mieux le profil
original dont on a les mesures.

La figure 4.16 présente la comparaison des impédances calculées par simulation (M1 et M2) et
l’impédance mesurée sur un trombone. Les mesures ont été réalisées2 sur un trombone Courtois avec
le banc d’impédance du CTTM3.

La principale amélioration du modéle M1 (avec 11 tronçons de tube) comparé à celui de M2

(avec 5 tronçons) concerne l’enveloppe spectrale. Alors que les enveloppes des maxima et minima de
M2 sont régulières, celles des mesures présentent des irrégularités (voir par exemple le 5-ième et le
6-ième maximum). Avec un meilleur raffinement du profil, on retrouve à peu près la même allure
d’irrégularités sur l’enveloppe de M1. Cependant, en raison de la simplification de M2, la complexité
est plus faible et donc mieux adaptée à la simulation.

2Nous remercions Thomas Hézard pour avoir fait les mesures d’impédance.
3Centre de Transfert de Technologie du Mans (CTTM), Le Mans, France. http ://www.cttm-lemans.com.
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Extréma de M1
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Fig. 4.16 – Impédances calculées et mesurée d’un trombone. Comparaison (d) entre l’impédance
d’entrée (a) mesurée sur un trombone réel et les impédances calculées (b, pour M1) et (c, pour M2).
Les deux dernières courbes sont calculées à partir de la représentation d’état à temps-discret (qui inclut
les approximations et la discrétisation). Rappelons que M1 est construit avec 11 tronçons de tube, et
M2 avec seulement 5.
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Résultats

Le modèle acoustique développé dans ce travail repose sur l’équation de Webster-Lokshin qui
permet de prendre en compte à la fois la courbure des tronçons de tube modélisés, mais aussi les effets
des pertes visco-thermiques (cf. §2.1.1 p.59). Nous avons montré que ce modéle reste compatible avec
l’approche des guides d’ondes numériques, puisqu’on obtient une structure de simulation de la forme
des réseaux de Kelly-Lochbaum. L’un des points majeurs de ce travail est l’obtention de la structure
décomposée de la figure 2.11 page 75, qui à notre connaissance est nouvelle, mais fait apparâıtre
certains sous-systèmes bien connus dans la littérature. Cette structure sépare les effets dus aux sections,
aux pentes (de chaque extrémité du tronçon), à la courbure et aux pertes, et isole au centre les
propagateurs d’ondes à travers le tube. Elle permet non seulement de donner une interprétation
élégante des effets acoustiques mis en jeu dans un tronçon de tube, mais elle permet, du point de vue
de la simulation, de séparer les opérateurs standard (effets de section et de pentes) des opérateurs non
standard (effets de la courbure et des pertes). Il est alors plus facile de faire l’étude de ces derniers. De
plus, en considérant certains cas particuliers de connexions de tubes, nous avons montré que ce modèle
permet de retrouver d’autres modèles connus dans la littérature (connexion de cylindres et de cônes).
Ainsi, il ne prétend pas les remplacer, mais permet d’étendre ces modèles à un degré de raffinement
supérieur, en considérant la courbure et les pertes visco-thermiques du tube. Enfin, nous avons vu
qu’avec les modèles précédents, le nombre de tronçons est imposé par la fréquence d’échantillonnage
(cf. §1.3.7.2 p.52) ; le modèle étudié ici n’a pas de contrainte sur l’échantillonnage spatial du tube. De
plus, le nombre de tronçons à simuler est considérablement réduit.

Une difficulté du modèle utilisé dans ce travail est la présence d’opérateurs non standard, qui
donnent des fonctions de transfert irrationnelles. Par exemple le modèle des pertes visco-thermiques
fait apparâıtre dans l’équation de Webster-Lokshin une dérivée fractionnaire d’ordre 3/2. Ces fonc-
tions de transfert ont des ensembles infinis et continus de singularités, indénombrables, appelés cou-
pures (cf. §3.2.2.2 p.100). Nous avons montré grâce au formalisme des représentations intégrales
(cf. §3.2.3 p.102), que les sous-systèmes associés sont de dimension infinie. Ces sous-systèmes ne
sont pas simulables tels quels, c’est pourquoi nous les approximons en systèmes de dimension finie,
simulables en temps discret par des filtres du type ARMA (cf. §4.1 p.125). L’un des avantages du
modèle utilisé ici pour la modélisation d’un tube acoustique avec prise en compte des pertes visco-
thermiques, est que grâce à la courbure, le nombre de tronçons de tube requis est significativement
réduit comparé aux connexions de cylindres et de cônes. Ainsi, pour l’exemple développé en partie
1.3.7 p.52, au lieu de 128 cylindres ou de 64 cônes, seulement 4 tronçons de tube suffisent. Ainsi il est
possible d’augmenter la dimension des approximations, et donc la qualité du modèle numérique, tout
en conservant un coût de calcul raisonnable et compatible avec le temps-réel. De plus, il est possible
de faire un ajustement entre complexité de calcul et la finesse de la modélisation en choisissant le
degré d’approximation. Remarquons que l’approximation de certaines fonctions est facilitée par la
forme décomposée d’un tronçon. En effet, la séparation des opérateurs standard et des opérateurs non
standard permet de séparer également les différents types de singularités : singularités de type pôles
pour les effets de pentes, et singularités de type coupures pour les effets des pertes et de la courbure.

Pour la construction d’un tube complet nous devons reconnecter ensemble les systèmes des tronçons
isolés. La présence des fonctions irrationnelles approximées ne facilite pas cette tâche. Cependant,
nous avons vu que l’utilisation des représentations d’état permet de simplifier cette opération de
concaténation grâce à l’algèbre d’interconnexion donnée en section 1.3.5 p.46. En effet, à partir des
représentations d’état des sous-systèmes à fusionner, on obtient celle du système équivalent par de
simples calculs matriciels par blocs, facilement implémentables dans la plupart des langages de pro-
grammation (Matlab c© ou langage C++ par exemple). De plus nous avons présenté quelques ou-
tils standard, issus du domaine de l’automatique, qui permettent d’aboutir à un système simulable
en temps discret : discrétisation, réduction d’ordre par réalisation minimale, et diagonalisation par
exemple (cf. §1.3.6 p.47). Enfin, en construisant la représentation d’état du système global à temps
discret, il est possible de connâıtre sa stabilité par l’étude des racines de son polynôme caractéristique
(via le critère de Jury par exemple).
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Rappelons que nous avions cherché à réconcilier 3 aspects : réalisme, faible coût et modularité.
Le modèle de Webster-Lokshin nous a permis d’améliorer le réalisme de la modélisation, par rapport
à d’autres modèles en guides d’ondes, en prenant compte à la fois des pertes visco-thermiques et de la
courbure des tronçons de tube. De plus, puisqu’il requiert moins de tronçons, il nous permet d’améliorer
la qualité de l’approximation sans augmenter la complexité globale. Enfin, les représentations d’état
avec l’algèbre d’interconnexion et les outils d’automatique appropriés, donnent un formalisme commun
et puissant pour améliorer la modularité de la construction et réduire la complexité de la simulation
des tubes acoustiques.

L’étude de stabilité et de passivité a été faite. Pour des cas particuliers, la stabilité et la passivité des
systèmes représentant des tronçons de tube ont été prouvées. Cette preuve pour les réseaux de cônes
avec continuité de section est délicate en raison de la présence de fonctions de transfert du premier
ordre instables à certaines jonctions (cf. §3.1.2.1 p.88). Mais nous avons montré qu’en utilisant la
réalisation minimale du système, les aller-retour successifs de la boucle d’un tube stabilisent tous les
états internes du système. Pour les réseaux de tubes évasés (Υ ≥ 0) avec continuité de section et de
pente, les fonctions de transfert mises en jeu dans la structure sont stables, mais le fait qu’elles soient
irrationnelles rend la preuve plus difficile. Pour faire face à ce problème, nous avons limité d’abord
notre étude de passivité à l’axe des nombres imaginaires purs (domaine de Fourier), puis, grâce au
théorème du maximum nous avons pu retrouver le résultat souhaité dans tout le demi-plan droit de
Laplace. Ceci nous a permis par la suite de prouver la stabilité du système complet (cf. §3.3 p.106).
En considérant les ondes φ± dans le cas général, nous avons observé que les relations entrées/sorties
d’un tronçon de tube sont toujours stables et passives. Ceci est observé quelque soit la courbure, y
compris pour des courbures négatives (cf. §3.5.2 p.118).

Cependant, dans le cas des courbures négatives, la décomposition que nous faisons fait apparâıtre
des sous-systèmes avec une infinité de singularités sur R+ à l’origine d’instabilités (cf. §3.2.2.2 p.100).
Contrairement au cas des cônes où les instabilités sont compensées par les aller-retour successifs, ici
cette compensation ne semble pas se faire en interne. Pour résoudre ce problème, au premier abord
paradoxal, nous avons d’abord cherché à le comprendre. Nous avons montré que certaines fonctions
de transfert mises en jeu dans la forme décomposée représentent des réflexions d’ondes pour des tubes
semi-infinis, ou anéchöıques. Ce genre d’interprétations avait déja été fait pour les cônes (voir par
exemple [GKP90]). Ainsi, dans le cas d’un cône convergent, la fonction de transfert du premier ordre
Rs représente la réflexion à la jonction d’un cylindre et d’un cône convergent semi-infini. Or, un
tel cône a son rayon qui change de signe et devient négatif au-delà d’une certaine longueur critique
Lcrit (cf. §3.1.2.2 p.89). Un tel cône est physiquement irréaliste, et aucune stabilité ne peut être
justifiée par un raisonnement physique, ce que nous avons démontré mathématiquement. De manière
similaire, pour les tubes avec courbure constante, la fonction de transfert R représente la réflexion
d’un tube semi-infini (cf. §3.4.1 p.112). Or les profils à courbure négative s’écrivent sous la forme
r(ℓ) = A sin(αℓ + C), où Υ = −α2, alors ils possèdent une infinité de changements de signe et nous
avons constaté que ces “noeuds” sont chacun à l’origine d’un pôle instable, ce qui explique l’infinité
de singularités instables (cf. §3.4.3 p.115). Cette dernière interprétation constitue un point important
et particulier de ce travail.

Enfin, les deux derniers points majeurs de ce travail sont d’une part l’obtention de la forme
standard paramétrée par 2 fonctions de transfert, Gl et Gr, choisies arbitrairement (cf. §4.2 p.133),
et d’autre part, pour les tubes à courbure négative, le choix de 2 fonctions permettant d’assurer
la stabilité interne du système et de conserver le formalisme présenté plus tôt (cf. §4.3 p.136). Le
choix des fonctions paramètres, que nous avons fait ici, permet à la fois de stabiliser le système pour
les courbures négatives, mais garde en hautes fréquences les propriétés adaptées aux guides d’ondes.
En fait, on peut comprendre que le problème est décomposé en 2. D’un côté, en hautes fréquences le
système est simulé par l’approche des guides d’ondes, c’est-à-dire que les fonctions paramètres choisies,
Gl et Gr, sont proches (voir égales) aux fonctions de transfert issues de la décomposition (avec des
singularités sur R+). D’un autre côté, en basses fréquences le système est simulé par une approche
similaire à une approche “modale”, en plaçant des pôles correspondant aux tous premiers modes du
tronçon de tube. Puisque ses modes sont stables, alors nous n’introduisons pas d’instabilités.
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Perspectives :

Au terme de ce travail, des questions restent posées :

X En ce qui concerne l’approximation des représentations intégrales, jusqu’à présent les pôles (ξj et
γk) sont placés grâce à une heuristique et seuls les poids (µj et µ′

k) sont optimisés (cf. §4.1 p.125).
Afin d’améliorer la qualité de ces approximations, il peut être envisagé d’optimiser également le
placement de pôles.

X Pour les versions numériques approchées, la stabilité n’est pas assurée pour des tubes à section
quelconque. Pour le moment, la stabilisation doit encore être faite par de faibles modifications
empiriques a posteriori. Il reste à étudier cette question et à proposer par exemple des contraintes
sur les poids et le placement des pôles.
Une idée serait d’utiliser la forme standard pour réduire la dimension de l’approximation et de
permettre a posteriori une optimisation non linéaire des paramètres et avec contraintes pour la
stabilité.

X Les résultats de modélisation d’un profil donné, voir les sections 4.4.1 p.142 et 4.4.2 p.143, ont
été obtenus en choisissant empiriquement les paramètres géométriques des tronçons de tube, de
sorte à approcher au mieux le profil original.
Les travaux successifs de [Dek08] et de [Héz09], ont permis d’avoir une procédure automatique
d’optimisation de ces paramètres en approchant le profil du tube. Une extension de ce travail
serait non pas de minimiser l’erreur faite sur le profil, mais sur l’impédance d’entrée du tube,
obtenue soit par des mesures soit par des calculs. De plus nous pouvons imaginer de calculer le
critère à miniser à partir de descripteurs tels que les positions fréquentielles et les amplitudes
des maxima et/ou minima.

X Le choix des fonctions “paramètres”, nommées Gl et Gr (cf. §4.2 p.133), pour les courbures
négatives nécessiterait un travail plus approfondi et plus rigoureux. Les choix proposés ici
donnent des résultats prometteurs, mais la méthode employée est encore empirique.

X Enfin, le formalisme des représentations d’état est pratique pour des systèmes linéaires sta-
tiques (c’est-à-dire dont les paramètres ne changent pas dans le temps). L’extension aux sous-
systèmes non linéaires (tels que les lèvres du trompettiste) ou variables (tels que les pistons) est
à considérer pour construire un vrai instrument jouable en temps-réel.
Des idées ont été développées mais n’ont pas été décrites dans ce document, nous renvoyons
le lecteur à [Héz09] pour une présentation de quelques unes de ces idées pour le cas des sous-
systèmes variables dans le temps.



Annexe A

Résultats annexes pour la stabilité
des réseaux C1

Cette annexe présente quelques résultats nécessaires pour la preuve de stabilité et de passivité des
réseaux de tronçons de tube avec profil de classe C1 (voir partie 3.3 page 106).

A.1 Théorème du Maximum et Corollaires

Le Théorème du Maximum permet de caractériser le module d’une fonction holomorphe dans un
domaine du plan complexe, par le module mesuré sur son contour. Par exemple en partie 3.3 p.106,
la connaissance du module d’une fonction de transfert sur le domaine de Fourier (s ∈ iR), permet de
majorer le module dans le demi-plan droit C

+
0 .

A.1.1 Théorème du Maximum

Dans [Rud75, page 206], le Théorème du Maximum est donné par l’énoncé suivant :
Soient un ensemble ouvert borné Ω de C, f ∈ H(Ω) (f est une fonction complexe holomorphe sur

Ω) et a ∈ Ω. Ou bien f est constante dans Ω, ou bien tout voisinage de a contient un point b de Ω tel
que |f(a)| < |f(b)|.

En d’autres termes, ou bien f est constante, ou |f | n’a de maximum local en aucun point de Ω.
Une autre formulation du Thèorème du maximum, est que si f est une fonction non constante,

holomorphe sur un ensemble ouvert borné Ω et continue sur l’ensemble fermé borné Ω, et que son
module est borné sur le contour ∂Ω par A (c’est-à-dire |f(s)| ≤ A ∀s ∈ ∂Ω), alors |f(s)| < A ∀s ∈ Ω.

Si il existe s dans Ω tel que |F (s)| = A, alors f est une fonction constante sur Ω.

Démonstration. La preuve est donnée dans [Rud75, page 206].

A.1.2 Corollaires

Corollaire A.1. Soit D(0, 1) le disque unité ouvert, et soit F une fonction complexe telle que :
(A) F est holomorphe dans D(0, 1),
(B) F est continue dans D(0, 1),
(C) F n’est pas constante dans D(0, 1),
(D) ∀s ∈ ∂D(0, 1), |F (s)| ≤ 1.

Alors sous ces hypothèses :
|F (s)| < 1 ∀s ∈ D(0, 1).

Démonstration. Conséquence directe du théorème du maximum pour Ω = D(0, 1).

149



150 ANNEXE A

Le Théorème du Maximum ne s’applique qu’aux ensembles bornés. En effet, le théorème du maxi-
mum n’est pas systématiquement vrai dans le cas d’ensembles non bornés. Ainsi, il ne peut pas
directement s’appliquer dans le cas de fonctions de transfert où l’ensemble à étudier est C

+
0 , donc

non borné. Nous proposons donc d’utiliser la méthode de Phragmen-Lindelöf (voir [Rud75, page 235])
pour étudier la passivité des fonctions de transfert.

Maintenant on considère les ensembles ouverts non bornés suivant :

C
+
0 := {s ∈ C/ ℜe(s) > 0}, (A.1)

C
++
0 := {s ∈ C

+
0 / ℑm(s) > 0}, (A.2)

C
+−
0 := {s ∈ C

+
0 / ℑm(s) < 0}. (A.3)

Pour tout ouvert Ω on note l’ensemble fermé associé Ω. Par exemple C
+
0 = {s ∈ C/ ℜe(s) ≥ 0}.

Corollaire A.2. Soit F une fonction complexe telle que :
(A) F est holomorphe dans C

+
0 ,

(B) F est continue dans C
+
0 ,

(C) F n’est pas constante dans C
+
0 ,

(D) ∀s ∈ iR, |F (s)| ≤ 1,

(E) F est bornée dans C
+
0 .

Alors sous ces hypothèses :
|F (s)| < 1 ∀s ∈ C

+
0 .

Démonstration. Ce corollaire est une extension du Théorème du Maximum au domaine non-borné C
+
0

qui utilise la méthode de Phragmen-Lindelöf. Remarquons que iR 6= ∂Ω.
• Soit ξ et ω les parties réelle et imaginaire de s (s = ξ + iω). Pour un réel ε > 0 donné, nous

définissons la fonction auxiliaire :

∀s ∈ C
+
0 , hε(s) =

1

1 + εs
. (A.4)

• Précisons dans un premier temps que hε est holomorphe dans C
+
0 et continue dans C

+
0 . Ainsi il en

va de même pour le produit Fhε. De plus, Fhε n’est pas constante. En effet, si ∀s ∈ C
+
0 , F (s)hε(s) =

K ∈ C constante, alors F (s) = K(1 + εs). Dans ce cas, ou bien K 6= 0 et F ne vérifie pas (E)
(|K(1 + εs)| → ∞ quand |s| → ∞), ou bien K = 0 et F = 0 ne vérifie pas (C).

Dans ce qui suit, nous allons chercher un contour sur lequel nous pouvons démontrer que Fhε ≤ 1,
afin d’appliquer le Théorème du Maximum sur l’ensemble qu’il entoure.

• Comme Re {1 + εs} = 1 + εξ ≥ 1 dans C
+
0 , on a |1 + εs| ≥ 1, et donc |hε(s)| ≤ 1. Ainsi

∀s ∈ iR, |F (s)hε(s)| ≤ 1. (A.5)

D’autre part ∀s ∈ C
+
0 , |1 + εs|2 = (1 + εξ)

2
+ (εω)

2
> (εξ)

2
+ (εω)

2
= ε2 |s|2 (car ε > 0 et ξ > 0),

alors |1 + εs| > ε |s|, et |hε(s)| < 1/ (ε |s|). En conséquence, selon (E), ∃B < +∞ tel que

∀s ∈ C
+
0 , |F (s)hε(s)| <

B

ε |s| . (A.6)

• Soit Dε le demi-disque ouvert dans C
+
0 délimité par l’axe imaginaire et le demi-cercle de rayon

B/ε à droite de l’axe imaginaire. D’après (A.5) et (A.6), |Fhε| ≤ 1 sur ∂Dε.
Fhε est holomorphe dans Dε et continue dans Dε. Comme Fhε n’est pas constante dans C

+
0 , elle

ne l’est pas non plus dans Dε.
Le Théorème du Maximum appliqué à cette fonction dans l’ouvert connexe et borné Dε, donne

|Fhε| < 1, dans Dε.
• De plus (A.6) montre que |Fhε| < 1, dans tout le reste de C

+
0 . Ainsi, nous venons de montrer

que pour tout ε > 0, |Fhε | < 1 dans C
+
0 .
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• Si nous fixons s ∈ C
+
0 et si nous faisons tendre ε vers 0, hε(s) tend vers 1, et nous avons alors

|F (s)| ≤ 1 ∀s ∈ C
+
0 .

• De plus, par l’absurde nous pouvons prouver l’inégalité stricte. En effet s’il existe s ∈ C
+
0 tel que

|F (s)| = 1, alors selon le Théorème du Maximum (cf. §A.1.1) pour tout Ω ⊂ C
+
0 contenant s, ou bien

F n’est pas holomorphe, ou bien F est constante, ce qui est contraire aux hypothèses (A) et (C).
Finalement, nous obtenons le résultat |F (s)| < 1 ∀s ∈ C

+
0 .

Corollaire A.3. Soit F une fonction complexe telle que :
(A) F est holomorphe dans C

++
0 ,

(B) F est continue dans C
++
0 ,

(C) F n’est pas constante dans C
++
0 ,

(D) ∀s ∈ R+ ∪ iR+, |F (s)| ≤ 1,

(E) F est bornée dans C
++
0 .

Alors sous ces hypothèses :

|F (s)| < 1 ∀s ∈ C
++
0 .

Corollaire A.4. Soit F une fonction complexe telle que :
(A) F est holomorphe dans C

+−
0 ,

(B) F est continue dans C
+−
0 ,

(C) F n’est pas constante dans C
+−
0 ,

(D) ∀s ∈ R+ ∪ iR−, |F (s)| ≤ 1,

(E) F est bornée dans C
+−
0 .

Alors sous ces hypothèses :

|F (s)| < 1 ∀s ∈ C
+−
0 .

Démonstration. Les preuves des corollaires A.3 et A.4 sont les mêmes que celle du corollaire A.2, mais
en considérant les quarts de disque dans C

++
0 et C

+−
0 et non plus le demi-disque dans C

+
0 .

Corollaire A.5. Ce corollaire est un exemple d’application sur une fonction complexe :

∣∣∣∣
1 − e−λ

λ

∣∣∣∣ < 1, ∀λ ∈ C
+
0 \ {0} . (A.7)

Démonstration. Considérons la fonction F (λ) := 1−e−λ

λ pour ℜe(λ) ≥ 0 et λ 6= 0.
D’abord, contrairement aux apparences, il n’y a pas de singularité en λ = 0 et on a limλ=0 F (λ) = 1.

Ainsi, F (λ) est holomorphe dans C
+
0 et son prolongement F̃ est continu dans C

+
0 .

De plus, |F̃ (λ = 2iπf)| = | sinc(f)| ≤ 1, et on a une majoration en l’infini de |F (λ)| en O
(

1
|λ|

)
.

Ainsi, selon le corollaire A.3 (du théorème du maximum), |F (λ)| est majorée dans C
+
0 par le

maximum de |F̃ (iω)| qui est atteint en ω = 0 uniquement et qui vaut 1.

Par conséquent :
∣∣∣1−e−λ

λ

∣∣∣ < 1, ∀λ ∈ C
+
0 \ {0} .

A.2 Des propriétés algébriques

Les 3 propriétés algébriques suivantes permettent en partie 3.3 p.106 de connâıtre certaines pro-
priétés intéressantes des fonctions de transfert, en les écrivant sous des formes algébriques particulières.

Propriété A.6. Pour A ∈ C et B ∈ C tels que AB 6= −1, soit

G =
A+B

1 +AB
.
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(i) |A| = 1 ou |B| = 1 ⇒ |G| = 1,

(ii)
(
|A| < 1 et |B| < 1

)
ou
(
|A| > 1 et |B| > 1

)
⇒ |G| < 1,

(iii)
(
|A| < 1 et |B| > 1

)
ou
(
|A| > 1 et |B| < 1

)
⇒ |G| > 1.

Démonstration. On pose B = ρ eiθ avec ρ ≥ 0 et θ ∈ R.

|G|2 =

∣∣∣∣
A+ ρ eiθ

1 + Aρ eiθ

∣∣∣∣
2

=
∣∣eiθ
∣∣2 ×

∣∣∣∣∣
(A eiθ) + ρ

1 + (A eiθ)ρ

∣∣∣∣∣

2

=

(
(A eiθ) + ρ

)(
(A eiθ) + ρ

)

(1 + (A eiθ)ρ) (1 + (A eiθ)ρ)
,

|G|2 =
ρ2 + bρ+ a2

1 + bρ+ a2ρ2
:=

N(ρ, a, b)

D(ρ, a, b)
, avec a = |A| ≥ 0 et b = 2ℜe(A eiθ) ∈ R.

Donc D(ρ, a, b)−N(ρ, a, b) =
(
1+ bρ+ a2ρ2

)
−
(
ρ2 + bρ+ a2

)
=
(
ρ2 − 1

)(
a2 − 1

)
:= P (ρ, a) définit

une fonction indépendante de b dont le signe est donné dans le tableau suivant

ρ < 1 ρ = 1 ρ > 1
a < 1 P > 0 P = 0 P < 0
a = 1 P = 0 P = 0 P = 0
a > 1 P < 0 P = 0 P > 0

Puisque a = |A|, ρ = |B|, |G|2 = N/D et D 6= 0 (AB 6= −1) nous trouvons le résultat attendu.

Propriété A.7. Pour a ∈ R et B ∈ C, soit

H =
1 − a

1 − aB
,

alors a ∈ [0, 1] et |B| ≤ 1 ⇒ |H | ≤ 1.

Démonstration. On pose B = ρ eiθ avec 0 ≤ ρ ≤ 1 et θ ∈ R.

|H |2 =
(1 − a)(1 − a)

(1 − aB)(1 − aB)
=

(1 − a)2

1 − 2aρ cos θ + a2ρ2
:=

N

D(ρ, cos θ)
.

On définit P (ρ, k) := D(ρ, k) −N =
(
1 − 2aρk + a2ρ2

)
−
(
(1 − a)2

)
= a

[
2(1 − ρk) − a(1 − ρ2)

]
.

P (ρ,+1) = a
[
2(1 − ρ) − a(1 − ρ2)

]
= a(1 − ρ)

(
2 − (1 + ρ2)

)
= a(1 − ρ)(1 − ρ2) ≥ 0, ∀ρ ∈ [0, 1],

P (ρ,−1) = a
[
2(1 + ρ) − a(1 − ρ2)

]
= a(1 + ρ)

(
2 − (1 − ρ2)

)
= a(1 + ρ)(1 + ρ2) ≥ 0, ∀ρ ∈ [0, 1].

Donc P (ρ, k) ≥ 0 pour k ∈ {−1, 1} et ∀ρ ∈ [0, 1].
Or P (ρ, k) est affine en k donc P (ρ, k) ≥ 0, ∀k ∈ [−1, 1].
En remplaçant k par cos θ ∈ [−1, 1], ∀θ ∈ R, on trouve D(ρ, cos θ) ≥ N ≥ 0.

Si D 6= 0, alors |H |2 = N/D ≤ 1.
Le cas où D = 0 correspond à a = 1 et B = 1, or par continuité on trouve H = 1.
En conclusion, on démontre le résultat annoncé : |H | ≤ 1.

Propriété A.8. Pour C ∈ C et D ∈ C, soit

K =
C +D

1 + CD
,

alors |C| = 1 et |D| = 1 ⇒ K ∈ R.

Démonstration. Il suffit de montrer que K = K, en utilisant le fait que C = C−1 et D = D−1.
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A.3 Des propriétés spécifiques des fonctions Γ, R et T

Ici nous donnons des propriétés sur les fonctions Γ(s), R(s) et T (s), utiles pour la partie 3.3 p.106.

Définitions : .

Avec c0 > 0, pour un tronçon de tube de longueur L, et de coefficients des pertes et de courbure
constants et positifs ou nuls (respectivement ε ≥ 0 et Υ ≥ 0), on définit la fonction Γ :

Γ : C
+
0 → C

s 7→

√(
s

c0

)2

+ 2ε

(
s

c0

) 3
2

+ Υ, (A.8)

où la racine carrée est choisie comme le prolongement analytique de la racine carrée positive de R+

sur le demi-plan droit C
+
0 , et avec un prolongement continu de Γ sur iR (notons que ce dernier

prolongement respecte la symétrie hermitienne de Γ sur C
+
0 ).

On définit maintenant, ∀s ∈ C
+
0 :

R(s) :=
s− c0Γ(s)

s+ c0Γ(s)
et T (s) := e−Γ(s)L . (A.9)

Dans la suite nous aurons besoin de “déconnecter” s et Γ, pour cela nous définissons les fonctions
R et T de 2 variables complexes indépendantes s et γ :

∀(s, γ) ∈ (C+
0 )2 / s 6= −c0γ, R(s, γ) :=

(s− c0γ()
s+ c0γ

) et R(0, 0) := −1, (A.10)

∀γ ∈ C
+
0 , T (s, γ) := e−γL . (A.11)

La valeur de R en (0, 0) permet d’assurer pour s = 0 la continuité par rapport à γ en γ = 0.
Remarquons que R(s) = R(s,Γ(s)) et T (s) = T (s,Γ(s)).

Premières propriétés de Γ :

∀s ∈ C
+
0 , ℜe(Γ(s) − s/c0) > 0, (A.12)

∀s ∈ C
+
0 , ℜe(Γ(s)) > 0, (A.13)

∀s ∈ iR, ℜe(Γ(s)) ≥ 0. (A.14)

Démonstration. Les éléments de la preuve sont donnés dans [HM06a, annexe B] pour Υ ≥ 0.

Premières propriétés de R et T :

R et T sont holomorphes dans s ∈ C
+
0 . (A.15)

Démonstration. R est holomorphe pour s 6= −c0γ. De plus pour Υ ≥ 0 et ε ≥ 0, Γ(s) est holomorphe
dans C

+
0 (voir partie 3.2 p.96), et (A.12) donne s 6= Γ/c0 dans C

+
0 . Ainsi R est holomorphe pour

s ∈ C
+
0 .

T est holomorphe par rapport à γ dans C, et Γ est holomorphe par rapport à s dans C
+
0 , donc T

est holomorphe pour s ∈ C
+
0 .
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Propriétés de R et T :

∀γ ∈ C
+
0 |T (γ)| < 1, (A.16)

∀γ ∈ R
+ T (γ) ∈ [0, 1], (A.17)

∀γ ∈ iR |T (γ)| = 1. (A.18)

Démonstration. Il suffit de rappeler que T (γ) = e−γL.

∀(s, γ) ∈
(

C
++
0 × C

++
0

)
∪
(

C
+−
0 × C

+−
0

)
, |R(s, γ)| ≤ 1, (A.19)

∀(s, γ) ∈
(
C

++
0 × C

++
0

)
∪
(
C

+−
0 × C

+−
0

)
, |R(s, γ)| < 1, (A.20)

∀(s, γ) ∈ (iR+ × iR+) ∪ (iR− × iR−) , R(s, γ) ∈ [ −1, 1], (A.21)

∀(s, γ) ∈ iR × R+, |R(s, γ)| = 1, (A.22)

∀(s, γ) ∈ R+∗ × R+∗, |R(s, γ)| < 1. (A.23)

Démonstration. Pour s = ξ + iω et γ = a+ ib, avec (ξ, ω, a, b) ∈ R4, on écrit :

|R(s, γ)|2 =
(ξ − a)2 + (ω − b)2

(ξ + a)2 + (ω + b)2
.

En raisonnant au cas par cas selon les signes de ξ, ω, a et b, on retrouve les résultats annoncés.

Propriétés pour ε = 0 : .

∃!ωc ≥ 0/ Γ(iωc) = Γ(−iωc) = 0. ωc est la fréquence de coupure (voir partie 2.1.4.3 p.66).

∀ω ∈ [−ωc, ωc] , Γ(iω) ∈ R
+, (A.24)

∀ω ∈ [+ωc,+∞[ , Γ(iω) ∈ iR+, (A.25)

∀ω ∈ ]−∞,−ωc] , Γ(iω) ∈ iR−. (A.26)

Ou bien

∀ω ∈ R
+, Γ(iω) ∈ R

+ ∪ iR+, (A.27)

∀ω ∈ R
−, Γ(iω) ∈ R

+ ∪ iR−. (A.28)

Démonstration. Pour ωc = c0
√

Υ (avec ε = 0), on écrit c0Γ(iω) =
√
ωc + ω

√
ωc − ω. Avec la définition

(A.8), on démontre le résultat au cas par cas.

∀ω ∈ [−ωc, ωc] , T (iω) ∈ [0, 1] , (A.29)

et |R(iω)| = 1. (A.30)

Démonstration. Conséquences de (A.24), (A.17) et (A.22).

∀ω ∈ ]−∞,−ωc] ∪ [+ωc,+∞[ , |T (iω)| = 1, (A.31)

et R(iω) ∈ [−1, 1] . (A.32)

Démonstration. Conséquences de (A.25), (A.26), (A.18) et (A.21).
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Propriétés pour ε ≥ 0 :

∀ω ∈ R
+, Γ(iω) ∈ C

++
0 , (A.33)

∀ω ∈ R
−, Γ(iω) ∈ C

+−
0 , (A.34)

donc ∀ω ∈ R, ℜe(Γ(iω)) ≥ 0. (A.35)

∀s ∈ C
++
0 , Γ(s) ∈ C

++
0 , (A.36)

∀s ∈ C
+−
0 , Γ(s) ∈ C

+−
0 , (A.37)

∀s ∈ R
+∗, Γ(s) ∈ R

+∗. (A.38)

∀s ∈ iR, |R(iω)| ≤ 1, (A.39)

et |T (iω)| ≤ 1. (A.40)

Démonstration. Avec (A.33), (A.34), (A.19), (A.16) et (A.18).

∀s ∈ C
+
0 , |R(iω)| < 1, (A.41)

et |T (iω)| < 1. (A.42)

Démonstration. Avec (A.36), (A.37), (A.38), (A.20), (A.23), et (A.16).

Remarque A.1. Les propriétés précédentes de Γ(s), R(s) et T (s) sont résumées par les figures
3.23-3.25 page 108 de la partie 3.3.

A.4 Stabilité, causalité et espaces de Hardy

Maintenant nous cherchons à étudier la stabilité et la causalité des systèmes associés aux fonctions
de transfert R, T , et des fonctions de transfert globales du quadripôle Qψ qui sont Rψ et Tψ. Nous
considérons Υ ≥ 0. Nous étudions ces propriétés au sens des espaces de Hardy que nous définirons. De
plus nous montrons que les fonctions T et Tψ contiennent du retard pur en facteur : T (s) = D(s) e−τs

et Tψ(s) = Dψ(s) e−τs avecD etDψ associées à des systèmes causaux et stables. Plusieurs des résultats
présentés ici sont issus de [HM06a].

A.4.1 Stabilité

A.4.1.1 Fonctions R et T

Pour Υ ≥ 0, nous choisissons les coupures de Γ dans C
−
0 , ainsi la fonction Γ est holomorphe dans

C
+
0 . De plus, avec (A.13) on sait que le dénominateur de R ne s’annule pas dans C

+
0 . En conséquence,

puisque T et R sont des fonctions composées de Γ, elles sont elles-mêmes holomorphes dans C
+
0 si

Υ ≥ 0. Elles définissent donc des systèmes stables.

La fonction D(s) représentant la dispersion due aux pertes visco-thermiques et à la courbure, qui
est donnée par T (s) = D(s) e−sL/c0 , est également holomorphe dans C

+
0 .
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A.4.1.2 Fonctions Rψ et Tψ

Soient Rψ, Tψ et Dψ les fonctions de transfert globales d’un tronçon. Nous rappellons leurs ex-
pressions algébriques données par (2.57) et (2.58) de la page 77 :

Rψ =
((1 − T 2)R()
1 −R2T 2

), Tψ =
((1 −R2)T ()
1 −R2T 2

), Dψ =
((1 −R2)D()
1 −R2T 2

). (A.43)

Dans C
+
0 , puisque R et T sont de modules plus petits que 1, le dénominateur 1 − R2T 2 ne s’annule

pas. De plus R, T et D sont holomorphes dans C
+
0 alors Rψ, Tψ et Dψ le sont aussi, et le système

d’un tronçon est stable du point de vue entrées/sorties.

A.4.2 Causalité

A.4.2.1 Espaces de Hardy

Soit L2(R+) =
{
h : R+ → C/ h est mesurable et

∫
R+ |h(t)|2 dt <∞

}
l’espace des fonctions d’éner-

gie finie, et

H
m
(
C

+
0

)
=
{
H : C

+
0 → C tel que H est holomorphe et tel que

‖ H‖
Hm = sup

ζ>0

[∫

R

|H (ζ + iω)|m
] 1

m

<∞
}

les espaces de Hardy pour m > 0. Les espaces de Hardy définissent des fonctions de transfert H
de systèmes causaux, c’est-à-dire associés à des noyaux de convolution (réponse impulsionnelle) h
nulle pour t < 0 (voir [Dup77]). Le théorème de Paley-Wiener donne un résultat particulier : pour
la transformée de Laplace, L2(R+) est isomorphique à H2(C+

0 ) (voir [CZ95, p.645] et [Par04]). C’est-
à-dire qu’une réponse impulsionnelle causale h est d’énergie finie si et seulement si sa fonction de
transfert H appartient à H2(C+

0 ).

A.4.2.2 Fonctions R et T

Dans le cas des courbures positives ou nulles, nous venons de montrer que les fonctions R et T
sont holomorphes et bornées dans C

+
0 . Il reste à étudier leur comportement asymptotique quand |s|

tend vers l’infini.
Commençons par l’étude du comportement asymptotique de Γ en l’infini pour s ∈ C

+
0 :

Γ(s) =

√(
s

c0

)2

+ 2ε

(
s

c0

)3/2

+ Υ =
s

c0

√

1 + 2ε

√
c0
s

+ Υ
(c0
s

)2

=
s

c0

√
1 + u =

s

c0

[
1 +

u

2
− u2

8
+O(u3)

]
pour u =

1

s
→ 0,

=
s

c0
+ ε

√
s

c0
+O(1), quand |s| → ∞ ∀s ∈ C

+
0 .

Etudions maintenant la fonction D de la dispersion :

D(s) := e−(Γ(s)−s/c0)L = e
ε
√

s
c0
L+O(1)

(A.44)

= O(1) e
−ε
√

s
c0
L

quand |s| → ∞ ∀s ∈ C
+
0 .

Or exp (−ε
√
sL/c0) est une fonction d’un espace de Hardy dans C

+
0 pour m > 0 et pour des pertes

visco-thermiques non nulles (ε > 0).
Pour T (s) := D(s) e−sL/c0 , il en est alors de même : T ∈ Hm(C+

0 ) ∀m > 0. Cette fonction est donc
une fonction stable, causale et retardée de L/c0.
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En ce qui concerne la fonction de réflexion R :

R =
s/c0 − Γ(s)

s/c0 + Γ(s)
=
( c0

2s

) −ε
√

s
c0

+O(1)

1 + 1
2ε
√

c0
s +O(1

s )

= −1

2
ε

√
c0
s

+O

(
1

s

)
quand |s| → ∞ ∀s ∈ C

+
0 .

Puisque R est en O(
√

1/s), sa norme de Hardy est finie pour m > 2. Nous en déduisons donc que R
appartient à tout espace de Hardy Hm

(
C

+
0

)
, pout tout m > 2. En conclusion, la réflexion R est une

fonction stable et causale.

A.4.2.3 Fonctions Rψ et Tψ

Puisque ℜe(Γ(s)) > 0 dans C
+
0 (voir (A.13)), lim|s|→∞ T (s) = 0. Ainsi, avec les expressions

algébriques de Rψ, Tψ et Dψ (voir (A.43)), Rψ est équivalente à R, Dψ est équivalente à T et Tψ est
équivalente à T .

Donc le système d’un tronçon représenté par les variables ψ± avec Υ ≥ 0 est un système causal et
stable, avec une fonction Tψ retardée de L/c0.

Fonction
globale

équivaut à
(pour |s| → ∞
avec s ∈ C

+
0 )

appartient à
Hm(C+

0 )
système
causal

noyau
d’énergie finie

Rψ(s) R(s) m > 2 oui
(

non

Dψ(s) D(s) m > 0 oui
(

oui

Tψ = Dψ e−sL/c0 T = D e−sL/c0 m > 0
oui et
retardée de L/c0

oui

Tab. A.1 – Tableau récapitulatif des résultats sur la causalité et la stabilité



Annexe B

Position des racines du polynôme G

Pour Υ ∈ R et ε ≥ 0, nous étudions le polynôme complexe suivant :

G(σ) := σ4 + 2εσ3 + Υ. (B.1)

Etudier les racines de G nous permet de connâıtre les points de branchement de la fonction Γ
et notamment leur position par rapport à l’axe imaginaire (cf. §3.2.2.1 p.98). Parmi les 4 racines
du polynôme G, nous souhaitons savoir combien sont à partie réelle positive (parce que celles-ci
appartiennent au premier feuillet), et combien ont leur argument compris entre −π

4 et π
4 (parce que

celles-ci correpondent à des points de branchement s = σ2, avec ℜe(s) > 0).
Définissons les 3 domaines suivant :

C
+
0 := {σ ∈ C / ℜe(σ) > 0} , (B.2)

C
−
0 := {σ ∈ C / ℜe(σ) < 0} , (B.3)

Ω :=
{
σ ∈ C / − π

4
< arg(σ) <

π

4
et σ 6= 0

}
. (B.4)

• ε = 0 :
Les racines de G sont simplement les racines 4-ième de −Υ.
Υ = 0 : Les 4 racines valent toutes σ = 0.
Υ < 0 : Les racines s’écrivent σk = (−i)k 4

√
−Υ (pour k ∈ {0, 1, 2, 3}). On trouve donc une racine

réelle positive σ0, 2 imaginaires pures conjuguées (σ1 et σ3), et une quatrième racine réelle
négative σ2.

Υ > 0 : Les racines s’écrivent σk = (−i)k ei
π
4

4
√

Υ. On trouve donc 2 racines complexes conjuguées
dans C

+
0 d’argument ±π

4 (σ0 et σ1), et 2 autres dans C
−
0 .

• ε > 0 et Υ = 0 :
Dans ce cas, G(σ) = σ3(σ+2ε), et on trouve une racine triple en σ = 0 et une racine simple réelle

négative σ = −2ε.

• ε > 0 et Υ 6= 0, pour σ ∈ Ω :

Ecrivons σ = a+ ib, avec (a, b) ∈ R2. Nous cherchons ici le nombre de racines dans Ω. Notons que
σ ∈ Ω équivaut à a > |b| ≥ 0.

Pour σ = a+ ib ∈ Ω, la partie imaginaire de G s’écrit après simplification

ℑm(G(a+ ib)) = b


2 (2a+ ε)︸ ︷︷ ︸

>0

(a2 − b2)︸ ︷︷ ︸
>0

+ 4εa2
︸︷︷︸
>0


 , (B.5)

de sorte que les seules racines possibles sont sur R+∗ (b = 0). Or sur R+∗, G s’écrit

G(a) = a4 + 2εa3 + Υ.
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Pour Υ > 0, G(a) ne s’annule pas avec a > 0. Pour Υ < 0, G(a) s’annule une fois exactement car
G(0) = Υ < 0 et lima→∞G(a) = ∞ et G′(a) = 4a3 + 6εa2 > 0. Ainsi il n’y a qu’une racine sur R+∗.

En résumé, pour Υ > 0, G ne possède aucune racine dans Ω, et pour Υ < 0, G possède exactement
1 racine dans Ω qui est réelle positive.

• ε > 0 et Υ < 0, pour σ ∈ C
+
0 :

Les racines (notée σ=a+ib) de G vérifient ℑm(G(σ)) = 0. Avec a > 0 et b 6= 0, on a d’après (B.5)

b = ±a
√

2ε

2a+ ε
+ 1.

En injectant cette expression de b dans G, on constate alors que ℜe(G(a+ ib)) < 0. Si bien que pour
σ ∈ C

+
0 \ R+∗, les parties réelle et imaginaire ne s’annulent jamais simultanément. Il n’y a donc pas

d’autre racine dans C
+
0 que celle trouvée précédemment sur R+∗.

De plus, puisque G(ib) = (b4 + Υ) − i2εb3, pour ε > 0 il n’y a pas non plus d’autres racines sur
l’axe imaginaire. Les 3 racines restantes sont donc dans C

−
0 .

• ε > 0 et Υ > 0, pour σ ∈ C
+
0 :

Rappelons que pour ε = 0 nous avions 2 racines complexes conjuguées dans C
+
0 et deux autres

complexes conjuguées dans C
−
0 . Cependant sur l’axe imaginaire, G donne

ℜe(G(ib)) = b4 + Υ > 0. (B.6)

G ne s’annule pas sur iR. Ainsi, en faisant varier ε ≥ 0 ou Υ > 0 les racines ne franchissent jamais
l’axe imaginaire, elles restent donc dans le demi-plan de départ (pour ε = 0).

En résumé, pour Υ > 0, G a 2 racines dans C
−
0 , et 2 racines complexes conjuguées dans C

+
0 \ Ω.

Υ < 0 Υ = 0 Υ > 0(
ε = 0

σ0 = −σ2 ∈ R+∗

σ3 = −σ1 ∈ iR+∗ σk = 0, ∀k ∈ {0, 1, 2, 3} σ0 = σ1 ∈ ei
π
4 R+∗

σ2 et σ3 ∈ C
−
0(

ε > 0
σ0 ∈ R+∗

σ1, σ2 et σ3 ∈ C
−
0

σk = 0, ∀k ∈ {0, 1, 2}
σ3 ∈ R−∗

σ0 = σ1 ∈ C
+
0 \ Ω

σ2 et σ3 ∈ C
−
0

Tab. B.1 – Tableau récapitulatif des racines G au cas par cas. Attention, l’ordre des indices des
racines n’est pas le même que dans la partie 3.2.2.1 page 98. Une illustration est donnée par les figures
3.17 p.99 et 3.18 p.100.



Annexe C

Représentations intégrales

Nous détaillons ici la démarche qui permet d’écrire certaines fonctions de transfert, avec coupures,
sous la forme de représentations intégrales (cf. §3.2.3.3 p.104). Nous commençons par rappeler des
résultats bien connus sur la transformée de Laplace inverse de fractions rationnelles en s (voir par
exemple [Pic89] pour un cours d’introduction), puis nous détaillons la démarche pour une fonction
seulement coupées sur R−, et enfin nous généralisons à des cas présentant plusieurs coupures telles que
les fonctions de transfert de Γ. Ces résultats sont donnés par exemple dans [HM06a] et dans [HMM06]
(voir annexe G).

C.1 Transformée de Laplace inverse d’une fraction rationnelle

Considérons une fraction rationnelle H de la variable complexe de Laplace s. La réponse impul-
sionnelle h(t) associée à H(s) est donnée par la transformée de Laplace inverse définie pour H par

h(t) := TL−1{H} (t) =
1

2iπ

∫ a+i∞

a−i∞
estH(s) ds, (C.1)

où a est un réel quelconque. Nous nous intéressons ici uniquement aux solutions causales (h(t) = 0,
pour tout t < 0), ainsi a est choisi comme un majorant des parties réelles des pôles de H .

Pour calculer cette inversion, nous utilisons alors le théorème des résidus appliqué à un contour
dit de Bromwich (voir par exemple [AMP08, p.302]). Ce contour B est un demi-cercle enfermant tous
les pôles de H . Il est orienté dans le sens trigonométrique et caractérisé par r son rayon et λ (cf.
Fig. C.1-(a)).

En considérant les pôles sk de H simples, le théorème des résidus donne pour t positif

∮

B
estH(s) ds =

∫ a+λ+ir

a+λ−ir
estH(s) ds

︸ ︷︷ ︸
J

+

∫

Dr

estH(s) ds

︸ ︷︷ ︸
I

= 2iπ

K∑

k=1

rk eskt, (C.2)

où rk est le résidu du k-ième pôle sk de H donné par

rk =
1

2iπ
lim
s→sk

(s− sk)H(s). (C.3)

Quand r tend vers l’infini, selon le lemme de Jordan (voir par exemple [AMP08, p.302]), I tend
vers 0 (car t > 0), et quand λ tend vers 0, J tend vers 2iπh(t). Ainsi la réponse impulsionnelle causale
est donnée par

h(t) =
K∑

k=1

rk eskt 1t>0(t). (C.4)
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Remarque C.1. Si il existe au moins un pôle de H à partie réelle positive, la réponse impulsionnelle
h(t) diverge, et le système associé est instable. Si tous les pôles de H sont à partie réelle négative, le
système associé est stable. Dans ce dernier cas, nous prenons habituellement a = 0, la transformée de
Laplace inverse est alors donnée par la transformée de Fourier inverse.

Dr

ℜe(s)

ℑm(s)

a a+λ

r(a)

ℜe(s)

ℑm(s)

s1

s2

ω

ω

ω

λ

r(c)

ℜe(s)

ℑm(s)

s1

s2

ω

λ

r(e)

D+
r

D−
r

Dω ℜe(s)

ℑm(s)

ω

λ

r(b)

ℜe(s)

ℑm(s)

s1

s2

ω

λ

r(d)

ℜe(s)

ℑm(s)

ω ξ1

r

ξ1+λ

(f)

Fig. C.1 – Contours de Bromwich pour plusieurs configurations de singularités : (a) pôles simples
(fraction rationnelle), (b) 1 seule coupure sur R

− (Υ = 0), (c) 3 coupures horizontales pour Υ > 0,
(d) configuration en croix pour Υ > 0, (e) coupures “naturelles” pour Υ > 0, (f) coupure horizontale
pour Υ < 0.

C.2 Transformée de Laplace inverse pour une coupure sur R−

Considérons maintenant une fonction G présentant une coupure sur R− et analytique sur C \R−.
Pour calculer sa réponse impulsionnelle causale g(t) nous considérons le contour de Bromwich B donné
par la figure C.1-(b). Ce contour n’enferme pas de singularité, alors l’intégrale sur B vaut 0. Pour t
positif :

∮

B
estG(s) ds = 0 =

∫ λ+ir

λ−ir
estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
J

+

∫

D+
r

estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
I+

+

∫ iω

−r+iω
estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
K+

+

∫

Dω

estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
Q

+

∫ −r+iω

iω

estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
K−

+

∫

D−
r

estG(s)ds

︸ ︷︷ ︸
I−

. (C.5)

Quand r tend vers l’infini, selon le lemme de Jordan, I+ et I− tendent vers 0 (car t > 0), quand
λ tend vers 0, J tend vers 2iπg(t), et quand ω tend vers 0, Q tend vers 0. Il reste alors K+ et K− qui
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tendent vers

lim
ω

>−→0

K+ = lim
ω

>−→0

∫ iω

−∞+iω

estG(s)ds, (C.6)

lim
ω

>−→0

K− = lim
ω

>−→0

∫ −∞+iω

iω

estG(s)ds. (C.7)

En conséquence, la réponse impulsionnelle g(t) vaut (sous réserve de convergence des intégrales) :

g(t) = lim
ω

>−→0

1

2iπ

(
−K+ −K−) =

∫ +∞

0

µG(ξ) e−ξt 1t>0(t)dξ, (C.8)

avec µG(ξ) := lim
ω

>−→0

1

2iπ

(
G(−ξ − iω) −G(−ξ + iω)

)
. (C.9)

La réponse impulsionnelle se décompose donc en une famille continue d’exponentielles amorties de
poids µG qui est proportionnel au saut de part et d’autre de la coupure.

La transformée de Laplace de g(t) écrite par (C.8) donne une représentation intégrale de G :

G(s) =

∫ +∞

0

µG(ξ)

s+ ξ
dξ. (C.10)

Un critère qui assure la convergence absolue des intégrales est donné par

∫ +∞

0

|µG(ξ)|
1 + ξ

dξ < +∞. (C.11)

Remarque C.2. Si la fonction G possède en plus des singularités de type pôles simples, on a alors
les représentations intégrales de g(t) et de G(s) :

g(t) =

K∑

k=1

rk eskt 1t>0(t) +

∫ +∞

0

µG(ξ) e−ξt 1t>0(t)dξ, (C.12)

G(s) =

K∑

k=1

rk
s− sk

+

∫ +∞

0

µG(ξ)

s+ ξ
dξ. (C.13)

C.3 Transformée de Laplace inverse pour une coupure C
Dans le cas d’une fonction F présentant un ensemble C de coupures quelconques, on procède de

la même manière en définissant un contour de Bromwich qui entoure les coupures comme le montrent
les figures C.1-(c) à C.1-(f).

Considérons une paramétrisation de C notée ξ 7→ γ(ξ), de régularité C1 pour ξ ∈ R, et vérifiant
γ′(ξ) 6= 0. Si F est analytique dans C \ C, le théorème des résidus donne à la limite :

f(t) =

∫

C
µF (γ) eγt 1t>0(t)dγ, (C.14)

F (s) =

∫

C

µF (γ)

s− γ
dγ, (C.15)

avec µF (γ) = lim
λ

>−→0

1

2iπ

(
F (γ + iγ′λ) − F (γ − iγ′λ)

)
. (C.16)

Notons que le nombre iγ′(ξ) représente la direction normale à la coupure au point γ(ξ), si bien que
µF est bien associé au saut de F de part et d’autre de la coupure (cf. Fig. C.2).
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Ces intégrales sont bien posées si le critère de convergence suivant est vérifié :

∫

C

∣∣∣∣
µF (γ)

a+ 1 − γ

∣∣∣∣dγ < +∞, (C.17)

où a est un majorant des parties réelles des singularités de F . Pour Υ > 0, a ≥ 0, et pour Υ < 0,
a ≥ ξ1 > 0.

(iγ′()
|γ′|
)vecteur unitaire.

BC

γ(ξ)

λ→ 0

γ(ξ) + iγ′(ξ)λ

γ(ξ) − iγ′(ξ)λ

Fig. C.2 – Illustration de la mesure du saut le long d’une coupure. La coupure C est paramétrée
par ξ 7→ γ, dans le sens représenté par la flèche. γ(ξ) ± iγ′(ξ) représente la direction nor-
male à la coupure en γ(ξ), avec pour vecteur unitaire iγ′/|γ′|. Pour une fonction F , le saut vaut
lim

λ
>−→0

(F (γ + iγ′λ) − F (γ − iγ′λ)).



Annexe D

Représentations diffusives pour
l’analyse de stabilité (principe)

Cette analyse est directement empruntée à [BM09].

D.1 Modèle

On analyse un oscillateur à un degré de liberté, modélisé par :

ẍ+ z + ẋ+ y + ω2 x = 0 , (D.1)

et comportant 3 differents types d’amortissement :
– ẋ = v, instantané en v,
– y(v), avec mémoire, et comportement passe-bas,
– z(v), avec mémoire, et comportement passe-haut.

Nous présentons en détails les deux types de filtres et donnons une réalisation minimale et passive
pour chacun d’entre eux.

Filtres passe-bas Un nombreK de circuits de type RC d’entrée v et de sortie y a comme réalisation
le système dynamique suivant :

φ̇k(t) = −ξk φk(t) + v(t), φk(0) = 0, (D.2)

y(t) =
K∑

k=1

µk φk(t), (D.3)

dont l’énergie associée est (µk > 0) :

Eφ(t) =
1

2

K∑

k=1

µk φk
2(t).

Le bilan d’énergie suivant peut être effectué :

Ėφ = −
K∑

k=1

µk ξk φ
2
k + v y. (D.4)

Une aggrégation positive de circuits RC reste passive et passe-bas (−6 dB/oct) :

HK
RC(s) =

K∑

k=1

µk
1

s+ ξk
avec µk > 0, (D.5)
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car un circuit RC est passif et passe-bas (−6 dB/oct) : cela provient de la propriété ℜe(HRC(s)) =
ℜe(s)+ξ
|s+ξ|2 ≥ 0 pour ℜe(s) ≥ 0.

Filtre passe-haut Un ensemble L de circuits RL d’entrée v et de sortie z a pour réalisation le
système dynamique suivant :

ψ̇l(t) = −ξl ψl(t) + v(t), ψl(0) = 0, (D.6)

z(t) =
L∑

l=1

νl (v(t) − ξl ψl)(t), (D.7)

dont l’énergie associée est (νl > 0) :

Eψ(t) =
1

2

L∑

l=1

νl ξl ψl
2(t).

Le bilan d’énergie suivant peut être effectué :

Ėψ = −
L∑

l=1

νl (v − ξl ψl)
2 + v z. (D.8)

Une aggrégation positive de circuits RL reste passive et passe-haut (+6 dB/oct) :

HL
RL(s) =

L∑

l=1

νl
s

s+ ξl
avec νl > 0, (D.9)

car un circuit RL est passif et passe-haut (+6 dB/oct) : cela provient de la propriété ℜe(HRL(s)) =
|s|2+ℜe(s) ξ

|s+ξ|2 ≥ 0, pour ℜe(s) ≥ 0.

D.2 Analyse du système couplé

L’analyse de l’oscillateur à 1 degré de liberté (D.1) peut être facilement effectuée en définissant
une énergie augmentée, ou fonction de Lyapunov :

E := Em + Eφ + Eψ

du système global, dont les variables internes sont [x, v, φ, ψ]. En utilisant (D.4) et (D.8), on trouve
en effet le bilan suivant :

Ė = −v2 −
K∑

k=1

µk ξk φ
2
k −

L∑

l=1

νl (v − ξl ψl)
2 ≤ 0 .

Ainsi, on conclut à la stabilité asymptotique, c-à-d E(t) → 0 quand t → +∞, par exemple grâce au
principe d’invariance de LaSalle, qui est facile à appliquer en dimension finie.

Il faut bien prendre garde cependant à ne pas conclure trop hâtivement que l’énergie mécanique
Em(t) := 1

2v
2(t)+ 1

2ω
2 x2(t) est une fonction décroissante du temps : elle tend a fortiori vers 0, mais pas

forcément de façon monotone. Ce comportement peut s’illustrer numériquement. Le comportement
des composantes diffusives dépend fortement des valeurs des ξk : mémoire à court terme pour les
grandes valeurs de ξk, et mémoire à long terme pour les petites valeurs de ξk.



Annexe E

Quadripôles de conversion

Pour convertir un élément représenté par l’état (P,U) en une représentation équivalente par des
variables progressives, p±, φ± ou ψ±, à partir de leur définition (voir partie 2.1.2 page 59), il est
possible d’obtenir des quadripôles de conversion donnés par les figures E.1, E.2 et E.3. Ici le débit U
est pris par convention dans le sens des ℓ croissants.

1 −Zc

2

−Zc

C(p,PU)

P (ℓ, s)

p−(ℓ, s) U(ℓ, s)

p+(ℓ, s)

Zc 1

Zc

2

C(UP,p)

P (ℓ, s)

p+(ℓ, s)U(ℓ, s)

p−(ℓ, s)

−1 −Yc

2Yc

1

C(p,UP )

U(ℓ, s)

p−(ℓ, s) P (ℓ, s)

p+(ℓ, s)

Yc −1

1

−2Yc

C(PU,p)

U(ℓ, s)

p+(ℓ, s)P (ℓ, s)

p−(ℓ, s)

Fig. E.1 – Quadripôles de conversion pour les ondes p± : C(p,PU), C(UP,p), C(p,UP ) et C(PU,p).
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1 −Z(ℓ)

2
r(ℓ)

−Z(ℓ)r(ℓ)

C(φ,PU)

P (ℓ, s)

φ−(ℓ, s) U(ℓ, s)

φ+(ℓ, s)

Z(ℓ)
1

Z(ℓ)r(ℓ)

2
r(ℓ)

C(UP,φ)

P (ℓ, s)

φ+(ℓ, s)U(ℓ, s)

φ−(ℓ, s)

−1 −Y (ℓ)

2Y (ℓ)
r(ℓ)

r(ℓ)

C(φ,UP )

U(ℓ, s)

φ−(ℓ, s) P (ℓ, s)

φ+(ℓ, s)

Y (ℓ) −1

r(ℓ)

−2Y (ℓ)
r(ℓ)

C(PU,φ)

U(ℓ, s)

φ+(ℓ, s)P (ℓ, s)

φ−(ℓ, s)

Fig. E.2 – Quadripôles de conversion pour les ondes φ± : C(φ,PU), C(UP,φ), C(φ,UP ) et C(PU,φ).

s+c0ζ(ℓ)
s−c0ζ(ℓ) −sZ(ℓ)

s−c0ζ(ℓ)

2s/r(ℓ)
s−c0ζ(ℓ)

−sr(ℓ)Z(ℓ)
s−c0ζ(ℓ)

C(ψ,PU)

P (ℓ, s)

ψ−(ℓ, s) U(ℓ, s)

ψ+(ℓ, s)

sZ(ℓ)
s−c0ζ(ℓ) s+c0ζ(ℓ)

s−c0ζ(ℓ)

sr(ℓ)Z(ℓ)
s−c0ζ(ℓ)

2s/r(ℓ)
s−c0ζ(ℓ)

C(UP,ψ)

P (ℓ, s)

ψ+(ℓ, s)U(ℓ, s)

ψ−(ℓ, s)

−1 − s+c0ζ(ℓ)
sZ(ℓ)

2Y (ℓ)
r(ℓ)

r(ℓ)

C(ψ,UP )

U(ℓ, s)

ψ−(ℓ, s) P (ℓ, s)

ψ+(ℓ, s)

s+c0ζ(ℓ)
Z(ℓ)s −1

r(ℓ)

−2Y (ℓ)
r(ℓ)

C(PU,ψ)

U(ℓ, s)

ψ+(ℓ, s)P (ℓ, s)

ψ−(ℓ, s)

Fig. E.3 – Quadripôles de conversion pour les ondes ψ± : C(ψ,PU), C(UP,ψ), C(ψ,UP ) et C(PU,ψ).
ζ(ℓ) := r′(ℓ)/r(ℓ).



Annexe F

Effet de la courbure et des pertes
sur les impédances

L’impédance d’entrée d’un cylindre idéalement ouvert à droite (c-à-d PL = 0, cf. §2.2.1.1 p.67) est
donnée en figure F.1 pour plusieurs valeurs de coefficients : ε = 0 (sans perte), ε = ε∗ (calculé à partir
de la valeur physique standard), et ε = 3ε∗ (valeur sur-estimée articiellement).

On remarque l’effet des pertes sur la courbe principalement pour le facteur de qualité. Pour ε = 0
les maxima et minima sont infinis (en décibels), et deviennent amortis quand ε > 0. On remarque
également que les fréquences de résonances diminuent à mesure que ε augmente.
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Proportionnelle à la fréquence : L/(2λ) = ωL/(πc0)

M
o
d
u
le

(d
B

)
P

h
a
se

(r
a
d
)

Fig. F.1 – Influence des pertes sur l’impédance d’un tube ouvert : H−1
11 (cf. §2.2.1.1 p.67). Paramètres :

r0 = rL = 5mm,L = 1m, Υ = 0m−2.

La figure F.2 compare les effets de la valeur de la courbure sur l’impédance d’entrée Zin = 1/H11

d’un tube idéalement ouvert (voir aussi la figure 2.6 p.68). Les lignes verticales pointillées représentent
la fréquence de coupure ωc pour chaque courbure (cf. §2.1.4.3 p.66) et les courbes pointillées super-
posées représentent l’impédance pour Υ = 0.

La figure F.3 compare les effets de la valeur de la courbure sur l’impédance d’entrée Zin = 1/H l
11

d’un tube semi-infini (voir aussi la figure 2.10 p.74). Les lignes verticales pointillées représentent la
fréquence de coupure ωc pour chaque courbure.
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Fig. F.2 – Influence de la courbure sur l’impédance d’un tube ouvert, H−1
11 . Paramètres : r0 = 5mm,

rL = 10mm, L = 1m. Abscisse : kL/π.
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ramètres : rl = 5mm, ε = 0.0525m− 1
2 , ζl = 0m−1.



Annexe G

Article de congrès (CAO 2006) :
Criterion design for optimizing
low-cost approximations of
infinite-dimensional systems :
Towards efficient real-time
simulation (référence [HMM06])
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Article de congrès (IEEE WASPAA
2007) : Waveguide Modeling of
Lossy Flared Acoustic Pipes :
Derivation of a Kelly-Lochbaum
Structure for real-time simulations
(référence [HMM07b])
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Article de congrès (IEEE Med
2008) : Stable Realization of a
Delay System Modeling a
Convergent Acoustic Cone
(référence [MHM08b])
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Article de congrès (IFAC FDA
2008) : On the appearance of
branch cuts for fractional systems
as a mathematical limiting process
based on physical grounds
(référence [MHM08a])
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Article de congrès (DAFx 2009) :
State-space representation for
digital waveguide networks of lossy
flared acoustic pipes (référence
[MHM09e])
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Nouveaux essais. Diderot, 1997. 243 page.

[Nic01] S.-I. Niculescu. Delay effects on stability. A robust control approach. Springer, Berlin New
York, 2001.

[OS74] K. B. Oldham and J. Spanier. The Fractional Calculus. Academic Press, New York and
London, 1974. 450 pages.

[Pag96] V. Pagneux. Propagation acoustique dans les guides à section variable et effet
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397 pages.

[Sca97] G. P. Scavone. An Acoustic Analysis of Single-Reed Woodwind Instruments with an Em-
phasis on Design and Performance Issues and Digital Waveguide Modeling Techniques.
PhD thesis, Music Dept., Stanford University, 1997.

[Sch81] R. T. Schumacher. Ab initio calculations of the oscillation of a clarinet. Acustica, 48 :71–
85, 1981.

[SGK+09] F. Silva, P. Guillemain, J. Kergomard, B. Mallaroni, and A. N. Norris. Approxima-
tion formulae for the acoustic radiation impedance of a cylindrical pipe. J. Sound Vib.,
322 :255–263, 2009.

[SKM87] S. G. Samko, A. A. Kilbas, and O. I. Marichev. Fractional integrals and derivatives :
theory and applications. Gordon & Breach, 1987. transl. from Russian, 1993.

[Smi87] J. O. Smith. Music applications of digital waveguides. Technical Report STAN-M-39,
Center for Computer Research in Music and Acoustics (CCRMA), Department of Music,
Stanford University, 1987.

[Smi98] J. O. Smith. Applications of Digital Signal Processing to Audio and Acoustics, chapter
Principles of Digital Waveguide Models of Musical Instruments, pages 417–466. Kahrs,
M. and Brandenburg, K., February 1998.

[Som12] A. Sommerfeld. Die Greensche Funktionen der Schwingungsgleichung. Jahresber. Deutsch.
Math. Verein., 1912.

[Sta94] O. J. Staffans. Well-posedness and stabilizability of a viscoealistic in energy space. Trans.
Amer. Math. Soc., 345(2) :527–575, 1994.

[Str90] W. J. Strong. Computer simulation of a trumpet. J. Acoust. Soc. Am., 87(1), 1990.

212



[Su94] J.-H. Su. On the stability of time-delay systems. In IEEE CDC, pages 429–430, Florida,
USA, 1994.

[Su95] J.-H. Su. The asymptotic stability of linear autonomous systems with commensurate time
delays. IEEE Trans. Automat. Contr., 40 :1114–1118, 1995.

[Tas99] S. Tassart. Modélisation, simulation et analyse des instruments à vent avec retards frac-
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Réalisation  en  guides  d'ondes  numériques  stables  d'un  modèle 
acoustique réaliste  pour  la  simulation  en temps-réel  d'instruments  à 
vent.

Ce  travail  porte  sur  la  modélisation  physique  des  tubes  acoustiques  pour  la 
simulation numérique en temps-réel. Le but principal est la synthèse sonore d'instruments à 
vent, avec un modèle réaliste, une méthode modulaire et une implémentation numérique 
faible coût.  Le  modèle acoustique de "Webster-Lokshin",  utilisé ici,  est  un modèle  à  1 
dimension  prenant  en  compte  à  la  fois  la  "courbure"  du  profil  et  les  "pertes  visco-
thermiques" à la paroi. Pour ce modèle acoustique, une structure de simulation compatible 
avec  l'approche des  "Guides  d'Ondes"  est  obtenue :  un  tube y  est  représenté  par  un 
système  bouclé,  avec  retards,  faisant  intervenir  plusieurs  sous-systèmes  sans  retard 
interne.  Une  difficulté  est  la  présence  de  sous-systèmes  de  dimension  infinie  qui  se 
comportent comme des sommes infinies de systèmes du premier ou du second ordre. Dans 
un premier  temps,  ils  sont  approximés par  des systèmes de dimension finie,  puis  leur 
"représentation d'état" à temps discret est obtenue. Enfin, en utilisant des outils standard de 
l'automatique,  ces  représentations  nous permettent  de faciliter  la  connexion d'éléments 
acoustiques et de réduire les coûts de calcul de la simulation numérique. Dans ce travail, 
l'étude de la stabilité et de la passivité est faite.  Pour des cas paticuliers de tubes, un 
problème survient :  même si  les relations entrées/sorties du tube sont  stables,  certains 
sous-systèmes  internes  possèdent  une  infinité  de  singularités  à  l'origine  d'instabilités 
internes.  Nous  présentons  une  explication  de  ce  phénomène  et  ceci  nous  amène  à 
proposer une nouvelle décomposition en sous-systèmes pour lever ce problème.

Realization of stable digital waveguides with a realistic acoustic model 
for the real-time simulation of wind instruments

This work deals with the physical modelling of acoustic tubes for digital simulation in 
real-time. The main application is the sound synthesis of wind instruments, with a realistic 
model,  a modular method and a low-cost digital  implementation. The acoustic model of 
"Webster-Lokshin", used in this work, is an unidimensional model which takes into account 
the "curvature" of the profile and the "visco-thermal losses" at the wall. With this acoustic 
model, we obtain a framework for simulation which is compatible with the "Waveguides" 
approach: a tube is then represented by a system with delays and closed loops, involving 
several sub-systems without internal delay. A difficulty is the presence of infinite-dimensional 
sub-systems which behave as infinite sums of first or second order systems. First, they are 
approximated by finite-dimensional systems, then their "state-space representation" in the 
discrete time domain is determined. Finally, using standard tools of automatic control, these 
representations facilitate the connection of acoustic elements and reduce the computational 
complexity of the digital simulation. In this work, an analysis of the stability and passivity of 
this approach is described. For some particular cases of tubes, a problem occurs: even if 
the  input/output  relations of  the  tube are stable,  some sub-systems have an infinity  of 
singularities which produce internal instabilities in the system. We present an explanation of 
this  phenomenon and to  solve  this  problem,  a new decomposition  into  sub-systems is 
performed. 


