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������
���� 	��
�	��� �� ��� �)���
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� �.��� ��Æ�
���# 3��� ����
��
�	��� ������� �	� ��
�������� A�#&# RF�KSB� ��� ���� 	�� 
���&�	��� 
� ��� &����	� .�	��C��5 �. �
&�	� 	�	���
�#
-��� ������������ �. ��
� C��5 C
�� ����
�� ���� ������
�� ������
��#


�'�) 5��������	

���5
�& 	� ��� ������	� �	�� �. ��� �	�	���� C� 	��� ������� ��� �������� �. 
���
��
�
������	�
���# !�����&� ���� ������� ��� 	 ������
�& 
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�	��� ��C .��������B 
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�& ������� 
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&�	� �. 	 ;���� ��C .��������
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��� 	� ��� �	�� �
��� ��� 	� &
��� .�	��
��� �. ��� 1+# 1�
� �:��� 
� �������	�
�
C��� ��� �������� �. ������ 
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� �:���� ��	� 
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�
�
�	������	
#


�'�� -��"��������	/ :(
� �� �������
� #

�� ��
� C��5� C� 	�� ��� �	��
���	��� ��������� �� ��� 	�	���
� �. �����������
�& �����#
 ��
�� ��	� ��
� 
� ��������� ����
�� C
�� �
&������� ���������� 
� �����	� C��5� RF>?S RLFS#
D� �
���� ��	�� ���� C�
�� �	��� �. ��� 	���� ����
���� ���������� 	�� ������
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�� �.
���
� �	
�� .�����	�
���� ����� �����
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Subject

− experimental task
− other cognitive/sensory/

motor task(s)

− motion
... − preprocessings

− spatial reconstruction
− data acquisition
− BOLD effect
− environment (stress, noise)

− artifacts

Experimental 
paradigm

Input:

System

Measurement setting

 

Output : 

A sequence of 3D images
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�	�
�� 	�� ��������� �� ��� �������� �� ��� 	������
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��# 3��� �.���� ���� ������� 	�� ��)����	��� A���� 
. ���� �	�� ���� &���
��	�
E�� �� ��	�
	��� ��&��	�
E	�
�� C
�� ������
�& RLS� 3	�5�� +	���� 8
���� RL>S� ��
�	�����	�
�� RNLSB# 1��
� ������
	� C�	5���� 
� ���
� C	� �. 	����
�& 	 ����	
� .��� �. ���
�������� C�
�� �	� ����� �� �� 
�	����	��� ���� �
���
�& �
	��� �������
���# $� ��� �����
�	��� ����� ������� ����
�� ���	� �������
��� �� 	 �	��
���	� �����
��# 8�� �)	����� ����
�	� 	��C�� ��� �����
�� U�� ��� �
�� ������ �. ��
� �	�	 ��)�� ������	��� C
�� ��� 	������
�������� �� ��� �)���
����	� �	�	�
&�GU C
�� 	 ���	� �������� T "��, �U 	����
	��� C
��
	 ����	�
�
�� �	��� A���	���B �. �	5
�& �
��	5���� 	 ���
�
�� ��	������# D
�� ���� A��
��
����������
	�B ���������� �� ��� �	�	 	�� ��
�� ���������� ���� �	� ���� 	��C�� 	 �����
��
�
5� T!�� ����� 	�� �������� �. ��������� 	��
�	��� A
� ��� ����� �. ��
�& ������	��� C
�� 	
5��C� �	�����B ��)��� 
� ��� 
�	&�GU� 	������� C
�� ���	����# 7��� ����&� ����
���	���
�:���� �	�� ���� ���� �� ���	
� @�)
��� ������ 
� ��
� .�	��C��5 A
��������
�� �. ������
�	� ������	�
��� �������� ��	�� �. �
����
�� &��	��� ��	� F� 
��������
�� �. ����
��	�
�
��
�� ���� &����	��� ���
	�
��� C
�� ������� �� ��� 	������ �
��	� ����� A��� 
� ��� ��)�
����
��BB� ���� ��
�� �	���� 	��C�� &����	� �����
��� �
5� TD�	� 
� ��� �����&��� �	�����
������� 
� ��� �	�	��� 	� 	 �������� �� ��� �)���
����	� �	�	�
&� GU �� ���� &����	���
T
D�	� 	�� ��� �	
� ��	�
��������	� �	������ ������� 
� ��
� �	�	��� GU#
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1�
� �)��	
�� ��� ������
�� �. 
�������
�& �
:����� ���������&
�� ��	� C� C
�� �	��
�)����	���� RFH�S2 
� ��	� �	��� ��� 
��	 
� �� ��	��� .�� 	 &����	�
�� ����� �. ��� �	�	�
��	� 
� 	 ����� ��	� ���C� C�
�� �	������ 	���	� 
� ��� �	�	���� 	�� ��C ����� �	������
	�� ������	���, ��	�
	��� ����������# 1�
� 5
�� �. 	����	�� 
� ��C �	���� ����
�	�
	��� 
�
��� ����� ��	� 
� ����
���� 	�� ��)��� �
����	�������# ��� &�	� 
� ���� �� &
�� 	� 	������ �.
��� �	�	 �������� C�
�� 
� 
�������
�& 
. ��� C	��� �� 
�����
&	�� �	��
����� C�
�� �:���

����� 	���	�� 
� ��� �	�	 A&
��� 	�� ��� ������� �. ���.����� �����
��� �	��
��B# ��C�����
���� 	� 	����	�� ���� ��� &
�� ��;�
�
�� 	��C��� �� ���������� �������
�& ��� �	�	����
�
��� �� �����
�� �	� ���� .�����	��� 
� 	 ������ .���# +	����� ��� 
��	 
� �� ����5 ��
�)����	�
�� C�	� 
� ��� �	
� �������� �	����� ������� 
� ��� �	�	���� 
. ���� ���.�����
�	� �� 
����
;�� A��	�� ��	�� ����
�	�
��� ���
��� ��
.��B# ! ����	�� ���� 
�������
�& �	��
���� �
Æ����� �����
�� 
� C�
�� �	������ �	� �� &����	�
E�� .��� ��� �	�	��� �� ��� ������
.��� ��� ������� �� ��� �����#

 �C C� ���� �� 	 A��� �)�	���
��B �
�� �. ��� ���� .������� �������� 5���
�& 
� �
��
��� �	�
� �
��
���
�� &
��� 	����#

����� 3
9�����

!� �����
�C �. ��� �	
� �)
��
�& ������� 
� &
��� �� ;&��� >#�# ��� �� &
�� 	 ��
�5
�����
��
�� ��.��� &�
�& �� ���� ���	
�� �� ��� ������� ����������# ��������
� ����
�&
������� ��� �� �
:����� C	�� �� 	����� ��� �������� �. 	 &
��� 	��
�	�
�� �	�����# 1��
���������&
�	� �	�
	�
��� �	� �� ���	��� �� ��� ���
�	�
�� ��������� ���� A������	� ���
�	
� �� .�������� ���	
� ��
�& 8���
�� ��	��.���B� �� �� ��� ��	�
��
�	� ���� �������� ��
	����� ��� �������� �. ��� 	��
�	�
��# -����
���� ��� �
:������� 	�� ������
	��� 	 �	����
�. ���	���	�� 2 .�� �)	����� 3	)
��� �
5��
���� A3�B ���
�	��� 	�� ���
�	���� �� ���
�
��	� ���
�	��� &
��� 	 ��&����
�� ������# �	���
	� ������� �	���� ���5 .�� 	 �	)
���
	 ������
��
 A3!�B �����
��� &
��� ���� ��
��� �� ��� �������� �� �	�	������ �. 
�������#
3�������� ���� 	������ �	�� ���� �����	�	����
� ��	�
��
�� A�����&�����-�
���� �����
����	� 
�.���	�
�� ���C��� ��� �	�	 	�� ��� �)���
����	� �	�	�
&�� ����
�
��	� �������
�	�� �. ��� �	�	B .�� 	��
�	�
�� 	���������#

$� ��� �)����	���� �	��� C� �	�� 	 ��� �. ������� ��	� �)��	�� 
�.���	�
�� .��� ���
�	�	���� �.��� C
����� 	�� ��
�� 5��C���&� �. ��� �)���
����	� �	�	�
&�# 1�� ���� C	�
�� ������� 
� ���� �� ��� ���� ��������	� �������
�� ��	� �	� �
���
�
�	�� ���C��� .�	�����
�. 
������� ������� 
� ��� �	�	 A��������	�
��� 
������������ �
��	��� 
� 	 .�	���� ��	���
�
�
�	�
��� C�
�� �
���� �������
���� ��
��
�	� *��������� !�	���
� A�*!B� �����������
*��������� !�	���
� A�*!B� *������
�&� 	�� -��.���&	�
E
�& �	��B#

-��� 	������ �	�� ��
�� �� ��
�&� ��� &	� ���C��� ��� �C� .	�
�
�� �. �������# 1�
�

� ��� �	�� �. ����
�	�
	�� �
��	� ������ A3�3B#

��� )��"�
��	� ��	����' 
�"��( ��� ����������

�� ��
� ����
��� C� &
�� ���� ���� ���	
�� �� ��� �	
� ��
�	�
	�� �������� C
�� 	 ����
	�
����	�
� �� ��� 0����	� �
��	� 3����� C�
�� �	� ���� �����	�
E�� C
�� ��� -�	�
��
�	�
�	�	����
� 3	��
�& A-�3B ��.�C	��# $. ������� ��
� �����
��
�� 
� �� �� C	� �)�	���
��#
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(spatial/temporal)

Exploratory methods

Principal Components Analysis

Independent Components Analysis

Self−Organizing

Maps

Clustering

Spectral analysis

Hypothesis testing
Methods

Analysis

Frequency domain 

(resampling, estimation)
Wavelet methods

ML formalism

Bayesian Inference

Random Fields

Non−Parametric  tests:

Mutual Information
Kolmogorv−Smirnov test

Synchronization

Multivariate methods

General Linear model Markov

Gaussian
Random fields

Entropy rate

Multivariate 

Linear
Model

8
&��� >#�/ $����
�C �. ��� �	
� ������� .�� .3+� �	�	 	�	���
�#
1��� �	� �� ���	��� �
�
��� 
��� �C� �	��&��
��/ 1�� ��������
� ����
�& ������� ��	�
��
�	�
�� ��� �� ��;�� C�
�� ��)��� �	� �� �	
� 	� 	��
�	��� &
��� ��� �
&�	� �����2
����� ������� �
:�� �
���� �� ��� �
&�	� ���
�	�
�� ��������� �� �� ��� ��	�
��
�	� ������
�������� �� 	����� ��� 	��
�	�
��# $� ��� �
&�� 	�� ��� �)����	���� �������� ��	� &����	���
�)��	�� 	 ��� �. ��	�
�&.�� �	������ .��� ��� �	�	���# -��� �������� 	� ��� ����
�	�
	��
�
��	� ������ ��� �� ��	� �� ���� �	���#
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8
&��� >#>/ 1��
�	� �	�	 	�	���
� ���.����� C
�� ��� -�3 ��.�C	��#
1�
� ;&��� 
� �����C�� .��� RHHS#

��
�� 3(� 	����
� ����
� ����� =>�$���?

! �������� �����
��
�� �. ��� 0����	� �
��	� 3���� 	� 
���������� 
� ��� -�	�
��
�	�
�	�	����
� 3	��
�& A-�3B ��.�C	�� �	� �� .���� 
� RHHS# ���� C� ��� �� ��� ����� �.
��� ������ C�
�� 
� 
�����	�� �
��� 	����� 	�� ��� .3+� �
���	���� ��.��� �� 
�# ! &����	�

��	 �	� �� .���� 
� ;&��� >#>#

��� �� ������ � ��� ����
�� �. 	 .3+� �	�	���� ����
����� 	� 	 	 � � �	��
)� C����
	 
� ��� ������ �. ��)��� 
� ��� �	�	��� AC� �� ��� ����
��� ���� ���
� ��	�
	� ���������B�
	�� � ��� ���&�� �. ��� �
�� ���
��# ��A�B C
�� ���� �� ��� �
&�	� 	� ��)�� � 	�� �
�� �#

D� 	����� ��	� ��� ������� �����&��� �
:����� ����
�
��� �. 	 &
��� �)���
����	�
�	�	�
&�# 1�� ����
�
��� 	�� ��;��� �� ��� �
�� ������ �. ��� �:��� A���	���� 	 ��
���	�
�
��B ��A�B� � P F���� � P F���#

�� 	 ;��� 	����)
�	�
��� ��� 0#�#3# 	������ ��	� ��� �������� �� �	�� �)���
����	�
�	�5� 
� �������
��	� �� 	 &
��� �
�� ������� ��	� �	� �� ��;��� �����&� ��������
��
�. ��� ��
���	�
�� ��A�B C
�� 	 ;���� � 5��C� 	� ��� �	���
�	� �������	�
� ��������
.����
�� A���B# 1�
� 
� ��� ����������� �. �C� �����
�	� 	������
���/ �" ��� �
��	�
�� �.
��� �������� C
�� ������� �� ��� ��
���	�
��� 	�� ��" ��� �
���
��	�
	��� �. ��� ��������
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A	 ���	� 
� ��� ��
���	�
�� 
������ ��� �	�� ���	� 
� ��� ��������B2 ��� �
��	�
�� 
� ���
�������� 
� ���
�	���� �� 	 ��������
�
�� ��
��
��� / 
. �C� �	�5� 	�� 	����
	��� 
� ���
�)���
����� ���
� �:���� 
� ����� �. �������� �
���� ��� ��# 1�� ;���� � 
� 	������

����
�	� .�� 	�� ��)���# 1�� ���� �	�
� �
&�	� ����� 
� ����

��A�B P �� V

	�
���

��A�B� � ��A�B V  �A�B A>#FB

D���� �� 
� 	 �����	�� �. �� 
�������� ��A�B ��� 	���
���� �. ��� ��������� �� ��� ��
�����
� 	��  �A�B 	 ��
�� ����# �� ��� ������� C� 	����� ��	� ��� �
&�	� 
� ��������� �� ��	�
�� P K#

��� �� ������ ��A�B P � � ��A�B2 ��� �	� ����
.� ����� �)��
�	�
�� �	�
	���� .�� ���
	�	���
� �. ��� ��)�� �
��������� ��A�B/ ��	� ���
�� ���
�	��� ���
�& ��� ����
��� ��
&
��� .����
��� �. ��� �
��� �
5� ��C .�������� �
����
��� ��C ����� �������
	��# 3���
��������� ��� A;��� �� ������B ������	� ���
�	�
��� �. ��� ;��� ���������� ��A�B� � P F���
�	�� ���� ���� C
�� ��� ��&������� �. 
�������# D� ���	
� ���� 	 �
���� �)��
�	�
�� ������
������� 	� 	 ��� �. ������	� ��&������� � P ��A�B� C
�� � P F��!� � P F��� � ! � �� �	����
��� �����
 
����!#

��A�B P


�
���

��A�B��A�B V  �A�B A>#�B

1�� ����������
�& ������ �. ��&������� �A�B P A��A�BB�����
 �	� �� ���
�	��� �� ��	��
���	��� ���
�	�
��/

'�A�B P A���B�����A�B A>#>B

C
�� ��� �
�����
�� �	��
)
W�A�B P ��A���B�� A>#?B

C���� �� 
� ��� ���
��	� �	�
	���# A�� 
� 
���
�
� ���� ��	� ��� ���
&� �	��
) 
� �. .��� �	�52
������ 
������� �	� �� ���� 
� 	 &����	� �	��� ��� .��� �	�5 ���
&�� 	�� ���������	���B#
1�
� �����
��� �
���� ��� ���� �
��	� ���
	��� ���
�	��� �. �A�B 
. ��� 	������ ����	��
��
��� 	�� �. W�A�B 
. 	��
�
��	��� ��� ��
�� 
� C�
��#

 �������	�
�� �. ��� ��
�� 
� �
Æ���� �� �������� ��� 
� 
� 5��C� ��	� .3+� ��
�� 
�
������	���� 	� ��	�� ������	���� �� ��	� ����� ���������� �	� �� ���.�����/ �" C�
��� ���
�
&�	� � ��&����� C
�� ��� ��&����
�� ����� � RFI�S� R��FS� R��>S2 ��
� ��������� ����
���
	 �	��.�� ���
�	�
�� �. ��� 	���������	�
�� ��" ���
�	�� ��� ��
�� ���	�
	��� X R>KS� 	��
����	�� ���	�
��� A>#>B 	�� A>#?B ��

'�A�B P A��X���B����X����� A>#LB

W�A�B P ��A��X���B�� A>#NB

	� ��� �
�5 �. �
	�
�& ��� ������ 
. ��� ���
�	�� �. X 
� ����� 	�� ���" 	�� ���� ������	�
��
��	� C�	� 
� 	���	��� 
� ��� �	�	� 	�� ���
�� 	 ��C ��
�� ���	�
	��� �	��
) R�S2 ��&����
�&

�
�
	� ������	�
���� ��� �	� 	��� ������ ��� ;�	� ������	�
�� �. ��� �	�	 �� ��	� 
������
�� ��� 	�	���
�� �� ����
��� 	 �
���
;�� ����� RI?S/ ���	�
�� A>#�B �������

R� ���SA�B P


�
���

��A�BR� � ��SA�B V R� �  �SA�B A>#HB
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C���� �A�B 
� 	 ��C��	�� ;���� 	�� ���	�
�� A>#>B �������

'�A�B P A������B��������A�B A>#IB

C���� � 
� ��� ;���� � C�
���� 
� 	 �	��
) .���# 1�� �
�����
�� 	����� ��� ���
�	�� �.
'�A�B 
� &
��� �� ��� �	��
)

W�A�B P ��A������B�������X����A������B�� A>#JB

���� ���
�	���� A>#IB 	�� A>#JB 	�� �
	���2 ��C���� 
� 
� 	�&��� 
� RI?S ��	� ��
� �
	� 
�

�.��
�� �� ��� �
	� 
������ �� 	� 
������� C�
���
�&# 3��� ��������� 	� ���
�
E	�
�� �.
��
� ��������� �	� ���� �������� 
� R?KS� �	��� �� 	� 	�	��	�
�� ���
�� ������
�&2 ���
	�	��	�
�� 
� 	���C�� �� 	 &����	�
E	�
�� ����� ��
���
�� A�������	�
�	�
��B# 1�
� �������
��C���� 
� 	� ��	�
�� ������	�
��	� ����# �� 
� ���C� ��	� �	
�� ��������� AC
�����
�������
��B 	�� ��
.��� �������
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5� ��� ���.�����
 �������
��# �� �	� ���� �� ���
	��� ���� �� ����������
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������
�� �. ���� ����
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�&# ������� ����
	������ �	�� 	����	��� ��	� 
� C���� �� ���.��	��� �� ��� ��	�
	� ��&��	�
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��
���
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� ���	���

������
�� C����	� 	 ���� ������ ����� ������ �� �	��� �� ��� 	�	���
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��� �����) A	� ��� �������
�� �. .3+�� ��� �����) 
� ������
	��� 	 .����� ���.	��B#

!������ C	� �� ��&��	�
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)���� ����� �������� 
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�.������
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���������� C
��
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	� .�	��C��5�
C���� ��� ��
�� ����	�
�
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��� �� ��� ��)�� 
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�� A�
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�� �	��
�� �� ��� ��
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�	� �����
�� �. 3	�5�� +	���� 8
���� �	���
�& 
� �	�� �� ���	
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���&	�� 	�� ���
�	� �����
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�����
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�
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��	� ����
�	�
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� �.��� 	� ��� �)����� �. 
��������	�
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&
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���� ���� .�� 	��������� �. 	� 	��
�	�
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�� �
���
���
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�
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���
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�
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�� 
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��
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���
���
��� 
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��� 
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C
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&� 	�� ��� �
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! �
�� .�	���� �. ��
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�
���# ��� ���� �
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�	� ��
�
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� ����
�� ?#>#

+���� ���	����
<��
��

!� ��
&
�	� �����
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� ��� �	�	2 ��������� ��� 	��
�	�
�� 	���
���� 
�
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&
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�
��� �. ��� �)���
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�� ��
� ����
��� C� ������� ��� �	
� ����
�	�
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��
�	� *��������� !�	���
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� �.��� ���.����� �����&� 	
-
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�� �
:����� ����	�
E	�
��� �. ��� �	��
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��� ������� ��	� ���
� ��������	�
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� P. A� �,B� A>#FIB

1�� � � � �	��
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��������	�
�� �. ���
�*! ������#

�	��� �*! ��
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� � �	� �� ������� 	� 	 ����
�
���	� �
���
���
��2 �	�� ���� C
�� �� ��	�	����
E�� 	� 	 �	�	 �������# 1�� �
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� ���� �� ��	��
.� ���
�
�
�	�
�� ���C��� �
�� �������/ 1�
� �
�
�	�
�� �	� �� ��	����� �� ��� 7���
��	�
�
��	��� 
� ��� �
&�	� ��	�� �. ��
&
� R��KS �� 	������ �
��	��� �	��� �� ������	�
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�	� ���
�� RJHS .�� �
&� �
����
��	� ��	��� � #

� 1�� ��	�
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��	� �	� �� ��������� ��� .�	�������	�� RN�S# 1�
�
�	� ���������� ������� �������� C�
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�� �. ��� ��.# 1�� &	���
	� 5����� ��	�� 	��� ��&�����
��� �������
����� ����������#
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� �����
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���	�
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��	�
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�	���	�
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���
 ��������
��� ��� �������� �� ���& ��
���
# �� R�FS� ��� 	������ .������ ���C��
��	� ��� �����
��	�
�� 
� ��� �������� C	� ��� ��	�
	��� ��	�
��	��# -� �
� ������� 	��
3�*	���� 
� RFFNS� C�� ����
����� �	���� ��� �����
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���	�
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�
��� 	�� ���� ��
����� 
� &
��� .�� 	 �
���� A&�	�
�	����B ����
;� ����
��	�
��� 
���������� 	� 	 �C
��� �:��� 	����
	��� �� 	��
�	�
��2 ��
�
	��� ���;��� ��� .	�� ��	� ���
	�
��� .��� �
��	�
�� 	�� �
&�
;�	�� .�� ����� ��
���	�
��
����#
1�� �
�5 C
�� ��	��	�� ��&����
�� ������ 
� ��� ��� ������	�
�� ���� 
. 	 �������
�� �	�
���� �	�� ���C��� ��� �	����� ����� �. ��)��� �� 	�# R>FS� 	�� ��� �)��
�
� �����
��	�
����� .��� 8�
���� �� 	�# RI>S 
� RILS# ! ����	�� ���� ����
�
�& 	���
�	�
�� �	� ����
&
��� 
� RHNS� ��� 
�� �	�
�	�
�� �	� ��
�� �� �� �	��
�� ���#
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���� �. ��
� C��5� C� C
�� ��� �� �)��
�
��� ��������� C
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�������	�
� ��������# +	����� 5���
�& 
� �
�� 	�� ����� �
Æ����
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� ��� ��� �. ;)��
�������	�
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�� ��� @�)
��� ������ �� 	���C .�� ������� �
&�	� ������
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���
���� �
���� ���������� �� ��� ��������#
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1�� ��
�� ��	� 	��� .������ �� ��� �
&�	�� .��� 	 �	��
���	� ��)�� �	� �C� �������/ �	����
�����	� ��
�� 	�� ����
���&
�	� @����	�
���# 1�� �	���� �����	� ��
�� 	�
��� ��
�	�
��
.��� ���	� ������� �
&�	�� 
� ��� ����
��� ��
�# 1�
� �����	� ��
�� 
� ����	� �����&���� ���
�	C 	���
��� �	�	# 1�� ������ 
� ��� ������������� 
�	&�� �	� �� 	����	���� �����
���
	� &	���
	�� 
���������� .��� ��)�� �� ��)��� 	�� C
�� ��
.��� �	�
	���# ��C����� ���
�	�
	��� �. ��� �
&�	� ���� �
�� 
� �����	� �
��� �	�&�� ��	� C�	� C���� �� �)������ .���
�����	� ��
�� 	����� 	�� �)�
�
�� ���� ��	�
	� 	�� ������	� ���������#
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���&
�	� @����	�
��� 
������ �����	� �:����/ �	��
	� ����	�
��� ���	�� 	 ��������
C	�� ��	� �����&�� 	:���� ��� �
&�	� �. @�C
�& ������ ��� 
� 	��� ���	��� ����	�
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� �	�������	 
����.# 1�
� ���
�� ���	��� ������
.��� �
&�	� @����	�
���#
O��	���� ��� �	��
	� ������ 
� 	�
	��� 
� ��� �	�	 	�� �	� 	���	� 	� ��C .�������
��# 1��
����
�	���� ������ 
� �	�
�� �������� ��� �� ��� ���� 	�	���� �	���
�& �
�� �. .3+� �	�	#
1���� 	�� 	��� ��C .�������
�� ������
�& .��� �
���� ��� ��	���� ��
.� �� ���C ����
���&
�	�
����	�
��� A�	�����
��B RFLIS#

�� 
� C��� 5��C� ��	� �����&�� 	���������	��� ��
�� A�.��� �	���� �
� ��
�� 
� ��� .3+�

�
���	���� R��FSB �
	��� ���	� ������ 	�� ���
� ��	�
��
�	� �������2 ��C���� ��
� �:��� �	�
���� ������C �
����� 
� RF?IS# 1�
� 5
�� �. ��������� 
� �	��
	��� �	������ �� �
&���	��
;����
�& A�������
�&B �. ��� �	�	 R��>S#

'���' -��������	!���
��� 
����
���

��� �� ������
�� ���� 	������ �
Æ�����/ 
. �
���� 
� 5��C� �� 	������ 	���� ��� ����	�
	��
�
�� 	����
	��� C
�� .3+� �
&�	��� ��� ��;�
�
�� �. ��� �
&�	�� ���������� 
� ��� ���
	��
&����/ 
� ���	��� ������� �� ��� ����������
�& ���.����� �� ��� �	�	# 1�
� �:��� 
�
��
���� 
. C� ����
��� ��� ��	�
	� ��&
���	�
�� �. ��� �	�	� C�
�� 
� ������	�� �� ����� ���
�
&�	� �� 	 ��)�� �	�
�� ��� 
� �	� 	��� �
	� ��� �	�	 A��� ��	���� F� ����
�� ?B#

$���� �:����� ���� 	� ��� ������	� ��&
���	�
�� ���.����� �. ��� �	�	 �� 	������ .��
�
:����� 	���
�
�
�� �
�
�& 	�� �. �	�	����� 
�����	��� 
� ��� ����� �. ��� ��������
���	�#  ��� ��	� ���.���
�& ;��� ��� ��	�
	� �� ��� ������	� �������
�� �
���� �
:�����
�	�	����# 4	�	 ������
�& 
� 	������ ����������
	� 	����� �. ��� �������� 	� &���	� ��	�
�&
�� �������
�& A��� ��	���� F� ����
�� ?B#

1�� ���
�
E	�
�� �. ����������
�& ���
��� 
� ��� ��� ���
� �. ��
� C��5� ��� C� 
��
��
��	� ��
� �����
�� 	��� ���� ���	�
�
�� 
� ��� 
��������	�
�� �. �)���
����	� �������# 1�
�

� 	������ 
�����
�� .�� ��� �����������	
�
�& ��� ������	� ����� �. ��� �	�	#

#�� � ��	����	���� �
���(�
. ��
 	�� 	����
�� �����

O��
� ��� ��� �. ��
� ��	����� C� ����
��� 	 �
�� ���
�� �A�B� � P F� ��� � �#&# 	 ��)�� �
��
������� ���	
��� .��� 	 .3+� �	�	���# D� 	��� 	������ C��� ������	��� ��	� C� �	�� 	
�����
��
�� �. ��� �)���
����� .�����	��� 	� 	 �	�	�
&�# D� 	�5 �C� �
���� �����
���/
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�� ������ ����	
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�.���	�
��� 	�� 
. ���� ��C �	� C� ��	���� 
� G
-������ ��C �	� C� �
&��
&�� ��� 
�.���	�
�� �. � ��	� 
� ���	��� �� ��� �)���
����	�
�	�	�
&� G

��.��� ��	��
�&� ��� �� ��
�� ��� ��� .����C
�& �����
��/ 
. � 
� �	���	��� 	 �����
�	�
�	�
	���� ��� �)���
����	� �	�	�
&� 
� ���� �.��� ��;��� 	� 	 �������� �. ������ �� ������
A��	� �����
�� ��� ������� ��	��B# 1�� ��� �. ��� �	���� 
� ��	��
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���� ��� �� ���
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� 	� ��� ��	�
E	�
�� �.
	� �������
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�� ���
��
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���-
��� �
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� ����
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. C� ��;��
C�
�� ��	�� �. �����	��
� ������� ��� �
&�	� �	� �����& ��/ C� ���� ���� ��
�� �� ���
&����	�
�� ������� �. ��� �	�	#
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� 1�� �	�� �. ��� �
&�	� C�
�� 
� ���	��� �� ��� �	�	�
&� 
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��
�. ��� �	���� C
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�� 
������ �������� A8�+B ;����#
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�	��� �� 	��
� ��� C���
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�� �������
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��������	
# ��.��� &�
�& �� ����� 
������ ��� �� ��	�
.� ��� �	����	�
�	� .�	��C��5# ��

� ������
��� �� ����
��� ��	� ��� ������� �A�B� � 
 F� ��� � A�������
���� � 
 �B �����&�
�� ��� �
����� ��	�� �. ��� ;�
�� A����# 
�;�
��B ��������� �. ;�
�� ����&� �� A����# 5�B#
!��
�
��	���� ��� ������� �A�B� � P F� ��� � C
�� �� 	������ ��	�
��	��2 ��
� ��	�� ���
.����C
�& ����� �������
��/

�A�A�B�B 2 � �� 
 RF� ��� � S A?#>B

� A�A�BB P 6 AP KB �� 
 RF� ��� � S A?#?B

� A�A�B�A�BB P � A�A� V 3B�A�V 3BB �A�� �� 3B � F 2 �� � 2 � � 3 A?#LB

�� ����� C����� �A�B �	� ;�
�� ������ ����� �������� 	 ��	� 6 P K 	�� 	� 	������	�
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.����
�� 
A#B P � R�A�B�A� � #BS#  ��� ��	� ���� �. ����� �������
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� .	�� &�	�	�����
.�� ���
�
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�
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�	�	 
� 
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�� ��������
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#�#

Y�\� P 
� A?#FFB

C���� Y� P R
A/ � ;BS��������� 
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����� � �	� �� ��;���

�� ��� �����&���� .�����	/ ��� � ��� ������	� ����
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� ������ �� ����	��� C
�� ��� ���
�	���� .�����	 .�� ��� �	�
	��� �.� C��� ����
�����
	� 	 �	���� �	�
	���
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�A<B"< A?#F?B

�� 2 = 	�C	�� ������ 	�� �
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� ��� �������
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	��� �. ��� ������� ��	� �	� ��
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��� 
�� �	�� �	����#
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� ������
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��
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#�# .���� ����
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1�� ����� �	�� A��� ��
��� �	�� ��	� �	5�� ����� .�� ���
�
�	� �	�	 B 
� ���	��� �� ���
.����C
�& �������� ��	��� 
� ��� ��������
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�;�
���� ���& �
�� ������� A��� R�HS .��
���	
��B/
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��
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��� >

�
� 2 �3
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 �3

&��" � A7A�B� A3BB P K� �A3� �B�
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������
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�
�����
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�
� �� ����
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2 �A�B� 7A�� ;B + A?#FHB

� A�B P �A�B�
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���

>�7A�� ;B A?#FIB
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� �	��
���	� �
��� 	 ������
�
	� ������
�
��
�
������� � A�B ���� 
� ��� �	�� �. 
�;�
���� ���& �
�� ���
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 �B� C�
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� ��� 	�����
���
����#

! ���� �
�
�	� �������
�� �	� �� ��	C� �� ���5
�& 	� ��� ������	� ���������	�
�� �.
��� �������/ ��� ������	� �
���
���
�� �. 	�� �����	��
� ������� ��	� �	�
�;�� ��� 	���� ���
�������� ���������� 
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�� �� �	�
�& 	� 	��������� ����
�����
����
��� C�
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� �
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�
�� �. 1 	�� � �������
����#
1��
� ��;�
�
�� �	���	��� 
���
�� ��	� ���� �� 
� 	�����
��� .��� ���
�
�	� A;�
�� ���&��B
�	�	#

��C����� ��� �����	��
� �	�
	��� �. ��� ������� �	� �� 	� ��	�� 	����)
�	��� �� ���
�
�
�	� ���
�	�
�� �. ��� ������� ��������# �� ����� C����� C� 	�� 	��� �� ��	��
.� ���

���
��
� ������	
��� �. ��� ������� C
����� ���� 5��C���&� �� 
�� �	
��
� ] 3�������� C�
�	� ����
��� ���� ��
�� 
�.���	�
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� ��� ��;�
�
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�
��
� ���������/ ���
�)���
����	� �	�	�
&�� .�� 
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�� ���� �� ��� 
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��� ��� ��
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�� �������#

'�
�� �9"����� "��������� �����

�� ����� ��	� ��� 	�	���
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�
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��	�
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���� 	 ���� ���
�	�� �. ��� �����
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��� 	�� ���� �	� �� C��� �����
��� ���� 
� ���
������	� ���	
�#

1����.���� C� �	���� ��	� C
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�A�B P 1A�B V � A�B A?#FJB

� A�B P

 �
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���A��8B A?#�KB

7A�B P 1A�B�
��
!��

�!7A�� 5B A?#�FB

�� P =
�A7B A?#��B

A?#�>B
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���
�
Æ����� �. ��� ���
�	�
�� �. ��� �	���� �	� 
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��
	��
�	�
���# D�	� 
� ��
�
�
E�� ���� 
� ��	� �*! ��
�� �� ������� 	 ��
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� 1� ����� ��� 
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 �������� 	�� ���*��	�
�
�������� ��.�� �� ���� ��� 
�.������# 1�� ���;&��	�
�� C
�� ? �������� 
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&�	��#

7��	�
�� AN#FB ��	�� ��	� ��� �	�	��� 
� ���������� 
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�
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�& ����� ���������� ��&����� C
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)
�& ����� ��	� ���	���
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� ���	��� 	� 	 ��
�	�
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7A�V FB P \A7A�B� � A�BB V � A�B AN#�B
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�� ����
����#  ��� ��	� ���	�
�� AN#>B 
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)
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)
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�� �� C�
���� 	� 	 � � A� V�B
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�� ��	�� �. ���	�
��� AN#��N#>B 
� 
��	�
	��
����� ��� 	��
�� �. ��� �
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&�	�� 	�� ��� �)	���� ��	�
��	��� �� ��	� 	�� 
�����
&	�
�� ������ ������ ��
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����� ������ �� C�	5 ������	�
��	�
�
��# 1�
� 
� ���� ��	����&
�& .�� �����
��	�
�������#

�����	�� C� .����C ��� ��	��
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P(t)

X(t)

Z(t)=HX(t)

Z(t) Z(t+1)

X(t+1)

X(t+1)=MZ(t+1)+W(t+1)

Z(t+1)=A[Z(t), P(t)]
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� �
)
�&,������
�� ����� 
� ��� �	�� �. 	 ������
�
��
� A� P KB ������
��#

1�� 73 	�&��
��� �	)
�
E�� �A7��B 	�����	�
���� �� ���
�	�
�& 7 &
���
A��W� �W3 � 6��W���B �� ��� �	��	� ������ A7 ����B� ���� �� ���
�	�
�&
AW� �W3 � 6��W�� ?�� ?���B &
��� A7��B A3 ����B# 1�� 3 ���� 
� ����
��� �� ��	��	��
���
�	�
�� �. ��� �)����	�
�� �. ��
���
�� AN#JB# D� �� ��� ����	�� ��� .�����	�� C�
�� 	��
&
��� 
� RJ�S#

( ��$ 	�  ���� �� ��
�  ����� 1�
� ������ 
� ������C ���������� 
� ��	��
���
�
��� 
� 	��
;�
	��� 
����	��� ��� ������ �. �	�
	����# 3�������� 
� ����
��� 	� 
�
�
	� &����
.�� ��� �
����
��� �. ��� ��	��# ! ����
��� �����
�� 
� �� ��� 
�.���	�
�� ��
���
	 ��&�����
C
�� ���	�
�� AN#JB �� �	�
�	�� � 	���& �	�� ����
�
�
�
��# D�	� C� ������� 
� �	���� ��
��� ��� ��������� �����
��� ��)�� C�
�� �������� �
���� 	 &��� 	����)
�	�
�� �. ��� ��	��
������ 
� ��� ����� �. ���	�
�� AN#JB� 	�� �� 5��� ��� �	��	� ;���� .�� ��� ���
�
E	�
��
�. ��� �����
��� C��� ������	��#

+�
�
 3(� ����
� ���(��

D� ��	�� �� ���	��
�& ��� �
��	� ���
�	�
�� ��������� 
��������� �� -�	��� 	�� *�
���
RFJIS 
� ��� �����)� �. ���	�
�	� ��)����� 	�	���
�# 1�
� ������ 
� 
� .	�� 	�	��&��� ��
��� ������	� **! ������ A��� ����
�� L#F#?B� �� �� ���� ����
��� �. ������	� �*! RFNKS
R�KKS2 ��C���� ��� ��	�� ��	�� .���	�
�� ����	�
E�� ��� ������� �. &����	�
�� ������
C�
�� 
� 
�����	�� 
� ��� �����)�2 
� �	��
���	�� C� 	������ �)��
�
��� ��� ������� �.
��	�� �
����
�� ���
�	�
��# 1�� ������ �������� �� -�	��� 	�� *�
��� 
� �� ;��� ���
��
���
�	��� .�� � 	�� 7 	�� ���� ���� .�� ?2 . 	�� � 	�� ���
��	�� �. ��� ���
�	�
��
���������# !����
�& 	 ������
�
��
� ������
�� � P K� C� 	�� 
� ��� �
��	�
�� �����
���

� ;&��� N#F#  ��� ��	� ��� .����C
�& ���	�
��� 	����� ��	� ��� �	�	��� 
� ������� A�#&#
�� �*!B �� 	 2 � ����
��# D� ���� �	�5 �� ��	� ��
�� 	� ��� ��� �. ��� ����
��#

D� ��	�� �� ��&����
�& ��� �)���
����	� �	�	�
&� ?� P K# 0
��� ��� ������	�
��
��
�� ���	�
	��� W3 � ��� ����� ����������� 
� ;&��� N#F �
���� ��� .����C
�& �������/

8/� �5��A�V FB��?�*�A�B��� � AN#FKB

C���� * 
� ��� ���
)
�& �	��
) 	����
	��� C
�� ��� �
)
�& �	��
) � A7A�B P *�A�BB�

	�� ����� ��	��� .��
�

��W��3 �#

-
��� W3 
� ��� 5��C�� ��� �	� �� 	����)
�	�� ��
� �����
��2 ��� ����
�
�
�� 
� �� �	5�
���� ��	� ��� ��
�� 
� C�
��# 1����.���� C� ;��� C�
��� ��� �	�	 � 
� ����� �� 	����)
�	��
��� �
��	�
�� C���� . 
� C�
�� AW3 � E� B#



FFK *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

��� �� P R�AFB� ����A� � FBS� 7� P R7AFB� ��� 7A� � FBS� �� P R�A�B� ��� �A� BS 	��
7� P R7A�B� ��� 7A� BS# ��� -� 	�� -� �� ��� *�����5� ��������
�
�� �. �� 	���� A-�-

�
� P

���
�
� � / P F� �� 	�� -�� / P F� � 
� ��
&��	�� -�P*�����5�A��BB# 7��	�
�� AN#FKB 
� ����

��.�����	��� 	� ��� �* P 
��8/��-��� A�� ��?�*-�-
��
� ��B�� AN#FFB

$�� �	� 
�������� ��� C�
����� �	�	 C� P -��� �� 	�� C� P -��� �� �� ��C�
�� ��� ���	�
��

��� �* P 
��8/��C� � -��� �?�*-�C��� AN#F�B

-
��� C� ����� ��� ������� ;��� 
� ����� �.� 	�� 7� P *��� C
����� ��
�� 5��C���&�
�� ?�� C� �	5� .������ 	������
��� �� ?�/ 
�� �
�&��	� �	���� ������ �� ���� ��	� ��
���	� �� F� �����C
��� ��� ������ C���� �� ����	���# $� ��� ����� �	��� C�	� �	5�� ���
�
:������ ���C��� ��� ��	�� 	�� ��� ��
�� 
� ��	� ��� ��	�� �. ��� ������ 
� ������	���
����������� �� ��	� ��� �
�&��	� �	���� �. ?� 	�� ����� �� F# ������ C� �	5� ��� ��������
�
��	� ?� 
� 	� �����&��	� �	��
)# �� �	� ���� �� 
�������	��� 
��� *# 1�
� �
���� ���
.����C
�& �������/

��� �* P 
��8/��C� � -��� �*-�C��� AN#F>B

P 
��8/��C�C �� � -��� �*-��� AN#F?B

1�� �	���� ���	�
�� ������
�& .��� ��� �����&��	�
�� �. C�# �� 
� 	 ��	��
�	� ������ RJ?S
��	� ��� �
�&��	� �	��� ��������
�
�� A-M4B �. C�C

�
� ����
��� �� C
�� ��� ���� ���
�	��

�. � 	�� 7� P *�� 
� ��� ����� �. 8�����
��� 
#�# 
� ��� ��	�� ���	��� �����/

C�C
�
� P 1X^� AN#FLB

D���� 1 	�� ^ 	�� �����&��	� �	��
���� 	�� X 
� �
	&��	�#  ��� ��	� �� ���������
�� ���
�
�&��	� �	���� �� + �� + �� 	�� ���C��� K 	�� F 	�� ��������� ��� ������	�
�� ���C���
��� �	�	 ���������� 	� �
�� � 	�� � V F# 1��� �	� ���
�	������ �� 
���������� 
� �����
�. ����	� 
�.���	�
�� ���C��� ����� ���������� �����&� ��� .�����	 E� P

�
� ��& A

�
����	

B#

1�� C�
���
�& ��������� 	������ �� 	�	��E
�& ��� ���
�
�	� ������������	�
�� �	��
) �.
��� �	�	 A C�C

�
� P -��� ���

�
� -��� B 
����	� �. 
�� ���
�
�	� ���������	�
	��� A���

�
� B#

�� ��� 
��	� �	�� �. ��
���.��� �
)
�&� ��� �	� �� + �� + �. + K 	�� �.�� P �� P �� P K
A��� ��� 	���� ��������
� �� ?�B# �� ��	��
��� ��� �	� �� ��� 	 ���������# 1�
� �����
��

� 	�������� �	���# 1�
� ��
�& ����� ��� ������� ��� �	��
��� 1 � X 	�� ^ �� ���
� ;��� �
��C�� C�
�� �
���� 1. � X. 	�� ^. #

�� P -�1.X
�7�
. AN#FNB

	�� �7� P X
�7�
. ^�.-��� �� P X

��7�
. 1�.-��� �� AN#FHB

1�� ���
�	�
�� AN#FNB �. ��� �
)
�& �	��
) � 	���C� .�� 	 ��	�� ���	��� �����
�� .��
7 	�� . � &
��� ���	�
�� AN#>B A���� ��	� 
� RFJIS� 	 ���������
�� 
� �������� .�� ���
���
�	�
�� �. 7�� ��� ��
� �	� �
���� 
��	�� �� ��� ;�	� �������B# 0
��� 	� ���
�	�� �. 7�

	�� 7�� 	� ���
�	�� �. ?� .����C�/

'?� P �7�� �7�� X��. AN#FIB



N#�# -$�M� 0 1�7 �+$��73 � �+!*1�*7 FFF

1�
� ����� .��� ��� .	�� ��	� �7�
�7�� P X. �� ���	�
�� AN#FHB# !� ���
�	�
�� �. � .����C�


����
	����#  ��� ��	� 7 �	� 
����� 	 �
	&��	� ���	�
	��� �	��
)# �� �����	��� ?� 
� ���
������	�
�� �
	&��	�� C�
�� ��	�� ��	� ���� �����
�& ���C��� ��� ��	�� ���������� 
�
	���C�� A��� ��	�� �	�
	��� 7 
� 	 ���� ����
�	�
	�� �������B#

�������	
�� !�
��� 
� ��� ������
� 1�� ��)� 
��	 
� �� 
�������� ��
�� 5��C���&� 
�
��� ���
�	�
�� ���������/ C� 5��C ��	� ��� �)���
����	� �	�	�
&� � 
� 	 ������
	� .	����
�. ��� �	�	 ���	�
��� C�
�� �	� �� �� �	5�� 
��� 	������ 
� ��� ��;�
�
�� �. ��� ��	��
�	�
	��� 7 	�� ��� �
)
�& �	��
) � # 1� �� ��
� C� ����	�� ���	�
�� AN#FFB ��/

��� �* P 
��8/��-��� A�� ��A?�*�� V?�� BB�� AN#FJB

D�
�
�& �� P R� AFB� ��� � A� � FBS 	�� a�� P R�
�
� � � �� S

� � ��� �������� a-� P ��D5$3�IA a��B
	��

aC� P a-�
�� a��� AN#�KB

C�
�� 	���C� �� �� ��C�
�� ���	�
�� AN#FJB/

��� �a* P 
��8/��-��� A�� ��? a* a-�
aC�B�� AN#�FB

C���� a* 
� ��� &����	�
E�� �
#�# ��������� �� ��� 
����
�� �� 
�� � �	�� ��C�� ���
)
�&
�	��
)# 1�
� ������� 
� ������ �)	���� ��� �	�� C	� �� ������
�& ��� -M4 �. C� aC�

�
�

	�� 
����
.�
�& �� 	�� �7�# $��� 7 
� ���
�	���� ?� 	�� ?� 	�� ��� ��	�� ���	��� ���
�	���
���	
��� .��� ���	�
�� AN#LB#

! ����	�� ���� 
���
�
�� C	� �� �������	�� ��
� ������ 
� �� 
�������� 
� 
� ����� �.
�������
��/ .��� ���	�
�� AN#F?B� ��� �	�

�7� P�*�� P -�C�C
�
� -��� �� P ��C

�
� C� AN#��B

-
��� C �� C� P ��� A���
�
� B
����� C �� C� 
� ����
�& ��� ��� ��������� ���� ��� ��C� �.

��2 ���� ���	�
�� AN#��B �
���� ��	�� ��	� ��� ������� �. ��� �
)
�& �	��
) C
�� ���
��	�� �	��
) 
� 	���	��� ��� �������
�� �. ��� �	�	 	� �
�� � V F ���� ��� �	�	 	� �
��
�# ��������
�& ��
��� 
� ��� ����� ����
��� �
���� 
� ���
�
��
� ��� �������
�� ����	���/
��� �������� �� ���� ��� ��C� �. �� 	�� �� 
����	� �. �� ����#

4��
 ��
�� �� � 1�� ���� 
�����	�� �	�� �. ��� ��������� 
� �� ������
�� ��� �������
�	��� .���� &
��� ��� �
�&��	� �	���� F � ��� ��� �� � K# ��C���� � ��� ������� 
� 
��������/
	� ���� 	� 	 + �

� � ��� �	� ������	�
�� �� P F2 
� .	��� ��� ��C� �. C� 	�� C� &����	�� �C�
�����	��� �. �
����
�� 	 
� �� � ���� ���� ��	�� 	� ��	�� ��� ������# �� ������� 	���	���

�����
��� �� ���� .�� ��� �������� �. �������� ������� 
� ��� ������� ��	� &����	��� ���
�	�	# D� ����� ��
� 
���� C
�� ��� ������
�� ����� A��� ����CB#  �)�� 	����
�& �	� 	��
	������ ��� C������ �)��
�
��� RH�S �� ���� ��	� 	 ! � � ��� &����	� ������ 
� �� ���
�	��
��� �
���
���
�� �. ��/ ����
�& ��� �������
�� 
��������	�
�� &
��� 
� ���	�
�� AN#��B� ��

� �
���� ��� �
&���� ������	�
�� ���C��� 	�� �C� ������� �����&
�& �� �C� 	 ��
����
��	�
�����	��� 
� �

��� A��	���� �� 7� 	�� 7� �������
����B# ����� 
�� �	��� ����� ��� ����
��������
� ��� �������
�& ���	�
�	� ��������� 
� ��� �	�	� ������� ���� �� 	 	�� � #
1�
� ������� 
� ����	�
���� 
������	��� 
� ;&��� N#�#



FF� *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

1

2

u 1

Y

Y
2Y

Y

8
&��� N#�/ *	���
�	� ������	�
�� 	�� �������
��#
0
��� ���	�
�� AN#��B� ��� �	� 
�������� �7� 	� ��� �����&��	� �������
�� �. ��� ��	��
��	���� �� �� ���� ��� ��	�� ��	���� �� �� AC� 	�� C� 	�� ����
�& ��� ���������	�
�	��� �. ����� ��	���B# !� 	� 
������	�
��� 
� �

� � 
. ����� �C� ��	��� 	�� �. �
����
��
F A��.�B� ��� ����	�
�� ������� �� ��� �������
�� �. ��� ������ ���� ��� ������ 	�� ���
�
&���	��� �� 
� �
���
����� 	� ��� ������	�
�� ���C��� 	�� �C� �	���� ��
�	�� �������
�. �� # �. ��� �C� �����	��� �	�� �
����
�� � A�
&��B� ���� �	�� ������	�
�� ��� ������ #

� ������� �� ��	� �� P F� 	�� �� 
� ��� ������	�
�� ���C��� ��� ���	
�
�& ������� ��	�
�����& �� #� " �

� #

! �
���� C	� �� ���	
� ��� �
���
���
�� �. �� 
� �� &����	�� �	���� �	��
��� � 	��
���
�� ��� �	���� �. ��# 1�� �����
�
�� �. ��
� ��������� &
��� 	� ���
�
�	� �
���
���
�� .��
��� 	�� 
� �	��
���	�� 	 ���;����� 
�����	� E� � �� ��	� �� 
 E� C
�� ��Æ�
��� ����	�
�
��#
! �
���
;�	�
�� �. ��
� ��������� 
� �� ���
�� ���� ��� ���
�
�	� ��	� 8� 	�� ��	��	��
���
	�
�� 3� �. ��� �	C �. ��2 ����� 	����)
�	�
�& ��
� �
���
���
�� �� 	 &	���
	�� E� P
R8�� >��J3��8�V>��J3�S 
� 	� 
�����	� C
�� ���	��� FK

��# -
��� ���� ��� ���
�
�	� ��	�
	�� �	�
	��� �	�� �� �� ���
�	���� ��
� 	���C� .�� ��
�5 �
���	�
�� ����������#

��C����� ��� �� ��
�� ��� ��� .	�� ��	� ��� �
���
���
�� �. �� 
� ��� &	���
	� A
�
�	��
���	�� 
� 
� �������� �
��� K � �� � FB# �� 
� 5��C� ��	� ��� �
�&��	� �	���� �.
�	���� &	���
	� �	��
��� �	�� 	 D
��	�� �
���
���
�� RLNS� �� ��	� ��� �
���
���
�� �. ��

� ����	��� 	��� ����� �� 	 D
��	�� �
���
���
��2 ��C���� 	 &	���
	� 	����)
�	�
�� �. ���
�	���� �
���
���
�� 
� 	�����	��� 
� ��	��
��#

$�� ����� ��� ���� ��������
� �� ��� ;��� �
&���	��� ��2 
. ��� ���� 
� ��&	�
��� ���
������
���� ����� ��� ���� ��������
� .�� �. � 
� �

��. 	�� ���. ���
� ��� ���� ��������
�

� �� ���&�� ��������# 1�
� �
���� ��������� &
��� �)������� ������� �� ���� �	�����#

(� ������
	�� �!!���	� �	��� ��� �	� ������� 	� 	����)
�	�� ���� .�� ��� �
&�
;�	���
�. ��� �	���
�	� ������	�
���# 8
���� ��� �� ���
�� ��	� ��� �
�&��	� �	���� ��;��� �� AN#FLB
	�� 	��� ��� �
�&��	� �	���� �. ��� �	��
) C�C

�
� C� P -��� ��C

�
� C�# ������ C� �	�� ���
���

��	� ��� ����
��
�	�
�� �� C �� C� 
� ����
�& ��� ��� �������
�� �. ��� ��C� �. C� ���� 	
�����	�� �. �
����
�� 	 �. �� # ��� �� C�
�� I� P C�C

�
� C�# 1�� ;��� �
�&��	� �	��� �.



N#�# -$�M� 0 1�7 �+$��73 � �+!*1�*7 FF>

AN#FLB 
� ���� �)	����

�� P
�

8
�
-
��J� I�I
�
� J P

�
8
�-���

J� I�I�� J

J�J
AN#�>B

 �C� ��� �� P -�I�# !����
�& ��� ��	�&� �. �	�
	��� # P -��� J A# 
 �
� B 
� AN#�>B� C�

���	
�

�� P

�
8
�+

#������ #

#�-�-�� #
AN#�?B

��� -�-
�
� P ���

�
� � �� ��	�

�� P

�
8
�+

#������ #

#����
�
� #

AN#�LB

 �C� ����� ��� ���� ��������
�� ��� ����
�� �. �� 	�� 
#
#�# ����	� 	�� �������� C
��
�	�
	��� =#  ��� ��	� AN#�LB ���� ��� ������ �� = �� ��	� C� �	� 	����� ��	� = P F# D�
������� �� 	����)
�	�� AN#�LB ��

��� P

�
8
�+A#������ #B

� A#������ #B
AN#�NB

1�
� 	����)
�	�
�� 
� ������� .�� 	 ! � A	�� ���� �� ! FB# D
����� ���� �. &����	�
��
��� �	� 
����� ��	� �#� P F# -
��� #����

�
� # 
� 	 )� �	�
	��� C
�� � ��&���� �. .�������

� A#����
�
� #B P � #

3�������� �
��� �� P -�I� P ��C
�
� C� ������� .��� ��� �����&��	� �������
�� �. ���

��C� �. �� �� 	� 	 ��
����
��	� ��	��� ����� �)
��� 	 �	��
) ? �. �
E� 	 � 	 �� ��	�
#����

�
� # P #�??�# 	�� ��� ����
�� �. ? �	� �� 	������ 
#
#�# ?�� � � AK� FB� F 2 /� ; 2

	 # ��� A� P 8
�A#�?�?#B#

8��� RF��S� C� �	�� ��� .����C
�& ������/ ��� �
���
���
�� �. A�� �	� 	 �
�
� C��� 	
&��� ���# ������� ����
�& 6 P A

�
	 V

�
	 � FB� 	�� 3 P A

�
	 � FV�

	BA ��
��� V

�
� B

�7��

���� &��8� 	����	���� 	 1�	���D
��� �	C �. ����� F� C���� �	���� 	�� �	���	���� �� ��	�
���;����� 
�����	�� �	� �� .���� .�� A�# 1���&� ��� ������ ����� .�� 	 ��� 
� 
� 	���	��
������� .�� 	 � FK#

1�
� ����� ����� �	� ���� �� ���� �� ���
�� 	� ����� ����� .�� ��� P
�
&�
� � C�
�� 
�

	� 	����)
�	�
�� .�� ��� ����� ����� �. ��#

! ����	�
��� �. ��� &	���
	� ����� C
�� ��� ���
�
�	� ���
�	�� 
� &
��� 
� ;&��� N#>#
1�� 	�	���
�	� 
� ��
�� ��	�
��
� .�� 	 ! � #

+�
�� � ��A������ �� �(� ����
� ���(��/ �(� ��������� �����

!� ����� 
� ��� ����
��� ����
��� ��� ��������� �� ���
�	�� ��� ��	�� �	�5 � ���	5� ��C�
C��� 	 + �

� A	�� ��.��� 
� ��	��
��B# 1�
� �	� ������ �� ��� C	� ��� ��	�����	��
.���	�
�� C
�� �� ����� ��� 
� &����	�� .�� .3+�� ��� ������ �. �
����	����� ������	�
���
�)����� �� .	� ��� ������ �. �
�� �	������ 
#�# 	 # � # -
��� ��� �	�5 �. ��� �	�	 
�
���� ��	� �� ���	� �� 8/�A	�� B P � � ��� �	� ����
��� ��	� 	 � � # �� RH�S� ��� 	������
�
���� ������ ���
� �	�	 �� �*! 
� ����� �� 	��
��� 	 ! � # ��C����� ��
� 
� 	 �
� �����#



FF? *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

value of σ
1

de
ns

ity

8
&��� N#>/ 7��
�
�	� �� 	�	���
�	� ���
�	�
�� �. ��� �
�&��	� �	���� �
���
���
��
A����B 7��
�
�	� �
���
���
�� �. �� .�� �����&	�� C�
�� &	���
	� �	�	# A���B &	���
	�
�
���
���
�� C
�� ��� �	�� ��	� 	�� �	�
	���# 1�� �	�	������ ���� 	�� � P F�K 	�� 	 P
FK2 LKKKK 
���������� �����&	�� �	�	���� �	�� ���� �
���	���# �� ��	��
��� ��� &	���
	�
	����)
�	�
�� .�� ��� ����
�� �
���� 	� 	�����	��� 	����)
�	�
��# M���
�	� �
��� / �����
����� �. ��� JJQ ���;����� 
�����	�/ �����&	�� �	�	 A����B� �����&	�� �	�	V&	���
	�
��������
� A���B� 	�	���
�	� ���
�	�� A&����B#



N#�# -$�M� 0 1�7 �+$��73 � �+!*1�*7 FFL

! ���� �	��
��� 	�����	�
�� 
� �� 5��� 	 �
&� ����&�� ��� �� 	�� ���� ������	
��� 
�
��� ���
�	�
�� ��������� �� ���	�� ��
� �
�
�	�
��# 8�� �)	���� 	����
�& ������
���� ���
������
�� ����� AN#LB ����
��� 	 ������ �. ���	�
���/

7A�V 0B P ?4�7A�B V

4���
9��

?4���9� ?�R� A�V HBS V

4���
9��

?4���9� � A�B� 0 � F� AN#�HB

��
� ����� �
���� ��	�� ��	� ��� ����
��
�� ��������� ��	� 
� ���� �� ����
���A�VFB .���
�A�B 	�� � A�B ����� 	��� �� �)������ �� ����
�� �A�V0B .����A�B 	�� � A�B� ��� � A�V0�FB
�C
����� �	5
�& ��� ����� ���� ������)#

�� ��	��
��� ��� ������ 
� ���� �� &����	�� ��� �������
�� ������	�
�� �	��
��� ���##��4
A
����	� �. �� 	�� �� ����B� ���
� C�
����� ��������	��� C�� C�##C4 �C�
�� �	� 	��� 
��
������	�� ��� �)���
����	� �	�	�
&� 	� 
� AN#�KB�� 	�� ���� �� 	���� ������
���� ���
�������
�� ���	�
�� AN#��B/ �C� P C�C

�
� C� AN#�IB

���C4 P C4�C �4���C4��� AN#�JB

���� C� �
���� �	��/

-��4 �7� P �C4 AN#>KB

1�� �
)
�& �	��
) � 
� ���� ���
�	��� �� ������
�& ��� -M4 �. C̀4� 	�� ��� ���
�	�
��
�. 7 	�� ����� ��	��
�
�� �
���� .����C� �� ��	�� ���	��� �������#

1�� ��	��� C�� ��
� C��5� 
� ��	� ��� ������
���� �������� 	 	 ��
����
��	� �����	��
���� 	 ������ ���� ���� 	 ��
�� ��� ### �� ��	� ��� ����	�
�
�� �. �	�
�& �� ��	��� 	 ������
������ �� 	�� �����	��� ������� ��&�
&
���# 1�� ���
�
�	� �	�5 ���� �����
��� ����
�����
	�	��� �� ��
� &����	�
E	�
��� �� ��
�& ��� �	�� 
���	�
�� ��������� .�� ��� �����&	�� �	�	#
!� ����� �� �)������� ��� �	�
	��� �. ��� ���
�	���� 
����	��� C
�� 0#

0
��� 	 	�� � � C� ;��� ���
�	�� 0� 
#�# ��C �	�� �������
��� C
�� �� ������	�� 
�
����� �� ��	��� 	 ���� .�� ��� �	��� �. �� C�
�� 	������ �� ����
�
�& �� 2 F C
�� 	 &
���
���	��� A��� ;&��� N#?B# 1���� ��� 	���
�� ��� ������
�� �������
�� ��������� �� ��� �	�	�
����
��� C
�� ��� �)���
����	� �	�	�
&�# 1�� �	�5 �. ��� ��	�� ������� 
� ���� ������
���
�� ����	�
��� C
�� ��� ���
�
�	� ���� �
���
���
�� �. ��� �
&���	����#

+�
�' *
���
���� �� 
 ����(���� �9
�"��

D� �	�
�	�� ���� ��� ������ �	��� �� ��� �������
� �)	���� ��������� 
� 	�����
) !#
1�� �	
� �����
�� �. 
������� 
� �. ������ ��� ���
�	�
�� �. ��� �
����
�� �. ��� �
&�	�
��	��� 	�� ���� ��� ���
�	�
�� �. 	 �	�
� �. ��
� ��	��# 1�� �	�	��� 
� ������� �� �*! ��
	 �
����
���2 C� ���
�� 	� ���
�	�� �. � &
��� ��
� �����	��# 1�
� 
������� ��� ���
��
�. 	�	���� �	���� .�� 0 A��� ����
�� N#�#>B# $�� ������ 
� &
��� 
� �	��� N#F# ��� �� ���	��
��	� ��� ���� �
����
�� �. ��� &����	�
�� ������� 
� �#

1�� �
����
�� �. ��� ��	�� �	� ���� ���
�	��� �� � 
� 	�� ��� ����� �	���� 
� C�
�� 
�
�	� ���� ���
�	��� �� F ����# 1�
� ��	�� ��	� ��� �	�5 ���� 
� ������� 
� &����	�� ����&�
	 �
� ��� �������	�
�� .�� �
&� �	���� �. 	 # ��� ��
� ������ �� �����	���� C
�� �����
�
��
������ ��	� �� ��� ������� 	� 	�� �� ���� �	�	����� ��� �� ��� @	����� �. ��� ��������#



FFN *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

2 4 6 8 10 12 14

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

rank of the singular value

up
pe

r 
bo

un
d

0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

rank of the singular value

up
pe

r 
bo

un
d

8
&��� N#?/ $���� ������
�� .�� 	 �	�	���#
��.�/ � P F�K� 	 P FL2 ��� ��� �
�� ���������� ��� &	���
	� ����� ����� 	� � P FK��

.�� �	�� �
�&��	� �	���� ����� ��� ���� ��������
�/ C� 	�� 
� ��� �
��	�
�� C���� 	 ! �
	�� ��� �	�
� �������
�� ���� C��5�# +
&��/ ���� � P F�K 	�� 	 P ?K2 ��� ��� �
��
���������� ��� &	���
	� ����� ����� 	� � P FK�� .�� �	�� �
�&��	� �	���� ����� ��� ����
��������
�2 A&����B ��� �	�� ��
�&� ��� 	.��� �C� �������
��� A0 P � 
����	� �. FB# �� ��
�
�	��� 	 ������ ����� ����� A0 P �B 
� ����������� .�� ��� ���
�	�
�� �. ��� �	�5 � �.
��� ������#



N#># 1�+77 !����*!1�$ - $8 1�7 -1!17�-�!*7 !��+$!*� FFH

	 0 !

FK F �
�K F �
>K F �
?K F �
LK F F
NK � �
HK � �
IK � �
JK � �
FKK > �
FFK > F
F�K > F

1	��� N#F/ 7��
�	�
�� �. ��� �	�5 �. ��� ��	�� �. ��� �������
� �	�	���

1�� 	����
	��� �
&�	� �	�
� 
� &
��� 
� ;&��� N#L� 	�� 
� 	 ������� 	����)
�	�
�� �. ���
���� 	��
�	�
�� �	�
�/ ��� ������	�
�� �. �	�� ��������� C
�� ��� 
���� 	��
�	�
�� �
&�	��

� �������
���� K�I>L 	�� K�H>J# 1�
� 
������	��� ��� &��� ��
�� ������
�� 	�
�
�� �. ���
��	�����	�� 	����	��#

3�� ,�
�� �������	���� �� 	�� �	�	������� ���
����

+���� ��
��@��	 �����!������� �
�


1�
� ;��� 	���
�	�
�� �. ��� ��	�����	�� .�	��C��5 
� ��� .����C
�&/ C� ��������	�� �� 	
��)��� C�
�� 
� �������� ���
�& �����	� ����
���� ���
�& C�
�� ��� ������� �����&��� ���
�	�� �)���
����	� �	�	�
&�# �� 
� 5��C� ��	� ��� ��� �. ����
�����
�� �	�	 
����	��� ���
����
�
�
�� �. ��� 	�	���
� RFJ>S# ����� ��� ������� 
� �� ��	�	����
E� ��� 	��
�	�
�� �	�����
&
��� ��� ����
����
�� ������	�
��# ! ��
�
	� C	� �� �������� ����
�����
�� ������	�
��

� 	���	&
�&� ��� ��
� ������� ��� �������
	�� 
�.���	�
�� 	���� ����
���C
�� �	�
	�
�
��2
��������� ��
� 
� ����
�
�� �� &���� 	��
.	���# !�����	�
����� ��	�����	�� �����
�& �	� ��
	���
��/

7A�V FB P ?�7A�B V?�� A�B V � A�B AN#>FB

�A�B P �7A�B V. A�B AN#>�B

C
�� 	 P �� ��� ������ �. ����
���# 1�� ���
�	�
�� .�� ��
� ����� 
� ��	� ��� ������
���
��� �	����� 7A�B 	���& ��� �
�� ���
�� ��A�B� ��� ��A�B �	5�� .��� �
:����� ����
��� 
�
�
5��� �� �� 	��� ��� �	�5����	��� �	����� �C����	� ���� 	�����&����
�� �	������ 	�� �
5���
��� �� �� ��������
���#

1�� .	�� ��	� � 
� ��� �����	�� 	���C� .�� �
:����� �
&�	� 
�����
�
�� 	����� �
:�����
����
��� A
� ����� C����� �������� 	���
���� 
� ���	��� 	� 	 �	���� �:���B# �� ��	� �	���
��� ���
�	�
�� ������ �	� �� �
�C�� 	� 	 5
�� �. 	���	&
�& �. ��� �	�	� ��� ��	� ����



FFI *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

0 50 100 150 200
−10

−5

0

5

10

15

time (scans)

si
gn

al
 (

ar
bi

tr
ar

y 
un

its
)

8
&��� N#L/ �	�
� �. ��� ��	�����	�� �. ��� �������
� �	�	���#
1�
� �	�
� 
� 	 ������� 	����)
�	�
�� �. ��� ���� �	�
� A����	�� C
�� ;&��� !#FB/ ���
������
�& �
&�	�� �	�� �
&� ������	�
�� ������ C
�� ��� 	��
�	�
�� �
&�	�� ���� 
� ��� &�����
	�
�� �. ��� �	�	#

��
�� 
�.���	�
�� A��� �)���
����	� �	�	�
&�B �� &
�� ���� �� ���� ���;����� �� �	��
������	�
��# �� �����	��� 	 -M4 �. ��� �	�	 &
��� ���� C�
&�� �� ��� �
�� ���
�� ��	�
�	�� &��	��� �	�
	���� C�
�� �
���� 	���	&
�& &
��� ���	� C�
&�� �� 	�� �
�� ���
��#

D� �	�� 	���
�� ��
� 	�	���
� �� 	 ��)�� �. ��� �	�	��� �	5�� .��� 	�����
) !#># !.���
��	�
	� ��&
���	�
�� �. ��� ����
���� C� ���	
� .�� ��� &
��� ��)�� F� �
�� ���
�� ���� .��
�	�� ����
��# 1���� �
�� �������� 	���
��� C
�� ��� �	�� �)���
����	� �	�	�
&�� 	��
����������� 
� ;&��� N#N#

1�� 	�&��
��� 
� 	���
��� C
�� ��� 
�����
�� �. ��� �)���
����	� �	�	�
&� 	�� 0 P F
�
��� F� P 	 ! � P FNK# 1�� �
�&��	� �	���� ���	
��� .��� AN#FLB 	�� �
���	��� 
� ;&���
N#H� ��&����� C
�� ���
� 	�	���
�	��� ���
��� �)������ 	�� �	)
�	� �	���# O�	��
&�������
��� ���
��� ��	� � P F2 
�������
�&��� ��� 	�	���
�	� ������ ��
&���� �������
�	��� ���
��)� �
�&��	� �	����# 1�
� 
� 	���
���	��� �� ��� .	�� ��	� ��� ;��� ��������� �	5�� �� 	�

�����	�� �������
�� �. ��� �	�	 �	�
	���� �� ��	� ��� �:���
�� �	�
	��� �. ��� ���
��	��

� ��	���� ��	� C�	� C���� �� ���� �������
�	���#

1�� ����
�& ��	�� �
�� ���
�� 
� &
��� 
� ;&��� N#I� ��&����� C
�� ��� �)���
����	�
�	�	�
&�# ����� 
� ���	��� 	� 	��
�	�
�� �	������ C�
�� 
� ���;���� �� �)	�
�
�& ��� ?
�	��
)/ ?� P K�NF� 	�� ?� P R�FF�JL � H��FS� 	.��� ����	�
E	�
�� C
�� ������� �� ���

����	�
�� ������� AW� P FB#  ��� ��	� ��� �	���� 
� ?� 	�� ��� ��� � �	���� 	����
	��� ��
��� �C� �)���
����	� ����
�
���# ��C����� ��� �	� ��
�� 
�������� ���	�
��� AN#>F�N#>�B 	�
	 �
��	� ������ 	�� ���� C������ ��� �	���� 
� ?� 	�� �
&�
;�	���� �
:����� �� �
&�
;�	����
.	� .��� K# 1�� ������
�& ��	�
��
� ������ �	5� 
��� 	������ ��� �	�
	��� �. ��� ��	��
���
�	�� W� 	�� ��� �	�
	��� �. ��� ��;���� ���
��	� W3 # 8�� �)	����� ��� �
&�
;�	���
�. ��� �
:������ ���C��� ?�AFB 	�� ?�A�B �	� �� ������ C
��

� P A?�AFB �?�A�BB�

�
W� V

��
�$AW3 B

A� � FB � AN#>>B

D�
�� 
� ������� �
���
����� C
�� �� � ? ��&���� �. .������# ��C����� 
� 
� ��� ����



N#># 1�+77 !����*!1�$ - $8 1�7 -1!17�-�!*7 !��+$!*� FFJ

0 20 40 60 80 100 120 140 160
−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

time (scans)

si
gn

al
 (

ar
bi

tr
ar

y 
un

its
)

8
&��� N#N/ 1��
�	� 
���� .�� ��� ����
�����
�� ��	�����	�� �����
1�� �
�� ������ 	� 	 &
��� ��)�� �. ��� �	�	 �������� ���
�& F� ����
��� � ��� C
�� ��� �	��
�)���
����	� �	�	�
&�# -�	�����	�� ���������� �
����	�&�� ��� ���	�
�� ��	� &����	���
��
� �	�	#

��C��.��� �
��� 
� ���
�� �� 	 ���� ���&� 	����)
�	�
�� �. ��� ���� �
&�	�� 	�� ��� ��	��
���
�	�
�� ���� ��� ���������� �	5� 	 �
:������ ���C��� �	�5����	��� �
&�	�� 	�� ������
�
	� ���.�����# 3��� 	����	�� ������ C
�� �� ��������� 
� ��	���� J .�� ��� ���
�	�
�� �.
	����	�� ��)����	��� ����
�����
�� �������	�
� ������# 1�
� ����� �	� ��� 	��	��	&�
�. ��
�& ���� C�	5 ��
��� �� ��� �
&�	�#

�	��� ��� �� ���
�� ��	� ��
�& ��� 7#3# �	��	� ��������� �� ��
� ������ �
� ��� ���
.�

�# ! ����
��� ��	��� 
� ��	� ��� ������	� ������
�	�
�� 
� ��� ���
�	�
�� �. ��� ��	��
�	�
	��� 
� ���� 
�����	�� ��	� ��� ������	
��� 	���� ��� ����� ��	��
�
�� �. ��� ��������
�� ��	� ��� �	��	� ��������� ���� ��� 
������ ��� ���
�	�
��#

���������� $
�� ���!�	� �� ��
�� ���� C� ����5 ��� ���������� �. ��� ������ C
��
������� �� ��
�� 
� ��� �	�	# 1� �� ��
�� C� 5��� ��� �	�� �	�	���� ��� ����	�� ��� �	��
�
) ����
�� �	�	 �� &	���
	� C�
�� ��
�� C
�� ��� �	�� �	�
	���/ ��
� ��	�� ��	� �)	����
�	�. �. ��� �	�	 �� ���&�� �	��
�� 	�� 
�.���	�
��# $�� ��������� �
���� ���� 	&	
� ���
��������� A�� P K�IH� C�
�� 
� �
&� 	���� ��� ��������� 
� ;&��� N#HB# 3�������� ���
����������
�& �
�� ������ 
� ���� ����� �� ��� &����� ����� ���� �
�� ������ ���C�� 
�
N#I� C�
�� ��� 	���	&� �
&�	� ���� ��� F� ����
��� 
� ��C ��
�� ��
��� 	� �	� �� ���� 
�
;&��� N#J#

D� ���	
��� ��� �	�� ������ �� ����	�
�& J �. ��� 
���� �
�� ������� �� ��
�� A
�
��	� �	�� �� P K�HH B# 1�
� ���C� ��	� ��� ������ 
� ������ C
�� ������� �� ��� �	��
��
�������� �. ���.����� 
� ���� �. ��� ����
���# $��� 	&	
�� ��� 73��	��	� ������ �
�
��� .������ 
������ ��� �������#



F�K *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

0 2 4 6 8 10 12
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

rank

si
ng

ul
ar

 v
al

ue

8
&��� N#H/ 7��
�
�	� �
�&��	� �	���� 	�� ���
�	�
�� �. ��� �	�5 �. ��� ��	�����	��
4
���
���
�� �. ��� �
�&��	� �	���� ��	� ������ .��� ��� 	�	���
� �. ��� �	�	��� �. N#N A����B�
��&����� C
�� ��� 	�	���
�	� �)����	�
�� .�� �	�� �	��� A��	�5B� 	�� ��� �	)
��� �. ���
�	��� ����� ��� ���� ��������
�� C
�� ���	��� �. FK�� A���B# $��� ��� ;��� �
�&��	� �	���

� 	���� ��� �������
�	� ���������� �� ��	� � P F# -
���	��� �
���
���
��� A��� ���C�B
&
�� ���� �
�
�	� ���
�	�
��� �� ����� �
���	��� 
� ��� ;&���#



N#># 1�+77 !����*!1�$ - $8 1�7 -1!17�-�!*7 !��+$!*� F�F

time (scans)

si
gn

al
 (

ar
bi

tr
ar

y 
un

its
)

Experimental
Condition 1:
2D motion

Experimental

3D motion
Condition 2:

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0  20  40  60  80  100  120  140  160

8
&��� N#I/ +�����
�& ���
�	�
�� �. ��� ��	�� ������ .��� ��� ����
�����
�� �	�	#
1�
� �
�� ������ 
� 	 5
�� �. ����	�� �. ��� 
���� �	�	# �� ���	
�� ����C�	� ��
��� ��� ��
��� 
����	�
�� �������� ��� ����� 
� ����������� 	 ���	�
����
� ���C��� ��� �)���
����	�
�	�	�
&� 	�� ��� ���	�
�� �. ��� ��	�� �
�� ������#

0 20 40 60 80 100 120 140 160
−30

−20

−10

0

10

20

30

time (scans)

si
gn

al
 (

ar
bi

tr
ar

y 
un

its
)

8
&��� N#J/ +��������� �. ��� ���
�	�
�� �. ��� ��	�� 
� �������� �. ��
��#
1�� ��	�� �. ��� ������ �	� ���� ������
�	��� �� �	�	� C���� �	�. �. ��� ����
��� �	��
���� ����	��� �� &	���
	� C�
�� ��
��# 1�� ���
�	�� �. ��� ��	�� A���B ���	
�� ����� ��
��� ��
&
�	� ���� &
��� 
� ;&��� N#I A�
���	��� 
� ����B �C�
�� ������ 	� 	 &����� �����#
�� �����	��� ��� 	���	&� �
�� ������ A
� &����B 
� ��
�� ����	�
�	��� �� ��
��#



F�� *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

+���
 ��
��@��	 �
�
 ���
���

1�
� 	���
�	�
�� 
� �	��� �� ��� �	�� ����� AN#>F�N#>�B� ��� ���� ��� �
�� ������� 
� ���
��
&�������� �. 	 &
��� ��)�� 
����	� �. �
:����� ����
���# 1�� �������
�& ��������
� 
�
��	� ��� �������	�
� �������� �� ��� ��
����� �	�
�� ���C�� C
��
� ��
� ��
&��������#
1�
� ������ �	� �� ���� 	� 	 ��&��	�
E	�
�� ��������� .�� ��� ���
�	�
�� �. ��� �������
�	�
� �������� 	� ��� ��)��# 1�� ������
	� 	��	��	&� 
� ��	� ��� ������ 
� ��� 
������
�
A�	�� �
�� ������ �	� 	 �	���	� C�
&�� &
��� �� ��� �
)
�& �����B#  ��� ��	� 	 ����
�
�
�	� ����
�&� ������ 
�!�
�
 �	�������	
 
	����
� �	� ���� ��������� 
� RHFS 	��

������� 
� RH>S#

1�� ��
&�������� ����� �	� �� �	��� �� ��� >4 ��������� �. ��� �	�	� �� 	�	���
�	���

�.����� �
��	����� �� �	�����#

=�� �!!�
	��
�� 
� ���
����!� +��
������ �� .3+� RFJNS 
� ������
	��� 	 &��� ;���
.�� ��� 	���
�	�
�� �. ���	� ���
�	�
�� �����
����/

� �� ���
�� ��	�
�� �� ��� ��	�
	� ��������� �. ��� �	�	���#
� �� 
������� 	 �	�	����� ���
�	�
��� C�
�� �	� �� 
������� �� 
��������
�� �. ��	�
	�
������	
���#

� �� �
���� ���	�
���� ����� �
�� ���
��� �	5
�& �
&�	� �)��	��
�� ��	����&
�&# 1�
� 
�
���	��� �� ��� .	�� ��	� ���
������ 
� ��C ����
����� 	� 	 �	�
��	�
�� �)���
���� .��
����
�� �. ����
�	� �
�
��� ����� ������ �� ���.����� ��
�5��# � P H� 
� ��� �	�	���
����
�� ����#

D� ��� ���� ��� �	�	��� �����
��� 
� 	�����
) !#?# ��� �� ���	�� ��	� ���
������
�����&� .3+� ������
	��� 	������ �� ��� ������	�
�� �. ��� ��	�� 	� �	�� ��)�� �
��
������ 	� ��� ��
����� .�������� 9# 1�� ��	�� ���	�
�� 	�� ���� ������	
��� �� �����& ��
��� ��	�� ��;��� �� A3/�A9�B� �D3A9�BB# D� 	���� ���� ��� ��	�����	�� ����� C
�� ?� P K
A�� 	�����&����
�� ����B# !� �)	���� �. ��� �
�� ������� �. H ��
&����
�& ��)��� ��&�����
C
�� ��� ;���� �
����
� 
� &
��� 
� ;&��� N#FK#

8��� ��	� ������ ��� �	� ���	
� ���
�����
� �	�� �. ��� ������� .�� ���� �������
��

�� 	�� ���	� ���������	�
��� �. ��� �
��	� ;���# �� ;&��� N#FF� C� &
�� ��� �������
�
��
�	�� ���	
��� .��� ��� ��	��	�� ��
�	�
	�� ���������� ��� ��	��	�� ��������� 	���
��
�� �������� �	�	� 	�� ��� ���	� ���
�	�
�� ���������� �������
����#  �)�� 
� ;&��� N#F��
C� &
�� ��� ���	� �	�� ���	
��� .��� ��� ��	��	�� ��
�	�
	�� ���������� ��� ��	��	��
��������� 	���
�� �� �������� �	�	� 	�� ��� ���	� ���
�	�
�� ���������� �������
����# ��
���� �	���� .����
��	� ������� �	�� ���� ��������� �� ��� 
�@	��� ��.� ���
������ �. ���
�������# +������ 	�� �������
�	� �� ��� �
&�� ���
������#

1�� ������� �. ����� �)���
����� ��&&��� ��	� ���	� ���
�	�
��� 
������ ��� ��	�
�� �.
��� ������
�& �	��� C
����� 
�������
�& ��� ���� �
	�# 1�
� �	� �� ����5�� �� ���5
�&
	� ��.������ �	�� .�� ���� �)���
����� A��� ;&��� N#F>B# 1�� ��	�����	�� ����� 
� 	
�	�
�.	����� .�	��C��5 .�� ���� �������#

+���� ��
��@��	 �
�
 	��8
���

�	��� ��� ���� &����	� ��� 
� �� ��	� C
�� ��� C���� �	�	���# !� �)��	
��� ����
������ 
� �	�
�� ���� ���� 	.��� ������ �
����
�� ������
��# 1�� 	���
�	�
�� ��	��� ���� C
�� 	 -
�&��	�



N#># 1�+77 !����*!1�$ - $8 1�7 -1!17�-�!*7 !��+$!*� F�>

0 10 20 30 40 50 60 70 80
−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

time (scans)

si
gn

al
 (

ar
bi

tr
ar

y 
un

its
)

8
&��� N#FK/ 7)	���� �. ��	�����	�� ����� .�� ���	� �	�	
1�� �
�� ������� �. H ��
&����
�& ��)��� 	�� ������������ ��&����� C
�� ��� �����;��
�&
�
����
� ���	
��� �����&� ��� ��	�����	�� ���������# 1�� ��	�� ���
�	�� �. ��� �
����
�
����
��� �� ��� ������ �	� ���� �
�����
�� ��	� ��� ��	�
�
��	� ��
�	�
	�� ���
�	��� ����
�
��� ��	� ����� 
� ��� ��� ���� �
�����	��� ���C��� ��
&����
�& ��)��� A��
� 
� 	 5��
��������
� .�� ���
������B#



F�? *�!�17+ N/ -1!17�-�!*7 !��+$!*�7- 8$+ 83+� 4!1!

A	B A�B A�B

A�B

8
&��� N#FF/ 7������
�
�� �	�� ���	
��� .��� �	�	��� !#? C
�� ����� ��	�
	� ������
A	B ��	��	�� ��
�	�
	�� ������� A�B ��	��	�� ��
�	�
	�� ������ 	.��� ��	�
	� ������
�&�
A�B ���	� ��	�� ���
�	�
�� ���������# 1�� ����� ���� �. ��� �	�� 
� &
��� 
� A�B# 1�� ���	�
��������� �
���� ���� 	��
�	��� 	��	� C
����� �����
�& ��� ���� ��� 
�
�
	� �	�# 1��
������
�& �	� ���.���� 
����. �� ������� 5��C���&� 	���� ���
������ 	�� �� ��� ��.������
������ A��� ;&��� N#F>B# �� ������� ��� �)����� 	 �������
� �	�
	�
�� �. ��� ��	�� .���
��.� �� �
&��#



N#># 1�+77 !����*!1�$ - $8 1�7 -1!17�-�!*7 !��+$!*� F�L

A	B A�B A�B

A�B

8
&��� N#F�/ ���	� �	�� ���	
��� .��� �	�	��� !#? �����&� > ���
�	�
�� ����������
A	B ��	��	�� ��
�	�
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�� 	 �C
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�& ��	�
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)
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)B# 8
��
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�� ������� A	.��� ������
�� �� 	 P �K 	��
?KB ��7A�B 	�� �
���	��� 
� ;&��� N#F?# D� ���
�� ��	� ���� ��	�����	��� ����
�� 	 &���
�����������
�� ����� .�� ��� �	�	� 
� ��� ����� ��	� ��� 	��
�	�
�� �	����� 
� C��� ;����#

��� �����'�!�	�E D� ������� ��� ��	�� �	�
� &
��� �� ��� 	�&��
��� 
� ;&��� N#FL#
1���� 
� ��� ����
������� �	�5����	��� ���������� ��� C�
�� 
� 	� ��	�� ��	��
����� �	�5�
���	���# 1�� �C� ���	
�
�& ���� ���� �� �� ���	�
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��� �	���� ��
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���
�
���&
�	� �������B# 1�� ������ ��	� C� ������� .�� ��� ���
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�� �
����
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� �������� ������	�
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�� �. ��� �������	�
� ��������� 
� ��	���� J� C� ��� ��	�����	�� ������
.�� ��� ������
�� 	�� ��������
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�� �	� ��� 	��	��	&� �. 	� �)��
�
� ����� .�� ��� �����
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GLM

Statistical tests Clustering

Ib method

MLM KPCA spatial
ICA *

spatial CCA Laplacian eigenmaps

estimation of task−related response

Pre−processings

FIR model
Wold+MDL model

estimation of
nuisance space

State−space
Model

Data

SPM

* (original implementation)

activity map activation
clusters

main activation pattern(s)
+ corresponding map(s) spatial modes

independent 
spatial modes
smooth signal manifold

Exploratory analysis
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Condition 2 : moving texture

Condition 1 : static texture 

time (scans)
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Condition 1 : 3D motion 

Condition 2 : 2D motion

Baseline: static stimulus
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� ��	� ��� ��	����� �� ������# D�
�� ��
� 
� ��� ������	�
�� 	
������� 
� ��
�	�
	�� ����������� ��
� ������� 	 ������� ����� ���	���� 
. 	 .�	��
��
�. ���� A�	�� ��� ��������� ��)���B 	�� ��� ��	C� .��� ��� ���� �
���
���
��� ���
�
�������� �
	��� ��� ����	�
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�� ���������� 
#�# 
� ������� HA�B �	����#

� �	��� ���� ��	��
�	���� ��� �	� ������ ��� &	���
	� ��������
� .�� ��� �	�
	����2 �����
C� C
�� �	5� �
��
���
�� ���C��� �
��	� 	�� ����
��	� ����������/ ��� �
��	� ����
������� �
��� 	����)
�	���� ����	� �	��� C�
�� �����
��	� ���������� �	� �
���
�	�� ��	� 	�� .	� .��� ����	�#

1�� ;��� ������� �	� �� ����
����� 	� ������ 
� ��� �
���	���� 
� �
:����� �	�����/
8�� �)	����� ��� �	� C	�� ��� -������ �
���
���
�� �� 	 ����	� ���� 	�� ����
��� ��� �	�	
	� ��� ��	�
E	�
�� �. 	 ������ &	���
	� ;��� ��������� A��� ����
�� >#�#F2 RFHISB2 ��C�����
��� �	�
�
�� �. ����� ������ ����
��� 
�����
�� ������
�& �. ��� �	�	# !�����	�
�����
	����
�& 	 ���.�����
 �������
�� �� � ��	���� 
� ����	��� 	 �������	�
�� C	� �� ����� ���

����2 ��C����� ��� ���� ��	��
�	� �����
�� �. ��� ������� 
� �� ��� 8	��� 4
������� +	���
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����	� �. ��	��
�	� � ��	����2 ��
� 	���C� .�� ��)����	��� 
�.������#

1�� ������ ������� 
������� ��� �������
�� �. H ��� �� ��� ��	�
��
�	� ������&���
�� �.
��� ��)���2 ��C���� 
� �	���� �� ���� � ���	��#

�	��� ��� ��
�� ������� 
� �� 	����
	�� H C
�� 	 ���	���2 !����
�& ��	� ��� �	�	 
�
����	��� �
���
����� ����� ��� ���� ��������
�� 	�� �
��	� ������� �	� �� 	������ ��
�
��� ����	��� �
���
����� �	�	# 8�� ��
� ��	���� C� �
��
�&�
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������ �*!� ��� �	���� ��
�& �
&��� �����
��	�� C�
�� ��� .����� �	� ����	� ���� ��	��
���
	�
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�� A���� ����&� �*! �)��
�
��� ����	�
E�� ��������	�
�� �. ���
�	�	B# D� ����
��� ��� ����������� �� ���	�	�
�& ��� �C� �	���#
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 ;��� 7��� ��	� �� ���
�-���	��� :�������
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�
�
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� �� ����
��� �
)���� ������ A��� RLIS� RFLSB .�� ��� �
���
���
��� C
�� ���
���� ��
�& ��� ���� �
���
���
��2 ��� ��
� �����
�� ����� ���� ��C ��������/ ��� �
)����
���
�	�
�� �	� �� �
Æ����2 ��� ����� �� ������ ��� ������ �. �����2 .�� �)	����� ���
�	� ���.�� 	 ��	�� ������ �. ����� �� 	��
� �����;��
�&� ��� .�C ����� �	� �� ������
�	�
�� ����� ��� ����&	���
	� �	�� �. ��� �
���
���
��#
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 ��� ��	� �
)���� �����
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:����� .��� ��� ��.���	�
�� ���������5
������ ��������� 
� L#>#�� C�
�� ���� ���� ��� ���������� �� ��� ������� �
���
���
��2
��� ��� ������ 
������� ��� �
Æ���� ���
�� �. ��� �	�	����� 4 �C�
�� C� �	�� ��� �������
	�� 	������ ��	� �	�� ��)�� �	��� 
�.���	�
�� �A�B �� HA�B 
� 
����. 	 ����
��� ��� 	
��	�	�#

��C����� C� ���.�� ��� .����C
�& �
����� ���������#
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 � ����C "��������

D�	� C� ������� 
� 	� 
���	�
�� ��������� ��	� 	�����	�
���� ���������� ��� H �	�� ���
� �	���� 	�� ��� ������ �. ��)��� .�� C�
�� ��� ���� ��������
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� ��� �������� A��� ;&���
�#FB# 1�� 5�� ��
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� ��� ���� ���#
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�������	�
�� ����&� �� ������ ��	� ��� ��������� C
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���
�
���
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�� �. ��� �	�� ��� �	
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���� ��������� ����	�
E	�
�� ����
��� 	 ���� ��	�
��
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*�� ;��� 7��� ��	� �� ��	 :�������

�� ��
� �	�� ��� ���	���� ����� ��� ���� ��������
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������	��� 
� ;&��� �#?#
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���������� ����� 
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�	� �����
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���	�
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���
���
��
�. ��� �	� �� ���
�	�� ��� ���� � ��	����2 ���� ��	� C� �	�� ���� 
� ;&��� H#I 	������ C	�
�� ��������� ��	�
	��� ��� �	�	# �� ��� �	�� �. H#>#>� ����� 	�� �
�� �
:������� ���C���
�*! 	�� ��*!� �� ��	� �*! ��������� �	� �� ���� .�� ���������
�& ��*! �	��# 1�
�
�:��� 
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&��� �#?/ 1��������
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&
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	�� ��� ���������
���
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���
�� 	.��� ��� �������
�� �A�B �� �A�B�7�2 ���
���� �
���
���
�� 
� �������� ���� &	���
	�� ��� ��� � �	���� 	�� ���������
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�&
��� ��������� ������������	�
��2 A�B ��� 
���	�
���� ��������� ����	�
E	�
�� ����
��� 	 ����
��	�
��
� ���������#  ��� ��� �������
�� �. � �	����#
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�� ���� ���� �	�
� ��;�
�
��� �. 
�.���	�
�� ������� C�
�� 	�� ���� 
� ��
� ��������#
����.� 	�� ����������	�� �)��	�	�
��� 	�� 	�	
�	��� 
� R?IS#

+�
 /��� ����� ��<��	����

.���� �����"�

��� � �� 	 �	���� ������ �. �
����
�� " � F� 	�� ��� �AFB� ��� �A	B �� 	 �	����� ��
�	���� ��	�
E	�
��� �. ��
� �	���� ������# ��� 0% �� ��� ����	�
�
�� ����
�� .����
�� �.
�# D� 	����� ��	� 
� 
� 	 .����
�� �. -�A��B ��	� �	�
�;��

0% � K $=$�IJ�$�$ A*#FB

��

0%A#B"# P F A*#�B

1�� ������� �. � 
� ��� ��	��
��

*A�B P �� A5D�A0% BB P �


��

0%A#B ��&A0%A#BB"#� A*#>B

 ��� ��	� ��� ������� 	�� 	�� ��� ��	��
�
�� ����������� ���� ������ �� ��� ����
�� 	��
��� �� ��� �	���� �	�
	��� �� ������� ��C���� ��� �	� ��� �)�����
��� �
5� �
��	�- 	� �
��
�	
 �������� C
����� �
�5 �. ���.��
��# D� 	����� ��	� ��
� ��	��
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� ��;��� .��
	�� ��� ����
�
�� ����������� 
� ��
� ��������# 1�
� 
� ���� 
� �	��
���	� .�� ���
�
�	���
���
�	��� ����
�
�� C�
�� 	�� �
���� &	���
	� �� �
)����� �. &	���
	�� A��� ����
�� *#�B#
1�� ������� �	� �� ����
����� 	� ��� ��	���� �. ��� �
�����
�� �. ��� �	���� �	�
	��� ��
������ �# �. ��� �	C �. � 
� &	���
	� C
�� ��	� 6 	�� ���	�
	��� X� 
#�# 0% P � A6�XB�
���� ��� ������� ������� ���� �� X/

*0A�B P
F

�
��&A"$�A�&$XBB A*#?B

1�� ������� �. �	�
��� ����
�
�� �	� �� .���� 
� R?I� ��	���� FNS#
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��� �
��� 
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A��� ����
�� *#F#�B# �� 
� ���� 	 ����
��� ��	���� .�� ��� ���
	�
�� .��� ����	�
�� �. �#

��� � 	�� C �� �C� �	���� �������# 1�� ����
�
��	� ������� �. � &
��� C � ��;���
	� *A��C B P �

*A��C P IB� AC P IB"I� 
� ��� �
:������ ���C��� ��� ������� �. ���
��
�� �
���
���
�� �. � 	�� C 	�� ��� ������� �. C #

*A��C B P *A��C B�*AC B A*#LB
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