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10 INTRODUCTION GENERALE

Introduction

“Modéliser c’est concevoir, élaborer un modéle permettant de comprendre, d’agir, d’atteindre
un but”.

Un phénomene physique ou chimique est généralement tres complexe. Les scientifiques cherch-
ent alors a en construire une représentation qui, tout en étant la plus simple possible, permette
d’expliquer le phénoméne et de le prévoir. C’est ce que l'on appelle un modéle.

Dans de nombreuses situations en mécanique, pour une description correcte et exacte d’un
milieu soumis a des phénomenes tres particuliers et localisés, une modélisation discrete a une
échelle tres fine est nécessaire. La modélisation continue reste efficace et valable pour les endroits
ol l'on ne s’intéresse qu’a la réponse structurelle. La modélisation d’un milieu contenant un grand
nombre de degrés de liberté (ddls), en utilisant une méthode discréte, est trés cotteuse en terme
de temps de simulation, d’ou I'idée de faire un couplage entre les méthodes continue et discrete.
La technique du couplage entre le discret et le continu a été ’objet de plusieurs applications
telles que la nanoindentation ou la fissuration.

Nombreuses sont les méthodologies de couplage qui ont été développées durant les dernieres
années. Grace a ces méthodologies, on a pu résoudre des probléemes mécaniques, physiques et
informatiques (cott et temps de calcul moins élevés) qui avant, étaient difficiles & résoudre
pour des raisons de capacités informatiques insuffisantes, de temps de calcul long et de colt de
simulation élevé. Malgré leurs succes, des problemes existent toujours, tels que la répartition
d’énergie dans la zone de couplage, les réflexions d’onde & l'interface de couplage ou la création
de noeuds fictifs a l'interface.

Ce mémoire de these se décompose en trois parties. La premiere partie consiste en un chapitre
de synthese bibliographique portant sur les méthodes de modélisation des matériaux. Suite a la
description des méthodes continues et discretes, la majeure partie de ce chapitre est consacrée a
la présentation des différentes méthodes de couplage entre les milieux discrets et continus. Nous
présentons en conclusion de ce chapitre les différents avantages ainsi que les inconvénients et
les limitations des méthodes de couplage développées jusqu’a maintenant. Cette exploration de
la bibliographie existante nous a permis d’arréter notre choix sur une approche couplée dans la
modélisation des matériaux. Dans notre cas, les deux sujets d’étude qu’on abordera et explicitera
dans ce mémoire sont : un modele de voie ferrée et un modele de magonnerie.

La deuxiéme partie a ainsi pour but d’étudier le modele de voie ferrée unidimensionnel dans
le cas statique et dynamique a ’aide d’une approche couplée. Elle se compose de trois chapitres.
Le chapitre 2 porte sur I’étude du modele 1D suivant deux approches : une approche discrete
a l’échelle fine et une approche continue a 1’échelle macroscopique. Le calcul est implémenté
dans un code MATLAB. Une famille de cas tests reflétant la réalité des probléemes qui peuvent
survenir dans une voie ferrée est proposée. Une comparaison entre les solutions calculées a ’aide
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des deux approches met en évidence les cas ou les réponses continue et discrete sont différentes.
Ces différences justifient le recours a une approche couplée qui, & la base, est une approche
continue et fait appel a une approche discrete aux endroits des hétérogénéités. Le chapitre 3
porte sur I’étude statique du modeéle de poutre unidimensionnel a ’aide de ’approche couplée.
Un critere numérique de couplage est proposé. La solution du systéme est calculée a I'aide de
I’approche mixte et comparée par la suite a celle de I'approche discrete. Plusieurs cas tests sont
implémentés dans le code MATLAB pour mettre en évidence la consistance et I'efficacité de cette
approche mixte, que cela soit en terme de gain de temps de calcul ou de réduction du nombre de
degrés de liberté. Le chapitre 4, quant a lui, est dédié a I’étude de la dynamique harmonique de
I’approche mixte et son application au modele de poutre 1D. Dans un premier temps, la théorie
des deux approches discrete et continue avancée dans le deuxiéme chapitre pour le cas statique
est adaptée a I’étude de la dynamique harmonique dans ce chapitre. Ensuite, plusieurs cas tests
sont simulés afin de mettre en évidence les cas ol les solutions continue et discréte ne coincident
pas. L’algorithme de ’approche couplée établi dans le cas statique reste valable dans le cas
dynamique en intégrant les modifications en terme de matrice de rigidité. Le calcul dynamique
est implémenté dans le code MATLAB utilisé pour le calcul statique. Comme dans le cas statique,
les résultats montrent la pertinance de ’approche couplée par une bonne concordance entre les
comportements couplé et discret. Le probléeme de réflexion d’onde n’est pas d’actualité car la
longueur d’onde est adaptée au maillage. Au moment ot un raffinement est nécessaire dans le
maillage, 'onde n’a pas de probleme pour continuer a se propager dans le nouveau maillage,
car la longueur d’onde dans ce cas la est représentée par un nombre d’éléments plus grand que
celui du maillage de départ. Nous vérifions sur chaque élément la bonne concordance entre les
modeles discret et continu lorsque le modele continu est retenu. Il n’y a pas de discontinuité
brutale des propriétés du milieu qui pourrait engendrer des réflexions parasites. A noter que la
deuxieme partie a été le sujet de plusieurs publications (Hammoud et al., [24], [26], [25], [27],
[3).

La troisieme partie aborde la deuxiéme application de la méthodologie de couplage, afin
de mieux conclure quant a son intérét, sur un modele de magonnerie en 2D. Cette partie est
composée de deux chapitres. Le chapitre 5 est consacré a 1’étude théorique d’un modele de
magonnerie suivant deux approches discrete et continue. Dans ’approche discrete, les briques
sont vues comme étant des corps rigides connectés par des interfaces élastiques. L’approche
continue est basée sur ’homogénéisation du modele discret. Le mur de maconnerie est considéré
infini afin de déterminer les caractéristiques de ce milieu orthotrope dont la matrice de rigi-
dité fait partie. En se basant sur l'existence des singularités dans certains cas tests du mur de
magonnerie, il est proposé d’appliquer le calcul discret en ces endroits. L’algorithme de I'ap-
proche couplée développé dans I’étude du modele de voies ferrées est appliqué avec quelques
modifications. Le sixieme et dernier chapitre expose les simulations numériques du modele de
magonnerie et leurs résultats. Une validation du calcul continu (MATLAB) avec un autre calcul
continu étudié a l'aide du code éléments finis ABAQUS est réalisée. Plusieurs cas tests sont
étudiés tels le cisaillement, I’écrasement etc. Des conditions aux limites seront imposées dans
chaque cas test. Une comparaison entre les calculs discret et continu montre une différence dans
les deux comportements, d’ou le développement du modele mixte continu/discret. La comparai-
son entre les parametres des modeles discret et couplé met en évidence la bonne concordance et
la reproduction du comportement discret dans un temps plus court que celui nécessaire pour le
calcul discret seul.

Finalement, on conclut sur les résultats obtenus afin de proposer de futures études possibles.



Premiere partie

Introduction aux méthodes de
couplage discret/continu



Chapitre 1

Synthese bibliographique

E CHAPITRE est consacré a la synthése bibliographique des diverses méthodes de modélisation

des matériauz. Aprés avoir décrit les méthodes continues et discrétes, la majeure partie de

ce chapitre est consacrée a la présentation des différentes méthodes de couplage entre les milieux

discrets et continus. Ce chapitre est clos par une conclusion mettant en évidence les différents

avantages ainsi que les inconvénients et les limitations des méthodes de couplage développées

jusqu’a maintenant. En se basant sur cette conclusion, on présente une approche couplée sujet
de nos deuz applications : un modéle de voie ferrée et un modéle de maconnerie.
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1.1 Introduction

Un objectif essentiel pour les modélisations modernes des matériaux est de prédire une
réponse exacte dans des endroits par exemple fortement sollicités, fissurés ou endommagés, en
utilisant des modeles tres fins dont les échelles peuvent varier du micro au nanometre (Shilkrot
et al., [53] et Curtin et al., [TI1]). Ces simulations multiéchelles des matériaux ont été le sujet de
plusieurs études pour différentes applications utilisant les techniques de I'atomique (Kholhoff et
al., [54)), les techniques du granulaire (Shaer et al., [51]) et la technique la plus récente (Ricci
et al.,[35]) et (Frangin et al., [I6] et Rousseau et al., [A8]), qui porte sur le couplage entre les
modeles atomiques ou granulaires et les modeles continus.

Pour une description correcte d’un milieu soumis a des phénomenes tres particuliers et loca-
lisés, une modélisation discrete a une échelle tres fine est pertinente. La modélisation continue
reste efficace et valable pour les milieux ou 'on ne s’intéresse qu’a la réponse structurelle. La
modélisation d’un milieu contenant un nombre important de degrés de libertés (ddl) en utilisant
une méthode discrete est tres cotliteuse en terme de temps de simulation, d’ou 'idée de faire un
couplage entre les méthodes continue et discrete. La technique du couplage entre le discret et le
continu peut étre 'objet des applications ferroviaires, des enrobés bitumineux (Fig[lTl) (Nguyen
et al., [A1]), de mur de magonnerie etc. A titre d’exemple, dans les applications ferroviaires, il
serait souhaitable d’avoir une description par un milieu discret au voisinage de la charge roulante
pour pouvoir étudier par exemple 'accélération d’un grain de ballast particulier pouvant étre
éjecté sur le rail, alors qu'une description adaptée a la structure par la mécanique des milieux
continus classique en dehors de cette zone semble suffisante.

Fi1G. 1.1. Fissuration a la surface des enrobés bitumineux

Ce chapitre porte sur une description des différents types de modélisation des matériaux. Parmi
ces types de modélisation on distingue celles-ci : continue et discrete, connues depuis longtemps,
et plus récemment la multi-échelle qui couple les milieux discrets et continus. Un résumé sur
les méthodes de couplage développées jusqu’a nos jours est nécessaire pour conclure sur les
avantages, les inconvénients et les limitations de celles ci. Dans ce qui suit, une breve description
des méthodes discretes et continues et une, plus détaillée des méthodes couplées sont présentées.
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1.2 Modélisation discreéte

Le mot “discret” est utilisé dans le sens ou la description méme du milieu est discrete : le
milieu n’est plus traité avec des méthodes de mécanique des milieux continus, mais est représenté
par un ensemble d’entités, d’éléments ou encore de particules traitées indépendamment les unes
des autres comme des corps rigides ou déformables, et susceptibles d’interagir.

1.2.1 Description géométrique

Un modele discret peut étre décrit en utilisant soit une description atomique de la matiere
soit une description granulaire de quelques millimétres de diametres. Cependant, la complexité
croissante des modeles atomiques, associée aux difficultés des problemes dynamiques et du fait
du tres grand nombre d’atomes, rend leur emploi lors d’analyses numériques délicat, que ce
soit en termes d’implémentation, de convergence ou simplement de cotit. De méme, les milieux
granulaires sont des systemes composés d’un grand nombre de particules dont la caractéristique
particuliere est que les chocs sont dissipatifs. La taille de ces grains varie selon la nature du
comportement a étudier. Par exemple, dans un milieu granulaire dense, un état dynamique fait
rapidement croitre le nombre de chocs. Les chocs sont bien sir dissipatifs, et la friction est
parfois prise en compte. Si 'on ajoute le fait de considérer aussi les rotations des grains sur
eux-mémes, on réalise que les simulations numériques sont assez cotiteuses quant aux ressources
de calcul, ou alors il faut simplifier le probleme de telle facon que ’on risque de perdre contact
avec la réalité. Dans les deux descriptions les simulations sont assez cotliteuses, c’est pour cela
que les gens travaillant dans ces domaines envisagent la théorie de couplage entre les descriptions
discretes et continues développées dans la suite.

1.2.2 Lattice Models

L’idée de discrétiser un milieu grace a des éléments linéiques est apparu au début des
années 40 pour surmonter certaines difficultés mathématiques dans la résolution de probléemes
d’élasticité. C’est la physique théorique qui, dans les années 80, eut l'intuition des capacités
de représentation phénoménologique de cette méthode. Un peu plus tard, les mécaniciens ’ont
utilisée pour modéliser des matériaux réels, et en particulier des matériaux quasi-fragiles comme
certains géomatériaux. La géométrie de la structure a étudier est obtenue grace a un réseau de
noeuds reliés par des lignes (FigI[2]).

Ce réseau peut étre bi ou tri dimensionnel, régulier ou irrégulier, et les éléments du réseau
peuvent ou non s’interpénétrer. Un simple calcul de treillis permet de calculer les efforts aux
neeuds, par incrément d’effort en cas de sollicitations variables. Le comportement global du
réseau dépend du comportement local affecté a ces lignes : ce peut étre un comportement poutre,
barre ou ressort, associé a un critere de rupture. Lorsque ce critére, par exemple en contrainte,
est atteint, ’élément barre est simplement retiré du modele. Cette méthode ne permet pas de
prendre en compte l'apparition de nouveaux contacts au cours du calcul, et donc des cycles
d’ouverture/fermeture de fissures par exemple pour les enrobés bitumineux.
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Fia. 1.2. Réseau de neuds régulier et irrégulier d’un Lattice Model

1.2.3 Méthode des éléments discrets (DEM)

La méthode des éléments discrets, connue sous le nom de la DEM, modélise les milieux
granulaires comme un assemblage idéal de grains. On la nomme ainsi par opposition a la méthode
des éléments finis FEM. La DEM traite donc les particules des milieux granulaires comme un
systéme de corps en contact. Elle est bien adaptée a I’étude des solides brisés (taille des grains
> 3 mm), et pour les poudres de taille de quelques microns, les solides peuvent étre traités par
la mécanique des milieux continus.

Cette méthode a été définie dans un premier temps (Cundall et al., [I0]) pour 'étude de la
stabilité de joints rocheux de grande taille représentés par des éléments discrets bidimension-
nels polygonaux. Tres vite, elle a été appliquée a I’étude des milieux granulaires comme les
sols. Adaptée a ’étude des solides concassés, elle permet de traiter le ballast comme un milieu
granulaire constitué de corps discrets qui entrent en contact entre eux.

Cette méthode désigne un modele qui :

e autorise des déplacements et des rotations finies des corps discrets et leur séparation,

e détecte les éventuels nouveaux contacts automatiquement au cours du calcul.

Deux méthodes définies par Walton [09] permettent d’étudier les modeles discrets selon que 'on
néglige ou pas les déformations locales aux points de contact. On parle, dans ce cas, de corps
indéformables au contact ou de corps déformables au contact pour les corps absolument rigides.

e La méthode des corps indéformables au contact se base sur I’hypothese de non-
interpénétration des particules. Elle traite chaque collision comme instantanée, ce qui génere
des forces trés importantes. Les interactions entre les particules sont binaires (sauf pour la
Dynamique des contacts, qui peut prendre en compte des collisions multiples) et 1’état de la
particule apres choc est facilement déductible par le principe de la conservation de la quantité de
mouvement. A chaque contact, les particules dissipent de I’énergie. On l'utilise essentiellement
pour les collisions associées aux écoulements dilués.

e La méthode des corps déformables au contact, contrairement a la méthode des corps
indéformables, autorise une petite interpénétration entre deux corps, interprétée comme une
déformation locale au point du contact. D’abord employée pour les liquides, elle a ensuite été
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adaptée aux milieux granulaires de forte compacité. Dans ce cas, on détermine les forces qui
agissent sur chaque particule par un systéme de ressorts (pour la répulsion) et d’amortisseurs
(pour la dissipation d’énergie). En utilisant I’équation fondamentale de la dynamique on peut
déduire les accélérations, vitesses et déplacements des grains grace a une formulation explicite
des schémas de résolution. Les forces normales et tangentielles du contact sont fonction de
I'interpénétration. La durée d’un contact est non nulle et discrétisée en temps. Par conséquent,
le pas de temps doit étre suffisamment petit devant la durée du choc ce qui rend cette méthode
colteuse en temps de calcul.

1.2.4 Meéthodes de résolution

Deux méthodes, illustrées par deux types d’algorithme, font actuellement référence dans
I’étude des milieux granulaires : la dynamique des contacts et la dynamique moléculaire.

1.2.4.1 Algorithme de la dynamique des contacts (DC)

Dans ce qui suit, une description de cette méthode développée et mise au point par Moreau
[0] est proposée. Cette méthode traite les contacts comme des percussions dont la durée est
quasi instantanée. La percussion est définie par Moreau comme l'intégrale des forces de contact
dans l'intervalle du temps de la collision (EqILTl). Cela entraine des variations brusques de la
vitesse et des forces au contact des particules avant et apres choc.

t+e
P= lir% F(t)dt (1.1)
€E—

t
Une solution exacte du probleme d’un contact entre deux particules doit tenir compte de ces
non régularités. On met ainsi en évidence le caractére fortement non linéaire du comportement
micromécanique d’'un assemblage granulaire. Cette méthode consiste a résoudre ’équation dy-
namique de Lagrange (Eq[[2), valable en principe pour des mouvements réguliers et qui a été
adaptée aux mouvements non réguliers par Moreau [40].

M(t.q)i=E(tq.4)+E (1.2)

M est la matrice de masse,
F est la somme des forces extérieures appliquées au systeme,
F. sont les forces de contact,

q,q et ¢ sont les vecteurs positions, vitesses et accélérations des grains.

D’apres Moreau [40], les particules sont considérées comme rigides et non interpénétrables. Elles
peuvent interagir au contact par un frottement sec (du type Coulomb). Le contact est caractérisé
par une composante normale équivalant & une force de répulsion reliée a la vitesse relative
normale entre deux particules par la condition de Signorini et qui s’annule deés que le contact est
rompu, et en revanche devient tres grande lors d’un contact, et par une composante tangentielle
reliée selon la loi de Coulomb a la vitesse relative tangentielle et la force de frottement. Cette
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composante ne dépend que du coefficient de frottement de Coulomb. Ces non régularités (FigI3])
pour les composantes normale et tangentielle de la force de contact s’expriment sous forme
d’inégalités : la condition de Signorini (EqIL3), et la loi de frottement de Coulomb (Eq[T4).

R; j Tij
\ A

w Rij

—p Ry

Fia. 1.3. Graphes de Signorini et de Coulomb

La condition de Signorini s’écrit :

SESE
Va
o O
I
WSZU
IV

0;; est la distance entre deux particules ¢ et j,

R;; est la composante normale de la force de contact entre 7 et j.

La loi de frottement de Coulomb s’écrit :

>0 = Tl'j = —,MRZ']'

V<0 = T;; = uRj (1.4)

vt est la vitesse relative tangentielle entre les particules i et j,
T;j est la composante tangentielle de la force de contact entre ¢ et j,
w est le coefficient de frottement de Coulomb.

Le fait que les collisions sont considérées instantanées entraine une discontinuité du vecteur vi-
tesse et des forces de contact. Ces deux termes caractéristiques d’un contact sont complémentaires,
pour leur composante tangentielle par la relation (EqIL4]) et pour leur composante normale par
la relation (EqICH). En effet, la composante normale de la vitesse est directement reliée a la
condition de non interpénétration et s’insere donc dans la condition de Signorini. Ces relations
de complémentarité entre la vitesse et les efforts donnent la nature persistante ou non de ce
contact.
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v =0et R;; >0 — contact persistant
V" >0et R;j =0 — contact rompu

0i; =0 = { (1.5)

V"™ est la vitesse relative normale entre les particules i et j.

Ces relations de complémentarité permettent de poser le probleme de la discontinuité entre
I’avant et ’apres contact. De plus, les collisions étant instantanées, on n’a pas unicité de la
vitesse du choc. La question qui se pose est de savoir s’il faut prendre la vitesse avant, apres le
choc ou une combinaison des deux.

Moreau apporte une réponse en définissant une vitesse moyenne pondérée des grains (EqILH),
représentative de la vitesse relative du contact entre deux grains.

(&3 1
Vt — t t
m 1+€tyi+1+€ty+
(1.6)
e 1
Vn — n n n
™ T+en ™ TTxe,*

VIl et V" sont respectivement les composantes normales de la vitesse avant et apres impact.

1/3_ et v! sont respectivement les composantes tangentielles de la vitesse avant et apres
impact.

en €t e; sont respectivement les coefficients de restitution tangentiel et normal.

La méthode de la dynamique de contact travaille ainsi avec les taux de restitution d’énergie
a partir desquels est définie la vitesse moyenne pondérée, plus le coefficient de frottement de
Coulomb en cas de frottement sec aux contacts. L’utilisation de ces trois coefficients rappelle un
modele de collision souvent employé que I’on nomme loi de choc a trois coefficients, et qui a été
développé par Walton et al.[60] pour des collisions binaires. Ces trois coefficients sont liés a la
nature du matériau. La particularité de la DC, par rapport a cette loi, est qu’au moyen de la
vitesse moyenne pondérée, on est capable de traiter la non linéarité de plusieurs collisions a la
fois. L’introduction de cette vitesse dans les relations de complémentarité permet de calculer les
vitesses dans des conditions de non régularité et de gérer des contacts multiples en un seul pas
de temps. C’est une des particularités de la méthode de la dynamique de contact. Cette vitesse
moyenne lie directement le choc a la loi de contact. Ce formalisme fait de cette loi de contact
une loi de contact complete. Les contraintes géométriques sont alors introduites dans la loi de
contact et les conditions d’impénétrabilité sont vérifiées automatiquement.

La résolution numérique repose ensuite sur la discrétisation des équations de conservation de la
quantité de mouvement et leur intégration par un schéma implicite par rapport a la vitesse sur
un demi pas de temps.

En résumé, 'approche numérique de cette méthode prend en compte le caractere unilatéral
des liaisons d’impénétrabilité avec la possibilité d’un frottement sec aux contacts et des lois de
restitution gérant les collisions. Cette approche peut traiter des milliers de grains par la mise
en équation exacte du probléme. Ces aspects fortement non linéaires liés au comportement des
milieux granulaires sont traités de maniere différente dans une autre méthode : la dynamique
moléculaire. En effet, la dynamique moléculaire ne repose pas sur la solution exacte du probleme
mais sur des approximations régularisantes.
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1.2.4.2 Algorithme de la dynamique moléculaire (DM)

La dynamique moléculaire fait partie de 1’école des corps déformables au contact. Ainsi,
bien que les particules soient considérées comme rigides, on stipule qu’elles tolerent une in-
terpénétration qui justifie 'existence de leur contact mutuel. Des forces de répulsion schématis-
ées par un systeme de ressorts et d’amortisseurs agissent dans le sens de leur séparation jusqu’a
ce que 'interpénétration devienne nulle. La rigidité de ces ressorts controle donc directement la
magnitude de 'interpénétration ; réciproquement, 'interpénétration détermine I’amplitude des
forces de contact, alors que les amortisseurs permettent de dissiper de I’énergie au contact.

Un contact n’est donc pas traité comme un événement instantané mais ayant une petite durée
appelée temps de choc. Cette interpénétration est interprétée comme une déformation infime des
grains aux points de contact. Une fois détectés, les contacts intergranulaires sont gérés par des
lois de comportement qui peuvent introduire de I’élasticité linéaire ou non linéaire, du frottement,
du glissement, de 'amortissement. La résolution du probleme repose ensuite sur l'intégration
par des schémas explicites de ’équation fondamentale de la dynamique qui donnera tour a tour
la vitesse et le déplacement des grains.

Selon Cundall [I0], des hypothéses sont a vérifier pour une approche discréte selon 1’algorithme
de la dynamique moléculaire :

e Les particules sont rigides.

e Les particules sont autorisées a s’interpénétrer faiblement aux points de contact.

e L’interpénétration est reliée aux forces de contact par des lois de comportement au contact.

e Les conditions de glissement entre les particules sont données par la loi de Mohr Coulomb.

Principe Des disques rigides constituent dans un premier temps les éléments de cette méthode.
Chaque particule est définie par son rayon, son moment d’inertie et ses propriétés au contact.
Bien que rigide, les corps peuvent s’interpénétrer légerement aux points de contact (Figl[Zl).

0AB

F1G. 1.4. Contact entre particules circulaires

Si 'on désigne par 74 et rB les rayons respectifs des deux particules A et B, I'interpénétration
sera formulée par (EqLT) :

oA = (’I“A +7’B) —1GAGE| >0 (1.7)
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Dans ce cas, on définit les vecteurs normal n et tangentiel au contact ¢.

= cos ot + sin o

I~ |3

= —sinaz + cos aj

La force statique résultante appliquée en A a deux composantes dont I’une est normale et autre
tangentielle, selon la direction des vecteurs n et .

FA= =" (£8n+ 1151 (1.8)

B

La composante normale de la force vaut :
f;?B - kn(SAB

De fagon plus élaborée, la force fait intervenir I’amortissement normal et s’écrit dans ce cas :

FP = knbap + v (Vap.n) (1.9)

ky, : est le coefficient de rigidité normal au contact (Figl[Hl),
vy, : est le coefficient d’amortissement normal,

Vap : est la vitesse relative de A par rapport B.

La vitesse relative s’écrit :

Vap = (Va—Vp)+ (WA Ar?t = WP ArP) ¢ (1.10)
oll
Va et Vp : sont es vitesses respectives de A et B en translation,
WA et WP : sont les vitesses respectives de A et B en rotation.
La composante tangentielle de la force statique s’écrit sous forme incrémentale :
AfAB = b AutP (1.11)
oll
AutP = (AXA — AXP) 4P 4 A AW A at — rPAWE dt (1.12)

Lorsqu’on tient compte du frottement par la loi de Mohr-Coulomb, expression de A fAP s’éerit
alors en fonction du coefficient de frottement intergranulaire.

AP < ftP tang + ¢ (1.13)

c : est le coefficient de cohésion,
¢ : est 'angle de frottement intergranulaire (u = tan ¢, u est le coefficient de frottement).

Finallement, on remarque que l'on travaille avec des coefficients liés a la nature du matériau
comme ki, k, et p qui doivent étre obtenus expérimentalement. Ils ne sont pas toujours connus.
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Un

]

Fi1G. 1.5. Modélisation du contact selon Cundall

Résolution Dans cette méthode, le milieu est représenté par des éléments géométriques rigides
qui interagissent par des lois de contact, et dont le mouvement est généralement piloté par le
principe fondamental de la dynamique.

Le cycle de calcul de cette méthode se déroule de la fagon suivante :

e Détection des contacts a un instant donné, entre les éléments qui peuvent s’interpénétrer.
Ces contacts sont modélisés par des ressorts (pour les forces de répulsion) et des amortisseurs
(pour la dissipation de I’énergie).

e Pour chaque contact, utilisation de la loi de comportement locale pour calculer les efforts
d’interaction.

e Calcul de l'effort total appliqué sur chaque élément.

e Intégration par un schéma explicite du principe fondamental de la dynamique appliqué a
chaque élément.

On présente ci-dessous le diagramme qui donne le cycle de calcul de cette méthode (Fig[LGl).

Le systeme différentiel a résoudre pour chaque grain est alors un systeme différentiel de la forme
suivante :

I~y
+
oy

X = (1.14)

(1.15)

NIIE3

N

ol
X est I'accélération d’'une particule,
W est accélération angulaire de rotation d’une particule,
F est la somme des forces extérieures appliquées sur cette particule,
P est son poids et m sa masse,

M est le moment des forces extérieures appliquées,
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|

[ Mise a jour des positions }

Détection des interactions

Utilisation des lois de comportement

Calcul des efforts d’interaction
Test de rupture

[ Bilan des forces pour}

chaque élément

Intégration du Principe Fondamental de la Dynamique
appliqué a chaque élément
(Schéma explicite aux différences finies)

FiGg. 1.6. Cycle de résolution de la DM

I est son moment d’inertie.

L’intégration numérique des équations ([LI4] et [LTH) s’effectue grace a un schéma numérique de
type explicite (schéma des différences finies centrées).

Notons que le pas de temps du calcul doit étre adapté a chaque cas étudié de fagon a ce que la
perturbation provoquée par un contact ne se propage qu’aux particules directement voisines en
contact. C’est un des parametres numériques qui conditionne la stabilité de la DM en plus des
coefficients d’amortissement capables de dissiper de ’énergie au contact. Un compromis doit étre
trouvé selon les applications entre la rigidité des ressorts, le pas de temps et ’amortissement,
utilisé fréquemment dans la direction normale au contact.

1.3 Modélisation continue

Le concept de milieu continu est une modélisation physique macroscopique issue de I’expérience
courante, dont la pertinence est avérée selon les problemes abordés et en fonction de 1’échelle
des phénomeénes mis en jeu. Dans la formulation mathématique classique de ce concept, un
systeme mécanique est représenté par un volume constitué, au niveau microscopique, de par-
ticules. L’état géométrique de ces particules, de fagon semblable a celui d’un point matériel,
est caractérisé par la seule connaissance de leur position. La perception intuitive de la conti-
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nuité se réfere a ’évolution du systeme : au cours de celle-ci, des particules initialement voisines
demeurent voisines.

1.3.1 Description géométrique

La description lagrangienne identifie les particules par leur position dans une configuration
du systeme prise comme référence, et décrit le mouvement en définissant la position de chaque
particule, au cours de I’évolution, c’est-a-dire en se donnant sa trajectoire et son horaire de
parcours. La continuité du milieu s’exprime par la continuité spatiale et temporelle de la corres-
pondance entre la position initiale de la particule et sa position actuelle.

Quand on parle d’un milieu ou la taille des particules est petite par rapport aux dimensions
caractéristiques du probleme, on utilise alors une modélisation continue. Par exemple le passage
d’une description granulaire a une description continue s’effectue des lors que ’on se place a une
échelle beaucoup plus grande que celle des grains, qui ne permet plus de distinguer les grains :
on a une impression de continuité.

Les lois de comportement les plus utilisées sont : lois élastiques linéaires et non linéaires, lois plas-
tiques avec et sans écrouissage et les lois élastoplastiques combinant les deux a la fois. La plupart
du temps, on suppose que les déformations sont petites devant les grandeurs caractéristiques
du milieu, c’est 'hypothese des petites perturbations. Cependant, les modeles en grandes trans-
formations existent, mais étant donnée leur complexité, ils ne sont employés que lorsque les
méthodes avec les petites perturbations donnent des résultats différents de la réalité.

Pour les applications ferroviaires, il suffit alors d’utiliser des lois de comportement élastiques,
linéaires ou non. De méme pour les enrobés bitumineux, loin des zones endommagées et fissurées,

les lois élastiques, linéaires ou non, suffisent pour décrire le milieu.

Les lois élastiques peuvent se mettre sous la forme suivante :

g=C:¢ (1.16)
avec
o : tenseur des contraintes de Cauchy,
g : tenseur de comportement,
: tenseur de déformation.

IHen

Notons bien que dans le cas linéaire, le tenseur de comportement est constant et dans le cas non
linéaire il peut dépendre de la déformation.

L’apparition d’une boucle d’hystérésis au cours d’un cycle de chargement fermé crée une dissipa-
tion d’énergie dans le matériau. C’est une grandeur importante pour les phénomenes vibratoires
surtout au voisinage de la résonance afin de maintenir une amplitude de déplacement limitée.
Pour caractériser cet amortissement, deux grandeurs sont utilisées : I’énergie dissipée par cycle
d’élément et le rapport de cette énergie a une énergie élastique de référence. L’amortissement a
une grande importance mais en général, on sait tres mal I’évaluer et le modéliser.
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1.3.2 Résolution d’un modele continu

Les méthodes utilisées pour résoudre un tel probleme sont variées. Lorsque les calculs le
permettent, des méthodes analytiques ou semi-analytiques sont employées, sinon on utilise des
méthodes numériques plus complexes comme les éléments finis ou les éléments de frontieres.

1.3.2.1 Meéthodes semi-analytiques

L’application des méthodes semi-analytiques est limitée a des problemes linéaires et de
géométrie simple. Leurs avantages par rapport aux méthodes numériques se résument en ces
points :

e pas besoin de créer un maillage,
e pas de difficulté avec la solution a 'infini,

e volume de calcul nettement moins important

Leurs inconvénients sont liés a la grande simplicité des structures étudiées, d’ou une difficulté
pour étudier des structures complexes.

1.3.2.2 Méthode des éléments finis

Dans le cas ou l'on parle d’'un comportement non-linéaire des matériaux, ou bien d’une
structure complexe, il est difficile d’utiliser des méthodes semi-analytiques : la méthode des
éléments finis doit étre envisagée. La méthode des éléments finis est une méthode de discrétisation
d’équations différentielles des milieux continus, avec des conditions aux limites, et qui permet
une résolution par un calcul numérique. Cette méthode peut étre utilisée pour les applications
ferroviaires afin de modéliser la structure loin des zones ou se produisent des phénomenes sin-
guliers.

Pourtant, deux difficultés existent pour les éléments finis :

e La structure doit étre discrétisée de telle sorte que les ondes puissent se propager, c’est-a-
dire avec un maillage fin : la taille des éléments doit étre plus petite que la longueur d’onde.

e Des frontieres artificielles doivent étre introduites pour décrire I'influence des domaines
extérieurs car la structure n’est modélisée que sur un trongon fini.

1.4 Couplage multi-échelle : continu/discret

1.4.1 Introduction

Le but principal dans la modélisation des matériaux est non seulement de comprendre les
mécanismes qui régissent les processus mécaniques mais aussi de les prévoir et les commander.
Un critere pour réussir la modélisation est la capacité de modéliser les géométries complexes
avec les conditions de chargement imposées dans une variété d’expériences.

Par exemple, modéliser les grains de ballast tout le long d’une ligne a grande vitesse en utilisant
la méthode des éléments discrets (MED) semble étre tres difficile et infaisable, surtout en 3D.
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Cette difficulté est due au temps de simulation tres long et au colt de simulation tres élevé.
En utilisant la mécanique des milieux continus, pour des zones ou des phénomenes singuliers
se passent, on ne peut pas aboutir a des réponses exactes du comportement du matériau, d’ou
la nécessité des méthodes qui combinent les deux approches tout en mettant en évidence leurs
avantages. Une section active de la recherche est en cours de développement dont le sujet est le
couplage entre les milieux continus et discrets.

L’idée générale proposée se résume par l'utilisation d’une modélisation discrete dans les zones
ou des phénomenes singuliers se passent (fissures, endommagement etc) et dans le reste de la
structure une modélisation continue capable de déterminer la réponse structurelle du milieu est
suffisante (Aktas et al., [I]).

A titre d’exemple, la simulation atomique fonctionne a I’échelle de la longueur interatomique
et a la capacité de montrer les mécanismes de la déformation matérielle, tels que la rupture, la
nucléation et la propagation des dislocations. Cependant, les limites de la puissance informatique
interdisent ’analyse des systemes micro-échelles en utilisant seulement la simulation atomique.

Les méthodologies couplées sont alors recommandées pour combler les lacunes des puissances
informatiques. Cependant, la question principale revient a la fagon de faire ce couplage afin
d’éviter les effets de bords fictifs pouvant prendre naissance a I'interface du couplage. En dyna-
mique, cette question revient a éviter la réflexion d’onde a l'interface. En statique cela revient
au probleme des forces fictives qui prennent naissance a 'interface. L’aspect de ces forces fictives
dans un couplage continu/atomique provient d’une contradiction dans la formulation de I'énergie
potentielle et c’est par conséquent un probleme pour I'analyse dynamique, bien qu’il tend a étre
traité comme secondaire ou completement négligé comparé a la question de la réflexion d’onde.

Le probleme des forces fictives “Ghost forces” n’est pas limité au couplage discret/continu, en
effet il a été étudié dans le contexte des méthodes continues multi-échelles (Fish et al., [28]) en
tant qu’essai pour réconcilier les représentations grossieres et fines de la solution.

1.4.2 Définition d’un modele multi-échelle

Un modele multi-échelle générique est représenté dans la figure (7). Dans la figure (C7(a)),
un modele idéal décomposé en deux régions est schématisé ; la premiere région est calculée a
’échelle atomique B4 tandis que la deuxitme BC est modélisée & laide de la mécanique des
milieux continus. La majorité des méthodes de couplage utilise la méthode des éléments finis
pour le calcul continu. Des conditions aux limites sous forme de tractions sur B¢, de forces sur
BB{‘ ou de déplacements sur BBf et OBC sont appliquées pour induire la déformation.

La clef de n’importe quelle méthode multi-échelle se trouve dans la maniére de gérer la région
d’interface (FiglCZ(b)). La région d’interface B! est divisée en deux parties : “handshake re-
gion” (BM) et “padding region” (BF). La “handshake region” n’est ni entiérement atomique
ni entierement continue. C’est une région ou il y a un certain degré de mélange entre les deux
descriptions du milieu. La “padding region” est de nature continue, toutefois elle est employée
pour produire des atomes qui fournissent les conditions aux limites aux atomes des régions BY
et BA. La loi de comportement des atomes dans la région BY est déterminée & partir du champ
de déplacement continu de la région B¢ aux positions de ces atomes. Cependant, I'idée de la
“handshake region” est de fournir une transition progressive de ’atomique au continu.
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F1G. 1.7. Modéle multi-échelle générique (a) partition idéale du domaine entre le continu et
latomique (b) zone de couplage B! o1 le continu et le discret doivent exister

1.4.3 Formulation énergétique

L’énergie potentielle totale IT** du milieu B est la somme des énergies potentielles de chaque
sous domaine qui le constitue (B¢, B et B4). BF est considéré comme une partie du continu
(BY). L’énergie totale du milieu s’écrit :

et = 114 + 10 + 11# (1.17)

Le ~ sur le II¢ et IT¥ signifie que I’énergie potentielle du continuum est approximée par la
méthode des éléments finis. Les contributions énergétiques s’écrivent :

ot = Y Er- ) foa” (1.18)

aEBA a€BA

W(F)dV—/ tu.dV (1.19)
aB¢

HC

BC

ou u* est le déplacement de l'atome a, u(X) est le champs de déplacement continu, E* est
I’énergie d’un atome, f&, est la force appliquée sur un atome et ¢ est leffort de traction. W est
I’énergie de déformation. L’énergie du continuum s’écrit sous sa forme approchée par la méthode
de Gauss :

Nelem

Nq
0= Y w,VW(FEX)) - F .U (1.20)
e=1 ¢=1

Ol Nelem €st le nombre d’éléments, V' est le volume d’un élément e, n, est le nombre de points de
Gauss, w, est le poids d’un point de Gauss, X est la position du point de Gauss ¢ dans I'élément
e dans la configuration de référence et F et U représentent les vecteurs de force appliquée et des
déplacements nodaux dans la région d’EF.

L’énergie dans la “handshake region” est une combinaison entre ’atomique et le continuum en
fonction d’un parameétre © variant entre 1 (& la frontiere de Bf) et 0 (a la frontiere de B4).
Cette énergie se formule :
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7 =" 1-6X*)E*+ | OX)W(F(X))dV (1.21)

H
acBH B

L’énergie approchée de la “handshake region” s’écrit :

07 = 3 1-0XNE + 3 OXL)W(F(Xn)VE (1.22)
aEeBH eeBH
ou X¢

&ont €st la position du point de Gauss dans I’élément e.

Pour les régions sans la “handshake region”, ’énergie totale du milieu s’écrit :

It = 14 + 11¢ (1.23)

Connaissant les positions des atomes dans la région atomisitique B#, les déplacements des
noeuds dans la région EF, et une approximation des atomes de la “padding region”, 1’énergie
totale formulée dans les équations (LI [CZ3J) est calculée.

1.4.4 Ghost forces

Grace aux approximations faites dans le calcul énergétique, des erreurs connues sous le nom
des “Ghost forces” (définies pour la premiere fois par Shenoy et al. [52]) sont observées. Pour
mieux expliquer les origines de ces forces qui n’ont pas un sens physique, considérons un modeéle
ou les atomes sont dans leurs positions d’équilibre, et les EF ne sont pas déformés. Physiquement,
une configuration d’équilibre doit exister ou la somme des forces est nulle. Cependant, toute autre
force existante sur un atome ou un noeud n’a pas de sens. Ces forces non physiques sont appelées
“Ghost forces”.

Considérons 1'équation d’équilibre énergétique (EqIL23) sans la “handshake region”. Cette
énergie est I'approximation d'un systéme complétement atomique qu’on la note II1*°™, Cette
énergie est une contribution des deux régions atomique B4 et continu B, elle s’écrit :

Hatom _ Hatom,A + Hatom,C (124)

olt T4 = IratemA et TIC est une approxiamtion de II**°™C Considérons un atome « dans la
région B4 proche de l'interface et qui interagit avec des atomes dans B¢. Dans la description
atomique, un atome est soumis a la force suivante :

aHatom,A 8Hatom,C 8HA aHatom,C
po— _ _ _ (1.25)

du® du® ~ due du®

Dans I’état d’équilibre, la force f* =0, d’ou :

8HA 8Hatom,C
our  ouo (1.26)

Cependant 1’équilibre du systéme dans I’équation (EqILZ3]) implique ’égalité suivante :
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oA aIIc
— = — = (1.27)
ou® ou™
La condition d’équilibre dans I’équation (EqILZ0]) ne peut étre donc vérifiée que si :
aﬁC aHatom,C
= (1.28)

gu>  Qu
Dans le cas ou cette égalité n’est pas satisfaite, la différence entre les membres de 1’égalité de
Iéquation (EqIL28]) est nommée “Ghost forces”.

1.4.5 Famille de méthodes de résolution

Plusieurs méthodes de couplage entre les milieux discrets et continus envisagent au départ un
modele microscopique a échelle fine, et en déduisent le modele grossier a échelle macroscopique.
Deux cas sont alors envisagés pour ce type de couplage : le cas des singularités locales et le cas
des singularités non locales.

Dans le premier cas, ou les singularités sont locales, la résolution se fait de deux manieres :
décomposition du domaine en des zones discrétes et continues, puis couplage entre les deux
(Frangin et al., [16]) ou déraffinement progressif du modele discret (Tadmor et al., [56]).

Echelle macroscopique

Echelle microcopique

Fia. 1.8. Singularités non localisées

Dans le deuxiéme cas ot les singularités sont non locales (FigI[H), le calcul se fait & ’échelle micro
aux endroits de ces singularités. A l'aide des lois de comportement qui lient les déformations
(EqIC29)) et les contraintes (EqIL30) aux échelles micro-macro, on déduit le modele macro
associé.

€Macro — —/emlcro (129)

>—‘iO

OMacro = T~ Omicro @ (130)

iO

En résumé, les méthodes de couplage discret/continu peuvent étre classées en trois catégories :
méthodes “top-down”, méthodes “bottom-up” et méthodes “directes”.
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1.4.5.1 Meéthodes “bottom-up”

L’idée de la méthode du “bottom-up” est de résoudre les équations non-linéaires a 1’échelle
macroscopique par extraction des lois de comportement & partir de la description atomique a
I’échelle nano.

Dans un premier travail, Kohlhoff et al. [55] ont développé la méthodologie FEAt combinant les
modélisations atomique et continue. Le concept de cette méthode revient a utiliser un réseau
atomique entouré par un maillage d’EF avec une zone de recouvrement “padding region” limitée
ol des conditions limites aux bords des deux zones sont imposées. La “handshake region” n’existe
pas dans cette méthode. La base du calcul de cette approche se fait par le calcul des forces sur
chaque ddl et non I’énergie du systeme comme la majorité des méthodes de couplage développées
plus loin. Les forces sur les atomes de la zone atomique B4 sont calculées & partir de la dérivée
de I'énergie par rapport aux positions des atomes, comme si la région continue n’existent pas.
Cette énergie est formulée par :

P = 3N Er— Y foal (1.31)

ae{BAUBP} ae{BAUBP}

D’une maniere similaire, les forces sur les noeuds des EF sont obtenues par dérivation de 1’énergie
de la région B par rapport aux positions des noeuds. Cette énergie s’écrit :

Nelem g
0= S w, VeW(FEX)) - F .U (1.32)
e=1 ¢=1

La consistance de cette méthode est réalisée en exigeant 1'égalité des contraintes atomiques
et continues dans la “padding region”. Le modele FEAt fonctionne bien pour des simulations
statiques, mais un comportement anormal est remarqué pour les simulations dynamiques. Cette
méthode a I'inconvénient inhérent que le maillage FF dans la région de recouvrement doit étre
raffiné de sorte que ’espacement nodal soit & I’échelle atomique avec des positions nodales
déterminées par la structure de réseau atomique.

Plus récemment, Tadmor et al., [56] ont développé la méthode du Quasicontinuum ou ils em-
ploient un maillage d’EF sur le domaine tout entier et exigent un raffinement du maillage
a échelle atomique dans les régions de déformation singuliere. Comme la méthode FFEAt, la
QC n’emploie pas une “handshake region” dans la zone de couplage. L’énergie de I’équation
(EqICZA) est utilisée. Connaissant les positions des atomes dans le milieu z%(a = 1....... Ny),
I’énergie atomique s’écrit :

Na
0= E@@ ., @) = 2.0 (1.33)
a=1

avec 4 = % — X%, ou X< est une configuration de référence pour les atomes. £ est I'énergie

d’interaction des atomes. En notant @ = {a', ..... ,fLNA}, I’énergie des interactions atomiques se
reformule par :

E(@, ..., @) =Y B, ..., i) = Y E(a) (1.34)
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Les auteurs de cette méthode utilisent la terminologie des “representative atom” qui représentent
les atomes retenus dans le modele. Par exemple, autour d’une fissure (Fig[[d), tous les atomes
sont des “representative atom” (repatom). Dans le modele continu, le milieu est maillé avec des
éléments finis triangulaires dont les noeuds sont les “repatom”. Ainsi, les déplacements des autres
atomes dans le milieu qui ne sont pas des repatoms seront calculés par interpolation. L’énergie
potentielle des atomes devient une fonction du vecteur de déplacement U des noeuds/repatoms :

E(U) =) E*(a(U)) (1.35)
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F1G. 1.9. (a)Repatoms selectionnés a coté d’une fissure, qui seront maillés par des éléments finis
triangulaires dans (b)

Apres le maillage en EF, la division du milieu en région continue et atomique devient nécessaire
et I’énergie du systeme s’écrit :

> EaU) + > E*(a(U)) (1.36)

a€EBA a€EBC

Dans la région B, chaque atome subit une déformation uniforme notée F, ainsi 'énergie d’in-
teraction s’écrit : B¢ ~ QoW (F(X?)). La forme finale de I’énergie du systeme devient :

> EY@U) + Y QW (Fe) (1.37)

aEBA ecBC

Le nombre de ddls est réduit grace aux “repatoms” et au remaillage EF du domaine entier. La
consistance entre les maillages grossier et raffiné est réalisée en utilisant la régle de Cauchy-Born
qui égalise I’énergie de liaison interatomique et 1’énergie potentielle continue afin de développer
un modele de comportement non linéaire basé sur le potentiel interatomique utilisé pour les
simulations atomiques. Plusieurs études (Tadmor et al., [57], Knap & Ortiz, [32], Shenoy et al.,
[52], Miller et al., [38], Fanlin et al., [18], Eidel et al.,[17] et Miller & Tadmor, [39]) ont été menées

sur la méthode Quasicontinuum afin d’analyser ses limitations et de surmonter le probleme des
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F1G. 1.10. Schéma illustrant le phénomene de la nanoindentation (Tadmor et al. [56])

forces fictives. La majorité de ces méthodes parte d’'un modele discret, déraffiné en un modele
continu (exemple de la nanoindentation FigIT0).

Tandis que I’approche de QC permet une combinaison entre ’atomique et le continu, elle possede
les inconvénients de la dépendance d’un maillage raffiné a 1’échelle atomique avec un temps de
calcul intensif et une incapacité a éliminer des effets de bords fictifs a la frontiére de passage
local /non local.

Wagner et al. [68] ont développé 1'approche du BSD (Bridging Scale Decomposition) qui emploie
un maillage d’EF pour le domaine entier avec de petites régions atomiques qui nécessitent une
précision élevée en modélisation. La simulation atomique est effectuée de la facon habituelle
et la solution de déplacement continues pour la maille sous-jacente est déterminée a partir de
la projection des déplacements atomiques en utilisant les fonctions de forme des EF. Cette
projection est connue comme étant 1’échelle de recouvrement. C’est la partie de la solution
atomique qui doit étre soustraite du total afin de séparer les déplacements sur une échelle
grossiere, résoluble a la fois a I’échelle du maillage continu et a I’échelle fine. Pour la zone
d’EF qui ne contient pas les atomes fondamentaux, la solution continue est résolue a I’aide
de la mécanique des milieux continus. Le couplage entre les deux régions s’établit a I'aide des
expressions des forces sur les atomes et les noeuds tout en employant les atomes Ghost qui
interagissent avec les atomes libres a la frontiére atomique/EF et dont les déplacements sont
déterminés par 'interpolation du champ de déplacement des FF. Pour les problemes dynamiques,
Wagner et al. [b8] a réduit au minimum les réflexions d’onde a la frontiére atomique/EF en
employant ’équation de Langevin pour expliquer 'effet des degrés de liberté absents a 1’échelle
fine dans la maille d’EF.

Park et al. [44] ont prolongé la méthode du BSD en 2D et 3D en calculant numériquement la
force d’impédance résultante qui doit étre éliminée afin de représenter les ddls absents a 1’échelle
fine (FiglTT]). Ils ont employé cette prolongation pour simuler la propagation d’onde élastique
et la progression des fissures en dynamique.

En résumé, 'approche du BSD possede beaucoup d’avantages. Cependant, aucun des auteurs
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Fi1G. 1.11. Représentation de l’approche “BSD”de Park et al. ; les solutions continue et discreéte
sont couplées grace a la technique de projection

(Wagner et al., [58], Park et al., [44]) n’a indiqué la procédure de partition de I’énergie potentielle
d’une maniere uniforme dans les éléments de la zone de recouvrement définie par les noeuds libres
et projetés, contenant les liaisons entre les atomes libres et fictifs. Cette division est le facteur
principal de la minimisation des forces fictives dans la zone de recouvrement.

1.4.5.2 Méthodes “top-down”

L’idée de cette famille de méthodes est de traiter les atomes par paquet “coarse grain” et
de construire une énergie associée qui converge vers ’énergie atomique exacte pour dériver les
équations du mouvement.

La Coarse-Grained-Molecular Dynamics (CGMD), méthode créée par Rudd, [49] consiste a
remplacer le “réseau atomique” fondamental par des noeuds (FiglTZ) représentant différents
atomes ou une collection moyenne d’atomes lourds. L’énergie totale du systeme est calculée a
partir des énergies potentielles et cinétiques des noeuds ainsi que d’une limite d’énergie thermique
pour les degrés de liberté absents supposés étre a une température uniforme. Les nouvelles
versions de CGMD incluent I'exécution d’une équation généralisée de Langevin pour absorber
des mouvements a haute fréquence non représentables dans les régions a échelle grossiere. La
CGMD produit des spectres de phonons et une réflexion minimale a la frontiére de couplage,
bien que leurs résultats étaient en 1D.

Une autre approche pour des calculs de la dynamique et de la statique moléculaire est développée
par (Fish et al., [I9]). Cette méthode appelée Multigrid briding approach (MBA) est basée sur
les principes d’une approche multi-échelle (Figl[T3]) et employée pour résoudre des systéme
suffisement large. Les auteurs ont prouvé que la matrice de rigidité du modele grossier obtenue
par restiction du modele atomique coincide avec celle du modele continu équivalent au modele
atomique.
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Micro-Resonator:
Multiscale

F’g___‘ Domain Decomposition

Fi1c. 1.12. Partition du systéme micro-résonnateur en deux régions moléculaire dynamique et
éléments finis; (Rudd [{9])

Par la suite, le modele continu équivalent est proposé pour des études moléculaires dynamique
et statique et les estimations montrent la convergence du modele mutli-échelle proposé.
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Fi1a. 1.13. Volumes élémentaires représentatifs atomique et continu (Fish et Chen, [19])
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1.4.5.3 Méthodes “directes”

L’idée de cette famille est de décomposer le domaine spatial en une partie continue, une
partie atomique et une partie interface “handshake”.

Plus semblable a la méthodologie de Kohlhoff, ’approche de MAAD (Molecular Atomistic ab-
initio Dynamic), proposée par Broughton et al. [4], sépare le systéme physique dans les régions
distinctes du discret et du continu (Fig[[T4l). L’Hamiltonien total du systéme se compose des
contributions de chaque région et d’une contribution de la zone de couplage. La maille I’EF dans
cette zone est raffinée a 1’échelle atomique et les noeuds occupent les positions que les atomes
occuperaient si la région atomique était prolongée dans le domaine d’EF. De I’énergie cinétique
est attribuée aux noeuds et aux atomes dans la zone de couplage, tandis que loin de cette zone,
des termes uniformes en température sont ajoutés pour expliquer les degrés de liberté absents,
comme dans la CGMD.
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F1G. 1.14. Noeuds représentatifs dans un réseau atomique (Rudd et al. [{9])

La MAAD amontré avec succes la transmission et le passage des ondes élastiques entre les régions
atomique et continue, mais elle souffre des mémes limitations que la CGMD. Pres de la zone de
couplage, le mouvement cinétique des atomes est transféré dans le mouvement dynamique des
noeuds. Ceci permet a la température d’étre représentée comme un mouvement dans les noeuds
de la région continue, a la différence des atomes qui n’ont aucune signification physique et sont
présentés seulement en tant qu’éléments de la modélisation numérique. La solution devrait étre
indépendante des positions nodales, ce qui n’est pas le cas pour les simulations atomiques. En
résumé, cette méthode n’utilise pas de parametres lors du calcul et donne des résultats tres
précis mais elle est coliteuse et n’est pas adaptée aux grands systemes.

Les méthodes de couplage citées ci-dessus ont réussi a simuler avec succes la déformation des
matériaux telle que la nucléation de dislocation, la nanoindentation, la rupture dynamique du
silicium etc. Cependant, les faiblesses de ces méthodes prouvent que plus de considération
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est nécessaire en développant une approche couplée atomique-continue. Spécifiquement, les
méthodes telles : FEAt, le MAAD et le BSD ne fournissent pas une base rigoureuse pour la
fagon de répartir ’énergie potentielle entre les liaisons atomiques et les éléments continus dans
les zones de recouvrement.

L’approche MAAD recouvre de 'atomique et du continu dans une région extrémement petite,
et combine arbitrairement la moitié de I’énergie des liaisons atomiques et la moitié de ’énergie
de déformation du milieu continu afin d’avoir I’équivalent de 'hamiltonien dans la zone couplée.
Par contre approche BSD emploie une zone de couplage plus large et utilise le mécanisme des
atomes Ghost. Cependant, les atomes Ghost sont présentés d’une fagon ad-hoc et leur existence
n’est pas inclus dans les équations d’équilibre. En outre, les auteurs n’indiquent pas non plus
comment compter les liaisons entre les atomes libres et Ghost ou comment la densité de telles
liaisons devraient contribuer & ’énergie de déformation dans les éléments de recouvrement.

Le probleme de la division de I’énergie potentielle a été en grande partie négligé, et est souvent
simplifié dans beaucoup de méthodologies comme la méthode de couplage avec recouvrement
de Belytschko et al. [61]. Dans leur article, les auteurs développent une approche de couplage
avec recouvrement entre le moléculaire et le continu. Dans la zone de recouvrement, la méthode
lagrangienne a été utilisée pour imposer les contraintes cinématiques. L’hamiltonien est considéré
comme une combinaison linéaire entre celui de 'atomique et du continu (Eq[L38).

H=(1-a) Hgp+aHgp (1.38)
|
molecular model 1 ' continuum model
1
™ overlapping subdoemain

F1G. 1.15. Méthode de couplage par recouvrement en EF (Belytschko et al., [61]).

Cette combinaison est effectuée a l’aide du parametre « qui est le rapport de la distance d’un
point & Uintérieur de la zone de recouvrement (Figl[IHl) et d’un autre situé a la frontiere de
cette zone, sur la longueur totale de cette zone. Ils constatent que ce rapport est insuffisant pour
éliminer les réflexions d’ondes haute fréquence dans les systémes bidimensionnels.

Cette approche de couplage avec recouvrement a été modifiée par Frangin et al., [21]. La méthode
par recouvrement utilise dans la zone de superposition (Fig[[T6]) un hamiltonien, combinaison
linéaire du hamiltonien discret et du hamiltonien continu.

Les parametres de recouvrement, « et 3 dans la figure (FigLT6l), sont introduits respectivement
sur les noeuds EF et les ED. Ils varient linéairement entre 0 et 1 le long du recouvrement et ils
sont constants dans ’épaisseur. Ces parametres sont équivalents a ceux utilisés par Xiao et al.
[61]. Tls permettent d’assurer d’une fagon continue la partition énergétique entre les domaines
modélisés par EF et ED. On peut parler de zone de transition. Dans la méthode “Arlequin”
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Fi1a. 1.16. Zone de recouvrement et paramétres de recouvrement (Frangin et al.[Z1])

(BenDhia, [T4]), le parametre de recouvrement utilisé n’assure pas nécessairement ce passage
progressif entre les domaines, ce qui peut introduire des réflexions supplémentaires.

Dans la zone de couplage, les ddls discrets sont liés aux ddls continus a 1’aide des multiplicateurs
de Lagrange \“. L’énergie potentielle dans cette zone se formule alors :

fa

M7= 3 (1= OXNE*+ > OXen)W(F(Xeu))V+ Y {ma.m 2

aceBH ecBH acBH
(1.39)
ou 1 et [ sont des coefficients de pénalité et h® = u(X?*) — a® est la différence entre les
déplacements continus et discrets dans la “handshake region”.

A son tour, BenDhia ([T4], [I5]) a introduit sa méthode “Arlequin” comme un outil flexible dans
I'ingénierie civile (FigLTT). Cette méthode est capable d’introduire des déformations singulieres
(fracture, inclusion etc) avec une grande flexibilité dans le modele grossier global. De plus, cette
méthode est capable de changer le comportement local en un autre global simplifié d’un matériau

donné.
A
1
o1 92
0 L
Q1 S Qo
a;=1 on Q1\Qp
Model 1 Model 2
ode a,=1 on Q2\ Q3

Hand shaking domain _
a;+ a,=1 on Q,0Q,

Fi1Gg. 1.17. Méthode Arlequin : Overlapping domains

Dans la méthode “Arlequin” I'énergie totale du systéme est formulée ainsi :

Esystem = BN (4y) + BV (45) + oy BO) (ug) + g B (uy) (1.40)
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EON\Q2) (1) et B@2\) (yy) sont respectivement les énergies potentielles des solutions u; et uy
dans les domaines Q; et Qy privés du domaine d’intersection Q. E(%)(u;) et E€%)(uy) sont
respectivement les énergies potentielles du domaine d’intersection des solutions uq et wus.

Comme déja mentionné, la division inexacte de I’énergie potentielle du systeme mene aux forces
fictives agissant sur des atomes et des noeuds dans la zone de couplage. Ces forces connues
souvent sous le nom des Ghost forces ont été un sujet de discussion pour le développement
continu des méthodes de couplage atomique/continu. Par exemple, l'article de Curtin et al.,
[TT] détaille les origines et les effets des Ghost forces qui surgissent en raison de 'utilisation de
la méthode de QC. Ils revisitent également 1’approche de Shenoy et al., [52] pour déterminer
les corrections qui peuvent étre proposées a la méthodologie de QC pour compenser les Ghost
forces. Tandis que 'introduction des corrections est remarquable, elles meénent inévitablement
a des inexactitudes une fois que le cristal est déformé, méme pour des conditions de charge
homogenes.

Un travail plus récent est celui de Klein et al., [31]], décrivant la formulation d’une méthode pour
calculer I'énergie potentielle d'un systéme couplé qui s’applique aux analyses quasistatiques et
dynamiques. L’approche utilise une formulation d’EF couvrant les parties du domaine de calcul
des déplacements a ’échelle grossiere, alors que les régions les plus intéressantes sont couvertes
avec du cristal atomique pour calculer les déplacements & I’échelle fine (FigTTH)).

-

F1G. 1.18. Représentation de l’approche couplée atomique-continue avec les différentes zomes;
Klein et Zimmerman [31)

Une conséquence inévitable de la formulation du domaine de recouvrement est la question de
la fagon dont chaque échelle contribue a I’énergie potentielle autour des bords des régions ato-
miques. L’inconsistance dans cette division crée des forces fictives. Loin des bords des régions
atomiques, I’énergie potentielle est calculée entierement a ’aide des contributions atomiques et
continues dans les régions respectivement atomiques et continues. L’approche de couplage pro-
posée pour éliminer les forces fictives exige ’emploi d’un modele basé sur les bornes de Cauchy
afin de définir la réponse en contrainte dans le milieu continu. Ces modeles incorporent direc-
tement la structure des réseaux et les potentiels interatomiques de la description atomique leur
permettant de reproduire exactement la réponse d’un cristal infini et sans défaut, sujet aux
déformations finies et homogenes.
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Les cinématiques de couplage entre les champs a échelles grossiere et fine, par les opérateurs
d’interpolation et de projection, sont explicitement incluses dans 1’état de ’énergie potentielle du
systeme, qui provoque alors naturellement des expressions couplées des forces agissant a chaque
échelle. Le but d’employer les opérateurs de projection et d’interpolation pour faire la liaison
entre échelles grossiere et fine, combiné avec la minimisation directe des forces fictives, est de
permettre au cristal et aux mailles de se recouvrir arbitrairement. Par arbitraire, on veut dire
qu’aucune correspondance spéciale n’est exigée entre I’endroit des atomes ou l'arrét des cristaux
et les positions des noeuds ou les frontieres d’éléments dans le maillage d’EF.

1.5 Conclusion

Ces efforts confirment que la question de la fagon de diviser I’énergie dans la zone de couplage
atomique/continu nécessite d’étre posée correctement afin de maintenir l'intégrité des deux vues
de la déformation matérielle, atomique et continue, et d’obtenir des solutions précises. Tenant
compte des facteurs mentionnés ci-dessus, une approche couplant les milieux continus et discrets
est proposée. Dans celle ci les parametres mécaniques des éléments sont calculés d’une maniere
indirecte sans avoir recours au calcul de I’énergie potentielle, et par suite on peut échapper au
probleme de partition d’énergie dans la zone de transition. Deux applications sont envisagées
pour cette approche. En premier, un modele unidimensionnel de poutre sur appuis élastiques va
étre étudié en statique ainsi qu’en dynamique. La deuxiéme application porte sur un modele de
magconnerie en 2D.



Deuxieme partie

Approche mixte discrete-continue :
Modele de poutre 1D



Chapitre 2

Approches discrete et continue

E CHAPITRE est consacré a ’étude d’un modele de poutre unidimensionnel. Ce modeéle est
C étudié suivant deux approches : une approche discrete a l'échelle fine et une approche conti-
nue a [’échelle macroscopique. Aprés une étude théorique du modéle, le calcul est implémenté
dans un code MATLAB. Une famille de cas tests traitant des problémes de voies ferrées est pro-
posée. Une comparaison des solutions calculées a partir des deux approches est faite. Le chapitre
est clos par une conclusion qui illustre les cas ou l’approche continue ne remplace pas ’approche
discréte.
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2.1 Introduction

Dans l'objectif d’établir une approche générale de couplage entre les milieux discrets et
continus, capable de traiter par exemple les probléemes ferroviaires, un modele de voie ferrée
est proposé pour une étude suivant deux approches : discrete et continue. Dans la modélisation
des voies ferrées, le rail est considéré comme une poutre en flexion couplée avec la structure
d’assise en dessous. Pour simplifier la complexité des structures d’assise, nous supposons la
continuité et I'uniformité des différentes composantes (blochets, traverses, grains de ballast...)
dans la direction horizontale. Cette supposition conduit & un probleme de poutre posée sur
un enchalnement de systémes masse-ressort-amortisseur. Dans le modele proposé nous allons
considérer un seul ressort dans le sens vertical sans amortisseur et un ressort a comportement
élastique remplace un blochet, une traverse et les grains de ballast en dessous.

Une comparaison entre les comportements discret et continu est nécessaire. Elle permet de clari-
fier les raisons d’application d’une approche couplée. La différence entre le comportement discret
et continu met en question les capacités d’une approche continue a reproduire un comportement
identique a celui d’une approche discrete. Initialement, I’approche couplée suggérée est une ap-
proche continue avec un maillage a échelle grossiere. Dans les zones ou 'approche continue est
incapable de reproduire le méme comportement que le discret, le maillage est raffiné suivant des
criteres & définir. En effet, le fait de choisir une approche continue qui décrit 'approche discrete
a une échelle macroscopique comme approche de départ permet d’éviter toute réflexion d’onde
possible au passage entre ’échelle grossiere et ’échelle fine du maillage dans le cas dynamique.
La longueur d’onde adaptée a la taille des éléments grossiers est strement adaptée a celle des
éléments a I’échelle fine. Ce type de modele a déja été étudié par (Ricci et al., [35], Nguyen et
al., A2] et Nguyen et al., [A3]). On cite aussi les travaux de (Bodin et al., [B] Kerr et al., [29, B0I,
Dalaei & Kerr, [12] et aussi Grissom & Kerr, [22]).

Ce chapitre est consacré aux développements des deux approches discréte et continue et aux
simulations numériques des problemes des voies ferrées (usure des traverses, mauvaise répartition
des grains de ballast sous le rail etc ).

2.2 Position du probleme

Dans le but de donner une idée claire sur le comportement du ballast sous les rails d’un
TGV en 2D ou 3D, nous proposons un modele (1D) ou le rail est modélisé par une poutre
reposant sur des ressorts linéaires & comportement élastique comme les appuis de la poutre. La
raideur des ressorts peut étre tres différente d’une traverse a I'autre. Une charge F sollicite le
systeme. La charge est appliquée a une distance D de 'une des deux extrémités de la poutre.
Dans un premier temps, la charge est supposée fixe, on s’intéresse donc au probléeme statique.
Nous cherchons alors a calculer la fleche de la poutre ainsi que les efforts sous les traverses. Cette
solution est calculée a 'aide des deux approches.
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2.3 Approche Discrete

Nous utilisons le mot “discret” dans le sens ou le rail s’appuie sur un nombre discret de

ressorts (FigfZTl).

y

D Fi = —hku;
h

TTIIIiIII7.

Fi1a. 2.1. Poutre représentant un rail sous lequel les traverses et les grains de ballast sont
modélisés par des ressorts

L’équation d’équilibre statique s’écrit sous la forme suivante :

N
EIu®(z) + > hku(x;)d (z — ;) = Fé(z — D) (2.1)
i=1

Ou L = Nh est défini comme étant la longueur de la poutre. h et N représentent respectivement
la distance entre deux traverses et le nombre de traverses utilisées. Notons que la solution
microscopique est la configuration qui minimise I’énergie du systéme formé de la poutre, de N
ressorts et de la charge extérieure.

Dans le calcul numérique, des parametres mécaniques sont a déterminer tel que : la raideur
des ressorts k; a utiliser, le module d’Young du sol Fy,, le module d’Young de l'acier F,gier,
le moment quadratique d’une section du rail I, la valeur de la charge extérieure F', la distance
entre deux traverses h et la longueur de la poutre L.

A Paide du modele de Boussinesq utilisé pour le calcul de la distribution des contraintes et des
déformations dans le blochet et le sol -sur lequel repose le rail- sous une charge ponctuelle, la
valeur de la raideur microscopique peut étre calculée.

Prenons le cas simple ot ’on considére une force ponctuelle sur un blochet de dimensions bx e x e.
Cette force remplace le poids d’'un Wagon (160 KN par essieu). La solution de Boussinesq est
alors la déflexion verticale u; (sous le centre du blochet) en surface, qui résulte de la charge

F
appliquée <O‘ = E) ponctuellement sur le blochet (FiglZZ)). La déflexion u; est donnée par la

16(1-2v%) /S F
A~ V2= 2.2
i 31 Fyol T S (22)

v étant le coefficient de Poisson qui vaut environ 0.25, Fgo est le module d’Young du sol qui
varie entre 50 MPa et 100 MPa; et S est la section sur laquelle est appliquée la charge F et telle

formule suivante :

que S = be.
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Notons que la distance entre deux traverses h dépend des normes utilisées dans chaque pays. En
France, la SNCF T'a fixée a 60 cm.

Le blochet sur lequel s’appuie le rail est représenté dans la figure ci-dessous (FiglZ2l). Il a pour
dimensions b X e X e, avec b = 60 ¢m et e = 10 cm.

Fic. 2.2. Modéle de Boussinesq utilisé pour l’exemple d’un blochet

La raideur des ressorts supposés remplacer les blochets et les grains de ballast au-dessous, est
inversement proportionelle au facteur figurant dans I’équation [Z2) du fait qu’on ait F; = h k;u;.

Cette raideur s’écrit alors :
i 3IrEvVTS
VP

T 16(1—1v2) h (23)

La majorité des rails utilisés par la SNC'F sont du type Vignole (FigZ3]).

Fiag. 2.3. Section d’un rail Vignole

Considérons une section verticale du rail comme celle présentée dans la figure (FigZ3) et cal-
culons son moment quadratique nommé I par rapport a son centre de gravité G. Cette section
est décomposée en trois sous sections dont les surfaces sont notées A1, As et A3. G est le centre
de gravité de la section globale. Les distances du centre de gravité de chaque section au centre
G sont notées di, ds et d3. Le moment quadratique de chaque section est calculé a part puis le
théoréme de Huygens est appliqué afin d’obtenir la valeur du moment quadratique de la section
globale par rapport a I’axe passant par son centre de gravité G. Le centre de gravité G est calculé
par rapport a I'axe des x a ’aide de la formule suivante :

Vi — Aq (l5 + 14+ 0.5l2) + A, (l5 + 0.5l4) + As (0.5l5) (2 4)
“- Ay + Ay + Ay '
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Avec A1 = lyl3, Ay = ely et A3 = [1l5. Ensuite les distances dy, do et d3 peuvent étre calculées
en fonction de Yg; di = (I5 4+ Iy + 0.5l — YG'), do = (l5 + 0.5l4 — YG') et d3 = (YG — O.5l5).

En appliquant le théoreme de Huygens, 'expression du moment quadratique devient :

. l3 (12)3 e l43 ll l53 ) 9 9

1

2.3.1 Résolution analytique

Considérons deux éléments de poutre adjacents (FigfZdl), et appliquons sur I'un d’eux une
charge F' a une distance Y du premier noeud. La solution u(x) qui minimise 1’énergie microsco-
pique du systéeme formé par les éléments de poutre, les ressorts et la charge est calculée dans
cette section.

F
Y l
-
0

Fi1G. 2.4. Deuz éléments de poutre adjacents

Une relation entre deux vecteurs de parametres consécutifs doit étre établie. Un vecteur de
parametres contient les parametres de chaque noeud : déflexion, rotation, moment fléchissant et
effort tranchant.

Nous reprenons 'état d’équilibre statique établi dans I’équation (ZT]) et on calcule analytique-
ment la solution de cette équation différentielle de 4°¢ ordre.

En réalité, la dérivée de troisitme ordre présente une discontinuité sur l'intervalle [0, hq] sur
lequel la charge F' est appliquée. De plus, elle présente une discontinuité au point de passage
entre les deux segments.

Par conséquent :
{um(x) = A sur [0,Y7] (2.6)

uw'(z) = P sur [Y1 h]

Ou A et P sont deux constantes. En intégrant trois fois les deux égalités de I’équation (E2Hl), on
obtient un systeme de deux équations contenant 8 variables. Ce systeéme s’écrit :

3 x?
u(z) = AE + B? +Cx+D sur0,Y"] (2.7)

(x—m)? (x —h)?

u(x) = P : 5

+Q +R(x—h1)+ S sur [YT, h] (2.8)

Pour calculer les valeurs de ces 8 variables figurant dans les équations (1) et (28)), on suppose
que u, u', u” et v ont des valeurs connues au noeud 0, d’ott u(0) = D, v (0) = C, v (0) = B
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et uW(O) — A. A ces conditions aux limites, s’ajoutent les conditions de continuité au point

. . i " .. " L.
d’application de la charge “Y” sur u, u et u et la condition de saut sur u . Ces conditions de
continuités sont formulées par le systéeme suivant :

w(YT) = wu(Y")
u (YY) = o (Y)
YT = J(Y) (2.9)
Poa = L
EI

En utilisant les équations (7 et ZF]) aux noeuds (0, h) et “Y” point d’application de la charge,
nous obtenons les égalités suivantes :
Uy =T1 [A B C D"
Uy- =T, [ABC D"

2.10
U+ =T3[PQRS|" (2.10)
Up- =Ty [P QR S|"
Ot
Y3 Y2 T (Y —h)? (Y = h)?
0001 5 5 Y1 G 5 (Y — hy)
_ 0010]| ., |Y? ' (Y — hy)?
Ti=Ti=|, 100l 2=|% Y Ty = 5 (Y — hy) 1
1 0 0 0 Y 1 0 0 (Y — hy) 1 0
1 0 0 0 1 0 0
(2.11)
[ / ” " T
Upr = |u(0%) o' (07) o (07) u (oﬂ]
r / " m T
Uy- = v )u Y )H)u (Y )u (Y™
v = [u(r) W) W) W >]T o)
Ups = |lu(YH) o (YH) o (v+) o (Y+)]
r / _ " _ " _ T
Upe = |ulhD) ' (7)o (h7) " (7))

Nous utilisons ces égalités et les conditions de continuités pour établir une relation entre les

vecteurs Uy,- et Uy+. Elle s’écrit sous la forme matricielle suivante :

F
Up- =Ty T3 10T Uy + Ty T3 —

=7 (2.13)

Ou F est le vecteur force extérieure appliquée a la poutre : F = F'[00 0 1]T

En remplacant les coefficients de la matrice par leurs valeurs dans I’équation (ZI3), les variables
s’écrivent :

( " " F
P=u () =u (0)+—
EI ¥ —h)
Q _ u//(hl) _ u”(o)—{—hlu”l(o)_Fil
o 2.14
’ / " h2 ., (Y—h1)2 ( . )
R = u(h) = o/(0)+ k" (0) + iz (0) + F
2FT , 2EI ,
S = uh1) = u0)+h ul(O)—i—Lu”(O)—kL "’(O)_F(Y—hl)
S ' 2ET 6ET 6ET
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Une condition de saut entre deux éléments de poutre créée a cause du ressort de raideur k est
résumée par :

() = () = %u(hl_) (2.15)

En réalité u(0), u/(0), (—EIu"(0)) et (—ET«"(0)) désignent respectivement la déflection ug, la
rotation 6y, le moment fléchissant M et l'effort tranchant Tj.

En utilisant les équations (1) et (Z8) qui donnent la forme de la déflection u et en tenant compte
de la condition de saut (2I3), une relation entre le vecteur de force Fo1 = [Ty Mg Ty M;]" et
le vecteur de déplacement Ugy = [ug 0y u1 91]T peut étre formulée comme suit :

Fo1 =Kp1Ug1 + R (216)

Ou la matrice Kg1 et le vecteur de force R sont :

- 12 6 12 6 7 [ —2Y3 4+ 3Y2h —h3
E @ :E ? —Y3+2}}L/32h—Yh2
Koo=EI| B kb 50 o & | sR=F b y3 f23y2h (2.17)
E ]22 hg_ 6! %2 —Y3}fY2h
h2 h h2 h i 2 |

K1 est la matrice de rigidité. Elle dépend de la raideur des ressorts “k1” et de la distance entre
deux ressorts consécutifs “h”. Si la force extérieure est appliquée a 'intérieur du segment, nous
déduisons l'existence d’un vecteur R associé a la charge appliquée F.

La relation établie dans ’équation ([ZI6]) peut étre généralisée dans le cas d’une poutre reposant
sur N ressorts en considérant que la matrice de rigidité ne dépend que de k; et de h.

{ Fiit1 = Kiit1Ujir1 + R Charge appliquée a lintérieur du segment

2.1
Fiit1 = Kii+1 Uit Charge appliquée a I'extérieur (2.18)

2.4 Approche continue

A I’approche discrete décrite ci-dessus, une approche homogénéisée par rapport aux raideurs
des ressorts peut étre associée et par conséquent la réponse de la structure peut étre calculée
selon cette deuxieme approche dite continue (FigEZ0l).

La philosophie du probléeme revient au fait qu’a I’échelle microscopique, nous partions d’un tres
grand nombre de ddl, alors que 'homogénéisation sert a remplacer les morceaux ol 'on a des
ddls homogenes par un seul ddl, ce qui aura comme conséquence de réduire le temps de calcul
et le nombre de ddl nécessaires.

L’équation d’équilibre statique de ’approche continue se formule de la manieére suivante :

Elul(;l) + K (x)up, = F 6(x — D) (2.19)

Une relation entre les raideurs des deux approches (k; et K (z)) sera établie par la suite.
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Fic. 2.5. Modéle continu décrivant le modéle discret a une échelle macroscopique

2.4.1 Résolution analytique

Considérons la poutre reposant sur N appuis (FiglZll) et appliquons sur cette poutre une
force F' distante de D du premier noeud. Etant donné que la distance entre deux ressorts
consécutifs a I’échelle microscopique est h, alors pour que le calcul soit a une échelle macro-
scopique, les limites des expressions fonctions de h figurant dans I’équation d’équilibre statique
[Z3) sont a calculer quand h — 0.

Pour résoudre I’équation différentielle d’ordre 4 établie en (219 et calculer les limites des termes
fonction de h, effectuons un changement de variable a I'aide du vecteur V' qui s’écrit :

ron ///] T

V= [u u U U (2.20)

En dérivant le vecteur V et en remplacant sa dérivée V' par sa valeur dans I'équation différentielle
23, cette équation donne une autre équation du premier ordre. Elle s’écrit comme suit :
V=M@V +e e R* (2.21)

Ou M (z) est la matrice de raideur, et € est le vecteur lié & F. Ces deux quantités s'écrivent
sous la forme suivante :

0 1 00

0 010 _ F T

M (z) = 0 00 1 et € =57 [000 d(x—D)]
%) 0 0 0

N
- — 1
Notons que k (z) est la raideur microscopique qui s’écrit ; k (z) = ol Z hk; 6 (x — x;).
1=1

V (x) est la solution générale de I’équation ([ZZI]). Elle s’écrit comme suit :

V(z) = exp /M(s)ds a(x) (2.22)
0
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Si nous dérivons I'équation (Z22) par rapport a la variable z, nous obtiendrons :

CCZTZ = exp / M(s)ds| o (z)+ M(z)V(z) (2.23)
0

En identifiant les équations (ZZI, ZZ3), la valeur de o' () est calculée. Par intégration de cette
quantité, la forme de a(x) s’écrit comme suit :

T

y
a(z) = ag +/exp —/M(s)ds dy e (2.24)
0 0

T

L’intégrale / M (s)ds tend vers x < M =, ou < M > signifie la moyenne de M sur U'intervalle

0 zl.

Finalement, en remplagant «(x) par sa valeur dans (Z2ZZ), la solution ([Z22)) de I’équation
différentielle est réduite a la forme suivante :

Vz)=exp(@x <M =)ag+ <M ="t(exp(x <M =)—1) ¢ (2.25)

Si nous dérivons V (z) a partir de I’équation ([ZZ0)), elle aura la forme suivante :

V' (2) =< M = exp(x < M =) ag+expa < M = (2.26)

En remplacant le terme (< M > exp (x < M ) ap) de 'équation ([ZZH) par son équivalent
(V—-=<M ="1(exp(z < M ) — 1)€) de I'équation (ZZG), la nouvelle forme de la dérivée de
V(zx) s’écrit :

Vi(z)=<M>V+e (2.27)

Par simple identification entre les équations [ZZI] EZ27), la solution générale V (x) a la méme
forme en remplagant M (x) par sa moyenne < M > sur un intervalle [x — dz; x + dz|. En se
basant sur cette conclusion, la solution de I’approche homogénéisée sera identique a celle de
I'approche discréte en remplacant la raideur homogénéisée K par la moyenne locale des raideurs
microscopiques < k > sur un intervalle bien déterminé.

Pour mieux expliquer la relation établie entre les raideurs des deux approches, considérons une
zone de poutre de taille 2dX reposant sur un nombre discret de ressorts supposé égal a p

(Fig EZ9]).
Nous démontrons qu’en se placant a une échelle macroscopique la solution du syteme soumis a

une charge extérieure est voisine de la solution a une échelle microscopique, ce qui revient a dire
que la raideur macroscopique de cette zone tend vers la moyenne des raideurs microscopiques.

i=1

X+dX ,
En partant du fait que : FF = — <Z hkid(x— x,)) u(z) dx, cette intégrale s’écrit :
X—dX

Fa~—uh Zk
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X +dX

P rreryt

X —dX ¢

Fi1c. 2.6. Représentation des raideurs aux échelles micro et macro

2dX
La distance h entre deux ressorts a 1’échelle microscopique s’écrit : h = ——. En remplagant sa

24X &
valeur dans le terme de la force, celle-ci est réduite a la forme suivante : F' ~ —u —— E k;.
p
i=1

p

Une identification entre les deux expressions de F' nous ameéne & écrire : h > k; = 2dX <
i=1

ki == 2dX K(z), ou k; et (2dX K(z)) sont respectivement les raideurs microscopique et

macroscopique. Il est important de noter que cette relation ne peut qu’étre locale.

L’équation différentielle établie en [ZI) peut étre simplement résolue en remplacant < K =

— K
par K = % Cette équation s’écrit alors comme suit :
— 1
u (z) + K (z) u(z) — 70— D) =0 (2.28)

La solution générale de cette équation différentielle d’ordre 4 posseéde une forme exponentielle
dans le cas ou K (x) =< k > est constante sur un élément bien défini. Cette solution s’écrit :

u(zx) = ek ) [acos (pz) + Bsin(uz)] + e(—H2) [y cos (ux) + dsin (uz)] (2.29)

Ou a, 3, 7, § sont des parametres numériques a calculer sur chaque élément afin d’obtenir la
N K\*
solution du systéme macroscopique tout entier. A noter que pu = <Z> .

2.4.1.1 Calcul des parameétres

Dans cette partie, nous présenterons le calcul des parametres nécessaires pour trouver la
fleche minimisant I’énergie du systéme macroscopique. Les valeurs intiales de ces parametres «,
B, v et § sont supposées connues. Ces parametres sont regroupés dans un vecteur g qui s’écrit :

g=laB~a"

Sur I’élément suivant, ce vecteur contient d’autres valeurs et sera noté g. Il sera alors nécessaire
d’établir une relation entre g et g.
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En considérant un élément de longueur L, les parametres nodaux s’écrivent :

Sur Uintervalle [0, Lo :

u(@0) = a+~y
u'(0) = polla—=7)+(B+0)
u"(0) = 2uo”° (8- 9)

u”(0) = 2u0° [(B— ) + (6 + 7))

Alors la relation entre le vecteur de parametre Uy formé de la fleche u(0), de la rotation u (0),
du moment fléchissant — <EI u”(O)> et de l'effort tranchant — <EI uW(O)> s’écrit sous la forme

matricielle suivante :

U 1 0 1 0 a
| 0o | o 1o — ko Ho g _
Vo= o | = 0  —2u?EI 0 202 EI v | =Ty (2.30)
T() 2M03 El —2”03 EI —2M03 EI —2/1,03 El )

2.4.1.2 Conditions de continuité

Considérons deux morceaux voisins de longueurs respectives Ly et Lo (FiglZT).

F

v

[ @ @
0 r, 1 Ly 2

Fi1G. 2.7. Condition de continuité au noeud 1

Deux cas se présentent :

e 1 cas : Si la charge est appliquée a 'extrémité de la poutre (combinaison des deux
éléments de poutre), les conditions de continuité seront établies au noeud commun des deux
éléments (noeud 1). Ces conditions s’écrivent :

"

U = [u(E0) W ) o ) “W(Ll_)]T = |u(z) o (L) w (L) W (L]) e

D’une fagon similaire a Uy et g, une relation entre Uy et § peut étre établie. Elle se calcule
en identifiant la solution u(x) et ses dérivées au noeud L et s’écrit sous la forme matricielle

suivante :
Uup, @
_ | O | A
Uy = M, | T Ry ’E/ (2.31)
Ty 1)
Ou
ab ac bd dc
R, — tio (ab — ac) tio (ac + ab) — o (db + cd) tio (db — cd)
4T 2u0 EI ac —2p02 ET ab —2u02 EI cd 2002 ET bd

210% ET (ac+ ab) —2uo® EI (ab—ac) —2uo® EI (db—cd) —2uo® EI (db+ cd)
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Avec a = exp (uo Lo), b = cos (pg Lo), ¢ = sin (g Lo) et d = exp (—puo Lo).

La matrice R4 est calculée en utilisant la solution générale de I’équation différentielle u(z) et
ses dérivées v, u” et v au noeud L. En utilisant les égalités dans les équations (230 et EZ3TI),
une relation entre Uy et Uy, est établie :

U,=RyR3 'Ry R, Uy (2.32)

Ou Ry et Ry sont les matrices calculées dans ([Z30 et 2Z3T]), Ry et R3 sont deux matrices qui lient
respectivement le vecteur Uy - a g et Uy+ au vecteur g. Elles sont représentées par le syteme
suivant :

Uy- = Ryla B~y d]"
L5 2.33
{Uy+233[0575]T (2.53)
Ry et R3 ont la méme forme que la matrice R4 mais dans les parametres a, b, ¢ et d, le terme

de Ly sera remplacé par le terme Y.

Dans notre cas Ry = R3, alors la relation en (Z32)) devient :

U,=RiR U (2.34)

e 2°M€ cag : si la charge est appliquée & l'intérieur de la poutre (au noeud 1), dans ce cas les
conditions de continuités établies dans ’équation (ZI0) s’ajoutent aux équations (230 et ZZ3TI)
pour établir la relation entre Uy et Uj. Cette relation devient :

F
U,=Ry R 'Uy+ Ry Rz~ =7 (2.35)

Finalement, nous généralisons les équations (Z34]) et ([Z3H) pour une poutre reposant sur N
segments de raideur Kj;.

F
_ —1 N 9 s . Y 414
{ Ui = RiRi'Ui+ Ry R; ol Charge a l'intérieur de ’élément (2.36)

Uiyi = Ry RT'U; Charge a I'extérieur de ’élément
La relation entre le vecteur de force Fyj1q = [T; M; Ti41 Mi+1]T et le vecteur de déplacements

et de rotations Uiy = [u; 0; uiqq 0i+1]T est calculée a ’aide des méthodes de calcul numérique
dans le code MATLAB.

2.5 Simulations numériques

2.5.1 Algorithme de résolution
L’algorithme de résolution des deux approches est décrit ci-dessous (FigZH]). Il a été implémenté
dans un code MATLAB.

Dans cet algorithme, on procede tout d’abord au calcul de toutes les matrices de rigidité
K (7,7 + 1) entre chaque paire de deux noeuds consécutifs. R(7) est un vecteur lié a l'existence
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[ Calcul des matrices K(i,i+1)}

Y
[ Calcul des matrices K(1,i)}

[ Imposer les conditions aux Iimite%

Si (i<c) | Si (i>c & i=c)

|

Résolution‘ du sytéme Résolution du sytéeme
F(i,i+1)=K(i,i+1)U(i,i+1) F(i,i+1)=K(i,i+1)U(i,i+1)+R(i)

[Calcul des paramétres de chaque noeld

FiG. 2.8. Algorithme de résolution numérique

de la force extérieure F' appliquée au noeud c. Cette quantité est égale a zéro sur les segments
situés a gauche de la force F'.

Pour rendre le probleme plus flexible, les matrices de rigidité entre le premier noeud et les autres
noeuds sont établies numériquement. Une fois toutes ces matrices établies, les conditions aux
limites sont imposées. Par exemple, les deux extrémités de la poutre sont encastrées, d’ou le
vecteur de déplacement Uy, = 0. Ainsi en résolvant le systéme linéaire Fij11 = K41 Ujira,
nous calculons les valeurs du vecteur force au premier et dernier noeuds Fi, et de la méme
maniere s’enchaine le calcul des autres parametres nodaux.

Dans le cas ou la force extérieure est prise en compte, le systeme d’équations linéaires a résoudre
devient :Fjir1 = Kji1 Uiipr + Ry

2.5.2 Valeurs des parametres mécaniques

Les parametres mécaniques et numériques utiles (Sec23)) pour les simulations numériques
des deux approches sont les suivants :

e Le module d"Young du sol est évalué a : Eg, = 50 a 100 MPa et celui de la poutre en acier
est : Facier = 210 MPa.

e La distance entre deux traverses selon la SNCF est A = 0.6 m.
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e La raideur des ressorts microscopiques calculée a l'aide du modele de Boussinesq dans le
cas d'un sol trés raide ol le module d’Young vaut E = 100 MPa, donne : k = 5.10° (N/m).

e La longueur de la poutre mise en étude est L = 120 m, d’ou le nombre de noeuds utilisés
a I’échelle microscopique est N = 200 noeuds.

e Le moment quadratique d’une section droite de la poutre considérée de type Vignole a
pour valeur I = 1,65.107° m?.

e Nous terminons par la valeur de la force a appliquer sur la poutre qui est estimée a la
moitié du poids d’un essieu, soit F' =80 KN.

Parametres Valeurs Unités
Module d’Young de I'acier [51] Facier = 210 GPa
Moment quadratique d’une section I=1,65.10"° m?
Charge extérieure [43] et [50] F =280 KN
Longueur de la poutre L =120 m
Distance entre deux traverses h=0.6 m
Raideur discrete [A2] k=10* + 5.10° N/m
Raideur macroscopique K =<k> N/m
Rapport entre le nombre de EDs et ECs | R = 1,2, 3,4,7,9
Masse par unité de surface pS = 60.3 Kg /m

TAB. 2.1. Paramétres mécaniques et numériques utilisés dans les simulations

ED et EC sont respectivement les abréviations d’un Elément Discret et d’un Elément Continu.

2.5.3 Validation numérique

Dans un premier temps, un simple cas test pour s’assurer de la consistance des approches
utilisées pour résoudre le modele 1D est proposé. Pour ce faire, considérons un cas tres simple
ol la solution analytique est facile a calculer. Soit une poutre fixée a 'une de ses extrémités, et
a lautre extrémité appliquons la charge F'. Par un simple calcul de poutre, nous calculons la
valeur de la déflexion Ugypaiytique qui s’écrit :

F
Uanalytique = 6E3—I z? (3L - x) (237)

Concernant les deux approches numériques, les conditions aux limites a imposer se résument par
le blocage de la déflection et de la rotation du premier noeud. Nous supposons de plus que la
raideur des ressorts est nulle. Ainsi, nous en déduisons la valeur de la déflexion numériquement
et nous la comparons a celle analytique (FigZdI).

2.5.4 Classe des cas tests numériques

Apres la validation de I'implémentation des deux approches, nous cherchons un régime de
parametres pour lesquels la solution est irréguliere en faisant une comparaison entre les com-
portements discret et continu. L’étape suivante consiste a identifier I’approche continue corres-
pondante a celle discrete, et qui remplace cette derniere lorsque la solution est réguliere. Pour
ce faire, nous implémentons les cas tests des problemes sur le rail de chemin de fer.
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Comparaison entre la fleche dans les différentes approches
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Fleche aux noeuds (mm)

-14

— %= Approche Discreéte
-16 - =] Approche Continue
-o- Approche Analytique
_18 Il Il Il

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Positions des noeuds (m)

FiG. 2.9. Validation numérique du modéle proposé; fleche calculée dans les différentes ap-
proches ; discreéte, continue et analytique

Tout d’abord, on implémente des cas simples ot on a des raideurs homogenes de faibles valeurs,
également des raideurs a valeurs élevées. Nous traitons par exemple 'existence d’une traverse
qui repose sur du vide, ce qui signifie une hétérogénéité au niveau des raideurs dans les simu-
lations numériques. Le cas ou des traverses consécutives sont usées ou présentent une certaine
irrégularité (absence ou mauvaise répartition des grains de ballast sous les traverses) est modélisé
par une zone de faiblesse au niveau des raideurs dans les simulations numériques. Nous pouvons
aussi étudier le cas des hétérogénéités oscillantes a une période variable.

Il serait intéressant de regarder pour chaque cas test traité, la différence entre les deux approches
au niveau des différents parametres du probléme, pour pouvoir distinguer les cas irréguliers ou
le couplage entre les deux approches sera nécessaire. Pour chaque cas, plusieurs tests sont établis
en fonction d’un parametre trés important qui est le rapport entre le nombre d’éléments discrets

et celui des éléments continus. Ce rapport noté ratio = Votel varie entre 1 et 9.
Une étude de l'influence de la taille de la zone de faiblesse sur la différence entre les deux

approches serait aussi intéressante.

2.5.4.1 Différence entre les deux approches

Il est important de noter que la différence entre les résultats des deux approches est évaluée
en calculant I'erreur e entre les différents parametres d’un noeud. Cette erreur se formule de la
fagon suivante :
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N

5ot u
e La différence dans le calcul de la fleche entre les deux approches est : e = Zle—
> |uif|
i=1
N d
Z ‘61 - azc|
e Pour les rotations cette différence s'écrit : e = =1
d
> 0
i=1
X d
> | M = M|
e Au niveau des moments fléchissants, la différence se formule : e = =1 ~
> M
i=1

Les parametres notés (d) sont propres a l'approche discrete et ceux notés (¢) sont propres a
I’approche continue.

Il est & noter que les efforts tranchants ne sont pas des parametres homogénéisables a cause de
la, discontinuité existante lors du passage d’un noeud & un autre, formulée par : 7T = T~ + F.

2.5.4.2 Raideurs homogénes a valeurs élevées

Dans ce premier cas test, nous proposons de tester un cas simple ou les raideurs sont ho-
mogenes a valeurs élevées. La valeur de la raideur élevée correspond, d’apres la solution de
Boussinesq établie dans la section @), & & = 5.10° (N/m). Les conditions aux limites pro-
posées dans ce cas test sont le blocage des deux extrémités de la poutre. Ceci revient a dire que
les déflexions et les rotations du premier et du dernier noeud sont nulles.

La déflection obtenue a une allure bien pointue et la zone affectée est bien celle ou nous ap-
pliquons la force extérieure F. Nous remarquons un bon accord entre les différents parametres,
avec une légere différence quand le ratio augmente. Nous constatons a peu pres 4% de différence
pour un ratio = 9 au niveau des fleches, des rotations et des moments fléchissants. Les courbes
de la figure (FiglZI0) illustre la concordance parfaite entre la fleche calculée a partir des deux
approches.
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0.05
- = Approche discrete
———  Approche continue
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Fi1G. 2.10. Comparaison entre la fleche calculée par les deux approches discréte et continue;
Rapport (ED/EC = 1)

2.5.4.3 Raideurs homogeénes a faibles valeurs :

Dans ce deuxieme cas test, les raideurs des ressorts sont considérées homogenes a faibles
valeurs. Le rapport entre les raideurs a faibles valeurs et celles & valeurs élevées est de 'ordre
de 10%.

Contrairement aux tests précédents, I'allure de la fleche est bien aplatie, et la zone influencée
par D'action de la force extérieure est étendue sur toute la poutre, ce qui n’est pas faux du point
de vue physique puisque le sol en dessous du rail est considéré mou.

Une bonne concordance au niveau de tous les parametres, entre les deux approches est encore
signalée. La différence remarquée entre les parameétres des deux approches dans le cas précédent
lors de I'augmentation du ratio est moins importante dans ce type de cas tests ou on peut
constater une différence qui ne dépasse pas les 2%. Les courbes (FigfZTTl et FigZT2) illustrent
la bonne concordance entre les rotations des noeuds ainsi que la légere différence entre la fleche
calculée a partir des deux approches.
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Fic. 2.11. Comparaison entre les rotations calculées par les deux approches discréte et continue ;
Cas des raideurs a faibles valeurs Rapport (ED/EC = 3)
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Fia. 2.12. Zoom qui montre la légére différence entre la fleche calculée par les deux approches
discréte et continue; Cas des raideurs a faibles valeurs Rapport (ED/EC = 3)
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Cas des raideurs a faibles valeurs
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F1G. 2.13. Erreurs entre les fleches, les rotations et les moments fléchissants calculées a partir
des deux approches discreéte et continue ; Raideurs a faibles valeurs

La courbe (FiglZI3)) montre la légere différence dans le calcul de la fleche, de la rotation et du
moment fléchissant par les deux approches.

2.5.4.4 Raideurs homogénes par morceau

Dans ce type de test, une zone de faiblesse dans le sens ol on considere des hétérogénéités
au niveau des raideurs est créée au voisinage de la charge extérieure. Loin de la charge F', les
raideurs sont considérées homogenes a valeurs élevées. Plusieurs positions de la charge sont
encore testées.

Dans un premier temps, I’hétérogénéité est considérée juste au point d’application de la force F
et on fait varier en méme temps le rapport entre le nombre d’éléments discrets et continus.

A noter que le fait d’avoir des hétérogénéités ne signifie pas que la solution continue de ’équation
différentielle (ZZ29) ne peut plus garder sa forme exponentielle. La solution, bien au contraire,
a une forme exponentielle car la raideur est toujours considérée constante sur chaque élément
macroscopique en question.

Au niveau des parametres nodaux, une différence est remarquée entre les deux approches. Cette
différence varie et devient trés importante au fur et a mesure que le ratio augmente. A titre
d’exemple, pour un ratio = 3 (le nombre d’ED est trois fois le nombre d’EC), la différence entre
les deux approches au niveau de la fleche est de 36%.

Cette différence dépend aussi de la valeur de la raideur hétérogene, plus le rapport entre les

Kiaible

raideurs homogenes et hétérogenes augmente ( = 102), plus la différence entre les com-

faible
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portements discret et continu augmente. La courbe (FiglZT4)) illustre cette différence sensible.
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Fia. 2.14. Comparaison entre la fleche calculée par les deux approches discréte et continue ; Cas
d’une zone de raideurs faibles Rapport (ED/EC = 3), force appliquée au milieu de la
zone faible qui s’étend sur lintervalle [55; 65](m)

Toujours dans le méme cas test, mais cette fois-ci nous varions la taille de la zone hétérogene.
Ce que nous entendons par la taille de la zone hétérogene, c’est le nombre de noeuds qui ont
des raideurs a faibles valeurs (K = 102N/m) au voisinage de la charge appliquée ; par exemple
une zone de taille 5 veut dire que le nombre de noeuds discrets hétérogenes est égal a 5 de
chaque coté du point d’application de la force F' et le nombre de noeuds continus dépend du
ratio considéré entre le nombre d’éléments discrets et continus (FigZTHl).

F1G. 2.15. Zone faible [c — 1; ¢ + 1] pour lapproche continue; [c — 4; ¢ + 4] pour l'approche

ED
discréte. Ratio | ——= | = 4
1screte aZO(EC’)
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C

> ki

c—4

La raideur continue est la moyenne locale des raideurs discretes. Elle s’écrit : < K > =
NED
ol c est le numéro du noeud sur lequel est appliquée la charge extérieure F' et ngp est le nombre

des ED dans ’élément fini.

Pour montrer I'intérét du ratio entre les ED et les EC, la figure (Fig2ZI6l) représente la différence
dans le calcul de la fleche, de la rotation et du moment fléchissant entre les deux approches, et
ceci en gardant la méme taille de la zone d’hétérogénéités.

Cas des raideurs avec une zone de raideurs a faibles valeurs

0-97 =% Déflexion aux noeuds ‘ ‘

—#— Rotation des noeuds
Moment fléchissant

0.8

4 5 6 7 8 9

Ratio entre le nombre d’élements discrets et continus

erreur commise entre les différents parametres d’un noeud

Fi1a. 2.16. Désaccord sensible entre les fléeches, les rotations et les moments fléchissants calculées
par les deux approches discrete et continue ; Cas d’une zone de raideurs hétérogénes
au voisinage de la charge appliquée

2.5.4.5 Influence de la taille de la zone de faiblesse

Nous gardons 'hypotheése d’une zone de raideurs faibles et nous testons 'influence de la taille
de cette zone en faisant varier en méme temps le rapport entre le nombre des éléments discrets
et continus.

Quant au ratio, il a été remarqué que lorsque ce rapport augmente, le désaccord entre les deux
approches devient de plus en plus important et cela en fixant la taille de la zone faible juste au
point d’application de la force. Cependant, en augmentant la taille de cette zone, le désaccord
commence a diminuer de telle facon a avoir un bon accord quand la taille de la zone faible devient
significative par rapport a la taille de la poutre mise en étude. Plusieurs tests ont été faits pour
réaliser cette conclusion. Ci-dessous les figures (217 et ZT8]) mettent en évidence 'influence de
la zone d’hétérogénéité.
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Cas d’une zone de raideurs faibles ratio (%) =3
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FiG. 2.17. Influence de la taille de la zone de raideurs faibles sur la concordance entre les fleches,
les rotations, les moments fléchissants et les contraintes dans les ressorts
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Fia. 2.18. Influence de la taille de la zone de raideurs faibles sur la concordance entre les fléeches,
les rotations, les moments fléchissants et les contraintes dans les ressorts
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2.5.4.6 Raideurs oscillantes

Dans ce type de cas test, la raideur microscopique k; est considérée comme une fonction oscil-

lante : o ih
ki = <cos ( T > + 1) x 10° + 104 (2.38)

3

Cette fonction oscillante a une période qui vaut 3. Tout d’abord on teste les deux approches en
considérant le méme nombre de noeuds et en supposant que la raideur macroscopique K oscille
de la méme maniere que k; (Z385).

Nous observons une bonne concordance entre tous les parametres des deux approches. La figure
(FiglZTJl) montre la bonne concordance entre les contraintes dans les ressorts calculés par les
deux approches.
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F1a. 2.19. Concordance parfaite entre les contraintes dans les ressorts; Rapport(ED/EC = 1)

Cependant, en augmentant la valeur du parametre ratio, un désaccord entre les parametres
mécaniques des noeuds se manifeste et évolue au fur et & mesure avec le ratio. Plusieurs tests
ont été faits en faisant varier le ratio afin de mettre en évidence la différence remarquée. La
figure (FiglZ20l) montre ’évolution de cette différence.
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Cas des raideurs oscillantes
0.8 — \ \
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Fi1G. 2.20. Désaccord sensible entre les fleches, les rotations et les moments fléchissants calculées
par les deux approches discréte et continue; cas des raideurs oscillantes

2.5.4.7 Raideurs hétérogenes

Considérons une poutre modélisée par 31 noeuds discrets et supposons que le rapport entre
le nombre des éléments de ’approche discréete et de son équivalente continue est de 3, alors
le nombre d’appuis dans le cas continu est égal a 11. Pour les raideurs discretes, considérons
une distribution hétérogene des raideurs variant entre 102 (N/m) et 10* (N/m). Les raideurs
de I'approche continue sont les moyennes locales de celles discretes sur chaque zone ou l'on
a une série de raideurs discretes homogenes. La figure (Fig2ZZIl) représente la poutre dont le
comportement va étre simulé a I’aide des deux approches.

TF
 EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEELEEEEEL.

* F
i 10* (N/m) i 10* (N/m) i 10% (N/m) i 10* (N/m) i 10% (N/m) i 10% (N/m) i 10" (N/m) i 10% (N/m) i 10* (N/m) i 10* (N/m) i
6 11

1

Fic. 2.21. Exemple d’une poutre modélisée par 31 noeuds discrets et son équivalent continue
modélisée par 11 noeuds

Nous pouvons conclure de ce cas test que lorsque nous avons un systeme qui présente des
hétérogénéités, le comportement continu differe sensiblement de celui discret. L’allure des courbes
représentant les fleches dans la figure (FiglZ22)) est aplatie et cela revient au fait que la taille
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de la poutre étudiée est petite et par conséquent qu’elle est influencée par 'action de la charge
extérieure.
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Fi1Gc. 2.22. Fléche d’une poutre obtenue par les approche discréte et continue; Cas des raideurs
hétérogénes avec un rapport ED/EC = 3

2.5.4.8 Raideurs arbitraires

Finissons les cas tests par le cas d’une répartition arbitraire des raideurs sous la poutre. La
raideur microscopique est considérée comme une fonction arbitraire variant entre deux limites
de ki, (kmin et kmaz). Cette fonction s’écrit :

ki = (kmaz — kmin) X rand(n, 1) + kpin (2.39)

Ou rand(n, 1) désigne un vecteur de n variables de valeurs arbitraires comprises entre 0 et 1.

Pareillemment aux tests précédents, faisons varier le rapport entre le nombre des éléments des
deux approches et calculons a chaque fois la valeur de la différence entre les résultats donnés
par les deux approches. Une différence sensible a été observée et cette différence est propor-
tionnelle au ratio. Pour un ratio = 4, nous observons plus de 30% de différence entre les deux
comportements. Ci-dessous les deux figures (2223 et ZZ24]) mettent en évidence cette différence.
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2.6 Conclusion

Dans un premier temps, notre travail a consisté a trouver les cas ou le remplacement d’une
approche discréte par une approche continue pour la modélisation du comportement du modele
de poutre ne donne pas un comportement identique pour celle-ci sous ’action d’une charge
extérieure. Dans le cas présenté, ’étude exacte du comportement de notre modele 1D nécessite
I'utilisation d’une approche discrete a 1’échelle microscopique pour obtenir la réponse du systeme
en chaque noeud et ainsi le comportement global du systeme.

Dans le cas ot les résultats donnés par les deux approches sont identiques, I’approche continue
peut remplacer 'approche discrete. Il est alors inutile de se placer & une échelle microscopique
pour pouvoir appréhender le comportement du systeme.

Apres avoir manipulé plusieurs cas tests, nous pouvons en déduire que lorsque nous disposons
d’un rail qui ne présente aucunes hétérogénéités au niveau des traverses ou que lorsque le ballast
est bien réparti sous les rails, ’approche continue peut remplacer convenablement 1’approche
discrete. Ceci reste valable méme si le nombre d’éléments discrets est beaucoup plus important
que le nombre d’éléments continus.

Dans le cas ou des hétérogénéités sont présentes dans certaines zones sous le rail, nous consta-
tons que les deux approches conduisent & des résultats différents, surtout lorsque le rapport
entre le nombre des éléments des deux approches augmente. Cette différence s’illustre plus par-
ticulierement dans les zones présentant des hétérogénéités. Nous constatons que dans ces zones,
I’approche discrete doit étre utilisée et que dans le reste de la structure nous pouvons se contenter
de I'approche continue qui (il est important de le noter) nécessite moins d’éléments.

Dans le cas des raideurs oscillantes, nous concluons sur une différence sensible entre les deux
approches surtout lorsque le rapport entre le nombre d’éléments des deux approches est tres
élevé. Dans ces zones, il est conseillé d’utiliser ’approche discréte pour mieux approcher le
comportement du systeme sous ’action d’une charge extérieure.

L’étape suivante consiste a procéder a un couplage entre les deux approches. Cette approche
couplée doit étre utilisée lorsque les deux approches donnent des résultats différents dans des
zones localisées.



Chapitre 3

Approche mixte discrete/continue :
Etude statique

E CHAPITRE porte sur [’étude statique du modéle de poutre unidimensionnel a partir de
Uapproche couplée. Dans un premier temps un critére numérique de couplage est propose.
Ensuite la solution du systéme est calculée a l'aide de l'approche mizte et comparée a celle de
Uapproche discréte. Plusieurs cas tests sont manipulés dans le code MATLAB pour mettre en
évidence la pertinence et lefficacité de cette approche mizte, que cela soit en terme de temps de
calcul ou dans la réduction du nombre de degrés de liberté.
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3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, un modele de poutre unidimensionnel a été étudié a partir deux
approches discrete et continue. Plusieurs cas tests numériques des problemes de voies ferrées
ont été étudiés. Dans certains cas (hétérogénéités au voisinage de la charge appliquée, raideurs
oscillantes etc), 'approche continue n’a pas été capable de reproduire le comportement discret et
particulierement dans les zones de ces hétérogénéités. Dot la nécessité de proposer une approche
mixte couplant le discret et le continu et qui soit capable d’approcher le comportement discret
du modele.

L’échelle de base de ’approche couplée est macroscopique, ou la taille des éléments est grossiere.
Des criteres de couplage (développés plus tard) sont appliqués au calcul des parametres des
noeuds macroscopiques. Dans des zones locales ou le comportement n’est pas identique a celui
discret, un raffinement des éléments a 1’échelle grossiere va étre nécessaire. Ce raffinement est
appliqué jusqu’a ce que I’échelle des éléments devienne microscopique ou plutét celle des éléments
discrets. La figure (FigBd)) montre une simulation de cette approche couplée et des endroits
d’application de chaque approche.

N; Hétérogénéités locales N;

- - - - - - - -

[
[
[

- e W - -’

Approche discréte Approche continue

Fi1Gc. 3.1. Simulation de l’approche couplée proposée

Ensuite, une description détaillée de l’approche couplée discréte/continue est présentée. Dans
un premier temps, des criteres de couplage sont proposés. Ensuite 'algorithme numérique de
résolution de ’approche est le sujet de la section suivante. Des cas tests étudiés dans le chapitre
précédent font le coeur de la validation numérique et mettent en évidence les avantages de I'ap-
proche mixte (reproduction correcte du comportement global du modele, réduction du nombre
de degrés de liberté, réduction de temps de calcul etc).

3.2 Outils numériques de couplage

Pour pouvoir appliquer I’approche mixte, des outils et des criteres de couplage doivent étre
proposés. Ces criteres nous guident dans les zones ou I'application de I'approche discrete est
nécessaire pour une bonne reproduction du comportement.

Nous considérons un exemple déja étudié dans le chapitre précédent. Il est nécessaire que
I’exemple choisi présente une différence entre les comportements discret et continu. Pour ce
faire, nous choisissons ’exemple ou des raideurs hétérogenes sont considérées au voisinage du
point d’application de la charge extérieure.

A partir de la description discrete du modele, nous déduisons la description géométrique de
I’approche macroscopique. La taille des éléments est le quadruple de celle d’un élément discret.
Au départ, le calcul des parametres nodaux se fait a 1’aide de 'approche continue. Une fois le
calcul fait, une paire quelconque de noeuds est choisie. Ensuite, les valeurs des efforts continus
des deux noeuds (effort tranchant et moment fléchissant) sont choisies comme conditions aux



3.2 Outils numériques de couplage 78

limites dans le calcul de 'approche discréte correspondante. Ainsi, le comportement du modele
de poutre est résolu suivant une approche discrete en partant des données continues.

{ T = T et T T~ 51)

M} = M) et M7\ = M)

1 et j représentent respectivement les numéros d’un noeud continu et son équivalent discret
(FigBBZ). T} est leffort tranchant discret de 1'i®™® noeud.

FI1G. 3.2. Elément de poutre [m — 1; m] pour l’approche continue; [m — 4; m| pour ’approche

discréte. (Ratio ED/EC = 4)

Pour valider le calcul discret approché, a partir des données continues, un calcul discret exact
est fait. La comparaison entre les solutions discrete exacte et approchée montre une concordance
presque parfaite. Les courbes de la figure (FiglB3]) montrent cette concordance (rapport ED/EC
=4).
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Fi1G. 3.3. Comparaison des fléche calculées a partir des approches discréte et discréte interpolée
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3.2.1 Erreur sur les déplacements

Considérons le méme exemple déja traité dans la section précédente ([B2). Considérons un
élément de poutre formé par deux noeuds modélisé a ’aide de 'approche continue. Son équivalent
en approche discrete dépend évidemment du ratio (rapport des EDs et continus). Nous calculons
tous les parametres de chaque noeud en utilisant I’approche continue. Sur ’élément de poutre
considéré, les valeurs des forces aux noeuds extrémes, sont extraites.

Supposons une égalité entre les efforts calculés a ces noeuds suivant les deux approches, puis
intégrons les valeurs des efforts continus dans I’approche discréte et tournons le calcul discret.
Grace a cette astuce, nous calculons les valeurs des parametres de chaque noeud en utilisant
I’approche discrete ainsi que ceux de I'élément de poutre considéré. Sur un élément de poutre
[n — ratio n], nous calculons la différence entre les fleches et les rotations calculées de deux
maniéres différentes : calcul exact & partir de I"approche continue (notée Uy) et calcul approché
a partir de approche discréte utilisant des données continues (noté Ud). Cette erreur s’écrit de
la maniere suivante :

2 . ~ .
> |Uh ~ O

el = 5 ' (3.2)
> U]
i=1
Un = [up Hh]T est le vecteur des déplacements calculé a partir de ’approche continue aux noeuds

extrémes de 1'élément de poutre et Uy = [tg éd]T est le vecteur de déplacement calculé a partir

de ’approche discrete.
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Fi1G. 3.4. Erreur entre les fleches d’une part et les rotations d’autre part calculées a partir des
approches continue et discreéte approchée
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Les courbes de la figure (FiglB4l) montrent I’évolution de l'erreur dans le calcul des fleches et
des rotations en fonction du ratio.

Sur la figure (FiglBHl), est représenté I’élément de poutre quelconque sur lequel le vecteur de
déplacement Uy a été calculé en utilisant ’approche continue, et le vecteur Uy calculé a ’aide
de I'approche discrete approchée.

c—1 c

Uy, ‘ Uy,
c—1 _ c | C
05 c-1 o5
——————————— ) - - - - - - - - - - -
~c—4 c
Uy Ug
65 | éci
c-4 c

FiG. 3.5. Vecteurs de déplacement Uy, et Uy sur un élément de poutre. Ratio (ED/EH)=/

Un autre calcul de 'erreur entre les parametres mécaniques est présentée. Pour les valeurs des
parametres de ’approche discrete, elles sont les mémes que celles calculées dans la premiere
méthode. Cependant, pour les parametres de I’approche continue, ils sont calculés par interpo-
lation. Connaissant la forme de la solution exacte de ’approche ([Z2Z9), nous calculons le vecteur
[ B 7y &] sur le segment désigné et ainsi les parametres de Uy, de chaque noeud sont calculés par
interpolation.

u(z) = e(no) [acos (px) + Bsin (px)] + el=re) [y cos (nx) + dsin (pz)] (3.3)

1
4

7 ) K = Vo et K est la raideur macroscopique homogene, E est le module
d’Young de l'acier et I est le moment quadratique d’une section de poutre.

Ou p =

La nouvelle forme de 'erreur s’écrit alors :

e =L (3.4)

Les courbes de la figure (FigB0l) montrent 1’évolution de I'erreur absolue sur I’élément de poutre
[n — ratio ; n|] de la fleche et de la rotation.

Dans les simulations suivantes, le critere de couplage a considérer est celui calculé a ’aide de la
premieére formulation établie a I'équation (B2). Sur la Figure (FiglB@l), nous constatons que la
deuxieme formulation manque de précision par rapport a la premiere.
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=—@— Erreur sur la rotation
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F1G. 3.6. Erreur entre les fléches d’une part et les rotations d’autre part calculées a l’aide d’une
interpolation de l’approche continue et de ’approche discréte ayant comme conditions
aux limites les efforts continus

3.3 Algorithme de résolution

L’organigrame de l’algorithme de résolution de l'approche couplée est représenté dans la
figure (FigB). A partir de la description discrete du modele, une description macroscopique
est déduite. L’échelle de base de I'approche couplée est alors macroscopique et la taille des
éléments est grossiere. Le rapport entre la taille d’un élément continu et d’un autre discret peut
aller jusqu’a 9.

Une fois les conditions aux limites imposées, nous procédons au calcul des parameétres mécaniques
sur le premier noeud continu. Sur ce noeud, nous appliquons les criteéres de couplage (SecZ3]).
Si la différence entre les valeurs de la fleche et respectivement de la rotation calculées a partir
des deux approches continue et discrete approchée, est inférieure a 10 %, le calcul se poursuit
en gardant la méme échelle macroscopique. Dans le cas contraire, nous raffinons ’échelle de
discrétisation en diminuant la taille de I’élément continu. Les critéres de couplage sont & nouveau
appliqués sur les nouveaux ddls créés. Tant que la différence au niveau des fleches et des rotations
est supérieure a 10%, I’échelle doit étre raffinée jusqu'a ce qu’elle soit identique a celle de
I’approche discrete.

L’objectif de cet algorithme est de créer une approche qui utilise a la fois une échelle grossiere
dans les zones homogenes et une échelle fine dans les zones hétérogenes.
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Fi1a. 3.7. Organigrame de l’approche couplée discréte/continue

3.4 Simulations numériques

Cette section est consacrée aux simulations numériques de l'approche couplée. Dans un
premier temps, une validation numérique de ’approche mixte est proposée. Ensuite, nous nous
intéressons aux cas tests étudiés dans le chapitre précédent ou les deux approches discrete
et continue ne donnent pas un comportement identique du modele sous 'action d’une charge
extérieure.

3.4.1 Validation avec un calcul semi-analytique

Nous reprenons ’exemple de la zone d’hétérogénéités locales au voisnage de la charge ap-
pliquée. Nous implémentons un calcul spécial d’une approche couplée oul nous proposons d’uti-
liser 'approche discrete le long de la zone hétérogene, et dans le reste de la structure ’approche
continue est utilisée. Le but de ce test est de valider numériquement I'implémentation de I'ap-
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proche couplée. Les courbes de la figure (FigB8]) montrent une concordance parfaite entre la
solution couplée et celle discrete au niveau de tous les parameétres.
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Fia. 3.8. Validation numérique de ’approche couplée : Concordance parfaite entre la solution
discreéte et couplée. Cas d’une zone hétérogéne avec un ratio (ED/EC = 3) et une force
appliquée au miliew de la zone faible qui s’étend sur lintervalle [55; 65] (m)

3.4.2 Famille des cas tests
3.4.2.1 Raideurs homogeénes par morceaux

Considérons 'exemple de poutre avec une zone de raideurs faibles autour de la charge, et
loin de la charge des raideurs homogenes a valeurs élevées.

Cet exemple a été étudié a partir des approches discrete et continue dans le chapitre précédent.
En supposant que la zone faible est juste au point d’application de la force F', nous observons
une différence sensible entre les parametres mécaniques des noeuds. Cette différence devient tres
importante au fur et & mesure que le ratio augmente.

L’approche couplée est appliquée a ce cas test. L’approche de base est continue avec un ratio
r = 4. Au cours du calcul, un raffinement de I’échelle de discrétisation a eu lieu dans les zones
de raideurs faibles. En résumé, une bonne concordance entre le comportement couplé et discret
est observé. Les courbes de la figure (FigBd) illustrent cette concordance.

A la fin de ce calcul, I'approche couplée est capable de connaitre : la position des irrégularités au
niveau des raideurs, le nombre d’éléments raffinés a 1’échelle micro et le degré de raffinement ou
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Fia. 3.9. Concordance presque parfaite entre les fléches couplée et discréte, et différence sensible
avec celle continue

on n’est pas obligé d’aller a I’échelle micro pour reproduire le méme comportement du modele
(Fig BI0). Le comportement du modele est reproduit avec 77 éléments alors que pour I’approche
disrete compte 200 noeuds, d’oli un gain d’éléments proche de 3.

Le tableau ci-dessous (TabBJl) montre 'influence de 'approche couplée sur le nombre de ddls
utilisés pour reproduire le méme comportement du modele que celui obtenu par une approche
discrete. Nous considérons I’exemple d’une approche continue avec 31 éléments dont la taille d’un
élément est 7 fois plus grand que celui de ’élément de I'approche discréte. En appliquant ’ap-
proche couplée, on a eu besoin de 73 éléments au total pour reproduire le méme comportement
dont 50 sont discrets, d’ou un facteur gain tres proche de 3.

Clas tosts Approche discréte  Approche continue Approche couplée

ED EC Total ED EC

Zone de faiblesse (r=4) 200 50 7 36 41
Zone de faiblesse (r=7) 211 31 73 50 23

TAB. 3.1. Influence du couplage sur le nombre de ddls; Zone de faiblesse
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Fi1Gc. 3.10. Zones de raffinement et nombre de ddls utilisés de chaque type d’approche

3.4.2.2 Raideurs oscillantes

Un deuxieme cas test pour valider I’approche couplée est celui des raideurs oscillantes. La raideur
microscopique k; est prise comme une fonction oscillante :

ki = <cos <2”3ih> + 1> x 109 +10*  (N/m) (3.5)

Cette fonction oscillante a une période qui vaut 3. D’une fagon similaire au cas des raideurs
homogenes par morceaux, le calcul se fait tout d’abord en utilisant les deux approches discrete
et continue. Une comparaison entre les solutions continue et discrete a montré une différence
sensible dans le cas ou le ratio ED/EC est élevé. Pour mieux reproduire le comportement,
mais en réduisant le nombre de ddls et le temps de calcul, on applique 'approche couplée.
Le calcul démarre avec une approche continue et un ratio = 4. Les criteres de couplage sont
ensuite imposés sur chaque noeud afin de détecter les endroits ou la réponse n’est pas identique
a celle discrete. Un raffinement de I’échelle est nécessaire dans ces endroits irréguliers. Grace a
I’approche couplée, le comportement du modele est reproduit d’'une maniere tres proche de celui
obtenu par 'approche discrete. Le calcul discret a introduit 200 noeuds, alors que dans le calcul
couplé 85 éléments au total ont été utilisés pour reproduire un comportement identique a celui
discret.

Les courbes de la figure (FiglBBIIl) montrent la bonne concordance entre les fleches discrete
et couplée. Un simple calcul de 'erreur entre les différents parametres des noeuds montre que
celle-ci ne dépasse pas les 5%.
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F1G. 3.11. Comparaison entre les fleches couplée et discréte ; Raideurs oscillantes ratio (ED/EC

=4)

Ci-dessous le tableau (TabB2) montre I'influence de ’approche couplée sur le nombre d’éléments
utilisé pour reproduire le comportement du modele.

Clas tests Approche discrete  Approche continue  Approche couplée
ED EC Total ED EC

Raideurs oscillantes (r=4) 200 50 85 50 35

Raideurs oscillantes (r=7) 211 31 84 63 22

TAB. 3.2. Influence du couplage sur le nombre d’éléments des différentes approches; Raideurs

oscillantes

3.4.2.3 Raideurs arbitraires

Dans ce dernier type de test qu’on va aborder, on considere la raideur microscopique comme
étant une fonction arbitraire variant entre deux limites de k;, (kmin €t kmas). Cette fonction

s’écrit :

ki - (kmax -

kmin) x rand(n, 1) + kmin (3.6)
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rand(n, 1) désigne un vecteur de n variables de valeurs arbitraires comprises entre 0 et 1.

Une différence sensible entre les parametres a été remarquée en utilisant les deux approches.
Cette différence nous amene a appliquer une approche couplée.

Considérons le cas d’une approche continue ou le ratio ED/EC vaut 4. L’approche couplée est
au début, une approche continue avec des éléments de taille 4 fois plus grande que celle d’un
élément discret. Comme dans les autres cas tests déja étudiés, nous remarquons que la solution
couplée est tres proche de celle discrete. La figure (FigBI2l) montre 1'allure des rotations et leur
bonne reproduction a partir de I’approche couplée.
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Fi1a. 3.12. Rotation des moeuds calculée a partir des approches discréte et couplée; Cas des
raideurs arbitraires Ratio (ED/EC = /)

3.4.3 Evolution de l’erreur sur les différents parametres

Dans cette section, nous montrons 1’évolution de l'erreur sur la fleche et sur la rotation
en appliquant ’approche couplée. Nous considérons le cas test ou les raideurs présentent des

ED
hétérogénéités au voisnage de la charge. Le ratio EC est supposé égal 4. Dans la premiere

itération, l'erreur est maximale car 1’échelle du calcul est macroscopique. Dans I'tération qui
suit et aprées un raffinement de 1’échelle de calcul dans les endroits irréguliers, cette erreur bien
évidemment diminue. Dans la derniere itération, cette erreur est stirement moins de 10%, car
Iéchelle de calcul sera celle de 'approche discrete. Les courbes des figures (FigBI3l et Fig B4
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montrent ’évolution de cette erreur en fonction des itérations. Nous remarquons son atténuation

dans la derniere itération et surtout dans les zones irréguliers.
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3.4.4 Réduction du nombre de degrés de liberté

Un avantage non négligeable est la réduction du nombre de ddls nécessaires pour la re-
production du comportement du modele. L’un des buts de ’approche couplée proposée est de
reproduire un comportement le plus proche possible de celui discret en réduisant le nombre de
ddls employés. Pour cela, dans les différentes simulations faites, un facteur de gain a été toujours
calculé. Ce facteur est le rapport entre le nombre de noeuds de la description discrete du modele
et celui de 'approche couplée. Ce gain oscille entre 2.5 et 3 dans la majorité des cas tests étudiés.
Le tableau (TabB3l) met en évidence I'importance de ce facteur.

Clas tests Approche discréte  Approche continue Approche couplée

ED EC Total ED EC Gain
Zone faible (r=4) 200 50 7T 36 41 2.6
Zone faible (r=7) 211 31 73 50 23 2.9

Zone faible (r=9) 217 25 73 54 19 3
Raideur oscillante (r=4) 200 50 85 50 35 24
Raideur oscillante (r=7) 211 31 84 63 22 2.5
Raideur arbitraire (r=4) 200 50 74 32 42 2.7

TAB. 3.3. Réduction du nombre de degrés de libertés

Ou r désigne le parameétre “ratio”, le rapport entre le nombre des éléments discret et continu.

Pour mieux expliquer le tableau ci-dessus, nous considérons le cas des raideurs avec une zone
de faiblesse au voisinage de la charge avec un ratio = 9. La description discrete du modele est
composée de 217 noeuds, tandis que ’approche couplée compte au total 73 noeuds dont 19 sont
continus et les autres affinés. Le gain en ddls dans ce cas, vaut 3.

3.5 Conclusion

Dans le chapitre précédent, nous avons élaboré plusieurs cas tests qui simulent des problemes
réels pouvant intervenir durant le cycle de vie des voies ferrées. Parmi ces cas tests, nous avons
distingué ceux ou la présence des hétérogénéités dans certaines zones sous le rail conduisent & un
comportement discret sensiblement différent de celui continu, surtout lorsque le rapport entre le
nombre d’éléments des deux approches croit. Cette différence s’illustre plus particulierement dans
les zones présentant des hétérogénéités. Dans ces zones, ’approche discrete a été utilisée et dans
le reste de la structure 'approche continue, qui nécessite moins d’éléments, a été suffisante pour
calculer une réponse correcte de la structure. D’ou 'idée de développer une approche couplée
qui, au départ, est une approche continue avec des éléments grossiers, et qui sera capable de
reproduire le comportement discret. Par application des criteres de couplage (SecBZTl), les
éléments de cette approche sont affinés au fur et & mesure que c’est nécessaire. Dans certains
endroits le raffinement peut se faire jusqu’a ce que I’échelle de calcul soit celle de I'approche
discrete.

Nous avons remarqué grace aux tests étudiés (SecBZZIl BAZI et BZZ3]), que I'approche
couplée est pertinente et prometteuse pour des structures plus compliquées que celle mise en
étude, et surtout pour celles avec un nombre de degrés de libertés plus important.
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En résumé, l'efficacité de ’approche couplée est résumée en ces points; la bonne concordance
entre le comportement couplé et discret, la réduction du nombre de noeuds nécessaires pour
reproduire le comportement discret, la réduction du temps de calcul comparé a celui discret et
finalement la détection des endroits des hétérogénéités sous le rail.



Chapitre 4

Approche mixte ; Dynamique
harmonique

E CHAPITRE est dédié a l’étude de la dynamique harmonique de [’approche mixte et son
C application au modéle de poutre 1D. Dans un premier temps, la théorie des deux approches
discréte et continue faite dans le deuziéme chapitre est modifiée d’une étude statique a une
étude dynamique harmonique. Ensuite plusieurs cas tests seront manipulés afin de mettre en
évidence les cas ou la solution continue ne coincide pas avec celle discréte. L’algorithme de
Uapproche couplée établi dans le cas statique reste valable dans le cas dynamique en y intégrant
les modifications en terme de matrice de rigidité. Dans le méme code MATLAB utilisé pour le
calcul statique, le calcul dynamique est implémenté. Enfin une famille de cas tests est générée
afin de valider 'implémentation de cette approche et conclure sur ses avantages.
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4.1 Introduction

Dans le deuxieme chapitre, le modele de poutre 1D a été étudié avec deux approches discrete
et continue dans le cas statique. L’existence des hétérogénéités dans certaines zones a rendu
I’approche continue incapable de reproduire un comportement identique a celui discret. Cette
différence a été a l'origine du développement de cette approche couplée. Dans ce chapitre, une
étude dynamique du systéme est proposée suivant les approches discrete et continue (Nguyen &
Duhamel, [43]) et (Ricci et al., [47]). Des modifications sur le calcul théorique des deux approches
sont envisagées. Ces modifications sont implémentées dans le code MATLAB. On finit par une
famille de cas tests, et la validation numérique de notre approche couplée.

4.2 Dynamique de I’approche discrete

Dans cette section, ’approche discrete du modele de poutre va étre développée dans le cas de
la dynamique harmonique. Les détails de cette étude ne seront pas tous abordés vu que ’étude
complete de cette approche a été déja faite dans le chapitre 3. Seules les modifications qui auront
lieu sur le calcul des différents parametres sont présentées.

En partant de 1’équation d’équilibre dynamique classique (>, F** = mii(z,t)), le probleme
dynamique du modele unidimensionnel en flexion est défini par :

pS iz, t) + ku(z,t) + EIu (z,t) = Fé(x — vt) V(z,t) € RT x R (4.1)

En réalité, I’étude dynamique est simplifiée ; elle porte sur la partie dynamique harmonique ou
la solution wu(z,t) s’écrit sous la forme de u(z) e, Nous nous intéressons donc au calcul de
la solution partie réelle de u(x,t) qui s’écrit comme suit : u(z,t) = Re (u(z) e@h). La charge
extérieure est supposée toujours fixe.

N
Pour 'approche discreéte, 'expression ku(z,t) s'écrit : Z h kju(z;)0 (x — x;). La dérivée seconde
i=1
de u(z,t) par rapport au temps s’écrit :ii(x,t) = —w?u(x,t). Ainsi, I'’équation différentielle de
I’approche discrete est la suivante :
N
Elul(2) + > hku(e:)d (z — ;) — pwSu(z) = Fé(z — D) (4.2)
i=1

p S est la masse linéique de la poutre. p, S et w sont respectivement la masse volumique de
I’acier, la section de poutre et la fréquence angulaire de 'onde qui sollicite le systéme de poutre
et des ressorts.

Le polynome caractéristique de I’équation différentielle ([E2), ou la solution a une forme expo-
nentielle, e¢7 est :

2
4 pwS
— =0 4.3
g -2 (43)
L’équation ([E3]) admet quatre racines qui sont a priori complexes : §; = rj+1i¢q;, j = 1+4 on

r;j représente I'atténuation et (3; représente la propagation de I'onde. La solution semi-analytique
de I’équation différentielle (EZ) prend donc la forme suivante :

u(z) = aet® + fe T 4 et 4 feiET (4.4)
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2 0.25
Oh ¢ = <p°" S) .

ET

Reprenons le calcul statique de I'approche continue effectué dans le premier chapitre. Les re-
lations établies entre les vecteurs forces et déplacements des noeuds, sont réécrites avec les
modifications nécessaires dans les formes de matrices. Ainsi la relation entre le vecteur de pa-

ramétre Uy formé de la fleche u(0), de la rotation u (0), du moment fléchissant — <EI u"(O)) et

de l'effort tranchant — (EI uW(O)> se réécrit sous la forme matricielle suivante :

U 1 1 1 1 o
| O | o —&o i &o —i&p B z
Y=\ || -E12 —EI12 EIZ FEI& Y | T (45)
To —EI& FEI (EI —iEIE 5

D’une facon similaire a Uy et g, une relation entre Uy et g peut étre établie. Elle s’écrit :

Up, agp b(] Co do (zk
_ | 0| _ €o ao —&o bo i&oco —i&odo 31 5.
U=\, | T ~EI¢ay —EIgby EI&cy EI&dy 3 =Rig  (46)
T, —EI¢ay EISby iEIcy —iEIGdy) | 5

Dans le cas ou la charge est appliquée a 'extérieur de la poutre et en utilisant les égalités (230
et Z3T]), une relation entre Uy et Uy, est établie :

Up = R4 R;l RQ Rfl Uo (4.7)

Ry et Rs sont des matrices qui lient respectivement le vecteur Uy— & g et le vecteur Uy+ & §.
Elles sont représentées par le systéme suivant :

_ P T
(e, (1.9
Uy+ = Rz[a 87 d]
Ou
a1 by Cc1 dq
Ry — Ry = §1an —&1by i1 —i&1dy (4.9)

~BEI§a —EIg¢h El&e  El&d
—EI&a, EISHh iEI&e —iEISd
Oa; = €Y, by = e Y, ¢p = @Y et dy = 87,

Dans le cas ou la force est appliquée a l'intérieur du segment la relation établie dans (E1)
devient :

Un =Ry R{'Uy + Ry Ry! 7 (4.10)

Finalement, nous généralisons les égalités () et ([EIM) pour une poutre reposant sur N seg-
ments de raideur Kj;.

F
{ Ui = R4R;'U;+ Ry R?:l o Charge a l'intérieur de ’élément (4.11)

Uiyi = Ry RT'U; Charge a l'extérieur de I’élément
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La relation entre le vecteur de force Fii 11 = [T; M; Tj41 MZ-H]T et le vecteur de déplagements et
de rotations Ujjr1 = [u; 6; uip1 0i+1]T est calculée a 'aide des méthodes de calcul numériques
dans le code MATLAB.

4.3 Dynamique de I’approche continue

La résolution de I’approche continue dans le cas dynamique ne va pas changer fondamenta-
lement par rapport a I’étude dans le cas statique. Les changements sont principalement dans les
termes des matrices qui lient les différents vecteurs de variable.

L’équation d’équilibre dynamique de I’approche couplée s’écrit comme suit :

Elug‘) + K (x) up, — pw’Suy = F §(x — D) (4.12)

Le polynome caractéristique de ’équation différentielle :

K — puw?S
4 P

—— =0 4.13
- (113)
L’équation (ETZ) admet quatre racines qui sont a priori complexes : (; = a;j +ifj,j = 1+4
ol «; représente l'atténuation et [(3; représente la propagation de l'onde. Physiquement, en
amortissant I’onde avec une petite valeur, seules les ondes avec des amplitudes finies a l'infini

sont acceptées.

Dans le cas ot K (x) est constante sur chaque élément, la solution semi-analytique de 1’équation
différentielle (BLI2) contient les quatres ondes incidentes sollicitant le systéme et s’écrit sous une
forme exponentielle. Elle prend ainsi la forme suivante :

w(z) =Ae® + Be ST+ Cel% + De 67 (4.14)

Ou ( étant la valeur de la raideur macroscopique dynamique, elle est fonction de la raideur
moyenne des ressorts discretsi et de la fréquence de 'onde qui sollicite le systeme global. Elle
s’écrit : ( = <_K+7'OWQS>Z

ET
Les relations établies dans ’étude dynamique du cas discret (5 - EETTI) sont valables pour le

cas continu en dynamique avec un seul changement ou () sera remplacé par (¢) dans toutes les
matrices.

4.4 Validation du calcul dynamique

La validation est réalisée dans le cas d’un probléme linéaire d’une poutre posée sur la fon-
dation de Winkler. La charge est considérée fixe et harmonique. Dans un premier temps et
dans le but de valider le calcul théorique et I'implémentation numérique, les résultats obtenus a
partir des deux approches discrete et continue sont comparés a ceux obtenus par une méthode
semi-analytique. Ensuite, plusieurs cas tests et des comparaisons entre les solutions discrete et
continue font 'objet de cette section.
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4.4.1 Fréquence de propagation

Le choix de la fréquence angulaire w est conditionné de maniere a ce que la longueur de ’'onde
transmise soit adaptée a la taille des éléments continus et ceci afin d’éviter la naissance des ondes
parasites dues aux réflexions d’onde. Pour tout type de simulation, la taille de discrétisation
introduit une fréquence de coupure propre au modele. En effet, pour qu’une onde se propage
sans étre modifiée, il faut que le rapport entre sa longueur et la taille des éléments du maillage,
soit supérieur & 5. Dans le cas contraire, ’élément continu (EC) se comporte comme un obstacle
fixe empéchant I'onde de se propager.

4.4.2 Amortissement des parametres mécaniques

Les conditions aux limites imposées aux noeuds extrémes joue le role d’obstacles empéchant
la propagation de l'onde générant ainsi des réflexions d’onde aux extrémités. Dans ce cas, la
solution numérique ne réflete pas la réalité du comportement du modele soumis a ’action d’une
charge dynamique extérieure. Pour éviter ce phénomene qui n’a pas d’explication physique, nous
proposons deux types d’amortissement ; amortissement des parametres mécaniques représentant
les raideurs des noeuds et amortissement du module d’Young de l'acier. L’amortissement re-
vient a multiplier la raideur des ressorts et le module d’Young par un coefficient complexe.
L’amortissement des parametres mécaniques sert a atténuer ’amplitude de I'onde, ainsi loin de
la source I’émettant, 'amplitude est ramenée a zéro. Alors, pour une poutre assez longue, la
forme du déplacement vertical reste inchangée si les conditions aux limites étaient appliquées a
une distance plus proche que les extrémités de cette poutre. Grace a cet amortissement, la taille
de la poutre sera réduite en gardant la méme forme de la solution et en minimisant le cout de
simulation.

Le module d”Young amorti s’écrit : Eamerti = E (147 /), ol v est le pourcentage d’amortissement
proposé. v est généralement faible. Par contre, le coefficient d’amortissement de la raideur des
ressorts 7 est plus important que v. La raideur amortie s’écrit : Kamorti = K (14 7 1). Dans les
simulations numériques qui suivront, une comparaison entre 1’allure du déplacement vertical de
la poutre dans les cas amorti et non amorti montre 'effet de cet amortissement.

4.4.3 Vibration harmonique fixe; Solution semi-analytique

Les phénomenes vibratoires dans un cas simple d’une poutre de type Euler-Bernoulli soumise
a une charge harmonique sont présentés. Cette poutre est de longueur finie notée L. La solution
est obtenue par un calcul semi-analytique.

F

;

e —

F1G. 4.1. Poutre de type Bernoulli soumise a une charge harmonique

L’équation d’équilibre dynamique de cette poutre a été déja formulée dans I’équation ([EZ]). La
solution générale de cette équation différentielle du 4°™° ordre s’écrit sous la forme de deux



92 4. APPROCHE MIXTE ; DYNAMIQUE HARMONIQUE

équations uq(z) et uz(x) comme suit :

uy (x) = A(cosh(Cx)—cos(Cx))+ B(sinh(Cx) —sin((z)) x<c (4.15)
ug () = C(cosh{(x —L)—cos((x— L))+ D (sinh{(xz — L) — sin((xz— L)) (4.16)

On définit la rotation 6, le moment de flexion M et Ieffort tranchant T :

du(x 0?u(x P u(z
o) — 2100) (x) (x)
ox 0 12 0 a3
qui peuvent étre déterminés en fonction des inconnus A, B, C, et D en dérivant la solution
générale établie en (ETH).

(4.17)

; T(x)=—-FEI

;s M(z)=—-F1

T(x)dx

Fi1a. 4.2. Moment fléchissant et effort tranchant sur un élément de poutre

A Taide des conditions de continuité au point d’application de la charge F', les parametres
A, B, C, et D sont calculés ainsi que la solution & gauche et a droite de c¢. Ces conditions se
résument par le systeme suivant :

u () = uz(e’)

01(c7) = 62(ch) (4.18)
M (c7) = My(ch)

T (c_) = Tz(c+ —F

En effectuant le changement de variables suivant :
o = cos(Ce) — cosh(Ce), ae = cosC (c— L) — coshC (¢ — L),
B = sin(Cc) — sinh((c), B = sin{(c— L) — sinh( (c — L),
v = cos(Cc) +cosh(Cc), 7e = cosC(c— L)+ cosh((c— L),
5 = sin(Ce)+ sinh(Ce) et b, = sinC (¢ — L) + sinhC (c — L),

Le systeme d’équations établi en (EZIS]) peut étre écrit sous une forme matricielle (EI9]) permet-
tant de calculer les constantes du probleme.

-1

A « I} —Q —0e 0

B | _ —(d —(« ¢ bc —( . 0 (4.19)
C CPEIy C(C?EI6 —C?’El~., —C’EIS, 0 '
D ~GEBIB (Ely CEIB —CEly F
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Fi1a. 4.3. Fléeche d’une poutre posée sur une fondation de Winkler soumise a une charge
extérieure appliquée au milieu. (a) Cas non amorti, (b) Cas amorti

La figure (Figl3kh) montre l'allure de la fleche de la poutre supposée étre finie sous I’action d’une
charge extérieure F. Sur la figure (Figl3b), l'effet de 'amortissement est remarqué au niveau
de la fleche ot on peut conclure sur une atténuation de ’amplitude de 'onde au fur et a mesure
qu’elle s’éloigne de la charge extérieure appliquée au milieu de la poutre. Par contre, sur la figure
(Figl3h) et loin de la force, 'amplitude de I'onde ne diminue quasiment pas, ce qui va stirement
poser des problemes aux extrémités de la poutre. L’amortissement du module d’Young a pour
effet d’atténuer toute réflexion d’ondes possible conduisant a la naissance d’ondes parasites qui
perturbent le comportement du systeme. Il sert aussi a réduire la taille du domaine de calcul,
ce qui signifie aussi un gain de temps.

4.4.4 Algorithme de résolution numérique des deux approches

Dans cette section, une description rapide du schéma numérique adapté pour calculer les deux
approches continue et discrete dans le cas dynamique est présentée. L’algorithme de résolution a
été détaillé dans le premier chapitre dans le calcul statique des deux approches. 11 suffit d’intégrer
les modifications rapportées au niveau des raideurs des ressorts qui sont maintenant en fonction
de la fréquence de I'onde incidente qui sollicite le modeéle. Cet algorithme consiste a établir une
relation entre le vecteur des forces internes aux noeuds (effort tranchant et moment fléchissant)
et le vecteur des déplacements (déplacement vertical et rotation). Cette relation est généralisée.
Ainsi les deux noeuds extrémes de la poutre -sur lesquels les conditions aux limites sont imposées-
sont liés. Ensuite, pour trouver la solution du milieu, un systeme d’équations linéaires entre les
parametres d’un noeud extréme et un autre intérieur la poutre est a résoudre.
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4.4.5 Simulations numériques

Nous nous intéressons & mettre en évidence les cas tests ou 'approche continue devient
incapable de reproduire le méme comportement que celui produit par ’approche discrete.

Dans tous les cas tests qui sont présentés, la poutre mise en étude est de longueur L = 120 m. La
rigidité en flexion est EI = 10® Nm?, la charge extérieure appliquée est F = 10° N, la fréquence
des ondes doit étre compatible avec la taille des éléments du maillage. Cette poutre est posée
sur des ressorts sans amortissement. Les hétérogénéités se présentent au niveau des raideurs des
ressorts. Elles sont dues a l’existence des traverses usées en dessous des rails ou d’une mauvaise
répartition du ballast sous ces derniers.

Le tableau (TabHl) rappelle les valeurs des parametres physiques a considérer dans les simula-
tions numériques.

Parametres Unités Valeurs
Module d’Young du sol MPa E,, =50, 100
Module d’Young de I’acier GPa E.cier = 210
Moment quadratique d’une section m? I1=1,65.10"°
Charge extérieure appliquée KN F =80
Distance entre deux traverses m h=10.6
Raideur des ressorts N.m ™! k=5.10°
Aire d’une section cm? S = 76.86
Masse volumique de I’acier kg.m > p = 7850
Masse sur la longueur kg.m ™! pS = 60.34
Amortissement de E v = 0.06 = 0.1
Amortissement de k £E=01-+03

TAB. 4.1. Tableau des parameétres mécanique et physique

4.4.5.1 Validation de la solution numérique

Dans ce paragraphe, une comparaison est proposée entre la solution numérique et la solution
semi-analytique d’un exemple de poutre simple afin de valider I'implémentation des deux ap-
proches. Pour ce faire, nous considérons ’exemple d’une poutre reposant sur des ressorts dont
les raideurs sont homogenes. Au milieu de la poutre, nous appliquons une force F = 10°N et
les déplacements aux extrémités sont bloqués. Pour une comparaison cohérente entre ces deux
modeles, les raideurs des ressorts sont considérées égales a zéro. La figure (Figldl) montre la
concordance entre les solutions numérique et analytique amorties. Sur la méme figure, leffet
de 10% d’amortissment de la raideur des ressorts est clairement observée sur I’atténuation de
I’amplitude de ’onde incidente.

Dans le méme exemple, une validation des deux approches discréte et continue avec la solution
semi-analytique du modele (déja étudiée dans la section (SecHELZ3)) est faite. Nous avons pu
constater une concordance presque parfaite entre I'allure des déplacements verticaux calculés a
partir les différentes approches (FiglEH).
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4.4.5.2 Raideurs homogeénes

Apres la validation établie ci-dessus, un ensemble de parametres pour lesquels la solution est
irréguliere doit étre trouver et cela en comparant les différents parametres des deux approches
discrete et continue.

L’étape suivante consiste a identifier 'approche continue correspondante a celle discrete qui
remplacera cette derniere lorsque la solution est réguliére. Pour ce faire, nous testons des cas ou
des problemes réels sont succeptibles de se passer durant la vie d’une voie ferrée.

Considérons le cas des raideurs homogenes de faibles valeurs et ensuite des raideurs a valeurs

élevées.

x 10

|
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F1G. 4.6. Bonne concordance entre la fléche calculée a l’aide des deuz approches ; Cas de raideurs
homogénes a valeurs élevées; Rapport ED/EC = 8

Les tests numériques montre la concordance entre les parametres des deux approches quelque
soit la valeur des raideurs ressorts (faible ou élevée). Nous concluons sur une erreur qui atteint
au pire des cas les 7%. La figure (Figlfl) vient étayer ce qui précede. Dans cet exemple, la
valeur de la fréquence est de 10 Hz, ce qui veut dire une longueur d’onde qui vaut plus de 10
fois la taille d’'un élément du maillage.

4.4.5.3 Zone de raideurs hétérogenes autour de la charge F

De la méme maniére que dans le cas des raideurs homogenes, nous étudions le cas ou un
espace de traverses consécutives usées présentent une certaine irrégularité (absence ou mauvaise
répartition du ballast sous les traverses), se manifeste par une zone de raideurs faibles dans les
simulations numériques.
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Fi1G. 4.7. Différence entre les fleches calculées a partir des deux approches; Cas d’une zone de
faiblesse au voisinage de la force F'; Rapport ED/EC = 2

Dans ce cas test, nous avons pu conclure sur une différence sensible entre les différents parametres
et surtout au voisinage de la force appliquée a ’endroit ou les irrégularités interviennent. Nous
observons clairement ’effet du rapport entre la taille d’un élément discret et celle d’un élément
continu. Quand ce rapport augmente, la discordance augmente. Dans ce type de situation I'ap-
proche continue ne peut pas remplacer I’approche discrete, alors pour une réponse plus précise
du comportement du modele, nous aurons besoin d’appliquer ’approche discrete dans ces zones
irrégulieres.

En d’autres termes, c’est ce type de situation qui va nous amener a ’application d’une approche
capable de détecter ces zones singulieres afin de mieux reproduire le comportement discret. La
figure (FiglT) illustre cette différence dans le cas ou le rapport entre les éléments est égal a 2.

4.4.6 Conclusion

Dans cette partie, notre travail a consisté en I’étude des approches discrete et continue dans
le cas dynamique harmonique. Aprés avoir manipulé plusieurs cas tests, nous avons pu déduire
que lorsque nous disposons d’un rail qui ne présente aucune hétérogénéité au niveau des traverses
et la répartition du ballast, 'approche continue remplace convenablement ’approche discrete.
Et ceci reste valable méme si le nombre d’éléments discrets est nettement plus important que le
nombre d’éléments continus.

Dans le cas ou des hétérogénéités se présentent dans certaines zones sous le rail, nous avons
remarqué que les deux approches conduisent a des comportements tres différents, surtout lorsque
le rapport entre le nombre des éléments des deux approches augmente. Cette différence s’illustre
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plus particulierement dans les zones présentant des hétérogénéités. Il est donc recommandé
d’appliquer I’approche discréte dans ces zones la alors que dans le reste de la structure 'approche
continue est suffisante.

La technique d’amortissement du module d’Young est introduite pour rendre les simulations
numériques plus réelles. Cette technique donne un sens physique au phénomeéne de propagation
d’onde. Il sert a atténuer les ondes en s’éloignant de la force pour empécher toute réflexion
d’onde possible aux extrémités. L’étape suivante consiste a procéder a ce couplage entre les
deux approches.

4.5 Dynamique de ’approche couplée

Dans cette section, ’approche couplée discréte/continue est développée pour I’étude du modele
dans le cas dynamique harmonique. Une comparaison entre les solutions couplée et discrete
est a établir dans chaque cas test. Pour ce faire, nous nous intéressons a la présentation des
cas ou l'application de cette approche est nécessaire tout en montrant ses avantages dans la
reproduction correcte du comportement du modele.

4.5.1 Outils numériques de couplage

L’application de I'approche couplée en dynamique doit se baser sur des critéres numériques.
Dans ce paragraphe, nous proposons un ou plusieurs criteres de couplage qui conditionnent
I’application de cette approche. Comme dans le cas statique, nous calculons 'erreur entre les
fleches ou les rotations continue et discrete.

Considérons le cas d’une poutre reposant sur des ressorts avec une zone de raideurs a faibles
valeurs au voisinage de la charge I puis effectuons le calcul de la poutre maillée par des éléments
continus. Nous choisissons un élément de poutre quelconque et integrons les valeurs des efforts de
ses noeuds extrémes dans le calcul discret. Ainsi les parametres des noeuds des éléments discrets
équivalents a I’élément continu considéré sont calculés d’une maniere approximative. Ensuite une
comparaison entre les valeurs calculées a l'aide de ces deux approches nous rameéne au calcul
de 'erreur sur la fleche et la rotation sur cet élément de poutre. Cette erreur est formulée dans

I’équation (E20) :

2

> |vi-0;

e="—— (4.20)
21 UZ|

U, étant le vecteur de déplacement calculé a I'aide de I'approche continue sur les deux noeuds
extrémes; U. = [u, GC]T et Uy le vecteur des déplacements calculé a partir de 'approche discrete ;
Ug = [4a8d)"

En faisant varier le rapport entre le nombre des éléments discret et continu, la valeur de cette
erreur croit proportionnellement au rapport r. La figure (FiglL8]) montre l'allure de ces erreurs.
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F1G. 4.8. Erreur entre les fleches d’une part et les rotations d’autre part calculées a partir des
approches continue et discréte approchée

4.5.2 Algorithme numérique de couplage

L’algorithme du couplage dynamique entre discret/continu est semblable & celui de la résolution
du couplage statique. L’approche principale est une approche continue avec des éléments gros-
siers. Le critere de couplage calculé dans la section précédente est appliqué sur chaque noeud.
Si lerreur entre la fleche, respectivement la rotation calculées a ’aide des approches continue et
discréte approchées est inférieure & 10 %, 1’échelle de ’approche continue reste invariante. Dans
le cas contraire, la discrétisation est affinée, c-a-d la taille de ’élément continue est réduite. A
nouveau, les parametres du nouveau noeud créé sont calculés et soumis aux critetres de couplage.
Tant que l'erreur est supérieure & 10 %, la discrétisation sera raffinée jusqu’a ce que I’échelle de
calcul devienne celle de ’approche discrete.

4.5.3 Simulations numériques
4.5.3.1 Validation de I'implémentation

Dans ce paragraphe, nous étudions le cas d’une poutre reposant sur des ressorts de raideurs
homogenes a valeurs élevées sauf au voisinage de la force F' ou les raideurs sont de faibles valeurs.

Le calcul couplé a été implémenté de fagon a considérer ’approche discrete dans la zone de
faiblesse et plus loin ’approche continue. Une comparaison entre la solution discrete et couplée
montre une concordance parfaite. La figure (FiglZ0]) met en évidence cette concordance. Ce test
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Fi1G. 4.9. Validation de l’approche couplée dans le cas d’une zone de faiblesse au voisinage de la
force F'; Concordance couplé-discret

a été fait juste pour valider I'implémentation de I'approche couplée. Dans les cas suivants, le
type d’approche a appliquer sur chaque noeud se fera automatiquement a ’aide des criteres de

couplage.

4.5.3.2 Validation de ’approche couplée

Nous allons traiter un des cas ou les deux approches aboutissent & des résultats différents.
Considérons le cas de la zone de faiblesse sous la charge extérieure et son voisinage.

Partons d’une approche continue dont la taille d’un élément est 4 fois plus grande que celle d’un
élément discret, soit 50 éléments pour une poutre de longueur 120 m. En appliquant les criteres
de couplage, certains éléments sont raffinés. Une reproduction du comportement du modele tres
proche de celui obtenu a ’aide de I'approche discréte utilisant 200 éléments a été remarquée.
Au total le nombre d’éléments utilisé est de 65, d’ou un gain en nombre d’éléments proche de
3. L’erreur entre la fleche calculée par les approches discréte et couplée n’atteint pas les 10%, ce
qui reflete une bonne reproduction. La figure (FiglI0) illustre ceci.
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F1G. 4.10. Accord presque parfait entre la fleche calculée a partir des deux approches discrete et
couplée; cas de zone de faiblesse au voisinage de la charge

4.5.3.3 Réduction du nombre de ddls

Un avantage non négligeable est la réduction du nombre d’éléments nécessaire pour la repro-
duction du comportement du modele. Dans tous les cas tests étudiés, nous avons pu remarquer
I'importance de ce facteur. Il varie entre 2 et 3 selon le cas étudié. 1l est lié au ratio, rapport
ED/EC. Quand le ratio croit, la différence observée au niveau de la solution discreéte et continue
augmente. Cela signifie une augmentation du nombre d’ED utilisé dans ’approche couplée, et par
la suite une diminution du gain. Le tableau (TabHE2]) montre quelques simulations numériques
tout en illuminant I'importance du facteur gain.

Approche discrete  Approche continue  Approche couplée

Cas tests ED FC Total ED EC_ C0n
Zone faible (r=4) 200 50 65 20 45 3.08
Zone faible (r=7) 211 31 78 64 21 2.71
K oscillante (r=4) 211 50 85 50 35 24

TAB. 4.2. Influence du couplage sur le nombre de degrés de liberté mis en jeu

Il est important de noter qu’un maillage plus fin a été indispensable aux endroits ou des
hétérogénéités sont présentes.
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4.5.3.4 Réflexion d’onde au passage grossier-fin

Il reste néanmoins une question évidente qui se pose dans ce type de couplage maillages
fins/grossiers, la réflexion d’onde au passage entre les deux maillages (Hammoud et al., [23, B1]).
Pour que 'onde traverse un élément d’un maillage, il faut que sa longueur d’onde soit au moins
5 fois plus grande que la taille de cet élément. Alors, dans le cas ot une onde effectue un passage
brutal d’un maillage fin & un autre grossier, le probleme de réflexion d’onde doit étre pris en
considération.

Dans notre cas, 'approche couplée est a la base une approche continue avec des éléments gros-
siers. Alors le passage de 'onde & travers les éléments de ce maillage signifie que la longueur de
I'onde est déja adaptée au maillage. Au moment ou un maillage plus fin est nécessaire 'onde
n’aura pas de probléeme pour continuer sa propagation dans le nouveau maillage, car la longueur
d’onde dans ce cas précis est représentée par un nombre d’éléments plus grand que celui du
maillage de départ. D’autre part, on vérifie sur chaque élément la bonne concordance entre les
modeles discret et continu lorsque le modele continu est retenu. Il n’y a pas de discontinuité
brutale des propriétés du milieu qui pourrait engendrer des réflexions parasites.

En conclusion, le probleme de réflexion d’ondes lors du passage grossier-fin n’est pas d’actualité
dans notre probleme étudié. Dans le cas ou un probleme de réflexion se pose, cela revient a dire
que des le départ la longueur d’onde n’est pas adaptée au maillage et que le probleme ne vient
pas du couplage.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude de la dynamique harmonique du modele de poutre de type
Bernoulli- Euler a été faite. Le modele de poutre a été étudié suivant une approche discrete et
une autre continue. Ces deux approches ont été validées avec une solution semi-analytique. La
technique d’amortissement du module d’Young et des raideurs des ressorts a été introduite sur
le calcul numérique pour rendre les simulations numériques plus réelles et afin d’atténuer les
ondes pour empécher toute réflexion d’onde possible aux extrémités. Ensuite, plusieurs cas tests
ont été envisagées pour traiter les problémes qui interviennent dans 1’étude des voies ferrées.
Durant ces tests, nous avons remarqué 'existence de situations ot ’approche continue ne peut
pas reproduire un comportement identique a celui discret. Parmi ces situations, nous distinguons
le cas ou des hétérogénéités se présentent dans certaines zones sous le rail.

A cause de cette différence, il est envisagé d’utiliser I'approche discrete dans les zones singulieres.
Dans le reste de la structure, ’approche continue remplace convenablement celle discrete. D’ou
I'idée de faire une approche couplée qui est au départ une approche continue avec des éléments
grossiers. L’algorithme de résolution de cette approche ressemble a celui développé dans le cas
statique. Il est basé sur des critéres limitant I'erreur sur la fleche ou la rotation calculée dans les
deux approches & 10%. Une bonne reproduction du comportement discret est remarquée. Ainsi,
les avantages de cette approche se résument par la réduction du nombre d’éléments nécessaire
pour étudier le comportement d’otl une capacité meilleure pour étudier des structures de grandes
tailles et la réduction du temps de calcul.
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Chapitre 5

Etude théorique

E CHAPITRE est consacré a l’étude d’un modéle de magconnerie ¢ l'aide de deuz approches
discrete et continue. Dans l’approche discrete les briques sont vues comme étant des corps
rigides connectés par des interfaces élastiques. L’approche continue est basée sur I’homogénéisation
du modele discret. La solution du systéeme par une approche discréte est comparée a celle par
Uapproche continue. Dans certains cas particuliers tels que les hétérogénéités, nous envisageons
de développer un modéle couplé. L’algorithme de couplage développé dans le modéle 1D de la
premiere partie de la thése est réutilisé avec les modifications nécessaires.
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5.1 Position du probleme

Apres la validation de ’approche couplée entre les milieux discret et continu dans I’étude des
voies ferrées, une autre application pouvant mettre la pertinence de cette approche en évidence
est celle d’un modeéle 2D de macgonnerie. Cette application est le sujet de la derniére partie de la
these. Dans un premier temps, I’étude théorique sera développée dans ce chapitre en se basant sur
des travaux déja existants (Cecchi & Sab, [0l 6] [7, 8]). Une fois ce calcul théorique implémenté
dans un code MATLAB, diverses applications (chargement élastostatique, dynamique etc...)
constitueront le coeur du dernier chapitre.

Comme dans le cas des voies ferrées, le modele de magonnerie (voir Fighhl) est étudié a 'aide
d’une approche discrete, ensuite a ’aide d’une approche homogénéisée. Dans le cas de l'exis-
tence d’hétérogénéités ou de singularités, ’approche couplée est bien évidemment appliquée. De
nouveaux critéres de couplage sont a proposer dans cette application.

Fi1G. 5.1. Mur de maconnerie en vue 3D, constitué de n-briques carrées périodiques

Considérons une maconnerie périodique constituée de briques carrées dont le coté est noté a
et Pépaisseur c. Chaque brique a lintérieur du domaine admet quatre briques voisines (voir
Figlb7). Ce cas de magonnerie périodique a été le sujet de plusieurs travaux, (Florence & Sab,
[20], Anthoine, [2], Luciano et al., [36] et Lee et al., [33]). Quant au cas de magonnerie non-

périodique, nous citons les travaux de (Cluni & Gusella, [9]) et de (Cecchi & Sab, []]).

Dans ce qui suit, une résolution discrete du modele de magonnerie dans le cas dynamique est
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Fi1a. 5.2. Magonnerie formée a l'aide de briques périodiques de mémes dimensions

présentée. Chaque brique est considérée comme étant un élément avec trois degrés de liberté :
deux de translation et un de rotation.

5.2 Modéle discret

Dans le modele discret, les briques sont modélisées par des corps rigides (voir Lerbet [34])
connectés par des interfaces élastiques. La macgonnerie est vue comme un “squelette” dans la-
quelle les interactions entre les différents corps rigides sont représentées a 1’aide des forces et des
moments qui dépendent de leurs déplacements et rotations relatifs.

5.2.1 Géométrie de la magonnerie

La géométrie de cette maconnerie est décrite ci-dessous. y*J désigne la position du centre
d’une brique appelée B*J. Elle est formulée dans ’espace Euclidien comme suit :

y" = iae; + jaes (5.1)
Soit z*/ la position du centre de I'interface verticale entre les briques B*~1J et B%J :
zid = (2 — 1)%e1 + jaes (5.2)

5.2.2 Résolution dynamique

Le déplacement de la brique B%/ est considéré comme celui d’un corps rigide dans un plan.
Il s’écrit comme étant la somme de la translation du corps rigide u®/(t) et de la partie due a la
rotation w®I(t) :
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u(y,t) =u"(t) +w () A(y —y™), Vye B (5.3)

u®J(t) est le vecteur déplacement au point y*/ & l'instant ¢ et w®/ () est le vecteur de rotation
de B* al'instant ¢. Ces deux vecteurs s’écrivent de la maniere suivante :

ul(t) = ul (t)er +ub (t)ea et W (t) = Wi’ (t)es (5.4)

Si le mortier liant deux briques I'une a ’autre est considéré comme une interface a comportement
élastique, alors la loi constitutive entre les efforts de traction et les champs de déplacement est
une fonction linéaire qui s’écrit comme suit :

t=on=K.d surS (5.5)

o étant le tenseur de contrainte, n est la normale a I'interface S et d est le saut de déplacement
a linterface S.

L’énergie de déformation élastique W associée a l'interface S s’écrit :

W:%/dﬁdms (5.6)

S

Cependant, chaque brique B*/ située a I'intérieur de la géométrie, admet quatre interfaces SZIJ ko
avec (ki , k2) € K :

K = {(+1,0), (~1,0), (0,+1), (0, 1)},

Y1 = Z?LLJ yp = Z%J
i o1 o1 N o1 o1
110 = (- 5)(1 Sy 25+ 5)(1 P9 = (1= 5)a=y = (J+ 3)a
IR i
200 <y < St Z;’J <y < ziH’J
i j . i j ‘ 1
Solha = y2=(+3za P S0l = yp=0-3za
—53ys =23 —53ys 23
(5.7)
Les vecteurs normaux aux interfaces sont les suivants :
né’,j+1 = teg ; né’,j—l = —€g ; nij’:jl,o = Fe;
Les positions des centres des interfaces S,i’f g, S €crivent :
XS,]:H 1 (2iaer + (2 + 1)aes) xé’f;l = 1 (2iaer + (2§ — 1)aez) (5.8)
X:,-Jl,o = % ((22 + 1)ae1 + 2jae2) 5 XZ_’JLO = % ((2Z - 1)ae1 + 2ja62)

Sachant que chaque interface est commune a deux briques nous avons les relations suivantes :

,] _ i+k1,j+k2 1,7 _ i+k1,j+k2
S/ﬂ,l@ - S—/ﬂ,—kz et Kkrke = X—ki,—ko
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De méme, les énergies des différentes interfaces sont égales
0,J  _ yasitk1, 4k
thkz - W—k17—k2 (5.9)

Le déplacement relatif & une interface entre deux briques voisines telles que B et Bithkuithe
d’un point quelconque y € S,Z’f g, S€crit comme suit :
dy (v, t) = 0TI () —at (1) F TR (1) x (y — y TR M () x (y — y™) (5.10)

Le déplacement est linéaire suivant les directions y; et ys pour les interfaces horizontales et
verticales. Les efforts de tractions au point y € Slilj k, sont donnés par :

ty) (v ) =K dy (v, 1) (5.11)

Ou K;’f k, €t le tenseur de rigidité ¢lastique de linterface S,i’j b

Y,
N il j+1 7
N y //
i B R S ¥
ZI’J+1 ‘,‘-;_“
s e B v
T
X P
PN A
f-- > ] St/ zi*L
D 1 PRt |

Fi1G. 5.3. Bilan des forces et des couples d’interaction entre deux interfaces

+k2

. sont égaux. C'est aussi

Par symétrie, les déplacements relatifs aux interfaces 5,7, et S’jﬁljk
le cas pour les efforts de tractions et les tenseurs de rigidité. Cela peut étre formulé de la maniere
suivante :

i,J i+k1,j+k
dy? (v, t) —aZ 2 (y, ) = 0

b g (5 1) H 6000 (1) = 0 (5.12)

] _ i+k1,j+k2
Kk17/€2 - K—k17—k2
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Pour des mortiers isotropes, le tenseur de rigidité est donné par :

K = % (EMI+ (A + M) (n @ n)) (5.13)

oit AM et uM sont les coefficients de Lamé intrinseques au mortier, (on suppose que K "=
AM 9 M et K" = pM) et e est ’épaisseur réelle du joint. Dans ce cas, le tenseur de rigidité K
admet une forme diagonale :

1

K
(5.14)

5.2.2.1 Tenseurs de rigidité et de masse

Chaque brique est entourée par 4 autres briques, d’ou l'existence de 4 interfaces dont 2 sont
horizontales et 2 verticales. Vu la symétrie et la périodicité de la géométrie de magonnerie, le
calcul des tenseurs se limite a deux types d’interfaces (Figld).

e
K-
’
M2§
B co My ¢t e
° o —— - @ . B
D
[ ]

Fi1G. 5.4. Les deux types d’interface commune a chaque brique

Tenseurs de rigidité :

e Interface verticale, 'ensemble des points M;. L’épaisseur du joint réel vertical entre deux
briques voisines est notée e'. Les distances des centres O et C~ au point M7 appartenant &
Iinterface s’écrivent :

CHM, = —Zeq+yes
a (5.15)
C My = et + yez
Le déplacement du point situé sur I'interface verticale s’écrit de deux manieres :
QJF(Ml) = Q(CJF) +w+/\C+M1 (5 16)
u (M) = u(C7)4+w AC™ M ’
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A partir de ’équation (BI6l), on déduit la forme du déplacement relatif du point M; qui s’écrit
ainsi :
d = ut (M) —u (M) =diey + dres “ 17
a .
= (u*—u*—i-(w*—w*)y)el—i-<U+—v*—(w*+w+)§>e2 (5.17)
Rappelons que chaque brique possede trois degrés de liberté représentés par le vecteur u =
[wow?.
En explicitant la matrice de rigidité K1 par sa valeur dans 1’énergie de déformation élastique W
de linterface horizontale (ensemble des points M) formulée en (BH), cette énergie devient :

1 K/ Kl/
W = 5/ (e—vd% - e—@d%) o (5.18)
Q

L’intégrale dépend de la variable y qui varie entre <—g , g) Afin de simplifier la forme des

matrices de rigidité, la rotation est normalisée telle que : w* = awV?2. L’énergie de déformation
s’écrit sous la forme suivante :

w=U"K,U (5.19)

o U = [ut vt w*Tu~ v~ w* |7 est le vecteur contenant les degrés de liberté de deux briques
voisines. Ky est la matrice de rigidité de I'interface verticale ensemble des points M7, elle s’écrit :

K’ K’
- 0 0 —— 0 0
0 K"a K”a\/§ 0 K"a K”a\/i
ev 4ev ev 4ev
0 K"av/2  (K'+3K")a 0 K"av2 (—K'+3K")a
4ev 24e? 4ev 24ev
(5.20)
K'a K'a
— 0 0 0 0
ev ev
0 K"a K”a\/i 0 K"a K”a\/i
ev 4ev ev 4ev
0 K"a\2 (—K'+3K")a 0 K"av2 (K'+3K")a
4ev 24ev 4ev 24ev

e Interface horizontale, 'ensemble des points Ms. L’épaisseur du joint réel horizontal entre
deux briques voisines est notée e”. Les distances des centres E et C~ au point My appartenant
a linterface s’écrivent :

EM2 = Tep — e
(5.21)
C M, = ze;+ —ey
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Le déplacement d’un point situé sur cette interface horizontale s’écrit de deux manieres :

+(M2) = Q(E)—FQ)JF/\EMQ

“(My) = w(C7)+w ACTM; (5.22)

SIS

A partir de I’équation (522)), on déduit la forme du déplacement relatif du point Ms qui s’écrit :

d = ut(My)—u (M)

= (uJr —u + (wh+w?) %) e1+(wr—v +z(wh—w))ez (5.23)
Dans ce cas l'intégrale dépend de la variable x qui varie entre (—g , %Y. La méme procédure de

calcul de I’énergie de déformation est utilisée pour calculer la matrice de rigidité Ko de I'interface
ensemble des points Mo, elle s’écrit :

Kl/a 0 K”a\/i _K/Ia 0 K”a\/i
eh 4eh eh 4el
K’ K’
0 2 0 0 = 0
e e
K"av\/?2 0 BK"+ K'a  K"av2 0 (3K" — K')a
4eh 24eh 4el 24el
(5.24)
_K”a 0 _K”a\/§ K"a 0 _K”aﬂ
eh 4el eh 4eh
K’ K’
0 —— 0 0 ~ 0
e e
K"a\/2 0 BK"—K)a  K'aV2 0 (BK" 4+ K')a
4eh 24eh 4el 24l

Matrice de masse :

Dans cette section, une expression de l’énergie cinétique d’une brique considérée comme un
corps rigide est définie et utilisée pour développer une forme générale d’une matrice de masse.
L’énergie cinétique d’un corps rigide s’écrit :

1
B =2 /,ofT.f.dV (5.25)
14

Ou p et V représentent respectivement la densité du corps et son volume et r est le vecteur
position global d’un point arbitraire du corps rigide.

Le vecteur r est exprimé en fonction des coordonnées du point de référence R et de 'angle de
rotation du corps 6 :

r=R+ Au (5.26)
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Ou A est la matrice de transformation plane et u est le vecteur position d’un point arbitraire
du corps.

En dérivant I’équation (220l par rapport au temps on obteint :

i =R+ Agud (5.27)

Cette équation s’écrit sous une forme matricielle de la fagon suivante :
I = [I Apu] [ 1; } (5.28)

Ou I est une matrice d’identité 2 x 2 et A est la matrice de transformation plane qui s’écrit :

A [ cost  sinf }

—sinf cosH

En introduisant ’équation (B28)) dans (BZH), on obtient :
.1 I I R
E—a/p[R QHUTAGT][I Agu][é]dv (5.29)
\%4

En développant I'équation (B29)) et sachant que Ag Ay =1, on obtient :

c__ 1o T g 1 Agu R
E_Q[R 9] /p[uTAzw uTu}dV [é] (5.30)
%
Cette énergie s’écrit :
1
E = §qTMq (5.31)

Ou g et M sont respectivement, le vecteur de coordonnées et la matrice de masse donnés par :

a = [R” 6" (5.32)
M = [mRR mRe] (5.33)
mypr Mge
Avec
mprppr = /,OIdV:mI (5.34)
14
mpy = Ag/pudV:ng (5.35)
\%
myy = / pul udv (5.36)
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m étant la masse totale du corps rigide.

Notons que mgg est un scalaire qui définit le moment d’inertie du corps suivant un axe passant
par le point de référence du corps. Les matrices mpgg et mGTR représentent I'inertie couplant la
translation et la rotation du corps rigide.

Le calcul de la matrice de masse se fait dans le cas ou le point de référence est le centre de masse
de la brique. La brique a comme section a X a et comme épaisseur c¢. Dans ce cas :

5 2
/pude//pc[Z}dudsz (5.37)
v 3-8
Ce qui nous rameéne a dire que :
mpg=m}p =0 (5.38)
La matrice mgp est :
mpp = /pIdV: [ 7(7; T?L ] (5.39)
\%
Le moment d’inertie mgy est donné par :
5 5 )
meg = /,ouTudV = / /pc (v +v°) dudv = % (5.40)
v 5%

En gardant le méme changement de variable w* = awv/2, la matrice de masse d'une brique
complete s’écrit sous la forme suivante :

0
0
m

12

m 0
M=|0 m (5.41)
0 0

5.2.3 Principe fondamental de la dynamique

La description géométrique du mur de maconnerie est présentée dans la figure ci-dessous
(FiglHl). Chaque brique est affectée d’un numéro pour faciliter 'implémentation numérique du
calcul dans le code MATLAB. En appliquant le principe fondamental de la dynamique et en
tenant compte des calculs précédents donnant les différentes formes des forces de traction entre
deux briques voisines ainsi que le moment exercé par I'une sur 'autre, on aboutit a une forme
classique de l’équation du comportement dynamique. En désignant par U le vecteur composé
des déplacements et des rotations des briques B/, M la matrice de masse, K la matrice de
rigidité et I le vecteur des forces et des moments extérieurs appliqués aux briques, I’équation
du comportement dynamique s’écrit ainsi :

0’U

M—— + KU =TF 5.42
52 T (5.42)
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Bkt | Btz | Biespes | Biapea Bz | By | By

Busi ) B3 By Bon-z Bon-1 By

B n—-2 B n—1 B n

Fi1G. 5.5. Description géométrique globale d’un mur de magonnerie

Ou U = [ug v1 wf ....... un vN wy| est le vecteur regroupant les degrés de liberté des n briques
formant la magonnerie. F =t [f1 ¢ my....... fntymp] est le vecteur de force agissant sur les N
briques (f; est la composante suivant la direction e, ¢; est la composante suivant la direction
ey et m; est le moment suivant la direction e3).

K et M représentent respectivement la matrice de rigidité et de masse globales de la maconnerie
assemblant ainsi toutes les matrices de rigidités des interfaces verticales et horizontales et les
matrices de masse de toutes les briques.

Le calcul des matrices globales (K et M) constitue la tache la plus difficile de la résolution du
probleme discret dans le cas dynamique. K est une matrice de dimension 3kn x 3kn. U et F sont
deux vecteurs de dimensions 3kn x 1 avec k et n le nombre de briques suivant les directions e;
et es.

Il est important de noter que les termes de (K. U) représentent ’assemblage des vecteurs forces
internes entre les différentes briques. Les forces internes a l'interface de deux briques voisines
représentées par une composante suivant Y, une composante suivant Y et un moment suivant
Y3 peuvent étre explicités en fonction des parametres du probleme.

Les forces de traction qui varient linéairement sulvant Y et Yg sont exprimées en fonction de
la force résultante £7, et du couple résultant c;”’ ,  au point x, centre de l'interface S;7, :
k1,k2 k ko k ko k1,k2 *

x 1 i 1
by (751) = i Bl + 7 léf,kz (y - Xk’f,kz,) (5.43)
k1,k2 k1,k2

Ou sk ks €O I,Z1 r, désignent respectivement la surface et I'inertie de l'interface S " ko suivant
I'axe ys3.

Les expressions de la force résultante fk ks €t du couple ck ko s’écrivent :

B9, (1) = / 69,.dS et i (1) = / (v —xi ) %t ds (5.44)

i,j i,j
Skl k2 Sk1 k2
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A partir des conditions d’équilibre établies dans 1’équation (IZ), la symétrie des forces de
tractions et des couples résultants se traduit sous la forme de conditions de consistence s’écrivant
de la fagon suivante :

; itk1,j+k ; itk1,j+k
f]:'1]7k2( ) fz—/ﬁl Jk2 Q(t) =0 et Ckikz (t) + Cz—klt—]lm Q(t) =0 (5'45)
KI/
— 0
Rappelons la matrice de rigidité du mortier liant deux briques : Kk’f ky = € K
0
e

Ou e est épaisseur réelle du joint entre deux briques, K =M 2uM et K "= M avec \M et
M les coefficients de Lamé intrinseques au mortier.

Les termes du déplacement relatif entre deux interfaces voisines (&I0) et de la force de traction
(ETTI) seront intégrés dans le calcul des efforts de tractions et du couple résultant (5.44]) au centre
d’une interface. Par intégration numérique de ces deux quantités formulées dans I’équation (44,
on obtient :

£l (t) = Sk’f,kQKZl ko dkl ko €1 ck’j Bt = ?Ilzf’f,kzélzc’f,kz (5.46)
oN dgf,,w (v, ) =il g, + 817, A Gy —xp7 )

d + k, st le déplacement relatif au point y = xk’f r, tel que : Hﬁ;ib = d;’f ky (X k’f k)

5,2’1] k, €st la rotation relative entre deux briques voisines. Elle s’écrit :

525 — itkuithe i (5.47)

e Pour une interface horizontale (ky = 0,ke = £1) :

a3c

12
%,J %,J

La section SEL o de linterface s’écrit : Spi gy = 0OC

)’ N e . _
L’inertie Ikl,kg s’écrit : Ik1 Ky =

Le déplacement relatif entre deux briques s’écrit :

dl<:1 ko — i+k1,j+k2 - 7] + wZJrkl,JJer A (Xk1,k2 yi+kl7j+k2) - ,J A (X/ﬂ,lﬁ yiJ) (548)
uz-i—lﬂ,]—f—kg —ud = (1u21+k1,J+k‘2 _ uzfj)el + (u;+k17]+k2 _ u;’J)ez
szik‘g = 5 ((2’L + kzl)ael + (2] + kg)aez) (549)
y» = iaer + jaes

Finalement en remplacant ces égalités dans ’équation du déplacement relatif, ce dernier s’écrit :

dkl,kz EZf,kz(l)el + EZf,kg(Q)ez (5.50)
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Ou
i+k1,j+k2 ,J
7 _ itRugthe gy W +ws
kl,kz( ) = 1 L 2 2 (5.51)
u22+k1,J+k2 B u227j

dk17k2( 2)

Par identification du déplacement relatif (H;f,m) et de la matrice de rigidité du mortier dans
8 i 3 o 27.] — 27.] Z,_]
I’équation (EEB]) les composantes du vecteur force de traction fkl,kg = fkth(l)el + fkl,kg(Q)ez

i 74 3 .
et du couple ck by = ck1 r,€3 s'écrivent :

"
7_]

fk17k2 = 6h khkzdkl,kﬁ(l)
K’ j
_ 7.7 ’ . 2
fk17k2 o eh kl,deklka( 2) (5 5 )
/
i = K sii
Ch1 ko eh “k1,ka"k1,k2

e Pour une interface verticale (ky = +1,ks = 0) :

3

a’c

L’inertie s’écrit : 1% —_—
k1 kg 12

La section se formule : sk’] k= QC

De la méme maniere que celle utilisée dans le cas des interfaces horizontales, les composantes
du déplacement relatif s’écrivent :

o i+k1,j+k2 1,5
dk:l,k;g(l) - ul - ul
i+k1,j+k2 i,3 5.53
—i,J _ itk gtk i.J W3 +ws ( )
d — —k
k1 7k2 (2) - u2 u2 1a 2

Les composantes du vecteur force et du moment sont :

K kghs i
. 1,J+k2 1,]
fkl,/@ - e_vac(ul _“1>
itk j+ks i
K" ; ) o wH— 1,J Wb
_ +ki,j+tke 4,5 3 3
fkl,kz T uy” —kia 2 (5.54)
!
i Ky sii
ki k2 ev “k1,k2 k1, k2

Finalement ’énergie de déformation de l'interface d’une brique (horizontale ou verticale) se
formule ainsi :

Wk’lj,ké = <f;€71j,k‘2 dkl k2 + Ckl k252~‘1 k2>
(5.55)

B d ki g, )4 & 2, (5 ?
= k1,ko 3k1 o Tk ko Dk ko E1,ko \ k1, ko
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5.3 Modele homogénéisé

Dans ce modele d’homogénéisation le mur de magonnerie est considéré infini. Etant périodique,
chaque brique est considérée chargée de la méme maniere que ses voisines. Pour cela I’étude d’ho-
mogénéisation va porter sur une cellule de base avec un nombre fini de degrés de libertés. Ce
calcul a pour but de déterminer les caractéristiques de ce milieu orthotrope dont la matrice de
rigidité élastique fait partie. Cette méthode a été déja étudiée dans le probléme d’un réseau
périodique (Cecchi et Sab, [§], Pradel et Sab, [46, 5], Buhan et al., [I3] et Florence et Sab,

[200]).

5.3.1 Discrétisation du domaine ; matrices de rigidité et de masse
Considérons un domaine rectangulaire qui représente le mur de maconnerie & modéliser. Ce

domaine est discrétisé a ’aide d’éléments finis rectangulaires. L’équation d’équilibre du compor-
tement élastique linéaire en dynamique s’écrit :

Va+b=py dans Q (5.56)

F1a. 5.6. Probleme élastique linéaire (Hypothése des petites perturbations)

O © € R? est le domaine matériel, V. est I'opérateur divergence, g est le tenseur des contraintes
de Cauchy et b est un terme de force volumique. La relation de comportement est donnée par :

(5.57)

g:

(S}
II<'7;

Ou € est le tenseur des déformations linéarisées (partie symétrique), respectivement. Ceux-ci
sont écrits suivant les notations conventionnelles :

o1 €11
o= | 099 | ; €= €99 ;0= Ce (5.58)
012 2€19

Ou C est le tenseur élastique sous sa forme matricielle. Les conditions aux limites essentielles
et naturelles sont données par :

- (5.59)

Oull =T, U Ty est le bord du domaine 2, n est la normale unitaire sortante a I', U et t sont
les déplacements et efforts imposés.
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La formulation variationnelle (principe des travaux virtuels) associée au probleéme élastodynamique
est donnée par :

Trouver u € H' () cinématiquement admissible (w = sur [',) tel que

/U:e*dQ—{—/v*.p 7dQ:/v*.bdQ+/ v*Edl | ¥V v* € HY(Q) (5.60)
Q Q Q Tt

Ol HE(Q) et H(2) sont les espaces fonctionnels de Sobolev usuels.

En substituant la fonction test dans I’équation précédente et en utilisant le fait que le champ v*
est arbitraire, on obtient le systeme d’équations linénaires apres intégration numérique :

MU +KU = o (5.61)

Ou U est le vecteur global des déplacements nodaux (u, v) (Fighml). K et M sont respectivement
les matrices de rigidité et de masse globaux et f' est le vecteur de force global. Ces matrices
représentent la somme des matrices élémentaires données par :

K¢ = / 'Be C B (5.62)
Q

M¢ = / p 'N® N¢dQ (5.63)
Q

foxt = / 'N°tdl + / 'N°bdQ (5.64)
Tt Q

N

V, v,
4 Uy 3 W
V, XU
A O A
O
N
| S o ' >
1 Uy a2 W

Fi1G. 5.7. Elément fini quadratique ayant deux degrés de liberté par noeud

N€ est la matrice élémentaire contenant les fonctions de forme d’un élément fini dans la base
physique (z,vy) :

e (61 0 2 0 @3 0 ¢a O
N _<0 1 0 ¢2 0 ¢3 0 ¢4> (5.65)
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B¢ est la matrice élémentaire dérivée des fonctions de forme :

gbl,m 0 ¢2,m 0 ¢3,m 0 ¢4,m 0
B® = 0 ¢1,y 0 ¢2,y 0 ¢3,y 0 ¢4,y (5-66)
Pry P1z P2y P22 D3y D3z Pay Pag

En placant l'origine des coordonnées au centre de ’élément rectangulaire de dimensions a X b,
2z

2
on définit les coordonnées de référence, £ = — et n = ?y qui valent £1 sur les frontieres du
a
rectangle.
Les matrices des fonctions de forme et ses dérivées s’écrivent dans la base (£,7) en effectuant
un passage de la base (z,y) a l'aide de la matrice Jacobienne J :

g =3 8 (5.67)
on Jy
La matrice Jacobienne J s’écrit :
0r 0y
_ |0 0
J= 3_3% _f; (5.68)
on 0On

Les matrices de rigidité et de masse élémentaire et le vecteur force élémentaire se réécrivent dans
la base de référence comme suit :

o= [ BCBL | I O (5.69)
ref
o= P NN 3] d (5.70)
Qref
fext — / Nt | Jg¢ | d€ + / 'NDb | J |dQpet (5.71)
Iy ref
Bf.; est la matrice élémentaire dérivée des fonctions de forme calculée dans la base de référence

(€, m). Cette matrice garde la méme forme que B®, en remplagant par exemple le terme (¢1 )
par son équivalent (¢ ¢) calculé a I'aide de I'égalité (BBT) qui se réécrit comme suit :

0¢i 09
g | =37 5% (5.72)
dy on

C est la matrice de comportement élastique du milieu anisotrope qu’on développera plus tard
dans la partie sur 'homogénéisation du modele.
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| J | est le déterminant de la matrice jacobienne qui lie les coordonnées de la base physique

(x, y) & celles de la base de référence (£, n). Il est égal au rapport de deux éléments de surface
dQyy

dSd¢ .,

correspondant df),, dans (x,y) et dQQ¢, dans (£, n); | J |=

J¢ est tel que :

2 2
dn:wg#(g_g) (%) 573)

Les fonctions de forme de I’élément quadratique dans la base physique (z, y) s’écrivent :

¢1(z,y) = i (1 - %) (1 - 2%) (5.74)

bo(z,y) = i (1 + %””) (1 _ 2%’) (5.75)

bwy) = (1 + %””) (1 + %") (5.76)

b4 (z,y) = i (1 _ %’”) (1 + 2%’) (5.77)

Dans la base de référence (€, 1) ot (€ = %x n= %y), les fonctions de forme se réécrivent
différemment. Elles sont formulées comme suit :

br&m = $0-90-n) (575)

b&m) = 10+ -1) (5.79)

b6 = 0+ +n) (5.50)

b6 = -1+ (581)

5.3.1.1 Schéma d’intégration numérique

Nous présentons ci-dessous le schéma de l'intégration numérique proposée pour résoudre le
systeme d’équations linéaires a N variables (f1l). Cet algorithme va étre implémenté dans un
code MATLAB. MG°P et KGlob gont respectivement les matrices de masse et de rigidité globale
de la géométrie de maconnerie et FGIP est la force globale agissant sur les noeuds des éléments
finis.
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Algorithme : Schéma numérique du calcul d’une structure élastodynamique en
éléments finis implémenté dans MATLAB

1. Création du maillage et définition des constantes :
(a) Création des noeuds
(b) Matrice de connectivité entre les différents noeuds.
(¢) Maillage rectangulaire avec des éléments & quatre noeuds.
(d) Définition des constantes mécaniques du modele
2. Calcul de la matrice de rigidité et du vecteur forces élémentaires :

(a) Calcul des fonctions de forme et de leurs dérivées sur les éléments de référence ;
aux points d’intégrations x,,
(c) Calcul de la matrice de masse élémentaire [M €]
(d) Calcul du vecteur force élémentaire F*©
3. Résolution du systeme linéaire global :
(a) Assemblage de la matrice de rigidité élastique [KG1°P]
(b) Assemblage de la matrice de masse [MS1°P]
(c) Assemblage du vecteur force FGIoP
(d)
(e) Résolution de [ME1°P] x [U7] 4 [KG1P] x [U] = [FGP]

Imposer les conditions aux limites

5.3.2 Tenseur de rigidité homogénéisé
L’objectif de cette section est de calculer les différentes composantes du tenseur de rigidité
homogénéisé a I’aide des conditionnements cinématique et statique.

Considérons le tenseur de déformation macroscopique plane (E) qui s’écrit :

Eun Eis >
E = 5.82
< Eyo Ea (5:82)

Le déplacement, ainsi que la rotation d’une brique d’une magconnerie de taille infinie sont :
(U,Q) = {u",w™ (i,j) € T}.

Le champ de vitesse cinématiquement admissible dans le mode de chargement s’écrit :

KC(E) = {(U,Q),u"’ = Ey" et " =Q} (5.83)

Pour tout (U, Q) € KC(E), les équations (B4 EE'_'Z]) sont utilisées pour calculer le déplacement
relatif entre deux briques ainsi que la rotation (d’ ,,, 6,7, ) & Uinterface S;7, et évidemment
) 1,R2 1,R2

I’énergie de déformation correspondante W,i’lj ko
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Quand la taille du domaine tend vers I'infini, I’énergie totale normalisée d’un domaine tres large
contenant un grand nombre d’interfaces tend vers la forme suivante :

1
&= o7 Z Wi ks (5.84)
(k‘hk‘g) cK

Ou V = a’c est le volume moyen d’'une brique et le facteur 2 vient du fait que chaque interface
est commune a deux briques.

Finalement, pour déterminer le tenseur de raideur élastique homogénéisée d’ordre 4, APo™ il
faut résoudre le probléme de minimisation de ’énergie totale &, tel que :

1E:(Ahosz): min & (5.85)
2 (U,Q)EKC(E)

Ou la minimisation se fait sur tout le domaine cinématiquement admissible.

Considérons le tenseur de contrainte macroscopique dans le plan (%) qui s’écrit :
Y X2 >
> = 5.86
( Y12 Yoo (5:86)
Les forces d’interaction et les couples entre deux briques s’écrivent comme étant :
(F,C) = {(f,gfvb,cgfvb) L (i,5) €T et (ki ko) € ic} (5.87)

La détermination du tenseur de souplesse (inverse du tenseur d’élasticité) Shom = (Abom)=1
nécessite la résolution du probleme de minimisation de I’énergie de contrainte :

1
= (Shom . ) = i E* 5.88
3R (S 2) = | i (585)

Ou £* est Iénergie de contrainte normalisée de la brique B*/ :

* 1 *
E=op D Wik (5.89)
(k‘hk‘g) cK

Wi 1, désigne I'énergie élastique de I'interface Sk, x, donnée par I'équation (B5H).

La contrainte homogénéisée peut étre formulée de la maniere suivante :

1
Beg X fum ety (5.90)
(k1,k2) €K

Ol ®° est la partie symétrique du produit tensoriel (dyadique) entre deux vecteurs. ykike —

y thuithk: _ yid est le centre de interface Sy7,  de la brique B*.
k1,k2

Plusieurs composantes du tenseur de rigidité A"™ sont déterminées aisément : AP°™ est ortho-
trope grace a la symétrie de la structure suivant les axes y; et yo. En utilisant la relation établie
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dans ’équation (80]) et grace a ces symétries, I’énergie de déformation reste invariante, ce qui
donne :

S o= ANmE) + Alm By
Yoo = AMBE; + ALSE Eoy (5.91)
Y = 2AMm o

En considérant une déformation uniaxiale dans la direction de yo : F9s # 0 et F11 = F12 =0, le
champ de déplacement et la rotation correspondants s’écrivent :

ul = jaEyes et W =0 (5.92)
Le tenseur de contrainte correspondant dans ce cas s’écrit :

a
Y= Kle_hE2232 X ey (593)

Par conséquent, les contraintes dans les joints verticaux sont nulles (X33 = 0) et égales a
a
(222 =K' e_hE22> suivant la direction horizontale. Ainsi, en utilisant I’équation (BE91l), on tire

les deux premieres composantes du tenseur de rigidité :
a
Abm — 0 et AbSM — K/e—h (5.94)

Considérons le champ de déplacement d’une brique qui s’écrit sous la forme suivante : u*?/ =
Ey®I, et la rotation w™/ = Qez ol ) est une valeur constante de la rotation & déterminer.
En remplagant ces hypotheses dans I’équation du déplacement relatif d’une brique ([EI0), le
déplacement et la rotation relatifs deviennent :

g, = (B = @) (yhath - yid) = D, (yiHhithe i) g o (5.95)
ou= < g _OQ ) et D est le nouveau tenseur de déformation qui s’écrit :

D— < Eq Ei+Q
Eix —Q Es

) ot (yi+k17j+k2 - yivj> = kiae; + kaa ey (5.96)

e Dans le cas ou E1; # 0 et F19 = Fgy = 0, la symétrie de la structure impose une rotation
nulle. De plus, I’énergie de déformation de chacune des interfaces horizontales ainsi que celle des
interfaces verticales sont égales.

Wo,+1=Wo,—1 et Wi10=W-_19 (5.97)

Par identification des équations (£90 et [E06) dans celle donnant la formule générale de 1’énergie
des interfaces d’une brique ([E53) et tenant compte de :



5.3 Modéle homogénéisé 125

—K 0
nj o _ Ly _

Kk = e % et sy g, =ac (5.98)

0 -

e

et que
2, — »J 2, (2% % 2, 1,7

thkQ - §dk17k‘2. (SklkaKklkadkth) + 2_eIk1,k2 <6k1,k2) (599)

A titre d’exemple pour Uinterface (+1,0), le déplacement relatif s’écrit : aijl,o =akF11.
Les énergies élastiques de déformation Wy 11 et W41 o deviennent :

!/

K
Wit = 2eh a’cEfy et Wo 1 =0 (5.100)

Ainsi en remplagant les termes énergétiques dans I’équation (8H), I’énergie totale des interfaces
d’une brique & s’écrit sous la forme suivante :

1 2W+170 + 2W07+1 K’
&= W Z ]/\}]gl,].;;2 = 20,20 = ﬁaE%l (5101)
(k1,k2) €K

1
Par identification de la valeur de £ dans I’équation (E83) telle que : §A}f§’ﬁ (E11)? = &, on déduit

la valeur de AW telle que :

K'a
Abom — i (5.102)

e Dans le cas ou Fo # 0 et F11 = Fo9 = 0, la rotation {2 est non nulle. Les relations de
symétrie de la structure écrites dans ’équation (BU7) restent aussi valables.

En utilisant I’équation (B05), les énergies élastiques de déformation Wy 41 et W41 o deviennent :

i

Wos1 = S¢(Erp + Q) (5.103)

—a
2¢h
14

Wito = =—a’c(Fp— Q) (5.104)

2e?

La somme des énergies de toutes les interfaces £ ([L84]) s’écrit :

1 K"a (E12 + Q)2 + K"a (E12 — Q)2
2 Wik =

(k1,k2) €K
i L . o ) oE
En optimisant 1’énergie totale £ par rapport a la rotation imposée 2, (8_(2 =0):
K"a(E Q) — K"a(E13 —Q
(Bt @) - Klalfn-9 _, (5.106)

(&

La rotation € s’annule, (2 = 0).
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Le dernier coefficient est calculé par introduction de © dans I’équation (BI06). Cette valeur
vaut :

ghom 2K"a

1212 —

(5.107)

Le calcul des coefficients du tenseur de souplesse a été fait dans le cas d’un milieu orthotrope.
En intégrant la forme du tenseur d’élasticité orthotrope et a l’aide de la loi de Hooke établie en
(BE51) le tenseur de souplesse prend la forme suivante :

_ L Uy . _
€r x Ey o
_Vym L 0 Tx
€yy | = 3 E, Tyy (5.108)
€y 1 20,y
0 0
L Ga:y _

Ou E, et E, sont respectivement les modules d’Young suivant les axes x et y, G, est module
de cisaillement dans la direction x dans le plan de vecteur normal y et finalement v, et v, sont
les coefficients de poisson.

Grace aux conditions statique et cinématique imposées dans le calcul, le tenseur de rigidité
élastique homogénéisé a été réduit a la forme suivante :

Abom 0
C= 0 Abm 0 (5.109)
0 0  Ahgm

Les valeurs des composantes du tenseur C ont été déterminées dans les équations (5094 BT02
et B107)). En les remplacant dans I’équation (E2109]), on obtient :

KI
=20 o
€ !
C= 0 K_ha 0 (5.110)
e
0 0 2K"a
oh

En conclusion, la matrice de rigidité homogénéisée sera utilisée dans le code de calcul des éléments
finis implémenté pour résoudre le cas dynamique du modele de magonnerie.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, une étude théorique d’un modele de maconnerie, portant sur un modele
discret et un autre homogénéisé, a été développée. Cette étude a porté sur le comportement
dynamique dans le cas élastique linéaire. La prochaine étape sera la validation numérique de ce
calcul théorique a l'aide des exemples de magonnerie qu’on proposera ultérieurement. L’objectif
étant I’application de I'approche couplant les deux modeles discret et homogénéisé, une compa-
raison entre la solution discrete a celle couplée est bien entendue envisagée afin de conclure sur
son efficacité.



Chapitre 6

Simulations numeériques

E CHAPITRE est dédié aux tests numériques sur des modéles de magconnerie. Dans un premier

temps, nous validons le code MATLAB a partir d’ABAQUS. Par la suite, plusieurs cas tests

vont étre étudiés, tels des cas homogénes. Une comparaison entre les solutions des deux modéles

prouve que le milieu discret est homogénéisable dans ces cas. Ensuite dans le cas d’une fissure

a lintérieur de la maconnerie, un modele mixte est développé. Dans celui-ci, le modéle discret

est utilisé dans les endroits des singularités tandis que le modéle continu est utilisé dans le reste
de la structure.
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6.1 Introduction

La premiere étape dans ce travail consiste en l'implémentation du calcul théorique des
modeles discret et homogénéisé dans un code MATLAB. Ensuite, dans 'objectif de valider cette
implémentation, des simulations numériques portant sur différents cas tests, feront la premiere
partie de ce chapitre. Les réponses des deux modeles sont comparées. Le modele mixte, dis-
cret/continu, développé dans la deuxieme partie de la thése (modele de poutre) va étre appliqué
dans certains cas tests. Les simulations numériques mettront en valeur 'efficacité et la capacité
du modele mixte a reproduire correctement le comportement du modeéle discret, en minimisant
le temps de calcul et le nombre de degrés de liberté du systeme.

6.2 Simulations numériques

Tout d’abord, une validation du modeéle homogénéisé, modélisé par des éléments finis rec-
tangulaires dont le calcul est implémenté dans un code MATLAB, est obligatoire afin de partir
sur une base fiable. Avant de passer a la validation, nous présentons les paramétres mécaniques
et numériques qui seront nécessaires aux simulations qui vont suivre.

6.2.1 Parametres mécaniques

Les dimensions d’une brique qu’on a conidéré sont telles que :la largeur est égale a la hauteur
a = 160 mm (brique carrée) et I'épaisseur est b = 120 mm. L’épaisseur réelle d’un joint horizontal
(e") et celle d'un joint vertical (e¥) est de 0.2 mm. La masse d'une brique s’écrit M = pa?b,
ot p = 1800 Kg.m 3 représente la densité d’une brique. Le module d’Young du joint entre deux
briques est £ = 1000 MPa. Le coefficient de Poisson du joint est v = 0.2. Ci-dessous, le tableau
(TablEdl) résume tous les parametres utilisés dans les simulations numériques des cas statique
et dynamique.

Parametres Valeurs Unités
Module d’Young du joint || Ejging = 1000  MPa
Coefficient de Poisson v=20.2
Charge extérieure F=1 N
Hauteur d’une brique a = 160 mm
Largeur d’une brique a = 160 mm
Epaisseur d’une brique b =120 mm
Epaisseur du joint e=0.2 mm
Masse d’une brique M = pa®b Kg

TAB. 6.1. Parameétres utilisés dans les simulations numériques du modéle

6.2.2 Validation du code MATLAB a ’aide ’ABAQUS

Considérons un cas simple ot un chargement statique suivant la direction Y, (Figlidl) est
appliqué au centre d’un rectangle qui représente un milieu isotrope dont la matrice de rigidité
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C s’écrit :
E(1—-v) Ev 0
(1+ V%}(l —-2v) (1 —Ejy(%(l —)21/)
=l aroa- arvia-2 g (6.1)
0 0 2(1+v)

o

AvAREED v v/
)

-,

“ SR Co Co

—
-

Fi1Ga. 6.1. Rectangle encastré aux bords modélisé par des EF

La premiere étape du code Matlab consiste a établir un maillage du domaine. Connaissant les
dimensions du rectangle, on le discrétise avec deux pas différents, un suivant Y7 et 'autre suivant
Y5. Ainsi les coordonnées des noeuds sont déterminées. Ensuite, nous construisons le tableau de
connectivité entre les noeuds afin de créer les éléments finis rectangulaires. Apres la création
du maillage, des conditions aux limites sont & considérer. Dans le cas étudié, les conditions
aux limites imposées se résument par le blocage de tous les degrés de liberté (ddls) aux bords
rigidité globale du systeme (Kgio). Cette matrice a une forme creuse (définie en utilisant la
fonction SPARSE dans Matlab) dans le but de rendre plus rapide le calcul des inconnues du
systeme linéaire de taille identique a celui du nombre de ddls. Les degrés de libertés bloqués du
systeme seront supprimés du calcul. La force globale Fy, est 'assemblage des forces élémentaires
imposées sur les noeuds de chaque élément.

Dans le code d’éléments finis “ABAQUS”, nous reprenons le méme type de chargement, les
meémes conditions aux limites, ainsi que la nature du matériau considéré.

Tout d’abord nous vérifions la convergence du code EF implémenté dans MATLAB. Pour ce
faire, des points situés a une distance fixe du point d’application de la charge (Figlidl) sont
repérés. En ces points, les valeurs des déplacements suivant les axes Y] et Y5 sont extraites. Ce
calcul est refait plusieurs fois avec un raffinement du maillage dans le but de s’assurer que le
calcul est indépendant du maillage. Le tableau (Tabl52l) montre la convergence des déplacements
vers la méme valeur en chaque point considéré indépendemment du maillage.

Le tableau (Tablg3) illustre les valeurs des déplacements aux noeuds mentionnés sur la figure
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Noeud 1 Noeud 2 Noeud 3
Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, Uy,
41 x 31 || 1.876e 1 1.32¢ 27 9.82¢ 1% 4.102¢ 1% 1.25¢ 13 3.12¢e
91 x 69 | 1.868¢7 13 1.29¢727 9.62e 14 4.223¢ 1% 1.28¢7 13 3.23¢ %
201 x 201 || 1.873e713  1.28e727 9.78¢ 1% 4.54e7 1%  1.20¢713 3.21e %

Maillage

TAB. 6.2. Comparaison entre les déplacements avec différents types de maillage

(Figledl), calculés d’une part avec le code MATLAB et ABAQUS d’autre part. Cette comparai-
son montre que ces valeurs sont tres proches.

Noeud 1 Noeud 2 Noeud 3
Uy, Uy, Uy, Uy, Uy, Uy,
ABAQUS | 1.87¢™  245¢727 9.821e 1% 4.283¢ 1% 1.282¢ 13 3.295¢~2%4
MATLAB || 1.876e= 1%  1.32¢727 9.82¢ 1% 4102714 1.25¢ 13 312 %

TAB. 6.3. Comparaison entre les déplacements calculés a partir de MATLAB et d’ABAQUS

F1c. 6.2. Champ de déplacement suivant Y1 (a); Champ de déplacement suivant Yo (b)

Ci-dessus, les champs de déplacements suivant Y; et Y5 sont représentés a l'aide de dégradés
dans les figures (FigliiZh), respectivement (FigliZb). Nous remarquons que les valeurs aux bords
du domaine sont nulles ce qui correspond aux conditions aux limites imposées. Les valeurs du
champ suivant Y5 sont aussi nulles sur la ligne moyenne des noeuds du domaine.

Nous reprenons les mémes étapes de calcul qui viennent d’étre faites avec le milieu homogénéisé
orthotrope dont nous avons calculé la matrice de comportement C (BII0). Le méme accord
entre les calculs MATLAB et ABAQUS est toujours observé.

Sur la figure (Figli3l), 'évolution du déplacement des noeuds de la ligne moyenne suivant 1’axe
Y1 est présentée pour différents maillages. Nous remarquons que quelque soit le choix du maillage
(fin ou grossier), les déplacements sont quasi confondus.
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x 10
2:5 ! ! ! ! ! ' '
— + — Maillage 65x65
—6— Maillage 85x85

15

Déplacements suivant I'axe X en (m)

0.5

a1,

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Abscisses des noeuds en (m)

S~k

Fic. 6.3. Bonne concordance entre les déplacements des noeuds suivant 'axe des abcisses Yi
avec différents type de maillage

6.2.3 Validation du modele discret

Comme pour le modeéle continu homogénéisé, nous avons prouvé la convergence de la so-
lution continue indépendemment du maillage employé, le modele discret doit étre validé d’une
maniere similaire. Pour cela, considérons le méme cas test étudié dans le cas continu. Le mur
de magonnerie a 4 metres de longueur et 3 metres de hauteur. Une force unitaire est appliquée
au centre du mur. Nous cherchons & comparer les déplacements aux noeuds 1, 2 et 3 (Figledl)
pour différents maillages tout en gardant les mémes dimensions du mur de magconnerie. La fi-
gure (Figlidl) représente la description discrete du mur de magonnerie. Sur cette figure, sont
représentées les conditions aux limites. Elles se résument par le blocage de tous les degrés de
libertés (ddls) des noeuds aux bords. Chaque brique est représentée par son centre avec 3 ddls
dont deux pour les déplacements suivant Y7 et Y5 et un pour la rotation suivant Y.

Dans un premier temps, nous réalisons un calcul avec un maillage qui emploie les vraies valeurs
des parametres mécaniques d’une brique (Tablidl). Grace a ces valeurs, le nombre de briques
suivant la direction Y7 est n = 25 et kK = 25 suivant la direction Y5. Le calcul est fait et les
déplacements de la ligne moyenne des centres sont représentés sur la figure (Figlihl).

En gardant les mémes dimensions du mur de magonnerie, nous reprenons le méme cas test mais
en raffinant le maillage de facon a ce que le milieu discret tende vers un milieu continu. Dans
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Fi1Gc. 6.4. Modéle de magonnerie discret auz bords encastrés

12

x 10

2.5

1.5f

Déplacements des centres suivant X en (m)

ole i i i i i i S
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Abscisses des centres de la ligne moyenne en (m)

Fia. 6.5. Déplacements de la ligne moyenne des noeuds

chaque simulation, les valeurs des déplacements aux noeuds choisis (Figlidl) sont extraites. La
comparaison entre les valeurs des déplacements montre que la solution discrete converge vers la
solution continue lorsque le maillage est fin. Ceci prouve que le milieu discret est homogénéisable.
Le tableau (Tabfgd]) illustre la convergence de la solution discrete vers celle homogénéisée.

Apres la validation des deux modeles discret et homogénéisé, ’étape suivante porte sur d’autres
simulations dont le but est de trouver les cas singuliers ou la solution discrete ne tend pas vers
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Noeud 1 Noeud 2
Uy, Uy, Uy, Uy,
Homogénéisé : (61x61) || 3.029¢=13  4.29¢72°  7.42¢~1%  3.312~ 1
Discret : (25x25) 4.324e7 13 5369¢2*  8.56e 14 4.267¢ !4
Discret : (51x51) 3.762e7 13 9.317e72*  8.156e 14  3.824¢7 !4
Discret : (75x75) 3.062¢713 532472  7.49¢7 ' 3.365¢ !4

Maillage

TAB. 6.4. Validation du modéle discret a différents maillage avec le modéle homogénéisé fin

la solution homogénéisée. Dans ces cas, le modele mixte continu/homogénéisé est envisageable.

6.2.4 Comparaison entre les modeles continu et discret

Cette section constitue le coeur du chapitre. Plusieurs cas de chargements sont simulés tels
que le cisaillement, 1’écrasement a bords fixes ou libres.

6.2.4.1 Test de cisaillement

Le premier cas test qu’on va étudier est celui de cisaillement a bords fixes. Considérons le
cas d'un mur chargé uniformément sur la face supérieure (FiglGl).
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FiGc. 6.6. Mur de magonnerie soumis a un test de cisaillement a bords fizes

La face inférieure du mur est supposée encastrée (u; = us = wg = 0 dans le cas discret et
u; = ug = 0 dans le cas continu). Sur les deux cotés verticaux, les déplacements suivant la
direction Y pour les deux modeles, continu et discret (uz = 0) sont bloqués. Considérons au
départ un maillage discret grossier et un maillage continu fin. Par comparaison des déplacements
de la ligne moyenne des noeuds, on constate une différence qui s’avere de 10%. En affinant le
maillage discret jusqu’a ce que I'échelle de calcul soit celle du modeéle continu ou plus fine, cette
différence disparait. Ci-dessous, la figure (FigliZl) montre la disparition de cette différence en
fonction du raffinement du modele discret.

Les courbes représentées sur la figure (Figlil) montrent que le milieu discret est homogénéisable
dans le cas de cisaillement avec des bords fixes et que la solution discrete est proche de celle
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Fia. 6.7. Comparaison entre les déplacements continu et discret o différentes échelles

continue. Dans ce cas, le modeéle continu homogénéisé remplace le milieu discret et donne le
méme comportement du mur de magonnerie.
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Fi1a. 6.8. Mur de maconnerie soumis d un test de cisaillement a bords libres

Considérons le test de cisaillement ou les bords sont libres. Les conditions aux limites sont juste
imposées sur la borne inférieure du mur (voir FiglE]), ainsi u1 (Y = 0) = ua(Y =0) = w3(Y =
0) = 0. Sur la figure (Figlfd), les champs de déplacement du milieu continu suivant les axes
Y1 et Y5 sont représentés. Nous remarquons que la magonnerie est fortement cisaillée et que le
modele discret n’est homogénéisable que lorsque le maillage discret est fin.

Sur la figure (FigleI0l), les déplacements de la ligne moyenne suivant ’axe Y5 sont représentés.
Les deux modeles aboutissent a des résultats identiques dans le cas d’un maillage discret fin
(dans ce cas le maillage continu est 25x25 tandis que le discret est 100x100).
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Champ des déplacements suivant I'axe X en (m)
Champ des déplacements suivant 'axe Y en (m)

. . . . . . 0 . . .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 1 1.5 2 25 3

Abscisses des noeuds en (m) Abscisses des noeuds en (m)
(a) (b)

F1c. 6.9. Champ de déplacement suivant Y1 (a); Champ de déplacement suivant Yo (b)

0.4 T T T T T T T
—©O— Modéle discret
O.(f - - . —+— Modéle continu

Déplacements suivant I'axe Y en (mm)

0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
Abscisses des noeuds et des centres de la ligne Y=H/2 en (m)

-0.4
0

Fi1Gc. 6.10. Comparaison entre les déplacements continu et discret ; cisaillement a bords libres

6.2.4.2 Test d’écrasement

Un deuxiéme test a implémenter est celui de I’écrasement ou la magonnerie sera soumise a
effet d’une pression uniforme sur I'un de ses bords. La figure (FigliTTl) représente 1’écrasement
du mur suivant 'axe Ys.
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Fic. 6.11. Mur de maconnerie soumis a un test d’écrasement

Les dimensions du mur de la magonnerie sont les mémes que pour le cas discret (SeclBZ3l).
Le modele discret sera maillé en (n=>50) briques suivant Y] et (k=50) briques suivant Y. Le
maillage du modele continu doit étre grossier comparé a celui discret. Les degrés de liberté sur
la ligne inférieure sont bloqués dans les deux modeles (ui(Y = 0) = ua(Y = 0) = 0 pour le
continu, et u1 (Y = 0) = ua(Y = 0) = wz = 0 pour le discret). Les ddls sur les deux bords sont
bloqués suivant la direction Ys, (u2(X = 0,X = L) = 0). Nous réalisons le calcul a partir des
deux modeles et comparons les déplacements de la ligne moyenne.
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Fiag. 6.12. Comparaison entre les déplacements continu et discret ; Ecrasement & bords fizes

Sur les courbes de la figure (FiglEIZl), nous observons la concordance entre les déplacements
des noeuds de la ligne moyenne de la magonnerie (y = %) suivant l'axe Y5. L’écrasement de

la magonnerie est représenté sur le dégradé du champ de déplacement suivant la direction Y3
(FiglE13).

Grace aux différentes simulations numériques sur les modeles de magonnerie considérés, nous
avons pu prouver que le modele discret est homogénéisable dans les cas homogenes. Dans certains
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Champ de déplacement suivant X
"
[=3
Champ de déplacements suivant Y en (m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Abscisses des noeuds en (m) Abscisses des noeuds en (m)

(a) (b)

Fi1a. 6.13. Champs de déplacement suivant Y1 ; Champs de déplacement suivant Yo

cas tests ou des hétérogénéités sont intégrés, le modele discret n’est plus homogénéisable (effets
de bords, fissures a l'intérieur qu’on verra plus loin, etc.). Nous estimons cependant qu’il est
plus judiciable afin de minimiser les temps de calcul considérables, de coupler le modele discret
avec un modele continu au niveau des singularités telles que d’éventuelles fissures dans le mur.
Nous développons dans la suite ce modele mixte continu/discret.

6.3 Modeéle mixte ; discret/continu

Dans le modele couplé, les deux configurations du milieu sont présentes. Le modele continu
est utilisé dans les zones homogenes de la magonnerie tandis que le modele discret est utilisé
aux endroits singuliers. Entre les zones discrete et continue, existe une zone d’interface ou des
EDs interpolés sont créés a l'intérieur des EFs.

La figure (Figliddl) représente une simulation du maillage du modeéle couplé ou on distingue
les différentes zones : la zone continue B, la zone discrete BP et linterface du couplage dis-
cret/continu BY.

6.3.1 Principe

La zone continue BY (FiglEIdl) est discrétisée a ’aide des éléments finis quadratiques. Dans
cette zone, la méthode des éléments finis est utilisée pour étudier le comportement. La zone
discrete BP est représentée par les points noirs e. Ces points & 3 ddls chacun, représentent les
centres des briques. Ils interagissent par des interfaces élastiques. Entre les deux zones, continue
et discréte, existe une interface notée BY. Cette interface assure l'interaction entre les EDs et
les EF's par interpolation.

Au niveau énergétique, I’énergie potentielle totale II*®* du milieu B est la somme des énergies
potentielles de chaque sous domaine qui le constitue (B et BP) ainsi que I’énergie d’interaction
de l'interface (B'). Cette énergie s’écrit :

et = ¢ 4+ P + 1’ (6.2)
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F1G. 6.14. Mur de magonnerie modélisé par un couplage mizte discret/continu; les (o) sont les
EDs de la région purement discréte (BP) tandis que les (o) sont les ED interpolés
situés a la frontiére de linterface (B'). Les (O) sont les noeuds des EF de la région
continue (B©). {. ) représente la fissure créée a lintérieur de la zone discréte

Le " sur le II¢ signifie que I'énergie potentielle de la zone continue est approximée par la méthode
des éléments finis. I’ est 1'énergie d’interaction entre la zone discréte et continue (que nous
développerons plus loin). Ces contributions énergétiques s’écrivent :

n? = > E*- ) fa.at (6.3)

aeBP acBD

n’ = Wdv — / tu.dV (6.4)
B¢ oBf

Ou u® est le déplacement de 'ED («), u(X) est le champ de déplacement continu, E® est
I’énergie associée a chaque brique, f&, est la force appliquée au centre d’une brique, ¢ est 1'effort
de traction et W est ’énergie de déformation.

L’énergie continue s’écrit sous sa forme approchée par la méthode de Gauss :

Nelem "'q

0 =>" > w Vew(xg) -F'.U (6.5)
e=1 ¢q=1

OU Nelem est le nombre d’éléments, V¢ est le volume d’un élément e, n, est le nombre de points
de Gauss, w, est le poids d’un point de Gauss, X/ est la position du point de Gauss ¢ dans
I’élément e dans la configuration de référence, et F et U représentent les vecteurs des forces
appliquées et des déplacements nodaux des EFs.

6.3.2 Passage continu/discret

Dans la zone d’interface, des ED interpolés s’interpénetrent avec ceux continus. Une rela-
tion doit étre établie entre le vecteur des déplacements continus aux noeuds d’un élément fini
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[u1 v1 ug vy uz V3 ug V4] et le vecteur des déplacements et de rotation discret [U V W] au centre
de la brique. Le vecteur déplacement et la matrice de rotation au centre d’une brique située a
I'intérieur d’un EF vérifient les relations suivantes :

u(z")
5 (gradu(e?)

Ut -

w9 = — gradu(z" ))

Ou UY et W' sont respectivement les déplacements et la rotation du centre de la brique suivant
X et Y. u(z") est le vecteur déplacement continu interpolé au centre de la brique. En utilisant
les fonctions de forme associées a 1’élément fini (¢;), les déplacements continus interpolés au
centre de la brique se formulent par :

1

u(@?) = > widi(aV) (6.8)
i=1
4

v(@?) = Y vidi(a) (6.9)
i=1

Les fonctions de forme de ’élément quadratique dans la base physique (z, y) calculées aux
centres de la brique (2%, 3¥) s’écrivent :

1 (xz'j’yz'j) i (1 2:5”) < 2y’J> (6.10)
éo (277, y) i (1 + Mj) < 2y”> (6.11)
63 (29,37 i (1 N 2x”> < 2y’J> 6.12)
64 (27, 49) i (1 - 252”) <1 + be”> (6.13)
En utilisant les équations (61, B et [£9), la rotation du centre de la brique s’écrit :
wo - L (B (Z 9, g«; ) (6.14)

En utilisant toutes les égalités établies dans les équations (66, 671 B3 et EI4)), le passage
continu/discret est établi sous forme matricielle :

U1

U1

ij U2

uv b1 0 P2 0 ¢3 0 P4 0 v
v 0 b1 0 P2 0 ®3 0 ¢4

Wi 1 1 1 1 1 _1 1 _1 us

2¢17y 2¢17$ 2¢2,y 2¢27$ 2¢3,y 2‘753,96 2¢47y 2¢4,x v3

Matrice d’interpolation (%) U4

L V4

(6.15)
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6.3.3 Critere de couplage

Dans la premiere partie de la these, un critere de couplage a été proposé pour le modele 1D.
Le méme critere va étre adapté pour le modele 2D. Le role de ce critere est de controler la taille
de la zone discrete.

Considérons un élément fini proche de la zone singuliere (fissuration du mur) entouré par
d’autres EF et contenant des ED interpolés (FigliThl). Nous proposons de calculer les parameétres
mécaniques des éléments discrets créés a lintérieur de 1’élément fini B puis de les comparer
aux déplacements continus interpolés.

F1a. 6.15. Schématisation des forces d’interaction (moment (m) et effort (f) résultante de (f1)
et (f2)) entre un ED (o) et un ED interpolé (o). Ces forces sont calculées a partir de
l’énergie d’interaction entre les deux ED.

Le calcul discret approché se fait & partir des déplacements aux noeuds de I’'EF. Tout d’abord
les déplacements aux noeuds de 'EF sont interpolés aux centres des EDs a 'intérieur de I'EF
en utilisant I’équation de passage continu/discret (EIH). Connaissant la matrice de rigidité d’in-
teraction (K™rface) entre deux EDs, nous calculons le vecteur force d’interaction (Finteraction)
en utilisant la relation suivante :

fr U-

fa V-

m?? interface w=

= (K 6.16

2= )| o (6.16)
; v

mg{ w+

——

Finteraction

(fy, fy, f1+ , f2+ ) et (m3, m:}f) sont respectivement les composantes du vecteur force des deux
EDs (— et +) suivant l'axe Y7 et Y5 et les moments suivant 'axe Y3.



142 6. SIMULATIONS NUMERIQUES

Apres Iassemblage des vecteurs forces et moments extérieurs (fy, fo et mg) en (Fassemble),
nous implémentons les valeurs de ce vecteur dans le calcul discret sur le domaine représenté
par 1'élément fini (FigliIH). La matrice de rigidité globale du systeme discret local (Kdiseret)
est calculée en assemblant toutes les matrices d’interaction (Kerface) Ainsi les déplacements
discrets aux centres des briques se calcule en utilisant la relation suivante :

approx

Udiscret _ (Kdiscret> -1 Fassemble (617)

Le vecteur des déplacements continus interpolés aux centres des briques est noté Ufgg;gglé.

Ensuite, nous calculons 'erreur entre les déplacements discrets approchés et ceux continus. Si
cette erreur (GI8)) dépasse les 10%, cela signifie qu’il faut augmenter la taille de la zone discrete
autour de la fissure. Dans le cas contraire, le maillage continu est gardé.

discret continu
erTeur — Uapprox - Uinterpolé (6 18)
- Udiscret ’

approx

Le calcul de cette erreur est considéré comme étant le critere de couplage. Grace a ce critere, la
taille de la zone discrete est controlée. Ainsi, en limitant la taille de la zone discrete aux endroits
singuliers, le nombre de ddls diminue d’oti une augmentation du facteur gain d’éléments.

6.3.4 Matrice de rigidité globale

La matrice de rigidité globale du milieu est ’assemblage des matrices de rigidité élémentaires
des différentes zones. Pour la zone continue, la matrice de rigidité (K©) est ’assemblage des
matrices de rigidité de tous les éléments finis qui la constitue. La matrice de rigidité élémentaire
a 6té calculée a Iéquation (Bu6Y]) du chapitre 5. Pour la zone discrete, la matrice de rigidité
(KP) est I'assemblage des matrices de rigidité des interfaces élastiques (horizontale et verticale)
entre les briques voisines. La matrice de rigidité d’interaction (KP) entre les EDs et les EFs
ou l'interaction est assurée a l'aide des EDs interpolés a l'intérieur de 'EF, doit étre calculée
avec soin.

c-D
K
1 1
[N, T =
O|e|e® pe | e_|Q
K€ K viu' k€
Ol e | ® e | ® | O
03 = = £
N

F1a. 6.16. Schématisation des trois zones; continue en bleue, interface discréte/continue en
rose et discréte en verte. Les interfaces en rose a lintérieur de I’EF me sont pas
comptées dans la matrice de rigidité. La rigidité des interfaces a la frontiere de 'EF
(zone en bleue) est considérée a moitié dans la matrice globale KE=P de la zone B'.
KP est la matrice de rigidité de la zone discréte et K€ est la matrice de rigidité de
la zone continue. UT est le vecteur déplacement d’un ED interpolé situé dans la zone
BT tandis que U~ est le vecteur déplacement d’un ED situé dans la zone BP.



6.3 Modele mixte; discret/continu 143

Pour trouver la forme de la matrice de rigidité globale, on formule 1’énergie élastique du milieu
couplé :

Etotale — % tUD KD UD + tUC KC UC +Einteraction (619)

Ediscrete FEcontinue

Ediscréte ogt "énergie d’interaction entre les EDs, E®©™tnue ogt Iénergie d’interaction entre les EFs

et Einteraction oot énergie d’interaction entre les EDs et les EFs. UP et UC sont respectivement
les vecteurs des déplacements discrets aux centres des briques et continus aux noeuds des EF's.

L’énergie d’interaction entre les deux EDs (— et +) (FigleIgl), s’écrit :

T
interaction 1 U~ interface U~
finteract :§<U+> [Kt ]<U+> (6.20)

Kinterface ogt 1a matrice de rigidité de l'interface entre les deux EDs (- et +).

Dans la section (E32), une relation a été établie entre les déplacements continus aux noeuds
d’un élément fini et les déplacements aux centres des briques a lintérieur de I’élément. Ainsi
dans la zone d’interface, la matrice de rigidité va étre calculée a 'aide des deux configurations,
discrete et continue. En remplacant (U') par (M UY) (EIH), I'équation (B20) devient :

T
interaction 1 U~ inter U~
Eélgfngﬁgsﬁre = Z ( MUC > {K e face] < MUC ) (621)

L’énergie d’interaction calculée en ([E20) est comptée a moitié dans le calcul de I'énergie globale
d’out un facteur (Z) au lieu de (5) dans la formulation de 1’énergie.

Ainsi la somme de toutes les énergies élémentaires (G.2I]) s’écrit sous une forme qui dépend de
U et UP. L’énergie d’interaction globale s’écrit :

b int T
Einteraction _ "~ Einteraction _ l UC [KC—D] UC (6 22)
- E élémentaire — 9 UD UD .
i=1

nb inter signifie le nombre des interactions discréte/continue et K¢ est la matrice d’inter-
action globale construite en assemblant toutes les matrices élémentaires (KEeraction ) dont les

dimensions de chacune est de (11 x 11). La matrice d’interaction élémentaire possede la forme

suivante :
; ; A|B
i~ (4o (6.23)

Ou A, B, C et D sont des sous matrices calculées en utilisant les relations (610 et E211). B et
C sont respectivement deux matrices de dimensions (8 x 3) et (3 x 8) telles que C = B, tandis
que A a pour dimensions (8 x 8) et D (3 x 3).
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hérda + dd1 yday
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hésdy + dsyday
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he3 + dej. y
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FO3 + bu,2(dpae — 2c¢s)
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(—K' + 3K")a

Dans le cas d’une interaction verticale (.20), et en notant que : « = —————, b =

96e
K"a\/2 K"a\/2 J (K'+3K")a K'a F K"a K"a L K'a
_ C = — = - = — = = - = —
16 16e 192¢ 2 2¢ "7 2% %
o K"aV?2 ) K"a\/2 ) .
1 = ——— et ) = —————, ces matrices s’écrivent :
8e 8e
N1 0 N2 0 nes 0 NP4 0

C="B=|bpry gd1—bprs bpay gdo—bdor bpsy gbds—bdsy boay gbda— bday

agry 191 — APl Qpay iy — pay Pz, IP3 — aP3y Py, iy — Qs
(6.24)

0
J

D= (6.25)

o o=

0
/
j Ad

Ou (¢;) sont les fonctions de forme, et (¢;, et ¢;,) sont respectivement leurs dérivées par
rapport a x et y.

La matrice globale KP prendra une forme creuse.

En identifiant I’équation (E222) dans ’équation (EI9), I’énergie globale du systéme couplé prend
la forme finale suivante :

=) [Copr) o] () e

Kelobale

Kelobale et ]a matrice de rigidité globale qui assemble les matrices de rigidité des différentes
zones du milieu.

6.3.5 Algorithme de couplage

Dans cette section, nous détaillons une version modifiée de 'algorithme de couplage du
modele mixte, discret/continu qui a été déja décrit dans la premiére partie de la theése portant
sur le modele de poutre 1D. Le modele mixte consiste a mailler grossierement le milieu loin des
irrégularités (modele continu) et finement la zone de forte déformation (modele discret). Une
interface existe entre les deux zones ou des EDs interpolés sont créés a l'intérieur des EFs afin
d’assurer la continuité entre les ddls discrets et continus.

Le critere de couplage développé précédemment dans la section (33]) est appliqué sur les EFs
situés & la frontiere de l'interface pour assurer la bonne reproduction du comportement du
milieu. Dans le cas ou 'erreur calculée entre les déplacements continus et discrets est supérieure
a 10%, cela revient a dire qu’il faut mailler finement 'EF et par la suite utiliser le calcul discret.
Dans ce cas, la taille de la zone discrete autour de la fissure augmente. Dans le cas ou 'erreur
est inférieure & 10%, la zone discréte employée est bien évidemment suffisante pour étudier le
comportement de la zone singuliere.
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Grace a ce critere, la taille de la zone discrete est controlée. L’organigramme du modele couplé
est illustré par la figure (FiglGI1).

Maillage continu grossier

Création de la fissure
a l'intérieur du mur

¢

Maillage discret autour -
de la zone fissurée

Calcul de la matrice de rigidité global
Assemblage des différentes matrice

U— D

Intégration du systéme différentiel
du probléme (déplacements et rotations)

Y

alcul de I'erreur entre les solution
continue et discréte approchée
autour de la zone discrete

F1c. 6.17. Organigramme du modéle couplé discret/continu

Si e>10%

6.3.6 Etude d’un mur fissuré

Sur la figure (Figlid]]) sont représentés deux murs de magonnerie fissurés, soumis aux tests
de traction et de cisaillement. Nous réalisons ces deux tests dans le but de valider le modele
couplé. Le mur étudié a pour dimensions 4 x 4. Comme on peut observer sur la (FiglEIR), la
zone fissurée est discrétisée par des EDs (briques carrées). Les EDs sont représentés par leurs
centres. Loin de la fissure, un maillage en EF est utilisé. La taille d'un EF est considérée 8 fois
la taille d’'un ED. Ainsi, chaque EF peut contenir 8 EDs placés en 2 lignes de 4 briques chacun.

Pour créer une fissure, il suffit de supprimer les interactions entre quelques EDs. Dans notre
cas, les matrices de rigidité des interfaces horizontales d’une zone étendue sur 8 EDs (2 EFs
horizontaux) au milieu du mur, sont éliminées.

Dans un premier temps, nous réalisons un calcul discret complet pour montrer I’évolution de
la fissure. Par la suite, les résultats sont comparés aux résultats du calcul couplé. Plusieurs
parametres sont a observer : la bonne reproduction du comportement discret, la réduction du
nombre de ddls et la réduction du temps de calcul.
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F1a. 6.18. Modéles de magonnerie fissurée soumis a la traction (a gauche) et au cisaillement (a
droite)

6.3.6.1 Simulation discrete

Nous étudions le test de traction a 'aide du modele discret. Les déplacements de la ligne
inférieure suivant Y sont bloqués (uz(Y = 0) = 0). Le déplacement du noeud au milieu de cette
méme ligne est bloqué suivant ’axe X . Nous représentons sur le graphique de gauche de la figure
(FigleT9), les nouvelles positions des EDs aprés chargement. La zone fissurée au milieu du mur
est bien observée. Les déplacements de la ligne moyenne des EDs (zone fissurée) sont a leurs
tours représentés sur la courbe droite de la figure (FigloI9).
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Fi1G. 6.19. Mur de maconnerie fissuré soumis a la traction : la figure a gauche montre les
nouvelles positions des EDs aprés chargement tandis que celle a droite montre les

déplacements de la ligne moyenne suivant Y

Dans ce calcul, le nombre des EDs utilisé est (25 x 25), soit 625 éléments. Ceci est équivalent a
(3 x 625) ddls, soient 1875 ddls. Le temps de calcul nécessaire est estimé a 128 secondes.
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6.3.6.2 Simulation couplée

Ce méme cas test va étre étudié en utilisant le modele couplé. 1l serait intéressant de comparer
le nombre de ddls des deux modeles couplé et discret ainsi que le temps de calcul. Ceci nous
permettra de conclure sur I'importance de ces deux parametres.

Les mémes conditions aux limites utilisées dans le calcul discret sont appliquées dans la simula-
tion couplée. Dans un premier temps, nous étudions le mur sans fissure et comparons les résultats
couplés a ceux discrets. Une bonne concordance est observée entre les déplacements discret et
couplé (Figli20l). Sur cette figure, nous représentons les déplacements de la ligne moyenne de

la magonnerie (Y = 5)

0.12 ‘ ‘
O  modéle couplé
— + — modeéle discret

2 ®PO g

o

[
®
i

L N i
0.08 a X
0.06f @ N :

0.04f 3 -

Déplacements suivant Y en (cm)

0.02[ ¢ N
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F1a. 6.20. Bonne concordance entre les modéles discret et couplé dans le cas non fissuré

Cette concordance (FiglfZll) représente une validation de 'implémentation du modele couplé.
Ainsi, apres cette validation, nous étudions le cas du mur fissuré. La taille de la fissure est
équivalente a celle d'un EF (4 EDs). Nous implémentons ce cas test dans le code MATLAB. La
matrice des interactions verticale et horizontale entre les EDs et les EF's est a remplir soigneu-
sement. Les conditions aux limites imposées sont telles que : ui (Y = 0) = 0, ua(Y = 0, X =
L/2) = 0. Sur la ligne supérieure de la magonnerie (Y = H), une force verticale répartie sur les
noeuds des EF et de sens opposée a Y est appliquée.

En comparant les déplacements suivant Y des noeuds des EFs et des centres des briques de la
ligne moyenne, nous observons une bonne concordance entre le modele couplé et celui discret.
Sur la figure (FiglfZIl), nous représentons sur le graphique a gauche le maillage (discret et
continu) apres chargement. La zone discréte est limitée autour de la fissure. Sur le graphique a
droite, nous comparons les déplacements couplés de la ligne moyenne a ceux du modele discret.
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Fi1G. 6.21. Mur de magonnerie fissuré soumis a la traction étudié a partir du modéle mixte : la
figure a gauche montre le maillage mizte déformé tandis que celle a droite montre la
concordance entre les déplacements discrets comparés a ceux couplés suivant'Y

Ce cas test étudié représente une validation du modele couplé. A ¢6té de la bonne reproduction
du comportement discret, la réduction du nombre de ddls et du temps de calcul est observée.

Le tableau (G.H) illustre un avantage non négligeable du modele couplé, la réduction du nombre

1875
386 4.86. Ainsi, en

reproduisant le comportement du mur a partir du calcul couplé, le nombre de ddls du modele
couplé est 5 fois plus petit que celui du modele discret. Ce gain facilite I’étude des structures
volumineuses utilisant un nombre important de ddls.

de ddls. Le rapport entre les ddls discrets et couplés vaut : ratio

Nombre d’éléments

Nombre de ddls

Modele discret
Modele couplé

625 EDs
85 EFs + 72 EDs

625 x 3 = 1875
85 x 2472 x 3 =386

TAB. 6.5. Réduction du nombre de ddls

Le gain en nombre de ddls génere bien évidemment une réduction du temps de calcul. Cette
réduction est illustrée dans le tableau (). Le rapport du temps discret/couplé vaut : ratio =

322

—— = 5.96. Ce rapport peut étre plus important dans le cas de grandes structures.

54

Temps de calcul

Modele continu
Modele discret
Modele couplé

42 secondes
322 secondes
54 secondes

TAB. 6.6. Réduction du temps de calcul
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6.4 Conclusions

Ce chapitre a porté essentiellement sur des simulations numériques de quelques exemples de
chargement sur un mur de magonnerie dans le cas statique en utilisant deux modeles dont le
premier est discret et le deuxieme est continu. Des comparaisons entre les parametres mécaniques
ont montré que le modele discret est homogénéisable dans les cas homogenes, tandis que dans
le cas des fissures a l'intérieur de la maconnerie, le modele ne l'est plus. Un modele mixte
discret/continu a été développé pour étudier des cas pareils. Une zone discréete est employée
dans la zone fissurée (dont la taille est contrdlée a 'aide d’un critére de couplage), et plus loin
une zone continue est utilisée. Ce modele a permis une trés bonne reproduction du comportement
du modele discret et cela en réduisant le nombre de ddls et le temps de calcul.

Malgré le succes du modele couplé dans le cas statique, les résultats de ce chapitre restent
préliminaires. Une validation dynamique du modele couplé nous parait indispensable. Le probleme
de réflexion d’onde a I'interface du couplage doit étre aussi étudié. L’amortissement des matrices
de rigidité et de masse doit aussi étre pris en considération. Il permet d’atténuer les ondes qui
se propagent dans le milieu et par la suite de diminuer le risque d’onde parasites aux bords du
domaine.
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Nous avons proposé dans ce mémoire une méthodologie de couplage entre les milieux dis-
crets et continus. Nous nous sommes concentrés plus précisement sur ’étude des méthodes de
couplage existantes ainsi que sur les probléemes persistants dans le développement des méthodes
de modélisation multiéchelle. Cette étude préliminaire nous a permis par la suite de définir I'axe
de la recherche dans notre cas. Une méthode qui pallie les problemes fréquemment rencontrés
tels la répartition de I’énergie dans les zones transitoires et les réflexions des ondes a 'interface
du couplage, nous a paru pertinente. Nous avons commencé par appliquer cette méthodologie a
un modele unidimensionnel de poutre sur des appuis élastiques. Ce modele a été étudié dans les
deux cas, statique et dynamique. Deux approches ont été développées pour ’étude du modele de
poutre. La premiere est une approche discrete - le nombre de ressorts est connu - a I’échelle mi-
croscopique. La deuxieme est une approche continue déduite de la premieére approche discrete, a
I’échelle macroscopique. Le calcul analytique des deux approches a été implémenté dans un code
MATLAB. Nous avons pu montrer grace aux calculs effectués que 'approche continue remplace
efficacement 'approche discrete dans les cas ou les raideurs des ressorts sont homogenes. Par
contre, lorsque des hétérogénéités sont introduites dans le calcul (usure des traverses, mauvaise
répartition des grains de ballast sous les rails, un rail usé etc), les résultats ont montré une
différence sensible entre les comportements discret et continu dans ces zones. Nous avons donc
conclu que 'approche continue ne remplace pas celle discrete.

L’échelle de départ de l'approche couplée est celle de 'approche continue. Cette échelle
est fine aux endroits ou la solution continue ne colle pas avec celle discrete. A ces endroits
particuliers, une procédure d’itération nous ramene a I’échelle de calcul de ’approche discréte. En
plus de lefficacité de 'approche discrete a remplacer et le gain de temps occasionné, ’approche
couplée que nous avons adopté est capable non seulement de détecter les endroits singuliers
mais encore de réduire le nombre de degrés de liberté du systeme. Dans le cas dynamique, le
probléme de réflexion d’onde n’a pas été d’actualité car la longueur des ondes est déja adaptée
au maillage. En effet, au moment ou un raffinement est nécessaire dans le maillage, I’onde n’aura
pas de probleme pour continuer a se propager dans le nouveau maillage, car la longueur d’onde
dans ce cas la est représentée par un nombre d’éléments plus grand que celui du maillage intial.
Nous vérifions bien évidemment sur chaque élément la bonne concordance entre les modeles
discret et continu lorsque le modele continu est retenu. Des discontinuités brutales de propriétés
du milieu n’existent pas et ne peuvent, par conséquent, pas engendrer des réflexions parasites.

Suite a cette application de la méthodologie & un modeéle unidimensionnel, nous ’avons
appliqué a un autre modele bidimensionnel. 1l s’agit d’'un modele de magonnerie en 2D. Ce
dernier a pu mettre en évidence les propriétés et les avantages du modele mixte, continu/discret.

Dans le modele discret, les briques ont été modélisées par des corps rigides connectés par
des interfaces élastiques. Cette magonnerie est représentée comme un “squelette” dans lequel les
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interactions entre les différents corps rigides sont représentées grace aux forces et aux moments
qui dépendent de leurs déplacements et rotations relatifs. Le modele homogénéisé (continu) a
été considéré infini dans le but de déterminer les caractéristiques du milieu orthotrope dont

.....

des éléments finis rectangulaires. Les calculs discret et continu sont implémentés dans un code
MATLAB.

Les résultats des différents cas tests étudiés ont montré une bonne concordance continu/discret
dans certains cas (test de cisaillement a bords fixes), et une différence significative dans le reste
(cisaillement & bords libres, force ponctuelle au milieu de la magonnerie). Afin de palier cette
différence, un modele couplé est développé ou on fait appel a un modele continu dans les endroits
ne présentant aucune irrégularité et au modele discret dans les endroits des singularités. Nous
avons finalement prouvé que ce modele mixte est autant adapté a notre probleme que le modele
discret et que les gains en ddls et temps de calcul qu’il génere, sont considérables.

Nous espérons, ainsi par ce travail avoir donné un cadre conceptuel qui permettera d’ap-
profondir le support théorique de la méthode de couplage proposée afin de mieux en cerner ses
intéréts et ses limitations. Dans ce sens I'utilisation de la méthode pour le traitement de cas plus
complexes que ceux considérés dans cette thése pourra aussi constituer un sujet d’étude plein
de perspectives.
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