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0.1 Présentation du procédé industriel

La coulée continue permet de transformer le métal liquide en métal solide en des formes
simples, et de façon continue. Ce procédé industriel est de loin le plus e�cace pour solidi-
�er de grandes quantités de métal sous la forme de brames, de billettes, de blooms ou de
ronds, qui pourront être mis en forme par la suite. On peut voir en �gure (1) les sections
des formes les plus conventionnelles.
Il existe plusieurs types de machine de coulée continue, selon le métal qu'on coule. Par
exemple, on utilise des machines de coulée continue verticales ou horizontales pour l'alu-
minium et le cuivre. Pour l'acier, ce sont le plus souvent des machines courbes qui sont
utilisées, en raison d'un puits de solidi�cation plus profond dû à une faible conductivité
thermique. Une coupe de ces di�érentes machines est représentée en �gure (2).
Dans le cadre de cette thèse, on s'intéresse à la coulée continue de l'acier. Depuis 1950,
la coulée continue est le procédé le plus répandu pour la production et l'exploitation de
l'acier. Au niveau mondial, ce procédé est utilisé à 90.5% pour produire l'acier. Comme
on le voit en �gure (3), la production mondiale d'acier n'a de cesse d'augmenter, avec
actuellement une valeur d'un peu plus de 1.200.000 kt d'acier produit par an à travers
le monde, soient 1086000 kt par le procédé de coulée continue. Le leader mondial, Arce-
lorMittal, produit à travers le monde environ 10% de la production totale mondiale, soit
environ 120.000 kt par an (soient un peu plus de 100000 kt par coulée continue), avec par
exemple une production de 4.500 kt par an dans l'usine de Fos-sur-Mer.

Fig. 1 � Exemple de dimensions typiques pour les sections des di�érentes formes usuelles
en coulée continue (en mm).
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Fig. 2 � Les di�érents types de machine de coulée continue : verticale, courbe et horizon-
tale [CCC, 2007].

Fig. 3 � Evolution de la production mondiale d'acier [SFC, 2006].

On comprend donc que les enjeux �nanciers du marché de l'acier sont colossaux, et
qu'une excellente connaissance du procédé de fabrication, la coulée continue, est indispen-
sable si on veut optimiser son fonctionnement, baisser les coûts de production, améliorer
la qualité des produits, et donc augmenter la rentabilité du procédé.
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A l'aide de la �gure (4), on décrit le procédé de coulée continue de l'acier, ainsi que
les di�érentes parties de la machine.

Fig. 4 � Coupe de machine de coulée continue courbe [Du�ot, 2007].

L'acier en fusion contenu dans une poche est coulé dans le régulateur de débit (ou
répartiteur). Ce dernier permet de contrôler le débit d'acier injecté dans la lingotière
par l'intermédiaire de la busette. Le répartiteur peut éventuellement alimenter plusieurs
lingotières fonctionnant en parallèle, d'où son nom. Au contact de la lingotière, l'acier
liquide se solidi�e et une peau solide commence ainsi à se former. C'est le refroidissement
primaire. Sous la lingotière sont disposés des rouleaux extracteurs qui font avancer le pro-
duit dans la machine à une vitesse donnée. Entre ces rouleaux, un deuxième système de
refroidissement constitué de jets d'eau termine la solidi�cation du produit. C'est le refroi-
dissement secondaire. Quand il est totalement solidi�é, le produit est découpé avant d'être
généralement emmené dans un parc de stockage, avant les étapes ultérieures de laminage.
La coulée continue est caractérisée par un régime stationnaire permanent (sauf pendant
son initialisation). Cela signi�e par exemple qu'en un point donné, l'interface liquide-solide
ne bouge pas au cours du temps. C'est grâce à cette caractéristique qu'on peut assurer
la continuité du procédé. A la sortie de la machine, on découpe au fur et à mesure les
produits solidi�és à la longueur désirée, et, dans le même temps, on alimente en perma-
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nence la machine en acier liquide par une "rotation" des poches de coulée en provenance
de l'aciérie.
Voici les di�érents éléments qui constituent une machine de coulée continue courbe :

� La poche de coulée :
La poche de coulée est de capacité variable, et peut contenir environ 150 tonnes
de métal en fusion. Elle est montée sur une tourelle et permet l'alimentation du
répartiteur. On donne une illustration de poche de coulée en �gure (5).

Fig. 5 � Poche de coulée alimentant un répartiteur [NZL Steel, 2007].
� Le répartiteur :
Le répartiteur (ou régulateur de débit) permet d'envoyer l'acier liquide vers une ou
plusieurs lingotière à un débit contrôlé, et sans interruption. Lors d'un changement
de poche, il joue le rôle de réservoir-tampon de manière à assurer la continuité de
l'alimentation de la (des) lingotière(s). On voit en �gure (6) un répartiteur rempli
d'acier liquide.
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Fig. 6 � Répartiteur [rhi-ag].
� La busette :
La busette est un long tube terminé par deux ou trois ouïes, situé entre le répartiteur
et la lingotière. Sa partie inférieure est submergée dans l'acier liquide contenu dans
la lingotière. Elle permet l'injection d'acier liquide dans la lingotière en continu, en le
protégeant du contact avec l'air pour éviter l'oxydation. Sa durée de vie est très courte,
on la change environ toutes les cinq coulées. Son diamètre intérieur est typiquement
70mm. Une CAO de busette à fond conique à deux ouïes est illustrée en (7).

Fig. 7 � CAO 3D de busette à fond conique.
� La lingotière :
C'est dans la lingotière qu'a lieu le refroidissement primaire. C'est une sorte de moule
sans fond en cuivre, maintenu à basse température par un système de refroidissement,
en général hydraulique.
On voit en �gure (8) les di�érents éléments qui la composent : les caissons hydrau-
liques (un pour chaque petite face, et un pour chaque grande face) et les moules en
cuivre (petites faces, grandes faces. Les caissons hydrauliques servent à refroidir les
moules en cuivre, qui eux-même servent à solidi�er l'acier en fusion provenant du
répartiteur. Pour éviter que l'acier ne reste collé aux parois des moules en cuivre lors-
qu'il se solidi�e, la lingotière est animée d'un lent mouvement d'oscillation vertical. Le
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laitier situé entre l'acier et le moule permet de faciliter cette tâche en agissant comme
lubri�ant. A�n de contrôler l'écoulement turbulent d'acier liquide à l'intérieur de la
lingotière, des bulles d'argon sont injectées avec l'acier liquide ; de plus en plus, des
moteurs électro-magnétiques sont utilisés en complément.
La forme de la lingotière peut être complexe : la forme générale peut être courbe
ou verticale (en fonction du type de machine) et d'autre part, elle peut présenter
une certaine "conicité" de manière à accompagner la contraction du métal lors de la
solidi�cation.

Fig. 8 � CAO d'une demi-lingotière courbe, sans busette. La brame est en pointillés
rouges.
� Le refroidissement secondaire :
C'est dans cette partie de la machine qu'on va �nir la solidi�cation du produit. Elle
est constituée de rouleaux (de soutien et de guidage), entre lesquels sont disposés des
systèmes de jet d'eau aspergeant le produit pour assurer le refroidissement secondaire.
La �gure (9) montre une partie de la zone de refroidissement secondaire pour une
machine permettant la coulée simultanée de deux brames.
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Fig. 9 � Refroidissement secondaire simultané de deux brames [Finster, 2007].
� Le mannequin :
Le mannequin sert à amorcer le procédé : il sert de fond provisoire à la lingotière,
et permet de "tirer" le début du produit jusqu'à l'endroit où il sera découpé. Une
illustration de mannequin est donnée en �gure (10) pour un format billette.

Fig. 10 � L'initialisation du procédé de coulée continue est réalisée à l'aide d'un manne-
quin. [PLD, 2007].
Maintenant qu'on s'est familiarisé avec le procédé de coulée continue de l'acier, on peut
présenter les enjeux et les objectifs de la thèse.



Objectifs 18

0.2 Objectifs

On vient de voir que la coulée continue de l'acier est un procédé industriel complexe,
faisant intervenir de nombreux facteurs et mécanismes. Selon les nuances coulées, les for-
mats et les di�érentes formes de machines de coulée continue, il est très di�cile de savoir
comment régler les paramètres du procédé de façon optimale pour obtenir un produit de
qualité avec le meilleur rendement possible.
Une des préoccupations majeures dans l'industrie de l'acier est l'amélioration de la qua-
lité �nale du produit en maintenant une productivité élevée. En e�et, le produit �nal
présente parfois des défauts, qui sont di�ciles à détecter pendant la fabrication : la plu-
part du temps, ils ne sont détectés que dans les phases �nales de fabrication.
Dans ce contexte, tout l'enjeu de la simulation numérique est de pouvoir comprendre
dans quelles conditions apparaissent ces défauts, et ainsi permettre aux sidérurgistes de
faire les réglages nécessaires sur les machines a�n de les éviter.
On classe les défauts en deux catégories : les défauts de surface et les défauts internes.
Les principaux défauts internes en coulée continue sont les ségrégations majeures (hé-
térogénéités de composition chimique au centre des produits en �n de solidi�cation), et
les criques internes.
Les défauts de surface sont les criques longitudinales, les marques d'oscillation de la lin-
gotière, ou encore la présence d'inclusions non-métalliques ou de bulles d'argon piégées
sous la surface du produit.
Dans cette étude, on s'intéresse aux défauts de surface. Pour bien comprendre leur forma-
tion, on doit donc s'intéresser au refroidissement primaire. En e�et, c'est pendant celui-ci
que la surface du produit se forme, et donc les défauts de surface. L'objectif principal est
donc de décrire �nement le refroidissement primaire lors de la coulée continue de l'acier.
Il s'agit d'une étape du procédé mettant en jeu des phénomènes complexes, sous-tendus
par des physiques très di�érentes, et de façon couplée. En voici quelques exemples, illus-
trant sa complexité (voir �gure (11)) :
� thermique et solidi�cation :
Lors du refroidissement primaire, l'acier passe de l'état liquide à l'état solide en pas-
sant par un état pâteux. Les températures varient de plus de 1500 oC à moins de
800 oC, et d'environ 350 oC à la température ambiante pour les plaques de cuivre
composant la lingotière.

� mécanique du solide :
La peau d'acier solidi�é est soumise à de fortes contraintes et déformations. Le com-
portement de l'acier est non-linéaire, thermo-dépendant, et par conséquent, sa des-
cription rhéologique est complexe. Sous les e�ets de la dilatation thermique, un espace
se crée entre l'acier solide et la lingotière, qui peut être rempli par le laitier qui lubri�e
le contact avec le moule, ainsi que par de l'air.
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� mécanique des �uides :
L'écoulement d'acier liquide est turbulent, et est in�uencé par la présence de bulles
d'argon.

� métallurgie :
Des changements de phase solide-solide ont lieu pour l'acier à haute température et
à faible taux de carbone, comme par exemple le changement de phase δ − γ.

Fig. 11 � Lingotière d'une machine de coulée continue (pas à l'échelle) [CCC, 2007].

Dans le cadre de cette thèse, les deux axes de recherche principaux sont les suivants :
� La représentation thermo-mécanique de la peau solide. A�n de pouvoir comprendre
l'apparition des défauts de surface, il faut impérativement être capable de calculer
avec précision les contraintes et les déformations dans la peau solide. Cette tâche
est rendue d'autant plus di�cile par la di�érence d'ordre de grandeur entre la peau
solidi�ée (de l'ordre de 15mm), et la brame (de l'ordre de 1.2m).

� L'étude des écoulements liquides en lingotière. L'écoulement d'acier liquide en lingo-
tière est turbulent, il faut pouvoir modéliser ce comportement. De plus, on sait que
les bulles d'argon qui sont injectées avec l'acier liquide ont une certaine in�uence sur
l'orientation et la vitesse du jet de busette. On veut savoir quelle est l'in�uence des
écoulements liquides sur la thermo-mécanique de la peau solide.



Dans ce but, on développe et on utilise THERCASTr, le logiciel de modélisation tridi-
mensionnelle par éléments �nis des procédés de solidi�cation. Ce logiciel est développé
par le Cemef (Centre de Mise en Forme des Matériaux) et Transvalor. Au laboratoire,
les études précédentes sur la simulation numérique de la coulée continue de l'acier ont
principalement été menées par :
� Alban Heinrich, concernant la modélisation bidimensionnelle du procédé,
[Heinrich, 2003].

� Frédéric Costes, sur la modélisation tridimensionnelle du refroidissement secondaire
du procédé, [Costes, 2004].

Cette thèse est soutenue par ArcelorMittal. Ce travail a été mené au sein du groupe de
recherche TMP(Thermo-Mécanique et Plasticité) du Cemef, laboratoire de l'Ecole Natio-
nale Supérieure des Mines de Paris, à Sophia-Antipolis. Il a été encadré par Michel Bellet
(Cemef) et Manuel Bobadilla (ArcelorMittal).
Voici comment est organisé ce manuscrit :
� Dans le premier chapitre, on décrit les di�érentes hypothèses de modélisation pour la
coulée continue de l'acier. On compare les di�érentes approches de la littérature : les
stratégies stationnaires ou instationnaires, les modélisations plutôt solides ou plutôt
liquides, les formalismes eulériens, lagrangiens ou "Arbitrary Lagrangien-Eulerian"
(ALE). A chaque fois, on justi�e les hypothèses retenues (stratégie globale instation-
naire, modélisation du liquide et du solide, formulation eulérienne-lagrangienne-ALE).

� Dans le deuxième chapitre, on rappelle comment sont modélisées et résolues la ther-
mique et la mécanique dans le logiciel, et on explique les di�érentes méthodes numé-
riques implémentées dans THERCASTr utilisées dans le cadre de la coulée continue.

� Tout ce qui concerne l'étude de la thermo-mécanique de la peau et de la modélisation
du solide est détaillé dans le troisième chapitre. On introduit tout d'abord la méthode
de remaillage adaptatif anisotrope (RAA), suivi par une validation de la méthode.
On se sert ensuite de cet outil pour valider la thermo-mécanique de notre modèle, et
en�n pour simuler un cas industriel de refroidissement primaire.

� L'amélioration de l'hydrodynamique est traitée dans le chapitre quatre. On traite
notamment du transport des bulles d'argon, et de l'implémentation du modèle de
turbulence k − ε à haut Reynolds.





Chapitre 1

MODÉLISATION DU PROCÉDÉ DE
COULÉE CONTINUE
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1.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est de décrire les di�érentes stratégies de modélisation du procédé
de coulée continue de l'acier rencontrées dans la littérature, et de justi�er les choix retenus.
Lorsqu'on modélise un procédé industriel complexe tel que la coulée continue de l'acier,
on doit faire face à de nombreuses di�cultés : la limitation du temps de calcul ou encore
la di�culté à décrire les phénomènes physiques (les di�érentes échelles, la prise en compte
des couplages entre les divers phénomènes, ...). Tous ces facteurs imposent l'utilisation
d'hypothèses simpli�catrices de modélisation, a�n de rendre possible la résolution du pro-
blème associé. Ces hypothèses sont variables, selon les résultats qu'on désire obtenir. On
va présenter celles qui sont le plus répandues dans la littérature.
Voici comment est organisé ce chapitre. En premier, on présente les stratégies d'approche
"temporelles" : stationnaires et instationnaires. Puis on justi�e le choix de la stratégie
globale instationnaire.
Ensuite, on montre la nécessité de représenter à la fois la phase solide et la phase liquide
en refroidissement primaire, en passant en revue les approches orientées "liquide" et celles
orientées "solide".
Finalement, après avoir discuté des di�érents formalismes (eulérien, lagrangien ou arbi-
trairement lagrangien-eulérien (ALE)), on montre que le choix d'un formalisme hybride
eulérien/lagrangien/ALE est le plus adapté à notre étude, et qu'il répond bien à nos at-
tentes.

1.2 Les stratégies d'approche du procédé

Pour modéliser la coulée continue, on distingue dans la littérature deux grandes catégories
de modèle : les stratégies stationnaires, et les stratégies instationnaires.

1.2.1 Stratégies stationnaires

L'approche est en général la suivante : on se donne un maillage correspondant à la zone de
calcul que l'on veut étudier. Ce maillage peut être 2D ou 3D, et représenter par exemple
la zone lingotière pour l'étude du refroidissement primaire, ou la zone lingotière et le tout
début de la zone de refroidissement secondaire pour une étude plus globale. On e�ectue
ensuite les calculs sur ce maillage �xe, jusqu'à l'obtention de la convergence des di�é-
rentes variables (température, contrainte, vitesse, ...). Ce sont les stratégies stationnaires.
Donnons quelques exemples de cette approche tirés de la littérature.
L'équipe de K. Pericleous à l'Université de Greenwich s'intéresse entre autres à l'étude
tridimensionnelle des écoulements hydrodynamiques en prenant en compte la forme de
la busette, l'injection de bulles d'argon ou encore le laitier. Ils peuvent ainsi prédire le
niveau de la surface libre, ou observer ce qui se passe à l'interface entre le moule et l'acier,
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en modélisant le laitier selon ses di�érentes phases (solide, liquide ou cristallin). On peut
se référer à [Cross et al., 2002] ou à [Cross et al., 2006] pour des informations détaillées.
Toujours dans le cadre d'études hydrodynamiques, on peut citer l'équipe de B.G. Tho-
mas de l'Université de l'Illinois. Dans [Yuan et al., 2004], on compare les écoulements en
lingotière donnés par di�érents modèles de turbulence lors d'une approche stationnaire.
On peut voir un exemple de ces comparaisons en �gure 1.1) :

Fig. 1.1 � Comparaison d'écoulements 2D calculés par la méthode Large Eddy Simulation
(LES) à gauche et la méthode k − ε à droite.

En Corée du sud, [Ha et al., 2003] étudient les e�ets de la turbulence sur le pro�l de
température dans la lingotière.
Pour des applications thermo-mécaniques, citons les Argentins [Risso et al., 2004] et
[Fachinotti, Cardona, 2006] qui simulent la coulée continue de ronds sur un maillage �xe,
et calculent les contraintes et les déformations. On revient en détail sur ce type de simula-
tion dans le chapitre 4, dans lequel on e�ectue des comparaisons entre leur code de calcul
et THERCAST.
Les approches stationnaires concernant le refroidissement secondaire sont moins nom-
breuses, car di�ciles à mettre en place. En e�et, il n'est pas du tout évident de déterminer
les conditions aux limite mécaniques. C'est d'autant plus di�cile à mettre en ÷uvre qu'on
ne connaît ni l'état thermo-mécanique de la brame à la hauteur où on se place, ni l'histoire
thermo-mécanique du matériau. On peut lire [Dalin, 1987] pour un exemple d'utilisation
de cette approche.
En conclusion, on remarque que les stratégies stationnaires sont bien adaptées pour les
études hydrodynamiques. Dès qu'il s'agit de simulations thermo-mécaniques, il est di�cile
de déterminer la forme �nale de la surface du produit, et cette approche ne peut donc pas
être retenue pour la présente étude.
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1.2.2 Stratégies instationnaires

Les stratégies instationnaires s'a�ranchissent des di�cultés sur la forme �nale de la sur-
face du produit. Mais il est alors nécessaire de s'assurer que la solution non-stationnaire
converge vers la solution stationnaire. Dans ce type d'approche, on distingue les modèles
"tranches" et les modèles "à croissance de maillage".

1.2.2.1 Les approches de type tranche

Le principe de ces méthodes est le suivant : on considère une tranche d'acier transversale
au sens de coulée, se déplaçant à la vitesse de coulée, et que l'on va suivre dans toute
la machine de coulée continue. De cette façon, on peut prendre en compte facilement le
refroidissement primaire et secondaire, et ainsi calculer l'évolution thermo-mécanique du
produit coulé. Selon les auteurs, on distingue les cas de tranches �nes des cas de tranches
épaisses, selon l'épaisseur de la tranche qu'on considère.
Grâce à cette approche, le temps de calcul est très réduit et on peut calculer les dé-
formations en surface du produit. Cependant, il est évident qu'on ne peut pas simuler les
e�ets de convection dans le �uide et leur in�uence sur le solide. De plus, on ne prend pas
en compte l'intégralité du domaine, ce qui est critiquable pour le calcul des conditions
aux limites thermiques à l'interface moule-acier, bien que le gradient thermique axial soit
faible. En�n, un des points bloquants de cette approche est la dé�nition des conditions aux
limites mécaniques sur les deux faces de la tranche (orthogonales à la direction de coulée).
On décrit maintenant quelques exemples d'utilisation de la stratégie tranche instation-
naire.
Dans [Boehmer et al., 1998], on considère une lingotière droite, sans conicité, et on maille
un quart de brame. La thermique est résolue sur tout ce maillage pour obtenir une carte
de la température. Le calcul mécanique de contraintes et de déformations est ensuite
e�ectué sur une tranche dont le maillage va de la surface du produit au front de solidi-
�cation (T = Tsol), avec une loi de comportement élasto-plastique . Une fois le calcul de
mécanique terminé, on réinjecte les informations obtenues (largeur de la lame d'air) pour
mettre à jour les conditions aux limites thermiques. A chaque incrément, on fait descendre
cette tranche en adaptant le maillage au cours du temps grâce au calcul de thermique qui
donne la position du front de solidi�cation. La �gure (1.2) illustre comment déterminer
les maillages des domaines de calcul pour la thermique et la mécanique.
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Fig. 1.2 � Identi�cation et discrétisation des volumes de contrôle thermiques et méca-
niques [Boehmer et al., 1998].

Un autre exemple d'utilisation de l'approche tranche (longue) est tiré de
[Pascon et al., 2000]. A la di�érence du modèle précédent, la thermique est résolue sur
la tranche et non-pas sur le domaine entier. La lingotière considérée est droite mais avec
une certaine conicité. On impose des conditions de symétrie pour étudier seulement un
quart de tranche. L'acier est considéré comme élasto-viscoplastique pour les trois phases
(liquide, pâteuse et solide). On illustre en �gure (1.3) les contraintes équivalentes au sens
de von Mises et les déformations équivalentes en sortie de lingotière.

Fig. 1.3 � Contrainte équivalente de Von Mises dans un coin en sortie de lingotière,
[Pascon et al., 2000].

1.2.2.2 Les approches à croissance de maillage
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Le principe de cette stratégie est le suivant : on fait croître le domaine de calcul à chaque
pas de temps en fonction de la vitesse de coulée. On résout donc les équations de conser-
vation (thermo-mécanique) sur le maillage actualisé. Le problème de la détermination
des conditions aux limites est ici bien posé, à la di�érence de l'approche tranche. L'in-
convénient de cette stratégie est le temps de calcul en général plus élevé que les autres
approches.

Fig. 1.4 � Etat de solidi�cation d'une brame en fonction de la distance au ménisque (en
partant de la droite, 0, 3, 6, 10, 15 et 21 mètres), [Costes, 2004].

Dans le cadre de la coulée continue de l'acier, on trouve les premières apparitions de
cette approche dans [Li, Ruan, 1995] et [Drezet, Rappaz, 1997], qui proposent un calcul
de mécanique du solide.
Au Cemef, cette stratégie est appelée la stratégie globale instationnaire, et a été adap-
tée en dimension deux dans le logiciel R2SOL par [Heinrich, 2003], et en dimension trois
dans le logiciel THERCAST par [Costes, 2004]. En �gure (1.4), [Costes, 2004] a simulé
le refroidissement secondaire pour une géométrie de machine de l'usine ArcelorMittal de
Fos-sur-Mer. On voit la croissance de la brame au cours du temps, à la vitesse de coulée
VC = 1.25 m/min, ainsi que son état de solidi�cation pour di�érentes distances au mé-
nisque.
Comme les stratégies stationnaires sont mal adaptées à l'étude du solide, et comme les
approches "tranche" sont inadaptées pour simuler des écoulement d'acier liquide, notre
choix s'est porté naturellement vers la stratégie globale instationnaire.



Vers une modélisation simultanée du liquide et du solide 28

1.3 Vers une modélisation simultanée du liquide et du

solide

Après avoir discuté des di�érentes stratégies de résolution possibles pour la coulée conti-
nue, on étudie maintenant plus en détail les di�érents modèles de la littérature visant à
prendre en compte l'acier dans ses di�érents états : liquide et solide.
Selon la nature des résultats qu'on cherche à obtenir (pro�ls de contraintes, écoulements
d'acier liquide, cartes de température, ...), on peut utiliser trois types de modèles : ceux
orientés "liquide" (basés sur des lois de comportement utilisées en hydrodynamique, avec
solide simpli�é), ceux orientés "solide" (avec des lois de comportement de la physique
du solide, et une description simple de la région liquide), et en�n ceux qui prennent en
compte à la fois le liquide et le solide (modèles prenant en compte de façon détaillée les
régions solide et liquide).

1.3.1 Modélisation "liquide"

On sait qu'il est important de bien modéliser la phase liquide en lingotière a�n de prendre
en compte les e�ets de recirculation d'énergie. Dans les modélisations de type mécanique
des �uides, on cherche par dé�nition à décrire de façon précise les écoulements liquides,
aux dépens des zones solidi�ées.
L'exemple le plus courant consiste à faire l'hypothèse d'une stratégie stationnaire, et
à utiliser un logiciel orienté mécanique des �uides (FLUENTr ou autre logiciel) pour la
résolution numérique. L'accent est mis sur la résolution des équations de Navier-Stokes
avec des méthodes de stabilisation des termes de convection, couplée avec un modèle de
turbulence permettant la description des zones où le nombre de Reynolds est élevé (en
général k − ε ou des variantes). Les validations sont alors e�ectuées en testant le modèle
sur une con�guration de type maquette à eau et en comparant à des résultats expéri-
mentaux. Comme on peut s'y attendre, ces méthodes donnent de bons résultats pour la
description des écoulements liquides, mais ne donnent aucune information en terme de
contraintes, déformations et plus généralement de thermo-mécanique de la peau solide.
En e�et, dans cette approche, les régions solidi�ées sont modélisées par un comportement
newtonien à viscosité arbitrairement élevée (de façon à pouvoir être traitées par le solveur
Navier-Stokes). Dans ces régions, V −→ 0, ε̇ −→ 0 et les contraintes tendent donc vers
un état hydrostatique (diagonal).
Par exemple, [Pfeiler et al., 2006] résolvent les équations de conservation de la masse et
de Navier-Stokes, couplées au modèle de turbulence standard k−ε, et à la conservation de
l'énergie. De plus, ils rajoutent au modèle une équation de transport pour les inclusions
et les bulles en fonction de leur taille et de leur densité. La résolution de ces équations
pour les inclusions et les bulles leur permet de faire un couplage avec les équations de
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Navier-Stokes en rajoutant un terme en fonction de la vitesse des bulles et des inclusions,
et de leur débit massique.
Pour la solidi�cation, ils considèrent la zone pâteuse comme un milieu poreux dont la
fraction liquide est supposée évoluer linéairement avec la température dans l'intervalle de
solidi�cation :

fl =
T − TS

TL − TS

Pour le comportement solide, ils utilisent une viscosité très élevée.
Ils montrent (en �gure (1.5)) que les bulles remontent très rapidement à la surface, car
elles sont grosses et légères, alors que les inclusions, plus lourdes et plus petites, sont plus
in�uencées par l'écoulement principal, et �nissent souvent piégées dans la peau du produit
solidi�é.

Fig. 1.5 � Distribution et temps de résidence des inclusions pour deux tailles di�érentes
(à gauche et au milieu), et des bulles d'argon (à droite), [Pfeiler et al., 2006].

Cependant, il est impossible de tirer des conclusions sur la thermo-mécanique de la
peau, car il n'y a pas de vraies lois de comportement pour le pâteux et le solide (comme
on l'a expliqué précédemment).
Citons aussi [Yuan, Thomas, 2006] qui étudient le transport des inclusions. Ils utilisent
un modèle de turbulence de type Large Eddy Simulation. Ils développent un modèle de
piégeage des particules très complexe, dans lequel ils prennent notamment en compte la
taille et la densité des particules, mais aussi la vitesse du front de solidi�cation ou encore
l'espacement interdendritique primaire.
[Ramos-Banderas et al., 2004] comparent les résultats d'une simulation de type Large
Eddy Simulation à des relevés expérimentaux obtenus par vélocimétrie par image de par-
ticules sur un modèle de type maquette à eau. Ils montrent entre autre que l'approche
LES est bien adaptée à l'étude du jet de busette, et que l'écoulement dans la maquette à
eau est asymétrique.
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Toujours sur une con�guration maquette à eau, citons [Lan et al., 1997] qui comparent
six modèles de turbulence de type k − ε avec les résultats expérimentaux fournis par un
système de vélocimétrie par laser Doppler.
Ces simulations sont très intéressantes pour faire des comparaisons sur des tests purement
hydrodynamiques ou thermo-hydrodynamiques (sans solidi�cation), mais les hypothèses
de modélisation utilisées ne permettent pas de les adapter pour étudier les changements
de phase ou encore les contraintes et déformations.

1.3.2 Modélisation "solide"

Présentons la principale stratégie dite "solide" dans laquelle on s'intéresse à des résul-
tats sur les contraintes et déformations de la phase solide.
L'acier à haute température se comporte comme un matériau thermo-élasto-viscoplastique
([Kozlowski et al., 1992]), et tous les auteurs s'accordent pour décomposer linéairement
le tenseur des vitesses de déformation en partie élastique, viscoplastique et thermique :

ε̇ = ε̇el + ε̇vp + ε̇th

Cette hypothèse est acceptable dans le cadre de faibles déformations, ce qui est le cas
pour l'acier solide. C'est dans la manière d'écrire ces di�érents termes que les stratégies
di�èrent.
Pour la partie élastique, c'est une forme dérivée de la loi de Hooke qui est le plus souvent
utilisée, dans laquelle on relie le taux de contrainte aux vitesses de déformations élastiques.
Pour écrire ε̇vp, les auteurs se réfèrent la plupart du temps à [Kozlowski et al., 1992]. Dans
les quatre modèles qui y sont comparés, ils établissent une relation entre la vitesse de défor-
mation plastique équivalente ˙̄ε et la contrainte équivalente σeq, la température T , et selon
les modèles le temps t ou/et la déformation plastique équivalente ε̄. Ils comparent tout
d'abord chaque modèle avec des tests expérimentaux conduits par [Suzuki et al., 1988],
puis comparent les modèles entre eux sur des cas de chargements complexes, avec des va-
riations subites de température ou de vitesse de déformation. Voici une rapide description
de ces modèles :
� Modèle I : ˙̄ε = ˙̄ε(σ, T )

� Modèle II : ˙̄ε = ˙̄ε(σ, T, t)

� Modèle III : ˙̄ε = ˙̄ε(σ, T, ε̄)

� Modèle IV : ˙̄ε = ˙̄ε(σ, T, ε̄, t)

Les conclusions montrent que les résultats fournis par le modèle de type II sont tout à fait
comparables aux résultats expérimentaux. D'autre part, le modèle III réagit très bien aux
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chargements complexes, mais ne peut pas être appliqué pour des déformations supérieures
à 2%. Le modèle I donne de mauvais résultats, et le modèle IV n'apporte rien de plus que
les modèles II et III, si ce n'est une convergence numérique plus di�cile.
Aussi, La plupart des auteurs travaillent avec le modèle II ou III de [Kozlowski et al., 1992].
Par exemple, [Fachinotti, Cardona, 2006] ou encore [Li et al., 2004] travaillent avec le mo-
dèle III. Dans THERCAST, l'utilisateur a le choix entre le modèle II ou III.
En ce qui concerne la contribution liée à la thermique du tenseur des vitesses de dé-
formation, ce sont les dilatations thermiques qui sont la principale source de déformations
dans la phase solide.

1.3.3 Modélisation mixte (couplage "liquide" et "solide")

Les modèles où les régions solide et liquide sont prises simultanément en compte sont
les plus rares et les plus compliqués à mettre en ÷uvre. Cela nécessite d'introduire à la
fois les phénoménologies relatives à la mécanique du solide (calculs des contraintes et prise
en compte des déformations selon la loi de comportement utilisée), et à l'hydrodynamique
(entre autre la prise en compte de la turbulence, de l'in�uence des bulles d'argon). Un
modèle de changement de phase du �uide vers le solide complète ce couplage �uide-solide.
Lors de ce changement de phase, la consistance de l'acier peut passer de 5 × 10−3 Pa.s
à 107 Pa.s−m en seulement quelques dizaines de degrés, en passant d'un comportement
newtonien à un comportement fortement non-linéaire. Le choix du modèle pour traduire
cet état pâteux est donc d'une importance capitale a�n d'assurer une transition numé-
rique acceptable.
Les travaux sur ces couplages multiphysiques complexes sont relativement rares, on peut
citer par exemple l'équipe de K. Pericleous à l'université de Greenwich qui développe le
code de calcul PHYSICA capable d'appréhender ce genre de problématiques. On pourra
se référer à [Cross et al., 2002] pour une illustration de leurs travaux. Bien que très com-
plète, leur stratégie d'approche est stationnaire, ce qui sort du cadre de travail de notre
étude.
Le but de nos travaux est donc ambitieux : a�n d'étudier l'in�uence des écoulements
d'acier liquide sur les contraintes de la peau solidi�ée, il faut mettre en place un modèle
capable de modéliser ces di�érentes physiques et leur couplage complexe, tout en adoptant
une stratégie globale instationnaire. C'est ce qui rend notre étude originale (et di�cile).
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1.4 Formalisme Eulérien-Lagrangien-ALE

1.4.1 Présentation des di�érentes approches de la littérature

Dans le cadre de notre travail, on a choisi d'utiliser la stratégie globale instationnaire, en
modélisant correctement à la fois les phases liquide et solide de l'acier. Dans ce contexte, il
faut faire le choix du formalisme de résolution des équations. On commence par décrire les
di�érentes approches que l'on trouve dans la littérature. On en distingue trois di�érentes :
lagrangienne, eulérienne et ALE.

1.4.1.1 Le formalisme lagrangien

Généralement, c'est la méthode utilisée en mécanique du solide. Le maillage suit la ma-
tière. Ainsi chaque n÷ud du maillage peut être identi�é à une particule dont on peut
suivre le déplacement au cours du temps. Au niveau des équations, cela se traduit par
l'absence de termes de convection. On utilise des dérivées particulaires.
Cette approche est très pratique dès qu'il s'agit de représenter des petites déformations
(comme les dilatations thermiques) ou encore le suivi d'une surface libre. Par exemple,
lors de la solidi�cation d'un lingot, il est raisonnable (et précis) de représenter la lame
d'air entre le moule et la pièce grâce au formalisme lagrangien. C'est le formalisme géné-
ralement utilisé pour les modélisations instationnaires de type tranche.
Par contre, cette approche est très rarement utilisée en mécanique des �uides, notamment
à cause de la présence de tourbillons et de boucles de recirculation qui entraînent la dé-
générescence du maillage (même en remaillant très fréquemment).

1.4.1.2 Le formalisme eulérien

C'est la méthode la plus utilisée dans le cadre de la mécanique des �uides. Le maillage est
�xe, et on observe le déplacement des particules de matière en chaque point du maillage.
Par rapport au formalisme lagrangien, les termes de convection sont pris en compte dans
la résolution des équations. On utilise des dérivées partielles par rapport au temps.
En mécanique des �uides, cette méthode est bien adaptée, car il est facile de représenter
des tourbillons et des boucles de recirculation sur un maillage �xe. De plus, la gestion
du maillage est très facile. Le formalisme eulérien va souvent de pair avec les stratégies
stationnaires.
Une des di�cultés de cette formulation est le traitement des termes de convection dans les
équations. Ces termes sont non-linéaires, et de plus entraînent des instabilités numériques
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s'ils sont dominants. Il faut alors utiliser des méthodes de stabilisation. Pour stabiliser ces
termes d'advection, on dispose d'une part des méthodes qui ajoutent de la di�usion numé-
rique dans le sens de l'écoulement en modi�ant les fonctions d'interpolation, telles que les
méthodes SUPG ([Brooks, Hughes, 1982]), ou plus récemment les méthodes Residual-free
Bubbles (RFB) ([Franca, 2000]). D'autre part, il existe les méthodes dites de splitting.
On décompose la résolution des équations de conservation en la résolution d'une équation
de di�usion, suivie par la résolution d'une équation d'advection. Un exemple de ce type
de résolution est donné dans [Bellet, Fachinotti, 2004] avec la méthode upwind nodal.
L'autre di�culté majeure est le suivi des surfaces libres. Dans le cas où on a un front
de matière qui avance, on doit savoir en chaque point du maillage si le front a atteint
ce point ou pas. On trouve dans la littérature deux types de méthode pour résoudre ce
problème.
La première est appelée Volume of �uid (VOF). On se donne une fonction présence notée
F . Quand cette fonction vaut 0, cela signi�e qu'on est à l'interface entre la matière et la
région "vide", sans matière. Si F < 0, alors on est dans la matière, et si F > 0, on est
dans la région sans matière. L'évolution temporelle de cette fonction F est donnée par la
résolution d'une équation de transport convectée à la vitesse de la matière ~V :

dF

dt
=

∂F

∂t
+ ~V · −−→∇F = 0

Le problème des méthodes VOF est que la fonction de présence a tendance à beaucoup
di�user, ce qui entraîne des problèmes au niveau de la conservation de l'interface matière-
vide. De plus, les discontinuités de viscosité et de densité à l'interface entraînent des
di�cultés supplémentaires.
Pour remédier à ce problème, les méthodes VOF ont été étendues à celles dites de Level
Set. Au lieu que F représente une fonction de présence, F est une fonction de distance à
l'interface. Comme on le voit dans [Enright et. al, 2002] ou dans [Coupez, 2006], la cap-
ture des surfaces libres est améliorée (moins di�usives) par les techniques de Level Set,
mais de nombreux problèmes subsistent (précision, conservation de la masse ...).

1.4.1.3 Le formalisme Arbitraire-lagrangien-eulérien (ALE) :

La formulation ALE vise à béné�cier dans la même formulation des avantages des des-
criptions lagrangiennes et eulériennes en limitant au maximum leurs inconvénients. Le
principe est d'avoir une description lagrangienne au niveau des surfaces libres ou des
zones d'interface pièce-moule, et une description eulérienne "loin" de ces zones.
Pour cela, on introduit une vitesse de maillage ~Vmsh, indépendante de la vitesse de la
matière. A chaque incrément n, la position d'un n÷ud j est actualisé selon la vitesse de
maillage :

−→
xn(j) =

−−→
xn−1(j) + ∆t~Vmsh(j) (1.1)
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Il est alors très facile d'imposer un formalisme lagrangien dans les zones concernées : on
�xe la vitesse de maillage égale à la vitesse de la matière : ~Vmsh = ~V . De même, il est
très simple d'obtenir une formulation eulérienne, il su�t d'annuler la vitesse de maillage :
~Vmsh = ~0.
Bien que très avantageux, la mise en place de ce formalisme soulève deux problèmes : le
traitement des termes de convection, et la détermination de la vitesse de maillage ~Vmsh.Comme pour les descriptions eulériennes, la formulation ALE fait intervenir des termes
de convection dans les équations de conservation, qui, quand elles sont discrétisées par
éléments �nis, peuvent entraîner des oscillations numériques. Cependant, cette di�culté
est assez facilement levée car on peut utiliser les mêmes méthodes de stabilisation que celles
qu'on utilise pour les formulations eulériennes, mais en prenant pour vitesse d'advection :
~V − ~Vmsh. Par exemple, le terme d'advection pour l'équation de conservation de quantité
de mouvement est donné par la relation suivante :

∇V · (~V − ~Vmsh)

De même, pour l'équation de conservation de l'énergie, le terme d'advection s'écrit :
−→∇T · (~V − ~Vmsh)

Pour déterminer la vitesse de maillage, on cherche en général à minimiser la déformation
des éléments. Par exemple, dans [Bellet, Fachinotti, 2004], on fait une régularisation géo-
métrique du maillage en contrôlant le facteur de forme des éléments. En conservant un
facteur de forme élevé, on évite une dégénérescence du maillage trop rapide, et donc des
remaillages globaux trop fréquents.

1.4.2 Formalisme hybride : eulérien-lagrangien-ALE

Avant de faire le choix du formalisme à utiliser, on se replace dans le contexte de notre
étude. On veut simuler le refroidissement primaire lors de la coulée continue d'aciers, en
stratégie globale instationnaire, et en modélisant à la fois les phases solide et liquide. On
montre en �gure (1.6) le choix qu'on a fait.



Formalisme Eulérien-Lagrangien-ALE 35

Fig. 1.6 � Formalisme hybride utilisé en coulée continue (approche globale instationnaire) :
eulérien autour de la busette, lagrangien dans la croûte solide, et ALE partout ailleurs.

Il s'agit d'un formalisme hybride dans lequel les trois formulations eulériennes, lagran-
giennes et ALE coexistent.
La busette et son voisinage sont des zones géométriques très complexes (à cause du fond
conique de la busette et de la forme des ouïes). Aussi, pour obtenir un bon déroulement
du calcul et une bonne convergence, il est préférable que le maillage de cette zone soit
�xe. Cela justi�e l'utilisation d'un formalisme eulérien.
Pour pouvoir caractériser cette zone, l'utilisateur doit spéci�er un ellipsoïde dans le �chier
de données, en spéci�ant son centre (x0, y0, z0) ainsi que la longueur de ses demis-axes a,
b et c. On rappelle l'équation de l'ellipsoïde en (1.2) :(

x− x0

a

)2

+

(
y − y0

b

)2

+

(
z − z0

c

)2

= 1 (1.2)

Tous les n÷uds à l'intérieur de cet ellipsoïde ont une vitesse de maillage nulle (~Vmsh = ~0).
Dans nos simulations, la busette n'est pas maillée. On représente juste l'acier à l'intérieur
et autour de la busette, ce qui correspond en quelque sorte au "négatif" de la busette. On
peut voir sur un quart de brame ce type de géométrie au niveau de la busette ainsi que
l'ellipsoïde en �gure (1.6).
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Fig. 1.7 � Quart de brame sur lequel on dé�nit l'ellipsoïde à l'intérieur duquel les n÷uds
sont eulériens (en bleu). Les n÷uds en rouge sont ALE.

Nous avons adopté la stratégie globale instationnaire, et donc le domaine de calcul s'al-
longe au cours du temps. Dans ce but, on impose une vitesse de maillage au niveau de
la face inférieure du domaine acier (appelée "pseudo-mannequin") égale à la vitesse de
coulée ~VC (�gure (1.7)).
On doit préciser comment l'interface lagrangien-ALE est traitée, ce qui est illustrée en
�gure (1.8).
On calcule la température moyenne sur chaque élément. Si la température trouvée est
supérieure à la température critique TC , alors l'élément est "liquide", et sinon il est "so-
lide". Cette température TC est une température de transition servant à déterminer la
loi de comportement utilisée (viscoplastique au-dessus de TC , élasto-viscoplastique en-
dessous de TC , voir le chapitre 2). Ensuite, on applique en chaque n÷ud la règle suivante
([Bellet, Fachinotti, 2004]) : si un n÷ud appartient au moins à un élément "solide", il est
traité de façon lagrangienne (position actualisée selon 1.1 avec ~Vmsh = ~0), sinon, il est
traité de façon ALE (position actualisée selon 1.1, la vitesse de maillage étant calculée
selon la technique présentée en 1.4.3.
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Fig. 1.8 � illustration en 2D de l'interface lagrangien-ALE selon l'isotherme TC (tempé-
rature critique) pour la modélisation rhéologique de l'acier : purement viscoplastique (ou
newtonien) au-dessus de TC , élasto-viscoplastique en-dessous).

Dans le cadre de la coulée continue, il faut compléter cette stratégie. En e�et, les n÷uds
à la fois sur la surface libre et contre le moule posent problème, comme le n÷ud N de la
�gure (1.9), en deux dimensions. On a représenté en rouge la zone où les éléments sont
liquides, et en marron la peau solide constituée d'éléments solides. On conçoit bien que le
n÷ud N doit rester ALE tout le long du calcul. En e�et, pour le bon déroulement de la
simulation, celui-ci ne doit pas se faire entraîner par la peau solide, et ne doit donc pas
être lagrangien.
Pour que le n÷ud N soit ALE, en vertu de la règle énoncée plus haut, il ne doit faire partie
d'aucun élément solide. Considérons les éléments comme l'élément jaune E de la �gure
(1.9), c'est-à-dire les éléments, avec au moins un n÷ud en surface libre et en contact avec
la lingotière (comme le n÷ud N). Comme ces éléments sont en contact avec la lingotière,
ils sont refroidis et ont donc toutes les chances de devenir des éléments solides dans la
simulation. On doit donc e�ectuer un traitement spécial sur ces éléments : on impose un
�ux de chaleur nul sur les facettes de ces éléments, a�n qu'ils restent liquides.
Pour appliquer cette règle, on note z0 la cote du ménisque (surface libre), et ε0 une pré-
cision absolue donnée, correspondant à une distance, et inférieure à la taille de maille
minimum. On parcourt alors toutes les facettes du sous-domaine. Pour chacune de ces
facettes, on se donne zm, le maximum de la coordonnée z parmi les trois n÷uds qui la
composent.
Si zm > z0− ε0, alors on a repéré une facette au travers de laquelle le �ux de chaleur doit
être nul (adiabatique).
De cette façon, on est sûr que les n÷uds N resteront ALE tout le long du calcul.
Le but de notre travail n'est pas d'étudier en détail la zone du ménisque, on est bien
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conscient de simpli�er la modélisation de cette région. Ainsi, les phénomènes de forma-
tion de la peau associés à l'oscillation de la lingotière ne sont pas pris en compte. Le
lecteur intéressé par une description plus �ne de ces phénomènes pourra se référer à
[Sengupta, Thomas, 2006].

Fig. 1.9 � Problématique de l'interface ALE-lagrangien au niveau du ménisque. En rouge
les éléments dits "liquides", et en marron les éléments dits "solides".

1.4.3 Calcul de la vitesse de maillage

On rappelle que dans une formulation ALE, chaque n÷ud voit sa position réactualisée à
chaque incrément selon la relation (1.1). Cependant, on ne connaît pas a priori sa vitesse
de maillage. Il faut donc calculer ~Vmsh. Plusieurs solutions sont possibles, on présente ici
celle qui permet d'obtenir le meilleur facteur de forme pour chaque élément du maillage,
comme dans [Bellet, Fachinotti, 2004]. Pour les n÷uds frontière, une hypothèse de conser-
vation de �ux est faite entre la vitesse matérielle et la vitesse de maillage. On doit alors
distinguer le cas des n÷uds internes du cas des n÷uds frontière.
n÷uds internes
C'est le cas le plus simple. On s'arrange pour que chaque n÷ud j soit au centre de gravité
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du polygone formé par les n÷uds voisins connectés à ce n÷ud. A partir de la relation :
~Vmsh(j) =

~xn(j)− ~xn−1(j)

∆t
,

on écrit que le n÷ud j doit être au centre de gravité de ses voisins (notés vois) à l'incrément
n :

~xn(j) =
1

Nbvois(j)

Nbvois(j)∑
i=vois(j)

~xn(i)

Soit en remplaçant :

~Vmsh(j) =
1

∆t

 1

Nbvois(j)

Nbvois(j)∑
i=vois(j)

(
~xn(i) + ∆t~Vmsh(i)

)
− ~xn(j)


On a ainsi une équation non-linéaire à résoudre, et on utilise la méthode itérative de
Jacobi :

~V
(k=0)
msh (j) = ~V n−1

msh (j)

~V
(k+1)
msh (j) =

1

∆t

 1

Nbvois(j)

Nbvois(j)∑
i=vois(j)

(
~x(k=0)(i) + ∆t~V

(k)
msh(i)

)
− ~x(k=0)(j)


La convergence est obtenue lorsque :

max
j

∥∥∥~V
(k+1)
msh (j)− ~V

(k)
msh(j)

∥∥∥
max

j

∥∥∥~V
(k=0)
msh (j)

∥∥∥ −→ 0

n÷uds frontières
Le principe de base est le même que pour les n÷uds internes aux di�érences suivantes
près :
� On prend uniquement les n÷uds voisins qui sont des n÷uds frontière pour calculer la
somme (voisins surfaciques).

� On rajoute la contrainte suivante : les �ux de vitesse matérielle et de vitesse de
maillage à travers la frontière doivent être égaux :

~Vmsh · ~n = ~V · ~n (1.3)
On utilise les normales consistantes ~̃n (voir [Gaston, 1997], [Engelman et al., 1982] et
[Bellet, 2001]) a�n de s'assurer de la validité de l'expression (1.3) :

~̃n(j) =

Nbsv(j)∑
i=sv(j)

S(i)~n(i)

∥∥∥Nbsv(j)∑
i=sv(j)

S(i)~n(i)
∥∥∥



où sv dénote les facettes voisines du n÷ud j, S leur surface et ~n leur normale exté-
rieure.

Le processus itératif pour les n÷uds frontières est :
~V

(k=0)
msh (j) = ~un−1

msh(j)
~V

(k+1)
msh (j) = arg min

~Vmsh(j)

~J

où
~J =

(
~xn−1(j) + ~V

(k)
msh(j)∆t− ~̃xj

)2

+
ξ

2

(
(~V

(k)
msh(j)− ~V (j)) · ~̃n

)2

ξ est une constante de pénalisation (et donc très grande), ~̃n(j) la normale consistante, et
~̃xj =

1

Nbvoiss(j)

Nbvoiss (j)∑
i=voiss(j)

~xn−1(i) + ∆t~V
(k)
msh(i), avec voiss les voisins surfaciques de j.

Pour calculer ce minimum, on écrit la dérivée partielle de ~J par rapport à chaque com-
posante l de ~Vmsh(j) et on dit qu'elle vaut 0 (minimum local) :

∂ ~J

∂~Vmsh,l(j)
= 2∆t

(
~xn

l (j) + ~Vmsh,l(j)∆t− ~̃xl

)
+ ξ~̃nl

(
~Vmsh(j)− ~V (j)

)
· ~̃n = 0

On peut alors résoudre le système linéaire suivant et en déduire ~Vmsh,l(j) :
 2∆t2 + ξñ2

1 ξñ1ñ2 ξñ1ñ3

ξñ2ñ1 2∆t2 + ξñ2
2 ξñ2ñ3

ξñ3ñ1 ξñ3ñ2 2∆t2 + ξñ2
3

 ~Vmsh,1(j)
~Vmsh,2(j)
~Vmsh,3(j)

 =

 2∆t(~̃x1 − ~xn
1 ) + ξ~̃n1

~V · ~̃n
2∆t(~̃x2 − ~xn

2 ) + ξ~̃n2
~V · ~̃n

2∆t(~̃x3 − ~xn
3 ) + ξ~̃n3

~V · ~̃n



� pour ξ = 0, on retrouve bien
~Vmsh,l =

~̃xl − ~xn
l

∆t

� En négligeant les autres termes devant ceux en ξ, on retrouve bien :
~Vmsh · ~n = ~V · ~n

1.5 Conclusions

On a présenté dans ce chapitre les di�érentes familles de stratégies de modélisation adap-
tées à l'étude du procédé de coulée continue.
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Nous avons tout d'abord détaillé les deux stratégies stationnaire et instationnaire. Dans
le cadre de notre travail, il a été démontré que l'utilisation de la méthode globale insta-
tionnaire est la plus adaptée à l'étude couplée des régions solide et liquide.
Ensuite, nous avons décrit les di�érents types de modélisation en rapport avec la "phy-
sique" étudiée ("liquide", "solide" et mixte) et les lois de comportement et équations qui
en découlent. Cette section a permis de prouver que l'utilisation d'une modélisation mixte
(liquide et solide) est la plus appropriée dans le cadre de notre travail.
En�n, il a fallu choisir un formalisme de résolution. On a choisi le formalisme hybride
lagrangien-ALE déjà présent dans THERCAST et on l'a amélioré en permettant l'utili-
sation d'une région eulérienne (ellipsoïde) englobant le voisinage de la busette.
Maintenant que nous avons déterminé de quelle façon on modélise le procédé de cou-
lée continue, nous devons détailler avec précision quelles équations de conservation sont
résolues dans THERCAST et par l'intermédiaire de quelles techniques. Le chapitre suivant
détaille ces aspects numériques.



Chapitre 2

PRESENTATION DU LOGICIEL
THERCAST
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2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter le logiciel éléments �nis tridimensionnel THER-
CAST dans le contexte de la coulée continue, tant du point de vue de la modélisation
physique que des méthodes de résolution numérique. On présente ici le logiciel THER-
CAST tel qu'il était quand on a commencé nos travaux de recherche.
La résolution de la thermique est découplée de la résolution mécanique. On aborde tout
d'abord le thème de la thermique. La résolution de l'équation de la conservation de l'éner-
gie permet de prédire la température en un point donné d'une brame ou d'un moule, ou
encore l'état de solidi�cation d'une pièce.
La résolution de l'équation de la quantité de mouvement avec les bonnes lois de com-
portement permet de simuler les régions liquides, pâteuses et solides de l'acier, et de
déterminer les vitesses et pressions locales, ainsi que l'état de contraintes et les déforma-
tions à un temps donné de la simulation.
On parle ensuite du traitement des termes de convection. En e�et, dans les problèmes
où la convection domine, il est indispensable d'utiliser des techniques de stabilisation
pour éviter de fortes oscillations numériques.
Pour �nir ce chapitre, on présente un cas simpli�é de refroidissement primaire.

2.2 Résolution du problème thermique avec solidi�ca-

tion

Cette section traite de la modélisation du problème thermique (solidi�cation, conditions
aux limites, conditions initiales, ...) et de sa résolution numérique par éléments �nis.
Le problème thermique est résolu sur chaque sous-domaine Ωi (moule, caisson et région
"acier"). Typiquement, dans le cadre du refroidissement primaire, on calcule l'évolution
de la température dans la pièce (brame, rond, ...), dans les moules (petite face, grande
face), voire aussi dans les caissons de refroidissement, si ceux-ci sont simulés. C'est en
fonction de la température de la pièce qu'on détermine la progression de sa solidi�cation,
à partir des données matériau.
En ce qui concerne la résolution numérique, elle s'appuie sur une discrétisation spatiale
par éléments �nis P1 avec une discrétisation temporelle implicite avec linéarisation par
une méthode de type Newton-Raphson améliorée par la technique dite de thermique asyn-
chrone (voir la thèse de [Jaouen, 1998]) pour traiter les chocs thermiques.
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2.2.1 Modélisation du problème thermique

2.2.1.1 Equation de la conservation de l'énergie

On écrit tout d'abord l'équation de la conservation de l'énergie en enthalpie (voir par
exemple [Rappaz et al., 1998]), sur chaque sous-domaine Ωi, en tenant compte de la soli-
di�cation pour la pièce :

ρ(T )
dH

dt
+ ~∇ ·~j = 0 (2.1)

L'enthalpie massique H(T ) est donnée par la relation :

H(T ) =

∫ T

T0

Cp(τ)dτ + fl(T )L

où T0 est une température de référence, fl la fraction massique de liquide et L la chaleur
latente massique. En dehors des problèmes où on couple la thermique et le transport de
solutés, on considère le chemin de solidi�cation fl(T ) connu, et on a donc une expression
directe de l'enthalpie en fonction de la température. On se place dans ce cadre.
On introduit la chaleur spéci�que e�ective Ce� :

Ce� =
∂H

∂T
= Cp + L

d

dT
fl(T )

et on peut alors écrire, dans (2.1) :
dH

dt
=

∂H

∂T

dT

dt
= Ce�dT

dt
(2.2)

On verra à la section 2.2.2.1 sur la discrétisation spatiale comment évaluer explicitement
la capacité calori�que e�ective Ce�. D'autre part, on applique la loi de Fourier pour
évaluer le �ux ~j. En supposant la conductivité thermique isotrope, mais fonction de la
température, on a :

~j = −κ(T )
−→∇T (2.3)

En substituant (2.2) et (2.3) dans 2.1), on obtient l'équation de la chaleur :
ρ(T )Ce�(T )

dT

dt
− ~∇ · (κ(T )

−→∇T ) = 0 (2.4)

2.2.1.2 Conditions initiales et conditions aux limites

Pour fermer le problème, il faut introduire des conditions initiales et des conditions aux
limites pour chaque sous-domaine Ωi.La température initiale est la suivante :

T (x, 0) = Tinit(x), ∀x ∈ Ωi (2.5)
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Dans le cadre de ce travail, on fait l'hypothèse d'une température Tinit uniforme, égale
à la température de coulée pour l'acier (de l'ordre de 1550oC), et environ 40oC pour les
moules (la température ambiante). On ne s'intéresse pas aux premiers instants du procédé
(remplissage de le lingotière et prise en compte du mannequin), mais à l'établissement
d'un régime stationnaire, d'où le choix d'une température initiale uniforme. La tempéra-
ture initiale des moules est donc relativement arbitraire, mais elle doit converger vers une
distribution stationnaire.
La nature des conditions aux limites est variable selon ce que l'on veut modéliser. En
coulée continue, on en distingue quatre sortes :
1) condition de type température imposée :

T = Timp ∀x ∈ ∂Ωi,1 (2.6)
Dans notre étude, cette condition aux limites est appliquée à l'endroit où l'acier li-
quide est injecté (typiquement le haut de la busette).

2) condition de type �ux imposé :
− κ

−→∇T · ~n = Φimp ∀x ∈ ∂Ωi,2 (2.7)
Pour un calcul mono-domaine, on peut utiliser ce type de condition pour simuler
l'extraction de chaleur à travers la portion de la surface du produit correspondant à
l'interface avec la lingotière.

3) condition de type échange convectif :
− κ

−→∇T · ~n = h(T − Text) ∀x ∈ ∂Ωi,3 (2.8)
On utilise cette condition aux limites pour représenter le refroidissement secondaire
de la pièce. Le coe�cient h, dépendant directement du temps et/ou de la tempéra-
ture, est alors un coe�cient "moyen" rendant compte des échanges avec l'eau, l'air
et par rayonnement.

4) condition de type échange thermique entre les sous-domaines Ωi et Ωj :

− κ
−→∇T · ~n =

1

Rij

(T − Tj) ∀x ∈ ∂Ωi,j (2.9)
Cette condition est représentative des échanges thermiques entre deux sous-domaines
Ωi et Ωj typiquement entre le produit coulé et la lingotière. La résistance thermique
Rij peut varier en fonction de l'épaisseur de la lame d'air et de la présence et de l'état
du laitier. Elle est donc complexe à déterminer.
Au �nal, le problème thermique est décrit par les équations (2.4), (2.5), (2.6), (2.7),
(2.8) et (2.9).
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2.2.2 Résolution numérique de la thermique

Avant tout traitement numérique, on réécrit la dérivée de la température par rapport au
temps en faisant intervenir la vitesse d'advection ~V − ~Vmsh :

dT

dt
=

∂mshT

∂t
+
−→∇T · (~V − ~Vmsh) (2.10)

En subsituant (2.10) dans (2.4), on peut décrire l'évolution thermique du problème par
l'équation non-linéaire (2.11) :

ρ(T )Ce�(T )
∂mshT

∂t
+ ρ(T )Ce�−→∇T · (~V − ~Vmsh)− ~∇ · (κ(T )

−→∇T ) = 0 (2.11)
On utilise la méthode des éléments �nis pour la discrétisation spatiale, et un schéma de
di�érences �nies de type Euler implicite pour la discrétisation temporelle. D'autre part,
les termes de convection ∇T · (~V − ~Vmsh) sont traités après la résolution de la thermique
(et de la mécanique) par la méthode d'upwind nodal (voir [Bellet, Fachinotti, 2004]).
Aussi, on ne fait pas apparaître ces termes dans les équations suivantes, et la résolution
des équations est donc faite dans un formalisme lagrangien. Le traitement des termes de
convection par la méthode d'upwind nodal est décrit dans la section 2.4.
Pour obtenir la formulation faible du problème thermique, on multiplie par un champ
virtuel T ∗ ∈ H1

0(Ωi), on intègre sur le domaine Ωi. Après l'intégration par partie du terme
de di�usion et la prise en compte des conditions aux limites, on obtient la forme faible de
(2.11) :

∀T ∗ ∈ H1
0(Ωi), trouver T ∈ T = {H1(Ωi)/T = Timp sur ∂Ω1

i } (2.12)∫
Ωi

ρ(T )Ce�(T )
dT

dt
T ∗dV +

∫
Ωi

κ(T )
−→∇T · −→∇T

∗
dΩi +

∫
∂Ω3

i

hTT ∗dS +

∫
∂Ωj

i

1

Rj
i

TT ∗dS

= −
∫

∂Ω2
i

ΦimpT ∗dS +

∫
∂Ω3

i

hTextT ∗dS +

∫
∂Ωj

i

1

Rj
i

TjT
∗dS

2.2.2.1 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale de (2.12) est e�ectuée par éléments �nis. On utilise des éléments
tétraèdriques linéaires de type P1 : les degrés de liberté sont localisés aux sommets du
tétraèdre, comme on le voit en �gure (2.1).
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Fig. 2.1 � Elément �ni P1 utilisé pour la thermique.

Les inconnues sont interpolées à un instant donné t. En notant h l'indice de variable
discrète, Nbnoe le nombre de n÷uds du sous-domaine Ωi et Nj,j=1...Nbnoe les fonctions debase telles que : Nj(xj) = 1 et Nj(xi) = 0, i 6= j, on peut écrire les inconnues de la façon
suivante :

Th(x, t) =
Nbnoe∑
j=1

Nj(x)Tj(t) (2.13)
Substituons maintenant les fonctions virtuelles T ∗ par les fonctions de base Ni,i=1,...,Nbnoe,alors on obtient le système non linéaire en T suivant :

[C]

{
dT

dt

}
+ [K] {T} = {Q} (2.14)

Les expressions des matrices [C] et [K], et du vecteur {Q} sont détaillées en (2.15) :

[Cij] =
Nbelt∑
e=1

∫
Ωe

i

ρCe�NiNjdV

[Kij] =
Nbelt∑
e=1

∫
Ωe

i

κ(T )
−−→∇N i ·

−−→∇N jdV +

∫
∂Ωe

i,3

hNiNjdS +

∫
∂Ωe

i,j

1

Rij

NiNjdS

{Qi} =
Nbelt∑
e=1

−
∫

∂Ωe
i,2

ΦimpNidS +

∫
∂Ωe

i,3

hTextNidS +

∫
∂Ωe

i,j3

1

Rij

TjNidS

(2.15)

Remarque : comme le suggère [Lemmon, 1979], Ce� peut être approché localement (sur
un élément donné) de la façon suivante :

Ce� ' ‖−−→∇H‖
‖−→∇T‖

Les discrétisations de H et T étant de type P1, on peut réécrire la matrice C comme :

[Cij] =
Nbelt∑
e=1

Ce�
∫

Ωe
i

ρ(T )NiNjdV (2.16)
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2.2.2.2 Discrétisation temporelle

Le schéma de di�érences �nies d'Euler implicite, inconditionnellement stable, est appliqué
à (2.16) pour la discrétisation en temps. Notons T n+1 la température recherchée, et T n la
température trouvée lors de l'incrément précédent. On peut ainsi traduire (2.14) par :

[C]

{
T n+1 − T n

∆t

}
+ [K]

{
T n+1

}
− {Q} = {0}

On peut mettre le système précédent sous la forme suivante :
[A]
{
T n+1

}
= {b} (2.17)

où [A] =

[
C

∆t
+ K

]
et {b} =

{
Q +

CT n

∆t

}
. Pour s'a�ranchir de la non linéarité de (2.17),

on utilise une méthode itérative de type Newton-Raphson.
Voici en quoi consiste cet algorithme. On dé�nit une suite T (ν) telle que :{

T (ν=0) = T n

T (ν+1) = T (ν) + ∆T (ν)

On écrit R(ν) le résidu de (2.17) à l'itération (ν) comme étant :
R(ν) = AT (ν) − b

En�n, pour déterminer ∆T (ν), on résout le système linéaire suivant à chaque itération :(
∂R(ν)

∂T (ν)

)
∆T (ν) = −R(ν)

On itère l'algorithme jusqu'à obtenir convergence, c'est-à-dire quand ||∆T (ν)|| −→ 0 et/ou
||R|| −→ 0.

2.2.2.3 Traitement des chocs thermiques

Lors d'un couplage entre thermique et mécanique des �uides, on est souvent amené à
utiliser un pas de temps faible pour assurer la stabilité de l'hydrodynamique. Combiné à
la résolution thermique, l'emploi de ces petits pas de temps entraîne des problèmes dits
de chocs thermiques.
En e�et, on ne véri�e plus la relation de profondeur de pénétration (2.18), ce qui entraîne
des oscillations numériques au niveau de l'interface acier/moule par exemple.

∆x ≤
√

κ

ρCe�∆t (2.18)

Si on calcule la taille de maille nécessaire pour des caractéristiques thermiques typiques de
l'acier (ρ = 7300 kg/m3, κ = 40 W/m/K et Ce� = 700 J/K/kg), et un pas de temps de
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type hydrodynamique (∆t = 0.01 s), on trouve une valeur de l'ordre de ∆x = 3.10−4 m.
Vu les dimensions des brames en coulée continue, on s'aperçoit que l'utilisation d'une
taille de maille aussi petite à l'interface produit/lingotière rend le coût de calcul prohibi-
tif (même si l'utilisation d'un maillage adapté anisotrope permet de limiter le problème,
comme on le verra à la section 3.2.2).
La solution utilisée dans THERCAST est la technique de thermique asynchrone, dé-
veloppée dans [Jaouen, 1998]. Cette opération se fait en deux temps. Premièrement, on
calcule un pas de temps augmenté ∆tasyn qui satisfait la condition (2.18), et on calcule
la température en résolvant (2.14) avec ce pas de temps. Ensuite, on resynchronise la
température par rapport au pas de temps réel : une interpolation linéaire entre le pas
de temps asynchrone et le pas de temps réel de l'incrément est e�ectuée pour obtenir les
températures souhaitées à l'incrément courant.
Détaillons ces deux phases. On commence donc par déterminer un pas de temps aug-
menté ∆tasyn. On le choisit tel que :

∆tasyn = max
e

(
ρCe�

κ
∆x2

e

)
(2.19)

où ∆xe est une taille caractéristique d'un élément e ayant un n÷ud frontière. Ensuite, on
résout (2.14) avec ce pas de temps, c'est-à-dire qu'on résout :

[C]

{
Tasyn − T n

∆tasyn
}

+ [K]
{
Tasyn}− {Q} = {0}

Pour �nir, on resynchronise la température sur le pas de temps initial par une interpolation
linéaire, à partir des pas de temps ∆t et ∆tasyn et des températures asynchrones Tasyn.On écrit tout simplement :

T n+1 = T n + (Tasyn − T n)
∆t

∆tasyn (2.20)
Ainsi, on dispose d'une méthode permettant d'absorber les chocs thermiques. On verra
au chapitre suivant qu'une autre technique possible est l'utilisation d'un maillage aniso-
trope, qui permet d'obtenir un maillage localement assez �n pour véri�er la relation de
profondeur de pénétration (2.18) et dissiper ainsi les chocs thermiques.

2.3 Résolution du problème mécanique

Comme on l'a vu précédemment, pendant le refroidissement primaire, l'acier va changer
de phase : il passe d'un état liquide à un état solide, avec une transition par un état
pâteux. L'utilisation de lois constitutives modélisant le comportement de ces di�érents
états est donc nécessaire pour avoir un modèle performant tant dans les régions solides
(calcul de contraintes et déformations) que dans les régions liquides (calcul des vitesses
d'écoulement).
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Dans sa thèse, [Jaouen, 1998] a proposé l'utilisation d'une loi de comportement hybride :
thermo-élasto-viscoplastique pour l'acier solide, en dessous d'une certaine température
critique TC (�xée au solidus la plupart du temps), thermo-viscoplastique pour l'acier pâ-
teux, et newtonienne pour l'acier liquide.
En ce qui concerne la résolution numérique, on utilise des éléments P1+/P1 pour la
discrétisation spatiale. Les contributions de chaque région sont assemblées dans la ma-
trice globale et donc résolues de façon simultanée. On discrétise temporellement avec le
schéma d'Euler implicite, avec un algorithme itératif de Newton-Raphson pour linéariser
le système.
A�n d'améliorer la convergence de l'algorithme, on homogénéise le système en vitesse-
pression obtenu, et on utilise une méthode de recherche linéaire.

2.3.1 Modélisation de la mécanique

La résolution des équations de conservation de la masse et de la quantité de mouve-
ment permet de connaître localement la vitesse, la pression et l'état de contraintes et les
déformations à un temps donné. Voici respectivement ces équations :

1

ρ

dρ

dt
+ ~∇ · ~V = 0 (2.21)

~∇ · σ + ρ~f = ρ
d~V

dt
(2.22)

On peut encore écrire cette dernière en décomposant le tenseur des contraintes en partie
sphérique et déviatorique :

~∇ · s− ~∇P + ρ~f = ρ
d~V

dt
(2.23)

A�n de fermer le problème, on doit introduire des équations de comportement. On relie
le tenseur des contraintes au tenseur des déformations et au tenseur des vitesses de défor-
mation.
C'est l'objet des lois de comportement. Selon la température locale considérée, on uti-
lise une loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique (TEVP), thermo-viscoplastique
(TVP) ou newtonienne, comme représenté en �gure (2.2).
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Fig. 2.2 � Loi de comportement du matériau en fonction de sa température.

Ainsi, la limite entre la loi TEVP et TVP est déterminée par la température critique
TC , qui est généralement prise égale au solidus. La limite entre TVP et newtonien est
�xée par la température du liquidus.
On décompose le tenseur des vitesses de déformation ε̇ =

1

2

(
∇V + (∇V )T

) comme suit :
ε̇ = ε̇el + ε̇vp + ε̇th (2.24)

Dans le cas où T > TC , on a bien entendu ε̇el = 0, en accord avec la �gure (2.2). D'autre
part, le comportement newtonien est un cas particulier de la loi TVP, comme on le verra
dans la partie dédiée à la description du comportement viscoplastique.

2.3.1.1 Tenseur des vitesses de dilatation thermique

Exprimons maintenant le tenseur ε̇th, prenant en compte les dilatations thermiques et le
retrait à la solidi�cation. De manière générale, ce tenseur diagonal s'écrit :

ε̇th = − 1

3ρ

dρ

dt
I (2.25)

� Dans l'intervalle de solidi�cation, on réécrit la relation (2.25) en considérant que ρ
est linéaire par rapport à la fraction solide fS : ρ = fSρS +(1− fS)ρL. Ce qui donne :

− 1

3ρ

dρ

dfS

ḟSI = −1

3

ρS − ρL

ρ
ḟSI ' 1

3

ρL − ρS

ρL

ḟSI =
1

3
∆εtrḟSI

� En dehors de l'intervalle de solidi�cation, (2.25) peut être relié directement à la vitesse
de variation de la température Ṫ :

ε̇th = − 1

3ρ

dρ

dT
Ṫ I = αṪ I

On dé�nit ainsi ∆εtr comme le coe�cient de retrait à la solidi�cation (négatif pour les
aciers, valant −0.03 à −0.05), et α comme le coe�cient de dilatation thermique linéaire.
On doit maintenant décrire les lois de comportement correspondant aux états pâteux et
liquide (tenseur ε̇vp) et solide (tenseurs ε̇el et ε̇vp).
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2.3.1.2 Modélisation du comportement de l'acier à l'état pâteux et liquide :
loi de comportement de type viscoplastique et newtonienne

Dans ce cas, on considère des températures supérieures à TC , c'est-à-dire au-dessus du
solidus quand TC = TS. Dans ce cas, le tenseur des vitesses de déformation s'écrit simple-
ment :

ε̇ = ε̇vp + ε̇th (2.26)
Pour décrire ε̇vp, on considère la loi de Norton-Ho� sans seuil, qui s'écrit :

ε̇vp =
1

2K(T )

(√
3˙̄ε
)1−m(T )

s (2.27)
La contrainte équivalente au sens de von Mises s'écrit :

σeq =
√

3
m(T )+1

K(T ) ˙̄ε
m(T ) (2.28)

Lorsque m = 1, et que la densité est constante au dessus du liquidus, on retrouve bien le
comportement newtonien. En e�et, on a :

ε̇ = ε̇vp =
1

2K(T )
s

où K est alors la viscosité dynamique du �uide.

2.3.1.3 Modélisation à l'état solide : loi de comportement de type élasto-
viscoplastique

Pour les températures en dessous de TC , la décomposition du tenseur des vitesses de
déformation est donc :

ε̇ = ε̇el + ε̇vp + ε̇th (2.29)
Pour le tenseur des vitesses de déformation viscoplastique, on dispose de deux lois de
comportement : additive ou multiplicative. La loi additive est dérivée du Modèle III de
[Kozlowski et al., 1992], et la loi multiplicative du modèle II.
Pour la loi multiplicative, on écrit :

ε̇vp =

√
3

2σ̄

〈
σ̄ − σy(T )

K(T )
√

3ε̄n

〉1−m(T )

s

σy(T ) est la limite d'élasticité. Dans ce cas, la contrainte équivalente s'écrit de la façon
suivante :

σ̄ = σy(T ) +
√

3
m(T )+1

K(T ) ˙̄ε
m(T )

ε̄n(T )

σy, n et m peuvent être dépendants de la température (tabulation avec interpolation li-
néaire). Il en est de même pour K, ce dernier pouvant aussi être exprimé sous forme d'une
exponentielle faisant intervenir une énergie d'activation thermique.
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Pour la loi additive, le tenseur des vitesses des déformations viscoplastiques est décrit
par :

ε̇vp =

√
3

2σ̄

〈
σ̄ − σy(T )−H(T )ε̄n(T )

K(T )
√

3

〉1/m(T )

s

avec la contrainte équivalente :
σ̄ = σy(T ) +

√
3

m(T )+1
K(T ) ˙̄ε

m(T )
+ M(T )ε̄n(T )

On doit maintenant décrire le tenseur des vitesses de déformation élastique. Pour cela, on
utilise la loi de Hooke qui relie le tenseur de déformations élastiques avec le tenseur des
contraintes :

εel =
1 + ν

E
σ − ν

E
Tr(σ)I (2.30)

On obtient ε̇el en prenant la dérivée temporelle de (2.30) :
ε̇el =

1 + ν

E
σ̇ − ν

E
Tr(σ̇)I

Dans le présent contexte, les déformations et rotations incrémentales sont faibles et on
utilise directement σ̇, la dérivée particulaire du tenseur σ, en dépit de son caractère non
objectif.
Dans l'écriture du terme ε̇el, nous avons négligé les termes de variation des coe�cients
rhéologiques de la loi de comportement au cours d'un pas de temps. Cette hypothèse est
justi�ée dans le sens où ces termes ont peu d'in�uence sauf pour des refroidissements très
rapides (voir [Jaouen, 1998]).

2.3.1.4 Conditions aux limites pour la mécanique

On décrit maintenant les conditions aux limites qu'on utilise dans le cadre de la coulée
continue :
1) condition de type vitesse imposée :

~V = ~Vimp ∀~x ∈ ∂Ωi,V (2.31)
On impose une vitesse égale à la vitesse de coulée ~VC au niveau du pseudo-mannequin
(face inférieure du domaine acier qui croît au cours du temps (voir �gure (1.6)). C'est
cette condition qui va permettre au domaine de calcul de croître au cours du temps.
On impose aussi des vitesses nulles aux parois de la busette (simulation d'un contact
collant).

2) condition de type contrainte appliquée :
σ~n = ~τimp∀~x ∈ ∂Ωi,τ (2.32)

On utilise ce type de condition au sommet de la busette, pour modéliser l'injection
d'acier liquide (voir �gure (1.6)). A�n d'évaluer la valeur de ~τimp, on utilise la rela-
tion |~τimp| = ρgh (pression hydrostatique), où h vaut 2 m.
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3) condition de contact :
Les conditions de contact sont utilisées entre le domaine acier et les moules de la
lingotière.
On décompose la force surfacique de réaction avec l'autre sous-domaine (outil, moule,
...) en une composante normale ~τn (le vecteur contrainte normale), et en une compo-
sante tangentielle ~τf (le vecteur cission de frottement) :

σ~n = ~τn + ~τf

Pour dé�nir ~τf , on utilise généralement une loi de frottement, de type Coulomb,
Tresca ou viscoplastique. Par exemple, dans le cas d'un frottement viscoplastique, la
cission de frottement est donnée par :

~τf = −αK||Vr||p−1~Vr

où α et p sont les paramètres de la loi, ~Vr = ~V − ~Vm la vitesse relative entre la pièce et
le moule, et K la consistance du matériau. Pour un contact glissant, sans frottement,
~τf = ~0.
Les conditions de contact sur ∂Ωi,C s'écrivent (~n étant la normale sortante à (Ωi)) :

~Vr · ~n ≤ 0
(σ~n) · ~n ≤ 0

(~Vr · ~n)((σ~n) · ~n) = 0

(2.33)

Les conditions (2.33) sont appelées conditions de Signorini. On peut les traduire phy-
siquement de la manière suivante, selon les di�érents cas de �gure :
(σ~n) · ~n = 0, ~Vr quelconque : cas de surface libre, le point n'est pas en contact.
(σ~n) · ~n = 0, ~Vr · ~n < 0 : le point est en contact et se décolle.
(σ~n) · ~n < 0, ~Vr · ~n = 0 : le point est en contact, et reste en contact.

4) condition de surface libre :
∀x ∈ ∂Ωi,F , σ~n = ~0 (2.34)

2.3.2 Résolution numérique du problème mécanique

La discrétisation spatiale du problème de mécanique est traitée par des éléments �nis
P1 + /P1, a�n de véri�er la condition de Brezzi-Babuska. Un schéma d'Euler implicite
est utilisé pour la discrétisation temporelle, linéarisé par la méthode de Newton-Raphson
sous-incrémentée par une recherche linéaire.
On commence tout d'abord par écrire la formulation faible du problème (2.23), (2.31),



Résolution du problème mécanique 55

(2.32), (2.33)et (2.34), classiquement appelée le principe des puissances virtuelles. On
introduit les espaces fonctionnels suivants :

V =
{
~v,~v ∈ (H1(Ωi))

3/∀x ∈ ∂Ωi,V , ~V = ~Vimp
}

V0 =
{
~v,~v ∈ (H1(Ωi))

3/∀x ∈ ∂Ωi,V , ~V = ~0
}

VC =
{
~v,~v ∈ V/∀x ∈ ∂Ωi,C , ~Vr · ~n ≤ 0

}
V0

C =
{
~v,~v ∈ V0/∀x ∈ ∂Ωi,C , ~Vr · ~n ≤ 0

}
On multiplie (2.23) par un champ virtuel ~V ∗ ∈ V0, et après intégration par partie du
terme de di�usion, on obtient la forme faible suivante :

∀(~V ∗, P ∗) ∈ V0
C × L2(Ωi), trouver(~V , P ) ∈ VC × L2(Ωi), véri�ant :

∫
Ωi

ρ
d~V

dt
· ~V ∗dΩi +

∫
Ωi

s : ε̇∗dΩi −
∫

Ωi

P ~∇ · ~V ∗dΩi −
∫

Ωi

ρ~g · ~V ∗dΩi

−
∫

∂Ωi,C

(~τf + ~τn) · ~V ∗dS −
∫

∂Ωi,τ

~τimp · ~V ∗dS = 0∫
Ωi

P ∗Tr(ε̇vp)dΩi = 0

(2.35)

Comme pour la thermique, on se place dans un formalisme lagrangien, en gardant en
mémoire que les termes de convection ~∇~V · (~V − ~Vmsh) seront traités ultérieurement.
Calculons à présent pour la seconde équation de (2.35) l'expression de Tr(ε̇vp) selon la
température locale (sur un élément). Au-dessus de la température de cohérence TC , lecomportement est TVP :

Tr(ε̇vp) = Tr(ε̇)− Tr(ε̇th) = ~∇ · ~V +
1

ρ

dρ

dt

La seconde équation de (2.35) est alors donnée par :∫
Ωi

P ∗(~∇ · ~V +
1

ρ

dρ

dt
)dΩi = 0

Pour une température locale inférieure à TC , le comportement est TEVP, et donc :
Tr(ε̇vp) = Tr(ε̇)− Tr(ε̇el)− Tr(ε̇th) = ~∇ · ~V − Tr(ε̇el)− 3αṪ

On évalue la trace du tenseur des vitesses de déformation élastique de la façon suivante :
Tr(ε̇el) =

1− 2ν

E
Tr(σ̇)

A partir de l'expression de la pression P = −Tr(σ)

3
, on obtient l'expression suivante :

Tr(ε̇el) = −3
1− 2ν

E
Ṗ

On peut donc réécrire la seconde équation de (2.35) de cette façon, pour une température
locale inférieure à la température de cohérence :∫

Ωi

P ∗(~∇ · ~V + 3
1− 2ν

E
Ṗ − 3αṪ )dΩi = 0
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2.3.2.1 Discrétisation de la mécanique

On présente maintenant la méthode des éléments �nis utilisée pour résoudre le problème
mécanique sur chaque sous-domaine Ωi. C'est une résolution couplée en vitesse-pression,
et on doit donc utiliser des éléments �nis mixtes. A�n de véri�er l'unicité de la solution
(V, P ) (pour un problème de Stokes), on doit choisir des éléments satisfaisant la condition
de Brezzi-Babuska (voir [Brezzi, 1974] et [Babuska, 1973]), comme par exemple, l'élément
Q2/Q1 de Taylor-Hood (voir [Hood, Taylor, 1974]), ou le mini-élément P1+/P1 (intro-
duit au Cemef par [Coupez, 1991] et étendu au comportement élasto-viscoplastique par
[Menaï, 1995]).
Le choix s'est porté sur le mini-élément P1 + /P1, pour éviter des temps de calcul prohi-
bitifs. En e�et, notre étude est tridimensionnelle, et les dimensions des domaines de calcul
peuvent atteindre plusieurs mètres, ce qui pénalise l'utilisation d'éléments �nis de degré
d'interpolation supérieur à 1.
Comme on le voit en �gure (2.3), l'élément P1 + /P1 possède un degré de liberté sur
chaque n÷ud du tétraèdre pour la vitesse et pour la pression, et un degré de liberté sup-
plémentaire sur le barycentre pour la vitesse. Le degré de liberté supplémentaire pour la
vitesse est appelé degré bulle.

Fig. 2.3 � Mini-élément P1 + /P1 pour la mécanique.

A chaque pas de temps, le domaine Ωi est approché par un maillage Ωi,h, décomposé en
un certain nombre de tétraèdres K. Sur chaque élément K, on peut décomposer la vitesse
interpolée ~wh selon une partie linéaire ~vh et une partie bulle ~bh :

~wh(x, t) = ~vh(x, t) +~bh(x, t) =
4∑

i=1

Ni(x)~V i(t) + Nb(x) ~B(t) (2.36)

Les fonctions Ni sont les fonctions classiques d'interpolation linéaire associées au n÷ud i
de l'élément considéré. La fonction Nb vaut 1 au centre des mini-éléments formés par les
5 degrés de liberté en vitesse, et 0 sur ses faces : elle est linéaire par sous-tétraèdre.
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En ce qui concerne la pression, elle est interpolée de façon linéaire :
Ph(x, t) =

4∑
i=1

Ni(x)P i(t) (2.37)
Il faut dé�nir les espaces d'existence des fonctions wh et ph : Wh et Ph respectivement.

Wh = Vh

⊕
Bh

Vh =
{
~vh ∈ (C0(Ωi))

3, ~vh = ~vimp sur ∂Ωi,V et ~vh|K ∈ (P1(K))3,∀K
}

Bh =
{
~bh ∈ (C0(Ωi))

3,~bh = ~0 sur ∂K et ~bh|K ∈ (P1(Ki))
3,∀K, ∀i = 1, .., 4

}
Ph =

{
ph ∈ C0(Ωi) et ph|K ∈ P1(K),∀K

}
où les Ki sont les sous-tétraèdres formés par les sommets du tétraèdre K et de son bary-
centre.
On est désormais capable d'écrire la discrétisation par éléments �nis P1 + /P1 de la
forme faible (2.35).

∀(~v∗h,~b∗h, p∗h) ∈ V0
h ×Bh ×Ph, trouver(~wh, ph) ∈ Wh ×Ph, véri�ant :

∫
Ωi,h

ρ
d~wh

dt
· ~v∗hdΩi +

∫
Ωi,h

s(~wh) : ε̇(~v∗h)dΩi −
∫

Ωi,h

ph
~∇ · ~v∗hdΩi −

∫
Ωi,h

ρ~g · ~v∗hdΩi

−
∫

∂Ωi,C,h

(~τf + ~τn) · ~v∗hdS −
∫

∂Ωi,τ,h

~τimp · ~v∗hdS = 0∫
Ωi,h

ρ
d~wh

dt
·~b∗hdΩi +

∫
Ωi,h

s(~wh) : ε̇(~b∗h)dΩi −
∫

Ωi,h

ph
~∇ ·~b∗hdΩi −

∫
Ωi,h

ρ~g ·~b∗hdΩi = 0∫
Ωi,h

~p∗h(~∇ · ~wh +

{
3(1− 2ν)

E
ṗh

0
+

1

ρ

dρ

dt
)dΩi = 0

(2.38)
où V0

h est dé�ni par :
V0

h =
{
~vh ∈ (C0(Ωi))

3, ~vh = ~0 sur ∂Ωi,V et ~vh|K ∈ (P1(K))3,∀K
}

On procède maintenant à la discrétisation temporelle de (2.38), par un schéma d'Euler
implicite. En notant sans indice les variables inconnues, et avec l'exposant t la valeur de
la variable à l'incrément précédent, on obtient :

∫
Ωt

i,h

ρ
~wh − ~wt

h

∆t
· ~v∗hdΩi +

∫
Ωt

i,h

s(~wh) : ε̇(~v∗h)dΩi −
∫

Ωt
i,h

ph
~∇ · ~v∗hdΩi −

∫
Ωt

i,h

ρ~g · ~v∗hdΩi

−
∫

∂Ωt
i,C,h

(~τf + ~τn) · ~v∗hdS −
∫

∂Ωt
i,τ,h

~τimp · ~v∗hdS = 0∫
Ωt

i,h

ρ
~wh − ~wt

h

∆t
·~b∗hdΩi +

∫
Ωt

i,h

s(~wh) : ε̇(~b∗h)dΩi −
∫

Ωt
i,h

ph
~∇ ·~b∗hdΩi −

∫
Ωt

i,h

ρ~g ·~b∗hdΩi = 0

∫
Ωt

i,h

p∗h(~∇ · ~wh +

 3(1− 2ν)

E

ph − pt
h

∆t
0

+
1

ρ

dρ

dt
)dΩi = 0

(2.39)
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On peut réécrire (2.39) en terme de résidus, en fonction de V , B et P , en utilisant les
relations (2.36)et (2.37), et en remplaçant les fonctions test par les fonctions de base des
espaces d'interpolation : 

Rv(V, B, P ) = 0
Rb(V, B, P ) = 0
Rp(V, B, P ) = 0

(2.40)

D'après [Jaouen, 1998], on peut montrer que le résidu en vitesse linéaire ne dépend pas
de la variable bulle : 

Rv(V, P ) = 0
Rb(V, B, P ) = 0
Rp(V, B, P ) = 0

Comme pour la thermique, on résout ce système non-linéaire par la méthode itérative de
Newton-Raphson : Kvv 0 Kvp

0 Kbb Kbp

(Kvp)T (Kbp)T Kpp


∆V
∆B
∆P

 = −


Rv(V, P )

Rb(V, B, P )
Rp(V, B, P )

 (2.41)

Où les termes de raideur sont calculés de la manière suivante : Kcx =
∂Rc

∂x
.

[Jaouen, 1998] montre qu'on peut éliminer la bulle du système (2.41) en exprimant les
degrés de liberté de type bulle, internes à chaque élément, à l'aide de la seconde équation
de (2.41) :

∆B = −(Kbb)−1(Rb + Kbp)∆P

On obtient le système condensé suivant en vitesse-pression, à résoudre à chaque itération
de Newton-Raphson :[

Kvv Kvp

(Kvp)T Kpp − (Kbp)T Kbb−1
Kbp

]{
∆V
∆P

}
=

−
(
{

Rv

Rp − (Kbp)T Kbb−1
KbpP − (Kbp)T Kbb−1

Rb

}
(2.42)

2.3.2.2 Homogénéisation du système en vitesse-pression

Si on cherche à résoudre (2.42) tel quel, la convergence va être très lente, parce que les
équations n'ont pas les mêmes dimensions. En e�et, Rv est en N et Rp est en m3/s, et la
matrice de (2.42) est donc très mal conditionnée. Il faut donc les homogénéiser.
Pour ce faire, [Jaouen, 1998] a proposé le changement de variable suivant :

P = χq =
ν0

l0
q (2.43)
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où ν0 est la viscosité locale, et l0 la taille de maille caractéristique ; q est alors homogène
à une vitesse.
La matrice du système linéaire (2.42) en variables (p, q) devient alors :[

Avv Avq

(Avq)T Aqq

]
=

[
Kvv Kvq

(Kvq)T Kqq − (Kbq)T Kbb−1
Kbq

]
=

[
Kvv χKvq

χ(Kvq)T χ2(Kqq − (Kbq)T Kbb−1
Kbq)

]
=

[
Avv χAvp

χ(Avp)T χ2App

] (2.44)

Mais en pratique, il s'avère que ce conditionnement est di�cile à mettre en place :
� il n'est jamais facile de déterminer une longueur caractéristique d'un élément qui soit
appropriée.

� Les coe�cients de (2.43) sont di�ciles à déterminer pour un n÷ud appartenant à la
fois à des éléments TVP et TEVP.

[Heinrich, 2003] et [Costes, 2004] proposent d'écrire pour le n÷ud n :

P =


√√√√max

i=1,3
Avv

ni,ni

|App
nn|

 q

où i sont les composantes suivant x, y ou z. Cela permet de transformer les pressions en
variables homogènes à des vitesses.
Si on e�ectue le changement de variables de App vers Aqq, on peut construire une suite
géométrique χt pour chaque n÷ud n, où t représente l'incrément de temps :

χ0
n = la pression ferro-statique initiale

χt+1
n = χt

n


√√√√max

i=1,3
Avv

ni,ni

|Aqq
nn|

 (2.45)

Cette façon d'homogénéiser le système (2.42) entraîne un meilleur conditionnement de la
matrice et donc une convergence beaucoup plus rapide.

2.3.2.3 Sous-incrémentation par recherche linéaire

Pour terminer, on présente la méthode de recherche linéaire développée par [Cris�eld, 1991],
et adaptée dans THERCAST par [Costes, 2004] a�n d'optimiser la convergence de l'algo-
rithme de Newton-Raphson. Pour les problèmes fortement non linéaires, il arrive que le
résidu de l'itération courante de Newton-Raphson soit plus élevé que le résidu précédent,
voire que le résidu initial. Ceci arrive quand le pas de temps est trop grand ou quand le
point de départ est très di�érent de la solution �nale.
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On note k l'itération courante, R(Xk) le résidu à l'itération k de Xk = (Vk, Pk), et
∆Xk = (∆Vk, ∆Pk) sa variation entre deux itérations.
Si ||R(Xk+1)|| > ||R(Xk)||, alors il faut déterminer α tel que :

Xk+1 = Xk + α∆Xk tel que ||R(Xk+1)|| < ||R(Xk)||

Dans ce contexte, la méthode de recherche linéaire consiste à trouver α en minimisant la
fonction suivante :

φ(α) = ||R(Xk + α∆Xk)||

Le minimum est noté αm, et il véri�e :{
φ′(αm) = 0

φ(αm) ≤ φ(α)

On approche la dérivée de φ de la façon suivante :
φ′(α) ' R(Xk + α∆Xk)∆Xk = s(α)

Le but est donc de trouver αm tel que s(αm) = 0. En pratique, on �xe le critère d'arrêt
suivant : ∣∣∣∣ s(α)

R(Xk)∆Xk

∣∣∣∣ < β = 0.08

Pour déterminer α, [Cris�eld, 1991] propose d'interpoler ou d'extrapoler selon les di�é-
rents cas, en seulement deux "coups".
On calcule tout d'abord s(0) et s(1) :

s(0) = R(Xk)∆Xk

s(1) = R(Xk + ∆Xk)∆Xk

On remarque que le cas α = 0 fait intervenir le résidu de l'itération précédente, et que le
cas α = 1 correspond à une itération de Newton-Raphson basique.
Pour le calcul de α1, on a deux possibilités (interpolation ou extrapolation), mais le
cas généralement rencontré est l'interpolation (s1

s0

< 0), représenté sur les �gures (2.4(a))
et (2.4(b)). Ce cas signi�e qu'il existe bien un α tel que s(α) = 0.
Pour α2, les deux possibilités sont : soit une interpolation entre s2

s0

(noté '2' sur les �gures)
et s0

s0

(�gure 2.4(a)), soit entre s2

s0

et s1

s0

(�gure 2.4(b)).
Dans le cas où s1

s0

> 0 est proche de 1, une extrapolation engendrerait une valeur élevée de
α pouvant entraîner un nombre excessif d'itérations ou une divergence. Dans la pratique,
si les deux cas décrits par les �gures (2.4(c)) et (2.4(d)) sont rencontrés, la recherche
linéaire n'est pas activée et on �xe la valeur de α à 1.
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Fig. 2.4 � Recherche linéaire : détermination du paramètre α, [Costes, 2004].

2.4 Traitement des termes de convection

Il est bien connu que dans les problèmes à convection dominante, il est indispensable
d'utiliser des méthodes de stabilisation pour éviter de fortes oscillations numériques. La
méthode utilisée en ce but est appelée upwind nodal.
Comme on l'a vu précédemment, les équations de conservation sont tout d'abord résolues
en formalisme lagrangien. Après actualisation du maillage, vient la phase dite d'upwind
nodal, pendant laquelle on réactualise les variables sur le maillage actualisé en prenant en
compte l'in�uence des termes de convection. Cette façon de traiter les termes de convec-
tion est détaillée dans [Bellet, Fachinotti, 2004].
Une fois la vitesse de maillage ~Vmsh connue, la position de chaque n÷ud ~xn est mise
à jour à chaque pas de temps par l'intermédiaire de la relation suivante :

~xn = ~xn−1 + ∆t~Vmsh

Selon le formalisme utilisé, ~Vmsh peut être nul (en eulérien), ou valoir la vitesse matérielle
~V (en lagrangien). Dans le cas d'un n÷ud ALE, la vitesse de maillage est déterminée
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comme on l'a vu dans le chapitre précédent.
En prenant l'exemple de la température, les termes convectifs sont alors traités de la
façon suivante :

dT

dt
=

∂mshT

∂t
+ (~V − ~Vmsh) · ~∇T

où ∂msh

∂t
désigne la dérivée par rapport à la grille.

En général, des techniques de type SUPG sont utilisées, qui consistent à intégrer di-
rectement cette expression dans la formulation éléments �nis, et à stabiliser le terme de
convection.
Dans THERCAST, on procède de façon di�érente. Une fois les problèmes thermique et mé-
canique résolus en formalisme lagrangien, nous donnant accès respectivement à T n(~xn−1),
et à V , et une fois la vitesse de maillage ~Vmsh connue, on détermine la température sur la
nouvelle grille, T n(~xn) par la relation :

T n(~xn) = T n−1(~xn−1) + ∆t

(
T n(~xn−1)− T n−1(~xn−1)

∆t
− (~V − ~Vmsh) · ~∇T n−1

)
= T n(~xn−1)−∆t(~V − ~Vmsh) · ~∇T n−1

~∇T n−1 est le gradient de la température calculé dans l'élément amont (ou upwind), selon
la vitesse d'advection (~V − ~Vmsh), comme on peut le voir en �gure (2.5).

Fig. 2.5 � Illustration en 2D de la mise à jour des n÷uds et de la recherche de l'élément
upwind [Bellet, Fachinotti, 2004].

2.5 Algorithme global de résolution

On résume dans la �gure (2.6) l'algorithme global de résolution de THERCAST sur
un incrément. L'indice ∗ signi�e que la variable est calculée pour l'incrément n + 1, mais
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Fig. 2.6 � Algorithme global de résolution de THERCAST.
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de façon lagrangienne, sans avoir pris en compte les termes de convection par la phase
upwind nodal.
Quand on lance une simulation, on commence donc par initialiser toutes les variables.
Ensuite, on rentre dans la boucle incrémentale, et on e�ectue le calcul de thermique sur
tous les sous-domaines du problème, à partir de la température de l'incrément précédent.
On en déduit la valeur de la fraction solide dans la zone pâteuse.
A partir de la température obtenue précédemment, on est capable de calculer la rhéo-
logie locale de la pièce, et notamment quelle loi de comportement utiliser, et avec quelles
valeurs de paramètres matériau. Tout cela nous permet de déterminer la vitesse et la
pression locales.
On calcule alors la vitesse de maillage, à partir des conditions aux limites (progression
du mannequin par exemple), de la vitesse et des déformations calculées pour l'incrément
courant. Cette phase ALE est faite dans l'optique de conserver une bonne qualité de
maillage, comme on l'a vu précédemment.
On peut alors mettre à jour la position de tous les n÷uds du maillage en fonction de
la vitesse de maillage.
Jusqu'à ce moment de l'incrément, les variables ont été calculées de façon lagrangienne,
sans prise en compte des termes d'advection ((~V − ~Vmsh) · ~∇a pour une variable a). C'est
pourquoi on les a notées avec un exposant ∗. Pour connaître les valeurs exactes en prenant
en compte les termes d'advection, on e�ectue la phase d'upwind nodal. On connaît alors
les valeurs de T , ~V et P à l'incrément n + 1.
Pour �nir, selon le critère d'activation du remaillage (qualité minimale d'un élément,
période), on fait une opération de remaillage, suivie par le transport des variables sur le
nouveau maillage.
L'incrément est alors terminé, on peut stocker toutes les informations obtenues dans un
�chier de résultat et passer au suivant.

2.6 Application à un cas simpli�é de coulée continue

La thermique et la mécanique de THERCAST ont déjà été validées à plusieurs reprises
dans di�érents contextes (voir par exemple [Gouttebroze, 2005], [Bellet, Fachinotti, 2004],
[Costes, 2004] et [Jaouen, 1998]). Aussi, on ne présente pas de cas de validation. On verra
dans le chapitre suivant une validation du couplage thermo-mécanique dans le contexte
de la coulée continue.
A partir des hypothèses, modèles et des méthodes numériques détaillés précédemment,
on présente une simulation de refroidissement primaire de l'acier pour un quart de brame.
On utilise un acier à faible taux de carbone, dont la composition est donnée dans la
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table (2.7). Par la suite, il sera appelé acier Fe− 0.1%C. On trouvera toutes les données
correspondant à ce matériau en annexe 1.

C Si S P Mn
0.10% 0.10% 0.028% 0.008% 0.42%

Fig. 2.7 � Composition chimique de l'acier Fe− 0.1%C.

On peut voir en �gure (2.9) le maillage et le domaine de calcul initiaux, ainsi que les
conditions aux limites utilisées. On a légèrement ra�né les parois, la busette et son voi-
sinage.
La température initiale est uniforme et correspond à la température de coulée.
Décrivons maintenant les conditions aux limites (résumées en �gure (2.9)). On simule
le refroidissement primaire par une extraction de �ux au niveau de la petite face et de
la grande face. En e�et, dans ce calcul, les moules de la lingotière ne sont pas simulés
explicitement, et on modélise donc leur in�uence par une condition aux limites en �ux
extrait. On impose une vitesse normale nulle au niveau des faces.
Au sommet de la busette, on impose une pression P = ρgh où h = 2 m, ainsi que la
température correspondant à la température de coulée. Le long de la busette, on suppose
que le contact est collant et on impose donc une vitesse nulle le long de ses parois.
Au niveau du pseudo-mannequin, on impose la vitesse de coulée VC , conformément à la
stratégie globale instationnaire.
Les valeurs numériques de ces paramètres sont indiquées dans le tableau (2.8) :

Température de coulée 1556 oC = TL + 30 oC
Flux extrait 1.31 MW/m2

Vitesse de coulée 1.2 m/min
Viscosité du liquide 1 Pa.s (arbitraire)

Pression imposée en busette 140000 Pa
Pas de temps 0.02 s
Taille de maille 0.008 m et 0.016 m

Fig. 2.8 � Données de la modélisation.
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Fig. 2.9 � Dimensions, maillage initial et conditions aux limites mécaniques (en bleu) et
thermiques (en rouge) pour un quart de brame.

Dans ce test on a un seul sous-domaine, il n'y a pas de contact et d'échange thermique
avec la lingotière. On ne s'attend donc pas à des pro�ls de contraintes réalistes, ou à la
formation d'une lame d'air.
On observe les résultats au bout de 10 secondes et 25 secondes de coulée. La température
et la fraction liquide sont illustrées en �gure (2.10), le champ de vitesse et la contrainte
axiale en �gure (2.11).
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Fig. 2.10 � En haut : champ de température sur la petite face et la grande face en oC
à 10 secondes et 25 secondes. En bas : fraction liquide dans le c÷ur de la brame à 10
secondes et 25 secondes.

Les remarques concernant la thermique sont multiples. Tout d'abord, l'extraction d'un
�ux constant n'est pas une condition aux limites réaliste pour simuler le refroidissement
primaire. En particulier, la température observée au niveau du coin est beaucoup trop
faible. On sait en e�et que la température en peau en sortie de lingotière au niveau du
coin est de l'ordre de 700− 800 oC.
D'autre part, la peau solide n'est pas su�samment maillée : on a ici entre un et deux
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éléments dans la peau solide, ce qui n'est pas su�sant pour capter ni la zone pâteuse,
ni la peau en elle-même. L'in�uence du maillage se fait cruellement sentir à l'interface
liquide/solide.
En�n, on constate l'existence d'un défaut au voisinage du pseudo-mannequin. En e�et, la
température dans cette région est légèrement plus chaude que celle observée un peu plus
haut, comme si on avait une sorte de refonte de l'acier.

Fig. 2.11 � En haut : champ de vitesse �ltré dans le c÷ur de la brame à 10 secondes et 25
secondes. En bas : contrainte verticale sur la petite et la grande face en Pa à 10 secondes
et 25 secondes.



Concernant le champ de vitesse, on capte bien les deux boucles de recirculation infé-
rieure et supérieure, typiques d'un écoulement liquide en lingotière. On s'aperçoit qu'à
10 secondes, la boucle inférieure n'est pas encore correctement formée, au contraire de la
boucle supérieure qui semble déjà stabilisée.
La visualisation des contraintes n'apporte rien de concluant, si ce n'est que les valeurs
maximales sont situées dans la zone du coin. Comme le champ de contraintes est constant
par élément, on voit bien que le maillage est bien trop grossier pour capter quoi que soit.
Les conclusions de ce calcul préliminaire sont �nalement les suivantes :
� Les conditions aux limites qu'on a utilisées pour une simulation mono-domaine de
refroidissement primaire ne sont pas satisfaisantes. L'utilisation d'un moule est indis-
pensable a�n de simuler les bons échanges thermiques, de représenter la lame d'air et
le contact moule/peau solide, et de calculer des pro�ls de contraintes et de déforma-
tions.

� La taille de maille utilisée en peau (8 mm) est insu�sante. On sait que la peau en
sortie de lingotière a une épaisseur d'environ 12 mm, il est donc indispensable de
construire un outil capable de modéliser avec précision la peau solide. C'est l'objet
du chapitre suivant avec le remaillage adaptatif anisotrope.

Pour conclure ce chapitre, rappelons les principaux points abordés. Le but de cette partie
était de montrer comment la thermique et la mécanique étaient implémentées dans le code
THERCAST quand on a commencé nos travaux de recherche.
Pour le problème thermique, on a vu comment modéliser les transferts thermiques et
prendre en compte la solidi�cation, puis sa résolution dans le logiciel et comment absor-
ber les chocs thermiques à l'aide de la méthode de thermique asynchrone.
En ce qui concerne la mécanique, on détaillé la modélisation des régions solides, pâteuses
et liquides de l'acier selon la température locale, par un comportement TEVP, TVP ou
newtonien respectivement. A partir des éléments �nis P1 + /P1, le problème mécanique
a été discrétisé. Les techniques numériques nécessaires à sa résolution ont été présentées
pour améliorer la convergence du solveur et traiter les termes de convection.
Pour �nir, on a simulé le refroidissement primaire d'un quart de brame, avec une mo-
délisation simpli�ée. On s'est rendu compte que des améliorations sont nécessaires, tant
au niveau de la thermo-mécanique qu'au niveau de l'hydrodynamique pour obtenir des
résultats précis et exploitables. Dans le chapitre suivant, on présente les travaux menés
sur la thermo-mécanique.



Chapitre 3

MODELISATION DE LA
THERMO-MÉCANIQUE DE LA
PEAU
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3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à l'étude de la thermo-mécanique de la peau solidi�ée d'une
brame de coulée continue lors du refroidissement primaire. Comme on a pu le voir dans
le chapitre précédent, le maillage joue un rôle capital pour l'obtention de résultats perti-
nents. Simuler un refroidissement primaire 3D, même en prenant deux plans de symétrie
peut très vite devenir un calcul beaucoup trop long si on ne fait pas attention au maillage
qu'on utilise. Dans un domaine de calcul où la taille d'une brame est de 1.2 m de large
avec une lingotière d'environ 1 m de long, il faut pouvoir simuler le comportement d'une
peau solide d'une épaisseur d'environ 0.01 m, avec un nombre de mailles "su�sant" à
l'intérieur de celle ci. Pour résoudre ce problème, on a mis au point une méthode de re-
maillage adaptatif anisotrope. C'est l'objet de la première partie de ce chapitre. Grâce à
cette méthode, on verra qu'on peut mettre un nombre de mailles important dans la peau
solide, tout en gardant un maillage assez grossier dans le reste du domaine, et ce de façon
automatique et anisotrope.
La seconde partie de ce chapitre est consacrée à la validation du modèle thermo-mécanique
pour la coulée continue que nous avons décrit dans le chapitre précédent. En comparant le
logiciel à deux autres codes de calcul, on va pouvoir valider qualitativement et quantitati-
vement ce modèle, grâce à l'utilisation de la méthode de remaillage. De plus, on montrera
que notre calcul converge bien vers la solution stationnaire, ce qui permettra de valider
la stratégie globale instationnaire.
En�n, deux simulations en con�guration industrielle sont e�ectuées dans la dernière par-
tie. Une simulation de type "bu�er" dans laquelle les écoulements de �uide sont ignorés,
est comparée à une simulation où on prend en compte des écoulements laminaires par
l'intermédiaire de la busette. Cela permettra d'évaluer l'in�uence des écoulements d'acier
liquide sur la thermo-mécanique de la peau solide.

3.2 Remaillage adaptatif anisotrope (RAA)

Dans cette partie, on présente la méthode de remaillage adaptatif anisotrope (RAA)
que nous avons retenue pour l'étude thermo-mécanique de la peau solide. Les fondements
théoriques et mathématiques de la méthode sont développés dans [Fortin, 2000]. Cette
méthode a été initiée au Cemef par [Hamide et al., 2008] pour le code de calcul Trans-
weld, dans le contexte de la modélisation du soudage à l'arc des aciers.
Comme on le verra tout au long de cette partie, plusieurs avantages caractérisent cette mé-
thode. Tout d'abord, elle est simple à implémenter dans un code éléments �nis pourvu que
le remailleur puisse prendre en compte une métrique anisotrope. Ensuite, cette méthode
peut être utilisée dans de nombreux contextes : l'utilisateur choisit un ou plusieurs champs
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(par exemple : température, contrainte, vitesse, ...) sur lesquels il va adapter son maillage.
Ainsi, dans un contexte coulée continue, on verra que pour étudier la thermo-mécanique
de la peau solide, il est possible d'adapter sur les champs de température et de contrainte
verticale. Dans le contexte du soudage, [Hamide et al., 2008] adapte son maillage sur les
champs de température, de fractions de phase métallurgique et de contrainte. En�n, le
dernier avantage est le gain en précision/coût de calcul. Grâce à l'emploi de cette mé-
thode, on peut gagner à la fois en précision (typiquement contraintes et déformations
dans la peau solide), tout en gagnant un temps de calcul considérable par l'utilisation
d'une grande taille d'éléments partout où le ra�nement n'est pas nécessaire.
Cette section est organisée de la façon suivante : on commence par introduire la méthode,
aussi bien au niveau théorique qu'au niveau pratique. Ensuite, on montre un cas de va-
lidation simple. On termine par une simulation numérique de refroidissement primaire
mono-domaine, la même que celle du chapitre précédent, mais en adaptant le maillage.
Pour plus de détails sur la méthode, le lecteur pourra consulter [Hamide et al., 2008] et
[Hamide, 2008].

3.2.1 Présentation de la méthode

Lorsqu'on simule un procédé industriel numériquement, les sources d'erreur sont mul-
tiples. Voici les plus importantes :
� Les erreurs de modélisation du problème : hypothèses simpli�catrices, lois de com-
portement, domaines de calcul et géométries simpli�és (plans de symétrie, passage de
la CAO à un maillage tétraèdre), conditions initiales et conditions aux limites.

� Les erreurs de calcul numérique : arrondis, intégrations numériques.
� Les erreurs commises par l'utilisateur et la prise en compte des données physiques :
tabulation des données, caractérisation du matériau.

� Les erreurs de discrétisation : discrétisation temporelle, discrétisation spatiale.
La méthode de RAA est basée sur l'estimation de l'erreur de discrétisation spatiale eh,c'est-à-dire l'erreur commise à un moment donné entre la solution exacte u et la solution
calculée uh :

eh = ||u− uh||

3.2.1.1 Estimation de l'erreur d'interpolation

C'est l'estimation a posteriori de l'erreur qui nous intéresse. A partir de la solution élé-
ments �nis calculée, on est capable de donner une estimation de l'erreur de discrétisation
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spatiale à un moment donné, en particulier au moyen de l'erreur d'interpolation. A partir
de cette erreur d'interpolation, on peut construire la nouvelle métrique en cherchant à
équirépartir l'erreur d'interpolation.
Un résultat fondamental de l'analyse fonctionnelle donne une majoration de l'erreur de
discrétisation par l'erreur d'interpolation. C'est le lemme de Céa :

eh = ||u− uh|| ≤ c||u− Πhu|| (3.1)
où Πhu est l'erreur d'interpolation commise sur la variable u, et c une constante.
On cherche maintenant à majorer l'erreur d'interpolation par une expression que l'on
pourra explicitement calculer à partir de notre solution éléments �nis uh. Cette étape ré-sulte de développements de Taylor, et d'une majoration de l'erreur d'interpolation donnée
par Ciarlet.
Cette majoration est la suivante :
Pour u ∈ Hm(Ω), m = 0 ou m = 1,

||u− Πhu||m,Ω ≤ Chp+1−m|u|(p+1)
Ω

où |u|(p+1)
Ω désigne la dérivée (p + 1)ème de |u| sur Ω. On s'intéresse au cas particulier de

cette majoration pour une norme L2(Ω) avec des éléments �nis P1 : on pose donc m = 0
et p = 1. Soit :

||u− Πhu||0,Ω ≤ Ch2|u|(2)Ω

Estimons la constante C, en faisant le calcul pour le cas mono-dimensionnel, entre deux
points a et b séparés d'une distance h, comme on le voit en �gure (3.1) :

Fig. 3.1 � L'erreur d'interpolation Πhu commise sur u entre a et b.

On écrit un développement de Taylor de u− Πhu en a, pour x ∈ [a, b] :

(u−Πhu)(a) = (u−Πhu)(x)+ (a−x)(u−Πhu)′(x)+
(a− x)2

2
(u−Πhu)′′(x)+ o((x−a)3)

En a, la solution exacte u et l'interpolation de u sont confondues. On a donc :
0 = (u− Πhu)(x) + (a− x)(u− Πhu)′(x) +

(a− x)2

2
(u− Πhu)′′(x) + o((x− a)3) (3.2)
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On peut appliquer le même raisonnement au point b :
0 = (u− Πhu)(x) + (b− x)(u− Πhu)′(x) +

(b− x)2

2
(u− Πhu)′′(x) + o((x− b)3) (3.3)

En sommant (3.2) et (3.3), on trouve :
(u−Πhu)(x) =

1

2

(
−(a + b− 2x)(u− Πhu)′(x)− (a− x)2 + (b− x)2

2
(u− Πh)

′′(x) + o(x3)

)
En passant en norme in�nie et en majorant, on obtient l'estimation suivante :
||(u−Πhu)(x)||∞ ≤ 1

2
max
x∈[a,b]

(
|(a + b− 2x)(u− Πhu)′(x)|+ (a− x)2 + (b− x)2

2
|(u− Πh)

′′(x)|
)

Le maximum de l'erreur commise est situé à équi-distance de a et b, c'est-à-dire en a + b

2
.

De plus, (a− x)2 + (b− x)2

2
≤ (a− b)2

4
. On peut donc écrire le résultat �nal :

||(u− Πhu)(x)||∞ ≤ h2

8
max
x∈[a,b]

|u′′(x)|

Dans le cas 1D, on a donc C =
1

8
. Dans le cas général, on peut dire que [a, b] est un

élément �ni Ki de longueur hi. Soit :
eK ≤ ||(u− Πhu)(x)||∞ ≤ h2

i

8
max
x∈Ki

|u′′(x)|

Nous pouvons e�ectuer le même raisonnement pour les cas 2D ou 3D. On ne donne pas
la démonstration (voir [Alauzet et al., 2003]), mais on peut montrer que sur un élément
Ki :

eKi
≤ ||u− Πhu||Ki,∞ ≤ C max

x∈Ki

max
~e∈Ki

〈~e, |Hu(x)|~e〉 (3.4)
où ~e est une arête de Ki, Hu le hessien de u (matrice des dérivées secondes en espace), et
C =

1

2

(
d

d + 1

)2

avec d la dimension spatiale du problème. Dans le contexte tridimen-
sionnel, C =

9

32
.

3.2.1.2 Construction de la métrique anisotrope

A partir de la relation (3.4), on est capable de calculer les métriques anisotropes pour
chaque n÷ud et pour chaque variable k suivant laquelle on adapte notre maillage, avec
k = 1, ..., NbV , où NbV représente le nombre de ces variables. L'utilisateur doit fournir
les données suivantes :
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� Les variables uk à partir desquels il veut adapter son maillage. Par exemple, si on
adapte uniquement sur le champ température, u1 correspond au champ de tempéra-
ture. Si on adapte sur le champ de température et sur le champ de contrainte verticale,
u1 correspond au champ de température, et u2 au champ de contrainte verticale.

� l'erreur relative εk maximum qu'on accepte pour la variable k. Plus l'erreur tolérée
est basse, et plus la métrique associée à cette variable donnera une taille de maille
�ne.

� hmin et hmax la taille minimum et maximum qu'on se donne pour notre maillage.
A partir de ces données, on construit la métrique globale qu'on va fournir au remailleur.
Les di�érentes étapes pour déterminer cette métrique sont les suivantes (on les détaille
dans la suite).
� Pour chaque variable k, on construit le hessien Hk(K) constant sur l'élément K à
partir des valeurs de la variable aux n÷uds.

� On calcule les valeurs propres et vecteurs propres de Hk(K).
� On calcule une métrique Mk(K) constante sur l'élément K pour chaque variable k.
� On détermine l'intersection des métriques Mk(K) pour construire une métrique glo-
bale M(K) constante par élément.

� On détermine la métrique globale par n÷ud Mj à fournir au remailleur.
Nous commençons donc par construire Hk(K) à partir des variables P1 uk

j , valeur de uk

au n÷ud xj. On écrit tout d'abord le gradient de uk constant par élément ∇uk(K). Pour
cela on se sert des gradients des fonctions de base N :

∇uk(K) =
4∑

j=1

uk
j∇Nj

On lisse ce gradient aux n÷uds pour obtenir ∇uk
j , le gradient de uk au n÷ud xj, qui estainsi un champ nodal continu P1 sur le maillage. Ce lissage est e�ectué en pondérant les

valeurs élémentaires (P0) par le volume des éléments :

∇uk
j =

∑
i,Ki∈Sj

|Ki|∇uk(Ki)∑
i,Ki∈Sj

|Ki|

où Ki ∈ Sj est véri�é si l'élément Kj a pour un de ses sommets le n÷ud xj. On calcule
ensuite Hk(K) la valeur du hessien de uk constant sur l'élément K, de la même façon
qu'on a construit ∇uk(K) :

Hk(K) =
4∑

j=1

∇uk
j∇Nj

Nous décomposons le hessien Hk(K) selon ses valeurs propres et vecteurs propres :
Hk(K) = RΛRT

où R est la matrice des vecteurs propres, et Λ la matrice diagonale des valeurs propres.
On peut alors déterminer Mk(K), la métrique de uk sur l'élément K comme étant :

Mk(K) = R|λ̃|RT
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où Λ̃ est calculé à partir de Λ, de la relation (3.4) et fait intervenir les valeurs limites
hmin et hmax :

λ̃i,i=1,...,3 = min

(
max

(
C||uk||∞

εk
|λi|,

1

h2max
)

,
1

h2min

)
On doit maintenant écrire la métrique globale M(K), correspondant à l'intersection des
di�érentes métriques pour les di�érentes variables k, et constante par élément K. Il existe
plusieurs façons de procéder. Souvent, on représente une métrique par un ellipsoïde dont
les trois axes sont caractérisés par les valeurs propres de la métrique, et les directions
par les vecteurs propres. La méthode d'intersection la plus précise consiste à chercher
l'ellipsoïde maximale contenue dans l'intersection des métriques k. On a fait un choix
plus simple : on fait une simple moyenne arithmétique des di�érentes métriques Mk :

M(K) =
1

NbV

NbV∑
k=1

Mk(K)

Finalement, il ne nous reste plus qu'à calculer la métrique globale sur chaque n÷ud xj :

Mj =

∑
i,Ki∈Sj

|Ki|M(Ki)∑
i,Ki∈Sj

|Ki|

Mj est la métrique qu'on envoie au remailleur pour adapter le maillage.
A�n d'éviter des rapports d'anisotropie trop élevés qui ralentiraient la convergence des
solveurs éléments �nis, on e�ectue la correction suivante. On note Λji les termes diago-
naux (i = 1, ..., 3) de la métrique M au n÷ud xj, et q le rapport maximal d'anisotropie
accepté (pas plus de 8 en pratique).

∀j, si q × min
i=1,...,3

1√
Λji

< max
i=1,...,3

1√
Λji

, alors min
i=1,...,3

1√
Λji

=

max
i=1,...,3

1√
Λji

q
.

La �gure (3.2) résume l'algorithme de calcul du champ de métrique M .

Fig. 3.2 � Calcul du champ de métrique M à fournir au mailleur dans le cadre du re-
maillage adaptatif. On choisit les variables k sur lesquelles on veut adapter le maillage.
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A�n de savoir quand nous devons e�ectuer un remaillage au cours d'une simulation, à
chaque pas de temps, nous calculons la déformation du maillage dans le sens de la coulée
(axe z).

εmsh
zz =

∑
inc

|∂vz,msh

∂z
|

vz,msh représente la vitesse de maillage selon l'axe z, et inc les incréments depuis la der-
nière fois qu'on a remaillé. Si εmsh

zz dépasse une valeur critique εcrit, alors il faut remailler.

3.2.2 Application à un cas simpli�é de coulée continue

A�n de bien comprendre les avantages que donnent la méthode RAA par rapport à un
remaillage classique, on refait la simulation présentée à la section 2.6, mais en adaptant
le maillage sur le champ de température.
On reprend exactement les mêmes données matériau et procédé, et on utilise les para-
mètres de remaillage suivants :
� erreur relative sur le champ de température 0.1%
� taille minimum : 1 mm
� taille maximum : 20 mm

En �gure (3.3), on peut voir le maillage global de la brame, ainsi qu'un zoom au niveau
du coin supérieur.

Fig. 3.3 � A gauche : maillage de la brame à 25 s. A droite : zoom sur le maillage du coin
supérieur et champ de température en oC à 25 s.
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Nous constatons que le maillage est fortement anisotrope dans les zones où les gradients
de température sont élevés : contre la petite face et la grande face. Partout ailleurs, la
taille de maille est élevée et correspond à la valeur maximum (20 mm).
Le maillage global est de 11000 n÷uds au départ, et de 66000 n÷uds à t = 25 s, contre
25000 n÷uds au départ à 93000 à t = 25 s pour la simulation du chapitre précédent
(section 2.6). Le temps de calcul est équivalent, de l'ordre de la semaine, car l'utilisation
du RAA entraîne des temps de remaillage plus longs.
Nous comparons les résultats obtenus à 10 s et à 25 s avec ceux obtenus dans la par-
tie 2.6. Les �gures (3.4) et (3.5) montrent la comparaison des champs de température et
de fraction liquide.
Voici les remarques qu'on peut faire sur la comparaison des champs de température en
�gure (3.4) :
� Le gain en précision est très important. Les isovaleurs sont bien lisses. Comme indiqué
plus haut, ce gain est obtenu à temps de calcul sensiblement identique.

� On voit que la température globale en surface de la pièce à 25 s est nettement plus
élevée, on a en moyenne 100 oC de plus. Grâce à la méthode RAA, on capture bien
mieux les gradients thermiques au cours du calcul et la solution calculée est donc
beaucoup plus réaliste.

� En�n, on voit que le défaut au niveau du pseudo-mannequin a complètement disparu.
En e�et, à 10 s, la température au niveau du pseudo-mannequin est plus basse que
celle un peu au-dessus.
En ce qui concerne la fraction liquide (�gure (3.5)), voici ce qu'on observe :
� On ne constate plus aucun e�et de maillage sur le pro�l. On voit bien que l'épaisseur
de la peau varie de façon croissante avec la longueur métallurgique. Ce n'est pas
du tout le cas si on n'adapte pas le maillage, la forme de la peau telle que déduite
de la carte fl(T ) est très irrégulière.

� Le défaut au niveau du pseudo-mannequin est corrigé, il n'y a plus de retrait de la
peau solide à ce niveau-là.

� L'épaisseur de la peau en bas du produit est de l'ordre de 10 mm quand on utilise
le RAA, contre une valeur variant entre 10 mm et 23 mm pour une simulation clas-
sique. L'ordre de grandeur de cette nouvelle valeur semble beaucoup plus réaliste.
Si on compte le nombre moyen de mailles dans la peau solide et dans la zone pâ-
teuse pour chacun des deux cas, on obtient respectivement : environ 4 et 2 mailles
pour l'approche standard, et 16 et 8 mailles pour le RAA.



Remaillage adaptatif anisotrope (RAA) 79

Fig. 3.4 � Champ de température à 10 s (en haut) et 25 s (en bas) en oC pour un
remaillage classique (gauche) et avec la méthode RAA (droite).
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Fig. 3.5 � Fraction liquide à 10 s (en haut) et 25 s (en bas) pour un remaillage classique
(gauche) et avec la méthode RAA (droite).

Pour �nir cette comparaison, on observe en �gure (3.6) le pro�l de contrainte verticale
à 26 s sur une coupe transversale localisée à 0.1 m du pseudo-mannequin (à 26 s, le
pseudo-mannequin est exactement au niveau de la sortie de la lingotière, à 0.82 m du
ménisque).
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Fig. 3.6 � Comparaison du pro�l de contrainte verticale sur une coupe transversale, avec
à gauche l'approche standard, et à droite l'approche RAA.

Une fois de plus, la méthode de RAA montre son e�cacité par la qualité et la précision
des résultats qu'elle fournit. Même si le champ de contraintes calculé n'est pas pertinent
au niveau thermo-mécanique (pas de prise en compte de moule et pas de lame d'air),
on voit bien que du point de vue numérique, la méthode RAA devrait nous permettre
d'atteindre les objectifs en terme de taille de maille dans la peau solide, et d'étudier des
pro�ls de contraintes et de déformations.

3.3 Validation du modèle thermo-mécanique

Dans cette partie, on va mettre à l'épreuve la méthode RAA pour valider le modèle
de thermo-mécanique que nous avons retenu. La simulation qu'on va présenter est un cas
de coulée continue de ronds, tiré de l'article suivant : [Fachinotti, Cardona, 2006]. On va
comparer les résultats fournis par notre modèle, ceux fournis par R2SOL et ceux tirés de
[Fachinotti, Cardona, 2006].
R2SOL est en quelque sorte la version bidimensionnelle de THERCAST développée au
laboratoire. Pour les calculs de coulée continue, la stratégie globale instationnaire est
adoptée (voir [Heinrich, Bellet, 2004]). Une option de simulation en con�guration 2D-
axisymétrique est disponible dans ce logiciel a�n de permettre les comparaisons. Les lois
de comportement sont les mêmes que celles proposées dans THERCAST.
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Fig. 3.7 � Dimensions du cas de validation.

3.3.1 Présentation du test

Les dimensions du cas sont présentées en �gure (3.7) Le code de calcul bidimensionnel
développé par [Fachinotti, Cardona, 2006] est stationnaire, ce qui signi�e que les équa-
tions sont résolues à chaque incrément sur le domaine en entier jusqu'à l'obtention de la
convergence des variables. Avec THERCAST (et R2SOL), on a fait le choix de la stratégie
globale instationnaire. On commence donc avec un maillage initial d'une hauteur arbi-
traire de 0.06 m. La con�guration initiale n'est pas a�ectée thermiquement, elle sert de
zone tampon. On fait une hypothèse d'axisymétrie. En 3D (avec notre modèle), le calcul
est réalisé sur une portion angulaire de 15 degrés.
On présente maintenant les données du procédé. On coule un acier avec un taux de car-
bone assez faible (0.3%C) à une vitesse de 1.6 m/min. La température de coulée est de
1530 oC. Pour simuler le refroidissement primaire, on utilise une loi de Savage-Pritchard,
c'est-à-dire qu'on extrait un �ux qui varie en fonction de la longueur métallurgique :

qmoule = 3.071− 0.361

√
z

||~VC ||
(3.5)

Dans l'expression précédente, donnée en MW/m2, ~VC désigne la vitesse de coulée (en
m/s), et z la distance au ménisque (en m). Ainsi, plus on descend dans le moule, et moins
on extrait de chaleur. Ce type de condition aux limites, qui "simule" la formation d'une
lame d'air, ne permet pas de calcul de thermique à l'intérieur du moule.
En ce qui concerne le refroidissement secondaire, on utilise une condition classique d'échange
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convectif avec l'air :
qsprays = h(T − Text) (3.6)

On suppose la température extérieure au niveau des sprays égale à 40 oC, et que le coef-
�cient d'échange vaut 500 W/(m2K).
Les données thermiques sont détaillées dans le tableau (3.8) :

Liquidus 1501 oC
Solidus 1490 oC
Chaleur spéci�que 680 J/kg/K
Chaleur latente 272000 J/kg
conductivité thermique dans le liquide 68 W/m/K
conductivité thermique dans le solide 34 W/m/K

Fig. 3.8 � Données thermiques.
La fraction liquide est supposée linéaire selon la température entre le liquidus et le so-

lidus.
Pour estimer les valeurs de la densité en fonction de la température, on se sert des don-
nées de l'article. La densité pour T > Tsol est supposée constante, égale à 7200 kg/m3,
et on dispose de valeurs tabulées du coe�cient de dilatation thermique en fonction de la
température dont on peut déduire ρ(T ) (voir tableau 3.9).

température (oC) masse volumique (kg/m3)
900 7492.2
1200 7347.3
1416 7243.3
1490 7200
1501 7200
1530 7200

Fig. 3.9 � Masse volumique en fonction de la température.
En ce qui concerne la modélisation de la mécanique, nous utilisons une température de

transition TC de 1495 oC. En dessous de TC , l'acier a un comportement EVP avec loi
additive. Au dessus du liquidus, l'acier est newtonien avec une viscosité de 1000 Pa.s.
Entre TC et le liquidus, l'acier est viscoplastique. Les données rhéologiques du matériau
sont tirées de l'article de référence, et sont détaillées en annexe 6.2.
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3.3.2 Choix de la stratégie d'adaptation de maillage

Lorsqu'on a simulé pour la première fois cette coulée, on a adapté le maillage unique-
ment en température. L'erreur d'interpolation maximale en température avait été �xée à
εT = 25 × 10−4 (0.25%) et les tailles de maille minimum et maximum à respectivement
0.5 mm et 10 mm.
On a alors constaté le phénomène suivant : tant qu'on restait dans la lingotière, le maillage
était très �n et adapté ; mais dès qu'on sortait de la lingotière, on perdait presque com-
plètement l'adaptation de maillage. On voit en �gure (3.10) une illustration de ce défaut.
En observant la carte de température de la brame (�gure (3.11)), on comprend pourquoi
on a eu ce problème : les gradients de température sous la lingotière sont beaucoup plus
faibles que dans la lingotière.
Comme le maillage s'adapte selon le champ de température, cela explique pourquoi le
maillage est déra�né sous la lingotière, mais pas à l'intérieur de celle-ci.
A�n de conserver un maillage ra�né tout le long de la peau, nous avons eu l'idée d'adap-
ter le maillage selon la température, mais aussi selon la composante de contrainte axiale.
En e�et, en observant la carte de contrainte axiale en �gure (3.11), on s'aperçoit que les
gradients de contrainte axiale sont élevés à la fois dans la lingotière et sous la lingotière.
Ainsi, on est sûr de conserver une bonne adaptation du maillage. On a choisi d'adapter en
contrainte axiale avec une erreur d'interpolation maximum de εσzz = 0.01 (1%). Le choix
de cette double adaptation en température et en contrainte (axiale) est bien logique dans
le cadre de cette étude thermo-mécanique, a�n d'obtenir des résultats précis à la fois en
thermique et en mécanique.
En �gure (3.12), on présente le maillage comme on l'avait fait précédemment : à mi-
hauteur de la lingotière (z = −0.3 m) et sous la lingotière (z = −0.8 m).

Fig. 3.10 � Adaptation du maillage selon T : perte de l'adaptation de maillage sous la
lingotière.
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Fig. 3.11 � Carte de température et de contrainte axiale obtenue avec adaptation sur
température et contrainte axiale.

Fig. 3.12 � Adaptation du maillage selon T et σzz : conservation de l'adaptation de
maillage tout le long du domaine.

On voit en �gure (3.13) la di�érence de qualité des résultats qu'on peut obtenir selon
qu'on adapte le maillage seulement en T ou en T et en σzz. Les courbes correspondent àla température et la contrainte axiale le long du rayon à la cote z = −0.8 m (20 cm sous
la lingotière), selon les deux types d'adaptation.
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Fig. 3.13 � Comparaison des pro�ls selon r de la température (en haut) et de la contrainte
axiale (en bas) à z = −0.8 m (20 cm sous la lingotière) pour les deux types d'adaptation.

Pour la température, la qualité des résultats est comparable. On constate toutefois que
le nombre de n÷uds dans la phase solide est bien plus important pour l'adaptation en T
et en σzz.Par contre, pour la contrainte axiale, la qualité des résultats est beaucoup plus faible si on
adapte uniquement en T , à cause du nombre de n÷uds très inférieur. Dans une épaisseur
d'environ 15 mm, on voit qu'on a une zone en compression et une zone en traction. Le
pro�l associé est beaucoup plus lisse pour l'adaptation en T et en σzz, au contraire de
l'adaptation en T .
A la suite de ces résultats, on a décidé de conserver l'adaptation en T et en σzz pour faire
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la comparaison des résultats entre THERCAST et les autres codes de calcul.

3.3.3 Comparaison des codes de calcul

Après avoir présenté le calcul ainsi que la stratégie de remaillage, nous avons e�ectué
des comparaisons entre plusieurs codes de calcul : THERCAST, R2SOL et OOFELIEr

(le code développé par Fachinotti et Cardona).
Dans cette simulation, OOFELIE est utilisé dans un contexte 2D axisymétrique. C'est
un code basé sur une approche de type Eulérien-Lagrangien avec maillage �xe. La lame
d'air est calculée a posteriori, sans in�uencer la position des n÷uds a�ectés. Le calcul de
thermique est e�ectué pour tous les n÷uds du domaine, alors que le calcul de mécanique
est fait seulement sur les n÷uds dont la température est inférieure à une température
critique appelée "zero-stress temperature" (ZST), que l'on peut rapprocher de la tempé-
rature critique TC utilisée dans THERCAST et R2SOL. La valeur de ZST utilisée par
Fachinotti et Cardona est de 1495 oC dans cette simulation.
Il est important de noter qu'on ne dispose pas de remaillage adaptatif dans R2SOL et
OOFELIE. Dans R2SOL, la taille de maille et le facteur d'anisotropie sont imposés expli-
citement en fonction du rayon local r. Comme ces codes sont bidimensionnels, un grand
nombre de n÷uds au niveau de la peau solide est utilisé. On voit en �gure (3.14) une
illustration du maillage utilisé pour R2SOL, avec un zoom sur la peau solide.

Fig. 3.14 � Illustration du maillage anisotrope utilisé dans R2SOL. La fraction solide est
représentée au niveau de la sortie de la lingotière. A droite, �gure un zoom du maillage
au niveau de la peau solide.

Le maillage �xe utilisé par [Fachinotti, Cardona, 2006] est donné en �gure (3.15). Ce
maillage est plus �n que celui utilisé dans THERCAST ou R2SOL.
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Fig. 3.15 � Maillage �xe utilisé dans OOFELIE (voir [Fachinotti, Cardona, 2006]). Taille
de maille radiale minimum : 0.3 mm, taille de maille axiale constante : 6.667 mm

Dans un premier temps, nous faisons une comparaison semi-quantitative des résultats
entre THERCAST et OOFELIE. Les cartes de température et de contrainte axiale sont
comparées sur l'ensemble du plan (r, z). On peut observer les résultats en �gure (3.16) et
(3.17) respectivement. Seule la �ne peau solide formée en lingotière est représentée et on
a dilaté ces images dans le sens horizontal a�n de permettre une bonne visualisation.
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Fig. 3.16 � Comparaisons des champs de température (en oC) calculés par OOFELIE
([Fachinotti, Cardona, 2006]) et THERCAST dans la peau solidi�ée (les schémas ne sont
pas à l'échelle : noter la dilatation horizontale).

Fig. 3.17 � Comparaisons de la contrainte axiale (toujours avec une dilatation horizon-
tale). Les épaisseurs sont données à la cote z = −0.8 m

Globalement, on constate un bon accord entre nos résultats et ceux de
[Fachinotti, Cardona, 2006], tant pour la température que pour la contrainte axiale. On
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voit bien l'absence de prise en compte de la lame d'air dans l'actualisation du maillage
pour les résultats de [Fachinotti, Cardona, 2006]. Dans la modélisation THERCAST, la
lame d'air est représentée "explicitement", la frontière du maillage du rond étant distante
d'environ 1.5 mm de la paroi de la lingotière (�gure 3.16 de droite). D'autre part, on
constate la forme particulière de la surface du rond calculée par THERCAST au voisi-
nage du pseudo-mannequin. Ceci s'explique par le fait qu'on impose une vitesse tangente
nulle au niveau du pseudo mannequin, traduisant un contact de type "collant". Si on
voulait éviter ce défaut, il faudrait laisser libres les degrés de liberté correspondant à la
vitesse tangente (contact glissant). Cependant, on voit que ce problème est très local et
n'in�uence pas du tout les résultats globaux de la simulation.
Pour la température, il est di�cile de faire des conclusions pertinentes.
En e�et, ne connaissant pas les valeurs de température maximum et minimum de OOFE-
LIE, il est di�cile de faire des comparaisons précises. Cependant, on voit que les résultats
sont relativement proches. L'isovaleur de la température critique (ZST) progresse de la
même façon le long du produit, avec cependant une épaisseur "solide" d'environ 17.7 mm
pour OOFELIE et de 18.6 mm pour THERCAST à la cote z = −0.8 m.
Les comparaisons des pro�ls de contrainte axiale sont plus intéressantes. Qualitativement,
les résultats sont identiques : on a une zone en compression au voisinage du moule, et une
zone en traction dans la partie interne de la peau. Les valeurs maximales et minimales
sont atteintes au niveau de la sortie de lingotière pour les deux codes de calcul. De plus,
les valeurs de ces extrema sont tout à fait comparables ; on atteint la valeur maximale de
σmax

zz = 5.44 MPa pour OOFELIE, et de σmax
zz = 5.74 MPa pour THERCAST. Pour les

valeurs minimales, on a σmin
zz = −15.90 MPa pour OOFELIE, et σmin

zz = −17.96 MPa
pour THERCAST.
Ces observations semi-quantitatives étant bonnes, on a décidé de procéder à des com-
paraisons quantitatives.
On se propose dans un premier temps de comparer la lame d'air en fonction de la cote z
en �gure (3.18) pour les trois codes de calcul THERCAST, R2SOL et OOFELIE.
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Fig. 3.18 � Déplacement radial à la surface du produit (équivalent à la lame d'air) en
fonction de la distance au ménisque, pour les trois logiciels comparés.

N'oublions pas qu'OOFELIE est un code de calcul stationnaire, à la di�érence de THER-
CAST et R2SOL qui sont instationnaires. On observe bien la convergence de la méthode
globale instationnaire de THERCAST (et de R2SOL) : elle est illustrée par la comparai-
son des deux courbes de THERCAST à 30 et 44 s. L'e�et de bord au pseudo-mannequin
est évident, mais la partie commune des courbes est identique : dans la lingotière par
exemple, la lame d'air n'évolue pas entre 30 s et 44 s en un point donné. D'autre part,
les résultats des trois codes sont très proches, avec une di�érence maximale de 0.1 mm
(inférieure à 10%).
On voit qu'une fois sorti de la lingotière (au delà de z = 0.6 m), le déplacement radial
arrête d'augmenter et se stabilise (il y a même un certain gon�ement).
Pour THERCAST et R2SOL, on remarque qu'au niveau du pseudo-mannequin, le dé-
placement radial diminue brutalement pour atteindre une valeur nulle. On a la preuve
que cet e�et est bien un e�et de bord (dû à l'imposition d'une vitesse tangentielle nulle)
a�ectant la proximité du pseudo mannequin uniquement.
A�n de pousser plus loin les comparaisons quantitatives, on observe la température et
la contrainte axiale le long du rayon du produit à deux hauteurs di�érentes. La première
est localisée à mi-hauteur de la lingotière, soit z = −0.3 m, et l'autre au niveau de la
sortie de la lingotière, soit à z = −0.6 m. Ces résultats sont présentés en �gure (3.19),
(3.20), (3.21) et (3.22), pour la température en z = −0.3 m, en z = −0.6 m et pour la
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contrainte axiale en z = −0.3 m et en z = −0.6 m respectivement.

Fig. 3.19 � Pro�l radial (selon r) de température pour z = −0.3 m. Comparaison des
trois logiciels.

Fig. 3.20 � Pro�l radial (selon r) de température pour z = −0.6 m. Comparaison des
trois logiciels.
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Fig. 3.21 � Pro�l radial (selon r) de contrainte axiale pour z = −0.3 m. Comparaison
des trois logiciels.

Fig. 3.22 � Pro�l radial (selon r) de contrainte axiale pour z = −0.6 m. Comparaison
des trois logiciels.

Que ce soit pour la température ou pour la contrainte verticale, on constate un léger
décalage spatial, pour les deux hauteurs étudiées. Les températures calculées par THER-
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CAST sont moins élevées que celles d'R2SOL, elles-mêmes moins élevées que celles d'OO-
FELIE, avec un écart maximum d'environ 50 oC. Cependant, on constate que malgré ce
décalage, les pro�ls de température sont très proches.
En ce qui concerne la contrainte axiale, on voit que THERCAST et R2SOL sont tout à
fait en accord, avec des valeurs maximales et minimales identiques. Par contre, les résul-
tats fournis par OOFELIE ne sont pas exactement les mêmes, bien que très ressemblants.
Dans OOFELIE (contrairement à THERCAST), la lame d'air est calculée a posteriori
et la déformation inhérente à celle-ci n'est pas prise en compte dans le calcul de la po-
sition des n÷uds du maillage. Il est permis de penser que le décalage observé entre les
deux logiciels provient de cette di�érence. En e�et, l'ordre de grandeur de l'épaisseur de la
lame d'air est de 0.8 mm à 0.3 m du ménisque, et de 1.2 mm à 0.6 m du ménisque. Cela
correspond à peu près au décalage qu'on observe dans les �gures (3.19) à (3.22). Si on
décalait les résultats de THERCAST de la valeur de l'épaisseur de la lame d'air pour se
placer dans la même con�guration qu'OOFELIE (pas de prise en compte de la lame d'air
dans le calcul de la position des n÷uds du maillage), on ne constaterait probablement
plus ce décalage spatial.
Un autre point important est à expliquer. Les contraintes axiales au voisinage de la
ZST prédites par THERCAST peuvent sembler élevées, comme on peut l'observer en
�gure (3.13) (avec le maillage grossier déterminé par l'adaptation en température unique-
ment). En e�et, en prolongeant l'isovaleur 1490 oC, on trouve des contraintes de l'ordre
de 1 MPa , alors qu'on s'attend à des valeurs très faibles (de l'ordre de la valeur de la
pression métallo-statique, en l'occurence environ 80000 Pa).
Pour éclaircir ce phénomène, il faut bien garder à l'esprit que le modèle rhéologique est ré-
solu avec une température interpolée au centre du tétraèdre. Etant donné que le maillage
n'est sûrement pas su�samment ra�né dans cette région, un élément grossier traversé
par l'isotherme ZST va avoir une température interpolée légèrement inférieure à la tem-
pérature ZST, et donc une valeur de contrainte non-nulle. On voit qu'avec un maillage
plus �n (en utilisant l'adaptation en contrainte et en température), la contrainte axiale à
la température ZST est bien calculée et est quasi-nulle.
En comparant THERCAST et OOFELIE, on a pu constater qu'il existait un certain dé-
calage spatial entre les deux codes, provoqué par la prise en compte (ou pas) de la lame
d'air. Observons la �gure (3.23) où sont superposés le pro�l radial de la température et
celui de la contrainte axiale à z = −0.6 m. En prolongeant l'isovaleur 1490 oC pour cha-
cun des deux codes, on s'aperçoit bien qu'on retombe sur une valeur de contrainte axiale
nulle dans les deux cas, malgré le décalage.
Finalement, sur la �gure (3.17), on ne voit pas de contraintes axiales particulièrement
élevées au voisinage de l'isovaleur ZST (la valeur correspondant au jaune-orange étant de
l'ordre de 0 MPa).
L'utilisation d'un maillage su�samment �n permet donc d'a�rmer que la modélisation
rhéologique et son implémentation numérique sont quasiment équivalentes dans les trois
codes, THERCAST, R2SOL et OOFELIE.
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Fig. 3.23 � Mise en évidence d'une valeur de contrainte axiale nulle à la température de
cohérence (ou ZST) à z = −0.6 m, pour THERCAST (en rouge) et pour OOFELIE (en
bleu).

Pour terminer ces comparaisons, on a placé huit capteurs eulériens (c'est-à-dire �xes
dans l'espace) dans la peau à di�érentes positions. Les coordonnées de ces capteurs sont
explicitées dans le tableau (3.24).



Validation du modèle thermo-mécanique 96

capteur r (m) z (m)
1 0.093 -0.6
2 0.101 -0.6
3 0.103 -0.65
4 0.103 -0.55
5 0.095 -0.65
6 0.095 -0.55
7 0.095 -0.8
8 0.103 -0.8

Fig. 3.24 � Coordonnées des capteurs eulériens.
On peut visualiser en �gure (3.25) la position des capteurs dans la peau ainsi que la

valeur de température convergée (déterminée par la valeur de la température du capteur
une fois que celle-ci ne varie plus au cours du temps) pour les trois codes de calcul et
pour chaque capteur. On observe la même tendance que précédemment, à savoir que les
températures prédites par THERCAST sont plus faibles que celles fournies par R2SOL,
elles-mêmes plus faibles que celles fournies par OOFELIE, avec des écarts de température
d'environ 50 oC au maximum.

Fig. 3.25 � Position des huit capteurs dans la peau solidi�ée et valeurs de température
convergée pour les di�érents capteurs.

En �gure (3.26), on observe les valeurs convergées de contrainte axiale pour les trois
codes de calcul pour chaque capteur. Les valeurs prédites par THERCAST et R2SOL sont
sensiblement les mêmes pour tous les capteurs à l'exception du capteur 2. Par contre, celles
données par OOFELIE sont parfois très di�érentes, comme on le voit pour les capteurs 2,
4 ou dans une moindre mesure, 6. En �gure (3.26), on s'aperçoit que les capteurs 2 et 4
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sont situés dans des zones où la contrainte axiale varie très rapidement spatialement. De
plus, le maillage dans la peau solidi�ée est plus grossier dans THERCAST, ce qui peut
entraîner des imprécisions sur le calcul de ces valeurs. Tout cela contribue à expliquer les
di�érences importantes qu'on peut trouver entre les codes de calcul dans ces zones là. Au
contraire, si on compare les capteurs localisés dans des zones où la contrainte axiale varie
peu spatialement, comme les capteurs 5, 7 et 8, les valeurs déterminées par les trois codes
de calcul sont très proches.

Fig. 3.26 � Valeur de contrainte axiale convergée pour les di�érents capteurs.

En�n, on observe en �gure (3.27), l'évolution des valeurs du capteur 5 au cours du
temps pour la température et le champ de contrainte axiale. Pour OOFELIE, qui est
un code stationnaire, on a tracé une droite correspondant à la valeur obtenue. Il est
très intéressant de constater qu'on obtient une valeur convergée très rapidement avec
THERCAST (et R2SOL), tant pour la température que pour le champ de contrainte
verticale. Pour le champ de température, on obtient une valeur stable en environ deux
secondes ; et en moins d'une seconde pour le champ de contrainte axiale. Non seulement
notre solution instationnaire converge bien vers la solution stationnaire, mais en plus elle
converge très rapidement.
Comme on peut le voir en �gure (3.28), on observe le même comportement pour le capteur
8. La tendance est similaire pour tous les autres capteurs.
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Fig. 3.27 � Convergence du capteur 5 pour la température et la contrainte axiale.
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Fig. 3.28 � Convergence du capteur 8 pour la température et la contrainte axiale.

Voici les conclusions qu'on peut tirer suite à ces di�érentes comparaisons entre les codes
de calcul sur cette simulation :
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� Dans l'ensemble, les résultats obtenus sont sensiblement équivalents pour les trois
logiciels. Les ordres de grandeur des extrema, et les variations de température, de
contrainte et de la lame d'air sont similaires. Ceci est un résultat important, car
il s'agit d'une simulation dans laquelle intervient une physique complexe (thermo-
mécanique, solidi�cation, contact), avec des paramètres rhéologiques et thermiques
non-linéaires. On remarque toutefois un léger décalage spatial entre THERCAST (ou
R2SOL) et OOFELIE. On l'attribue au fait que dans OOFELIE (contrairement à
THERCAST et R2SOL), la lame d'air n'a�ecte pas la position des n÷uds du maillage.
Les solveurs thermo-mécaniques et la formulation éléments �nis de ces trois logiciels
étant très di�érents, on peut dire que la thermo-mécanique calculée par THERCAST
dans le contexte de coulée continue est numériquement validée.

� La solution instationnaire de THERCAST converge bien vers la solution stationnaire
(calculée par OOFELIE). Que ce soit le pro�l de lame d'air, ou encore la convergence
de la température ou la contrainte axiale sur un capteur eulérien, on converge systé-
matiquement et rapidement vers l'état stationnaire.

� Le pro�l de contrainte axiale dans une peau solidi�ée de coulée continue est très
complexe : on observe une zone en traction à l'intérieur de la peau, suivie par une
zone de compression dans la partie externe de la peau. Ce changement de signe de
la contrainte s'e�ectue dans une épaisseur très �ne, justi�ant donc l'utilisation d'un
maillage �n, adapté et anisotrope dans la peau solide. Le remaillage adaptatif est
donc un outil indispensable a�n d'obtenir des résultats �ables dans le cadre d'une
simulation 3D des procédés de coulée continue d'acier.

� Finalement, on a vu qu'il était possible de mettre en place une méthode de remaillage
adaptatif automatique, ce qui n'est pas évident dans le contexte de la coulée continue
en stratégie globale instationnaire.

3.4 Application industrielle à la coulée continue

Après avoir validé le modèle thermo-mécanique appliqué à la coulée continue, nous étu-
dions maintenant un cas de refroidissement primaire de brame dans une con�guration
plus proche de la réalité industrielle que l'exemple académique de la section 3.2.2.
Cette étude est basée sur les dimensions et les données process de la machine de coulée
continue 2 (CC2) de l'usine de Fos-sur-Mer d'ArcelorMittal. Nous y confrontons deux
simulations (�gure (3.29)). Dans la première, nous simulons la coulée d'une brame sans
prendre en compte la busette. L'acier est injecté à travers toute la surface supérieure de la
brame. Dans ce cas, l'alimentation en acier liquide est supposée répartie sur la surface du
"ménisque" (surface supérieure du domaine étudié). Dans la seconde simulation, l'acier
est injecté par une busette et nous simulons les écoulements d'acier liquide, en se limitant
à un écoulement laminaire.
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Dans ce contexte, nous allons pouvoir montrer l'in�uence de la prise en compte des écou-
lements sur la thermo-mécanique de la peau.

3.4.1 Présentation des simulations

On présente tout d'abord le maillage initial et les dimensions des deux simulations, dé-
nommées simulation "bu�er" et simulation "busette" par la suite. Comme précédemment,
on fait des hypothèses de symétrie, et on étudie seulement un quart du domaine total. La
brame coulée a les mêmes dimensions que dans les cas précédents : 1.2 m×0.2305 m, avec
une hauteur initiale de 0.3 m. La surface libre de la brame est placée à 0.08 m du haut des
moules. La plaque de cuivre délimitant la grande face a pour dimensions 1.6 m× 0.9 m,
tandis que celle délimitant la petite face 0.2305 m×0.9 m. Ces plaques ont pour épaisseur
50 mm.
Pour le cas "busette", on a ra�né le maillage en busette et au niveau des ouïes avec
une taille de maille locale de 5 mm. De plus, on s'est permis de raccourcir la hauteur de
la busette pour écourter les temps de calcul. Le pas de temps est �xé à 0.05 s, ce qui semble
un bon compromis entre pas de temps hydrodynamique et temps de calcul "raisonnable".
On peut voir la con�guration initiale en �gure (3.29). En (3.30), on a e�ectué un zoom
de la région busette pour bien voir le maillage utilisé dans cette région.

Fig. 3.29 � Con�guration et maillage initial des simulations en con�guration industrielle.
A gauche le cas "bu�er", à droite le cas "busette".
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Fig. 3.30 � Taille de maille de 5 mm dans la région busette.

L'acier coulé correspond toujours au Fe − 0.1%C (données matériau en annexe 6.1). Sa
température initiale (température de coulée) est de 1556 oC et celle des moules de la
lingotière de 40 oC. Pour ces derniers, on s'attend donc à une évolution thermique insta-
tionnaire convergeant vers un régime stationnaire, de manière analogue à la brame.
Sur la busette, on applique une pression de 150000 Pa, correspondant à une hauteur
d'environ deux mètres (busette et répartiteur). La vitesse de coulée est de 1.2 m/min. La
viscosité dans le liquide a été choisie égale à 1 Pa.s pour le cas "busette" et 1000 Pa.s
pour le cas "bu�er".
Le contact entre la busette et l'acier est choisi collant. Celui entre les moules et l'acier est
supposé glissant, et la résistance thermique R entre eux dépend linéairement de l'épais-
seur locale l de la lame d'air : R(l) = 3.995l + 0.0005 (avec R en m2K/W et l en m). Le
contact thermique entre les moules est supposé parfait.
Les moules sont en cuivre, et on simule seulement la thermique dans ces sous-domaines,
supposés indéformables. On extrait un �ux sur leurs faces extérieures qui correspond au
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refroidissement des caissons hydrauliques, et on impose un échange convectif avec l'exté-
rieur sur les autres faces qui ne sont pas en contact avec la brame.
La table (3.31) précise les données thermiques et les valeurs des conditions aux limites
qu'on impose sur les moules.

masse volumique 8960 kg/m3

chaleur spéci�que 493.24 J/kg/K
conductivité thermique 345 W/m/K

�ux extrait sur la grande face 325000 W/m2

�ux extrait sur la petite face 380000 W/m2

température extérieure 40 oC
coe�cient de convection avec l'air 12 W/m2/K

température initiale 40 oC

Fig. 3.31 � Valeurs numériques pour les données thermiques et les valeurs des conditions
initiales et aux limites utilisées pour les moules.

Pour le remaillage adaptatif, on a choisi d'adapter uniquement sur le champ de tem-
pérature, avec pour erreur maximum 0.004 (0.4%), et une taille minimum de 1 mm et
maximum de 20 mm. Pour le cas "busette", on choisit une taille de maille de 5 mm au
voisinage de celle-ci. Par rapport au cas de validation de la section précédente, on peut
constater que nos critères sur le remaillage adaptatif sont beaucoup moins sévères. En
e�et, le domaine de calcul est beaucoup plus grand, et les temps de calcul pour ces cas in-
dustriels sont très longs, environ trois semaines pour atteindre 27.5 s de simulation, ce qui
su�t juste à ce que la brame sorte de la lingotière. On atteint donc 0.3+27.5× 1.2

60
= 0.85 m

sous le ménisque (sortie de lingotière à 0.82 m). On ne peut donc pas envisager pour l'ins-
tant d'utiliser un maillage plus �n, avec adaptation sur le champ de température et de
contraintes par exemple. Précisons que pour de nombreuses raisons (problèmes de compi-
lation sous linux, de version de compilateurs, de version de PETSC, ...), on n'a pu utiliser
qu'une version séquentielle de THERCAST sur un processeur cadencé à 3.2 GHz, ce qui
explique la durée des calculs.

3.4.2 Résultats et comparaisons des simulations

Analysons maintenant les résultats pour les deux simulations. On commence par étu-
dier les résultats liés à la mécanique des �uides.
En �gure (3.32), on présente la norme de la vitesse (à gauche), et les vecteurs du champ de
vitesse (à droite) au c÷ur de la brame pour le cas "bu�er". La vitesse est très homogène :
elle est verticale et de norme 0.02 m/s, ce qui correspond à la vitesse de coulée. Le fait
d'injecter l'acier liquide (avec une viscosité élevée) à travers toute la partie supérieure de
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la brame est la cause directe de ce comportement peu réaliste. Dans ces conditions, la
convection d'acier liquide est négligée.
On en voit les conséquences directes en observant le pro�l de "surchau�e" en �gure (3.33).
En coulée continue, la surchau�e correspond à la di�érence de température entre la tem-
pérature de coulée et la température de liquidus de l'acier ; dans ce cas, elle est donc
de 30 oC (température de coulée : 1556 oC et liquidus : 1526 oC). En dehors du voisi-
nage des moules, la température reste supérieure à celle du liquidus. L'absence d'e�ets de
convection empêche l'homogénéisation de la température : la surchau�e n'est pas éliminée.

Fig. 3.32 � Norme de la vitesse et vecteurs vitesse pour le cas "bu�er" à t = 27.5 s, dans
les deux plans de symétrie du produit coulé.
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Fig. 3.33 � Carte de surchau�e. Température comprise entre la température de liquidus
(1526 oC) et la température de coulée (1556 oC), dans le plan longitudinal de symétrie,
pour le cas "bu�er", à t = 27.5 s.

En (3.34), �gurent la norme de la vitesse (à gauche), et les vecteurs du champ de vitesse
(à droite) pour le cas "busette".
La vitesse dans la busette est légèrement surestimée par rapport à la réalité, on atteint
3 m/s au centre de la busette. Ceci s'explique probablement par un maillage un peu
trop grossier dans la busette, malgré le ra�nement qu'on a e�ectué, et l'utilisation d'un
contact collant. Au niveau des ouïes, la norme de la vitesse vaut environ 1 m/s, et le jet
de busette heurte la petite face avec une vélocité de moins de 0.5 m/s.
Les vecteurs vitesse de norme supérieure à 1 m/s ont été �ltrés, car ils gênaient la visua-
lisation des résultats. L'écoulement est caractérisé par les deux boucles de recirculation
supérieure et inférieure. Ces deux boucles de convection ont une in�uence importante sur
le champ de température, et notamment sur le pro�l de surchau�e, comme on le voit en
�gure (3.35). L'énergie est portée par les courants de convection : la température reste
élevée au niveau des boucles de recirculation et est plus faible à l'intérieur de celles-ci.
Dans ce cas, la convection permet bien d'éliminer la surchau�e et conduit à homogénéiser
la température dans la brame.
Ce sont principalement ces recirculations d'énergie qui font la di�érence entre la simulation
"busette" et la simulation "bu�er".
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Fig. 3.34 � Norme de la vitesse et vecteurs vitesse pour le cas "busette" à t = 27.5 s,
dans les deux plans de symétrie du produit coulé.

Fig. 3.35 � Température comprise entre la température de liquidus (1526 oC) et la tem-
pérature de coulée (1556 oC), dans le plan longitudinal de symétrie, pour le cas "busette"
à t = 27.5 s.

A�n d'illustrer plus en détail l'élimination de la surchau�e, on présente en �gure (3.36)
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le pro�l de température dans la largeur de la brame, à c÷ur, à 35 cm et à 60 cm du
ménisque (coupe AA et BB représentées à la �gure (3.35). De même, on présente en
�gure (3.37) le pro�l de température selon la direction verticale, à c÷ur, à 30 cm et à
45 cm du centre de la busette (coupes CC et DD, �gure (3.35).

Fig. 3.36 � Pro�l de température à 35 cm et 60 cm du ménisque, dans la largeur de la
brame (axe x), à c÷ur (mi-épaisseur), à t = 27.5 s. Coupes AA et BB, �gure (3.35).

En �gure (3.36), on voit bien l'in�uence des écoulements liquides sur le pro�l de tem-
pérature : celle-ci est nettement inférieure à 1556 oC. Les e�ets de convection contribuent
à l'élimination de la surchau�e. Pour le cas "busette", à 35 cm du ménisque, on traverse
le jet de busette, ce qui explique le pic de température au milieu du pro�l (x = 35 cm) ;
au contraire, à 60 cm du ménisque, on traverse la boucle de convection inférieure, d'où
la chute de température au milieu de la courbe. En se rapprochant de la petite face
(x = 60 cm), on constate une chute brutale de température pour toutes les courbes,
qui traduit la proximité du front de solidi�cation. Cette chute de température intervient
pour des x plus élevés, à 35 cm du ménisque, ce qui traduit la progression du front. En
comparant le cas "bu�er" et le cas "busette" aux di�érentes altitudes, on remarque que :
� l'avancée du front de solidi�cation est retardée au niveau du jet de busette (coupe
AA) lorsque celui-ci est pris en considération.

� Dans les parties plus basses du produit (coupe BB), la progression du front de soli-
di�cation n'est pas in�uencée par la présence du jet de busette.

En �gure (3.37), on voit l'in�uence des boucles de convection sur les pro�ls de tempéra-
ture pour le cas "busette". On a des pro�ls dont la forme ressemble à un W. On traverse
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la boucle de convection supérieure, puis le jet de busette, puis la boucle de convection
inférieure.

Fig. 3.37 � Température à 30 cm et 45 cm du centre de la busette, en fonction de la
distance au ménisque, à c÷ur, à t = 27.5 s. Coupes CC et DD �gure (3.35).

Fig. 3.38 � Convergence du pro�l de surchau�e à 30 cm du ménisque, selon la largeur de
la brame (axe x), à c÷ur, à t = 10, 15, 20, 25 et 27.5 s
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Pour terminer cette étude sur les pro�ls de surchau�e, observons la convergence au cours
du temps du pro�l de température entre 1526 oC et 1556 oC à 30 cm sous le ménisque,
selon la largeur de la brame (axe x), à c÷ur, à t = 10, 15, 20, 25 et 27.5 s en �gure (3.38).
On constate la tendance à l'établissement d'un pro�l de température convergé, où on
traverse le jet de busette entre x = 15 cm et x = 30 cm.
Sur la �gure (3.39), on observe les cartes de température sur la grande face du pro-
duit. Les isovaleurs sont situées à la même cote au milieu de la lingotière.
Dans le bas de la lingotière, on constate qu'on est plus froid dans le cas "busette". Le
long du coin (sur le côté gauche), on voit clairement l'in�uence de la lame d'air qui freine
le refroidissement de celui-ci et ce pour les deux cas étudiés. La lame d'air sera mise en
évidence plus loin. Tout en bas de la brame, le réchau�ement est provoqué par la sortie
de la brame de la lingotière. Dans les deux cas, les températures les plus basses sont aux
alentours de 830 oC dans la lingotière, et de 900 oC sous celle-ci, ce qui est parfaitement
cohérent avec les températures observées dans la réalité.
Dans la partie haute du produit, la température est plus élevée dans le cas "busette", et
les isovaleurs sont moins régulières. C'est probablement l'in�uence de la boucle de convec-
tion supérieure. Par l'intermédiaire du jet de busette, elle provoque une remontée d'acier
liquide à très haute température, ce qui retarde la solidi�cation dans cette région. Ceci
explique les températures un peu plus élevées et des isovaleurs moins régulières pour le
cas "busette".

Fig. 3.39 � Température à t = 27.5 s sur la grande face. A gauche, cas "bu�er" ; à droite,
cas "busette".

Sur la �gure (3.40), c'est la petite face qui est détaillée. On constate le même compor-
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tement que pour la grande face.

Fig. 3.40 � Température à t = 27.5 s sur la petite face. A gauche, cas "bu�er" ; à droite,
cas "busette".

En observant la température au niveau du coin (�gure 3.41), on peut constater que
malgré les di�érences de température le long des faces, la température au niveau du coin
est quasiment identique dans les deux simulations.
L'in�uence de la lame d'air se fait plus sentir dans le cas "busette" que dans le cas "buf-
fer", et notamment sur la petite face : le gradient de température dans la direction y y
est plus fort.
On peut expliquer ce phénomène en observant le pro�l de lame d'air en �gure (3.42). La
lame d'air est beaucoup plus grande sur la petite face dans le cas "busette" que dans le
cas "bu�er" : environ 1.4 mm au maximum contre 1 mm respectivement. Malgré cela, les
températures sur les faces sont plus faibles pour le cas "busette" dans la partie basse du
produit.
Le fait que la lame d'air soit déportée sur la petite face s'explique par la non prise en
compte de la conicité de la lingotière. En e�et, ArcelorMittal (calculs e�ectués avec THER-
CAST en formulation "bu�er") a démontré que plus on augmente la conicité, et plus la
lame d'air se déporte vers la grande face (voir �gure (3.43)).
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Fig. 3.41 � Température à t = 27.5 s au niveau du coin. A gauche, cas "bu�er" ; à droite,
cas "busette".

Fig. 3.42 � Lame d'air à t = 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".
Echelle : entre 0 et 1.4 mm.

Dans notre cas, la lingotière n'a aucune conicité et il est donc normal que la lame d'air
soit plus importante en petite face.
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Dans les deux cas, on s'aperçoit que la lame d'air commence à croître à la même cote :
environ 15 cm sous le ménisque.
A noter qu'on distingue sur la �gure qu'en sortie de lingotière, une lame d'air nulle est
a�chée, résultat d'une analyse géométrique dans laquelle l'acier ne fait plus face à la
lingotière.

Fig. 3.43 � Position de la lame d'air en fonction de la conicité : plus on diminue la conicité,
et plus la lame d'air est déportée sur la petite face. Résultats obtenus par Transvalor pour
ArcelorMittal avec le logiciel THERCAST, en formulation "bu�er".

Sur les �gures (3.44) et (3.45), on a représenté l'épaisseur de la lame d'air en fonction
de l'épaisseur et de la largeur de la brame respectivement, c'est-à-dire le long de la petite
face et de la grande face. Une fois de plus, on voit que la lame d'air est bien plus grande
sur la petite face. On voit aussi qu'elle est plus importante dans le cas "busette" que dans
le cas "bu�er".
On présente maintenant des courbes de température en peau. En �gure (3.46), c'est
un pro�l tracé à 35 cm du ménisque le long de la grande face. La température en peau
dans le cas "bu�er" est de 25 oC supérieure à celle du cas "busette". Quand on arrive au
voisinage du coin (x = 55 cm), on a un pic de température dû à l'in�uence de la lame
d'air.
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Fig. 3.44 � Lame d'air à t = 27.5 s, pour z = 65 cm le long de la petite face (axe y).

Fig. 3.45 � Lame d'air à t = 27.5 s, pour z = 65 cm le long de la grande face (axe x).

Observons maintenant la température en peau en fonction de la distance au ménisque,
à 30 cm du centre de la busette en �gure (3.47). On distingue quatre zones di�érentes. La
première est située entre z = 0 m et z = 0.1 m. Dans cette partie, la température dans le
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cas "busette" est supérieure à celle du cas "bu�er". Dans le cas "busette", la boucle de
convection supérieure a tendance à réchau�er l'acier ce qui explique une température plus
élevée. La deuxième zone est comprise entre z = 0.1 m et z = 0.2 m. On en a fait un zoom
en �gure (3.48). On observe des température plus élevées dans le cas "busette", d'envi-
ron 10 oC. Ceci est probablement la marque du jet de busette qui a tendance à chau�er
légèrement cette région. La troisième zone est située entre z = 0.2 m et z = 0.82 m,
et la température est plus basse dans le cas "busette". Ceci est dû à l'évacuation de la
surchau�e provoquée par la convection, comme on l'a montré précédemment. En�n, dans
la quatrième zone (à partir de z = 0.82 m) qui correspond à la sortie de la lingotière,
on constate une légère augmentation de la température pour les deux cas, qui semble
cohérente avec les mesures observées dans la réalité.
En �gure (3.49), on trace la température en fonction de la distance au ménisque, tou-
jours à 27.5 s, au milieu de la grande face et au milieu de la petite face. On peut faire les
mêmes observations que pour la �gure (3.47).

Fig. 3.46 � Température en peau le long de la grande face, à 35 cm du ménisque pour
t = 27.5s.
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Fig. 3.47 � Température en peau en fonction de la distance au ménisque, à 30 cm du
centre de la busette pour t = 27.5s.

Fig. 3.48 � Température en peau en fonction de la distance au ménisque (pour z compris
entre 0.1 m et 0.2 m), à 30 cm du centre de la busette pour t = 27.5s.



Application industrielle à la coulée continue 116

Fig. 3.49 � Température en peau en fonction de la distance au ménisque au milieu de la
grande face et au milieu de la petite face.

Fig. 3.50 � Température (échelle entre 40 oC à 400 oC) à t = 27.5 s à la surface des
moules en contact avec l'acier. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".

En �gure (3.50), on montre la température calculée dans les moules. L'échelle de tem-
pérature varie de 40 oC à 400 oC. On s'aperçoit que les isovaleurs présentent beaucoup
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d'oscillations dans la partie haute des moules : le maillage n'est pas adapté à la tempéra-
ture car on ne fait pas de remaillage adaptatif dans les moules. Les températures calculées
sont quasi équivalentes, bien qu'on soit légèrement plus froid dans le cas "busette", ce qui
est en accord avec le fait que la brame est plus froide dans ce cas là.
La �gure (3.51) montre l'évolution de la température de la lingotière au cours du temps.
On a tracé la température le long de la grande face , au contact de la brame, à 30 cm
du ménisque pour t = 10, 15, 20, 25 et 27.5 s, pour les cas "busette" et "bu�er". On voit
que la température continue d'augmenter au cours du temps, bien que ce réchau�ement
semble ralentir légèrement au �l du temps. Ceci montre que la lingotière n'a pas encore
atteint un état thermique stationnaire. On distingue toujours la même tendance : cas
"busette" légèrement moins chaud que cas "bu�er". Par ailleurs, l'ordre de grandeur des
températures d'interface est correct.

Fig. 3.51 � Température de la lingotière le long de la grande face , au contact de la brame,
à 30 cm du ménisque pour t = 10, 15, 20, 25 et 27.5 s, pour les cas "busette" et "bu�er".

Les pro�ls de fraction liquide dans le milieu de la petite face sont présentés en �gure
(3.52). La peau solidi�ée est globalement plus épaisse dans le cas "busette", ce qui est
tout à fait concordant avec le fait que la brame est plus froide dans cette simulation. On
constate aussi que l'acier met plus de temps à se solidi�er dans le cas "busette" (partie
haute de la brame), à cause de l'in�uence de la boucle de convection supérieure.
Si on compare l'épaisseur solidi�ée en sortie de lingotière, on trouve environ 15.1 mm
dans le cas "bu�er" et 17.2 mm dans le cas "busette".
Nous avons voulu tracer des courbes de fraction liquide en fonction de la largeur de la
brame, mais il y a trop peu de mailles dans la zone pâteuse pour obtenir des résultats
intéressants à discuter.
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Fig. 3.52 � Fraction liquide au milieu de la petite face à t = 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ;
à droite, cas "busette".

Fig. 3.53 � Pression hydrostatique à t = 27.5 s pour le cas busette.

A la �gure (3.53), on présente le pro�l de pression hydrostatique. Sachant qu'on applique
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une pression de 150000 Pa sur la busette, on s'attend à des pressions dans le liquide
comprises entre 150000 Pa et 210000 Pa (ρgh = 61000 Pa). Cela est bien con�rmé par
les pro�ls de pression de la �gure(3.53).

Fig. 3.54 � Composante horizontale des contraintes, σxx, en peau sur la grande face à
t = 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".

A présent, analysons les résultats thermo-mécaniques et notamment les contraintes.
Les �gures (3.54) et (3.55) présentent les champs de contraintes horizontales σxx et σyysur la grande face et la petite face respectivement. Pour les deux simulations, la zone
au voisinage du coin est en compression (environ 10 MPa du côté de la grande face, et
5 MPa du côté de la petite face) dans la direction x. D'autre part, on observe que le
centre des faces est en traction près de la sortie lingotière (environ 20 MPa du côté de
la grande face, et 10 MPa du côté de la petite face), et que le maximum correspondant
n'est pas situé exactement au même endroit pour les deux simulations. En�n, on observe
que la brame a tendance a être compressée en x au niveau de la sortie de la lingotière.
L'observation des contraintes en σyy conduit à des conclusions di�érentes. On constate
que la quasi totalité de la surface de la brame est en traction dans cette direction, sauf au
niveau du coin où on observe une zone de compression (localisée en vis-à-vis de la lame
d'air). Sous la lingotière, on observe une forte zone en compression (environ 20 MPa).
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Fig. 3.55 � Composante horizontale des contraintes, σyy, en peau sur la petite face à
t = 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".

On s'intéresse maintenant aux résultats de contraintes verticales (σzz), illustrés par les�gures (3.56) et (3.57). Ces cartes de contrainte sont représentées respectivement dans
les plans longitudinal et transversal de symétrie. L'échelle de la représentation n'est pas
linéaire : on a dilaté les images par un facteur de 0.25 dans la direction z.
La tendance globale est très comparable à celle qu'on a pu observer dans le cas de vali-
dation du modèle thermo-mécanique (cf. section 3.3.3). Quand on part de la surface de
la peau en allant vers l'intérieur de la brame, on a une zone en compression suivie par
une zone en traction, dont les valeurs maximales sont localisées au niveau de la sortie
de lingotière (16 MPa en compression et 10 MPa en traction). On constate toutefois
des di�érences entre les deux simulations "busette" et "bu�er". Dans le cas "busette",
les valeurs de contrainte verticale (en traction et en compression) sont globalement plus
élevées. Ces constatations semblent en cohérence avec le fait que les températures dans
ce cas sont plus faibles et les épaisseurs solidi�ées plus importantes.
On retrouve ces tendances en analysant les courbes de contrainte axiale en �gure (3.58)
et (3.59). Ces courbes sont tracées à 65 cm du ménisque, à c÷ur, le long de la largeur et
de l'épaisseur de la brame respectivement. On voit qu'il aurait fallu utiliser une adapta-
tion de maillage en σzz pour bien capter ces pro�ls de contrainte. En e�et, la présence
d'oscillations perturbe grandement la qualité des résultats. Cependant, qualitativement,
on retrouve bien l'alternance d'une zone en traction suivie d'une zone en compression. On
observe aussi que les valeurs des extrema sont plus élevés dans le cas "busette", surtout
celles de la zone en compression.
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Fig. 3.56 � Composante verticale des contraintes, σzz, dans la plan longitudinal de symé-
trie à t = 27.5 s (pas à l'échelle, les distances verticales sont contractées d'un facteur 4).
A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".

Fig. 3.57 � Composante verticale des contraintes, σzz, dans le plan transversal de symétrie
à t = 27.5 s (pas à l'échelle, les distances verticales sont contractées d'un facteur 4). A
gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".
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Fig. 3.58 � Composante verticale des contraintes, à c÷ur, dans la largeur de la brame, à
65 cm du ménisque, à t = 27.5 s.

Fig. 3.59 � Composante verticale des contraintes, à c÷ur, dans l'épaisseur de la brame,
à 65 cm du ménisque, à t = 27.5 s.

Pour terminer cette étude, on présente quelques résultats tirés d'une coupe sur le plan
horizontal situé exactement au niveau de la sortie de la lingotière à 82 cm sous le mé-
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nisque, à 27.5 s.
On voit à la �gure (3.60) que la carte de température est sensiblement la même pour
les deux simulations. On constate cependant que la zone solidi�ée (épaisseur de l'ordre de
16 mm) est légèrement plus importante dans le cas "busette".
En revanche, on observe des di�érences au niveau des pro�ls de contrainte verticale (�-
gure (3.61). Qualitativement, les résultats sont équivalents pour les deux simulations. On
retrouve bien la présence d'une zone de compression en surface, associée à une zone en
traction en subsurface. La zone de compression contre la grande face au voisinage du coin
est cependant quasi-inexistante. De plus, les valeurs des extrema de la zone en compres-
sion sont beaucoup plus élevées contre la petite face que contre la grande face. En e�et,
la lame d'air est beaucoup plus épaisse contre la petite face que contre la grande face, et
engendre donc des contraintes en compression plus élevées.
Cependant, quantitativement, les résultats sont assez di�érents : la valeur maximale at-
teinte pour la zone en compression est d'environ 6 MPa pour la simulation "busette", et
la moitié pour la simulation "bu�er", que ce soit au niveau du coin ou des faces.

Fig. 3.60 � Température sur une coupe partielle sur le plan horizontal situé exactement au
niveau de la sortie de la lingotière à 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".
Les tracés blancs représentent les isovaleurs de la fraction solide. Echelle : min=40 oC,
max=1556 oC.
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Fig. 3.61 � σzz, composante de contrainte verticale, dans un plan de coupe horizontal
situé exactement au niveau de la sortie de la lingotière à 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ;
à droite, cas "busette". Echelle : min=−10 MPa, max=6 MPa.

Observons ces mêmes pro�ls (température en �gure (3.62) et contrainte verticale en
(3.63)), mais situés à 50 mm de la coupe précédente, soit à 50 mm au-dessus de la sortie
de la lingotière. Pour les cartes de température, on retrouve à nouveau des pro�ls sensi-
blement identiques pour les deux simulations.
Pour les contraintes, on retrouve les mêmes di�érences entre les deux simulations : les
extrema de la zone en traction sont plus élevés dans le cas "busette" que dans le cas
"bu�er". Une di�érence importante est à noter par rapport à la coupe située au niveau
de la sortie de la lingotière. L'épaisseur de la zone de compression contre la grande face
au voisinage du coin est équivalente à celle qu'on observe au niveau de la petite face.

Fig. 3.62 � Température sur une coupe sur le plan horizontal situé à 50 mm au-dessus
de la sortie de la lingotière à 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette".
Les tracés blancs représentent les isovaleurs de la fraction solide. Echelle : min=40 oC,
max=1556 oC.



Fig. 3.63 � σzz sur une coupe sur le plan horizontal situé à 50 mm au-dessus de la
sortie de la lingotière à 27.5 s. A gauche, cas "bu�er" ; à droite, cas "busette". Echelle :
min=−10 MPa, max=6 MPa.

Finalement, voici les principales conclusions qu'on peut tirer des comparaisons de ces
deux simulations :
� Les boucles de convection inférieure et supérieure dans le cas "busette" contribuent
fortement à l'élimination de la surchau�e et à homogénéiser la température.

� Globalement, la partie supérieure de la brame (au voisinage du ménisque) est plus
chaude dans le cas "busette" que dans le cas "bu�er", et la partie inférieure plus
froide. Dans le cas "busette", l'acier se solidi�e un peu plus bas dans la lingotière,
mais au �nal, la peau solidi�ée est légèrement plus épaisse dans la partie basse du
produit.

� La lame d'air est localisée au niveau du coin et légèrement décalée sur la petite face.
L'épaisseur de celle-ci est plus élevée dans le cas "busette" que dans le cas "bu�er"
(environ 40% de plus).

� On observe bien la convergence en température dans la brame, comme on a pu le voir
dans l'étude sur la surchau�e. Par contre, cela n'est pas vrai pour la température dans
la lingotière. Aussi, il faut garder à l'esprit que ce type de simulation n'est réellement
exploitable qu'à convergence, ce qui nécessite de prolonger la simulation par rapport
à l'état actuel.

� Au niveau des contraintes axiales, quand on part de la surface de la brame et qu'on se
dirige vers l'intérieur, on a une zone en compression suivie d'une zone en traction. En
sortie de lingotière, au niveau de la grande face contre le coin, la zone en compression
est quasi-inexistante, ce qui n'est pas le cas du côté de la petite face. Cette tendance
est observée seulement au niveau de la sortie de la lingotière. Les valeurs maximales de
contrainte sont atteintes à la sortie de la lingotière. Celles prédites par la simulation
"busette" sont plus élevées que celles du cas "bu�er".
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3.5 Conclusions

Dans ce chapitre, on a tout d'abord détaillé l'implémentation d'une méthode de remaillage
adaptatif automatique anisotrope. Cette méthode est basée sur un calcul d'erreur d'in-
terpolation a posteriori, et la métrique est alors calculée sur l'estimation du hessien des
variables sur lesquelles on base notre adaptation. On a pu voir sur un cas de refroidisse-
ment primaire simpli�é que cette méthode permettait d'améliorer grandement la précision
des résultats.
Grâce à l'utilisation de cette méthode, on a pu valider de façon pertinente le modèle
thermo-mécanique que nous avons retenu sur un cas de coulée continue de ronds. D'une
part, cela nous a permis de calibrer les paramètres de la méthode RAA, et de choisir une
adaptation en contrainte axiale et en température. On a vu qu'on pouvait atteindre des
tailles de maille inférieures au millimètre ce qui semble souhaitable pour l'étude de pro�ls
de contrainte dans une peau solidi�ée de coulée continue.
D'autre part, on a pu comparer THERCAST avec les codes de calcul R2SOL et OOFE-
LIE avec une bonne précision, tant au niveau thermique qu'au niveau thermo-mécanique.
Quelques écarts ont toutefois été observés pour la température. On a observé qu'une
peau solidi�ée de coulée continue présentait tout d'abord une partie en compression au
voisinage de la surface, suivie par une zone en traction à l'intérieur de la peau solide.
Ces comparaisons nous ont aussi permis de valider la stratégie globale instationnaire :
THERCAST converge en quelques incréments vers la solution stationnaire fournie par
OOFELIE, que ce soit au niveau de la thermique que de la thermo-mécanique.
Dans la dernière partie de ce chapitre, deux simulations de la con�guration industrielle
"CC2 de Fos-sur-Mer" ont été présentées, en calculant l'évolution de la température dans
les moules. Les calculs étant très longs, on a été obligé d'adapter notre maillage seulement
par rapport à la température pour conserver un temps de calcul raisonnable. Le premier
calcul était de type "bu�er", l'injection d'acier se faisant à travers toute la surface libre
et avec une viscosité très élevée, donc sans mouvement de convection. Dans le second, la
busette était intégrée et ce qui nous a permis de prendre en compte l'in�uence d'écoule-
ments d'acier liquide en régime laminaire. On a pu constater que la simulation de type
"busette" donnait des températures plus élevées dans la partie supérieure de la brame, et
des températures plus basses dans la partie inférieure. La convection permet d'éliminer
la surchau�e et d'homogénéiser la température. La lame d'air est légèrement décalée sur
la petite face et est signi�cativement plus épaisse dans le cas "busette". Les valeurs des
contraintes sont plus élevées dans le cas "busette", mais leurs pro�ls sont qualitativement
identiques.
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4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de décrire et d'expliquer les principaux modèles retenus pour
simuler les écoulements d'acier liquide en lingotière de coulée continue.
Jusqu'à présent, la modélisation des écoulements était e�ectuée via la résolution des équa-
tions de Navier-Stokes, comme on l'a expliqué dans le chapitre 2. A�n de simuler de façon
beaucoup plus précise ces écoulements, deux phénomènes importants sont à prendre en
compte dans le contexte de la coulée continue.
Le premier est l'injection de gaz argon dans l'acier liquide. Ce gaz inerte a pour ob-
jectif de stabiliser les écoulements liquides dans la lingotière. A partir de la busette, il
est propulsé par les courants d'acier liquide au c÷ur de la lingotière sous forme de bulles,
avant de remonter au niveau de la surface libre. L'objet de la première section de ce cha-
pitre est d'expliquer l'implémentation d'un modèle simple capable de décrire l'évolution
de la distribution de la fraction volumique de bulles d'argon dans la lingotière, et de si-
muler son in�uence sur les écoulements d'acier.
Le second phénomène est la turbulence. En e�et, l'acier liquide est très dense, sa vis-
cosité est faible, et les vitesses atteintes par celui-ci peuvent atteindre l'ordre du mètre
par seconde. Jusqu'à présent, les écoulements étaient laminaires, en utilisant une viscosité
dynamique augmentée de l'acier liquide. La modélisation du comportement turbulent a
pour but d'améliorer la description des écoulements, et donc de prédire des recirculations
d'énergie plus réalistes au sein de la lingotière. La seconde section de ce chapitre décrit
l'implémentation du modèle de turbulence k − ε, ainsi que les résultats associés à l'utili-
sation de ce modèle.

4.2 Modélisation du transport des bulles d'argon

Dans cette partie, nous expliquons comment on prend en compte de façon simple l'in-
�uence des bulles d'argon sur l'écoulement principal. On décrit tout d'abord le modèle
qui a été retenu, en résolvant une équation de convection-di�usion sur la concentration
de bulles d'argon. On discrétise ensuite cette équation par éléments �nis, et nous validons
notre modèle par un test simple. Nous présentons quelques résultats pour des écoulements
en lingotière pour conclure.
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4.2.1 Présentation du modèle

L'objectif de cette partie est de présenter un modèle simple pour le transport des bulles
d'argon. Les bulles d'argon sont injectées avec l'acier liquide a�n de stabiliser l'écoulement
en lingotière. Aussi, on veut modéliser l'in�uence des bulles d'argon sur le jet de busette.
Pour cela, la littérature nous o�re plusieurs approches. Décrivons les plus classiques.
Une première approche consiste à considérer que les bulles d'argon forment une phase à
part entière. Elle donne lieu à un modèle biphasique pour lequel les équations de conser-
vation doivent être résolues pour chaque phase. Ce type d'approche entraîne des coûts de
calcul trop importants car on résout deux fois plus d'équations par incrément.
Une autre approche consiste à considérer chaque bulle de forme sphérique et à résoudre
une équation de transport (découlant du principe fondamental de la dynamique) pour
chacune d'entre elles. En se plaçant dans un référentiel lagrangien, on peut ainsi calcu-
ler les trajectoires des bulles. Les bulles d'argon sont donc modélisées comme une phase
discrète. Dans [Pfeiler et al., 2006], le principe fondamental de la dynamique est écrit en
prenant en compte les forces de résistance et de gravité, de la façon suivante :

d~Vb

dt
=

18µCDRe

ρbd2
b24

[
(~V + ~V ′)− ~Vb

]
+

~g(ρb − ρ)

ρb

(4.1)

où ρb, db et ~Vb représentent respectivement la masse volumique de l'argon, le diamètre des
bulles, et la vitesse des bulles. ~V est la vitesse de l'acier et ~V ′ la vitesse �uctuante. ~g est
le vecteur gravité, ρ et µ la densité et la viscosité dynamique de l'acier (respectivement),
et Re est le nombre de Reynolds relatif, dé�ni par :

Re =
ρdb|~V − ~Vb|

µ

En�n, CD représente le coe�cient de traînée.
Dans le contexte de notre étude, le but du modèle de bulles d'argon n'est pas de cal-
culer les trajectoires des particules, mais d'estimer globalement leur in�uence sur le jet
de busette. On ne retient donc pas cette approche.
La méthode qu'on a implémentée est tirée de [Gardin et al., 1994]. On dé�nit α comme
étant la fraction volumique d'argon, et on résout une équation de convection di�usion sur
cette concentration :

∂mshα

∂t
+ (~V + ~Vterm − ~Vmsh) · ~∇α− ~∇ · (νeff

~∇α) = 0 (4.2)
Dans(4.2), ~Vterm est la vitesse terminale, et νeff la viscosité cinématique e�ective : νeff =
ν + νt (où νt est la viscosité turbulente dont l'expression dépend du modèle de turbulence
utilisé). La vitesse terminale est la vitesse asymptotique de remontée des bulles d'argon
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vers la surface d'un bain d'acier liquide au repos. [Gardin et al., 1994] préconisent :

~Vterm =

 0
0

0.3


Dans (4.2), on suppose que la vitesse des bulles ~Vb vaut ~Vb = ~V + ~Vterm, V étant alors la
vitesse de la phase liquide, et on rend compte d'une certaine di�usion dépendant de la
viscosité locale.
Il faut maintenant prendre en compte l'évolution de la concentration d'argon sur l'écou-
lement d'acier liquide. On sait que l'ajout d'argon a tendance à légèrement relever le jet
de busette. On modi�e alors l'équation de conservation de quantité de mouvement dans
le liquide en ajoutant le terme :

−α~g(ρ− ρb)

ρb est la masse volumique de l'argon, de l'ordre de 0.2 kg/m3. Pour T > TL, l'équationde conservation de la quantité de mouvement devient donc :
ρ
d~V

dt
= ~∇ · σ + ρ~g − α~g(ρ− ρb)

Comme ρb << ρ, on suppose alors que ρ− ρb ' ρ, et que donc :
ρ
d~V

dt
= ~∇ · σ + ρ~g(1− α) (4.3)

De cette façon, plus la concentration d'argon est élevée, et plus l'in�uence de la gravité
est faible. Ainsi, dans le jet de busette, où la concentration de bulles est élevée, l'in�uence
de la gravité sera moindre, ce qui va avoir tendance à relever le jet de busette.
A�n de fermer la résolution de (4.2), on se donne une fraction volumique initiale d'argon
nulle. On impose la valeur αimp au sommet de la busette, de l'ordre de 5%. Pour simuler
la disparition des bulles du bain liquide à la surface libre, on impose une concentration
de bulles nulle sur la surface libre. Partout ailleurs, le �ux de concentration d'argon est
nul : ∇α · n = 0.

4.2.2 Résolution numérique

L'équation (4.2) est linéaire. On la résout à l'aide d'éléments �nis P1, une discrétisa-
tion temporelle de type Euler implicite, avec une stabilisation des termes de convection
par la méthode d'upwind nodal. On est ainsi amené à la résolution du système linéaire
suivant :

[A] {α} = {b}
où [A] et {b} sont dé�nis de la manière suivante :

[Aij] =
Nbelt∑
e=1

∫
Ωe

1

(
NiNj

δt
+ νe

eff
~∇Ni · ~∇Nj)dΩ
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{bi} =
Nbelt∑
e=1

∫
Ωe

1

NiNj

∆t
α−j dΩ

α−j désigne la valeur de la fraction volumique d'argon à l'incrément précédent au n÷ud j.
Une fois que ~V et ~Vmsh sont connus à l'incrément n, on stabilise les termes de convection
par upwind nodal, soit :
∂mshα

∂t
=

αn(xn)− αn−1(xn−1)

∆t
=

αn(xn−1)− αn−1(xn−1)

∆t
− (~V + ~Vterm − ~Vmsh) · ~∇αn−1

qu'on réécrit en simpli�ant :
αn(xn) = αn(xn−1)−∆t(~V + ~Vterm − ~Vmsh) · ~∇αn−1

4.2.3 Validation

Pour s'assurer de l'implémentation du modèle de transport des bulles d'argon, on a
construit un test simple permettant de valider la partie convective de (4.2).

Fig. 4.1 � Présentation du cas de validation pour le transport des bulles d'argon.

Dans un écoulement constant de type "bouchon" à une vitesse horizontale uniforme
Vimp = 0.5 m/s, nous imposons une concentration de bulles de 5% dans la zone bleue située
entre les points A et B, comme on le voit en �gure (4.1). La vitesse terminale (verticale)
des bulles d'argon est Vterm = 0.25 m/s. Initialement, on a une fraction volumique nulle, et
on impose sur les autres parois un �ux nul. Nous suivons la trajectoire des bulles d'argon
issues des points A et B au cours du temps, en connaissant leur vitesse :

~V(bulle issue de A) = ~V(bulle issue de B) =

(
Vimp

Vterm

)

Les trajectoires sont donc rectilignes, leurs droites de vecteur directeur
(

Vimp

Vterm

)
.



Modélisation du transport des bulles d'argon 133

Une bulle issue du point A met théoriquement 3 s pour atteindre la surface supérieure,
alors qu'une bulle issue de B met théoriquement 4 s. Observons en �gure (4.2) les résultats
à 1, 2, 3 et 4 s.

Fig. 4.2 � Distribution de la fraction volumique de bulles d'argon à 1s, 2s, 3s et 4s.

On observe que le transport est bien e�ectué, la trajectoire des bulles suit parfaitement
les trajectoires théoriques des points A et B. Cependant, nous constatons une certaine
di�usion numérique dans le sens de l'écoulement, ce qui est classique pour les méthodes
de transport par éléments �nis.

4.2.4 Transport des bulles d'argon en lingotière

Maintenant que nous avons validé le modèle du transport de bulles d'argon, on peut
le faire fonctionner dans un contexte de coulée continue a�n d'observer quelques résul-
tats.
Dans cette partie, on utilise un maillage homogène avec une taille de maille de 1.5 cm.
Dans une première simulation, nous transportons les bulles d'argon à l'intérieur de la
lingotière avec une vitesse terminale nulle, et sans couplage avec les équations de Navier-
Stokes. Ensuite, on rajoute le couplage avec l'écoulement principal, et on constate alors
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que l'ajout d'une vitesse terminale est indispensable. On �nit par une simulation dans
laquelle on impose une vitesse terminale, en prenant en compte le couplage avec Navier-
Stokes. Le but de toutes ces simulations est d'une part de justi�er notre modélisation, et
d'autre part de montrer les e�ets de l'argon sur l'écoulement principal.
On commence donc par présenter les résultats d'une simulation sur un quart de brame où
on transporte juste les bulles d'argon à l'intérieur de la lingotière. On utilise un maillage
homogène de 16 mm. On impose une pression de 0.14 MPa au sommet de la busette, et
la vitesse de coulée est de 1.2 m/min. La simulation est isotherme, l'acier a une densité
constante de 7300 kg/m3 et une viscosité augmentée de 1 Pa.s
Une fraction volumique de 5% d'argon est imposée au sommet de la busette, tandis que
la fraction volumique dans le domaine liquide initial est nulle. On considère que l'argon
n'a aucune in�uence sur l'écoulement principal, et il n'y a donc pas de couplage retour
sur les équations de Navier Stokes. D'autre part, la vitesse terminale est considérée nulle.
Le but de la simulation est d'observer le transport et la di�usion de l'argon au sein de
l'acier liquide.
On donne les champs de vitesse ainsi que la concentration d'argon à 7.5, 15, 22.5 et 30 s
en �gure (4.3).
Le pro�l de concentration d'argon est globalement en accord avec l'écoulement : la concen-
tration en argon est maximum à l'intérieur de la busette et au niveau du jet de busette, et
très faible à l'intérieur des boucles de recirculation. On observe aussi que la concentration
en argon n'évolue quasiment pas en dessous de la busette au niveau du pseudo-mannequin.
Ceci est dû au fait que la boucle inférieure n'est pas encore stationnarisée, même à 30 s.
La concentration globale en argon augmente au cours du temps, ce qui est tout à fait
normal puisque que le �ux de concentration d'argon est nul à travers toutes les faces ex-
térieures du domaine, hormis au sommet de la busette où on impose une concentration.
Comme pour le test de validation du transport, on observe que la concentration d'argon
di�use beaucoup dans le sens de l'écoulement. De ce fait, l'isovaleur 5% de concentra-
tion est localisée essentiellement dans le jet de busette, et atteint à peine la petite face
à 30 s. Ceci s'explique aussi par le fait que le jet de busette se mélange avec le "retour"
des boucles de recirculation inférieure et supérieure. On conçoit dès lors que la teneur en
argon puisse ne pas rester égale aux 5% nominaux sur toute la longueur du jet, jusqu'à
la petite face. Hormis ce défaut, le comportement global du modèle est tout à fait correct.
Observons maintenant comment l'argon in�uence l'écoulement principal. On reprend
la même simulation avec les mêmes paramètres, mais cette fois on modi�e les équations
de Navier-Stokes comme on l'a présenté en (4.3), en prenant en compte la concentration
d'argon dans le calcul du terme de gravité. La vitesse terminale reste supposée nulle. Les
résultats qu'on obtient sont présentés en �gure (4.4), toujours pour les temps 7.5, 15, 22.5
et 30 s.
On constate de nombreuses di�érences avec la simulation précédente, tant au niveau
de l'écoulement principal que de la répartition de la concentration d'argon. Dans les pre-
miers instants de la simulation, on voit que l'extrémité du jet de busette est très relevée.
Par contre, par la suite, le jet de busette est équivalent à celui que l'on obtenait dans la
simulation précédente. D'autre part, on remarque que la boucle de recirculation inférieure



Modélisation du transport des bulles d'argon 135

Fig. 4.3 � Vecteurs vitesse et distribution de fraction volumique d'argon à 7.5, 15, 22.5
et 30 s pour une simulation sans vitesse terminale et sans couplage avec l'écoulement
principal.
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Fig. 4.4 � Vecteurs vitesse et distribution de fraction volumique d'argon à 7.5, 15, 22.5
et 30 s pour une simulation sans vitesse terminale et avec couplage avec l'écoulement
principal.
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a quasiment disparu. Ceci se voit d'ailleurs sur la concentration d'argon : en dessous du
jet de busette, elle est très faible, et plus on s'approche du pseudo mannequin, plus elle
diminue. Il en résulte que la concentration moyenne au-dessus du jet de busette est beau-
coup plus importante dans cette simulation que dans la précédente, car l'argon a moins
d'espace pour se propager.
Dans un troisième calcul, nous prenons maintenant en compte la vitesse terminale. On
reprend donc la simulation précédente, mais en donnant aux bulles d'argon une vitesse
terminale de 0.3 m/s (valeur issue de [Gardin et al., 1994]). Les résultats de cette simu-
lation sont donnés en �gure (4.5).
L'ajout de la vitesse terminale modi�e les cartes de distribution de fraction volumique
d'argon : en-dessous du jet de busette, sa valeur est nulle. En conséquence, on retrouve la
boucle de convection inférieure, mais d'une ampleur très réduite et décalée en direction de
la grande face. De plus, au niveau du jet de busette et au-dessus de celui-ci, on voit bien
la tendance des vecteurs vitesse à remonter à la surface. C'est cohérent avec les valeurs
de α, qui sont élevées dans cette région et in�uent donc la valeur de la gravité en la di-
minuant légèrement. D'autre part, on s'aperçoit que la boucle de recirculation supérieure
s'est aussi légèrement décalée en direction de la grande face. En�n, on constate qu'une
condition aux limites de type Dirichlet (α = 0) ne rend pas un comportement très réaliste
au voisinage de la surface libre, car elle a tendance à annihiler l'in�uence de l'argon au
voisinage de cette même surface.
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Fig. 4.5 � Vecteurs vitesse et distribution de fraction volumique d'argon à 7.5, 15, 22.5 et
30 s pour une vitesse terminale de 0.3 m/s et avec couplage avec l'écoulement principal.

Observons maintenant l'e�et de l'addition d'argon sur l'orientation du jet de busette.
Pour cela, on trace la composante verticale de la vitesse le long de deux axes horizontaux,
dénommés "axe du haut", et "axe du bas" dé�nis en �gure (4.6). Les résultats sont
comparés avec ceux issus d'une simulation sans transport d'argon en �gure (4.7).
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Fig. 4.6 � Dé�nition des deux axes sur lesquels on trace la composante verticale de la
vitesse.

Fig. 4.7 � E�et de l'addition d'argon sur la composante verticale de la vitesse le long des
deux axes dé�nis en �gure (4.6).

Le long de l'axe du haut, l'in�uence du jet de busette sur l'écoulement est très faible.
On aperçoit donc directement les e�ets de l'ajout d'argon sur la composante verticale de
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la vitesse le long de cet axe. Entre 0 m et 0.45 m, on voit que la vitesse verticale est
négative (environ −0.05 m/s) pour le cas sans argon, alors qu'elle est positive (entre 0 et
0.15 m/s) pour le cas avec argon.
Par contre, le long de l'axe du bas, l'écoulement est in�uencé par le jet de busette. En
e�et, entre 0 m et 0.2 m, la vitesse verticale est identique avec ou sans argon : on traverse
le jet de busette. A partir de 0.2 m, et jusqu'à 0.45 m, alors que la vitesse reste relative-
ment constante pour le cas sans argon, elle croît jusqu'à 0.15 m/s dans le cas avec argon.
L'in�uence de l'argon reprend le dessus sur celle du jet de busette.
Dans tous les cas, à partir d'environ 0.45 m, on note l'in�uence de la boucle de recirculation
supérieure. La composante verticale de la vitesse est positive et augmente signi�cative-
ment.
A�n de terminer cette étude sur le transport des bulles d'argon en lingotière, observons
la vitesse (vecteurs vitesse et composante verticale de la vitesse) sur un plan horizontal
situé à 20 cm du ménisque, soit à 2.5 cm au-dessus du bord inférieur de l'ouïe, et 5 cm
en-dessous du bord supérieur de l'ouïe ; pour une simulation sans injection d'argon en
�gure (4.8), et avec injection d'argon en (4.9).
En comparant ces deux �gures, on voit très bien l'in�uence de l'addition d'argon sur
le jet de busette. Contre la petite face, on atteint des vitesse verticales comprises entre
0.2 m/s et 0.3 m/s, alors qu'on atteint seulement 0.2 m/s au maximum sans injection
d'argon. Pour le cas avec injection d'argon, on montre en �gure (4.10) la distribution de
la fraction volumique de bulles d'argon sur ce même plan de coupe. On voit que celle-ci
est très élevée à c÷ur dans et à proximité du jet de busette : entre 3.5% et 4.5%. Ceci
explique pourquoi on atteint des vitesses verticales si élevées contre la petite face.
Cette étude montre bien que l'addition d'argon permet de prédire un jet de busette lé-
gèrement surélevé, dans les régions où le jet de busette n'est pas trop fort. Le modèle de
transport des bulles d'argon qu'on a choisi permet donc de bien reproduire cette tendance.
La réponse qualitative du modèle semble correcte.
L'objectif de cette section était de construire un modèle de transport de bulles d'ar-
gon simple, capable de prédire l'in�uence de l'addition d'argon sur l'écoulement principal
d'acier liquide. Ce modèle, bien qu'incapable de prédire l'évolution de particules d'argon
dans la lingotière, a montré qu'il était capable de représenter qualitativement son in�uence
sur le jet de busette en le surélevant légèrement. De plus, on voit bien que l'addition de
bulles d'argon a tendance à stabiliser l'écoulement en lingotière, en limitant l'amplitude
des boucles de convection inférieure et supérieure.
A�n de compléter cette étude sur la modélisation des écoulements liquides, intéressons
nous à présent à l'implémentation du modèle de turbulence k − ε.
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Fig. 4.8 � Composante verticale de la vitesse et vecteurs vitesse sur un plan de coupe
horizontal situé à 20 cm sous le ménisque, sans injection d'argon.

Fig. 4.9 � Composante verticale de la vitesse et vecteurs vitesse sur un plan de coupe
horizontal situé à 20 cm sous le ménisque, avec injection d'argon.
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Fig. 4.10 � Distribution de la fraction volumique de bulles d'argon et vecteurs vitesse sur
un plan de coupe horizontal situé à 20 cm sous le ménisque, avec injection d'argon.

4.3 Résolution du problème turbulent

On caractérise l'écoulement d'un �uide par le nombre de Reynolds Re, adimensionnel,
qui prend en compte la vitesse caractéristique V du �uide, une dimension caractéristique
L du problème, la viscosité dynamique µ et la densité ρ du �uide, comme on l'a écrit dans
la relation (4.4) :

Re =

V 2

L
µV

ρL2

=
ρLV

µ
(4.4)

Il s'interprète comme le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses. Dans
la littérature, on caractérise un écoulement en fonction de son nombre de Reynolds de la
façon suivante :
� Re < 2000 : l'écoulement est laminaire, ce qui signi�e que les forces visqueuses sont
supérieures aux forces d'inertie. Il peut être décrit de façon simple et prévisible.

� 2000 < Re < 10000 : l'écoulement est transitoire, les forces d'inertie et les visqueuses
sont de même ordre de grandeur.

� Re > 10000 : l'écoulement est turbulent, les forces visqueuses sont complètement
négligeables comparées aux forces d'inertie. L'écoulement devient aléatoire, insta-
tionnaire et tridimensionnel.
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Il est à noter que le nombre de Reynolds caractéristique de la zone transitoire peut être
très variable selon les cas étudiés. Par exemple, il est reconnu que dans une conduite, il
est de 2300. Cependant, si la paroi de la conduite est très lisse, cette valeur peut être
beaucoup plus élevée.
On remarque aussi que plus le nombre de Reynolds augmente, et plus l'ordre de grandeur
des plus petites structures de l'écoulement (tourbillons) diminue.
Aussi, pour prendre en compte la turbulence d'un écoulement à l'aide d'une méthode
numérique, en utilisant seulement les équations de Navier-Stokes (méthode DNS : Direct
Numerical Simulation), il faut un maillage d'autant plus �n que le nombre de Reynolds
est élevé. En trois dimensions, on sait que le nombre de mailles nécessaire pour calculer
un écoulement de Reynolds Re avec la méthode DNS est de l'ordre de Re9/4. Si on ne
respecte pas ce nombre de mailles minimum, on sait que les équations de Navier-Stokes
seront mal résolues, et le calcul peut diverger.
Bien que la puissance des ordinateurs ait fortement augmentée ces dernières années, il
n'est toujours pas possible de calculer les écoulements turbulents à des nombres de Rey-
nolds élevés sans avoir recours aux modèles de turbulence. Les modèles de turbulence
permettent de prendre en compte l'in�uence de la turbulence sur l'écoulement principal,
tout en gardant un nombre de mailles raisonnable. Par exemple, les modèles de type
RANS (Reynolds Average Navier Stokes), dans lesquels on représente uniquement l'écou-
lement moyenné, nécessitent un nombre de maille de l'ordre du nombre de Reynolds Re.
Les méthodes de type LES (Large Eddy Simulation) où on calcule les grandes échelles
et prend en compte l'in�uence des petites échelles, nécessitent un nombre de mailles de
l'ordre de Re1.76.
Dans une lingotière de coulée continue, les écoulements d'acier liquide sont turbulents.
En e�et, si on calcule le nombre de Reynolds à partir de la relation (4.4), on trouve dans
la lingotière environ Re = 300000, avec ρ = 7000 kg/m3, L = 0.07 m, V = 3 m/s et
µ = 0.005 Pa.s.
En vertu des remarques précédentes et du nombre de Reynolds dans la lingotière, on voit
d'ores et déjà qu'un modèle de type RANS semble la seule option viable.
L'objectif de cette partie de notre travail est donc de décrire puis de développer un mo-
dèle de turbulence de façon à l'appliquer aux calculs d'hydrodynamique en lingotière de
coulée continue. Voici comment est organisée cette section. On présente tout d'abord les
di�érents modèles de la littérature (RANS et LES). On explique ensuite la résolution nu-
mérique du modèle par éléments �nis. On présente alors l'algorithme de résolution général
implémenté dans le code. En�n, on valide le modèle à l'aide de cas-tests académiques.

4.3.1 Modélisation de la turbulence

Décrivons à présent les deux grandes catégories de modèle de turbulence : les modèles
RANS (Reynolds Average Navier-Stokes), et les modèles LES (Large Eddy Simulation).
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Dans cette partie, nous avons volontairement omis les �èches sur les vecteurs, et les barres
sous les tenseurs a�n d'éviter des lourdeurs d'écriture.

4.3.1.1 Les modèles RANS

Ce sont les modèles les plus utilisés dans les problèmes industriels, car ils permettent
d'atteindre de très grands nombres de Reynolds pour un coût de calcul raisonnable.
Dans ces modèles, on calcule un écoulement moyenné, à partir des équations moyennées
de Navier-Stokes, appelées équations de Reynolds. Ainsi, les petites structures turbulentes
ne sont pas représentées, bien qu'elles soient prises en compte pour calculer l'écoulement
moyen global.
Partant des équations de Navier-Stokes, on décompose la vitesse et la pression en va-
leur moyenne et valeur �uctuante de la façon suivante :{

V = V̄ + V ′

P = P̄ + P ′

Ainsi, on va décrire l'évolution de la partie moyenne des variables, et déterminer l'in-
�uence de la partie �uctuante sur l'écoulement moyen.
Sachant que ¯̄V = V̄ et V̄ ′ = 0, on moyenne les équations obtenues en décomposant
V et P . On obtient ainsi les équations de Reynolds : dV̄

dt
= −∇p̄ +∇ ·

(
ν(∇V̄ + (∇V̄ )T + R)

)
+ g

∇.V̄ = 0
(4.5)

où ∇p = ∇P

ρ
et où R est le tenseur de Reynolds, et vaut :

R = V ′ ⊗ V ′

A�n de modéliser ce tenseur de Reynolds, on introduit la viscosité turbulente νT , selon le
principe de Boussinesq :

R = νT (∇V̄ + (∇V̄ )T )− 2

3
kI (4.6)

où νT désigne la viscosité cinématique turbulente, I le tenseur identité et k = V ′ · V ′

l'énergie cinétique turbulente. En remplaçant (4.6) dans (4.5), on fait apparaître les équa-
tions dites de Reynolds. A la viscosité nominale ν, on ajoute une viscosité turbulente νT .On note généralement νeff = ν + νT la viscosité e�ective.
La viscosité turbulente νT ne dépend pas du �uide, mais de l'écoulement contrairement à
la viscosité ν. Elle varie d'un endroit de l'écoulement à un autre : elle est d'autant plus
élevée que la turbulence est forte.



Résolution du problème turbulent 145

Selon la façon dont on estime la viscosité turbulente, on a plusieurs classes de modèle.
On introduit à présent les modèles les plus connus : les modèles à "zéro équation", les
modèles à une équation, les modèles à deux équations Haut-Reynolds, et les modèles à
deux équations Bas-Reynolds.
Les modèles à viscosité augmentée, ou "zéro équation"
On relie la viscosité turbulente à une longueur caractéristique de l'écoulement turbu-
lent Lm et au gradient de vitesse moyen pour un écoulement cisaillé simple. Cette relation
s'écrit :

νT = L2
m

√
∇V : (∇V + (∇V )T )

Ces méthodes sont très simples à mettre en ÷uvre, mais manquent de généralité et ne
tiennent pas compte de l'histoire locale de la turbulence.
Déterminer Lm de façon pertinente ne peut être fait que dans des con�gurations simples
pour des écoulements simples, en ayant fait auparavant des manipulations expérimen-
tales.
L'histoire locale de la turbulence ne peut être rendue qu'en écrivant νT en fonction d'une
ou plusieurs variables turbulentes (modèles à une ou deux équations de transport) cha-
cune déterminée par la résolution d'une équation de transport.
Les modèles à une équation de transport
Par rapport aux modèles à "zéro équation", ces méthodes ont été introduites pour pouvoir
prendre en compte l'histoire locale de la turbulence dans le calcul de la viscosité turbu-
lente. On relie cette dernière à une vitesse et une longueur caractéristiques. La vitesse est
estimée à partir de l'énergie cinétique turbulente k et d'une constante empirique Cµ, etla longueur par des lois empiriques. Voici l'expression de µT pour ce type de modèles :

µT = Cµ

√
kL

A�n de déterminer k, on résout une équation de transport d'inconnue k, prenant en
compte ainsi l'histoire de la turbulence :

∂

∂t
k + V̄ · ∇k −∇ ·

(
(ν +

νT

σk

)∇k

)
= νT E(V̄ )− ε

où E(V̄ ) = ∇V̄ : (∇V̄ + (∇V̄ )T ), et ε = CD
k3/2

L
.

Le terme νT E(V̄ ) est un terme de production qui va activer la turbulence, tandis que le
terme ε est un terme de destruction de la turbulence. ε est appelé le taux de dissipation
de l'énergie turbulente.
Comme pour les modèles à "zéro équation", l'inconvénient de ces modèles est de devoir
déterminer de façon empirique la valeur de L, ce qui rend le calcul d'écoulements com-
plexes di�ciles.
Les modèles à deux équations k − ε à "haut-Reynolds"
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En introduisant le taux de dissipation de l'énergie cinétique turbulente comme ε =
ν∇V ′ : ∇V ′, on évalue la viscosité turbulente :

νT = Cµ
k2

ε
(4.7)

Les valeurs de k et de ε sont déterminées par la résolution de deux équations de transport
fortement couplées, dont voici les expressions (cf. [Launder, Spalding, 1974]) :

d

dt
k −∇ ·

(
(ν +

νT

σk

)∇k

)
= νT E(V̄ )− ε

d

dt
ε−∇ ·

(
(ν +

νT

σε

)∇ε

)
= CµCε1kE(V̄ )− Cε2

ε2

k

(4.8)

où E(V̄ ) = ∇V̄ : (∇V̄ + (∇V̄ )T ). Les cinq constantes Cµ, σk, σε, Cε1 , Cε2 sont empiriques,
[Launder, Spalding, 1974] préconisent :

Cµ σk σε Cε1 Cε20.09 1.0 1.3 1.44 1.92
Ce modèle de turbulence n'est valable que pour les nombres de Reynolds élevés, comme
son nom l'indique. Dans les régions où le nombre de Reynolds est faible, typiquement en
paroi, on utilise habituellement des lois de paroi.
Le modèle à deux équations k − ε réalisable
Il est reconnu dans la littérature que dans le modèle k−ε standard, l'équation qui modélise
le taux de dissipation de l'énergie turbulente est mal modélisée. Une nouvelle modélisation
de cette équation a été introduite par [Shih et al., 1995].
Dans [Shih, 1997], le modèle suivant est proposé :

d

dt
k = ∇ ·

[(
ν +

νt

σk

)
∇k

]
+ νtS

2 − ε

d

dt
ε = ∇ ·

[(
ν +

νt

σε

)
∇ε

]
+ C1Sε− C2

ε2

k +
√

νε

(4.9)

Il est d'usage de noter S =
√

2SijSij avec Sij = ε̇ij =
1

2
(
∂Vi

∂xj

+
∂Vj

∂xi

) pour ne pas faire de
confusion entre ε au sens de la dissipation de l'énergie turbulente et ε̇ au sens du tenseur
des vitesses de déformation.
Dans l'équation de dissipation de l'énergie turbulente, C1 n'est pas constant :

C1 = max

(
0.43,

η

η + 5

)

avec η = S
k

ε
.
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Dans les modèles réalisables, lors du calcul de la viscosité turbulente, Cµ n'est pas une
constante et dépend de l'écoulement principal et des variables turbulentes, a�n d'obte-
nir un modèle réalisable. La propriété "réalisable" signi�e que le modèle mathématique
véri�e certaines propriétés sur les contrainte normales, en accord avec la physique de la
turbulence. Notamment, on s'assure que l'inégalité de Schwarz est véri�ée, même quand la
contrainte de cisaillement est élevée, ce qui n'est pas le cas pour un modèle k−ε standard.
[Shih, 1997] propose :

Cµ =
1

A0 + AS
kV ∗

ε

AS et V ∗ sont dé�nis de la façon suivante :
AS =

√
6 cos

(
1

3
arccos(

√
6W ∗)

)
W ∗ =

Sij∗S∗
jkS

∗
ki

(S∗)3

S∗ =
√

S∗
ijS

∗
ij

S∗
ij = Sij −

1

3
tr(S)δij

V ∗ =
√

S∗
ijS

∗
ij + Ω∗

ijΩ
∗
ij

Ω∗
ij =

1

2
(
∂Vi

∂xj

− ∂Vj

∂xi

)

(4.10)

Les constantes du modèles valent :

σk σε C2 A01.0 1.2 1.9 4.04

Les modèles à deux équations à "bas-Reynolds"
Dans ces modèles, on introduit des termes sources supplémentaires dans les équations
k − ε qui vont permettre de simuler les e�ets de paroi. Ainsi, les équations seront valides
dans tout le domaine et on n'a plus à introduire de lois de paroi. En revanche, le maillage
devra être plus �n au voisinage des parois. Dans [Aboutalebi et al., 1995], on introduit
le modèle de Launder et Sharma, qui est facile à implémenter dans les problèmes de so-
lidi�cation et qui est utilisé dans le cadre de la coulée continue. Il s'agit d'une version
modi�ée du premier modèle bas-Reynolds de Jones et Launder : on ajoute à l'équation
en k (resp. en ε) un terme source Sk (resp. Sε) qui sera nul dans le liquide, donnera des
valeurs nulles à k et ε dans le solide, et qui prendra des valeurs appropriées dans la zone
pâteuse en fonction de la fraction liquide :

Sk = −A
(1− f 2

l )k

f 3
l

Sε = −A
(1− f 2

l )ε

f 3
l
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où fl désigne la fraction liquide et A un nombre grand, par exemple 106.
Un modèle présenté dans [Hans, 1995] fait intervenir la viscosité. Les termes sources Sket Sε deviennent : 

Sk = −K02ν
(1− f 2

l )k

f 3
l

Sε = −K02ν
(1− f 2

l )ε

f 3
l

où K0 est une constante.
D'autre part, la viscosité turbulente est pondérée par une fonction fµ :

µt = fµCµ
k2

ε

On remarquera à l'aide du tableau suivant que fµ dépend de la fraction liquide fl, et parconséquent, la viscosité turbulente s'annule dans la zone solide.
Sachant cela, les équations pour k et ε peuvent s'écrire de la façon suivante :

d

dt
k = ∇ ·

(
(ν +

νt

σk

)∇k

)
+ νtE(V̄ )− ε + M + Sk

d

dt
ε = ∇ ·

(
(ν +

νt

σε

)∇ε

)
+ CµCε1kE(V̄ )f1fµ − Cε2f2

ε2

k
+ N + Sε

où les constantes empiriques et coe�cients utilisés sont détaillés dans le tableau suivant.
On y fait la comparaison avec le modèle haut-Reynolds.

Paramètres Modèle de Launder et Sharma modèle haut-Reynolds
M −2µ

∂
√

k

∂xi

∂
√

k

∂xi

0
N

2µµt

ρ

∂2V̄ ui

∂xj∂xk

∂2V̄i

∂xj∂xk

0

fµ

√
fl(T )e

−3.4

(1 + Ret

50
)2 1

f1 1 1
f2 1− 0.3e−Re2

t 1
Cµ 0.09 0.09
Cε1 1.44 1.44
Cε2 1.92 1.92
σk 1 1
σε 1.3 1.3

où le nombre de Reynolds turbulent, Ret, vaut Ret =
ρk2

µε
. M et N sont les termes simu-

lant l'in�uence des e�ets de parois.
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4.3.1.2 Les modèles de type LES

Les modèles LES ont fait leurs premières apparitions avec [Smagorinsky, 1963]. La pre-
mière étape d'une résolution par LES est le �ltrage spatiale des équations de Navier-
Stokes. Cela permet de résoudre les grandes échelles de la turbulence, et de faire appa-
raître le tenseur SGS (SubGrid Scales) τ . Ensuite, le but est de modéliser ce tenseur a�n
de simuler les petites échelles.
Présentation de la notion de �ltre
A�n de �ltrer les équations de Navier-Stokes, on introduit une fonction g, un �ltre spatiale
de largeur ∆, avec laquelle on va faire un produit de convolution avec les variables V et
P pour obtenir V̄ et P̄ , les variables �ltrées.
Voici quelques exemples des �ltres les plus utilisés :
1) le �ltre gaussien :

g(y) =
3∏

i=1

√
6

Π∆2
i

e
−
6y2

i

∆2
i

2) le �ltre boîte :

g(y) =
3∏

i=1

1

∆i

si ∀i, |yi| <
∆i

2

= 0 sinon.
C'est un �ltre utilisé en volumes �nis.

3) le �ltre spectral passe-bas :
g(y) =

3∏
i=1

sin(Πyi

∆i
)

Πyi

∆i

Ce �ltre est utilisé pour les méthodes spectrales.
il faut que g soit un �ltre non-homogène (qui dépend de x, la variable d'espace) et véri�e
les deux assertions suivantes : ∫

g = 1

et
P̄ (x) =

∫
g(x, y)P (x− y)dy

On peut ainsi décomposer la pression P en la somme d'une pression �ltrée P̄ et d'une
pression �uctuante P ′ :

P = P̄ + P ′
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On remarque que, pour un �ltre non-homogène, on a la relation :
∂P

∂x
=

∂P̄

∂x
+

∫
∂g(x, y)

∂x
P (x− y)dy

On �ltre alors les équations de Navier-Stokes, en supposant que le �ltre est homogène
a�n que le �ltrage et la dérivation commutent. D'autre part, on omet volontairement
d'expliciter le �ltre. On obtient ainsi pour la conservation de la quantité de mouvement
pour la composante i :

∂V̄i

∂t
+

∂(ViVj)

∂j
= −∂P̄

∂i
+ 2ν

∂D̄ij

∂j
+ gi

où D est le tenseur des vitesses de déformation, habituellement noté ε̇. On note τij =
ViVj − V̄iV̄j le tenseur des contraintes dit "SGS", et on écrit alors le système suivant :

∂V̄i

∂t
+

∂(V̄iV̄j)

∂j
= −∂P̄

∂i
+ 2ν

∂D̄ij

∂j
− ∂τij

∂j
+ gi

∂V̄j

∂j
= 0

(4.11)

On constate que (4.4) et (4.11) sont similaires, τ et R jouent le même rôle. Cependant,
ces deux systèmes d'équations ont des signi�cations bien di�érentes car le premier est
moyenné en temps et le second est �ltré spatialement.
On doit maintenant modéliser le tenseur SGS τ a�n de pouvoir résoudre numériquement
le système (4.11). Les di�érentes techniques en LES représentent les di�érentes façons de
caractériser τ . On va s'intéresser à trois d'entre elles, de la plus ancienne à la plus récente.
Le modèle de Smagorinsky (1963)
Dans ce modèle, le premier en LES, on introduit un terme de viscosité d'échelle tur-
bulente νt et en suivant l'hypothèse de Boussinesq (voir (4.6)), on obtient :

τD
ij = νtD̄ij, avec τij = τD

ij +
1

3
tr(τ)δij (4.12)

On veut évaluer νt ; on écrit νt = f(E(k), ∆) = E(k)a∆b, avec ∆ une grandeur caracté-
ristique du maillage utilisé, par exemple ∆ = 3

√
∆x∆y∆z en volumes �nis, E la densité

spectrale d'énergie, a et b deux réels.
Selon la théorie de [Kolmogorov, 1941], dans la zone inertielle de E(k) (voir �gure 4.11),
on peut relier E, k et ε :

E(k) ∼ CKε
2
3 k−

5
3

où CK désigne la constante de Kolmogorov.
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Fig. 4.11 � Dé�nition de la zone inertielle de E(k).

D'autre part, on fait l'analyse dimensionnelle de νt a�n de déterminer f. Sachant que νtest homogène à L2T−1, E à L3T−2 et ∆ à L, et se rappelant que νt = E(k)a∆b, on peut
écrire :

L2T−1 = (L3T−2)aLb

= L3a+bT−2a

On en déduit a = b = 1
2
, et comme ε = νtD̄ijD̄ij, on en déduit :

νt = (CS∆)2 ‖ D̄ ‖

où CS désigne la constante de Smagorinsky (constante empirique). On peut alors exprimer
le tenseur τ :

τD
ij = (CS∆)2 ‖ D̄ ‖ D̄ij (4.13)

et l'équation de conservation de quantité de mouvement s'exprime de la façon suivante :
∂tV̄i + ∂j(V̄iV̄j) = −∂i

(
P̄ +

1

3
tr(τ)

)
+ 2ν∂jD̄ij − ∂jτij (4.14)

Cette méthode est simple à implémenter, cependant elle est valide seulement dans le cas
de turbulence homogène isotrope, et de plus, la constante CS est �xée arbitrairement à
0.17. Le modèle suivant donne un sens beaucoup plus physique à CS.
Le modèle dynamique de Germano (1991)
Le modèle de Smagorinsky a par la suite été amélioré par [Germano et al., 1991]. Ce
dernier a construit un modèle dynamique à partir de celui de Smagorinsky dans lequel
CS n'est plus une constante mais dépend du temps.
Pour cela, on introduit un second �ltre (le �ltre test) plus grossier de largeur ∆̃ > ∆.
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Cette fois-ci, on va expliciter le �ltre choisi et faire les calculs en en tenant compte. On
re�ltre les équations (4.11) avec .̃ On obtient alors le tenseur suivant :

Tij = ṼiVj − ˜̄V i
˜̄V j

que l'on ne sait pas calculer. Sachant que τ̃ij = ṼiVj − ˜̄ViV̄j, et connaissant V̄i et V̄j, onpeut évaluer et calculer le tenseur L, dé�ni par :
Lij = Tij − τ̃ij = ˜̄ViV̄j − ˜̄V i

˜̄V j (4.15)
Tenant compte de (4.13) et (4.15), on calcule L et on obtient :

Lij = −(CS∆̃)2 ‖ ˜̄S ‖ ˜̄Sij + (CS∆̃)2 ˜‖ S̄ ‖ S̄ij

= MijC
2
S

où Mij = ∆
2
( ˜‖ S̄ ‖ S̄ij)− ˜̄∆2

‖ ˜̄S ‖ ˜̄Sij.On a six équations pour une inconnue. On applique la méthode des moindres carrés et on
obtient :

C2
S =

LijMij

MijMij

Le gros problème est qu'on ne peut avoir CS < 0 avec cette méthode et donc qu'elle n'est
pas capable de traiter les cascades inverses d'énergie, c'est-à-dire quand l'énergie remonte
des petites échelles vers les plus grandes.
Les modèles mixtes
Les modèles mixtes ont été introduits dans les années 1990. Ils sont dits mixtes car le
tenseur τ est approché par la somme d'un terme de viscosité d'échelle (comme en (4.12)),
et d'un terme proportionnel à L dé�ni dans le modèle de Germano en (4.15). Un modèle
anisotrope performant (décrit dans [Abbà et al., 2003]) est donné par :

τij = KLij − 2
∑
r,s

Bijrs∆̄
2 ‖ D̄ ‖ D̄rs

où le tenseur d'ordre 4 B s'écrit de la façon suivante :
Bijrs =

∑
α,β

Cαβaiαajβarαasβ

4.3.1.3 Les méthodes couplées RANS-LES

Récemment, des méthodes couplant RANS et LES sont apparues. Le but de ce type
de couplage est de combiner les avantages respectifs de chacun des modèles : coût de



Résolution du problème turbulent 153

calcul raisonnable (RANS) et précision (LES).
Il existe principalement deux types de situations où un couplage RANS-LES est intéres-
sant : le cas où l'on désire obtenir une information détaillée sur une zone particulière de
l'écoulement. La LES peut être utilisée comme un zoom local, le reste de l'écoulement
étant calculé par une méthode RANS, plus grossièrement. Le second type de situation
présentant un fort intérêt est celui des écoulements de paroi. Dans ce cas, la LES est
appliquée à l'écoulement externe, tandis que le modèle RANS est employé pour descendre
jusqu'à la paroi, ce qui se révèle particulièrement utile lorsqu'il s'agit de traiter des écou-
lements pariétaux à grand nombre de Reynolds.
On pourra se référer par exemple à [Sergent, 2002] ou [Benarafa et al., 2006] pour des
exemples d'implémentation et d'utilisation de ce type de couplage.

4.3.2 Le modèle k − ε Haut-Reynolds

A la lecture de tous ces modèles, celui qui a retenu notre attention est le modèle k − ε à
Haut Reynolds. Les principales raisons sont les suivantes :
� coût de calcul :
Dans le cadre de la coulée continue, on veut surtout des informations sur la thermo-
mécanique de la peau solide, et on ne peut pas se permettre de mailler de façon très
importante la zone liquide. En utilisant ce modèle, on conserve un temps de calcul
raisonnable par rapport à un modèle de type LES.

� précision des calculs hydrodynamiques :
Dans le cadre de notre recherche, il n'est pas nécessaire dans un premier temps de
simuler les petites structures tourbillonnaires de l'écoulement. Le calcul d'un écou-
lement moyenné devrait su�re à quanti�er l'in�uence globale de l'écoulement sur la
thermo-mécanique de la peau.

� "simplicité" des équations de transport :
par rapport au modèle bas Reynolds, le modèle haut Reynolds présente beaucoup
moins de non-linéarités, et notamment dans l'expression de la viscosité turbulente.
La convergence devrait donc être bien meilleure. De plus, l'utilisation d'un modèle
Bas-Reynolds demande un maillage très ra�né en "paroi", ce qui est désavantageux
pour le coût de calcul global.

4.3.2.1 Conditions aux limites et formulation variationnelle

Rappelons à présent le modèle. On multiplie (4.8) par la densité ρ (dans notre modèle,
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on choisit de renseigner ρ et µ et non pas ν).
ρ

d

dt
k − ~∇ ·

(
(µ +

µT

σk

)~∇k

)
= µT E(~V )− ρε

ρ
d

dt
ε− ~∇ ·

(
(µ +

µT

σε

)~∇ε

)
= CµCε1ρkE(~V )− Cε2ρ

ε2

k

(4.16)

où le terme de production vaut : E(~V ) = ~∇~V : (~∇~V + (~∇~V )T ).
En ce qui concerne les conditions aux limites qu'on utilise en lingotière, voici ce que
l'on propose :
� injection :
Au sommet de la busette, noté ∂Ωinj, on utilise des conditions de type Dirichlet : k = kinj = 0.02V 2

inj sur ∂inj

ε = εinj = Cµ
k1.5

0.005D
sur ∂inj

(4.17)

Vinj représente la vitesse du �uide dans la busette, et D le diamètre de la busette.
Ces conditions aux limites peuvent être utilisées dans un cadre plus général, et no-
tamment à l'entrée d'une conduite.

� surface libre et mannequin :
Sur toutes ces faces, on utilise des conditions de type Neumann homogène, c'est-
à-dire que ~∇k · ~n = ~∇ε · ~n = 0.

� parois :
Sur ∂Ωwall, la grande face et la petite face, on utilise des lois de paroi, qu'on in-
troduit dans le paragraphe suivant ; on y impose une certaine valeur kw et εw.

Pour suivre la croissance du maillage au cours du temps, on utilise le formalisme Eulérien-
Lagrangien-ALE. Les dérivées totales des équations de transport sont donc évaluées en
fonction de la vitesse du �uide ~V , la vitesse de maillage ~Vmsh, et la dérivée de grille ∂m

∂t
:

d

dt
k =

∂m

∂t
k + (~V − ~Vmsh) · ~∇k

d

dt
ε =

∂m

∂t
ε + (~V − ~Vmsh) · ~∇ε

On peut alors écrire la forme faible du problème, mais il faut tout d'abord introduire les
espaces fonctionnels suivants :

K = {f ∈ H1(Ω)/f = kinj sur ∂Ωinj et f = kw sur ∂Ωwall}
E = {f ∈ H1(Ω)/f = εinj sur ∂Ωinj et f = εw sur ∂Ωwall}
K0 = {f ∈ H1(Ω)/f = 0 sur ∂Ωinj et ∂Ωwall}

E0 = K0 = {f ∈ H1(Ω)/f = 0 sur ∂Ωinj et ∂Ωwall}



Résolution du problème turbulent 155

Voici la formulation variationnelle associée au problème tel qu'on l'a décrit.

∀(k∗, ε∗) ∈ (K0 × E0), trouver (k, ε)k ∈ (K× E) véri�ant :

∫
Ω

k∗ρ

[
∂m

∂t
k + ~∇k · (~V − ~Vmsh)

]
dΩ +

∫
Ω

(µ +
µT

σk

)~∇k · ~∇k∗dΩ

=

∫
Ω

k∗(µT E(~V )− ρε)dΩ∫
Ω

ε∗ρ

[
∂m

∂t
ε + ~∇ε · (~V − ~Vmsh)

]
dΩ +

∫
Ω

(µ +
µT

σε

)~∇ε · ~∇ε∗dΩ

=

∫
Ω

ε∗(CµCε1ρkE(~V )− Cε2ρ
ε2

k
)dΩ

(4.18)

4.3.2.2 Lois de paroi

Lorsque le �uide est en contact avec une paroi, les conditions aux limites sont :
~V = 0
k = 0
ε = εw, valeur inconnue a priori

(4.19)

Cependant, l'utilisation de ces conditions aux limites demande une densité de mailles trop
importante au voisinage de la paroi qu'il s'avère impossible de représenter actuellement,
à cause du coût de calcul prohibitif que cela entraînerait. En e�et, les gradients de vitesse
sont très élevés au voisinage de la paroi, et imposent l'utilisation d'un trop grand nombre
d'éléments dans la couche-limite.
La solution habituelle dans ce cas est de décaler légèrement la zone du calcul vers l'inté-
rieur du domaine, et de simuler l'e�et de la couche limite sur l'écoulement par une loi de
frottement nommée loi de paroi.
La principale hypothèse de cette méthode est de supposer que la contrainte de cisaille-
ment est constante dans une �ne épaisseur de �uide contre la paroi. La cission à la paroi
est notée τw, et on admet que l'écoulement a un comportement cisaillé simple dans cette
épaisseur.
On peut alors introduire la vitesse de frottement W comme étant :

W =

√
τw

ρ

A�n d'étudier la région de paroi, il est nécessaire d'introduire une longueur adimension-
nelle y+ et une vitesse adimensionnelle V + :

y+ =
ρxwW

µ
(4.20)
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V + =
V

W
(4.21)

xw représente la distance entre le point considéré et la paroi physique. C'est le "décalage"
entre la paroi numérique et la paroi physique.
A l'aide de ces notations, on peut décrire de façon simple le voisinage de la paroi. Ha-
bituellement, on le divise en trois régions : la sous-couche visqueuse, la sous-couche de
transition, et la sous-couche turbulente. Au delà de cette dernière région, c'est l'écoule-
ment principal. On peut se référer à la �gure (4.12) pour une illustration de ces di�érentes
sous-couches.

Fig. 4.12 � Description de la région de paroi et loi de Reichardt.

Analytiquement, elles sont décrites de la façon suivante :
� la sous-couche visqueuse : 0 < y+ < 5

C'est la zone dans laquelle les e�ets visqueux dominent les e�ets turbulents, d'où
la relation :

V + = y+

� la sous-couche de transition : 5 < y+ < 30

Dans cette région, les e�ets turbulents et visqueux coexistent. La vitesse suit un
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pro�l logarithmique raccordant la sous-couche visqueuse et la sous-couche turbulente.
� la sous-couche turbulente : 30 < y+ < 100

Les e�ets turbulents dominent les e�ets visqueux. La vitesse y suit une loi loga-
rithmique de la forme :

V + =
1

κ
ln(Ey+)

κ désigne la constante de Von Karman (κ = 0.41) et E un paramètre de rugosité
(E = 9 pour une paroi lisse).
Au-delà de la limite de la sous-couche turbulente (y+ > 100), c'est l'écoulement
principal du �uide, calculé par la résolution des équations Navier-Stokes couplées à
celles de la turbulence.

En pratique, la loi de Reichardt est utilisée (voir �gure (4.12)). Elle synthétise en une
seule formule l'in�uence des trois sous-couches :

V +(y+) = 2.5 ln(1 + 0.4y+) + 7.8

(
1− e

−y+

11 − y+

11
e−0.33y+

)
(4.22)

Suite à l'écriture et l'intégration des lois de paroi, ce sont les conditions aux limites
suivantes qui sont utilisées au lieu de (4.19) :

~V · ~n = 0

k =
W 2√
Cµ

ε =
W 3

κxw

(4.23)

4.3.3 Résolution numérique

On présente maintenant les di�érentes méthodes numériques implémentées dans le code
pour prendre en compte les e�ets de la turbulence. Tout d'abord, pour résoudre le pro-
blème faible (4.18), on a choisi de faire une résolution couplée simultanée en k et ε, avec
une discrétisation spatiale par éléments �nis P1. Les termes de convection sont stabilisés
par la méthode SUPG. Par la suite, on explique comment on prend en compte les lois de
paroi dans le principe des puissances virtuelles. En�n, la résolution du problème k−ε peut
entraîner l'apparition de valeurs négatives non-physiques, et on verra comment traiter ce
problème.
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4.3.3.1 Discrétisation numérique

On rappelle qu'on résout les deux équations de (4.18) de façon simultanée. On choisit
d'utiliser des éléments de type P1, avec une stabilisation de type SUPG. Tout d'abord,
les fonctions inconnues sont interpolées selon la méthode de Galerkin :

k =
Nbn∑
j=1

Njkj

ε =
Nbn∑
j=1

Njεj

où Nbn est le nombre de n÷uds du maillage, et Nj les fonctions d'interpolation globales
telles que : Nj(xj) = 1 et Nj(xi) = 0, i 6= j.
Ensuite, pour e�ectuer une stabilisation de type SUPG, on modi�e les fonctions test
de la façon habituelle suivante, dans le sens de la vitesse d'advection V − Vmsh (voir
[Brooks, Hughes, 1982]) :{

k∗ = N + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇N

ε∗ = N + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇N

Les termes τsuk(~V −~Vmsh)e et τsuε(~V −~Vmsh)e sont calculés au centre de l'élément considéré.
τsuk et τsuε sont les coe�cients de stabilisation, et sont déterminés de la façon suivante :
τsuk =

(
coth(

Pek

2
)− 2

Pek

)
h

√
15|~V − ~Vmsh|e

, τsuε =

(
coth(

Peε

2
)− 2

Peε

)
h

√
15|~V − ~Vmsh|e

h est la taille de l'élément dans la direction de la vitesse d'advection, Pek et Peε les
nombres de Peclet de chaque équation respective. Ils sont calculés ainsi (voir
[Tezduyar, Sathe, 2003]) :

h = 2|~V − ~Vmsh|e

(
4∑

i=1

|(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni|

)−1

Pek =
ρh|~V − ~Vmsh|e

µ +
µT

σk

, P eε =
ρh|~V − ~Vmsh|e

µ +
µT

σε
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En tenant compte de toutes ces remarques, la discrétisation spatiale des équations (4.18)
est donnée par :

Nbn∑
j=1

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∂m

∂t
kj + kj

~∇Nj · (~V − ~Vmsh)

]
dΩ

+

∫
Ω

(µ +
µT

σk

)kj
~∇Nj · ~∇NidΩ

=
Nbn∑
j=1

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

) [
µT E(~V )− ρNjεj

]
dΩ

Nn∑
j=1

∫
Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∂m

∂t
εj + εj

~∇Nj · (~V − ~Vmsh)

]
dΩ

+

∫
Ω

(µ +
µT

σε

)εj
~∇Nj · ~∇NidΩ

=
Nbn∑
j=1

∫
Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)[
CµCε1ρNjkjE(~V )− Cε2ρNj

(
ε2

k

)
j

]
dΩ

(4.24)
avec µT = ρCµNj

(
k2

ε

)
j

.
On applique maintenant le schéma d'Euler implicite a�n de discrétiser en temps sur (4.24).
On résout de façon couplée le système d'équations en k−ε. Connaissant (kj, εj) à l'instant
t−∆t, on cherche (kj, εj) à l'instant t. On note ces valeurs respectivement (kt−∆t

j , εt−∆t
j )

et (kj, εj). On obtient alors un système non-linéaire de taille 2Nbn × 2Nbn à résoudre à
chaque pas de temps. Il s'écrit :[

Aij Bij

Cij Dij

]{
kj

εj

}
=

[
Eij 0
0 Fij

]{
kt−∆t

j

εt−∆t
j

}
Les matrices sont dé�nies de la façon suivante :
[A]ij =

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∆t
+ ~∇Nj · (~V − ~Vmsh)− CµE(~V )Nj

(
k

ε

)
j

]
dΩ

+(µ +
µT

σk

)~∇Nj · ~∇NidΩ

[B]ij =

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρNjdΩ

[C]ij = −
∫

Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
CµCε1ρNjE(~V )dΩ

[D]ij =

∫
Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∆t
+ ~∇Nj · (~V − ~Vmsh) + Cε2Nj

( ε

k

)
j

]
dΩ

+(µ +
µT

σε

)~∇Nj · ~∇NidΩ

[E]ij =

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ
Nj

∆t
dΩ

[F ]ij =

∫
Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ
Nj

∆t
dΩ
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Le système à résoudre est non-linéaire, on décide de linéariser τsuk et τsuε en les cal-
culant à l'instant t−∆t. D'autre part, on applique une méthode de Newton-Raphson a�n
de s'a�ranchir des non-linéarités restantes (les matrices A et D dépendant des inconnues
k et ε). Pour cela, on dé�nit les deux résidus suivants :{

Rk(k, ε) = A(k, ε)k + Bε− Ekt−∆t

Rε(k, ε) = Ck + D(k, ε)ε− Fεt−∆t

Puis, on introduit les deux suites k(ν) et ε(ν) initialisées par la relation :{
k(ν=0) = kt−∆t

ε(ν=0) = εt−∆t

et itérées de cette façon : {
k(ν+1) = k(ν) + ∆k(ν)

ε(ν+1) = ε(ν) + ∆ε(ν)

où le vecteur
{

∆k(ν)

∆ε(ν)

}
est solution du système linéaire :

 ∂

∂k(ν)
R

(ν)
k

∂

∂ε(ν)
R

(ν)
k

∂

∂k(ν)
R(ν)

ε

∂

∂ε(ν)
R(ν)

ε

{ ∆k(ν)

∆ε(ν)

}
=

{
−Rk(k

(ν), ε(ν))
−Rε(k

(ν), ε(ν))

}

Après calculs, voici l'expression des dérivées des résidus (on omet l'indice (ν)) :
[

∂

∂k
Rk

]
ij

=

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∆t
+ ~∇Nj · (~V − ~Vmsh)− 2CµNjE(~V )

kj

εj

]
dΩ

+ ~∇Nj
~∇Ni

[
µ +

µT

σk

+
2ρCµ

σk

Nj

k2
j

εj

]
dΩ[

∂

∂ε
Rk

]
ij

=

∫
Ω

(
Ni + τsuk(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj + CµNjE(~V )

k2
j

ε2
j

]
dΩ

− ~∇Nj
~∇NiNjρ

Cµ

σk

k3
j

ε2
j

dΩ[
∂

∂k
Rε

]
ij

=

∫
Ω

−
(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
CµCε1NjE(~V ) + Cε2Nj

ε2
j

k2
j

]
dΩ

+ ρ
2Cµ

σε

Nj
~∇Nj

~∇NikjdΩ[
∂

∂ε
Rε

]
ij

=

∫
Ω

(
Ni + τsuε(~V − ~Vmsh)e · ~∇Ni

)
ρ

[
Nj

∆t
+ ~∇Nj · (~V − ~Vmsh) + 2Cε2Nj

εj

kj

]
dΩ

+ ~∇Nj
~∇Ni

[
µ +

µT

σε

− ρ
Cµ

σε

Nj

k2
j

εj

]
dΩ
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4.3.3.2 Prise en compte des lois de paroi

A�n de calculer les valeurs de ~V , k et ε sur ∂Ωwall (équation (4.23)), on doit déter-
miner la valeur de ~W (~V ). En utilisant la loi de Reichardt, on peut calculer ~W (~V ) ce qui
nous permet d'apporter les modi�cations induites par les lois de paroi sur le principe des
puissances virtuelles (PPV).
Pour le calcul du résidu du PPV, on ajoute la contribution suivante pour prendre en
compte les lois de paroi : ∫

∂Ω

~τ · ~WdS

où ~W est le champ de vitesse virtuel, et ~τ donné par :

~τ = −ρ ~W 2(~V )
~V

‖~V ‖
(4.25)

On distingue deux stratégies di�érentes pour calculer ~W :
� méthode y+ �xé
On �xe arbitrairement la valeur de y+ (généralement à 100, voir [Gaston, 1997]),
on en déduit directement V + grâce à la formule de Reichardt (équation (4.22)). Cette
technique, bien qu'approximative, présente l'avantage de garantir l'appartenance de
y+ à la sous-couche turbulente. D'autre part, elle évite la résolution de l'équation
non-linéaire de Reichardt. A partir de (4.21), on écrit :

W =
||V t||
V +

On en déduit le terme de résidu (composante k, n÷ud n) :

Rk
n = −

∫
∂Ω

ρ
‖V ‖V k

V +2 NndS

et le terme de raideur associé :
∂Rk

n

∂V l
m

= −
∫

∂Ω

ρ

V +2NnNm

(
δlk‖V ‖+

V k
p NpV

l
q Nq

‖V ‖

)
dS

� méthode semi-implicite
Dans cette méthode, on cherche à déterminer W en chaque n÷ud de la paroi. A
partir de (4.21), on écrit :

W =
||V t−∆t||
V +(W )
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A la di�érence de la méthode précédente, V + dépend cette fois-ci de W . On doit donc
résoudre l'équation non-linéaire suivante en chaque n÷ud de la paroi :

WV +(W ) = ||V t−∆t||

L'algorithme de Newton est utilisé pour trouver la solution W de cette équation. Le
résidu L s'écrit :

L(W ) = WV +(W )− ||V t−∆t||

On construit une suite (W )γ, initialisée par la valeur (W )γ=0 = ||V t−∆t||, et itérée
par :

(W )γ+1 = (W )γ +
−L(W )

L′(W )

L'expression de la dérivée de L par rapport à W est donnée par :
L′(W ) = V +(W ) +

ρxw

µ
WV +

′
(y+)

avec V +
′
(y+) =

1

1 + 0.4y+
+

7.8

11

(
e−

y+

11 + e−0.33y+

(0.33y+ − 1)

)
Le processus est ré-

itéré jusqu'à ce que |(W )γ+1 − (W )γ|
|(W )γ|

soit petit.
Connaissant, W , on est capable d'écrire le résidu et la matrice de raideur. Dans
cette méthode, W ne dépend pas de V t, le résidu s'exprime tout simplement par :

Rk
n = −

∫
∂Ω

ρW 2 V k

‖V ‖
NndS

et le terme de raideur associé :
∂Rk

n

∂V l
m

= −
∫

∂Ω

ρ
W 2

‖V ‖2
NnNm

(
δlk‖V ‖+

V k
p NpV

l
q Nq

‖V ‖

)
dS

4.3.3.3 Traitement des valeurs négatives

Le modèle k − ε standard est reconnu pour donner des valeurs de k ou de ε négatives
dans certaines con�gurations d'écoulement. Ces valeurs négatives sont non-physiques, et
on doit donc e�ectuer un traitement spécial a�n de les éviter.
On trouve dans la littérature plusieurs techniques pour résoudre ce problème.
Dans [Gaston, 1997], on utilise un �ltrage par seuil (ou technique de clipping, inspirée
de [Pelletier et al., 1994]) :
� Pour k, on �xe une borne inférieure bk pour chaque n÷ud i qui est une fraction de la
valeur maximale de k obtenue à l'étape de calcul courante :

∀i si ki < bk, alors ki = αkkmax
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� Pour ε, on �xe aussi une borne inférieure bε pour chaque n÷ud i choisie de sorte
que la viscosité turbulente équivalente soit supérieure à une fraction de la viscosité
moléculaire :

∀i si εi < bε, alors εi = αν
Cµk

2
i

ν

Les paramètres bk, bε, αk et αν sont choisis arbitrairement. Dans la pratique, on utilise
couramment les valeurs suivantes :

bk = 10−5, bε = 10−2, αk = 0.01, αν = 0.01 (4.26)

Dans [Lacasse et al. 2004] et [Kamara, 1994], on propose de passer en variables logarith-
miques pour s'assurer de la positivité des variables turbulentes. Le changement de variable
est le suivant :

K = ln(k) E = ln(ε)

On résout ainsi (4.8) en K et E , et on est certain k et ε resteront positifs. Les équations
de transport pour les variables logarithmiques sont alors :

∂tK + ~V · ~∇K = ~∇ ·
[(

ν + νt

σk

)
~∇K
]

+
(
ν + νt

σk

)
(~∇K)2

+ νte
−(K)E(~V )− eE−K

∂tE + ~V · ~∇E = ~∇ ·
[(

ν + νt

σε

)
~∇E
]

+
(
ν + νt

σε

)
(~∇E)2

+ Cε1νte
−KE(~V )− Cε2e

E−K

(4.27)

Dans le cadre de notre résolution numérique, on a choisi d'appliquer le �ltrage par seuil.
En e�et, bien que la résolution logarithmique semble attrayante au premier abord, elle
peut quand même conduire à des valeurs des variables turbulentes très faibles. Cela peut
déconditionner fortement la matrice de raideur, et rendre la convergence plus di�cile. Il
faudrait alors �ltrer les valeurs trop faibles de K et de E .
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Fig. 4.13 � Algorithme global de résolution incluant les étapes de résolution du transport
des bulles d'argon et du modèle de turbulence k − ε.
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4.3.4 Algorithme global de résolution

Avant de poursuivre l'étude du modèle k − ε et sa validation, on présente l'algorithme
général de résolution de notre modèle en �gure (4.13), comme on l'a fait en section 2.5,
mais en y ajoutant les étapes correspondant à la résolution des équations du transport
des bulles d'argon et de la turbulence.
Dans cette �gure, l'indice ∗ signi�e que la variable est calculée pour l'incrément n + 1,
mais de façon lagrangienne, sans avoir pris en compte les termes de convection par la
phase upwind nodal.
Quand on lance une simulation, on commence donc par initialiser toutes les variables.
Ensuite, on rentre dans la boucle incrémentale, et on e�ectue le calcul de thermique sur
tous les sous-domaines du problème, à partir de la température de l'incrément précédent.
On en déduit la valeur de la fraction solide dans la zone pâteuse.
A partir de la température obtenue précédemment, on est capable de calculer la rhéo-
logie locale de la pièce, et notamment quelle loi de comportement utiliser, et avec quelles
valeurs de paramètres matériau. Pour la résolution de la mécanique des �uides (équations
de Navier-Stokes), les variables turbulentes sont prises en compte pour évaluer la visco-
sité e�ective (somme de la viscosité turbulente (voir 4.7) et de la viscosité nominale). La
concentration d'argon est prise en compte pour calculer le terme de gravité comme on
l'a décrit dans (4.3). Tout cela nous permet de déterminer la vitesse et la pression locales.
L'étape suivante est le transport des bulles d'argon. Seule la concentration à l'incrément
précédent est nécessaire pour cette phase du calcul.
On calcule alors la vitesse de maillage, à partir des conditions aux limites (progression
du mannequin par exemple), de la vitesse et des déformations calculées pour l'incrément
courant. Cette phase ALE est faite dans l'optique de conserver une bonne qualité de
maillage, comme on l'a vu précédemment.
On peut alors mettre à jour la position de tous les n÷uds du maillage en fonction de
la vitesse de maillage.
Jusqu'à ce moment de l'incrément, les variables ont été calculées de façon lagrangienne,
sans prise en compte des termes d'advection ((V − Vmsh) · a pour une variable a). C'est
pourquoi on les a notées avec un exposant ∗. Pour connaître les valeurs exactes en prenant
en compte les termes d'advection, on e�ectue la phase d'upwind nodal. On connaît alors
les valeurs de T , V , P et α à l'incrément n + 1.
Les dernières équations à résoudre sont celles de la turbulence. Comme la stabilisation des
termes est faite par une méthode SUPG, on est obligé d'e�ectuer cette phase du calcul
à ce moment-là, c'est-à-dire une fois qu'on connaît les valeurs de la vitesse particulaire
�nale et de la vitesse de maillage. On remarque que la turbulence ne s'inscrit pas dans le
schéma de résolution classique (comme la thermique ou le transport d'argon). On résout
les équations en k et ε en prenant directement en compte les termes de convection (sta-
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bilisés par une méthode SUPG).
Pour �nir, selon le critère d'activation du remaillage (qualité minimale d'un élément,
période), on fait une opération de remaillage (adaptatif ou non), suivie par le transport
des variables sur le nouveau maillage.
L'incrément est alors terminé, on peut stocker toutes les informations obtenues dans un
�chier de résultats et passer au suivant.

4.3.5 Validations académiques

Au travers de nos diverses lectures, on a retenu trois tests académiques a�n de vali-
der notre modèle de turbulence.
Le premier test est appelé "La décroissance de la turbulence derrière une grille", et permet
de tester entre autres que la convection de k et ε est bien implémentée, par comparaison
avec une solution analytique.
Le deuxième test se nomme "La conduite de Comte Bellot" : on calcule l'écoulement d'un
�uide (air) dans une conduite 2D droite.
Le troisième test est celui de "La marche descendante", ou encore BFS (Backward facing
step).
Ces trois tests ont déjà été utilisés auparavant pour valider des modèles de turbulence,
comme dans les thèses de [Gaston, 1997] ou de [Bahloul, 2000].

4.3.5.1 Décroissance de la turbulence derrière une grille

Ce premier test de validation est très simple. Dans un champ de vitesse uniforme à haut
Reynolds, on calcule les valeurs de k et de ε derrière une grille disposée de façon ortho-
gonale à l'écoulement. Sous ces hypothèses, les équations de transport pour k et ε sont
très simpli�ées, et on peut en déduire une solution analytique que l'on va comparer aux
résultats fournis par notre code de calcul.
On considère que le domaine de calcul est semi-in�ni, on peut voir le maillage et les di-
mensions utilisés en �gure (4.14).
En ce qui concerne les conditions aux limites, on impose une certaine valeur k0 = 0.05 J/kg
et ε0 = 0.01 W/kg sur la face gauche du domaine. Partout ailleurs, on est dans des condi-
tions de symétrie : ∇k · n = 0 et ∇ε · n = 0
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Fig. 4.14 � Maillage initial et dimensions pour le test de décroissance de la turbulence
derrière une grille.

L'écoulement est supposé uniforme et vaut V0 = 1 m/s dans la direction x. On ne
résoudra donc pas les équations de Navier-Stokes dans ce test. D'autre part, les termes
de production des équations turbulentes sont nuls, car ils font intervenir les gradients de
vitesse. On suppose en�n le nombre de Reynolds su�samment élevé (50000) pour négliger
les termes de di�usion.
Les équations de transport k − ε se simpli�ent alors de la façon suivante :

~∇k · ~V0 + ε = 0

~∇ε · ~V0 + Cε2

ε2

k
= 0

(4.28)

Seuls les termes de convection et de destruction sont conservés, et on s'attend donc à ce
que les variables décroissent.
Le système (4.28) est ordinaire et à variables séparables. La solution analytique est :

k(x) = k0

[
1 +

ε0

k0

(Cε2 − 1)x

] 1

1− Cε2

ε(x) = ε0

[
1 +

ε0

k0

(Cε2 − 1)x

] Cε2

1− Cε2

(4.29)

Pour la simulation numérique, on teste deux pas de temps : ∆t = 0.05 s et ∆t = 0.5 s.
La �gure (4.15) montre la convergence de l'énergie cinétique turbulente pour les deux pas
de temps.
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Fig. 4.15 � Evolution de k(x) au cours du temps. A gauche, avec un pas de temps de
0.05 s, et à droite, un pas de temps 0.5 s.

On voit qu'avec un pas de temps plus faible, on converge plus vite vers la solution
stationnaire. Avec un pas de temps de 0.05 s, la convergence est obtenue au bout de
13 secondes environ (soient 260 incréments), alors qu'avec le pas de temps de 0.5 s, la
convergence est atteinte au bout de 16 secondes (soient 32 incréments).
Confrontons les solutions convergées à la solution analytique. Les résultats sont donnés
en �gure (4.16)

Fig. 4.16 � Comparaison des pro�ls des variables turbulentes entre la solution analytique
et la solution numérique avec ∆t = 0.05 s et ∆t = 0.5 s. k(x) à gauche, ε(x) à droite.

On constate que pour les deux pas de temps, et pour les deux variables turbulentes,
solution numérique et solution analytique sont complètement confondues.
[Gaston, 1997], avec un maillage grossier comme le nôtre, avait obtenu les résultats de
la �gure (4.17).
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Fig. 4.17 � Pro�ls de k(x) obtenus par [Gaston, 1997] pour un pas de temps de 0.05 s à
gauche, et 0.5 s à droite.

La formulation implicite , comme son nom l'indique, correspond à une discrétisation
temporelle complètement implicite et non-linéaire, tandis que la formulation explicite
correspond à une discrétisation temporelle implicite mais linéaire. On constate que sur ce
maillage grossier, notre formulation donne de meilleurs résultats, peu importe le pas de
temps. En ra�nant le maillage, [Gaston, 1997] �nit par obtenir la superposition des solu-
tions analytiques et numériques. Les mêmes conclusions peuvent être tirées des résultats
de [Bahloul, 2000].
Ces divergences de résultats peuvent s'expliquer par deux di�érences fondamentales entre
l'algorithme de résolution de [Gaston, 1997] et [Bahloul, 2000] et le nôtre. Premièrement,
notre résolution en k et ε est couplée, alors qu'elle est découplée pour [Gaston, 1997] et
[Bahloul, 2000]. Deuxièmement, on stabilise les termes de convection par une méthode de
type SUPG. Dans [Gaston, 1997] et [Bahloul, 2000], c'est une méthode de type Adams-
Bashforth d'ordre 2 qui permet la prise en compte des termes de convection. On pense
que les di�érences s'expliquent plutôt par le traitement des termes de convection, car
[Gaston, 1997] et [Bahloul, 2000], même en utilisant une formulation implicite très proche
de la notre, obtient tout de même des résultats très di�érents de la solution analytique.
Le bon comportement de notre solveur de turbulence sur ce test montre que la convection
des variables turbulentes est bien implémentée, et que les termes de destruction jouent
bien leur rôle.

4.3.5.2 Conduite de Comte-Bellot

Il s'agit de calculer un écoulement d'air dans une conduite droite (en pseudo 2D plan),
avec un nombre de Reynolds de 57000.
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Dans ce cas de validation, plusieurs di�cultés supplémentaires entrent en jeu par rapport
au test précédent. Tout d'abord, il fait appel à un calcul de couche limite au voisinage
de la paroi. D'autre part, il s'agit d'un écoulement non-uniforme, et on résout donc les
équations de Navier-Stokes, couplées au modèle k − ε.
Avant de passer ce test, on a voulu s'assurer de la bonne implémentation des lois de
paroi. Pour cela, on a calculé plusieurs écoulements laminaires avec des lois de paroi dif-
férentes, et comparé avec des solutions analytiques.
La con�guration géométrique qu'on a utilisée est illustrée en �gure (4.18).

Fig. 4.18 � Con�guration des tests pour la validation des lois de paroi.

On impose une pression P+ en entrée de la conduite, et de P− en sortie. Le gradient de
pression par rapport à la longueur de la conduite L est ∆P = P+ − P−.
On teste les trois écoulements suivants :
� contact collant :
On impose une vitesse nulle en paroi. La solution analytique est alors donnée par :

Vx(y) = −∆P

2µL
(y2 − h2) (4.30)

� frottement linéaire :
On impose un frottement linéaire en vitesse sur la paroi :

σxy = −αV

Voici la solution analytique pour cette con�guration :
Vx(y) = −∆P

2µL
(y2 − h2) +

h∆P

αL
(4.31)

� frottement quadratique :
On impose le frottement quadratique suivant :

σxy = −αV 2



Résolution du problème turbulent 171

La solution analytique du problème est alors :

Vx(y) = −∆P

2µL
(y2 − h2) +

√
h∆P

αL
(4.32)

On remarque que la loi de paroi qu'on utilise pour la turbulence (voir (4.25) est de
type quadratique.

Les valeurs numériques utilisées ainsi que les comparaisons entre solution numérique et
solution analytique se trouvent en �gure (4.19). Les résultats sont donnés pour y compris
entre 0 et h. Le nombre de Reynolds des écoulements simulés est de l'ordre de 100.

Fig. 4.19 � Données pour la validation des lois de paroi, et comparaison des résultats
numériques et analytiques pour Vx(y).

Dans les trois simulations, la solution numérique et la solution analytique sont confon-
dues. Grâce à la validation de ces tests, on est assuré que la loi de paroi qu'on utilise pour
la turbulence est bien implémentée dans le logiciel.
Etudions maintenant le problème de la conduite de Comte-Bellot. La géométrie utilisée
pour ce test est représentée en �gure (4.20).
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Fig. 4.20 � Con�guration du test de la conduite de Comte-Bellot (pas à l'échelle).

On maille donc un rectangle de dimensions (H − δ) × 60H. Au voisinage de la paroi,
le maillage est très ra�né, et on augmente la taille de maille en se rapprochant du centre
de la conduite. On peut voir une partie du maillage utilisé en �gure (4.21).

Fig. 4.21 � Maillage pour le test de la conduite de Comte-Bellot.

Les données expérimentales sont les suivantes :
� masse volumique de l'air : ρ = 1.208 kg/m3

� viscosité dynamique de l'air : 1.812 10−5 Pa.s
� demi-hauteur du canal : H = 0.09 m
� vitesse maximum : Vmax = 10.5 m/s
� vitesse moyenne : Vmoy = 9.5 m/s

Dans ce test, comme on le voit en �gure (4.20), on impose un pro�l de vitesse para-
bolique en entrée de la conduite :

Vin(y) = Vmax − (Vmax − Vmin)

(
y

H − δ

)2

(4.33)
La vitesse Vmin est estimée de la façon suivante :

Vmin =
3Q

2H
− 2Vmax

Q est le débit total : Q = 2HVmoy.Au niveau de la sortie, on libère les degrés de liberté.
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En ce qui concerne les variables turbulentes, on utilise la relation (4.17) pour imposer
des valeurs pour k et ε à l'entrée de la conduite.
On en déduit les valeurs numériques suivantes :

kin = 1.805 J/kg εinj = 242.5 W/kg

Ces valeurs servent aussi de condition initiale pour les variables turbulentes.
On utilise les conditions de paroi telles qu'on les a dé�nies précédemment pour déterminer
les valeurs de V , k et ε en paroi. Dans cette simulation, la frontière numérique a été dé-
calée de δ = 0.004 m de la frontière physique. Pour le calcul de y+, on a testé la méthode
où la valeur est �xée (avec des valeurs de 30, 100 et 300) et la méthode où y+ est variable
et déterminé par la résolution d'une équation non-linéaire. Dans ce cas-là, on a initialisé
arbitrairement la valeur de y+ à 100 au début du calcul.
On a obtenu la convergence des résultats (stationnarité) à 0.7 s, au bout de 350 in-
créments. Les �gures (4.22), (4.23) et (4.24), montrent les pro�ls convergés de k et ε
pour y+ = 100, ainsi que de la viscosité turbulente correspondante, avec un changement
d'échelle d'un rapport 0.05 dans la direction x.

Fig. 4.22 � Carte de k à 0.7 s, avec une dilatation de rapport 0.05 dans le sens x.
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Fig. 4.23 � Carte de ε à 0.7 s, avec une dilatation de rapport 0.05 dans le sens x.

Fig. 4.24 � Carte de µT à 0.7 s, avec une dilatation de rapport 0.05 dans le sens x.

En (4.25) �gure l'évolution de la viscosité turbulente toutes les 0.1 s, entre 0.1 s et
0.6 s.
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Fig. 4.25 � Convergence de la viscosité turbulente : µT à t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6s,
avec une dilatation de rapport 0.05 dans le sens x.

On a tracé les pro�ls de vitesse, d'énergie cinétique turbulente et de dissipation d'énergie
au bout de la conduite le long de l'axe z, et on les a comparés aux résultats expérimentaux
fournis par [Comte-Bellot, 1963], pour les di�érentes simulations selon les valeurs de y+.

Fig. 4.26 � Pro�l de l'énergie cinétique turbulente sur la section de sortie à 0.07 s pour
di�érentes valeurs de y+.
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Fig. 4.27 � Pro�l du taux de dissipation de l'énergie cinétique turbulente sur la section
de sortie à 0.07 s pour di�érentes valeurs de y+.

Fig. 4.28 � Pro�l de vitesse sur la section de sortie à 0.07 s pour di�érentes valeurs de
y+.

On constate que la valeur de y+ a une in�uence importante sur les résultats.
On voit qu'une valeur trop faible de y+ entraîne une surestimation de la valeur de l'éner-
gie cinétique turbulente. Au contraire, une valeur forte de y+ a tendance à rapprocher la
courbe numérique de la courbe expérimentale. D'autre part, le fait de laisser libre la valeur
de y+ n'améliore pas les résultats. L'écart le plus important entre les résultats numériques
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et expérimentaux est localisé au centre de la conduite. Cette tendance se retrouve dans
les résultats de [Gaston, 1997] ou encore de [Bahloul, 2000].
Les comparaisons sur le taux de dissipation turbulent sont meilleurs. Cependant, les re-
marques qu'on avait faites pour k selon les valeurs de y+ ne sont plus valables. Au milieu
de la conduite, c'est la valeur de y+ la plus faible qui est la plus proche de la solution,
alors qu'en paroi, c'est l'inverse.
Les résultats numériques des pro�ls de vitesse sont quantitativement assez éloignés des
résultats expérimentaux. On trouve un pro�l parabolique plus plat. La valeur de y+ = 30
donne le résultat le plus proche de la courbe expérimentale, et notamment au niveau de
la paroi.
Globalement, les résultats sont relativement satisfaisants, compte tenu des hypothèses
simples qu'on a utilisées en paroi.

4.3.5.3 Test de la marche descendante

Pour valider un modèle de turbulence pour un écoulement stationnaire, le test de la
marche descendante, ou encore BFS (pour Backward Facing Step), est très souvent men-
tionné dans la littérature sur la turbulence. D'une part, il met en jeu des phénomènes
hydrodynamiques complexes, ce qui permet d'évaluer les performances d'un modèle de
turbulence. D'autre part, on dispose de résultats expérimentaux ([Westphal et al., 1984])
et numériques ([Jaeger, 1990]) de référence pour la géométrie qu'on a étudiée.
La con�guration géométrique et les conditions aux limites de ce test sont présentées en
�gure (4.29).

Fig. 4.29 � Con�guration du test BFS et conditions aux limites.

Voici les données physiques du cas étudié :
� hauteur de la marche : H = 0.0508 m.
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� viscosité dynamique du �uide (air) : µ = 1.6912 10−5 Pa.s.
� densité du �uide : 1.208 kg/m3.
� Vitesse maximale (au centre du canal d'amenée) : Vmax = 12 m/s.
� Vitesse minimale (à la paroi numérique du canal d'amenée) : Vmin = 9.5787 m/s.

Pour cette con�guration, les manipulations expérimentales de [Westphal et al., 1984] ont
permis d'estimer le nombre de Reynolds à 42000.
En ce qui concerne les données numériques du calcul, voici les valeurs qu'on a utilisées :
� Valeurs de k et de ε imposées en entrée et valeurs initiales : kin = 0.78 J/kg et

εin = 80.6 W/kg.
� méthode y+ �xé à 100 en paroi.
� pas de temps constant : ∆t = 0.0001 s.
� décalage du maillage : δ = 0.004 m.

Dans la littérature, il est bien connu que ce test entraîne l'apparition de valeurs négatives,
ou très petites, pour les variables turbulentes. On a donc appliqué la technique de clipping
présentée précédemment pour remédier à ce problème, avec les valeurs de paramètres
données en (4.26).
A l'issu du premier calcul qu'on a fait, on a remarqué que ces valeurs problématiques
apparaissaient au voisinage des parois et du coin d'expansion. Cela provoquait localement
des viscosités turbulentes très élevées, malgré le �ltrage par clipping. On peut voir une
illustration de ce phénomène en �gure (4.30) où on a utilisé le changement d'échelle suivant
X ′ = X × 0.5 et Z ′ = Z × 2.

Fig. 4.30 � L'utilisation d'un maillage trop grossier pour le test BFS peut entraîner des
valeurs locales de viscosité turbulente très élevées. Changement d'échelle : X ′ = X × 0.5
et Z ′ = Z × 2.

Pour remédier à cela, on a décidé d'utiliser un maillage beaucoup plus �n au voisinage
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des parois. Cela a eu pour conséquence de faire disparaître les valeurs négatives au voi-
sinage des parois. Toutefois, les valeurs problématiques autour du coin d'expansion n'ont
pas complètement disparu. On peut voir en �gure (4.31) le maillage trop grossier constitué
d'environ 11000 n÷uds, et en �gure (4.32) le maillage �n constitué d'environ 21000 n÷uds
dans lequel on a notamment ra�né la paroi du haut. On a utilisé le même changement
d'échelle que précédemment (X ′ = X × 0.5 et Z ′ = Z × 2).

Fig. 4.31 � Test BFS : maillage grossier. Changement d'échelle : X ′ = X × 0.5 et Z ′ =
Z × 2.

Fig. 4.32 � Test BFS : maillage �n. Changement d'échelle : X ′ = X × 0.5 et Z ′ = Z × 2.

On a obtenu la quasi-stationnarité des résultats au bout de 3000 incréments de temps
environ. En e�et, les pro�ls des variables turbulentes et de vitesse continuent à osciller
légèrement de façon périodique, à cause de la turbulence de l'écoulement.
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En (4.33), (4.34), (4.35) et (4.36), �gurent respectivement les pro�ls de k, ε, µT et Vx.

Fig. 4.33 � Pro�l de k convergé pour le test de la marche descendante.

Fig. 4.34 � Pro�l de ε convergé pour le test de la marche descendante.
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Fig. 4.35 � Pro�l de µT convergé pour le test de la marche descendante.

Fig. 4.36 � Pro�l de Vx convergé pour le test de la marche descendante.

A�n de faire des comparaisons quantitatives, on a confronté di�érentes sources de ré-
sultats sur ce test : les relevés expérimentaux e�ectués par [Westphal et al., 1984], les
résultats numériques obtenus par [Jaeger, 1990], par [Gaston, 1997], ainsi que ceux four-
nis par Elie Hachem [Hachem, 2009] dans le cadre du projet THOST, via le code de calcul
CIMLIBr, développé au Cemef. Ces quatre sources ont été comparées avec les résultats
donnés par THERCAST.
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Fig. 4.37 � Vitesses longitudinales adimensionnelles en fonction de la hauteur adimen-
sionnelle à di�érentes distances de la marche : x̂ = 2, 4, 6, 8, 12, et 16.
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Tous ces résultats ont été mis sous forme de pro�ls adimensionnels en prenant la hauteur
de la marche H comme longueur adimensionnelle et la vitesse moyenne du canal d'amenée
Vmoy = 11.562 m/s comme vitesse caractéristique.
Les variables adimensionnelles s'écrivent donc de la façon suivante :

x̂ =
x

H
ŷ =

y

H
Ûx =

Ux

Vmoy

En �gure 4.37), on a tracé Ûx(x̂). Pour les pro�ls de THERCAST et de CIMLIB, on a
relevé les valeurs de vitesse de dix points pour tracer les pro�ls.
Globalement, les résultats sont satisfaisants. On remarque que CIMLIB fournit des ré-
sultats approchant plutôt les mesures expérimentales de [Westphal et al., 1984], tandis
que THERCAST est plus proche des résultats numériques de [Jaeger, 1990].
La principale di�érence entre notre modèle et les autres résultats est la tendance à sous-
évaluer assez fortement la position du point de rebroussement. En e�et, le code fournit
une valeur de 4 alors que les autres résultats prédisent plutôt une valeur de 6. Il est bien
reconnu dans la littérature que le modèle k − ε standard a tendance à mal calculer la
position de ce point. Ceci est dû à la mauvaise modélisation de l'équation du taux de
dissipation de l'énergie turbulente. On peut penser que l'utilisation d'un modèle k − ε
de type réalisable corrigerait grandement ce défaut, car l'équation en ε est modélisée de
façon beaucoup plus réaliste, en prenant en compte la turbulence anisotrope, ce qui n'est
pas le cas du modèle standard.

4.4 Application du modèle hydrodynamique aux ma-

quettes à eau

A�n de �naliser cette étude sur l'hydrodynamique, on a voulu e�ectuer une comparaison
entre notre modèle et des essais expérimentaux menés par ArcelorMittal sur une con�gu-
ration de type maquette à eau. Le but est de valider notre code de calcul dans un contexte
industriel instationnaire.
On commence par présenter les essais expérimentaux de la con�guration de la maquette
à eau, et les résultats associés. On termine cette section en exposant les di�cultés qu'on
a rencontrées pour mener cette étude à son terme.

4.4.1 Les essais expérimentaux sur la maquette à eau

Ces essais ont été menés par [Risbourg, 2001] dans le cadre de "l'étude par simulation
numérique du bouchage de busette immergée de coulée continue". Dans cette étude, des
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comparaisons entre des mesures expérimentales et le code de calcul FLUENTr ont été
e�ectuées sur une con�guration de type maquette à eau. Les résultats expérimentaux sont
ensuite extrapolés par une similitude de Froude sur la vraie con�guration industrielle a�n
d'en tirer des conclusions.
Dans le tableau (4.38), on décrit les dimensions de la maquette à eau ainsi que les con�-
gurations testées.

Largeur 516 mm
Epaisseur 100 mm
Hauteur 1500 mm

Immersion de la busette 70 mm
Diamètre intérieure de la busette 28 mm
Diamètre extérieure de la busette 50 mm

Débit d'eau imposé 2.15 m3/h
Débit d'argon imposé 6.2 l/min

Fig. 4.38 � Dimensions et paramètres opératoires de la maquette à eau.
En �gure (4.39), on illustre un quart de la géométrie de la maquette à eau (avec un

facteur d'échelle de 0.5 dans le sens vertical).

Fig. 4.39 � Géométrie de la maquette à eau (facteur d'échelle : Z ′ = Z × 0.5).

Les mesures ont été e�ectuées par anénométrie laser Doppler, tout d'abord sans injection
d'argon, puis ensuite avec injection d'argon. Les simulations numériques sur ces deux
cas ont été e�ectuées avec le code de calcul FLUENTr, en deux dimensions, avec un
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modèle de turbulence k − ε réalisable. Les comparaisons ont été e�ectuées en fonction
de la largeur, à di�érentes profondeurs, à 100, 125 et 150 s. On voit en �gure (4.40) les
pro�ls de vitesse verticale (en haut) et d'énergie cinétique turbulente (en bas) pour deux
profondeurs distinctes : 20 mm à gauche et 50 mm à droite pour des essais sans addition
d'argon et en �gure (4.41) les mêmes pro�ls avec injection d'argon.

Fig. 4.40 � Pro�ls de vitesse verticale (en haut) et d'énergie cinétique turbulente (en bas)
pour deux profondeurs distinctes : 20 mm à gauche et 50 mm à droite. Essais sans bulles
d'argon. Résultats tirés du rapport de stage [Risbourg, 2001] e�ectué chez ArcelorMittal.

Fig. 4.41 � Pro�ls de vitesse verticale (en haut) et d'énergie cinétique turbulente (en bas)
pour deux profondeurs distinctes : 20 mm à gauche et 50 mm à droite. Essais avec bulles
d'argon. Résultats tirés du rapport de stage [Risbourg, 2001] e�ectué chez ArcelorMittal.

La �gure (4.40) montre clairement l'instationnarité des écoulements : les résultats à
100, 125 et 150 s sont sensiblement di�érents. D'après l'auteur du rapport, cela est dû au
phénomène de battement de jet en sortie d'ouïes de busette.
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Pour cette simulation sans argon, on voit que pour z = −20 mm, on passe d'une vitesse
verticale négative à une vitesse verticale positive, ce qui signi�e qu'on traverse la boucle de
convection supérieure. Pour z = −50 mm, on a le même comportement, avec des extrema
plus élevés : on est plus proche du jet de busette à cette hauteur. La comparaison entre
la simulation numérique et les relevés expérimentaux est plutôt satisfaisante. Les pro�ls
de vitesse sont très voisins, et les pro�ls d'énergie cinétique turbulente ont le même ordre
de grandeur.
Les pro�ls de vitesse verticale en �gure (4.41) (comparés à ceux de la �gure (4.40))
montrent clairement l'in�uence de l'addition d'argon sur les écoulements. Les deux pro�ls
de vitesse verticale sont complètement di�érents : on part d'une vitesse verticale positive,
qui devient négative au milieu, pour redevenir positive au �nal.
Cette fois-ci, la comparaison entre résultats expérimentaux et numériques est beaucoup
moins satisfaisante (pour la vitesse). Bien que les ordres de grandeurs soient les bons, le
comportement qualitatif est assez di�érent. On remarque que les valeurs d'énergie ciné-
tique turbulente sont signi�cativement plus élevées dans cette simulation avec argon.
Globalement, on constate que, qualitativement, les résultats de la simulation sont en
accord avec ceux des essais expérimentaux pour le cas sans argon. Les comparaisons sont
beaucoup moins bonnes avec injection d'argon. L'addition d'argon perturbe fortement
l'écoulement, et entraîne des niveaux d'énergie cinétique turbulente plus élevées.

4.4.2 Simulation de la maquette à eau sans turbulence

Cette con�guration de maquette à eau a tout d'abord été simulée avec des écoulements
laminaires, sans modèle de turbulence et sans argon. Le but de ce calcul est de savoir si
la solution laminaire est proche ou pas des résultats expérimentaux.
On a fait le choix de prendre un maillage �xe (pas de stratégie globale instationnaire),
a�n d'obtenir rapidement des résultats. En e�et, en utilisant une viscosité augmentée,
l'écoulement devient rapidement stationnaire et on peut alors faire des comparaisons sans
devoir calculer 100 s (et plus) de simulation réelle.
Dans cette simulation, on a utilisé un maillage homogène constitué de 41000 n÷uds,
avec une taille de maille de 0.015 m, en utilisant les deux plans de symétrie usuels.
On a choisi un pas de temps de 0.025 s, avec une viscosité arti�ciellement augmentée et
�xée à 0.1 Pa.s.
En �gure (4.42) et (4.43), on compare les résultats (au bout de 20 s) prédits par THER-
CAST avec ceux des essais expérimentaux. On a tracé les pro�ls de vitesse (horizontale
et verticale) le long de l'axe horizontal, à quatre hauteurs : z = −20 mm, z = −50 mm,
z = −80 mm et z = −110 mm.
Les résultats observés pour les hauteurs z = −20 mm et z = −50 mm (�gure (4.42)) nous
montrent que THERCAST prédit un jet de busette plus bas qu'en réalité. En e�et, on voit
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que les vitesses horizontales sont négatives (haut de la boucle de convection supérieure),
alors que les essais expérimentaux indiquent des vitesses horizontales positives. L'impo-
sition d'une vitesse nulle en paroi gêne l'exploitation des résultats des vitesses verticales
au voisinage de la petite face. Cependant, on voit que notre modèle prédit des vitesses
verticales positives, ce qui montre qu'on se situe dans la boucle de convection supérieure.
Les résultats expérimentaux montrent qu'à ces hauteurs là, on traverse le jet de busette.
Pour les hauteurs z = −80 mm et z = −110 mm (�gure (4.43)), les prédictions pour
les pro�ls de vitesse verticale sont qualitativement bonnes, sauf contre la petite face, où
THERCAST prédit des valeurs négatives, alors que les essais expérimentaux donnent des
valeurs positives.
Pour les pro�ls de vitesse horizontale, on peut voir que les résultats numériques et expéri-
mentaux sont très di�érents. La boucle de convection inférieure prédit par notre modèle ne
descend pas su�samment en profondeur dans la maquette, ce qui explique ces di�érences.
L'étude de ces courbes nous montre donc que le jet de busette prédit par notre modèle
frappe la petite face trop bas par rapport aux résultats expérimentaux. Les comparai-
sons sont donc mauvaises pour les altitudes élevées (z = −20 mm et z = −50 mm).
Plus on s'enfonce dans la maquette (z = −80 mm et z = −110 mm), et plus les résul-
tats expérimentaux et numériques semblent se rapprocher. Cela semble plutôt cohérent :
l'écoulement dans la zone du jet de busette est très turbulent, et il est donc normal que
les résultats numériques soient mauvais (pas de modèle de turbulence). Par contre, dans
les régions plus calmes (plus profond dans la maquette), l'écoulement est moins perturbé
et donc les comparaisons sont meilleures. Toutefois, la boucle de recirculation inférieure
prédite par THERCAST est beaucoup plus petite qu'en réalité.
En �gure (4.44), on présente les vecteurs et la norme de la vitesse. On voit encore que la
boucle de convection inférieure ne descend pas beaucoup en profondeur dans la maquette
(0.7 m sous le ménisque). Aussi, toute la partie en-dessous de z = −0.7 m est une zone
où la vitesse est verticale, globalement équivalente à la vitesse de "coulée". Ce comporte-
ment est peu réaliste, et on sent bien qu'un modèle de turbulence est indispensable pour
e�ectuer des comparaisons exploitables.
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Fig. 4.42 � Pro�ls de vitesse (horizontale en haut et verticale en bas) le long de l'axe
horizontal, à deux hauteurs : z = −0.02 m à gauche et z = −0.05 m à droite. Compa-
raisons entre THERCAST (écoulements laminaires, en rouge) et les essais expérimentaux
(en vert).

Fig. 4.43 � Pro�ls de vitesse (horizontale en haut et verticale en bas) le long de l'axe
horizontal, à deux hauteurs : z = −0.08 m à gauche et z = −0.11 m à droite. Comparai-
sons entre THERCAST (écoulements laminaires, en rouge)) et les essais expérimentaux
(en vert).
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Fig. 4.44 � Norme de la vitesse et vecteurs vitesse (facteur d'échelle : Z ′ = Z × 0.5).

4.4.3 Simulation de la maquette à eau avec turbulence

A�n de compléter les tests précédents, on a voulu simuler la con�guration de maquette
à eau avec le modèle de turbulence k − ε. Cependant, de nombreuses di�cultés nous ont
empêché de mener ces calculs à terme.
On a tout d'abord dû résoudre des problèmes de calcul des champs de vitesse au ni-
veau des congés au voisinage de la busette. Dans cette simulation, on pensait utiliser
les lois de paroi au niveau de la grande face et de la petite face, mais aussi au niveau
des parois de la busette. Dans toutes les simulations précédentes pour des écoulements
laminaires, on a utilisé un contact collant. Il s'est avéré que le solveur Navier-Stokes avait
beaucoup de mal à calculer des champs de vitesse "propres" si on impose un frottement
(sous la forme d'une loi de paroi) en busette. Ceci est illustré en �gure (4.45).
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Fig. 4.45 � Illustration du problème du calcul des champs de vitesse au voisinage de la
busette lors de l'utilisation d'un contact glissant (ou avec frottement, traduisant une loi
de paroi).

Ces champs de vitesse entraînent localement des gradients de vitesse très élevés qui
empêchent la convergence du modèle de turbulence.
A�n de contourner ce problème, on est passé à un contact collant avec la busette en uti-
lisant un maillage plus �n dans toute cette région. On a utilisé les conditions aux limites
suivantes pour k et ε : ~∇k · ~n = 0 et ~∇ε · ~n = 0.
La principale di�culté provient cependant du temps de calcul. En e�et, le domaine de
calcul est beaucoup plus grand que ceux qu'on a étudiés auparavant (on doit atteindre
une hauteur de 1.5 m), les comparaisons à e�ectuer avec les résultats fournis par Arcelor-
Mittal ne sont pas faites avant 100 s de simulation. Le caractère fortement instationnaire
des écoulements empêche d'e�ectuer des comparaisons intéressantes avant ces 100 s.
Le nombre de Reynolds est très élevé dans ces con�gurations (de l'ordre de 100000), im-
pliquant l'utilisation de pas de temps très petits (inférieurs à 0.01 s) avec un maillage �n.
Du point de vue numérique, la résolution des équations de Navier-Stokes est non-linéaire
à cause de l'utilisation de lois de paroi au niveau de la grande face et de la petite face.
De plus, l'existence de gradients de vitesse très élevés rend la convergence des solveurs
de turbulence et Navier-Stokes très lente : environ 9 ou 10 itérations de Newton-Raphson
pour le solveur de turbulence, et 4 ou 5 pour le solveur Navier-Stokes.
En�n, le logiciel ne peut être utilisé qu'en séquentiel (monoprocesseur). On a essayé de
paralléliser la résolution des systèmes linéaires a�n de pouvoir utiliser les clusters dispo-
nibles du laboratoire. Il s'est avéré que cette tâche était beaucoup plus complexe qu'il n'y
paraissait au premier abord, et on a dû l'abandonner.
Tous ces points font que nous n'avons pas pu obtenir de résultat exploitable.
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4.5 Conclusions

Les conclusions qu'on peut tirer sur la modélisation des écoulements liquides en lingo-
tière sont mitigées.
Tout d'abord, on a pu montrer que le modèle de transport des bulles d'argon, aussi
simple soit-il, donnait des résultats qualitativement corrects. On a pu valider ce modèle,
et l'utiliser pour montrer son in�uence sur les écoulements d'acier liquide en lingotière
de façon satisfaisante : le modèle illustre bien le caractère positif de cette injection qui
relève légèrement le jet de busette, et réduit les boucles de convection en profondeur dans
la lingotière. Ce modèle pourrait être amélioré via un modèle de transport de particules
qui permettrait d'observer l'évolution des bulles d'argon au sein de la lingotière, et ainsi
permettre un couplage plus réaliste avec l'écoulement principal.
Le modèle de turbulence k − ε a fait ses preuves dans des con�gurations stationnaires
connues. Dans le cadre de cette étude, nous avons proposé et implémenté une résolution
couplée simultanée, semi-implicite, des deux équations d'advection-di�usion pour k et ε.
La stabilisation des termes de convection ont été stabilisés par la méthode SUPG, et ne
s'inscrit donc pas dans le schéma classique de résolution de THERCAST. Les tests clas-
siques de décroissance de la turbulence derrière une grille, de conduite de Comte-Bellot
et de marche descendante ont été validés, en faisant pour chacun des comparaisons avec
des résultats d'origine numérique, analytique ou expérimentale. Le cas de la conduite de
Comte-Bellot donne de moins bons résultats quantitatifs que les autres, mais les compa-
raisons qualitatives sont néanmoins relativement bonnes.
On a cependant rencontré de grandes di�cultés à mettre en place le modèle de tur-
bulence pour la maquette à eau, qui est une con�guration instationnaire proche de celle
qu'on rencontre en lingotière de coulée continue. On a vu que le temps de calcul dans ce
type de con�guration empêchait l'obtention de résultats. A�n d'e�ectuer ces comparai-
sons, il faudrait paralléliser le logiciel, et avoir des résultats expérimentaux à des temps
de simulation abordables.
Mais avant tout, il faudrait revoir la méthode de stabilisation du solveur Navier-Stokes (en
utilisant une méthode de type SUPG ou RFB par exemple) a�n d'améliorer sa convergence
lorsque les termes de convection sont très élevés, et améliorer grandement son compor-
tement pour la prise en compte des frottements dans le cas des géométries complexes
(comme au voisinage de la busette). Ces travaux sur le solveur semblent indispensables
avant de le coupler avec un solveur de turbulence, dont la convergence très sensible dé-
pend fortement de la qualité des champs de vitesse et de pression calculés par le solveur
Navier-Stokes.
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5.1 Rappel des travaux e�ectués

Initialement, nos travaux visaient à établir une modélisation tridimensionnelle du refroi-
dissement primaire lors de la coulée continue d'aciers. Les deux grands axes de recherche
étaient la modélisation thermo-mécanique de la peau solidi�ée, et l'étude des écoulements
d'acier liquide.
Rappelons tout d'abord les di�érents points abordés au cours de notre travail.
On a commencé par rappeler les di�érentes options disponibles pour modéliser le pro-
cédé de coulée continue, et justi�er les choix qu'on a fait. On a repris la stratégie globale
instationnaire que A. Heinrich et F. Costes avaient mise au point. On a démontré que
l'utilisation d'une modélisation mixte couplant les modèles "liquide" et "solide" était
nécessaire. Un formalisme original a été adopté pour gérer le maillage, en fonction des
di�cultés liées à la croissance de maillage due à la stratégie globale instationnaire mais
aussi à la modélisation simultanée de zones solides et liquides. C'est ainsi qu'on a établi
une nouvelle stratégie hybride Eulérien-Lagrangien-ALE, en prenant soin de bien dé�nir
comment chacun de ces trois formalismes était appliqué.
Le choix de ces hypothèses de modélisation e�ectué, on a détaillé le logiciel THERCAST
tel qu'il était quand on a débuté nos travaux. Grâce à ce travail, on a été capable de mettre
au point notre première simulation de refroidissement primaire. Les lacunes du modèle
qu'on a constatées dans ce premier calcul nous ont donnés des idées pour améliorer le
logiciel dans le sens de nos objectifs.
Une de ces améliorations est le remaillage adaptatif anisotrope. On a montré comment
on avait implémenté. Il n'était pas évident de pouvoir appliquer et utiliser une telle
méthode dans le contexte si particulier de la coulée continue (avec la stratégie globale
instationnaire), et c'est �nalement un succès. On a constaté sa force en refaisant notre
toute première simulation, et on a vu qu'elle améliorait grandement la description de la
thermo-mécanique. Les avantages de cette méthode sont multiples : elle est automatique,
l'utilisateur a peu de paramètres à renseigner pour la faire fonctionner ; elle est très po-
lyvalente, on peut choisir sur quel champ on adapte notre maillage, et on peut même en
choisir plusieurs.
C'est ce qu'on a fait pour valider les calculs thermo-mécaniques dans la peau. On a com-
paré THERCAST, R2SOL et OOFELIE dans une con�guration de coulée de ronds, en
adaptant le maillage à la fois sur la température et la contrainte verticale. On a ainsi
pu mettre en évidence la complexité de la thermo-mécanique dans une peau de coulée
continue. On a vu la nécessité d'utiliser un maillage anisotrope très �n a�n d'obtenir des
informations pertinentes sur les champs de contrainte. On a vu que la contrainte axiale
était décomposée en deux zones distinctes : une zone contre la peau en compression sui-
vie par une zone en traction. On a ainsi pu valider la partie thermo-mécanique de notre
modèle dans ce contexte complexe. De plus, on a pu montré que la stratégie globale ins-
tationnaire convergeait bien vers la solution stationnaire, tant du point de vue thermique
que mécanique.
Pour terminer cette étude thermo-mécanique, on s'est placé dans une con�guration indus-
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trielle, dans laquelle on a pris en compte les moules de la lingotière dans notre calcul (en
calculant l'évolution thermique à l'intérieur de ceux-ci). Dans cette section, on a comparé
deux simulations. La première de type "bu�er" (l'approche qui prévalait suite aux travaux
de F. Costes), dans laquelle on injecte l'acier liquide sur toute la surface supérieure de la
brame. Dans cette approche, la viscosité de l'acier liquide est prise à une valeur très élevée
et la complexité des écoulements en lingotière n'est donc pas pris en compte. Dans le se-
cond cas, appelé "busette", on a pris en compte l'injection d'acier liquide par la busette,
en utilisant une viscosité dans le liquide assez faible, ce qui nous a permis de calculer
les recirculations dans la lingotière grâce à l'approche eulérienne-lagrangienne-ALE que
nous avons mis en place. On a pu observer que la convection conduisait à l'élimination
de la surchau�e et une certaine homogénéisation de la température dans le cas "busette".
Il a été montré que les températures de peau prédites par le cas "busette" étaient légè-
rement plus faibles que celles du cas "bu�er" dans la partie inférieure du produit, bien
que la lame d'air soit plus épaisse dans la con�guration "busette". Dans les deux cas,
cette lame d'air était décalée vers la petite face. Dans la partie supérieure du produit, au
contraire, les températures observées dans le cas "busette" sont légèrement plus élevées.
Par conséquent, on a une peau qui se solidi�e plus bas dans le cas "busette", mais dont
l'épaisseur est plus grande dans la partie inférieure de la brame. Les pro�ls de contrainte
présentent des di�érences prononcées quand on se place exactement à la sortie de la lin-
gotière : au niveau de la grande face et au voisinage du coin, on constate que la zone
de contrainte en compression contre la peau n'est plus présente dans le cas "busette".
Toutefois, on retrouve bien dans les deux cas le comportement qualitatif suivant : la peau
solide est en compression en surface, et en traction en subsurface. Globalement, les valeurs
de contrainte sont plus élevées dans le cas "busette" que dans le cas "bu�er".
L'autre thème de recherche portait sur l'étude des écoulements en lingotière. Dans une
première partie, on a mis au point un modèle simple pour prendre en compte l'in�uence
des bulles d'argon sur les écoulements d'acier liquide. Ce modèle très simple basé sur la
résolution d'une équation de convection-di�usion sur la distribution de la fraction volu-
mique d'argon a été couplé aux équations de Navier-Stokes via le terme de gravité. Après
une validation simple, on a utilisé ce modèle dans le contexte de coulée continue pour
montrer l'in�uence de l'addition d'argon sur le jet de busette. On a ainsi montré que
l'addition d'argon avait e�ectivement pour conséquence de relever légèrement le jet de
busette et de diminuer l'ampleur des boucles de convection dans la zone lingotière.
Le deuxième point concernant cette étude hydrodynamique était l'implémentation d'un
modèle de turbulence. Après une description assez exhaustive des di�érents modèles de
la littérature, on a décidé de choisir le modèle k − ε à haut-Reynolds. On a décrit son
implémentation dans le logiciel, en faisant une résolution non-linéaire couplée en k et ε,
avec une stabilisation de type SUPG. On a validé ce modèle sur les tests classiques de
la littérature sur la turbulence : la décroissance de la turbulence derrière une grille, la
conduite de Comte-Bellot et la marche descendante. A chaque fois, on a pris soin de com-
parer nos résultats à des solutions analytiques, des résultats expérimentaux, ou d'autres
codes de calcul. On a pu montrer que le modèle que nous avons implémenté prédisait des
solutions correctes pour ces problèmes quasi-stationnaires.
Lorsqu'on a voulu utiliser notre modèle dans le contexte de la coulée continue, en le com-
parant à des résultats expérimentaux provenant d'essais sur une maquette à eau, on s'est
heurté à de nombreuses di�cultés. Le caractère instationnaire (et très turbulent) de cette



con�guration, couplé à des temps de calcul considérables (comparaisons e�ectuées à 100 s
minimum, avec des pas de temps inférieurs à 0.01 s), à une géométrie compliquée, et à
des di�cultés de convergence du solveur Navier-Stokes et du solveur de turbulence ont
rendu l'obtention de résultats exploitables impossible sur cette con�guration.
Le modèle de turbulence qu'on a implémenté est donc pour l'instant limité à des con�-
gurations géométriques simples, avec des nombres de Reynolds "peu" élevés (inférieurs
à 60000) et des temps de simulation raisonnables (et réalistes !). Les conclusions sur ce
dernier point sont donc assez mitigées.

5.2 Améliorations possibles et perspectives

Le premier point qui semble incontournable est la parallélisation de la résolution des
systèmes linéaires, de leur assemblage et du remaillage. Tout au long de nos travaux,
nous avons été confronté à des temps de calculs très élevés pour les cas industriels (entre
une et cinq semaines pour atteindre la sortie de lingotière pour les con�gurations les plus
complexes en thermo-mécaniques, et plusieurs jours par seconde de simulation pour les
calculs avec turbulence, soient des calculs irréalisables), bien que la machine qu'on a uti-
lisée était performante (3.2 GHz pour 2 Go de RAM). Depuis la �n de nos travaux, ce
problème a été réglé par Transvalor, qui obtient maintenant des e�cacités de 90 % sur 16
processeurs.
En conséquent, avec une telle capacité de calcul, on pourra simuler la con�guration in-
dustrielle de type "busette", mais en allant à des temps de calcul plus élevés, et avec un
maillage plus �n en peau (avec adaptation sur la contrainte axiale). Ainsi, grâce à nos
travaux et à une puissance de calcul décuplé, l'analyse de contraintes thermo-mécaniques
dans la peau solide dans une con�guration quasi-industrielle est rendue possible. D'autre
part, on doit pouvoir obtenir des résultats convergés (et notamment pour la température
dans les moules). En�n, il sera possible de faire croître la brame bien en-dessous de la
sortie de la lingotière, ce qui permettra d'étudier cette zone avec plus de précision que ce
que nous avons pu faire.
D'un point de vue numérique, il semble indispensable de séparer la résolution de l'hy-
drodynamique et la résolution de la mécanique du solide. La résolution couplée semble
être une excellente idée au premier abord, mais les di�cultés de chacune de ces deux
thématiques sont vraiment di�érentes, et vouloir tout faire à la fois conduit à de grosses
di�cultés de convergence (et de lisibilité du code). En mécanique du solide, ce sont les
fortes non-linéarités des lois de comportement qui entraînent des di�cultés de conver-
gence. En hydrodynamique, c'est le poids des termes de convection qui pose essentiel-
lement problème. Les contributions numériques des termes issus de ces problématiques
(mécanique du solide et hydrodynamique) sont très di�érentes, et entraînent un problème
�uide-structure très complexe, dont la résolution numérique peine à converger.
L'implémentation de méthodes de stabilisation de type SUPG ou RFB pour le solveur
Navier-Stokes semble indispensable pour stabiliser les termes de convection dominants.
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A�n de pouvoir simuler des con�gurations complexes (type maquette à eau par exemple),
l'utilisation de telles méthodes serait un gros atout.
Du point de vue de la thermo-mécanique, il serait tout à fait intéressant de coupler
nos travaux sur le remaillage adaptatif à ceux de [Cerri, 2007] sur l'étude de la rupture à
chaud dans les aciers au cours de leur solidi�cation. Dans son travail de thèse, O. Cerri
a mis au point plusieurs critères capables d'évaluer les risques d'apparition de criques
à chaud. L'utilisation de ces critères avec un maillage anisotrope adapté permettrait de
localiser avec précision les zones thermo-mécaniquement sensibles de la peau solidi�ée et
de la zone pâteuse, et de comprendre leur formation.
Le modèle de transport des bulles d'argon mériterait qu'on le teste dans d'autres con�-
gurations géométriques, avec d'autres entrées numériques a�n de voir ses limites, et dans
quelles conditions opératoires il est utilisable. D'autre part, il serait particulièrement in-
téressant de l'utiliser dans un contexte de solidi�cation et de thermo-mécanique. Pour
cela, l'utilisation d'un terme de destruction proportionnel à la fraction solide semble tout
indiqué. Ce terme n'aurait aucune in�uence dans la zone liquide (fraction solide nulle), et
commencerait à freiner les bulles d'argon dès qu'elles sont dans la zone pâteuse.
Du point de vue de la turbulence, il serait utile d'étendre le modèle de turbulence k − ε
standard qu'on a implémenté à un modèle dit "réalisable". Ce modèle, bien que d'une
complexité d'écriture supérieure, est capable de mieux appréhender la complexité de la
physique de la turbulence et serait probablement plus indiqué dans le contexte de la coulée
continue. En e�et, il est écrit de façon à empêcher l'apparition de valeurs négatives pour
k et ε, et donc il améliore grandement la convergence numérique de la turbulence. On n'a
plus besoin de "clipper" les valeurs de k et ε et on ne déstabilise donc pas le système à
résoudre.
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6.1 Données de l'acier Fe-0.1% C

6.1.1 Données thermiques

Emmissivité 0.85
Température de solidus 1460. oC
Température de liquidus 1526. oC
Température de cohérence 1460. oC

Chaleur latente 2.756 105 J/kg

Fig. 6.1 � Données thermique globales.

Température (oC) Masse volumique (kg/m3)
25. 7919.
100. 7890.
200. 7858.
300. 7823.
400. 7788.
500. 7750.
600. 7711.
700. 7671.
800. 7640.
900. 7652.
1000. 7601.
1100. 7546.
1200. 7491.
1300. 7436.
1400. 7381.
1441. 7359.
1445. 7354.
1450. 7346.
1455. 7339.
1460. 7333.
1526. 7029.
1600. 6996.

Fig. 6.2 � Masse volumique en fonction de la température.



Données de l'acier Fe-0.1% C 200

Température (oC) chaleur spéci�que (J/kg/K)
25. 450.
100. 450.
200. 500.
300. 535.
400. 590.
500. 650.
600. 730.
700. 825.
750. 1230.
800. 820.
806. 795.
833. 596.
1000. 621.
1180. 649.
1360. 677.
1431. 710.
1460. 717.
1526. 813.
1600. 821.

Fig. 6.3 � Chaleur spéci�que en fonction de la température.

Température (oC) Conductivité thermique (W/m/K)
25. 65.2
100. 60.2
200. 55.5
300. 50.7
400. 46.
500. 41.5
600. 36.9
700. 32.9
800. 28.9
1000. 27.7
1200. 29.7
1400. 32.
1460. 32.6
1519. 40.
1526. 40.3
1627. 41.5.

Fig. 6.4 � Conductivité thermique en fonction de la température.
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Température (oC) fraction solide (%)
1460 1.
1473 0.99
1483 0.95
1494 0.9
1505 0.8
1512 0.7
1516 0.6
1519 0.5
1521 0.4
1524 0.2
1526 0.

Fig. 6.5 � Fraction solide en fonction de la température.

6.1.2 Données mécaniques

Coe�cient de Poisson : 0.3
Température (oC) Consistance (MPa.s−m)

600. 207.
700. 155.
800. 121.
850. 107.
900. 96.
950. 85.
1000. 76.
1050. 68.
1100. 60.
1150. 53.
1200. 47.
1250. 42.
1300. 37.
1350. 32.
1400. 28.
1460. 10.
1526. 0.000000005
1600. 0.000000005

Fig. 6.6 � Consistance en fonction de la température.
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Température (oC) Coe�cient de sensibilité à la vitesse de déformation (-)
600. 0.04
700. 0.07
800. 0.09
850. 0.10
900. 0.11
950. 0.12
1000. 0.14
1050. 0.15
1100. 0.16
1150. 0.17
1200. 0.19
1250. 0.20
1300. 0.21
1350. 0.22
1400. 0.23
1460. 0.23
1494. 1.
1600. 1.

Fig. 6.7 � Coe�cient de sensibilité à la vitesse de déformation en fonction de la tempé-
rature.

Température (oC) Coe�cient de sensibilité à l'écrouissage (-)
600. 0.24
700. 0.23
800. 0.23
850. 0.22
900. 0.22
950. 0.21
1000. 0.20
1050. 0.19
1100. 0.19
1150. 0.18
1200. 0.17
1250. 0.16
1300. 0.14
1350. 0.13
1400. 0.12
1460. 0.

Fig. 6.8 � Coe�cient de sensibilité à l'écrouissage en fonction de la température.
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Température (oC) module de Young (GPa)
600. 142.
700. 90.
800. 58.
850. 42.
900. 32.
950. 25.
1000. 20.
1050. 16.
1100. 14.
1150. 13.5
1200. 12.9
1250. 12.5
1300. 11.9
1350. 10.8
1400. 8.6
1460. 5.

Fig. 6.9 � Module de Young en fonction de la température.

6.2 Données rhéologiques de l'acier utilisé dans le test

de validation du modèle thermo-mécanique

Ces données sont tirées de l'article [Fachinotti, Cardona, 2006].

6.2.1 Données thermiques

Liquidus 1501 oC
Solidus 1490 oC

Chaleur spéci�que 680 J/kg/K
Chaleur latente 272000 J/kg

conductivité thermique dans le liquide 68 W/m/K
conductivité thermique dans le solide 34 W/m/K

Fig. 6.10 � Données thermiques.
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température (oC) masse volumique (kg/m3)
900 7492.2
1200 7347.3
1416 7243.3
1490 7200
1501 7200
1530 7200

Fig. 6.11 � Masse volumique en fonction de la température.

6.2.2 Données mécaniques

On rappelle que la rhéologie de cet acier est basé sur une loi de type additive.
Température (oC) Consistance (M Pa.s−m)

900 70.53329117
950 57.94429977
1000 48.31692035
1050 40.82417005
1100 34.90040181
1150 30.15036319
1200 26.29247763
1250 23.12259952
1300 20.49033473
1350 18.28325466
1400 16.41617596
1450 14.82375535
1490 13.71311091
1495 13.58326675
1496 1
1497 0.1
1498 0.01
1499 0.001
1600 0.001

Fig. 6.12 � Consistance en fonction de la température.
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Température (oC) Coe�cient de sensibilité à la vitesse de déformation (-)
900 0.15808827
950 0.16003636
1000 0.162033061
1050 0.164080216
1100 0.16617976
1150 0.168333732
1200 0.170544275
1250 0.172813648
1300 0.175144231
1350 0.177538535
1400 0.179999208
1450 0.182529049
1490 0.184604706
1495 0.184867487
1499 0.98
1501 1.0
1600 1.0

Fig. 6.13 � Coe�cient de sensibilité à la vitesse de déformation en fonction de la tempé-
rature.

Température (oC) Terme d'écrouissage (M Pa.(m/s)n)
900 124.484856
950 124.228456
1000 123.972056
1050 123.715656
1100 123.459256
1150 123.202856
1200 122.946456
1250 122.690056
1300 122.433656
1350 122.177256
1400 121.920856
1450 121.664456
1490 121.459336
1495 121.433696

Fig. 6.14 � Terme d'écrouissage en fonction de la température.



Température (oC) Coe�cient de sensibilité à l'écrouissage (-)
900 0.677822
950 0.733522
1000 0.789222
1050 0.844922
1100 0.900622
1150 0.956322
1200 1.012022
1250 1.067722
1300 1.123422
1350 1.179122
1400 1.234822
1450 1.290522
1490 1.335082
1495 1.340652

Fig. 6.15 � Coe�cient de sensibilité à l'écrouissage en fonction de la température.

Température (oC) Coe�cient de Poisson (-)
900 0.33
1300 0.33
1400 0.36
1450 0.40
1490 0.41
1495 0.41

Fig. 6.16 � Coe�cient de Poisson en fonction de la température.

Température (oC) Module de Young (GPa)
900 32.378
950 25.12975
1000 20.
1050 16.60025
1100 14.542
1150 13.43675
1200 12.896
1250 12.53125
1300 11.954
1350 10.77575
1400 8.608
1450 5.06225
1490 0.972418
1495 0.37178975

Fig. 6.17 � Module de Young en fonction de la température.
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Résumé
Ce travail porte sur la simulation numérique tridimensionnelle par éléments �nis du re-
froidissement primaire lors de la coulée continue d'aciers via le logiciel THERCASTr.
L'objectif de cette étude est de modéliser avec précision les régions solides, liquides (et
pâteuses) présentes dans une lingotière de coulée continue. Dans ce contexte, la straté-
gie globale instationnaire est utilisée : le domaine de calcul croît à la vitesse de coulée.
A�n de s'a�ranchir des di�cultés liées aux approches purement eulériennes ou langran-
giennes, nous proposons une méthode de type Eulérien-Lagrangien-ALE (Arbitrairement
Lagrangienne Eulérienne). La peau solidifée est modélisée par une loi de comportement
élasto-visco-plastique. Une méthode de remaillage adaptatif automatique permet de la
représenter �nement grâce à un maillage anisotrope très �n dans le sens des gradients
de température et de contrainte. A�n de modéliser les écoulements liquides, nous avons
implémenter une méthode de transport sur la densité de bulles d'argon, couplée aux équa-
tions de Navier-Stokes par le terme de force gravitationnelle. Les e�ets turbulents sont
pris en compte par le modèle k − ε standard.
Tous ces développements ont été confrontés avec succès à des résultats académiques ou à
des benchmarks, bien que la simulation d'une con�guration industrielle prenant en compte
l'ensemble de ces méthodes et phénoménologies ne soit pas encore à notre portée.
Mots-clés
simulation numérique 3D, éléments �nis, coulée continue de l'acier, couplage thermomé-
canique, remaillage adaptatif, turbulence, méthodes de transport.
Abstract
This work deals with the three-dimensional numerical simulation by �nite elements of
primary cooling during the continuous casting of steel with the software THERCASTr.
The objective of this study is to model with accuracy the solid, liquid (and mushy) re-
gions of a continuous casting slab. In this context, the global instationary strategy is
proposed : the computational domain grows according to the casting velocity. In order to
overcome the di�culties due to purely Eulerian or purely Lagrangian approaches, a mixed
Eulerian-Lagrangian-ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) method is proposed. The soli-
difying shell is modelled with an elastovisco-plastic law. Thanks to an adaptive automatic
remeshing method, this shell is represented with accuracy due to a �ne anisotropic mesh
in the temperature and stress gradient directions. In order to model liquid �ows, a trans-
port method on the argon bubbles density is proposed, coupled by the gravitational force
term with the Navier-Stokes equations. The turbulent e�ects are taken into account via
a standard k − ε model.
All those developments have been compared with success to academical results or bench-
marks. Yet, a simulation of an industrial con�guration with all those methods and phe-
nomenologies is still a di�culty to overcome.
Keywords
3D numerical simulation, �nite elements, continuous casting of steel, thermomechanics
coupling, adaptive remeshing, turbulence, transport methods.
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