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Introduction générale

La vision naturelle de l'homme, bien que très performante, n'est pas sensible à la nature
vectorielle de la lumière. Ceci explique que les premières théories sont purement scalaires :
Huygens considère la lumière comme une grandeur sinusoïdale alors que Newton propose une
approche corpusculaire. Aucune de ces deux théories ne permet d'expliquer le phénomène de
polarisation par ré�exion observé par Malus en 1809. Fresnel et plus tard Maxwell l'expliquent
en démontrant la nature ondulatoire de la lumière et le caractère transversal des vibrations
lumineuses. La notion de polarisation est introduite pour décrire la façon dont l'orientation du
champ électrique évolue en un point de l'espace.

Certaines espèces animales telle que la pieuvre (Octopus vulgaris) disposent de photorécep-
teurs sensibles à la polarisation disposés orthogonalement les uns par rapport aux autres. Ceci
lui permet de déjouer le camou�age d'une proie. Depuis quelques années, des systèmes d'image-
rie tentent de reproduire ce principe de fonctionnement en béné�ciant des progrès constants des
capteurs d'images et d'algorithmes de traitement du signal adaptés. L'imagerie polarimétrique
permet en e�et de mettre en évidence des contrastes qui ne sont pas présents dans les images d'in-
tensité classiques. Les applications sont très nombreuses dans la télédétection, dans le domaine
biomédical ou pour la vision à travers les milieux di�usants. Dans ce manuscrit, nous allons
focaliser notre attention sur les systèmes actifs, c'est-à-dire ceux qui requièrent l'illumination de
la scène par une source dont l'état de polarisation est contrôlé.

De nombreux systèmes d'imagerie polarimétrique actifs ont été développés. Certains sont
complexes, comme les imageurs de Mueller, d'autres sont plus simples à mettre en oeuvre comme
les imageurs polarimétriques scalaires. L'objectif de cette thèse est premièrement de concevoir
un système d'acquisition simple et robuste permettant d'analyser simultanément deux états de
polarisation orthogonaux. Dans un deuxième temps, le but est de développer des techniques de
traitement du signal et de l'image a�n d'améliorer l'extraction d'information et d'être en mesure
de spéci�er de manière claire l'amélioration des performances par rapport à l'imagerie classique.

Après une brève introduction sur le formalisme utilisé, nous présentons dans le chapitre
1 une vue d'ensemble de l'imagerie polarimétrique active. Nous montrons en particulier que
la mesure de deux états de polarisation orthogonaux permet de construire une image appelée
OSC (�Orthogonal State Contrast�). Une architecture robuste et simple à mettre en ÷uvre est
proposée, conçue et validée expérimentalement. Elle permet de faire l'acquisition simultanée des
deux états de polarisation. Nous montrons qu'une telle conception a un bruit technique limité et
que par conséquent les sources de bruit liées à la détection et l'illumination sont prépondérantes
et dépendent du type d'application.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons à la problématique de l'estimation de l'OSC
dans une zone homogène de la scène en présence de di�érentes perturbations. L'objectif pre-
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mier est ici de connaître la précision maximale que l'on peut espérer obtenir sur l'estimation du
paramètre d'OSC. Pour cela nous calculons la borne de Cramer-Rao, qui est une borne sur la
variance d'un estimateur non-biaisé. Le deuxième objectif est d'essayer d'atteindre cette borne
en proposant plusieurs estimateurs. Nous menons cette étude pour un système d'imagerie OSC
dans di�érentes conditions expérimentales. Lorsque le système fonctionne en limite de portée ou
à très faible illumination, le bruit du détecteur est prépondérant. En revanche, lorsque le signal
rétro-ré�échi est plus intense le bruit de photons devient limitant. Deux autres perturbations
se manifestent dans une utilisation du système en extérieur : la présence d'une illumination
ambiante partiellement polarisée et la non-uniformité du faisceau d'illumination due aux per-
turbations atmosphériques par exemple.

Cette étude soulève une problématique sous-jacente et primordiale qui est celle de la détec-
tion. En e�et, les algorithmes de détection sont au c÷ur de tout système de défense ou appareil
médical. Dans ce cas l'objectif n'est plus de connaître précisément les propriétés polarimétriques
de chaque objet de la scène, mais de pouvoir détecter leur présence.

Dans le chapitre 3 nous étudions le cas d'un système perturbé par une non-uniformité d'illu-
mination. Nous dé�nissons la notion de contraste dans les images d'OSC et nous présentons
plusieurs algorithmes de détection. Nous montrons alors que le choix de la méthode de détection
dépend des paramètres de l'illumination.

Dans le chapitre 4 nous nous intéressons à un autre mode d'imagerie polarimétrique néces-
sitant l'acquisition d'une seule image : l'optimisation des états de polarisation d'illumination et
d'analyse nous permet de maximiser le contraste entre deux zones homogènes de la scène.

2



Chapitre 1

Signal polarimétrique
et système d'acquisition

3



L'imagerie polarimétrique active consiste à sonder les propriétés polarimétriques d'une scène
en l'illuminant avec un état de polarisation et en analysant la lumière rétro-ré�échie. Dans ce
chapitre nous commençons par introduire le formalisme relatif à l'étude de la polarisation d'une
onde électromagnétique que nous utiliserons dans ce manuscrit. Nous montrons que le formalisme
de Stokes, contrairement au formalisme de Jones permet de décrire des états partiellement
polarisés. Nous présenterons ensuite di�érents modes d'acquisition en allant du plus complexe :
l'imagerie de Mueller, au plus simple : le polarimètre à une dimension. Parmi les solutions
présentées, nous détaillerons tout particulièrement l'imagerie d' �Orthogonal State Contrast�
(OSC) qui repose sur l'acquisition de deux images correspondant à deux états de polarisation
orthogonaux.

Dans une deuxième partie de ce chapitre nous aborderons la conception d'un imageur d'OSC
actif capable de faire l'acquisition simultanée des états de polarisation. Une architecture simple
et compacte sera présentée. Elle nécessite cependant une calibration optique et polarimétrique
que nous détaillerons.

1.1 Polarisation d'une onde électromagnétique

La notion de polarisation est une propriété intrinsèque des ondes vectorielles telles que la
lumière. En e�et, une onde électromagnétique est caractérisée par des vecteurs, ce qui la di�éren-
cie des autres types d'ondes comme les ondes sonores et implique le phénomène de polarisation.
Pour expliquer simplement cette propriété, nous considérons une onde lumineuse plane. Comme
toute onde électromagnétique qui se propage dans un milieu homogène, elle est constituée d'un
champ électrique et d'un champ magnétique, tous deux perpendiculaires à la direction de pro-
pagation. Nous nous intéressons uniquement au champ électrique ~E, puisque les propriétés du
champ magnétique ~B en découlent via les équations de Maxwell [1]. Pour une onde se propageant
suivant l'axe z, le vecteur champ électrique appartient au plan xy et l'extrémité de ce vecteur
décrit une courbe dont la forme détermine la polarisation de l'onde :

� totalement dépolarisée : la trajectoire décrite par le vecteur ~E est complètement aléatoire.
L'évolution du champ électrique n'est connue que de manière statistique.

� totalement polarisée : la courbe décrite est dans le cas le plus général une ellipse. On
distinguera les polarisations linéaires et circulaires, qui ne sont que des cas particuliers.

� partiellement polarisée : cet état peut être décrit comme la superposition statistique pon-
dérée d'une contribution totalement polarisée et d'une contribution dépolarisée. Le poids
relatif de chacune des contributions est décrit par le degré de polarisation.

Le formalisme utilisé dépend du degré de polarisation de l'onde électromagnétique. Nous
présenterons d'abord le formalisme de Jones limité à l'étude de systèmes non-dépolarisants, puis
le formalisme de Stokes, plus général, qui est adapté à l'étude de la polarisation partielle.
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1.1.1 États totalement polarisés : formalisme de Jones

Nous considérons une onde plane monochromatique (de longueur d'onde λ) se propageant
suivant l'axe z. Son champ électrique est dé�ni dans le plan xy par :

~E(z, t) =

[
Ex(z, t)
Ey(z, t)

]
=

[
Ax cos(ωt− kz)

Ay cos(ωt− kz − φ)

]
, (1.1)

où Ax (Ay) est l'amplitude réelle positive suivant l'axe Ox (Oy), k = 2π/λ est le vecteur
d'onde, ω = kc est la pulsation et φ est le déphasage entre les composantes orthogonales Ex(z, t)
et Ey(z, t). On montre facilement que l'expression du champ électrique (voir Eq.1.1) peut se
mettre sous la forme :

(
Ex

Ax

)2

+
(

Ey

Ay

)2

− 2 cos φ
ExEy

AxAy
= sin2 φ, (1.2)

qui correspond à l'équation d'une ellipse, appelée ellipse de polarisation. Le vecteur de Jones ~U

associé à cet état de polarisation est dé�ni par :

~U =

[
ux

uy

]
=

[
Ax

Aye
ıφ

]
. (1.3)

Il en résulte qu'une onde polarisée quelconque est caractérisée par trois paramètres indépen-
dants : les amplitudes Ax, Ay et la phase φ. Il est parfois plus simple d'utiliser d'autres jeux de
paramètres, par exemple (I, α, ε) (voir Fig.1.1) où I est l'intensité de l'onde, α est l'azimut de
l'ellipse et ε son ellipticité. On montre qu'il existe une relation bijective entre ces deux triplets
de paramètres [2] :

I = A2
x + A2

x,

tan 2α =
2AxAy

A2
x −A2

y

cosφ,

sin 2ε =
2AxAy

A2
x + A2

y

sinφ.

Le sens de rotation de l'ellipse dépend du signe de φ (ou d'une manière équivalente de ε) :
� si φ > 0 (ε > 0), on parle de polarisation "gauche", ie dans le sens trigonométrique.
� si φ < 0 (ε < 0), on parle de polarisation "droite".
� si φ = 0 (ε = 0), la polarisation est linéaire.

1.1.2 États partiellement polarisés : formalisme de Stokes

Pour une lumière totalement polarisée, nous venons de voir que la trajectoire du champ
électrique évolue de manière déterministe (ellipse représentée par le vecteur de Jones). Ce for-
malisme est insu�sant pour décrire la lumière partiellement polarisée. En e�et dans ce cas le
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Figure 1.1 � Ellipse de polarisation d'azimut α et d'ellipticité ε

vecteur de Jones devient un vecteur aléatoire. Pour caractériser l'état de polarisation, il faut
utiliser la matrice de covariance Γ, appelée matrice de cohérence en optique, qui est construite
à partir des moments d'ordre 2 du champ électrique :

Γ =< ~u [~u∗]+ >=

[
< |ux|2 > < uxu∗y >

< uyu
∗
x > < |ux|2 >

]
(1.4)

On lui préférera la représentation sous la forme d'un vecteur de Stokes ~S, qui est complètement
équivalente étant donné qu'il existe une relation bijective entre Γ et ~S. Le vecteur de Stokes est
dé�ni comme :

~S =




S0

S1

S2

S3


 =




A2
x + A2

y

A2
x −A2

y

2AxAy cosφ

2AxAy sinφ


 (1.5)

Les composantes du vecteur de Stokes peuvent s'exprimer en fonction d'intensités mesurables :
Ix, Iy et I±45◦ sont respectivement les intensités de polarisations linéaires suivant les axes x,y
et ±45◦ et IL, IR sont les intensités de polarisations circulaires gauche et droite.

~S =




Ix + Iy

Ix − Iy

I+45◦ − I−45◦

IL − IR


 , (1.6)

Dans la pratique on utilise souvent le vecteur de Stokes réduit :

~s =




s1

s2

s3


 =




S1/S0

S2/S0

S3/S0


 (1.7)

Dans la suite, nous noterons en minuscule les composantes du vecteur de Stokes réduit.

Nous présentons dans le tableau 4.2 quelques vecteurs de Stokes réduits usuels.
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totalement elliptique d'azimut α linéaire linéaire linéaire circulaire
dépolarisé et d'ellipticité ε horizontal vertical à 45◦ gauche



0
0
0







cos 2α cos 2ε

sin 2α cos 2ε

sin 2εs







1
0
0






−1
0
0







0
1
0







0
0
1




Tableau 1.1 � Vecteurs de Stokes réduits de quelques états de polarisation usuels.

1.1.3 Degré de polarisation

Le degré de polarisation ou "degree of polarization" (DOP ) d'une onde s'exprime à partir
de ses paramètres de Stokes :

DOP =

√
S2

1 + S2
2 + S2

3

S0
(1.8)

et véri�e la relation 0 ≤ DOP ≤ 1. Le degré de polarisation est nul pour une lumière totalement
dépolarisée et vaut 1 pour un état totalement polarisé. Une propriété intéressante est qu'un état
de polarisation quelconque peut se décomposer en la somme incohérente d'un état totalement
polarisé (état de polarisation principal) et d'un état totalement dépolarisé :




S0

S1

S2

S3


 = (1−DOP )× S0




1
0
0
0


 + DOP × S0




1
s1

s2

s3


 (1.9)

1.1.4 Représentation de Poincaré

Comme nous l'avons vu précédemment, un état totalement polarisé est caractérisé par les
paramètres (I, α, ε). Cet état peut être représenté par un point sur la sphère de Poincaré (de
rayon I), dont l'azimuth est 2α et l'élévation 2ε, comme nous pouvons le voir sur la �gure 1.2. On
montre que les coordonnées cartésiennes de ce point correspondent aux paramètres du vecteur
de Stokes de l'état totalement polarisé correspondant. En e�et [1] :

S1 = I cos(2α) cos(2ε)

S2 = I sin(2α) cos(2ε)

S3 = I sin(2ε)

Ainsi un état totalement polarisé est entièrement décrit par le triplet de paramètres (S1, S2, S3).
En revanche, pour décrire un état partiellement polarisé il est nécessaire de connaître le qua-
trième paramètre S0. La représentation d'un tel état se trouve à l'intérieur de la sphère de
Poincaré à la distance DOP × S0 du centre de la sphère. Un état totalement dépolarisé cor-
respond donc au centre de la sphère. Notons que certains auteurs préfèrent utiliser la sphère
de Poincaré normalisée : dans ce cas les coordonnées d'un point correspondent aux paramètres
(s1, s2, s3) du vecteur de Stokes réduit.
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Figure 1.2 � Représentation d'un état de polarisation caratérisé par le triplet
(I, α, ε) sur la sphère de Poincaré de rayon I

1.1.5 Transformation d'un état de polarisation par un matériau : matrice de
Mueller

Considérons un faisceau incident dont le vecteur de Stokes est noté ~S. Après avoir interagi
avec un matériau, le faisceau rétro-ré�échi est caractérisé par son vecteur de Stokes ~T . On peut
montrer que si l'interaction du champ électrique avec le matériau est linéaire, on peut exprimer
~T en fonction de ~S :

~T = M ~S (1.10)

où M est une matrice réelle 4× 4, appelée matrice de Mueller. Étant donné la généralité de la
description des états de polarisation par les vecteurs de Stokes, la matrice de Mueller permet
de décrire les propriétés polarimétriques de n'importe quel matériau, qu'il soit dépolarisant ou
non.

Le vecteur de Stokes émergent ~T se déduit du vecteur de Stokes incident ~S par une trans-
formation linéaire. Les règles de calcul matriciel s'appliquent pour l'interaction successive avec
k matériaux de matrice de Mueller Mk :

T = MkMk−1 . . .M1S (1.11)

Polariseurs

Nous représentons dans le tableau 1.2 les matrices de Mueller [3, 4] de quelques polariseurs
que nous allons utiliser dans ce manuscrit.

8



polariseur polariseur polariseur polariseur
linéaire horizontal linéaire vertical linéaire à 45◦ circulaire gauche

τ
2




1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




τ
2




1 −1 0 0
−1 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




τ
2




1 0 1 0
0 0 0 0
1 0 1 0
0 0 0 0




τ
2




1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1




polariseur partiel d'azimut α d'ellipticité ε et de degré de polarisation P (voir [4] p.61)

τ
1+P 2




1 P cos 2α cos 2ε P cos 2α sin 2ε P sin 2ε

P cos 2α cos 2ε P 2 cos2 2α cos2 2ε P 2 cos2 2α sin 2ε cos 2ε P 2 sin 2α cos 2α cos 2ε

P cos 2α sin 2ε P 2 cos2 2α sin 2ε cos 2ε P 2 cos2 2α sin2 2ε P 2 sin 2α cos 2α sin 2ε

P sin 2ε P 2 sin 2α cos 2α cos 2ε P 2 sin 2α cos 2α sin 2ε P 2 sin2 2α




Tableau 1.2 � Matrices de Mueller de quelques polariseurs usuels de transmit-
tance τ .

Matériau dépolarisant

Dans le cadre de notre étude, nous nous intéresserons tout particulièrement au cas des maté-
riaux purement dépolarisants . Lu et Chipman en donnent la dé�nition dans la référence [5] que
nous rappelons dans le tableau 1.3 : ils n'ont ni polarisance ni diatténuation. Les coe�cients de
dépolarisation sont 1−|a|, 1−|b| et 1−|c| et correspondent au pouvoir dépolarisant du matériau
suivant les axes S1, S2 et S3.

matériau matériau matériau
purement dépolarisant purement dépolarisant isotrope totalement dépolarisant




1 0 0 0
0 a 0 0
0 0 b 0
0 0 0 c







1 0 0 0
0 a 0 0
0 0 a 0
0 0 0 a







1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




Tableau 1.3 � Matrices de Mueller de quelques matériaux dépolarisants avec
|a|,|b|,|c|<1.

Le pouvoir dépolarisant moyen est dé�ni par :

∆ = 1− |a|+ |b|+ |c|
3

.

Il vaut 1 pour un matériau totalement dépolarisant. D'une manière plus générale les axes prin-
cipaux d'un matériau dépolarisant ne sont pas forcément S1, S2 et S3, mais peuvent être trois
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axes orthogonaux quelconques. La matrice de Mueller d'un tel matériau est de la forme :

M =

(
1 ~0T

~0 m∆

)

où m∆ est une matrice 3 × 3 symétrique qui peut être diagonalisée. Ses vecteurs propres cor-
respondent aux axes de dépolarisation principaux et les valeurs propres sont les pouvoirs de
dépolarisation.

1.2 Imagerie polarimétrique

D'une manière générale l'imagerie polarimétrique consiste à analyser la lumière rétrodi�usée
par un objet. Les imageurs polarimétriques passifs mesurent l'état de polarisation de la lumière
émise par un source, ou issue de l'interaction de la lumière ambiante avec un matériau. Les
applications sont diverses comme la reconstruction en trois dimensions [6], ou l'augmentation
de la visibilité à travers les milieux di�usants [7]. Dans le cadre de cette étude, nous nous
intéressons aux imageurs polarimétriques actifs : la scène est illuminée avec un faisceau incident
dont l'état de polarisation est connu et la lumière rétrodi�usée est analysée. La con�guration
la plus commune est appelée quasi-monostatique : l'illumination et l'observation se font dans la
même direction (voir la �gure 1.3). Il existe alors plusieurs méthodes d'analyse que nous allons
présenter.

Figure 1.3 � Schéma général d'un imageur polarimétrique actif en con�guration
quasi-monostatique. La scène est illuminée par un faisceau totalement polarisé de
vecteur de Stokes ~S, créé à partir d'une source lumineuse et d'un générateur d'état
de polarisation ou PSG (Polarization State Generator). La lumière rétro-ré�échie est
projetée sur un état de polarisation d'analyse de vecteur de Stokes ~T grâce au PSA

(Polarization State Analyzer) puis enregistrée grâce à un détecteur (CCD).

1.2.1 Imagerie de Mueller

La méthode la plus exhaustive est l'imagerie de Muller. Elle permet de caractériser com-
plètement les propriétés polarimétriques d'un objet. On mesure de manière rigoureuse l'état
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de polarisation de la lumière rétrodi�usée en fonction de l'état de polarisation de la lumière
incidente. Ceci nécessite l'acquisition d'au moins 16 images pour calculer en chaque point de
la scène, les 16 composantes de la matrice de Mueller correspondante. L'imagerie de Mueller
est utile lorsque l'objet à caractériser produit sur la lumière, en plus d'une dépolarisation pure,
un changement d'état de polarisation dû à un e�et géométrique, de biréfringence ou d'activité
optique. Elle trouve des applications dans le domaine biomédical [8�10] et dans l'imagerie à
travers les milieux di�usants [11,12].

1.2.2 Imagerie de Stokes : polarimètre à quatre dimensions

D'autres systèmes, moins complexes à mettre en oeuvre, mesurent le vecteur de Stokes de
la lumière rétro-ré�échie pour chaque point de la scène : ils nécessitent alors l'acquisition d'au
moins quatre images. Plusieurs études ont été menées sur l'optimisation du choix des quatre
états de polarisation analysés. [13�15]. Ce type de polarimètre peut être utilisé en actif ou en
passif et permet de calculer le degré de polarisation dé�ni dans l'équation 1.8. Les applications
sont nombreuses et variées : biomédical [16, 17], télédétection [18], astronomie [19,20].

1.2.3 Polarimètre à trois dimensions

Dans la pratique, la quatrième composante du vecteur de Stokes nécessite l'analyse d'un
état de polarisation circulaire. Cette mesure implique forcément l'utilisation d'un matériau bi-
réfringent (lame λ/4 par exemple) qui est plus complexe à mettre en oeuvre et qui empêche de
faire une analyse simple à plusieurs longueurs d'onde. (Smith propose tout de même dans la
référence [21] l'architecture d'un imageur de Stokes multispectral dans l'infrarouge). Pour des
raisons techniques la majorité des imageurs polarimétriques ne mesurent pas le paramètre S3

du vecteur de Stokes, mais simplement S0, S1 et S2. Ainsi seuls des états linéaires sont analysés
avec le PSA [22, 23]. Un tel système permet de calculer, entre autre, pour chaque point de la
scène, le degré de polarisation linéaire ou "degree of linear polarization" (DOLP) d'un vecteur
de Stokes rétro-ré�échi ~S :

DOLP =

√
S2

1 + S2
2

S0
(1.12)

1.2.4 Polarimètre à deux dimensions

Dans la pratique et en particulier lorsque la scène à imager est de dimension métrique, on
se limite souvent à l'acquisition de deux images. La scène est alors illuminée avec un faisceau
incident totalement polarisé (noté ~S) et les deux images acquises sont relatives à deux états de
polarisation orthogonaux : la première image notée X correspond à l'état de polarisation parallèle
à l'état incident ( ~TX = ~S), la seconde notée Y correspond à l'état orthogonal ( ~TY

T ~S = 0). Pour
chaque pixel (u, v) de l'image, on peut alors calculer une image d'intensité notée I et une image
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de contraste polarimétrique notée P telles que pour chaque pixel :

I(u, v) = X(u, v) + Y (u, v) (1.13)

P (u, v) =
X(u, v)− Y (u, v)
X(u, v) + Y (u, v)

(1.14)

Le paramètre P est communément appelé degré de polarisation. Ce nom n'est justi�é que dans
le cas où l'état de polarisation principal (voir l'équation 1.9) de la lumière émergent du matériau
est colinéaire à ~TX . Dans ce cas on montre que le paramètre P est égal au degré de polarisation
dé�ni dans l'équation 1.8.

Cette condition est véri�ée dans un système actif analysant des états de polarisation linéaire
et observant des matériaux purement dépolarisants. En e�et la matrice de Mueller de tels ma-
tériaux est diagonale : M = diag(1, a, b, c) avec |a|, |b|, |c| < 1 (voir la section 1.1.5). Plusieurs
études ont également montré expérimentalement que pour de nombreux matériaux usuels a = b

(peinture, bois, papier, carton, sable, pierre, etc...). Le vecteur de Stokes du faisceau incident
totalement polarisé linéairement est noté ~s = (1, s1, s2, 0)T tel que s2

1 + s2
2 = 1. Le vecteur de

Stokes réduit de la lumière rétrodi�usée a pour expression :

~t =




1 0 0 0
0 a 0 0
0 0 a 0
0 0 0 c


~s =




1
as1

as2

0


 (1.15)

dont le degré de polarisation est DOP =
√

(as1)2 + (as2)2 = a. Les intensités mesurées sur les
canaux orthogonaux sont X = 1/2(1 + as2

1 + as2
2) et Y = 1/2(1 − as2

1 − as2
2). Le paramètre P

mesuré vaut alors
P =

X − Y

X + Y
= a (1.16)

Dans ce cas, le paramètre P correspond donc au degré de polarisation de la lumière rétrodi�usée.

Cependant, dans un contexte plus général, P n'est pas égal au degré de polarisation : c'est
pourquoi nous préférons l'appeler contraste d'états orthogonaux (CEO), ou orthogonal state
contrast (OSC). Dans tous les cas le paramètre P est compris entre −1 et 1 et fournit une
information sur les propriétés polarimétriques du matériau observé. Par la suite, nous nous
intéresserons tout particulièrement à ce type d'imageur.

1.2.5 Polarimètre à une dimension

Ce type d'imageur est le plus simple à mettre en oeuvre. Il su�t pour cela de placer un
analyseur devant le détecteur et d'ajuster son état de polarisation pour maximiser le contraste
entre l'objet d'intérêt et le fond. Cette technique est communément employée en photographie,
pour limiter l'in�uence de la lumière polarisée linéairement par la di�usion de l'atmosphère [24].
Des techniques similaires ont été employées pour la vision sous l'eau, dans un milieu di�usant
avec des polarisations linéaires ou circulaires [25]. Notons que la plupart des animaux marins et
des insectes sont dotés d'une vision polarisée linéairement [26,27] ou circulairement [28]. Ceci leur
permet de s'orienter ou d'augmenter le contraste dans la scène observée. On trouve également
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des applications pour la sécurité routière, où des dispositifs actifs sont utilisés pour augmenter
la visibilité de nuit sans pour autant être ébloui par les panneaux de signalisation [29]. Nous
proposerons l'étude d'un tel système dans le chapitre 4.

1.3 Conception et réalisation d'un système d'imagerie d'OSC ex-
périmental

Dans la partie précédente, nous avons passé en revue di�érents types d'imageurs polarimé-
triques. Intéressons-nous maintenant aux imageurs d'OSC actifs qui requièrent l'analyse de la
lumière rétrodi�usée suivant deux états de polarisation orthogonaux. Ceci est généralement ef-
fectué en utilisant un composant optique tel qu'un polariseur linéaire tournant [30], un rotateur
de polarisation à base de cristaux liquides [31], un déphaseur variable [8,18], ou un modulateur
ferroélectrique [19,32,33]. Ce type d'approche présente deux inconvénients majeurs. Le premier
est que l'acquisition des deux images est séquentielle (l'une avant et l'autre après avoir bas-
culé le rotateur). Si on observe une scène en mouvement, elle apparaîtra di�éremment sur les
deux images, conduisant à des erreurs d'estimation et de détection dans les images d'OSC. Le
deuxième inconvénient est que le composant actif rotateur de polarisation peut introduire des
erreurs non-systématiques qui peuvent évoluer avec le temps, la température. Une calibration
ne permettra donc pas de les corriger. Une solution à ces deux problèmes consiste à utiliser un
cube séparateur de polarisation qui permet de faire l'image de deux états de polarisation linéaire
orthogonaux sur deux capteurs di�érents [34�36]. Cependant, même si les deux détecteurs sont
identiques, ils peuvent avoir des statistiques de bruit di�érentes, des réponses en température
di�érentes . . .

Pour répondre à cette problématique, nous avons conçu un système dépourvu de bruit "tech-
nique" introduit par le composant rotateur de polarisation, ou par la présence de plusieurs dé-
tecteurs. Pour cela nous imageons simultanément les deux états de polarisation orthogonaux sur
le même détecteur. Les perturbations d'un tel système ont le mérite d'être stables dans le temps
et peuvent être calibrées au préalable. Les performances d'un tel système doivent être limitées
par le bruit de détecteur et le bruit de photons, qui sont des limites fondamentales. Bien entendu
un compromis sur la résolution spatiale doit être fait.

Dans un premier temps nous analyserons les di�érentes possibilités pour e�ectuer la sépa-
ration des états de polarisation orthogonaux. Nous mettrons ensuite au point une architecture,
que nous optimiserons pour en limiter les aberrations optiques. Nous verrons dans une troisième
partie comment les aberrations résiduelles peuvent être corrigées a posteriori grâce à une cali-
bration. Nous testerons en�n notre système dans des conditions réelles, où les systèmes basés
sur une acquisition séquentielle sont mis en défaut.

1.3.1 Choix du séparateur de polarisation

Pour former les deux images sur le même détecteur, nous utilisons un composant biréfringent
qui sépare le faisceau rétro-ré�échi en deux faisceaux totalement polarisés linéaires et orthogo-
naux. Cette séparation peut être spatiale ou angulaire et être e�ectuée sur un faisceau convergent
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ou collimaté. Nous allons comparer les di�érentes con�gurations possibles qui sont présentées
sur la �gure Fig.1.4. La séparation spatiale consiste à utiliser un séparateur du type polariscope
de Savart, qui divise un rayon optique incident en deux rayons parallèles décalés latéralement
(voir Fig.1.4.a et 1.4.b). La séparation angulaire, quant à elle, est réalisée avec un prisme de
Wollaston par exemple. En sortie, les deux rayons polarisés orthogonalement sont déviés chacun
dans une direction (voir Fig.1.4.c et 1.4.d).

La con�guration de la �gure Fig.1.4.a consiste à séparer spatialement un faisceau convergent.
Weijers a déjà étudié cette architecture dans la référence [37] et a montré qu'elle était limitée
par l'astigmatisme.

La con�guration de la Figure Fig.1.4.b réalise une séparation spatiale sur un faisceau colli-
maté. Il est donc nécessaire d'utiliser deux systèmes optiques (lentilles ou objectifs) pour former
les deux images sur le détecteur. L'ouverture du système est alors limitée par l'ouverture des
deux lentilles, qui est au maximum égale à la distance séparant les deux faisceaux en sortie du
séparateur de polarisation. Un cristal biréfringent d'YVO4 d'une longueur de 2 cm donnera en
sortie une séparation de 2 mm. Les 2 lentilles auront donc un diamètre de cet ordre de gran-
deur, ce qui va fortement limiter le �ux lumineux atteignant le détecteur. Il n'y a pas à notre
connaissance de système basé sur cette architecture dans la littérature.

La séparation angulaire d'un faisceau convergent (voir Fig.1.4.c) a été étudiée dans la réfé-
rence [38] et est fortement limitée par l'astigmatisme, la coma et la distorsion. De plus, les deux
images ne sont généralement pas formées dans le même plan focal.

La dernière con�guration présentée dans la Fig.1.4.d, repose sur une séparation angulaire
d'un faisceau collimaté. Nous avons sélectionné cette architecture car le composant séparateur
de polarisation ne fait que transformer un front d'onde plan, en deux fronts d'ondes plan déviés.
La séparation d'état de polarisation n'introduit donc pas d'aberrations optiques dans le système.
Cette con�guration a été testée par Perrin et al. [39] dans un polarimètre passif pour l'astronomie.
Harvey et al. [40] ont également utilisé cette technique couplée à des �ltres de Lyot pour obtenir
un imageur multispectral, mais n'ont pas exploité la capacité polarimétrique du système.

Dans l'analyse ci-dessus, nous avons considéré que le faisceau incident était polarisé linéai-
rement, tout comme les deux états d'analyse. La raison de ce choix est purement technique : la
plupart des séparateurs de polarisation fonctionnent avec des polarisations linéaires. Cependant,
le système proposé peut facilement s'adapter à une illumination dont l'état de polarisation est
quelconque. Il su�t pour cela de déplacer une lame de phase (statique) en entrée du sépara-
teur de polarisation pour avoir les états d'analyse parallèle et orthogonal à l'état de polarisation
d'illumination. Pour analyser suivant les polarisations circulaires gauche et droite, il su�t de pla-
cer une lame λ/4 en amont du séparateur. L'utilisation de lames biréfringentes achromatiques,
dont la retardance varie de quelques pour cent sur une plage de 200 nm typiquement, permet de
conserver les capacités large bande spectrale du système.

1.3.2 Conception du système

Le système d'imagerie que nous avons conçu repose sur la con�guration choisie précédem-
ment. Rappelons que nous cherchons à mettre au point un imageur polarimétrique dans lequel
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.4 � Séparation spatiale avec un polariscope de Savart (a et b) et sépara-
tion angulaire avec un prisme de Wollaston (c et d) appliquées respectivement à un

faisceau convergent ou collimaté.

le bruits de photons et le bruit de détecteur sont limitants. Il sera l'outil expérimental qui nous
permettra, par la suite, de valider nos développements théoriques. Le schéma expérimental est
présenté sur la �gure Fig.1.5 : L'objectif L1 permet de faire une image intermédiaire de la scène.
Cette image est renvoyée à l'in�ni par l'objectif L2. Le faisceau obtenu est alors séparé angu-
lairement d'un angle θ par le prisme de Wollaston. Les faisceaux ordinaire et extraordinaire
sont focalisés sur la matrice CCD grâce à un objectif unique L3, pour former respectivement
les images X et Y. Le masque de champ rectangulaire M est placé sur l'image intermédiaire et
permet d'éviter le recouvrement des deux images de polarisation sur le détecteur.

Figure 1.5 � Dispositif expérimental composé d'un prisme de Wollaston (W), de
trois objectifs (L1,L2,L3), d'un masque de champ rectangulaire(M) et d'un détecteur

de hauteur 2hd.

L'élément clé du système est le prisme de Wollaston. Comme on peut le voir sur la �gure 1.6,
un rayon de polarisation quelconque arrivant avec une incidence i sur le prisme de Wollaston va
être séparé en deux rayons totalement polarisés orthogonalement. Pour simpli�er les notations
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nous appellerons rayon ordinaire (resp. extraordinaire), le rayon qui est ordinaire dans le premier
élément du prisme de Wollaston.

Figure 1.6 � Déviation d'un rayon lumineux par le prisme de Wollaston : un rayon
de polarisation quelconque arrive avec un incidence i sur le prisme de Wollaston , qui
génère un rayon ordinaire (dévié de l'angle Do) et un rayon extraordinaire (dévié de

l'angle De).

En sortie du prisme de Wollaston, les deux rayons polarisés linéairement sont séparés d'un
angle de divergence β = Do + De, où Do et De sont respectivement les angles de déviation
ordinaire et extraordinaire. Ces angles dépendent de l'angle du prisme de Wollaston α, de l'angle
d'incidence i et de la longueur d'onde. Par construction on se rend compte qu'une onde plane
monochromatique caractérisée par son vecteur d'onde ~k, va générer deux ondes planes (~ko et
~ke). Par conséquence, ce composant n'introduit pas à proprement parler d'aberrations optiques.
En e�et, le front d'onde n'est pas déformé. Cependant, les angles de déviations Do and De

dépendent légèrement de l'angle d'incidence i. Cela va se traduire par une légère déformation
verticale des images ordinaires et extraordinaires, que nous appellerons distorsion anamorphique
non-symétrique.

Pour concevoir le système nous supposons dans un premier temps que la déviation du prisme
de Wollaston est indépendante de l'angle d'incidence i et peut être approximée par [3] :

β ≈ 2 tan−1(|∆n| tanα). (1.17)

avec ∆n = ne − no où no, ne sont les indices ordinaire et extraordinaire. Supposons que le
système soit conçu de telle manière que les images X et Y ne se superposent pas et couvrent la
totalité du détecteur. Le rayon de bord de champ arrive sur le prisme de Wollaston avec un angle
d'incidence noté imax (voir Fig.1.5). Le rayon ordinaire associé correspond au bord supérieur de
l'image X, c'est-à-dire au bord supérieur du détecteur. Quant au rayon extraordinaire associé,
il correspond au bord supérieur de l'image Y, c'est-à-dire au milieu du détecteur. Grâce à cette
constatation nous obtenons la relation suivante :

β = θmax = hd/(2f ′3). (1.18)

où θmax est l'angle de champ de l'objectif L3, hd la demi-hauteur du détecteur et f ′3 la focale
du dernier objectif L3. A partir de l'expression de θmax, nous pouvons calculer l'angle imax :
en e�et, si on fait l'approximation que les déviations Do et De sont symétriques, on obtient
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imax + Do = β et donc :
imax = β/2. (1.19)

Etant donné que le masque de champ (M) délimite l'image intermédiaire, sa hauteur notée hm

est directement liée à l'angle de champ imax :

hm = imaxf ′2 = imaxβ/2, (1.20)

où f ′2 est la focale de l'objectif L2. L'angle de champ et le grandissement du système complet
sont ensuite déterminés à partir des caractéristiques de l'objectif L1 et peuvent être adaptés en
fonction du type d'application (imagerie médicale, télédétection . . . ). Ces calculs préliminaires
nous ont permis de dimensionner rapidement le système. Nous avons utilisé comme détecteur
une caméra Basler A312f 12 bits avec une résolution de 782×582 pixels. Le prisme de Wollaston
a un angle de séparation β de 5◦. En conséquence, l'angle d'incidence i varie entre −2, 5◦ to
2, 5◦ (voir l'équation 1.19). Les objectifs L2 et L3 sont des doublets achromatiques de 35mm de
focale ouverts à F/2.1. Dans nos expériences l'objectif L1 est un zoom 28 mm-200 mm.

1.3.3 Optimisation de la con�guration

Dans cette partie nous présentons un exemple d'optimisation que nous avons réalisé grâce
au logiciel de conception optique OSLO. Le capteur que nous utilisons est une matrice CCD
dont la taille des pixels est de dpixel = 8, 3 µm de coté. La fréquence spatiale du capteur est
donc νc = 1/dpixel ≈ 120 traits/mm. La con�guration que nous avons simulée comprend une
lentille parfaite de focale L1, un doublet achromatique de focale 35 mm (L2) et un triplet de
Cook de focale 35 mm (L3). L'optimisation se fait sur la distance séparant les composants. Le
critère à minimiser est la fonction d'erreur générée par le logiciel qui prend en compte l'ensemble
des aberrations optiques du 3ème ordre. Nous obtenons au �nal l'architecture présentée sur la
�gure 1.7. Nous mesurons les performances du système en étudiant sa fonction de transfert de
modulation (FTM). La FTM est le module de la fonction de transfert optique ou "optical transfer
function" (OTF) dé�nie comme l'autocorrélation de la pupille d'entrée du système [41]. La FTM
est une excellente indication de la qualité de retransmission de l'information par l'instrument :
elle mesure le rapport entre le contraste d'une mire modulée spatialement et le contraste dans
l'image correspondante fournie par le système. On considère que le système a des performances
correctes, si la FTM est supérieure à 0, 5 pour une fréquence spatiale égale à la moitié de celle
du capteur (qui est νc/2 ≈ 60 traits/mm. dans notre cas). La FTM simulée du système après
optimisation est représentée sur la �gure 1.8. Nous pouvons voir que le critère de performance
est véri�é pour notre système, excepté pour les points en bord de champ (incidence de 2, 5◦) où
la FTM descend à une valeur de contraste de 0, 4.

Nous représentons sur la �gure 1.9, une photographie du montage expérimental, correspon-
dant à l'optimisation réalisée précédemment.

1.3.4 Réduction des aberrations résiduelles dans les images d'OSC

Nous venons de montrer dans la partie précédente, que les aberrations du système étaient
limitées par construction. Cependant, le prisme de Wollaston et le dernier objectif (L3) intro-
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Figure 1.7 � Objet à l'in�ni suivi d'une lentille parfaite de focale 35 mm, d'un
doublet achromatique, du wollaston et d'un triplet de Cook. En haut le tracé extra-

ordinaire, en bas le tracé ordinaire.

duisent de légères déformations dans les images X et Y : nous allons les traiter dans cette partie.
Deux types d'aberrations doivent être distingués :

� les aberrations qui détériorent les images X et Y de la même manière (comme les aberra-
tions introduites par les objectifs L1 et L2).

� les aberrations qui n'a�ectent pas X et Y de la même manière.
Nous nous intéresserons au deuxième type d'aberration puisqu'il a�ecte grandement la qualité

de l'image OSC : en e�et le calcul de l'image OSC repose sur la di�érence et le rapport de deux
images (voir Eq.1.14). Dans cette équation, les pixels X(u, v) et Y (u, v) doivent faire référence
à la même région de la scène observée pour que P (u, v) ait un sens. L'image d'OSC est donc
très sensible aux déformations relatives des images X et Y. Le système présenté précédemment
nous permet d'obtenir une image brute dont la partie supérieure correspond au canal parallèle
(image X) et la partie inférieure correspond au canal orthogonal (image Y). Les deux images
d'intensité X et Y sont extraites de cette image brute et doivent être recalées l'une par rapport
à l'autre. Ce recalage se réduirait à une simple translation si les images n'étaient pas déformées,
mais nous allons voir que ce n'est pas le cas. Il y a dans le système deux sortes d'aberrations
non symétriques que nous allons étudier à présent.
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Figure 1.8 � Objet à l'in�ni suivi d'une lentille parfaite de focale 35mm, d'un
doublet achromatique, du wollaston et d'un triplet de Cook. En haut le tracé extra-

ordinaire, en bas le tracé ordinaire.

Figure 1.9 � Montage expérimental
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Distorsion anamorphique non-symétrique introduite par le prisme de Wollaston

Nous avons représenté sur la �gure Fig.1.10 une simulation de l'évolution des déviations
De et Do en fonction de l'incidence i. Ces courbes simulées dépendent comme on le voit de la
longueur d'onde. Intéressons-nous dans un premier temps à un système actif monochromatique.
Un système multispectral est envisageable à condition de calibrer correctement le système. Pour
une longueur d'onde donnée nous remarquons que les courbures des déviations sont de signe
opposé et varient de manière non symétrique : c'est-à-dire que |Do| varie sur une plage plus
importante que |De|. La hauteur de l'image X va donc être moindre qu'elle ne le serait si Do

était �xe, alors que la hauteur de l'image Y est plus grande qu'elle ne le serait si De était �xe.
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Figure 1.10 � Déviation ordinaire (Do) et extraordinaire (De) d'un prisme de
Wollaston de séparation angulaire de 5◦ en fonction de l'angle d'incidence i pour

λ = 632 nm. Tous les angles sont en degrés.

Nous pouvons quanti�er la déformation introduite par notre système expérimental. Suppo-
sons que les images soient recalées en utilisant une translation seulement, avec la référence au
centre de l'image (i = 0◦). En d'autres termes, l'image Y est translatée pour que son centre soit
recalé sur celui de l'image Y. Le décalage maximum observé entre les deux images est atteint
sur leurs bords supérieurs ou inférieurs (i = −2, 5◦ or i = 2, 5◦, cf. Eq.1.19) et est d'environ
0, 05◦ ce qui correspond, dans notre cas, à un décalage de 4 pixels sur le détecteur.

Comme nous pouvons le voir sur la �gure 1.10, le minimum de la courbure des déviations
n'est pas atteint pour une incidence normale mais pour i = imde ≈ −8◦ pour la déviation
extraordinaire et i = imdo ≈ −10◦ pour la déviation ordinaire. Si le Wollaston est �tilté� d'un
angle imd = (imde + imdo)/2, les déviations Do et De varieront peu avec l'incidence. Étant donné
que nous connaissons la déformation introduite par le prisme de Wollaston, il est possible de
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la corriger informatiquement. Cependant, nous allons voir par la suite que le système est aussi
a�ecté par une distorsion introduite par l'objectif L3 et qu'une correction globale est nécessaire.

Distorsion non symétrique introduite par les objectifs

Comme nous le disions précédemment toutes les aberrations optiques introduites par les
objectifs L1 et L2 ne sont pas vraiment gênantes, puisqu'elles a�ectent les images X et Y
de la même façon : elles n'engendrent pas de problème de recalage. Ce n'est pas le cas de
l'objectif L3 qui est positionné en aval du séparateur de polarisation. Le phénomène mis en jeu
est schématisé de manière exagérée sur la �gure 1.11 : la distorsion de l'objectif L3 ne déforme
pas symétriquement les deux images : la partie supérieure de l'image X est plus distordue que
la partie inférieure alors que c'est le contraire pour l'image Y.

Figure 1.11 � Image brute d'un modèle réduit sur un fond di�usant. La partie su-
périeure de l'image brute est l'image ordinaire qui correspond à l'état de polarisation
parallèle (image X). La partie inférieure est l'image extraordinaire, qui correspond
à l'état de polarisation orthogonal (image Y). La distorsion introduite par l'objectif

L3 est volontairement exagérée et est représentée en trait pointillé.

Au lieu d'essayer de caractériser chaque élément du système, nous avons choisi de calibrer le
système complet (i.e. le prisme de Wollaston et la lentille L3). Après extraction de l'image brute,
les pixels X(u, v) et Y (u, v) ne correspondent pas à une même région de la scène. L'image Y va
donc être déformée numériquement en une image Y′ telle que chaque paire de pixels X(u, v) et
Y (u, v) corresponde à un même point de l'espace objet.

Pour estimer la déformation à appliquer, un ensemble de H paires de points de contrôle
est utilisé : {(pj , qj), j ∈ [1,H]}. Le premier élément de la paire pj = (uj , vj) correspond à la
position d'un point dans l'image Y brute, alors que le second élément qj = (u′j , v

′
j) correspond

à la position du même point après transformation. La déformation est une fonction f , qui à
chaque point de l'image Y associe un point dans l'image Y′ et qui véri�e la propriété f(pj) = qj

pour chacun des points de contrôle. En d'autres termes, la déformation est une fonction inférée
à partir des points de contrôles, qui décrit mathématiquement comment l'image non corrigée Y
doit être déformée. Une fois que la fonction f est estimée, il su�t de l'appliquer à l'image Y,
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puis d'interpoler la valeur de chaque pixel de l'image Y′. Dans la pratique nous utilisons une
transformation polynômiale d'ordre 4 : la fonction f est donc un polynôme d'ordre 4 en u et v.
La calibration du système a pour but d'estimer les 30 coe�cients du polynôme. Pour cela nous
faisons l'image d'une grille de 170 pastilles blanches sur fond noir représentée sur la �gure 1.12.
La scène est éclairée avec un faisceau non polarisé pour obtenir le même �ux lumineux dans
les deux canaux (la grille imprimée est supposée totalement dépolarisante). Les barycentres des
pastilles blanches imagées sont utilisés comme points de contrôle et les coe�cients du polynômes
sont estimés au sens des moindres carrés.

Figure 1.12 � Image brute d'une grille de pastilles blanches sur fond noir, utilisée
pour la calibration du système. La partie supérieure de l'image brute est l'image ordi-
naire qui correspond à l'état de polarisation parallèle (image X). La partie inférieure
est l'image extraordinaire, qui correspond à l'état de polarisation orthogonal (image

Y).

Pour illustrer la nécessité et l'e�cacité de cette méthode de recalage nous utilisons une scène
composée de disques concentriques noirs et blancs (voir �gure 1.13.a). Comme précédemment,
la scène est illuminée avec un faisceau non polarisé. Sur la �gure 1.13.b, nous calculons l'image
d'OSC après avoir appliqué un recalage en translation avec la référence au centre de l'image.
Nous observons que la partie centrale de l'image a une valeur moyenne proche de 0. En s'éloignant
du centre de l'image on voit apparaître des "croissants" dont la valeur moyenne est non nulle.
Cela montre bien que les images X et Y ne sont pas recalées correctement. Nous remarquons
également que la distorsion observée est majoritairement verticale (les croissants observés sont
en e�et horizontaux). Sur la �gure 1.13.c, nous avons représenté l'image d'OSC où Y′ est l'image
corrigée par la méthode décrite ci-dessus. Le résultat est très satisfaisant. On peut remarquer que
les anneaux sont toujours discernables : cela provient simplement du fait que le �ux lumineux
rétrodi�usé et donc le bruit de photon associé est plus important sur les zones blanches que sur les
zones noires. Grâce aux agrandissements présentés sur les �gures 1.13.d et 1.13.e nous observons
que la qualité du recalage passe de quelques pixels (typiquement trois) à moins d'un pixel. En�n,
nous avons représenté sur les �gures 1.13.e et 1.13.f les histogrammes des images d'OSC (b) et
(c). Le recalage avec déformation permet de réduire fortement la largeur de l'histogramme : en
e�et il n'y a plus de valeurs d'OSC supérieures à 0,25 en valeur absolue.
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Figure 1.13 � (a) Image d'intensité d'une mire composée de disques noirs et blancs
concentriques. Images OSC avec un recalage par simple translation (b) (zoomée sur
(d)) ou après une transformation polynômiale (c) (zoomée sur (e)). Les histogrammes

des images (b) et (c) sont présentés respectivement sur les �gures (f) et (g)

Par la suite nous considérerons que le système est calibré et que l'image notée Y est déjà
corrigée grâce à l'algorithme présenté ci-dessus.

1.3.5 Calibration polarimétrique du système

Le système d'imagerie OSC présenté dans les parties précédentes nécessite une calibration
pour évaluer la précision de mesure. Nous prenons en compte certains défauts représentés dans
la �gure 1.14. Le vecteur de Stokes à analyser est noté ~S = (S0, S1, S2, S3)T . La dépolarisation
introduite par l'instrument avant la séparation est modélisée grâce à une matrice de Mueller
d'un matériau purement dépolarisant (voir tableau 1.2) notée MD.

Le prisme de Wollaston peut présenter une transmittance di�érente dans la voie ordinaire
et la voie extraordinaire que nous notons respectivement τo et τe. Comme tout polariseur, son
taux d'extinction n'est pas in�ni : nous voulons dire par là qu'il ne polarise que partiellement
la lumière incidente. Le prisme dans la voie ordinaire (resp. extraordinaire) est modélisé comme
un polariseur partiel linéaire vertical (resp. horizontal) dont la matrice de Mueller est notée
MPV (resp. MPH) (voir le tableau 1.2). Le degré de polarisation en sortie du prisme est supposé
identique dans chacune des voies et noté Pw.
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Figure 1.14 � Modélisation des défauts de l'instrument.

En sortie de l'instrument, nous mesurons dans la voie ordinaire l'intensité du vecteur de
Stokes MPV MD

~S qui vaut X = τo(S0 − aPwS1). Dans la voie extraordinaire nous mesurons
l'intensité du vecteur de Stokes MPHMD

~S qui vaut Y = τe(S0 + aPwS1). Si l'OSC est calculé
sans tenir compte des défauts du système nous obtenons :

X − Y

X + Y
=

(S0 − aPwS1)− τe
τo

(S0 + aPwS1)
(S0 − aPwS1) + τe

τo
(S0 + aPwS1)

(1.21)

Pour pouvoir corriger les images et obtenir une valeur d'OSC sans biais, il nous faut connaître
deux quantités que sont η0 = τe

τo
et η1 = 1

aPw
. En e�et nous pourrions ainsi calculer la vraie

valeur de l'OSC :
η1

η0X − Y

η0X + Y
=

S1

S0
= P (1.22)

Pour cette calibration nous aurons besoin d'une source lumineuse totalement dépolarisée.
Nous utilisons une sphère intégratrice présentant une ouverture circulaire de 5 cm de diamètre.
Cette ouverture est recouverte d'un �ltre interférentiel centré sur 632nm avec une bande passante
de 10 nm.

Polarisation introduite par le système : mesure de η0

Commençons par caractériser la polarisation induite par le système c'est-à-dire la valeur
de l'OSC lorsque l'on analyse une lumière totalement dépolarisée (S1 = S2 = S3 = 0). Pour
cela nous faisons la mise au point de l'objectif L1 sur la surface du �ltre et obtenons ainsi une
image d'intensité et une image d'OSC d'une scène totalement et uniformément dépolarisée. La
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moyenne et la variance empiriques sont estimées dans une région de 50× 50 pixels et cela pour
di�érents temps d'intégration de la caméra. Les résultats sont présentés dans la �gure 1.15.

Nous voyons sur la �gure 1.15.a que la moyenne de l'intensité dépend linéairement du temps
d'intégration. Ceci prouve que le capteur est bien linéaire comme nous l'avons montré dans
l'annexe A. La variance empirique dépend elle aussi linéairement du temps d'intégration comme
le montre la �gure 1.15.b. Cela est dû au fait, qu'en présence de signal su�sant, le bruit de
photons est prédominant.

La �gure 1.15.c montre que même si une lumière totalement dépolarisée entre dans le sys-
tème ce dernier mesure un OSC moyen P0 = −0, 012. Nous avons véri�é que ce phénomène
ne provenait pas d'une polarisation partielle résiduelle provenant de la sphère intégratrice. En
e�et, lorsque nous tournons de 90◦ le système autour de l'axe optique nous mesurons toujours la
même valeur. Ceci est en fait dû à la transmission du prisme de Wollaston qui n'est pas tout à
fait la même pour les deux états de polarisation orthogonaux. En utilisant l'équation 1.21 nous
obtenons :

X − Y

X + Y
=

1− η0

1 + η0
= P0 (1.23)

Nous concluons que η0 = 1− P0/1 + P0 = 1, 024.

Dépolarisation introduite par le système : mesure de η1

La seconde source de biais que nous allons étudier est la dépolarisation introduite par les
optiques du système et par le Wollaston. Pour cela nous plaçons, sur une monture rotative, un
polariseur dont le taux d'extinction est 1 :10000 dans la gamme de longueurs d'ondes sélectionnée
par le �ltre interférentiel. Ceci nous permet d'obtenir une scène uniforme émettant une lumière
avec un degré de polarisation Psource = 99, 99%. La mise au point de l'imageur d'OSC est
faite sur le polariseur et ce dernier est orienté pour maximiser le signal dans l'image X. La
moyenne et la variance empiriques sont estimées dans une région de 50× 50 pixels et cela pour
di�érents temps d'intégration de la caméra. Les résultats sont présentés dans la �gure 1.16. Nous
précisons que nous tenons compte de la calibration précédente pour calculer l'OSC : l'image X
est au préalable multipliée par la constante η0. Si le système était parfait, nous devrions mesurer
un OSC de 99, 99%. Ce n'est pas le cas comme nous pouvons le voir sur la �gure 1.16.c : la
valeur moyenne de l'OSC est en e�et de P1 = 98, 2% et ne dépend pas du temps d'intégration.
Cette valeur est très proche de celle mesurée par Kawabata dans la référence [42] où un prisme
de Wollaston était utilisé en tant que séparateur de polarisation. En utilisant l'équation 1.21
nous obtenons :

η0X − Y

η0X + Y
=

1
η1

= PsourceP1 (1.24)

ce qui correspond à η1 = 1/(PsourceP1) = 1, 018

Grâce aux deux calibrations présentées ci-dessus nous pouvons obtenir une mesure de l'OSC
a�ranchie des biais dus à la polarisation et la dépolarisation induites par le système.
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Figure 1.15 � Moyenne empirique (a) et variance empirique (b) sur l'image d'in-
tensité calculées sur une zone de 50 × 50 pixels en observant une scène uniforme
totalement dépolarisée. Moyenne empirique (c) et variance empirique (d) de l'OSC.
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Figure 1.16 � Moyenne empirique (a) et variance empirique (b) sur l'image d'in-
tensité calculées sur une zone de 50 × 50 pixels en observant une source uniforme
totalement polarisée (à 99,99%). Moyenne empirique (c) et variance empirique (d) de

l'OSC (estimé en tenant compte de la première calibration).
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Précision de mesure de l'OSC

En ce qui concerne la précision de mesure de l'OSC nous avons tracé sur les �gures 1.15.d
et 1.16.d la variance de l'OSC et la borne de Cramer-Rao (BCR) associée. Nous verrons dans
le chapitre 2 que la borne de Cramer-Rao est une borne inférieure sur la variance d'estimation
qui peut être atteinte par un estimateur non-biaisé. Le calcul de la BCR en présence de bruit
de photons et d'une contribution passive (bruit de détecteur par exemple) sera présenté dans la
partie 2.3. Nous obtenons l'expression :

BCRP (g) =
(1− P 2)

qI
+

2g(1 + P 2)
(qI)2

où I est l'intensité en niveau de gris, q = 4, 85 est le nombre de photoélectrons par niveau de
gris (dont l'estimation est donnée dans l'annexe A),et g est la contribution passive estimée ici à
100 photoéléctrons. La variance estimée est très proche de la BCR ce qui justi�e le fait que les
images sont majoritairement limitées par le bruit de photons et le bruit de détecteur.

La conclusion à retenir ici, est que le système présente de légers biais que nous pouvons
corriger. Cependant, l'application visée est de révéler des contrastes entre un objet d'intérêt et
un fond et non pas de mesurer avec précision et de manière absolue l'OSC de chaque point de
la scène. Dans de telles applications, le paramètre le plus important est la variance de l'OSC et
nous avons montré qu'elle atteignait sa limite fondamentale qu'est la BCR.

Dans la suite, nous considérons que le système est calibré et que les image notées X et Y
sont déjà corrigées grâce à la calibration polarimétrique.

1.3.6 Validation du concept dans des situations réelles

Maintenant que nous avons conçu un système d'imagerie OSC avec une acquisition simultanée
couplée à une méthode de calibration e�cace, nous allons montrer qualitativement les améliora-
tions apportées par rapport à un système classique d'acquisition séquentielle. Nous nous sommes
penchés sur quelques situations où les systèmes basés sur une acquisition séquentielle montrent
des faiblesses [43,44] :

� observation d'objet en mouvement.
� observation à travers un milieu turbulent.
� utilisation d'une source d'illumination impulsionnelle.

Imagerie OSC d'objet en mouvement

Dans le but d'étudier l'in�uence du mouvement de la scène observée, nous utilisons un
�chopper� métallique noir tournant devant un fond di�usant noir. Sur l'image d'intensité (�gure
1.17.a), le contraste entre le fond (vu a travers les trous) et le �chopper� lui même, est très
faible. Sur la �gure 1.17.b, les images X et Y sont acquises séquentiellement, pendant que le
�chopper� tourne, ce qui se traduit par des problèmes de recalage dans certaines régions de
l'image d'OSC. En e�et, à cause du mouvement de la scène, un pixel X(u, v) peut correspondre
à un trou, alors que le pixel Y (u, v) correspond à une partie métallique. Pour simuler un système

27



séquentiel nous avons utilisé l'imageur OSC du chapitre 1. Il su�t de considérer l'image X dans
la N ième acquisition et l'image Y dans la N + 1ième. Nous voyons sur la �gure 1.17.c, que le
calcul de l'OSC est beaucoup plus précis lorsque l'acquisition des deux images est simultanée.
Nous remarquons que le bruit est très important sur les images OSC, notamment sur le fond
di�usant noir en arrière plan. Nous verrons par la suite qu'à faible �ux le bruit de détecteur
devient prédominant, ce qui donne lieu à une grande variance de l'OSC. Notons que le même
type de problèmes se présente lorsque l'imageur est en mouvement, ce qui est souvent le cas
lorsqu'il est placé sur un porteur.

(a) (b) (c)

Figure 1.17 � (a) Image d'intensité d'une scène composée d'un "chopper" métal-
lique noir tournant sur un fond di�usant noir. (b) Image OSC avec une acquisition
séquentielle des états de polarisation. (c) Image OSC avec une acquisition simultanée

des états de polarisation.

Imagerie à travers les milieux turbulents

Lorsque l'on fait de l'imagerie longue distance en milieu extérieur, on est souvent confronté
aux problèmes des turbulences atmosphériques. Elles se traduisent par une �uctuation de l'indice
de réfraction qui déforme le front d'onde provenant d'un point de la scène et cela d'autant plus
qu'il est éloigné. On comprend que si les images X et Y sont acquises séquentiellement, elles
ne seront pas perturbées de la même manière par la turbulence qui évolue pendant et entre les
acquisitions. Pour illustrer ce phénomène nous plaçons une plaque métallique sur un tissu de
camou�age di�usant, de telle manière qu'elle soit di�cilement détectable dans l'image d'intensité
1.19.a. Une plaque chau�ante est placée entre la scène et le système d'imagerie, a�n que la
propagation des ondes se fasse au travers d'un milieu turbulent (voir la �gure 1.18). L'image
d'intensité est donc légèrement �oue. Avec une acquisition séquentielle, les images X et Y ne
sont pas perturbées de la même manière. La pièce métallique est alors noyée dans un ensemble
d'artéfacts comme nous pouvons le voir sur la �gure 1.19.b.

Pour expliquer ce phénomène, considérons une zone proche d'une frontière entre une zone
claire et une zone sombre. Soit un pixel X(u, v) = w, correspondant à une zone claire. Si l'image
orthogonale est déformée de telle sorte que Y (u, v) = b corresponde à une zone sombre, alors
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Figure 1.18 � Con�guration d'imagerie à travers un milieu turbulent. La scène
est composée d'un objet métallique sur un motif de camou�age di�usant. Elle est
illuminée par un faisceau totalement polarisé de vecteur de Stokes ~S (linéaire vertical
dans notre cas). La lumière rétro-ré�échie est analysée grâce à un imageur OSC.
Une plaque chau�ante permet de créer des turbulences entre le système et la scène

observée.

l'estimation de l'OSC pour le pixel (u, v) est dé�nie par

P (u, v) =
X(u, v)− Y (u, v)
X(u, v) + Y (u, v)

=
w − b

w + b
6= 0, (1.25)

qui di�ère de la valeur vraie de l'OSC. Le cas contraire, lorsqu'une région sombre dans l'image
X correspond à une zone claire dans l'image Y, peut même donner lieu à des valeurs négatives
d'OSC.

Lorsque nous procédons à l'acquisition simultanée des deux états de polarisation, l'image
OSC est toujours déformée par les turbulences mais ne comporte plus d'artéfacts comme nous
pouvons le voir sur la �gure 1.19.c. Dans ce cas l'image Y est a�ectée par le même état de
turbulence que l'image X de telle manière que Y (u, v) = w′ ≈ w. Le paramètre OSC estimé est
alors correct :

P (u, v) =
X(u, v)− Y (u, v)
X(u, v) + Y (u, v)

=
w − w′

w + w′
. (1.26)

Nous remarquons également des faibles variations de l'OSC sur le fond dans la �gure 1.19.c. Les
régions sombres dans l'image d'intensité apparaissent claires dans l'image d'OSC. Ce phénomène
est expliqué grâce à la théorie de Kubelka-Munk [45,46]. En e�et, la lumière rétro-ré�échie par un
matériau absorbant (région sombre) est principalement due à une interaction de surface, qui est
peu dépolarisante. Au contraire les zones claires correspondent à des milieux moins absorbants et
où la contribution du volume à la lumière rétrodi�usée est plus importante. Les régions sombres
dans l'image d'intensité ont donc un OSC plus grand que les régions claires.

Il est important de rappeler que l'imagerie d'OSC simultanée ne permet pas de s'a�ranchir du
��ou� généré par les turbulences mais révèle des contrastes polarimétriques utiles pour détecter
la présence d'un objet d'intérêt.
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(a) (b) (c)

Figure 1.19 � Image de 100x100 pixels d'une pièce de métal sur un motif de camou-
�age di�usant. (a) Image d'intensité , (b) d'OSC séquentiel et (c) d'OSC simultané

en présence de turbulences.

Imagerie avec une illumination impulsionnelle

Pour augmenter la portée des systèmes actifs de télédétection, les sources impulsionnelles sont
classiquement utilisées ( [44,47]). Ces sources lumineuses présentent des �uctuations d'intensité
d'une impulsion à l'autre. Si l'acquisition des images est séquentielle, les images X et Y ne sont
pas acquises avec la même intensité d'illumination, ce qui se traduit par une estimation erronée
du paramètre OSC. Considérons le cas de l'acquisition séquentielle d'une scène �xe illuminée par
une source impulsionnelle dont le pro�l spatial d'éclairement est uniforme. Nous considérons que
l'image parallèle Xt est acquise à l'instant t avec une intensité d'illumination F t et que l'image
orthogonale Yt+1 est acquise à l'instant t+1 avec une intensité F t+1. La ré�ectivité de la scène
est supposée indépendante du temps, ce qui signi�e que pour chaque pixel nous avons :

Xt(u, v) = F tX(u, v) et Y t+1(u, v) = F t+1Y (u, v). (1.27)

L'OSC est alors estimé par :

P̂ t(u, v) =
F tXt(u, v)− F t+1Y t+1(u, v)
FtXt(u, v) + F t+1Y t+1(u, v)

=
P (u, v) + αt

αtP (u, v) + 1
, (1.28)

où P (u, v) = X(u,v)−Y (u,v)
X(u,v)+Y (u,v) est la valeur vraie de l'OSC et αt = F t−F t+1

F t+F t+1 représente la �uctuation
relative de l'intensité des impulsions. Si ∀t, αt = 0, l'intensité des impulsions est indépendante
du temps et la valeur estimée de l'OSC correspond à la valeur vraie. L'évolution de la valeur
estimée de l'OSC en fonction de αt est représentée sur la �gure 1.20 pour di�érentes valeurs
d'OSC P .

Pour illustrer expérimentalement ce phénomène nous utilisons la même scène que celle de la
�gure 1.17 à la di�érence près que le "chopper" n'est plus en rotation. La scène est illuminée par
une diode électroluminescente de puissance rouge pulsée et sur-modulée en intensité pour simuler
les �uctuations d'intensité représentées sur la �gure 1.21.d. Nous représentons également une
image d'OSC obtenue avec l'acquisition séquentielle sur la �gure 1.21.a et avec une acquisition
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Figure 1.21 � Images d'OSC obtenues avec l'acquisition séquentielle (a) et simul-
tanée (b) des états de polarisation, avec une source impulsionnelle. Estimation de
l'OSC du fond di�usant noir dans la zone délimitée par les pointillés (c), pour les

deux types d'acquisition . Fluctuation d'intensité des impulsions (d).
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simultanée sur la �gure 1.21.b. Pour chacune de ces images, nous calculons la valeur moyenne
de l'OSC dans un carré de 100 pixels correspondant au matériau di�usant noir. La zone dans
laquelle nous faisons la moyenne de l'OSC est représentée en pointillés sur la �gure 1.21.b et
l'évolution de la valeur moyenne est tracée sur la �gure 1.21.c. En mode séquentiel, une impulsion
est utilisée pour l'acquisition de l'image X et la suivante pour l'acquisition de l'image Y. Cela
conduit à une perte de contraste (1.21.b) et à une �uctuation importante de l'OSC estimé.
En e�et, si nous considérons que l'intensité d'une impulsion ne peut dépasser le double de la
précédente, c'est-à-dire que −1/3 ≤ α ≤ 1/3, en reportant cette inégalité sur la �gure Fig.1.20,
nous voyons que 0, 2 ≤ P̂ ≤ 0, 7, ce qui est parfaitement véri�é sur la �gure 1.21.c. Avec le mode
simultané, la même impulsion est utilisée pour les deux acquisitions et les �uctuations de l'OSC
sont maintenant limitées par le bruit du système (essentiellement le bruit de photons dans ce
cas). Bien entendu, les images d'intensité sont toujours entachées du bruit lié aux �uctuations
d'intensité des impulsions.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié plusieurs types d'imagerie polarimétrique, dont l'imagerie
d'OSC. Cette dernière nécessite l'illumination de la scène avec un faisceau totalement polarisé
et l'acquisition de deux images dans des états de polarisation orthogonaux. Nous avons conçu et
réalisé expérimentalement un système permettant de faire l'acquisition simultanée de ces deux
images sur le même détecteur. Les aberrations résiduelles et les imperfections des composants
doivent cependant être prises en compte grâce à une calibration optique et polarimétrique. Nous
avons illustré expérimentalement que ce système présentait de bonnes performances dans des
situations où les systèmes basés sur une acquisition séquentielle montraient leurs limites. L'intérêt
d'une telle architecture est d'être majoritairement limité par le bruit intrinsèque du détecteur
et le bruit de photons (si l'illumination est incohérente). Ces perturbations a�ectent les images
d'intensité X et Y. Nous pouvons alors nous demander comment ce bruit est transmis lors du
calcul des images d'intensité et d'OSC. Nous allons développer ultérieurement des méthodes
d'estimation et de détection adaptées à cette problématique et l'imageur conçu dans cette partie
permettra de valider les développement théoriques.
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Chapitre 2
Estimation de l'OSC
(Orthogonal State Contrast)
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Dans le chapitre précédent, nous avons mis en place un système d'imagerie d'OSC dont le
bruit technique est limité. Il persiste néanmoins du bruit dans les images d'intensité X et Y qui
sont utilisées pour calculer l'image d'OSC. Dans ce chapitre, nous étudierons comment ce bruit
in�uence la précision d'estimation de l'OSC. Cette problématique a déjà largement été abordée
dans le cas du bruit de speckle [48�51] lorsque la scène est illuminée avec une source cohérente.
Une étude a également été menée sur le bruit de speckle couplé au bruit de photons dans les
systèmes à faible �ux lumineux [52]. Nous choisissons de nous placer dans le cas des systèmes
actifs utilisant une source lumineuse avec une longueur de cohérence plus petite. Le bruit de
speckle n'est alors plus limitant et nous devons faire face à d'autres types de bruit.

Après avoir introduit quelques notions sur la théorie de l'estimation dans une première partie,
nous étudierons le cas d'un système limité par un bruit additif et gaussien. Ce modèle rend
compte du bruit de détecteur dans un système à très faible �ux lumineux. Si l'illumination est
plus importante, la contribution du bruit de photons devient prédominante. Nous étudierons
cette transition dans une deuxième partie où nous considérerons que le bruit de détecteur fait
partie d'un ensemble de sources de bruit d'obscurité que nous appellerons �contribution passive�.
D'une manière générale, cette contribution passive est supposée totalement dépolarisée. Nous
verrons dans une troisième partie, que cette hypothèse n'est pas toujours véri�ée et qu'il est
nécessaire, dans certains cas, de prendre en compte la polarisation partielle de la contribution
passive.

En�n, dans une quatrième partie nous prendrons en compte la non-uniformité de l'illumi-
nation. Cette perturbation peut être spatiale si le faisceau d'illumination est non-homogène, ou
temporelle si l'intensité du faisceau varie.

2.1 Théorie de l'estimation

Une mesure physique est toujours entachée de bruit qui dépend du type d'application consi-
dérée : bruit de détecteur, bruit de photons, bruit de speckle... Il paraît donc naturel de modéliser
le résultat d'une mesure par une variable aléatoire. A�n d'augmenter la précision, on réalise sou-
vent une série de mesures d'une même grandeur physique, c'est-à-dire qu'on obtient plusieurs
réalisations de cette variable aléatoire. Ces réalisations sont ensuite combinées pour obtenir un
estimateur de la grandeur physique d'intérêt. Dans la pratique, la moyenne arithmétique est
souvent utilisée, alors que ce n'est pas forcément l'estimateur le plus performant.

Un estimateur est une fonction d'un ensemble de variables aléatoires. C'est donc aussi une
variable aléatoire. Cela signi�e que, si on recalcule un estimateur à partir d'une autre série de
mesures, le résultat de l'estimation sera di�érent. Quoi qu'il en soit, nous pouvons espérer que
la valeur ainsi estimée sera plus précise (moins bruitée) et en moyenne plus proche de la valeur
vraie, que ne l'était chaque mesure prise séparément.

L'estimation est donc au c÷ur de toute mesure physique. L'objectif de cette partie est de
rappeler les bases de la théorie de l'estimation, de dé�nir la qualité d'un estimateur, de savoir
comment le calculer, et en�n de déterminer la variance minimale qui peut être atteinte.
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2.1.1 Échantillon statistique

Dé�nition

Un problème d'estimation peut être modélisé de la manière suivante : on considère une série
de N réalisations de la variable aléatoire Xλ que l'on rassemble dans un échantillon statistique
χ = {x1, . . . xN}. On peut également voir l'échantillon χ comme une réalisation de l'échantillon
statistique aléatoire χλ = {Xλ1, . . . , XλN} où λ(1)...λ(N) est la série d'événements aléatoires
conduisant à la réalisation de l'échantillon χλ.

Dans le cadre de notre étude, les mesures physiques sont des images d'intensité. La valeur
prise par chaque pixel de coordonnées (i, j) de l'image X peut être considérée comme la réa-
lisation d'une variable aléatoire X(i,j). Les échantillons statistiques que nous allons considérer
peuvent être temporels et/ou spatiaux :

� un échantillon statistique temporel sera composé de N réalisations du pixel X(i,j) corres-
pondant à N acquisitions successives.

� un échantillon statistique spatial sera composé de réalisations de N pixels au voisinage du
pixel X(i,j).

Figure 2.1 � Échantillons spatial et temporel

Homogénéité et indépendance

Précisons que pour chaque pixel, la densité de probabilité (DDP) ou loi de probabilité de
la variable aléatoire X(i,j) est notée Pθ(xi,j), où θ est un scalaire ou un vecteur qui représente
le ou les paramètres de la densité de probabilité. Parmi les paramètres dont dépend la loi de
probabilité, nous distinguerons :

� les paramètres d'intérêt. Ils sont liés à la nature de l'objet (dépolarisation, ré�ectance...)
et ce sont eux que nous chercherons à estimer.

� les paramètres de nuisance. Ils sont liés aux perturbations lors de la mesure (inhomogénéité
du faisceau d'illumination par exemple). Leur connaissance ne fournit pas d'information
utile.

Dire que l'échantillon est homogène revient à dire que les densités de probabilité des éléments de
l'échantillon ont toutes les mêmes paramètres d'intérêt. Si l'échantillon est temporel, cela signi�e
que la scène est immobile, et qu'à chaque instant le pixel X(i,j) fait référence au même point dans
l'espace objet. Si l'échantillon est spatial, cela signi�e que les éléments de l'échantillon font réfé-
rence à une zone homogène dans l'espace objet. Cette zone a donc les mêmes propriétés optiques
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en chaque pixel. D'autre part, dans le cadre de notre étude, les variables aléatoires constituant
l'échantillon sont supposées statistiquement indépendantes. Les bruits que nous considérons ne
sont en e�et pas corrélés d'un pixel à un autre. On dit alors que l'échantillon est indépendant.

Vraisemblance d'un échantillon

L'échantillon χλ est un vecteur aléatoire. Il est donc décrit par sa densité de probabilité
conjointe, qui est appelée vraisemblance dans le cadre de la théorie de la décision et qui est
notée L(χ|θ). Si l'échantillon est indépendant, la vraisemblance est dé�nie comme :

L(χ|θ) =
N∏

i=1

Pθ(xi). (2.1)

Pour simpli�er les calculs, nous utiliserons la log-vraisemblance dé�nie par :

`(χ|θ) = log [L(χ|θ)] =
N∑

i=1

log [Pθ(xi)] . (2.2)

Estimateur

Nous appellerons toute fonction T (χ) = t(x1, . . . , xN ) de l'échantillon une statistique (par
opposition à "la statistique"). L'estimation statistique consiste à inférer la valeur des paramètres
θ de la distribution de probabilité de l'échantillon statistique χλ à partir d'une réalisation χ. Un
estimateur de θ est donc une statistique T (χ) de l'échantillon, dont la valeur est proche de θ.
Nous allons préciser par la suite cette notion de "proximité".

2.1.2 Qualité d'un estimateur

Erreur quadratique moyenne

Notons θ0 la valeur vraie du paramètre que nous cherchons à estimer. D'une manière intuitive
nous dirons qu'une statistique T (χ) est un "bon estimateur" si elle se rapproche de θ0. Or
nous savons que T (χ) est elle-même une variable aléatoire. Il faut donc dé�nir cette notion
de "proximité" à partir de ses moments (moyenne, variance,. . . ). Dans la théorie classique de
l'estimation la qualité d'un estimateur est dé�nie par l'erreur quadratique moyenne (EQM) dont
l'expression est :

EQM [T (χ)] = σ2
T + b2

T , (2.3)

où bT = E[T (χ)] − θ0 est le biais de l'estimateur, c'est-à-dire, la di�érence entre sa valeur
moyenne et la valeur vraie du paramètre et σ2

T est la variance de l'estimateur. La propriété la
plus recherchée pour un estimateur est d'avoir une faible EQM. Si un estimateur est sans biais,
minimiser son EQM revient simplement à minimiser sa variance.
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Borne de Cramer-Rao

Nous avons les outils pour comparer relativement deux estimateurs entre eux (EQM, biais,
variance, . . . ) mais il est intéressant de savoir si, dans l'absolu, l'estimateur choisi présente les
meilleures performances possibles. La borne de Cramer-Rao permet d'apporter une réponse à
cette question. C'est une limite inférieure sur la variance d'estimation pouvant être atteinte dans
un problème d'estimation. Si le domaine de dé�nition de la variable aléatoire Xλ ne dépend pas
de θ, pour une valeur donnée de θ, la variance σ2

T (θ) de tout estimateur non-biaisé T (χλ) de θ

est telle que :
σ2

T (θ) ≥ 1
I(θ)

, (2.4)

où I est l'information de Fisher dé�nie par :

I(θ) = −E

(
∂2{ln[L(χλ|θ)]}

∂θ2

)
. (2.5)

Nous remarquons que cette expression est indépendante de l'estimateur de θ. L'équation Eq.2.4
fournit alors une borne inférieure sur la variance d'un estimateur. Elle est appelée borne de
Cramer-Rao (BCR). Comme elle est indépendante de l'expression de l'estimateur T (χλ) pourvu
qu'il soit non-biaisé, la BCR est une indication de la di�culté intrinsèque d'une tâche d'esti-
mation. Un estimateur qui atteint la borne de Cramer-Rao est dit e�cace. Notons que pour
certains problèmes d'estimation, il arrive qu'aucun estimateur ne puisse atteindre la BCR.

2.1.3 Estimateur optimal : maximum de vraisemblance

Une technique courante en traitement du signal consiste à calculer l'estimateur du maximum
de vraisemblance (MV), qui revient à choisir la valeur de θ qui maximise la vraisemblance :

θ̂mv = arg max
θ

[L(χ|θ)] (2.6)

Autrement dit, cela revient à choisir pour θ la valeur pour laquelle on a la probabilité maximale
d'obtenir l'échantillon observé χ. Si l'intervalle de dé�nition de la variable aléatoire Xλ est indé-
pendant de θ, l'estimateur du maximum de vraisemblance est solution du système d'équation :

{
∂L(χ|θ)

∂θ = 0
∂2L(χ|θ)

∂θ2 < 0
(2.7)

Comme nous l'avons dit précédemment la log-vraisemblance est souvent utilisée. L'estimateur
θ̂mv est alors solution du système : {

∂`(χ|θ)
∂θ = 0

∂2`(χ|θ)
∂θ2 < 0

(2.8)

car la fonction logarithme est monotone croissante.

L'estimateur du maximum de vraisemblance possède des propriétés intéressantes en matière
d'e�cacité :
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propriété 1 : Considérons un échantillon χ de taille N et de vraisemblance L(χ|θ). Si L(χ|θ)
est deux fois dérivable et si l'intervalle de variation de Xλ est indépendant de θ, l'estimateur
du maximum de vraisemblance est asymptotiquement e�cace, c'est-à-dire que sa variance tend
vers la BCR lorsque N tend vers l'in�ni.

En d'autres termes, si on augmente la taille de l'échantillon l'estimateur du MV devient
toujours e�cace, mais il faut noter que cette propriété est asymptotique. Cela signi�e que pour
un échantillon de taille �nie, il peut exister un estimateur non-biaisé de variance plus faible que
l'estimateur du MV.

propriété 2 : Si la densité de probabilité de l'échantillon appartient à la famille exponentielle
(comme c'est le cas avec du bruit de Speckle) et si l'estimateur du MV est non-biaisé, alors il
est e�cace. La famille exponentielle regroupe les densités de probabilité de la forme Pθ(x) =
exp [A(x)B(θ) + C(x) + D(θ)] où A(x), B(θ), C(x) et D(θ) sont des fonctions connues [53].

Cette propriété justi�e l'utilisation de l'estimateur MV pour des échantillons distribués avec
des lois appartenant à la famille exponentielle.

2.1.4 Estimation dans le cadre de l'imagerie OSC

Comme nous l'avons expliqué dans le chapitre 1, l'imagerie OSC consiste à illuminer la scène
avec un faisceau incident totalement polarisé, et à faire l'acquisition de deux images : la première
, X, correspond à l'état de polarisation parallèle à l'état de polarisation incident, et la seconde, Y ,
correspond à l'état orthogonal. Considérons un point de la scène correspondant au pixel (i,j). Ses
propriétés optiques (directement liées à sa matrice de Mueller) vont être caractérisées par deux
quantités notées mX(i, j) et mY (i, j). Nous dé�nissons mX(i, j) (resp. mY (i, j)) comme la valeur
(en niveau de gris) du pixel (i,j) dans l'image X (resp. Y ), en l'absence de toute perturbation
(bruit, illumination ambiante, émissivité propre du matériau...). Nous pouvons donc écrire :

mX(i, j) = 1/2× [ ~TX
+
. ~T (i, j)]× EQ/q

mY (i, j) = 1/2× [ ~TY
+
. ~T (i, j)]×EQ/q (2.9)

où :
� ~T (i, j) = M(i, j).~S où M(i, j) est la matrice de Mueller du point (i,j) de la scène, et ~S le

vecteur de Stokes du faisceau d'illumination,
� ~TX et ~TY sont les vecteurs de Stokes des états de polarisation orthogonaux qui sont ana-

lysés,
� EQ est l'e�cacité quantique du détecteur,
� q est le nombre de photoélectrons par niveau de gris.

Les paramètres mX(i, j) mY (i, j) sont les paramètres d'intérêt que nous cherchons à estimer.
Nous pouvons utiliser un autre couple de paramètre dé�ni par :

I(i, j) = mX(i, j) + mY (i, j)

P (i, j) =
mX(i, j)−mY (i, j)
mX(i, j) + mY (i, j)

(2.10)
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La paramétrisation (I, P ) est équivalente à la paramétrisation (mX ,mY ), étant donné la relation
bijective qui existe entre ces deux jeux de paramètres.

Par la suite nous allons nous intéresser à l'estimation des paramètres (I, P ) à partir d'un
échantillon et ce, pour di�érents types de perturbations. Commençons par analyser l'in�uence
du bruit de détecteur qui peut être modélisé comme additif et gaussien (voir Annexe A)

2.2 Bruit additif gaussien, illumination uniforme

Comme nous venons de le mentionner, dans cette partie nous nous intéressons à l'estimation
de l'OSC lorsque les images d'intensité X et Y sont limitées par le bruit du détecteur. Il peut
être modélisé par un bruit gaussien additif comme nous pouvons le voir dans l'annexe A. Après
avoir présenté le modèle de perturbations, nous calculerons la borne de Cramer-Rao pour ce
problème d'estimation. Nous verrons ensuite comment estimer l'OSC grâce à l'estimateur du
maximum de vraisemblance, dont nous calculerons la densité de probabilité (DDP). En�n nous
comparerons les performances de plusieurs estimateurs sur des données simulées puis sur des
images expérimentales obtenues à l'aide de l'imageur décrit dans le chapitre 1.

Considérons deux échantillons homogènes X = {Xi, i ∈ [1, N ]} et Y = {Yi, i ∈ [1, N ]}.
Chaque élément de l'échantillon Xi (resp. Yi) est une variable qui va �uctuer autour d'une
moyenne mX (resp. mY ) à laquelle vient s'ajouter une variable aléatoire gaussienne nX

i (resp.
nX

i ) de moyenne nulle et de variance σ2. Nous obtenons donc :

Xi = mX + nX
i (2.11)

Yi = mY + nY
i (2.12)

où i ∈ [1, N ]. Les variables aléatoires nX
i et nY

i sont supposées indépendantes. En e�et, dans
l'expérience elles correspondent chacun à deux pixels di�érents du détecteur (voir la description
de l'imageur dans la partie 1.3). La densité de probabilité d'un élément de l'échantillon est donc
de la forme :

PUi(u) =
1√
2πσ

exp
[
−(u−mU )2

2σ2

]
(2.13)

où U = {X,Y }.

2.2.1 Borne de Cramer-Rao

Comme nous l'avons vu dans l'introduction, une manière classique de déterminer la précision
maximale que nous pouvons espérer sur l'estimation des paramètres d'intérêt est de calculer
la borne de Cramer-Rao. Pour cela nous commençons par déterminer la log-vraisemblance de
l'échantillon χ à partir des densités de probabilité des éléments de l'échantillon (voir Eq.2.13) :
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`(χ|I, P ) = −2N log(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

i=1

[
Xi − I

(1 + P )
2

]2

− 1
2σ2

N∑

i=1

[
Yi − I

(1− P )
2

]2

(2.14)

Considérons un estimateur non biaisé P̂ du paramètre P . Nous pouvons dé�nir une borne
minimale sur sa variance VAR[P̂ ] ≥ BCR. Pour cela nous calculons la matrice de Fisher I
dé�nie par :

I =




〈
− ∂2`

∂I2

〉 〈
− ∂2`

∂I∂P

〉

〈
− ∂2`

∂P∂I

〉 〈
− ∂2`

∂P 2

〉


 (2.15)

A partir de l'équation 2.14 nous obtenons :

〈
− ∂2`

∂I2

〉
=

N
(
1 + P 2

)

2σ2
,

〈
− ∂2`

∂P 2

〉
=

NI2

2σ2
et

〈
− ∂2`

∂I∂P

〉
=

〈
− ∂2`

∂P∂I

〉
=

NIP

2σ2

En conséquence, la matrice J = I−1 est de la forme :

J =
2σ2

N




1 −P

I

−P

I

(1 + P 2)
I2


 (2.16)

La BCR sur l'estimation I et P est donnée par les termes diagonaux de la matrice J. Ainsi :

BCRI =
2σ2

N
(2.17)

BCRP =
1
N

(1 + P 2)
RSB2 (2.18)

où :

RSB =
I
√

N√
2σ

(2.19)

correspond à la dé�nition classique du rapport signal sur bruit dans l'image d'intensité totale
X + Y . La borne de Cramer-Rao sur I correspond à la variance classique que l'on obtient sur
un signal dont la densité de probabilité est gaussienne. La précision augmente avec la taille
de l'échantillon. La borne de Cramer-Rao sur P , quant à elle, dépend à la fois du rapport
signal sur bruit et de la valeur du paramètre P . Pour une valeur de RSB �xée, elle atteint sa
valeur maximale pour P = 1 (lumière totalement polarisée) et minimale pour P = 0 (lumière
totalement dépolarisée).
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2.2.2 Estimateur du maximum de vraisemblance

Comme nous l'avons mentionné dans l'introduction, une technique classique pour estimer un
paramètre est de calculer l'estimateur du maximum de vraisemblance.

Expression en fonction de l'échantillon

Pour cela, il nous su�t d'annuler la dérivée de la log-vraisemblance (Eq. 2.14) par rapport
au paramètre P . Nous obtenons, après quelques calculs simples :

P̂mv =
∑N

i=1 Xi −
∑N

i=1 Yi∑N
i=1 Xi +

∑N
i=1 Yi

(2.20)

L'estimateur du MV consiste à calculer d'abord la moyenne des échantillons X et Y, puis à
estimer l'OSC à partir de ces valeurs moyennes. Dans la suite nous le comparerons à d'autres
estimateurs, mais dans un premier temps intéressons-nous à la densité de probabilité de P̂mv.

Densité de probabilité de l'estimateur

Par dé�nition, un estimateur est une statistique calculée à partir de variables aléatoires, et
est donc lui même une variable aléatoire que nous pouvons caractériser en calculant sa densité
de probabilité. En injectant le modèle de perturbations (Eq. 2.12) dans l'expression de P̂mv (Eq.
2.20) nous obtenons après quelques calculs :

P̂mv =
(mX −mY )×∑N

i=1

(
nX

i − nY
i

)

(mX + mY )×∑N
i=1

(
nX

i + nY
i

)

=
RSB× P + b1

RSB + b2
(2.21)

où b1 =
∑N

i=1

(
nX

i − nY
i

)
/RSB et b2 =

∑N
i=1

(
nX

i + nY
i

)
/RSB sont des variables aléatoires

gaussiennes indépendantes, de moyenne nulle et de variance égale à 1. Nous venons ainsi de
montrer que P̂mv peut s'exprimer comme le rapport de deux variables aléatoires gaussiennes.
La densité de probabilité (DDP) d'une telle variable aléatoire a été déterminée d'une manière
générale dans le cas de variables aléatoires corrélées [54] et peut se mettre sous la forme suivante :

P(ρ) = α P1(ρ) + (1− α) P2(ρ) (2.22)

où
α = exp

(−RSB2
(
1 + P 2

)
/2

)
,

et P1, P2 sont deux densités de probabilité dé�nies par :

P1(ρ) =
1

π(1 + ρ2)
, (2.23)

P2(ρ) =
RSB√

2π(1− α)
1 + ρP

(1 + ρ2)3/2
× F

[
RSB

(1 + ρP )√
1 + ρ2

]
× exp

[
−RSB2(ρ− P )2

2(1 + ρ2)

]
,
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avec F(x) =
[
erf(x/

√
2)− erf(−x/

√
2)

]
/2 et erf(x) = 2/

√
π

∫ x
0 exp(−t2)dt est la fonction d'er-

reur classique.

Nous proposons dans l'annexe B une démonstration de ce résultat. Ainsi, l'expression Eq.2.22
montre que la DDP de P̂mv est la somme pondérée de deux DDP. La première P1, est la DDP
d'une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy [55]. Aucun de ses moments statistiques
(moyenne, variance...) ne sont dé�nis. En e�et, le moment statistique d'ordre N est dé�ni par
µN =

∫ +∞
−∞ ρNP1(ρ)dρ, or en +∞, ρNP1(ρ) est équivalent à ρN−2 qui n'est pas intégrable au

sens de Lebesgue pour N ≥ 1. Elle fait partie des densités de probabilité auxquelles la loi
des grands nombres ne s'applique pas : la moyenne empirique d'une telle variable aléatoire ne
converge pas vers une quantité déterministe (à savoir l'espérance de la loi) quelle que soit la
taille de l'échantillon. Quant à P2, tous ses moments statistiques sont dé�nis grâce au facteur
exponentiel. Nous pouvons voir sur la �gure 2.2 que lorsque le RSB augmente, P se rapproche
d'une densité de probabilité gaussienne de moyenne P et de variance égale à (1 + P 2)/RSB2

(qui correspond à la borne de Cramer-Rao donnée par l'équation 2.18). Pour les faibles RSB,
la densité de probabilité (DDP) est proche de celle d'une loi de Cauchy, qui n'est même plus
centrée sur la vraie valeur de l'OSC P .
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Figure 2.2 � Densité de probabilité de l'estimateur P̂mv pour deux valeurs du
RSB=0,1 et 9 et pour P=0,5. En trait plein, densité de probabilité d'une variable
aléatoire gaussienne dont la variance est égale à (1 + P 2)/RSB2 et la moyenne égale

à P.

Il est intéressant de noter d'après l'équation 2.22, que générer une variable aléatoire dont la
DDP est celle de P̂mv, revient à faire un choix entre une loi de Cauchy (avec la probabilité α),
et une loi dont la DDP est P2 (avec la probabilité (1−α)). Il su�t ensuite de générer la variable
aléatoire suivant la DDP choisie. La probabilité α dépend de P et du RSB. Elle décroît très
rapidement lorsque le RSB augmente : par exemple si RSB = 9 et P = 0, 5 alors α = 1, 64.10−7.
Ainsi, quand le bruit diminue dans les images d'intensité, la probabilité de "tirer" une variable
de Cauchy diminue très rapidement, et la variable aléatoire P̂mv a un comportement moins
chaotique.
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Nous ne pouvons donc pas parler, de façon rigoureuse, de la moyenne ou de la variance de
l'estimateur P̂mv. En e�et ni l'une ni l'autre ne sont dé�nies à cause de la contribution de P1.
Nous nous permettrons néanmoins cet abus de langage en considérant les estimées classiques de
ces moments statistiques (moyenne arithmétique, variance empirique ...).

Pour illustrer ces conclusions, nous avons réalisé des simulations de Monte-Carlo. Pour une
valeur vraie de l'OSC, P = 0, 5, et di�érentes valeurs du RSB, nous avons généré 104 réalisations
de la variable aléatoire P̂mv à partir de l'équation 2.21. Nous en avons ensuite calculé la moyenne
et la variance empiriques. Les résultats sont représentés sur la �gure 2.3. Nous voyons que pour
les faibles valeurs de RSB, la moyenne et la variance empiriques de P̂mv �uctuent énormément.
Cela provient du fait que α est faible, et que par conséquent la DDP P1 est prédominante.
Lorsque le RSB augmente, la DDP P1 prend le dessus, la moyenne estimée tend vers la valeur
vraie P = 0, 5, et la variance se rapproche de la borne de Cramer-Rao sur P .
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Figure 2.3 � Moyenne et variance empiriques de la variable aléatoire P̂mv estimées
sur 104 réalisations pour chaque valeur du rapport signal sur bruit RSB. La variance

est comparée à la borne de Cramer-Rao sur le paramètre P .

Nous en concluons que la densité de probabilité de l'OSC a, dans notre cas, une expression
plus complexe que celle en présence de bruit de speckle [49].

2.2.3 Comparaison de di�érents estimateurs

Nous venons de caractériser l'estimateur P̂mv dans la partie précédente. Nous allons à présent
le comparer aux deux estimateurs suivants :
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P̂emp =
1
N

N∑

i=1

Xi − Yi

Xi + Yi
, (2.24)

P̂med = mediane
(

Xi − Yi

Xi + Yi

)
. (2.25)

Contrairement à P̂mv (voir Eq. 2.20), l'estimateur P̂emp revient à calculer la moyenne empi-
rique des OSC de chaque pixel de l'échantillon. L'estimateur P̂med revient quant à lui, à calculer
la médiane des OSC de chaque pixel de l'échantillon. Nous comparons ces estimateurs grâce
à des simulations de Monte-Carlo dans la �gure 2.4. La valeur vraie de l'OSC est P = 0, 5,
l'échantillon est de taille N = 9 et les estimations sont faites sur 104 réalisations des échantillons
X et Y (voir Eq. 2.12).

Nous remarquons que l'estimateur utilisant la moyenne empirique, P̂emp, a des performances
bien en dessous des autres. Il présente un biais important, et sa variance empirique est très
chahutée jusqu'à RSB=14. Cela s'explique simplement par le fait qu'à faible RSB, l'estimateur
P̂emp devient lui même une variable aléatoire de Cauchy (la somme de variables aléatoires de
Cauchy est une variable aléatoire de Cauchy). L'estimateur médian, P̂med, n'atteint pas la borne
de Cramer-Rao, mais est le seul à ne pas présenter de divergence à faible RSB : en e�et la valeur
médiane d'une variable aléatoire de Cauchy est dé�nie et vaut zéro ce qui explique que P̂med

tende vers zéro pour les faibles valeurs de RSB. Il est bien connu que la médiane n'est pas une
méthode optimale, mais est plus robuste que la moyenne arithmétique.
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Figure 2.4 � Moyenne et variance estimées des estimateurs P̂emp, P̂med, P̂mv

comparés à la borne de Cramer-Rao BRCP pour un échantillon de taille N = 9 et
P = 0, 5. Les estimations sont e�ectuées sur 104 réalisations

En conclusion l'estimateur P̂mv présente les meilleures performances dès lors que le RSB>4.
Il est peu biaisé et sa variance atteint la BCR. Comme nous l'avions dit dans l'introduction,
l'estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement e�cace.
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2.2.4 Véri�cation expérimentale

Nous véri�ons expérimentalement ces conclusions en illuminant une plaque de plastique blanc
di�usant (P=0,15) avec une source incohérente polarisée linéairement. Deux échantillons X et
Y de 50× 50 pixels sont acquis neuf fois successivement. Nous avons donc 2500 réalisations des
vecteurs aléatoires X = {Xi, i ∈ [1, N ]} and Y = {Yi, i ∈ [1, N ]} avec N=9. Les moyennes et
variances des estimateurs sont estimées à partir de ces 2500 réalisations.

Comme expliqué dans l'annexe A, la matrice CCD fournit, pour chaque pixel, une valeur
entière positive à laquelle il faut soustraire �l'o�set� que nous avons ajouté pendant l'acquisition.
Rappelons que l'ajout de �l'o�set� pendant l'acquisition permet d'obtenir un bruit de détecteur
correctement modélisé par une variable aléatoire gaussienne. Après soustraction de �l'o�set� les
échantillons X et Y ont des densités de probabilité gaussiennes, et peuvent être négatifs pour
les faibles RSB. De plus, il est possible qu'à faible RSB, les mesures Xi et Yi soient telles que
Xi + Yi = 0. La valeur estimée de l'OSC est alors in�nie ou non-dé�nie : nous choisissons de ne
pas prendre ces mesures en considération.

Les histogrammes, les moyennes et variances expérimentales des estimateurs P̂emp, P̂med et
P̂mv sont représentés sur la �gure 2.5. Ces valeurs sont comparées dans le tableau 2.1 à des simu-
lations réalisées avec les mêmes paramètres (P = 0, 15 et RSB = 6, 1). Nous pouvons remarquer
que les résultats expérimentaux et simulés sont en parfait accord excepté pour l'estimateur P̂emp

dont les performances expérimentales sont meilleures que celles prédites par les simulations :
cela provient du fait que nous n'avons pas pris en compte les mesures qui fournissent des valeurs
d'OSC in�nies ou non-dé�nies. Cela diminue arti�ciellement la variance de l'estimateur.
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Figure 2.5 � Histogrammes, moyennes et variances expérimentales des estimateurs
P̂emp, P̂med et P̂mv obtenus sur des échantillons de tailles N=9. Les moments statis-
tiques sont estimés sur 2500 réalisations. Le rapport signal sur bruit est RSB≈ 6, 1
et l'OSC vaut P = 0, 15 (cette valeur a été estimée expérimentalement à fort RSB).
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2.2.5 Amélioration de l'estimateur MV

Comme nous l'avons évoqué dans le chapitre 1, lorsque la scène ne comporte que des objets
purement dépolarisants, l'OSC est compris entre 0 et 1. Cependant, nous voyons sur la �gure
2.2 qu'à faible RSB, l'estimateur P̂mv peut prendre des valeurs négatives, même si la valeur
vraie dans cet exemple est P = 0, 5. Nous l'observons également dans l'histogramme sur la
�gure 2.5. Nous pouvons utiliser l'information a priori sur les objets observés pour améliorer les
performances de l'estimateur MV. Pour cela nous allons étudier les performances de l'estimateur
du maximum de vraisemblance tronqué :

P̂mvt =





P̂mv si P̂mv ∈ [0, 1]
0 si P̂mv < 0
1 si P̂mv > 1

(2.26)

Cet estimateur est fondé sur le fait que l'OSC réel est forcément compris entre 0 et 1 dans notre
cas. L'histogramme de l'estimateur correspondant aux données expérimentales de la �gure 2.5
est représenté dans la �gure 2.6. Nous voyons que l'estimateur est borné entre 0 et 1 ce qui
diminue sa variance.
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Figure 2.6 � Histogramme, moyenne et variances expérimentales de l'estimateur
P̂mvt calculé sur des échantillons de tailles N=9. Les moments statistiques sont estimés
sur 2500 réalisations. Le rapport signal sur bruit est RSB≈ 6, 1 et l'OSC vaut P =

0, 15 (cette valeur a été estimée à fort RSB).

Pour évaluer ses performances, nous avons réalisé des simulations de Monte-Carlo et estimé
son biais, sa variance et son EQM (voir Eq.2.3). Les résultats sont présentés dans la �gure 2.7.

Notons tout d'abord que les biais et variances estimés des estimateurs pour P = 0, 1 sont en
parfait accord avec les mesures expérimentales de la �gure 2.5. Nous voyons que, dans tous les cas,
P̂mvt ne diverge plus et que son EQM est toujours plus faible que celui de l'estimateur MV. Ceci
provient du fait que, par construction, l'estimateur tronqué est borné entre 0 et 1. Nous observons
également que la variance de P̂mvt peut être plus faible que la BCR, ce qui est théoriquement
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P̂emp P̂med P̂mv

moyenne expérimentale 0,18 0,14 0,15
simulée 0,25 0,14 0,15

variance expérimentale 0,14 0,04 0,03
simulée 14,5 0,04 0,03

Tableau 2.1 � Moyennes et variances estimées des estimateurs P̂emp, P̂med et P̂mv.
Les résultats expérimentaux sont ceux obtenus précédemment, et les résultats simulés
ont été obtenus par des simulations de Monte-Carlo avec P = 0, 15, RSB = 6, 1,

N = 9 et 2500 réalisations.

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

RSB

bi
ai

s,
 P

=
0.

1

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

V
ar

ia
nc

e,
 P

=
0.

1

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

E
Q

M
, P

=
0.

1

mv
mvt
BCR

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

RSB

bi
ai

s,
 P

=
0.

5

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

V
ar

ia
nc

e,
 P

=
0.

5

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

E
Q

M
, P

=
0.

5

mv
mvt
BCR

0 5 10 15 20
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

RSB

bi
ai

s,
 P

=
0.

9

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

V
ar

ia
nc

e,
 P

=
0.

9

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

RSB

E
Q

M
, P

=
0.

9

mv
mvt
BCR

Figure 2.7 � Biais, variance et EQM estimés des estimateurs P̂mv et P̂mvt avec un
échantillon de taille N=25, en fonction du RSB. La variance et l'EQM sont comparés
à la BCR. Les simulations de Monte-Carlo ont été e�ectuées avec 105 réalisations
et trois valeurs di�érentes d'OSC : sur la première ligne P = 0, 1, sur la deuxième

P = 0, 5 et sur la troisième P = 0, 9.
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possible puisque que l'estimateur est cette fois-ci biaisé. De plus, d'après ces simulations, 〈P̂mvt〉
converge vers une valeur d'environ 0, 36 lorsque le RSB tend vers 0. Cette valeur peut être
obtenue théoriquement. En e�et, si le rapport signal sur bruit est nul, la densité de probabilité
de P̂mv est une loi de Cauchy et peut s'écrire Pmv(ρ) = P1(ρ) = 1

π(1+ρ2)
. La probabilité que

P̂mv < 0 est
0∫

−∞
P(ρ) = 1/2. La probabilité que P̂mv > 1 est

∞∫
1

P(ρ) = 1/2− tan−1(1)/π. Il est

donc possible d'écrire la DDP de P̂mvt sous la forme :

Pmvt(ρ) =





Pmv(ρ) si ρ ∈]0, 1[
0 si ρ < 0
0 si ρ > 1
1/2 si ρ = 0
1/2− tan−1(1)/π si ρ = 1.

(2.27)

Nous pouvons ensuite calculer la moyenne de P̂mvt :

〈P̂mvt〉 =

1∫

0

ρPmvt(ρ)dρ (2.28)

= 0 +

1∫

0

ρPmv(ρ)dρ + Pmvt(1) (2.29)

≈ 0, 36. (2.30)

Étant donné l'amélioration apportée par l'estimateur P̂mvt, nous pouvons donc en conclure
que l'estimateur tronqué doit être utilisé dès que l'hypothèse de l'observation d'une scène pure-
ment dépolarisante est véri�ée. En e�et, dans ce cas, nous devons utilisé l'information a priori
0 ≤ P ≤ 1.

2.2.6 Discussion

Dans cette partie nous avons mis en évidence que l'in�uence sur l'estimation de l'OSC d'un
bruit gaussien additif dans les images d'intensité est plus complexe que celle en présence de
bruit de speckle. En e�et, nous avons démontré que l'OSC était une somme de deux variables
aléatoires dont l'une suit une loi de Cauchy. Cela explique la divergence de l'OSC pour de faibles
RSB. Lorsque le RSB est plus fort, nous avons montré que la BCR pouvait être atteinte et qu'il
était possible d'augmenter la précision d'estimation si nous avions une information a priori sur
la scène. Cependant lorsque le RSB augmente, les mesures s'éloignent du modèle limité par le
bruit de détecteur. En e�et, le bruit de photons devient alors prédominant. Dans la suite du
chapitre nous allons étudier la transition entre ces deux régimes de bruit.

48



2.3 Bruit de photons et contribution passive

Dans cette partie, nous nous intéresserons au bruit dans les systèmes d'imagerie OSC utilisés
avec un �ux lumineux plus important que dans la partie précédente. C'est le cas, par exemple,
lorsque la scène imagée est su�samment proche. Comme nous pouvons le voir dans l'annexe A
les images d'intensité X et Y utilisées pour construire l'OSC sont principalement a�ectées par
le bruit de grenaille, ou bruit de photons. Dans un premier temps nous dé�nirons le modèle que
nous utilisons, puis nous montrerons que la borne de Cramer-Rao peut être calculée et atteinte
par l'estimateur du maximum de vraisemblance.

2.3.1 Modélisation

Dans notre modèle de perturbations, nous distinguons deux contributions au signal mesuré
par le détecteur :

� la première correspond à la rétroré�exion du faisceau d'illumination active par la scène. Il
s'agit du signal utile, qui suit une loi de probabilité de Poisson.

� la seconde correspond à tous les autres phénomènes présents même en l'absence d'illumi-
nation active. Il peut s'agir de l'émissivité propre des matériaux (lorsque l'on travaille dans
l'infrarouge entre 5µm et 10µm), de l'illumination ambiante rétrodi�usée par la scène, du
courant d'obscurité du détecteur... Dans tous les cas, il s'agit d'une contribution passive
qui suit, elle aussi, une loi de probabilité de Poisson, si nous supposons que toutes ces
sources sont indépendantes.

Comme pour l'étude précédente, ce modèle n'a pas été étudié dans la littérature, alors qu'il
peut être adapté à l'imagerie infrarouge, où le bruit du fond est un problème récurrent [56], aux
systèmes à faibles �ux où le courant d'obscurité n'est plus négligeable par rapport au signal, ou
bien dans tous les systèmes d'imagerie dans lesquels une contribution passive est présente.

Figure 2.8 � Représentation des di�érentes contributions au signal mesuré, dans
un système d'imagerie OSC actif.

Considérons deux échantillons homogènes X = {Xi, i ∈ [1, N ]} et Y = {Yi, i ∈ [1, N ]}
dont les valeurs sont exprimées en nombre de photoélectrons. Le signal moyen mesuré sur le
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détecteur vaut mX + gX dans l'échantillon X et mY + gY dans l'échantillon Y, où mX , mY sont
les paramètres d'intérêt que nous cherchons à estimer et gX , gY sont les contributions passives
dans chacun des canaux, provenant de K sources distinctes et indépendantes :

gX =
K∑

k=1

gk
X

gY =
K∑

k=1

gk
Y

Dans un premier temps nous considérons que les contributions passives sont identiques dans les
deux échantillons (gX = gY = g), ce qui est le cas dans de nombreuses situations. En e�et, le
courant d'obscurité par exemple, est dû à la génération aléatoire d'électrons dans le détecteur
en absence d'illumination. Il suit une loi de Poisson [57] et est identique pour les deux canaux,
étant donné que les images sont acquises sur le même détecteur.

De plus la scène est souvent illuminée par la lumière ambiante (soleil, source lumineuse...).
D'une manière générale, dans une scène naturelle, cette illumination passive peut être considérée
totalement dépolarisée. Si nous faisons l'hypothèse d'observer des matériaux purement dépola-
risants, leurs matrices de Mueller sont diagonales et ne présentent pas de polarisance [5] : la
lumière rétro-ré�échie par ces matériaux restera totalement dépolarisée : gk

X = gk
Y . Nous avons

mené une expérience, en faisant l'acquisition d'une scène éclairée avec un faisceau totalement
dépolarisé, en con�guration monostatique. Nous avons mesuré la valeur de gX et gY pour dif-
férents matériaux : les résultats sont présentés dans le tableau 2.2 et nous voyons que l'OSC
ne dépasse pas 0,02 en valeur absolue. L'hypothèse gk

X = gk
Y est donc véri�ée. La très faible

polarisation résiduelle peut être due à une faible polarisance du matériau ou à l'orientation de
ce dernier.

Matériau gX gY OSCg

papier blanc 395 409 0,02
te�on 1063 1069 -0,03

peinture grise 1095 1140 -0,02
métal 1072 1062 0,01

Tableau 2.2 � Lumière rétro-ré�échie (en niveau de gris) par di�érents maté-
riaux lorsqu'ils sont illuminés avec un faisceau totalement dépolarisé en con�gura-
tion monostatique. Nous présentons la valeur de chaque canal gX et gY ainsi que

OSCg = (gX−gY )
(gX+gY ) qui représente l'OSC de la contribution passive.

Nous pouvons donc donner l'expression de la loi de probabilité d'un élément de l'échantillon :
le nombre de photoélectrons mesurés est une variable aléatoire dont la densité de probabilité
suit une loi de Poisson :

PUi(n) = exp [−(mU + g)]
(mU + g)n

n!
(2.31)

où U = {X,Y }.
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2.3.2 Borne de Cramer-Rao

L'objectif de cette partie est de déterminer la précision maximale que nous pouvons espérer
sur l'estimation des paramètres I et P . Comme dans les parties précédentes, nous commençons
par déterminer la log-vraisemblance :

`(I, P ) =
N∑

i=1

log PXi(Xi) +
N∑

i=1

log PYi(Yi) (2.32)

= −N(I + 2g) + SX log
[
I

2
(1 + P ) + g

]
+ SY log

[
I

2
(1− P ) + g

]
+ A

où A =
∑N

i=1 [− log(Xi!)− log(Yi!)] ne dépend pas des paramètres d'intérêt I et P . Nous dé�-
nissons SX =

∑N
i=1 Xi et SY =

∑N
i=1 Yi. Nous calculons ensuite la matrice de Fisher :

I =
N

(I + 2g)2 − (IP )2

[
I(1− P 2) + 2g(1 + P 2) 2gIP

2gIP I2(I + 2g)

]
, (2.33)

En prenant l'inverse de cette matrice nous obtenons :

J = I−1 =
1
N

[
I + 2g −2gP/I

−2gP/I (1− P 2)/I + 2g(1 + P 2)/I2

]
. (2.34)

Nous pouvons en déduire les bornes de Cramer-Rao sur I et P , qui sont données par les éléments
diagonaux de la matrice J :

BCRI(g) = BCRds
I + BCRadd

I

avec BCRds
I =

I

N
(2.35)

et BCRadd
I =

2g

N
(2.36)

La borne de Cramer-Rao sur I peut se décomposer en un terme dépendant du signal utile
(BCRds

I ) et un terme additif (BCRadd
I ). En e�et, quand la contribution passive est nulle, c'est-

à-dire g = 0, alors BCRadd
I = 0 et par conséquent BCRI(g) = BCRds

I = I/N . Cette borne
correspond à la variance d'estimation classique obtenue sur les images d'intensité en présence
de bruit de photons uniquement.

La matrice J , nous donne également la borne de Cramer-Rao sur le paramètre P qui peut
s'exprimer sous la forme suivante :

BCRP (g) = BCRds
P + BCRadd

P

avec BCRds
P =

(1− P 2)
NI

(2.37)

et BCRadd
P =

2g(1 + P 2)
NI2

. (2.38)

L'expression de la BCRP se décompose elle aussi en deux termes : le premier BCRds
P dépend du

signal utile uniquement (c'est-à-dire de I et P ) et le second est un terme additif BCRadd
P . Lorsque
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la contribution passive est nulle (g = 0) on remarque que BCRP (0) = BCRds
P = (1−P 2)/(NI).

Il a été montré dans [51] que cette expression est la borne de Cramer-Rao sur P en présence de
bruit de photons uniquement. Quant au terme additif, BCRadd

P , on remarque que son expression
est identique à celle de la borne de Cramer-Rao en présence de bruit additif gaussien (voir Eq.
2.18) avec une variance σ2 égale à g.

Nous notons également que la BCR sur I est indépendante de la valeur du paramètre d'OSC
P , alors que la BCR sur P dépend de cette valeur. Plus précisément, BCRds

P décroît avec P

et est nulle lorsque le signal rétrodi�usé est totalement polarisé. Cela s'explique facilement :
lorsque P = 1 alors my = 0 et le bruit a une variance nulle puisqu'il s'agit du bruit de photons
uniquement. En revanche le terme BCRadd

P augmente avec P et n'est jamais nul. En e�et, étant
donné que ce terme est indépendant de la puissance du signal utile, il est toujours présent, même
quand le signal est nul.

2.3.3 Comparaison de l'in�uence de la contribution dépendant du signal et de
la contribution additive.

Dans cette partie nous allons étudier l'in�uence de la contribution passive sur la précision
d'estimation des paramètres d'intérêt. Commençons par l'estimation du paramètre d'intensité
I. Nous voyons clairement dans l'équation 2.36 que la variance d'estimation augmente avec la
valeur de g. Pour l'illustrer nous avons représenté dans la �gure 2.9 le rapport :

ρI(g) =
BCRI(g)
BCRI(0)

= 1 + 2
g

I
(2.39)

qui représente le rapport entre la BCRI pour une valeur de g donnée et la BCRI en l'absence
de contribution passive (g = 0). Nous voyons que ρI(g) croît linéairement avec g/I qui peut être
considéré comme le rapport signal sur bruit associé à la contribution passive. Procédons de la
même manière pour le paramètre P en calculant le rapport :

ρP (g) =
BCRP (g)
BCRP (0)

= 1 + 2
(

1 + P 2

1− P 2

)
g

I
(2.40)

que nous avons également représenté sur la �gure 2.9. Nous remarquons que ρP (g) croît aussi
linéairement avec g/I, mais la pente dépend de la valeur de l'OSC. En e�et, la pente tend
vers +∞ lorsque la valeur vraie de P tend vers 1. Il apparaît clairement que l'in�uence de la
contribution passive est plus importante sur l'estimation de P que sur celle de I, et cela est
d'autant plus vrai que le signal rétro-ré�échi est polarisé.

Pour essayer de mieux comprendre cet e�et, adoptons un autre point de vue. Considérons
que la contribution passive est �xée (valeur de g �xée), et déterminons "les intensités seuil" qui
correspondent au cas où la BCRds et BCRadd sont égales, pour l'estimation de I d'une part, et
l'estimation de P d'autre part. Ces intensités seuil correspondent à l'intersection des courbes ρI ,
respectivement ρP , avec la droite ρ = 2. Commençons par l'estimation de l'intensité : l'intensité
seuil correspond au cas où BCRds

I = BCRadd
I c'est-à-dire :

II
c = 2g,
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Figure 2.9 � Rapports ρI(g) et ρP (g) en fonction de la quantité g/I pour di�érentes
valeurs de l'OSC, P.

Cette valeur ne dépend pas de la valeur de l'OSC. Lorsque I < II
c , le bruit de Poisson additif

est prédominant alors que lorsque I > II
c le bruit prédominant est le bruit de photons asso-

cié au signal utile. Intéressons-nous à présent à l'estimation du paramètre P . L'intensité seuil
correspond au cas où BCRds

P = BCRadd
P , ce qui conduit à :

IP
c = 2g

1 + P 2

1− P 2
.

Contrairement au cas précédent, cette valeur d'intensité seuil dépend de la valeur de P . Nous
avons représenté sur la �gure 2.10 l'évolution du rapport IP

c /II
c en fonction de P . Lorsque le

signal rétro-ré�échi est totalement dépolarisé IP
c /II

c = 1. En revanche, lorsque P tend vers 1,
le rapport tend vers +∞ : en e�et, lorsque le signal rétro-ré�échi est partiellement polarisé, IP

c

peut être beaucoup plus grand que II
c . Par exemple, si P = 0, 9 alors IP

c = 9, 5 II
c . Cela signi�e

que pour être limité par le bruit de Poisson dépendant du signal pour l'estimation de P , il faut
une illumination active 9,5 fois plus intense que pour l'estimation de I. En d'autres termes, dès
que le signal rétro-ré�échi est polarisé, nous devons tenir compte du bruit de Poisson additif
pour l'estimation de P , même s'il peut être négligé pour l'estimation de I.

Figure de mérite

Pour visualiser l'in�uence des di�érentes sources de bruit, nous pouvons tracer les �gures de
mérites. Nous représentons la variance du bruit (sur I et P ) en fonction de la valeur moyenne
du signal utile. Pour l'estimation de l'intensité I, nous avons :

log10[BCRI ] = log10

[
BCRds

I + BCRadd
I

]
.

En dessous de l'intensité de seuil (I < II
c ), nous pouvons négliger le terme dépendant du signal

et obtenir :
log10[BCRI ] ' log10

[
BCRadd

I

]
= − log10[2g]− log10[N ],
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Figure 2.10 � Rapport des intensités seuil IP
c /II

c en fonction de la valeur vraie de
l'OSC P

c'est-à-dire une valeur constante. Au-dessus de l'intensité seuil (I > II
c ), nous pouvons négliger

le terme additif et obtenir :

log10[BCRI ] ' log10

[
BCRds

I

]
= log10[I]− log10[N ],

c'est-à-dire une droite avec une pente de 1 dB par décade. Cela correspond à la �gure de mérite
classique de l'estimation de l'intensité [57]. Nous la représentons sur la �gure 2.11 pour un
échantillon de taille N = 1. Augmenter la taille de l'échantillon revient à translater verticalement
la courbe de la quantité − log10[N ].
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Figure 2.11 � Précision d'estimation du paramètre I en fonction de sa vraie valeur
I, avec une contribution passive g = 10 photoélectrons. En trait plein : BCRI , en

trait pointillé : BCRadd
I et BCRds

I . Le cercle représente l'intensité seuil (II
c ).

Considérons à présent l'estimation du paramètre d'OSC. Nous avons :

log10(BCRP ) = log10

[
BCRds

P + BCRadd
P

]
.
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En dessous de l'intensité de seuil, (I < IP
c ), nous pouvons négliger le terme dépendant du signal

et obtenir :

log10[BCRP ] ' log10

[
BCRadd

P

]
= −2 log10[I]− log10[1 + P 2]− log10[2g]− log10[N ],

c'est-à-dire une droite de pente 2dB par décade. Au dessus de l'intensité de seuil nous négligeons
le terme additif pour obtenir :

log10[BCRP ] ' log10

[
BCRds

P

]
= − log10[I]− log10[1− P 2]− log10[N ],

ce qui correspond à une droite de pente 1 dB par décade. Dans la �gure 2.12 nous représentons
la �gure de mérite pour N = 1 et pour deux valeurs di�érentes de l'OSC P . Nous pouvons voir
que de plus grandes valeurs de P conduisent à un décalage signi�catif de l'intensité seuil.
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Figure 2.12 � Précision d'estimation du paramètre d'OSC P en fonction de l'in-
tensité I, avec une contribution passive g = 10 photons. En trait plein : BCRI , en
pointillés : BCRadd

P et BCRds
P . Le cercle représente l'intensité seuil (IP

c ). Les simu-
lations ont été réalisées avec deux valeurs du paramètre d'OSC : (a) P = 0 et (b)

P = 0, 9.

Cela illustre que l'in�uence du bruit associé à la contribution passive dépend de la valeur du
paramètre d'OSC que l'on cherche à estimer.

2.3.4 Discussion

Dans cette partie, nous avons modélisé le bruit de détecteur comme faisant partie d'un
ensemble plus général de sources de bruit que nous avons appelé contribution passive. Cette
contribution est prédominante à faible �ux. Lorsque l'intensité d'illumination est plus impor-
tante, le bruit de photons associé devient majoritaire. Nous avons montré que l'intensité seuil de
la transition entre ces deux régimes n'était pas la même pour l'estimation de l'intensité et celle
de l'OSC. Notre approche a cependant deux limites : nous avons supposé que la contribution
passive était connue a priori et qu'elle était dépolarisée. Dans la suite de ce chapitre nous allons
améliorer le modèle de perturbations.
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2.4 Prise en compte de la polarisation partielle de la contribution
passive

L'étude que nous avons menée dans la partie précédente, tient compte d'une contribution
passive, connue et dépolarisée, au bruit de photons observé sur les mesures. Dans cette partie
nous allons nous intéresser au cas plus général où la contribution passive est inconnue a priori
et partiellement polarisée. Cette problématique est justi�ée dans les cas suivants :

� La lumière ambiante ré�échie par la scène, peut être partiellement polarisée [6]. En e�et,
les lois de Fresnel montrent que les coe�cients de ré�exion en intensité pour des ondes
polarisées TE (transverse électrique) et TM (transverse magnétique) sont di�érents, ce qui
donne lieu à des polarisations partielles linéaires.

� La lumière ambiante peut également interagir avec un milieu di�usant. Le régime de
Rayleigh correspond à des particules dont la taille est petite par rapport à la longueur
d'onde [7]. Dans ce cas, les particules sont considérées comme des dipôles qui absorbent
puis réémettent la lumière avec une distribution obéissant à celle de l'émission d'un dipôle.
Le champ électrique di�usé oscille dans un plan qui est perpendiculaire à la direction de
propagation, ce qui donne lieu à une polarisation linéaire partielle.

� Dans certains cas, l'émissivité d'un matériau (essentiellement dans l'infrarouge) peut être
partiellement polarisée [58]. En e�et la loi de Kirchho� qui relie l'absorptivité et l'émissivité
peut être généralisée pour prendre en compte la polarisation [59] et permettre d'expliquer
ce phénomène.

Ces contributions dépendent de la scène observée. Elles ne sont pas connues a priori, et par
conséquent, ne peuvent être calibrées. Nous supposons également que ces contributions passives
sont indépendantes les unes des autres et ainsi :

gX =
K∑

k=1

gk
X

et gY =
K∑

k=1

gk
Y

sont des variables aléatoires de Poisson.

Comme dans la partie précédente, nous considérons à présent deux échantillons homogènes
X = {Xi, i ∈ [1, N ]} et Y = {Yi, i ∈ [1, N ]} distribués suivant une loi de Poisson de moyennes
respectives mU + gU :.

PUi(n) = exp [−(mU + gU )]
(mU + gU )n

n!
, (2.41)

avec U = {X, Y }. Nous voyons clairement que l'observation de X et Y n'est pas su�sante
pour estimer mX et mY : d'autres données sont nécessaires. Une manière classique de procéder
consiste à éteindre l'illumination active et à faire l'acquisition de deux échantillons passifs Vi

(Wi), i ∈ [1, N ] dans chacun des deux états de polarisation orthogonaux. Le nombre moyen de
photoélectrons pour un élément de l'échantillon X suit une loi de Poisson de moyenne gX . Au
�nal, toutes ces mesures peuvent être rassemblées dans un échantillon statistique de taille N
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χ′ = {X,Y,V,W} constitué de quatre vecteurs aléatoires de Poisson de moyennes respectives
mX + gX , mY + gY , gX , et gY .

2.4.1 Borne de Cramer-Rao

Notre objectif est ici de déterminer la précision maximale que nous pouvons espérer sur
l'estimation du paramètre P , en calculant la borne de Cramer-Rao. Pour cela nous commençons
par déterminer la log-vraisemblance de l'échantillon χ à partir des densités de probabilité des
éléments de l'échantillon (voir Eq.2.41) :

`(I, P, gX , gY ) =
N∑

i=1

[log PXi(Xi) + log PYi(Yi) + log PVi(Vi) + log PWi(Wi)]

= −N(I + 2(gX + gY )) + SX log
[
I(1 + P )

2
+ gX

]
+ SV log (gX)

+SY log
[
I(1− P )

2
+ gY

]
+ SW log (gY ) + B (2.42)

où SU =
∑N

i=1 Ui avec U = {X, Y, V,W} et B =
∑N

i=1− log(Xi!)− log(Yi!)− log(Vi!)− log(Wi!)
ne dépend pas des paramètres d'intérêt I, P , gX , et gY . Le vecteur de paramètres que nous
cherchons à estimer est θT = [I, P, gX , gY ]. A partir de l'expression de la log-vraisemblance nous
calculons la matrice de Fisher dé�nie par Iij = ∂`

∂θi∂θj
et nous l'inversons pour obtenir après

quelques calculs :

J = I−1 =




2Ig+I
N −2(−gX+gY +IgP )

IN −gX
N −gY

N

−2(−gX+gY +IgP )
IN

I(1−P 2)+2Ig(1+P 2+2PgP )
I2N

gX(−1+P )
IN

gY (1+P )
IN

−gX
N

gX(−1+P )
IN

gX
N 0

−gY
N

gY (1+P )
IN 0 gY

N




où :

Ig = gX + gY (2.43)

Pg =
gX − gY

gX + gY
(2.44)

sont respectivement l'intensité (i.e. le nombre total de photoélectrons) et l'OSC de la contribution
passive. Les bornes de Cramer-Rao sur l'estimation des paramètres sont les éléments diagonaux
de la matrice J . Ainsi BCRgX = gX/N et BCRgY = gY /N . Cela correspond à la variance
classique d'estimation de la moyenne d'une variable aléatoire de Poisson. La borne de Cramer-
Rao peut se décomposer en deux termes, comme dans la partie précédente :

BCRI(g) = BCRds
I + BCRadd

I

avec BCRds
I =

I

N
(2.45)

et BCRadd
I =

2Ig

N
(2.46)
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Nous en concluons que l'estimation de I ne dépend pas de la répartition de la contribution
passive sur les canaux parallèle et orthogonal.

La BCR sur P s'écrit quant à elle :

BCRP (g) = BCRds
P + BCRadd

P

avec BCRds
P =

(1− P 2)
NI

(2.47)

et BCRadd
P = 2 Ig

1 + P 2 − 2Pg P

NI2
. (2.48)

Nous retrouvons, comme dans la partie précédente, une décomposition en deux termes : BCRds
P

liée au bruit de photons du signal utile et BCRadd
P liée au bruit de photons de la contribution

passive. Il est très intéressant de noter que BCRadd
P dépend à la fois du nombre total de pho-

toélectrons passifs, mais aussi de leur OSC Pg. Cela signi�e que pour un nombre total Ig de
photoélectrons passifs donné, leur répartition entre les deux canaux polarimétriques in�ue sur
la précision d'estimation de l'OSC. Analysons plusieurs cas :

� si Pg = 0 alors gX = gY = g. Nous sommes dans le cas de la partie 2.3, à l'exception près
que g est ici supposé a priori inconnu. Par conséquent, la valeur de BCRadd

P double par
rapport au cas où g est connu (voir Eq.2.38).

� si |Pg| = 1 et Pg a le même signe que P alors la contribution passive est totalement
polarisée dans l'état de polarisation principal du signal utile. Dans ce cas BCRadd

P est
minimale (la précision d'estimation est donc maximale). Au contraire si Pg et P sont de
signe opposé alors BCRadd

P est maximale.
Nous en concluons que pour maximiser la précision d'estimation de l'OSC, la majorité des
photons passifs doit être dans le canal polarimétrique où se trouve la majorité des photons
utiles. Le rapport entre la valeur maximale et minimale de la BCRP lorsque Pg varie entre +1
et −1 est :

ρBCR =
(

1− P

1 + P

)2

Cette di�érence est d'autant plus grande que P est grand, c'est-à-dire que le signal est polarisé. Si
le signal utile est dépolarisé (P = 0), alors Pg n'a aucune in�uence sur la précision d'estimation
de P . Nous illustrons cela sur un exemple dans la �gure 2.13, où nous traçons la courbe BCRP

en fonction de l'intensité du signal utile I, avec P = 0, 8, Ig = 500, et Pg = 1, 0 et −1. Les
trois courbes sont clairement constituées de deux parties où la source de bruit prédominante est
di�érente :

� si par exemple l'objet observé est éloigné, le signal utile capté par le système est faible et
le bruit prédominant est dû à la contribution passive. Nous avons alors BCRP ≈ BCRadd

P

qui dépend de la valeur de Pg. Les courbes correspondant à Pg = 1 et Pg = −1 sont
espacées de la quantité Log10ρBCR = 19 dB.

� en revanche si I augmente le bruit dû au signal utile augmente aussi et nous observons
que BCRP ≈ BCRds

P . Dans ce cas, la BCR n'est plus fonction de Pg. Les trois courbes
correspondant à Pg = 1, 0 et −1 tendent alors à se rejoindre.
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Figure 2.13 � Borne de Cramer-Rao pour l'estimation de l'OSC P en fonction
de l'intensité I et avec une contribution passive Ig = 500 photo-éléctrons et un
échantillon de taille N=10. La valeur vraie de l'OSC est P = 0, 8 et les BCR sont
tracées pour plusieurs répartitions des photons passifs : Pg = 1, Pg = 0 et Pg = −1.

2.4.2 Estimateur du maximum de vraisemblance généralisé

Dans la partie précédente, notre analyse était basée sur l'étude des BCR, qui nous renseigne
sur la précision maximale d'estimation. Intéressons-nous dans cette partie à l'étude d'estima-
teurs. À partir de l'expression de la vraisemblance donnée dans l'équation (Eq. 2.42), nous
utilisons la méthode du maximum de vraisemblance généralisé. Pour cela nous annulons les dé-
rivées partielles de la log-vraisemblance par rapport à chacun des paramètres de nuisance (gX

et gY dans notre cas). Nous obtenons :

ĝX =
1
N

N∑

i=1

Vi et ĝY =
1
N

N∑

i=1

Wi.

Ces estimées sont réinjectées dans la log-vraisemblance :

`(I, P ) = −N [I + 2(ĝX + ĝY )] + SX log
[
I(1 + P )

2
+ ĝX

]
+ SV log (ĝX)

+SY log
[
I(1− P )

2
+ ĝY

]
+ SW log (ĝY ) + B (2.49)

Il nous reste à calculer les estimées des paramètres d'intérêt I et P , au sens du maximum de
vraisemblance généralisé. Nous obtenons :

Îmvg =
1
N

N∑

i=1

(Xi − ĝX) +
1
N

N∑

i=1

(Yi − ĝY ) (2.50)

P̂mvg =
∑N

i=1 (Xi − ĝX)−∑N
i=1 (Yi − ĝY )∑N

i=1 (Xi − ĝX)−∑N
i=1 (Yi − ĝY )

(2.51)
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Ces deux estimateurs du MVG sont plutôt intuitifs. Ils consistent à d'abord estimer mX

(mY ) en soustrayant l'estimée de gX (gY ) aux valeurs de l'échantillon Xi(Yi), puis en calculant
la moyenne. Ces estimées de mX (mY ) sont ensuite utilisées pour estimer I et P . Nous savons
que cet estimateur a de bonnes propriétés en terme d'e�cacité (voir [50]) et nous allons le véri�er
à l'aide de simulations de Monte-Carlo.

2.4.3 Simulations de Monte-carlo

Dans cette partie, nous allons tester l'e�cacité de l'estimateur Pmvg grâce à des simulations
de Monte-Carlo. Nous représentons sur la �gure 2.14 le biais et la variance de l'estimateur P̂mvg

pour di�érentes valeurs de l'OSC de la contribution passive Pg.

Nous voyons qu'au-delà d'une certaine intensité, l'estimateur du MVG atteint la BCR et peut
donc être considéré comme e�cace et cela quelle que soit la valeur de Pg. Sa variance devient
bien supérieure à la BCR pour de plus faibles valeurs de I et son biais devient également très
important. Cela peut s'expliquer grâce à l'expression de P̂mvg (voir l'équation 2.51). En e�et,
les valeurs estimées de gU sont soustraites aux données, et lorsque le bruit sur ĝU est grand, la
valeur du dénominateur peut être proche de zéro, ce qui donne lieu à de grandes variations.

Intéressons-nous à cette intensité seuil, en dessous de laquelle l'estimation est trop chahutée
(biais trop important, et variance très supérieure à la BCR). Nous remarquons que ce seuil ne
dépend pas de l'OSC de la contribution passive. En e�et, sur chacune des �gures, les courbes
correspondant aux di�érentes valeurs de Pg décrochent pour la même valeur de I. Nous remar-
quons cependant que le seuil dépend de la valeur de Ig. Comme nous le voyons sur chacune des
lignes de la �gure 2.14, le seuil augmente avec Ig.

Essayons de quanti�er ce phénomène. Dans la �gure 2.15, nous avons réalisé les mêmes
simulations que précédemment. Pour chacune d'elles nous calculons la valeur de Iseuil que nous
dé�nissons comme la plus faible intensité telle que si I > Iseuil alors

1− ε <
Var(P̂mvg)

BCRP
< 1 + ε (2.52)

Par la suite nous �xons arbitrairement ε = 0, 2. Nous voyons que l'intensité Iseuil ne dépend pas
de l'OSC de la scène observée : les deux courbes sont en e�et très proches. Il apparaît que la
dépendance entre Iseuil et I est de la forme log(Iseuil) = a log(Ig) + log(b) soit Iseuil = b× (Ig)a

où ν dépend de ε c'est-à-dire de la manière dont est dé�ni le seuil. Dans notre exemple a=3,49
et b=0,50.

2.4.4 Illustration expérimentale

A�n d'illustrer les résultats précédents, nous avons réalisé l'expérience schématisée dans la
�gure 2.16. Un polariseur �xe placé devant une source lumineuse (lampe halogène) contribue
à l'illumination passive. Son intensité est réglée de telle sorte que nous sommes dans le régime
où la contribution passive est prédominante. Nous utilisons le système actif que nous avons
présenté dans le chapitre 1. Dans notre exemple, il est constitué d'une source totalement polarisée
linéaire (grâce à un polariseur dans une monture tournante dont l'angle par rapport à la position
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Figure 2.14 � Biais et variance de l'estimateur P̂mvg en fonction de l'intensité I

avec un échantillon de taille N=10. Sur la première ligne Ig = 50, sur la deuxième
Ig = 500 et sur la troisième Ig = 5000 photoélectrons. La valeur vraie de l'OSC est
P = 0, 8 et les courbes sont tracées pour plusieurs répartitions des photons passifs :
Pg = 1, Pg = 0 et Pg = −1 avec 104 réalisations. Les bornes de Cramer-Rao sont

tracées en pointillés dans les �gures de droite
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la contribution passive Ig, pour ε = 0, 2 (voir l'équation 2.52). En pointillé nous
représentons un ��t� des données par une fonction du type f(x) = a×xb avec a=3,49

et b=0,50

verticale est noté θ). La partie réception permet de faire l'acquisition simultanée de deux états
de polarisation, l'un étant parallèle à celui de l'illumination et l'autre orthogonal. Une lame λ/2
est placée devant le module de réception pour pouvoir ajuster les états d'analyse sur celui de la
source : il su�t pour cela de la tourner d'un angle θ/2 par rapport à la position où l'axe neutre
est vertical. Précisons qu'un �ltre interférentiel est placé devant le module de réception pour que
l'analyse soit monochromatique (λ = 630 nm avec une largeur de 10 nm) et que la lame λ/2 soit
e�cace.

La scène observée est composée d'une plaque métallique sur laquelle nous avons collé des
rubans de plastique transparent. Les OSC de ces matériaux sont élevés : en e�et, P ' 1 pour le
métal et P ' 0, 9 pour le plastique. Nous considérons deux situations di�érentes :

� dans la première, θ = 0◦ (c'est-à-dire Pg ' 1) ce qui signi�e que l'état de polarisation
principal de la lumière passive est parallèle à celui de l'illumination active.

� dans la seconde, l'état de l'illumination et les états d'analyse sont tournés de 90 degrés
(θ = 90◦) de telle sorte que P ' −1, c'est-à-dire que l'état de polarisation principal de la
contribution passive est orthogonal à celui de l'illumination.

Nous représentons dans la �gure 2.17 les images OSC observées dans chacune des situations.
La variance du bruit est beaucoup plus faible dans la con�guration Pg ' 1 (Fig. 2.17.a) que dans
la con�guration Pg ' −1 (Fig. 2.17.c). Cette observation est également véri�ée sur les pro�ls le
long de la ligne en trait pointillé dans les �gures 2.17.b et 2.17.d, où les rubans en plastique
sont plus di�cilement détectables suivant la coupe horizontale. Les valeurs de variance estimées
sur les deux matériaux sont en accord avec les BCR correspondantes. Par exemple, la variance
de P̂mvg sur l'aluminium Pg ≈ 1 est 3, 6 10−4 et la BCR correspondante est de 3, 5 10−4.
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Figure 2.16 � Schéma du montage expérimental. Nous nous intéressons à deux
con�gurations. Dans la première l'angle θ vaut 0◦. Les états de polarisation de l'illu-
mination active et passive sont colinéaires. Dans la seconde con�guration θ = 90◦.

Les états de polarisation de l'illumination active et passive sont orthogonaux.

Ce résultat illustre le fait que la connaissance de la contribution passive permet d'augmenter
la précision d'estimation de l'OSC. En e�et, l'état de polarisation de l'illumination active doit être
choisi pour minimiser BCRP . Nous venons de montrer que si la scène est purement dépolarisante
alors le choix optimal consiste à illuminer la scène avec l'état de polarisation principal de la
contribution passive.

2.4.5 Discussion

Cette partie a permis de compléter l'étude précédente. En e�et, nous avons considéré que la
contribution passive (bruit de détecteur, lumière ambiante ...) était inconnue a priori et pouvait
être partiellement polarisée. L'expression de la borne de Cramer-Rao met en evidence que nous
pouvons augmenter la précision d'estimation en choisissant correctement l'état de polarisation
de l'illumination. Nous avons montré que l'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé
était asymptotiquement e�cace puisqu'il atteignait la borne de Cramer-Rao.
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Figure 2.17 � Image d'OSC d'une scène composée de deux rubans de plastique
transparent, sur une plaque d'aluminum dans deux con�gurations : (a) con�guration
Pg ≈ 1 et (c) con�guration Pg ≈ −1. Les pro�ls respectifs le long des lignes pointillées

sont tracés sur les �gures (b) et (d)
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2.5 Prise en compte de l'illumination non-uniforme

L'estimateur du MV que nous avons calculé et caractérisé dans la partie précédente est basé
sur l'hypothèse d'un échantillon homogène. Chaque pixel de l'échantillon a les mêmes paramètres
mX et mY (voir Eq. 2.12). Dans l'équation 2.9, si la matrice de Mueller du matériau est supposée
homogène sur l'échantillon, cela signi�e que l'illumination l'est aussi. Or ce n'est pas forcément le
cas en pratique. En e�et, le faisceau qui illumine la scène peut être spatialement non-uniforme à
cause, par exemple, de la déformation du front d'onde due aux perturbations atmosphériques, ou
à la non-homogénéité du faisceau. Il peut être aussi non-uniforme temporellement si, par exemple,
nous utilisons une illumination impulsionnelle dont l'intensité �uctue. Dans cette partie, nous
nous focaliserons sur le problème de l'estimation de l'OSC en présence de deux perturbations :
le bruit de détecteur et l'illumination non-uniforme. Nous commencerons par dé�nir un nouveau
modèle qui prend en compte la non-uniformité d'illumination. Nous déterminerons ensuite la
BCR et l'estimateur du maximum de vraisemblance quand l'illumination est non-uniforme et
connue. Nous déterminerons en�n l'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé (MVG)
qui suppose l'illumination inconnue, et caractériserons ses performances sur des données simulées
et expérimentales.

2.5.1 Modélisation

Nous modélisons l'échantillon de taille N mesuré χ′ = (X′,Y′) de la manière suivante :

X ′
i = Fi mX + nx

i ,

Y ′
i = Fi mY + ny

i , (2.53)

pour i ∈ [1, N ], où mX et mY sont les paramètres de l'échantillon (voir Eq. (2.9)) et nx
i ou ny

i

sont des variables aléatoires dont les DDP sont supposées gaussiennes de moyenne nulle et de
variance σ2. Notons que l'échantillon est toujours considéré homogène. En e�et, les paramètres
d'intérêt sont les mêmes pour chaque pixel. Il n'est cependant plus identiquement distribué, étant
donné que l'illumination F est supposée non-uniforme. Le vecteur F est à valeur réelle positive
et traduit les variations spatiales ou temporelles de l'intensité d'illumination. Nous remarquons
que pour chaque mesure i l'illumination Fi est la même sur les deux échantillons X et Y. Pour
garantir cela, l'utilisation d'un système faisant l'acquisition simultanée de Xi et Yi, tel que celui
que nous avons conçu dans le chapitre 1, est indispensable. La densité de probabilité d'un élément
de l'échantillon est donc de la forme :

PUi(u) =
1√
2πσ

exp
[
−(u− FimU )2

2σ2

]
, (2.54)

où U = {X,Y }.

2.5.2 Borne de Cramer-Rao avec une illumination non-uniforme mais connue

Commençons par supposer que le vecteur d'illumination F est connu. Cette hypothèse peut
se justi�er :
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� si la non-uniformité est spatiale et ne varie pas dans le temps, le système peut être calibré
au préalable.

� si la non-uniformité temporelle est due à la �uctuation d'intensité des impulsions d'illu-
mination, nous pouvons envisager de prélever une partie du faisceau d'illumination pour
enregistrer en temps réel ses �uctuations. Cela a été mis en place dans le démonstrateur
Hypolac [60]. Quoi qu'il en soit, la connaissance de F n'est possible que dans certains cas
particuliers et est souvent di�cile à mettre en ÷uvre.

Notre objectif est de déterminer la BCR sur le paramètre P en supposant que l'illumination
est non-uniforme mais connue. Pour cela, commençons par calculer la log-vraisemblance à partir
du modèle Eq.(2.53) :

`(χ′|F,mX , mY ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

i=1

(Xi − FimX)2 − 1
2σ2

N∑

i=1

(Yi − FimY )2. (2.55)

En utilisant la paramétrisation (I, P ) nous pouvons écrire :

`(χ′|F, I, P ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

i=1

(
Xi − Fi

I(1 + P )
2

)2

− 1
2σ2

N∑

i=1

(
Yi − Fi

I(1− P )
2

)2

. (2.56)

Le calcul de la matrice de Fisher se fait simplement, en dérivant la log-vraisemblance par rapport
aux paramètres I et P . Nous obtenons la matrice J qui est l'inverse de la matrice de Fisher :

J = I−1 = =
2σ2

N∑
i=1

F 2
i




1− P

I

−P

I

(1 + P 2)
I2


 . (2.57)

Les BCR sur I et P sont données par les éléments diagonaux de J . Ainsi :

BCRF
I =

2σ2

N∑
i=1

F 2
i

, (2.58)

BCRF
P =

(1 + P 2)
RSB2

F

, (2.59)

avec :

RSBF =

I

√
N∑

i=1
F 2

i

√
2σ

. (2.60)

Les expressions des bornes de Cramer-Rao sur I et P sont similaires à celles obtenues dans le cas
de l'illumination uniforme (voir Eq. 2.18). Il su�t de remplacer N par

∑N
i=1 F 2

i , qui prend en
compte le vecteur d'illumination F. Nous notons que le rapport signal sur bruit RSBF dépend
de l'illumination. De plus nous observons que si l'illumination est uniforme, Fi = 1, ∀i ∈ [1, N ],
alors RSB = RSBF . Nous en concluons, que lorsque l'illumination est connue, qu'elle soit
uniforme ou non, le problème d'estimation est très similaire. Nous pouvons à présent nous
interroger sur l'intérêt de prendre en compte la non-uniformité : cela apporte-t-il réellement un
gain en précision d'estimation ?
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2.5.3 Gain potentiel en précision en prenant en compte la non-uniformité

Considérons une illumination non-uniforme F. Notre objectif est ici d'évaluer le gain en pré-
cision lorsque nous prenons en compte cette perturbation dans le modèle de bruit. Pour cela
nous allons d'abord analyser la borne de Cramer-Rao calculée avec le modèle d'illumination
non-uniforme dans Eq.(2.59). Nous nous intéresserons ensuite au cas où nous faisons l'hypothèse
que l'illumination est uniforme dans le modèle de bruit, mais qu'en réalité, expérimentalement,
elle ne l'est pas. Autrement dit, nous étudierons le cas où la modélisation d'illumination uni-
forme n'est pas adaptée aux données. Pour cela nous calculerons la borne de Cramer-Rao, notée
BCRU avec le modèle d'illumination uniforme Eq.(2.18), mais en présence d'un échantillon non-
uniformément illuminé. Cela nous donnera une idée de la précision que nous pouvons espérer
avec les deux modèles de perturbations, en présence d'une illumination non-uniforme.

Analyse de RSBF

Dé�nissons le niveau d'intensité total de l'illumination, c'est-à-dire
N∑

i=1

(mXFi + mY Fi) = IF 0.

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, et le fait que ∀i, Fi > 0 nous obtenons :

(
F 0

)2
/N ≤

N∑

i=1

F 2
i ≤

(
F 0

)2
,

et donc :
RSBmin

F ≤ RSBF ≤ RSBmax
F , (2.61)

avec :
RSBmin

F =
I√
2σ

F 0

√
N

et RSBmax
F =

I√
2σ

F 0.

La borne inférieure RSBmin
F est atteinte pour le cas de l'illumination uniforme, Fi = F 0/N, ∀i.

La borne supérieure RSBmax
F est atteinte pour une illumination que nous appellerons "impul-

sionnelle" : toute l'intensité d'illumination est concentrée sur un seul élément j de l'échantillon :
Fj = F 0 et Fi = 0, ∀i 6= j. Dans la pratique, si nous considérons un échantillon temporel de
taille N , cela signi�e que le rapport signal sur bruit maximum RSBmax

F sera atteint lorsque
l'illumination est concentrée dans une impulsion correspondant à la première image, et que les
N − 1 suivantes ne sont pas illuminées.

Précision avec le modèle d'illumination uniforme

Supposons que la scène soit observée avec une illumination uniforme. L'échantillon mesuré
est donc modélisé par Eq.(2.12). L'expression de la vraisemblance est :

`(χ|I, P ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

1

(
Xi − I(1 + P )

2

)2

− 1
2σ2

N∑

1

(
Yi − I(1− P )

2

)2

, (2.62)

67



Nous pouvons l'écrire sous la forme :

`(χ|I, P ) = f(SX , SY |I, P ) + g(χ), (2.63)

avec :

SX =
N∑

i=1

Xi,

SY =
∑

i = 1NYi,

f(SX , SY |I, P ) =
1

2σ2

{
[SXI(1 + P )− SY I(1− P )]− NI2(1 + P 2)

2

}
,

g(χ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

(
N∑

1

X2
i + Y 2

i

)
.

Notons que la fonction g(χ) ne dépend pas des paramètres d'intérêt I et P . En langage statistique
on dit que les statistiques SX et SY sont des statistiques su�santes. Leur connaissance est
su�sante pour caractériser les performances d'estimation. En e�et, connaître complètement
l'échantillon χ est inutile, puisque la vraisemblance `(χ|I, P ) ne dépend que de SX et SY . Ce
sont des variables aléatoires gaussiennes de moyennes respectives NI(1 + P )/2 et NI(1− P )/2
et de variances Nσ2.

Si dans la réalité la scène est illuminée non-uniformément, l'échantillon mesuré suit le modèle
Eq.(2.53). Mais nous supposons que l'estimation se fait avec le modèle d'illumination uniforme.
Dans ce cas, SX et SY sont des variables aléatoires gaussiennes de moyennes F 0I(1 + P )/2 et
F 0I(1−P )/2 et de variances Nσ2. Cette situation est donc totalement équivalente à celle d'une
illumination uniforme avec les paramètres I ′ = IF 0/N et P . Dans ce cas le rapport signal sur
bruit se calcule simplement à partir de l'équation 2.19 :

RSB =
I ′
√

N√
2σ

=
IF 0

√
N
√

2σ
= RSBmin

F .

Par conséquent, une borne sur la variance d'estimation de P est donnée par la BCRP calculée
avec le modèle uniforme dans Eq.2.18 et avec un rapport signal sur bruit égal à RSBmin

F :

BCRU =
1 + P 2

[
RSBmin

F

]2 . (2.64)

Ceci correspond à la précision maximale que nous pouvons espérer en utilisant le modèle (2.12)
alors que l'illumination est non-uniforme.
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Amélioration apportée par le modèle prenant en compte la non-uniformité

Comparons à présent les performances d'estimation obtenues en partant de chacun des mo-
dèles. Compte tenu des équations (2.59) et (2.64) nous obtenons :

BCRU = BCRF

(
RSBF

RSBmin
F

)2

= BCRF




N
N∑

i=1
F 2

i

F 2
0




= BCRF

(
1 +

σ2
F

m2
F

)
,

où mF = (1/N)
N∑

i=1
Fi et σ2

F = (1/N)
N∑

i=1
Fi

2 − mF
2 sont respectivement la moyenne et la

variance empiriques de l'illumination. On peut ainsi écrire la relation précédente de la manière
suivante :

BCRU = BCRF [1 + (N − 1)Q] , (2.65)

avec :
Q =

1
N − 1

σF
2

mF
2
. (2.66)

Le paramètre Q caractérise la non-uniformité d'illumination et varie entre 0 et 1. En e�et on
montre facilement, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz, que σ2

F /m2
F varie entre 0 and

N-1. Dans le tableau 2.3 nous donnons quelques exemples de non-uniformité d'illumination et
les valeurs de Q correspondantes. Nous prenons comme exemple :

� l'illumination uniforme. Fi = Fj , ∀i, j et dans ce cas σF = 0 et par conséquent Q = 0,
� l'illumination aléatoire distribuée uniformément. F est un vecteur aléatoire distribué uni-

formément entre 0 et 2F0. Dans cette situation on sait que sa moyenne est mF = F0 et sa
variance σF

2 = F 2
0 /3.

� l'illumination de type exponentiel. F est un vecteur aléatoire distribué avec une DDP
exponentielle. Dans ce cas on sait que σ2

F /m2
F ≈ 1.

� l'illumination impulsionnelle. F est telle que Fj = F 0 et Fi = 0, ∀i 6= j. On montre alors
facilement que Q = 1.

Nous représentons sur la �gure 2.18, l'évolution de BCRU et BCRF en fonction du para-
mètre Q, pour un RSBF = 12. Pour Q = 0, c'est-à-dire une illumination uniforme, les BCR
sont égales. Les performances d'estimation seront les mêmes en utilisant les deux modèles de
bruit. L'amélioration est modeste pour l'illumination aléatoire distribuée uniformément, plus
importante pour l'illumination avec une distribution exponentielle. Dans le cas de l'illumination
impulsionnelle, l'amélioration apportée est signi�cative et augmente avec la taille de l'échantillon.

Ainsi, nous venons de montrer que si l'illumination est non-uniforme, l'amélioration poten-
tielle apportée par le modèle Eq.(2.53) dépend du type de non-uniformité et peut être signi�-
cative. Nous allons, par conséquent, poursuivre l'étude par le calcul et la caractérisation d'un
estimateur adapté à ce type de perturbation.

69



Uniforme Q = 0 BCRU = BCRF

Uniformément distribuée Q = 1
3(N−1) BCRU = 4/3BCRF

Exponentielle Q = 1
N−1 BCRU = 2BCRF

Impulsionnelle Q = 1 BCRU = NBCRF

Tableau 2.3 � Valeur du paramètre Q et gain en précision pour di�érents types
de non-uniformité d'illumination.
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Figure 2.18 � Evolution de BCRU et BCRF en fonction du paramètre Q. Le
rapport signal sur bruit est RSBF = 12 et l'échantillon considéré est de taille N = 9.

2.5.4 Estimateurs de l'OSC en présence d'illumination non-uniforme

Nous considérons d'abord le cas simple où l'illumination est connue, puis le cas où elle ne
l'est pas.

Illumination connue

Notre objectif est ici de déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance lorsque l'illu-
mination est non-uniforme et connue. A partir de l'expression de la log-vraisemblance Eq.2.55,
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nous estimons les paramètres mX et mY en annulant ses dérivées partielles par rapport à mX

et mY . Nous obtenons m̂V =
N∑

i=1
FiVi/

N∑
i=1

Fi avec V = X ′ ou Y ′. D'après la propriété classique
d'invariance de l'estimateur MV par changement de paramétrisation [61] les estimées de I et P

s'expriment de la manière suivante :

Îmv,Fconnu = m̂X + m̂Y =
N∑

i=1

Fi(Xi + Yi)/
N∑

i=1

Fi, (2.67)

P̂mv,Fconnu =

N∑
i=1

(FiXi − FiYi)

N∑
i=1

(FiXi + FiYi)
. (2.68)

On montre facilement que l'estimateur du MV de P peut se mettre sous la forme :

P̂mv,Fconnu =
RSBF × P + b′′1

RSBF + b′′2
, (2.69)

où b′′1 et b′′2 sont deux variables aléatoires gaussiennes de moyenne nulle et de variance 1. Cette
expression est identique à celle de l'estimateur MV dans le cas de l'illumination uniforme (voir
Eq.(2.21). Il su�t pour cela de remplacer RSB par RSBF .

Illumination inconnue

Dans la plupart des applications, le vecteur d'illumination F est a priori inconnu. Se pose
alors un nouveau problème d'estimation dont les paramètres sont {F,mX ,mY } ou {F, I, P}.
L'estimation de F n'a pas d'intérêt pour l'utilisateur, seule l'estimation de I et P est intéressante.
Le vecteur F est appelé paramètre de nuisance. Nous remarquons également que mX et mY ne
peuvent pas être estimés séparément. En e�et, les jeux de paramètres {F,mX ,mY } et {F/a, a×
mX , a × mY }, où a est réel positif, conduiront tous les deux à l'échantillon mesuré χ′ avec
exactement les mêmes propriétés statistiques. Cela signi�e que les deux jeux de paramètres
mentionnés ne peuvent être distingués à partir de l'observation de χ′. Le même raisonnement
peut être appliqué si nous utilisons la paramétrisation (I, P ) : les jeux de paramètres {F, I, P}
et {F/a, a× I, P} ne sont pas discernables par l'observation de χ′. Cependant, nous voyons que
le paramètre P a la propriété intéressante d'être invariant par la multiplication de mX et mY

par le scalaire a. L'OSC peut donc être estimé à partir de l'observation de l'échantillon χ′.

Plusieurs méthodes ont été développées pour éliminer les paramètres de nuisance, de telle
manière que la vraisemblance soit une fonction des paramètres d'intérêt seulement. Nous en
présentons rapidement deux : la vraisemblance marginale et la vraisemblance généralisée [62].

Vraisemblance marginale Cette approche Bayesienne considère que les paramètres de nui-
sance sont des variables aléatoires dont la densité de probabilité est connue. Dans notre cas
cela revient à supposer que nous connaissons a priori la DDP de l'illumination notée P(F) .
Nous pouvons calculer la vraisemblance marginale L(χ′ | I, P ) =

∫ L(χ′|F, I, P )P(F)dF qui
ne dépend plus du paramètre de nuisance. Cependant cette méthode donne lieu à des calculs
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compliqués et ne fournit pas de solution analytique. Nous l'avons donc abandonnée et adopté
une autre approche.

Vraisemblance généralisée Cette méthode consiste à exprimer les paramètres de nuisance
comme des paramètres d'intérêt. Pour cela nous considérons que l'illumination est inconnue
et nous cherchons à l'estimer au sens du maximum de vraisemblance. Cette estimée est en-
suite injectée dans la vraisemblance, pour obtenir la vraisemblance généralisée Lp(χ′|I, P ) =
arg maxF [L(χ′|FI, P )]. La fonction ainsi obtenue est appelée vraisemblance généralisée, car ce
n'est plus vraiment une vraisemblance. En e�et, son intégrale sur l'ensemble de dé�nition de χ′

n'est pas forcément égale à 1. Il ne reste plus alors qu'à calculer l'estimateur du maximum de
vraisemblance généralisé (MVG) de P . Étant donné que nous n'avons pas d'information a priori
sur l'illumination nous préférons cette approche à la précédente.

Le calcul détaillé de cet estimateur noté P̂mvg,F inconnu est présenté dans l'annexe C. Le
résultat obtenu est le suivant :

P̂mvg,F inconnu = −R + sgn
(

N∑

i=1

(
X2

i − Y 2
i

)
) √

1 + R2, (2.70)

avec R = 2

(
N∑

1

XiYi

)
/

(
N∑

1

X2
i − Y 2

i

)
,

où sgn(x) = 1 si x > 0 et -1 sinon.

Avant de caractériser les performances de cet estimateur, nous cherchons à connaître les
paramètres dont il dépend. Dans l'équation (2.70) nous voyons que P̂mvg,F inconnuf ne dépend
des données Xi et Yi qu'à travers R et sgn

[∑N
i=1

(
X2

i − Y 2
i

)]
, il est donc su�sant d'analyser ces

deux variables. Quelques calculs simples également détaillés dans l'annexe C nous permettent
d'écrire la variable aléatoire R sous la forme :

R =
RSBF

2

(
1− P 2

2

)
+ RSBF (bs − Pbd) +

√
Nb3

RSBF
2P + RSBF (bs + Pbd) +

√
Nb4

, (2.71)

où bs, bd sont deux variables aléatoires gaussiennes de moyennes nulles et de variances 1, et b3,
b4 sont des variables aléatoires de moyennes nulles et de variances 1. Nous en déduisons que
R ne dépend que de RSBF , P et N . Nous montrons dans l'annexe, qu'il en va de même pour
sgn

(∑N
i=1

(
X2

i − Y 2
i

))
. L'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé P̂mvg,F inconnu

dépend donc de ces trois paramètres, mais pas du paramètre Q, c'est-à-dire de la distribution de
l'illumination. D'après l'équation (2.71), nous pouvons également anticiper que pour un RSBF

su�samment important, la précision de P̂mvg,F inconnu ne va pas beaucoup dépendre de la taille
de l'échantillon N .

Illustrons ces conclusions grâce à des simulations de Monte-Carlo e�ectuées sur 105 réalisa-
tions de l'échantillon χ′ pour une valeur �xée de RSBF . Nous représentons sur la �gure 2.19
la variance des estimateurs P̂ml,F et P̂mvg,F inconnu en fonction du paramètre de non-uniformité
d'illumination Q. Nous pouvons voir que la précision de ces deux estimateurs ne dépend pas de
Q, comme nous l'avions annoncé dans les équations (2.69) et (2.71). Les variations observées sur
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la �gure proviennent simplement des �uctuations dues à l'estimation de la variance : nous avons
d'ailleurs représenté les barres d'erreurs correspondantes. Elles sont égales à ±2σV AR où σV AR

est une approximation de l'écart type sur l'estimation de la variance. En faisant l'hypothèse
que la variance estimée a une densité de probabilité gaussienne, un calcul simple montre que
σV AR est égal au rapport entre la valeur de la variance estimée et

√
2M où M est le nombre de

réalisations utilisées dans la simulation de Monte-Carlo. Nous observons sur cette �gure, que les
performances d'estimation avec et sans connaissance de l'illumination a priori sont très proches.
Cela signi�e que dans notre exemple, le fait de ne pas connaître l'illumination ne dégrade pas
signi�cativement les performances d'estimation.
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Figure 2.19 � Variances des estimateurs P̂mvg,F inconnu, P̂mv,Fconnu et borne de
Cramer-Rao BCRF (voir Eq.2.59) en fonction du paramètre de non-uniformité de
l'illumination Q (voir Eq.2.66), pour RSBF = 12, P = 0, 5 et N = 9. Les estima-
tions des variances sont réalisées grâce à des simulations de Monte-Carlo sur 2.105

réalisations.

Nous avons également caractérisé la dépendance de l'estimateur P̂mvg,F inconnu avec la taille
de l'échantillon dans la �gure 2.20. Comme nous pouvons le voir dans les équations (2.59) et
(2.69), la BCR et l'estimateur P̂mv,Fconnu ne dépendent pas de la taille de l'échantillon pour un
rapport signal sur bruit �xé. Encore une fois les petites variations observées sont dues à l'erreur
sur l'estimation de la variance.

On peut voir que la variance de l'estimateur P̂mvg,F inconnu croît lentement avec la taille de
l'échantillon. Cela peut paraître surprenant, on s'attendrait plutôt à un comportement opposé.
Ceci est simplement dû au fait que dans notre cas, la valeur de RSBF est �xée : augmenter la
taille de l'échantillon signi�e alors que la même intensité d'illumination est distribuée sur plus
de pixels. Par conséquent, les paramètres Fi sont plus nombreux et donc moins bien estimés.
L'erreur commise sur cette estimation se répercute sur la log-vraisemblance généralisée et au
�nal sur la variance de l'estimateur P̂mvg,F inconnu.
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Figure 2.20 � Variances des estimateurs P̂mvg,F inconnu, P̂mv,Fconnu et borne de
Cramer-Rao BCRF (voir Eq.2.59) en fonction de la taille de l'échantillon N , pour
RSBF = 12, P = 0, 5 et Q = 1. Les estimations des variances sont réalisées grâce à

des simulations de Monte-Carlo sur 2.105 réalisations.

2.5.5 Comparaison avec les estimateurs adaptés à l'illumination uniforme.

Il est intéressant de comparer l'estimateur P̂mvg,F inconnu avec les estimateurs adaptés à l'illu-
mination uniforme que nous avons mis en place dans la partie 2.2 : c'est dire P̂med (voir l'équation
2.25), et P̂mvt (voir l'équation 2.26) que nous noterons P̂mv,Funi,t pour le distinguer de l'esti-
mateur P̂mv,Fconnu . Nous supposons observer des objets purement dépolarisants, ce qui nous
amène à dé�nir l'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé tronqué :

P̂mvg,F inconnu,t =





P̂mvg,F inconnu si P̂mvg,F inconnu ∈ [0, 1]
0 si P̂mvg,F inconnu < 0
1 si P̂mvg,F inconnu > 1

(2.72)

Nous avons représenté sur la �gure 2.21 la moyenne empirique et la variance de ces estima-
teurs en fonction de RSBF . Nous avons choisi le cas Q = 1, qui correspond à une illumination
impulsionnelle : tout le signal est concentré sur un pixel de l'échantillon.

L'estimateur médian n'est clairement pas adapté à ce type de non-uniformité : son biais est
très important, et sa variance largement en dessus de la BCRF . Pour un RSBF supérieur à 3,
la variance de l'estimateur du MVG tronqué atteint la borne de Cramer-Rao, ce qui n'est pas
le cas pour l'estimateur du MV tronqué. Nous notons que l'estimateur P̂mvg,F inconnu,t converge
vers la valeur 0, 36 tout comme l'estimateur P̂mv. L'explication est donnée dans la partie 2.2.5

Concernant l'amélioration apportée par la troncature, la même conclusion peut être tirée que
dans le cas de l'illumination uniforme. Elle permet d'améliorer les performances d'estimation et
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Figure 2.21 � Moyennes et variances estimées sur 105 réalisations, des estimateurs
P̂mvg,Finconnu, P̂mvg,Finconnu,t, P̂med, P̂mv,Funi,t et borne de Cramer-Rao BCRF , en

fonction de RSBF pour N = 9, P = 0, 5 et Q = 1.

aussi d'éviter la divergence de l'estimateur pour les faibles valeurs de RSBF . Elle doit être
utilisée dès que la scène observée est composée d'objets purement dépolarisants.

Nous avons représenté sur la �gure 2.22 l'évolution des variances des di�érents estimateurs
en fonction de la non-uniformité d'illumination Q, pour une valeur de RSBF donnée. Nous
voyons que la précision des estimateurs P̂med et P̂mv,Funi,t dépend fortement du type de non-
uniformité d'illumination, alors que l'estimateur P̂mvg,F inconnu,t y est complètement insensible
comme nous l'avons montré précédemment dans la �gure 2.19. Pour les faibles valeurs de Q,
l'estimateur P̂mv,Funi,t est proche de la BCRU , ce qui n'est plus le cas lorsque Q augmente.
Cela s'explique par le fait que nous raisonnons à RSBF �xé. Augmenter Q dans ces conditions
revient à diminuer le rapport signal sur bruit correspondant au modèle uniforme. Nous avons vu
dans la �gure 2.4 qu'une diminution sur rapport signal sur bruit implique que la variance des
estimateurs s'éloigne de la BCR. En e�et, d'après l'équation 2.65, augmenter le paramètre Q à

75



RSBF �xé revient à augmenter la valeur de BCRU qui est inversement proportionnelle au RSB
équivalent du modèle uniforme (voir équation 2.65).

Pour une illumination uniforme (c'est-à-dire Q = 0), l'estimateur MVG n'est que légère-
ment moins précis que l'estimateur MV, sa variance est estimée à 0, 0135 contre 0, 0130 pour
l'estimateur MV.

Pour conclure nous avons montré que les performances de l'estimateur MVG étaient indé-
pendantes de la non-uniformité d'illumination. De plus, sa variance est proche de la borne de
Cramer-Rao, même si l'illumination est parfaitement uniforme. En conséquence, c'est une très
bonne alternative à l'estimateur MV adapté au modèle uniforme, dès lors que l'on suspecte une
non-uniformité d'illumination spatiale ou temporelle.
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Figure 2.22 � Variance des estimateurs P̂mv,Funi,t, P̂mvg,F inconnu,t et borne de
Cramer-Rao correspondante BCRU , BCRF (voir Eq.2.59) en fonction du paramètre
de non-uniformité de l'illumination Q (voir Eq.2.66), pour RSBF = 12, P = 0, 5
et N = 9. Les estimations des variances sont réalisées grâce à des simulations de

Monte-Carlo sur 105 réalisations.

2.5.6 Illustration expérimentale

Illustrons les conclusions précédentes expérimentalement. Pour cela, nous utilisons l'imageur
d'OSC présenté dans le chapitre 1. La scène observée est composée de trois pièces en plastique
transparent sur un fond di�usant uniforme. Nous faisons successivement neuf acquisitions pour
obtenir un échantillon temporel de taille N = 9. L'illumination est active uniquement sur la pre-
mière acquisition et éteinte pour les huit acquisitions suivantes, ce qui correspond à un paramètre
de non-uniformité Q = 1. L'intensité d'illumination est volontairement très faible de sorte que le
système est principalement limité par le bruit de détecteur. Les résultats obtenus grâce aux esti-
mateurs P̂med, P̂mv,Funi,t et P̂mvg,F inconnu,t sont présentés dans la �gure 2.23. Les trois pièces en
plastiques sont di�cilement discernables en utilisant les estimateurs médian (Fig.2.23.a) et MV
tronqué (Fig.2.23.c) ce qui n'est pas le cas pour l'estimateur MVG tronqué (Fig.2.23.e). Cette
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observation subjective est con�rmée grâce aux histogrammes correspondants qui mettent en
évidence les grandes variances des estimateurs médian (Fig.2.23.b) et MV tronqué (Fig.2.23.d).
En e�et, on montre que la variance sur les objets en plastique (estimée dans une fenêtre de
25×120) décroît de 0,53 pour P̂med à 0,13 pour P̂mv,Funi,t et 0,06 pour P̂mvg,F inconnu,t. Ces va-
riances sont en accord avec les simulations présentées dans la �gure 2.21. Nous concluons qu'avec
une telle non-uniformité d'illumination, l'estimateur P̂mvg,F inconnu,t montre indiscutablement les
meilleures performances.

2.5.7 Discussion

Dans cette section, nous avons étudié l'in�uence de la non-uniformité d'illumination sur la
précision d'estimation de l'OSC. Lorsque l'illumination est connue, le problème se rapproche
grandement du cas uniforme étudié dans la section 2.2 à condition de dé�nir correctement le
rapport signal sur bruit. En revanche, lorsque l'illumination n'est pas connue a priori, nous
avons utilisé la vraisemblance généralisée pour calculer un estimateur e�cace. Nous devons
retenir essentiellement deux points sur cette méthode d'estimation :

� Notre approche supposant que l'illumination est uniforme nous empêche d'estimer l'inten-
sité rétro-ré�échie par la scène. En e�et, nous avons montré que seul l'OSC pouvait être
estimé dans ces conditions.

� Les performances de l'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé (MVG) sont
très proches de celles de l'estimateur MV avec une illumination connue a priori. Nous en
avons conclu que le fait d'estimer la non-uniformité ne pénalisait que très peu l'estimateur
MVG. Il doit donc être utilisé dès que nous soupçonnons une non-uniformité spatiale ou
temporelle de l'illumination.
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Figure 2.23 � Image d'une scène composée de trois plastiques transparents
sur un fond di�usant en utilisant les estimateurs (a) P̂med, (c) P̂mv,Funi,t et (e)
P̂mvg,Finconnu,t. (b), (d) et (f) : histogrammes respectifs estimés sur l'objet et sur le
fond dans des fenêtres de 25×120 pixels. La taille de l'échantillon temporel est N = 9

et l'illumination est impulsionnelle (Q = 1).
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié l'estimation de l'OSC en présence de di�érentes pertur-
bations correspondant à di�érentes conditions expérimentales. Nous avons commencé par le cas
des systèmes à faible �ux lumineux, qui sont limités par le bruit de détecteur. Après avoir calculé
la borne de Cramer-Rao, nous avons comparé di�érents estimateurs. L'estimateur du maximum
de vraisemblance présente les meilleures performances. La non-uniformité de l'illumination peut
apparaître dans les systèmes longue portée. Le modèle de perturbations a donc été modi�é pour
en tenir compte. Les bornes de Cramer-Rao ont été calculées lorsque la non-uniformité d'illumi-
nation est connue et ensuite inconnue. Nous avons aussi proposé des estimateurs e�caces dans
chacun des cas. En particulier, nous avons montré que l'estimateur du maximum de vraisem-
blance généralisé est e�cace pour des RSB su�samment élevés. Nous nous sommes également
intéressés aux systèmes à plus fort �ux, dans lesquels le bruit de photons n'est plus masqué par
le bruit de détecteur. Dans cette situation, il faut également prendre en compte la contribution
due à l'illumination passive. Grâce au modèle mis en place, nous avons montré que la BCR se
décomposait en deux termes : le premier dépend du signal, alors que le deuxième est additif.
Nous avons en�n montré que la précision d'estimation de l'OSC P dépendait de l'OSC de la
contribution passive. Cela nous fournit un degré de liberté pour optimiser les performances du
système.
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Détection dans les images OSC
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Dans le chapitre précédent, nous avons étudié les performances d'estimation de l'OSC en
présence de di�érentes perturbations. Cependant, dans de nombreuses applications, l'objectif
n'est pas de mesurer l'OSC avec précision, mais de détecter la présence d'un objet dont l'OSC
est di�érent de celui du fond. Pour cela il est nécessaire de prendre en compte les caractéristiques
du bruit pour concevoir des algorithmes e�caces.

En e�et, cela a été démontré dans le traitement des images SAR (Synthetic Aperture Radar),
où les �ltres de détection adaptés se sont révélés bien supérieurs aux techniques classiques [63�65].
D'autres études ont été menées sur la dé�nition d'algorithmes de détection pour des systèmes
limités par le bruit de photons [66]. Il en ressort que le détecteur GLRT (Generalized Likelihood
Ratio Test) montre de très bonnes performances même lorsque le signal mesuré est faible. Le
GLRT a aussi été utilisé dans le cadre des systèmes polarimétriques actifs [60,67] où le bruit de
speckle est prédominant.

Notre objectif dans ce chapitre est d'utiliser ces méthodes qui ont fait leurs preuves pour
traiter les images polarimétriques en présence de di�érentes perturbations. Dans un premier
temps nous ferons quelques rappels sur la théorie de la détection. Nous présenterons ensuite
deux approches pour construire des algorithmes de détection en présence d'une illumination
non-uniforme. Leurs performances seront comparées grâce à des simulations et validées sur des
images réelles.

3.1 Base de la théorie de la détection

En traitement du signal, il est fréquent qu'on ait à prendre une décision entre plusieurs
alternatives possibles. Dans les systèmes de détection, on doit par exemple décider si une cible est
présente ou non dans l'image. Ce problème de choix entre deux hypothèses est appelé détection.
Tout comme dans la partie précédente, si on se �xe un modèle statistique de bruit, on peut
dé�nir une méthode de détection optimale. Après une brève introduction sur la théorie de la
détection, nous nous intéresserons au cas d'un système perturbé par un bruit additif gaussien,
et d'une illumination non-uniforme. Nous comparerons les performances de deux détecteurs
correspondant à deux approches di�érentes.

3.1.1 Position du problème

Considérons un échantillon statistique χ de taille N correspondant au signal mesuré. Il
appartient à un ensemble Ω qui est en général un sous espace de RN . On peut donc représenter
le signal χ comme un point de Ω. Dans une problématique de détection on suppose que le signal
χ appartient à l'une de deux classes : la première notée γ0 correspond à l'absence de cible tandis
que la deuxième γ1 correspond à la présence de cible (voir la �gure 3.1).

Un algorithme de détection va associer à chacune des classes γk, k ∈ {0, 1} une région ωk de
l'espace Ω des signaux possibles. Comme le signal appartient forcément à l'une des deux classes,
les régions ω0 et ω1 forment une partition de l'espace Ω. Un algorithme de détection fonctionne
de la manière suivante :

� si le signal χ appartient à la région ω0 il est a�ecté à la classe γ0

82



Figure 3.1 � Représentation de l'ensemble Ω auquel appartient le signal χ mesuré.
Les régions ω0 et ω1 forment un partition de l'espace Ω et sont séparées par la surface

discriminante g(χ).

� si le signal χ appartient à la région ω1 il est a�ecté à la classe γ1

Dé�nir un algorithme de détection revient donc à dé�nir la �frontière� entre ces deux régions
qu'on appelle surface discriminante. Dans la pratique, on détermine une fonction scalaire à
valeur réelle g(χ) du signal mesuré, telle que :

� si g(χ) < λ, on a�ecte le signal à la classe γ0

� si g(χ) > λ, on a�ecte le signal à la classe γ1

Le paramètre λ est appelé seuil de détection.

La fonction g(χ) quant à elle, est appelée fonction discriminante ou détecteur. L'objectif de
la théorie de la détection est de déterminer, pour un problème donné, la fonction discriminante
optimale. Nous allons voir par la suite comment nous pouvons caractériser les performances d'un
détecteur, ce qui nous permettra de préciser la notion d'optimalité.

3.1.2 Qualité d'un détecteur

Commençons par donner quelques dé�nitions qui vont nous servir pour dé�nir la qualité d'un
détecteur :

� La probabilité a priori, notée P(γk), est la probabilité d'observer un élément de la classe γk

indépendamment de la mesure d'un signal. Dans tous les cas, on véri�e P(γ0)+P(γ1) = 1
puisque le signal appartient forcément à l'une des deux classes.

� La vraisemblance, notée P(χ|γk) est dé�nie comme la probabilité d'observer une réalisation
du signal connaissant la classe à laquelle il appartient.

� La densité de probabilité conjointe, notée P(χ, γk) peut être écrite à partir de la probabilité
a priori et de la vraisemblance en utilisant la relation de Bayes :

P(χ, γk) = P(χ|γk)P (γk)

.
� La densité de probabilité a posteriori, notée P(γk|s), correspond à la probabilité que le

signal observé χ corresponde à la classe γk.
Ces quelques dé�nitions nous permettent de donner l'expression de deux types d'erreurs que
peut fournir un algorithme de détection.
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Dé�nition de deux types d'erreurs

Les résultats possibles d'un algorithme de détection à deux classes sont présentés dans le
tableau 3.1. Comme nous le voyons, l'algorithme peut renvoyer un résultat juste (vrai positif ou
vrai négatif), mais également une erreur (fausse alarme et non détection).

classe détectée γ0 classe détectée : γ1

classe e�ective : γ0 vrai négatif fausse alarme
classe e�ective : γ1 non détection vrai positif

Tableau 3.1

Intéressons-nous plus particulièrement à ces deux erreurs :
� Associer le signal à la classe γ0 alors qu'il appartient à la classe γ1 correspond à une

non détection. La probabilité d'occurrence de cette erreur est appelée probabilité de non
détection (Pnd) et est égale à :

Pnd =
∫

ω0

P(χ|γ1)dχ. (3.1)

� Associer le signal à la classe γ1 alors qu'il appartient à la classe γ0 correspond à une fausse
alarme. La probabilité d'occurrence de cette erreur est appelée probabilité de fausse alarme
(Pfa) et est égale à :

Pfa =
∫

ω1

P(χ|γ0)dχ. (3.2)

On peut aussi dé�nir la probabilité de détection :

Pd =
∫

ω1

P (χ|γ1)dχ = 1− Pnd

En e�et on montre facilement que :

Pd + Pnd =
∫

ω1

P (χ|γ1)dχ +
∫

ω0

P (χ|γ1)dχ =
∫

ω
P (χ|γ1)dχ = 1

Nous en concluons que minimiser la probabilité de non détection revient à maximiser la proba-
bilité de détection.

Performances de détection

Pour représenter les performances d'un détecteur, nous pouvons étudier les valeurs de la
probabilité de détection et de la probabilité de fausse alarme lorsque le seuil de détection (ou
surface discriminante) varie. Nous obtenons ainsi une courbe paramétrique {Pfa(λ),Pd(λ)} qui
est appelée caractéristique opérationnelle du récepteur (COR) (voir la �gure 3.2).

Analysons cette courbe : chacun des points correspond aux probabilités Pfa et Pd pour une
valeur du seuil λ (dé�ni dans l'équation eq.3.1.1). Lorsque le seuil est faible, les probabilités Pfa

et Pd sont élevées, ce qui correspond à la partie droite de la courbe. La partie gauche, quant à
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Figure 3.2 � Courbe caractéristique opérationnelle du récepteur (COR).

elle, correspond aux valeurs de seuil élevées. Un détecteur performant a une courbe COR proche
du point (Pfa = 0, Pd = 1). La diagonale correspond au détecteur �pile ou face�. Un détecteur
dont la courbe COR est en dessous de la diagonale est donc pire que le détecteur pile ou face.
Il a�ecte plus souvent un signal à la mauvaise classe qu'à la classe correcte.

3.1.3 Détecteur optimal

Le détecteur idéal aurait à la fois une probabilité de fausse alarme minimale et une probabilité
de non détection minimale. Cependant, il est facile de voir que ce n'est pas possible : en e�et,
pour minimiser Pfa, il su�t de dé�nir ω1 = Ω et dans ce cas Pfa=0, mais en revanche Pnd = 1.
Il faut donc trouver le bon compromis. Pour cela nous déterminons un algorithme optimal qui
minimise Pnd pour une valeur donnée de Pfa. Un résultat classique de la théorie de la détection
montre que la méthode de détection optimale revient à comparer à un seuil le logarithme du
rapport des vraisemblances. Nous allons distinguer deux cas. Dans le premier tous les paramètres
de la mesure sont connus, dans le second ils sont inconnus.

Cas où les paramètres sont connus

Considérons que la mesure χ est e�ectuée dans de telles conditions que tous les paramètres
θ dont elle dépend sont connus exactement. Le log-rapport des vraisemblances s'écrit :

R = log
[L(χ|γ1, θ)
L(χ|γ0), θ

]
(3.3)

� si R > λ, on décide que χ appartient à la classe γ1,
� si R < λ, on décide que χ appartient à la classe γ0.

Cet algorithme de détection est appelé �Likelihood Ratio Test� (LRT). Il n'est pas souvent mis
en pratique, puisque comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, la mesure χ dépend
généralement d'un ensemble de paramètres qui sont inconnus a priori.
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Cas où les paramètres sont inconnus

Considérons maintenant que la mesure χ dépend d'un ensemble de paramètres θ qui ne sont
pas connus a priori. Dans cette situation, il nous faut considérer tous les paramètres comme des
paramètres de nuisance. Ils sont estimés au sens du MV puis réinjectés dans la vraisemblance
pour obtenir une vraisemblance généralisée. Le log-rapport des vraisemblances généralisées dans
les hypothèses γ0 et γ1 ainsi obtenues s'écrit de la manière suivante :

R = log

[
L(χ|γ1, θ̂)

L(χ|γ0), θ̂

]
(3.4)

Cette valeur est ensuite comparée à un seuil λ : l'algorithme correspondant est appelé `Genera-
lized Likelihood Ratio Test� (GLRT).

Discussion

Le test du rapport de vraisemblance (LRT) est le détecteur optimal : il fournit la meilleure
probabilité de détection pour une probabilité de fausse alarme donnée. Le test du rapport de
vraisemblance généralisée ne possède pas cette propriété en général [68], mais il montre de bonnes
performances et est facile à mettre en oeuvre.

Cependant, il est fréquent dans la pratique qu'on ne puisse pas le calculer de manière ana-
lytique. On utilise alors des détecteurs plus empiriques. Ils ont toujours la même forme qui
consiste à calculer à partir des données une fonction discriminante que l'on compare à un seuil
pour prendre une décision.

3.2 Détecteur GLRT en présence d'illumination non-uniforme

Dans cette partie nous allons appliquer les méthodes présentées ci-dessus, à la détection
dans les images OSC. Nous prendrons en compte, comme dans la section 2.5, la non-uniformité
d'illumination, ainsi qu'un bruit additif gaussien (provenant du bruit de détecteur par exemple).

Considérons que les mesures sont regroupées dans un échantillon statistique de taille N .
L'échantillon est divisé en deux sous-échantillons homogènes de tailles respectives Na et Nb telles
que Na+Nb = N . Pour simpli�er les notations nous dé�nissons Ωa = [1, Na] et Ωb = [Na+1, N ].
La première partie de l'échantillon χa = {Xi, Yi, i ∈ Ωa} est homogène et ses paramètres sont
(ma

X ,ma
Y ) ou d'une manière équivalente (Ia, Pa). La seconde partie χb = {Xi, Yi, i ∈ Ωb} est

homogène et dé�nie par les paramètres (mb
X , mb

Y ) ou (Ib, Pb). Nous utilisons la notation Fa =
[Fi]i∈Ωa et Fb = [Fi]i∈Ωb

, pour dé�nir les vecteurs d'illumination sur chacune des parties de
l'échantillon.

Nous considérons par la suite les deux classes suivantes :
• γ1 : les sous-échantillons χa et χb ont des paramètres d'intérêt di�érents : Ia 6= Ib et/ou

Pa 6= Pb,
• γ0 : les sous-échantillons χa et χb ont les mêmes paramètres d'intérêt : Ia = Ib et Pa = Pb.
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Ce type d'approche permet de réaliser de la détection de bords, ou de cibles homogènes sur
un fond. Il su�t pour cela de concevoir un masque M contenant N pixels, qui sépare les sous-
échantillons χa et χb (voir �gure 3.3).

Figure 3.3 � Masque utilisé pour di�érentes tâches de détection.

Considérons dans un premier temps que l'illumination est connue pour déterminer l'expres-
sion du GLRT. Cela nous permettra d'avoir une référence pour étudier les performances de
détection. Nous considérerons ensuite le cas pratique dans lequel l'illumination est inconnue a
priori.

3.2.1 Cas où l'illumination, F, est connue

Dans cette partie nous considérons que l'illumination F est connue, mais que les paramètres
Ia, Pa et Ib, Pb doivent être estimés.

Expression du GLRT

Pour déterminer le GLRT, nous devons commencer par déterminer l'expression de la vrai-
semblance généralisée dans une région homogène notée `(χ|F). A partir de la log-vraisemblance
d'un échantillon homogène :

`(χ|F,mX ,mY ) = −2N ln
[√

2π
]
− 1

2σ2

N∑

i=1

(Xi − FimX)2

− 1
2σ2

N∑

i=1

(Yi − FimY )2. (3.5)

On montre facilement que les estimateurs de mX et mY au sens du maximum de vraisemblance
sont m̂U =

∑N
i=1 FiUi/

∑N
i=1 F 2

i avec U = {X,Y }. Nous les réinjectons dans la log-vraisemblance
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et nous obtenons :

`(χ|F) = `(χ|F, m̂X , m̂Y )

= −2N ln
[√

2π
]
− 1

2σ2





N∑

i=1

X2
i −

(∑N
i=1 FiXi

)2

∑N
i=1 F 2

i





− 1
2σ2





N∑

i=1

Y 2
i −

(∑N
i=1 FiYi

)2

∑N
i=1 F 2

i





.

Il nous su�t ensuite de déterminer l'expression du GLRT dé�ni par :

RFconnu = `1(χ|F)− `0(χ|F),

où `1(χ|F) est la log-vraisemblance généralisée dans l'hypothèse γ1 et `0(χ|F) la log-vraisemblance
généralisée dans l'hypothèse γ0.

� Dans l'hypothèse γ0, il n'y a pas de cible, et l'échantillon χ est homogène. La log-vraisemblance
est donc égale à celle d'une région homogène : `0(χ|F) = `(χ|F).

� Dans l'hypothèse γ1 l'échantillon est composé de deux sous-échantillons indépendants avec
des paramètres di�érents. La log-vraisemblance correspondante est donc dé�nie comme
`1(χ|F) = `(χa|F) + `(χb|F).

En découle l'expression du GLRT :

RFconnu =
1

2σ2

ΦaΦb

Φa + Φb

[(
m̂a

X − m̂b
X

)2
+

(
m̂a

Y − m̂b
Y

)2
]

, (3.6)

où :

Φv =
∑

i∈Ωv

F 2
i et m̂v

U =
1

Φv

∑

i∈Ωv

FiUi,

avec U = {X,Y } et v = {a, b}. On montre facilement que dans cette expression, m̂v
U est en fait

l'estimateur de mv
U au sens du maximum de vraisemblance. Ainsi, nous voyons que RFconnu ne

dépend des données qu'à travers la di�érence des moyennes empiriques sur les deux zones dans
chacun des canaux.

Cas particulier de l'illumination uniforme

Le cas particulier de l'illumination uniforme correspond à Fi = F0, ∀i ∈ [1, N ]. Dans cette
situation , on donne facilement l'expression du GLRT à partir de l'équation 3.6 :

Runi =
1

2σ2

NaNb

Na + Nb





∑

i∈Ωa

Xi

Na
−

∑

i∈Ωb

Xi

Nb




2

+


∑

i∈Ωa

Yi

Na
−

∑

i∈Ωb

Yi

Nb




2
 . (3.7)

On voit que le GLRT dépend uniquement des données X et Y.
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Expression du contraste

Nous allons maintenant dé�nir le contraste entre les régions a et b. Les performances de
détection du GLRTRFconnu dépendent des densités de probabilité du GLRT dans les hypothèses
γ1 et γ0. Notons ces deux variables aléatoires R0

Fconnu et R1
Fconnu. On montre dans l'annexe D

que la variable 2R0
Fconnu est une variable aléatoire suivant une loi du χ2 avec deux degrés de

liberté [55]. Elle est indépendante des paramètres I et P . On dit alors que le détecteur RFconnu

a un taux de fausse alarme constant ou �constant false alarm rate� (CFAR).

Nous montrons également dans l'annexe D que 2R1
Fconnu est une variable aléatoire suivant

une loi du χ2 non centrée, avec deux degrés de liberté et un paramètre de non centralité égal à :

CFconnu =
ΦaΦb

(Φa + Φb)
×

[
(RSBa − RSBb)

2 + (RSBaPa − RSBbPb)
2
]
, (3.8)

avec RSBa = Ia/(
√

2σ) et RSBb = Ib/(
√

2σ). Par conséquent, R1
Fconnu, et donc les performances

de détection, dépendent uniquement du paramètre CFconnu. Il peut être considéré comme le
paramètre de contraste du problème de détection que nous étudions. En d'autres termes, si nous
considérons deux scénarios avec des paramètres de contraste CFconnu identiques, les performances
du détecteur RFconnu seront identiques.

Intéressons-nous rapidement au cas particulier où il n'y a pas de contraste d'intensité entre
les zones a et b, c'est-à-dire, Ia = Ib = I, ou, en d'autres termes, RSBa = RSBb = RSB. Dans
ce cas, nous avons :

CFconnu =
ΦaΦb

(Φa + Φb)
RSB2 (Pa − Pb)

2 .

Dans cette situation, le contraste CFconnu dépend de la di�érence des OSC dans chacune des
régions et du RSB.

3.2.2 Cas où l'illumination, F, est inconnue

L'algorithme décrit dans la partie précédente suppose que l'illumination est connue. Il peut
être utilisé lorsque le �pattern� d'illumination est statique et qu'il peut être connu a priori.
Cependant, dans de nombreuses situations ce n'est pas le cas et F doit être considérée comme
inconnue. Comme dans la section 2.5, F est alors un paramètre de nuisance.

Expression du GLRT

Commençons par déterminer la vraisemblance généralisée dans une région homogène : ce
calcul est détaillé dans l'annexe C.

`(χ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

{
N∑

i=1

(X2
i + Y 2

i )−

√√√√
(

N∑

i=1

(X2
i − Y 2

i )

)2

+ 4

(
N∑

i=1

XiYi

)2




.

Il su�t ensuite de calculer son expression dans les hypothèses γ0 et γ1.
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� Dans l'hypothèse γ0, l'échantillon est considéré complètement homogène. L'expression de
la log-vraisemblance est :

`0(χ) = − 1
4σ2

{
(TX + TY )−

√
(TX − TY )2 + W 2

}
,

avec TU =
∑N

i=1 U2
i , U = {X,Y } et W = 2

∑N
i=1 XiYi. Ces paramètres sont calculés sur

la totalité de l'échantillon χ.
� Dans l'hypothèse γ1, l'échantillon est divisé en deux parties ayant chacune des paramètres

d'intérêt di�érents. Par conséquent sa log-vraisemblance est la suivante :

`1(χ) = `(χa) + `(χb)

= − 1
4σ2

{
(TX + TY )−

√
(T a

X − T a
Y )2 + W 2

a −
√

(T b
X − T b

Y )2 + W 2
b

}
,

où T v
U =

∑
i∈Ωv

U2
i et W v = 2

∑
i∈Ωv

XiYi, avec U = {X,Y } et v = {a, b}.
En e�et, nous remarquons que TX = T a

X + T b
X , TY = T a

Y + T b
Y et W = Wa + Wb.

L'expression du GLRT dé�ni par RFinconnu = `1(χ)− `0(χ), est donc la suivante :

RFinconnu =
1

4σ2

{√
D2

a + W 2
a +

√
D2

b + W 2
b

−
√

(Da + Db)
2 + (Wa + Wb)

2

}
, (3.9)

où

Dv =
∑

i∈Ωv

(X2
i − Y 2

i ) et Wv = 2
∑

i∈Ωv

XiYi,

avec v = a, b. La valeur de RFinconnu dépend donc uniquement de Da, Db, Wa et Wb. Notons
que l'estimateur du maximum de vraisemblance généralisé déterminé au chapitre 2 (Eq. 2.70)
dépend également de ces même valeurs.

Nous pouvons donner une interprétation intéressante de ces résultats. En e�et, dé�nissons les
vecteurs à deux dimensions a = (Da, Wa)T et b = (Db,Wb)T . Nous pouvons réécrire l'équation
3.9 de la manière suivante :

RFinconnu =
‖a‖+ ‖b‖ − ‖a + b‖

4σ2
, (3.10)

où la norme classique dans un espace euclidien est notée ‖.‖. L'inégalité triangulaire donne
‖a‖ + ‖b‖ ≥ ‖a + b‖ ce qui implique que RFinconnu ≥ 0. Cela est une propriété fondamentale
du GLRT [69].

Expression du contraste

L'expression du GLRT est ici plus complexe que celle dans le cas où F est connue, et il
est di�cile de déterminer la DDP de R dans les hypothèses γ0 et γ1. Cependant, nous allons
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essayer de déterminer les paramètres qui jouent sur les performances du GLRT. Pour cela nous
considérons la limite du GLRT lorsque la variance du bruit de détecteur σ2 tend vers zéro. Cela
revient à faire les hypothèses suivantes :

Xi
σ=0 = FimX ,

Yi
σ=0 = FimY . (3.11)

Si nous injectons ce modèle dans l'expression du GLRT (voir Eq.3.9), nous obtenons :

Rσ=0
Finconnu =

RSBFaRSBFb

4
×A


1−

√
1−

(
2∆P

A

)2

 , (3.12)

où RSBFu est dé�ni dans l'équation 2.60 :

RSBFu = (
√

ΦuIu)/(
√

2σ),

∆P = Pa − Pb,

A =
RSBFa

RSBFb

(1 + P 2
a ) +

RSBFb

RSBFa

(1 + P 2
b ).

Ce résultat est très intéressant puisqu'il montre que si ∆P = 0, alors Rσ=0
Finconnu = 0, ce qui

ne paraissait pas évident en considérant l'expression du détecteur donnée dans l'équation 3.6.
Dans ce cas, la détection n'est pas possible si le contraste d'OSC est nul, et ce, quel que soit
le contraste en intensité. Ceci peut se comprendre en observant l'équation C.5 : le fait que les
Fi soient inconnus rend impossible l'estimation des paramètres Ia et Ib. En résumé, RFinconnu

n'est sensible qu'au contraste d'OSC, et est incapable de détecter un contraste d'intensité. Ce
dernier ne peut en e�et être di�érencié d'une non-uniformité d'illumination.

3.3 Comparaison de di�érentes méthodes de détection

Dans le cas où l'illumination est non connue a priori, deux stratégies de détection sont
envisageables. L'une consiste à utiliser le détecteur RFinconnu pour supprimer l'in�uence de
la non-uniformité d'illumination. Cependant, ceci n'est pas forcément la meilleure approche :
en e�et, le détecteur RFinconnu ne tient pas du tout compte des contrastes d'intensité entre
la cible et le fond, or cette information peut se révéler pertinente si les variations d'intensité
d'illumination sont faibles. Dans ce cas, il paraît plus intéressant d'utiliser le détecteur adapté
à l'illumination uniforme Runi (voir Eq.3.7).

Nous commencerons par étudier les propriétés statistiques de cette nouvelle variable aléatoire.
Nous saurons ainsi comment se comporte le détecteur Runi en présence d'une illumination non-
uniforme. Dans un deuxième temps nous comparerons les deux approches grâce à l'étude des
courbes des caractéristiques opérationnelles des récepteurs.

3.3.1 Performances de Runi en présence d'une illumination non-uniforme

Comme nous l'avons vu dans la section 3.2.1, le détecteur Runi est adapté à l'illumination
uniforme. C'est une variable aléatoire qui est calculée à partir des données X et Y.
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� Si la scène est illuminée uniformément, nous avons vu dans la section 3.2.1 que ce détecteur
était CFAR (taux de fausse alarme constant) et qu'il suivait une loi du χ2 avec deux degrés
de liberté.

� Si l'illumination est non-uniforme les propriétés statistiques vont changer. Injectons le
modèle de perturbations dé�ni dans l'expression du GLRT 2.53 adapté à l'illumination
uniforme Runi (voir Eq.3.7). Notre objectif est ici de déterminer la densité de probabilité
de Runi dans les hypothèses γ0 et γ1. Ces variables aléatoires sont notées respectivement
R0

uni et R1
uni. Après quelques calculs, nous pouvons montrer que 2R1

uni est une loi de χ2

non centrale avec deux degrés de liberté et un paramètre de non centralité égal à :

C′ = (RSB′
a −RSB′

b)
2 + (RSB′

aPa −RSB′
bPb)2,

où

RSB′
v =

√
NaNb

N

F vIv√
2σ

et F v =
1

Nv

∑

i∈Ωv

Fi,

avec v = a, b. La valeur de F v représente la valeur moyenne empirique de l'illumination
dans le sous-échantillon Ωv. Dans l'hypothèse γ0, 2R0

uni est aussi une variable aléatoire
suivant une loi du χ2 non centrée, avec deux degrés de liberté et un paramètre de non
centralité égal à :

C′′ = I2(1 + P 2)
2σ2

NaNb

N

(
F a − F b

)2
.

Ce résultat démontre que le détecteur Runi n'est pas, dans ces conditions, un détecteur
CFAR, puisque R0

uni dépend des paramètres du problème. Intéressons-nous au cas où
l'échantillon χ est homogène, c'est-à-dire que nous sommes dans l'hypothèse γ0, et F a 6= F b

à cause de la non-uniformité de l'illumination. Dans cette situation d'absence de cible, le
détecteur Runi va interpréter la non-uniformité d'illumination comme un contraste d'in-
tensité, et conduire à une fausse alarme. Rappelons que ce n'est pas le cas du détecteur
RFinconnu qui est insensible au contraste d'intensité.

3.3.2 Comparaison de deux approches

Nous avons représenté dans les �gures 3.4 et 3.5, les courbes COR des détecteurs RFconnu,
RFinconnu et Runi avec trois types d'illumination, c'est-à-dire avec di�érentes valeurs de F a et
F b. Les trois vecteurs d'illumination F correspondants sont choisis de telle sorte que F a/F b = 1,
F a/F b = 1, 4 et F a/F b = 4, 7. Dans tous les cas le contraste CFconnu (Eq.3.8) est maintenu
constant en jouant sur les paramètres F a et F b. Les courbes COR du détecteur RFconnu sont
donc les mêmes dans chacune des situations. En e�et ses performances dépendent uniquement de
CFconnu. Ce résultat nous servira de référence pour évaluer les performances des autres détecteurs.

Par la suite, nous considérerons deux scénarios. Le premier correspond à un contraste d'OSC
uniquement. L'objet et le fond ne di�èrent que par leur valeur d'OSC. Le second quant à lui,
correspond à un contraste d'intensité et d'OSC.
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Scénario 1 Scénario 2
Contraste d'OSC uniquement Contraste d'intensité et d'OSC

[Na Ia Pa] = [10 100 0, 8] [Na Ia Pa] = [10 110 0, 7]
[Nb Ib Pb] = [10 100 0, 4] [Nb Ib Pb] = [10 90 0, 5]

CFconnu = 9 CFconnu = 9

Scénario 1

Dans cette situation il n'y a pas de contraste d'intensité, mais juste un contraste d'OSC.
Nous voyons sur la �gure 3.4.a que les courbes COR de RFinconnu sont très proches de la
référence (RFconnu). Cela signi�e qu'en présence d'un contraste d'OSC uniquement, le détecteur
RFinconnu est quasiment optimal. L'estimation de l'illumination F ne détériore pratiquement pas
ses performances. Les courbes COR du détecteur Runi sont représentées sur la �gure 3.4.b. Nous
observons que ses performances dépendent énormément de la non-uniformité d'illumination. En
e�et, ce détecteur se rapproche de la référence si F a/F b = 1 (courbe ◦ ), mais il peut également
être moins bon qu'un détecteur "pile ou face" dans le cas où F a/F b = 4.7. Sa courbe COR
(courbe ¤) est en dessous de la diagonale.
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Figure 3.4 � Courbes COR du détecteur (a) :RFconnu(trait plein),RFinconnu(trait
pointillé) et (b) : RFconnu(trait plein), Runi(trait pointillé) avec trois types de non-
uniformité d'illumination dans le scénario 1. Le contraste CFconnu est �xé à 9, σ = 15

et F a/F b = 1 (◦), F a/F b = 1.4 (4) et F a/F b = 4.7 (¤).

Scénario 2

Dans cette situation, nous sommes en présence à la fois d'un contraste d'intensité et d'OSC.
Le contraste global CFconnu est �xé et égal à celui du scénario 1. Avec ce jeu de paramètres le
contraste d'OSC est plus faible que précédemment. Comme nous pouvons le voir sur la �gure
3.5.a, il en résulte que les performances de RFinconnu sont moins bonnes que dans le scénario 1,
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étant donné que ce détecteur tient compte uniquement du contraste d'OSC. Notons cependant
que les courbes COR correspondant aux di�érentes illuminations sont toujours très proches, ce
qui montre bien que les performances de RFinconnu sont peu a�ectées par la non-uniformité
d'illumination. Le détecteur Runi quant à lui, dépend toujours du type d'illumination comme
nous le voyons sur la �gure 3.5.b. Il peut cependant fournir de meilleurs résultats que RFinconnu

notamment pour F a/F b ≈ 1 (voir la courbe ◦ sur la �gure Fig.3.5), étant donné qu'il exploite
les contrastes d'intensité et d'OSC.
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Figure 3.5 � Identique à la �gure 3.4 dans le scénario 2.

3.4 Application à la détection de cible

Dans le but d'illustrer les conclusions précédentes, nous avons testé les détecteurs RFinconnu

et Runi sur des images composées de cibles sur un fond non-uniforme. Nous commencerons par
mener cette étude sur des images simulées puis sur des images expérimentales.

Pour e�ectuer la détection, les images sont parcourues avec un masque M composé de deux
parties :

� la première χa, représente la forme de la cible que nous cherchons.
� la deuxième χb est le complémentaire de χa dans M (voir la �gure 3.6).
Les paramètres Na et Nb dé�nis précédemment sont, dans ce cas, le nombre de pixels dans χa

et χb. Les algorithmes correspondant aux détecteursRFinconnu etRuni consistent essentiellement
à faire des moyennes dans les sous-échantillons χa et χb (voir les équations 3.9 et 3.7) ce qui
correspond en fait, à e�ectuer des convolutions avec le masque M. Nous choisissons de faire ce
calcul de manière e�cace dans l'espace de Fourier.
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Figure 3.6 � Position des deux cibles dans les images de 256×256 pixels, et forme
du masque M. Le sous-échantillon χa est de taille Na = 85, et χb de taille Nb = 491.

3.4.1 Images simulées

Commençons par dé�nir un modèle d'illumination. Nous procédons de la même manière que
dans la référence [70] pour obtenir des variations spatiales d'intensité dont l'amplitude et la
longueur de corrélation sont contrôlables.

Modèle d'illumination

Pour cela, l'illumination est dé�nie à partir d'une réalisation d'un champ aléatoire gaussien
g(u, v), spatialement corrélé avec une moyenne nulle et un écart type σF . Sa fonction d'auto-
corrélation Cgg(m,n) est une exponentielle de largeur lc :

Cgg(m,n) = σ2
F exp

(
−
√

m2 + n2

lc

)
(3.13)

Nous dé�nissons ensuite l'illumination comme :

F (u, v) = [1 + g(u, v)]2 . (3.14)

Les deux paramètres de ce modèle sont lc qui correspond à la longueur de corrélation de l'illumi-
nation et σ2

F à sa variance. Ensuite nous considérons trois longueurs de corrélation di�érentes :
lc = 1, lc = 10 et lc = 100. Comme nous pouvons le voir sur la �gure 3.7, lorsque lc = 1 la
longueur de corrélation des variations spatiales d'intensité d'illumination est bien plus petite
que la taille caractéristique de la cible. Lorsque nous calculons F a et F b grâce au masque M
nous e�ectuons une moyenne empirique et obtenons F a ≈ F b. Lorsque lc = 10 la longueur de
corrélation de l'illumination est proche de la taille de la cible. Nous avons donc dans certains cas
une illumination moyenne di�érente dans Ωa et Ωb et par conséquent F a 6= F b. Lorsque lc = 100
les longueurs de corrélation des variations spatiales sont beaucoup plus grandes que la cible :
dans ce cas l'illumination est quasiment uniforme sur tout le masque M et F a ≈ F b. Cela est
illustré dans la �gure 3.7.

Application des détecteurs sur les images

Considérons à présent les mêmes scénarios que dans la partie 3.3.2 : le scénario 1 correspond
à un contraste d'OSC uniquement, tandis que le scénario 2 correspond à un contraste d'intensité
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Figure 3.7 � Représentation de l'illumination non-uniforme F avec lc = 1, lc =
10 et lc = 100. Les moyennes empiriques F a et F b sont calculées dans le masque

représenté sur les images.

et d'OSC. Rappelons que le contraste global CFconnu est identique dans les deux scénarios. Les
paramètres pour la cible (Pa,Ia) et pour le fond (Pb,Ib) sont les mêmes que ceux des �gures
3.4 et 3.5. Nous présentons sur les �gures 3.8 et 3.9 successivement la matrice d'illumination F,
l'image d'intensité, l'image d'OSC et les plans de détection Runi et RFinconnu. Rappelons que
la valeur du pixel (u, v) du plan de détection d'un détecteur correspond à la valeur prise par ce
détecteur lorsque le masque de détection est centré sur le pixel (u, v). Chaque ligne correspond
à une valeur di�érente de lc (lc = 1, lc = 10 et lc = 100).

Nous voyons sur la �gure 3.8, que dans le scénario 1, le détecteur RFinconnu montre de
bonnes performances et est capable de détecter les cibles avec tous les types d'illumination. Ceci
est en accord avec les courbes COR qui sont proches de la référence dans la �gure 3.4.a. Le
détecteur Runi quant à lui, est moins e�cace que RFinconnu quelle que soit la valeur de lc et
ses performances dépendent énormément de cette valeur. Intéressons-nous plus particulièrement
au cas lc = 10, pour lequel les variations spatiales d'illuminations sont de la même taille que
la cible. Dans cette situation, il arrive que F a 6= F b (voir la �gure 3.7), ce qui conduit à de
nombreuses fausses alarmes comme nous pouvons le voir sur la courbe ¤ dans la �gure 3.4.(b).
En e�et Runi interprète les variations de l'illumination comme un contraste d'intensité. Lorsque
lc = 1 ou lc = 100 la longueur de corrélation de l'illumination est soit beaucoup plus petite,
soit beaucoup plus grande que la taille de la cible, ce qui conduit à F a ≈ F b (voir la courbe (◦)
dans la �gure 3.4.(b)). Cela explique pourquoi dans ces deux cas, Runi est meilleur que lorsque
lc = 10.

A présent intéressons-nous au scénario 2 dans la �gure 3.9. Les performances du détecteur
RFinconnu ne dépendent toujours pas de la longueur de corrélation de l'illumination, mais sont
globalement moins bonnes que dans le scénario 1. Ceci est en accord avec ce que nous avions
observé sur les courbes COR. Plus la contribution du contraste d'intensité dans le contraste
global CFconnu est grande, plus le contraste CFinconnu est faible. En d'autres termes, le détecteur
RFconnu n'exploite pas le contraste d'intensité présent dans la scène. Concernant le détecteur
Runi, nous voyons que pour lc = 1 et lc = 100, ses performances sont meilleures que celle de
RFinconnu. Ceci est directement lié au fait que pour ces deux valeurs de longueur de corrélation, le
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détecteur Runi exploite le contraste d'intensité sans être perturbé par la non-uniformité d'illumi-
nation. Lorsque lc = 10, le détecteur Runi est très perturbé par la non-uniformité d'illumination
ce qui n'est pas le cas de RFinconnu.

Figure 3.8 � Détection dans le scénario 1 correspondant à un contraste d'OSC uni-
quement. Horizontalement : la matrice d'illumination F, l'image d'intensité, d'OSC,
et les détecteurs Runi et RFinconnu. Verticalement : chaque ligne correspond respec-

tivement à lc = 1, lc = 10 et lc = 100.
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Figure 3.9 � Détection dans le scénario 2 correspondant à un contraste d'inten-
sité et d'OSC. Horizontalement : la matrice d'illumination F, l'image d'intensité,
d'OSC, et les détecteurs Runi et RFinconnu. Verticalement : chaque ligne correspond

respectivement à lc = 1, lc = 10 et lc = 100.
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3.4.2 Images expérimentales

Nous proposons dans cette partie de véri�er expérimentalement les conclusions que nous
venons de tirer grâce aux précédentes simulations. Pour cela nous générons arti�ciellement une
illumination non-uniforme spatialement. Rappelons que notre étude reste valable pour une non-
uniformité temporelle de l'illumination (cas d'une illumination impulsionnelle par exemple). Le
schéma du montage expérimental est représenté sur la �gure 3.10.

La scène est composée d'une pièce carrée en métal sur un fond di�usant blanc. Le banc expé-
rimental nous permet de créer arti�ciellement des illuminations non-uniformes en projetant un
masque de transmittance sur la scène observée. Pour chaque type d'illumination nous calculons
la demi-largeur à mi-hauteur (half width at half maximum, HWHM) de la fonction d'autocorré-
lation du motif d'illumination. Cette grandeur nous renseigne sur la longueur de corrélation des
variations spatiales d'intensité. Dans la pratique le masque M utilisé est de taille 100×100 pixels
et est composé d'une partie centrale carrée χa de taille Na = 3600 et χb est le complémentaire
dans M avec Nb = 6400.

Nous présentons les résultats de détection dans la �gure 3.11. Les paramètres de la scène
se rapprochent du scénario 1 dans lequel nous avons un contraste d'OSC uniquement. Nous
obtenons des conclusions similaires : le détecteur Runi présente de bonnes performances pour les
faibles et les grandes longueurs de corrélation des variations spatiales de l'illumination (respec-
tivement HWHM=3 et HWHM=105 dans notre illustration). En revanche lorsque HWHM=25,
Runi interprète la non-uniformité d'illumination comme un contraste d'intensité, ce qui conduit
à de nombreuses fausses alarmes. Le détecteur RFinconnu est quant à lui très peu perturbé par la
non-uniformité de l'illumination et donne de bons résultats quelle que soit la valeur de HWHM.

Figure 3.10 � Schéma du montage expérimental comprenant, de gauche à droite,
une source lumineuse, une lentille de collimation, un masque de transmittance qui
permet de générer une illumination non-uniforme, un polariseur linéaire vertical, et
en�n une lentille qui permet d'imager le masque sur la scène observée. Le système de

détection est l'imageur OSC que nous avons développé dans le chapitre 1.
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Figure 3.11 � Détection sur des images expérimentales correspondant à contraste
d'OSC uniquement (scénario 1). Horizontalement : l'image d'intensité, l'image d'OSC,
les détecteurs Runi et RFinconnu. Verticalement : ces images sont réalisées avec lon-
gueurs de corrélations des variations spatiales di�érentes : HWHM = 3, HWHM =

25 et HWHM = 105.

3.5 Conclusion

Dans cette partie nous nous sommes intéressés à la problématique de la détection dans un
système perturbé par le bruit de détecteur et une illumination non-uniforme. Deux approches
ont été envisagées :

� la première ne prend pas en compte la non-uniformité de l'illumination et exploite à la fois
les images d'intensité et d'OSC. Nous avons montré qu'elle était mise en défaut lorsque la
non-uniformité présentait des longueurs de corrélation spatiales proches de la taille de la
cible.

� la deuxième approche, quant à elle, prend en compte la non-uniformité d'illumination in-
connue a priori. Nous avons constaté qu'elle présentait des performances similaires quelles
que soient les caractéristiques de l'illumination (à contraste global constant). En revanche,
cette méthode n'exploite pas le contraste dans les images d'intensité.
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Le choix entre ces deux approches va dépendre de la nature du contraste présent dans la scène
(OSC seulement, ou OSC et intensité), mais également de l'amplitude et de la longueur de
corrélation des variations spatiales d'intensité d'illumination.
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Dans les chapitres précédents nous avons étudié les performances d'estimation et de détection
d'un système d'imagerie OSC en présence de diverses perturbations. Comme nous l'avons vu,
cette méthode d'imagerie polarimétrique requiert l'acquisition de deux images dans deux états de
polarisation. Le premier est colinéaire à celui de l'illumination, alors que le second est orthogonal.
Par conséquent, un tel système ne dispose �nalement que de deux degrés de liberté qui sont par
exemple l'azimut et l'ellipticité de l'illumination. En e�et, une fois que l'état de polarisation de
l'illumination est choisi, les états de polarisation d'analyse sont déterminés.

Dans ce chapitre, nous considérons un système d'imagerie polarimétrique active qui consiste
à illuminer la scène avec un état de polarisation dé�ni par le vecteur de Stokes ~S et à analyser
la lumière suivant un autre état de polarisation de vecteur de Stokes ~T . Contrairement à un
système d'imagerie OSC, le choix de l'état d'analyse est indépendant de celui de l'illumination.
Nous obtenons ainsi une image d'intensité (voir la �gure 4.1). Nous nous proposons d'étudier
comment ce type d'imagerie permet de mettre en évidence des contrastes entre un objet et le
fond qui a des propriétés polarimétriques di�érentes.

Notre objectif est ici d'optimiser le contraste entre ces deux régions de la scène. Les degrés
de liberté pour e�ectuer cette optimisation sont les états de polarisation ~S et ~T . Ce problème
est particulièrement intéressant à traiter pour des applications de télédétection ou d'imagerie
biomédicale où une seule image d'intensité peut être acquise. Il a déjà été traité dans le cas des
signaux radars perturbés par du bruit de speckle [71,72].

Une étude a également été menée sur la détection de cibles immergées grâce à un lidar
[73]. La méthode d'optimisation, dans cette référence, consiste à choisir l'état de polarisation
d'illumination qui fournit à la fois un maximum d'intensité et le degré de polarisation le plus
élevé pour la cible. L'état de polarisation d'analyse est celui qui a la plus forte probabilité d'être
rétro-ré�échi par la cible. Nous proposons d'explorer une approche di�érente qui repose sur la
maximisation du contraste que nous allons dé�nir.

4.1 Dé�nition du contraste

Considérons deux régions a et b dont les propriétés polarimétriques sont décrites par leurs
matrices de Mueller Ma et Mb. Nous utilisons le formalisme de Mueller car nous considérons
que les scènes observées sont dépolarisantes. Le formalisme de Jones n'est pas adapté dans ce
cas. La scène est illuminée avec un état de polarisation purement polarisé dont le vecteur de
Stokes ~S peut se trouver n'importe où sur la sphère de Poincaré. Ce dernier est créé grâce à un
polariseur généralisé appelé �polarization state generator� (PSG).

Le vecteur de Stokes rétro-ré�échi par la région a (resp. b) est ~Sa = Ma
~S (resp. ~Sb =

Mb
~S). Ces vecteurs de Stokes de la lumière rétro-ré�échie sont ensuite projetés sur le vecteur de

Stokes ~T . Pour cela nous utilisons un polariseur généralisé que nous appelons �Polarization State
Analyzer� (PSA). Ainsi les intensités mesurées par le détecteur dans les régions a et b sont :

Iu =
1
2

(
~T T Mu

~S
)

(4.1)

avec u = {a, b} et ou l'exposant T représente la transposition matricielle.
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Figure 4.1 � Principe de fonctionnement d'un système d'imagerie polarimétrique
à une image. Le PSG : (Polarization State Generator) permet de générer un état de
polarisation ~S totalement polarisé et le PSA (Polarization State Analyzer) permet
d'analyser la lumière rétro-ré�échie suivant l'état de polarisation ~T . OI est l'optique

d'illumination et OR l'optique de réception.

Notons qu'un polariseur généralisé permet de générer n'importe quel état de polarisation
sur la sphère de Poincaré. Dans les domaines de l'ellipsométrie ou de l'imagerie de Mueller, le
PSG et le PSA sont généralement caractérisés par leurs matrices de modulation respectives W

et A. Les colonnes de la matrice W (resp. A) représentent les quatre vecteurs de Stokes utilisés
pour illuminer (resp. analyser) la scène. Les PSG et PSA sont dits complets s'ils permettent de
générer tous les états de polarisation possibles. Les matrices W et A sont alors inversibles. Dans
le cadre de notre étude, nous considérons que le PSG et le PSA sont des polariseurs généralisés
caractérisés par leurs états de polarisation ~S et ~T . Ils ne correspondent donc chacun qu'a un seul
état de polarisation. Notre objectif n'est pas d'estimer le vecteur de Stokes rétro-ré�échi mais
simplement de faire apparaître des contrastes.

La dé�nition du contraste dépend, comme nous l'avons vu dans le chapitre 3, des caractéris-
tiques du bruit présent dans l'image. Dans cette partie nous supposerons, comme précédemment,
que le bruit est additif et gaussien. Nous avons montré que ce modèle simple permettait de mo-
déliser le bruit de détecteur. Dans ce cas, il a été démontré dans la référence [74], que le rapport
de Fisher F était une expression adéquate du contraste :

C(~S, ~T ) = F =
1
σ2

(Ia − Ib)
2 . (4.2)

On montre facilement en utilisant l'équation 4.1 que l'expression du contraste peut se mettre
sous la forme :

C(~S, ~T ) =
1

4σ2

(
~T T D~S

)2
,

où D = (Ma −Mb).
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4.2 Optimisation du contraste

Rappelons que notre objectif est de trouver les vecteurs de Stokes ~S et ~T qui maximisent la
valeur du contraste donnée dans l'équation 4.1. On peut facilement montrer que :

max
~S,~T

C(~S, ~T ) =
1

4σ2
max
~S,~T

(
~T T D~S

)2
(4.3)

=
1

4σ2

(
max
~S,~T

∣∣∣~T T D~S
∣∣∣
)2

.

Nous en concluons que pour maximiser C(~S, ~T ) il su�t de déterminer le maximum et le minimum
de la fonction :

F (~S, ~T ) =
1
S0

~T T D~S (4.4)

Pour simpli�er les équations nous allons considérer la forme réduite des vecteurs de Stokes :

~S = S0

(
1
~s

)
, ~T =

(
1
~t

)
et D =

[
D00 ~mT

~n D̃

]
, (4.5)

où D̃ est une matrice 3 × 3 et ~s et ~t sont les vecteurs de Stokes réduits (ils sont de normes 1
puisqu'ils correspondent à des états totalement polarisés). La fonction F (voir l'équation 4.4)
peut s'écrire sous la forme :

F (~s,~t) = D00 + ~sT ~m + ~tT , ~n + ~tT D̃~s (4.6)

Considérons la décomposition en valeurs singulières1 (DVS) de la matrice D̃ qui est en général
non-symétrique :

D̃ = Y ΛXT (4.7)
où Λ est une matrice diagonale dont les valeurs λi sont positives ou nulles et X et Y sont des
matrices orthogonales (i.e. carrées et unitaires). Nous dé�nissons aussi les paramètres suivants :

~u = XT~s, (4.8)
~v = Y T~t, (4.9)
~p = XT ~m, (4.10)
~q = Y T~n. (4.11)

1Décomposition en valeur singulière [75] : Soit D̃ une matrice m × n dont les coe�cients appartiennent au
corps K, où K = R ou K = C. Alors il existe une factorisation de la forme : D̃ = Y ΛX∗, avec X une matrice
unitaire m×m sur K, Λ une matrice m× n dont les coe�cients diagonaux sont des réels positifs ou nuls et tous
les autres sont nuls (c'est donc une matrice diagonale dont on impose que les coe�cients soient positifs ou nuls),
et Y ∗ est la matrice adjointe à Y , matrice unitaire n× n sur K. On appelle cette factorisation la décomposition
en valeurs singulières de D̃.
� La matrice Y contient un ensemble de vecteurs de base orthonormés pour D̃, dits � d'entrée �,
� La matrice X contient un ensemble de vecteurs de base orthonormés pour D̃, dits � de sortie � ,
� La matrice Λ contient les valeurs singulières de la matrice D̃.

Une convention courante est de ranger les valeurs Λii, par ordre décroissant. Dans notre cas la matrice D̃ est
carrée à valeurs réelles.
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En injectant ces dé�nitions dans la fonction F nous obtenons :

F (~u,~v) = D00 + (X~u)T X~p + (Y ~v)T Y ~q + (Y ~u)T Y Λ̃XT X~u

= D00 + ~uT ~p + ~vT ~q + ~vT Λ̃~u

= D00 + ~pT~u + ~vT (~q + Λ~u). (4.12)

Trouver le minimum et le maximum de la fonction F (~u,~v) sous la contrainte ‖~u‖2 = ‖~v‖2 = 1
(étant donné que ‖~s‖2 = ‖~t‖2 = 1 et que les matrices X et Y sont orthogonales) est un problème
d'optimisation à quatre paramètres qui sont par exemple l'azimut et l'ellipticité des états de
polarisation d'illumination et d'analyse. Nous allons montrer dans la suite que ce problème peut
se réduire à une optimisation à deux paramètres, ce qui induit un temps de calcul bien moindre.

4.2.1 Réduction à un problème d'optimisation à deux paramètres

Considérons que le vecteur ~u est �xé et déterminons les vecteurs ~v qui correspondent aux
extrema de la fonction F (~u,~v). Pour cela, il su�t simplement de maximiser le produit scalaire
~v+(~q + Λ~u). En tenant compte de la contrainte ‖~v‖ = 1 nous obtenons deux solutions notées ~v+

et ~v− :

~v+ =
~q + Λ~u

‖~q + Λ~u‖ et ~v− = −~v+. (4.13)

En injectant ces solutions dans la fonction F nous obtenons :

F (~u,~v+) = A(~u) + B(~u), (4.14)
F (~u,~v−) = A(~u)−B(~u), (4.15)

avec

A(~u) = D00 + ~pT~u et B(~u) = ‖~q + Λ~u‖. (4.16)

En utilisant l'équation 4.4 et le fait que B > 0, nous montrons que maximiser le contraste revient
à maximiser la fonction G que nous appellerons contraste réduit :

G(~u) = max
~v

{
[F (~u,~v)]2

}
= [|A(~u)|+ B(~u)]2 . (4.17)

La valeur de ~v qui permet d'obtenir le maximum de [F (~u,~v)]2 est ~v+ si A(~u) > 0 et ~v− si
A(~u) < 0. Si A(~u) = 0, les deux vecteurs ~v+ et ~v− conduisent à un maximum.

En résumé l'algorithme que nous proposons correspond aux étapes suivantes :
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1. Détermination de ~uopt = arg max~u[G(~u)] grâce à une routine d'optimisation.
2. Calcul de la valeur du vecteur ~v correspondante :

~vopt = sign[A(~uopt)]
~q + Λ~uopt

‖~q + Λ~uopt‖ , (4.18)

où A(~u) est dé�ni dans l'équation 4.16. Si A(~uopt) = 0, alors les deux signes conduisent
à un optimum.

3. L'état de polarisation optimal d'illumination est donc ~sopt = X~uopt et l'état optimal
d'analyse est ~topt = Y ~vopt, où X et Y sont dé�nis dans l'équation 4.7.

4.2.2 Analyse de quelques cas particuliers

Analysons deux cas particuliers où la solution est simple et permet d'avoir une compréhension
physique des phénomènes mis en jeu.

Cas ~m = ~n = ~0

Considérons le cas ~m = ~n = ~0, ce qui signi�e que les régions a et b ont les mêmes vecteurs
polarisance et diatténuation [76]. Grâce à l'équation 4.12, one peut voir que, dans ce cas, si
le couple (~u,~v) est optimal alors (−~u,−~v) l'est aussi. La fonction que nous devons maximiser
est G(~u) = |D00| + ‖Λ~u‖. La solution est alors évidente. Si λ1 est la valeur la plus grande
de la matrice diagonale Λ, le vecteur optimal est ~uopt = (±1, 0, 0)T . Par conséquent, ~sopt est
proportionnel au �vecteur d'entrée� associé à la valeur singulière la plus grande de D̃. La valeur
~vopt correspondante dépend du signe de D00.

� Si D00 > 0, ce qui signi�e que la ré�ectance de la lumière dépolarisée de la région a est
plus grande que celle de la région b, alors l'équation 4.18 conduit à ~vopt = ~uopt, c'est-à-dire,
~topt est le �vecteur de sortie� associé à la plus grande valeur singulière.

� En revanche, si D00 < 0, alors ~vopt = −~uopt et ~topt est opposé (i.e. l'état de polarisation
est orthogonal) à ce qu'il était dans le cas précédent. Ce résultat a une interprétation
intéressante. En e�et, le signe de ~topt est tel que la contribution de l'intensité au contraste,
c'est à dire D00, a le même signe que la contribution polarimétrique, c'est à dire ~tToptD̃~sopt,
de telle sorte que la valeur absolue de la somme des deux termes est maximisée.

� En�n, si D00 = 0, c'est-à-dire que les régions a et b ont la même ré�ectance pour la lumière
dépolarisée, alors le contraste est uniquement dû aux propriétés polarimétriques. Dans ce
cas ~topt et −~topt sont tous les deux optimaux.

Cas D̃ = 0

Considérons à présent le cas D̃ = 0 : les régions a et b ne di�èrent l'une de l'autre que par leurs
vecteurs polarisance et diatténuation. D'après l'équation 4.6, nous voyons immédiatement que
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si D00 > 0, alors ~sopt = ~m/‖~m‖ et ~topt = ~n/‖~n‖. En revanche si D00 < 0, alors ~sopt = −~m/‖~m‖
et ~topt = −~n/‖~n‖. Encore une fois, nous remarquons que la contribution polarimétrique au
contraste a le même signe que la contribution de l'intensité.

4.3 Illustration sur un premier exemple

Considérons un cas plus général où les régions a et b ont les matrices de Mueller suivantes :

Ma =




1 0 0 γ

0 0, 5 0 0
4γ 0 0, 3 0
−γ 0 0 0, 4


 , (4.19)

Mb =




0, 9 0 0 0
0 0, 3 0 0
0 0 0, 3 0
0 0 0 0, 4


 , (4.20)

où γ varie entre 0 et 0, 1. Nous véri�ons que toutes ces matrices sont bien des matrices de Mueller
physiques. Pour cela nous nous assurons que les valeurs propres des matrices de cohérence
associées sont toutes positives ou nulles pour chaque valeur de γ [77]. La matrice de Mueller Mb

correspond à celle d'un milieu purement dépolarisant (voir le chapitre 1).

Dans cet exemple, nous remarquons que la matrice D̃ est diagonale : par conséquent les
matrices de passage X et Y sont égales à la matrice identité.

4.3.1 Optimisation des états de polarisation ~s et ~t

Commençons par analyser deux cas correspondant à γ = 0 et γ = 0, 1.

� Lorsque γ = 0, nous sommes dans le cas particulier ~m = ~n = ~0. Étant donné que D00 > 0,
~sopt = ~topt = (1 0 0)T ce qui correspond à des états de polarisation linéaires horizontaux.

� Lorsque γ atteint sa valeur maximale de 0, 1, nous nous rapprochons du second cas parti-
culier D̃ ≈ 0. Dans cette situation nous obtenons ~sopt ≈ ~m = (0 0 1)T et ~topt ≈ ~n/‖n‖ =
(0 0, 97 − 0, 24)T .

Lorsque 0 < γ < 0, 1 nous utilisons l'algorithme décrit précédemment pour trouver la valeur
de ~uopt qui maximise G(~u). Dans la �gure 4.2, nous représentons la fonction G′(αs, εs) = G(~u)
pour γ variant entre 0 et 0, 1, où αs est l'azimut et εs l'ellipticité du vecteur de Stokes ~S =
(1, cos 2αs cos 2εs, sin 2αs cos 2εs, sin 2εs)T .

Nous représentons sur la �gure 4.3 l'évolution des vecteurs ~sopt et ~topt en fonction du para-
mètre γ. Pour γ = 0, ils sont quasiment identiques et ensuite lorsque γ augmente ~sopt tend vers
une polarisation circulaire gauche tandis que ~topt se rapproche d'un état légèrement elliptique
dont l'azimut est proche de 45◦.

Nous remarquons que dans notre exemple, pour chaque valeur de γ il existe deux maxima
correspondant à αs = 0◦ et αs = 90◦. Notons ~sopt, ~topt les vecteurs optimaux correspondant au
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Figure 4.2 � Représentation pour di�érentes valeurs de γ de la fonction à maxi-
miser G′(αs, εs) = G(~u) où αs est l'azimut et εs l'ellipticité du vecteur de Stokes
d'illumination. A droite sont données les valeurs αs et εs correspondant au maxi-

mum de la fonction G′(αs, εs).
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Figure 4.3 � Représentation sur la sphère de Poincaré des vecteurs de Stokes ~sopt

(•) et ~topt (◦), correspondant respectivement aux états de polarisation optimaux à
l'emission et à la réception, pour di�érentes valeurs de γ entre 0 et 0, 1. Les �èches

vont dans le sens des γ croissants.

cas αs = 0◦ et ~s′opt, ~t′opt ceux correspondant au cas αs = 90◦. On montre facilement que

~s′opt =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


~sopt, et ~t′opt = −~topt + sign[A(~sopt)]

~n

‖~n + Λ~sopt‖ .

En réinjectant ces expressions dans l'équation 4.6 on montre sans di�culté que :

F (~sopt,~topt) = F (~s′opt,~t
′
opt).

Cela démontre que dans ce cas particulier, les valeurs α = 0◦ et α = 90◦ conduisent toutes les
deux au même maximum de contraste.

4.3.2 Comparaison avec d'autres états de polarisation non-optimisés sur des
images simulées

Pour illustrer l'intérêt d'utiliser les états de polarisation optimaux d'illumination et d'ana-
lyse, nous avons simulé dans la �gure 4.4 une scène composée d'une pièce carrée de matériau
caractérisé par la matrice de Mueller Ma avec γ = 0, 096 sur un fond dont la matrice de Mueller
est Mb. Nous comparons di�érentes con�gurations classiques présentées dans le tableau 4.2 :

� linéaire �co-polarisée� (LCO), lorsque ~S est linéaire vertical et ~T = ~S.
� linéaire �cross-polarisée� (LCR), lorsque ~S est linéaire vertical et ~T linéaire horizontal.
� circulaire �co-polarisée� (CCO), lorsque ~S circulaire droit et ~T = ~S.
� circulaire �cross-polarisée� (CCR),lorsque ~S circulaire droit et ~T circulaire gauche.
� la con�guration optimale (OPT).
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α~s ε~s α~t ε~t

LCO 0◦ 0◦ 0◦ 0◦

LCR 0◦ 0◦ 90◦ 0◦

CCO 0◦ 45◦ 0◦ 45◦

CCR 0◦ 45◦ 0◦ −45◦

OPT 0◦ 36, 9◦ 40, 1◦ −6, 9◦

Tableau 4.1 � Con�gurations des vecteurs
~s = (cos 2αs cos 2εs, sin 2αs cos 2εs, sin 2εs)T et ~t =
(cos 2αt cos 2εt, sin 2αt cos 2εt, sin 2εt)T utilisés dans les simulations de la �-

gure 4.4.

La valeur du contraste est calculée dans chacune des situations grâce à l'équation 4.2 et
reportée dans la �gure 4.4. Nous voyons qualitativement que la con�guration optimisée fournit
un bien meilleur contraste : le contraste estimé dans cette situation est au moins plus de quatre
fois supérieur aux autres cas.

LCO

C=0.20

LCR

C=0.02

CCO

C=0.02

CCR

C=0.19

OPT

C=0.79

Figure 4.4 � Images simulées d'un élément carré de matériau (Ma avec γ = 0, 096)
sur un fond (Mb) avec I0 = 30, σ = 10. Chacune des con�gurations est détaillée dans

le tableau 4.2.

4.4 Illustration sur un deuxième exemple

Considérons à présent un second cas où les régions a et b ont les matrices de Mueller sui-
vantes :

Ma =




1, 5 0, 1 8γ γ

0, 1 0, 5 0, 2 0, 1
4γ 0, 2 0, 3 0, 1
−γ −0, 1 0, 1 0, 4


 , (4.21)

Mb =




0, 9 0 0 0
0 0, 3 0 0
0 0 0, 3 0
0 0 0 0, 4


 , (4.22)
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où γ varie entre 0 et 0, 1. Nous véri�ons également dans ce cas que toutes ces matrices sont bien
des matrices de Mueller physiques. Notons que la matrice Mb caractérisant le fond de la scène
est identique à celle de la première illustration.

4.4.1 Optimisation des états de polarisation ~s et ~t

Nous utilisons l'algorithme que nous avons développé dans la section 4.2.1 pour trouver
les états de polarisation d'illumination et d'analyse qui maximisent le contraste. Dans la �-
gure 4.5, nous représentons la fonction de contraste réduit G′(αs, εs) = G(~u) pour γ va-
riant entre 0 et 0, 1. Rappelons que αs est l'azimut et εs l'ellipticité du vecteur de Stokes
~S = (1, cos 2αs cos 2εs, sin 2αs cos 2εs, sin 2εs)T .

Contrairement à l'exemple précédent nous pouvons remarquer qu'il n'y a qu'un seul maxi-
mum de contraste.

Comme précédemment, nous représentons sur la �gure 4.3 l'évolution des vecteurs ~sopt et
~topt en fonction du paramètre γ. Lorsque γ augmente de 0 à 0,1, on note dans ce cas que les états
de polarisation ~Sopt et ~Topt se rapprochent de l'équateur, c'est-à-dire des états de polarisation
linéaires d'azimuts respectifs αs = 33, 8◦ et αt = 26, 3◦.

4.4.2 Comparaison avec d'autres états de polarisation non-optimisés sur des
images simulées

Pour illustrer l'intérêt d'utiliser les états de polarisation optimaux d'illumination et d'ana-
lyse, nous avons simulé dans la �gure 4.7 une scène composée d'une pièce carrée de matériau
caractérisé par la matrice de Mueller Ma avec γ = 0, 1 sur un fond dont la matrice de Mueller
est Mb. Nous comparons di�érentes con�gurations classiques présentées dans le tableau 4.2 :

α~s ε~s α~t ε~t

LCO 0◦ 0◦ 0◦ 0◦

LCR 0◦ 0◦ 90◦ 0◦

CCO 0◦ 45◦ 0◦ 45◦

CCR 0◦ 45◦ 0◦ −45◦

OPT 33, 8◦ 1, 4◦ 26, 4◦ −2, 2◦

Tableau 4.2 � Con�gurations des vecteurs
~s = (cos 2αs cos 2εs, sin 2αs cos 2εs, sin 2εs)T et ~t =
(cos 2αt cos 2εt, sin 2αt cos 2εt, sin 2εt)T utilisés dans les simulations de la �-

gure 4.4.

La valeur du contraste est calculée dans chacune des situations grâce à l'équation 4.2 et
reportée dans la �gure 4.7. Nous voyons qualitativement que la con�guration optimisée fournit
un bien meilleur contraste : le contraste estimé dans cette situation est au moins quatre fois
supérieur aux autres cas.
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Figure 4.5 � Représentation pour di�érentes valeurs de γ de la fonction à maxi-
miser G′(αs, εs) = G(~u) où αs est l'azimut et εs l'ellipticité du vecteur de Stokes
d'illumination. A droite sont données les valeurs αs et εs correspondant au maxi-

mum de la fonction G′(αs, εs).
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Figure 4.6 � Représentation sur la sphère de Poincaré des vecteurs de Stokes ~sopt

(•) et ~topt (◦), correspondant respectivement aux états de polarisation optimaux à
l'emission et à la réception, pour di�érentes valeurs de γ entre 0 et 0, 1. Les �èches

vont dans le sens des γ croissants.

LCO
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Figure 4.7 � Images simulées d'un élément carré de matériau (Ma avec γ = 0, 096)
sur un fond (Mb) avec I0 = 30, σ = 10. Chacune des con�gurations est détaillée dans

le tableau 4.2.

4.5 Conclusion

Nous avons présenté une méthode permettant d'optimiser le contraste observé entre deux
régions dans un système d'imagerie polarimétrique faisant l'acquisition d'une seule image en
présence de bruit additif gaussien. L'optimisation des vecteurs d'illumination et d'analyse peut
se réduire à un problème d'optimisation à deux paramètre et produit des résultats très encou-
rageants.

Il est supposé, dans ce chapitre, que les matrices de Mueller des matériaux observés sont
connues a priori, ce qui n'est en général pas le cas. Néanmoins, un système permettant de générer
des états de polarisation d'illumination et d'analyses comme celui présenté dans la �gure 4.1 peut
également servir à mesurer une matrice de Mueller [8]. Nous pouvons ainsi envisager un système
qui mesurerait dans un premier temps la matrice de Mueller de la scène. Il convergerait ensuite
automatiquement vers les états de polarisation d'illumination et d'analyse fournissant le meilleur
contraste. Il est également envisageable de faire converger le système expérimentalement et de
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manière autonome vers le meilleur contraste sans mesurer au préalable la matrice de Mueller de
chaque point de la scène.

Nous avons également supposé que l'image acquise était perturbée par du bruit additif gaus-
sien. Une perspective intéressante des ces travaux, serait de mener une étude similaire en présence
du bruit de photons.
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Conclusion générale

Résumé

L'objectif de cette thèse était d'une part, d'explorer et de développer de nouvelles techniques
d'imagerie polarimétrique active et d'autre part, d'utiliser des techniques de traitement du signal
et de l'image a�n d'améliorer l'extraction d'information.

Une méthode simple d'imagerie polarimétrique active, appelée imagerie d'OSC, nécessite l'ac-
quisition de deux images correspondant à deux états de polarisation orthogonaux. De nombreux
systèmes existants font l'acquisition séquentielle de ces deux images et montrent leurs limites
s'ils sont utilisés avec une source impulsionnelle ou lors de l'observation de scènes dynamiques.
Pour cela nous avons conçu une architecture permettant de faire l'acquisition simultanée de deux
états de polarisation orthogonaux. La con�guration proposée repose sur l'utilisation d'un prisme
de Wollaston ce qui permet d'obtenir un système compact, robuste et dans lequel les bruits tech-
niques sont limités. Durant la conception du système nous nous sommes e�orcés de minimiser
l'in�uence des aberrations optiques. Une calibration optique a cependant été nécessaire et nous
a permis d'obtenir des images d'intensité parfaitement recalées. Nous avons de plus mis en place
une procédure calibration polarimétrique pour compenser les biais introduits par les défauts des
composants utilisés (polarisation et dépolarisation induites).

Les problèmes de bruits d'origine purement technique liés à l'utilisation d'un rotateur de
polarisation, de deux capteurs ou d'une source d'éclairement impulsionnelle ne se posant pas dans
notre architecture, nous avons pu nous intéresser aux bruits résiduels ultimes dans les images de
polarisation (bruit de photons et bruit de détecteur) et cela dans di�érentes con�gurations. Dans
tous les cas présentés, l'objectif était de modéliser de manière rigoureuse le bruit dans les images
d'intensité pour pouvoir calculer la borne de Cramer-Rao sur l'estimation du paramètre d'OSC.
Nous avons commencé par étudier l'in�uence du bruit de détecteur seul, dans un système à très
faible �ux lumineux. La densité de probabilité de l'OSC a été calculée et son expression justi�e
les grandes variances observées à faible rapport signal sur bruit.

Lorsque l'illumination est plus importante, le bruit de photons devient prédominant. Le bruit
de détecteur est alors intégré à un ensemble de sources de bruit appelé contribution passive, qui
peut être partiellement polarisée. L'expression de la borne de Cramer-Rao met en évidence que
la précision d'estimation de l'OSC de la scène dépend de l'état de polarisation de la contribution
passive. Nous avons alors montré qu'il était possible de minimiser la variance de l'OSC en choisis-
sant correctement l'état de polarisation de l'illumination active. En�n, la dernière perturbation
prise en compte était la non-uniformité du faisceau d'illumination qui apparaît dès que l'on
considère des applications longue portée. Dans ce cas, nous avons montré que l'utilisation d'un

119



estimateur adapté (maximum de vraisemblance généralisé) était indispensable pour atteindre la
BCR.

Les systèmes d'imagerie polarimétrique active n'est sont pas seulement destinés à des tâches
d'estimation du paramètre d'OSC, mais également à la détection d'objet d'intérêt dont les
propriétés sont di�érentes de celles du milieu environnant. Nous nous sommes donc naturellement
intéressés à la problématique de la détection en présence d'une illumination non-uniforme et de
bruit de détecteur. Les calculs qui conduisent au détecteur optimal (GLRT) sont assez proches
de ceux e�ectués dans le cadre de l'estimation. Nous avons montré, grâce à des simulations
de Monte-Carlo, que prendre en compte la non-uniformité dans le calcul GLRT permettait
d'obtenir un algorithme insensible au type de non-uniformité. Cependant il ne mettait pas à
pro�t le contraste d'intensité (lié à la ré�ectance des objets) présent dans la scène. Une manière
d'exploiter ce contraste consiste à utiliser le détecteur adapté à l'illumination uniforme. Cette
approche fournit de bons résultats mais conduit à une probabilité de fausse alarme élevée lorsque
la longueur de corrélation des variations spatiales d'intensité d'illumination est proche de la
taille de l'objet d'intérêt. Le choix de l'algorithme dépend donc du type d'application et des
caractéristiques de l'illumination.

En�n nous avons élargi notre étude au cas d'un système actif faisant l'acquisition d'une
seule image d'intensité. Contrairement aux systèmes d'imagerie d'OSC, il présente deux degrés
de liberté : l'état de polarisation de l'illumination et celui de l'analyse. L'objectif de notre étude
était de maximiser le contraste entre deux zones homogènes de l'image. Nous avons montré que
ce problème d'optimisation à quatre paramètres pouvait se réduire à seulement deux paramètres.
En e�et, nous avons présenté l'expression analytique de l'état de polarisation d'analyse optimale
pour un état d'illumination donné. Il devient alors possible d'utiliser des méthodes d'optimisation
classiques pour trouver les états de polarisation maximisant le contraste.

Perspectives

Il est à présent possible d'avoir une bonne vue d'ensemble de l'in�uence de di�érentes per-
turbations sur les performances d'estimation et de détection dans les images polarimétriques.
De nombreuses études ont été menées en présence de bruit de speckle [48, 78, 79], de bruit de
photons [80], ou de bruit de détecteur [13,80]. Il serait très enrichissant de généraliser cette étude
en combinant plusieurs types de bruit. Cela a déjà été fait, dans quelques cas [51, 81, 82], mais
mérite d'être approfondi.

Notre approche concernant la problématique de la détection était assez réduite puisque nous
supposions connaître parfaitement la forme et la taille de l'objet d'intérêt. Il serait très intéressant
de poursuivre cette étude en développant des méthodes de segmentation telles que les contours
actifs par exemple. Pour cela il faudra dé�nir une fonction d'énergie que nous chercherons à
minimiser.

D'un point de vue expérimental, notre étude sur le système polarimétrique à une image
soulève des perspectives intéressantes. En e�et, nous pouvons envisager de modi�er le fonc-
tionnement d'un imageur de Mueller. Après une acquisition permettant d'estimer les images
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de Mueller d'une scène, une segmentation grossière permettrait d'isoler un objet d'intérêt du
fond environnant. Nous avons montré qu'il était alors possible de maximiser expérimentalement
le contraste entre ces deux régions. Il serait ensuite possible �d'accrocher� la zone d'intérêt et
d'optimiser en temps réel les états de polarisation d'illumination et d'analyse en fonction de
l'évolution de la scène. Cette étude très prometteuse peut être généralisée à d'autres types de
perturbations.
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Chapitre A

Caractérisation et calibration de la ca-
méra Basler A312f

Le détecteur que nous avons utilisé dans cette étude est une caméra visible Basler A312f mo-
nochrome avec une dynamique de 12 bits (4095 niveaux de gris). Ses principales caractéristiques
sont résumées dans le tableau A.1.

Type de détecteur : CCD Sony ICX 415AL/AQ
Résolution : 782× 582 pixels
Taille des pixels : 8, 3× 8, 3 µm
Format de sortie vidéo : Mono 16 (16 bits dont 12 e�ectifs)
Temps d'intégration minimum : 20 µ s
E�cacité quantique : 40% à 545 nm
Inverse du gain global : 5,1±0,3 électrons/niveau de gris.
Bruit d'obscurité temporel : 22±1.8 électrons

Tableau A.1 � Caractéristiques de la caméra Basler A312f.

A.1 Mode d'acquisition de la caméra

Le logiciel d'interfaçage (Labview) propose deux modes de fonctionnement : le mode �Snap-
shot� et le mode �Sequence�. Le mode �Snapshot�, également appelé �Grab� lorsqu'il est utilisé
en boucle, ne fonctionne qu'avec un seul et unique bu�er qui doit être vidé pour être réutilisé lors
de l'acquisition suivante. Le mode �Sequence� quant à lui, est préconisé dans l'aide de Labview,
pour l'acquisition d'un grand nombre d'images car il est très rapide. En e�et, dans ce cas, il
y a autant de bu�er que d'images. Nous représentons sur la �gure A.1 les histogrammes d'un
pixel dans le noir pour 500 acquisitions successives. Nous remarquons que le mode �Sequence�
n'est pas adapté à la caméra que nous utilisons. En e�et, certains niveaux de gris ne sont pas
accessibles.

Par la suite nous n'utiliserons donc que le mode "Snapshot".
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Figure A.1 � Histogrammes d'un pixel pour 500 acquisitions dans le noir pour
80ms d'exposition. A gauche le mode "Snap" à droite le mode "Sequence".

A.2 Bruit temporel dans l'obscurité

Dans cette partie nous nous intéressons au bruit temporel, c'est-à-dire aux �uctuations d'un
pixel en fonction du temps. Nous commencerons par les sources de bruits présentes dans l'obs-
curité.

A.2.1 Courant d'obscurité ou �Dark current�

D'une manière générale, un pixel d'une matrice CCD transforme les photons lumineux qu'il
reçoit en paires électron-trou par e�et photoélectrique dans le substrat semi-conducteur. Les
électrons sont ensuite collectés dans un puits de potentiel maintenu à chaque photo-site. Le
nombre d'électrons collectés est proportionnel à la quantité de lumière reçue. Cependant, en
surface du détecteur, c'est-à-dire en surface de la couche dopée N, se créent spontanément des
paires électron-trou à cause de l'agitation thermique. Ces électrons sont eux aussi collectés et
assimilés à un signal. Ils constituent le courant d'obscurité. Dans la pratique on observe que le
nombre d'électrons générés thermiquement suit une loi de Poisson :

µdark current = σ2
dark current = NdTexp, (A.1)

où µdark current est le nombre moyen d'électrons d'obscurité, σ2
dark current sa variance, Texp le

temps d'exposition et Nd le nombre de charges moyennes générées par unité de temps.

Un grand nombre de détecteurs est aujourd'hui équipé d'une compensation du courant d'obs-
curité. La technologie employée sur la matrice CCD Sony ICX 415AL/AQ est la �Hole Accumu-
lation Diode� (HAD). Le principe consiste à rajouter une couche dopée P (très riche en trous)
à la surface du détecteur. Les électrons activés thermiquement en surface de la couche N vont
ainsi être majoritairement captés par la couche HAD et ils ne sont plus collectés dans le puits
de potentiel. Il est ainsi possible de réduire fortement le courant d'obscurité. Les photons, quant
à eux, interagissent plus en profondeur dans le matériau et produisent donc des charges qui ne
sont pas captées par la couche HAD. C'est d'ailleurs cette technologie qui a orienté notre choix
de détecteur.
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Sur la �gure A.2 sont représentées la moyenne et la variance en niveau de gris d'un pixel
en fonction du temps d'intégration dans l'obscurité. Nous observons que ni l'une ni l'autre ne
dépend du temps d'intégration (sur la plage que nous avons testée, i.e. de 20µs à 4s). Cela signi�e
que le détecteur ne présente pas de courant d'obscurité au sens commun, du moins jusqu'à 4 s
de temps d'intégration.
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Figure A.2 � Moyenne et variance du niveau de gris d'un pixel (320,320) sur 500
acquisitions, en fonction du temps d'intégration dans le noir avec un o�set de 0.

(Acquisition en mode snapshot).

Nous avons remarqué tout de même la présence de quelques pixels chauds ou �hot pixels�
dans la matrice de détection. La couche HAD ne doit pas être e�cace sur ces pixels, ce qui se
traduit par la présence d'un courant d'obscurité. Sur la �gure A.3 nous représentons la moyenne
et la variance d'un pixel chaud en fonction du temps d'intégration.

Etant donné les régressions linéaires obtenues, nous concluons que la moyenne et la variance
de ce pixel chaud dépendent linéairement du temps d'intégration : il s'agit donc d'un courant
d'obscurité. Comme nous le savons, le nombre de charges créées thermiquement Nct peut être
modélisé par une variable aléatoire de Poisson. Nous obtenons donc :

〈Nct〉 = Var(Nct).

Ces charges sont ensuite converties en niveau de gris grâce au convertisseur analogique numérique
(CAN) pour obtenir un niveau Xct de gris codé sur 12 bits. Notons q le nombre d'électrons par
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Figure A.3 � Moyenne et variance du niveau de gris d'un �pixel chaud� (185,50)
sur 500 acquisitions, en fonction du temps d'intégration dans le noir avec un �o�set�

de 0. Nous traçons également les régressions linéaires correspondantes.

niveau de gris (1/q est appelé gain global). Nous obtenons donc :

Var(Xct) = Var(Nct

q
)

=
1
q2

Var(Nct)

=
1
q2
〈Nct〉

=
1
q
〈Xct〉

Grâce aux régressions linéaires obtenues dans la �gures A.3, nous pouvons obtenir une première
estimation du paramètre q en calculant le rapport de leurs pentes. Nous obtenons q = 4, 06
électrons par niveau de gris. Cependant nous n'accordons qu'une con�ance mesurée à cette
estimation, puisque nous n'avons pas la certitude que la densité de probabilité du nombre de
charges crées thermiquement est Poissonnienne.

A.2.2 Bruit d'obscurité ou �Dark noise�

Étant donné que la matrice CCD ne fournit quasiment pas de courant d'obscurité dans
la plage d'utilisation (excepté pour les rares pixels chauds), la variance du signal mesuré sur la
�gure A.2 provient d'autres sources de bruit. Nous allons montrer que ce bruit peut être modélisé
de deux manières di�érentes suivant les paramètres utilisés pour l'acquisition.
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Paramètre d'o�set �xé à 0

La caméra est utilisée avec un paramètre d'o�set �xé à 0, comme cela était le cas jusqu'à
présent. Pour visualiser la distribution du bruit d'obscurité nous avons tracé sur la �gure A.4
les histogrammes temporels (sur 500 acquisitions) d'un pixel (320,320) pour di�érents temps
d'intégration :
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Figure A.4 � Histogramme du pixel (320,320) sur 500 réalisations pour di�érents
temps d'intégration, dans l'obscurité avec o�set de 0. Une distribution de Poisson
dont la moyenne correspond à celle donnée dans la �gure A.2 est tracée en trait

plein.

Nous remarquons que les histogrammes ne varient pas avec le temps d'intégration, ce qui
montre encore une fois qu'il n'y a pas de courant d'obscurité. L'histogramme est assez bien
approché par une distribution de Poisson. Nous concluons que dans ce cas, le bruit d'obscurité
peut être modélisé par une variable aléatoire de Poisson de moyenne égale 1,5. D'autre part,
nous remarquons que la valeur 0 contient à peu près la moitié des réalisations (250 dans notre
cas) comme si le bruit était symétrique autour de 0 et que toutes les valeurs négatives étaient
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repliées sur 0. Pour véri�er cette hypothèse nous menons la même expérience, avec cette fois-ci
un o�set �xé à 14.

Paramètre d'o�set �xé à 14

Les histogrammes sont représentés sur la �gure A.5 et les moyennes et variances empiriques
sur la �gure A.6. Nous constatons que dans ce cas, la variance empirique est plus élevée (aux
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Figure A.5 � Histogramme du pixel (320,320) sur 500 réalisations pour di�érents
temps d'intégration, dans l'obscurité et avec o�set de 14. Une courbe gaussienne dont
la moyenne et la variance correspondent à celles données dans la �gure A.6 est tracée

en trait plein.

environs de 15 en niveau de gris) que lorsque l'o�set est �xé à 0. On peut également remarquer
que l'approximation de la densité de probabilité du bruit par une gaussienne est justi�ée. En e�et,
les histogrammes sont très proches des courbes gaussiennes dans la �gure A.5. En�n la moyenne
de ce bruit est très proche de la valeur de l'o�set que nous avons utilisée pour l'acquisition, i.e.
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Figure A.6 � Moyenne et variance empiriques calculées pour le pixel (320,320) sur
500 réalisations pour di�érents temps d'intégration, dans l'obscurité et avec un o�set

de 14.

14. Nous concluons donc que si l'o�set d'acquisition est retiré des images a posteriori, le signal
mesuré par un pixel peut être modélisé par une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle
et de variance égale à 15 niveaux de gris.

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés aux sources de bruit temporel dans l'obscu-
rité. Le point à retenir est que le signal d'obscurité peut être modélisé par une variable aléatoire
de Poisson, ou une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et cela dépend du mode d'ac-
quisition choisi. Dès que le détecteur est illuminé, le bruit de photons contribue lui aussi au bruit
temporel. Mais avant cela, commençons par nous intéresser au bruit spatial du détecteur.

A.3 Bruit spatial

Le bruit spatial correspond aux variations du signal entre pixels, et ceci même quand l'illu-
mination est uniforme et que les variations temporelles sont lissées (grâce à une moyenne sur
plusieurs acquisitions). Le bruit spatial se décompose en 2 contributions principales :

� le bruit d'o�set appelé communément �o�set noise�, �Dark signal non-uniformity� (DSNU)
ou �Fixed Pattern Noise� (FPN),

� et le bruit de gain appelé communément �gain noise� ou �photo-response non-uniformity�
(PRNU)).

Pour chaque Pixel i le signal de sortie Xi (en niveau de gris) dépend linéairement du nombre
de photons reçus Nphotons :

Xi = O�seti + Gaini (QE × q ×Nphotons) , (A.2)

où QE est l'e�cacité quantique du détecteur, q le nombre d'électrons par niveau de gris. Ni le
gain ni l'o�set ne sont exactement les mêmes pour chaque pixel, ce qui se traduit par de légères
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�uctuations spatiales du signal de sortie. Autrement dit les matrices �O�set� et �Gain� ne sont
pas uniformes.

A.3.1 Bruit de non-uniformité d'o�set : �Fixed Pattern Noise�

Connaître le FPN, ou bruit d'o�set revient à connaître la matrice Offseti. Pour cela nous
calculons une image moyenne sur 500 acquisitions (pour s'a�ranchir du bruit temporel de chaque
pixel) dans l'obscurité pour un temps d'acquisition de 20µs (c'est-à-dire pour Nphotons = 0 dans
Eq.A.2). Nous obtenons l'image sur la �gure A.7 qui correspond �nalement à Offseti :
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Figure A.7 � Image moyenne sur 500 acquisitions dans le noir, pour un temps
d'intégration nul et un o�set de 0 (a) et l'histogramme associé (b) (acquisition snap).

Cette image �moyenne� peut être soustraite aux acquisitions. Cette opération est appelée
�o�set shading� ou �dark shading�.

A.3.2 Bruit de non-uniformité de gain : �Photo Response Non Uniformity�

Connaître le PRNU, ou bruit de gain revient à connaître la matrice Gaini. Le détecteur est
illuminé de manière uniforme en le plaçant dans une sphère intégratrice. Nous calculons ensuite
une image moyenne sur 500 acquisitions ce qui permet de s'a�ranchir du bruit de photons.
L'image ainsi obtenue notée Xuni(u, v), est représentée dans la �gure A.8 et est proportionnelle
à la matrice de gain. En e�et :

Gain(u, v) =
Xuni(u, v)

Meanu,v (Xuni)
, (A.3)

où Mean (Xuni) est la valeur moyenne de l'image Xuni.
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Figure A.8 � Image obtenue avec un éclairement uniforme (à gauche) et matrice
de gain correspondante (à droite).

A.3.3 Correction des images

Pour corriger les images brutes nous choisissons d'appliquer une correction d'o�set suivie
d'une correction de gain. Nous obtenons ainsi une image corrigée X̃ telle que :

X̃i =
Xi −Offseti

Gaini
.

Sur la �gure A.9, nous présentons une image correspondant à une scène uniforme, avant et après
correction. Nous remarquons que la variance diminue signi�cativement et que la moyenne de
l'image reste la même.

A.4 Linéarité

Maintenant que la caméra est correctement calibrée, nous pouvons tester sa linéarité. Pour
cela, nous �xons le temps d'intégration à 3 ms et l'o�set à 0. La caméra est placée devant la
sphère intégratrice. Une photodiode placée dans la sphère nous permet d'obtenir à une constante
multiplicative près, l'éclairement du capteur CCD. Nous faisons l'acquisition d'une image pour
di�érents éclairements.

A.5 Bruit spatial et temporel

Nous savons à présent que la caméra est linéaire et qu'elle est calibrée. Nous pouvons caracté-
riser les bruits spatial et temporel en fonction de l'éclairement. Pour cela le temps d'intégration
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Figure A.9 � Images et histogrammes correspondants obtenus avec une éclaire-
ment uniforme, avant correction(à gauche) et après correction (à droite).

est �xé à 3 ms et nous faisons varier l'intensité d'illumination dans la sphère intégratrice. Pour
estimer la variance et la moyenne spatiale nous utilisons l'ensemble des pixels d'une acquisition,
ce qui correspond à 782 × 582 = 455124 réalisations. En ce qui concerne l'estimation de la va-
riance et de la moyenne temporelle, nous utilisons un pixel arbitrairement choisi de coordonnées
(120,120) sur 100 acquisitions di�érentes. Ces estimations sont réalisées pour 5 éclairements
di�érents. Nous obtenons les variances représentées dans la �gure A.11. Nous voyons que la
variance du bruit spatial comme temporel varient linéairement avec la moyenne du signal. Ceci
est caractéristique du bruit de photon (appelé aussi bruit de grenaille ou �shot noise�).

Notons x l'intensité d'un pixel. Supposons que le nombre d'électrons Ni créés correspondant
à un pixel i, a une statistique poissonienne. Nous avons donc V ar(Ni) = 〈Ni〉 où 〈.〉 représente la
moyenne d'ensemble. Supposons également que le niveau de gris Xi est proportionnel au nombre
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Figure A.10 � Linéarité du capteur. Moyenne de niveau de gris sur tous les pixels
d'une image en fonction de l'éclairement (mesuré à l'aide d'une photodiode dont la

réponse est linéaire).
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Figure A.11 � Variances du bruit spatial et temporel en fonction du niveau de
gris moyen d'une image acquise avec une éclairement uniforme.

d'électrons générés ce qui est le cas étant donné que le capteur est linéaire :

Xi =
1
q
Ni + bi, (A.4)

où q le nombre d'électrons correspondant à un niveau de gris et bi est un bruit additif représentant
le bruit de détecteur par exemple. Nous avons donc :

V ar(Xi) = 1/q2V ar(Ni) + V ar(bi)

= 1/q2〈Ni〉+ V ar(bi)

= 1/q〈Xi〉+ V ar(bi)

D'après la courbe de tendance que nous avons tracée, nous avons 1/q = 0, 206, soit q = 4, 85
ce qui signi�e qu'un niveau de gris correspond à 4.85 électrons. Cette valeur est tout à fait en
accord avec celle fournie par la documentation technique de la caméra (voir tableau A.1)
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Chapitre B

Densité de probabilité de l'estimateur
P̂mv

Comme nous l'avons vu dans l'équation 2.21 l'estimateur du MV peut se mettre sous la
forme :

P̂mv =
RSB · P + b1

RSB + b2
. (B.1)

Pour calculer la densité de probabilité commençons par simpli�er cette expression en la mettant
sous la forme :

P̂mv =
U

V
(B.2)

où :

U = RSB × P + b1 (B.3)
V = RSB + b2. (B.4)

Les variables U et V sont deux variables aléatoires gaussiennes de moyennes respectives RSB×P

et RSB et de variances 1. Nous dé�nissons deux nouvelles variables aléatoires :

ρ = U/V

η = V.

Notre objectif est donc de déterminer la DDP de la variable aléatoire ρ. Pour cela, commençons
par dé�nir la densité de probabilité conjointe du couple de variables (η, ρ).

B.1 DDP de (η, ρ)

La densité de probabilité conjointe de (η, ρ) peut s'écrire :

Pη,ρ(η, ρ) = |det[J ]| PU,V (U, V ),

où J est le Jacobien dé�ni comme :

J =

[
∂U
∂η

∂U
∂ρ

∂V
∂η

∂V
∂ρ

]
=

[
ρ η

1 0

]
,
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dont la valeur absolue du déterminant vaut |det[J ]| = |η|. Ainsi nous pouvons écrire :

Pη,ρ(η, ρ) = |η| PU,V (ηρ, η)

=
1
2π

|η| exp
{
−1

2
[ηρ−RSB × P ]2 − 1

2
[η −RSB]2

}

=
1
2π

|η| exp
{
−1

2
[
η2(1 + ρ2)− 2ηRSB(1 + ρP ) + RSB2(1 + P 2)

]}
.

B.2 DDP de ρ

La DDP de ρ est simplement la DDP marginale de la DDP conjointe exprimée ci-dessus :

Pρ(ρ) =
∫ +∞

−∞
Pη,ρ(η, ρ)dη

=
1
2π

∫ +∞

−∞
|η| exp

{
−1

2
[
η2(1 + ρ2)− 2ηRSB(1 + ρP ) + RSB2(1 + P 2)

]}
dη.

Or en utilisant le fait que :

η2(1 + ρ2)− 2ηRSB(1 + ρP ) = (1 + ρ2)
(

η − RSB(1 + ρP )
1 + ρ2

)2

− RSB2(1 + ρP )2

(1 + ρ2)2
,

nous montrons que la DDP de ρ se met sous la forme :

Pρ(ρ) =
1
2π

∫ +∞

−∞
|η| exp

{
−1

2

[
(1 + ρ2) (η −K)2 − RSB2(1 + ρP )2

1 + ρ2
+ RSB2(1 + P 2)

]}
dη,

avec

K =
RSB(1 + ρP )

1 + ρ2
.

Cette expression de la DDP peut encore être simpli�ée. Pour cela nous remarquons que :

−RSB2(1 + ρP )2

(1 + ρ2)
+ RSB2(1 + P 2) = RSB2 (ρ− P )2

1 + ρ2
,

et ainsi

Pρ(ρ) =
1
2π

exp
{
−RSB2 (ρ− P )2

2(1 + ρ2)

} ∫ +∞

−∞
|η| exp

{
−(1 + ρ2)

2
(η −K)2

}
dη. (B.5)

Dans cette expression de la DDP, l'intégrale peut être exprimée de la manière suivante en faisant
le changement de variable u = −η :

∫ +∞

−∞
|η| exp

{
−(1 + ρ2)

2
(η −K)2

}
dη

=
∫ +∞

0
η exp

{
−(η −K)2

2α2

}
dη +

∫ +∞

0
u exp

{
−(u + K)2

2α2

}
du

=
∫ +∞

−K
(v + K) exp

{
− v2

2α2

}
dv +

∫ +∞

+K
(v −K) exp

{
− v2

2α2

}
dv, (B.6)
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avec

α =
1

1 + ρ2
.

Nous pouvons calculer la première intégrale de l'expression (B.6) :
∫ +∞

−K
(v + K) exp

{
− v2

2α2

}
dv =

∫ +∞

−K
v exp

{
− v2

2α2

}
dv + K

∫ +∞

−K
exp

{
− v2

2α2

}
dv

= −α2

[
exp

(
− v2

2α2

)]+∞

−K

+ K
√

2α

∫ +∞

−K/
√

2α
exp

{−w2
}

dw

= α2 exp
(
−K2

2α2

)
+ K

√
2α

√
π

2

(
1
2
− erf

(
K√
2α

))
, (B.7)

où

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
exp

(−u2
)
du

est la fonction d'erreur classique. En utilisant l'expression (B.7) dans l'équation (B.6) en en
remplaçant K par −K nous obtenons :

∫ +∞

−∞
|η| exp

{
−(1 + ρ2)

2
(η −K)2

}
dη

= 2α2 exp
(
−K2

2α2

)
+
√

2πKα

[
1
2

(
erf

(
K√
2α

)
− erf

(
− K√

2α

))]
. (B.8)

En�n en injectant l'équation (B.8) dans l'expression de la DDP (B.5) et en remplaçant K par
α nous obtenons :

Pρ(ρ) =
1

π(1 + ρ2)
exp

(
−RSB2

(
1 + P 2

)

2

)
(B.9)

+
RSB√

2π

1 + ρP

(1 + ρ2)3/2
F

(
RSB

(1 + ρP )√
1 + ρ2

)
exp

(
−RSB2(ρ− P )2

2(1 + ρ2)

)
,

avec

F(x) =
[
erf

(
x√
2

)
− erf

(
− x√

2

)]
/2.

Étant donné que
∞∫

−∞

1
π(1 + ρ2)

dρ = 1,

puisqu'il s'agit de la loi de Cauchy, nous pouvons écrire la DDP de ρ (voir Eq.(B.8)) sous la
forme :

Pρ(ρ) = αP1(ρ) + (1− α)P2(ρ), (B.10)
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avec :

α = exp
(−RSB2

(
1 + P 2

)
/2

)
,

P1(ρ) =
1

π(1 + ρ2)
,

P2(ρ) =
RSB√

2π(1− α)
1 + ρP

(1 + ρ2)3/2
F

(
RSB

(1 + ρP )√
1 + ρ2

)
exp

(
−RSB2(ρ− P )2

2(1 + ρ2)

)
.

Ce sont ces expressions qui vont nous servir à expliquer le comportement de l'estimateur de
l'OSC.
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Chapitre C

Calcul de la vraisemblance généralisée
avec une illumination non-uniforme in-
connue

Nous avons montré que la vraisemblance, d'un échantillon χ perturbé par un bruit de détec-
teur additif gaussien et par une illumination non-uniforme, était de la forme :

`(χ|F, I, P ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

i=1

(
Xi − Fi

I(1 + P )
2

)2

− 1
2σ2

N∑

i=1

(
Yi − Fi

I(1− P )
2

)2

L'objectif de cette partie est de déterminer la vraisemblance généralisée totale de l'échantillon
que nous dé�nissons par :

`(χ) = arg max
I,P,F

[`(χ|F, I, P )] . (C.1)

Dans un premier temps, nous détaillerons comment nous estimons F pour le réinjecter dans la
vraisemblance et obtenir une vraisemblance généralisée partielle :

`(χ|I, P ) = arg max
F

[`(χ|F, I, P )] . (C.2)

C.1 Elimination de F : vraisemblance généralisée partielle

Commençons par estimer Fi au sens du MV : pour cela, nous annulons les dérivées partielles
de `(χ|F,mX ,mY ) par rapport aux Fi. Nous obtenons après un calcul simple :

F̂i =
(1 + P )Xi + (1− P )Yi

2I(1 + P 2)
. (C.3)

En injectant ces estimées dans l'expression de la vraisemblance nous obtenons :

`(χ|I, P ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

N∑

i=1

((1− P )Xi − (1 + P )Yi)
2

1 + P 2
, (C.4)
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que nous pouvons exprimer sous la forme suivante :

`(χ|P ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

T1P
2 −WP + T2

1 + P 2
, (C.5)

avec :

T1 =
N∑

i=1

(Xi + Yi)2/2 (C.6)

T2 =
N∑

i=1

(Xi − Yi)2/2 (C.7)

D =
N∑

i=1

X2
i − Y 2

i (C.8)

Dans l'équation (C.5), nous voyons que la log-vraisemblance généralisée partielle ne dépend que
de P . En particulier, elle ne dépend pas de I : cela signi�e que le paramètre I ne peut pas être
estimé à partir de l'observation de l'échantillon χ.

C.2 Estimation de P au sens du MVG

Pour obtenir la vraisemblance généralisée totale, il nous faut estimer P au sens du maximum
de vraisemblance. La dérivée partielle de `(χ|P ) par rapport à P vaut :

∂`

∂P
= − 1

2σ2

DP 2 + 2WP −D

(1 + P 2)2
, (C.9)

où W = T1 − T2 = 2
∑N

i=1 XiYi. Annuler cette dérivée revient à résoudre l'équation du second
degré suivante :

DP 2 + 2WP −D = 0. (C.10)

qui admet deux solutions réelles :

P =
−W ±√∆

D
, (C.11)

où
∆ = D2 + W 2. (C.12)

La solution correcte est celle qui maximise la log-vraisemblance. Pour cela calculons sa dérivée
seconde de `(χ|P ) par rapport à P :

∂2`

∂P 2
= − 1

2σ2

(2PD + 2W )(1 + P 2)2 − (DP 2 + 2WP −D)(4P 3 + 4P )
(1 + P 2)4

. (C.13)

Utilisons le fait que, pour la valeur P̂ , la dérivée première est nulle. En injectant l'équation
(C.10) dans l'expression de la dérivée seconde nous obtenons :

∂2`

∂P 2
(P̂ ) = − 1

σ2

PD + W

(1 + P 2)2
. (C.14)
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Pour obtenir un maximum, la dérivée seconde doit être négative ce qui implique P ≥ D/W .
Ainsi la solution qui correspond au maximum de la vraisemblance généralisée partielle est :

P̂mvg,F inconnu =
W +

√
W 2 + D2

D
.

que l'on peut écrire sour la forme :

P̂mvg,F inconnu = −R + sgn
(∑N

1 X2
i − Y 2

i

)√
1 + R2 (C.15)

où

R = W/D = 2

(
N∑

1

XiYi

)
/

(
N∑

1

X2
i − Y 2

i

)

et sgn(x) = 1 si x > 0 et -1 sinon.

C.3 Paramètres dont R dépend

Comme nous le voyons dans l'équation C.15, l'estimateur du maximum de vraisemblance
généralisée partielle dépend uniquement de R et de sgn

(∑N
i=1

(
X2

i − Y 2
i

))
qui se trouve être le

dénominateur de R. Dans cette partie nous cherchons à déterminer le paramètre dont R dépend.

Commençons par analyser le numérateur de R. En utilisant le modèle de perturbations donné
dans l'équation 2.53, nous obtenons :

N∑

i=1

XiYi =
N∑

i=1

F 2
i mXmY + FimXny

i + FimY nx
i + nx

i nx
i (C.16)

=

(
N∑

i=1

F 2
i

)
mXmY +

(
mX

N∑

i=1

Fin
y
i + mY

N∑

i=1

Fin
x
i

)
+

N∑

i=1

nx
i ny

i

=

(
N∑

i=1

F 2
i

)
mXmY +




√√√√
N∑

i=1

F 2
i


σ (mXby + mY bx) +

√
Nσ2b3,

où bx et by sont des variables aléatoires gaussiennes de moyennes nulles et de variances unité, b3

est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance unité. Nous avons utilisé le fait que si
X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors V ar(XY ) = V ar(X)V ar(Y ).

Analysons maintenant le numérateur de R. Après quelques calculs nous obtenons :
N∑

i=1

X2
i − Y 2

i =
N∑

i=1

F 2
i m2

X + 2FimXnx
i + nx

i
2 − F 2

i m2
Y − 2FimY ny

i − ny
i
2 (C.17)

=
N∑

i=1

F 2
i (m2

X −m2
Y ) + 2

(
mX

N∑

i=1

Fin
x
i −mY

N∑

i=1

Fin
y
i

)
+

N∑

i=1

nx
i
2 − ny

i
2

=
N∑

i=1

F 2
i

(
m2

X −m2
Y

)
+ 2




√√√√
N∑

i=1

F 2
i


σ (mXbx −mY by) + 2

√
Nσ2b4.
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où b4 est une variable aléatoire de moyenne nulle et de variance unité. Nous avons utilisé le
fait que si X est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance σ2, alors〈
X2

〉
= σ2 et V ar(X2) = 2σ4.

Ainsi en utilisant les équations C.17, C.18 et la paramétrisation (I, P ), nous pouvons écrire
R sous la forme :

R = 2

(
N∑

i=1
F 2

i

)
I2(1− P 2)

4
+

σI

2




√√√√
N∑

i=1

F 2
i


√

2 (bs − Pbd) +
√

Nσ2b3

(
N∑

i=1
F 2

i

)
I2P + σI

(√
N∑

i=1
F 2

i

)
√

2 (bs + Pbd) + 2
√

Nσ2b4

(C.18)

où bs = (bx +by)/
√

2 et bd = (bx−bd)/
√

2 sont deux variables aléatoires gaussiennes de moyenne
nulle et de variance unité. En�n en utilisant la dé�nition RSBF donnée dans l'équation 2.60
nous obtenons :

R =
(RSBF )2

(
1− P 2

2

)
+ RSBF (bs − Pbd) +

√
Nb3

(RSBF )2P + RSBF (bs + Pbd) +
√

Nb4

(C.19)

et sgn
(

N∑

i=1

X2
i − Y 2

i

)
= sgn

(
σ2

[
(RSBF )2P + RSBF (bs + Pbd) +

√
Nb4

])
(C.20)

Nous voyons donc que ces deux quantités ne dépendent que des paramètres RSBF , P et N .
Il en va de même pour l'estimateur Pmvg,F inconnu.

C.4 Vraisemblance généralisée totale

Pour obtenir la vraisemblance généralisée totale, l'estimée de P au sens du maximum de
vraisemblance généralisé est injectée dans l'expression de `(χ|P ) (voir Eq.(C.5)) :

`(χ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

(
T1 +

−T1 −DP + T2

1 + P 2

)

= −2N ln(
√

2πσ)− 1
4σ2

(
2T1 +

√
∆

1 + W 2

D2 + −W
√

∆
D2

)
,

où nous avons tenu compte du fait que W = T1 − T2. Nous remarquons que :
√

∆

1 + W 2

D2 + −W
√

∆
D2

=
D2
√

∆
D2 + W 2 −W

√
∆

=
(∆−W 2)

√
∆

∆−W
√

∆
=

√
∆ + W.

Par conséquence nous obtenons :

`(χ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
4σ2

(
T2 + T1 −

√
(D2 + T2 − T1)2

)
.
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En remplaçant T2, T1, ∆ et W par leurs valeurs pouvons mettre la vraisemblance sous la forme
suivante :

`(χ) = −2N ln(
√

2πσ)− 1
2σ2

{
N∑

i=1

(X2
i + Y 2

i )−

√√√√
(

N∑

i=1

(X2
i − Y 2

i )

)2

+ 4

(
N∑

i=1

XiYi

)2




.

Cela est l'expression de la vraisemblance généralisée totale : elle dépend uniquement de l'échan-
tillon statistique.
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Chapitre D

Calcul de R0
Fconnu et R1

Fconnu

Pour caractériser les performances du détecteur RFconnu nous cherchons à connaître les
paramètres dont il dépend, dans les hypothèses γ0 et γ1. Notons ces deux variables aléatoires
R0

Fconnu et R1
Fconnu. Commençons par rappeler l'expression du détecteurRFconnu :

RFconnu =
1

2σ2

ΦaΦb

Φa + Φb

[(
m̂a

X − m̂b
X

)2
+

(
m̂a

Y − m̂b
Y

)2
]

, (D.1)

où :

Φv =
∑

i∈Ωv

F 2
i et m̂v

U =
1

Φv

∑

i∈Ωv

FiUi,

Hypothèse γ0 Dans l'hypothèse γ0, nous avons ma
U = mb

U = m0
U où U = X,Y . Par conséquent,

les estimées de mX et mY données dans l'équation D.1 s'écrivent,

m̂a
U = m0

U + na
U/Φa,

m̂b
U = m0

U + nb
U/Φb,

où

na
U =

∑

i∈Ωa

Fi[nU ]i,

nb
U =

∑

i∈Ωb

Fi[nU ]i.

avec U = {X,Y }. Ce sont des variables aléatoires gaussiennes de moyennes nulles et de variances
respectives σ2Φa et σ2Φb. En injectant ces équations dans l'expression du GLRT D.1, la variable
aléatoire R0

Fconnu a la forme suivante :

R0
Fconnu =

(
Φbn

X
a − Φan

X
b

)2 +
(
Φbn

Y
a − Φan

Y
b

)2

2σ2ΦaΦb(Φa + Φb)

=
b2
X

2
+

b2
Y

2
,
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où

bU =
Φbn

U
a − Φan

U
b

σ
√

ΦaΦb(Φa + Φb)
,

avec U = X, Y . Ce sont deux variables aléatoires gaussiennes indépendantes, de moyennes nulles
et de variances unité. Nous en déduisons que 2R0

Fconnu est une variable aléatoire suivant une loi
du χ2 avec deux degrés de liberté [83]. Elle ne dépend d'aucun paramètre du problème.

Hypothèse γ1 Dans l'hypothèse γ1, nous avons ma
X 6= mb

X et/ou ma
Y 6= mb

Y et

m̂a
U = ma + na

U/Φa,

m̂b
U = mb + nb

U/Φb,

pour U = X, Y , où na
X and nb

X sont les variables aléatoires dé�nies ci-dessus. Commençons par
analyser le premier terme de l'expression du GLRT donnée dans l'équation D.1. Nous remarquons
que :

1
2σ2

ΦaΦb

Φa + Φb

(
m̂a

X − m̂b
X

)2
=

1
2σ2

(
ΦbΦama − ΦbΦamb + Φbn

a
U − Φan

b
U

)2

ΦaΦb(Φa + Φb)

=
1
2

(√
ΦaΦb

(Φa + Φb)
(ma −mb)

σ
+ bU

)2

,

avec U = X,Y , et bU est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de variance
unité. Nous en déduisons l'expression du GLRT :

R1
Fconnu =

1
2

(CX + bX)2 +
1
2

(CY + bY )2 ,

où

CU =

√
ΦaΦb

(Φa + Φb)
|ma

U −mb
U |

σ
,

pour U = X, Y . Nous voyons que 2R1
Fconnu est une variable aléatoire suivant une loi du χ2 non

centrée avec deux degrés de liberté et un paramètre de non-centralité égal à :

CFconnu = C2
X + C2

Y

=
1
σ2

ΦaΦb

(Φa + Φb)
×

[(
ma

X −mb
X

)2
+

(
ma

Y −mb
Y

)2
]

.

En utilisant la paramétrisation (I, P ) nous obtenons :

CFconnu =
ΦaΦb

(Φa + Φb)
×

[
(RSBa − RSBb)

2 + (RSBaPa − RSBbPb)
2
]
,

avec RSBa = Ia/(
√

2σ) et RSBb = Ib/(
√

2σ).
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Résumé : L'imagerie d'OSC (�Orthogonal State Contrast�) est un mode d'imagerie polarimé-
trique active qui consiste à illuminer la scène avec une lumière polarisée et à analyser le signal
rétro-di�usé dans deux états de polarisation orthogonaux. Elle permet de mettre en évidence
des contrastes qui ne sont pas présents dans les images d'intensité classiques. Les applications
sont très nombreuses en télédétection, dans le domaine biomédical ou pour la vision à travers les
milieux di�usants. L'objectif de cette thèse était de concevoir un instrument et de caractériser
ses capacités en terme d'acquisition et de traitement de l'information.
Nous avons réalisé et validé un système d'acquisition simple et robuste permettant de faire
l'image simultanée des deux états de polarisation. Cette architecture permet d'atteindre des
limites fondamentales �xées par le bruit de détecteur, le bruit de photons ou la non-uniformité
spatiale et temporelle de l'illumination. Nous avons montré expérimentalement son apport pour
l'imagerie de cibles mobiles ou à travers un milieu turbulent.
Pour évaluer les capacités de ce mode d'imagerie, nous avons déterminé les algorithmes d'esti-
mation et caractérisé leurs précisions en fonction du type de bruit prédominant grâce à la borne
de Cramer-Rao. Dans un deuxième temps, nous avons étudié les performances de détection de
cible en fonction de la non-uniformité de l'illumination.
En�n, d'une manière plus générale, nous nous sommes intéressés à la maximisation du contraste
dans une image polarimétrique scalaire. Nous avons proposé une méthode d'optimisation conjointe
des états de polarisation d'illumination et d'analyse qui présente des perspectives prometteuse
pour l'amélioration des imageurs de Mueller.

Abstract : OSC (�Orthogonal State Contrast�) imaging is an active polarimetric imaging mode
which consists in illuminating the scene with a totally polarized light and analyzing the backscat-
tered light along two orthogonal states of polarization. It reveals contrasts which are not present
in conventional intensity images. It arouses a great interest in several domains such as remote
sensing, biomedical imaging or vision through di�usive medium. The objective of this thesis was
to design an OSC imaging system and to characterize its performance in terms of acquisition
capabilities and signal processing.
We designed and tested a simple robust setup which is able to acquire simultaneously both orthogo-
nal states of polarization. This architecture reaches the fundamental limits set by detector noise,
photon shot noise or spatial and temporal non-uniformity of th illuminaiton. We demonstrated
experimentally its bene�t when imaging moving targets or imaging through turbulent medium.
In order to characterize the performance of this imaging mode, we determine estimation algo-
rithm depending on the predominant type of noise and compare their precision to the Cramer-
Rao lower bound. We then studied the performance for target detection as a function of the
non-uniformity of the illumination.
Finally, we studied the maximization of contrast in scalar polarimetric images. We proposed a
method which simultaneously optimizes the states of polarization of the illumination and the
reception. This is an interesting perspective for Mueller imagers improvement.


